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Посвящается В.Т.Гринченко, считав
тему, что писать эту книгу будет
трудно

ПРЕДИСЛОВИЕ

«Досужий читатель! Ты и без клятвы можешь поверить, как хотелось бы мне, чтобы эта
книга, плод моего разумения, являла собой верх красоты, изящества и глубокомыслия.
Но отменить аакон природы, согласно которому всякое живое существо порождает себе
подобное, не в моей власти. А когда так, так что же иное мог породить бесплодный мой и
неразвитый ум, если не повесть о костлявом, тощем, взбалмошном сыне, полном самых
неожиданных мыслей, доселе никому не приходивших в голову...» -г- такими словами,
следуя М.Сервантесу, хотелось бы начать настоящую монографию. «Взбалмошный» ее
герой — это вектор завихренности, растяжение и переплетение линий которого в потоке
жидкости порождает труднейшую и, пожалуй, основную проблему гидродинамики —
проблему турбулентности.

Концепция вихревого движения имеет давнюю историю. Здесь можно указать как
на феноменологические вихревые модели Вселенной (Декарт) и атома (Кельвин), так и
на гонкие наблюдения закономерностей вихреобразования и их яркое художественное
воплощение (Леонардо да Винчи, Ван Гог). Разнообразные примеры такого движения в
природе, науке и технике приведены в интересной монографии [173]. Математическое
описание процессов, связанных с движением завихренности в жидкости, началось в
1858 г. выдающейся статьей Г.Гельмгольца [135]. О фундаментальной важности этой
статьи свидетельствуют и ее переводы на русский и английский ( в Англии и США)
языки. С тех пор интерес к проблемам вихревой динамики («сухожилий и : ускулов те-
чения жидкостн»[ 224]) то угасал, то вновь возрождался. По замечанию Ф.Сэффмена[222}
повышенный интерес к этой проблеме паблюдается примерно каждые 50 лет. И если
первые исследователи были в основном настроены на создание объясняющей инерцию и
гравитацию «вихревой теории материи» [177,227,241], то сейчас дело обстоит иначе.

В настоящее время наблюдается стремительный прогресс в понимании физических
явлений, обусловленных взаимодействием вихревых структур [92,224,25Г Эксперимен-
тально открытые когерентные структуры [147]— крупномасштабные вихревые образо-
вания в свободных сдвиговых течениях (струях и следах), в тонкой зоне течений на повер-
хностях раздела и в пограничных слоях — заставили в значительной степени изменить
оценку возможностей классической статистической теории турбулентности и обратиться
к детерминированным моделям переноса зав хренности и энергии по каскаду волновых
чисел. Взаимодействия вихрей существенно влияют на природные процессы в атмосфе-



ре и океане. В технике не может быть достигнута полная ясность в понимании процессов
отрыва потока, сопротивления движению и генерации шума без четкого представления о
природе вихревого движения. В широком и важном классе течений идеальной невязкой
жидкости динамика завихренности обеспечивает физически содержательные примеры
нелинейных гамильтоновых систем бесконечной размерности, что представляет
значительный интерес в связи с современными работами по хаотическим явлениям в
динамических системах [ 32 ]. Недавно возникший интерес к проблеме «лагранжевой»
турбулентности — хаотическому движению частиц жидкости в поле заданной ( в част-
ности, завихренностью ) скорости и связанным с этим задачам эффективного пере-
мешивания жидкостей в различных процессах химической технологии — еще одна
область современного приложения вихревой динамики [ 198 ].

Прогресс в изучении вихревых движений в значительной степени обусловлен как
расширением возможностей компьютеров и эффективных численных методов, так и со-
вершенствованием экспериментального оборудования, позволяющего осуществлять бо-
лее тонкие измерения. С помощью компьютеров целые классы задач вихревой динамики
выведены на принципиально иной уровень. Появилась возможность численного мо-
делирования [167]трехмерных взаимодействий вихрей.

При работе над книгой, однако, представлялось целесообразным сконцентрировать
внимание на отдельных вопросах динамики вихревых стуктур. При этом рас-
сматривались как задачи, которые ставились на начальных этапах формирования
теории вихрей и решались при помощи сравнительно простых формул, так и задачи, для
решения которых требовалась современная вычислительная техника. Во всех случаях
результаты представлялись так, чтобы сложность выкладок и вычислений не мешала
раскрытию особенностей нелинейного поведения вихревых структур, поскольку есть
опасность многие математические формулы, являющиеся вспомогательным средством в
современной теории вихрей, рассматривать в качестве физической реальности.

Принципиальным моментом развития вихревой динамики является постоянный
интерес к ней великих ученых прошлого. Изучение работ Г.Гельмгольца, Г.Кирхгоффа,
В.Томсона, А.Пуанкаре, Н.Е.Жуковского позволяет раскрыть некоторые стороны науч-
ного мышления классиков в процессе выбора задач, методов их решения и трактовки
результатов. Особо следует выделить диссертацию В.Гребли [ 130 ], заслуженный и ус-
тойчивый интерес к которой возник лишь спустя столетие [ 88 J. В работе [ 88 ] приведены
некоторые рисунки из старых научных работ, а в приложении данной монографии пред-
ставлены переводы трех замечательных экспериментальных работ по вихрям. Своеоб-
разные и в чем-то наивные взгляды великих исследователей вдохновляли нас, и хочется,
чтобы читатели данной моног рафии ощутили то же. Такая работа была бы невозможной
без помощи сотрудников филиала №1 Центральной научной библиотеки АН Украины
им.В.И.Вернадского, поскольку и сегодня справедливы слова Рэлся из предисловия к
книге «Теория звука», в которой говорится: «Многие из наиболее ценных вкладов в нау-
ку сейчас можно найти в журналах и трудах научных обществ, изданных в разных час-
тях света и на нескольких языках и часто практически недоступных тем, кто не живет в
соседстве с большими публичными библиотеками. При таком положении вещей
технические помехи изучению предмета требуют затрат излишнего труда и создают для
развития науки препятствия, которые нельзя недооценивать».

Следует признать, что авторам настоящей монографии ясно видны недочеты как в
фактических результатах, так и в их анализе и стиле изложения. Не вес имеющиеся в на-



шем распоряжении данные использованы должным образом и не весь огромный науч-
ный материал, относящийся к данной книге, критически переработан. Однако, принта
во внимание сложность затронутой темы — динамики вихревых структур, надеемся, ч m
читатели смогут найти для себя нужные страницы и разделить интерес ко многий
описанным в книге явлениям.

На протяжении многих лет авторы находили постоянную поддержку у своих учите-
лей В.Т.Гринченко и А.Ф.Улитко, которым глубоко признательны за участие в обсуж-
дении структуры книги, обсуждении некоторых результатов, неустанное внимание и пос-
тоянно обращенный к нам вопрос, — что есть истина? Авторы рады возможности побла-
годарить Х.Арефа и Г.М.Заславского за обсуждение ряда принципиальных вопросов ха-
отической и регулярной динамики точечных вихрей. Многие недавние исследования,
отражающие научные интересы авторов и обсуждающиеся в этой книге, были выполне-
ны в сотрудничестве с А.А.Гуржием и Т.П.Коновалюк. Выражаем им искреннюю благо-
дарность, а также И.В.Вовку и Ю.Н.Савченко за полезные дискуссии по ключевым воп-
росам, М.СКапелевнчу за создание условий для творческой работы, З.И.Бе-
локриннцкоЙ за помощь и терпение при подготовке материалов к публикации. Здесь, к
сожалению, невозможно перечислить всех друзей и коллег, без поддержки которых на-
стоящая работа не была бы выполнена. Всем им авторы глубоко признательны.



Глава пер вая

ТЕОРИЯ ВИХРЕВОГО ДВИЖЕНИЯ

ЖИДКОСТИ

Одинаково трудно удовлетворить чита-
телей» когда пишешь о предметах либо
малоинтересных, либо представляющих
слишком большой интерес.

Стендаль € Жизнеописание Наполеона»

Гидромеханика как самостоятельный раздел механики сплошной сре-
ды заложена трудами выдающихся ученых, среди которых в первую
очередь следует назвать Д.Бернулли, Л.Эйлера, Ж.Лагранжа,
О.Коши, К.Навье,Д.Стокса, А.Сен-Венана. Благодаря их работам
уже в середине XIX в. задача определения полей скорости и давления
в жидкости сведена к граничной задаче математической физики. В
общем случае ее решение состоит из трех этапов: составление диффе-
ренциальных уравнений в частных производных, описывающих
движение жидкости внутри некоторой области; получение интегралов
этих уравнений; подчинение этих интегралов граничным и начальным
условиям.

И если применительно к классическим моделям идеальной и вяз-
кой жидкости первый этап успешно давно решен — уравнения Эйлера
и Навье — Стокса выглядят обманчиво просто, то второй и третий эта-
пы встречают до сих пор огромные трудности. Эти трудности связаны
прежде всего с нелинейностью основных уравнений движения.
Применительно к идеальной жидкости Г.Гельмгольц установил [ 135 ],
что все возможные интегралы уравнений Эйлера делятся на два
широких класса,отвечающих так называемому потенциальному и
вихревому движению.Г.Гельмгольц детально исследовал основные
общие свойства интегралов вихревого движения и, по словам
Н.Е. Жуковского [ 27 ], та роль, какая выпала на долю Пуансо при
разъяснении вопроса о движении твердого тела, выпала и Гельмголь-
цу в разъяснении вопроса о движении жидкости. Значительная часть
работ, появившихся после 1858 г. и посвященных теоретическим
исследованиям вопроса о вихревых движениях идеальной жидкости,
представляет собой развитие и обобщение полученных Гельмгольцем
результатов и приложение их к решению некоторых задач. В настоя-
щее время в связи с развитием экспериментальной и компьютерной
техники появляется возможность глубже проникнуть в понимание
многих ^ложных процессов. Однако настолько велико число предпола-
гаемых вариантов движений, что систематизация даже простейших
случаев представляет большой интерес и значительные трудности.
Такой систематизации будет отведена большая часть объема данной



книги. В первой главе представлены основополагающие сведения,
относящиеся к моделям жидкости, способам описания их движения, в
частности вихревого, а также к основным их законам.

I . Теоретические модели жидкости

Понятие жидкости. При изучении движения и равновесия тел в ме-
ханике их разделяют на два класса: твердые и жидкие.Жидкие тела,
обладая незначительным взаимным сцеплением и чрезвычайной
подвижностью своих частей, в свою очередь подразделяются на собст-
венно текучие или капельные жидкости и газы. Текучие жидкости мо-
гут содержаться в открытом сосуде и их можно переливать из одного
открытого сосуда в другой. Газы наоборот стремятся к неограниченно-
му расширению и должны содержаться в закрытом сосуде. Кратко
можно сказать, что твердые тела имеют как размеры, так и форму,
жидкости имеют размеры, но не имеют формы, а газы не имеют ни
размеров, ни формы. Более строго жидкость можно определить как ве-
щество, которое легко и непрерывно изменяет свою форму, когда к не-
му приложены даже малые, но надлежащим образом направленные
силы .

При теоретическом подходе к изучению явлений природы из слож-
ного комплекса составляющих явление исключаются второстепенные,
с определенной точки зрения, признаки. Создается модель явления,
которая подвергается количественному анализу. Эта модель может
быть упрощенной; вначале ее следует выбирать наиболее простой для
аналитического изучения и лишь последующие этапы развития
теории*4 вносят в нее все большие и большие приближения к
действительности. Упрощенная модель заключает в себе внутренние
противоречия, приводящие к отклонениям характеризуемого ею
явления от действительных процессов в природе. Самая важная и
наиболее трудная задача при теоретическом описании физического
явления и построения его математической модели — ввести именно те
упрощающие допущения ( научные абстракции ), которые существен-
ны для интересующих особенностей явления, и пренебречь влияниями
меньшего порядка.

* В незаконченной рукописи И. Канта «Переход от метафизических начальных
основ естествознаний к физике» имеется следующее определение: «Жидкой называется
материя, которой можно сообщить движение только путем непрерывно следующих друг
за другом ударов бесконечно раздробленной величины на спокойной поверхности тела.
Наоборот, мы называем твердый такое тело, поверхность которого, оставаясь не-
подвижной, сопротивляется упомянутым ударам. Капелыю-жидкой называется весо-
мая материя, принимающая вследствие внутреннего притяжения в окружающем прост-
ранстве шаровую форму (жидкость, стремящаяся занять наименьший объем») [63].

•• Прежде всего под стимулирующим влиянием эксперимента (совершенствование
его методики и средств наблюдения, расширение круга физических параметров). Как
отмечал английский химик Г. Дэви еще в 1799 г.: «Один хороший эксперимент стоит
больше изобретательности ньютоновского ум а» (34).



В основе гидромеханики, являющейся одним из разделов механики
сплошной среды, лежит несколько основных научных абстракций*

Гипотеза сплошности и непрерывности. Согласно гипотезе сплош-
ности, жидкость, как и всякая сплошная среда — континуум, пред-
ставляет собой непрерывное распределение по объему совокупности
различимых материальных элементов, называемых жидкими
частицами. Допущение о сплошности среды является идеальной абс-
тракцией и в точности в природе никогда не соблюдается, так как все
тела имеют молекулярное и атомное строение. Однако в качестве пер-
вого приближения к действительности в данном случае им можно вос-
пользоваться. Решающим является то, что все результаты, полученные
при теоретическом описании широчайшего класса течений жидкости с
учетом гипотезы сплошности, прекрасно согласуются с многочислен-
ными данными экспериментальных наблюдений.Такая гипотеза не
исключает возможности образования в рассматриваемой жидкости
отдельных мест разрывов ее объема — внутренних полостей или каверн.
Однако при изучении таких кавитационных явлений полости нельзя
включать в общий объем жидкости, а их границы следует принимать как
свободные поверхности ограничения объема жидкости.

Следующей является гипотеза непрерывности количественного
распределения плотности, скорости и внутренних сил по всему объему
жидкости и их изменений во времени. Такое предположение позволяет
использовать аппарат дифференциального и интегрального
исчисления. При этом из рассматривания выпадают явления, связан-
ные, например, с разрывами плотности на скачках уплотнения или с
разбрызгиванием жидкости. Разного рода разрывные движения изу-
чаются на базе теории непрерывных движений с формулировкой до-
полнительных условий на поверхностях разрывов [67].

Модели жидкости. Среди математических моделей жидкости
наиболее широко применяются две — модели идеальной и вязкой
жидкости. Для идеальной жидкости в процессе движения силы
взаимного давления двух ее частей, прилегающих к проведенной через
любую точку плоскости, всегда перпендикулярны к последней.
Иными словами, идеальная жидкость не способна сопротивляться
никаким касательным ( сдвиговым ) усилиям. Следствие такого опре-
деления — равенство силы нормального давления в точке по всем на-
правлениям для движущейся жидкости. Концепция идеальной
жидкости является приближением к реальной жидкости аналогично
тому, как идеальная окружность в абстрактной геометрии харак-
теризует зачастую далекие от совершенства окружности.

Уравнения движения идеальной жидкости получены Л.Эйлером в
XVIII в. и носят его имя. С тех пор многие выдающиеся математики и
механики изучали типы движения безотносительно к тому, существу-
ют ли они для реальной жидкости. Обнаружилось противоречие (зна-
менитый « парадокс Д'Аламбера»), заключающееся в том, что твер-
дое тело любой формы при равномерном движении в идеальной



жидкости в режиме безотрывного обтекания не испытывает
сопротивления. Поэтому неудивительно, что многие инженеры
практики считали, что такая «сухая вида» не имеет ничего общего с
реальной жидкостью, и к концу XIX в. все ученые- гидромеханики
делились на инженеров-гидравликов, наблюдавших то, что нельзя
объяснить, и математиков, объяснявших то, что нельзя наблюдать [9].

Эксперименты показали, что все жидкости в той или иной степени
обладают способностью сопротивляться сдвиговым усилиям, т.е. в них
в процессе движения на мысленно выделенных площадках существу-
ют и касательные силы, которые схожи с силами трения между повер-
хностями твердых тел. Однако трение для твердых тел возникает на
границе двух сред, движущихся друг относительно друга с конечной
скоростью. В то же время в жидкости трение происходит внутри,
причем скорость изменяется непрерывно от точки к точке. Жидкости,
в которых наряду с нормальными силами давления на выделенной
площадке существуют касательные усилия (т.е. силы воздействия
прилегающих частей жидкости уже не перпендикулярны к их общей
поверхности), называются вязкими.

Д.Стокс [228], заложив основы феноменологического подхода к
гидродинамике и теории упругости, предложил общее определение
понятия жидкости: разность между давлением, действующим на про-
ходящую в заданном направлении плоскость через произвольную точ-
ку Р движущейся жидкости и одинаковым для всех направлений дав-
лением в этой же точке, когда жидкость в ее окрестности находится в
состоянии относительного равновесия, зависит от относительного
движения жидкости в непосредственной близости от Я, причем
относительное движение, обусловленное любым вращением, может
быть исключено без изменения упомянутой разницы давления [228].
Этому определению Д.Стокс придал и четкую математическую фор-
му, придя в итоге к уравнениям движения вязкой жидкости. В настоя-
щее время эти уравнения называются уравнениями Навье — Стокса.
История развития представлений о характере и свойствах жидкости в
XIX и начале XX в. представлена в работе [ 206 ]. Экспериментально
установлено, что коэффициент пропорциональности между касатель-
ными напряжениями в точке и локальным градиентом скорости
зависит от температуры жидкости и давления в точке и называется
коэффициентом вязкости ц. Физический смысл этого параметра,
связанный с молекулярным переносом количества движения в
жидкости, раскрыт в [8, 65, 66]. Наряду с коэффициентом вяз-
кости ц часто используется кинематический коэффициент вязкости

v = ̂  ( р — плотность жидкости ), поскольку в его размерность —
Р

(длина)2 х (время)-1 — не входит масса.
В табл.1 представлены значения величин \i и v для различных

жидкостей и газов при 15 ° С и атмосферном давлении.



Таблица!

Вещество

Воздух

Азот, N2

Кислород. О2

Водород, Н2

Гелий, Не

HeoH.Ne

Аргон, А

Хлор. С12

Сернистый водород, H2S

Углекислый газ, СО2

Угарный газ, СО

Вода, Н2О

Раствор сахара, С 1 2 Н 2 2 О И в воде, %

60

Раствор соли, NaCl (23%)

Ртуть, Hg

Серная кислота, H2SO4

Этиловый эфир, (СаНб)аО

Бисульфид углерода, C2S

Хлороформ, СНСЦ

Метиловый спирт, СН3ОН

Этиловый спирт, Cjb^OH

Бензин, С6Н6

Анилин, C6HfiNH2

Парафиновое масло

Рыбий жир

Оливковое масло

Глицерин

Касторовое масло

ц.гсы'1 с '

0,00018

0,00017

0,00020

0,00009

0,00020

0,00031

0,00022

0,00013

0,00012

0,00014

0,00017

0,01140

0,023

0,750

0,021

0,016

0,300

0,0026

0,0038

0,0059

0,0064

0,0130

0,0070

0,0520

0,2

0.7

1,0

13,0

15,0

v.ClT1 С 1

0,15

0.15

0.15

1.05

0.12

0,37

0,13

0,043

0,085

0,077

0,150

0,0114

0,021

0,580

0,018

0,0012

0,1600

0,0034

0,0029

0,0039

0,0080

0,0170

0,0080

0,0510

0,25

0,7

1,0

10,0

15,0

. Скалярные и векторные поля

Дифференциальные характеристики. Для аналитического описания
движения жидкости необходимо определить и исследовать общие гео-
1етрические свойства скалярных и векторных полей безотносительно
ix физической природы.

Введем в трехмерном эвклидовом пространстве ортогональную



систему координат х{, х2, хъ. Элементы длины дуги в точке
(хх, xt, хг) в направлении возрастания координат ж,, ж2 и хъ состав-
ляют соответственно A, </дг,, Af </jrf и hbdx%. Здесь величины А,, А, и
As> которые называются коэффициентами Ламе, в общем случае
являются функциями координат. Пусть в таком пространстве заданы
скалярное ср и векторное с поля,прнчем <р и компоненты cv c2 и с,
вектора с являются непрерывными и дифференцируемыми
функциями координатор х% и ж8.

Напомним, что не любая тройка скалярных функций cv cv сэ обра-
зует векторное поле — для этого необходимо выполнение условия
инвариантности при переходе к новой системе координат. При этом
все векторы подразделяются на два класса — полярные и аксиаль-
ные — в зависимости от значений их новых компонент при инверсии
х\ = - *,: компоненты полярного вектора с меняют знак (с\ = - сД а ком-
поненты аксиального вектора d — нет (d\ = dl). Операции скалярного
и векторного произведения двух векторов вводятся обычным образом.
Отметим, что векторное произведение двух полярных векторов есть
вектор аксиальный.

Дифференциальные операции — нахождение градиента, дивер-
генции и ротора этих полей — осуществляются согласно формулам
(41)

При этом ротор полярного вектора образует аксиальный век-
тор, эквивалентный антисимметричному тензору второго ранга. В
дальнейшем будем пользоваться декартовой ( х, у, г ) и
цилиндрической (г, 9 , г) системами ортогональных координат, для
которых выражения для коэффициентов Ламе имеют вид

и



Оператор Лапласа А от скалярного и векторного полей
вычисляется по определениям

Уф =divgrad(p ; Ac =graddivc- rotrotc. (1.2)

В общем случае ортогональных криволинейных координат компонен-
ты вектора А с не совпадают со значениями величин Ас{, Ас2 и Ас3. Такая
ситуация имеет место только в декартовых прямоугольных координатах.

Далее будет встречаться вектор, обозначаемый с • V 6 и имеющий
в декартовых координатах компоненты (с gradfr,, с gradby, с gradbz).
Дли общего случая этот вектор вводится согласно соотношениям

2 с V6s rot(*xc) + grad(6c)- *xrot Ь -

-bxrotc + cdivft - 6 dive. (1.3)

Действие, определяемое оператором с • V, соответствует
вычислению градиента вектора (или скаляра) по направлению векто-
ра с. Имеют место векторные тождества, проверяемые непосредствен-
но из определений (1.1):

rot V <р = 0; dtv rot с = 0; div (<р с) = с • grad ф + <р div с;

rot (ф с) = Ф rot с - с х grad ф ;

grad ( 6 с ) = 6 x r o t c + 6 V c-fcxrotft+ c-V 6;

rot(6xi?) = c V 6 - с divb^ Ь dive- Ь V с . (1.4)

Интегральные характеристики. Под кривой L, поверхностью S и
объемом V понимаются обычные геометрические понятия с необ-
ходимыми условиями гладкости. Линейный интеграл J с dx, где dx —

вектор с компонентами (dxl dxv dx$\ называется потоком вектора с
вдоль L. Если кривая L образует замкнутый контур, то интеграл

icdx называется циркуляцией вектора г вдоль L. Поверхностный

интеграл J с nds, где п — единичный вектор нормали к поверхности S
9

в месте элемента dS, называется потоком вектора с черев 5. В слу-

чае, когда 5 образует замкнутую поверхность, то f с nds (it — внеш-
5

няя нормаль) называется потоком вектора с из 5. Объемный интег-
рал Serf К не имеет четкого названия и характеризует общую величину
с в объеме. В дальнейшем замкнутый контур L будем считать
12



стягиваемым, т.е. путем непрерывного деформирования он может
быть стянут в точку, не выходя за область задания поля с. Для
стягиваемого контура можно всегда указать незамкнутую поверх-
ность, которая ограничена этим контуром и целиком расположена в
области определения поля.

Для непрерывных и интегрируемых скалярных и векторных полей
имеют место равенства

J gradcp dV = 6ipnds;
v ** (1.5)

nxc)dS;
(1.6)

&cdx= I rote-л dS ,
С s (1.7)

связывающие интегралы по объему V и интегралы по ограничиваю-
щей его поверхности S, а также циркуляцию вектора с по контуру L с
потоком вектора rot с через любую незамкнутую поверхность S,
ограниченную этим контуром. Соотношения (1.5) — (1.7) являются те-
оремами Грина, Гаусса — Остроградского и Стокса соответственно.
Детально история формулировки и доказательств этих равенств пред-
ставлена в [ 250 ].

Кривая, касательная к которой в каждой точке совпадает по на-
правлению с вектором с в этой же точке, называется векторной
линией поля с. Если через замкнутый контур L можно провести век-
торные линии поля с, то образованную таким образом поверхность на-
зывают векторной трубкой поля с. Поток вектора с через незамкну-
тую поверхность, ограниченную контуром L, называется интенсивно-
стью векторной трубки в соответствующем сечении. Векторное поле с
называется соленоидалъным, если его поток из любой стягиваемой
замкнутой поверхности равен нулю. Используя (1.6), видим, что это
условие будет выполнено тогда и только тогда, когда div с = 0. Для не-
прерывного и интегрируемого с квадратом соленоидального векторно-
го поляг справедливы тождества

j[{cn)c- hc\2n]ds j ;
s v (1.8)

+ 2Jx(rotcxc)dV,
v (1.9)

установленные А.Пуанкаре [201] и Дж.Дж.Томсоном [238].
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Векторное псГле с называется потенциальным, если его цирку-
ляция по любому стягиваемому контуру равна нулю. Используя фор-
мулы (1.7) и первое из тождеств (1.4), приходим к заключению, что для
потенциального поля с должно существовать такое скалярное поле (р,
при котором с = grad ф.

Представление Стокса— Гельмгольца. Фундаментальным свойст-
вом произвольного кусочно-дифференцируемого векторного поля с в
конечном объеме V является установленная Дж.Стоксом [229] и
Г.Гельмголыдем [135] возможность представления

с = grad Ф + rot у , (1Л0)

т.е. в виде суммы потенциального и соленоидального полей.
Функции ф и \р, входящие в (1.10), называются соответственно ска-

лярными и векторными потенциалами. Без дополнительных условий
по заданному полю с таких потенциалов существует бесконечное
множество, поскольку потрем исходным функциям-компонентам век-
торного поля с желательно построить четыре функции — составля-
ющие потенциалов. В частности, одним из способов такого разло-
жения для непрерывного дифференцируемого поля с будет

где Н(х) — гармоническая функция, позволяющая удовлетворить ус-
ловиям на границе V: div у =0.

Детальный вывод соотношений (1.11) приведен в [66].

3. Кинематические характеристики движения жидкости

Способы описания движения жидкости» Описанию любого сложного
явления обычно предшествуют разбор некоторых простых ситуаций,
которые его характеризуют. В гидродинамике к таким ситуациям
относится кинематика движения жидкости без анализа сил, вызыва-
ющих это движение. Этот раздел механики жидкости усилиями
О.Коши, Г.Гельмгольца, В.Томсона (лорда Кельвина), Е.Бельтрами и
других выдающихся ученых еще в XIX в. получил практически завер-
шенный вид. Детальный обзор выполненных исследований и глубокий
анализ различных кинематических характеристик жидкости сделаны
Н.Е.Жуковским [28].

В феноменологическом рассмотрении движение жидкости опреде-
ляется по отношению к некоторой фиксированной системе координат.
Это устанавливает в трехмерном эвклидовом пространстве соот-

14



ветствие между частицами жидкого континиума и их радиусом-векто-
ром. Процесс движения можно изучать двумя методами. Первый на-
зывается методом Лагранжа, второй — методом Эйлера. В ряде книг,
например в [67], отмечается, что данные названия условны, так как на
самом деле оба метода были предложены Л.Эйлером в середине
XVIII в. Детальный исторический обзор данной ситуации содержит
монография [250]. В дальнейшем, следуя [66], будем придерживаться
уже устоявшейся и принятой терминологии.

В методе Лагранжа фиксируется внимание на жидкой частице и
прослеживается история ее движения. Д.Максвелл называл [177] та-
кой подход историческим. Переменными — материальными, или лаг-
ранжевыми — будут начальные координаты частицы х и время /. В
методе Эйлера внимание фиксируется на некоторой точке пространст-
ва, занятого жидкостью, и наблюдается, что там происходит. Именно
поэтому Д.Максвелл трактовал такой подход, как статистический.
Переменными — пространственными, или эйлеровыми — выступа-
ют координаты точки пространства х и время /.

Пусть в начальный момент времени /=0 тройка чисел (а, Ь, с) за-
дает относительно неподвижной прямоугольной системы отсчета де-
картовы координаты радиуса-вектора типичной жидкой частицы. В
момент времени / эта частица будет находиться в точке л с декарто-
выми координатами (х, у, г). Тогда отображения

x = f ( X , t ) (1.12)

определяют закон движения континиума. Если х будет фиксирован-
ным, а / — переменным, то уравнение (1.12) определяет траекторию
фиксированной частицы континиума. Если х будет переменным, а / —
фиксированным, то вектор - функция / задает расположение всех
частиц континиума в пространстве в данный момент времени.

Важнейшими является предположение о непрерывности
движения, т.е. в дальнейшем будем считать, что функции, задающие
отображения (1.12), однозначны и трижды непрерывно диффе-
ренцируемы по пространственным и временной координатам. Именно
это обстоятельство позволяет детально исследовать всю систему,
частицы которой независимы друг от друга и совершают индивиду-
альное, на первый взгляд, произвольное движение. Однако непрерыв-
ность функции является существенным условием и позволяет обна-
ружить простые законы, связывающие кинематические и
динамические характеристики жидких частиц.

Из требований непрерывности следует существование отобра-
жения

X=F(x,t)9 (1.13)

обладающего теми же свойствами. В частности, две жидкие частицы,
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различные в какой-то момент времени, будут оставаться различными.
Общие топологические свойства преобразований (1.12) и (1.13) заклю-
чаются в том, что любой объем переходит в объем ( а не в поверхность
или точку), а замкнутая поверхность (линия) -~ в замкнутую поверх-
ность (линию). Это довольно Общие допущения, но они тем не менее
ограничивают класс возможных для изучения явлений. Так,
например, при падении капли жидкости в ту же жидкость, располо-
женную в сосуде, две первоначально удаленные жидкие частицы мо-
гут стать бесконечно близкими в последующие моменты времени.
Описать такого рода явления в предположении непрерывности закона
движения жидкости уже нельзя.

В гидродинамике преимущественно используют подход Эйлера к
описанию движения жидкости. Следует отметить, что в целом принад-
лежащая Л.Эйлеру идея полевого описания сплошной среды при
помощи дифференциальных уравнений в частных производных явля-
ется одним из краеугольных камней не только механики, но и всей
классической физики.

Поле скорости жидкости. Скорость является важнейшим
понятием, которое наряду с законом движения характеризует течение
жидкости. В лагранжевых координатах при наличии закона
движения (t.12) скорость v(XJ) жидкой частицы по определению v «
= Эх/Э/. Она вычисляется для фиксированной частицы и численно равна
расстоянию, проходимому за единицу времени, поэтому здесь берет-
ся частная производная от х по t. Однако задание скорости в лагран-
жевых координатах при описании движения жидкости встречается
крайне редко. Кроме того, такое задание не позволяет просто опре-
делить пространственные градиенты скорости в точках жидкости. По-
этому при анализе течения основной независимой переменной высту-
пает векторная функция и(х, *) — скорость жидкости в точке х в мо-
мент времени /. В эйлеровых координатах она определяется как объем
жидкости, проходящей за единицу времени через единичную площад-
ку, которая перпендикулярна направлению потока. Отыскание век-
торного поля скоростей а(х, /) наряду со скалярными полями дав-
ления p(xj) и плотности p(xf t) является основной задачей гидроме-
ханики.

Векторная линия поля скорости и(х, t) называется линией тока. В
декартовых координатах семейство линий тока в момент времени t
является решением системы уравнений

dx dy dz
u(x9y,zj)*' v(x,y%zj) ш ( ж , у , г , 1 ) ' (1.14)

где время t выступает только в качестве параметра.
В важном частном случае установившегося движения, когда ско-

рость не зависит от времени, линии тока совпадают с траекториями
жидких частиц.
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В дальнейшем все рассмотренные задачи будут относиться к чрьг-
вычайно обширному типу движений как идеальной, так и вяаксй
жидкости, а именно к движению несжимаемой жидкости. Для нее
поле скорости удовлетворяет дополнительному условию

div« = O, (1Л5)

выражающему, по существу, требования сохранения материального
объема жидкости в процессе движения.

Существуют два обширных класса полей течения, распределение
скорости в которых до некоторой степени известно. К первому
относится плоское поле течений, когда вектор поля скоростей и в лю-
бой точке жив любой момент времени образует с фиксированным на-
правлением прямой угол и не зависит от смещения вдоль этого угла.
Обычно таким направлением выбирают ось z декартовой системы ко-
ординат. Тогда вектор скорости для плоского течения имеет вид [и,(х,
У» 0» v(x* У* 0» 0]. Ко второму классу относится осесимметричное поле
течений, для которого компоненты вектора скорости в цилиндрической
системе координат (г, 6, г) не зависят от полярного угла 6, т.е. для
общего случая осесимметричных движений вектор скорости цДг, z, t)\ 0;
иш(г, z, t).

Для плоского движения несжимаемой жидкости уравнение (1.15)
принимает вид

дх ду

Отсюда следует, что выражение udy — vdx должно быть полным
дифференциалом dy некоторой функции (х, у, t). Две комполенты ско-
рости выражаются таким образом через одну функцию:

Ьу' дх' (1.16)

Функция у (*, yt t) называется функцией тока Лагранжа. Онг
имеет четкий физический смысл: определяет объем жидкости, протек-
шей за единицу времени через цилиндрическую поверхность
единичной высоты вдоль оси г, причем, образующая цилиндра пред-
ставляет собой кривую, соединяющую точки Яо и Р (х, у). Суммарный
поток считается положительным, если относительно точки Р он на-
правлен против часовой стрелки. Качественно картину плоского те-
чения жидкости удобно изображать, нанося на плоскости линии тока,
отличающиеся на некоторую постоянную величину 5. Это позволяет
судить о скорости, так как в данной точке она пропорциональна 6 и
обратно пропорциональна расстоянию между двумя соседними
линиями тока.
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В полярной системе координат (г, 8) плоское движение с компонен-
тами скорости uJLr, О, 0 и U (г, в, 0 также можно описать с помощью

функции тока у (г, 9, /); и, = £ | ^ , "e = ~ | j : •

Для плоского движения общее правило состоит в том, что диффе-
ренцирование функции тока у в определенном направлении дает ком-
поненту скорости, повернутую на 90 ° по часовой стрелке от этого на-
правления.

В случае осеснмметричных течений несжимаемой жидкости ус-
ловие (1.15) сводится на основе выражений (1.1) к равенству

Отсюда выражение rujir — rurdz будет полным дифференциалом
rfy некоторой функции у (г, z, t), а компоненты скорости имеют вид

и =_ Ш. и Л * £
г дг* * г Эг ' (1.17)

Функция у называется функцией тока Стокса. Линии тока
осесимметричного течения жидкости, на которых y-const, целиком ле-
жат в плоскостях, проходящих через ось г. Однако они не позволяют
дать качественную оценку скорости, как это имеет место в плоском
случае, из-за наличия множителя 1/г.

Производные по времени. Введение двух способов описания
движения жидкости и скорости частиц требует четкого разграничения
понятий производных по времени от скалярной или векторной
функций в фиксированной точке пространства или для фиксирован-
ной частицы жидкости. Следуя Д.Стоксу [228], связанную с частицей
материальную производную обозначают символом D/Dt, в то время
как для пространственной производной в точке остается обозначение
Э/Э/. Обозначение d/dt или сохраняется для функций, зависящих
только от времени.

Если функция в задана в лагранжевых координатах Xt f, то ее
производная по времени для фиксированной частицы X вычисляется
как частная производная:

dt

При использовании эйлеровых координат функция в (ж, /) харак-
теризует некоторое свойство жидкости в фиксированной точке х в мо-
мент времени /. Чтобы найти скорость изменения 6 во времени для
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фиксированной материальной частицы X, нужно, согласно общему
правилу дифференцирования сложной функции, вычислить производную:

десх.п
DF

Эв(х,П
(1.18)

Выражение (1.18) для скорости изменения скалярной величины в,
следующей за движением фиксированной частицы» называется пол-
цой9 или субстанциональной, производной. Она состоит из суммы ло-
кальной производной Эв/Э, представляющей собой локальную ско-
рость изменения в во времени в фиксированной точке ж, и кон-
еектиеноео слагаемого ы V в, отражающего перенос фиксированной
частицы в другое место. Заметим, что для заданной функции ©(ж, t)
при вычислении субстанциональной производной не обязательно
знать закон движения (1.12), а нужно иметь лишь распределение поля
скоростей «(ж, О-

1Я векторных функций с (ж, I) субстанциональная производная

Dc
(1Л9)

и, в частности, j^T* и (ж, t). Формулы (1. 18) и (1. 19) сохраняют
свой вид и в произвольной ортогональной системе координат. При
атом нужно воспользоваться общими формулами (1.1) и (1.3).

При выводе основных уравнений и анализе течений важное зна-
чение имеют линейные, поверхностные и объемные интегралы от ска-
лярных 6(*, I) н векторных с (х, t) функций, вычисленные для
состоящих из одних и тех же движущихся вместе с жидкостью частиц
материальных линий L, незамкнутой поверхности 5 или объема V.
Значения этих интегралов являются функциями только времени * и
для производных справедливы соотношения

«> Ч«- J (1.20)

div,
0 2 1 )

ко ",L J " 4 *. (1.22)

Интегралы, стоящие в правых частях равенств (1.20) — (1.22),
вычисляются по неподвижным областям (линиям, поверхностям и
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объемам), совпадающим в момент, для которого ищется производная,
с движущимися областями. Отметим, что равенство (1.22), носящее
название «теорема переноса», постулировано О.Рейнольдсом [214]
при общем анализе движения материи во Вселенной.

Определение траектории частиц по заданному полю скорости.
Если известна траектория частиц, задаваемая соотношением (1.12), то
поле скоростей однозначно определяется дифференцированием по
времени. Однако в гидромеханике основной наблюдаемой величиной
является поле скорости. Поэтому интересна и важна задача опреде-
ления траекторий движения жидких частиц.

Зная распределение v(X, t) скоростей частиц в лагранжевых ко-
ординатах, траекторию их движения х (Xt t) можно легко найти про-
стым интегрированием х = J v(Xt t) dt.

В случае эйлеровых координат, когда и(х, t) известно, также можно
определить закон движения (1.14) индивидуальной жидкой частицы,
что достигается при решении векторного дифференциального урав-
нения первого порядка

* = а ( ж , О (1.23)

с начальным условием х = X при / = 0 . Оно может оказаться чрез-
вычайно сложным даже для сравнительно простого вида поля
u(x,t). По-видимому, Д.Максвелл [176] первым обратился к
решению уравнения (1.23) при конкретном задании плоского поля ско-
рости. Он привел детальную картину траекторий частиц жидкости
при прямолинейном и равномерном движении перпендикулярно своей
оси бесконечно длинного кругового цилиндра. Интересный анализ
траекторий частиц жидкости при поступательном или вращательном
движении в ней эллиптического цилиндра содержится в [189].

На современном этапе развития гидромеханики к проблеме опре-
деления траекторий частиц обращено внимание в связи с задачами
перемешивания применительно к различным химическим техно-
логиям [198]. Перемешивание можно рассматривать как растяжение
или сужение расстояний между начально близкими или удаленными
областями двух различных по составу жидкостей. Перемешивание
жидкостей служит важным физическим аналогом многих концепций в
теории динамических систем и хаоса. Еще Д.В.Гиббс [18] указывал на
возможность визуализации движения в двухмерных гамильтоновых
системах с помощью мысленного эксперимента по перемешиванию
несжимаемой жидкости. Лабораторный эксперимент по пере-
мешиванию красителя в прямоугольной области, содержащей
глицерин, описан в [109].

'Во многих случаях перемешивание двух жидкостей происходит в
первую очередь за счет механического движения частиц, а не за счет
явления молекулярной диффузии. В качестве примера можно указать
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на смешивание сливок в кофе, когда для быстрого и эффективного
перемешивания используют ложечку, а не просто полагаются ня
процесс диффузии во времени. Аналогичные процессы часто происхо-
дят и в других ситуациях, например при раскатке теста. На аналогию
между перемешиванием цветных струек в жидкости ( вытягивание,
скручивание и складывание ) и процессов в различных областях
техники ( текстильное и прокатное производство ) обратил внимание
О.Рейнольдс [212], систематизированно описав процессы механичес-
кого перемешивания. Он заметил, что введение цветных полос (струек) в
жидкость позволяет обнаружить в ряде случаев неперемешанные зо-
ны, и указал механизм, по которому происходит процесс в целом

Кроме того, в работе [211] об экспериментальном определении
критерия перехода к турбулентности в потоке воды в трубах О.Рей-
нольдс отметил, что перемешивание цветной сруйки происходит за
счет стохастизации основного течения. Экспериментальные результа-
ты работы дают основание рассматривать процесс стохастизации те-
чения как результат взаимодействия вихревых структур различных
масштабов.

Практически важным классом задач гидромеханики являются
плоские течения. Здесь всегда имеет место функция тока \|/ (х , у , t) и
уравнения для траекторий частиц (1.23) приобретает вид гамильтоно-
вой системы

V у дх (1.24)

с гамильтонианом у .
Известно [32], что, когда гамильтониан не зависит явно о*" времени,

система (1.24) вполне интегрируема и, следовательно, хаоса не
возникает. Вопрос о возможностях хаотической адвекции частиц и
лагранжевой турбулентности в системе (1.24) применительно к конк-
ретному виду вихревых движений впервые сформулирован в [89]. Де-
тальное математическое исследование такой гидродинамической
ситуации с позиции теории динамических систем дано в [151 j.

Любопытна важная особенность некоторых трехмерных течений:
они обнаруживают хаотическое поведение частиц даже в
стационарном поле скорости и(х). Например, для так называе-
мого ДЯС-потока, где поле скорости имеет вид A sin г + С cos у ,
В sin х + A cos z, С sin у + В cos х , при подходящем выбс j>e чисгл А,
В, С движение частиц обнаруживает хаотическое поведение [116,137].

Обобщая, отметим, что современные подходы к описанию трае-
кторий движения частиц и связанная с ними проблема пере-
мешивания требуют использования общей концепции порядка и хаоса
[79] и еще далеки от окончательного завершения.

Поле ускорения. Кинематической характеристикой жидкости
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является также вектор ускорения жидких частиц. Если известен закон
движения, то в лагранжевых координатах ускорение определяется

как вторая частная производная а (X, /) = { 2 • ^ с л и и з в е с т "

но поле скорости, то ускорение а (X, /) = \ ' .
ot

В наиболее важном случае, когда поле скорости и(х, /) использует-
ся в эйлеровых координатах, ускорение жидкой частицы вычисляется
по формуле (1.18):

С учетом вытекающего из (1.4) равенства

« = 2 grad (и и)- и х rot и

получаем выражение

a = i f + i g r a d ( a и )~H X r o t"' (1.26)
инвариантное относительно выбора системы координат.

Наличие нелинейного конвективного слагаемого в выражении для
ускорения жидкой частицы в пространственных координатах являет-
ся одним из принципиальных моментов, вносящих огромную слож-
ность в решение задач гидродинамики. И только когда этим членом
можно пренебречь ввиду либо его малости (линеаризация), либо в
силу некоторых условий симметрии, задачи существенно упрощаются
и допускают аналитическое решение. Ряд общих свойств вектора ус-
корения и его конвективной составляющей даны в [250]. Используя со-
отношение (1.20), получаем кинематическую теорему*В.Томсона:

dx.
(1.27)

Эта формула связывает производную от циркуляции скорости по
материальному замкнутому контуру с циркуляцией ускорения по не-
подвижному контуру.

4. Кинематика завихренности

Поле вектора завихренности. Среди скалярных, векторных и тензор-
ных величин, которые могут быть построены из заданного в эйлеровых
координатах поля скорости и {х ,О, важную роль играет аксиальный
вектор ш (х, /), который вводится по формуле
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w = rotii (1.28)

и называется вектором завихренности. Это название введено ь
классическом учебнике Г.Ламба [46] (1879 г.). Ранее использовался
вектор Vi си , компоненты которого назывались угловыми скоростями
[228], вращательной скоростью [135], вращениями [242], молекуляр-
ным вращением [97]. На первый взгляд нет никаких особых предпосы-
лок для выделения завихренности из многих других векторов, связан-
ных с полем скорости. О возможности ее включения в рассмотрение
было известно и основателям теоретической гидромеханики Д'Алам-
беру, Л.Эйлеру, Ж.Лагранжу и О.Коши. Однако решающим оказа-
лось то, что описание движения однородной несжимаемой жидкости
можно удобно представить в терминах векторов н и ш . При этом из
рассмотрения исчезает давление и задача носит чисто кине-
матический характер. Часто оказывается, что в результате ее решения
распределение завихренности носит локализованный характер даже в
безграничной области, где поле скорости всюду отлично от нуля. Важ-
ность вектора со для качественного и количественного описаний
практически любых явлений движения жидкости осознавалась всеми
учеными, работавшими и работающими в гидромеханике.

Вектор завихренности допускает ряд количественных интерпре-
таций, позволяющих глубже понять его специфику и связь с полем
скорости. Далее приведены лишь основные свойства, которые были
сформулированы О.Коши, Д.Стоксом и В.Томсоном и изложены в

проекция вектора са в точке Р на любую ось, проходящую через эту
точку, равна удвоенной средней скорости правостороннего вращения
всех прямолинейных отрезков, проходящих через Р и перпендикуляр-
ных к данной оси;

длина проекции вектора о на любую ось заданного направления,
проходящую через точку Я, равна удвоенному среднему арифметичес-
кому скоростей правостороннего вращения вокруг направлений лю-
бых двух взаимно перпендикулярных прямолинейных отрезков, ле-
жащих в плоскости, проходящей через точку Р и перпендикулярной к
заданному направлению;

если вокруг точки Р мысленно выделить малый мгновенно отвер-
девший сферический объем жидкости, а остальную часть жидкости
убрать, то угловая скорость вращения твердой сферы равна 1/2со;

если в проведенной через точку Р плоскости с нормалью я выбрать
замкнутый контур L, охватывающий область площадью S и содер-
жащий Я, то

со =<* я = И т
* S->0
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Анализ движения элемента жидкости. Важным моментом в
описании движения жидких частиц является допущение о непрерыв-
ности функций, задающих поле скорости в эйлеровых координатах.
Именно это обстоятельство позволило полностью охарактеризовать
движение в малой окрестности жидкой частицы. Согласно кине-
матической теореме, независимо установленной в работах О.Коши,
Д.Стокса и Г.Гельмгольца [250], изменение, которое претерпевает бес-
конечно малый объем жидкости с центром в точке Р за время dt,
состоит из наложения трех типов движения, а именно:

равномерного переноса со скоростью центра и^ растяжения или
сжатия объема по трем главным направлениям, причем всякий пря-
моугольный параллелепипед, стороны которого параллельны глав-
ным направлениям растяжения, остается прямоугольным; вращения
как твердого тела с угловой скоростью Я — ш/2 вдоль мгновенной оси,
проходящей через центр Я.

В свою очередь второй тип движения, согласно Д.Стоксу [228], мо-
жет быть представлен в виде наложения равномерного растяжения
(сжатия) вдоль трех осей и двух плоских сдвиговых движений в пло-
скостях главных растяжений. Математически запись этого утверж-
дения сводится к тому, что скорость в точке х + dxc точностью до чле-
нов второго порядка относительно \dx\ представляется в виде

*i(* + rfx,O = a ( * , O + rf*Va(x,O . (1.29)

Тензор второго ранга Vn всегда может быть записан в виде суммы
симметричного и антисимметричного тензоров. В декартовой системе
координат это соотношение имеет вид

о а. - а.ди
dx
ди

ди
дг

dv
dx
до

до
dz

dw
dx
dw

dw
dz

где

д* ; e<">~dy '
dw
dz :

о

1 ,do

(1.30)

- * r^t+—)• = = ! ( — + — ) • n = - ( — - —)•
' ~ ** ~ 5 ди дх хж " 2 dz dx ' " 2 dy dz

1 ,du
dz

1 , UU UW ч 1 , dv ди
( (1.31)
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Пиния тока

и все производные вычис-
ляются в точке х.

Такое представление,
на первый взгляд, являет-
ся лишь формальным
тождеством. Однако оно
имеет глубокий физичес-
кий смысл, характеризуя
два независимых типа
движения — деформацию
элемента жидкости и его
вращение как твердого
тела. Именно в класси-
ческих работах Д. Стокса
и О. Коши строго доказа-
но, что матрица с элемен-
тами е,,,..., е образует
симметричный тензор де-
формации, а три числа
£lx, flf, С1Я — суть компоненты вектора, сохраняющего в трехмерном
пространстве свое направление и значение при повороте и переносе
декартовой системы координат.

В произвольной ортогональной системе координат (х,, х2% х3) компо-
ненты тензора деформации задаются соотношениями

Вихревая линия

(А) * 1/2rot и

Ц* rot U

Рис.1

Л, Эх, (1.32)

а вектор со согласно общим дифференциальным операциям
вычисляется по формулам (1.1). В дальнейшем компоненты этого век-
тора в декартовой системе координат будем обозначать через £, т|, £, а
в цилиндрической — сог, со0, со,. На рис. 1 показана общая картина
расположения векторов и, а нив некоторой точке поля течения.

Описанное выше разложение движения элемента объема
жидкости не является единственно возможным. Так, Ж.Бертран [99]
доказал-$ что в окрестности любой точки жидкости существуют такие
бесконечно малые косоугольные параллелепипеды, которые за время
dt преобразуются в параллелепипеды с тем же направлением ребер,
т.е. движение элемента жидкости состоит лишь в переносе, растя-
жении (сжатии) по трем взаимно неортогональным направлениям
без вращения таких осей. Кроме того, Ж.Бертран находил неумест-
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Рис.2
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кторням, показано на рис. 2, б в. Здесь поле скоростей в цилиндричес-
кой системе координат дается формулами

«, = 0;

В таком движении круговая область г<а вращается как твердое
тело с постоянной угловой скоростью П, а единственная, отличная от
нуля компонента вектора завихренности со,— 2Q. При этом диагональ
бесконечно малого прямоугольника за время dt изменяет свое направ-
ление. Напротив, область а<г находится в безвихревом движении, так
как здесь сож« 0. Отсюда видно, что диагональ прямоугольника своего
направления не изменяет. Такое течение с постоянной в круговой
области завихренности называется вихрем Рэнкина [205].

Иной пример плоского безвихревого движения дан на рис. 2, г, где
показано течение вблизи прямого угла с полем скорости и « axt v •• — ay.
В этом случае имеет место только деформация жидкого элемента при
отсутствии завихренности. Имеющий в точке (Р) вид окружности эле-
мент выше и ниже по течению представляет собой вытянутые эллипсы.

Определение скорости жидкости по заданной завихренности. Вве-
дение в рассмотрение поля завихренности жидкости w (ж, /) по задан-
ному полю скоростей и (х, t) ставит обратную задачу: по заданному
распределению завихренности определить поле скоростей несжимае-
мой жидкости, занимающей безграничную или ограниченную область
в пространстве. Такая задача поставлена и решена Г. Гельмгольцем
[135], а более общая формулировка — определение произвольного век-
торного поля по заданным распределениям его дивергенции и рото-
ра — дана Д.Стоксом [229]. Рекомендуя читателям обратиться к под-
робному описанию решения этой задачи в прямоугольных декартовых
координатах, содержащемуся в статье [135] и лекциях Г.Кирхгофа [35],
а также в учебниках по гидродинамике [8,46,64], приведем в кратком
векторном виде основные результаты.

Искомое поле скорости u(xt t) должно удовлетворять уравнениям

divi/ = O, rota = w, (1.33)

причем div u> = 0.
Возможны два основных типа геометрии течения. Жидкость может

занимать бесконечное безграничное пространство, покоясь на беско-
нечности, либо заполнить одно- или многосвязную ограниченную
область. При этом кусочно - гладкое поле завихренности либо отличнр
от нуля лишь в конечной области, либо стремится по модулю к нулю

| х | < 2 + х > (0<к< 1 ) при | х |-»°°.
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Во всех случаях задача решается введением векторного Y (х, t) и
при необходимости скалярного Ф (ж,О потенциалов, через которые
поле скорости представляется в виде

a=gradO + rot¥ , div4'=O. (1.34)

Для безграничной жидкости окончательно имеем

(1.35)

где интегрирование ведется по всему трехмерному пространству.
В литературе формула (1.35) называется законом Био — Савара

по аналогии с электромагнетизмом [66].
В случае конечной области, на границе которой о • п (т.е. вихревые

линии являются замкнутыми кривыми, целиком лежащими внутри
области), также справедлива формула (1.35) с интегрированием по ко-
нечной области. В более общем случае ограниченной области, для ко-
торой в некоторых точках границы w • п ** О, необходимо непрерывно
продолжить распределение завихренности и образовать на ее границе
новую область с ш п » 0. Имеется много способов продолжить расп-
ределение завихренности (в качестве одного из них можно потребо-
вать выполнения равенства rot о « 0 в области продолжения), пос-
кольку задача отыскания соленоидального вектора о при заданном
со • п на границе недоопределена. Однако во всех случаях
интегрирование в (1.35) проводится по расширенной области и дает
одно и то же значение скорости в области, занятой жидкостью.

Следуя Г.Гельмгольцу [135], можно дать физическую трактовку
формулы (1.35): каждая вращающаяся жидкая частица в точке с ко-
ординатами х вызывает в каждой другой частице в точке с координа-
тами х скорость, направленную перпендикулярно к плоскости, прохо-
дящей через вектор ы(х) и точку ж. Эта скорость прямо
пропорциональна объему а /(*') частицы, скорости ее вращения Цж),
синусу угла между прямой х'х и ю(ж') и обратно пропорциональна
квадрату расстояния между частицами.

Отметим, что в области, где ы(ж, t)» 0, поле скоростей жидкости,
определяемое формулой (1.35), будет потенциальным. В отличие от
потенциальных безвихревых течений жидкости в этом случае
потенциал Ф(ж, /) будет многозначным. Однако скорость, определяе-
мая с его помощью, является однозначной. На такое свойство
потенциалов, названных Г.Гельмгольцем интегралами второго класса
уравнений гидродинамики, впервые было обращено внимание в [135],
где указано на математическое сходство вихревых движений
несжимаемой жидкости и теории электромагнетизма: вихревые нити
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соответствуют электрическим контурам (интенсивность вихревой нити —
силам токов по этим контурам, скорость — магнитной силе) [29].

В общем случае конечной области выражение (1.35) не будет удов-
летворять значениям задаваемой на границе нормальной составляю-
щей скорости Un. Однако если к нему добавить вектор и* — grad <p, где
Ф — решение задачи Дирихле AG — 0, Э(р/Эя e UH — Un, то сумма и + и*
будет иметь заданную завихренность и заданную на границе нор-
мальную составляющую скорости. Такое добавление можно тра го-
вать для простых форм областей (плоскость, круговой цилиндр, сфе-
ра) как включение «мнимых» или зеркальных источников завихрен-
ности. Отметим мгновенный отклик скорости на движение границ
(изменение Un) и единственность определения вихревого потока только
по нормальной составляющей скорости на границе.

5. Уравнения движения жидкости

Уравнения движения сплошной среды. Дифференциальные урав-
нения движения жидкости выводятся исходя из применения второго
закона Ньютона к произвольному жидкому объему. Этот закон связы-
вает изменение во времени импульса объема жидкости с системой
поверхностных и объемных сил, действующего на него. Векторные
уравнения движения элемента сплошной среды связывают поля плот-
ности р, вектора ускорения а и тензора напряжений Т во всех внут-
ренних точках. Они установлены О.Коши (1828 г.) и имеют вид

(1.36)

справедливый для любого типа сплошной среды. Вектор / определяет
отнесенные к единице массы объемные силы и является известной
функцией координат х и времени /. К внешним силам относятся силы
тяжести, силы Кориолиса в случае вращающейся жидкости, электро-
магнитные силы для электропроводной жидкости и другие. В дальней-
шем будем считать, что такие силы являются потенциальными :
F ( * f < ) = - gradn ( ж , О .

Уравнения состояния. Для основных моделей идеальной или вязкой
жидкости уравнения состояния связывают в каждой точке компонен-
ты aiy тензора напряжений Т с компонентами ^.тензора скоростей де-
формации & . В самом общем случае линейных соотношений для
изотропной вязкой жидкости эти уравнения были получены исходя из
различных физических предпосылок в работах К.Навье (1822 г.),
С.Пуассона (1829 г.), Б.Сен - Венана (1843 г.) и Д.Стокса (1845 г.) и
имеют вид

А I * = /•
0 ; t*f. (
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Подробный вывод уравнения состояния (1.37) и оценка заложенной
в них системы физических гипотез методически наиболее четко нало-
жены в [8,65,66,228].

Уравнение состояния для идеальной жидкости получаем из (1.37),
полагая коэффициент вязкости ц - 0:

« и — Р%г (1-38)

Оно показывает, что во всех точках движущейся, как и покоящейся
идеальной жидкости, поверхностные силы, действующие на выделен*
ную площадку, являются силами давления, направленными пер-
пендикулярно к ней, и не зависят от вектора ее ориентации.

Уравнения Эйлера и На*ьс — Стокса, В случае идеальной
жидкости подстановка уравнений состойния (1.38) в общие уравнения
движения дает

Уравнения движения (1.39), записанные в эйлеровых координатах
ж, 4, называются уравнениями Эйлера. Обращая внимание на
физический смысл отдельных членов в (1,39)! отметим, что правая его
часть дает выражение для полного ускорения в виде двух составных
частей: ускорения, которое вызывает массовые силы, и добавочного
ускорения, учитывающего действие сил гидродинамического дав-
ления. Уравнение (1.39) можно записать в лагранжевых переменных
ж, Л причем неизвестными будут пять функций х, р, р. Выражая уско-
рение и массовые силы через лагранжевы координаты и переходя к
ним в выражении для градиента путем умножения иа Grad *, оконча-
тельно находим

ф- гнм.» i
где большая буква в операции градиента обозначает вычисление соот-
ветствующих производных по X. Эти уравнения найдены Ж.Лагран-
жем [44] в 1788 г. независимо от Л.Эйлера и называются лагранже-
выми уравнениями. Несмотря на большую сложность, они играют
важную роль, особенно при анализе нестационарных движений
жидкости.

Для вязкой жидкости подстановка тензора напряжений (i.37) в
(1.36) приводит к векторному уравнению Навье — Стокса в эйлеровых
переменных
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Полная система уравнений движения. Записанные в эйлеровых и
лагранжевых координатах уравнения движения (1.39) или (1.40) для
идеальной жидкости и (1.41) для вязкой еще не образуют полной
системы уравнений, описывающей изменение в пространстве и во вре-
мени основных характеристик течения жидкости — поле скорости,
давления, плотности. Для замыкания системы уравнений движения

необходимо использовать уравнение сохранения массы J pdV жидко-
9

го объема V{t). В эйлеровых координатах, применяя соотношение
(1.31), получаем два эквивалентных уравнения

(142)

связывающих изменение плотности при движении жидкости.
В лагранжевых переменных уравнение сохранения массы получа-

ется при сравнении объемов жидкого элемента в начальном и теку-
щем состояниях и имеет вид

р ' (1.43)

где ро(Х) — плотность элемента объема X в начальный момент времени.
Для получения полной системы уравнений используют несколько

разных предположений. Часто ограничиваются рассмотрением баро-
тропной жидкости, для которой в каждой точке давление является
однозначной функцией плотности. Таким образом, соотношение р -
- Др) дает пятое уравнение для полной системы. Обычно используется
при рассмотрении движений в газообразной среде. Существует иное
предположение, основанное на введении гипотезы о несжимаемости
жидкости — сохранение во времени плотности жидкого элемента. В
эйлеровых и лагранжевых переменных это уравнение запишем в виде

( 1 4 4 )

Обращаясь к уравнениям (1.42), видим, что для несжимаемых
жидкостей поле скорости в эйлеровых координатах удовлетворяет
уравнению div и в 0, Оно не исключает того, что несжимаемая
жидкость может быть неоднородной, например, состоять из не-
скольких несмешивающихся несжимаемых жидкостей. Здесь имеет
место зависимость плотности от координат, которая должна либо за-
даваться, либо определяться с использованием дополнительного ус-
ловия. Для однородной жидкости условие несжимаемости означает,
что плотность среды не зависит ни от времени, ни от координат р =
= Ро •" const, т.е. является физической постоянной среды.

31



Таблица2

Таким образом, полная система уравнений, описывающих
движение однородной несжимаемой идеальной или вяэкой жидкости,
состоит из уравнений Эйлера (1.39) или Навье — Стокса (1.41) и урав-
нения несжимаемости (1.15) и содержит четыре неизвестных функции
и, р. В табл. 2 эта система записана в декартовых и цилиндрической
системах координат для общего случая вязкой жидкости. Уравнения
для идеальной жидкости получаются при v « 0.

Учитывая векторное тождество (1.26) и потенциальность внешних
сил, уравнения Навье — Стокса (1.41) можно записать в виде
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M.- „xrota + grad^H-f*- П^ЙДа. ( 1 4 5 )

Для идеальной жидкости они называются уравнениями движения
в форме Громеко — Лэмба [66].

Начальные и граничные условия. В качестве начальных условий для
решения полной системы уравнений движения несжимаемой однород-
ной жидкости необходимо иметь распределение полей скорости и дав-
ления в момент времени t - (^Уравнения движения являются эво-
люционными во времени первого порядка и задание начального распре-
деления величин позволяет вычислить их развитие во времени.

Когда в жидкости имеются твердые тела или ограничивающие ее
твердые или свободные границы, необходимо сформулировать соответ-
ствующие граничные условия.На свободной или на внутренней поверх-
ности раздела двух разных жидкостей должно выполняться условие не-
прерывности аектора напряжений [46]. Наличие свободной поверхности
или границы раздела налагает дополнительные значительные трудности
на решение задач гидродинамики, поскольку положение и форма сво-
бодной границы заранее не известны. Формулировка условий на твер-
дых неподвижных границах связана с результатами многих тщательных
экспериментов, выполненных в XIX в. [65].

К настоящему времени придерживаются следующих условий на
твердых неподвижных границах с внешней нормалью я.

Для идеальной жидкости на стенках должно быть выполнено условие
непротекания — нормальная составляющая скорости обращается в
нуль, и • л -» 0. Относительно касательной составляющей нет г и каких
ограничений. Это обстоятельство является, пожалуй, основным недо-
статком модели идеальной жидкости, ведущим при безотрывном обте-
кании твердых тел к парадоксу Д'Аламбера и другим существенным
отличиям от данных многочисленных экспериментов. Таким образом,
учет даже малой вязкости таких жидкостей или газов, как вода или воз-
дух, принципиально важен при рассмотрении взаимодействия потока с
ограничивающими его телами. Движение в свободной части течения
хорошо описывается в рамках модели идеальной жидкости.

Для вязкой жидкости на стенках должно выполняться условие пол-
ного прилипания: и « 0. При этом вектор силы f, действующей на твер-
дую стенку, вычисляется [67] согласно формуле t - -рп + ц(юхп).

Наличие твердых границ в вязкой жидкости — существенный
источник генерации завихренности при обтекании тел.

6. Динамика завихренности

Основные определения. Начало классической теории мвижения
вихрей в жидкости положил в 1658 г. Г.Гельмгольц[135]. Он впервые
ввел в гидродинамику учение о вихревых нитях и установил зна-
менитый принцип сохранения вихрей, который, как отметил А.Пуан-
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каре» составляет наибольший прогресс, достигнутый на сегодняшний
день в гидродинамических теориях [201]. Г.Гельмгольц указал, что
интегралы гидродинамических уравнений, из которых непосредствен-
на етьттекает этот принцип, были даны еще О.Коши. Последний рас-
сматривал полученные результаты лишь с аналитической стороны.
Частичные выражения принципов, установленных в [135], встречались
и в работах Д'Аламбера, ЛЗйлера, ЖЛагранжа, Дж.Сванберга и
Д.Стокса.

Однако Г.Гельмгольц установил эти принципы сохранения во всей
идейной полноте, указав правила для определения расположения
поля скоростей в жидкости, содержащей вихревые трубки.

Используем общие определения параграфа 2 применительно к
векторному соленоидальному полю завихренности с*. Тогда из общих
свойств векторных полей на основании теоремы Стокса (1.8) следует,
что циркуляция Г по любому замкнутому стягиваемому контуру рав-
на алгебраической сумме интенсивностей к всех вихревых трубок,
пересекающих поверхность, ограниченную этим контуром. Это спра-
ведливо и в частном случае вихревых трубок бесконечно малого попе-
речного сечения — вихревых нитей. Обратим внимание на то, что
понятие «вихревая нить» и «вихревая линия» отличны. Вихревая
нить — это особая линия в распределении поля завихренности, полно-
стью определяемая значением интенсивности к. В свою очередь —
вихревая линия — это линия, касательная к которой в каждый момент
времени совпадает с направлением мгновенной оси вращения жидких
элементов. Применительно к описанию вихревого движения термины
«вихревые линии» и «нити» ввел Г. Гельмгольц в [135]. Он сфор-
мулировал основные свойства интегралов гидродинамических урав-
нений второго класса (так были названы течения, содержащие
отличную от нуля завихренность в отличие от полностью потенциаль-
ных течений, весьма детально к тому времени изученных). Сфор-
мулированные в виде трех положений, эти свойства в дальнейшем на-
званы законами или теоремами Гельмгольца для вихревого движения.
Более столетия они встречаются в различных интерпретациях
практически во всех учебниках по механике жидкости. Приведем эти
законы в формулировках Г. Гельмгольца:

1) ни одна жидкая частица не может прийти во вращательное
движение, если только она сначала не находилась в нем;

2) жидкие частицы, которые в какой-нибудь момент времени рас-
положены на вихревой линии, при своем перемещении всегда будут
принадлежать одной и той же вихревой линии;

3) произведение поперечного сечения на скорость вращения вихре*
вой нити является вдоль всей ее длины величиной постоянной и сохра-
няется при передвижении нити. Поэтому вихревые нити должны либо
замыкаться на себя внутри области течения, либо оканчиваться не
иначе как на ее границах.
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Установленные Г. Гельмгольцем законы применимы для идеаль-
ной жидкости при условии потенциальности внешних массовых сил и
предположении о баротропности или несжимаемости однородной
жидкости. Несмотря на определенную ограниченность их поля
действия, они по своей сущности обладают таким значением, которое
позволяет поставить их в один ряд с основными законами механики
жидкости.

Уравнения Гельмгольца. Применительно к вихревым те* эдиям бо-
лее удобным представляются уравнения движения (1.45) в иной фор-
ме. Они получаются в результате применения операции rot к урав-
нениям (L45) с учетом равенств Аи - -rotw, Aw - -rot rot e> (следу-
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ющих из общих формул (1.2) и условий соленоидальности полей и ско-
рости завихренности):

— - r o ( n x w ) = v ш.

С учетом векторных тождеств (1.4) имеем

~эГ=~ и

Используя определение полной производной, уравнения (1.46)
записываем в виде

( Ы 7 )

или в инвариантной форме

Т Т = <* V« + v r o t r o t « . ( 1 4 8 )

В табл. 3 для удобства дальнейших ссылок уравнения (1.46) —
(1.48) расписаны покомпонентно в декартовых и цилиндрических ко-
ординатах.

Для идеальной жидкости (v « 0) эти уравнения принимают вид

(1.49)

и называются уравнениями Гельмгольца. Следует отметить, что такая
запись уравнения движения идеальной жидкости для частных случа-
ев осесимметричного движения встречалась еще в работах Д'Ал амбе-
ра (1752 г.) и Л.Эйлера (1755 г.). Однако именно R Гельмгольц
положил их в основу учения о вихрях в идеальной жидкости и доказал
на основе использования уравнений (1.49) свои знаменитые законы.

Основное преимущество уравнений для завихренности в форме
Гельмгольца состоит в том, что они не содержат в явном виде неизве-
стную функцию — давление. Уравнения (1.47) и (1.49) определяют
изменение завихренности во времени, по которому, в свою очередь, с
помощью формул (1.35) определяют изменение поля скорости. Поле
давления вычисляется исходя из найденного поля скорости согласно
(1.45).

Несмотря на прозрачность формальной схемы решения этих суще-
ственно нелинейных гидродинамических уравнений, их фактическое
решение сопряжено с огромными трудностями. Даже современные су-
перкомпьютеры и растущее понимание математических свойств
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исходных уравнений не дают пока полного решения задач** о
движении даже идеальной жидкости с произвольно заданным началь-
ным распределением завихренности. Глубокий анализ современного
состояния проблемы динамики завихренности с упором на фундамен-
тальные ее аспекты содержат статьи Ф.Сэффмена [69,222,223].

Рассмотрим члены, стоящие в правой части уравнения (1.46). Пер-
вый из них представляет собой скорость изменения величины ш в неко-
торой точке пространства вследствие конвекции жидкости, из-за кото-
рой завихренность жидкости, проходящая через данную точку, есть
величина непостоянная. Второй член wVn дает своеобразное изме-
нение завихренности. Смысл его становится ясным, если рассмотреть
поведение ш аналогично поведению элемента жидкой линии, в некото-
рый момент времени совпадающему с участком вихревой линии. Из-
менение си можно представить в виде суммы двух слагаемых. Первое
представляет собой поворот линейного элемента как твердого тела.
Оно обусловлено компонентой изменения скорости 6а, нормальной к
вектору <*. Второе слагаемое связано с растяжением или сжатием
линейного элемента. Оно вызвано компонентой скорости 8и, парал-
лельной вектору (*. Наконец, член vAw представляет скорость изме-
нения id за счет молекулярной диффузии завихренности.

Теорема В. Томсона. В. Томсон подошел к исследованию вихревого
движения с несколько иной стороны [242]. Он изучал изменение во вре-
мени циркуляции Г скорости течения по произвольному жидкому кон-
ТУРУ Йч- Основываясь на установленной формуле (1.27) и используя
уравнения движения (1.41), записываем

dt
Uf)

Первые два слагаемых в последнем выражении при условиях
потенциальности сил и баротропности или несжимаемости жидкости
при интегрировании по замкнутому контуру превращаются в нуль.
Отсюда следует

rot rot <i) n rfS = v^A« ndS

В случае невязкой жидкости (v « 0) окончательно получаем Г - 0.
Это составляет утверждение теоремы В. Томсона о том, что цирку-
ляция скорости по замкнутому контуру, который проведен через одни
и те же частицы жидкости, в процессе движения есть величина посто-
янная. С помощью теоремы В. Томсона легко доказываются второй и
третий законы Гельмгольца.

Для доказательства второго закона Гельмгольца рассмотрим зам-
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кнутый контур LQt целиком лежащий в момент /-Она вихревой повер-
хности WQ. Тогда по теореме Стокса (1.8) имеем

s
О (1.60)

В момент времени / жидкие частицы контура Lo непрерывно перей-
дут в контур L(t), а вихревая поверхность Wo — в поверхность (вооб-
ще говоря, невихревую) W(t). Однако, согласно теореме В. Томсона,
значение нулевой циркуляции скорости сохранится и при ее
вычислении по контуру L(t), а следовательно, равенство (1.50) будет
иметь место и в момент / для поверхности W. Поскольку поток вектора
Q(xt t) через любую поверхность S(t\ ограниченную контуром L(t)% ле-
жащим на W(t), будет равен нулю, то отсюда следует, что W(t) будет
вихревой поверхностью и в момент /. Поскольку вихревые нити явля-
ются пересечением вихревых поверхностей, то и они будут жидкими
линиями, т.е. перемещаться вместе с жидкостью.

Доказательство части третьего закона Гельмгольца о постоянстве
интенсивности вихревой трубки в любом ее сечении основывается на
свойстве соленоидальности поля со(лг, t). Выбирая на вихревой трубке
две поверхности S, и 52, пересекающие эту трубку по контурам L{ и Lv

и применяя (1.7), получаем

f Г f
J о) 'ti d S — \ (Л п d S ~ \ dlv до d V= 0 .

5. 5. v

Сохраняемость этой величины во времени вытекает из теоремы
В.Томсона, поскольку интенсивность вихревой трубки равна цирку-
ляции скорости по жидкому замкнутому контуру, единожды ее обхва-
тывающему. А такой жидкий контур, согласно второму закону Гельм-
гольца, всегда лежит на той же самой вихревой трубке. Справедливо и
обратное утверждение: если вихревые линии являются жидкими и
интенсивность вихревой трубки постоянна во времени, то циркуляция
скорости по любому жидкому контуру сохраняется во времени.

Второй и третий законы Гельмгольца составляют в совокупности
принцип сохранения вихревой трубки. Поперечное сечение трубки и
угловая скорость могут изменяться, но их произведение (точнее, интег-
рал по сечению) — интенсивность — всегда остается постоянным. При
потенциальности массовых сил вихревая трубка не может ни разор-
ваться, ни исчезнуть. Она может продольно расщепиться на отдель-
ные ветви, что не противоречит указанным теоремам. Из этих законов
следует важное свойство интенсификации завихренности в вихревых
трубках малого поперечного сечения. Оно состоит в том, что если неко-
торый участок трубки в процессе движения, скажем, в силу каких-
либо причин удвоил свою длину, то из сохранения его объема следует,
что площадь поперечного сечения уменьшилась наполовину, а среднее
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значение вектсрз завихренности для сохранения постоянной
интенсивности трубки должно удвоиться. Таким образом, вектор
завихренности изменяется по значению и направлению так же, как и
расстояние между двумя соседними жидкими частицами, лежащими
на оси трубки. В принципе в идеальной жидкости возможен процесс
неограниченного возрастания вектора П по мере растяжения вихре-
вой трубки. Детальный количественный анализ данного сложного
нелинейного процесса весьма сложен и многие важные обстоятельст-
ва до конца не прояснены [8]. В частности, имеется предположение
[69], что нелинейное растяжение трехмерных вихревых нитей может
происходить быстрее, чем с экспоненциальной скоростью, и нити мо-
гут стать бесконечно длинными за конечное время, что приведет к
появлению сингулярности в поле завихренности. Кроме того, вихревые
трубки (нити) не могут пересечься, хотя в процессе деформирования
могут принимать весьма причудливую форму [25].

Доказать первый закон Гельмгольца с помощью теоремы В. Томсо-
на нельзя, поскольку речь идет о нулевой завихренности в точке, а
циркуляция всегда вычисляется по контуру.

Отметим принципиально важную особенность, относящуюся толь-
ко к идеальной жидкости. Как следует из уравнений Эйлера (1.39),
для консервативных внешних сил и при несжимаемости жидкости
имеем уравнение rot a -• 0. Оно называется условием Д'Аламбера —
Эйлера и в эйлеровых координатах необходимо и достаточно для
движения, сохраняющего циркуляцию. В лагранжевых переменных
его аналогом выступает условие Ханкеля — Аппеля Rot (Grad хта) — 0.
Приняв эти уравнения в качестве аксиом, были решены мнение за-
дачи динамики завихренности для несжимаемой жидкости путем пос-
ледовательного кинематического анализа без помощи динамических
уравнений [250]. Несмотря на некоторую неизбежную формальность и
искусственность, красоту такого построения стоит оценить и сейчас.

Теорема Лагранжа. В точках, в которых скорость имеет потенциал,
вектор завихренности согласно его определению равен нулю. Иными
словами, потенциальное течение жидкости является безвихревым.
Возникает вопрос, может ли потенциальное в начальный момент вре-
мени течение стать вихревым ? Для идеальной жидкости ответ на этот
вопрос дает теорема Лагранжа, которая утверждает, что если в на-
чальный момент движения идеальной несжимаемой жидкости, под-
верженной действию потенциальных сил, существовал потенциал ско-
рости, то он будет существовать во все последующие моменты ее
движения. Иными словами, движение, однажды будучи безвихревым,
всегда им и останется.

Не комментируя результаты Ж. Лагранжа, О. Коши (1815 г.) дал
четкую формулировку и корректное доказательство следующего ут-
верждения: при непрерывном движении идеальной несжимаемой
жидкости жидкая частица, будучи а начальный момент в невраща-
тельном движении, останется в нем и в дальнейшем. Существенная
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разница между этими двумя утверждениями отмечена Г. Ламбом [46].
В первом случае фигурирует часть пространства, занимаемого
жидкостью, а во втором — часть самой жидкости. Согласно О. Кош и,
часть жидкости, для которой существует потенциал скорости, движет-
ся и уносит это свойство с собой. В то же время ту часть пространства,
которую первоначально занимала невращательная жидкость, может
занять жидкость, в которой имеет место вращательное движение.
Ввиду важности результатов укажем схемы двух их доказательств.

Первое доказательство, содержащееся, например, в [35, 69],
принадлежит О. Коши. Исходя из записи уравнений движения в лаг-
ранжевых координатах (1.40) он свел их, по существу, к уравнению
для завихренности (1.49) и нашел их первый интеграл ы (X, t) — &(Х,
0)*Grad х. Отсюда следует, что если в начальный момент времени
вектор завихренности для жидкого элемента равен нулю, то и в любой
момент времени завихренность будет равна нулю. Это, по существу,
является первым законом Гельмгольца.

Второе доказательство принадлежит Д.Стоксу [228]. Он основы*
вался на уравнении (1.49), записанном в эйлеровых координатах, и
обратил внимание на то, что равенств О = 0 и йы/Dt = 0 в начальный
момент недостаточно в общем случае для утверждения, что ш будет
иметь место и в дальнейшем. Именно на возможности представления
величин и (дс, /)ии {х, t) аналитическими функциями

/ - о у=о
и базировалось доказательство Ж.Лагранжа. Д.Стокс отметил, что
такое разложение не всегда справедливо. Например, для скалярного
случая можно указать такие функции, как / In/n или ехр (-/2), обраща-
ющиеся в нуль вместе с первой производной, однако не допускающие
аналитического представления.

Причина такой ситуации может быть проиллюстрирована приме-
ром скалярного нелинейного дифференциального уравнения (/ = 2/ |/2)
с начальным условием (ДО^О), При этом (/(0)-0), однако решение
(Д/)»/2) отлично от нуля. Чтобы высказанное предположение имело
место, необходимо, чтобы / обращалась в нуль не только в пределе
первого порядка малости по t, но и для всех более высоких порядков
величины /. Этого, очевидно, нельзя достичь в данном случае, так как
(/ (0)) не определена. Если, однако, уравнение имеет вид (/ = /), тб все
производные от / по / обращаются в нуль вместе с / и тогда заклю-
чение о том, что / никогда не может отличаться от нуля, справедливо.

Для конкретного случая уравнений (1.49) Д. Стоке показал, что
если тензор grad и ограничен на интервале (0, /) некоторой постоян-
ной /С, то квадрат длины вектора завихренности удовлетворяет не-
равенству
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откуда и следует требуемое утверждение.
Самое простое доказательство теоремы Лагранжа непосредствен-

но следует из теоремы В.Томсона, поскольку в начальный момент вре-
мени циркуляция по замкнутому контуру скорости, имеющей
потенциал, равна нулю и таковой остается в последующие моменты.

7. Инварианты вихревого движении

Общие соотношения. Уравнения Гельмгольца при наличии областей
завихренности в безграничной области допускают неизменность во
времени ряда физических характеристик. Это обстоятельство пред-
ставляет не только теоретический интерес, но существенно при про-
верке корректности численных алгоритмов расчета вихревых течений.
Вопрос об инвариантах вихревого движения частично затрагивал
А.Пуанкаре [201]. Наиболее систематическое обобщение данного воп-
роса содержится в [245], где установлена не только инвариантность
ряда интегральных комбинаций полей завихренности, но и для вязкой
жидкости найдены общие законы вырождения величин, названных
моментами завихренности.

Исходным соотношением для анализа принято условие

которое выполняется для любого вектора 6 при условии, что div w — 0.
Само распределение завихренности при этом либо ограничено, либо
гладко убывает на бесконечности. Выбирая последовательно п, рав-
ное 0, 1, 2,..., собирая коэффициенты при степенях Ь^[ и приравнивая
их нулю, получаем ряд нетривиальных соотношений. При их выводе
использована декартова система координат (ж,, xv x3).

При п » 0 имеем

J , d K = 0 , < = 1 , 2 , 3 ,
(1-51)

т.е. суммарно значение вектора завихренности по объему в без-
граничной жидкости равно нулю.

При п « 1 имеется шесть равенств

(хйа, + х,ю,)*У = 0, I , / = 1 , 2 , 3 ;
v (*•&*)

при п *» 2 — восемнадцать соотношений для вторых моментов
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\х] ю,</У=О; \{х) (ul

(1.53)

Установленные соотношения (1.51) — (1.53) справедливы, как
видно из идеи вывода, для любого соленоидального вектора ш. Если
же учесть, что завихренность должна удовлетворять уравнениям
Гельмгольца (1.49) для несжимаемой идеальной жидкости, то, как
впервые показано в [187], в общем случае имеют место ненулевые
инварианты для распределенной завихренности.

Инварианты для моментов первого порядка

v (1.54)

Соответственно при л-2 три нетривиальных инварианта имеют вид

^ const.
(

Для л£ 3 инвариантов не обнаружено, т.е. все моменты завихрен-
ности третьего порядка зависят от времени.

Для двухмерных течений в плоскости (х{1 х2) единственной
отличной от нуля компонентой вектора завихренности будет щ. Пре-
дыдущие соотношения для трехмерного случая предполагали
ограниченность или достаточно быстрое убывание на бесконечности
вектора о. Для плоской задачи компонента П^ не зависит от хъ и, сле-
довательно, все формулы нужно выводить отдельно, основываясь на
известной [8] методике перехода от трех- к двухмерным интегралам. В
результате получаются простые соотношения

4er/ + Z),
(1.56)

где интегрирование ведется по всей плоскости, а постоянные Г, С,, D
определяются начальным распределением завихренности. Эти фор-
мулы установлены А.Пуанкаре [201].
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Имцульс, момент импульса и энергия. Кроме кинематических ха-
рактеристик, определяемых полем скорости и завихренности, вихре-
вое движение обладает и динамическими свойствами. К ним, в первую
очередь, принадлежат импульс Р, момент импульса М и кинетическая
энергия Г всего объема жидкости. Эти величины важны из-за того, что
такими интегральными характеристиками регулируется поведение
динамической системы в целом. Можно сказать, что весь процесс
движения жидкости определяется начальными значениями импульса
и энергии. Способы задания этих величин в конкретных ситуациях мо-
гут быть весьма разнообразны.

Общие выражения для импульса Р кинетической энергии Т и мо-
мента импульса М относительно начала координат движения
несжимаемой жидкости имеют вид

P = p j u d V \ M = p j x x u d V ; T = § j ( u u ) d V ,
v v v (1.57)

где интегрирование производится по всему объему, занимаемому
жидкостью.

В общем случае эти величины могут зависеть от времени.
Рассмотрим важный случай, когда в неограниченной, покоящейся

на бесконечности жидкости имеются замкнутые области завихрен-
ности V4o. Такие области, согласно закону Био — Савара (1.35), ге-
нерируют поле скорости, опеделяющее импульс и энергию. В предпо-
ложении, что | со | либо равно нулю, либо убывает достаточно быстро
(как О^-4)), общие выражения (1.57) с использованием (1.9) могут
быть преобразованы к виду [8]

(1.58)

Для идеальной жидкости величины Р, М и Т не зависят от времени,
т.е. являются инвариантами движения. Это можно доказать,
вычислив полные производные по времени с учетом изменяющего
объема (Уш(0) и показав, что с учетом уравнений для завихренности
(1.49) и убывания поля скорости на бесконечности они обращаются в
нуль. Равенство Т ~ О установлено еще Г. Гельмгольцем [135].

Для вязкой жидкости картина иная. Импульс Р и момент импуль-
са М для безграничной жидкости остаются постоянными, а кинетичес-
кая энергия убывает по закону
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oNi. ( I J B )

превращаясь благодаря диссипации в теплоту.
Спиральность. Еще один инвариант движения идеальной

жидкости установлен Ж. Моро [188] и назван им спиральностью. Этот
инвариант определяется формулой

Н = J
(1.60)

Используя формулы (17) и (1.22), уравнения Эйлера (1.39) и Гель-
мгольца (1.49) для несжимаемой идеальной жидкости, получаем

Здесь использовано свойство соленоидальности поля ы и условие
• w * 0 на ограничивающей области (I/ ) поверхности (5Ш).
Между введенными инвариантами (Я, Т) и внстрофией

(1.61)

существует соотношение

" г 2 Г • (1.62)

вытекающее из интегрального неравенства Шварца. Ограничение
(1.62) показывает, что в любом процессе динамики завихренности в
идеальной жидкости энстрофия имеет четкую нижнюю границу.
Отметим, что равенство в (1.62) достигается для так Называемых те-
чений Бельтрами, где (w — и и (а «* const).



Глава вторая

ПЛОСКИЕ ВИХРЕВЫЕ СТРУКТУРЫ

Я встретился с большими затруд-
нениями, предполагая существование
вихрей в среде, которые располагаются
непосредственно друг около друга и вра-
щаются в одном н том же направлении
около параллельных осей.

Д.К. Максвелл €0 физических силовых
линиях»

Важным упрощением общих уравнений вихревого движения
жидкости является предположение о том, что области завихренности
представляют собой бесконечные прямолинейные цилиндрические
трубки конечного сечения, все образующие которых параллельны оси
г декартовой системы координат. При этом единственная отличная от
нуля компонента вектора ы также параллельна оси г, а ее величина С
зависит лишь от поперечных координат х, у и времени t. С учетом
таких предположений оказывается, что задача о потенциальном и
вихревом движении бесконечной жидкости сводится к плоской задаче
определения составляющих u(x,y,t)% v(x,y,t) поля скоростей (составля-
ющая вдоль оси равна нулю). Векторные уравнения Гельмгольца су-
щественно упрощаются, сохраняя, однако, всю специфику и слож-
ность нелинейной природы движения завихренности.

Предложенный в работе Г.Гельмгольца [135] и нашедший отражение
в (35,46,97 ] такой подход дал возможность рассмотреть большое число
задач с определенным распределением завихренности. Получен ряд точ-
ных аналитических решений для конкретного вида областей. Вместе с
тем вопрос об адекватности описания вихревыми движениями такого
типа реальных явлений в природе оставался до недавнего времени
открытым. Однако экспериментальные работы [ 4,76,113,134 J, выпол-
ненные для жидкостей в различных условиях (тонкие мыльные пленки,
двухслойная несмешивающаяся жидкость во вращающемся бассейне ),
убедительно продемонстрировали наличие именно двухмерных вихре-
вых структур ( диполей, триполей ) с распределенной завихренностью.
При этом новый толчок подучили проблемы двухмерной турбулентности
[183, 226] и связанные с ней вопросы образования крупномасштабных
вихревых структур. Созданный эффективный метод контурной
динамики [184] позволил существенно продвинуться в понимании про-
цессов эволюции и взаимодействия, слияния и распада изолированных
распределенных областей в идеальной жидкости. Некоторые из этих воп-
росов освещаются в данной главе.
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1. Движение завихренности » идеальной жидкости

Общие уравнения. Рассмотрим случай, когда в идеальной несжимае-
мой жидкости имеются лишь несколько прямолинейных
цилиндрических вихревых трубок конечного поперечного сечения,
причем образующие всех трубок параллельны оси г декартовой систе-
мы координат. Покоящаяся на бесконечности жидкость либо запол-
няет все безграничное пространство, либо ограничена двумя пер-
пендикулярными оси г твердыми поверхностями. В обоих случаях
движения, происходящие в любой из плоскостей, перпендикулярной
оси г% совершенно одинаковы, т.е. компоненты скорости и и v не
зависят от координаты г, а шгЮ.

При этих предположениях для компонент вектора ш имеем

т.е. завихренность трубок имеет единственную отличную от нуля ком-
поненту, параллельную образующей и не зависящую от координаты z.
Векторное уравнение Гельмгольца ( 1.46 ) тогда сводится к одному
скалярному уравнению

dt ' (2.2)

откуда следует, что величина £ остается постоянной для жидкой
частицы.

Вводя вместо компонент и и и функцию тока y(x,y,t\ согласно фор-
мулам ( 1.16 ) из ( 2.1 ) и ( 2.2 ) получаем нелинейную систему урав-
нений в терминах переменных завихренность — функция тока:

_ 0

?удх дхду ' (2.3)

(х,у) $ S ; . (2.4)

То обстоятельство, что второе линейное уравнение в ( 2.3 ) должно
выполняться в неизвестной заранее и зависящей от времени области
S ;, где завихренность £ отлична от нуля, является одним из главных в
формировании исключительных трудностей описания движения расп-
ределенной завихренности.

Система уравнений ( 2.3 ), ( 2.4 ) должна быть дополнена началь-
ным условием для завихренности или функции тока
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t(* . j r .O) = C ( * , y ) или чг(х,у,О)

и условиями непрерывности компонент скорости на границе вихревой
области S; и их убыванием к нулю на бесконечности.

Для этой системы доказаны теоремы существования и единствен-
ности на всем промежутке времени, если начальное распределение
завихренности ^х,у) есть гладкая [255] или кусочно-постоянная
функция. Однако до настоящего времени не существует единого
численного алгоритма для решения системы ( 2.3 ) при произвольных
начальных условиях. Обзор первого этапа развития методов конечных
разностей и конечных элементов, псевдоспектральных алгоритмов и
метода «частиц в ячейках» для решения таких задач содержится в
[ 166 ], а современного состояния вычислительной динамики — в [ 184 ].

Иногда при решении конкретных задач удобно применять поляр-
ные координаты (г,0). Тогда для функций £(г, 9, t) и у(г, 0, /) разрешаю-
щая система имеет вид

+

Э/ гЭВЭг гдгдд '
^ 1 *£ 1 с£х f~ С, ( г , в ) 6 5 ? ,

дг2 г дг 7*Э9 2 ^{ 0, ( r , 9 ) ? S ; (2.5)

с начальными условиями

C ( r f e , O ) = Co<'.e) и л и у ( г , 9 , О ) = у о ( г , 9 ) .

Уравнения Пуассона (2.4) для функции тока в предположении не-
прерывности поля скорости на границе вихревой области и обращения
в нуль на бесконечности имеет решение в виде логарифмического
потенциала

г 2 = ( х - x V + { y ~ У ' ) 2 . (2.6)

Именно то обстоятельство, что интегрирование в (2.6) производится
по области Sc с неизвестной, зависящей от времени границей, является
одним из главных в формировании тех исключительных трудностей, с
которыми сталкивается задача описания даже плоского вихревого
движения идеальной жидкости.

Формула ( 2.6 ) с учетом соотношений ( 1.16 ) дает выражение для
поля скоростей на плоскости:
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u(x,y,t) = - ±

(2.7)

Эти формулы установлены Г.Гельмгольцем [135] на основе общих
соотношений закона Био —Савара.

В случае прямолинейной вихревой нити, проходящей через точку
(£/П), завихренность, функция тока и скорость течения даются соотно-
шениями

±

Вводя в рассмотрение комплексные величины z**x+ijt имеем

1 1 к

2 Я 2 - С'

Отсюда скорость частиц жидкости, расположенных на расстоянии г от
точечного вихря, равна к/2яг и направлена по касательной к окруж-
ности радиуса гс центром, совпадающим с точечным вихрем. Подчер-
кнем, что скорость частицы жидкости в точке С равна нулю, поскольку
она совпадает с индуцированной скоростью от бесконечной пря-
молинейной вихревой нити. Примем традиционное определение знака
интенсивности вихря: величина к является положительной, если свер-
ху видно вращение части" жидкости вокруг вихр# против часовой
стрелки и к отрицательно, если такое вращение происходит по часовой
стрелке.

Интегральные инварианты уравнений движения. Как и в общем
трехмерном случае, плоское вихревое движение идеальной неог-
раниченной жидкости имеет некоторые физические величины, кото-
рые остаются постоянными во времени. Впервые они четко систе-
матизированы в лекциях А.Пуанкаре [201], хотя ряд из них был упомя-
нут в работах ГГельмгольца [135] и Г.Кирхгофа [35]. Отметим, что в
силу специфики плоского движения непосредственное использование
заведомо постоянных ( без приложения внешних сил и диссипации )
значений импульса, момента импульса и кинетической энергии всей
жидкости оказывается невозможным, так как соответствующие интег-
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ралы (t.58 ), взятые для бесконечной области в виде слоя единичной
высоты, расходятся. Поэтому, в плоском случае целесообразно коне*
руировать заново инвариантные комбинации, проверяя, чтобы кх
производная по времени обращалась в нуль.

Первым из таких инвариантов является полная интенсивность
завихренности к, определяемая формулой

(2.8)

Применяя формулу ( 1.22 ) для производной по времени от суб-
станциональных интегралов и объему цилиндра единичной высоты и
основанием S, с учетом плоского характера движения, условий
несжимаемости и уравнения (2.2), имеем

Такое доказательство показывает, что инвариантом будет также
интеграл по области 5С от любой достаточно гладкой функции /(Q. В
частности, важным является инвариант знстрофии Z, задаваемый
формулой

(2.9)

Эта величина играет важную роль в трактовке природы двухмер-
ной турбулентности.

Несколько сложнее доказывается инвариантность первых момен-
тов завихренности

(2.10)

Имеем последовательно

Щр1

поскольку в двукратном поверхностном интеграле каждому элемеы-



тарному слагаемому (у - y')%(jr4SdS' соответствует равное по моду-
лю и противоположное по знаку слагаемое (#' - #)£С'г 7dS'dS.

Постоянство во времени величин к, С{, С, позволяет ввести две
инвариантные величины

к ' к ' (2.11)

представляющие собой координаты центра завихренности системы
вихревых областей. Если к«0, то центр завихренности лежит на беско-
нечности.

Аналогично доказывается инвариантность второго полярного мо-
мента завихренности

(2.12)

Комбинацией инвариантов к, X,YJ служит инвариантная величина

J (2.13)

представляющая собой дисперсию распределения завихренности
относительно фиксированного центра завихренности (X,Y).

Установленные инварианты позволяют представить [245] функцию
тока (2.6) в дальнем поле при /?-><*>

sin29

0 4 O f y J
5; (2.14)

Первый член этого разложения описывает сингулярный характер
поведения функции тока на бесконечности и показывает, что в первом
приближении поле распределенной завихренности можно заменить
точечным вихрем интенсивности к, расположенным в начале ко-
ординат.
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Обращаясь к выражению для кинетической энергии TR слоя
жидкости единичной высоты, заключенной внутри круга SR радиуса
R, можно записать цепочку тождеств

Последнее равенство основано на теореме Стокса

и том факте, что завихренность £ отлична от нуля лишь в конечной
области 5;.

Используя асимптотику (2.14 X можно показать, что при /?-><*>

и таким образом из кинетической энергии движения выделена та ко-
нечная часть

(2.16)

избыточной энергии, которая зависит от относительного распреде-
ления завихренности, а не от ее суммарной энергии, а внешние силы
отсутствуют. Можно предположить, что величина W являемся интег-
ральным инвариантом движения, Это можно доказать и прямым
вычислением производной по времени.

Таким образом, общие характеристики плоского вихревого
движения в идеальной безграничной жидкости таковы, что в процессе
движения величины к, ZtX,Y,DJ,Wf определенные выше, остаются
постоянными. При численном решении основной системы (2.3) и (2.4)
они служат критерием оценки точности и надежности того или иного
алгоритма. Кроме того, в ряде простых случаев начального распреде-
ления завихренности эти инварианты дают возможность ка 1ественно
оценить характер движения вихревых структур.

Линии тока. Формула (2.6 ) показывает, что в фиксированный мо-
мент времени по известному распределению завихренности С в
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Рис.3 Рис.4

области 5С можно восстановить картину функций тока. Ниже
зависимость от времени будет подразумеваться без дополнительных
обозначений аргумента функции.

В случае, когда завихренность сосредоточена в нескольких вихре-
вых нитях интенсивности к,, пересекающих плоскость {х,у) в точках xt,
уг формула ( 2.6) существенно упрощается и выражение для функции
тока имеет вид

4я ( 2 16)

Условие ̂ x ^ ^ O c o n s t определяет систему линий тока на плоскости.
п

Формула ( 2.16 ) показывает, что если ]£ к, = 0, то линии тока при

/?2JBJC2+у2—»<*> отвечает значение постоянной С—> — <*>, если же ]£ к, = О,
I = I

то линии тока на бесконечности отвечает значение Сж0.
Решая уравнение (2.16) для конкретных значений и расположения

вихревых нитей, можно построить геометрическое место точек (х,у),
отвечающие конкретному значению С. Результаты для ряда конкрет-
ных случаев представлены на рис. 3 — 6.

На рис. 3 приведена картина линий тока, вызванных одной вихре-
вой нитью. В этом случае имеется семейство концентрических окруж-
ностей, центром которого является вихревая нить. При этом касатель-
ная скорость изменяется в полярной системе координат по закону
1/о

вк/2л:г и, следовательно, неограниченно возрастает вблизи оси.
На рис.4 даны примеры линий тока от двух вихрей, когда суммар-
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ная интенсивность не равна ну-
лю. Характерным для этих
рисунков является наличие зам-
кнутой нулевой линии тока,
образующей сепаратрису.
Внутри сепаратрисы имеются
замкнутые области потенциаль-
ного движения жидкости. Далее
будет показано, что эти вихри
будут равномерно вращаться,
причем замкнутые области бу-
дут их сопровождать, сохраняя
свою форму. На больших рас-
стояниях картина линий тока
будет аналогична ситуации от
одного вихря, имеющего ин-
тенсивность, равную сумме
взаимодействующих вихрей.

Ситуация, когда суммарная
интенсивность нескольких вих-
рей равна нулю, показана на
рис. 5. В случае вихревой пары
(рис. 5, а) линии тока образуют
систему неконцентрических ок-
ружностей, причем предельная
окружность у^, отвечая зна-
чению 0*0, вырождается в пря-
мую. Комбинация вихрей (рис.
5, б) сводится в дальнем поле
также к случаю вихревой пары, хотя картина ближнего поля выглядит
иной.

Типичные для ситуаций равномерного вращения системы вихрей,
центры которых расположены в вершинах правильных ЛГ-угольников,
для N — 2 ... 6 показаны на рис. о (а — д). Здесь имеется несколько
областей, выделенных замкнутыми линиями тока — сепаратрисами.
Следуя [117], будем их называть соответственно центральной (/) и
вихревой (2) областями, «пояс» (3), «зонтик» (4) и внешний поток (5).
Линии тока, расположенные внутри этих областей, образуют замкну-
тые кривые.

Кинетическая энергия. Полная кинетическая энергия жидкости, в
которой находится одна прямолинейная вихревая нить интенсивности
к, определяется выражением

Рис.5

~ 2я

О О (2.17)
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Этот физически невозможный результат нельзя изменить, предпо-
лагая конечным сечение вихревой нити, т.е. считая окружную ско-
рость всюду конечной. Это связано с тем, что кинетическая энергия
жидкости, расположенная в кольцевой области между двумя со-
седними линиями тока, которые различаются значением АС (см. рис.
3), оказывается постоянной и независимой от г.

Возникает вопрос: возможны ли вообще в идеальной жидкости
системы вихрей, которые обладают конечной кинетической энергией ?
Рассмотрим случай взаимодействия двух произвольных вихрей
(рис. 7). Выделим на фигуре линиий тока замкнутые области / — ///.
В каждой из них поверхностный элемент dS будет образован из
произведения элемента длины линии тока dl и нормального рассто-
яния до соседней линии тока dn. Тогда получим кинетическую энергию
всего поля, отнесенную к единице ширины,

Выражение udn^dQ представляет собой расход жидкости меж-
ду двумя соседними линиями тока. Известно [8J, что расход выра-
жается как изменение значения функции тока rf<?=rf\|/. В свою
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очередь f udl - к - const — цирку-
ляция вдоль каждой линии тока в
соответствующей области. Энергию
для всего поля запишем в виде

ш

Рис.7

Пусть вихри имеют конечные размеры сечений. Тогда

Пределы интегрирования в областях / и /// — это граничная линия
тока у 0 и линии тока у*р v \ на внешних окружностях сечений вихре-
вых ядер. В области /// пределы интегрирования — у^ и у0; Т*{ и Г*а —
энергии вихревых ядер.В приведенном выражении члены с у 0 взаимно
сокращаются и окончательно имеем

¥ ; + к ^ ; - (Kl + K i ) v . ] + r ; + r ; . ( 2 1 8 )

Таким образом, кинетическая энергия зависит лишь от функций
тока на внешних окружностях сечений ядер у\ и у\ и от у... Значения
V*i и у#

а для конечных сечений также конечны. До тех пор пока
î +Kĵ O, значение у,,- - «>. Это означает, что по (2.18) кинетическая
энергия будет иметь бесконечно большое значение.

В случае вихревой пары KJ+KJ-О И, следовательно, у^-0. Отсюда
следует

' - J M V | - V , ^ ' , + / , • (2.19)

Положим радиусы сечений вихрей а, и аг Тогда выражение (2.19)
примет вид
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Рис. 8 Рис. 9

Как видно, энергия вихревой пары и при конечных значениях ядер
имеет конечное значение. В противоположность указанному выше вихре-
вая пара представляет собой физически возможное образование.

В качестве обобщения рассмотрим произвольное количество
параллельных вихревых нитей, находящихся в ограниченной области
пространства. Общая энергия запишется по аналогии с (2.18):

* И ' ' „ м (2.20)
Энергия такого вихревого поля будет конечной лишь тогда, когда

Voô O- Это означает, что общая интенсивность всех расположенных в
данной области вихревых нитей должна равняться нулю.

«Атмосфера» вихря. В процессе потенциального движения без-
граничной жидкости, обусловленного полем завихренности точечных
вихрей, следует разделять внутреннюю область, в которой линии тока
замкнуты, и внешнюю, в которой линии тока простираются на беско-
нечность. В ряде случаев граница этих областей сохраняет свою фор-
му относительно положения вихрей в процессе их движения. При
этом внутренняя область называется атмосферой системы вихрей.
Вся жидкость, находящаяся в ней, переносится вместе с вихрями.

Впервые понятие «атмосфера» применительно к вихревой паре
ввел Кельвин [241]. Он показал, что при поступательном движении
вдоль оси х вихревой пары со скоростью к/4па ( где 2 а — расстояние
между вихрями ) частицы жидкости, лежащие на замкнутой кривой

имеют ту же скорость, что и вихревая пара.
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Таким образом, жидкость, заключенная внутри овальной области с
полуосями 1,73 а и 2,09 а вдоль осей хну соответственно ( рис. 8 ),
переносится вместе с вихревой парой. Движение частиц жидкости вне
атмосферы соответствует потенциальному обтеканию гладкого оваль-
ного твердого тела, форма которого совпадает с формой атмосферы
вихрей, и движущейся со скоростью к/4ла.

Как показано в [141], площадь сечения овального тела равна 3,61 а.
Кинетическая энергия жидкости во внешней области составляет
0,13 кУя, а во внутренней — обращается в бесконечность. Это связано
с приближением точечных вихрей. Если ввести предположение о ко-
нечной круговой радиуса с«а области постоянной завихренности для
каждого точечного вихря, то, согласно [141], кинетическая энергия
областей завихренности Г, и потенциального движения внутри атмос-
феры Г2 имеет вид

2 2я

Понятно, что в процессе движения круговые сечения вихрей не сох-
раняются и приведенные формулы следует рассматривать в качестве
первых приближений.

В ситуациях, когда вихри одинаковой интенсивности расположены
симметрично в вершинах правильных W-угольников, имеет место рав-
номерное вращение. В системе координат, вращающейся вместе с та-
кой вихревой системой, атмосфера будет иметь более сложный вид, но
форма ее не будет изменяться во времени.

Еще один пример атмосферы вихря можно получить, рас-
сматривая одиночную вихревую нить интенсивности к, находящую-
ся в равномерном на бесконечности поле течения жидкости со ско-
ростью U. В системе отсчета, связанной с движущейся со скоростью
U нитью ( рис. 9 ), жидкость вращается вокруг покоящегося вихря,
причем имеется область, ограниченная сепаратрисой у0, которая
всегда остается внутри этой кривой. Другими словами, рас-
сматриваемая часть среды перемещается сквозь окружающую
жидкость вместе с вихревой нитью. Пусть точка А находится на рас-
стоянии L от оси вихря. Тогда скорость течения, вызванная вра-
щением, равна к/2/rJL, равна, но противоположна по знаку, скорости
U равномерного поступательного движения, сообщенного окружаю-
щей жидкости. Отсюда L=*K/2KU.

Если представить, что нескольким нитям равной интенсивности к
сообщены поступательные движения с различными скоростями, то
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каждая нить будет уносить с собой массу, пропорциональную
величине/,2, т.е. U "2. Следовательно, кинетическая энергия поступа-
тельного движения атмосферы, увлекаемой жидкостью, не зависит
от скорости U набегающего потока. Такая модель использовалась
Дж.Дж.Томсоном для аналогии при рассмотрении концепций
фарадеевых силовых линий в классической теории электромаг-
нетизма [74]. Дополнительные количественные результаты, харак-
теризующие атмосферу одиночной вихревой нити и вихревой пары
при различных значениях U, приведены в работе [7], где высказан-
ное предположение о нарушении закона В.Томсона о сохранении
циркуляции неточно, поскольку частицы жидкого контура, ле-
жащие в начальный момент на сепаратрисе у0, достигают седловой
точки А лишь за бесконечное время, а за конечное время любой кон-
тур будет охватывать атмосферу. Аналогичная ситуация будет рас-
смотрена в третьей главе.

Точные решения. Несмотря на сильное нелинейное переплетение
функций тока у и завихренности С в исходной разрешающей системе
(2.3), (2.4), в ряде случаев удается найти ее точные аналитические
решения при определенных начальных условиях. Эти решения, сос-
тавляющие своеобразный «золотой фонд» гидромеханики, в настоя-
щее время являются основой для конструирования эффективных
численных алгоритмов для решения общей системы (2.3), (2.4) [263].
Приведем наиболее типичные примеры: вихрь Рэнкина, установивше-
еся движение завихренности и эллиптический вихрь Кирхгофа.

Вихрь Рэнкина относится к области постоянной завихренности Со»
занимающей в начальный момент круг радиуса а. Нетрудно про-
верить, что функции

ftU
2- Г2)

- 1 к1па, гйа,
(к In г)

2 я • г * а »

С ( г ) J
[ 0 , г > а \

удовлетворяют системе (2.5) при непрерывности на границе г=*а ско-
ростей Uo(u,—0). Таким образом, вихри Рэнкина движутся так, что кру-
говое пятно вращается как твердое тело с угловой скоростью П»Со/2
вокруг своего центра, сохраняя свою первоначальную форму. Поле
скорости и давления в жидкости представим формулами
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При установившемся движении завихренности частные производ-
ные по времени от функции у и ^ равны нулю. Тогда С"°~/(¥) будет
решением уравнения (2.3). Здесь /(у) — произвольная достаточно
гладкая функция от у. Уравнение (2.4) принимает вид

(2.21)

(2.22)

дг2^ г ,> r 2 Э r 2 ~ ' V Y ' •

B частном случае /(v)=-*V решение (2.21) имеет вид

y = C / , ( * r ) s i n 6 .

Приняв, что решение (2.22) имеет место л ишь в круге радиуса а, ар
остальной области функция тока имеет вид

~ r (2.23)

соответствующий потенциальному обтеканию цилиндра, и выбрав
величину k как корень уравнения /,(Ла)*=0, a C^^U/kJ^ka), получим
цилиндрический вихрь, движущийся со скоростью U в покоящейся на
бесконечности жидкости.

Для первого корня Л=3»83 функции Бесселя решение, отвечающее
цилиндрическому вихрю, имеет вид

г< а,

г>а;О,

| - 2(/ ( а /X,) Уо (Л,) У, (X, г /а ) sine , г < а ,
V U t | 0, г>с.(2.24)
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В работе [1131 взаимодействие вихревых диполей моделировалось
при решении (2.24). При этом получено согласование с эксперимен-
тами двухмерной вихревой динамики на мыльных пленках.

Установлено, что эллиптический вихрь Кирхгофа [35], заключен-
ный в области х2/а2+у2/Ь2<\ постоянной завихренности £<,, не изменяет
своей формы и равномерно вращается вокруг центра с угловой скоро-
стью 2ад(а+6)2£0. Эллиптические вихри Кирхгофа использовались [263]
для моделирования более сложных ситуаций взаимодействия не-
скольких областей распределенныхзавихренностей.

Еще один случай точного решения дает течение, имеющее
квазикристаллическую симметрию [33]. В этом типе стационарного
движения завихренность периодически распределена на правильные
//-угольные ячейки, а функция тока имеет вид

N

V (* *У) - L c° s (* co s 2я / /N + у sin 2nf /N).

Метод контурной динамики. Данный метод применяется при
исследовании эволюции кусочно-постоянного распределения
завихренности

С ( * , /) = о)k = const, к = 1,2,..., N (2.25 )

внутри нескольких односвязных вихревых областей 5г. Такое постоян-
ное распределение завихренности приводит к существенному упро-
щению в поиске поля скоростей u,v, удовлетворяющих уравнениям
Эйлера. Из формул (2.7) видно, что поле скорости в точке (х,у) при ус-
ловии (2.25) дается выражениями

(2.26)

Хотя подынтегральные выражения не зависят от времени, скорость
в точке {х,у) будет в общем случае зависеть от /. Дело в то*', что в
процессе движения изменяются размеры области Sk. Именно в оты-
скании их изменений во времени и заключается полное решение пос-
тавленной задачи. Поверхностные интегралы (2.26) по неизвестным
областям 5д могут быть легко преобразованы к линейным контурам
Lk, их ограничивающим. Используя теорему Стокса
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и выбирая Q-0; Я—lnr для и и 0—lnr, Я«0 для v, находим

** (2.27)

Учитывая, что контуры Lk, согласно теореме Гельмгольца, являют-
ся жидкими и скорость их частиц совпадает с наведенной скоростью,
получаем динамические уравнения, описывающие эволюцию точек Х„
Yj на внешней границе Li%

ы

к

' iKk-i tk • (2.28)

Система (2.28) представляет собой нелинейную интегродиффе-
ренциальную систему уравнений для определения положения во вре-
мени внешних границ контуров L\Xlt)j(t)\ по их начальному распо-
ложению (Я/0), У/0)] при М).

Дополненный эффективными ( как в смысле точности, так и по бы-
стродействию ) алгоритмами вычисления контурных интегралов в
(2.28) метод контурной динамики [262] является основой для взаимо-
действия нескольких распределенных вихревых пятен. В частности,
изучалась [101] задача о движении двух вихревых пятен, имеющих в
начальный момент форму вихрей Рэнкина радиусов R с начальным
расстоянием между их центрами D>2R. Установлено, что при Д//?>3,5
вихри вращаются, сохраняя круговую форму, вокруг центра
завихренности в течение нескольких периодов. При 0//?<3,§ вихри бы-
стро относительно масштаба времени D/к закручиваются в один
общий вихрь— происходит так называемый процесс слияния. Однако
в рамках идеальной жидкости этот новообразованный вихрь будет
иметь сплошную перемежающуюся структуру. Особенно интересны
полученные методом контурной динамики данные о структуре изме-
нения во времени формы границы одиночного вихревого пятна, имею-
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щего в начальный момент определенную симметрию. Аналогично
солитону ( одним из авторов открытия которого в 1965 г. был Н.За-
буски) при определенных видах симметрии здесь также наблюдался
периодически возврат вихревого пятна в начальное состояние. Однако
в отличие от точного решения солитоиного уравнения Кортевега — де
Вриза для вихревой динамики пока не удалось получить явного
аналитического решения, позволяющего полностью проа-
нализировать картину физического явления. Рассчитывать на соз-
дание для вихревой динамики нечто подобного методу обратной за-
дачи рассеяния для нелинейных солитонных уравнений пока, к сожа-
лению, не приходится. Основным методом исследования здесь остает-
ся прямое численное решение уравнений (2.28), причем описанные
выше инварианты выступаю*в качестве критерия качества численно-
го алгоритма. Из последних работ в этой области следует выделить
обширное исследование Д.Дритчела [119]» посвященное анализу про-
цесса постоянного вытягивания вихревых нитей на сдеформированно-
го кругового вихревого пятна. Оказалось, что даже произвольно малое
изменение начальной круговой формы одиночного пятна приводит не
только к появлению и развитию волновой неустойчивости на границе,
но после определенного промежутка времени — к периодическому ге-
нерированию вихревых нитей.

Обзор последних достижений метода контурной динамики приве-
ден в [184]. Следует особо выделить обширные исследования [118]* пос-
вященные анализу с позиции метода контурной динамики ( и его обоб-
щения — метода контурной хирургии), ряда классических задач о так
называемых ^-состояниях — стационарных вращательных и поступа-
тельных движений симметричных вихревых пятен, первоначально
расположенных либо по окружности, либо на прямой.

Обширные данные вычислений на мощных компьютерах поз-
волили установить некоторые общие закономерности двухмерных
вихревых структур в безграничной жидкости: осесимметпризация на-
чально некругового распределений завихренности для одной области;
слияние областей с одинаковым знаком распределенной завихрен-
ности; переплетение областей с противоположными знаками распре-
деленной завихренности; вытягивание в процессе эволюции вихревых
областей длинных нитей, содержащих завихренность.

Эти результаты выдвинули три ключевых вопроса для понимания
вихревых процессов в двухмерном плоском течении.

1. Каковы механизмы, с помощью которых гладкое некруговое на-
чальное распределение завихренности «собирается» в почти круговую
область с осесимметричным распределением завихренности?

2. Каковы механизмы, с помощью которых две области завихрен-
ности одинакового знака стремятся слиться в одну, а две области
противоположного знака — переплестись?

3. Каким образом мелкомасштабные вытянутые вихревые области,
возникающие в процессах осесимметризации, слияния и перепле-
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тения, воздействуют на долговременную эволюцию крупномасштаб-
ных вихревых структур?

Поиск ответов на эти вопросы занимает в настоящее время цент-
ральное место в исследованиях по двухмерной плоской динамике
вихревых структур. Однако, несмотря на значительное количество
данных числовых расчетов, ясного и простого представления о
причинах такого поведения завихренности пока не получено.

2. Вовниииомни* и диффузия завихренности
• вязкой жидкости

Частные решения. Плоское движение вязкой жидкости в терминах
завихренность — функция тока описывается системой уравнений

dt дудх дхду V

дх2 ду2 s * (2.29)

Существует несколько подходов и построений частных решений
системы (2.29). Все они основаны на предположении об .автомодель-
ное™, либо на представлении искомых функций с разделенными пере-
менными x,y,t.

Одним из таких решений является решение Д.Тэйлора [235], кото-
рый предположил, что завихренность и функция тока связаны соотно-
шением £*«—Jkfy. Тогда нелинейные члены в первом уравнении (2.29)
исчезают и его решение имеет вид

k * g = 0. (2.30)

Выбирая решение линейного уравнения (2.30) в виде
g ( y = cosmx cos/10 ( т * + л* = * Ъ , находим, что вся пло-
скость разбивается на прямоугольные ячейки размерами
(25 + 1) я /2т х (25+ 1) я /2л ( 5 = 0,1,2.. . . ) , в которых линии
тока образуют замкнутые линии, а завихренность имеет попарно
различные знаки и убывает согласно закону (2.30).

Другим частным решением системы (2.29) является выражение
4(x,y,t)ryf(xA). Функция f{x,t) при этом должна удовлетворять урав-
нению

d? + di^?~ f~5? = Vd?
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с первом интегралом

Выбирая f(x,t) в виде f(xjy*V+G(x+ Vt) (V«const) для определения
функции G(S)(S«*+W), имеем

Это уравнение имеет частные решения:

G ( S ) l / ( l * < r V ) ;

Третьим возможным решением системы (2.29) в полярных ко*
ординатах служит выражение у-агЧС*. где а и Ь — постоянные. Вво-
дя новую неизвестную переменную А~С~4а и разыскивая решение в
виде

Т"

для определения функции F имеем уравнение

d*F ̂  1 dF^ I ?F F

Окончательно выражение для функции тока имеет вид

Другие виды частных решений содержатся в [ 120).Приведенные
решения представляются искусственными и скорее задача здесь за-
ключается в отыскании реальных течений, которым они соответству-
ют. Однако они представляют интерес как примеры точных решений
существенно нелинейных систем.

Возннкношение эмихрвниости. В случае вязкой жидкости Б.Сен-
Венан показал, что завихренность не может возникать внутри
жидкости, подверженной консервативным внешним силам, а с необ-
ходимостью диффундирует вовнутрь с границ. Ж.Буссинеск [102]
построил точное решение, описывающее генерацию вихрей в полубе-
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сконечной вязкой жидкости под действием консервативных сил. Он
рассмотрел плоскую задачу о начале прямолинейного движения вчз-
кой несжимаемой жидкости, занимающей область х>0, под воз-
действием постоянной силы FQt направленной вдоль вертикальной оси
у. Жидкость на границе х«0 полностью сцеплена с неподвижной стен-
кой. Задача в этом случае описывается одним скалярным уравнением
относительно компоненты вертикальной скорости v{x,t). В силу посто-
янства давления и отсутствия зависимости всех величин от координа-
ты у оно имеет вид

с начальным 1>(дс,О)~О и граничным 1̂ (0,/)«0 условиями.
Вводя автомодельную переменную о^х/2^1\г[ и

решения в виде v(x,t)**FQtG(a)t приходим к уравнению

2oG'- 4G+4=0

с общим решением

G ( c ) = l -

разыскивая

= const.

Выполняя граничные и начальные условия, находим постоянные Л
и В и после несложных преобразований записываем выражения для
скорости и единственной компоненты завихренности С в виде

1-

п v
е- o l - 2 a J e " x > й г

Из этих формул следует, что для малых i завихренность всюду,
кроме малых ж, пренебрежимо мала и имеет порядок O(VvF). Сущест-
венное значение для ранних времен завихренность имеет лишь вблизи
стенки в пограничном слое толщиной порядка \*. Самым важным в
этом решении является возникновение отсутствующей при f a 0
завихренности и, как указал Ж.Буссинеск, ее неаналитичность по вре-
мени.Иными словами, функцию С(*,0 нельзя представить бесконеч-
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ным рядом по восхо-
дящим целым сте-
пеням /. Это обстоя-
тельство является
частным случаем об-
щего утверждения о
том, что в несжимае-
мой вязкой жидкости,
подверженной дей-
ствию потенциаль-
ных внешних сил и

имеющей неподвижную твердую границу ( на которой выполнено ус-
ловие прилипания ), в движении, начинающимся из состояния покоя,
всегда будут существовать частицы, для которых завихренность не
является аналитической функцией времени. Факт неаналитичности не
позволяет использовать доказательство в форме Лагранжа для обос-
нования отсутствия завихренности в потоке вязкой жидкости. Подроб-
ные качественные оценки этапов возникновения завихренности прек-
расно изложены в книге Дж.Бэтчелора [8].

Диффузия осесимметричной завихренности. До сих пор движение
плоских вихревых структур рассматривалось в рамках модели иде-
альной жидкости. Такой подход позволяет оценить характер взаимо-
действия нескольких вихрей и подсказать, как может происходить
этот процесс в реальной жидкости. Однако если имеем дело со струк-
турами, которые подвержены быстрому вырождению, то предска-
зание их поведения на основании модели идеальной жидкости спра-
ведливо лишь для весьма небольших моментов времени.

Задача о диффузии осесимметричной завихренности £(r,f) в вяз-
кой жидкости описывается уравнениями, следующими из системы
(2.29):



dr2 r dr ^' (2.31 )

При этом радиальная скорость жидкости тождественно равна ну-
лю, а циркуляция скорости rj[t)r2nRuJiR,t) по окружности радиуса R
изменяется во времени согласно уравнению

dr

Следовательно, при /?-»0 стремится к нулю не только циркуляция,
но и ее производная по времени.

Самым важным при этом является отсутствие в (2.31) нелинейных
слагаемых. Задача становится весьма схожей с хорошо изученными
задачами теплопроводности, поэтому многие накопленные решения
для распределения температуры могут быть перенесены на случай
диффузии завихренности. В частности, решения уравнений (2.31) при
начальных условиях С(г»О)—/(г) имеют вид

Радиальная составляющая скорости тождественно равна нулю.
Для частного случая, когда в начальный момент завихренность С

равномерно распределена в круге радиуса а, общие формулы (2.32)
упрощаются. На рис. 10 построены распределения завихренности для
различных безразмерных моментов времени Э//аа. В предельном слу-
чае, когда a->Q, CQ->°° так, что K-na2Cf*const, получаем решение
классической задачи о диффузии вихревой нити:

Г Л ( О = к ( 1 - е~!7Г). (2.33)

В случае, когда завихренность распределена по кругу радиуса а по
закону
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формулы (2.32) записываются в замкнутом виде:

2кг*

Г Л ( О = к ь ( « - e - ' / r ! ) f r* = a 2 + 4W. ( 2 .34)

Из уравнения (2.34) нетрудно определить, что время, за которое
окружная скорость uu(r,t) уменьшается вдвое, определяется из урав-
нения 1-е '/4%' = 0,5 , откуда / = г 2 /2,772 v .

Координаты точек, в которых в любой момент времени окружная
скорость будет иметь максимум, определяются из равенства

= e- r ' / 4 v '

что приводит к заключению, что расстояние гт от места максимума до
центра вихря пропорционально YVT.

Сделаем некоторые замечания. В вязкой жидкости согласно
(2.34) уже не действует закон сохранения во времени циркуляции
(закон В.Томсона). Течение в вихревом поле, в противоположность
потенциальному вихрю, нестационарно. Между тем, благодаря
расширению вихря, в целом отсутствует потеря циркуляции, так
как взятая по всей плоскости течения за конечное время цирку-
ляция будет сохранять свое первоначальное** значение, т.е.
Г ( Г - » о о , / ) = Г ( Г - > ° о ,/ = 0 ) .

На рис. 11 приведены в безразмерном виде распределения окруж-
ной скорости, завихренности и циркуляции ( соответственно кривые / —
3) [249].

В некоторых практических приложениях важно знать размеры
вихревого ядра. В.Кауфманн [150] приближенно определил, что

Остановимся еще кратко на вопросах о давлении и энергии. Выра-
жение для давления имеет вид

P(rtt)~ р„ = - pj(ul/r)dr.
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Воспользовавшись уравнением (2.34), после проведения
интегрирования по г получим следующее распределение давления:

Р~ Р " = - [ 1 - ехр(- £ - | ) ] 2 -7 + 2 1 Е И - *"?)- Е | ( - 2 Ц ) ,
It г г1 г г{ г{

где Qi = ( р / 2 ) u t ; u i = к© /2я г t ; р „ — давление в покоящейся
жидкости на бесконечности; El — интегральная показательная
функция.

Касательные напряжения т(г tt) = [ird(ub/r) /Ът.
Используя (2.34), получаем

На рис. 12 даны распределения давления (кривая /) и касательно-
го напряжения ( кривая 2)\ кривыми 3 и 4 показаны распределения
давления и касательного напряжения для потенциального вихря.

Как показано выше, кинетическая энергия от одиночного вихря в
идеальной жидкости имеет бесконечное значение. Поэтому возникает
вопрос: в какой форме вязкость может повлиять на такой результат ?

Кинетическая энергия всей жидкости

Г = [ 1 п ( ^ ) + Е 1 ( - 2 ^ 4 ) - 2 Е 1 ( - ^ ) - ^

где С — константа Эйлера — Маскерони, С - 0,6772.
При г~>оо Г->оо. Таким образом, кинетическая энергия при конеч-

ном времени также становится бесконечно большой. Некоторые ком-
ментарии этому результату даны в [249].

Уравнение (2.35) можно продифференцировать по времени / и по-
лучить скорость изменения энергии йсего поля, которая не будет
зависеть от v,

' (2.36)

Простейшее рассмотрение баланса энергии позволяет сделать сле-
дующие выводы. При пренебрежении массовыми силами совершаю-
щаяся на границе поверхности поля в единицу време! J работа
внешних сил равна сумме кинетической и тепловой ( в результате
трения) энергий поля.

Чтобы рассчитать работу внешних сил за единицу времени, рас-



смотрим вначале область произвольной окружности г>0, охватываю-
щей центр вихря. На цилиндрической границе несжимаемой
жидкости нормальные напряжения отсутствуют. Изменение во вре*
мени работы А внешних сил получаем из соотношения А**2пгтив. Если
г-><х>, то Л"» 0. Когда внешними силами не совершается никакая рабо-
та» то изменение кинетической энергии (2.36) должно полностью рав-
няться диссипации вследствие внутреннего трения, т.е.уменьшение
скорости кинетической энергии равно диссипации поля. Процесс
расширения вихря сводится, очевидно, к влиянию напряжений.

Вихрь Озеена. В случае, когда в начальный момент завихренность
в вязкой жидкости заключена в круговой области радиуса а, однако
распределена не осесимметрично, точное решение уравнений (2.31) не
может быть получено. К.Озеен [197] ввел ряд упрощающих предполо-
жений и после громоздких выкладок получил приближенные форму-
лы для скоростей:

; (2.37)

Полученные КОзееном формулы очень просты. От теории Гельм-
гольца они отличаются лишь добавочным множителем 1— ехр(—r2/4v<).

К.Озеен также получил приближенное решение для двух вихревых
нитей начальных интенсивностей к, к2. Для точек, расположенных на
большом расстоянии от вихрей, поле скорости дается в виде

8nv

к
v ( x , y 9 t ) =
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rf/4v(l-

(2.38)

Здесь ^, T)4 — координаты центров вихрей, i - 1,2.
Такую же задачу рассматривал Л.Н. Стретенский применительно

к диффузии вихревой пары[6о]. В основу решения положены два допу-
щения. Первое состояло в том, что в начальный момент времени все
вихревое движение сосредоточено на двух круговых площадках,
симметрично относительно некоторой горизонтальной прямой. Цент-
ры этих площадок принимаются полюсами биполярной системы ко-
ординат; считается, что в каждый момент времени система окружно-
стей, охватывающих эти полюсы, является системой линий тока. Вто-
рое допущение состоит в том, что в каждый момент времени линии то-
ка являются семейством окружностей, определяемых по первому
приближению, причем центры биполярной системы координат пере-
мещаются в вертикальном направлении так, что масса жидкости, на-
ходящейся выше линии, которая соединяет центры, не испытывает
подъемной силы.

Эта же задача получила дальнейшее развитие в работе [106].



Г л а в а т р е т ь я

ДИНАМИКА ТОЧЕЧНЫХ ВИХРЕЙ

В ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

Человеческий ум редко бывает удовлет-
ворен и, конечно, не выполняет своей
наивысшей функции, когда производит
работу счетной машины. Ученый, мате-
матик ли он или физик, стремится сос-
тавить себе и развить ясное представ-
ление о предметах, с которыми он имеет
дело. Для этого он согласен проделать
длинные вычисления и даже сделаться
на некоторое время вычислительной
машиной, если геи самым он сделает
свои идеи в конечном счете более
ясными.

Д.К.Максвелл *О соотношении между
физикой и математикой»

В предыдущей главе рассмотрены задачи о взаимодействии конечных
областей завихренности. Несмотря на упрощающие предположения о
равномерном распределении завихренности и плоском характере
движения, очевидны трудности, связанные, в первую очередь, с
сильной нелинейностью основной разрешающей системы. Однако ряд
задач о взаимодействии нескольких круглых вихревых пятен показал,
что до определенных пределов их можно рассматривать как точечные
вихри. Положение этих вихрей совпадает с центром тяжести каждого
пятна, а интенсивность равна интегралу от завихренности по площади
пятна. При таком подходе связанные с вихревым ядром внутренние
степени свободы исчезают и остается лишь взаимодействие точечных
вихрей. Разумеется, что в обычных жидкостях дискретные точечные
вихри могут рассматриваться лишь как приближение.

Задачи о движении точечных вихрей не исследовались бы столь
внимательно, если бы кроме красоты построенных аналитических
решений из них нельзя было бы навлечь информации о том, что
происходит в случаях, отличных от наиболее простых. Такая инфор-
мация состоит, прежде всего, в моделировании с помощью точечных
вихрей двухмерных когерентных структур и общем описании двухмер-
ной изотропной турбулентности на основе статистической механики
[196]. Задача представляется весьма сложной, поскольку прямой
численный счет для случая многих (до 100) точечных вихрей не позво-
ляет установить четких закономерностей, кроме общих утверждений о
своеобразном «группирований» вихрей. Кроме того, резко возрастает
время счета: по данным работы [88], исследование движения 800 то-
чечных вихрей требует порядка 250 ч счета на современном быстро-
действующем компьютере. В этой же работе поставлена под сомнение
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возможность моделирования двухмерных вихревых пелен с помощью
набора точечных вихрей. Все сказанное заставляет с осторожностью
относиться к данным о характеристиках поля течения жидкости при
наличии в ней большого числа точечных вихрей.

Задача о движении нескольких вихрей имеет ряд существенных до-
стоинств. Во-первых, она допускает простое численное интегри-
рование в рамках современных вычислительных подходов. Во-вторых,
в ряде случаев симметрии движения относительно прямой или точки
удается построить аналитические выражения для зависимости ко-
ординат от времени или установить относительные траектории
движения. Наличие точных решений позволяет оценивать эф-
фективность вычислительных алгоритмов решения задачи Коши
применительно к нелинейным вихревым движениям. И, наконец, если
задача трех вихрей в целом интегрируема, то четыре и более вихрей
обеспечивают простейший (если можно употреблять такое слово)
пример хаотического поведения. Отметим, что хаотическое движение
нельзя рассматривать как пример турбулентных течений, поскольку
турбулентность в обычном понимании означает стохастическое поле
скорости, описываемое детерминированными уравнениями Навье —
Стокса. Скорее вдесь речь должна идти о новом режиме течения, не
укладывающемся в традиционное деление на ламинарное и турбулен-
тное движение. Стохастическое движение системы нескольких вихрей
представляет собой ламинарный поток со стохастическими свойст-
вами» Когерентные вихревые структуры в турбулентных ( например
сдвиговых ) течениях, наоборот, представляют собой регулярные
картины потока в стохастическом поле скорости.

В данной главе последовательно рассмотрены вопросы взаимо-
действия нескольких точечных вихрей в различных ситуациях.

1. Уравнения движения и их свойства

Вывод уравнений и общие свойства. Пусть в безграничной идеальной
жидкости расположены N параллельных прямолинейных вихревых
нитей интенсивности кр, точки пересечения которых с плоскостью (ж, у)
имеют координаты z^rx^-iy^ Тогда двухмерное поле скорости и(х% у,
О» v(*> У* 0 Дается суммой

(3.1)

Согласно теории Гельмгольца, вихревая нить движется вместе с
частицами ее образующими. Поэтому выражение для комплексной
скорости u—tv вихря в точке za-xa+iya будет г*а. Именно это обстоя-
тельство позволяет утверждать, что такой кинетический вывод урав-
нений движения на самом деле является и динамическим, поскольку
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теорема Гельмгольца — следствие динамических уравнений Эйлера
для идеальной жидкости. Таким образом, при отсутствии внешнего
потенциального потока уравнения движения точечных вихрей в без-
граничной жидкости имеют вид

где звездочкой обозначено комплексное сопряжение; штрих здесь и
далее означает, что при суммировании (tea.

Движение точечного вихря га определяется результирующим век-
тором наведенных скоростей со стороны остальных N—1 вихрей.

В обзорном докладе Х.Арефа (90) прослеживается аналогия и
различие между движениями N точечных вихрей в гидродинамике и
точечных масс в небесной механике.

Для однозначного решения задачи необходимо задать начальные
условия — положение Z%} всех вихрей в начальный момент времени

*«в*.< § ). < = 0 - (3.3)

Из уравнений (3.2) следует: если ансамбль (ка, za) является их
решением, то решением будут также ансамбли (Ktt, —z j и (- ка, *£). В
работе [232] установлены общие свойства движения системы точечных
вихрей, описываемых уравнениями (3.2).

1. Если в некоторой исходной конфигурации интенсивности всех
вихрей мгновенно изменяют знаки, то новая система проходит в обрат-
ном порядке последовательность конфигураций, через которые она
пришла к исходной.

2. Пусть в момент времени l~t0 имеется конфигурация, в которой
вихри коллинеарны, т.е. все лежат на одной прямой. Тогда конфигу-
рации в моменты времени t^t^x являются отражением друг друга
относительно этой прямой г чя любых t.

3. Система вихрей не может проходить более чем через две
коллинеарные конфигурации. Время, необходимое для перехода от
одной коллинеарной конфигурации в другую, всегда одно и то же в
процессе движения. Это свойство следует из свойства 2 и принципа
зеркального отображения системы вихрей относительно коллинеар-
ной конфигурации.

4. Если две системы состоят из вихрей одинакового количества,
причем интенсивность каждого их вихрей первой системы
пропорциональна множителю К интенсивности второй системы, то на-
чальные положения в обеих конфигурациях подобны. Причем масш-
табы длин в первой системе равны масштабам длин во второй систе-
ме, умноженным на L. Тогда последующая конфигурация второй
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системы через время t2 будет подобна конфигурации первой системы
через время /,. Времена t{ и t2 связат* соотношением t2**tkK / L2. Эти
общие свойства позволяют ориентироваться при выборе масштабов
длины и времени, а также при сравнении результатов при движении
вихрей различной конфигурации.

Гамильтонова система и инварианты уравнений движения. Иная
>ма записи основной системы (3.2) установлена Г.Кирхгофом еще в

Гб г. [35]. Разделяя действительные и мнимые части в уравнениях
(3.2), приходим к действительной системе с 2N неизвестными
функциями x£t),ya(t)

Э х а ' а ~ 1 ' 2 N' (з.4)

где

«,p=i ( 3 . 5 )

совпадает с кинетической энергией взаимодействия вихрей.
Важность этого результата заключается в том, что система (3.4)

является гамильтоновой с парой канонически сопряженных перемен-
ных /V* a, q^xjf^ Более того, в данном случае фазовое пространство
(р , да) совпадает ( с точностью до масштаба и ориентации ) с реаль-
ной плоскостью течения. Поэтому траектории в фазовом пространстве
суть траектории вихрей в реальном пространстве, занимаемом иде-
альной жидкостью. На эту аналогию для точечных вихрей впервые
обратил внимание Л.Онзагер [196], хотя общая идея об использовании
ПЛОСКИХ течений идеальной рсидкости при моделировании фазового
пространства гамильтоновых систем принадлежит Д.Гиббсу[ 18].

В развернутом виде уравнения (3.4)записываются следующим образом:

«~~ 2«& r«* 2nt r«> (3.6)
В полярных координатах (р, 0) на плоскости имеют место соотно-

шения дса«р„соз0а, #a»=pasin9a. Гамильтонова система (3.4) переходит в

к а р „ Р „ - ^ ; к а Р а в „ - — ; < з 7 )

Н— ^ 1 Ч * Р Н Р . 2 . + Р Р - 2 р а Р | ) с о 8 ( в а - 9 p ) J .
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В дальнейшем будем различать понятия решение гамильтоновой
системы и ее первые интегралы. Под решением системы понимается
набор 2N функций xu(t\ yj,t)t удовлетворяющих системе уравнений и
начальным условиям. Под первым интегралом понимается функция
F(xayJt которая не зависит от времени и сохраняет постоянное зна-
чение в силу исходной системы уравнений.

Г.Кирхгоф [36] установил, что система уравнений (3.4) обладает че-
тырьмя независимыми первыми интегралами ( инвариантами ), свя-
занными непосредственно с независимостью функции Я от времени и
ее инвариантностью относительного параллельного переноса и пово-
рота координат:

N

Н = const; Q ш £ ка ха = const;
а=1

Физический смысл этих величин весьма прозрачен. Как и для
общего случая распределения завихренности ( см.гл.2 ), они выража-
ют законы сохранения кинетической энергии взаимодействия вихрей,
компонент импульса и момента импульса плоского течения без-
граничной жидкости. Инварианты Q и Р при отличном от нуля зна-

чении Г з £ к а дают возможность утверждать, что частица жидкости,
а- 1

находящаяся в точке с координатами (X, Y):

а=1 а»! ( 3 . 1 0 )

остается неподвижной. Эта точка называется центром завихрен-
ности. В частном случае, когда Г«0, центр лежит на бесконечности.

В полярной системе координат инварианты Кирхгофа Q, Я,/ имеют вид

? Х « Р п ; Х а р „ ; 1 „ р
а*1 а=1 а=| ( 3.11 )

Возникает вопрос, существуют ли другие первые интегралы систе-
мы (3.8), не связанные с выбором специальных начальных значений и
системы координат. Этот вопрос решен еще в 1902 г. в работе Е.Лаура
[164], который показал, что независимые первые интегралы в общем
случае единственны.
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Скобки Пуассона и интегралы в инволюции. Мощным аппаратом
исследования гамильтоновых систем является использование скобок
Пуассона. В данном случае системы (3.4) они вводятся по формуле

" • " • - -

для произвольных функций / и gt зависящих от координат JCU, ya. Гово-
рят, что функции fug находятся в инволюции, если их скобки Пуас-
сона равны нулю. Из аналитической механики [75] известна фунда-
ментальная теорема Лиувилля, Сущность ее в том, что если
гамильтонова система имеет N линейно независимых первых интег-
ралов Ф^Ах, ^„^const (Г в 1, 2,.»., #),находящихсй в инволюции между
собой, то система интегрируема. Важность этой теоремы в том, что в
общем случае для интегрирования в квадратурах системы 2 N диффе-
ренциальных уравнений первого порядка необходимо знать 2 N пер-
вых интеграла. Для интегрирования в квадратурах гамильтоновой
системы нужно иметь лишь N первых интегралов, находящихся, одна-
ко, в инволюции. Более того, доказывается, что первых независимых
интегралов гамильтоновой системы не может быть больше N и первые
интегралы не интегрируют задачу, не дают возможности построить
явную зависимость координат от времени и начальных условий, если
их число M<N.

Зная четыре первых интеграла (3.9) системы (3.4), отыщем для нее
интегралы в инволюции. Непосредственно проверяется, что

[ Я , Я ] = [ # , < ? ] = [//,/ ] = 0. (3.13)

Вместе с тем

[<?.Я ] = Г , [<?,/ 1 = 2 Р , [Я,/ ] = - 2<?, (3.14)

т.е. первые интегралы (3.9) не находятся в инволюции.
Заметив, что [Q\I ) = 2<?[<?,/ ), [ Я 2 , / ] = 2 Я [ Я , / ], с

учетом (3.13) находим

[<? 2 + Я 2 , / ] = 0. ( 3 . 1 5 )

Таким образом, первые интегралы Я, / и Я2+<?2 находятся в инво-
люции. На основании этого можно утверждать, что задача о движении
трех вихрей независимо от их интенсивности и начального располо-
жения интегрируема. Этот результат впервые отметил А. Пуанкаре
[201]. Отметим, что возможна комбинация, когда правые части выра-
жений (3.14) обращаются в нуль. Это происходит, когда суммарная
интенсивность равна нулю, а начальные расположения вихрей тако-
вы, что величины Я и Q обращаются в нуль. Тогда четыре первых
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интеграла (3.9) находятся в инволюции. Таким образом, задача о
движении четырех точечных вихрей в этом случае является
интегрируемой. Ряд примеров рассмотрен ниже.

К сожалению, другие первые интегралы в инволюции системы (3.4)
в настоящее время неизвестны. Поэтому система четырех и более то-
чечных вихрей в общем случае неинтегрируема, т.е. нельзя построить
траектории вихрей xa(t)y y(t\ зависящие в качестве параметров толь-
ко от инвариантов Я, Pf <?, /. С понятием неинтегрируемости
гамильтоновой системы тесно связано новое направление нелинейной
физики — исследование феномена детерминированного хаоса [32,47,79].

Уравнения относительного движения. Гамильтониан (3.5) системы
(3.4), описывающий движение J/ точечных вихрей, зависит лишь от
относительного расстояния между вихрями. Естественно желание по-
лучить систему уравнений, в которую входят лишь расстояния между
вихрями независимо от их абсолютного положения на плоскости. Та-
кая система впервые установлена в [165]; независимый вывод таких
уравнений получен недавно в [54]. Для вывода этих уравнений целесо-
образно воспользоваться методикой, основанной на скобках Пуассо-
на. Нетрудно показать, что для любой функции HM*u, yj, а** 1, 2,...,
N> не содержащей явно времени, имеет место равенство

Если в этом тождестве взять Ч1 = г^, то получим систему уравнений

/./=1 " °ГЧ

Непосредственные вычисления показывают, что имеет место тождество

*а Уа 1

xl Hi l

Если Р*/, то определитель равен удвоенной площади треугольника
с вершинами, совпадающими с вихрями а, Р, /. Учитывая явный вид
зависимости (3.5) и приведенное выше равенство, получаем

N

( О. 17 )

где два штриха над знаком суммы означают, что /*а*Р; уи(5/ — числен-
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но равна 1, если обход а-»Р-»< происходит против часовой стрелки, и — 1,
если обход происходит по часовой стрелке; А^ — площадь треугольника
а(3/, которая находится по формуле Герона:

Нетрудно показать, раскрывая скобки, что

cx.p=i ( O . l o )

Уравнения (3.17) вместе с двумя первыми интегралами (3.5), (3.18)
определяют задачу относительного движения системы вихрей.
Очевидно, что при этом имеется (1 / 2) N {N—1) переменных гар, из ко-
торых только 2N—3 независимы. Вид уравнений (3.17) показывает,
что задача о трех вихрях является ключевой в общей задаче об N
вихрях, поскольку начиная с трех вихрей в процессе движения могут
возникать новые масштабы.

Решение системы (3.17) с соответствующими начальными ус-
ловиями дает возможность построить абсолютное движение всех
вихрей. Следуя [ 14,165 J, введем в рассмотрение функции

определяющие наклон прямой, соединяющей *'-й и /-й вихри, к
положительному направлению оси х.

Тогда на основании (3.16) имеем

Т/

+ (УГ уа)(у,-

Учитывая тождества

( * „ - xf)(x,- xt) + (ya- y^iyr У,) = \

{x,- xn)(xt- x^ + iy,- у,)(уг ya) = ?i
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получаем

2 К УГ т /2

Правая часть этого уравнения после решения системы (3.17) явля-
ется известной функцией времени. Следовательно, простой квадрату-
рой с учетом начальных значений можно вычислить и значение 8iy.
Зная зависимости от времени /̂  и 6i/f можно получить зависимости от
времени величин (xi—Xj) и (ук—yt). Используя инварианты Р и <?, мож-
но получить также отдельно зависимости xu(t)} y£t) и тем самым, в
принципе, завершить решение задачи. В случае, когда Г=0, решение
задачи упрощается. Используя инварианты Я и (J, получаем

N N

2 Р ( х , - x l ) + 2 Q ( y i - ^ ) = 1 Ч ' Д - l ! * a r t l '
a= I a = I

Это соотношение наряду с равенством Ц - xjf - (yt - yf)
2 = Г* позво-

ляет определить хк—х^ и у%—yf только через расстояния между
вихрями и, следовательно, как функции времени. Обращаясь к систе-
ме (3.6), квадратурами при соответствующих начальных условиях
определяем зависимости xa(t)t ya(t).

В статье [155] предложен принципиально иной подход к использо-
ванию уравнений относительного движения. Выбирая в (3.16) *Р 2 г^,
после некоторых преобразований приходим к уравнению

у=1

В совокупности с (3.6) это дает систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений первого порядка относительно функций
(<*«» Уа»

 ГЛ )* Отличительной особенностью этой системы является
полиномиальная зависимость правых частей от искомых функций. Это
позволяет применить методику теста Ковалевской — Пэнлеве[36,199]
для анализа возможности ее интегрируемости. Подробнее свойство
Пэнлеве описано в [ 1, 2, 2331.

Автомодельная задача. Под автомодельным течением в механике
жидкости понимают такие течения, в которых состояние системы в лю-
бой момент времени подобно некоторому начальному состоянию. При
этом удается уменьшить число независимых переменных, выразив их
через некоторые автомодельные переменные.
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В случае движения точечных вихрей речь идет о поиске решения
системы (3.2), описывающей движение N точечных вихрей, в виде

2 « ( О = Ч ° 7 ( О ; <0 ) = const, ос=1,2, ,Л7, (3.19)

где /(0 — в общем случае комплексная функция времени, причем
/(0)=*1, т.е. ищется такое решение, при котором все вихри будут
двигаться подобным образом, начиная с начального состояния z£. При
этом расстояния между ними изменяются по закону

г в ц ( О = ̂ 1 / ( О | . (3.20)

Такие предположения о характере решения требуют выполнения
условий, следующих как из вида исходной системы (3.2), так и из
инвариантов (3.13). При условии (3.19) инварианты Кирхгофа
принимают вид

o=l a=l

4
Для того чтобы эти величины не зависели от времени, необходимо

выполнение условий

2 > Х ; £ J £ P ; .
«-I „и (3.21)

Равенство VM) возможно лишь тогда, когда вихри имеют интен-
сивности разных знаков. Возводя в квадрат Г, с учетом VM) нахсдом

Изложенное показывает, что необходимыми условиями автомо-
дельного движения вихрей являются равенства /*ч), У«0 при условии,
что центр завихренности совпадает с началом координат.

Подстановка автомодельных зависимостей (3.19) и (3.20) в (3.2)
приводит к

(3.22)

81



откуда следует, что функция /(/) должна удовлетворять уравнению

/ ( О / * ( О = С = Л - / S = const. (3.23)

При этом (3.22) переходит в равенства

Л ' К

^%=i ** " *ъ (3.24)

определяющие постоянную С через начальные положения вихрей.
Отыскивая решение (3.23) в виде / ( < ) = г(1)ехр[I<р ( О ) и

отделяя действительную и мнимую части, получаем два уравнения
г г-А; г 2 ср = Д , допускающие решение в явном виде. Окончатель-
но выражение для автомодельной функции / ( / ) , удовлетворяющей
начальному условию / ( 0 ) = 1 , имеет вид[152]

/ ( / ) =
ВV2 A t + 1 ex p [ i -Jfa I n (2 A t + 1) ] f Л ^ О ,

e x p ( i B / ) , Л = 0 . (3.25)

Постоянные А и В определяются начальным положением вихрей
согласно соотношению (3.z4).

Выражение (3.25) для / ( t ) показывает, что при А < 0 за конечное
время I ' = - 1/2 А все вихри стягиваются в точку. Это явление на-
зывается коллапсом. При А > 0 имеется неограниченное разбегание
вихрей, причем оно может начинаться ( в идеализированном случае )
из одной точки.

2. Движение двух вихрей

Простейшим примером движения системы точечных вихрей является
задача о движении двух вихрей. Хотя такая ситуация рассмотрена
еще в работе Г.Гельмгольца [135], кратко приведем результаты ее
решения для последовательного изложения общей проблемы
динамики точечных вихрей. Система уравнений (3.6) для случая двух
вихрей с интенсивностями к, и к2 имеет вид

2п г* ; У*~2п

**~ 2п Р f У2~2к Р '

r 2 = U , - х 2 ) 2 + { у { - у 2 ) 2 . (3.26)
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В начальный момент времени <«0 координаты вихрей (J^0), if{

0)) ч

Из соотношения 4K#--K,K2lnr вытекает, что расстояние между
рнхрями в данном случае остается постоянным. Это обстоятельство
позволяет привести систему (3.26) к системе двух дифференциальных
уравнений относительно неизвестных функций хх — х2 и у{ — у2 с посто-
янными коэффициентами

2пг2 ' (3.27)

При KJ+KJ^O инварианты Я и Q определяют центр завихренности
системы с координатами

1Г U

который в процессе движения остается неподвижным.
Поместив начало декартовой системы координат в точку (X, К),

получаем /М); Q**Q. Используя это обстоятельство и учитывая
инвариантность решения (3.27) относительного параллельного пере-
носа, траектории движения вихрей можно выразить зависимостями

Вид выражений (3.28) показывает, что два вихря совершают рав-

номерное движение с частотой С1 по двум концентрическим окружно-

стям радиусов соответственно г —-Ц-, г — ! — . При этом, если знаки

к, и к2 одинаковы, то центры обеих окружностей находятся внутри
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отрезка, соединяющего вихри ( рис. 13, а ), а если знаки противопо-
ложные, то вне отрезка ( рис. 13, б ), на прямой, являющейся продол-
жением этого отрезка в сторону более сильного по модулю
интенсивности вихря. Период обращения вихрей равен 4яг2/(к14-к2).

Важным частным случаем двух вихрей является случай так назы-
ваемой «вихревой пары», для которой KJ+K^O, т.е. K^-K^—IOO.

Анализ уравнений (3.26) показывает, что в этом случае центр
завихренности расположен на бесконечности, а вихри движутся в
одном направлении с постоянной скоростью к/2пг по прямым, пер-
пендикулярным к отрезку, соединяющему вихри. Выбрав начало ко-
ординат в точке, делящей пополам постоянное расстояние между
вихрями, и соответствующим образом расположив оси ( рис. 13, в ), из
уравнений (3.26) находим

/1 \~ к , _ + _г
I 2 ^ ' ~"~ 0 о ~̂  I 2 **"* ~"~ О *

Модель вихревой пары часто используется для теоретического
описания явления развития вихревого движения, образованного сры-
вом концевых вихрей с крыльев [251]. Определенный интерес имеют
задачи взаимодействия вихревой пары с жесткими и свободными
границами. Экспериментальное исследование так§& явлений и оценка
возможностей модели идеальной жидкости и точечной вихревой пары
даны в [96].

3. Движение трех вихрей

Решение уравнений движения. Интерес к этой задаче обусловлен не-
сколькими причинами. Во-первых, как отметил А.Пуаикаре[201], та-
кая нелинейная гамильтонова система всегда интегрируема, что само
по себе весьма ценно. Во-вторых, физическая картина движения дает
простейший пример возникновения новых масштабов длин, отличных
от начальных. В-третьих, эта задача внешне подобна знаменитой за-
даче трех тел небесной механики, однако имеет тем не менее сущест-
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венные, принципиальные отличия, связанные прежде всего^ с
интегрируемостью. И, наконец, данная задача дает необычайно
красивые траектории движения вихрей.

Обращаясь к истории вопроса, отметим, что задача детально изу-
чалась в 1877 г. в инаугурационной диссертации В.Гребли, опублико-
ванной впоследствии в [130]. Один из характерных рисунков этой
работы воспроизводился Д.Н.Бобылевым [10] и Н.Е.Жуковским [27],
но эта работа не нашла достаточного распространения.

Новый этап устойчивого интереса к динамике трех вихрей отражен
в работах [ 54, 86, 232 ]; обобщение современного представления об
этой задаче содержится в [ 88, 234 ], где дана исчерпывающая
классификация всех типов движения трех вихрей.

Рассмотрим движение в безграничной идеальной жидкости трех
точечных вихрей интенсивностями ку, расположенными в точках с ко-
ординатами ру, 9у (/=* 1, 2, 3 ) в полярной системе координат. Тогда
система уравнений (3.7) примет вид

K 2 p 2 s i n ( e i - 92)
р ~Гр »~~ ~ЪГ l\ + 2к 1\

• ___ K 3 p 3 s in(9 2 - 93) к, pt sin( 8, - 92)
р 2~ 2* Ц * 2я l\ ;

• _ Ktp, sin(6 3- 9,) ^p.s inQa- 93)
Р з " ~ 2я Ц + 2я Ц ;

у S P i " P ^ c o s C e , - 9 2 ) к 3 р , - p 3 c o s ( 9 3 ~

' я 2 я Р | Ц 2яР 1 Ц

л кз Р 2 ~ P>cos(e 2 - 93) КГ р2- ^ 0 0 8 ( 9 , - 9 2 )
^ = 2яр 2 Ц +2яр2 Ц •

~ ^соз^бз-^е,) к2 Р з ~ p 2cos(9 2- 93)

2 я р 3 /2

где

' | = Р2 + Р з - 2 p 2 p 3 c o s ( 9 2 - 9 3 ) ;

/2

2 = Р з + Р ? ~ 2 p 3 P l c o s ( 9 3 - 9 t ) ;

^з = Р? + Р2- 2 p l p 2 c o s ( 8 l - 9 2 ) . ( 3 . 3 0 )
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Начальные условия соответственно принимают вид

Ру = р;0); ey = ( f ; * = о .

В дальнейшем удобно совместить начало координат с центром
завихренности. Тогда первые два инварианта (3.9) Q и Р будут тожде-
ственно равны нулю:

к, р, cos 0, + к2 р2 cos В2 -»- к3 р3 cos 93 = 0;

к, р, sin 0, + к2 р2 sin 92 + к3 р3 sin 63 = 0 . ( 3.31 )

Инварианты движения /и Я запишем в форме

К1р? + К2р2 + кзРз = с г (3.32)

к,1 1п1г + к2

11п/2+к3

1 ln/3 = c 2. (3.33)

Значения постоянных С, и С2 очевидным образом определяются на-
чальным расположением вихрей.

Уравнения (3.31) можно тождественно преобразовать к более удоб-
ному для дальнейшего виду, выразив их лишь через разность углов. С
этой целью первое уравнение в (3.31) умножаем на sind2, второе — на
(-cosd,), и результаты суммируем. Затем те же операции проводим,
последовательно используя величины sind2, sini^ и (-cosd2), (-cosi*>3). В
результате получаем три уравнения:

K 2 p 2 sin(0 2 - 9 | ) + K 3 p 3 sin(9 3 - 9,) = 0;

KjpjSinfBj- 9 l ) + K 3 p 3 s i n ( 9 3 - 9 2 ) = 0 ;

K 3 p 3 s i n ( 9 3 - 9 l ) + K 2 p 2 s i n ( 9 3 - 9 2 ) = 0 . ( 3 . 3 4 )

Из уравнений (3.31) можно получить также выражения для
косинусов разницы углов, входящих в систему (3.29). Для этого следу-
ет перенести поочередно каждое слагаемое в (3.31) в правую часть,
возвести в квадрат и просуммировать:

c o s ( 9 2 -
2

к. р2. - к„ pi - к- р!5
L t i 2 j ^ ^

2 к 2 к 3 р 2 р 3

- к. p^ + к7 P2 -
cos(9 3 ~ 9,) = '-£ 1&

2 к3 к, p3 p,
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- К. р? - К* р« + Ка О?
C0S(6.- 62) = 4г ^2 — .

1 2 2 K ^ P P a (3.35)

Уравнения (3.29) содержат шесть неизвестных функций ру, ^ .
Однако правая часть в этой автономной системе содержит
зависимость от углов лишь в виде разностей Gt—в2, 62—93, 6а—6Г

Поэтому данная система может быть сведена к системе пяти урав-
нений относительно величин р р р2, р3, в1—82, 6 3 —0 г Шестое, остав-
шееся неиспользованным, на первый взгляд, уравнение необходимо
для определения зависимости одного из углов от времени. Таким
образом, для системы из пяти дифференциальных уравнений перво-
го порядка имеем четыре независимых первых интеграла — соотно-
шения (3.31) — (3.33). Имеется принципиальная возможность
свести систему к одному автономному дифференциальному урав-
нению с одним неизвестным, т.е. довести дело до квадратуры. Конк-
ретно процедура выглядит следующим образом. Подставив выра-
жения для косинусов в (3.30) и используя (3.32), получаем выра-
жения

К3

 К 1 Ч = ( К 3 + К 1 > С\ ~ ^ ( К 1 + К 2 + К 3 > Р2 5

*{К21\=(К{ + К2)С{- K j d ^ + Kj + K ^ p J .

(3.36)

Введем новую постоянную cv связанную с с{ зависимостью

к. + Кп + к»
/» — 1 » д *

к, к, Кз '

Тогда из (3.36) получим

<Ъ + Ъ1 $ + <$ = <*• (3.37)

Инварианты (3.33) и (3.37) содержат только стороны треугольника,
образованного точечными вихрями. Удобно обратиться к уравнениям
(3.17) относительного движения вихрей, которые в данном случае
принимают вид

ill- K . ' C 'I у A.
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d l2

di

d l 2 к / 2 - / 2

(3.38)

Площадь треугольника А известным способом по формуле Герона
выражается через стороны

а величина у принимает значение 1 или —1*в зависимости от обхода
вихрей 1, 2, 3 против или по часовой стрелке.

Отметим, что первые интегралы (3.33) и (3.37) можно непосредст-
венно получить из уравнений (3.38). В первом случае уравнения (3.38)
разделим соответственно на к,,/2, к2/ ,̂ к3/* и результаты про-
суммируем. Во втором случае делим соответственно на к,, к2 и ^ и
результаты также складываем. В обоих случаях в правой части будет
тождественный нуль, а в левой — производная по времени от выра-
жений (3.33) и (3.37).

Наличие двух первых интегралов системы (3.38)еще раз указывает
на интегрируемость в квадратурах исходной задачи. Эти инварианты
позволяют определить относительное движение системы трех вихрей,
не прибегая к интегрированию исходных уравнений движения. Под-
робно об этом будет сказано ниже.

Полное решение поставленной задачи — определение положения
вихрей на плоскости в любой момент времени — можно получить в
квадратурах. Зная зависимость от времени величин /? и используя
(3.36), можно построить зависимость от времени значений р.. Для на-
хождения углов О, как функции времени нужно так преобразовать
систему (3.29), чтобы она содержала только стороны /,, /2, /3. Это можно
легко осуществить, используя выражения (3.35) и (3.36):

К К [ ( / 2 - / 2 * - / 2 f / 2 - » - / 2 ^ l - i . z W k - u - v \ 2 / 2 / 2
p2Qi=_2_JLLLj_

4п( к, + к 2 + к 3 )1\1\
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Здесь для простоты записи сохранены величины ру, которые связаны с
/у уравнениями (3.36). Необходимо отметить, что эта система урав-
нений справедлива только при условии, что центр завихренности сов-
падает с началом координат.

Отметим, что предложенный путь решения не может быть
применим для случая, когда к.4-к2+к3

в0, так как тогда центр
завихренности системы лежит на бесконечности. В этом случае целе-
сообразно воспользоваться декартовой системой координат. Причем
выбор направления осей осуществим таким образом, чтобы
инвариант Я в 0.

Вихри равной интенсивности: к^к^к-^к. Для вихрей одинаковой
интенсивности инварианты движения (3.32) и (3.33) приобретают бо-
лее простой вид

Р? + Р2 + Р з = 1 ; (3.40)

М2'з = *- (3.41 )

Здесь величины p/f l- записаны в безразмерном виде и отнесены к
начальной длине р* = р^2 + р^'Ч pj0'2. Положительная безразмерная
величина \ также определяется начальным расположением вихрей

\ = lflf /'°'р0

3. (3.42)

В дальнейшем будем работать в таких безразмерных координатах,
не меняя обозначений.

Уравнения (3.36), определяющие связь между величинами pf и /,,
переходят тогда в соотношения

/? = 2 - Зр?; /* = 2 - Зр£; /J = 2 - Зр^. (3.43)

Складывая их и учитывая уравнение (3.40), получаем

Уравнения (3.41) и (3.44) с использованием неравенства между
средним арифметическим и геометрическим для величин /J приводят к
выводу, что значение А находится в пределах 0<Л<1. Для классификации
типов движений трех одинаковых точечных вихрей удобно соотносить
длины /; сторон вихревого треугольника с точкой (/,, /2, /3) в декартовой
системе координат, В силу положительности величин /у рассмотрение
проводится только в первом положительном октанте.

Уравнение (3.44) представляет собой в этих координатах сферу
радиуса V3; уравнение (3.41) определяет поверхность третьего порядка,
имеющую координатные плоскости ^«0 в качестве асимптотических
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плоскостей. Плоскости /;=const рас-
секают эту поверхность на равносто-
ронние гиперболы. Плоскости l{=lv

/2«/3 и /3=/j суть симметричные как
для сферы, так и для поверхности
третьего порядка и для их сечений.
Каждой точке, находящейся на ова-
ле-кривой пересечения сферы с
поверхностью третьего порядка, со-
ответствует определенное положение
трех вихрей ( рис. 14 ). На овале рас-
положены точки Mt и М2 максималь-
ного и минимального значения ко-
ординаты /3, внутри которых лежат
допустимые значения /3. В силу
симметрии задачи они расположены
на плоскости 1{—1г Положив lf*lv

получаем, что максимальное и минимальное значения /3 определяют-
ся корнями уравнения

/3- 3/ + 2Х = 0. (3.45)

Если одна из сторон достигает своего экстремального значения, то
треугольник из трех вихрей становится равнобедренным.

Один из действительных корней этого уравнения отрицателен, пос-
кольку произведение трех корней, согласно теореме Виета, равно —
2Х<0. Два других корня определяют /Зтах и /Зт1п и, вообще говоря, могут
быть как действительными ( равными и нет ), так и мнимыми. Это
свидетельствует о том, что указанные поверхности могут вообще не
пересекаться. В предельном случае Х=1 имеет место касание в одной
точке /1

шв/2

ав/зв1в ^ Р и э т о м Т Р И вихря образуют равносторонний треу-
гольник, причем р? = р2 = Рз-1/3. Используя уравнение (3.39), на-
ходим, что вихревой равносторонний треугольник вращается вокруг
своего центра завихренности с постоянной угловой скоростью З к / я .
Кроме того, lf — стороны реального вихревого треугольника, а не
просто тройки чисел, удовлетворяющие уравнениям (3.41) и (3.44). Поэ-
тому необходимо, чтобы сумма двух любых величин /, превышалау у
третью. Три уравнения /|-W2=/3

у р
2* 1ъ+12

ж1\ч отвечающие предель-
й й б й

| 2 3 ъ { 2 ъ 2 \ р
ным случаям, когда вихри лежат на одной прямой, представляют собой
плоскости, содержащие по две биссектрисы положительных кос4)дина-
тных осей. Эти плоскости вырезают на сфере равносторонний
сферический треугольник, внутри которого возможно расположение
точек ^, отражающих физическое содержание задачи. Часть овала,
лежащая внутри этого треугольника, окончательно определяет трае-
ктории относительного движения вихрей. При этом необходимо
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отличать три случая, когда величина X2 больше, равна или меньше
1/2. Они различаются тем, что овал находится либо внутри треу-
гольника, либо его касается, либо пересекает ( рис.14 ). Направление
обхода определяется уравнениями (&38); по знаку их правых частей
определяется возрастание или убывание значений величин в началь-
ный момент времени. Знак правых частей, в свою очередь, определяет-
ся совокупностью факторов: знаком к, величиной А, и разностями 1\ - Р.

Перейдем теперь к определению типов движения. Покажем, как
можно определить движение вихря 1. Рассмотрим уравнения (3.38) и
(3.39). Из уравнений (3.41) и (3.44), используя /, в качестве основной
переменной и вводя безразмерное ( отнесенное к величине 4кр£/к) вре-
мя, получаем первые из уравнений (3.38) и (3.39) в виде

tf + 9 / 2 - 4 \ 2 ) x

'?+Tx2); (3.46

dt ~ 2 Х 2 ( 2 - / 2 ) ' ( 3.47)

Выбор знака в правой части уравнения (3.46) определяется
положительным или отрицательным значением разности l\-l\ в на-
чальный момент времени. Относительное значение сторон треу-
гольника в зависимости от угловой координаты ti, следует из (3.46) и
(3.47) исключением безразмерного времени /:

(3.48)

С учетом равенства р2 - (2 - ф/3 интегрирование этого уравнения
с начальными условиями определяет траекторию движения вихря 1.

Характер движения вихря 1 по траектории находится из
интегрирования уравнений (3.46), (3.47):

, _ _ f X7dz M f ( 2 z 3 - 9z
• - + Y J ~ r u i ~ J

S[(z) 2(2-
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fi(z)f2(z) ;

42 3 +12* 2 -

- 4X 2 ;

= / 2 , 0 < z < 2 . (3.49)

В общем случае интеграл (3.49) является ( за исключением некото-
рых частных случаев ) гиперэллиптическим, поскольку в знаменателе
под корнем стоят полиномы от г степени, выше четвертой.

Уравнение шестого порядка f(zy*O имеет равные корни лишь тог-
да, когда X2 принимает значения 0, 1/2 или 1. Для случая Х-0 все
сводится к взаимодействию двух вихрей, случай Х«1 соответствует
равностороннему треугольнику и рассмотрена выше, а к Х2~1/2
обратимся ниже.

Если значение X2 отлично от приведенных значений, то тогда не
имеется двух равных между собой линейных множителей, на которые
можно было бы разложить /(г), и интегралы (3.49) будут иметь
интегрируемую корневую особенность. При этом в интеграле для d t

имеется еще одна особенность при 2=2. Если z*2, то этот интеграл
остается конечным, Движение при этом будет периодическим в том
смысле, что через определенный момент времени треугольник вихрей,
не попадая в свое первоначальное положение, будет иметь такую же
форму как и в начальный момент времени. Это связано с тем, что углы
#у монотонно растут, а угол, на который поворачивается треугольник
за один период, не совпадает с 2л.
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В случае \/2<к2<\ уравнение /j(z)eO имеет три положительных
корня г,, г2, zv лежащих в пределах 2 - V ^ < z , < l , 1<2 2 <2,
2 + V2f<23<4. Уравнение /2(г)=0 имеет только один действительный
корень, лежащий в интервале 2<^<3. Этот корень, как и корень zv

лежит вне физически допустимых значений г. Изменение величин
происходит на отрезке z{ < z< z2. Время 7\ которое требуется для того,
чтобы вихревой треугольник принял первоначальную форму, и уве-
личение 0 за это время углов 0у и определяются следующим образом:

J a

( 2 z 3 -

(2 - z )

В качестве примера такого движения рассмотрим ситуацию, когда три
вихря в начальный момент времени /=0 образуют равнобедренный треу-
гольник со сторонами /? = V3/7, l°2 = /° = \9/1. При этом Х = 0,842; у = — 1.

Вихрь 1 находится в вершине и сторона 1{ имеет минимальное зна-
чение. Треугольник вращается против часовой стрелкм вокруг центра
завихренности, при этом его форма видоизменяется. К моменту вре-
мени 1жТ 16 треугольник снова становится равнобедренным с вихрем
2 в вершине, а к моменту /=Г / 3 — равнобедренным с вихрем 3 в
вершине. Максимум или минимум одной из сторон соответствует всег-
да по (3.43) минимуму или максимуму расстояния от вихря, противо-
лежащего данной стороне, до центра завихренности. Общий вид трае-
кторий всех трех вихрей за время 0</<ЗГ представлен на рис. 15 а.
Траектория вихря / показана сплошной линией, вихря 2 — штриховой,
вихря 3 — штрихпунктирной. В силу несоизмеримости значений 0 и 2я
траектории с течением времени будут всюду плотно заполнять кольцо
с радиусами pmln = V4/42; Smi№ = V22/42.

Отметим, что случай с аналогичными начальными условиями
приведен в [130J. Однако несмотря на то, что эта работа по богатству
идей и результатов может рассматриваться как основополагающая в
теории взаимодействия точечных вихрей (ссылки в известных
учебниках Г.Кирхгофа [35] и Г.Л амба [46] не отражают всего ее содер-
жания), в ней при анализе данного случая содержится неточность. Это
связано с неверно выбранным направлением интегрирования по 1\ и Pv

поскольку начальный предел интегрирования лежит внутри до-
пустимого интервала (2,, z2).

Следует подчеркнуть важное обстоятельство. В случае Х2>1 / 2 на-
чальная ориентация вихрей ( величина у) не изменяется в процессе
движения и вихри никогда не выстраиваются в одну линию, т.е. А>0.
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В случае Х2<1 / 2 уравнение /4(г)Ч) обладает тремя действитель-
ными корнями, лежащими в интервалах0<zt<2— Vo, 2<za<3,3<г3<24-
-f V3". Корень z, соответствует минимальному значению /,, а корни г% и
z3 лежат вне физически допустимого интервала г<2.

Уравнение /2 ( z ) имеет также три действительных корня в преде-
лах 0 < 5i < 1А; !/4 < ̂  < 3/i; 3/й < £3 < 2 . Все три корня 1*1, £а, £3

удовлетворяют условиям допустимого треугольника вихрей. Шесть
корней уравнения / ( z) расположены по порядку возрастания их
величин следующим образом: zx < ̂  < ̂  < £3 < z, < Zj . Таким обра-
зом, многочлен

/(*) = - 4 ( 2 - * ! > ( * - S , ) U ~ £ , ) ( * - $ 3 Н * - * , ) ( * - z a)

имеет положительное значение, если z находится между г{ и ^ или
между ^2 и £э» и, наконец, между z2 и z3* Д л я физически допустимого
треугольника вихрей должно быть выполнено условие г<2, поэтому z
может изменяться в пределах z[<z<^l либо ^а<г<4з, определяемых на-
чальным расположением вихрей. Отличие от предыдущей ситуации
состоит в наличии двух интервалов положительных значений /(г). При
этом очевидно, что с учетом (3.44) в первом интервале находится толь-
ко одно из значений If, а во втором обязательно два оставшихся зна-
чения. Для определенности будем считать, что /? расположена в пер-
вом интервале. Движение трех вихрей происходит следующим обра-
зом. Выберем начальный момент времени так, чтобы треугольник
вихрей опять был равнобедренным с вершиной в вихре /. При этом
1[0)2 принимает минимальное значение, равное 2,. В процессе движения
стороны /) и /2 будут увеличиваться, а /2 уменьшаться. В определенный
момент времени t**T / 4 все три вихря располагаются на прямой
линии, причем вихрь 3 между вихрями / и 2 ближе к вихрю 2 . Далее
треугольник продолжает видоизменяться, причем величина у изменя-
ет свой знак с минуса на плюс. В момент t~*T / 2 треугольник ста-
новится, как и в момент /«О, равнобедренным с вершиной в вихре /, но
при этом вихри 2 и 3 поменялись местами. К моменту Н З / 4 Г три
вихря снова располагаются на одной прямой линии, но в отличие от
предыдущего случая вихрь 2 находится между вихрями / и д . Далее
происходит изменение ориентации вихрей, и к моменту Н Г треу-
гольник вихрей становится по форме идентичен начальному. Исходя
из этих соображений полный период относительного движения можно
вычислить по формуле



Один из возможных типичных вариантов представлен на рис. 15 б,
где Рг - 0,25; /° = /° - 1,375; X - 0,4726. ( Обозначения траекторий те же,
что на рис. 15 а ).

Сравнение этих рисунков обнаруживает существенное их
различие, которое состоит в том, что в последнем случае траектории

вихря / заполняют всюду плотно кольцо радиусов pm l n=

/2 — z
р т а х = V з * . Вихри 2 и 3 вращаются внутри колец соответственно

В предельном случае Х2=1 / 2 многочлен f(z) представляется в виде

и имеет кратные корни. Тем самым особенности в интегралах (3.49) явля-
ются степенными. Интегралы легко могут быть сведены к табличным:

1

273

При этом аналогично двум предыдущим случаям начальное поло-
жение вихрей выбиралось в виде равнобедренного треугольника с

вершиной в вихре /, т.е. /;0)2 = 2 - V3; f2
0)2 = If2 = ̂  (* + ^Г)- Как видно из

этих формул, движение не периодическое. Траектории вихрей пред-
ставляют собой спирали, причем с ростом / вихри / и 3 будут
асимптотически приближаться к окружности радиуса 1 / 2, а вихрь
2 — к центру завихренности. Здесь имеем типичный для нелинейных
колебательных систем пример выхода на предельный цикл и фокус
[32]. Движение осуществляется так, что на конечной стадии вихри рас-
полагаются на одной прямой, причем вихрь 2 строго посередине меж-
ду вихрями / и J. Предельными длинами будут /(

1

00)2 =/(

3

00)2= 1/2,
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/!2
ОО)2 = 2. Такое движение будет неустойчивым. Реализация этого слу-

чая на ЭВМ путем прямого численного решения исходной системы
(3.29) с соответствующими начальными условиями не дает возмож-
ности в силу накопления погрешности проследить за траекториями
вихрей при больших значениях /.

Следует отметить, что аналогичный способ решения нелинейных
уравнений движения трех одинаковых вихрей разработан в [54].
Основное внимание было уделено описанию относительных трае-
кторий движения в зависимости от введенного параметра в, который
в наших обозначениях равен 1 / к2. Кроме того, построена зависимость
периода относительного вращения Т от параметра 0 и изучено его
поведение при характерных предельных значениях.

Другой способ решения этой задачи, основанный на общих свойст-
вах канонических преобразований гамильтоновых уравнений, предло-
жен в [931. При этом нелинейное дифференциальное уравнение
относительно безразмерной площади треугольника решается явно с
помощью эллиптических функций Якоби. В частности установлено,
что при Х2-\ / 2 площадь треугольника с течением времени изменяет-

закону A(t) = АЩ 1 + -rrch(l2^l3F) и асимптотически стремит-

ся к нулю.
Взаимодействие вихревой пары с одиночным вихрем. Для случая

одинаковой по модулю интенсивности при анализе взаимодействия
вихревой пары /; 3 (к,** -к3»=к) с одиночным вихрем 2 (к«==к) начальное
расположение и система координат показаны на рис. 16 а. Такое рас-
положение вихрей всегда можно осуществить выбором направления
осей координат. Поскольку здесь начало координат размещено в цент-
ре завихренности, то вихри в любой момент времени образуют парал-
лелограмм. Причем вихрь 3 и начало координат расположены в
противоположных вершинах. При таком выборе системы координат
инварианты Р и Q тождественно равны нулю.'Введем нормировку
всех линейных параметров к величине /, определяемой формулой

ся по

Инварианты / и Н сводятся к виду

Р? + Ра + Ра = 4 Х ; р\р2

2- Р1 = 8\, (3.50)

где

' + (r + 0 , 5 d ) 2 ] ' (3.61)
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Рис. 16

Из уравнений (3.50) выразим величины р\ и р\ через р]:

Из (3.29) получаем дифференциальные уравнения, описывающие
движение вихря первого (время нормируется к величине 2я/*/ к):

( P ? - l>C 1 -



Тяп взаимодействия

Столкновение

прямое

обменное

Взаимный захват

Столкновение

обменное

прямое

к

— оо < X < — 1/4

- !/4 < X < 0

о<Х<2

2<Х<~

ч

го>г{

Та блица 4

Путь интегряроввняя

CZ' I f '

'/4 г2 1 г,

(

1

2

i

1

1

)

1

Поскольку правые части этих уравнений являются функциями
одной цеременной p | f то они допускают квадратуры вида

,__ [ г ( г +
~ J 2

4Х) dz

(2\- 1 ) 2 - 2Х
22

sign ( z - 1) +

(3.52)

Из соотношения (3.52) видно, что характеристики движения опре-

д е л я ю т с я к о р н я м и у р а в н е н и я / ( г ) = 0 , z{ 7 = Ск~+ ч X2- 2 Х ) 2 , а

т а к ж е н е и н т е г р и р у е м о й о с о б е н н о с т ь ю z =» 1 .
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Пусть интегрирования в формулах у
(3.52) определяются начальным ус- 05

ловием z-zQ и требованием времени. Во
всех случаях интегрирование О75

происходит в допустимых областях от z0

в стороны убываний значений до нижне-
го предела, а затем в сторону возра-
стания. Исключение составляют случаи,
когда путь интегрирования заканчива-
ется в точке z»l ( неинтегрируемая осо-
бенность, /-«>). В момент времени, отве-
чающий значению z в левом крае интер-
вала, вихри располагаются на одной -оу5 о 0,5 х
прямой. После этого происходит смена
их ориентации. Рис. 17

Отметим, что интегралы (3.52) после
громоздких, но очевидных преобразований [130] при всех значениях X
сводятся к комбинации эллиптических интегралов Лежандра первого,
второго и третьего родоз.

Решение задачи, согласно общим формулам (3.52), показывает, что
в зависимости от начального расположения вихрей имеют место три
основных типа движения: прямое, обменное столкновения и взаимный
захват. Такая терминология атомной физики, начиная с работы
Х.Арефа [85], применяется в задачах вихревого взаимодействия. При
этом характерная величина r/d служит аналогом параметра соуда-
рения.

«Прямое столкновение качественно определяется схемой /; 54-2—>/;
3+2, характеризующей начальное и конечное состояния вихрей.
Обменное столкновение происходит по схеме /; 3+2~>1+ 3; 2, ак

взаимный захват по схеме — /; «?+2->/; 2; 3. В табл. 4 [37] представле-
ны пределы изменения параметров X и zQ и пути интегрирования для
трех указанных типов взаимодействия. Эта таблица пополняет
классификацию, приведенную в [ 50,86 ], с учетом влияния начального
параметра г0. При го>1 результаты совпадают, однако при zo<* I, т.е.
когда все три вихря расположены достаточно близко, параметр r/d
не дает возможности однозначно классифицировать тип взаимо-
действия.

< В случае прямого столкновения ( рис. 16, a, L/rf-10, г / d**5t X
e3 )

пара /; 3 незначительно отклоняет от своего начального положения
вихрь 2. В свою очередь в зоне влияния вихря 2 расстояние между
вихрями / и 3 изменяется и пара изменяет направление своего
движения. При удалении пары на бесконечность расстояние между
вихрями / и 3 опять стремится к единице.

При обменном столкновении ( рис. 16, б, L/rf-10, r/J«O, X-0,251 )
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Рис. 18

пара /; 3 приближается к вихрю 2, причем в этом случае траектория
вихря / проходит близко от вихря 2. Происходит «замена» вихрей / и 2,
и с ростом времени новая пара 2\ 3 равномерно удаляется от начала
координат и расстояние между вихрями стремится к единице.
Отметим, что окончательное положение вихря / не совпадает с перво-
начальным положением вихря 2. Интересно, существует ли полностью
обратимая картина ?

В случае взаимного захвата имеет место периодическое вращение
вокруг начала координат всех трех вихрей. В таком движении само
понятие пары вихрей теряет первоначальный смысл. Полярные
радиусы вихрей при взаимном захвате изменяются в пределах

На рис. 16, в представлен пример такого взаимодействия при L/
rf—ОД r/rf—1Д X—1/8, го-Ю,35. С увеличением времени траектории бу-
дут всюду плотно заполнять кольца с указанными выше радиусами.

Иной график подобного взаимодействия приведен в работе
В.Гребли [130]. Незначительное его отличие состоит в том, что в на-
чальный момент времени все вихри расположены на одной прямой и
поэтому удобно контролировать периодичность движения. Этот рису-
нок неоднократно воспроизводился (однако с искажением масштабов)
во многих обзорных работах [ 10,14,27 ] на рубеже прошлого и нынеш-
него веков — времени бурного интереса к проблеме динамики точеч-
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ных вихрей. Не воспроизводя этот рисунок в очередной раз, приведем
важную качественную характеристику нелинейных колебательных
гамильтоновых систем [47] — сечения Пуанкаре ( рис. 17 ).Они отра-
жают положение вихрей 2 в момент времени, когда вихрь / пересекает
х. Регулярный характер расположения точек непосредственно связан
с интегрируемостью системы уравнений (3.29).

Описанные три случая взаимодействия определялись значениями,
лежащими внутри допустимых интервалов. Рассмотрим теперь пре-
дельные случаи.

В случае \ - — 1/4 инварианты (3.50) сводятся исключением ps к
равенству

(Pi- О(р£- 1) = 0. (3.53)

Если в (3.53) оба сомножителя равны нулю, то р,™1; Р2

е т1; р3 = VITH
^"•/j"^"!. В этом случае вихри образуют равносторонний треу-
гольник, который, согласно (3.29), равномерно вращается иокруг не-
подвижного центра завихренности с постоянной угловой скоростью
к/2я. Однако в отличие от трех одинаковых вихрей такое вращение
будет неустойчивым. Это проявляется при численном решении исход-
ной системы уравнений (3.29). Нетрудно убедиться, что незначитель-
ное накопление погрешности вычислений приведет к нарушению
равенства Xе—1 / 4, что выведет режим движения на один из рассмот-
ренных выше случаев.

Если только один из сомножителей (3.53) равен нулю ( для опреде-
ленности будем считать р2~1, тогда из (3.50) р\ = pj + 2, то соотношения
(3.52) имеют место. При этом Zj-1, z2-l / 4 и степенная особенность
при z»l становится второго порядка. Вычисление этих интегралов в
этом случае даст
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В зависимости от начального положения вихря / возможны две
ситуации: р(0)>1 или 1/2ф',0)< 1. Обе ситуации отражены на рис. 18, где
значение Х= — 1/4 получается при r/d=—1 для любого значения L / d.
В обоих случаях имеет место взаимный захват, причем вихрь 2
движется по окружности рз^Ь а вихрь / и 3 приближаются с течением
времени, вращаясь по спирали, к асимптотическим окружностям
радиусов 1 и ^3. Различие состоит в том, что при р(,0) > 1 стремление
вихрей / и 3 к указанным окружностям происходит снаружи (рис. 18,
а), а при 1/2 ф(,0) < 1 — изнутри ( рис. 18, б ). К тому же в траектории
вихря / имеется характерная точка возврата. В обоих случаях окруж-
ность радиусов р, = 1 рэ = ̂ 13 является предельным циклом для трае-
ктории движения. Результаты рис. 18, а показывают, что при
фиксированном X = —1/4 движение устойчиво относительно изменений
начальных условий pj0) = 1 .

Отметим, что в исключительном случае, характеризуемом X = —1/4,



Pi0) * 1, движение вихрей не определяется однозначно заданием пара-
метров X и р^. Изменением р2 можно получить движение в режимах
взаимного захвата, когда 1 /2<р 2<1, и обменного столкновения, когда
р(

2

0)> 1. Траектории движения будут подобны данным рис. 18, но с
очевидной заменой нумерации вихрей.

Случай Xs» 0 является предельным случаем обменного столкновения.
При этом r/d ~-0,5, 6(,0) = я. Корни функции /(г) являются кратными,
причем z^z2=0. Выражения (3.52) существенно упрощаются:

,- 1

9j = - arctg v p]- 1 + arctg u 0 - 1 + л.

Анализ этих выражений показал, что значение р̂  изменяется в пре-
делах 1<Р|^2 0 , причем при р* —> 1, /—>«>, Траектории движения
вихрей показаны на рис. 19.

Наиболее интересен частный случай движения, при котором L/
d=l} 20=2. Здесь переходя от полярных координат к декартовым, на-
ходим, что координаты х^ у, связаны соотношениями у{=*—х{—V2,
у2=*—х2 VsT, Уз*8—х3—2^2Г, т.е. траектории вихрей представляют собой
отрезки прямых ( рис.19 ). При этом скорость вихря <?, отнесенная к
к/ 2nd, остается постоянной и равной VlST; скорость вихря / постепенно
уменьшается от 1/V2" до 0, а вихря 2 — увеличивается от 1 /^f2 до ^2.
Движение происходит таким образом, что треугольник вихрей остает-
ся прямоугольным. Наконец, значение Х=2 отвечает случаю, когда
вихрь 3 в процессе взаимодействия стремится занять неподвижное
положение в начале координат. Для такого значения X имеем Zf*zj**±%

и соотношения ( 3.52 ) имеют неинтегрируемую особенность: 2—4. Поэ-
тому при zo>4 значение Pj заключено в интервале 4 < Pj < z0, причем
при / - ^ р ^

Таким образом, движение ( рис. 20) происходит так, что вихри / и 2
с течением времени стремятся выйти на предельный цикл — окруж-
ность радиуса 2% а вихрь 3 стремится к фокусу — началу координат.
Частный случай, когда r/d- 1/2, t/d-0, z0- 4, дает пример равно-
мерного вращения вихрей / и 2 по окружности радиуса 2, в центре ко-
торой находится покоящийся вихрь 3. Необычность ситуации заклю-
чается в том, что вихрь 3 заставляет вращаться одинаковые вихри / и
2 в сторону, противоположную их вращению в случае отсутствия
третьего вихря. К сожалению, такое движение является не-
устойчивым: малейшее отклонение какого-либо вихря от заданной
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траектории приводит к изменению значения X и возникновению
явлений либо прямого, либо обменного столкновения.

Перейдем к задаче о взаимодействии вихревой пары Kj—к 3

вк с
одиночным вихрем к2=ак(а*1). В отличие от предыдущего случая
вихревая пара после всех своеобразных движений каждого из вхо-
дящих в нее вихрей в конечном итоге сохраняет свою целостность и
удаляется от одиночного вихря.

На рис. 21, а для a=2,//d=5, r/d=3 показано, как вихревая пара
/; <?, приближаясь к неподвижному вихрю 2, вызывает сложные
движения всей системы. При этом траектории вихрей образуют очень
симметричные кривые, имеющие асимптоты. В процессе взаимо-
действия прослеживаются элементы взаимного захвата трех вихрей,
но в конечном итоге с течением времени пара /; 3 удаляется на беско-
нечность, а вихрь 2 возвращается на свое место. Рис. 21,6 соответст-
вует а=2, / / rf-О, г / d=-0,25.

Специальные типы движения и коллапс вихрей. В силу обратимости
задачи во времени любые комбинации интенсивностей трех вихрей мож-
но привести к виду, при котором по крайней мере два вихря имеют
положительную интенсивность. Для определенности будем считать, что
K,>K2>K3 и исследуем возможность существования движений, в процессе
которых вихри постоянно либо образуют равносторонний или равнобед-
ренный треугольник, либо лежат на одной прямой.

1. Для случая, когда вихри постоянно образуют равносторонний треу-
гольник, /. ==Z2=

t/3== 1, стороны которого не изменяются во времени, урав-
нения (З.Зо) удовлетворены тождественно. Из уравнений (3.39) получаем
угловую скорость вращения треугольника вокруг центра завихренности:
д1

явв2

явд^Г/2кР; r̂ Kj+Kj+Kj. Вихри вращаются по окружностям, име-
ющим радиусы

г Pi = ' V к* + к; кк + KJ , i*j*k.

Движение равностороннего треугольника как жесткого целого во
многом сходно с вращением (при отличной от нуля суммарной
интенсивности ) двух вихрей. В предельном случае, когда Р-Ю центр
завихренности системы лежит на бесконечности и треугольник вихрей
движется параллельно самому себе. Вихри при этом движутся по пря-
мым линиям с одинаковой скоростью

" ~ 2 к /

Здесь имеется аналогия с вихревой парой. Важным вопросом явля-
ется устойчивость движения такой конфигурации. В работах [ 86, 232,
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234 ] показано, что устойчивость движения зависит от параметра
/Ĉ KjKj+KjKa+KjKj. Для /С>0 движение является устойчивым, а для /С<0 —
неустойчивым.

2. В случае, когда три вихря постоянно лежат на одной прямой,
уравнения (3.38) также выполнены тождественно, поскольку площадь
треугольника равна нулю. При этом расстояния между вихрями дол-
жны оставаться неизменными в процессе движения. Вихри вращают-
ся с постоянной угловой скоростью @ вокруг центра завихренности.
При таком движении величины р, являются постоянными и должны
быть одновременно выполнены соотношения

Л 1 Г К2 *3 1 1 Г К3 К1
2прАр{- р2 р 3 - р , | 2 л р 2 1 р 2 - р3 р , - р2

К 1 К2

- Pi P 2 - Рз

Умножая эти уравнения последовательно первый раз на
множители к,, к^ Кд, второй раз на (р2—р|)""!; (р3—Pi)~"1; (pt—Р2)~"! и

суммируя каждый раз результаты, получаем эквивалентные урав-
нения

Pt , Pi , Рз ^ 0

Р 2 - Рз Р з - Pi P i - Р2 ' ( 3 . 5 4 )

Из уравнений (3.54) нетрудно получить кубическое уравнение

(K4 + K 2 ) V 3 - (K, + 2 K 2 ) V 2 - ( К 1 Ч - 2 К 3 ) У Ч - К 1 + К2 = 0 . (3.55)

Для определения зависимости величины v-(p3 — p t)/(p2 ~ Pi) от
интенсивностей к̂  уравнение (3.55) может иметь один либо три
положительных корня. Им отвечают один или три набора отношений

р 2 i Рз t {

Pi Г f

 P | Г (3.56)

Угловая скорость имеет вид

2л к; р* + Kj p2 + Kjp- (3.57 )
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Подробный анализ корней кубического уравнения (3.55) в
зависимости от изменения значений ка при фиксированных значениях
к , и к 2 содержится в [234], где показано, что существует критическое
значение к^, определяемое обращением в нуль дискриминанта
кубического уравнения (3.55). Для к 3 ж 3 с имеется три действительных
корня v,<v2<v3; для к3<к3с только один корень vt. Анализ ус-
тойчивости вращательных движений трех вихрей, лежащих на
одной прямой, также выполнен в этой работе. Показано, что при
к з > к зс движение, отвечающее корням v l и v3, устойчиво при /С<0 и
неустойчиво при /С>0. Движение, отвечающее корню v2, всегда не-
устойчиво. При ка<к3£ движение, отвечающее единственному корню
v,, всегда устойчиво.

Рассмотрим несколько характерных частных случаев данного типа
движения.

а) К2«Кз, к, — произвольное. Тогда уравнения (3.54) будут выполне-
ны при условии р,в0, Р9+Ря""0» т.е. когда вихрь / находится в центре
завихренности, а вихри 2 и 3 равноудалены от центра.

б) /( в 0. В этом случае всегда к3<0 и корни уравнения (3.55) суть

1 + V x + X + i
\1 — /у /у • \i _ _

х + 1 ' 2"

В работе [ 130] показано, что этим корням отвечают две группы зна-
чений РуИ' 0^ и Ру2), 9̂ 2) определяемых соотношениями (3.56) и (3.57):

р ' " = ц ! ^ : Р » " = Ц ^ Л ;
 Р З " = Й ^ ^ ; '

- к,) Д

- к,-

' = 0- 0 | 2 ' = -
я Г р, р2 р3

А = V - к, к3 к, Г ,

где ц — произвольная постоянная.
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В первом случае вихри находятся в покое. Второй случай более
интересен, поскольку вихри равномерно вращаются с одинаковой уг-
ловой скоростью по концентрическим окружностям, постоянно нахо-
дясь на одной прямой. Оба состояния ( покой и движение ) вихрей,
однако, неустойчивы.

в) Г«0. Из этого условия и первого уравнения (3.54) можно по-
лучить

Р2 " Рэ _ Рз - Р| _ Pi ~ P2
Kj К 2 К 3

Подстановка этих соотношений во второе уравнение (3.54) дает

Kj Kj К3

Отсюда и из первого уравнения (3.54) получаем однопараметриче-
ское( с параметром ц )семейство решений:

1\л l\q !Ул IV.

__. || __* i • О = Q - " ' О =

Л 1 ^1 N 2

1
2тгц2 К

Другие возможные случаи движения трех вихрей при Г=0 рассмот-
рены в [219].

Возможны также типы движения, когда вихри постоянно образуют
равнобедренный треугольник с зависящими от времени сторонами.
Для определенности положим, что в процессе движения ^ifHt). То-
гда из первого уравнения (3.38) следует, что dl\/dt = 0. Вводя соответ-
ствующую нормировку для масштаба длины, будем считать, что / , в 1 .
Левые стороны второго и третьего уравнений (3.38) должны быть рав-
ны, ЧТО ПРИВОДИТ К УСЛОВИЮ K^—Kg-K.

Таким образом, треугольник вихрей может оставаться равнобед-
ренным только тогда, когда два вихря образовывают пару. При этом в
отличие от рассмотренных случаев интенсивность к, может быть
произвольной.
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Рис. 22

Зх

Рис. 23

Второе ( или третье ) уравнение (3.38) дает соотношение

/ Г П > Г З - / ( / ,
> Г З -

/ < / ) « V 4 / 2 - 1 ,

где /0 — начальное значение стороны.
При J->°° треугольник асимптотически приближается к равносто-

роннему.
Используя соотношения (3.36) и (3.32), для постоянно равнобедрен-

ного треугольника, получаем

Таким образом, в этом случае вихрь / движется по окружности
постоянного радиуса вокруг центра завихренности.

С учетом выражений для радиусов находим

V 3 - /(/) ТЗ+ТТТо)

Используя соотношения (3.35), для д2 и д3 получаем
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Пример движения вихрей для к,-0,5»с представлен на рис. 22. Тра-
ектории вихрей 2, 3 — спирали. В зависимости от начальной
ориентации вихревой пары относительно вихря /, вихри 2 и 3 могут
двигаться по направлению либо к центру завихренности, либо от него.
В первом случае траектории вихрей асимптотически приближаются с

течением времени к окружностям радиусов tfi2(icj + к,к + к2)4, во вто-

ром случае — к прямым к^ = ку2(2к^ + к,к + к2).
Во всех рассмотренных выше случаях движение вихрей

происходило таким образом, что расстояние между ними оставалось
конечным. В случае интенсивности одного знака движение было
финитным, т.е. расстояние между всеми вихрями ограничено сверху и
снизу. Для вихрей разных по знаку интенсивностей были возможны
варианты неограниченного удаления вихрей. Естественно поставить
вопрос, возможны ли случаи либо разбегания на бесконечность всех
трех вихрей, либо, наоборот, стягивание за конечное время вихрей в
одну точку — центр завихренности ( коллапс ). Этот вопрос в совре-
менной литературе рассмотрен одновременно и независимо в [ 57,86 ],
где показано, что при выполнении условия

Л = к; ' + к" • + к" 1 = 0 ( 3.58 )

и подходящих начальных условиях в системе трех вихрей возможен
коллапс ( либо раэбегание ). Однако в дальнейшем выяснилось [88],
что явление коллапса было исследовано за столетие до этих
публикаций. В.Гребли [130] рассмотрел ситуацию, когда в процессе
движения треугольник вихрен либо расширяясь, либо сжимаясь оста-
ется подобным. При таком движении стороны /^0 и Ш) треугольника
вихрей все время пропорциональны стороне /|(/). Структура урав-
нений (3.38) такова, что при этих условиях правые части принимают
постоянные, независящие от времени значения Xh А*, Х3 соответствен-
но. Тогда из (3.38) следует, что

/ 2 ( O = V + / 2 ( 0 ) . (3.59)

Подобие треугольника вихрей требует выполнения соотношений

/ J « ) / ? ( 0 ) ' к 1 ' 6 ' ( 3 . 6 0 )

что связывает константы ^ и А.3 с \{:

*4 = * i ' i ( 0 ) / ; 2 < 0 ) , ft = 2 , 3 . (3 .61)

Требования подобия треугольника вихрей в процессе движения

109



приводят к тому, что его начальная ориентация не нарушается, т.е. у
не изменяет знак. Тогда, подставив (3.59) с учетом (3.60) и (3.61) в
(3.38), после несложных преобразований получим

X^K{S[ll(0)- /1 ( 0 ) ] / ? ( 0 ) / з 2 (0 ) /" 2 ( 0 ) ;

- / 2

2 ( 0 ) ] / , 2 ( 0 ) ;

°Кconst. (3.62)

Эти соотношения определяют постоянные Xf через начальные ус-
ловия и интенсивности вихрей.

Учитывая соотношения (3.61) и складывая уравнения (3.62), разде-
ленные на соответствующие ку, приходим к соотношению (3.58) между
интенсивностями. Таким образом, условие подобия треугольника мо-
жет быть выполнено только при определенных соотношениях между
интенсивностями.

Обратимся к двум инвариантам уравнений движения и посмотрим,
накладывают ли они какие-нибудь дополнительные ограничения на ха-
рактеристики движения. Инвариант (3.37) сводится к соотношению

1 2 3 л

Отсюда с учетом (3.61) следует, что

( { 0
К» К 2 Ч (3.63)

Инвариант с3 при подстановке соотношений (3.59) с учетом (3.61)
опять приводит к условию (3.58). Два оставшихся инварианта по-
прежнему определяют положение центра завихренности и выполнены
тождественно.

Анализ соотношений (3.59) показал, что если \{>0 ( а в силу соотно-
шений (3.61) также Х2, \>0 ), то имеет место неограниченное разбе-
гание трех вихрей из исходного положения при сохранении подобия
треугольника. В случае, когда kj<0, имеет место коллапс: за конечное
время Г = - /?(0)Aj система трех вихрей стянется в точку.

Возвращаясь к соотношениям (3.58) и (3.63), необходимым для кол-
лапса ( разбегания ) вихрей, дадим, следуя Х.Арефу [86), наглядную
геометрическую картину начального расположения вихрей. На рис. 23
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приведена схема геометрического места точек расположения вихря 3
при заданных положениях / и 2. Это место является окружностью
радиуса УП^+^Г"1]1'2» и^нтр которой расположен в центре завихрен-
ности вихрей / и 2. Применение теоремы косинусов и несложные ал-
гебраические выкладки показывают, что при этом соотношение (3.63)
выполнено тождественно. Точки Р2 и Р4 образованы перпендикуля-
ром, построенным из середины отрезка, соединяющего вихри / и 2 и
пересекающим окружность; точки Plt Ръ соответствуют точкам пере-
сечения окружностью прямой, на которой лежат вихри / и 2. Эти точки
делят окружность на четыре дуги. Если вихрь 3 расположен на дугах
Р{Р2 или Я3Я4, то при этом \{<0 и будет иметь место коллапс при соот-
ветственно положительной либо отрицательной начальной
ориентации вихрей. Соответственно дуги Р2Ру Р\Р* отвечают ус-
ловиям разбегания вихрей. Точки Л+Я4 являются предельными в сле-
дующем смысле. Положение вихря о в точках Я2, Р4 соответствует рав-
носторонней начальной конфигурации треугольника вихрей, при
этом Х^О и треугольник вихрей равномерно вращается. Точки Pv Я3

отвечают коллинеарному начальному положению, также равномер-
но вращающемуся вокруг центра завихренности. Оба эти случая
рассмотрены выше. Отметим, что равнобедренная конфигурация
треугольника вихрей при коллапсе ( разбегании) невозможна. В
статье [142] приведены дополнительные графические данные, позво-
ляющие, в частности, определить время С при различных началь-
ных положениях трех вихрей.

Для построения траекторий абсолютного движения обратимся к
соотношениям (3.36). В силу условий (3.63) с«Ч) выражения (3.36)
приобретают вид Гр* = -куклк,'/?, /*/>к.

Из уравнений (3.39) следует, что угловая скорость вихрей одинакова:

= ^2 = е з = X / 7 2 ( О ;

к, / » ( 0 )

" Kj / » ( 0 ) "

Решения этих дифференциальных уравнений с учетом (3.59)
запишем в виде •

(3.64)
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Рис. 24

Исключив из соотношения (3.64) t, получим для траекторий вихрей
уравнения логарифмических спиралей

Ру = Ру ) ё{ *~ ' |Х Э ( 3.65 )

закручивающихся к центру завихренности в случае \{<0 и раск-
ручивающихся от центра в случае \{>0.

На рис. 24 проиллюстрировано явление коллапса или разбегания,
где к, — 6, Kg - 3, Kj — -2 . При этом подходящий выбор масштабов
длины и времени позволяет записать зависимости, характеризующие
процесс разбегания трех вихрей из центра завихренности (точка 0):

? = 7 / ; | = 21/;

При этом траектории вихрей

f r < V вГ>;

k- 62 = - 2 я / 3 ; в3-
По этим же траекториям будет происходить коллапс вихрей, если

знаки всех интенсивностей поменять на противоположные. Задание
начального значения одного из полярных углов, например 6^, позво-
ляет однозначно определить начальное положение всех вихрей и
вычислить необходимое для коллапса время.

В заключение отметим, что возможность стягивания вихрей в точку
является следствием сильной идеализации принятой модели точечных
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вихрей в идеальной жидкости. Учет конечности размеров вихрей
( вихревые пятна ) в предположениях (3.58) и (3.63) для интегральных
характеристик является чрезвычайно интересной задачей, нерешен
ноя и в настоящее время. Метод контурной динамики, изложенный ьо
второй главе, принципиально позволяет решить эту задачу, однако
исследовать взаимодействие более двух вихревых пятен чрезвычайно
трудно.

Относительное движение. Выше рассмотрены частные случаи
относительного движения трех одинаковых вихрей и отмечено, что
фазовые траектории — зависимости между расстояниями /,, /2 и /3 —
могут быть получены из алгебраических, а не дифференциальных
уравнений. Это важное с ̂ стоятельство справедливо и в общем случае.
Инварианты (3.33), (3.37) позволяют не только принципиально, ж) и в
каждом конкретном случае дать полное количественное описание
фазовых траекторий. При этом основным является выбор такой систе-
мы координат, в которой фазовые траектории строятся наиболее
просто и допускают наглядное изображение.

В литературе известно несколько вариантов выбора такой системы
координат. Один из них, наиболее очевидный, состоит в использовании
декартовых координат, в которых положение вихрей задается точкой
0[* Ь *з)' Данный способ предложен в работе [130] и независимо почти
столетие спустя — в [54]. Его возможности для построения фазовых
траекторий несколько ограничены тем обстоятельством, что в общем
случае уравнения (3.33) и (3.37) определяют весьма сложные поверх-
ности, пересечением которых задается фазовая траектория. Изучить
аналитически все ее особенности ( область существования , замкнута
или разомкнута, точки возврата и т.д.) просто не удается. Иной, более
наглядный способ представления фазовых траекторий предложен в
(232]. Сущность его отражена на рис. 25. Фазовую траекторию, описы-
ваемую вектором L (/,, /2, /3) в декартовых координатах, радиально
проецируют (точка М ) на плоскость t{ + l% + /3« V2/3. Для положитель-
ных значений /, эта плоскость представляет собой равносторонний
треугольник РХР2Р^ единичной высоты. Точки QXQ2 и Q3 являются се-
рединами его сторон. Вводя в рассмотрение величины

' ' i + ' i + ' a * ' (3.66)

удовлетворяющие тождеству Xi+Xf+Xj-l, нетрудно убедиться, что они
выражают расстояние от точки М до соответствующих сторон треу-
гольника Р\РъР%. Поскольку неотрицательные координаты вектора L
являются сторонами треугольника вихрей, то косоугольные координа-
ты должны удовлетворять неравенствам Жд+хмЗД(Д*тЯ1). Таким
образом, точка М, отвечающая конуигурацни вихрей, будет располо-
жена внутри или на сторонах треугольника Q{QtQv При этом сторо-
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нам треугольника Q отвечает конфигурация трех вихрей. Целесооб-
разно принять треугольник Q двухлистным. Верхний лист Q+ соответ-
ствует положительной ориентации вихрей, нижний Q. — отрицатель-
ной. Переход с одного листа на другой осуществляется через коллине-
арную конфигурацию, т.е. по сторонам. Таким образом, каждая
фазовая траектория, отвечающая движению, может быть представле-
на в виде кривой на дпухлистной поверхности. Удобство такого пред-
ставления состоит в том, что оно дает единообразное представление
движения трех вихрей независимо от их интенсивностей и ориентации.
Важную роль при этом играет величина К=К[К2+К2Кэ+КъК{.

Комбинируя инварианты (3,33) и (3.37) с учетом (3.36), можно свести
их к одному соотношению в терминах лу При КЛ) имеем равенство

(
-/--const ,

J (3.67)
а при К = 0

( JC, дсл

 ! ) 2jri ( х2 А'3
 ! ) 2v« з / 0 = const. ( 3.68 )

Правые части этих соотношений определяются начальным зна-
чением расположения вихрей, т.е. величинами к*0'.

Формулы (3.67) или (3.68) наряду с соотношением (3.66) дают два
уравнения относительно трех неизвестных xf. Выражая из них,
например, величины х2 и х^ через х{9 находим фазовую траекторию в
треугольнике Q.

Важным является вопрос связи значений длин сторон вихревого
треугольника /, с найденными величинами хг Запишем инварианты
(3.33) и (3.37) в виде

к In х , 4 к2

 l In х 2 + к3

 l In х 3 =

= С, ~ ( К, ' 4 К2 ' Ь К3 ' ) In ( / , + / 2 + / з ) ;

v 2 v 2 v 2

Л I , Л 2 , Л 3 fl
к, к 2 к 3 ( / , + /2 + / j ) a # ( 3 . 6 9 )

Отсюда получаем, что если интенсивности вихрей таковы, что
то из первого уравнения (3.69) при известном из начальных условий
значении с{ можно найти /,+/2+/3, а из (3.66) — и значения lf (за исклю-
чением ориентации вихрей). Если /(=0, то для точек, лежащих на
кривой с,

К 3 К 2 X ] + К 3 К, X 2 4- К{ К2 X з = 0 ,
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значение а^О и соотношения (3.69) не содержат Ji+/2+/a и не дают воз-
можности определить значения lf. Ниже показано, что в этом случае
траектория вектора L есть прямая, проходящая через начало ко-
ординат и, следовательно, ситуации подобного расширения или
сжатия вихревого треугольника соответствует точка на кривой с. Если
же /0*0, но а*0, то из второго уравнения (3.69) можно найти l{+/2+/а

 и

однозначно ( с точностью до ориентации ) определить относительное
движение вихрей.

Детальная классификация всех возможных траекторий движения дли
любых значений интенсивностей трех вихрей содержится в работе [234], ко-
торая развивает методику исследований, предложенную в [232], и дополня-
ет ее анализом ряда конкретных случаев соотношений интенсивностей.
Можно сказать, что в [234] проведено исчерпывающее исследование всех
возможных типов относительного движения трех вихрей.

Наконец, еще один способ построения относительных фазовых
траекторий был предложен Х.Арефом [86]. Он состоит в использо-
вании выбранной специальным образом косоугольной системы ко-
ординат Ь р 62, ft3. Здесь 6у = /у(кус)~1, где с определяется значением вто-
рого инварианта. Первый инвариант дает возможность ввести харак-
терный параметр д, который определяет поведение фазовых трае-
кторий. В этой работе детально исследованы типы относительного
движения в зависимости от величин а^к^к^к^ / 3; g^K^^) 1 ^ 3 .
Кроме того, изучено явление коллапса, а также взаимодействие
вихревой пары с одиночным вихрем той же интенсивности. Подчерк-
нуто, что знание фазовых траекторий относительного движения трех
вихрей недостаточно для описания траекторий абсолютного
движения.

В заключение отметим, что детальная классификация областей, в ко-
торых расположены фазовые траектории, не снимает необходимости
отыскания качественных различий в типах взаимодействия и периодов
колебаний вихрей. Поэтому несмотря на всю важность и красоту картин
относительного движения их следует рассматривать лишь как фунда-
мент для более глубокого изучения абсолютного движения тр JX вихрей.

4. Интегрируемые случаи движения
нескольких точечных вихрей

Взаимодействие коаксиальных вихревых пар. Существуют ситуации,
когда система уравнений, описывающая движение в безграничной
жидкости, имеет строго детерминированное упорядоченное решение.
Это, в первую очередь, относится к движениям, имеющим гео-
метрическую симметрию и определенные отнопения интенсивности
вихрей. Важен и недостаточно изучен до настоящего времени анализ
влияния интенсивности вихрей на интегрируемость или неинтегри-
руемость системы.
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Рассмотрим движение системы четырех вихрей, обладающей
симметрией относительно координатной плоскости у — 0, т.е. оси дс. Бу-
дем считать, что вихрь / имеет координаты (х р #2) и интенсивность к,;
вихрь 2 — (х2, #2),

 К2- Тогда вихрь 3 будет иметь координаты (ж,, —у,) и
интенсивность -к,, а вихрь 4 — (дс2 — уЛ (— Ц). Легко проверить, что в
силу структуры уравнений движения (3.2) такая симметрия сохраня-
ется в процессе всего движения. Важная особенность такого типа
движения состоит в том, что Г * 0 и, таким образом, центр завихрен-
ности находится на бесконечности. Такой тип движения представляет
собой взаимодействие двух коаксиальных вихревых пар 1; 3 и 2; 4, име-
ющих общую ось симметрии. Эта задача в частном случае одинаковой
интенсивности пар к, « к2 « к рассматривалась еще в работах [130,
142,172] в связи со стремлением получить качественное описание про-
цесса взаимодействия одинаковых коаксиальных вихревых колец. В
[81] на основе детального анализа такой задачи моделировалось
сдвиговое течение в плоских струях.

Процесс взаимодействия двух коаксиальных пар в зависимости от
знаков интенсивностей и начального расположения состоит либо в
движении пар в одном направлении, сопровождающемся их
периодической «чехардой» — попеременным проскакиванием одной
пары внутри другой и чередованием передней и задней пар —, либо в
их встречном движении. Качественно явление «чехарды» для случая
коаксиальных вихревых колей описано в [135], а для случая пар
количественно исследовано в [130,142,172].

Схематично процесс движения вихрей можно проанализировать,
обратившись к рис. 26, а, где показан случай, когда интенсивности
к, HKJ имеют одинаковый знак. Анализируя для кэ чого из точеч-
ных вихрей пар /; 3 и 2; 4 вектор скорости, сообщаемый ему тремя
остальными вихрями, можно легко заметить, что вихри задней по
отношению к направлению движения пары /; 3 имеют тенденцию к
сближению, а вихри передней пары 2\ 4 удаляются. Поскольку при
сближении скорость пары /; 3 увеличивается в направлений
движения, то вихри этой пары догоняют удаляющиеся и за медля-
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ющиеся вихри пары 2\ 4% проскакивают между ними и оказыва-
ются впереди. После этого отставшие и удалившиеся вихри пари
2; 4 начинают сближаться и ускорять свой ход, а проскочившая
вперед пара /; 3 постепенно замедляясь расширяется, пока не
пропустит через себя находившуюся за ней пару, и «игра»
начинается снова.

На рис. 26, б приведена соответствующая схема для движения
двух пар при Kjî  < 0. Направления векторов скорости пар показыва-
ют, что при сближении они все дальше уходят от оси х. В случае когда
|к| »* Ы, образуются новые, уже в общем случае некоаксиальные пары
/;2иЗ;4.

При таком схематичном описании явления чехардьгос*ае*ся невы-
ясненным вопрос: при всяком ли начальном расположении вихревых
пар, даже одинаковой интенсивности к{ - к̂ , существует возможность
их попеременного чередования. В работах fl30, 142, 172] установлено,
что при определенных геометрических соотношениях две пары точеч-
ных вихрей после одного взаимного прохождения могут удаляться на
бесконечное расстояние, становясь по существу невзаимодейству-
ющими. Количественко эти условия выражены через отношения рас-
стояний между вихрями только в момент прохождения одной пары че-
рез другую.

Следуя работе [38], приведем вывод условий для определения воз-
можности чехарды при любом начальном положении пар точечных
вихрей и найдем период обращения двух пар в зависимости от их пер-
воначального положения. Уравнения движений вихрей / и 2, полно-
стью определяющих движение двух пар, запишем, используя (3.2) в
виде

к. У Г У,
2я Ц - х,)* + (уг у,)

Ъ. (xr xj + ty + y,)2 Any,'

X,- X,

'~ 2тс (хг х,)* + (у,- у,)2

2тс (ж, - х,)2 + (у, + у,)2' ' (3.70)

Начальные условия имеют вид jrt = Xy, У^У*}, t = 0.
Инварианты Кирхгофа (3.9) в этом случае приобретают вид
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Из уравнений (3.71) можно получить величины у{ и (*, — х2), вы-
разив их через yv Подставив такие соотношения в первые два урав-
нения (3.70), получим

*1 = М / / | Ь *| = / 2 ( ^ ) - (3.72)

Исключив из (3.72) t, запишем
d х{

dTrflilfl)m (3.73)

Из вторых уравнений (3,72) и (3.73) с помощью квадратур находим
( и х , как функцию у{. Задача в квадратурах решается до конца при
любых начальных условиях и значениях к, и к2. Инварианты (3.71) поз-
воляют полностью определить движение пар /; 3 и 2\ 4 относительно
друг друга. Для простоты выкладок и наглядности восприятия рас-
смотрим важный частный случай пар одинаковой.интенсивности к, =
= Kj. В этом случае инварианты (3.71) сводятся к виду

УГ + У2 = 2С = const;

* [ * 2 ( х 2 - х х ) 2 + { у 2 - у х ) 2 (3.74)

Первый инвариант показывает, что средняялточка 0 прямой /, 2
движется параллельно оси х на расстоянии с от нее.

Обозначая длину отрезка /, 2 через 2г, а угол наклона прямой /, 2 к
оси х через 9 (рис. 26, а ) из (3.74) с учетом тождества
4iM/2

 = (#2 + Ух"**" ( #2~ У О2 получаем уравнение

(с2- r 2 s i n 2 9 ) U 2 + r 2 c o s 2 e ) = Xr 2. (3.75)

Уравнение (3.75) можно рассматривать как соотношение, описываю-
щее движение вихр£ЙЛ/ и 2 относительно точки 0. В системе прямоу-
гольных'координат х, у с началом в точке 0 это уравнение принимает
вид

( х 2 + Х + с 2 ) ( у 2 + \- с 2 ) = Х 2 . (3.76)
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Рис. 28

Ясно, что условие периодичности движения вихрей / и 2 эквивален-
тно требованию замкнутости кривой, определяемой уравнением (3.76).
Это приводит к неравенству X > с*, поскольку лишь при его выпол-
нении кривая, определяемая условием (3.76), будет пересекать ось
х(у = 0). Вводя в рассмотрение величины £ - (х2 — *,) с~1, У\ = у2у]' и
используя соотношения (3.74), находим

m < h - i|
Допустимая область параметров £ и ц, при которых вихревые пары

участвуют в чехарде, на рис. 27 заштрихована. Анализ графиков поз-
воляет отметить следующие обстоятельства. При £ — 0, т.е. когда
вихри расположены на одной прямой, имеем 0,171 < ц < 5,828, что сог-
ласуется с результатами работ [142,172]. Если отношение г\ лежит вне
указанного интервала, скажем ц > 5,828, то пара /; <?, проскочив через
пару 2; 4, неограниченно удаляется от нее. При этом расстояние меж-
ду вихрями в парах /; 3 и 2\ 4 асимптотически приближается к зна-
чению 2с. При т\ *° 1 для любого £ - 0 чехарда оказывается допустимой.
Замкнутые линии (рис. 27) суть траектории относительного движения
вихревых пар

L- 2

в зависимости от параметра А. Чем больше энергия взаимодействия,
тем на меньшее расстояние друг от друга отходят вихревые пары. Для
значений углов 0, при которых sin 6 или cos 0 обращается в нуль, не-
посредственно из (3.75) имеем



. 9 = 0 , я ;
- 1

(3.77)

Значения 2г, определяемые согласно (3.77), представляют собой со-
ответственно максимальное и минимальное расстояние между точ-
ками / и 2 в процессе взаимодействия вихревых пар. Период полного
обращения взаимодействующих вихревых пар определяется как учет-
веренная разность времен между 9 = 0 и 9 =* я/2:

Qn r 2 / 1 , JL'\ 2 А 2 1

где £, К — полные эллиптические интегралы Лежандра первого и вто-
рого родов с модулем k « 2 Л/(Л2 4-1).

Анализ зависимости периода Т от параметра Л ( рис. 28,
сплошная линия ) и от значения ^ для частного случая вихревых
пар одинаковой начальной конфигурации т\ *• 1 ( штриховая
линия ) показывает, что увеличение энергии взаимодействия
вихревых пар, характеризуемое параметром Л, приводит к умень-
шению в обратно пропорциональной зависимости периода их пол-
ного обращения. Увеличение начального расстояния между
одинаковыми парами ( т\ — 1 ) обусловливает согласно (3.74) при
фиксированном с уменьшение начальной энергии взаимо-
действия системы вихрей, что приводит к увеличению периода их
обращения. Представленные результаты позволяют установить
по произвольному начальному расположению двух вихревых пар
одинаковой интенсивности возможность их постоянного взаимо-
действия и определить период полного обращения участвующих в
чехарде пар. Абсолютное движение двух одинаковых пар вихрей
может быть получено по общей схеме, указанной выше. Введем
безразмерные координаты, отнесенные к с, и время, отнесенное к
к/пс2. В дальнейшем не будем вводить специальных обозначений
для безразмерных величин.

Первый из инвариантов (3.74) позволяет, следуя [130], ввести но-
вую неизвестную у, через которую величины у{ и у2 выражаются сле-
дующим образом:

4/i=l+JT. J/ 2 =l- У- (3.78)

При этом учтено, что в процессе движения ординаты вихрей / и 2
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периодически отклоняются от прямой у - 1. Второй инвариант в этом
случае приобретает вид

<*,- ^ ) 2 - f 4 t f

2 V * (3.79)

Важно отметить, что в этом уравнении постоянная X может
принимать любые действительные значения. При этом отрицатель-
ным значениям X соответствуют в процессе движения ординаты у2 < О
при условии, что у{ > 0. Соотношение (3.79) дает возможность вы-
разить х2 — х{ через у. Подстановка этих значений и величины у{ во
второе из уравнений (3.70) дает уравнение

Л ( у ) = ( Х - 1 + 0 2 ) [ 1 - ( Х + П у 2 ] . ( 3 . 8 0 )

Отсюда время находится квадратурой:

, = _ f X ( l - j/ 2 ) 2 rfy
J ( Х - l + y 2 ) V / ? ( f / ) " (3.81)

• Первое и третье из уравнений (3.70), разделенные на уравнение
(3.80), дают уравнение

* j / 4 + 2 ( X - 1),(/2± X2уч-1 - 2Х
(Х- l+y2)^R{y) f (3.82)

откуда квадратурой находим

Ч 2 ( Х - 1 ) у 2 ^ 1 - 2Х
2 J^ a- 1+V2)V/?U) ' (3.83)

Из (3.79) следует, что

Х- 1 + ^ 2 ' (3.84)

Соотношения (3.83) и (3.84) позволяют определить при любых началь-
ных условиях величины х{ и х2 как функции от у, а следовательно, с
помощью (3.81) — как функции /. Интегралы, входящие в квадратуры
(3.81) и (3.83), в общем случае эллиптические, так как степень полинома
R {у) равна четырем. Следует [130] различать четыре диапазона изме-
нения величины Х:Х> 1;0<Х< 1;— 1 <Х<О;Х<— 1. Предельные зна-
чения X - ©о и X - 0 сводят задачу от четырех вихрей к двум и не представ-
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Таблица 5

У-
0<Х< 1

1+51.
~ I

1-х

+Г_1.

cosy

cosy
•т-f— + lnt^ i +2sinv BI4

• » )

ляют интереса. Все случаи представлены в табл. 5, где F (%, у), £ (у, у)
интегралы Лежавдра первого и второго родов [80]. Решение задачи имеет вид

= 1 - у\ (3.85)
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Начальные значения д^0) и у\ должны удовлетворять инвариантам
(3.79), что с учетом у0 определяет значение параметра X.

1. X > 1 . Уравнения (3.85) существенно упрощаются при д^0) = х$} = О,

уМ= 1 +Vx/(l+x), A/20)=l-Vx/(l+x)» Vo = °» т е - К0ГАа вихревые
пары находятся в одной плоскости. Через время / — Т/4 вихри / и 2
расположены на прямой у — 1 и имеют при этом равные скорости. Это
положение вихрей соответствует максимальному удалению пар. В мо-
мент времени / * Г/2 вихревые пары располагаются снова в одной
плоскости х e X/2, а вихри / и 2 меняются местами по сравнению с мо-
ментом t — 0. Именно в этот момент происходит проскакивание пары /;
3 внутри пары 2\ 4. Далее процесс повторяется, и к моменту / =* Т
вихревые пары опять располагаются в одной плоскости х = X, а их
координаты у, совпадают с исходными. Процесс чехарды вихревых
пар, таким образом, при отсутствии вязкости идет до бесконеч-
ности.

Несмотря на движение всей системы пар в положительном направ-
лении оси х возможны ситуации, когда одна из пар совершает возврат-
ное движение. Это определяется знаком скорости х{ на интервале вре-
мени 0 ... Г. Используя формулы (3.85), нетрудно показать, что при % >
>(VjT — 1)/2 » 0,618 скорости вихрей всегда положительны. Если
X < 0,618, то имеется участок отрицательной скорости. Траектории
вихрей имеют при этом точки самопересечения. В предельном случае
Xe(V5^ — 1)/2 траектория имеет пик. Вопрос о других характерных
точках на траектории, в частности точках перегиба, подробно иссле-
дован в [130], где показано, что в зависимости от величины X кривые
траектории могут иметь либо три ( 1 < X < 1,4873), либо одну
(1,4873 <К< 2/(V5- 1) точки перегиба. При ( X > 2/(V5 - 1) точек
перегиба нет. Два таких характерных случая воспроизведены на рис. 29.
Характерные начальные параметры ситуации, приведенной на
рис. 29, а : X - 4, yf] = 1,45, yf = 0,55, а на рис. 29, б X - 1,25, yf - 1,66,
yf] = 0,34. Данные этих рисунков показывают чехарду вихревых пар,
которая с уменьшением X растягивается по длине и времени. При X ->
1 имеем Т —> <», X -> °о

2. 0 < X < 1. В этом случае чехарды вихревых пар не будет, хотя
вихри движутся в одном направлении. Выбирая xf] = х(® = 0; ^0 > =
= 1 + 1/чТТХ; yf= 1 - 1/VT+T; V0 = 0 приходим к движению,
типичная траектория которого изображена для ^ 0 ) =1,71; ^ 0 ) = 0,29;
X « 0,96 на рис. 30. Здесь нет периодической чехарды и пары движутся
с неотрицательной скоростью в положительном направлении оси х. С
ростом / траектории асимптотически приближаются сверху и снизу к
прямым (/ = 1 + \1 - Л и у = 1 — VI - X.
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Рис.29 Рис.31

3. X =* 1. Этот случай граничный для обоих типов взаимодействия
вихревых пар. Движение происходит аналогично,случаю X < 1, однако
пары стремятся к одной асимптоте # « 1.

4. -1 < X < 0. Как только инвариант X принимает отрицательное зна-
чение, вихрь 2, согласно условиям (3.74), имеет в процессе движения зна-
чения координату2 < 0, а вихрь4 — ук > 0. Таким образом, первоначаль-
ное движение пар 1\3н2;4 направлено в противоположные стороны.

Рассмотрим случай, когда вихревые пары удалены друг от друга
на значительное расстояние. При этом у 0 « -я/2. Анализ компонент
скоростей вихрей в направлении оси х показывает,Лчто i, на всем про-
тяжении движения будет г можительна, а х2 при х> (V5 - 1 )/2 внача-
ле будет отрицательна, а затем в области взаимодействия
положительна в течение некоторого времени, а далее отрицательна на
всем оставшемся пути. При этом траектория вихря 2 имеет одну точку
самопересечения. В случае, когда % < (V5 - 1 )/2, х2 на всем протя-
жении отрицательна. При / ~>±<*> траектории вихрей асимптотически
приближаются к прямым у - 1 ± Vl+x. На рис. 31 приведен' i трае-
ктории вихрей 1 и 4 для случая К - - 0,8; ^ 0 ) - 2,34; yf - 0,34; jcf — 5;
v(0) «- _ К

*2 *•*•

5.Х < — 1. В отличие от предыдущих случаев, вихри никогда не мо-
гут располагаться в одной плоскости. Кроме того, для получения
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таких значений X начальные условия должны быть таковыми, что
jrf* < 0,4 0 ) > 0. Величина у изменяется в пределах от у0, определяемая
по начальным значениям до я/2. При у0 ~> 0 вихревые пары располо-
жены на бесконечном удалении друг от друга. Вначале они движутся
практически не взаимодействуя равномерно навстречу друг другу по
прямым: пара У; 3 — по прямой у * ±(! + VI — X), пара 2; 4 — по прямой
у — ± (1 — Vl-A,). По мере приближения наступает взаимодействие
вихрей, состоящее во взаимном удалении вихрей каждой пары друг от
друга, что приводит в итоге к образованию новых пар /; 4 и 2\ 3. Эти
пары движутся в положительном направлении оси хч асимптотически
приближаясь к наклонным к оси х прямым. Для вихрей /; 4 эти пря-
мые соответственно имеют вид

х-

На рис. 32 приведена ситуация для X =* — 2; х',0' •» — 5; J40) = 5; ^,0)»

«2,73; yf = — 0,73.
6. Л -» — 1. В этом важном частном случае имеем движение на-

встречу друг другу полностью симметричных пар /; 3 и 2\ 4. Взаимо-
действие пар приводит к тому, что образуются новые пары /; 4 и 2;
3, удаляющиеся от начала координат, причем расстояние между
вихрями / и 4 с течением времени стремится к 2. Траектории этих
вихрей асимптотически приближаются к прямым х — ±1, пер-
пендикулярным к оси х ( рис. 33 ). Отметим, что такая задача реше-
на другим методом в [129]. Траектории движения вихрей гиперболы
х\ + у\ ~ х\у\-

Итак, суммируя исследования процесса взаимодействия двух
одинаковых по интенсивности коаксиальных вихревых пар, следует
подчеркнуть несколько моментов. Во-первых, отсутствие хаоса в
системе четырех вихрей — решение выражается как функция времени
и инвариантов с и Л (3.74). Во-вторых, в системе возможна периодичес-
кая чехарда при движении пар в одном направлении. В-третьих, при
начальном движении пар в противоположных направлениях возмож-
ны два типа столкновения: прямое, выражаемое схематично форму-
лой 1\3 + 2\4 — /; 3\ + 2; 4 ( см. рис. 31 ); обменное рассеяние, формула
которого имеет вид /;3 + 2;4 — 1;4 + 2;3( см. рис. 32).

Определяющим достоинством аналитического решения нелиней-
ных уравнений, описывающих динамику точечных вихрей, является
ключ к нахождению и классификации характерных типов взаимо-
действия. Кроме того, наличие аналитических решений является до-
полнительным важным тестом корректности различных численных мето-
дов. Особенно важна проверка такой корректности для достоверного
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численного описания взаимодействия точечных вихрей в более слож-
ных случаях, в том числе в случаях детерминированного хаоса.

Наличие плоскости симметрии сводит задачу к интегрируемой
лишь в случае двух пар. В случае трех коаксиальных пар [ 112] возмож-
но как упорядоченное движение, так и хаотическое. Задача в этой
работе решалась численно для пар одинаковой интенсивности при на-
чальных координатах вихрей (0, 1); (0, 0,5); (а, 0,75). Изменение поло-
жения третьего вихря показало, что при а > 0,102 система имеет упо-
рядоченное движение с периодической чехардой, а при а £ 0,102 в
системе возникает хаотическое нерегулярное движение, предсказание
которого на большом временном интервале невозможно.

Взаимодействие четырех вихрей при наличии центра симметрии.
Интегрируемую систему динамики четырех вихрей можно получить и
при другом типе симметрии задачи, а именно при центральной. При
этом расположении вихрей на комплексной плоскости и их
интенсивности должны удовлетворять соотношениям

Используя уравнения движения (3.2), нетрудно показать, что если
в начальный момент t *» /0 такая симметрия имеет место, то она сохра-
няется и на всем протяжении движения. При этом инварианты
Г.Кирхгофа Q » Р «• 0, т.е. имеет место безимпульсное движение
жидкости. Двух других инвариантов / и Н оказывается достаточно,
чтобы с учетом (3.86) решить задачу в квадратурах.

Отметим, что вопреки предположению Х.Арефа [88] об отсутствии
анализа частного движения вихревых пар с центром симметрии, име-
ется недостаточно известная, но богатая по содержанию работа Д.Н.
Горячева [19]. В современных работах [51, 93, 122] исследовались
различные случаи к,«- ±к^ в предположении центральной симметрии.

Общий случай движения кратко рассмотрен в [165). Выбрав нача-
ло координат, совпадающее с неподвижным центром симметрии, и
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учитывая равенства г |2 - г34; rw - г|4; г13 - 2rt; г24 - 2г2, систему урав-
нений для относительного движения точечных вихрей (3.17) можно
представить в виде

dt

dr\

где А — одинаковая в данном случае для всех трех вихрей площадь

треугольника, А = ̂  V- г^ - rfc -~ rl3 + 2rf2 г?3 + 2 г^ rf3 + 2 г?2 г̂ 3 .

Значение у «=±1 определяется ориентацией треугольника i jefi.
Система уравнений (3.87) содержит четыре неизвестных — сторо-

ны и диагонали параллелограмма. Отличные от нуля интегралы
Г.Кирхгофа дают

Ki т \ъ + К2 г м - 2 I s L =const;

( r ? 2 ) f " . " . ( r f s ) M r J l ) S = c - 4 " ' f = O = c o n s t . (3.88)

В дальнейшем все параметры задачи — безразмерные величины.
Поскольку четыре вихря в процессе движения всегда образуют

параллелограмм, то справедливо геометрическое соотношение

2 ( ^ 2 + ' * ) ='?3 + ' 2 V (3.89)

Три уравнения (3.88), (3.89) связывают четыре искомых функции,
поэтому система (3.87) может быть в принципе сведена к диффе-
ренциальному уравнению первого порядка, содержащему толькоодну
неизвестную функцию.

Выбрав, например, в качестве определяющей величину rJ3=a,
после несложных преобразований, связанных с выражением величин
Л, г]£ - т\ъ через а, получаем дифференциальное уравнение

. ^
g u e . ( 2 / - X « ) f«
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x \ 4 g « - e . ( 2 / - x « ) £ > - [* + ( * - 1 ) « 1 2 , ( 3 . 9 0 )

где

Х =
К, К?К,

К.К,1 ^ 2 к, к/

Геометрический смысл п а р а м е т р а и з а к л ю ч а е т с я в р а в е н с т в е г
V5/2, т.е. получаем все искомые величины к а к функции р а д и у с а
в е к т о р а положения вихря 1.

В частном случае L = 0 уравнение для и значительно упрощается:

и » - А)(В- и") .

2К.К,

Из уравнения (3.88) следует, что условие L e 0 может иметь место
лишь тогда, когда к, и к3 имеют противоположные знаки. При этом
а< — К Для случая а > 0 и з уравнения (3.91)следует, что величина и
осциллирует в интервале Аа~l <u<Bai с периодом

( а а - А ) ( В - а « )

Некоторые соображения качественного характера о типе движения
в этом случае содержатся в [165]. Предельный случай а - — 1, получа-
емый при Kj - к р рассмотрен в [19, 201]. Ниже такое движение будет
описано нэ более общих соображений, когда L * 0.

Если а - 0, то правая часть уравнения (3.91) становится г кггоян-
ной. В зависимости от ее знака величина и либо линейно увеличивает-
ся, либо уменьшается. В последнем случае все четыре вихря за конеч-
ное время, определяемое начальными условиями, стягиваются в точ-
ку. Подчеркнем, что ситуация L - О и а - О отвечает общим необ-
ходимым условиям автомодельных решений (3.21).
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Рассмотрим последовательно все
возможные ситуации взаимо-
действия коллинеарных вихрей при
равенстве интенсивностей к{ и к2 по
их абсолютной величине.

I.K3*— к{

 да к. В этом случае име-
ет место движение коллинеарных
вихревых пар 1; 2 и 3; 4 навстречу —
друг другу. Причем в начальный мо-
мент времени пары имеют парал-
лельные траектории движения.
Общая схема явления представлена
на рис. 34. Будем считать, что вихрь
/ вначале всегда расположен в пер-
вом квадранте, т.е. / > 0. Интуитивно
ясно, что в случае / » d пары будут
претерпевать лишь отклонение от
своего пути: так называемое прямое
столкновение ( качественная формула 1; 2 + 3; 4 -> 1; 2 + 3; 4 ), При
близких значениях / и d в зависимости от первоначального расстояния
L возможно как обменное столкновение ( 1; 2 + 3; 4 1; 4 + 2; 3 ), так и
явление взаимного захвата. В последнем случае система вихрей не мо-
жет решить вопрос о дальнейшем образовании пар, и наблюдается
вращение всех вихрей вокруг их центра тяжести.

Уравнения движения (3.7) вихревых пар в этом случае имеют вид

Рис.34

к
2я

г- 2 г- 2

r i Ф 1 = • +
4 я г{ 2 я

r t-
- ф 2 ) ^ ф2)]

12

~ Ф 2 ) - Ф>)1

где r]v r]4

71 + 7f4 ] • .
(3.92)

расстояния между вихрями / и 2 и / и 4 соответственно,
= r ? + r 2 ^ 2 r i r 2 C 0 S ( Ф l - Ф 2 ) ' Г ?4 = Г 1 ̂  Г 2 "̂  2 Г1 Г2 C 0 S ( Ф I T Ф 2 ) •

В конкретном случае в силу симметрии инварианты / и Н переходят в

г , - г2 = 2с = const;

1 (3.93)

А(-.), с — безразмерные константы, определяемые начальным рас-
положением вихрей,
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, T=f/d. (3.94)

Здесь и далее все геометрические параметры отнесены к
положительной величине d (без введения дополнительных обозна-
чений). Уравнения (3.92) допускают взятие квадратур



- с;

= - ^ ; В Ш Ч Ф ^ Ф , ) » - ^ .(З.Э5)

Выбор знака перед интегралом определяется требованием возра-
стания времени и увеличением угла фа. Начальные значения ф(^ и 2;
определяются согласно рис. 34 следующим образом:

j r > + ( 7 - 1 ) 2 1 [ Е 2 + ( / + 1 ) 2 ] . ( 3 . 9 6 )

Используя соотношения (3.95), видим, что значение Л(_£ — с2 всегда
неотрицательно. Поэтому поведение подынтегрального выражения
будет определяться значениями корней трехчлена £2 - Л н £ + с* и на-
чальным значением ^.

Если Л < 2с, то этот трехчлен не имеет действительных к рней и
интегрирование в (3.96) идет от50 до «• Здесь имеет место прямое стол-
кновение. Частный случай такого движения представлен нг рис. 35, а
при Г « 5; 7«- 1; /L"" 1|93 с. Отметим, что в процессе взаимодействия
вихревые пары существенно изменили траекторию своего движения.
Полный угол поворота определяется соотношением (3.95), когда
верхний предел стремится к бесконечности.

Если h{* > 2с, то трехчлен имеет действительные корни £ — Л(_/2 +
+ VAH/4—<г; ^ - Л(_/2 — VAH/4 - с2 и возможны два типа взаимо
действия, Первый тип — обменное столкновение происходит, когда
о̂ > ^. На рис. 35, б показан пример такого взаимодействия двух пар

точечных вихрей при Г - 5; / - 0,5; hb) - 3t85 с. Поскольку при больших
величинах Г » 1, как видно из соотношений (3.92), условие h.} > 2с
выполнимо при / > 1. Здесь имеет место случай малого отклонения
первоначально удаленных пар от коаксиального положения. Поэтому
обменное столкновение в этом случае качественно схоже с представ-
ленным на рис.33. Отметим, что такое взаимодействие получается в
предельном случае /« 0. Второй тип — взаимный захват происходит,
когда начальное значение 4о попадает в интервал (P/h*.й^й^.
Пример такого движения представлен на рис. 35,* для Х - 0,584;
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7 — 0,7; Л(_) •- 2,01 с. Здесь для удобства восприятия приведены трае-
ктории движения только пары 1; 2. При этом траектории вихрей всюду
плотно заполняют концентрические окружности, радиусы которых

Таким образом, тип взаимодействия и характер движения двух
пар, одинаковых по интенсивности, полностью определяются двумя
безразмерными параметрами, связанными с начальным располо-
жением вихрей, а именно: Л(_/с и £0.

2. Kj «•* к2

 ж к. В этом случае вихри не могут неограниченно удалять-
ся друг от друга, система вихрей всегда оказывается в состоянии
взаимного захвата. Уравнения относительного движения (3.7)
принимают вид

г | г | = " Г 2 г 2 ^ ^ ( г ц 2 - r 1 2

2 ) r l r 2 s i n ( 9 ! - ф 2 ) ;

. _к_ к k-^cos^-tp,) ]
7*

( 3.97)

Первые интегралы системы (3.97) после введения соответствующей
нормировки линейных параметров можно представить в виде

Г 1 + Г 2 " " ^ •

{ ( г ? + г 2 ) 2 - 4 г 1 г 2 с о 8 2 ( ф 1 - Ф 2 ) ] г | г 2 = 4 Л ( + ) , Л ( + ) >0.(3 .98)

По аналогии с предыдущим случаем можно выразить время и углы
Ф, и ф2 через квадратуры

1 2 ( ( l W l ?>V7(6) ( 3.99)
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Рис.36

f \ 4 = 1 -

(3.100)

Выбор знака перед интегралами определяется теми же обстоя--
тельствами, что и в случае к{ «• ка.

Для физически реализуемого движения вихрей, описываемого
уравнениями (3.97), необходимо, чтобы многочлен / (£), стоящий под
знаком радикала! имел положительную величину. Так как % < 1, а по
формуле (3.100) 4 £ Л+, то при действительном движении всегда долж-
но быть Л(^< 1,£3-£ + Л>0. Все разнообразие движения вихрей будет
определяться свойствами корней трехчлена £3 — 4 + Л(+)$ один из корней
которого всегда отрицателен. Два других будут действительны, когда
А^£/^~2^3/9 . ПриА^-Л, корни равны, ^ - ^ f - V5/2. Е с л и А ^
< А(+) ̂  1, то оба корня будут мнимыми. Если h{ < h < i} траектории
всех вихрей будут располагаться внутри кольца, образованного кон-
центрическими окружностями с радиусами г m«= vl ± VI - А2.

min

На рис. 36 показаны траектории движения вихрей 1 и 2 для случая
А(+)»= 0,866 > А,. Начальные условия при этом составили г{ » 1,226; г2 •»
- 0,707; ф\0) = к/2; ф^ = 0. В начальный момент времени вихри образу-
ют ромб и находятся на своих граничных окружностях. С началом
движения г{ будет уменьшаться, а л2 — увеличиьаться до тех пор, пока
они не расположатся снова на граничных окружностях. Величины г, и
г2 изменяют знаки при^ = /г(Я< Как видно из формулы (3.100), угловое
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расстояние между вихрями в момент их нахождения на граничных
окружностях ф, - ф2 - я/2. Период, требуемый для того, чтобы вихри /
и z опять вышли на свою первоначальную окружность, определяется
по формуле

Представленные на рис. 36, а траектории ограничены по времени
значением Т « 3,86. На рис. 36, б показана траектория только вихря /
за время t « 767\ Траекториями вихрей / и 2 являются одни и те же
кривые, только повернутые на определенный угол.

Отметим, что в предельном случае А(+) ** 1 будем иметь £ » 1; г, *»
т 2 •• 1. При этом вихри будут двигаться вокруг начала координат с
постоянной скоростью ух ** у2 ** 3/4 к, а угловое расстояние между
ними будет равно я/2.

• Если Л(+) < Ар то в зависимости от начального значения ^ возможны
две ситуации. Когда ^ находится в пределах £, > ̂  > 1, то вихри / и 2, как
и в предыдущем случае, будут двигаться внутри кольца, образованного

концентрическими окружностями радиусов г тех = V1 ± VI -£? . Так как
rnln

значения г, и г2 ни при каком положении между граничными окружно-
стями не обращаются в нуль, то каждый из вихрей будет последова-
тельно переходить с одной граничной окружности на другую. Вихри 1
и 2 будут находиться на этих окружяостях в один и тот же момент вре-
мени. Угловое расстояние будет определяться cos2 (<pl — ф2) = 1, а сле-
довательно, ф! = ф2. Таким образом, вихри будут находиться на одной
прямой. Период определяется как и в предыдущем случае. Траек-
тории вихрей / и 2 представляют собой одни и те же кривые, иоверну-
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тые на некоторый угол. На рис. 37 показана траектория вихря 1 для
случая г\0)= 1,151; г<2

0) = 0,822; ф1 — <р2 - 0. Такое начальное располо-
жение вихрей определяет А •- 0,1, при этом £0 «* £4 — 0,146 и выполняем-
ся неравенство I ^ ^ 0 < ^ . Траектория движения рассчитана до безраз-
мерного времени t — 42.

Для объяснения появления петель на траекториях вихрей
обратимся к уравнениям (3.99). Если имеет место

4J;4- 4£2 + 9А?+) = 0, (3.101)

то положительные его корни определяют значения £, при которых ф& и
4V£T

ф2 обращаются в нуль. При этом, если Л(+) < h2 = -g^-, то один из корней

(3.101) £ заключен в интервале (̂  < £ < 1. Следовательно, при изме-
нении £ от / до 4 угол (р. возрастает, а при изменении £ в пределах от $
до £( — уменьшается. При значениях Л(+), близких к Л2, петли, которые
образуют траектории вихрей, уменьшаются, а при достижении зна-
чения А, на траекториях появляются точки возврата. Если Л+ на-
ходится в интервале Л2 < Л(+) < Лр то углы ф, и Ф2 будут все время возра-
стать и, следовательно, траектории вихрей не будут образовывать петель
внутри концентрических окружностей. Внутри этих пределов траектории
вихрей будут иметь вид, аналогичный указанному на рис. 36.

Особые ситуации возникают для данного класса в случае Л ( я — Л,.
Здесь имеем £, •• £2 •• V3/3 и ситуация зависит от значения 40. Если ^ -
= ^, то из уравнений (3.98) и (3.100) определим

Относительное расположение вихрей с течением времени изменяться
не будет. Они будут равномерно двигаться по концентрическим
окружностям.

Если при h{+)» Л, в начальный момент времени ^ — 1, то при / « 0
имеем

/f = r f = l ; cos2(cp<°>- Ф(

2

0)) = 9 ^ 9

2 > / 1 Г = 1 - V

Значение £ с течением времени будет убывать от ^ — 1 до £, — V573.
На основании первого уравнения (3.97) значение г{ с течением вре-
мени будет уменьшаться, а г2 — возрастать. При £ » JL имеем

^ 2 ~ 1 +V1 ~^2 = — ^ — . Интеграл, входящий в формулу (3.99), при

\{ = <;2 обращается н эллиптический, причем подынтегральная
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функция имеет множителем рациональную функцию переменного £,
которая при I; = {;, обращается в бесконечность. Следовательно, радиусы
г{ и г2 достигают своего предельного значения лишь при t -> «>.

Рассмотрим последний случай, когда Л(+) < Л, и £2 < £0 < Л. В этом
случае траектории вихрей / и 2 расположены каждый внутри своих
колец. Вихрь / не выходит за пределы кольца, образованного кон-
центрическими окружностями,

г - V 1 + V1 - А2 и г — Л/ 1 -i_

а вихрь 2 — окружностями

На рис. 38 показан данный случай движения при г1,0* = 1,389;

г(

2

0) = 0,352; ф(,0) = тг/2; ф(

2

0) = 0. Такое расположение вихрей определяет
ситуацию А(+) = 0,37 < А, и £0 = £2 = 0,482. В процессе движения всякому
положению одного из вихрей на внешней границе своего кольца будет
соответствовать положение второго вихря на внутренней границе сво-
его кольца. Время, требуемое для перемещения каждого вихря с одной
граничной окружности на другую, запишем в виде

• f

Так как в данном случае на протяжении всего движения перемен-
ная £ — положительная величина, то угол ф, все время возрастает. Пе-
ремена знака ф2 может происходить лишь при значениях ,̂ определяе-
мых уравнением (3.101). Корни этого уравнения равположены в дан-
ном случае вне пределов изменения ^. Таким образом ф2 нигде не мо-
жет обратиться в нуль. Верхний предел £2 переменного 4 всегда

о
меньше, £2 < ]Л + ) . Как видно из (3.100), разница ф, - ф2 при этом будет

постоянно убывать. Причем всякий раз при переходе вихрей со своих
граничных окружностей эта разница убывает на угол я/2. Если А+ «=
hv то £, -• £2 » VaT/2. В подынтегральной функции в выражении для Т
множителем будет рациональная функция переменного £, которая
при £ — £2 обращается в бесконечность, следовательно, в этом случае
Т *- ©о. Это означает, что вихри / и 2, находящиеся соответственно на
наружной и внутренней граничных окружностях, будут вращаться по
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спиралям, асимптотически приближаясь к своим соответственно
внутренней и наружной граничным окружностям.

В заключение приведем табл. 6, которая позволяет
классифицировать типы движения четырех вихрей одинаковой по мо-
дулю интенсивности, симметричных относительно центра завихрен-
ности.

Остановимся кратко на важном случае, когда наряду с нулевым
импульсом Q « Р • 0 движение четырех вихрей обладает и нулевым
моментом импульса / = 0. Хотя такой вопрос и был кратко затронут выше
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Рис.39

здесь целесообразно дать наглядную картину движения. Ход выкла-
док полностью аналогичен изложенному выше и подробности содер-
жатся в работе [19J.

Для того, чтобы / - 0, необходимо иметь разные знаки
интенсивности к& и к^ Положив к, - — ц2к^ - к, где у. > 1 ( в противном
случае вихри можно перенумеровать), из инварианта / - 0 имеем, что
в процессе движения всегда г 3 » цг|а

инвариант энергии дает соотношение

Окончательно система уравнений, описывающая такое движение,
принимает вид

х*~ 2 ) J ;

2 ц 2 - 1 ) ] (3.103)

с соответствующими начальными условиями.
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Из формулы (3.102) следует, что радиус — вектор вихря 1 всегда
заключен в интервалах

При этом траектории вихрей заключены внутри четырех
граничных концентрических окружностей соответствующих радиусов.
При движении вихри последовательно переходят с одной окружности
на другую. Всякий раз, когда г\ достигает максимального значения,
все вихри располагаются на одной прямой, при минимальном зна-
чении rf вихри лежат на взаимно перпендикулярных прямых.

Из уравнений (3.103) следует, что ф2 > 0, т.еч угол щ постоянно воз-
растает и траектория вихря 2 не образует петель. Что же касается
вихря 1, то ф, может обращаться в нуль при г\ = (2 - ц2)й[2(ц4 - \ ) \ 1 и
на траектории этого вихря не будет петель при ц2 > (VTT — 1)/2, а
появятся таковые при ц2 <(VTT— 1)/2. В первом случае при 2 -и/J >
>^2 > (VT7~ — 1)/2 траектория вихря / будет касаться граничных
окружностей либо выпуклой, либо вогнутой стороной ( рис. 39, а), для
(I2 > 2 + V3"— только выпуклой стороной ( рис. 39, б ).

Движение пяти вихрей. Будем полагать, что в начальный момент
времени вихри 1 и 3 имеют равные интенсивности к, и симметрично
расположены на одной прямой, проходящей через начало координат
г̂ 0) = rf\ Аналогично вихри 2 и 4 имеют равные интенсивности к2 и так-
же расположены на одной прямой относительно начала координат
г$] = г̂ 0). Вихрь 5, имеющий интенсивность к*, расположен в начале ко-
ординат. Из уравнения движения (3.2) следует, что в процессе
движения будут выполняться соотношения симметрии

z s ( / ) = - * , * ( / ) ; * 4 ( П = - V < O ; «s(/) = 0 > ( 3 . 1 0 4 )

т.е. пятый вихрь, не двигаясь, дает некоторую динамическую нагрузку
на остальные четыре. Интересно оценить влияние такой нагрузки на
динамику вихрей. Такое исследование выполнено Д.Н.Горячевым [19],
который, используя условия (3.104), упростил исходную систему де-
сяти действительных уравнений, сведя ее к системе четырех урав-
нений относительных полярных координат вихрей 1 и 2:
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Рис.40

к, Гг,- r > C o s ( 9 , - r,cos(<p,-

(3.105)

где г12 и г14 соответственно расстояния между первым и вторым ( чет-
вертым ) вихрями, определяемые через искомые функции по теореме
косинусов.

Для конкретного случая интегралы Q и Р в силу симметрии тожде-
ственно удовлетворяются, я интегралы / и Н имеют вид

2s=:2c = const;

к+U

- ф 2 ) J r t = const>0.

(3.106)

Остановимся лишь на отдельных типичных случаях.
. 1. к, = Kj - к#/х •• к. Как и раньше, задачу будем рассматривать в

безразмерном виде, подобрав соответствующие масштабы длины и
времени.
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Уравнение (3.107) допускает квадратуру

= l ± - V I - С О 8 8 ( Ф , -

(3.107)
Рассмотрим случай х "• —1. Как показано в [19J, при этом следует

разделять ситуации Л > 1; Л < 1.
Если А > 1, то переменная £, изменяется в интервале ^, < Ь, < А~'.

Траектории вихрей I н2 проходят внутри концентрических колец:

1

Л / А 2 - 1

заполняя их всюду плотно. Каждый из вихрей последовательно пере-
ходит с одной граничной окружности своего кольца на другую. При
этом положению одного вихря на окружности минимального радиуса
в точности соответствует положение на окружности максимального
радиуса.
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На рис. 40 представлены траектории вихрей 1 и 2 для начального
расположения вихрей: г1/1'=1,382; /f> = 0,299; Ф ^ Ф ^ = 0. Оно дает
следующие значения определяющих параметров движения: ft-2;^»
« 0,414. В представленной ситуации наблюдается непрерывный рост
значений ф1 и ф2 и траектории не образуют петель. Отметим, что вихри
1 и 2, имеющие одинаковую интенсивность, из-за влияния пятого цент-
рального вихря движутся в противоположных направлениях. В работе
[19] показано, что на траектории второго вихря, движущегося внутри
малого кольца, возможны петли, соответствующие периодической
смене знака угловой скорости ф2. Такие обратные движения образуют-

ся в ситуациях, когда А > —g—e 1,155. В случае Л = -я— на траекториях

вихря 2 появляются точки возврата.
. Обратимся теперь к ситуации Л < 1. В этом случае действительное

движение возможно, если переменная £ находится в интервале ^, £ \ <
< 1. Траектории вихрей 1 и 2 расположены внутри одного и того же
кольца, ограниченного концентрическими окружностями
^ - * ± ^1 5J- Положение одного из вихрей на наружной

max
mln

граничной окружности будет соответствовать положению другого
вихря на граничной внутренней окружности. Траектории вихрей —
это одинаковые кривые, повернутые относительно друг друга на неко-
торый угол. Движение будет периодическим и траектории будут обра-
зовывать петли.

Пример движения вихрей 1 и 2 для случая х - — 3/2 приведен на
рис. 41,а. В момент времени / = 0 вихри находились на одной прямой
на граничных окружностях, при этом определяющие параметры за-
дачи имели значения А - 1,5; ̂  «* 0,632. Особенность данной ситуации
состоит в том, что вихри 1 и 2 движутся внутри своих граничных
окружностей в противоположные стороны. Из анализа уравнений
движения следует, что на всем пути <pt возрастает,^ ф2 — убывает.
Причем, в момент нахождения вихря 1 на наружной границе значение
cos2 (ф( — Ф2) - 1, а при его положении на внутренней границе
со58(ф1 — ф8) •* 0. Следовательно, эа время перехода вихря с одной
границы на другую разность ф1 — ф2 возрастает на я/2.

При А < I вихри 1 и 2 будут перемешиваться внутри одного кольца,
ограниченного окружностями радиусов

Форма траекторий вихрей будет одинаковой и они будут отличать-
ся лишь сдвигом по фазе, движение будет периодическим.
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На рис. 41,6 приведены траектории вихрей 1 и 2 при Л = 0,3 и ^ =
— 0,87/7. Оба вихря совершают петлеобразное движение в одном на-
правлении, противоположном тому, которое происходило бы, если бы
отсутствовал вихрь 5. С течением времени траектории вихрей будут
плотно заполнять кольцо указанных выше радиусов.

Как и в задаче о взаимодействии четырех централь-
носимметричных вихрей, представляет интерес ситуация равенства
нулю суммарного момента импульса к{г] + к г̂2 = 0. Вводя обозначения
к, « — a2Kj * к; m * хк» получаем г, « агг Для определенности будем
считать, что а > 1. Выкладками, аналогичными случаю четырех
вихрей, получаем следующую систему дифференциальных уравнений
первого порядка:

r«- й ) [ Л - ( a 2 - J ;

4 я Л а 2 а 2 - 2 ) ] ;

^ - 1)1
U 1 O 8 )

где

- a 4 - 1-

Наличие пятого вихря в центре симметрии может привести к ситу-
ации, когда « = 0. При этом, как следует из (3.108), траекториями
вихрей будут логарифмические спирали, причем движение по ним бу-
дет таким, что ф, - ф2 « coust. Если А * (а2 — 1 f9 то вихри находятся на
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одном радиусе-векторе и движутся по концентрическим окружностям.
Если А — (а2 + I)2, то вихри движутся также по концентрическим
окружностям, но их угловое расстояние (рА — (р2« к/2. При а * 0 трае-
ктории каждого вихря лежат внутри колец, образованных кон-
центрическими окружностями с центром в начале координат. За-
метим, что указанные кольца могут взаимно налагаться.

В случае а = 1 вихри / и 2 имеют равные по значению и противопо-
ложные по знаку интенсивности и находятся на одинаковых рассто-
яниях от начала координат. При этом а » 2 независимо от значения %.
Уравнения движения (3.108) существенно упрощаются и их решение
при начальных условиях rf> = V/T/2; ср̂ 0) = я/2; <р(

2

0) = 0 имеют вид

Траектории движения вихрей для разных а представлены на рис.
42. Видно, что во всех случаях вихри / и 2 образуют пару и неог-
раниченно удаляются от покоящегося вихря, асимптотически
приближаясь к некоторым прямым. Отметим, что при х *• 1/2 и % ** 3/2
траектория вихря 1 есть прямая на всем протяжении движения.

Движение 2л вихрей, симметричных относительно п плоскостей.
Естественным обобщением задачи о движении вихревой пары, т.е.
двух вихрей одинаковой по модулю интенсивности и симметричных
относительно одной плоскости, является движение 2л вихрей,
объединенных в л пар, симметричное относительно л плоскостей. Эти
плоскости образовывают между собой равные углы я/л. Такая задача
впервые рассмотрена В.Гребли [130] и А.Гринхиллом (129), которые
показали, что условия симметрии позволяют свести задачу к одной
квадратуре и получить траекторию каждого вихря в явном виде.
Общая схема расположения пар вихрей показана на рис. 43 для слу-
чая л « 4 .

Рассматривая задачу в полярных координатах, центр которой сов-
падает с общей точкой пересечения л плоскостей симметрии, для ко-
ординат г\ и г\ А-й пары вихрей интенсивности ± к можно записать

При этом инварианты Р, <?, / будут тождественно равны нулю, а
инвариант энергии Н остается постоянным, если выполнено рагенство

г sin л в = const. ( 3.109)

Кривая, задаваемая уравнением (3.109), называется спиралью Ко-
атса. Она описывает траекторию каждого вихря внутри двухгранного
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угла к/п, причем константа в (3.109) определяется начальным распо-
ложением вихрей. С учетом условий симметрии уравнения движения
имеют вид

Поскольку г2*)«- — к/4 - const, то вихрь описывает ту же кривую,
по которой двигалась бы материальная точка, испытывающая
отталкивание от центра, обратно пропорциональное кубу расстояния и
интенсивности к2 (п2 — 1 )/16. Пример траекторий вихрей дан на рис. 43.

Движение 2л вихрей, симметричных относительно центра. Еще
один интегрируемый случай движения нескольких вихрей обеспечива-
ет требование симметрии движения относительно неподвижного цент-
ра. Такая задача рассматривалась в работе Х.Арефа |87], где показа-
но, что движение, обладающее центром симметрии, сводится к
гамильтоновой задаче о движении двух тел и, следовательно, всегда
является интегрируемой.

Рассмотрим систему, состоящую из 2п точечных вихрей. Первая
группа состоит из п вихрей, имеющих одинаковую циркуляцию к{ и
расположенных в начальный момент в вершинах правильного много-
угольника. Вторая группа л вихрей имеет интенсивность к2 и также
расположена в начальный момент в вершинах другого правильного л-
угольника, имеющего, однако, общий центр с первым. Обозначая ко-
ординаты первых вихрей на плоскости через гх% г2 гп, а втормх — £4,
Сг»-» С уравнения движения (3.2) в данном случае 2л точечных вихрей
имеют вид

(3.110)

Учитывая начальное расположение вихрей, решение уравнений
(3.110) будем искать в виде

(3.111)

с комплексными функциями z (t) и £(0> одинаковыми для обеих групп.
Иными словами, будем предполагать, что расположение вихрей,
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симметричное относительно неподвижного центра в начальный мо
мент, таковым и остается в течение всего процесса движения.

Используя тригонометрические тождества

х- 1 п v4 1 я - 1

n ~ i \ - y e ' n ~ f i „ - i l - e я *

и подставляя искомое решение(3.111)в(3.110), находим два уравнения

7* LJ л_1^ 12 . VI-
" 2 Ц 2* г"~

г * - — (K 2-i^z_l2 K i r t

>̂ ~~ О — -• I О Г г я -.«I Г3112)

относительно функции 2 и £. Их решения с соответствующими началь-
ными условиями полностью описывают движение системы вихрей.

Обращаясь к инвариантам Кирхгофа (3.9), видим, что Я и (?тожде-
ственно обращаются в нуль, а инварианты момента импульса и
энергии сводятся к соотношениям

( I z h ' l C h ' ) " 1 " I * 1 1 - Cl 2 к'к' =A = const. ( 3 . 1 1 3 )

Детальное исследование различных свойств ее решения в
зависи юсти от я и отношения х = к,/к2 дано в [157], где с применением
современных математических методов проведен анализ топо-
логических характеристик движения и их устойчивость.

В важном частном случае к = — к2 = к, вводя полярные координаты

из (3.112) получаем систему

- cos «y|;

Л ~ "г2"- гг-р-совлн' + Р 2 " ' (3.114)
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Система у равнений (3.114) допускает решение, отвечающее равно-
мерному вращению (ср — 6) вихрей, расположенных на окружностях
постоянных радиусов (г * р = 0), Такое решение найдено в работе (133],
посвященной обобщению задачи о вихревой дорожке Кармана на слу-
чай конечного числа вихревых пар, расположенных по окружностям. Как
видно из структуры уравнений (3.114), система равномерно враща-
ющихся вихрей существует лишь когда sin пф - 0, т.е. о — cos /iy -" ± 1.
Более детальный анализ (87] показал, что при а - — 1 решение будет
существовать только при х — — 1, а отношение радиусов х - г/р удов-
летворяет уравнению

(п- \)хп*2- ( л + 1 ) х л - ( л + 1 ) * 2 + л - 1 = 0 . (3.115)

Иными словами, система колец существует лишь для «шахматно-
го»,чередующегося их расположения с фиксированным отношением
радиусов. Угловая скорость вращения определяется при этом соотно-
шением П = - кУ2тс/. Отметим, что в отличие от равномерно движу-
щейся ( хотя и неустойчивой ) симметричной дорожки Кармана
симметричной конфигурации колец не существует. Дальнейшее
обсуждение этой ситуации содержится в [87]. В статье [157] исследо-
ван более общий случай х * — 1 и показано, что здесь возможны как
симметричные (о « 1), так и чередующиеся ( а » — 1) равномерно вра-
щающиеся сочетания точечных вихрей, правильно расположенных на
двух окружностях. Отмечено, что при п « 4, если X « VS/(V7'+ 1)« 0,67,
равномерно вращающаяся конфигурация с о « — 1 существует при
любом х! Этот факт дополняет приведенные в [ 157] данные о некоторых
однородных типах движений точечных вихрей, существующих не-
зависимо от их интенсивности.

Общий случай интегрирования системы (3.114) приведен в [87]. Он
основан на введении новой независимой переменной у « In (г/р) и
исключении с помощью инвариантов функции у. Важным для
анализа является значение параметра а « к///С Установлено, что
если параметр а равен величине

$п — наибольший из двух корней уравнения (3.115), то удаленные
Друг от друга симметричные относительно центра вихревые пары с
течением времени будут собираться в двойное кольцо. Для случая,
когда
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(d — расстояние между вихрями в паре, S — параметр соударения),
имеют место соотношения, /« 2%s d; /(« (nd)~ 2, откуда
d _ 2 к 2 ап

При критических значениях ап возможен и обратный процесс —
вихревые пары, организованные в «двойные чередующиеся кольца»,
могут сказаться неустойчивыми ( когда уравнения (3.175) выполнены,
однако к < 0) и кольцо распадается на п независимых пар, удаля-
ющихся от центра.

Движение 2л + I вихрей при наличии центра симметрии. Рас-
смотрим ситуацию, когда п точечных вихрей, имеющих одинаковые
интенсивности к, расположены в начальный момент в вершинах неко-
торого правильного многоугольника; другой набор п точечных вихрей,
имеющих интенсивности X, расположены в вершинах другого
правильного многоугольника. Оба многоугольника имеют общий
центр, совпадающий с началом координат, в котором расположен
вихрь, имеющий интенсивность у.

Обозначая координаты первых п вихрей в процессе движения че-
рез га (/), вторых — C,xt (I) и одиночного вихря — \ (/), можно записать
общие уравнения

(3.116)

Учитывая начальную симметрию, решение этих уравнений будем
искать в виде

i 2л ( « 1 )

{t(t) = t{t)e2nUn l \ U O = 0 . (3.117)

Подстановка (3.117) в (3.116) показывает, что движение будет
симметричным с покоящимся в центре вихрем, если функции z(t) и
удовлетворяют двум уравнениям
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••_ 1 Г к ( я -Z ~[2ni[ 2z + г"- C

Х(п- 1) + 2у К П С Л - Ч

2С С я - 2 я J- ( 3 . 1 1 8 )
Как и в случае движения 2л вихрей, симметричных относительно

центра, нелинейная система ( 3.118) оказывается гамильтоновой и
имеет два инварианта

Остановимся на случае, когда вихри имеют одинаковые по модулю
интенсивности а * — к и нулевой момент импульса / в 0. Иными сло-
вами, в начальный момент все 2л вихрей расположены на одной
окружности радиусом г0, образуя п вихревых пар, причем углы между
радиусами — векторами одинаковы и равны п/п. Полагая в этом слу-
чае у= х к; г ( О = г ( t ) ellp ( ° , С ( О = г (/) ё9(П, уравнения
(3.118) позволяют получить квадратуры

Траектории первых вихрей обоих семейств (а — 1) в представлении
(3.117) имеют вид

Вихри равных знаков, лежащие в начальный момент на окруж-
ности, образовывают вихревые пары и с течением времени
«эжектируются» от центра на бесконечность. Их траектории
асимптотически приближаются к прямым. Особый интерес представ-
ляют частные значения величины % - 1/2, (п — 1)/2, (п 4- 1)/2. В этих
случаях траектории одного из семейств вихрей прямые. Такие типы
движения для п = 4 изображены на рис. 44.

В заключение отметим, что более общий случай движения 2п + 1
вихрей исследуется с использованием инвариантов (3.119). В част-
ности, очень интересен анализ возможности процесса «слияния»
вихревых пар в равномерно вращающееся ; юйное кольцо при
наличии дополнительного вихря в центре. Другой тип движения
вихрей по логарифмическим спиралям r^r^ ехр (сер) при соотношении
между интенсивностями



х-1'2

л т
и

п(а2- 1) + 2 Х а 2 ( а 2 - 1)- а 4 - 1 = 0 ; а2 = - ±9 Х = Т

к к
и нулевом моменте импульса кратко обсужден в [19].

Равномерное вращение вихрей равной интенсивности. В работе [244]
сформулирован вопрос о возможности существования такого частного
класса движений W точечных вихрей одинаковой интенсивности, при кото-
ром система вращается как целое с некоторой постоянной скоростью П.
Такой класс вихревых движений наряду с поступательным движением
всех вихрей без изменений относительной конфигурации системы в работе
[244] назван «вихревой статикой» и разрабатывался в связи с концепцией
теории вихревых атомов. Эта теория, впоследствии оставленная, тем не
менее позволила получить ряд интересных результатов, касающихся со-
стояний разномерного вращения конфигураций вихрей. Однако в
последующем обнаружилась глубокая связь этих движений с
гидродинамикой сверхтекучего Не. В работе [196] показано, что в такой
жидкоеги вихревое движение может концентрироваться в виде пря-
молинейных вихревых нитей, причем их интенсивность к «• ft/m, где А —
постоянная Планка; т — масса атома Не. В работе [261] по визу-
ализации картины равномерного вращения нескольких идентичных
вихрей сделан вывод о возможности определения фундаментальной пос-
тоянной Л/m по измерениям макроскопических величин, характеризу-
ющих установившееся гидродинамическое течение.

Математически задача вихревой статики сводится к решению
системы нелинейных алгебраических уравнений, которая получается
при предположении об установившемся вращении, т.е.

* « О = 2 в е ш ' ; Za = const. (3.120)

Тогда система (3.2) при подстановке (3.120) переходит в алгеб-
раическую

и
^ ^ Z * = Y ' * » , ос = 1 , 2 N.

К , . Z « ~ Z * ( 3 I 2 1 )
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Для решения таких систем в настоящее время существуют хорошо
разработанные надежные численные методы. Однако частный класс
решений получен еще в работе Дж.Дж.Томсона, удостоенной премии
Адамса в 1883 г. [238]. Таким частным классом решений было распо-
ложение точечных вихрей в вершинах правильного W-угольника, т.е.

"

причем решение существует для всех N. Важным является вопрос об
устойчивости вращения такой конфигурации с постоянной угловой
скоростью £1 Ответ на этот вопрос дан в [238], где доказана теорема
(впоследствии названная теоремой Дж.Дж.Томсона) о том, что такая
конфигурация при N < 6 будет устойчивой относительно малых линей-
ных возмущений положения вихрей и неустойчивой при N > 7. Исчер-
пывающий анализ устойчивости таких правильных точечных N-
угольников в общем случае произвольных ( не малых ) отклонений
проведен в [78], в которой доказана справедливость теоремы
Дж.Дж.Томсона и в общем случае.

Существует другой класс решений уравнений (3.121), когда N одина-
ковых точечных вихрей расположены на одной прямой. Их положения на
прямой определяются нулями полинома Эрмита N-A степени. Впервые
такое решение получено Стильтьесом и заново переоткрыто в работе
Ф.Кзлоджеро [104] в связи с глубокими и обширными исследованиями
интегрируемости задач многих тел и нулей классических полиног ов.

Задача отыскания устойчивых состояний равномерного вращения
одинаковых точечных вихрей исследовалась в работе [105], где на
основе вариационного принципа показано, что для любого N сущест-
вует по крайней мере одно устойчивое состояние вращения и состав-
леи обширный так называемый «Лос Аламосский» каталог уста-
новившихся воащений, т.е. координат Za на плоскости для N « 1,
2,...,30,37,50. Оказалось,что в таких устойчивых состояниях вихри рас-
полагаются на одной или нескольких концентрических окружностях —
«атомных оболочках» по терминологии Кельвина. Отметим, что в не-
которых ситуациях вращательной симметрии относительно центра ко-
ординат обнаружено не было. Так, например, для N « 11 две ус-
тойчивые конфигурации 2 + 9 и З + 8 ( п о числу вихрей на двух кон-
центрических окружностях) имеют только плоскость симметрии.

С проблемой равномерно вращающихся вихревых конфигураций
тесным обраэом связан эксперимент A.M.Майера [181] с плавающими
магнитами, анализ которого приведен B[243J, где установлена прямая
аналогия между определенным классом магнитных явлений и вра-
щением точечных вихрей. В работе [181] несколько (до семи) одинаково
намагниченных иголок были воткнуты в маленькие пробочки
одноименным полюсом. Эта система помещалась в кювету с водой.
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Рис.45

При этом наблюдалось взаимное отталкивание одноименных полюсов
плавающих магнитов. При приближении сверху сильного соле-
ноидального магнита противоположной полярности возникало притя-
жение плавающих магнитов к точке пересечения поверхности воды с
перпендикуляром, опущенным из центра большего магнита. Противо-
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борство сил отталкивания и притяжения приводит к тому, что система
плавающих магнитов располагается в некоторой равновесной
конфигурации, которая полностью совпадает со стационарной
конфигурацией вращающихся N точечных вихрей.

В последующей публикации [182] приведены фигуры устойчивого
расположения вихрей ( по аналогии с указанным выше назовем их
«Гарвардским каталогом» ). На рис.45 воспроизведен фрагмент этого
каталога. Видно, что два, три, четыре и пять вихрей образуют
правильный многоугольник, вершины которого лежат на одной
окружности. Для N « 11 система обладает плоскостью симметрии.
Сравнение с данными численных расчетов [105], несколько фигур из
которых представлены в работе [88], показывает полную их тождест-
венность. Конфигурации, принимаемые плавающими магнитами для
N < 42, систематизированы А.М.Майером в виде таблицы [74]. Идея
систематизации состоит в упорядочении числа магнитов по числу
групп или классов, близких к окружностям линий — «орбит>, на кото-
рых расположены магниты. При этом устойчивые конфигурации одно-
го класса образуют «ядра» последующих. Так, когда число магнитов
не больше пяти, то они расположены в углах правильного много-
угольника. Когда их число больше пяти, то расположение становится
иным. Шесть магнитов располагаются устойчиво не на углах
шестиугольника, но делятся на две системы ( 6 ~ 11 + 5 ), так что один
находится в центре, а пять — по окружности в углах правильного
пятиугольника. Такое состояние оказывается более устойчивым, чем
состояние б •* 3 + 3. Расположение на двух «орбитах» продолжается до
тех пор, пока число магнитов не достигнет пятнадцати, когда получа-
ется три группы: 15 в 1 + 5 4- 9; при двадцати семи магнитах возмож-
ны комбинации 2 7 « 5 + 9 + 1 3 и 2 7 - 1 + 5 + 9 + 1 2 и осуществляется
переход к четырем «орбитам» и т.д. Такое поведение плавающих
магнитов — образование одной или нескольких устойчивых конфигу-
раций, упорядоченных по кольцевым «орбитам», — на рубеже XiX —
лХ в. стимулировало ученых на построение неквантовой модели ато-
ма по такой схеме [49]. Эти построения впоследствии оставлены, но не-
смотря на это многие замечательные мысли и наблюдения, отно-
сящиеся к периодичности строения вещества, ни в коем случае не ут-
ратили своего значения.

Выдающийся американский экспериментатор Р.Вуд [257] пред-
ложил существенную модификацию опытов А.М.Майера. В кювету с
ртутью помещали стальные шарики подшипников и к ним подносили
мощный электромагнит. Достоинство такой методики заключалось в
большей степени однородности системы.

Несмотря на значительное число численных и экспериментальных
исследований, в этой задаче остается без должного теоретического
понимания ряд вопросов. К ним относятся, например, выяснение
причин образования плоскости симметрии, распределение вихрей по
концентрическим окружностям и т.д.
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Неподвижные конфигурации вихрей. Вопрос о возможности ус-
тойчивых стационарных вращающихся конфигураций N точечных
вихрей произвольной интенсивности чрезвычайно сложен и в настоя-
щее время мало изучен. Вместе с тем вопрос о неподвижных конфигу-
рациях вихрей одинаковой по модулю интенсивности исследован бо-
лее подробно. При этом вихри генерируют такое поле скоростей что
жидкость вокруг них находится в движении. Исследование и нахож-
дение таких ситуаций позволяют глубже проникнуть в особенности
нелинейной вихревой динамики.

! ™ В п е р В Ы е * а к т п о д о б н о й конфигурации вихрей установлен в работе
1М]: кроме очевидной ситуации одного покоящегося вихря возможна
комбинация из четырех покоящихся вихрей. Это возможно, когда три
вихря одного знака расположены в вершинах равностороннего треу-
гольника, а вихрь противоположного знака расположен в центре этого
треугольника. Анализ суммарных векторов наведенных скоростей в
каждом из вихрей показывает, что они тождественно равны нулю
1аким образом, конфигурация остается неподвижной.

Интересен вопрос о том, как происходит движение в жидкости для
указанного случая неподвижной конфигурации вихрей. Для этого,
воспользовавшись соотношениями для функции тока ш (х, у) образо-
ванной в произвольной точке (х, </), найдем характерные области тако-
го течения. Для определения линий, отвечающих постоянным зна-
чениям v (х, у) - с, задача в случае четырех неподвижных вихрей
сводится к решению алгебраических уравнений шестого порядка:

* • !
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f - f
где a — сторона треугольника; cx - exp (c4 тс/к).

Распределение линий тока для неподвижной конфигурации из
четырех вихрей представлено на рис. 46. Отметим, что граничная
линия у* (обозначена более жирной линией) делит течение на пять
областей: четыре внутренних для трех вихрей интенсивности к и вихря
противоположного вращения (— к), а также одну внешнюю, в которой
на некотором удалении от точек расположения вихрей поле течения
стремится к круговым линиям тока, соответствующим полю одного то-
чечного вихря интенсивностью 2к.

Общая методика определения неподвижных конфигураций точеч-
ных вихрей приведена в работе [91]. Пусть имеется Лг одинаковых то-
чечных вихрей интенсивности к, расположенных неподвижно в точках
га(а - 1, 2,..., #*) на комплексной плоскости г. Аналогично N~ точеч-
ных вихрей интенсивностью ( — к) расположены в точках ̂ ((i = 1,2,...,
ЛГ). Образуем два полинома комплексной переменной z степени ЛГ
иЛГ:

Корнями будут величины za и 1̂ . В работе [91] показано, что с уче-
том неподвижности вихрей (постоянство величин za и Ср) эти полиномы
удовлетворяют дифференциальному уравнению

<?Я*ЧЯ<?" = 2Я'<?' (3.122)

(здесь штрихи означают производные по г).
Это чрезвычайно эффектное уравнение дает возможность отыскать

методом Фробениуса полиномы и и Q, корни которых определяют ко-
ординаты неподвижных вихрей.

Сравнивая коэффициенты при наивысшей степени zN *N * полино-
мов, входящих в правую и левую части уравнения (3.122), приходим к
соотношению

N'(N*~ 1)+ЛГ(ЛГ- 1) = 2ЛГЛГ, (3.123)

которое связывает число положительных и отрицательных вихрей
(целые числа N+ и N~). Записав(3.123) в виде

( Л Г ) 2 ~ Л Г ( 2 Л Г - l ) + ( N f - N = 0 ,
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нетрудно показать, что оно будет целочисленное решение, когда его
дискриминант будет представлять квадрат целого нечетного числа,
т.е. 8JV- + 1 - (2л — I)2. Отсюда

/v- 2 , /v - 2 • л - 1 , ^ , . . . . (3.124)

Таким образом, пары (N+, ЛГ) образуют семейство «магических»
чисел ( 1;0 ), ( 3;1 ), ( 6;3 ), ( Ю;6 ) и т.д. Первые две пары чисел пред-
ставляют собой описанные выше ситуации.

Определим в качестве примера координаты вихрей для следующе-
го по сложности случая, а именно для п в 3. При этом JV* ** 6; N~ « 3.
Помещая один из отрицательных вихрей а начало координат,
приходим к общему представлению для полиномов:

Q(z) = qiz + q2z? + z', (3.125)

где Pi и qi — неопределенные числовые коэффициенты.
Вычисляя необходимые производные и приравнивая в уравнениях

(3.122) числовые коэффициенты при одинаковых степенях полиномов,
приходим к нелинейной системе алгебраических уравнений
относительно рО)...,р5 и qv q2. После очевидных, но громоздких выкла-
док находим

2

т.е. коэффициенты полиномов выражаются через остающиеся
произвольными величины р{ и qr Нетрудно показать, что полиномы
Р(г) и Q(z) в данном случае сводятся к виду

42 { Я\ (3.126)

Отыскивая численным методом Ньютона комплексные нули
полиномов P(z) и Q(z), приходим £ положению стационарной не-
подвижной конфигурации (рис.47, р{ « 1). Из соотношений (3.126)
видно, что с точностью до линейного масштаба q2 имеется однопара-
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метрическое (зависящее_от /?,) семейство стационарных конфигу-
раций. При изменении р^ происходит аффинное расширение или
стягивание системы вихрей N+ относительно неизменного положения
системы вихрей N~. Метод отыскания более сложных конфигураций
тот же и основан на решении дифференциального уравнения (3.122).
При этом целесообразно использовать стандартные программы ком-
пьютерной алгебры для отыскания коэффициентов при различных
степенях 2. В работе [91] приведена «ореолообразная» конфигурация,
отвечающая 36 положительным и 28 отрицательным точечным
вихрям.

5. Хаотическое движение четырех точечных вихрей

Предпосылки возникновения хаоса. Изученные выше интегрируемые
случаи движения нескольких точечных вихрей представляют собой
исключение в общем неинтегрируемом случае нелинейной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений (3.2). Неинтегри-
руемость любых уравнений является обычным делом и до недавнего
времени казалось, что разработанные многочисленные эффективные
вычислительные алгоритмы — методы Рунге — Кутта, Адамса —
Бошфорта и другие — полностью обеспечивают я"ализ поведения
динамической системы на любом промежутке времени. Однако,
начиная с работы Э.Лоренца [170], в научное сознание глубоко вошла
идея о возможности хаотического поведения в детерминированных
нелинейных системах даже с малым числом степеней свободы. В рабо-
те исследовалась общая задача термоконвекции применительно к
образованию крупномасштабных вихревых структур. Используя
уравнения Навье — Стокса, записанные в так называемом
приближении Буссинеска [103] \ и раскладывая их по стандартной
процедуре метода Бубнова — Галеркина, Э.Лоренц получил свою
знаменитую систему трех обыкновенных нелинейных уравнений. При
определенных значениях параметров, отражающих физические ха-
рактеристики исходной задачи, найдены необычные, хаотические
свойства ее решений, названные «странным аттрактором».

Работа ^.Лоренца относилась к диссипативным системам. Для
консервативных систем, связанных с одномерными точечными отобра-
жениямн, явление хаоса подробно исследовал М.Фейгенбаум [77,125].
Современное понимание проблематики и свойств детерминированно-
го хаоса изложено в работах[ 32, 42, 47, 58, 61, 79, 203 ]. Проблема хао-
са столь многообразна, что нашла отражение не только в физике, но и
в других областях естествознания (химии, биологии, медицине). Фило-
софские аспекты проблемы глубоко освещены б [60].

• Применительно к задаче термоконвекции правильнее называть его
приближением Обсрбека — Буссинеска, поскольку оно впервые по гросно в статье [94J
Это название чаще используется в зарубсжиоД литературе.
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Под детерминированным хаосом понимается высокая чувствитель-
ность решения системы нелинейных дифференциальных уравнений к
малому изменению начальных условий. Это связано с так называе-
мым экспоненциальным разбеганием траекторий и приводит к тому,
что, зная поведение системы при невозмущенных параметрах, пове-
дение возмущенной системы невозможно предвидеть по прошествии
значительного времени. Для обозначения такой ситуации выработан
термин «горизонт предсказуемости». Такой круг вопросов в свете
трехсотлетнего развития механики Ньютона обсужден в работе
дж.Лайтхилла [161].

Стохастическое поведение консервативных гамильтоновых систем
известно из работы [136], где показано, что неинтегрируемость некото-
рой гамильтоновой системы с двумя степенями свободы приводит к
возникновению хаоса. Обзор проблемы хаоса в гамильтоновых систе-
мах дан в [200], в которой проведено интенсивное сопоставление ста-
рых и новых взглядов на вопросы интегрируемости. Учитывая некото-
рую аналогию между задачами небесной механики и движением то-
чечных вихрей, можно предположить, что и в последнем случае будет
иметь место хаотическое поведение. Поэтому усилия многих современ-
ных исследователей направлены на выяснение вопросов: как, где и
почему хаотическое поведение «входит» в динамику точечных вихрей?
В исследованиях [ 55, 56, 93 ] рассмотрены типичные задачи этого
класса. Важной особенностью хаотического движения в задачах
вихревой динамики на плоскости является то, что хаос здесь возникает
из полных уравнений движения Эйлера, сведенных к гамильтоновой
форме, а не в результате модовых(галеркинских) аппроксимаций. Ис-
пользование таких аппроксимаций является «ахиллесовой пятой»
многих работ по изучению перехода к турбулентности. В частности,
если в задаче Лоренца использовать большее число базисных
функций, т.е. учесть следующие гармоники полей скорости и темпе-
ратуры, то полученная нелинейная система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений уже не обладает «аттракторными» свойст-
вами. л

Проблема хаотической: движения точечных вихрей на плоскости
тесно связана с общим вопросом: представляют ли уравнения Эйлера
для плоских течений идеальной жидкости интегрируемую динамичес-
кую систему? Для случая гладкого начального распределения
завихренности в некоторых областях на плоскости частично ответ на
этот вопрос дает теорема Волибнера [255], утверждающая, что при
таких условиях поле завихренности не будет иметь сингулярностей за
конечное время. В случае точечных вихрей такая сингулярное.ь поля
завихренностей, согласно уравнению (3.2), существует в системе и в
начальный момент времени. Поэтому вопрос о построении гладких
решений для точечных вихрей требует дальнейшего изучения.

Как отмечалось, при N > 3 система (3.2) неинтегрируема. В случае
даже четырех точечных вихрей имеется значительное разнообразие
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Рис. 48

интенсивностей и относительных положений вихрей. Это затрудняет
перебрать все возможные варианты, поэтому остановимся на приме-
рах двух простейших (но далеко не простых) ситу аций.

Взаимодействие двух вихревых пар. Характерное свойство такого
движения — равенство нулю суммарной интенсивности Г. Следова-
тельно, центр завихренности системы расположен на бесконечности.
Наиболее общий случай двух вихревых пар произвольных интен-
сивностей ± к{ и ± Kg и произвольного начального расположения рас-
смотрен в работах Б.Екхардта и Х.Арефа [ 122, 123 ]. В первом из них
предложена общая методика, основанная на применении скобок Пу-
ассона, которая позволяет в случаен нейтральных пар каноническими
преобразованиями свести гамильтонову систему z N — 2п степенями
свободы к системе cN — 2 степенями свободы. Таким образом, при п =
2 задача сводится к двум нелинейным дифференциальным урав-
нениям относительно некоторых комплексных комбинаций располо-
жения вихрей. Отличительной особенностью предложенного подхода
явилось выделение кроме инвариантов //, /\ Qt I еще некоторых опре-
деляющих параметров задачи. К ним относятся величины

В статье [123] рассмотрен случай, когда в начальный момент
вихревые пары расположены параллельно друг другу, расстояния
между вихрями в парах dx и dv Геометрические параметры задачи
приведены на рис.48. Вводя дополнительные параметры D e V*/,rf2 и
8 — Vrf,/rf2 инварианты Кирхгофа записываются в виде

£ = 5 D ( P - p ')COSY; P = ED(P- P !)siny;

/ = 2EZ)2 (P + P ') /?cos8; P = e 5 .

Геометрические параметры задачи позволяют ввести параметр со-
ударения ft «2D/? cos 8. Для фиксирования значений Е е, 5, R и у
изменение угла о изменяет значение энергии и момента импульса, ос-
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Рис. 50

тавляя компоненты импульса без изменений. В конечном итоге эаж-
ным оказывается безразмерный параметр /, вводимый по формуле

= | Р + Р '16; Ь = А .

Анализ возможных ситуаций взаимодействия проведен в терминах
зависимостей cos Д(р (Дер — изменение угла начальной ориентации
вихревой пары) от /. Установлено, что возможны три случая взаимо-
действия: прямое рассеяние, обменное и взаимнцй захват. Под пря-
мым рассеянием понимают случай, когда в процессе близкого взаимо-
действия каждая пара сохраняет свою идентичность. При обменном
рассеянии в процессе близкого взаимодействия в парах происходит
перекрестный обмен вихрями. Если е Ф 1, то с течением времени вихри
составляют первоначальные пары и удаляются на бесконечность. Это
происходит потому, что удаляться на бесконечность могут только
пары, суммарная интенсивность которых равна нулю. Взаимным за-
хватом называется такое состояние, когда четыре вихря, первона-
чально составляющие пары, вращаются вокруг неподвижного центра.
В некоторых случаях обменного рассеяния вихри могут находиться в
состоянии взаимного захвата конечное время. При е « 1 взаимный за-
хват может длиться бесконечное время.

Типичный интегрируемый случай для Р — 1 и е = 0,9 представлен
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Рис.51

на рис.49 [123], Левая ниспадающая часть
кривой отвечает ситуации обменного рас-
сеяния, спайк в районе / - 2 соответствует
неустойчивому взаимному захвату, а вое-
ходящая правая часть — прямому рассе-
янию. Эти состояния иллюстрируют трае-
ктории движения и взаимодействия вихре-
вых пар на рис.60. Отметим, что, несмотря
на наличие спайка, поведение системы
имеет регулярный характер.

ИНАЯ ситуация наблюдается в
неинтегрируемом случае, когда Р * 1. На
рис. 51 (123J кривая в диапазоне 1,25 < / < 2
имеет резко осциллирующий характер, указывая на сильную
чувствительность угла Лф от /. Такое обстоятельство является предпо-
сылкой для появления хаоса в системе. При увеличении масштаба
разрешения графика по/ изрезанный характер зависимости не исче-
зает, т.е. имеет место фронтальность.

Вихри одинаковой интенсивности. Впервые возможность хаотичес-
кого движения четырех одинаковых вихрей отмечена в работах
Е.А.Новнкова [ 65, 56 ]. Математическое докааательство хаотизации
решений системы нелинейных дифференциальных уравнений
применительно к четырем вихрям, основанное на использовании тео-
ремы Мельникова, дано в [31]. Наиболее детальное исследование,
базирующееся на прямом численном моделировании, проведено в
работе Х.Арефа и Н.Памфри [93].

Для случая N вихрей одинаковой интенсивности к величина

6 = 2/ 4 п HU

является инвариантом движения. Задача нахождения минимального
значения 6m J n для системы N одинаковых вихрей далеко не тривиаль-
на. Найдено, что для случая, когда три вихря образуют равносто-
ронний треугольник, значение в£|я. В случае четырех вихрей, располо-
женных в вершинах квадрата, ejj{n. В работе [93] введен параметр
Л2 = в'^1/6, лежащий в п редел ах 0 < л < 1.

В работе [56] высказана гипотеза, что процесс хаотизации решения
зависит лишь от одного параметра л. Причем движение является
квазипериодическим в диапазоне л < лс и 2лв < л 1. Хаотическое
движение происходит при лс < л 2лс. Здесь л с « 2/3 V3 (« 0,3849). Одна-
ко детальные численные эксперименты, дающие как траекторию одно-
го из вихрей, так и сечения Пуанкаре в специальных координатах,
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Рис. 52

показывают, что такое предположение не выполняется. Такая ситу-
ация видится естественной, так как трудно ожидать, что в
неинтегрируемой системе все многообразие возможных движений
можно классифицировать одним определяющим параметром, связан-
ным с начальными условиями. Наглядной иллюстрацией такого ут-
верждения является работа [90], в которой рассмотрены два случая
начального расположения четырех одинаковых вихрей:

2) 2| + г3

Первый случай» обладающий симметрией относительно точки,
является, как показано выше, полностью интегрируемым. Во втором
случае траектории вихрей совершенно нерегулярно заполняют
область, близкую к круговой. Особенно четко различия этих случаев
можно проследить на рис.52, показывающем сечения Пуанкаре —
положение вихря 2 на плоскости в те моменты времени, когда вихрь 1
пересекает положительную ось у. Подчеркнем, что исследование при
помощи сечений Пуанкаре при финитном движении вихрей является
мощным средством для идентификации хаотических и кваэнупорядо-
ченных движений.

6. Движение точечных вихрей в ограниченных областях

Общие уравнении. Проблемы взаимодействия содержащих точечные
вихри течений жидкости с неподвижными твердыми границами
возникли еще на раннем этапе исследования вихрепых структур. Про-
стейший случай движения одного точечного вихря в идеальной
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жидкости, ограниченной одной плоскостью, рассмотрен Г.Гельмголь-
цем (136). При этом показано, что замена плоской границы жидко-
стью, в которой вихрь противоположной по знаку интенсивности зер-
кально симметрично расположен к исходному, позволяет обеспечить
тождественное равенство нулю нормальной скорости. По аналогии с
задачами электростатики такой способ инверсии (зеркальных отобра-
жений) с тех пор широко использовался в работах конца XIX в. Рас-
смотрено множество модельных задач для канонических областей [ 30,
129,1691 обзор которых содержится в [ 138,171] и многие из которых в
дальнейшем вошли в учебники ( 15, 46, 53 J. Однако общая теория
движения вихрей в произвольной области заложена в работе Э Рауса
[220] и детально разработана ЦД.Линем [162], В настоящее время
наличие мощных компьютеров позволило численно моделировать
различные течения, связанные со сложной формой границ и сдвиговыми
течениями за острой кромкой. Другой интересной задачей является
анализ влияния размеров и формы границ на возможность возникно-
вения хаотических режимов движения нескольких точечных вихрей.

Наличие в жидкости твердых границ требует модифицирования
основных уравнений движения точечных вихрей (3.2), справедливых
дли безграничной жидкости. Такая модификация должна обес-
печивать выполнение на всех границах нулевых условий для нормаль-
ной составляющей скорости, обусловленной движением вихрей.

Рассмотрим движение точечных вихрей иитенсивностей ка (а — 1,
2,.«*,я)| расположенных в точках Ра (Ха, уа) идеальной несжимаемой
жидкости, которая занимает ограниченную область D. Эта область
может иметь ряд внутренних границ Ск (к ~ 1,2,...,т) и быть
ограниченной замкнутой кривой Со, неограниченной или ограничен-
ной кривой, простирающейся в бесконечность» Границы области явля-
ются твердыми стенками, на которых нормальная колебательная ско-
рость жидкости обращается в нуль. В самом общем случае будем
считать, что в области существует внешнее стационарное потенциаль-
ное течение, удовлетворяющее всем граничным условиям и задавае-
мое функцией тока у(дг, у). Ставится задача определения уравнения
движения точечных вихрей Ра (х2, уа) в такой области и общей
функции тока \у(ж, у, х{% ух хп, ул) для течения.

Для заданной области и ее границ строится функция Грина О(Р%

РЛ зависящая от координат двух точек Р(х, у) и Р(х^ ^ лежащих в
области Д и удовлетворяющая трем условиям.

1. Функция g(x, у\ х0, у0, вводимая в формулу

e(xty\xotyo)-G(xty\xotyb)- ( 2 я ) ! 1 п г 0 ,

является гармонической всюду в области D, за исключением Яо.
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2. На внутренних границах С. функция G принимает постоянные
значения. Кроме того, контурный интеграл от нормальной производ-
ной dG/dn по любому аналитическому контуру CJ, охватывающему
только границу Ск и не содержащему внутри точку Яо, равен нулю.

3. Если область охвачена снаружи замкнутой кривой Со, то на ней

О ( Я , Я 0 ) = 0 .

Если область D неограниченно тянется в бесконечность во всех на-
правлениях, то на круге радиуса г0 -̂  «>

Если область D имеет границу Со, простирающуюся в бесконеч-
ность, то на конечном участке G (Я, Я о )= 0, а при г -»°°

С(Я,Я)=О(1).

Такая функция существует и она единственна.
Тогда движения точечных вихрей по-прежнему описываются урав-

нениями Кирхгофа, в которых выражение для гамильтониана имеет
вид

Zl\ (3.127)

В частном случае безграничной жидкости и отсутствия внешних те-
чений функция g - О, О (ЯЛ, Яр) s (27с)""1 In г„„ и выражение (3.127) сво-
дятся к обычному гамильтониану Кирхгофа (3.5).

Функция тока течения, обусловленного движением точечных
вихрей и внешним потоком, дается формулой

и -1

Система (3.4) в этом случае имеет только один инвариант —
энергию взаимодействия Я. Другие инварианты Кирхгофа, основан-



ные на инвариантности гамильтониана относительно сдвигов, здесь
уже отсутствуют. Это обстоятельство уменьшает число вихрей, для кс-
торых задача является интегрируемой. Согласно предположению {56]
для общего вида односвяэной области только движение одного вихря
дает интегрируемую систему. Строгое доказательство отсутствует,
хотя для определенного типа симметрии области ( например круга )
такое число равно двум.

Конформное отображение и теорема Рауса, Как и в других зада*
чах, связанных с отысканием гармонических функций на комплексной
плоскости, при изучении движения точечных вихрей естественен воп-
рос о возможностях метода конформного отображения. Другими сло-
вами, пусть известно движение вихрей в области D комплексной пло-
скости ш *~ х + iy, Требуется определить характеристики вихревого
движения в области £, плоскости £ •• % + щ, подучаемой из D с
помощью конформного отображения С ** /(*)* Зная ответ на этот воп-
рос, можно существенно расширить классы задач о движении точеч-
ных вихрей в ограниченной области, используя определенные, хорошо
известные решения в плоскости г% и различные аналитические
функции /(#), Применительно к плоским задачам гидродинамики то-
чечных вихрей в идеальной жидкости такой подход описан Э.Раусом
[220] и более детально Н.Е.Жуковским [30]. Суть этого подхода выра-
жает теорема Рауса, утверждающая, что при конформном отобра-
жении точечные вихри переходят в точечные вихри той же
интенсивности. При этом, если функция тока у(* р у{) определяет
движение вихря Я(*(, у{) интенсивности к на плоскости г, то функция

определяет движение вихря П(^, т],) на плоскости С. При отображении
из плоскости z в плоскость С Движение точечных вихрей в точках Па,
0»оц *}») описывается системой

где гамильтониан определяется соотношением

" (К\ > ^i • • • • i £„ • \ ) = Я (хх, у{,.

4it a C
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Рис.53

Следует отметить, что речь здесь идет о функциях тока и
гамильтонианах, относящихся только к движению самих вихрей;
функция тока течения преобразуется по иным законам. Отметим так-
же, что неподвижный вихрь в плоскости z уже может оказаться
движущимся в плоскости С

В частном случае конформного отображения заданной односвяэ-
ной области на единичный круг гамильтониан и уравнения движения
имеют вид

и. L V J , \S\ZJ\ 1 * ' „ , | g ( 2 o ) - * ( * B ) |

а = |
- \g(*jV

эя

При этом для случая наличия только одного вихря уравнение

= const

определяет его траекторию в исходной области D.
Движение одного вихря ш двугранном угле, В качестве примера

применения теоремы Рауса рассмотрим случай движения точечного
вихря в области, ограниченной двумя прямыми, которые образуют
двугранный угол а ~ \хк. Такая задача решена в работе (30), где в
зависимости от значения величины ц решение дает два типичных слу-
чая движения.

В случае |1 > 1, когда граница области не имеет острой кромки, в
качестве исходного известного движения в г плоскости было выбрано
движение одного вихря в полуплоскости 1тг > 0 с твердой границей.
Траектория движения вихря в полярных координатах дается соотно-
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шениев* p1smol ~ i< = const, где постоянная R определяется начальным
положением вихря. Пример такой траектории приведен на рис. 53.
При этом траектория имеет асимптотами стороны угла, ограничиваю
щего рассматриваемое течение. Для целых значений (J. такое решение
получено методом отражений [ 129,130 ].

Для случая 1/2 < \i < 1, т.е. когда граница имеет острую кромку,
приведенное выше решение дает бесконечно большую скорость на
острие клина. Чтобы избежать такого парадокса, необходимо выбрать
несколько иное течение в г-плоскости, состоящее из движения точечно-
го вихря в полуплоскости при наличии дополнительного равномерного
внешнего потока. Выбирая скорость этого потока такой, чтобы при
отображении на £ плоскость в вершине она обращалась в нуль ( имен-
но здесь, по нашему мнению, лежат истоки условия Жуковского —
Кутта — Чаплыгина на острой кромке ), после некоторых преобразо-
ваний получаем уравнение траектории

р, (1 - 4 ц sin2 ^ 6 t ) Чь? sin \i 6j = R .

В зависимости от соотношения начального угла и угла Jl - (arsin
^)/| возможны три типа траекторий — кривые 1 — 3 на рис. 53,6.

Асимптотами этих траекторий являются стороны клина и прямые, на-
клоненные к сторонам клина под углом р,

В предельном случае ц — 1/2 — твердой полуплоскости — имеем

Траектории движения изображены на рис. 53,0,
Отмеченное свойство траекторий точечного вихря позволило

Н.Е.Жуковскому объяснить, почему нельзя разрезать вихревой шнур,
по длине поднося к нему острый нож. Поднесение ножа приведет
центр вихря в движение по одной из трех траекторий (рис.53,в) и вихрь
будет всегда «убегать» от острия.

Движение нескольких точечных вихрей вблизи плоской границы,
Как уже отмечалось, случай движения одного точечного вихря в
полуплоскости представляет собой вполне интегрируемую задачу,
сводящуюся фактически к движению вихревой пары в безграничной
жидкости. Аналогично два вихря сводятся к задаче о движении ко-
аксиальных вихревых пар, подробно изученной выше. Практический
интерес представляет задача о приближении вихревой пары нормаль-
но к твердой границе у = 0. Задача обладает дополнительной
симметрией и описывается уравнениями

^i = JL fL__. JL |L
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Рис.54

относительно вихря 1 в правом квадранте, имеющего интенсивность к.
Интеграл данной системы имеет вид

41Ч2

(3.128)

и определяет гиг» р бол у — траекторию вихрей. Здесь / — начальное
расстояние между вихрями, d — начальное удаление вихрей от
стенки.

Анализ формулы (3.128) показывает, что, приближаясь к твердой
границе, вихри будут удаляться друг от друга, причем расстояние
между ними и твердой стенкой будет асимптотически стремиться к
а/2. Однако тщательный лабораторный эксперимент [96], выполнен-
ный в жидкости, показал, что вихревая пара будет «отскакивать» от
твердой границы после того, как расстояние между вихрями превысит
приблизительно учетверенное начальное. Такое расхождение между
теорией и экспериментом показывает ограниченную применимость
для слабо вязкой жидкости ( воды ) модели точечных вихрей. Даль-
нейший анализ этой задачи должен быть связан с учетом конечности
размеров вихревых пар.

Задача о взаимодействии вихревой лары со свободной границей
представляет значительно большие трудности даже для точечных
вихрей. В статье [237] проведен детальный численный анализ этого
процесса. Установлено, что в зависимости от значения числа Фруда
Fr «* к/Vg ,̂ характеризующего влияние силы тяжести на дефор-
мацию свободной поверхности, возможны различные ситуации. Для
значений Рг > 1 вихревая пара имеет значительную начальную ско-
рость, движется практически прямолинейно и, приблизившись к
свободной поверхности, «вьтрыгивает» из воды. Аналогичные
результаты получены экспериментально [12] для осесимметричного
случая вихревого кольца. Для значений Fr - имеет место промежу-
точная стадия, сопровождаемая генерацией поверхностной волны.
И, наконец, при Fr < 1 движение вихревой пары не отличается от



случая твердой стенки. Некоторые количественные данные [237] восп-
роизведены на рис.54 для разных чисел Фруда. Штриховой линией
показана траекторий вихревой пары при наличии твердой стенки,
сплошной — движение пары до определенного момента времени. Эта
эадача весьма интересна для численного моделирования на цветном
дисплее компьютера — нового направления современной
вычислительной гидродинамики [ 91,263 ].

Интересна с точки зрения рассмотренного вопроса о переходе от
упорядоченного движения к хаотическому задача о движении трех
одинаковых вихрей вблизи твердой границы. Различные варианты та-
кого движения подробно исследованы в [ 81, 112]. Фактически эта за-
дача сводится к коаксиальному движению трех вихревых пар. Уста-
новлено, что в зависимости от начального расположения вихрей воз-
можны как кваэнупорядоченное движение, сопровождающееся чехар-
дой [81], так и полностью хаотическое их движение [112]. Результаты
иллюстрируются сечениями Пуанкаре, траекториями вихрей
относительно подвижного центра завихренности и спектральными ха-
рактеристиками траекторий. В совокупности эти данные показывают,
что физическая картина движения значительно усложняется лрн до-
бавлении всего одной коаксиальной вихревой пары. Это обстоятельст-
во указывает на необходимость строгого обоснования широко приме-
няемых при конкретных расчетах моделей «дискретных вихрей» с
точки зрения хаотизации процесса.

Движение вихрей в прямолинейном канале. Наличие второй
параллельной стенки горизонтального канала приводит к тому, что
эадача о движении одного или нескольких точечных вихрей может
быть сведена к случаю безграничного пространства при наличии бес-
конечной последовательности вихрей соответствующей
интенсивности! расположенных на одних вертикалях с исходными.
Такие задачи детально рассмотрены в[ 15,163 ]. В случае одного вихря
задача допускает решение в квадратурах, При этом установлено, что
вихрь равномерно движется внутри канала по прямой, параллельной
стенкам, причем скорость зависит от местоположения в канале. При
этом, если вихрь расположен строго посередине канала, то его ско-
рость равна нулю и он покоится. Случай двух вихрей [17] также явля-
ется интегрируемым, однако траектории движения будут значительно
более сложными — наряду с поступательной чехардой при определен-
ных начальных положениях будет иметь место своеобразное
«запирание» движения, когда вихри движутся по замкнутым трае-
кториям. Движение нескольких точечных вихрей в канале и связанная
с ЭТИМ задача вихревого сопротивления обтекаемого тела детально
исследовались в (218].

Движение вихря в прямоугольнике. Такая эадача (1291 представ-
ляет интерес как нетривиальный пример ограниченной области, для
которой не удаегс* построить а конечном Аиде отображение на
единичный круг. Это обстоятельство во многом предопредели» те



сложности, с которыми приходится сталкиваться при рассмотрении
такой, казалось бы, канонической области. Рассматривая вихрь
интенсивности к в точке Р^х, у) прямоугольника 0 < х й 2а, 0 < у < 2Ь
легко убедиться, что располагая положительные изображения
(интенсивности к) вихря в точках Р^Цта + x, inb + у) и
Q^m(4ma - *, 4nb - у), а отрицательные (интенсивности к) — в точках
Р~тп(4та - дс, 4/ift + у) и Qmn(4ma + xt 4nb - у) ( здесь т и п —
положительные и отрицательные целые числа, не обращающиеся
одновременно в нуль), можно тождественно выполнить нулевые
граничные условия на всех четырех сторонах прямоугольника. Тогда
функция тока \|/(х, у)определяется формулой

*,<г и\ к 1 п П / ( 4 m 2 a 2 t 4 n 2 6 2 ) K 2 f f l a - х)2+(2п b-у))*
V ( * . i > > ~ 4 n i n j | { { 2 т а - х ) * + 4 п 2 Ь * ] [ 4 т * а 2 + ( 2 п Ь - у ) * ) '

m fc я -

(3.129)

показывает, что сомножитель т *• л •» 0 отсутствует.
Используя представления для эллиптических функций [80], беско-

нечное произведение (3.129) удается свернуть к компактному виду

l = -Mn

где Я(у) — функция Якоби, отношение действительных полупериодов
ft и Л которой определяется пропорцией ft/a ~ ft/ft «»X"1 .̂

Учитывая соотношение между эллиптическими»функциями, выра-
жение (3.130) дает неожиданно простое уравнение для траектории
вихря:

cot2am(K%) +cot2am (К'%) = е * - 1 = const . , 3 1 3 1 .

Вид замкнутой траектории, задаваемой соотношением (3.131),
частично проанализирован в [15]. В работе [84], в которой приведены
некоторые дополнительные данные, характеризующие период обра-
щения вихря, получена система уравнений

Fx = ̂ 4 ( F - p)*- gt(F- p) + g3 ;
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Fy = - ^ V 4 ( F - p ) a - g2(F- p)~ g, ,

где p « p (x); g-<o(y)F**p + g- const
p и со — функции Вейерштрасса со стандартными параметрами g2 и gr

Период обращения Т определяется интегралом

Fdz= 8л f
к ; iV(4 2f + - g 3 ) [ 4 ( F - 2 ) 3 -

где e, и e3 наименьший и наибольший действительные корни полинома
4* g2 gv

В частном случае, когда вихрь расположен строго в центре прямоу-
гольника (а, Ь), он будет оставаться в покое. При небольшом откло-
нении от этого положения вихрь будет двигаться по эллипсу, причем
период обращения постоянен:

Т =
e,- e2)(e2- еъ)

Задача о движении уже двух вихрей в прямоугольной области за
исключением некоторых симметричных случаев начального располо-
жения будет приводить к хаосу.

Движение точечных вихрей в круговой области. Характерной осо-
бенностью круговой области является возможность выполнить нуле-
вые условия для нормальной составляющей скорости на границе,
убирая окружность и добавляя к исходной системе п точечных вихрей
дополнительные п вихрей. Они располагаются на продолжениях
радиусов — векторов исходных, причем их радиусы Ra связаны с
исходными радиусами га и радиусом круга а соотношением /?игп

 e a2, a
интенсивности равны и противоположны по знаку. Такая «зеркаль-
ная» инверсия позволяет рассмотреть многие интересные ситуации. И
хотя такие задачи впервые рассмотрены на ранних этапах развития
вихревой динамики [ 129, 169 ], в последнее время наблюдается ус-
тойчивый интерес к движению нескольких точечных вихрей в круговой
области [90, 131, 153, 154 J. Этот интерес связан с попыткой понять
влияние границ на природу порядка и хаоса в динамике точечных
вихрей. Не ставя целью охарактеризовать все полученные в этом на-
правлении результаты { многие из рисунков цитированных работ
обладают не только научной, но и эстетической ценностью, показывая,
как причудливо и красиво организовано упорядоченное движение
двух вихрей ), дадим лишь общую постановку и приведем ряд любо-
пытных данных, характеризующих специфические особенности дви-
жения при дополнительных ограничениях симметрии.

171



Уравнения, описывающие изменения во времени положений za(t)
точечных вихрей интенсивности к а ( а_, ^N), которые расположены в
круге |г| £ а, имеют вид

**- _1
2ni Гг^Х - «в)

P = » l P»l (3.132)

Отметим, что хотя при инверсии относительно окружности получа-
ется система 2N точечных вихрей в безграничной жидкости, урав-
нения (3.132) записываются только для основных вихрей. Это связано с
тем, что остальные не являются свободными, а должны всегда
«отслеживать» позицию исходных для выполнения условия на
границе.

Система (3.132) имеет два инварианта / и //, вводимых по формулам

(3.133)

Наличие двух инвариантов (3.133) делает систему (3.132)
интегрируемой для случая двух вихрей произвольной интенсивности.
В работе [153] представлены данные, характеризующие движение
вихревой пары и одинаковых вихрей в цилиндре. Построены фазовые
траектории — зависимости величин % %»(р\ ± р|)/2, где ра ~ *J%% со-
ответственно от разности углов 0t — 68 при различных значениях пара-
метров / и О *» exp (4fttf). В зависимости от / фазовый кривые ведут се-
бя различно, образуя как замкнутые, так и разомкнутые кривые. Для
типичных точек построены траектории и проведена классификация
типов движения а зависимости от начального расположения вихрей.

Становимся на частном случае, когда в круге имеется а вихревых
пар» расположенных в начальный момент времени симметричным че-
редующимся образом» т.е. координаты положительных вихрей (рб, 2я
(а — 1 )/п 4- еД а отрицательных — (р0,2п (в — 1 j/n — в0), 0 < в0 <> n/nt

а - 1,2,..., л. В этом случае инвариант / будет тождественно равен ну-
лю, а инвариант Н приводит к соотношению между значениями р и в:

• const.
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Вихри в каждом из секторов
п/п совершают движения по замк-
нутым траекториям. На рис. 55
вихри представлены при п — 1 для
некоторых начальных значений
Ро» %• Отметим, что для значения
90

 ж я/2я, т.е. когда вихри лежат
на биссектрисах соответству-
ющих углов, а Н удовлетворяет
условию 1 — р̂ Л = 4fip*rt, т.е.

Po = l

все вихри будут покоиться. Состо-
яние равновесия при этом являет- Р и с ^
ся устойчивым относительно симметричных возмущений [ 129, 169).

Другие случаи при N > 3 будут приводить к хаотическим
движениям.

7. Адвекция частиц жидкости в поле точечных вихрей

Адвекция частиц в поле точечного вихря. Во всех рассмотренных
ранее плоских задачах о точечных вихрях в идеальной жидкости
исследовались вопросы движения самих вихрей ( изменение во вре-
мени их траекторий ). Не меньший интерес представляет анализ
движения окружающей эти вихри жидкости. При этом частицы
жидкости находятся в потенциальном поле скорости и, на первый
взгляд, их движения должны быть достаточно простыми. С
движением именно этой области связаны практические вопросы о
переносе пассивной примеси в атмосфере и океане, взбалтывании и
перемешивании недиффундирующих жидкостей, визуализации пото-
ков. И хотя об этой проблеме упомянул В.Гребли, активное изучение
проблемы, носящее общее название проблемы адвекции, началось
лишь благодаря работе Х.Арефа [89]. Благодаря работам [94, 127,
226], посвященным моделированию спектров двухмерной турбулент-
ности, оказалось, что проблема адвекции весьма сложна. Эта ситу-
ация, в первую очередь, связана с неустановившимся потенциальным
полем скоростей, обусловленным движением точечных вихрей.

Математически постановка задачи о плоской адвекции выглядит
так. Необходимо отыскать решение системы дифференциальных урав-
нений
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большей для тех частиц, радиальная координата которых имеет мень-
шее значение.

Формулы (3.135) позволяют представить деформацию пятна, име-
ющего в начальный момент круговую форму в любой момент времени.
Анализ результатов показал, что можно выделить три временных
диапазона. В области времен О < I < 2ле2/к пятно слабо меняет свою
форму. Область 2пг2/к £ / <2я/?2/к отвечает процессу закручивания
вокруг вихря ближайшей к нему области пятна. Начиная с времени
t > 2я/?*/к практически вся область пятна находится в закрученном
спиралевидном состоянии.

Адвекция частиц в поле вихревой пары. Впервые деформацию
прямолинейной линии, соединяющей в начальный момент времени
два вихря вихревой пары, рассмотрел Е.Рике [215J. Впоследствии
эта картина была воспроизведена в |3]. Ниже представлены до-
полнительные результаты по адвекции частиц жидкости и растя-
жении материальных линий и областей внутри и вне атмосферы
вихревой пары.

Пусть в безграничной идеальной жидкости движется вихревая
пара, координаты которой на комплексной плоскости определяются
соотношениями

/- ia.
Ana z 4n a

Ставится задача определения траектории движения z(t) « x(t) +
4- iy(i) частицы жидкости, занимающей в начальный момент t — О
положение z0

 в х0 + iy0.
Уравнение движения частицы в потенциальном двухмерном поле

скорости, индуцируемом двумя расположенными в точках/,(/) и Z2(/)
вихрями интенсивности ±к, имеет вид

z - 1 Х г- Z2j' (3.136)

Учитывая закон движения ( 3.136), вводя безразмерные координа-
ты £ « х/а, ц * у/а, х * (к/па2у и разделяя действительную и мнимую
части в (3.214), получаем систему |24j

dx

dx £ * + ( n - 1) ! U + ( 1 + 1 ) J 4 (3.137)
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Автономная динамическая система (3.137) является гамнльтоно-
вой с гамильтонианом

«b-Jt-l»- 4
Соотношение

V>- V) a
= const

(3.138)

дает связь между координатами \ и т\ в момент времени т для исходной
частицы. Таким образом можно последить за траекториями частиц,
находящихся в поле вихревой пары. При практических расчетах
интегрируемая система (3.137) решалась численно, а соотношение
(3.138) использовалось в качестве контрольного.

Исследованы конкретные ситуации расположения некоторых
областей жидкости как внутри, так и снаружи атмосферы вихревой
пары. Для определения общей тенденции поведения частиц в поле
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вихревой пары произведены расчеты растяжения прямолинейного в
начальный момент ( здесь и далее показана только верхняятголупло-
скость ) отрезка, соединяющего оба вихря. На рис.56 показаны после-
довательные в различные моменты времени положения этого отрезка.
Видно, что часть отрезка, расположенная вблизи вихрей, растягивает-
ся и закручивается внутри него, а остальная часть сносится к перед-
ней границе атмосферы. При этом длина отрезка Щ)~ / при <-><».

На рис. 57 показана деформация круга радиусом 1/VTT, располо-
женного симметрично относительно двух вихрей. Здесь отчетливо про-
является тенденция вытягивания в спираль отмеченной области. При
этом форма перемещенной области при больших временах качествен-
но слабо зависит от своей начальной формы. Это подтверждает рис.58,
где показаны положения в различные моменты времени квадрата,
имеющего ту же площадь, что и рассмотренный выше круг. Ьлияние
близости области к тому или иному вихрю отражает рис. 59. Здесь
внутри атмосферы помещен круг радиусом 0,25, центр которого уда-
лен от верхнего вихря на расстояние 0,5. При этом картина де-
формирования такой круговой области показывает слабое влияние на
нее второго вихря и практически совпадает с рассмотренным выше
случаем адвекции в поле одного вихря. Справедливы также приведен-
ные выше оценки для характерных временных масштабов Наконец,
на рис. 60 показана деформация прямоугольной области, располо-
женной вне атмосферы пары вблизи ее передней границы. Здесь
реализуется гладкое движение, характерное для потенциального
обтекания овального твердого тела.

Рассмотренные ситуации являются наиболее простыми приме-
рами интенсивно развивающегося в настоящее время [ 124, 151, 198,
254 {направления гидромеханики — взбалтывании и перемешивании
недиффундирующих жидкостей. Значительно более сложным приме-
ром является ситуация хаотической адвекции, например, движение
частиц в поле трех точечных вихрей. Различные возможные картины
движения частиц представлены в [С^.Такое хаотическое движение на-
зывается лагранжевой турбулентностью и представляется многообе-
щающим для дальнейших исследований.
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Глава четвертая

ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ ВИХРЕВЫЕ СТРУКТУРЫ

О хаос, скрытый в недрах вещества.,

М. А. Волошин * Путями Каина»

Следующим после плоских вихревых движений обширным классом
являются осесимметричные структуры. Характерным для этих обра-
зований является то, что вихревые линии здесь представляют собой
замкнутые окружности, центры которых расположены на одной и той
же прямой. Впервые такой класс движений вихрей в идеальной без-
граничной жидкости рассмотрен Г.Гельмгольцем [135J. Он изучил
общие свойства торообразной области завихренности (одиночного
кольца) и в случае кольца малого конечного поперечного сечения пока-
зал, что оно движется, не изменяя радиуса центра тяжести поперечно-
го сечения, с постоянной, но весьма большой скоростью, направленной
в ту же сторону, в какую жидкость течет сквозь кольцо. В дальнейшем
эта вихревая структура являлась предметом многочисленных иссле-
дований. Прежде всего это объясняется сравнительной легкостью
формирования такого кольца, часто встречающегося и в природе.
Удивительным свойством была неоднократно отмечавшаяся способ-
ность кольца продвигаться на значительные расстояния, сохраняя во
времени свою устойчивую форму. Так, например, отмечалось [5], что
холостой выстрел из пушки производит вихревое кольцо диаметром
1...2 м, движущееся со скоростью приблизительного м/с и проходящее
в среднем 450 м и способное благодаря своей энергии сбивать
различные препятствия.

Теоретические исследования движения осесимметричных вихре-
вых структур в идеальной жидкости, выполненные в прошлом
столетии, позволили установить аналитическую формулу для ско-
рости вихревого кольца (вызвавшую, согласно [69], много споров),
обнаружить предельный случай — сферический вихрь Хилла [144] —
и тщательно исследовать установившиеся движения одиночного коль-
ца немалого поперечного сечения (121]. Вновь возникший интерес к
проблеме взаимодействия вихревых структур в настоящее время
объясняется стремлением более глубокого проникновения в природу
различных гидродинамических явлений, а также их описания и
понимания не с точки зрения параметров макродвижения, а при
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помощи законов, обусловленных внутренними процессами. Здесь не-
обходимо отметить исследования когерентных структур в турбулент-
ных течениях [147], образования взаимодействующих пространствен-
ных структур в следах за летящими птицами [207]. Кроме того, изве-
стен ряд исследований, в которых при помощи системы взаимодейст-
вующих вихревых колец моделировалась эволюция осесимметричных
течений во времени [ 82,110 ].

Предметом основного внимания в данной главе будут
осесимметричные вихревые кольца, взятые в процессе их взаимо-
действия. Несмотря на подобное ограничение, в этих задачах можно
встретить значительное разнообразие различных физически* ситу-
аций. Прежде всего это относится к совмещенным концепциям поряд-
ка и хаоса в гамильтоновых динамических системах.

1. Уравнения движения

Как отмечено в первой главе, осесимметричное движение жидкости
без закрутки в цилиндрической системе координат (г, О, z) описывает-
ся вектором скорости ц^{и(гг z, 00. ^ , г> 0l- Такое допущение о поле
скорости приводит к единственной отличной от нуля окружной компо-
ненте вектора завихренности со=[0, со(г, г, t)tQ]t где

ди, ди ж
Ш~1аГ~ ~дГ ' (4.1 )

Уравнения Гельмгольца, записанные покомпонентно в табл.3, для
осесимметричного случая движения сводятся к одному скалярному

Условие несжимаемости жидкости позволяет ввести функции тока
у(г, 2, t) для осесимметричного случая и записать

' * Ъг г Ъг (4 .3)

Для идеальной жидкости (#~0) уравнения (4.1) и (4.2) с учетом (4.3)
могут быть записаны в терминах со—у

Эг

Ы гЪгЪг гЪгЪг\г) (4 .4)
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В случае, если распределение о)(г, г, () из каких-либо соображений
известно, то первое из уравнений (4.4) можно свести к уравнению Пу-
ассона относительно функции г"*1^08^ с плотностью (ocosd/4n,
занимающей ту же область, что и завихренность. Отсюда следует
представление

G(r,r\z- z')to(r\z',t)dr'dz';

2л

cos #d 8
. +r'~ 2 r r ' c o s 9 ' + ( z - zV • ( 4 5 )

Здесь G — функция тока , обусловленная круговой вихревой нитью
циркуляции 4яг, которая проходит через точку (г', z'), a S —
меридиональное поперечное сечение области завихренности.

В важном частном случае установившегося движения, когда
Э/Э/̂ О, второе из уравнений (4.4) выполнимо при

r " t { ^ ^ (4.6)

где F — произвольная дифференцируемая функция.
Проблема отыскания установившихся осесимметричных движений

завихренности чрезвычайно сложна — задача при этом сводится к
совместному рассмотрению уравнений (4.5) и (4.6). При этом получа-
ется нелинейное интегральное уравнение с неизвестной границей dS
области S. Различные современные подходы, основанные на
асимптотических и численных методах, к анализу этой проблемы в
случае вихревого кольца немалого конечного сечения изложены в[ 126,
190].

Возвращаясь к общему случаю движения и исключая в (4.4)
завихренность со, получаем уравнение только для функции тока у

Ы*~г1Ё1Гг~ 7 й г З г ] [ г Д д г 2 " 7 дг *az 2 j j ° ' (4.7)
Решение этого уравнения полностью определяет характер

осесимметричного движения при соответствующих начальных и
граничных условиях или условиях покоящейся на бесконечности без-
граничной жидкости. Отметим, что отыскание точных решений урав-
нений (4.7) представляется весьма нелегкой проблемой и к настояще-
му времени известно лишь одно такое решение — сферический вихрь
Хилла[144].

Для дальнего поля /?-»<» функция тока имеет вид [245]
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- *)'•«>•

= n\ jr*to(rtztt)drdz = const;

OO

- OO 0

= J jr2z<odrdz2n.
- OO 0

Отсюда, используя (4.3), можно определить дальнее поле скорости
при осеснмметрнчном распределении завихренности.

2. Установившееся движение одиночных
осесимметричных вихрей

Сферический вихрь Хилла. Прежде чем перейти к описанию взаимо-
действия нескольких осесимметричных вихрей, необходимо и интерес-
но рассмотреть процесс движения одиночной осеснмметричной вихре-
вой структуры. В отличие от плоского движения, где одиночный вихрь
не будет изменять координаты своего центра тяжести,
осесимметрнчный вихрь будет двигаться поступательно вдоль оси z.
Знание процессов такого движения — необходимая предпосылка для
анализа более сложного процесса взаимодействия нескольких
осесимметричных структур.

Впервые возможность ситуации, когда в безграничной идеальной
жидкости существует движущаяся осесимметричная область с
отличной от нуля завихренностью, обсуждалась М.Хиллом [143]. В
работах В.Хихса [ 139, 140 ] с привлечением созданной теории
тороидальных функций рассмотрены различные варианты движения
и колебаний одиночных вихревых колец конечного сечения. Эти
результаты позволили уточнить приведенную в[ 111,238 ]прнближен-
ную формулу для скорости движения вихревого кольца. По богатству
идей и фактического материала интересна работа Ф.Дайсона [121]
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(впоследствии Королевского астронома, получившего при наблю-
дении полного солнечного затмения 1919 г. данные» подтверждающие
общую теорию относительности ). Эту работу можно поставить в один
ряд с работой В.Гребли по плоским вихрям.

М.Хилл [144] предложил выбрать частное решение уравнения (4.7),
записанное в терминах функции тока для безграничной идеальной
жидкости, в виде

Эг2 г дг Эг 2 а ' (4.8)

где (а, к) — произвольные постоянные.
При этом уравнение (4.7), очевидно, удовлетворено тождественно.

Частным решением уравнения (4.8) выступает выражение

Щ (4g)
где Z — произвольная функция только времени /.

Функция тока (4.9) позволяет легко определить все кинематические
и динамические характеристики поля течения

ur = 2-~r(z- Z ) ;

- Z ) 2 - 2 ^ ( 2 r 2 - a 2 ) - Z;

-¥'• (4Л0,

Формулы (4.10) показывают, что кинематические характеристики
неограниченно увеличиваются с ростом г. При этом компонента
завихренности изменяется по линейному закону. Чтобы получить
физически содержательное решение, М.Хилл предположил, что ха-
рактер поля течения вида (4.10) справедлив только внутри сферы
радиуса а, центр которой движется со скоростью Z вдоль оси г. Вне
этой области жидкость образует потенциальное поле течения, соответ-
ствующее обтеканию твердой сферы радиуса а идеальной жидкостью.
Такое решение хорошо известно.

Условие непрерывности на поверхности движущейся сферы нор-
мальной составляющей скорости и давления приводит к необ-
ходимости выполнения условия 2A-3Z/2, которое показывает, что пос-
троенное сферическое образование (вихрь Хилла) будет существовать
при постоянной скорости движения.
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Рис.61

Сведем в табл.7 итоговые результаты, полностью характеризу-
ющие движение сферического вихря Хилла через его параметры —
радиус а и скорость Л-const. Здесь /?8~га+(зч~£ — расстояние от
точки наблюдения (г, г) до центра сферы.

На рис. 61 представлена картина меридионального сечения
сферического вихря, движущегося с постоянной скоростью в
жидкости. Сплошные линии отвечают осесимметричным поверхно-
стям, содержащим одни и те же жидкие частицы. Замкнутые линии
внутри вихря отвечают кривым

а разомкнутые — задаются уравнением

г2[1- ( а / Л ) э J = d 8 = const; OS d*£ « .

Видно, что внутри вихря частицы движутся по замкнутым трае-
кториям, имеющим в качестве центра точку г~0,71а, г—2*0. Период
полного оборота частицы по замкнутой траектории удается вычислить
аналитически и выразить через эллиптические интегралы. Установле-
но [144], что при уменьшении d4 от а*/4 до 0 время полного оборота воз-
растает с 4 а л/3 Z до <», Последнее значение связано с наличием
критических точек Р* и Р" на сепаратрисе — поверхности сферы.

Вне сферы возмущения, обусловленные наличием вихревой
области, быстро убывают с ростом г (например, при удалении от оси
на расстояние 10 а траектория частиц отклоняется от прямой г~10а не
больше, чем на а/200).
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Таблица 7

Паряметры

Скорость

радиальная

осевая

Функция тока

Поверхности, со-
держащие одни
и те же частицы

Потенциал скорости

Завихренность

Кинетическая
энергия

Вихревое движение

внутри сферы(г^в)

3Zr(2—Z)/2a

Z[5a2-~3(2~Zj2---6r2l/2a2

3Zr2(tf2-§a2)/4a2

3Zr*(R2—a2)/4a2-const

l5Zr/2a2

23*a3Z2/2l

вне сферы

3a3Zr(2—Z)/2Rn

a*Z[3(z-Z)2-R2)/2R*

-a3Zr2/2/?3

Zr2(/?3—a3)/2/?3-const

—a3Z(*--Z)/2/?3

*pa3Z2/3

Попытка рассмотреть стационарно движущийся, имеющий
завихренность эллипсоид вращения, несмотря на возможность пост-
роения замкнутых аналитических выражений для поля скорости в та-
кой канонической области [144], не привела к успеху. При этом не
достигнута непрерывность давления на поверхности эллипсоида, что
привело к необходимости учитывать периодическую деформацию раз-
деляющей поверхности в процессе движения. Более детальные
результаты содержатся в [132].

Построенное точное решение — сферический вихрь Хилла — вы-
звало у ученых [43] вопрос о возможности наблюдения такого объекта.
В работах [ 186, 202 ] исследовалась «реакция» сферического вихря
Хилла на некоторые осесимметричные возмущения его поверхности.
Как аналитически (методом возмущения формы границы) [186], так и
численно [202] установлены достаточно нетривиальные результаты.
Так, при незначительном растяжении сферы вдо/у> оси движения, т.е.
когда вихрь Хилла в начальный момент имеет форму вытянутого
сфероида, определенная часть завихренной жидкости вытягивается в
виде данного шлейфа вниз по течению, а основная масса завихренной
жидкости к сферической форме. Если начальная форма вихря являет-
ся сплющенным сфероидом, то картина будет иной. Безвихревая
жидкость будет захватываться через кормовую точку Р~, продвигать-
ся внутри вихря и почти достигать носовой точки Р+. В дальнейшем
эта жидкость будет циркулировать вблизи границы вихревой области.
В конечном итоге картина асимптотически приближается к почти
стационарному движению вихревого кольца немалого поперечного се-
чения, параметры которого зависят от начальной деформации. Боль-
шое число рисунков, показывающих последовательность процесса
разрушения сферического вихря, приведено в [202] на основании тща-
тельного численного расчета. В совокупности эти данные показывают
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возможный механизм формирования вихревого кольца из сферичес-
кой капли. Эти вопросы тесно связаны с задачами движения пузырь-
ков, капель и термиков в жидкостях.

Суммируя сказанное, отметим, что сферический вихрь Хилла обра-
зует предельный случай семейства установившихся осесимметричных
вихревых образований, движущихся не меняя своей формы в без-
граничной идеальной жидкости. Другим типом такой вихревой струк-
туры является вихревое кольцо.

Одиночное вихревое кольцо. Впервые такую задачу с учетом
свойств завихренности внутри кольца рассмотрел В.Хикс [ 139, 140 ].
Основываясь на использовании разложений искомых функций тока
внутри и вне вихревого кольца в ряды по полной системе тороидаль-
ных функций для главного члена разложения скорости движения
кольца W, для случая равномерной завихренности в кольце
(ю/г—const) В.Хикс получил равенство

(4.11)

где R — расстояние от оси г до центра тяжести поперечного сечения
вихревого кольца; а — радиус поперечного сечения кругового кольца
равной площади с исходным; к — общая интенсивность завихренности
в кольце.

В то же время для вихревого кольца с однородной завихренностью
малого кругового сечения в [ 111, 160, 168, 238 ] были выписаны глав-
ные члены разложения эллиптических интегралов, входящих в выра-
жение ( 4.5) для функции тока, и на этой основе предложена формула
для скорости поступательного движения кольца:

« * _ Л
a lJ' (4.12)

Поскольку 6R/a » 1, то различие между численными значениями
скорости, вычисленными по (4.11) и (4.12), весьма мало. Однако это
расхождение имеет принципиальный характер, так как ранее В.То-
мсон [240], исходя из работы Г.Гельмгольца [135], на основе элементар-
ных соображений получил формулу (4.11).

Корректное решение этой задачи сделал Ф.Дайсон [121]. Хотя в
этой работе содержатся исчерпывающие сведения обо всех харак-
теристиках установившегося движения вихревого кольца конечного
сечения, в 1970 г. независимо опубликованы статьи [ 126, 221 ], посвя-
щенные данной проблеме. Наконец, в [190] проведен детальный
численный анализ движения вихревого кольца и подтверждена на-
дежность асимптотических разложений Ф.Дайсона.

Рассмотрим вихревое кольцо меридионального сечения 5 (рис.62),
расположенное в безграничной идеальной жидкости. Принимая, что

185



Zi форма сечения кольца близка к круговой, в
местной полярной системе координат (р, х) с

я

о

— - ^

/ s >
/ V

V."
Рис .

откуда следует

\
г

62

, ЧТО

началом в центре тяжести сечения с можно
записать параметрическое уравнение
Границы кольца:

р = а ( 1 + Р, cos х + Ра cos 2x +...),

где а — средний радиус сечения; Pi, p2, ра»—
— малые величины.

Расположение начала координат в цент-
ре тяжести приводит к равенству

2* р
Г f

0 0

Как показано в [121], p^Ofo*), pĵ Ofo3) и так далее, поэтому
Pj-tXc1), где a~a/R < 1. Следовательно, с точностью до членов а4 урав-
нение поперечного сечения кольца имеет вид

р = а ( 1 + р2 cos 2% + Рэ cos Зх + Р4 cos 4x ) . (4.13)

Принимая равномерное распределение завихренности внутри
кольца (G)//?-ft-const), удовлетворяющее уравнению Гельмгольца
(4.2), для определения функции тока у(г, г) имеем уравнение

(4.14)
У l^L^L^l- иг2внутри5,

дг* г Ъг Эг2 1 0 вне S'

при условиях непрерывности у и dy/Эп на границе вихревого кольца и
убывания на бесконечности.

Как отмечалось выше, решение уравнения (4.14) для точек г, z вне
вихревого кольца может быть записано в виде

>.- zV (4.15)

где интегрирование проводится по всей области, занятой вихревым
кольцом. Ф.Дайсон [121] развил эффективный способ вычисления
интегралов (4.15), предвосхищающий операционный метод решения
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дифференциальных уравнений в частных производных в теории теп-
лопроводности и упругости.

Вводя замену г'*»/?—х\ формулу (4.15) можно формально записать
в виде

t\r

и при вычислении двойного интеграла по области S, задаваемой по
(4.13), рассматривать d/dr и d/dz как константы.

После громоздких, но очевидных выкладок приходим к
асимптотическому ряду

(4.16)

где

За 5а о

+ Р % Р

•4
Рз
6"

о-4

Если кольцо находится в установившемся движении со скоростью в
положительном направлении оси z, то на поверхности кольца
r*-/?+pcosx» z«=psinx должно выполняться равенство
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которое отражает тот факт, что при наложении на исходное течение

постоянного поля (О, О, W) с функцией тока —ijWra вихревое кольцо

будет покоиться и не изменять форму границы. Комбинируя соотно-
шения (4.13), (4.16) и (4.17) и собирая подобные члены при cosx» co*2% и
так далее, получаем нелинейную систему алгебраических уравнений
относительно неизвестных ра, (J3, р4, решение которой (121] имеет вид

12Х + 7 ^ 2 . 7
32~~° + 3072

4 .
а •Р 4 - 612 а • к~ш а *' (4Л8)

Уравнения (4.18) дают скорость движения кольца при уста-
новившемся движении и форму его поперечного сечения. Поперечное
сечение слегка вытянуто в направлении движения кольца» но зна-
чения р3 и Р4 обычно очень малы. Например, для о~0,3 (случай весьма
толстого кольца)

Я7 = ̂ 2 , 9 б ; (*, = - 0,063; fc— 0,00^; р4 = 0,00б.

Нетрудно видеть, что для такого случая применение формулы
(4.12) дает погрешность 25%.

Современные асимптотические подходы к этой задаче [126, 252]
дали аналогичные (4.18) разложения, однако малый параметр а
при этом выбирался иным и учитывалось достаточно произвольное
распределение завихренности <D~F(y) внутри кольца. Для случая
равномерной завихренности получены асимптотические формулы
для скорости W, импульса жидкости Р вдоль оси z и кинетической
энергии Г:



Т а б л и ц а 8

о

0,0005

0,0116

0,05

0,1

п
0,56 Я 3

1,362 Я 3

1,685 Я 3

2,18 Я 3

W%
0,3

0,7

2,6

5,2

£,/£„%

70,4
72,4
67,0

62,8

£,/£*%

29,3
26,9
30,4

32,0

О

где S^aln— : L — средний радиус кольца, определяемый полусуммой

наибольшего ОВ и наименьшего ОА удаления границ поверхности
кольца от оси г (рис.62).

Безразмерный параметр а вводится так, чтобы площадь сечения
кольца S была равна площади круга радиуса La, т.е. a2ss\S\/nL2. Для
тонких колец параметры о н а практически совпадают, при более
толстых — существенно различны. Отметим, что а изменяется в пре-
делах от 0 до VsT. Последний случай отвечает сферическому вихрю
Хилла. Отметим, что скорость вихря Хилла, вычисленная согласно
асимптотической формуле (4.19), отличается от точной всего на 6%.

Отметим, что в [221] на основе общих соотношений для функции то-
ка и энергии, приведенных в [ 46, 135 ], получены следующие соотно-
шения для скорости W и энергии Т произвольного распределения
завихренности, но только в тонком кольце кругового поперечного се-
чения:

M_ 2_

Г ( а ) = 1 .
(4.20)

Для частного случая равномерной завихренности, когда
«\Кр}-к/ка' (0<p<a) (вращение как твердого тела) r(S) = S2/a8,
приходим к формуле Кельвина (4.11).
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Важной особенностью уста-
новившегося движения вихревого
кольца является перенос вместе с
ним некоторой массы жидкости.
Границей области для массы
служит уравнение у~0, выражаю-
щее тот факт, что осевая скорость
частиц на границе равна скорости
движения кольца. В отличие от оваль-
ной по форме атмосферы вихревой
пары возможны три различных по
связности конфигурации данной
области, а именно: тороид, целиком
охватывающий вихревое кольцо,
лемнискатная поверхность с особой
точкой, расположенной строго на оси
кольца, и сплющенный сфероид [ 8,
43]. Однако первые две формы чрез-
вычайно трудно реализовать в экс-
периментах ввиду необходимости соз-
дания очень тонкого кольца. Нетруд-
но показать ( впервые это сделал
В.Хикс [141] ), что тороидальная
область будет иметь место лишь для
а < 0,0116» Лемнискатной поверх-
ности отвечает предельное значение

0-0,0116.
Таким образом, все пространство, занятое идеальной жидкостью, в

которой движется с постоянной скоростью осесимметричное вихревое
кольцо, можно разбить на три области. Область I — непосредственно
вихревое кольцо; внутренняя II — безвихревая жидкость, движущая-
ся вместе с кольцом; наружная III — безвихревая жидкость, покояща-
яся на бесконечности. В работе [141] при относительно малых зна-
чениях о, когда форму установившегося движения кольца можно
считать круговой, изучены соотношения объемов и кинетических
энергий для каждой из этих областей.

В табл.8 приведены объемы У„ области II и кинетическая энергия
каждой из областей E/EQt где £0 — общая кинетическая энергия.
Анализ полученных численных данных табл.8 показывает интерес-
ную закономерность в распределении энергий — наибольший ~клад в
суммарную энергию дает область II, движущаяся вместе с кольцом.
Этим и объясняется возможность передачи вихревым кольцом боль-
шой энергии на значительные расстояния.

Приведенные результаты относятся исключительно к ситуации
тонких вихревых колец, когда их сечение при установившемся сечение
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круговое. В работе [190] проведен полный и подробный анализ на
основе численного решения нелинейного интегрального уравнения
(4.6) для случая равномерной завихренности o)/r=»const. Как и в [126],
кольца параметризовались по параметру а. На рис.63 представлены
характерные ситуации для различных значений а. Сплошными
линиями обозначены формы границ сечения вихревого кольца,
штриховые линии отвечают границам внутренней области И, движу-
щейся вместе с кольцом. Видно, и данные расчета это подтверждают,
что с увеличением а от 0 до приблизительно 0,3 объем области II
увеличивается, а затем монотонно уменьшается, стремясь к нулю
при ос-> V2". Предельное значение a = V5f отвечает рассмотренному
выше сферическому вихрю Хилла. Примечательно, что этот вихрь не
вовлекает с собой в движение безвихревую массу жидкости.

3. Взаимодействие коаксиальных вихревых колец

Уравнения движения. Задачи о взаимодействии круговых вихревых
колец принадлежат к числу наиболее интересных проблем динамики
завихренности. С момента опубликования работы [135], где приводится
качественное описание совместного движения двух коаксиальных вихре-
вых колец, постоянный интерес к этой области обусловлен не только
внутренней красотой задач, но и прямым применением полученных при
их решении результатов к объяснению природы различных физических
явлений. Решение задачи для общего случая движения нескольких
произвольно ориентированных вихревых колец наталкивается на огром-
ные математические трудности и в настоящее время отсутствует. Важ-
ный частный случай взаимодействия коаксиальных тонких вихревых ко-
лец представляется более доступным для математической трактовки и
анализа результатов. Тем не менее, благодаря сложной картине взаимо-
действия нельзя, рассмотрев какие-либо конкретные случаи, предска-
зать поведение системы коаксиальных колец в общем виде. Поэтому бу-
дем придерживаться такой линии описания, которая будет использовать
любую возможность классифицировать процессы взаимодействия по ха-
рактерным начальным условиям.

Как и при взаимодействии плоских вихревых структур, в простран-
ственном осесимметричном движении весьма вероятны неупорядочен-
ные хаотические ситуации. В данном параграфе рассмотрим общие
положения движения системы из N коаксиальных вихревых колец, а
также детально ситуацию, когда взаимодействуют два коаксиальных
вихревых кольца произвольных начальных параметров.

Пусть в безграничной идеальной жидкости, покоящейся на беско-
нечности, имеется N коаксиальных круговых вихревых колец
интенснвностей к, с координатами Zi9 /?,( используется цилиндричес-
кая система координат ). Здесь /?, — радиус i-го вихревого кольца —
расстояние от оси z до центральной линии сечения кольца, представ-
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ляющей собой окружность. Предположим, что на всем протяжении
движения сохраняется условие малости кругового поперечного се-
чения колец радиусом а/^ « Rt). Требуется определить в любой мо-
мент времени положение в пространстве каждого вихревого кольца.

Уравнения движения относительно функции тока имеют в этом
случае в цилиндрических координатах вид

дг3 г Ъг Й22 " V Y / (4.21)

где в областях, занятых кольцами, //\|>Н), а везде вне области колец

Функции у и ее производные непрерывны на поверхности колец.
Для осесммметричного случая однородной завихренности (co/r=const)
всегда //y^Af,—const.

Для решения задачи выберем на поверхности 1-го кольца
произвольную точку Я,, координаты которой

r/ = /?,- a, cos а ;

z[ = Z{ + a{ s in a .

Здесь a — угол радиусом кольца Rt и нормалью, проведенной к
поверхности кольца через точку Рг

Величина функции тока у для точки Я, будет состоять из части у,,
связанной непосредственно с распределением завихренности Rif и

части У HV связанной с распределением завихренности остальных
У * »

#—1 колец.
Величина у, определяется из (4.21) стандартным образом:

r2cosQdzdrdtf

Интегрирование ведется по объему вихревого кольца V.
Проинтегрировав это выражение по окружной координате д, по-

лучим выражение

'\[ 4 г 2

х
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к

( ? - г ) * + ( { + г ) 2 * (4.22)
В точке /*,, расположенной на поверхности кольца, модуль k2<=\. В

этом случае эллиптические интегралы представляются, согласно (80],
в виде степенных рядов:

где Jk' = V l - *» .
Подставив ( 4.23) в выражение (4.22) и представив подынтеграль-

ную функцию в виде ряда по степеням а/Я,, получим

Для определения вклада уу от /-го кольца в точку Я, воспользуемся
выражением закона Био — Савара (1.35) в виде

Введем очевидную замену к , - я M , a J Rt . Тогда суммарное зна-
чение функции тока на поверхности i-ro кольца в точке Pi с точностью
до членов второго порядка запишем в виде

l *Rt Л (t BRt Л о.
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•^г- /,, + a .s ina^— - a, cos a ^ + . . . .
2*|/ ' 3Z, ' d/?,J (4.24)

Теперь, используя выражение (4.24), нетрудно перейти к уравнениям,
описывающим изменение параметров колец в результате их взаимо-
действия. В процессе движения кольцо i будет двигаться со скоростью
Z,; его радиус будет изменяться со скоростью Rr При этом, поскольку
кольца в процессе движения сохраняют свой объем (af/?, = const),
радиус поперечного сечения i-ro кольца изменится как а?*—а,/?/2/?г

Так как a/Rt« 1, то и a/Rt« 1.
Нормальная скорость, взятая в любой точке на поверхности кольца,

WH = Zt sin a - /?, c o s a - a,.

Кроме того, нормальная скорость на поверхности кольца есть
величина W^r^dy/dS, где S — направление нормали. Следователь-
но, на поверхности 1-го кольца

— ^ M Z j S i n a - /?,cosa- a,), ( 4 2 5 )

^откуда

Z4since- /?,eosa- at)rds =

= J(Z, sin a - /?,cosa- a,)(/?,- a, cosa)a, rfa =
a

= a, /?, Zt cos a - a, /?,/?, sin a + ( 4.26 )

Приравнивая выражения (4.26) и (4.24), окончательно получаем

' ^R,dZ(' (4.27)

где t/ = ̂ 2 , KiK/ A/ •
1=1
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Э штрих при знаке суммирования означает, что iV/.
Уравнения ( 4.27) вместе с условием постоянства объема колец

а */?, = const (4.28)

и соответствующими начальными условиями полностью описывают
движение системы N колец в терминах Z, и /?,. Нетрудно видеть, что
первое слагаемое первого уравнения (4.27) представляет собой са-
моиндуцированную скорость вихревого кольца, т.е. с такой скоростью
кольцо двигалось бы, если бы отсутствовали в жидкости другие коль-
ца. Составляющие, в которые входит функция U, представляют собой
компоненты наведенной на i-e кольцо скорости от остальных N—1 ко-
лец. В выражении для функции U отсутствует в явном виде параметр
конечного сечения вихревого кольца а. Это не означает, что кольца, от
которых наводится скорость, рассматриваются как бесконечно тонкие
круговые нити интенсивности ку. Величину Kf можно записатьм виде

Отсюда видно, что элементы площади кругового сечения колец вхо-
дят в данном случае в выражение интенсивности завихренности.
Единственное допущение, которое имеет место при выводе уравнений
(4.27) в рамках идеальной жидкости, есть предположение о сохра-
нении кольцами кругового по форме сечения на всем протяжении
пути. Как показано в [ 82, 259 J, такое допущение при модельных оцен-
ках приемлемо.

Записанные в виде (4.27) уравнения движения отражают, на пер-
вый взгляд, лишь кинематику процесса. Однако эти уравнения явля-
ются одновременно решением системы динамических уравнений Гель-
мгольца для завихренности.

Первые интегралы. Система уравнений (4.27), (4.28) обладает
двумя независимыми инвариантами. Первый получается следу-
ющим образом. Поскольку U является функцией от Zt—Zr то

очевидно, что ]£ dU/dZt = 0 . Тогда из второго уравнения (4.27) получа-

N

ем £ KiRiR{ = 0 . Следовательно,

N

У к. R ] 2 / = const.

(4.29)

Сумма (4.29) с точностью до постоянного множителя совпадает с
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импульсом поля течения, обусловленного наличием системы вихревых
колец [8]. Закон сохранения импульса в виде (4.29) установлен еще в
работе [135]. Отметим, что запись данного закона в представленном
виде справедлива как для модели идеальной жидкости, так и для те-
чений с учетом вязкости [221].

Второй* инвариант впервые установлен в [121]. Умножая первое
уравнение в (4.27) на KiRfir второе — на (—к/?^) и проводя
суммирование, приходим к равенству

'ov д +ОУ i Ц о

Учитывая условие постоянства объема (4.28) и отсутствие явной
зависимости функции U от времени, в результате интегрирования
получаем условие

г : I >
Это и есть второй инвариант движения. Здесь слагаемые, нахо-

дящиеся под знаком суммы, выражают ( с точностью до постоянного
множителя ) кинетическую энергию жидкости, обусловленную
изолированными вихревыми кольцами, а функция V — кинетическую
энергию взаимодействия колец. Запись закона сохранения кинетичес*
кой энергии в виде (4.30) справедлива только в рамках модели идеаль-
ной жидкости [221].

Важно отметить, что система (4.27) сводится к гамильтоновой
системе относительно канонических переменных pt = /?*, tft—Z,

Р' = ~ Э*,' * ' - Э Р | (4.31)

с независящим от времени гамильтонианом

Возможность сведения системы уравнений (4.27) к гамильтоново-
му виду (4,31) отмечалась также в работах! 45,192 ].

Гамильтонова система (4.31) кроме Н имеет еще один первый
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интеграл £ ic(J) pt = const, поэтому, согласно теореме Лиувилля [32],

для JV-2 такая система всегда интегрируема. При N>$ система (4.31)
ввиду отсутствия дополнительных первых интегралов не
интегрируема. В связи с этим в зависимости от начальных условий
становятся возможными как квазиупорядоченные, так и хаотические
решения.

4. Д м маревых кольца • безграничной жидкости

Движение колец в одном направлении. Картина взаимодействия двух
одинаковых вихревых колец качественно описана Г.Гельмгольцем
[135]. При движении колец в одном направлении она заключается в
попеременном проскакивании (чехарде) одного кольца внутри друго-
го. Радиус впереди движущегося кольца увеличивается, при этом ско-
рость его уменьшается. Следовавшее за ним кольцо, наоборот, сужа-
ется и, согласно (4.11), скорость его увеличивается. После про-
скакивания кольца меняются местами и их схема движения
периодически повторяется. Если два совершенно одинаковых кольца
движутся навстречу друг другу, то при их сближении будет наблю-
даться увеличение радиусов. Кольца не смогут проскочить одно
внутрь другого, а скорости их асимптотически стремятся к нулю при
увеличении времени.

Несмотря на то, что описание такого процесса взаимодействия
почти дословно цитировалось в учебниках по гидромеханике [8, 46,
64], до последнего времени недоставало полноты описания явления
при произвольных начальных параметрах колец. Ряд конкретных
ситуаций количественно был исследован Ф.Дайсоном [121J; иные
частные случаи движения рассмотрены в [11, 142 ]. Подробные
классификации взаимодействия двух вихревых колец, движущихся
как в одном направлении* так и навстречу друг другу, приведены в
работах [ 22,23,185 ].

Рассмотрим различные типы движения двух колец, движущихся в
одном направлении. В этом случае ясно, что не всегда будет наблю-
даться взаимная чехарда колец. Если кольца обладают не-
соизмеримыми энергетическими параметрами, то, вероятней всего,
они слабо прореагируют друг на друга. В связи с этим возникает воп-
рос: при каких начальных параметрах колец возможно их периодичес-
кое взаимодействие? Ответ на этот вопрос можно было бы получить
путем вычислительного эксперимента, незначительно изменяй каж-
дый раз начальные параметры колец. Однако учитывая, что даже в
такой простейшей задаче придется варьировать как минимум тремя
определяющими параметрами Х*^/** р 0 = Л^//?^; Zo = | Z^0) — Z^0) |,
становятся очевидными трудоемкость и слабая отдача такого иссле-
дования. Поэтому, как н в ситуации взаимодействие трех точечных
вихрей, целесообразно исследовать параметры относительного
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движения, а именно, определить зависимости радиусов колец от их
ртносител ьного расстояния при заданных значениях к,.

Рассмотрим два произвольных коаксиальных тонких вихревых
кольца, имеющих в начальный момент времени параметры к{, a

{fu Rf]

и Kj, а'2°\ /?2

0) соответственно и находящихся на расстоянии
Zo = Z2

0) ~ Zf друг от друга. Для определенности будем считать, что
Zf <Zf.

Запишем инварианты (4.29) и (4.30) в безразмерном виде, про-
нормировав все линейные параметры на величину /?2

0'. С учетом соот-
ношений (4.28), позволяющих исключить величины а,, получаем

(4.32)

X2 Pi ( 2 l n P i + fii~ | In p 0) + р2 ( | In

= X2PoRi+B2 + 2XJh C ( * o ) ; (4.33)

где

n~J*L- л -*JL. Z 2 - Zt _ Zo
"« ~ n<0» » КО ~ />(0) » Ь ~ niO) • **> ~ niO) •

Aj /\2 A2 A2

Уравнения (4.32) и (4.33) связывают три переменные величины р р

р2, С и дают возможность построить фазовые траектории движения
системы двух произвольных вихревых колец р,£ и р2С- В случае
положительных значений % оба кольца имеют одф<аковую по направ-
лению завихренность и, следовательно, существует возможность их
попеременного чередования (чехарды).

В работе [142] отмечено, что взаимная чехарда колец независимо от
начального удаления Со возможна только в том случае, когда на беско-
нечности кольца имеют одинаковые самоиндуцированные скорости. В
противном случае либо заднее кольцо не догонит переднего, либо ( в
силу симметрии задачи по z) заднее кольцо догонит переднее, пройдет
сквозь него, но после этого расстояние между ними будет неог-
раниченно увеличиваться. Исходя из требования равенства скоростей
колец на бесконечности, для любого положительного значения % мож-
но определить область допустимых начальных значений (2^, р0), при
которых кольца будут образовывать связанную систему. Обозначая
безразмерные радиусы колец на бесконечности р,.. и р^ соответствен-
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но, находим, что для данного р0 область допустимых для чехарды на-
чальных значений определяют соотношения

( | ln P s w + B2)<

(А о ); (4.34)

Неравенство в последнем соотношении (4.34) обусловлено с учетом не-
отрицательности функции С(£)тем физически ясным обстоятельством, что
подведенная к системе начальная энергия не должна быть меньше
энергии вихревых колец на бесконечном удалении. Нетрудно показать, что
соотношения (4.34) независимо от значения ̂  выполнены при значениях

Р*. *=!.

Таким образом, прямая ро = Ро всегда принадлежит области до-
пустимых для чехарды параметров колец.

На основании системы (4.34) можно построить области допустимых
значений ^, р0 для любых соотношений nfK Результаты такого постро-
ения для л*10> = п!?* = 0,01 представлены на рис.64. Здесь заштрихованы
области / — 3 допустимых для чехарды колец начальных пар Jметров ^
р0 соответственно для значений X в 2; I; 0,5. Видно, что площадь
заштрихованной области увеличивается с ростом х и чехарда возможна
при любом положительном значении Х- Эти данные обобщают результа-
ты работ [ 11, 142 J, полученные для частного случая колец одинаковой
интенсивности X е !» равного объема и расположенных в начальный мо-
мент времени в одной плоскости ({̂ »= 0). Отметим, что при равенстве
п** = п!£1 кольца всегда будут участвовать в чехарде, если начальное
отношение их радиусов р0

 e x независимо от начальчого расстояния меж-
ду ними. При этом для случая х в 1 (одинаковые кольца) Ф.Дайсон(121)
доказал теорему, что максимальное удаление двух колец достигается
строго при равенстве их текущих радиусов р,(/) и р^/).
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Рис. 64

Рассмотрим суть процесса
взаимодействия двух колец на не-
скольких характерных примерах.
Как и ранее, анализ будем про-
водить пока только на основании
безразмерных инвариантов (4.32) и
(4.33). Вначале обратимся к
классическому случаю двух колец
равной интенсивности % = 1 одинако-
вых начальных радиусов р0 = 1 и
объемов (л,0* = nig0* = 0,01). На рис.
65,а приведены фазовые траектории

движения — зависимости р,(£) и р2(<;) для трех начальных значений q0,
характеризующих по существу начальную энергию взаимодействия
колец. Чем больше эта энергия, тем на меньшее расстояние удаляются
друг от друга кольца. Характерным для такого типа движения являет-
ся совпадение фазовых относительных траекторий р,(§) и р№>)-
Относительный характер движения показан стрелками на рис. 65,а.
Кольцо 1 (точка S t) движется на графике против часовой стрелки, а
кольцо 2 (точка 52) — по часовой стрелке.

Рис. 65,6 позволяет сделать некоторые выводы о применимости мо-
дели идеальной жидкости для качественных оценок движения систе-
мы колец. Здесь для сравнения с теоретическими кривыми, вычислен-
ными по (4.32) и (4.33), приведены результаты тщательно проделанной
экспериментальной работы [260], в которой исследовалось взаимо-
действие двух дымовых колец р0 ** 1, Со •• 1.23 в воздухе при Re « 1710.
Последовательное положение радиусов колец, полученных в экс-
перименте, обозначено одинаковыми цифрами для одних и тех же мо-
ментов времени. Сравнение расчетных и экспериментальных данных
показало, что движение системы по крайней мере в течение первой
четверти периода обращения удовлетворительно описывается в рам-
ках модели идеальной жидкости. В дальнейшем начинает сказывать-
ся влияние вязкости, уменьшаются период обращения колец и
максимальное расстояние между ними. Тем не менее качественно
картина одного полного обращения колец при указанных числах Re
удовлетворительно предсказывается теорией идеальной жидкости.
Любопытно отметить, что первоначальные эксперименты (178] с двумя
вихревыми кольцами в жидкости полностью опровергали
традиционные представления о чехарде колец.

Во всех остальных случаях х > 0, %* (относительные фазовые трае-
ктории Р/С) и р2(С) совпадать не будут. Анализ полученных при
различных комбинациях х и р0 результатов показал, что если выполня-
ются условия чехарды колец, то независимо от начальных параметров
находящееся первоначально сзади кольцо обязательно будет про-
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скакивать внутри переднего, для чего ему иногда приходится двигать-
ся в направлении, обратном основному движению. На рис. 66,а
(приведены только правые части фазовых траекторий вследствие
симметрии относительно линии £ « 0) показан пример движения, ког-
да кольцо 1 имеет меньшую интенсивность и скорость движения, чем
кольцо (2 % * 0.5; р0 = 1). На рисунке траектории p,(Q обозначены
сплошной линией, а р2(О — штриховой. Начиная с некоторого зна-
чения Со при данном р0 не образуется область взаимной связанности и
фазовые траектории представляют собой разомкнутые линии.

На рис. 66,6 представлена относительная фазовая картина для
случая х в 2; р0 * 2. В этой ситуации, как указано выше, чехарда обя-
зательна, о чем и свидетельстэует рисунок. Однако в отличие от слу-
чая х - 1, р0 - 1 траектории р,(С) и р2(С) не совпадают.

До сих пор использовалась только система инвариантов (4.32) и
(4 33). Она для двух колец позволяет полностью исследовать
относительное движение. Получение же траекторий движения /?,(/) и
RJt) возможно лишь при интегрировании уравнений движения (4.27).
Эти уравнения решались численно. Использовалась программа
решения задачи Коши, основанная на формулах Рунге — Кутта —
Фельберга четвертого порядка. Как и при исследовании относитель-
ного движения, линейные параметры будем относить к /?2, а за масш-
таб времени примем величину R°22/4KKT На рис. 67,а показан фраг-
мент участка чехарды двух колец при х - U Pom l и С - I- На рис. 67,
б - для случая х - 0,5, р0 - 1 и Со ~ ОД Оба этих рисунка де-
монстрируют изменение координат колец во времени, соответствую-
щее относительным траекториям, представленным на рис. 66,а,б. На
рис. 67 на траекториях кружочками отмечены одинаковые проме-
жутки безразмерного времени Лт * 0,5. Ситуация отсутствия чехарды
колец при х ~0,5, р о « 1 и Со - 1.6 показана на рис. 68.

Движение колец навстречу друг другу. В случае, когдах < 0, будет
иметь место движение колец в противоположные стороны. Такая зада-
ча, за исключением классического случая двух совершенно
симметричных колец, имеющих интенсивность разных знаков, до пос-
леднею времени менее изучена. Покажем, что при х < 0 возможно как
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проникновение одного кольца внутри
другого, так и явление взаимного захва-
та [22].

Анализ проблем проводился
численным решением системы урав-
нений (9.10) при варьировании началь-
ными параметрами колец. Точность
вычислений контролировалась выпол-
нением законов сохранения (4.32) и
(4.33). Начальными определяющими
параметрами задачи принимались
величины

Jzf- г2

0)

Рис. .66 *"

Для удобства положим, что не-
зависимо от своих начальных радиусов кольца в момент времени /0

имеют равные отношения Л| = л!| = 0,01. Кроме того, условимся, что,
исследуя характер движения для всевозможных комбинаций х < 0 и
Ро» будем удерживать постоянное значение величины ^ * 50. Такое
значение £Q выбрано для того, чтобы в начальный момент кольца сла-
бо влияли друг на друга. Как будет показано ниже, ситуация
взаимного захвата оказывается возможной только для £ « 1* Она и
составит исключение в общем анализе явления.

Все возможное многообразие столкновений двух вихревых колец
при конкретных указанных параметрах ^ и р0 можно
классифицировать при помощи диаграммы, приведенной на рис. 69.
Координатами здесь приняты параметры % и pj. Параметр pj означает
максимальное значение безразмерного радиуса первого кольца в мо-
мент пребывания колец в одной плоскости. Отметим, что выбор ко-
ординаты pj имеет произвольный характер, поскольку можно в
анализ включить как величину pjt так и, например, С — место встречи
колец на оси С ( при этом необходимо построить другие диаграммы )
На диаграмме рис. 69 приведено несколько разорванных кривых.
Каждой из них соответствует конкретное значение начального отно-
шения р0 ( на рисунке цифрами 1 — 7 показаны зависимости pj(x) для

р 0-1,4; 1,2; 1,0; 0,8; 0,6; 0,4; 0,2).
Совместное исследование формы кривых рис. 69 и конкретных

траекторий движения позволяет выделить четыре возможных случая
столкновения движущихся навстречу друг другу вихревых колец.

202



Рис.67

Первым типом столкновения является хорошо известный и изучен-
ный случай встречного движения двух совершенно симметричных
относительно плоскости вихревых колец. Начальные параметры колец
имеют значение х**—И Ро5^- При сближении колец их радиусы беско-
нечно увеличиваются, а расстояние между ними непрерывно умень-
шается. Однако кольца никогда не проходят одно через другое. Ма-
лейшее отклонение одного из параметров от предельной ситуации
приводит к взаимному проникновению колец. Этот тип движения рас-
смотрим ниже при описании процесса взаимодействия вихревого
кольца с твердой стенкой.

Второй тип столкновения определяется параметрами X и Ро нах(>-
дящимися на участке кривой р|(х) слева от линий разрыва ( рис. 69 ). В
этом случае кольцо 1 в момент встречи пропускает внутри себя кольцо
2, Характерная картина взаимодействия в этой области приведена на
рис. 70,а где показан фрагмент траекторий колец в области встречи
для случая Xе—0,6; р=0,6. Изменение во времени радиуса р,(/) пока-
зано сплошной линией, а радиуса p£t) — штриховой. Для того, чтобы
можно было оценить скорости движения колец, на траекториях обоз-
начены безразмерные моменты временит.

Третий тип столкновения отличается тем, что теперь кольцо 1
проникает внутри кольца 2. Область параметров х» Ро» определяющих
данный тип взаимодействия, лежит на кривой р[(Х) справа от линии
разрыва. На рис. 70,6 приведена картина взаимодействия колец при
X == ~ 0,8; р0 — 0,6, характерная для этого случая.

Анализ начальных состояний колец показал, что характер
движения во втором и третьем типе столкновения определяется тем,
что кольцо, имеющее большую самоиндуцированную энергию, всегда
проникает внутрь слабого кольца.

При значениях х и р0, близких к точкам разрыва кривых pj(X)» коль-
ца вычерчивают при сближении спиралевидные траектории. Это
объясняется тем, что начальные самоиндуцированные энергии обоих
колец примерно равны и проблему взаимного проникновения им
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приходится решать с определенными
трудностями. В ситуациях, когда на-

„ чальные энергии колец существенно
ю{ '' отличаются, взаимное проникно-

вение происходит плавно и трае-
кторий в виде спиралей не наблюда-

o f i • - » — ется.
'° ю 20 s Последний тип столкновения

состоит в явлении взаимного захвата.
Р и с ** При этом кольца, несмотря на

противоположные знаки интенсивно-
стей, будут двигаться в одном направлении. Область параметров, со-
ответствующую данному типу, так же можно отыскать аа рис. 69. Для
этого необходимо построить фазовые относительные траектории
(зависимости pt(Q и р2(£)) от расстояния между кольцами £HCi—ty
для конкретных значений X и Ро> при которых имеет место разрыв
кривой р|(х) на рис. 69.

Для построения фазовых относительных траекторий снова вос-
пользуемся инвариантами (4.32) и (4.33). Одна из этих ситуаций
приведена на рис. 71 для случая хж—0,695 ро~0Д Как видно, здесь
имеет место неоднозначность траекторий конкретным / и Г, Так,
цифрой / обозначены истинные фазовые траектории, соответству-
ющие указанным начальным параметрам и Со™50; цифрой 2обозначе-
ны замкнутые фазовые кривые, имеющие равные импульс и кинетиче-
скую энергию с кривыми /, но их начальные параметры Ро

 и Со будут
иметь другие значения.

Отметим, что такой вид фазовых относительных траекторий можно
получить только из законов сохранения (4.32) и (4.33). Интегрируя де-
терминированную по времени систему исходных уравнений (4.27), для
указанного случая получаем только кривые / ( рис* 71 ).

Выберем в качестве начальных параметров р0 и С значения, ле-
жащие на кривых 2. Решая с ними систему уравнений (4.27), получаем
траектории движения колец, иллюстрирующие явление взаимного за-
хвата (рис.72). В конкретном случае начальными параметрами
принимались х-—0,695; р,-1,13; р2~1,28; ^«0 Максимальные и
минимальные значения радиусов p{(t) для случая взаимного захвата
соответствуют максимальным и минимальным значениям р\(%) на
участках разрыва диаграммы (см.рис. 69). Явление взаимного захва-
та возможно только при очень малых Со « I» причем когда начальные
энергии колец близки друг другу.

Прежде чем сделать заключительные замечания, рассмотрим под-
робнее картину образования замкнутых фазовых относительных трае-
кторий, когда интенсивности колец имеют противоположные знаки,
используя систему инвариантов (4.32) и (4.33). Для понимания ситу-
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Рис.69

ации обратимся к рис. 73. Здесь кривые / соответствуют значениям
X *= —0,4; р •* 0,5; Со8* 50. Видно, что поведение колец при этом доста-
точно традиционно: при монотонном сближении их радиусы плавно
увеличиваются. Совершенно иным оказывается поведение колец при
X •• —0,5; р «= 0,5; ($ «* 50. В области встречи фазовые траектории имеют
две точки перегиба и участки взаимного удаления колец при
увеличении их радиусов. Дальнейшая тенденция достаточно ясна: при
изменении х от —0,5 до —0,6 происходят дальнейшее искривление
фазовых траекторий и их разрыв с образованием замкнутой области.
Детальный анализ показал, что кривые / и 2 соединяются при (^=0 на
плоскости чисто мнимых значений р, и р2 Точки, лежащие на замкну-
тых кривых 2 ( см.рис.71 ), являются также корнями системы (4.32) и
(4.33).

Таким образом, при к < 0 существуют такие характерные
комбинации инвариантов / и Г, при которых возможно как про-
скакивание одного кольца внутри другого, так и явление взаимного
захвата. В отличие от плоского взаимодействия вихрей захват при
осесимметричном движении состоит во вращении колец вокруг
подвижного центра завихренности.

Суммируя изложенное, отметим, что рассмотрены практически все
возможные случаи взаимодействия двух коаксиальных вихревых ко-
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Рис.70

лед (как с одинаковым, так и с противоположным направлением вра-
щения) в идеальной жидкости при одинаковых начальных соотно-
шениях л° = a]/R] = 0,01. Об отличиях, которые могут наблюдаться при
варьировании этой величиной, речь будет идти далее.

Влияние относительной толщины вихревых колец* Известно,
что на скорость движения изолированного вихревого кольца
влияет относительный размер его ядра n-a/R. Однако вопрос о
том, как относительная толщина колец влияет на взаимодейству-
ющую систему, ранее глубоко не исследовался. Рассматривалось
такое влияние лишь на относительные параметры взаимо-
действия [121].

Анализ этого вопроса на тестовом примере движущихся в одном
направлении двух колец одинаковой завихренности и начальных
радиусов рассмотрен в [21]. Дифференциальные уравнения, описыва-
ющие взаимодействия вихревых колец (4.27) получены в предполо-
жении, что R/a » 1. Поэтому рассмотрим относительную толщину
кольца л=0,1 в качестве нижнего предела исследований. Фактически
таким же значением относительной толщины рекомендовал
ограничиться и Ф.Дайсон[121].

Система уравнений (4.27) решалась численно при варьировании
параметром R/a в пределах от 10 до 103. Результаты вычислений конт-
ролировались соблюдением законов сохранения (4.32) и (4.33). Изме-
нение параметров системы рассмотрим в безразмерном виде. Все
линейные параметры отнесем к RQ = /^0) = Rl£\ а время, учитывая
KJ=K2«K, к величине /фЧяк. Не будем вводить в этой тестовой задаче
дополнительных обозначений для безразмерных величин. Начиная с
этого момента будем считать, что они отнесены к соответствующим
масштабам.

В начальный момент воемени кольца имеют радиусы /?0=«1 и нахо-
дятся на расстоянии 20*1,0. На рис. 74 показаны относительные фазо-
вые траекторий находящихся в чехарде колец при начальных зна-
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Рис. 72

чениях RQ/UQ—IO ( сплошная линия ) и Rja^XQ^ (штриховая). Здесь
приведены только правые части траекторий в силу симметрии за-
дачи относительно Z12=0. Для рассматриваемого случая равенства
интенсивностей фазовые относительные траектории R{(Zl2) и R2(Zl2)
совпадают, а максимальное расстояние, на которое расходятся
кольца, достигается при равенстве R^R2. Приведенные на рис. 74
результаты показывают, что на картине относительного движения
изменение толщины колец оказывает слабое влияние. Это, по-
видимому, привело к заключению [121], что движение системы
вихревых колец слабо зависит от их относительных поперечных раз-
меров.

Более существенные различия в поведении колец можно увидеть
на рис. 75, где построены зависимости R{(i) и Roit) вдоль пути
движения, полученные при решении системы (4.2/). Здесь также
сплошной линии соответствуют траектории обоих колец при Rja^XQ,
а штриховой — при Rjafltf. Для того, чтобы можно было оценить
изменение радиусов колец во времени, цифрами на траектории обоз-
начены безразмерные моменты времени. Интересен тот факт, что при
совершенно очевидной большей скорости системы колец с большим
отношением Rja^ характерные точки на траекториях в одинаковые
моменты времени не совпадают для двух вариантов движения. При
этом относительные расстояния между кольцами слабо зависят от их
толщины.

Одним из важных параметров, характеризующих движение систе-
мы, является период обращения колец Т. На рис. 76 представлена
зависимость периода обращения системы двух коаксиальных одина-
ковых вихревых колец от начальных отношений п0. Значения периодов
отнесены к периоду обращения Г100 для системы, у которой RQ/UQ^IOO.
Как видно, существенные изменения в периоде обращения наблюда-
ются при уменьшении относительной толщины колец менее /1^0,01,
т.е. когда взаимодействуют очень тонкие кольца. В диапазоне изме-
нений значений 0,01 </?0/а0<0,1 толщина колец слабо сказывается на
периоде обращения.
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Рис.73

Рис. 76

Отметим, что приведенные результаты могут служить в качестве оце-
нок при описании начальной стадии взаимодействия вихревых колец в
реальной жидкости с учетом конечности сечения их ядер ( в эксперимен-
тах, как правило, наблюдаются кольца с отношениями ща^ от 40 до 10).

В заключение отметим, что скорость изолированного кольца не мо-
жет равняться нулю. Такое предположение принято, например, в
работе [20] для моделирования трехмерной вихревой пелены.

Из (4.30) следует, что при таком предположении энергия взаимо-
действия колец U должна быть неизменной величиной. Это, в свою оче-
редь, приводит к парадоксу для встречного движения двух одинаковых
колец. Нетрудно показать, что из-за неотрицательности выражения
C(k)*i2/k—k)K{k)—2E(k)/k игнорирование самоиндуцированной скоро-
стью приведет к уменьшению радиусов колец при их сближении, что не
согласуется с экспериментальными [259] и теоретическими [135) оцен-
ками. Указанное замечание показывает, с какой осторожностью следует
подходить особенно к проблеме моделирования физических явлений.

5. Вихрмое кольцо вблизи твердых границ

Взаимодействие с плоской стенкой. При определенном типе симметрии
твердых границ поведение вблизи них вихревого кольца можно расс-
матривать как результат взаимодействия нескольких колец, причем
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Рис. 77

действие твердых стенок заменяется эквивалентным действием вихре-
вых колец. Идея такой замены применительно к описанию движения
круглого вихревого кольца по направлению к твердой границе приве-
дена в [135], где воздействие твердой стенки заменяется реакцией пол-
ностью симметричного относительно плоскости стенки вихревого коль-
ца противоположной по знаку интенсивности. Соотношения для пара-
метров вихревых колец, соответствующие замене взаимодействия
вихревого кольца со сферой, приведены в [168]. Эти примеры показы-
вают, что исследование движения вихревых структур в окрестности
твердых границ при определенных условиях можно свести к задаче о
взаимодействии нескольких вихревых колец, начальные параметры
которых задаются определенными законами.

В работе [39] показано, как при помощи преобразования инвариан-
тов (4.32) и (4.33) к специальному виду можно исследовать задачу о
взаимодействии вихревого кольца с твердой границей, рассматривая
по существу взаимодействие двух колец.

Рассмотрим вначале классический случай движения вихревого
кольца к плоской стенке или к свободной поверхности жидкости. Для
этого в уравнениях (4.32) и (4.33) достаточно положить Xе—1 и р о

в 1 .
Плоскость симметрии, которая делит пополам расстояние между дву-
мя кольцами, и будет твердой стенкой. При этом уравнения (4.32) и
(4.33) примут более простой вид

p ( f Inp + fl)- = fl- C(*o).

(4.35)

(4.36)

Полученные из этих выражений траектории движения вихревого
кольца (Rf/a^lQQ) вблизи твердой стенки при СовО,2 ( штриховая
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линия ) л Со̂ ЮО (сплошная линия) показаны на рис. 77,а. Характер-
ной особенностью данной ситуации является то, что и относительные в
терминах р(£), и истинные фазовые траектории колец совпадают. Тра-
ектория, нанесенная на рис. /7,а штриховой линией, проходит также
через значения £ > 0,2. Вид траектории при таких значениях £ означа-
ет, что направления завихренности заданы так, чтобы кольца взаимно
удалялись от точки Q,=0,2. Кольца независимо от их начального рас-
стояния от стенки ( важно, чтобы было Со > ао ) П Р И приближении к
этой точке будут расширяться. При бесконечно малом расстоянии
между вихрем и стенкой радиус кольца становится бесконечно
большим. При этом происходит деформация вихревого кольца таким
образом, что уменьшается текущий радиус поперечного сечения а.
Причем ядро кольца никогда не соприкасается с твердой поверх-
ностью.

В данной постановке отсутствует влияние сил вязкости, име-
ющихся в реальной жидкости, поэтому интересно сравнить получен-
ные оценочные результаты с экспериментальными для обычной
жидкости — воды [259]. В указанной статье исследовалось движение
вихревых колец вблизи свободной поверхности жидкости в широком
диапазоне чисел Rea*a/?/O:«480...4130, где и — скорость кольца.

На рис. 77,6 нанесены экспериментально зафиксированные зна-
чения радиусов вихревого кольца в различные моменты времени при
Re=480(/) и Re=4130(2), а также проведена расчетная кривая, полу-
ченная по (4.35) и (4.36). Анализ приведенных данных показал, что на
некотором участке движения в окрестности твердой стенки распреде-
ление экспериментальных точек удовлетворительно согласуется с
поведением относительной траектории кольца. При приближении к
системе все больше сказывается влияние вязкости, в результате чего
возникает колебательное движение кольца вниз и вверх. Это
происходит благодаря воздействию образовавшихся в результате
действия сил вязкости вторичных вихрей. Тем не менее общая количе-
ственная тенденция движения происходит, как и предсказано, в рам-
ках теории идеальной жидкости.

Взаимодействие со сферой. Рассмотрим еще один пример
движения вихревого кольца вблизи твердых границ, а именно:
движение кольца в жидкости, ограниченной внутри сферической
поверхностью. Причем оси кольца и сферы лежат на одной линии.

В работе [168] показано, что сферу в таком случае можно заменить
некоторым эквивалентным вихревым кольцом. Так как сфера в
процессе движения предполагается неподвижной, параметры внеш-
него вихревого кольца и кольца, эквивалентного по воздействию
сфере, должны быть связаны так, чтобы везде на поверхности сферы
выполнялось условие равенства нормальной составляющей скорости
нулю. Это условие удовлетворяется тогда, когда кольцо 1 (к,, Rt) явля-
ется отображением внешнего кольца 2 (i^, R2) относительно
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сферы.При этом параметры колец
на протяжении всего движения свя-
заны соотношением

K ^ ' + K J / ^ O . (4.37)

При /!(,0) = п$> = п0 инвариант
энергии (4.33) примет вид
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Картина обтекания сферы тонким вихревым кольцом при
JQ^IOO показана на рис. 78. Здесь же нанесены эксперименталь-

ные результаты, представленные в работе [701; обозначены данные
при числах Рейнольдса для кольца Re»1260 (/) и Re*=4200 (2). При
этом отношение радиусов кольца и сферы для обеих серий опытов
оставалось одинаковым. Сравнение модельной (по (4.37) и (4.38))
кривой и экспериментальных данных показало» что на участке
движения кольца до миделя неподвижной сферы имеется количест-
венное и качественное согласование результатов. После прохождения
кольцом мнделевого сечения сферы в реальной жидкости существен-
ное влияние оказывают вязкостные эффекты ( в экспериментах
возникали вторичные течения ), и дальнейшие оценки характера
движения в рамках предлагаемой модели неточны.

Отметим» что при рассмотрении конкретных случаен взаимо-
действия кольца с твердой стенкой мы практически не прибегали к
интегрированию дифференциальных уравнений (4.27), а все исследо-
вание провели при помощи первых интегралов или инвариантов (4.32)
и (4.33). Решение задачи при таком подходе возможно при помощи
простейшего микрокалькулятора.

6. Порядок и хаос » динамике вихревых колец

Основные понятия. Динамика завихренности представляет собой
один из многообещающих теоретических подходов к пониманию
природы явления турбулентности. В случае невязкой жидкости она
также обеспечивает физический пример нелинейных гамильтоновых
систем бесконечной размерности и представляет интерес в связи с
современными работами по динамическим системам и хаотическим
явлениям.

Для успешного моделирования реальных физических процессов
интересно исследование наиболее простых случаев взаимодействия
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вихревых структур при предъявлении высоких требований к строгости
и точности результатов. Если имеет место взаимодействие более двух
вихревых колец, то, как правило, такая система весьма чувствительна
к хаотизации во времени поля течений \ Это объясняется сильной
нелинейностью уравнений Эйлера и вытекающей из них динамичес-
кой гамильтоновой системы. Отметим, что нелинейность является
одним из необходимых, но недостаточных условий образования хаоса.

Рассмотрим, как концепции хаоса проявляются при взаимо-
действии нескольких вихревых колец. Эта задача в рамках модели
идеальной жидкости принадлежит к классу консервативных
физических систем, к которым относятся все динамические системы
классической механики. Особенностью этих систем и их отличием от
диссипативных является сохранение их фазового объема. В
большинстве случаев движение простых гамильтоновых систем даже
с небольшим числом степеней свободы имеет чрезвычайно сложный
нерегулярный характер [ 32,47, 79 J.

Как же определить, имеет ли место хаос в конкретной системе вихре-
вых колец? При анализе движения в первую очередь рассмотрим трае-
ктории колец. В случае, если они имеют нерегулярный или не-
периодический характер, будем констатировать наличие хаоса. Кроме
того, для подтверждения или уточнения вывода о характере движения
можно воспользоваться рядом способов. Во-первых, использовать отоб-
ражение Пуанкаре. Оно получается при пересечении траектории в d-
мерном фазовом пространстве с (d—1)-мерной гиперплоскостью. Хаос в
данном случае будет характеризоваться неупорядоченной картиной то-
чек пересечения. Во вторых, важной количественной характеристикой
хаотического движения является показатель Ляпунова

N > - с-> О

Hm
N i (4.39)

который является мерой экспоненциального разбегания первоначаль-
но близких траекторий.

При Х*=0 движение упорядоченное, при X > О — хаотическое. И, на-
конец, третий способ, которым мы будем пользоваться, заключается в
анализе спектрального распределения. Непрерывный спектр будет
характеризовать хаотическое движение.

* Первоначально понятие «хаос» появилось в древнегреческой мифологии и означа-
ло бесконечное пространство, в котором из беспорядочного скопления иаатернальных
элементов мира возникли Гея (земля), Эрос (любовь), Эрсб (мрак) и Нюкта (ночь)*
давшие начало всему существующему. Современное понимание состоит в том, что хаос
означает состояние неупорядоченности и нерегулярности.
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Случай взаимодействия двух колец подробно рассмотрен выше.
При таком взаимодействии хаотическое движение отсутствует.

Здесь возможно как периодическое движение системы ( чехарда )э так
и разовое взаимодействие колец. Во всех ситуациях максимальный
показатель Ляпунова \{ стремится к нулю, сечение Пуанкаре
состоит из нескольких точек. При этом число параметров, определя-
ющих движение двух коаксиальных вихревых колец, сводится к
трем — Xi Po» Со* Если во взаимодействии принимают участие три
кольца, то Число определяющих параметров увеличивается до
шести. При таком их числе чрезвычайно сложно дать общую
классификацию взаимодействия, тем более, чю с каждым новым
увеличением числа взаимодействующих колец задача
классификации будет еще оолее усложняться. Поэтому
ограничимся здесь характерными частными примерами движения
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колец при N > 2 и покажем, в каких ситуациях возможно упорядочен-
ное движение. Используем только безразмерные величины. Как и
ранее, линейные параметры относим к /?0, а время — л/?*/к. ВО всех
ситуациях принимаем af = O,Ol/?̂ .

Движение трех колец. Рассмотрим вначале взаимодействие систе-
мы колец W=3. Простейший вариант начальных условий составим в
следующем виде: к, - I; /?,*=!; 2=0; * 2=1; z^2 в момент времени М).
Траектории движения при таких начальных условиях представлены
на рис. 79,а. Характерные положения колец в моменты времени / = 0;
5; 10; 15; 20 на рисунке отмечены точками. Вначале, примерно до зна-
чения /—15, система демонстрирует неупорядоченное хаотическое
движение. В дальнейшем наблюдается выход на чехарду колец 2 и 3
при окончательном отставании от них кольца 1. Траектории кольца 1
обозначены сплошной линией; кольца 2 — штриховой; кольца 3 —
штрихпунктирной.

На рис. 79,6 показан случай взаимодействия, когда лишь изменена
координата z, первого кольца; здесь вдвое уменьшено расстояние zl2 и
координата z,=0,5. Как видно из приведенных результатов, кольца на
протяжении такого же промежутка времени находятся близко друг к
другу, движутся вперед совместно, а само движение нерегулярное, не-
периодическое.

Сопоставление этих рисунков подтверждает приведенное выше ут-
верждение о невозможности при наличии хаоса предсказать заранее
характер движения системы по имеющимся результатам для случая с
близкими начальными условиями. Вспомним, что для двух коаксиаль-
ных колец предсказать характер взаимодействия не представляет
трудностей.

Образование порядка из хаоса в виде чехарды двух колец при
отставании третьего возможно также и в системе разных по
интенсивности колец. На рис. 80 представлены три возможных ситу-
ации варьирования значениями к при условии, что одно из колец дол-
жно обладать интенсивностью вдвое большей, чем два остальных. При
этом начальные координаты для всех случаев остаются одинаковыми:
/?i""l; Z^O; Zj-3!; Z3«2. Распределение интенсивностей для представ-
ленных случаев происходило следующим образом: к,-*1: к 2*1; к3=*2
(рис.80,а), к,-!; ^«2; кэ~1 (рис.80,6) и к,«2; к,«1; кэ*1 (рис.80,в). Все
комбинации приводили к образованию пары колец, причем при обяза-
тельном участии в паре кольца, имеющего большую начальную
энергию (к«2).

С точки зрения методологии интересно исследование перехода от
кваэнупорядоченного движения к хаотическому для систем колец, ко-
торые в начальный момент времени представляли бы подобные
конфигурации. Одним из примеров [52] системы, обладающей в на-
чальный момент времени автомодельностью по геометрическим пара-
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Рис. 80

метрам, является система колец одинаковой интенсивности с началь-
ными координатами
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При /вО кольца равноудалены от динамического центра завихрен-
ности. Центры сечений колец при этом равномерно размещены на
мысленной поверхности одного кольца радиусам/?0=*1 круглого попе-
речного сечения р0.

Подробные численные исследования движения системы колец,
имеющей в начальный момент координаты (4.40), проделаны для N =°
3; 4; 5; 8. Поведение такой нелинейной системы сильно зависит как от
точности задания начальных условий, так и от точности вычисления
параметров задачи. Так как эти операции можно осуществить только
с конечной точностью, то малейшие отклонения в определяемых пара-
метрах приводят к экспоненциальному накоплению ошибок в
процессе счета для систем, чувствительных к хаосу.

Для конкретного случая Afe3 были проделаны оценки метода Рун-
ге — Кутта — Фельберга относительно чувствительности к точности
определения параметров задачи. Оказалось, что до безразмерного мо-
мента времени /***20 значения траекторий для одних и тех же началь-
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ных условий совпадали при задаваемой точности вычислений от 10~~10

до 10~~1Э При t > 20 наблюдались отклонения в траекториях, несмотря
на одинаковые начальные условия, в случаях, когда кольца расположе-
ны близко друг к другу. Поэтому в анализе проблемы выбрали величину
JV20 в качестве контрольной и вычисляли координаты с точностью 10~~ .
Для 7V=«3 было установлено, что квазиупорядоченное периодическое
движение системы из трех колец наблюдается пр« р0 < 0,23 В интер-
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вале 0,23 < р < 0,35, начиная с
некоторого момента времени tc<

периодичность траектории на-
рушается, но все три кольца
движутся связанной системой.

Отметим, что упорядочен-
ное движение наблюдалось и
когда в начальный момент
центральному кольцу дава-
лось незначительное откло-
нение начальной координаты
A R°2 = 0,02, т.е. в начальный мо-
мент система образовывала
поверхность в виде эллиптичес-
кого кольца. При 0,35 < р0 < 0,7

снова имеет место квазипериодическое движение, при котором два
кольца совершают чехарду, а одно движется независимо. И, наконец,
при р0 > 0,7 все три кольца настолько удалены друг от друга в началь-
ный момент времени, что каждое движется независимо. На рис.81
приведено сравнение двух ситуаций, когда ро

жО,2 (рис. 81,а) и ро«Ю,3
(рис. 81,6). Точками на траекториях обозначены моменты времени t =
» 2; 3; 4. Для этих случаев на рис. 82 приведены картины, вычерчива-
емые одним из колец относительно движущегося динамического цент-
ра завихренности системы, координаты которого

Рис. 83

1=1

На рисунке хорошо прослеживается разница в упорядоченном и
хаотическом движении колец относительно точки (Zc, Rt).

Явление возникновения хаоса наглядно иллюстрируется отобра-
жениями (сечениями) Пуанкаре. Для конкретного случая системы
трех колец, имевших в начальный момент времени координаты (4.40),
сечения Пуанкаре представляли собой координаты кольца 2 на пло-
скости (/?2, Z i2) в моменты времени, когда /^—1 (рис. 83, Z12 — рассто-
яние между кольцами 1 и 2). При наличии кваэиупорядоченног > регу-
лярного движения системы точки на сечениях Пуанкаре располагают-
ся в окрестности некоторой области и образуют определенные фигуры.
Верхние области на рис. 83,а,б ( р0 - 0,2; 0,22 ) соответствуют ко-
ординатам кольца 2 в моменты, когда кольцо 1 сжимается, а
нижние — когда кольцо 1 расширяется. Ситуации, представленные на
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рис. 83,в,£, соответствуют случаям р0 « 0,26; 0,3 и наглядно отражают
отсутствие упорядоченного взаимодействия колец.

Отметим, что три кольца при начальных координатах (4.40) и р0

 в

« 0,2 будут двигаться квазиупорядоченно, если радиус одного из них
изменить на небольшую величину А * 0,02. Естественно, траектории
движения колец в этом случае будут отличаться.

Помимо наглядной картины сечений Пуанкаре более строго можно
идентифицировать хаос и порядок при помощи определения показате-
ля Ляпунова и построения спектра. На рис. 84 показаны спектраль-
ное распределение R2(t) для ро=О,5 (порядок, рис. 84,а) и р0 * 0,3(хаос,
рис.84,6), а также изменение во времени максимального показателя
Ляпунова Ut) для р0 * 0,2 (порядок, рис. 84,в) и р0 - 0,3 (хаос, рис.
84,г).

Движение четырех колец. При увеличении числа колец, участву-
ющих во взаимодействии и имеющих начальные координаты (4.40),
совместное квазиупорядоченное движение системы наблюдается в бо-
лее ограниченных интервалах р0 и L Так, для случая N - 4 даже при
р0 - 0,2 начинается хаотическое взаимодействие с t - 5Д Оно заклю-
чается в том, что одно кольцо начинает взаимодействовать с системой
из остальных трех колец. Причем взаимодействие в системе трех ко-
лец не имеет упорядоченной картины. Упорядоченное движение на-
блюдалось лишь при р о

в О , 1 .
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Рис.85

В качестве еще одного параметра перехода от порядка к хаосу
приведем траектории колец для задачи, которая ранее рассмотрена
иным способом [83]. Одинаковые в начальный момент кольца обра-
зовывали разнесенные по оси г одинаковые пары, а именно: Rf]- 1;
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Щ = ZM = 0 ) 2 ; З а = °'8' Картина такого движения показана на рис. 85.
На первом этапе движения имела место чехарда как двух пар колец 1;
2 и 3; 4, так и внутри каждой пары. В дальнейшем происходила сто-
хастизация движения. Процесс дерехода к хаосу подтверждается
спектральным распределением R2(t) и зависимостью от времени

максимального показателя Ляпунова Х,(/)(рис. 86).
Если расстояние между двумя парами колец zn уменьшить в два

раза, то движение практически с самого начала становится хаотическим.
Будет наблюдаться взаимодействие одного кольца с системой трех

колеблющихся колец.
В случае полностью симметричной системы четырех коаксиальных

вихревых колец, а это возможно при наличии у расположенных на
одинаковых расстояниях от плоскости симметрии колец интенсивно-
стей противоположного знака, происходит упорядоченное движение.
Пример такой ситуации приведен на рис. 87. Кольца вычерчивают
симметричные траектории относительно плоскости симметрии.
Причем внутри каждой системы колец наблюдается чехарда. При
приближении к плоскости симметрии чехарда прекращается и кольца
в каждой системе движутся последовательно одно за другим.

При увеличении числа взаимодействующих колец и отсутствии в
системе полной симметрии
движение системы становится еще
более чувствительным к хаосу.
Лишь в ситуациях, когда рассто-
яния между кольцами достаточно
велики по сравнению с их разме-
рами, возможны случаи упорядо-
ченного движения. Важный вывод
этой главы состоит в том, что желае-
мое описание явления при мо-
делировании его системой вихревых
колец [82J возможно лишь на неко-
тором конечном интервале времени.

V

0J5

%Ч-Л„-.

0.2 о? г

Рнс. 87
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Г л а в а п я т а я

ФОРМИРОВАНИЕ ВИХРЕВЫХ СТРУКТУР

Из вихрей и противоборств возник
Мир осязаемых
И стойких равновесий.
И равновесье стало веществом.
Но этот мир разумный и жестокий
Был обречен природой на распад.

М.А.Волошин € Путями Каина»

Изложенные выше теоретические исследования исходили из предпо-
ложения о наличии в жидкости сформировавшихся локализованных
или распределенных вихревых образований. Дальнейшая их эво-
люция описывалась уравнениями Гелыигольца, что позволило по-
лучить хорошее количественное согласование с имеющимися экс-
периментальными данными. Однако при этом совершенно не за-
трагивался вопрос об образовании вихревых структур — вопрос,
представляющийся и сегодня одним из самых сложных в вихревой
динамике. Сложность здесь заключается, в первую очередь, в постро-
ении адекватной модели, позволяющей объяснить возникновение
вихрей в первоначально покоящейся жидкости и в ее согласовании с
требованиями теоремы Л агранжа для идеальной жидкости.

Существуют различные способы образования вихревых структур,
которые во многом определяют их дальнейшее поведение. В книге не
ставилась цель рассмотреть все возможные случаи генерации вихрей,
особенно в природных явлениях — смерчи, циклоны, торнадо,
грибовидные структуры в океанических течениях и т.д. Остановимся
лишь на некоторых закономерностях формирования вихревых струк-
тур в жидкостях. Изложение носит обзорный характер, целью которо-
го — проследить преемственность научных идей, тонких эксперимен-
тов и гипотез в столь сложном и интересном физицеском явлении.

1. Механизмы возникновения завихренности
в идеальной жидкости

Теоремы Гельмгольца утверждают сохраняемость вихревого движения в
идеальной жидкости. Однако они ничего не говорят о возможности и ус-
ловиях его возникновения, скажем, в первоначально покоящейся
жидкости. Более того, согласно теореме Л агранжа, в такой жидкости во-
обще невозможно появление завихренности. Обращаясь к теореме В.То-
мсона, можно утверждать, что завихренность может возникать лишь в
том случае, когда условия теоремы нарушаются. Для идеальной
жидкости это возможно, когда плотность неоднородна, хотя жидкость
остается несжимаемой; движение не баротропно; внешние силы не
потенциальны; нарушается непрерывность поля скоростей.
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Первый случай возникновения завихренности рассмотрен в [248],
где уравнения Гельмгольца обобщены на случай, зависящий только от
координат плотности. В современных обозначениях эти уравнения в
векторной форме с неизбежным учетом силы веса имеют вид

0 юD t D t
_

s

В работе (114) проведен детальный анализ уравнений для двух-
слойной несжимаемой жидкости плотностей р, и р2 при наличии
горизонтального слоя перехода толщиной 5. Установлено, что
вертикальное движение вихревой пары, состоящей из точечных вихрей
интенсивности ±х на расстоянии d> характеризуется двумя безразмер-
ными параметрами — а А/8 и R, где А(р2—Pi)/(p2+P,) и /?=a3g/x2. Для
разных значений А и /? проведены тщательные эксперименты и их
результаты сопоставлены с данными численных расчетов.

Случаи нарушения баротропности ( бароклинные жидкости ) чаще
всего встречаются в океанологии и динамической метеорологии. Непо-
тенциальность внешних сил наиболее ярко проявляется в жидкостях,
вращающихся как единое целое. Эти явления имеют непосредствен-
ную связь с глобальной циркуляцией океана и атмосферы.

Остановимся более подробно на случае, когда в идеальной
жидкости может нарушаться непрерывность поля скорости. Г.Гельм-
гольц и Г.Кирхгоф показали, что модель идеальной жидкости допуска-
ет разрыв касательной составляющей вектора скорости вдоль поверх-
ности разрыва при непрерывности на ней нормальной составляющей
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и давления. На такой поверхности будет отлична от нуля и касатель-
ная составляющая вектора завихренности, равного нулю во всей
остальной области. Таким образом, поверхность разрыва является и
вихревой поверхностью — вихревой пеленой. Однако эта поверхность
будет неустойчивой — малейшее ее отклонение от плоскости ( или от
прямой в двухмерном течении ) приводит к экспоненциальному росту
во времени возмущений. Это составляет существо явления, названно-
го неустойчивостью Гельмгольца — Кельвина. Начальный линейный
процесс роста малых синусоидальных возмущений длиной X на повер-
хности разрыва двух однородных жидкостей, имеющих скорости ±а,
показан на рис. 88,а. Без учета сил поверхностного! натяжения и
различий в плотностях отклонение нарастает по закону ехр{тш^Д}, т.е.
начальная « мелкая » синусоидальная волна становится все круче.
Дальнейший процесс роста возмущений носит существенно нелиней-
ный характер. Процесс сворачивания вихревой поверхности в
спиральные кривые схематично показан на рис. 88,6 и в. Хотя качест-
венная картина данного явления в плоском случае достаточно ясна,
количественные результаты получены недавно. Математически зада-
ча сводится к необходимости решения нелинейного интегро-диффе-
ренциального уравнения с неизвестной границей относительно
функции, выражающей зависимость вектора завихренности от длины
дуги.

Возвращаясь к возможности образования ненулевой циркуляции
при обтекании твердого тела с острой задней кромкой при наличии в
идеальной жидкости ( например, крыла ) поверхности разрыва,
обратимся к рис. 89,а, где показано покоящееся тело и приведен ряд
замкнутых жидких контуров, имеющих нулевую циркуляцию. Каза-
лось, что и при безотрывном движении крыла циркуляция останется
нулевой и движение будет безвихревым. Однако в этом случае имеет
место сближение ранее разделенных жидких элементов верхних и
нижних контуров ( рис* 89,6 ) вблизи задней острой кромки. Вдоль
пунктирной линии касательная составляющая л скорости жидкости
терпит разрыв и при сохранении сплошности жидкости без нару-
шения теоремы В.Томсона в ней возникает поверхностное распреде-
ление завихренности — вихревая пелена. Этому возможны возра-
жения, состоящие в том, что обтекание с разрывом скорости не являет-
ся единственно возможным. В идеальной жидкости допустимо «пере-
текание» жидких контуров за острую кромку с сохранением
потенциальности поля скорости и отсутствием завихренности. Такое
решение может иметь смысл с математической точки зрения. Однако
оно приводит к бесконечному значению скорости и бесконечному
отрицательному давлению на кромке. Данная ситуация не может су-
ществовать с физической точки зрения, поскольку жидкости не вы-
держивают отрицательных давлений — возникают кавитация и раз-
рыв сплошности. Требование конечности скорости на задней кромке в
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Рис 90

рамках модели идеальной жидкости составляет содержание постула-
та Жуковского — Кушта — Чаплыгина, Он дает основу, оставаясь в
рамках модели идеальной жидкости, для объяснения появления
циркуляции и подъемной силы в начально безвихревом потенциаль-
ном течении.

Близкий способ образования завихренности вследствие мгновенно-
го разрыва скорости, как отмечено еще в работе Г.Гельмголыда [135],
можно наблюдать в чашечке кофе ( или чая ), где движение круглых
вихревых колец легко наблюдать в действительности, если быстро
провести на небольшое расстояние параллельно поверхности воды на-
половину погруженный в нее кружок ( или имеющий приблизительно
форму полукруга кончик ложки ), а затем быстро его извлечь. тогда в
жидкости остаются половинки вихревых колец, ось которых лежит на
свободной поверхности и которые будут двигаться поступательно в
том же направлении, в каком двигалась ложка.

Наиболее простое качественное объяснение этому явлению дано в
работе Ф.Клейна [156], где указано, что для плоского случая при
движении в воде погруженной пластины вокруг нее возникает
потенциальное течение. При внезапном извлечении пластины из воды
на ее месте возникает разрыв сплошности. Затем под воздействием
сил давления частицы жидкости, находящиеся слева и справа or
пластины, сливаются, образуя вихревой слой ( рис. 90 ). Эти рассуж-
дения легко обобщены Ф.Клейном и на трехмерный случай д чя весла
конечных размеров. При этом образуется вихревое полукольцо, замы-
кающееся на поверхности жидкости.

Количественный расчет параметров трехмерного осеси^метрично-
го вихревого кольца при внезапном извлечении из идеальной
жидкости круглого тонкого диска сделал Дж.Тейлор [236].
Приравнивая импульс и кинетическую энергию жидкости при
потенциальном безотрывном обтекании диска радиуса с, движущего-
ся со скоростью [/, импульсу и кине1ической энергии вихревого кольца
с интенсивностью к, средним радиусом R и радиусом поперечного се-
чения а, получаем
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Рис.91

( 5 . 1 )

Условие, что при внезапном извлечении диска вихревой слой радиуса
с определяет значение циркуляции х* позволяет записать

-I AUr Ac U

W e 2 - г2
(5.2)

Регая уравнение (5.1) с учетом (5.2), находим размеры вихревого
кольца R » 0,816 с; а «0,152 с; R/ae5,37 и его скорость

ОП 1

О/\ 1

Таким образом, параметры к, a, R, V вихревого кольца полностью
определяются через скорость U и радиус с диска, мгновенно выдернутого
из идеальной жидкости. Важно подчеркнуть, что для образования вихре-
вого полукольца необходим разрыв сплошности, образующийся лишь
при мгновенном ( или сравнительно быстром ) удалении ложечки.

2. Возникновение завихренности при обтекании твердых тел

Наличие острой кромки вовсе не является необходимостью для
возникновения циркуляции при обтекании твердого тела маловязкой
жидкостью. Предложенная в 1904 г. Л.Прандтлем концепция по-
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* Т. Карман отмечал [Н% что такая дорожка была известна задолго до его рождения, и
указывал при этом на изображение в одной из церквей Болоньи св. Христофора, переносящего
младенца Христа через поток. Вокруг его ног художник показал чередующиеся вихри.
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Рис.92

граничного слоя позволила примирить противоречие, существующее меж-
ду изучением вихревых явлений в идеальной жидкости и теоремами Лаг-
ранжа и Гельмгольца об отсутствии причин к возникновению вихрей. Со-
гласно Л.Прандтлю, картина обтекания твердого тела маловязкой жидко*
стью выглядит следующим образом. Прилипая к телу на его поверхности,
жидкость образует прилегающий к этой поверхности весьма тонкий ( при
малой вязкости ) пограничный слой. В нем на относительно небольшой
толщине совершается резкий переход относительной скорости жидкости от
нулевого значения на поверхности тела к значению, отвечающему условиям
потенциального свободного обтекания. Движение жидкости в пограничном
слое имеет отличную от нуля завихренность и дает фактическое начало
отделяющимся от тела вихрям — дорожкам Кармана. Отметим, что обра-
зование за твердым телом двойных рядов вихрей наблюдалось и до Т.Кар-
мана. Известны работы А.Маллока [175] и А.Бенара [98], в которых экс-
периментально отмечалось наличие за пластиной, расположенной поперек
потока, системы вихрей разного направления. На рис. 91 [175] показаны
различные стадии образования двойных рядов. Схожие наблюдения сдела-
ны А.Бенаром, однако он ставил перед собой задачу исследовать структуры
потока вихрей з различных вязких жидкостях Первая работа Т.Кармана
[148] ставила конкретную цель — объяснить механизм сопротивления
движения твердых тел, связанный с вихревым следом. При этом установле-
на возможность существования двойных рядов вихрей, одинаковых по мо-
дулю, но разных по знаку интенсивностей, выстроенных либо в
симметричном, либо в асимметричном (шахматном) порядке (рис. 92). Ус-
пешное объяснение этого механизма, связанное с устойчивым шахматным
расположением вихрей, получило широкую известное*.*, а само
явление двойного ряда вихрей получило название дорожки Кармана*.

Открытие вихревых дорожек, вошедшее впоследствии практически
во все учебники по гидромеханике [ 16,45 ], дало начало саместоятель-



ному направлению исследований, связанному с изучением процессов
вихреобразованияза плохообтекаемыми телами/

3. Формирование вихревых структур при падении капель
на поверхность жидкости

Первая экспериментальная работа, детально рассматривающая все
тонкие стадии процесса образования завихренности в покоящейся
жидкости, принадлежит основателю Массачусетского технологичес-
кою института В.Роджерсу [217] и написана в один год с работой
Г.Гельмгольца [135]. Несмотря на ссылки в некоторых публикациях
[108, 195, 253], эта замечательная работа остается мало известной,
поэтому в приложении представлен перевод указанной статьи, позво-
ляющей с учетом накопленных знаний оценить проникновение ученых
прошлого в фундаментальные физические явления.

Следующими были две публикации Ч.Томлинсона [246,247 ] о про-
цессах формирования вихревых структур в зависимости от физико-
химических параметров жидкостей капли и резервуара. В работах
проиллюстрированы различные по форме и поведению вихревые
структуры, образовавшиеся из капли. На форму этих структур
влияют плотность, вязкость, смачиваемость и поверхностное натя-
жение пар жидкостей. На рис. 93 [246] показаны различные ситуации
образования вихревых структур, когда плотичс'ж обеих жидкостей
различаются мало. При этом в зависимости от физико-химических
параметров жидкостей возможны различные конфигурации.

Первый ( «арочный» )тип структур показан на рис 93, а,б,е. Вначале
после взаимодействия капли со свободной поверхностью образовывается
вихревое кольцо. В дальнейшем оно порождает в себе новые кольца
меньш^о диаметра, которые движутся с большой скоростью. При этом
сплошность первого основного кольца не нарушается. Образование но-
вых колец объясняется как неустойчивостью движения, так и неравно-
мерной концентрацией подкрашивающих частиц внутри жидкости
капли.

Второй тип вихревых образований наблюдался в керосине и бензоле
(рис. 93, в — д). Вначале капля сплющивалась в диск ( «блюдо» ), не
образуя вихревого кольца, затем в случае кротоновой капли обод «блю-
да» оставался в первоначальном положении, а дно, вытягиваясь, образо-
вывало в конечном итоге кольцо. В случае сивушной капли «блюдо»
очень быстро прощелкивало, образуя своеобразный «шатер». При
этом вершина шатра оставалась неподвижной, а его стенки вы-
тягивались в четырех направлениях, образуя новые шатры. Отметим,
что «арочные» и «шатровые» структуры характеризуются явным на-

• По свидетельству С. П. Тимошенко(72], доклад Т. Кармана на V Международном
математическом конгрессе (Кембридж, 1912 г.) вызвал некоторое неприятие Г. Ламба,
недовольного тем, что такая блестящая работа выполнена не в Англии.
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Рис.93

личием фрактальности, самостоятельный интерес к которым в настоя-
щее время чрезвычайно возрос [230].

Ч.Томлинсон [247] рассмотрел дополнительные возможные случаи
образования вихревых структур из капель в нагретой жидкости. В
случае, когда плотность жидкости больше плотности капли (рис. 9<*,а),
наблюдается ее всплытие с образованием вихревых колец, начиная с
момента, когда ее кинетическая энергия падения не в состоянии
противодействовать потенциальной энергии сил плавучести. Новую
информацию о форме вихревых образований дают рис, 94, б — ж.
Общее для всех приведенных на нем ситуаций — наличие опускаю-
щейся капли, сохраняющей некоторое время свою форму, ч тонкой
шейки, соединяющей ее со свободной поверхностью. В зависимости от
свойств жидкости ( все они представляют различные и редкие в насто-
ящее время масла ) возможна либо трансформация капли внутри
жидкости в вихревое кольцо ( рис» 94, е,д)% либо возникновение вихре-
вого кольца внутри капли ( рис. 94, б,в,ж), либо проникновение окру-
жающей жидкости внутрь капли в виде своеобразного «яэы *ка» ( рис.
94» г ). Ценность этой работы, сохраняющаяся и по сей день, состоит,
на наш взгляд, в иллюстрации многообразия формы структур в
различных по своим свойствам жидкостях.
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В ряду исследований формирования вихревых колец из капель
отметим работу О.Рейнольдса [209], в которой дано качественно*
описание известного морякам явления — успокаивающегося действия
дождя на волны в море. Путем эксперимента в сосуде с водой с подк-
рашиванием верхнего слоя толщиной в несколько дюймов показано,
что падающая капля, образуя вихревое кольцо, вовлекает с собой в
движение и переносит вглубь сосуда значительное количество подкра-
шенной воды из верхнего слоя. Это, по существу, первое эксперимен-
тальное наблюдение «атмосферы» вихревого кольца. В статье [248]
предложен иной способ визуализации вихревых колец. Индикатором
при этом служила размещенная на поверхности измельченная
алюминиевая пудра. Падающая капля, пробивая поверхность, захва-
тывала часть пудры, образуя при подсветке яркое вихревое кольцо.

Дж.Дж.Томсон и МА.Ньюэлл [239] тщательно исследовали
процесс образования вихревых колец. Показано, что капиллярность
не играет существенной роли в формировании вихревых колец.

Установлено, что все жидкости делятся на четыре класса, различа-
ющиеся по характеру образующихся вихревых колец. Оказалось, что
эти классы допускают упорядочение и по кинематической вязкости V.
Приняв в качестве единицы кинематическую вязкость для воды, авто-
ры дали следующую классификацию.

Класс I (v<0,7): эфир, хлороформ и бисульфит углерода дают очень
нечеткие кольца — капля разбивается и движется иррегулярно.

Класс 11 (I <v<3): вода, спирт, скипидар, керосин дают хорошие кольца.
Класс III (3<v<8...10): бутиловый спирт, разведенный глицерин.

При этом кольца образуются очень медленно.
Класс IV (15<v<30): раствор сахара, поташ, глицерин. Здесь коль-

ца не образуются вообще, если не взять очень крупных капель.
Отмечено, что сама величина v не может быть определяющим

параметром, поскольку это размерная величина (длина х скорость ).
В качестве нормировки длины естественно взять диаметр капли: уста-
новлено, что уменьшение капли дает тот же эффект, что и увеличение
v, Нормировка по скорости проведена не была.

Более кратко рассмотрена задача падения капли одной жидкости
в цилиндрический сосуд с другой. Здесь отмечено, что разрушение и
деление вихревых колец зависит от движений в столбе жидкости, вно-
сящих нерегулярность в кольцо и приводящих к быстрой диссипации
завихренности; разницы в плотностях жидкостей, благодаря которой
части вихревого кольца, где собралось больше вещества, падают в
виде капель более быстро и образуют вихревые кольца таким же
образом, как было сформировано первоначальное кольцо. Исследова-
ны также случаи движения капли для жидкостей с небольшим повер-
хностным натяжением и малой высоты падения. Опытным путем уста-
новлено, что для случая разных жидкостей хорошие кольца образуют-
ся тогда, когда жидкости могут смешиваться.
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Исследовался важный вопрос об оптимальной высоте падения ка-
пель, для которой четко сформированное вихревое кольцо проходит
наибольший путь. Установлен периодический характер зависимости
глубины прохождения кольца от высоты падения капли, причем рас-
стояние между соседними максимумами высоты хорошо кор-
релировали с пересчитанным на длину периодом собственных коле-
баний капли относительно сферической формы. Причины образо-
вания вихревых колец при падении капли на свободную поверхность
жидкости объяснены следующим образом [239]. Движение окружаю-
щей каплю жидкости вначале очень схоже с движением жидкости вок-
руг твердой сферы того же размера. Когда сфера движется, то каса-
тельная скорость ее отличается от касательной скорости сферы, пос-
кольку жидкость обтекает последнюю. Если сфера жидкая, как и сре-
да, в которой она движется, то не будет резкого разрыва в скорости, а
только очень быстрое ее изменение, т.е. будет происходить конечное
изменение скорости на исчезающе малом расстоянии. Такое изме-
нение эквивалентно вихревому слою, покрывающему сферу, причем
вихревые линии являются горизонтальными окружностями, и если
жидкость вязкая, то завихренность в слое диффундирует внутрь и вов-
не. По мере падения капли сопротивление делает ее более плоской,
пока она не станет дискообразной. К этому времени, однако, она будет
наполнена вихревым движением, и поскольку дискообразная форма
имеет неустойчивую конфигурацию завихренности, диск должен прев-
ратиться в устойчивую конфигурацию в виде яркого кольца. Наиболее
важным свойством жидкости является ее вязкость. Когда капля ста-
нет дискообразной, то внутри нее должно быть достаточно вихревого
движения, чтобы привести его к превращению в кольцо. Если вязкость
слишком мала, то вихревое движение не будет иметь достаточно вре-
мени д..я удаления от поверхности капли, пока она дискообразна, и,
таким образом, капля будет продолжать сплющиваться и прев-
ратится в тонкий слой с полосками вихревого движения вместо прев-
ращения в кольцо; если вязкость слишком большая, то вихревое
движение продиссипирует прежде, чем капля станет дискообразной.

На основании кинограмм [107] предложено эмпирическое условие
наилучшего образования вихревого кольца из капли: капля в момент
контакта со свободной поверхностью должна иметь сферическую фор-
му, переходя в процессе колебания при падении от сплошного к вытя-
нутому сфероиду. Количественно исследовано влияние начального
числа Рейнольдса ( отнесенного к диаметру кольца ) на глубину
проникновения кольца в жидкость. Экспериментально обнаружено,
что капля бензина или метилового спирта при вертикальном падении
порождает не одно, а два вихревых кольца, двигающихся с малым уг-
лом к вертикали.

Интерес к исследованиям явления падения капель на поверхность
жидкости имеет место и в настоящее время. Помимо чисто научных
вопросов он обусловлен наличием этого эффекта в ряде ггхно-
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логических производств. В работах [107,216] обращено внимание на необ-
ходимость определения безразмерных критериев для классификации эво-
люции движения после падения капли на поверхность. Рассматривалось,
при каких условиях из капли одной и той же жидкости образуются либо
вихревые кольца, либо выпрыгивающие с поверхности вверх струи и
брызги. В качестве критерия принимались числа Фруда Fr-U/JgD и Рей-
нольдса Re-(/D/5, где U — скорость капли в момент контакта с поверхно-
стью жидкости, D — диаметр капли, g — ускорение свободного падения.
На основании многочисленных экспериментов в зависимости от Fr и Re ус-
тановлена область перехода от струи к вихревым кольцам. Существенным
моментом оказалась слабая зависимость от числа Fr в интервале зна-
чений 4<Fr<20; все в основном определялось числом Рейнольдса, критиче-
ское значение которого Rec=3000. В работе [107] приведена диаграмма,
определяющая область перехода в зависимости от диаметра капель и ско-
рости их падения. В диапазоне диаметров от 0,5 до 5 мм (верхний предел —
очень большой диаметр для капли и капля должна быть неустойчивой)
область перехода представляет собой близкую к гиперболе кривую, имею-
щую координаты (7—2,2 м/с при />-1 мм и /7=0,9 м/с при Ь=5 мм. Зна-
чения скорости, лежащие выше этой кривой, соответствуют брызгам и
струям, а значения скорости, лежащие ниже — образованию вихревых ко-
лец. Отметим, что капли с D>6 мм разваливаются [13].

В работе [146] обобщены многие полученные ранее результаты и
подходы. Отмечено, что определяющим критерием вихревых колец и
струй в случае совпадения жидкостей в капле и сосуде является число
Вебера Wee(/Vp£)/7\ где Т — коэффициент поверхностного натя-
жения. Показано, что в широком диапазоне чисел Фруда 4<Fr<20
критическим значением является Wec«8. Для капель при We>Wec

образуется струя, а при We<Wec — образуются вихревые кольца. В
эту схему хорошо укладываются экспериментальные результаты [ 107,
216 ], а также данные, полученные для воды [40].

На рис. 95 (см. вклейку) представлены сделанные в лабораторных
условиях фотограммы различных стадий движения вихревого кольца,
образовавшегося в результате падения капли воды ( подкрашенной
перманганатом калия ) на свободную поверхность воды. Вначале
формируется очень четкое вихревое кольцо. Через некоторое время за
счет неустойчивости, связанной в первую очередь с отклонениями от
равномерного распределения завихренности по всей длине кольца, на
его поверхности образуются неоднородности в вил*1 утолщений и
утоньшений поперечного сечения. Первоначально круговая форма
кольца становится синусоидальной. На более тонких участках кольца
самоиндуцированная скорость движения возрастает. Эти участки вы-
тягиваются вниз и на них образуются кольца меньших размеров. Та-
кой процесс неоднократно повторяется и в конечном счете приводит к
красивой гирлянде, устойчиво существующей в течение десятка
минут. В спокойной воде резервуара эти гирлянды имели весьма
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симметричную форму. При последовательном падении двух капель
удавалось наблюдать два коаксиальных кольца, причем заднее четко
проскакивало через переднее, однако затем процесс становился труд-
но идентифицируемым. На рис. 95 представлены ситуации, когда
We-2,84 u Fr—2,58. При увеличении высоты падения капли и соответ-
ственно увеличении числя We на поверхности воды наблюдались
всплеск и брызги ( рис. 96). Вначале образовалась воронка, затем из
нее поднималась вверх вертикальная струя, на конце которой появля-
лась сферическая капля меньшего, чем первоначальный, диаметра.
При достижении струей максимальной высоты эта капля отрывалась
от нее и падала на поверхность. При этом возникали два слабовыра-
женных кольца, обусловленные как первым ударом капли о свобод-
ную поверхность, так и вторичным эффектом разрушения струи.
Число We для рис. 96 (см.вклейкуСоответствует We-10,97. Проделан-
ные эксперименты при варьировании числа Вебера от We—2 до We—I 6
хорошо коррелировали с выводами работы [146].

В заключение отметим, что несмотря на большое число экс-
периментальных данных строгой математической модели, основанной
на решении уравнений Эйлера или Навье — Стокса, пока нет.

4. Производство вихревых колец при помощи
импульсных струй

Образование вихревых колец при помощи импульсных струй описано в
работе Е.Ройша $08], где основное внимание уделено физическому объяс-
нению образования вихревых колец при истечении из трубки импульсных
струй. Перевод этой работы дается в приложении. Идеи Е.Ройша были
широко использованы в последующих исследованиях В работе А.Обербе-
ка [193] подробно представлены различные ситуации образования колец
при истечении импульсных струй и их эволюции в зависимости от началь-
ных и граничных условий. Экспериментальная установка представляла
собой сосуд, заполненный водой, в дно которого была* встроена небольшая
стеклянная трубка так, чтобы жидкость из нее поступала вертикально
вверх. Трубка при помощи гибкого шланга соединялась с другим сосудом,
в котором находился слабо концентрированный раствор фуксина. Удель-
ные веса раствора и воды были практически равны. Цель исследований
А.Обербека состояла в определении границ истекающей струи и исследо-
вании ее воздействия на окружающую жидкость. В частности, подвер-
гались сомнению экспериментальные результаты Г.Магнусз о том, что
струя вовлекает в движение всю покоящуюся ранее в сосуде жидкость. По-
казано, что на истечение струй существенно влияют силы трения. Благода-
ря им наблюдается четкая граница между покоящейся жидкостью и
струей. На рис. 97 приведены некоторые фигуры из [193]. Струи истекали
при небольшом избыточном давлении ( разница уровней в сосудах изме-
нялась от б до 20 мм ). Течения отличались большой устойчивостью,
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Рнс.97

незначительные возмущения быстро затухали. При открытии крана
на передней границе струн возникала особая вихревая поверхность —
грибовидная структура [208). Струя всплывала лишь до определенной
высоты, которая была связана с разницей уровней в сосудах.
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На максимальной высоте подкрашенная жидкость в струе
расширяется и затем диффундирует вниз. На рис. 97 {8,9) показаны
струи с одинаковыми начальными данными: колоколообраэная форма
струи во втором случае объясняется незначительным перепадом тем-
пературы в сосуде. Форма струи (10) образовалась в результате легко-
го периодического передавливания каучукового шланга. После окон-
чания надавливания струя быстро приходит в первоначальную форму.
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Лишь начиная с Ah—(80...90) мм струи становятся более чувствитель-
ными, что приводит к нарушению их сплошности.

Если открыть кран на краткий промежуток времени, то образуется
резко ограниченная область подкрашенной жидкости. Ее первона-
чальная форма благодаря действию трения и вовлечению покоящейся
бесцветной жидкости окончательно трансформируется в движущееся
вихревое кольцо. Процесс образования кольца схематически показан
на рис. 97 (2 — 5), где приведена схема (3) сворачивания струи в коль-
цо. В покоящейся жидкости образовываются два типа течения. Пер-
вое, обозначенное стрелками А и В, генерируется поступательным
движением подкрашенной области твердого тела; второе, обозначен-
ное стрелками С и Z), обусловлено трением. Образование
спиралевидной вращательной поверхности есть необходимое
следствие взаимодействия этих течений.

А.Обербек [193] рассмотрел процесс чехарды двух ( / , / / ) колец
(рис. 97, 6, 7 ) и ряд ситуаций образования вихревых структур при
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обтекании струями твердых препятствий. Он указал, что в природе
можно найти целый ряд примеров, аналогичных описанным в лабора-
торном эксперименте процессам. Что касается современных результа-
тов, то наиболее ярким стало открытие грибовидных течений благода-
ря фотографиям из космоса в океане [ 76,231 ].

Впоследствии на аналогичных установках получены новые результа-
ты. Так, Г.Кётшау [158] рассмотрел обтекание струями препятствий
различной геометрической формы с внутренними отверстиями, а также
случаи образования грибовидных структур благодаря взаимодействию
двух и трех тонких струй ( рис. 98). К.Мак [174] в отличие от предыдущих
исследователей привел фотографии явления образования структур. Он
исследовал процесс прохождения струи сквозь образовавшийся ранее в
сосуде горизонтальный слой в виде кольца ( рис. 99).

Суммируя в целом изложенные результаты, получаем основной вы-
вод, что вихревые кольца образуются лишь тогда, когда имеет место раз-
рыв течения. В перечисленных исследованиях это определялось кратко-
временным (импульсным) выпуском жидкости из трубки.

Если трубка расположена горизонтально в лабораторном лотке, то
процесс возникновения вихревых структур будет иметь определенные
различия. В первую очередь они обусловлены тем, что струи не будут
останавливаться в результате дефицита давления. В статье [145] экс-
периментально исследован процесс импульсной генерации вихревого
кольца в линейно стратифицированной жидкости. Установлена важ-
ная роль стратификации в процессе образования вихревого кольца,
хотя теоретически данный процесс понят еще не до конца. Обзор работ
по генерации вихревых колец при горизонтальном расположении
трубки содержится в[11].

Детально с помощью фотографии исследованы условия генерации
и эволюции колец в воде [191]. Жидкость находилась в стеклянном
лотке, а для производства кблец использовалась цилиндрическая
трубка ( «ружье» ) диаметром 7,7 см и длиной 6,6 см. Один торец
трубки был наглухо закрыт, а на другом устанавливались ме-
таллические диски с одним ( 1 см ) либо с двумя ( 0,85 см )
отверстиями. В трубку наливалась подкрашенная фенолфталеином
вода и с помощью электромагнитной системы по ней наносился ко-
роткий удар. Таким образом генерировались вихревые кольца,
движущиеся в лотке со скоростью примерно 2 м/с. На пути их следо-
вания размещалась группа плавающих мелких частиц либо натяну-
тый на раму кусок шифона или промокательной бумаги. Отмечено,
что такие препятствия не изменяют характера движения вихревого
кольца, которое просачивается сквозь них. Наиболее любопытным бы-
ло расположение на пути кольца серебряной цепочки для карманных
часрв. Цепь начинает изгибаться еще до непосредственного контакта
с кольцом, что подтверждает наличие у него «атмосферы» —
эллипсоидальной области жидкости, движущейся вместе с кольцом и
обладающей значительной кинетической энергией.
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Детально изучен и процесс отражения вихревого кольца от свобод-
ной поверхности воды при различных углах падения. Эксперимен-
тально найдено, что если угол между начальным направлением
движения вихревого кольца и поверхностью воды меньше 22 *, то коль-
цо отражается. В других случаях кольцо «прорывает» поверхность и
образует фонтан воды над ней. При анализе движения вихревого
кольца в двухслойной жидкости ( нижний слой — более тяжелая соле-
ная вода ) наблюдалось явление преломления, весьма схожее с
оптическими законами.

Особый интерес представлял следующий эксперимент. На поверх-
ности воды помещался подкрашенный слой керосина ( 5...10 см ).
Вихревое кольцо генерировалось в бесцветной воде и двигалось снизу
перпендикулярно границе раздела. После ее пересечения в керосине
возникало подкрашенное кольцо, которое после отражения от верхней
поверхности в конечном итоге оказывалось в воде. Появление окра-
шенного вихревого кольца в воде выглядело весьма эффектно. Инте-
ресны фотографии, связанные с генерацией двух одинаковых вихре-
вых колец, расположенных в начальный момент одно над другим. В
процессе движения кольца сближались, а затем перезамыкались и
образовывали одно большое кольцо, колеблющееся около круговой
оси. В совокупности результаты показывают, что весьма тонкие зако-
номерности движения вихревых колец доступны для наблюдения с
помощью самых простых средств. Эта ситуация хорошо просматрива-
ется и в исследованиях по вихревым кольцам в воздухе [ 95, 208, 256 ],
где установлен ряд их характерных свойств. В частности, эксперимен-
тально обнаружена «упругость» вихревых колец при косом ударе, ког-
да два дымовых вихревых кольца отскакивали друг от друга и
начинали колебаться, как это происходит при соударении в воздухе
двух каучуковых колец. Еще одним замечательным свойством дымо-
вых вихревых колец является их отклонение от приближаемого к ним
сбоку острия ножа.

К.Круч [159] исследовал процессы развития и эволюции колец при
различных диаметрах трубок. Причем, специально рассматривался
вопрос движения турбулентных вихревых колец. Он использовал
специальный способ подкрашивания колец, заключающийся в нане-
сении по всему внутреннему периметру передней кромки трубки кон-
центрированного раствора краски. Кольца генерировались при
помощи движения поршня, помещенного внутри трубки. Ценность
этой работы в том, что получены количественные результаты по
развитию турбулентных вихревых колец. Показано, что и при горизон-
тальном движении колец неустойчивость приводит к многократно
изогнутой форме поверхности кольца.

В многочисленных экспериментах по эволюции вихревых структур,
образовавшихся при истечении импульсных струй, большое внимание
уделялось исследованию их внутреннего строения. Турбулентные
вихревые кольца подробно исследовал Т.Максуорси [ 178, 179, 180 ].
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Он описал эволюцию колец, провел анализ устойчивости, рассмот-
рел вопросы их взаимодействия. Аналогичное исследование для
вихревых пар провел Дж.Ву [258]: пары образовывались исте-
чением импульсной плоской струи из узкой щели. В статье приведе-
ны зависимости развития пар во времени. Детальные исследования
влияния начальных условий конкретных параметров эксперимен-
тальных установок на дальнейший процесс образования и развития
вихревых колец провели Е.А.Луговцов [48], В.А.Владимиров и
В.Ф.Тарасов [16].

Исследовался процесс формирования вихревого кольца, который
наглядно показан на рис. 100. Кольца генерировались из трубки
диаметром 2 см. Трубка имела горизонтальный участок и была изог-
нута под углом 90°. Верхней частью она соединялась с баком, который
находился над поверхностью воды в бассейне. В баке был раствор
обезжиренной алюминиевой пудры. В результате кратковременного
открытия клапана из трубки выталкивалось «облако» раствора, кото-
рое двигалось поступательно благодаря начальному импульсу. Затем
на передней его границе формировалось резко закрученное вихревое
кольцо. Скорость движения частиц в кольце значительно превышала
скорость частиц в оставшейся части облака. Через несколько секунд
после начала движения кольцо окончательно отрывалось от оставшей-
ся массы. Процесс отрыва в данной ситуации аналогичен явлению
разрыва теста в результате скручивания. Кольца, полученные таким
способом, имели довольно правильную форму и сохраняли ее
сравнительно долго — в течение 15...20 мин. При этом диаметры колец
изменялись от 5...6 до 10...12 см.

Описанные выше эксперименты показывали, что наиболее часто
вихревое кольцо в однородной жидкости образуется импульсным вы-
талкиванием поршнем массы жидкости из цилиндрического канала.
При этом техника эксперимента настолько усовершенствована [ 115,
180 ], что удавалось зафиксировать не только общее время движения
поршня, но и задавать программу скорости лего одновременного
движения, тем самым измегяя проходимый путь. Несмотря на боль-
шое число экспериментальных данных, важный и очевидный вопрос о
том, каким будет вихревое кольцо ( ламинарным, турбулентным или
ламинарным, претерпевшим развитие неустойчивости и переходящим
впоследствии в турбулентное в зависимости от параметров поршнево-
го движения), в литературе до недавнего времени не обсуждался.
Данный вопрос обстоятельно рассмотрен в статье [128]. Наряду с де-
тальным описанием экспериментальной установки, содержаще": мно-
гочисленные технические усовершенствования для отработки наилуч-
шего способа генерации вихревых колец, и высокоскоростных ( 2000 и
4000 кадров/с) кинокамер для их визуализации, статья содержит и
теоретические построения для изучения сложного физического
явления.

В процессе одномерного движения по цилиндрическому каналу
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диаметром Do с бесконечным фланцем поршень движется со скоро
стью uQt. За время То он проходит путь

Здесь
(5.3)

аУ ' (5.4)

Достигая в момент Го положения заподлицо <: горизонтальным
фланцем канала, поршень площадью А = nD\/\ сообщает вытолкну-
той жидкости плотностью р импульс

(5.5)

Важной безразмерной величиной, характеризующей движение,
является фактор программы скорости

Р = !) dt.
(5.6)

Очевидно, что Р>\. Используя (5.3) — (5.6), выражение для импульса
можно представить тремя различными способами:

Г ' (5.7)

Вводя характерные масштабы длины L и времени Г, согласно форму*
лам L-il/pv)1/*, f—Z/pv2, где v — кинематическая вязкость, иа сообра-
жений размерности находим, что функция тока ¥, описывающая
осесимметричное поле скорости в полупространстве х>0 j вихревым
кольцом, имеет вид

(5.8)
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где

р\А v (5.9)

представляет собой число Рейнольдса вихревого кольца.
В случае турбулентного вихревого кольца в соотношении (5.8) необ-

ходимо исключить вязкость, умножив все соотношения на соответству-
ющие степени tpv2/!. В итоге запишем

. 2 Fl (5.10)

Важной характеристикой вихревого кольца является его началь-
ная циркуляция Го. Анализируя мгновенный поток завихренности че-
рез плоскость отверстия цилиндра с помощью теории пограничного
слоя, нетрудно показать, что его мгновенное значение равно u2

0(t)/2.
Таким образом, имеем

Г° 2

0 = J ~ ^ > и t — Г о — г л = Г jyp~ .

о ° (5.11)

Сравнивая эти выражения с (5.9), находим

Поскольку Р>1, то при заданных значениях и0 и Го (или Lo, То ) любое
отклонение программы движения поршня от равномерной будет
приводить к увеличению циркуляции и импульса кольца. Значение
циркуляции измерялось [115] с помощью лазерного допплеровского
измерителя скорости в оторвавшемся от отверстия вихревом кольце
при нескольких значениях LjDb и Я. Оказалось, что измеренное зна-
чение Г на 30 — 40 % больше значения Го, вычисленного согласно
(5.11). Предложены качественные соображения, связанные со
вторичной генерацией завихренности при остановке поршня и эффек-
тами формирования пограничного слоя. Проведен [204] расчет цирку-
ляции Г и диаметра D вихревого кольца на основе автомодельных
решений о сворачивании вихревой пелены при степенном законе
uo(/)"7wl(m>O) изменения скорости поршня. В случае трубки без флан-
ца ( одно из часто встречающихся устройств для генерации вихревых
колец) найдено, что
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Рис. 101

где постоянная К принимает значения 1,41; 1,64; 1,74 для т в 0; 0,5; 1
( Я - 1 ; 1,125; 1,333).

Сравнение этих формул при т = 0 с данными эксперимента [180]
показывает разумное согласование для LJDQ<2. При больших зна-
чениях L</Do формулы (5.12) дают завышенные результаты.

Возвращаясь к вопросу об условиях ламинарных или турбулент-
ных вихревых колец, укажем, что [128] на основе обработки данных
многих тщательных измерений, используя безразмерные переменные
LQ/DQ И ГД/V, удалось четко определить полосу, служащую границей
раздела. Этот график воспроизведен на рис. 101. На него хорошо ло-
жатся данные других экспериментов [128]. Дополнительные кинокад-
ры дают возможность проследить почти мгновенный ( до 150 мс ) ха-
рактер турбулизации вихревого кольца. Они показали, что окружная
неустойчивость вихревого кольца, с которой традиционно связывались
распад кольца и возникновение турбулентности, не всегда такова. В
целом, несмотря на значительные усилия многих исследователей, этот
сложнейший процесс понят в настоящее время далеко не до конца.



П Р И Л О Ж Е Н И Е

РАННИЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ
ДИНАМИКИ ВИХРЕЙ

Чтение оригинальных трудов дает изу-
чающему любой предмет большое
преимущество, ибо наука наиболее пол-
но всегда усваивается в стадии зарож-
дения.

Д.КМаксвелл ^Трактат об электриче-
стве и магнетизме»

В современной гидромеханике теория вихревых движений является
вполне сложившейся дисциплиной. Однако в отличие от механики твер-
дого деформируемого тела, где в капитальных трудах [ 6, 71 ] весьма де-
тально отражено становление этой науки, задача создания истории
динамики заннхренности еще даже не ставилась. Правда, в конце XIX —
начале XX вв. успехи в данной области сум мировались в обзорных стать-
ях! Ю,85,100,138,171J. Эти работы описывали в основном теоретические
результаты Г.Гельмгольца, Д.Стокса, В.Томсона, Дж.Дж.Томсона,
В.Хикса и др. Меньше внимания уделялось ранним экспериментальным
исследованиям [ 27,62,95,208 — 213,217], содержащим тонкие моменты
в описании динамики вихревых течений реальной жидкости. Интересно
попытаться проанализировать впечатления авторов этих публикаций,
которые оказались бы в современной лаборатории. Вероятно их могла
бы смутить сложность экспериментальной аппаратуры для визу-
ализации вихрей и возможности компьютеров для обработки результа-
тов измерений. Однако они, несомненно, активно участвовали бы в
обсуждении особенностей вихревых движений, а их собственные резуль-
таты вполне соответствовали современным научным требованиям.

Ниже приведены переводы трех статей, особая роль которых отмечена
как в классическом учебнике Г.Ламба [46] и лекции Д.Рэлея [206], так и в
современных публикациях [ 180,253}. Здесь типичным является присущий
великим ученым контраст между простотой и доступностью эксперимен-
тальных средств и глубиной осмысления полученных при этом результатов.

В.Роджерс

О ФОРМИРОВАНИИ ВРАЩАЮЩИХСЯ КОЛЕЦ ВОЗДУХОМ
и жидкостями
при определенных условиях кытеканмя

Давно известно, что газовые пузырьки фосфоресцироваиного водоро-
да, состоящего из РН 3 с примесью РН2, при взрывном горении образу-

• Перевод с англ. В. В. Мелешко, статьи [217\.
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ют в воздухе кольцо белого пара. Это кольцо при подъеме проявляет
вращение каждого своего вертикального сечения вокруг криволиней
ной оси. Аналогичное движение иногда различимо в дыме от пушки и в
резких выхлопах паровой трубы, а также, как знают опытные
курильщики, такие вращающиеся кольца легко получаются, если та-
бачный дым выпускать из сложенных трубочкой губ.

Изучая недавно явление воздушных струй, я пришел к необ-
ходимости критического изучения условий, при которых получены эти
выхлопные кольца. Используя подходящее оборудование, мне удалось
не только проследить развитие колец, образующихся в выдуваемом
сквозь отверстие воздухе, но и выявить аналогичное движение з тех
кольцах, которые возникают, когда лопается обычный мыльный
пузырь. Более того, мне удалось путем определенной изобретатель-
ности сформировать в воде и других жидкостях аналогично устроен-
ные кольца и соотнести их с теми же механическими причинами, кото-
рые приводят к возникновению колец в воздухе. Поскольку методы
эксперимента, которые я применил, и большинство наблюдений явля-
ются, по-видимому, новыми и поскольку к механизму этих замечатель-
ных эффектов ранее, как я абсолютно уверен, не обращались, то пола-
гаю, что последующие подробности можно рассматривать как небе-
зынтересное дополнение к нашим знаниям в этой области исследо-
ваний.

I. О воздушных кольцах, образованных кратковременными
залпами из отверстия

1, Способ создания воздушных колец. Чтобы в этих случаях форму
и внутреннее движение вытекающего воздуха сделать четкс видимым»
я использовал большой стеклянный резервуар ( рис.102,/ ), в котором
воздух был непрозрачным благодаря постоянному производству на-
шатыря.

К верху сосуда с помощью измельченного цемента была приклеена
цинковая или стеклянная крышка с тремя отверстиями: центральным
круговым диаметром в один дюйм и двумя другими значительно
меньших размеров, снабженных короткими патрубками, поднима-
ющимися над крышкой. Из двух последних отверстий одно предназна-
чено для соединения с разрядными трубками и держится закрытым,
когда используется центральное отверстие. Второе имеет тонкую стек-
лянную трубку, изогнутую под прямым углом и проникающую вов-
нутрь сосуда, не достигая двух дюймов до его дна. На своем наружном
конце она соединена с гибким шлангом, через который, нагнетая воз-
дух в нижнюю часть сосуда, экспериментатор может по своему же-
ланию выпустить нужный объем облачного воздуха через любое
отверстие. Для этого он может восг ляьэоваться как своим ртом, так и
резиновой грушей, прикрепленной к концу шланга, причем первый
путь во многих случаях предпочтительнее. На равных расстояниях от
Центрального отверстия к нижней поверхности крышки прикреплены
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Рис. 102

два крючка, с которых свешиваются два длинных отрезка толстой
хлопчатой ткани.

Для подготовки аппарата к эксперименту снимается крышка и в
сосуд наливается обычная соляная кислота до глубины полдюйма и к
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ней добавляется один или два кубических дюйма азотной кислоты.
Отрезки хлопчатой ткани после погружения в сильный раствор ам
мония вешаются на крючки. Крышка ставится в исходное положение с
легким нажимом, чтобы получить плотное соединение, не пропускаю-
щее воздуха.

Воздух внутри сосуда быстро становится непрозрачным с густым
облаком хлорида. Прикладывая губы к свободному концу гибкого
шланга, из оставшегося незакрытым отверстия можно извлечь либо
клубы, либо непрерывную струю дыма. Излишне говорить, что в
процессе проведения эксперимента окружающий воздух должен быть
практически неподвижным, поскольку малейшее его движение вблизи
отверстия приведет к нарушению симметрии эффекта.

2.Стадии формирования кольца. Когда в результате сравнительно
сильного импульса облачный воздух выходит из сосуда в виде быст-
рых, но не резких клубов, то каждое маленькое облачко принимает
около отверстия форму кольца. Это кольцо, постепенно расширяясь
при подъеме, тем не менее сохраняет свою симметрию до тех пор, пока
не достигнет высоты двух, а иногда даже трех футов над отверстием.

При более мягком и менее внезапном импульсе кольцо по мере
продвижения несет за собой шлейф облачного воздуха, образующий
тянущееся вниз продолжение внутренней части кольца.

(Г помощью еще более легкого выдыхания воздуха губами можно
вытолкнуть его столь мягкой волной, что будет заметно, как уходящее
облако медленно сворачивается от отверстия, не теряя при этом связи
с основной массой — все в целом напоминает вершину колонны, укра-
шенной волютой. В этом эксперименте кольцо не генерируется, но зато
можно наблюдать зарождение такого движения и проследить за ме-
ханическими движениями, создающими кольцо. На рис. 102,2 показа-
ны ранняя стадия и полностью сформированное кольцо с частью
присоединенного шлейфа, причем в обоих случаях даны лишь попе-
речные сечения кольца.

Когда залп производится импульсом более сильным, чем в первом
из упомянутых случаев, результирующее кольцо устремляется вверх
столь быстро, что убегает от шлейфа. Последнему остается либо мед-
ленно тянуться в виде бесформенной массы, либо, сохранив достаточ-
ную скорость, испустить из себя второе меньшее кольцо, быстро следу-
ющее за первым. Прилагая еще более энергичные усилия, можно за-
ставить вытолкнутый воздух образовывать три, четыре и даже боль-
шее число четко сформированных колец.

Размер первоначально сформировавшегося кольца зависит глав-
ным образом от ширины отверстия и в некоторой степени от силы уда-
ра. С отверстием диаметром в полтора дюйма и большой подводящей
трубкой легко с помощью подходящего импульсного выдоха ге-
нерировать совершенно симметричные кольца от двух до трех дюймов
в диаметре, которые имеют энергию, достаточную для подъема без
разрушения на высоту шести — семи футов. Таким способом можно
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сделать эти красивые явления видимыми для широкой аудитории, за-
ставляя дымовые клубки гнаться друг за другом до тех пор, пока они
не расплющатся об потолок.

Если вместо рта использовать упругую грушу лля выталкивания
облачного воздуха, то в результате быстрого сжатия и последующего
отпускания рукой образуются очень симметричные кольца, которые
обычж) не сопровождаются никаким шлейфом. Последний результат,
очевидно, связан со внезалным расширением груши и, следовательно,
со втягиванием последней части^облачной массы обратно в резервуар.
Продолжая сдавливать грушу так, чтобы предотвратить ее
расширение, можно воспроизвести те же фазы явления, что и в случае
импульса, сообщаемого выдохом.

3. Вращение и структура воздушных колец. Чтобы получить опре-
деленное представление о движении и внутренней структуре кольца,
необходимо смотреть на него в почти горизонтальном направлении и в
сильном проходящем свете. Это удобно сделать, поместив аппарат на
столе немного ниже уровня газовой лампы, но на значительном рас-
стоянии от нее. Тогда видно, что вращение кольца как в зарождаю-
щемся состоянии с присоединенным шлейфом, так и в уже
сформированном и отделенном всегда имеет одно направление: внут-
ренние завитки движутся вперед ( при обычном способе проведения
эксперимента — вверх ), а наружные — в противоположном направ-
лении ( рис. 102,5 ). Чтобы глаз мог легко следить за этим движением
внутри кольца, воздух внутри сосуда должен быть средней облач-
ности, а выталкивающее усилие — быстрым, но не резким. При этих
обстоятельствах видно, что кольцо состоит из витков облачного воз-
духа, между которыми свернута аналогичная спираль прозрачной
атмосферы.

Когда кольцо имеет шлейф, то легко распознать, что облачная
спираль непрерывно связана с этой сопровождающей массой и
спираль действительно исходит из нее вблизи внутренней окружности
кольца. Еще в более ранней стадии движения удается отметить нача-
ло такой двухслойной спирали, наблюдая как каждый вытягиваемый
из основной массы завиток захватывает порцию чистого воздуха и за-
ключает его между своими изгибами.

4. Происхождение вращения. Оно, очевидно, связано с
комбинированным воздействием внешнего импульса и сопротивления,
которое испытывают края вытекающей массы со стороны ребра
отверстия и со стороны воздуха, в котором эта масса движется. Внешний
импульс блаюдаря распространяющемуся по резервуару растяжению
должен до некоторой степени действовать в наружном направлении, в то
время как сопротивление действует примерно противоположным обра-
зом. Поэтому в итоге будет произведен реверс или заворачивание выхо-
дящего облака вокруг отверстия, которое, поскольку воздействие про-
должается, будет развиваться в описанные выше расширяющиеся
завитки и в конце концов в совершенное и быстро вращающееся кольцо.
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Расширение кольца при его подъеме оказывается естественным
результатом растягивающего характера импульса, воздействующего
на воздух по мере его выхода из отверстия.

5. Горизонтальные полоски кольца. Изучая кольцо с четко
различимыми чистыми и облачными спиралями, обнаружено появ-
ление чередующихся слоев или полос облачного и сравнительно
чистого воздуха, расположенных горизонтально, которые наиболее
сильно заметны вблизи вершины и основания кольца и практически
исчезают в его середине. Когда применяемый воздух является лишь
слегка облачным, а кольца большими и хорошо развитым*, то
возникающие полосы восхитительно проявляются в мягком прошед-
шем свете и немало добавляют к красоте вращающегося и
расширяющегося клубка.

Легко видеть, что эта очевидная структура есть оптический обман,
обусловленный прохождением света поочередно через облачные слои
большей и меньшей толщины составного кольца. Поэтому можно за-
метить ( рис. 102,5 ), что приходящие к расположенному в горизон-
тальной плоскости глазу лучи, прошедшие через верхнюю часть
облачной спирали, будут преломлены значительно сильнее, чем те, ко-
торые прошли в параллельной плоскости непосредственно через
чистое пространство. При этом первые должны пройти значительную
часть пути в облачном слое, в то время, как вторые проходят немногим
более чем удвоенную толщину. Такое же соотношение должно иметь
место для следующих внутренних завитков, но по мере того, как витки
спирали становятся тоньше, разность между толщинами чистого и
облачного воздуха, через которые проходит свет, постепенно уменьша-
ется и вблизи экватора становится неощутимой. Следовательно, поло-
сы, столь сильно заметные вблизи вершины и основания кольца исче-
зают по мере приближения к его среднему сечению.

6. Об эффектах, производимых непрерывным выдувом. Слегка
удлиняя импульс либо от рта, либо от груши так, чтобы вытолкнуть
сравнительно большое количество облачного вещества при средней
скорости, удается заметить частичное формирование вторси о кольца в
распухшей части шлейфа, который все еще сопровождает первое
кольцо и даже третье, хотя и более несовершенное, в шлейфе, сопро-
вождающем второе кольцо. Причем, все это формирование по-преж-
нему образует единую массу.

При непрерывном и равномерном выдуве средней силы явления
бывают более любопытными и поучительными. В этом случае столб
воздуха, сохраняя свою гладкую цилиндрическую наружную границу
только на небольшом расстоянии над отверстием, обнаруживает вы-
ше вдоль поверхности на почти одинаковых дистанциях последова-
тельность завитков или волют все более и более развитых по мере
продвижения вверх и часто заканчивающихся на вершине почти со-
вершенным отдельным кольцом ( рис. 102,4 ). При увеличении выдува
с нарастающей скоростью эти боковые отметины на столбе становится
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менее заметными и наблюдаютси повсюду, переходя в пределе в ряд
маленьких выступов, изгибами спускающихся вниз подобно низшему
и наименее сформировавшемуся завитку в предыдущем эксперимен-
те.

Анализируя эти боковые отклонения ( рис. 102,4 ), можно увидеть,
что каждое из них образовано за счет смежных частей столба как вы-
ше, так и ниже этих завитков. Стрелки внутри, расходящиеся кверху,
показывают направление, п котором внутренние части потока откло-
няются, чтобы соединиться с более широкой частью спирали. Наруж-
ные стрелки, направленные вниз, обозначают относительное возврат-
ное движение, обусловленное сопротивлением, действующим на сто-
ронах, и показывают траекторию входящих в спираль сверху частиц.

Казалось бы, эти движения должны иметь эффект, по крайней ме-
ре внешний, состоящий н разделении колонн»»! на чередующиеся поло-
сы разреженного и сгущенного воздуха. При этом первые расположе-
ны примерно посередине между соответствующими витками, а вторые
— непосредственно выше тех мест, где витки соединяются с основной
массой. Эти регулярные чередования, фактически эквивалентные ге-
нерируемым в вытекающем потоке системам воли или колебаний,
показывают аналогию в условиях для больших потоков газообразного
вещества и тонких струй, в которых наличие такого колебательного
движения уже указывалось и которое может иметь отношение к пос-
леднему явлению. По крайней мере они дают убедительные доказа-
тельства того, что даже сильный поток газа, вытекаемого при посто-
янном давлении, не течет с непрерывной однородностью, а образует
область периодических движений с равно повторяющимися интер-
валами.

II. О движении воздуха при разрыве и взрыве пузырей

Поскольку прекрасные кольца, образуемые при взрывном горении
фосфоресцированного водорода, формируются под воздействием
значительно более мощных сил, чем те, которые проявляются при раз-
рыве пузырька обычного воздуха, важно определить, каким будет эф-
фект от простого разрыва пузырька без учета какого-либо взрывного
действия. Я провел многочисленные эксперименты с пузырьками
обычного воздуха, сделав их облачными, как и в предыдущих опытах.
Меня особенно заинтересовал тот факт, что во всех этих случаях
различимое вращательное движение происходит аналогично тому,
как это описано для воздушных колец.

7. Проведение экспериментов с плавающими пузырьками воздуха.
Для тот, чтобы наблюдать движение воздуха, вызванное разрывом
пузырька, я использовал глубокую стеклянную чашу, в которую была
налита вода, содержащая столько мыла, сколько необходимо для
обеспечения достаточной продолжительности существования образо-
ванных на водной поверхности пузырьков. Наибольшего размера ча-
ша для ополаскивания пальцев после десерта вполне соответствует
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этой цели. Ставя ее на стол около «кольцевого» аппарата ( рис. 102,/ ),
предварительно заряженного очень непрозрачным воздухом, я присо
единил к отверстию сосуда с патрубком гибкий шланг, заканчива-
ющийся стеклянной трубкой диаметром примерно в одну десятую
дюйма. Погрузив конец трубки в мыльную воду так, чтобы набрать
небольшой объем жидкости, далее я держал ее отвесно вблизи поверх-
ности воды. Затем, осторожно выдыхая воздух сквозь второе мало*»
отверстие в сосуде, я создавал плавающий пузырь любого размера от
половины до трех дюймов в диаметре. Когда это было проделано, стек-
лянный «клюв» мягко подымался вверх, а чаша накрывалась стеклян-
ной пластинкой, надвигаемой на нее скользящим движением. Пузы-
рек теперь не должен подвергаться возмущениям в течение пятнад-
цати или двадцати секунд для того, чтобы его содержимое и воздух в
чаше успокоились. Было также видно, что за это время непрозрачное
облако в пузырьке отошло немного от его верхушки, оставаясь над
уровнем поверхности воды.

Поскольку для удовлетворительного наблюдения необходимо, что-
бы разрыв пузырька начался строго у вершины и расширялся
симметрично вокруг нее и так как в спонтанном взрыве это может
происходить лишь случайно, целесообразно не ожидать разрыва, а
форсировать его с помощью проволочки, вводимой вертикально в вер-
хушку и быстро удаляемой. При этом сначала стеклянная крышка
должна быть мягко сдвинута. Когда это проделано без лишних возму-
щений, то виден облачный столб, поднимающийся на несколько дюй-
мов над водой и сворачивающийся в изящные завитки на вершине.

При наличии пузырька диаметром от одного до полутора дюймов
симметрия результирующего столба весьма поразительна и не будет
ошибочным его соответствие в движении и форме уже описанному
случаю ранней стадии формирования кольца. Во многих случаях на
вершине формируется почти отделенное совершенное кольцо и когда
воздух не слишком замутнен, то четко различимы чередующиеся
спирали и горизонтальные полосы. Но из-за слабости вращения эти
проявления длятся лишь мгновения. Когда пузырек имеет в диаметре
два или три дюйма, то поднимающиеся и опускающиеся изгибы и
завитки на верхушке облачной массы все еще доступны наблюдению,
хотя и значительно менее заметны, чем в предыдущем случае. Когда
лопаются очень маленькие пузырьки, то движение слишком быстро, а
облако слишком мало для удовлетворительного наблюдения.

8. Возникновение вращения. Оказывается, что возникающие при
механическом разрушении плавающих пузырьков силы по типу и
общему направлению схожи с силами, действующими при вы-
талкивании кольца из отверстия. Одна из них, оче >идно, представляет
собой силу поверхностного натяжения жидкой пленки, управляю-
щая движением воздушного облака сквозь отверстие, другая —
сопротивление окружающего воздуха, куда выталкивается эта мас-
са. Первая сила соответствует эффекту растяжения, распространяю-
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щемуся по сосуду в предыдущих экспериментах, а вторая — одинако-
ва в обоих случаях. При этом расширяющееся отверстие пузырька, че-
рез которое как бы выталкивается воздух, можно рассматривать как
соответствующее отверстие в крышке сосуда.

Такой взгляд на действие пленки подтверждается очень любопыт-
ным эффектом, возникающем при прокалывании пузырька сбоку. В
результате прикосновения кончика проволоки к основанию пузырька
из отверстия вырывается почти горизонтальный поток облачного воз-
духа. Если проткнуть пузырек на промежуточной высоте, то воздух
движется наклонно вверх. Следовательно, едва ли можно сомневаться
в том, что во всех случаях пузырек разрушается из-за нарастающего
регулярного расширения первоначально сделанного отверстия. Это
происходит достаточно медленно, в результате чего отверстие
успевает сформировать направление растягивающей силы.

9. Кольца, генерируемые от сферических пузырей. Описанные вы-
ше эффекты осуществляются в еще более потрясающей манере при
разрыве пузырьков полностью сферической формы. В этом, как и в
предыдущих экспериментах, должна быть тщательная предосторож-
ность с целью оградить воздух от сотрясений. При этом созданный
пузырек должен располагаться на дне стеклянной чаши на кусочке
мягкой шерсти или хлопковой ткани и оставаться невозмущенным в
течение десяти или пятнадцати секунд. После прокалывания его на
вершине очень тонкой проволокой содержимое пузырька внезапно вы-
стреливается вверх на несколько дюймов облачным столбом, вер-
хушка которого образует яркое отдельное кольцо, которое иногда
поднимается столь быстро, что отделяется от общего шлейфа.

Эффект наилучшим образом виден для пузырька диаметром от
трех четвертей до одного дюйма. Когда окружающий воздух совер-
шенно ^покоен, кольцо сохраняет свою форму даже выше краев чаши,
давая ясный, хотя и кратковременный вид своих спиралей, горизон-
тальных полос и направления вращения. Если проколоть пузырек сбо-
ку, то, как и следовало ожидать, он выбросит свое содержимое в на-
правлении проволоки, обнаруживая, хотя и менее совершенно, но ту
же конфигурацию. Оба эти эффекта схематично показаны на рис.
102,5.

Поскольку эти эксперименты по разрушению пузырьков могут
встретить большой интерес, я могу предложить их легко повторить,
образуя пузырьки в виде сегментов или замкнутых сфер из табачного
дыма, выдуваемого из носика обычной трубки в мыльную воду. Одна-
ко следует помнить, что даже легкое движение окружающего воздуха
будет портить наблюдение.

Едва ли мне нужно добавлять, что поверхностное натяжение
криволинейных жидких пленок, столь ярко показанное в этих
явлениях, проиллюстрировано профессором Дж.Генри в серии инте-
ресных экспериментов, резюме которых опубликовано несколько лет
назад.
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В данном случае наиболее важный вывод из результатов состоит в
том, что пузырьки нарушаются не из-за резкого нерегулярного
снижения сцепления по всей пленке, а благодаря равномерному пос-
тепенному расширению начального отверстия, в результате чего плен-
ка непрерывно стягивается к краю.

10. О кольцах, образованных при взрыве плавающих пузырьков
фосфоресцированного водорода. В том, что мы уже наблюдали, имеет
место действие простого механического разрушения пузырька,
причем в качестве причины выступает растягивающая сила на пленке
или, что эквивалентно, саморасширение содержимого пузырька, осво-
божденного от оболочки, в которой оно содержалось. Но в данном слу-
чае разрушение начнется не раньше, чем возникнет химическая
реакция большой интенсивности между заключенным внутри, газом и
воздухом. Эта реакция, начавшись обычно у вершины и распростра-
няясь симметрично вниз и в стороны, дает начало мощной растягива-
ющей силе, направленной всюду наклонно вверх. Продукты горения
таким образом выбрасываются в окружающий сравнительно спокой-
ный воздух в условиях, аналогичных предыдущим экспериментам при
энергичном залпе из «кольцевого» аппарата. Сопротивление по сторо-
нам восходящего вверх и расширяющегося столба, соединенного с
импульсом вверх от содержимого внутри, дает начало аналогичному
вращению облачной массы, сворачивая ее в спирально закрученное
кольцо после окончания взрыва.

Отметим, что взрывные кольца значительно быстрее в
продвижении и вращении колец, созданных механическим залпом,
поскольку они образованы силами с большей энергией. Можно
ожидать, что кольца второго вида более схожи с первыми в тех случа-
ях, когда для их генерации применен более энергичный импульс.

В большинстве случаев клубы фосфорной кислоты столь непроз-
рачны, что затрудняют изучение внутренней структуры колец. Одна-
ко, когда они слабее, то удается проследить внутри этих колец, как и в
других случаях, двухслойную спираль облачной и чистой атмосферы.

В экспериментах со взрывающимися пузырями можно заметить
частые нерегулярности и неудачи в воспроизведении кольца. Это есте-
ственное следствие разрушения, начинающегося вместо верхушки
пленки либо сбоку, либо в нескольких местах одновременно. Соответ-
ственно в этих случаях заметно, что пламя и дым вырываются в сторо-
ну, образуя разорванные и почти бесформенные клубы.

III. О формировании жидких колец

Возникновение жидких колец в результате падения последователь-
ности капель часто, хотя и весьма случайно, наблюдалось в ходе лабо-
раторных работ. В то же время, как мне представляется, до сих пор не
было попыток определить структуру и движение этих колец или точ-
ных условий, при которых они генерируются. Мое внимание к этому
классу эффектов было привлечено несколькими замечаниями профес-
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сора Хорсфорда о кольцах, формируемых осажденным сульфатом
свинца., После нескольких попыток с этим и другими осадками я
пришел к выводу, что химическое действие не важно для расс-
матриваемого частного явления и что можно использовать подкра-
шенную цветным веществом воду. Среди использованных материалов
можно отметить хромовокислый свинец, карбонат свинца, сер-
нокислый свинец, сернокислый барий, голубой кобальт и разбавлен-
ный раствор сульфата индиго. Из них первые два и последний приво-
дят, по-видимому, к наиболее совершенным результатам.

1К Генерация жидких колец с помощью капель. Удобный аппарат
для этих экспериментов состоит (рис. 102,6) из круглой пипетки
примерно двух дюймов в диаметре, закрепленной на кронштейне, ко-
торый можно свободно поворачивать в горизонтальной плоскости, и
большого цилиндрического сосуда, заполненного чистой водой почти
до краев. Носик пипетки примерно в один дюйм длиной имеет гладкое
закругленное отверстие диаметром в одну десятую дюйма. Верхняя
трубка, изогнутая под прямым углом, прикреплена к гибкому шлангу
длиной около восемнадцати дюймов. К другому концу шланга с
помощью маленького запорного крана и короткой резиновой трубки
прикреплена тонкая стеклянная трубка с капиллярным каналом.

Чтобы наполнить пипетку, поворачиваем горизонтальный кронштейн
в удобное положение и подносим малый сосуд с подкрашенной жидко-
стью к носику пипетки. Затем, стягивая соединительную резиновую
трубку, прикладываем губы к запорному крану, втягиваем порцию под-
крашенной жидкости и, быстро закрывая кран, ставим на место резино-
вую и капиллярную трубки. После того как упадут одна или две капли,
течение успокаивается и пипетка может быть повернута строго над цент-
ром резервуара. Открывая запорный кран частично или полностью,
можно контролировать скорость расхода жидкости, а также заставить
капли следовать друг за другом так медленно, как захотим.

Следует отметить, что пузырьки воздуха, заносимые каплей в
жидкость, приводят нерегулярное движение, разрушающее желае-
мый эффект. Следовательно, носик пипетки дойжен располагаться
только на небольшом удалении от поверхности. Расстояние, не превы-
шающее полутора дюймов, вполне этому соответствует, причем при
расстояниях от половины до одного дюйма получается превосходная
однородность результатов. На самом деле для получения нужного эф-
фекта вовсе не обязательно, чтобы капля достигала поверхности с ка-
кой-либо заметной скоростью, поскольку хорошо сформированное
кольцо получается, если просто положить каплю на воду, вплотную
приблизив к поверхности носик пипетки.

Поскольку для проведения совершенного эксперимента важно
иметь совершенно спокойную жидкость в резервуаре, то ее масса дол-
жна быть велика и после каждой капли следует дать жидкости воз-
можность успокоиться, прежде чем следующая капля упадет на
поверхность.
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Действуя с учетом этих предосторожностей и наблюдая за резуль-
татом с места, расположенного несколько ниже уровня жидкости,
видим, что капля, вскоре после слияния с жидкостью, порождает
исключительно симметричное кольцо, которое вращается и
расширяется по мере опускания точно тем же способом, что и описан-
ные газовые кольца. В некоторых случаях кольцо, пройдя без разру-
шений всю глубину жидкости, разворачивается на дне в плоское коль-
цо тяжелой подкрашенной жидкости. Но обычно после прохождения
четырех или пяти дюймов кольцо разрушается со сферическим выде-
лением незакрученного движения, образуя ряд круглых сплющенных
областей, от наружных точек которых отходят многочисленные тонкие
полоски красителя.

12. Движение и структура жидких колец. Вращение жидкого коль-
ца вокруг его круговой оси направлено вверх на внешней окружности
и вниз — на внутренней; или если смотреть с точки зрения переноса
массы, то имеет место движение вперед во внутренней области и воз-
вратное движение назад на внешней периферии. Таким образом, вра-
щение идентично вращению газового кольца, вытолкнутого в нисходя-
щем направлении. Более того, жидкое кольцо напоминает газовое в
том отношении, что оно состоит из спирали подкрашенной жидкости,
заключающей в себе параллельно неподкрашенную спираль. В самом
деле, будучи достаточно прозрачным, кольцо обнаруживает весьма
отчетливо горизонтальные полосы, которые в случае колец облачного
воздуха, как показано выше, являются оптическим эффектом такой
двухслойной структуры. Соответствие между этими явлениями дела-
ется еще более полным благодаря тому, что за жидким кольцом следу-
ет остаточная подкрашенная масса, которая остается привязанной к
нему как шлейф, если образующий импульс является слабым.

13. Образование жидких колец импульсным залпом. Наблюдаемое
тождество движений и структуры в двух классах колец привело меня к
попытке произвести жидкие кольца механическим процессом, ана-
логичным тому, который использован при формировании колец возду-
ха. С этой целью я опустил носик пипетки под поверхность жидкости
резервуара и, закрыв запорный кран, внезапно и резко сжал паль-
цами гибкую трубку. Эксперимент был проведен корректно. Было
видно, как подкрашенная жидкость, вытолкнутая таким образом,
проносится вниз в форме совершенного кольца, во всех отношениях на-
поминающее уже описанное, за исключением того, что его вращение и
распространение было более быстрым. Модифицируя оборудование
путем прикрепления к запорному крану маленькой, но толстой
резиновой груши, я обнаружил, что ею легко регулировать импульс
так, чтобы создать по желанию медленные кольца и таким образом
воспроизвести с помощью подкрашенной жидкости все стадии
явления, ранее отмеченные в случае колец в воздухе. Мягким и посте-
пенным усилием я смог заставить выталкиваемую жидкость сво-
рачиваться в боковые завитки или, увеличивая действие,
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формировать кольцо с присоединенным к нему шлейфом, или при бо-
лее быстром и сильном импульсе я смог заставить кольцо быстро
двигаться вниз, оставляя шлейфу возможность либо нерегулярно раз-
рушаться, либо формировать своим собственным движением второе,
меньшее кольцо, как в случае залпа в воздухе.

Таким образом, сформированные кольца в толще жидкости будут,
конечно же, различаться по размерам в соответствии с количеством
жидкости, выталкиваемой каждым импульсом. Поскольку это количе-
ство никогда не будет столь малым как для капли, а скорость воз-
действия сравнительно велика, то сформированные таким способом
кольца всегда больше колец, образованных при падении капель. Сле-
довательно, они лучше подходят для наблюдения внутренних
движений и двойной структуры жидкого кольца. Как бы ни
формировалось кольцо, в таких наблюдениях важно частично исполь-
зовать прозрачную жидкость, такую как разбавленный раствор суль-
фата индиго или слабый раствор голубого кобальта, и наблюдать
кольцо в сравнительно сильном свете. При таких условиях двойная
спираль и горизонтальные полосы прекрасно видны.

14. Происхождение жидкого кольца и его вращение. Рассматривая
полное соответствие в структуре и движениях жидкого кольца ме-
ханически образованному кольцу в воздухе, естественно заключить,
что с этим связаны и аналогичные силы. Это очевидно для колец, ге-
нерируемых последним описанным способом, когда отверстие на-
ходится ниже или на уровне резервуара. Здесь импульс или залп, дей-
ствующий вниз и в поперечном направлении, и сопротивление
отверстия и смежной среды, действующей назад, обеспечивают в точ-
ности такую же комбинацию сил, которая согласно предыдущего
объяснения действует при производстве колец воздуха.

Что касается формирования колец при падении капель, то ме-
ханические условия, хотя внешне и отличные, будут, как мне кажется,
приводить к той же комбинации движений, что и в описанных выше
случаях. Рассматривая способ действия капли, удобно различать слу-
чаи, когда капля падает на поверхность среды с заметной скоростью
и когда капля просто лежит на ней, соединяясь с носиком пипетки. В
первом случае капля ударяется о поверхность, имея некоторый
импульс и, проникая в жидкость как будто через круговое отверстие,
формирует протяженную колонну. Жидкость в центральной части
этой колонны движется вперед, в то время как движение вблизи боко-
вой поверхности замедляется из-за сопротивления окружающей сре-
ды. При этом результирующее действие сил должно, очевидно, быть
таким же как при импульсном залпе жидкости из погруженного
носика пипетки. Во втором случае, когда капля просто лежит на
поверхности жидкости, сила тяжести вещества капли и натяжение
искривленной поверхности объединяются, давая капле импульс вниз.
В то же время поверхность контакта с жидкостью образует как бы бы-
стро увеличивающееся круговое отверстие, сохраняя симметрию
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движущейся массы. По мере своего продвижения эта масса будет, ко
нечно, подвергаться созидательному воздействию только что описан
ных импульсных и замедляющих сил, которые, как отмечалось, прида-
ют образованным механическим залпом кольцам воздуха и воды
идентичность формы и движения.

Э.Ройш

ОБ ОБРАЗОВАНИИ КОЛЕЦ В ЖИДКОСТЯХ*

Некоторые курильщики обладают умением выпускать табачный дым
изо рта в виде колец. Эти кольца можно, однако, получить при помощи
аппарата, который изготовляется за несколько минут. Необходимо
взять шесть игральных карт и, загнув их тонкие края, сделать полый
кубик. В одной из сторон делается отверстие диаметром около одного
сантиметра. Кубик заполняется табачным дымом. Теперь легким
щелчком ударяем по одной из граней и из отверстия вылетает колечко.

Наблюдая за тем, как при каждом ударе по упругой поверхности
одной из граней кубика происходит вначале уменьшение внутреннего
его пространства, а затем сразу же следует его увеличение, я решил
сконструировать более совершенный аппарат, позволяющий наблю-
дать процесс, происходящий в табачном дыме. Он представляет собой
стеклянную трубку (рис. 103,/) диаметром 6 см и длиной 12 см, один
конец которой закрыт мембраной М из тонкого вулканизированного
каучука, а другой закрыт круглой шайбой SS\ зажатой в металличес-
кой оправе FF'. Шайба сделана из картона или жести и имеет
отверстие О. Если аппарат заполнить дымом и резко надавить на мем-
брану, то из отверстия вылетит дымовое кольцо. В момент ослабления
давления на мембрану можно наблюдать, как внутри начинает
двигаться кольцо из чистого воздуха сквозь дымовое пространство по
направлению к мембране. При одном быстром нажатии на мембрану
можно отчетливо наблюдать дымовое кольцо в воздухе и одновремен-
но воздушное кольцо в дыме. Причем оба кольца движутся в противо-
положные стороны.

С еще большим удовольствием можно наблюдать за вихревыми
образованиями, если аппарат изготовлен из стеклянной трубки, либо
ящика длиной 15...20 см, внизу которого имеется отверстие. Тогда
кольца будут спокойно опускаться вниз, при этом они не так быстро
будут разрушаться из-за имеющихся в окружающем воздухе течений.
При слабом надавливании можно увидеть особенные образования в
виде перевернутых грибов с ножками, при более сильном появляются
кольца, вытянутые в вертикальном направлении, при очень быстром
надавливании образуются кольца круглого сечения, диаметр которых

Перевод с исм. М. Ю. Константинова статьи [208J.
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увеличивается при поступательном движении. Сразу после • ыхода
кольца из отверстия происходит их завихрение и дальнейшее
движение осуществляется с вращением. Весьма искусное зрелище
происходит, если сразу за первым кольцом образовать второе Оно за-
частую пронизывает первое, причем после этого за ним следует дымо-
вая завеса в виде коноидального вихря.

Объяснение этого непростого явления я вижу в следующем. При
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кратковременном импульсе из отверстия выталкивается шайбочка
дыма, совпадающая размерами с отверстием. Еще во время ее про-
хождений «через отверстие находящиеся снаружи и вокруг частички
воздуха приводятся в противоположное движение, поскольку боковое
давление движущегося воздуха меньше, чем покоящегося. Как только
шайба полностью выйдет, частицы воздуха устремятся со всех сторон
в оставленное пустым пространство и уравновесятся там ( так как
одновременно следует такое же поступательное движение ) заострен-
ным воздушным коноидом Kl(( рис. 106,2 ), который пробивает дымо-
вую шайбу снизу.

При совершенном образовании кольца это явление сопровождает-
ся двумя дальнейшими эффектами. Во-первых, частицы дыма, кото-
рые вначале двигались параллельно оси х, из-за проникновения воз-
душного коноида, которое сопровождается боковым внутренним дав-
лением, расходятся, и их дальнейшее движение происходит в направ-
лениях С и С. Диаметр кольца в процессе всего поступательного
движения увеличивается.

Кроме того, вихревое кольцо в целом перемещается за счет вра-
щения, направленного изнутри наружу, как это показано стрелками
D и D' Проникший внутрь воздушный коноид окрашивается за счет
внутренней части кольца и вовлекается во вращение вокруг круговой
центральной линии.

Эти явления наблюдаются лучше, когда образование колец
происходит при сгорании газообразного фосфорного водорода. При
этом имеют место те же обстоятельства, что и при табачных кольцах.
Образовавшиеся из гидрата фосфорной кислоты кольца более объем-
ны, диаметр их часто достигает размеров, близких одному футу. На
кольцах отчетливо видно вращение, особенно если во вращение вовле-
каются массовые частицы ( а это бывает часто ). Эти частицы изящно
обвивают кольцо.

Я также исследовал влияние длины патрубков на процесс образо-
вания колец. Если они короткие, то образование колец происходит
хорошо, если же они превышают диаметр в пять раз, то тогда разру-
шаются как внутренние, так и внешние кольца.

Еще одно свойство колец можно обнаружить при помощи карточ-
ного кубика, если заменять карту с отверстием. Кольца будут оста-
ваться круглыми независимо от того,будет ли сечение отверстия треу-
гольным, квадратным, либо слабо вытянутым прямоугольным.

Из некруглых отверстий я более всего исследовал прямоугольное.
Отверстия были вырезаны в картонной шайбе, установленной в аппа-
рате (рис. 103,/ ). У всех отверстий была постоянная ширина 5 мм.
Длина отверстий изменялась в интервале от 2-, 3-, до 7-кратной
ширины. Обозначим отверстия по этим числам кратности. Тогда мож-
но приблизительно охарактеризовать следующее явление. Из
отверстия 2 всегда получались круглые кольца. Из отверстия 3 можно
часто наблюдать формы, похожие на лемнискаты двойной кривизны.
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Этим формам свойственны колебания при поступательном движении.
Такое явление повторяется и при более удаленных отверстиях. Кроме
того» при отверстиях 4 и 5 можно зачастую наблюдать образование
двух колец, а при отверстиях 6 и 7 — даже трех колец, центр тяжести
которых движется и одной из плоскостей, перпендикулярных длине
отверстия. В случае трех колец иногда движущееся в центре
вертикальное кольцо разрушается. Я обратил внимание на то, что для
образования многих колец требуется определенный навык, а также
необходимо, чтобы мембрана не была сильно натянута.

При круглом сечении отверстия все набегающие течения частичек
воздуха полностью симметричны относительно оси. Если имеет место
мгновенная устойчивость, то описанный выше воздушный коноид
состоит из системы нитей, которые имеют в гомологических точках
одинаковые скорости при одной и той же их ориентировке относитель-
но оси. При всех других некруговых отверстиях частички воздуха не
ориентируются точно относительно оси и движутся не с одинаковыми
скоростями в симметричных областях. Однако при малых откло-
нениях отверстия от круга или правильного многоугольника направ-
ления и значения скоростей быстро компенсируются устойчивым воз-
душным коноидом. При отверстиях более вытянутого сечения
граничная поверхность коноида в момент его наибольшего развития
представляет собой два или три рога. После этого происходит разрыв
коноида. Иными словами, коноид разрывается так, что каждая
лемнискатообразная структура превращается за счет вторичных
явлений в большее число колец.

Меня можно упрекнуть за то, что я не смог найти лучшее объяс-
нение этому сложному явлению. Но еще не создана теория, которая
описывает разнообразные явления при непрерывном истечении ка-
пельных жидкостей; в этом отношении газы еще менее изучены. Еще
больше трудностей должно возникнуть при ударном истечении и обра-
зовании при этом течений и вихрей.

Наблюдения за дымовыми кольцами заставили меня задуматься,
не будет ли происходить аналогичного образования колец при внезап-
ном воздействии на капельные жидкости. Это явление я исследовал
при помощи простейшего аппарата, принцип действия которого
описан выше. Сечение его представлено на рис. 106Д Внизу аппарата
расположен металлический барабан ТТ* высотой 6 см и диаметром
У см. Верхнее отверстие барабана /?/?'закрывается тонкой цельноко-
ваной пластиной Я, припаянной к кольцу. К пластине прилегает нахо-
дящийся в цилиндрической оправе пустой объем L. При нажа.ии на
него происходит короткое подпрыгивающее движение пластины вверх
и возвращение ее на место. Ее передвижение можно регулировать в
зависимости от того, где производить больший нажим — в центре или
на периферии. На кольце барабана /?/?'установлен стеклянный сосуд
АА* диаметром 6 см и высотой 10 см. На него положены металличес-
кая шайба и такой же формы стеклянный сосуд СС', который закреп-
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лен сверху при помощи металлического кольца /7 ' и трех либо
четырех подъемных шестов, жестко закрепленных снизу.

Нальем в нижний цилиндр подкрашенную иоду, а верхний за
полним прозрачной. При каждом щелчке увидим образование и
движение подкрашенного колечка в прозрачной жидкости. Если
нижняя жидкость будет слабо подкрашена, то при каждом возврат-
ном движении пластины можно наблюдать в нижнем сосуде опу-
скание светлого кольца. Можно насыпать в верхний цилиндр порош-
кообразный янтарь так, чтобы он находился во взвешенном состоянии.
Тогда при каждом щелчке находящиеся вблизи промежуточной
пластины ВВ' частички янтаря будут вовлекаться вместе с вихрем в
движение.

Очень красивые, но, к сожалению, краткоживушие кольца получа-
ются, если снизу находится вода, а вверху — подсолнечное масло. Во-
дяные кольца в масле выглядят особенно прекрасно, если смотреть на
них сверху. Разумеется они исчезают довольно быстро, причем при
сильном импульсе распадаются на множество шариков, а при слабом
импульсе быстро принимают шарообразную форму. При этом часть
среды, в которой они были образованы, замыкается. При очень мед-
ленном импульсе вверх поднимаются грибовидные области, на кото-
рые почти всегда влияет неполное кольцевое образование. Прован-
сальское масло, с которым я оперировал, а также вязкое холодное под
солнечное масло в большинстве случаев образовывали бесформенные
фигуры.

Если вылить масло из верхнего цилиндра и наполнить его водой
так, чтобы на промежуточной пластине остался тонкий слой масла, то
после щелчка, особенно при обратном движении, увидим изящные
бисеринки, состоящие из вращающихся капелек масла.

Я также делал опыты с подсолнечным маслом и спиртом, водой и
эфиром. При первой комбинации я получил масляные кольца в
спирте, однако они слабо вращались. Еще менее благоприятно пока-
зала себя вторая пара. Возможно существует иной, более счастливый
выбор двух жидкостей; сильная разница в удельных плотностях и не-
растворяемость одной жидкости в другой, как мне кажется, наиболее
благоприятны для образования колец.

Об образовании колец в капельных жидкостях, я думаю, следует
отметить, что все соображения, высказанные об образовании дымовых
колец, переносятся и на этот случай; все обстоятельства там такие же,
как и здесь. В связи с этим я не проводил опыты в воде с различными
сечениями отверстий, так как вряд ли получил бы что-нибудь новое.
При этом я сделал иной удачный, весьма важный эксперимент, кото-
рый развил мой взгляд на морфологическое значение образования ко-
лец. Промежуточная пластина ВВ4 была заменена другой, состоящей
из двух круглых центральных отверстий. Она была снабжена ме-
таллической пластиной, которая защемляла каучуковую прокладку.
Находящаяся над отверстиями металлической пластины свободная
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часть каучуковой мембраны была разделена при помощи крестооб-
разного сечения на четыре квадранта. Нижний цилиндр был заполнен
маслом, подкрашенным алькамой в красный цвет, в верхнем на-
ходилось неподкрашенное масло. При такой конструкции истекающее
отверстие образовывалось только в момент щелчка. Это позволило
мне наблюдать прекраснейшие красные кольца в бесцветном масле.
Каучуковая прокладка позволяет хорошо управлять соседними
жидкостями и весьма благоприятна для образования перфорирован-
ного коноида. К сожалению, мембрана не долго находилась в рабочем
состоянии из-за того, что становилась изогнутой либо в одном, либо в
другом направлении.

На этом эксперимент можно закончить и сделать вывод, что обра-
зование колец имеет место, если произвести щелчок по мембране. Так-
же можно предположить, что форма щели не очень влияет на процесс
образования кольца. Из одной и той же щели под действием
различных обстоятельств можно вызвать одновременно много колец.
Остается открытым вопрос, почему не всегда образовываются совер-
шенные кольца или вообще выталкивается бесформенная масса.

Профессор Магнус, которому я давал предполагаемое сочинение в
рукописи, обратил мое внимание на неизвестное, к сожалению, мне со-
общение В.Роджерса [217] о таких же вещах. Роджерс исследовал бо-
лее подробно кольца при других отношениях и в особенности подверг
тщательному анализу лопающиеся пузыри всплывающих колец. Обе
эти работы дополняют друг друга с разных сторон. Что касается са-
мой теории, то тут я вынужден уступить физикам право разобраться
какая из них, либо развитая Роджерсом, либо моя, лучше объясняет
явление в целом.

О.Рейнольде

О СОПРОТИВЛЕНИИ. ИСПЫТЫВАЕМОМ
ВИХРЕВЫМИ КОЛЬЦАМИ, И СВЯЗЬ
МЕЖДУ ВИХРЕВЫМИ КОЛЬЦАМИ И ЛИНИЯМИ
ТОКА ДИСКА*

Я думаю, что сравнительно малый успех, достигнутый почти во всех
попытках соотнести разнообразные движения жидкостей с фундамен-
тальными законами, может быть связан, главным образом, с нашим
игнорированием многих наиболее важных обстоятельств движения,
присущих явлению, которое мы хотим рассмотреть.

Можно видеть как движется поверхность жидкости, однако наблю-
дение внутренних движений нам неподвластно, поскольку нет

* Перевод с англ. доклада [210] на заседании Британской ассоциации развития наук
в августе 1876 г. Доклад иллюстрировался наиболее интересными экспериментами
движения вихревых колец в большом желобе с водой (перевод В В. Мелошко).
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никаких средств для того, чтобы их почувствовать. Уже сделанные
шаги к успеху в большей части относились к явлениям на поверхности
или к движениям, которые случайно удалось сделать видимыми. Моя
цель в данном случае заключается в описании некоторых результатов,
полученных при помощи окрашивания частей воды внутри бака так,
чтобы сделать их видимыми. Эти результаты несколько странные и я
осмеливаюсь считать, что в некоторых аспектах они идут дальше, чем
считалось до сих пор. Однако здесь они приводятся скорее для иллю-
страции возможности метода, чем для объяснения их смысла.

Причина сопротивления движению твердых тел в воде неизвест-
на. Развитие теории линий тока, с которой так тесно связано имя
покойного профессора Рэнкина, оказалось большим продвижением
вперед в теоретическом изучении движения жидкости. Эта теория,
однако, прямо применима лишь к гипотетическим жидкостям без вяз-
кости и ее результаты применительно к воде очень далеки от данных
экспериментальной проверки.

Поэтому, как ясно показано Фрудом в прошлом году на заседании
секции А\ твердое тело должно двигаться сквозь невязкую жидкость
без сопротивления, причем жидкость течет от носа тела к его корме по
нитям или линиям тока, которые, соединяясь сзади, вызывают дав-
ление, в точности уравновешивающее давление впереди. В
действительности вода оказывает очень большое сопротивление быст-
рому движению в ней твердых тел. Если способный плавать шарик
бросить в воду с большой высоты, то он проникнет в нее на очень ма-
лую глубину, и если достигнуть скоростей, близких к скоростям вы-
стрела, слой воды толщиной в один фут будет оказывать примерно та-
кое же сопротивление, как и один дюйм железа. Хотя теория линий то-
ка приводит к противоположным результатам, это не должно подры-
вать веру в ее истинность, поскольку в ней не учитывается вязкость
воды. Однако ясно, что прежде чем мы сможем извлечь практическую
пользу из этой теории при рассмотрении реальных жидкостей, следует
узнать, каким образом вязкость влияет на поведение этих жидкостей,
чтобы учесть ее в применении теории. Именно это и является тем мо-
ментом, который мне хотелось бы осветить, делая движение воды
видимым.

Теория линий тока применяется к вихревому кольцу. Идея под-
крашивать воду, чтобы сделать ее движение видимым, несомненно на-
веяна прекрасным явлением дымового кольца. Дымовое кольцо дает
пример, когда весьма важная форма движения жидкости случайно
стала видимой. В ином случае такое движение скорее всего осталось
бы незаметным, хотя оно привлекло внимание математиков и работы
сэра Вильяма Томсона, профессоров Тэйта и Гельмгольца дали очень
важные результаты.

• Секция А — математическая и физическая секция Британской ассоциации
развития паук.
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Что ивлиегси наиболее удиыпельным в дымовом кольце, так это
регулярность и исключительная красота его внутренней структуры.
Наше близкое знакомство с объектами, быстро движущимися в возду-
хе, уменьшает наше удивление той легкостью, с которой эти кольца
движутся. Однако, когда мы видим такие кольца в воде, их быстрое
движение и малое возмущение, которое они производят даже на рас-
стоянии нескольких дюймов от поверхности, являются, как мне дума-
ется, наиболее удивительными вещами в данном явлении.

Вихревые кольца в воде демонстрировались Диконом в Эдинбурге
в 1871 г., но только в очень малых размерах, порождаемые одной кап-
лей. Примерно три года назад я испробовал метод их образования,
очень схожий с методом, используемым профессором Тэйтом для ды-
мовых колец. Этот метод полиостью себя оправдал. Из отверстия 3/4
дюйма в диаметре мне удавалось посылать кольца на всю длину же-
лоба ( 20 футов ) со скоростями столь большими, что в течение первой
части их пути не удавалось проследить за ними. Казалось бы, что из-
за отсутствия всякого возмущения как позади кольца, так и на поверх-
ности воды, кольца должны двигаться без сопротивления. И все же, на
первый взгляд, это находится в противоречии с тем обстоятельством,
что скорость колец уменьшается по мере их продвижения как в воде,
так и в воздухе. Имеется, однако, причина для такого уменьшения ско-
рости, которую нельзя просто назвать сопротивлением. Кольца по ме-
ре продвижения увеличиваются в размерах, постоянно присоединяя к
себе все новые количества окружающей воды, на которые должен рас*
пределяться первоначальный импульс. Из-за этого скорость падает и
остается единственный вопрос, связанный с сопротивлением: будет ли
это объяснение достаточным либо несмотря на потерю скорости
импульс движущейся массы остается постоянным?

Для того, чтобы это установить, я измерил ( с помощью лучших
средств, которые мне удалось создать ) импульс ряда одинаковых ко-
лец на различных расстояниях от источника. Результат состоял в том,
что в пределах точности экспериментов все кольца, пройдя расстояние
15 футов, имеют одинаковмй импульс и движутся со скоростью не
большей, чем 3 дюйма в секунду, в то время как у колец, находящихся
на расстоянии 2 футов от начала скорость была более 5 футов в секун-
ду. Следовательно, я заключаю, что эти кольца движутся без какого-
либо заметного сопротивления.

Когда такое отсутствие сопротивления рассматривается наряду с
внутренним движением жидкости внутри и вокруг этих колец, то ока-
зывается, что они дают нам пример, и я верю — единственный, '• кото-
ром теория линий тока хорошо применима к движению в вязкой
жидкости. Форма массы движущейся вперед жидкости не совпадает с
массой кольца, а имеет вид сплющенного сфероида, намного больше-
го, чем кольцо, которое он охватывает. Этот сфероид подобно кольцу
постоянно увеличивается, однако в любой момент имеет определен-
ную форму, и движение воды, его окружающей, является таким же,
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как было бы на основе 1еории линий тока для «вердош сфероида и
идеальной жидкости.

Сфероидальная форма граничной поверхности, которая, будучи
жидкой, является идеально гибкой, противодействует неравномерно
му распределению давления окружающей воды путем движения воды
внутри. Это движение таково, что создает в каждой точке поверхности
такое же давление, как и давление при движении наружной воды.

Действие вязкости на движенце кольца. Движение внутренней
воды кроме поддержания формы граничной поверхности в каждой
точке этой поверхности идентично снаружи и внутри. Поэтому не толь-
ко граничная поверхность в каждый момент определена по форме, но
и каждая точка поверхности находится в точно таком движении, что и
контактирующая с ней вода.

Действие вязкости воды проявляется в постепенном увеличении
кольца и его сопровождающая масса не «привязана» к граничной
поверхности, а простирается в движущуюся воду как вне, так и внутрь
этой поверхности. Имеется постепенное уменьшение скорости
движения воды вдоль линий тока от центра наружу во всех направ-
лениях, поскольку движение распространяется на окружающую воду
и, как хорошо известно, когда скорость потока изменяется от точки к
точке в сечении поперек направления движения, эффект вязкости на-
правлен на выравнивание скорости. Следовательно, в случае вихрево-
го кольца действие вязкости будет заключаться в диффузии движения
наружу для того, чтобы уменьшить скорость вращения в центре, где
она наибольшая, и увеличить область, в которой вода движется, т.е.
уменьшить скорость и увеличить размер каждого элемента кольца.

Оказывается, что эффект уменьшения скорости и увеличения раз-
меров кольца является единственным влиянием вязкости. Кначе гово-
ря, если вода в какое-то мгновение потеряет вязкость, то кольцо будет
двигаться вперед точно так же, как оно двигалось до сих пор, посколь-
ку внутреннее движение было бы столь же необходимо для уравно-
вешивания внешних давлений и формы ограничивающей поверхности
как в жидкости без трения, так и в воде и, следовательно, тог же закон
между внутренними и внешними движениями должен выполняться.

Предположим, что в определенный момент времени одно из вихре-
вых колец превратилось в лед и далее нет трения между поверхностью
льда и окружающей водой. Каким бы ни оказалось сопротивление
идеально гладкого льда, ясно, что его действительное сопротивление
должно превосходить то, которое кораблестроители называют
сопротивлением трения — сопротивление воды, движущейся вдоль
поверхности. Оно может быть оценено исходя из сопротивления пло-
ской поверхности, равной площади, движущейся сквозь волу острием
вперед, и таким образом не является слишком большим.

Однако это только один из эффектов поверхностного трения. Какое
бы сопротивление трения ни возникало на поверхности, оно равно
сопротивлению движущейся вдоль тела воды и, таким образом, порер-

265



лностное трение помогает диффузии в уменьшении скорости, с которой
вода двигалась бы по линиям тока вблизи поверхности, и стремится
увеличить возмущение линий тока в корме тела.

В действительности мы находим, что сопротивление, обусловлен-
ное возмущением линий тока, в десятки раз больше, чем просто повер-
хностное сопротивление, и поэтому твердое тело, которое имеет форму
ограничивающей вихревое кольцо поверхности, приведенное в свобод-
ное движение, сразу же остановится и замрет в воде.

То, что описанное выше возмущение линий тока в действитель-
ности имеет место, обнаруживается, если мы подкрасим воду. Если
вначале приведем в движение твердое тело, то увидим несколько нере-
гулярное вихревое кольцо позади него, которое быстро растет и затем
разрушается, после чего вся вода позади тела перемешивается и соп-
ровождает его движение. В то же время, если в воде, через которую
движется вихревое кольио, имеются цветные полоски подкрашенной
жидкости, то кольцо сохраняет расстояния между ними почти без
изменений. Следовательно, такое возмущение линий тока оказывает-
ся главной причиной испытываемого твердым телом сопротивления,
превосходящего сопротивление трения.

Этот эффект зависит от кривизны линий тока и поэтому можно
видеть, что тело, имеющее хорошую корму ( подобное рыбе ), испыты-
вает значительно меньшее сопротивление, чем тело, подобное
сфероиду.

Связь между вихревым кольцом и линиями тока диска. Другая те-
ма, которую мне хотелось бы несколько прояснить, подкрашивая воду,
oiносится к форме линий тока тонкой поверхности типа диска. Я
считаю общеизвестным, что теория линий тока показывает, что все те-
ла будут двигаться без сопротивления в идеальной жидкости и тонкие
поверхности не являются исключением из общего правила. Однако я
не уверен, что какой-либо удовлетворительный рисунок линий тока
таких тел дан в настоящее время.

То, что я хочу продемонстрировать, поднимает два очень важных
вопроса, связанных с теорией линий тока даже применительно к иде-
альной жидкости. Во-первых, оказывается, что тонкая открытая
поверхность не имеет линий тока на своей поверхности, за исклю-
чением тех, которые она могла захватить, будучи частью, образующей
замкнутую поверхность. И во-вторых, оказывается, что замкнутая
поверхность может принимать форму цилиндра бесконечной длины,
боковая поверхность которого непрерывно простирается от тонкой
1вердой поверхности диска. При этом тонкая поверхность или лопасть
не может двигаться свободно даже в невязкой жидкости. Если мы
поместим диск впереди одного из вихревых колец, то кольцо будет
двигаться до тех пор, пока диск не коснется ограничивающей его
поверхности, а затем кольцо будет нести диск вместе с собой. Несколь-
ко удивительно видеть плоский диск, движущийся свободно сквозь во-
ду. Я не сомневаюсь, что тонкий плоский диск является почти наихуд-
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шей формой тела для движения в воде. И таким он в действительное! и
есть, за исключением того случая, когда диск имеет сзади вихревое
кольцо.

Если скорость диска поддерживать постоянной, то благодаря
росту кольца оно постепенно окажется позади диска и возмущение,
созданное впереди, будет разрушать кольцо. Однако если диску раз
решить двигаться вместе с кольцом, то он будет двигаться свободно до
тех пор, пока движется кольцо. Диск, начиная двигаться, образует
свое кольцо. Поэтому, если диск прикреплен к легкому деревянному
стержню, то когда стержень сдвинуть вперед, диск вначале испытыва-
ет значительное сопротивление, но вскоре это сопротивление
движению исчезает. Если теперь убрать стержень, то диск будет
двигаться постоянно вперед с постепенно уменьшающейся скоростью.

Немного краски в воде показывает, как формируется кольцо и как
оно движется впереди и позади диска.

Сопротивление наклонной лопасти. Тог факт, что диск будет
инициировать свое собственное, тесно связанное с поверхностью, коль-
цо, связан с симметрией кольца относительно его поверхности. С
половиной диска этого не будет происходить, значительно слабее бу-
дет кольцо при движении наклоненного сфероида.

Если провести краем диска или плоской поверхности по воде, обра-
зуется непрерывный вихревой цилиндр, который, формируясь на
передней точке лопасти, тянется назад. Вращательное движение воды
несколько нарушено трением лопасти, скользящей по воде. Однако,
захватывая с лопастью немного воздуха в воду, можно показать цент-
ральную линию вихрей длиной несколько футов.

Если же мои соображения правильны, то эти факты несколько рас-
ходятся с общими представлениями теории линий тока, и во всех слу-
чаях результаты содержат определенные моменты, которые мы долж-
ны объяснить. Однако я сам с большой робостью осмеливаюсь пред-
ложить мое собственное объяснение перед таким авторитетным соб-
ранием, как секция А, и моей главной целью было проиллюстрировать
метод изучения движения жидкости с помощью наблюдений за
частично подкрашенной водой.
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