
������������� ���������

(ª®±¯¥ª² «¥ª¶¨© �. �. �°®¨¶ª®£®,
1-© ª³°±, ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, ®±¥¨© ±¥¬¥±²° 1999/2000 ³·.£®¤ )

�£« ¢«¥¨¥

1. �¥ª²®°» ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ 2

2. �¥«¥¨¥ ®²°¥§ª  ¢ ¤ ®¬ ®²®¸¥¨¨ 7

3. �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ 8

4. �«®¹ ¤¼, ®¡º¥¬ ¨ ®°¨¥² ¶¨¿ 9

5. �°¿¬»¥   ¯«®±ª®±²¨ 15
5.1. �°¿¬ ¿   ¯«®±ª®±²¨ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼»µ ª®®°¤¨ ² µ : : : : : : : : : : : 19
5.2. �£®« ¬¥¦¤³ ¯°¿¬»¬¨   ¯«®±ª®±²¨ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20

6. �«®±ª®±²¨ ¨ ¯°¿¬»¥ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ 21
6.1. �«®±ª®±²¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21
6.2. �«®±ª®±²¼ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² : : : : : : : : : : : : : : 25
6.3. �°¿¬ ¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26
6.4. �¥ª®²®°»¥ ´®°¬³«» ¢ ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² : : : : : : : : 28

7. � ¬¥» ª®®°¤¨ ² 28
7.1. �°¿¬®³£®«¼»¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¨ ®°²®£® «¼»¥ ¬ ²°¨¶» : : : : : 30
7.2. �£«» �©«¥°  : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31

8. �®«¿°»¥, ±´¥°¨·¥±ª¨¥ ¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨¥ ª®®°¤¨ ²» 32

9. �««¨¯±, £¨¯¥°¡®«  ¨ ¯ ° ¡®«  (���) 34
9.1. �¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ��� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 34
9.2. ��� ª ª ª®¨·¥±ª¨¥ ±¥·¥¨¿ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35
9.3. �¯²¨·¥±ª¨¥ (´®ª «¼»¥) ±¢®©±²¢  ª®¨ª : : : : : : : : : : : : : : : : : : 38
9.4. � «¨²¨·¥±ª¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ª®¨ª : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40
9.5. �¨°¥ª²®°¨ «¼»¥ ±¢®©±²¢  ª®¨ª : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45
9.6. �®ª «¼»© ¯ ° ¬¥²°. �®«¿°»¥ ³° ¢¥¨¿ ª®¨ª : : : : : : : : : : : : 46

10.�¡¹ ¿ ²¥®°¨¿ ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  48
10.1. � ®¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 48
10.2. �¢ °¨ ²» ¬®£®·«¥  ¢²®°®© ±²¥¯¥¨ : : : : : : : : : : : : : : : : : : 52
10.3. �¯°¥¤¥«¥¨¥ ª ®¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿ ¯® ¨¢ °¨ ² ¬ : : : : : : : : : 55
10.4. � ±¯ ¤ ¾¹¨¥±¿ ª°¨¢»¥ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 58

1



10.5. �¥®°¥¬» ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ¤«¿ ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  : : : : : : : : : : 59
10.6. �¥®°¥¬  � ±ª «¿. \�®±²°®¥¨¥" ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¯® ¯¿²¨ § -

¤ »¬ ²®·ª ¬. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 61

11.�¥°¥±¥·¥¨¥ ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ± ¯°¿¬®© 63
11.1. � µ®¦¤¥¨¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨© : : : : : : : : : : : : : : : : 65
11.2. �¨ ¬¥²°» ¨ ¶¥²°» ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  : : : : : : : : : : : : : : : 67
11.3. �®¯°¿¦¥»¥ ¤¨ ¬¥²°» ¨  ¯° ¢«¥¨¿ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70
11.4. �« ¢»¥ ¤¨ ¬¥²°» ¨ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72

12.�¨¤ ¨ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  74

13.� ± ²¥«¼»¥ ª ª°¨¢»¬ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  77
13.1. �®«¿°  ²®·ª¨ ®²®±¨²¥«¼® ª®¨ª¨ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 79

14.�´´¨»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 82
14.1. �§®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 84

15.�´´¨ ¿ ¨ ¬¥²°¨·¥±ª ¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ª¢ ¤°¨ª 89

16.�®¢¥°µ®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  91
16.1. �±®¢»¥ ¢¨¤» ¯®¢¥°µ®±²¥© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¨µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥

±¢®©±²¢  : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 96
16.2. �¡¹ ¿ ²¥®°¨¿ ¯®¢¥°µ®±²¥© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  : : : : : : : : : : : : : : : 104
16.3. �´´¨ ¿ ¨ ¬¥²°¨·¥±ª ¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ¯®¢¥°µ®±²¥© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 108

17.�«¥¬¥²» ¯°®¥ª²¨¢®© £¥®¬¥²°¨¨ 109
17.1. �®¯®«¥¨¥ ¯«®±ª®±²¨ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 109
17.2. �¢¿§ª  ª ª ¬®¤¥«¼ ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨ : : : : : : : : : : : : : : : : : 110
17.3. �°®¥ª²¨¢»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 113
17.4. �°®¥ª²¨¢®- ´´¨»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 114
17.5. �°®¥ª²¨¢ ¿ ¯°¿¬ ¿ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 114
17.6. �°¨¢»¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª    ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨ : : : : : : : : : : : 117

1. �¥ª²®°» ¢ ¯°®±²° ±²¢¥

� ¬¥· ¨¥ 1.1. �«¥¤³¥¬  £«¿¤®-£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿¬, ¢®§¬®¦¥
 ª±¨®¬ ²¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.2. � ª°¥¯«¥»© ¢¥ª²®° |  ¯° ¢«¥»© ®²°¥§®ª, ². ¥. ³¯®°¿-

¤®·¥ ¿ ¯ °  ²®·¥ª. �³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ¢¥ª²®°»
�!
AB;

�!
CD; : : :

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.3. �¥ª²®°
�!
AA  §»¢ ¥²±¿ ³«¥¢»¬ ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ 0A.
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.4. �«¨  ¢¥ª²®°  | ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¥£® ª®¶ ¬¨:

j�!ABj := �(A;B):

� · ±²®±²¨, ¤«¨  ¢¥ª²®°  ° ¢  ³«¾ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ® ³«¥¢®©.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.5. � ª°¥¯«¥»¥ ¢¥ª²®°» ª®««¨¥ °», ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¿¬ ¿,
ª®²®°®© ®¨ ¯ ° ««¥«¼». �³«¥¢®© ¢¥ª²®° ±·¨² ¥²±¿ ¯ ° ««¥«¼»¬,   ±«¥¤®¢ -
²¥«¼®, ¨ ª®««¨¥ °»¬ «¾¡®¬³ ¢¥ª²®°³.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.6. � ª°¥¯«¥»¥ ¢¥ª²®°» ª®¬¯«  °», ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯«®±-
ª®±²¼, ª®²®°®© ®¨ ¯ ° ««¥«¼».
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.7. � ª°¥¯«¥»¥ ¢¥ª²®°» ° ¢», ¥±«¨ ®¨ ª®««¨¥ °», ®¤¨ -
ª®¢®  ¯° ¢«¥» ¨ ° ¢» ¯® ¤«¨¥.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.8. � ¯®¬¨¬, ·²® ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨   ¬®¦¥±²¢¥
M  §»¢ ¥²±¿ ¥ª®²®°®¥ ¬®¦¥±²¢® ³¯®°¿¤®·¥»µ ¯ ° S (². ¥. S �M�M), ¯°¨·¥¬
¢»¯®«¥»  ª±¨®¬» (³±«®¢¨¥ (m;n) 2 S ®¡»·® § ¯¨±»¢¥²±¿ ª ª m � n):

� m � m (²®¦¤¥±²¢ )

� ¨§ m � n ±«¥¤³¥² n � m (±¨¬¬¥²°¨·®±²¨)

� ¨§ m � n ¨ n � k ±«¥¤³¥² m � k (²° §¨²¨¢®±²¨)

¤«¿ «¾¡»µ m;n; k 2M .
� ½²®© ±¨²³ ¶¨¨ M ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¬®¦¥±²¢ , ±®±²®¿¹¨¥

¨§ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢, ½ª¢¨¢ «¥²»µ ®¤®¬³. �²¨ ¬®¦¥±²¢   §»¢ ¾²±¿ ª« ±± ¬¨
½ª¢¨¢ «¥²®±²¨. �« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨, ±®¤¥°¦ ¹¨© m 2M , ®¡®§ · ¥²±¿ [m].

�¥¬¬  1.9. � ¢¥±²¢® ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨   ¬®¦¥±²¢¥ § -
ª°¥¯«¥»µ ¢¥ª²®°®¢.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �·¥¢¨¤®. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.10. �¥ª²®°®¬ (¨«¨ ±¢®¡®¤»¬ ¢¥ª²®°®¬)  §»¢ ¥²±¿ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨© ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨.

�³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ¢¥ª²®°»
�!
AB;

�!
CD; : : : (µ®²¿ ¯° ¢¨«¼¥¥ [

�!
AB]; [

�!
CD]; : : :) ¨«¨

a; b; : : :,   ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±«  | �; �; �; �; : : :
�®¿²¨¿ ª®««¨¥ °®±²¨ ¨ ª®¬¯«  °®±²¨ ¯¥°¥®±¿²±¿   (±¢®¡®¤»¥) ¢¥ª²®°».

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.11. �¨¥©»¥ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¢¥ª²®° ¬¨ :

1) �«®¦¥¨¥ ¯® ¯° ¢¨«³ ²°¥³£®«¼¨ª :
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2) �¬®¦¥¨¥ ¢¥ª²®°    ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®:

�
�
�
�
�
��
�
�
��

a

b = �a

¯® ¯° ¢¨«³:

1) b ª®««¨¥ °¥ a;

2) jbj = j�j � jaj;
3) b ±® ¯° ¢«¥ ± a, ¥±«¨ � > 0, ¨ ¯°®²¨¢® ¯° ¢«¥, ¥±«¨ � < 0.

�²¨ ®¯¥° ¶¨¨ ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥»   ¬®¦¥±²¢¥ (±¢®¡®¤»µ) ¢¥ª²®°®¢.
�¢®©±²¢  «¨¥©»µ ®¯¥° ¶¨©  ¤ ¢¥ª²®° ¬¨ :

1. a+ b = b+ a (ª®¬¬³² ²¨¢®±²¼ ±«®¦¥¨¿ = ¯° ¢¨«® ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ );
2. a + (b + c) = (a + b) + c ( ±±®¶¨ ²¨¢®±²¼ ±«®¦¥¨¿ = ¯° ¢¨«® ·¥²»°¥µ-

³£®«¼¨ª );
3. a+ 0 = a (±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ³«¥¢®£® ¢¥ª²®°  = [0A]);
4. a+ (�1) � a = 0 (±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¡° ²®£®);
5. (��)a = �(�a) ( ±±®¶¨ ²¨¢®±²¼);
6: (� + �)a = �a+ �a
7: �(a+ b) = �a+ �b

)
(¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¼);

8. 1 � a = a (¥¤¨¨¶ ).
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.12. �®¦¥±²¢® ± ®¯¥° ¶¨¥© ±«®¦¥¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¥© ³¬®¦¥¨¿  
·¨±« , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬¨ ½²¨¬  ª±¨®¬ ¬,  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬.

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥ ®±®¢»¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¯°® ®¯¥° ¶¨¨  ¤ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¢¥ª-
²®° ¬¨ ¬®£³² ¡»²¼ ¢»¢¥¤¥» ¨§ ½²¨µ  ª±¨®¬, ¡¥§ ¯°¨¢«¥·¥¨¿ ª®ª°¥²®£® ®¯¨± ¨¿
®¯¥° ¶¨© (®,  ¯°¨¬¥°, ½²® ¥ ®²®±¨²±¿ ª ¤«¨ ¬ ¨ ². ¯.). � ½²®¬ ±¬»±«¥  ª±¨®¬»
®¡° §³¾² ¯®«³¾ ±¨±²¥¬³. �®«¥¥ ²®£®, ®  ¨§«¨¸¥ ¯®«  (·²® ¬®¦® ¢»¡°®±¨²¼
?).
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.13. �¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¢¥ª²®°®¢ a1; : : : ; an ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨
�1; : : : ; �n 2 R  §»¢ ¥²±¿ ¢¥ª²®° ¢¨¤  �1a1 + : : : + �nan. �±«¨ ¢±¥ �i ° ¢» ³«¾,
²® «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿  §»¢ ¥²±¿ ²°¨¢¨ «¼®©,   ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ | ¥²°¨-
¢¨ «¼®©.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.14. �¥ª²®°» a1; : : : ; an «¨¥©® § ¢¨±¨¬», ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¨µ
¥²°¨¢¨ «¼ ¿ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿, ° ¢ ¿ ³«¾, ². ¥.  ©¤³²±¿ ² ª¨¥ ·¨±« 
�1; : : : ; �n, ¥ ¢±¥ ° ¢»¥ ³«¾, ·²® �1a1 + : : : + �nan = 0. � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥
¢¥ª²®°» «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ². ¥. ¨§ ° ¢¥±²¢  �1a1+ : : :+�nan = 0 ¢±¥£¤  ±«¥¤³¥²
�1 = �2 = : : : = �n = 0.
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�¥¬¬  1.15. �¨±²¥¬  ¢¥²®°®¢ «¨¥©® § ¢¨±¨¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ 
®¤¨ ¨§ ¨µ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ®±² «¼»µ.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ «¨¥© ¿ ª®¬-
¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢, ° ¢ ¿ ³«¾: �1a1 + : : : + �nan = 0. �¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢,
±ª ¦¥¬, �i, ¥ ° ¢¥ ³«¾. �®£¤ 

ai =
�
��1

�i

�
� a1 + : : :+

�
��i�1

�i

�
� ai�1 +

�
��i+1

�i

�
� ai+1 + : : :+

�
��n
�i

�
� an:

�®±² ²®·®±²¼. �³±²¼ ai = �1a1 + : : :+ �i�1ai�1 + �i+1ai+1 + : : : �nan. �®£¤ 

(�1)ai + �1a1 + : : :+ �i�1ai�1 + �i+1ai+1 + : : : �nan = 0

| ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ (¯¥°¢»© ª®½´´¨¶¨¥² | ¥³«¥¢®©) «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿, ° ¢ ¿
³«¾. 2

�¥¬¬  1.16. �³±²¼ a1; : : : ; ak | «¨¥©® § ¢¨±¨¬ ¿ ±¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢. �®£¤ 
a1; : : : ; ak; ak+1; : : : ; an | «¨¥©® § ¢¨±¨¬ ¿ ±¨±²¥¬ , ª ª®¢» ¡» ¥ ¡»«¨ ¢¥ª²®°»
ak+1; : : : ; an.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ �1a1+ : : : �kak = 0 | ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿, ²® �1a1+
: : : �kak + 0 � ak+1 + : : :+ 0 � an = 0 ² ª¦¥ ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿. 2

�¥¬¬  1.17. 1) �¢  ¢¥ª²®°  «¨¥©® § ¢¨±¨¬» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ 
®¨ ª®««¨¥ °».

2) �°¨ ¢¥ª²®°  «¨¥©® § ¢¨±¨¬» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®¨ ª®¬¯« -
 °».

3) �¥²»°¥ ¢¥ª²®°  ¢±¥£¤  «¨¥©® § ¢¨±¨¬».

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ®¯¥° ¶¨¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«®.
2. �® «¥¬¬¥ 1.15 ¨§ «¨¥©®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²® c = �a + �b, ². ¥. c

ª®¬¯«  °¥ a ¨ b.
�¡° ²®, ¯³±²¼ a ¨ b ª®««¨¥ °», ²®£¤  ®¨ «¨¥©® § ¢¨±¨¬» ¨ ¯® «¥¬¬¥ 1.16

a; b; c «¨¥©® § ¢¨±¨¬». �±«¨ ¦¥ a ¨ b ¥ª®««¨¥ °», ²® c ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢
¢¨¤¥ c = �a+ �b, \¤®±²°®¨¢ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬".

3. �±«¨ ª ª¨¥-«¨¡® 3 ¢¥ª²®°  ª®¬¯«  °», ²® ®¨ «¨¥©® § ¢¨±¨¬» ¯® ¯°¥¤»-
¤³¹¥¬³ ¯³ª²³,   ¯® «¥¬¬¥ 1.16 § ¢¨±¨¬» ¢±¥ 4. �±«¨ ¦¥ ² ª¨µ 3 ¢¥ª²®°®¢ ±°¥¤¨
a; b; c; d ¥², ²® ¯ °» a ¨ b, c ¨ d ¥ª®««¨¥ °»,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¿¾² (± ²®·-
®±²¼¾ ¤® ¯ ° ««¥«¼®£® ¯¥°¥®± ) ¤¢¥ ¯«®±ª®±²¨, ª®²®°»¥ ¥ ¯ ° ««¥«¼» (¨ ·¥
¢±¥ 4 ¡»«¨ ¡» ª®¬¯«  °»). �®£¤   ¯° ¢«¿¾¹¨© ¢¥ª²®° f ¯°¿¬®© ¯¥°¥±¥·¥¨¿
° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿, ± ®¤®© ±²®°®», ¢ «¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾ a ¨ b,   ± ¤°³£®© | c ¨
d (±°. ± ¤®ª § ²¥«¼±²¢®¬ ¯. 2):

�a+ �b = f = c + �d:
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�±«¨ ¯°¨ ½²®¬ ®¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢, ±ª ¦¥¬, �, ° ¢¥ 0, ²® b; c; d ª®¬¯«  °»,
·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

�a+ �b� c� �d = 0

| ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.18. � §¨±®¬   ¯°¿¬®© (±®®²¢.,   ¯«®±ª®±²¨, ¢ ¯°®±²° ±²¢¥)
 §»¢ ¥²±¿ ³¯®°¿¤®·¥»©  ¡®° ¨§ 1 (±®®²¢., 2, 3) «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢.
� ¬¥· ¨¥ 1.19. �«¿ ¯°¿¬®© ½²® ®§ · ¥², ·²® ¢¥ª²®° ¥³«¥¢®©.

�¥®°¥¬  1.20. �±¿ª¨© ¢¥ª²®° ¯°®±²° ±²¢  (±®®²¢., ¯«®±ª®±²¨, ¯°¿¬®©) ®¤®-
§ ·® ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¢¥ª²®°®¢ ¤ ®£® ¡ §¨± .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨. �³±²¼ e1; e2; e3 | ¤ »©
¡ §¨±,   a | ¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®°. �® «¥¬¬¥ 1.17 (¯. 3) ¢¥ª²®°» a; e1; e2; e3 «¨¥©®
§ ¢¨±¨¬», ² ª ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ �a+�1e1+�2e2+
�3e3 = 0. �³±²¼ � = 0. �®£¤  �1e1 + �2e2 + �3e3 = 0 | ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ «¨¥© ¿
ª®¬¡¨ ¶¨¿, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² «¨¥©®© ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ ¡ §¨± . � ·¨²,
� 6= 0 ¨ ¨±ª®¬ ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿

a =
�
��1

�

�
� e1 +

�
��2

�

�
� e2 +

�
��3

�

�
� e3:

�®ª ¦¥¬ ¥¤¨±²¢¥®±²¼. �³±²¼ ¨¬¥¾²±¿ ¤¢¥ ° §«¨·»¥ ²°®©ª¨: �1; �2; �3 ¨
�1; �2; �3, ¯°¨·¥¬

a = �1e1 + �2e2 + �3e3 = �1e1 + �2e2 + �3e3:

�®£¤  0 = (�1 � �1)e1 + (�2 � �2)e2 + (�3 � �3)e3 | ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿, ·²®
¯°®²¨¢®°¥·¨² «¨¥©®© ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¡ §¨± .

� «®£¨·® ¤«¿ ¯°¿¬®© ¨ ¯«®±ª®±²¨. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.21. �®®°¤¨ ² ¬¨ (¨«¨ ª®¬¯®¥² ¬¨) ¢¥ª²®°  a ®²®±¨²¥«¼®
¡ §¨±  e1; e2; e3  §»¢ ¾²±¿ ² ª¨¥ (®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¥»¥) ·¨±«  �1; �2; �3, ·²®
a = �1e1 + �2e2 + �3e3. �³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ² ª¦¥ a(�1; �2; �3).

�¥¬¬  1.22. �®®°¤¨ ²» ±³¬¬» ¢¥ª²®°®¢ ° ¢» ±³¬¬¥ ª®®°¤¨ ². �®®°¤¨ ²»
�a ° ¢» ��1; ��2; ��3 (¢ ®¡®§ ·¥¨¿µ ®¯°¥¤¥«¥¨¿).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ a = �1e1+�2e2+�3e3, b = �1e1+�2e2+�3e3. �® ±¢®©±²¢ ¬
1, 2, 5, 6, 7:

a+ b = (�1e1 + �2e2 + �3e3) + (�1e1 + �2e2 + �3e3) =

= �1e1 + �1e1 + �2e2 + �2e2 + �3e3 + �3e3 = (�1 + �1)e1 + (�2 + �2)e2 + (�3 + �3)e3;

�a = �(�1e1+�2e2+�3e3) = �(�1e1)+�(�2e2)+�(�3e3) = (��1)e1+(��2)e2+(��3)e3:

2
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.23. �´´¨ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ § ¤ ¥²±¿ ¢»-
¡®°®¬ °¥¯¥°  | ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ O ¨ ¡ §¨±  e1; e2; e3.

�®®°¤¨ ²» ²®·ª¨ X ®²®±¨²¥«¼® °¥¯¥°  Oe1e2e3 ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª ª ª®®°¤¨-

 ²» ¢¥ª²®° 
��!
OX ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; e3:

��!
OX = x1e1 + x2e2 + x3e3

(¨µ ¬» ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ « ²¨±ª¨¬¨ ¡³ª¢ ¬¨). � ¯¨±»¢ ¥¬ X(x1; x2; x3).

�¥¬¬  1.24. �³±²¼ X(x1; x2; x3) ¨ Y (y1; y2; y3) | ª®®°¤¨ ²» ¤¢³µ ²®·¥ª. �®£¤ 

ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®° 
��!
XY ®²®±¨²¥«¼® ¡ §¨± , ¢µ®¤¿¹¥£® ¢ ¤ ³¾  ´´¨³¾ ±¨-

±²¥¬³ ª®®°¤¨ ², ° ¢» (y1 � x1; y2 � x2; y3 � x3).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾  ´´¨®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²
��!
OX(x1; x2; x3) ¨�!

OY (y1; y2; y3),  
��!
XY =

�!
OY � ��!

OX . �® «¥¬¬¥ 1.22 ¯®«³· ¥¬ ²°¥¡³¥¬»© °¥§³«¼² ².
2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.25. � §¨±  §»¢ ¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬, ¥±«¨ ¢¥ª²®°» e1; e2; e3 ¯¥°-
¯¥¤¨ª³«¿°». �±«¨ ®¨ ª ²®¬³ ¦¥ ¥¤¨¨·®© ¤«¨», ²® ¡ §¨±  §»¢ ¥²±¿ ®°²®-
®°¬¨°®¢ »¬. �´´¨ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ²  §»¢ ¥²±¿ ¯°¿¬®³£®«¼®©, ¥±«¨ ±®-
®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¡ §¨± ®°²®®°¬¨°®¢ .

2. �¥«¥¨¥ ®²°¥§ª  ¢ ¤ ®¬ ®²®¸¥¨¨

�³±²¼ § ¤ » ¤¢¥ ²®·ª¨ A ¨ B ±¢®¨¬¨  ´´¨»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨ (a1; a2; a3)
¨ (b1; b2; b3) (¢ ¥ª®²®°®¬ °¥¯¥°¥) ¨ ®²®¸¥¨¥ �

�
. � ©¤¥¬  ´´¨»¥ ª®®°¤¨ ²»

(x1; x2; x3) ² ª®© ²®·ª¨ X ®²°¥§ª  AB, ·²® jAX j
jXBj =

�
�
, ². ¥. ¤¥«¿¹¥© ®²°¥§®ª ¢ ¤ ®¬

®²®¸¥¨¨.

�®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢
�!
AX ¨

��!
XB ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨±¥ ¯® «¥¬¬¥ 1.24 ° ¢», ±®®²¢¥²-

±²¢¥®, (x1 � a1; x2 � a2; x3 � a3) ¨ (b1 � x1; b2 � x2; b3 � x3). �® «¥¬¬¥ 1.22 ³±«®¢¨¥
®²®¸¥¨¿ (¯®±ª®«¼ª³ ¢¥ª²®°» ±® ¯° ¢«¥») ¯¥°¥©¤¥² ¢ ±®¢®ª³¯®±²¼ ³±«®¢¨©:

�(x1 � a1) = �(b1 � x1);

�(x2 � a2) = �(b2 � x2);

�(x3 � a3) = �(b3 � x3);

¨¬¥¾¹¨µ ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥

xi =
�ai + �bi
�+ �

; i = 1; 2; 3:

� ¬¥²¨¬, ·²® ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ � ¨«¨ �, ² ª ·²® ³±«®¢¨¥
¤¥«¥¨¿ ¢ ½²®© ®¡¹¥© ´®°¬¥ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

�
�!
AX = �

��!
XB:

�®°¬³«» ®²¢¥²  ¡³¤³², ª®¥·®, ²¥¬¨ ¦¥, ·²® ¨ ¢»¸¥.
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3. �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.1. �ª «¿°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¤¢³µ (¥³«¥¢»µ) ¢¥ª²®°®¢  §»¢ -
¥²±¿ ·¨±«®, ° ¢®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¤«¨ ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢   ª®±¨³± ³£«  ¬¥¦¤³ ¨¬¨:

ha; bi := jaj � jbj � cosda; b:
�±«¨ ®¤¨ ¨§ ¢¥ª²®°®¢ ³«¥¢®©, ²® ¯®«®¦¨¬ ha; bi := 0.

�¥¬¬  3.2. �³±²¼ ¢ ¥ª®²®°®¬ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; e3 ¢¥ª²®° a
¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²» a1; a2; a3. �®£¤ 

ai = ha; eii; i = 1; 2; 3:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  ¬®£³² ¡»²¼  ©¤¥» ¯³²¥¬ ¯°®¥ª¶¨© ¢
¯°¿¬®³£®«¼®¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤¥ (². ª. ¥¤¨±²¢¥®±²¼ ¤®ª §  ). � ª¨¬ ®¡° §®¬,

ai = jaj � cos da; ei = jaj � jeij � cos da; ei = ha; eii: 2

�¥®°¥¬  3.3. �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨, ®¯°¥¤¥-
«¿¾¹¨¬¨ ¥£® ®¤®§ ·®:

1) ha; bi = hb; ai (±¨¬¬¥²°¨·®±²¼);

2) ha+ b; ci = ha; ci+ hb; ci;
3) h�a; bi = � ha; bi (2)+3) = «¨¥©®±²¼ ¯® ¯¥°¢®¬³  °£³¬¥²³);

4) ha; ai = jaj2 � 0, ¢ · ±²®±²¨, ha; ai = 0 , a = 0 (¯®«®¦¨²¥«¼®±²¼ ¨
±¢¿§¼ ± ¤«¨®©).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³ª²» 1, 3 ¨ 4 ®·¥¢¨¤». �±«¨ c = 0, ²® ¯. 2 ¢»¯®«¿¥²±¿.
�±«¨ ¦¥ c 6= 0, ²® ¬®¦® ¯³²¥¬ ¤¥«¥¨¿   jcj ² ¯°¨¬¥¥¨¿ ¯¯. 1 ¨ 3 ±¢¥±²¨ ª ±«³· ¾
jcj = 1. � ½²®© ±¨²³ ¶¨¨ ° ±±¬®²°¨¬ ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1 = c; e2; e3. �®£¤ 
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±ª «¿°»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ¯¥°¢»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨:

ha; ci = ha; e1i = a1; hb; ci = hb; e1i = b1:

�®±ª®«¼ª³ ª®®°¤¨ ²» ±³¬¬» ° ¢» ±³¬¬¥ ª®®°¤¨ ², ²®

ha+ b; ci = a1 + b1 = ha; ci+ hb; ci:
�®ª ¦¥¬, ·²® ±¢®©±²¢  1-4 ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¾² § ·¥¨¿ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§-

¢¥¤¥¨¿. �¢®©±²¢® 4 ®¯°¥¤¥«¿¥² ha; ai. � ±¨«³ ¯¯. 1 ¨ 4 ¨¬¥¥¬

ha+ b; a+ bi = ha; ai+ ha; bi+ hb; ai+ hb; bi = 2ha; bi+ ha; ai+ hb; bi;

ha; bi = 1

2
� fha; ai+ hb; bi � ha+ b; a+ big : 2
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�¥®°¥¬  3.4. � ¯°®¨§¢®«¼®¬ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; e3 ±ª «¿°®¥ ¯°®-
¨§¢¥¤¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

ha; bi = a1b1 + a2b2 + a3b3:

�®ª § ²¥«¼±²¢®.

ha; bi = ha1e1 + a2e2 + a3e3; bi 2)
=

3X
i=1

haiei; bi 3)
=

3X
i=1

aihei; bi 1)
=

3X
i=1

aihb; eii =

=
3X

i=1

aihb1e1 + b2e2 + b3e3; eii =2;3)
=

3X
i;j=1

aibjhei; eji = a1b1 + a2b2 + a3b3: 2

�«¥¤±²¢¨¥ 3.5. � ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ³£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©

ha; bi = ha; bi
jaj � jbj =

a1b1 + a2b2 + a3b3q
a21 + a22 + a23 �

q
b21 + b22 + b23

:

4. �«®¹ ¤¼, ®¡º¥¬ ¨ ®°¨¥² ¶¨¿

�»·¨±«¨¬ ¯«®¹ ¤¼ S ¯ ° ««¥«®£° ¬¬  �(a; b),  ²¿³²®£®   ¢¥ª²®°  a ¨ b  
¯«®±ª®±²¨. �³±²¼ § ¤  ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1; e2 ¯«®±ª®±²¨, ² ª ·²® a =
(a1; a2), b = (b1; b2). �®£¤  (¥±«¨ ³£®« ¬¥¦¤³ a ¨ b ° ¢¥ ')

S = jaj � jbj � sin' = jaj � jbj �
q
1 � cos2 ' = jaj � jbj �

vuut1� (a1b1 + a2b2)2

(a21 + a22) � (b21 + b22)
=

=
q
(a21 + a22) � (b21 + b22)� (a1b1 + a2b2)2 =

q
(a1b2)2 + (a2b1)2 � 2a1b1a2b2 = ja1b2�a2b1j:

� ¯®¬¨¬, ·²® ¢»° ¦¥¨¥ a1b2 � a2b1  §»¢ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬ det ¬ ²°¨¶» 
a1 a2
b1 b2

!
.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.1. �°¨¥²¨°®¢ ®© ¯«®¹ ¤¼¾ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬  �(a; b) ®²®±¨-

²¥«¼® ¡ §¨±  e1; e2  §»¢ ¥²±¿ ¢¥«¨·¨  Sor(a; b) = det

 
a1 a2
b1 b2

!
. �¥  ¡±®«¾² ¿

¢¥«¨·¨  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯«®¹ ¤¼¾ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ ,   § ª (¢ ±«³· ¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨-
±¨¬»µ a ¨ b)  §»¢ ¥²±¿ ®°¨¥² ¶¨¥© ¯ °» a; b ®²®±¨²¥«¼® ¡ §¨±  e1; e2.

�¥¬¬  4.2. �°¨¥²¨°®¢  ¿ ¯«®¹ ¤¼ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:

1) Sor(a; b) = �Sor(b; a) (ª®±®±¨¬¬¥²°¨·®±²¼);

2) Sor(a+ b; c) = Sor(a; c) + Sor(b; c),
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3) Sor(�a; b) = �Sor(a; b) (2+3=«¨¥©®±²¼ ¯® ¯¥°¢®¬³  °£³¬¥²³);

4) Sor(a; a) = 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ±«¥¤³¾² ¥¬¥¤«¥® ¨§ ´®°¬³«». 2

�¥¬¬  4.3. �°¨¥² ¶¨¿ ¯ °» a; b ®²®±¨²¥«¼® ¡ §¨±  e1; e2 ¯®«®¦¨²¥«¼ , ¥±«¨
ª° ²· ©¸¨© ¯®¢®°®² ®² a ª b ¯°®¨±µ®¤¨² ¢ ²®¬ ¦¥  ¯° ¢«¥¨¨, ·²® ¨ ®² e1 ª
e2.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³¤¥² ¯°®¢¥¤¥® ±° §³ ¤«¿ ²°¥µ¬¥°®£® ±«³· ¿. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.4. �°¨¥²¨°®¢ »¬ ®¡º¥¬®¬ ¯ ° ««¥¯¨¯¥¤  �(a; b; c), ¯®±²°®-
¥®£®   ¢¥ª²®° µ a, b ¨ c ¯°®±²° ±²¢ , ®²®±¨²¥«¼® ®°²®®°¬¨°®¢ ®£® ¡ §¨± 
" := (e1; e2; e3)  §»¢ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼

V "
or(a; b; c) = det

0B@ a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

1CA = a1b2c3 + b1c2a3 + c1a2b3 � b1a2c3 � a1c2b3 � c1b2a3:

� ±«³· ¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ a; b; c ¥£® § ª  §»¢ ¥²±¿ ®°¨¥² ¶¨¥©
²°®©ª¨ a; b; c ®²®±¨²¥«¼® ®°²®®°¬¨°®¢ ®£® ¡ §¨±  e1; e2; e3.

�®±«¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥ª®²®°»µ ±¢®©±²¢ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥,
®¯° ¢¤»¢ ¾¹¥¥ ½²®  §¢ ¨¥.

�¥®°¥¬  4.5. �¡±®«¾² ¿ ¢¥«¨·¨  ®°¨¥²¨°®¢ ®£® ®¡º¥¬  ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ 
° ¢  ®¡º¥¬³ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ .

�¥¬¬  4.6. �³±²¼ ´¨ª±¨°®¢  ¡ §¨± e1; e2; e3 ¨ ¥ª®²®°»© ¢¥ª²®° ¢° ¹ ¥²±¿ ¢
¯«®±ª®±²¨ ¨«¨ ¢®ª°³£ ®±¨ ± ¯®±²®¿®© ±ª®°®±²¼¾. �®£¤  ¥£® ª®½´´¨¶¨¥²» ¿¢«¿-
¾²±¿ ¥¯°¥°»¢»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ¢°¥¬¥¨. � «®£¨·® ¤«¿ ° ±²¿¦¥¨¿ ¨«¨ ±¦ ²¨¿
¢¥ª²®° .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±®ª«¼ª³ ª®¬¯®¥²» ¢¥ª²®°  ®²®±¨²¥«¼® ®¤®£® ´¨ª±¨°®-
¢ ®£® ¡ §¨±  ¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ®²®±¨²¥«¼® ¤°³-
£®£® ¡ §¨± , ²® ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ¤®±² ²®·® ° ±±¬®²°¥²¼ ³¤®¡»© ¡ §¨±.
�«¿ ¢° ¹¥¨¿ ² ª®¢»¬ ¡³¤¥² e3 =®±¼ ¢° ¹¥¨¿ ¯°¨·¥¬  ¯° ¢«¥¨¥ ¢° ¹¥¨¿ ¢¨¤®
± ª®¶  e3 ¯°®²¢ · ·®¢®© ±²°¥«ª¨, e1 = ¯° ¢«¥¨¥ ¯°®¥ª¶¨¨  · «¼®£® ¯®«®¦¥¨¿
¢¥ª²®° . �®£¤  (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¢»¡®°  ±ª®°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿) ¢° ¹ ¾¹¨©±¿ ¢¥ª²®°
¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ª®®°¤¨ ²» (� � cos t; � � sin t; �). �«¿ ° ±²¿¦¥¨¿ ¦¥ | (�t; �t; t), £¤¥
t ¯°®¡¥£ ¥² ¥ª®²®°»© ®²°¥§®ª. �²¨ ´®°¬³«» ¯®ª §»¢ ¾² ¨±ª®¬³¾ ¥¯°¥°»¢³¾
§ ¢¨±¨¬®±²¼. 2

�¥¬¬  4.7 (¨§ ª³°±   «£¥¡°»). �¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ° ¢¥ ³«¾ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®-
£¤ , ª®£¤  ®¤  ¨§ ¥£® ±²°®ª ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¤°³£¨µ.
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�¥¬¬  4.8. �°¨¥²¨°®¢ »© ®¡º¥¬ ° ¢¥ ³«¾ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢¥ª-
²®°» ª®¬¯«  °».

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �° §³ ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬». 2

�¥®°¥¬  4.9. � §¨± a; b; c ¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ®°¨¥² ¶¨¾ ®²®±¨²¥«¼® ¡ -
§¨±  e1; e2; e3 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¥¯°¥°»¢®© ¤¥´®°¬ ¶¨¥© ¢ ¯°®±²° -
±²¢¥ ¡ §¨±®¢ ¥£® ¬®¦® ¯¥°¥¢¥±²¨ ¢ e1; e2; e3 (¯®¤ ¥¯°¥°»¢®© ¤¥´®°¬ ¶¨¥© ¯®¨-
¬ ¥²±¿ ² ª®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¡ §¨±®¢, ª ¦¤ ¿ ª®®°¤¨ ²  ª ¦¤®£® ¢¥ª²®°  ª®²®°»µ
¿¢«¿¥²±¿ ¥¯°¥°»¢®© ´³ª¶¨¥© ¯ ° ¬¥²° ).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¯³±²¨¬, ² ª ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ±³¹¥±²¢³¥². �®£¤  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼
V "
or(a(t); b(t); c(t)) ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯°¥°»¢®© ´³ª¶¨¥© ¯ ° ¬¥²°  t ¨ ¯°¨¨¬ ¥² ¢±¥ ¯°®-

¬¥¦³²®·»¥ § ·¥¨¿. � · ±²®±²¨, ¥±«¨ § ·¥¨¥ V "
or(a; b; c) < 0, ²® ¢ ª ª®©-²® ¬®-

¬¥² ¤®«¦¥ ¯®«³·¨²¼±¿ 0, ² ª ª ª V "
or(e1; e2; e3) = 1. �²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¯°¥¤»¤³¹¥©

«¥¬¬¥.
�¡° ²®, ¯®±²°®¨¬ ¯® «¥¬¬¥ 4.6 ¥¯°¥°»¢³¾ ¤¥´®°¬ ¶¨¾: ± · «  ±®¢¬¥±²¨¬

a ± e1 ² ª, ·²®¡» b «¥¦ « ¢ ¯«®±ª®±²¨ e1; e2 ± ²®© ¦¥ ±²®°®», ·²® ¨ e2. � ²¥¬
±®¢¬¥±²¨¬ b ± e2. � § § ª +, ²® e3 ¨ c «¥¦ ² ± ®¤®© ±²®°®» ®² ¯«®±ª®±²¨ ¨ ¨µ
¬®¦® ±®¢¬¥±²¨²¼. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 4.10 (¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ). �¢  ¡ §¨±  ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢³¾ ®°¨¥² -
¶¨¾ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ± ª®¶  ²°¥²¼¥£® ¢¥ª²®°  ª° ²· ©¸¥¥ ¤¢¨¦¥¨¥
®² ¯¥°¢®£® ª® ¢²®°®¬³ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¢ ®¤³ ±²®°®³ («¨¡® ¯°®²¨¢, «¨¡® ¯® · -
±®¢®© ±²°¥«ª¥).

�«¥¤±²¢¨¥ 4.11. �±¥ ¡ §¨±» ° ±¯ ¤ ¾²±¿   ¤¢  ª« ±± , ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ª ¦-
¤®£® ¨§ ª®²®°»µ ¬®¦® ±¢¿§ ²¼ ¥¯°¥°»¢®© ¤¥´®°¬ ¶¨¥©.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.12. � ¤ ¨¥¬ ®°¨¥² ¶¨¨  §»¢ ¥²±¿ ¢»¡®° ®¤®£® ¨§ ½²¨µ ª« ±-
±®¢. �¡»·® ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ \¯°®²¨¢" (±¬. ±«¥¤±²¢¨¥ 4.10) ®°¨¥² ¶¨¿  §»¢ ¥²±¿
¯° ¢®©,   ¢ ¤°³£®¬ ±«³· ¥ | «¥¢®©. �°®±²° ±²¢® ± ¢»¡° ®© ®°¨¥² ¶¨¥© ¡³¤¥¬
 §»¢ ²¼ ®°¨¥²¨°®¢ »¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ (®. ¯.).
� ¬¥· ¨¥ 4.13. �®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¬ ²°¨¶  ¨§ ª®®°¤¨ ² ²°¥²¼¥£® ¡ §¨±  ¢
¯¥°¢®¬ ° ¢  ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¬ ²°¨¶ ²°¥²¼¥£® ¢® ¢²®°®¬ ¨ ¢²®°®£® ¢ ¯¥°¢®¬. �¯°¥¤¥-
«¨²¥«¨ ¯°¨ ½²®¬ ¯¥°¥¬®¦ ¾²±¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¥ ¡ §¨±» ¢³²°¨ ®¤®£® ª« ±± 
¨¬¥¾² ¯®«®¦¨²¥«¼»© ®¡º¥¬ ¤°³£ ®²®±¨²¥«¼® ¤°³£ .

�¥¬¬  4.14. �°¨¥² ¶¨¿ b; a; c ¯°®²¨¢®¯®«®¦  ®°¨¥² ¶¨¨ a; b; c.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¢¥°¥¬ ²°®©ª³ b; a; c ª ª ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ² ª, ·²®¡» b ±®¢¯ «® ±
a,   a | ± b. �®£¤  c ¨ ®¡° § c ®ª ¦³²±¿ ± ° §»µ ±²®°® ®² ¯«®±ª®±²¨ a; b. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.15. �°¨¥²¨°®¢ »¬ ®¡º¥¬®¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®±²°®¥®£®
  ¢¥ª²®° µ a; b; c ®°¨¥²¨°®¢ ®£® ¯°®±²° ±²¢   §»¢ ¥²±¿ ·¨±«® Vor(a; b; c),
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° ¢®¥ ¯®  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨¥ ®¡º¥¬³ ½²®£® ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¨ ¨¬¥¾¹¥¥ § ª \+",
¥±«¨ ²°®©ª  a; b; c ¯®«®¦¨²¥«¼® ®°¨¥²¨°®¢  , ¨ § ª \-" ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥. � -
¬¥²¨¬ (ª ª ¢¨¤® ¨§ ®¡®§ ·¥¨¿), ·²® ®¢®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¥ ±¢¿§ ® ± ª®ª°¥²»¬
¡ §¨±®¬.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.16. �¥ª²®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ a ¨ b ¢ ®°¨¥²¨-
°®¢ ®¬ ¯°®±²° ±²¢¥  §»¢ ¥²±¿ ¢¥ª²®° c, ®¡®§ · ¥¬»© [a; b], ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥¬»©
±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.

�±«¨ ¢¥ª²®°» a ¨ b ¥ª®««¨¥ °», ²® c ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:

1) ¤«¨  c ° ¢  ¯«®¹ ¤¨ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬  �(a; b);

2) ¢¥ª²®° c ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°¥ a ¨ b;

3) ²°®©ª  a; b; c ¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ®°¨¥² ¶¨¾.

�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ®°¨¥² ¶¨¨ ² ª®© ¢¥ª²®° c ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¥.
�±«¨ ¢¥ª²®°» a ¨ b ª®««¨¥ °», ²® c := 0.

�¥¬¬  4.17. �³±²¼ e1; e2; e3 | ¯®«®¦¨²¥«¼® ®°¨¥²¨°®¢ »© ®°²®®°¬¨°®¢ -
»© ¡ §¨±. �®£¤ 

[e1; e2] = e3; [e1; e3] = �e2; [e2; e3] = e1:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �·¥¢¨¤®. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.18. �¨±«® ha; b; ci := h[a; b]; ci  §»¢ ¥²±¿ ±¬¥¸ »¬ ¯°®¨§¢¥¤¥-
¨¥¬ ²°®©ª¨ a; b; c.

�¥®°¥¬  4.19. ha; b; ci := Vor(a; b; c).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®, ·²® § ª¨ ±®¢¯ ¤ ¾², ±° §³ ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®°¨¥-
² ¶¨¨. �°®¢¥°¨¬ ±®¢¯ ¤¥¨¥  ¡±®«¾²»µ ¢¥«¨·¨, ². ¥. ·²® ¬®¤³«¼ ±¬¥¸ ®£®
¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ° ¢¥ ®¡º¥¬³ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ .

jha; b; cij = j [a; b] j � jcj � j cos d(c; [a; b])j = S � h = jVor(a; b; c)j;
¯®±ª®«¼ª³ c ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°® ¯«®±ª®±²¨,  ²¿³²®©   a ¨ b. �¤¥±¼ ·¥°¥§ S ®¡®§ -
·¥  ¯«®¹ ¤¼ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ , ¯®±²°®¥®£®   ¢¥ª²®° µ a ¨ b,   h| ±®®²¢¥²±²¢³-
¾¹ ¿ ¢»±®²  ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ . 2

�¥®°¥¬  4.20. �¬¥¸ ®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·® ¯® «¾¡®© ¯ °¥  °£³¬¥-
²®¢ ¨ «¨¥©® ¯® ª ¦¤®¬³ ¨§ ¨µ:

1) ha; b; ci = �hb; a; ci = hb; c; ai = �hc; b; ai = hc; a; bi = �ha; c; bi;
2) ha+ b; c; di = ha; c; di+ hb; c; di; h�a; b; ci = �ha; b; ci;

ha; b+ c; di = ha; b; di+ ha; c; di; ha; �b; ci = �ha; b; ci;
ha; b; c+ di = ha; b; ci+ ha; b; di; ha; b; �ci = �ha; b; ci.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1) �® ¯°¥¤»¤³¹¥¬³ ³²¢¥°¦¤¥¨¾  ¡±®«¾² ¿ ¢¥«¨·¨  (². ¥.
®¡º¥¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ ) ¥ ¬¥¿¥²±¿. �²¢¥°¦¤¥¨¥ ¯°® § ª¨ ±«¥¤³¥² ¨§ «¥¬¬» 4.14.

2) �¨¥©®±²¼ ¯® ²°¥²¼¥¬³  °£³¬¥²³ ®·¥¢¨¤ . �§ ½²®£® ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¯. 1
±«¥¤³¥² «¨¥©®±²¼ ¯® ®±² «¼»¬  °£³¬¥² ¬. 2

�¥®°¥¬  4.21. �¥ª²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:

1) [a; b] = �[b; a];
2) [�a; b] = �[a; b];

3) [a+ b; c] = [a; c] + [b; c].

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¯. 1 ¨ 2 ±° §³ ¢»²¥ª ¾² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ 
¯. 3 ° ±±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®° d = [a+ b; c]� [a; c]� [b; c]. �®£¤ 

hd; di = h[a+ b; c]� [a; c]� [b; c]; di = ha+ b; c; di � ha; c; di � hb; c; di = 0:

� ·¨², d = 0,   ½²® ¨ ¥±²¼ ¯. 3. 2

�¥®°¥¬  4.22. �³±²¼ e1; e2; e3 | ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®°¨-
¥² ¶¨¨. �®£¤ 

[a; b] = det

 
a2 a3
b2 b3

!
� e1 + det

 
a3 a1
b3 b1

!
� e2 + det

 
a1 a2
b1 b2

!
� e3

¨

ha; b; ci = det

0B@ a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

1CA :
�¥°¢®¥ ° ¢¥±²¢® ±¨¬¢®«¨·¥±ª¨ § ¯¨±»¢ ¾² ¢ ¢¨¤¥

[a; b] = det

0B@ e1 e2 e3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

1CA
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬®© ¨ «¥¬¬®© 4.17:

[a; b] = [a1e1 + a2e2 + a3e3; b1e1 + b2e2 + b3e3] = a1b1 [e1; e1]| {z }
0

+a1b2 [e1; e2]| {z }
e3

+a1b3 [e1; e3]| {z }
�e2

+

+a2b1 [e2; e1]| {z }
�e3

+a2b2 [e2; e2]| {z }
0

+a2b3 [e2; e3]| {z }
e1

+a3b1 [e3; e1]| {z }
e2

+a3b2 [e3; e2]| {z }
�e1

+a3b3 [e3; e3]| {z }
0

=

= (a2b3 � a3b2)e1 + (a3b1 � a1b3)e2 + (a1b2 � a2b1)e3 =

= det

 
a2 a3
b2 b3

!
� e1 + det

 
a3 a1
b3 b1

!
� e2 + det

 
a1 a2
b1 b2

!
� e3:
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�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¢²®°®£® ±®®²®¸¥¨¿ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ±¬¥¸ -
®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿, ¯¥°¢»¬ ±®®²®¸¥¨¥¬ ¨ § ¯¨±¼¾ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢ ¯°¿-
¬®³£®«¼»µ ª®®°¤¨ ² µ:

ha; b; ci = h[a; b]; ci = det

 
a2 a3
b2 b3

!
� c1 + det

 
a3 a1
b3 b1

!
� c2 + det

 
a1 a2
b1 b2

!
� c3 =

= det

0B@ a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

1CA : 2

�«¥¤±²¢¨¥ 4.23. �³±²¼ ¢ ®°¨¥²¨°®¢ ®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢»¡°  ®°²®®°¬¨°®-
¢ »© ¡ §¨± " = (e1; e2; e3) ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®°¨¥² ¶¨¨. �®£¤ 

ha; b; ci = Vor(a; b; c) = V "
or(a; b; c)

¤«¿ «¾¡»µ ¢¥ª²®°®¢ a; b; c. � · ±²®±²¨, ¬» ¤®ª § «¨ ²¥®°¥¬³ 4.5, ±´®°¬³«¨°®-
¢ ³¾ ¢  · «¥ ¯ ° £° ´ : jV "

or(a; b; c)j ° ¢¿¥²±¿ ®¡º¥¬³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¯ -
° ««¥«¥¯¨¯¥¤ .

�³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ det (A) ·¥°¥§ jAj.
�«¥¤±²¢¨¥ 4.24. �«®¹ ¤¼ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ , ¯®±²°®¥®£®   ¢¥ª²®° µ a ¨ b ¯°®-
±²° ±²¢  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼»µ ª®®°¤¨ ² µ («¾¡®© ®°¨¥² ¶¨¨ !) ª ª

S(�(a; b)) =

vuut����� a2 a3
b2 b3

�����
2

+

����� a3 a1
b3 b1

�����
2

+

����� a1 a2
b1 b2

�����
2

:

�¥®°¥¬  4.25. �¬¥¾² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ´®°¬³«»:

1) [a; [b; c]] = bha; ci � cha; bi (´®°¬³«  ¤¢®©®£® ¢¥ª²®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿
¨«¨ \¡ ¶ ¬¨³± ¶ ¡");

2) [a; [b; c]] + [b; [c; a]] + [c; [a; b]] = 0 (²®¦¤¥±²¢® �ª®¡¨).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1). �»¡¥°¥¬ ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1; e2; e3 ¯®«®¦¨²¥«¼®©
®°¨¥² ¶¨¨ ² ª, ·²®

a = (a1; a2; a3); b = (b1; b2; 0); c = (c1; 0; 0);

². ¥. e1 ±® ¯° ¢«¥ ± c, e2 «¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ b; c. �®£¤ 

[b; c] =

 ����� b2 0
0 0

����� ;
����� 0 b1
0 c1

����� ;
����� b1 b2
c1 0

�����
!
= (0; 0;�b2c1);

[a; [b; c]] =

 ����� a2 a3
0 �b2c1

����� ;
����� a3 a1
�b2c1 0

����� ;
����� a1 a2
0 0

�����
!
= (�a2b2c1; a1b2c1; 0):
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� ¤°³£®© ±²®°®»,

ha; ci = a1c1; bha; ci = (a1c1b1; a1c1b2; 0);

ha; bi = a1b1 + a2b2; cha; bi = (a1b1c1 + a2b2c1; 0; 0);

®²ª³¤ 
bha; ci � cha; bi = (�a2b2c1; a1c1b2; 0) = [a; [b; c]]:

2). �® ¯. 1) :

[a; [b; c]] = bha; ci � cha; bi
+ [b; [c; a]] = cha; bi � ahb; ci

[c; [a; b]] = ahb; ci � bha; ci
[a; [b; c]] + [b; [c; a]] + [c; [a; b]] = 0

2

5. �°¿¬»¥   ¯«®±ª®±²¨

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.1. �«£¥¡° ¨·¥±ª ¿ «¨¨¿ (ª°¨¢ ¿)   ¯«®±ª®±²¨ | ¬®¦¥±²¢®,
§ ¤ ¢ ¥¬®¥ ¢ ¥ª®²®°®©  ´´¨®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ³° ¢¥¨¥¬ ¢¨¤  F (x; y) = 0,
£¤¥ F | ¬®£®·«¥:

F (x; y) =
X
i;j�n

aijx
iyj; i; j = 0; 1; 2; : : :

�¨±«® n  §»¢ ¥²±¿ ±²¥¯¥¼¾ ¬®£®·«¥  F ¨ ¯®°¿¤ª®¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª°¨¢®©,
¥±«¨ µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ aij ± i+ j = n ®²«¨·¥ ®² 0.

� ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ³° ¢¥¨¥¬ ª°¨¢®©  §»¢ ¥²±¿(
x = f(t);
y = g(t):

¨«¨ ~r = ~r (t);

£¤¥ t | ¯ ° ¬¥²°.
�°¨¬¥° 5.2. �ª°³¦®±²¼ x2 + y2 = 1 ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤   ¢ ¢¨¤¥(

x = cos t;
y = sin t:

� ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥ ¯°¿¬®©   ¯«®±ª®±²¨:

~r = ~r 0 + ~at; ¨«¨

(
x = x0 + �t;
y = y0 + �t:
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-

���
���

���
���

���
���

�
�
�
���
���

��:~a

~r0

�¤¥±¼ ~r 0 = (x0; y0) | ¥ª®²®° ¿ ²®·ª    ¯°¿¬®© ( · «¼ ¿),   ~a = (�; �) | ¥ª®-
²®°»© ¥³«¥¢®© ¢¥ª²®° ( ¯° ¢«¿¾¹¨©). �»° ¦ ¿ t, ¯®«³· ¥¬ ª ®¨·¥±ª®¥ ³° ¢-
¥¨¥ ¯°¿¬®©

x� x0
�

=
y � y0
�

:

� ¬¥· ¨¥ 5.3. � ª ®¨·¥±ª®¬ ³° ¢¥¨¨ ¤®¯³±ª ¥²±¿ ° ¢¥±²¢® ³«¾ ¥ª®²®-
°»µ (¥ ¢±¥µ) § ¬¥ ²¥«¥©. �°¨ ½²®¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ·¨±«¨²¥«¼ ¯°¨° ¢¨¢ ¥²±¿
ª 0.
�°¨¬¥° 5.4.

x� x0
0

=
y � y0
�

, x = x0:

�¥°¥©¤¥¬ ª ®¡¹¥¬³ ³° ¢¥¨¾:

�(x� x0) � �(y � y0) = 0; Ax+By + C = 0;

£¤¥
A = �; B = ��; C = �y0 � �x0:

�² ª, ¢±¿ª ¿ ¯°¿¬ ¿ § ¤ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª . �¡° ²®, ¢±¿ª®¥ ³° ¢-
¥¨¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  § ¤ ¥² ¯°¿¬³¾. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ±±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥
Ax + By + C = 0. �³±²¼,  ¯°¨¬¥°, A 6= 0. �®§¼¬¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥  · «¼®© ²®·ª¨
(x0; 0), £¤¥ x0 ®¯°¥¤¥«¨¬ ¨§ ³° ¢¥¨¿

Ax0 + C = 0; x0 = �C
A
:

� ª ·¥±²¢¥  ¯° ¢«¿¾¹¥£® ¢¥ª²®°  ¢»¡¥°¥¬ (�B;A). �®£¤  ¨±µ®¤®¥ ³° ¢¥¨¥
° ¢®±¨«¼® ª ®¨·¥±ª®¬³

x+ C
A

�B =
y � 0

A
:

�¥®°¥¬  5.5. �°¿¬»¥   ¯«®±ª®±²¨ ¥±²¼ ¢ ²®·®±²¨  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ «¨¨¨ ¯¥°-
¢®£® ¯®°¿¤ª . �°¨ ½²®¬ ¤¢  ³° ¢¥¨¿

F1(x; y) := A1x+B1y + C1 = 0
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¨
F2(x; y) := A2x+B2y + C2 = 0

§ ¤ ¾² ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ¯°¿¬³¾ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®¨ ¯°®¯®°¶¨® «¼»
(±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ´¨ª±¨°®¢   !), ². ¥. ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ � 6= 0, ·²® F1 = �F2,
² ª ·²® A1 = �A2, B1 = �B2, C1 = �C2.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ³¦¥ ¤®ª § ®. �®±² ²®·®±²¼ ¢® ¢²®°®¬
®·¥¢¨¤ . �®ª ¦¥¬ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �³±²¼ ³° ¢¥¨¿ § ¤ ¾² ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ¯°¿¬³¾.
� ª ¬» ¯®ª § «¨, ¥¥  ¯° ¢«¿¾¹¨© ¢¥ª²®° (�B1; A1) ¨«¨ (�B2; A2). �¨ ª®««¨¥-
 °», ² ª ·²®  ©¤¥²±¿ ² ª®¥ � 6= 0, ·²®

A1 = �A2; B1 = �B2:

� ±±¬®²°¨¬ «¾¡³¾ ²®·ª³ (x0; y0) ¯°¿¬®©. �®£¤ 

A1x0 +B1y0 + C1 � �(A2x0 +B2y0 + C2) = 0;

C1 � �C2 = 0; C1 = �C2: 2

�¥¬¬  5.6. �¥ª²®°» (�; �), ¯ ° ««¥«¼»¥ ¯°¿¬®© Ax+By+C = 0, ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®¤®°®¤»¬ ³° ¢¥¨¥¬ A�+B� = 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª« ±±¥ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  (�; �), ¯ ° ««¥«¼®£® ¯°¿¬®©, ¨¬¥¥²±¿

¯°¥¤±² ¢¨²¥«¼
�!
PQ, £¤¥ P ,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ Q, «¥¦¨²   ¯°¿¬®©. �®£¤ , ¥±«¨

P (xP ; yP ),   Q(xQ; yQ), ²®

AxP +ByP + C = 0; AxQ +ByQ + C = 0;

² ª ·²®
A(xQ � xP ) +B(yQ � yP ) = 0; A�+B� = 0:

�¡° ²®, ¥±«¨ A� + B� = 0, ²® ®²«®¦¨¬ ¥£® ®² ²®·ª¨ (xP ; yP )   ¯°¿¬®©. �®£¤ 
¤°³£®© ª®¥¶ (xQ; yQ) = (xP + �; yP + �) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾

AxQ+ByQ+C = A(xP+�)+B(yP+�)+C = (AxP+ByP+C)+(A�+B�) = 0+0 = 0: 2

�¥®°¥¬  5.7. �¢¥ ¯°¿¬»¥ ± ³° ¢¥¨¿¬¨ A1x+B1y + C1 = 0 ¨ A2x+B2y + C2 = 0

¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ (¢ ®¤®© ²®·ª¥), ¥±«¨

����� A1 B1

A2 B2

����� 6= 0, ¨ ¯ ° ««¥«¼» (¢ ². ·. ¬®£³²

±®¢¯ ¤ ²¼), ¥±«¨

����� A1 B1

A2 B2

����� = 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¿¬»¥ ¯ ° ««¥«¼» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¨µ  ¯° ¢«¿-
¾¹¨¥ ¢¥ª²®°» ª®««¨¥ °», ². ¥. (�B1; A1) ª®««¨¥ °¥ (�B2; A2), ·²® ®§ · ¥²
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° ¢¥±²¢® ³«¾ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿

����� �B1 A1

�B2 A2

����� =
����� A1 B1

A2 B2

�����. �¥²®¤®¬ ¨±ª«¾·¥¨¿ ¯®«³-

· ¥¬ ¨ ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.8. �³±²¼ ´¨ª±¨°®¢ ® (!) ³° ¢¥¨¥ ¥ª®²®°®© ¯°¿¬®© F (x; y) =
Ax+By+C = 0. �®«®¦¨²¥«¼ ¿ ¯®«³¯«®±ª®±²¼ ¤«¿ F ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¬®¦¥±²¢®
F+ ²®·¥ª (x; y), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ¥° ¢¥±²¢³ F (x; y) > 0. � «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ¯®«³¯«®±ª®±²¼ F� ª ª F (x; y) < 0.
� ¬¥· ¨¥ 5.9. �®ª  ¬» ¥ ¤®ª § «¨, ·²® ½²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¯®«³¯«®±ª®±²¨.

�¥®°¥¬  5.10. �±«¨ ²®·ª¨ P ¨ Q «¥¦ ² ¢ ®¤®© ¯®«³¯«®±ª®±²¨, ²® ¨ ¢¥±¼ ®²°¥-
§®ª PQ «¥¦¨² ¢ ¥©. �±«¨ P ¨ Q «¥¦ ² ¢ ° §»µ ¯®«³¯«®±ª®±²¿µ, ²® ®²°¥§®ª PQ
¯¥°¥±¥ª ¥² ¤ ³¾ ¯°¿¬³¾. � · ±²®±²¨, F+ ¨ F� ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¯®«³¯«®±ª®±²¨
± £° ¨¶¥©, ° ¢®© ¤ ®© ¯°¿¬®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ P (xP ; yP ), Q(xQ; yQ). �®®°¤¨ ²» ²®·¥ª ®²°¥§ª  PQ
¨¬¥¾² ¢¨¤ 8<: x =

�xP+�xQ
�+�

y =
�yP+�yQ

�+�

; �; � > 0:

�®£¤ 

F (X) = Ax+By+C = A
�xP + �xQ
�+ �

+B
�yP + �yQ
� + �

+C
� + �

� + �
=

1

�+ �
�[�F (P )+�F (Q)];

¯°¨·¥¬ ¬®¦¨²¥«¼ ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¥. � ·¨², ¥±«¨ P ¨ Q ¯°¨ ¤«¥¦ ² F+ ¨«¨
F�, ². ¥. F (P ) ¨ F (Q) ®¤®£® § ª , ²® F (X) ²®£® ¦¥ § ª . �±«¨ ¦¥ F (P ) ¨ F (Q)
° §»µ § ª®¢, ²® ¯°¨ � = 1

jF (P )j ¨ � = 1
jF (Q)j ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ F (X) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢

0. 2

� ¬¥· ¨¥ 5.11. �¥ª²®° (A;B) ¯°¨ ½²®¬ \³ª §»¢ ¥²" ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ¯®«³¯«®±-
ª®±²¼ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥. �±«¨ ®²«®¦¨²¼ ¥£® ®² ¥ª®²®°®© ²®·ª¨ (x0; y0)   ¯°¿-
¬®©, ²® ¥£® ª®¥¶ ®ª ¦¥²±¿ ¢ F+. �¥©±²¢¨²¥«¼®,

A(x0 +A) +B(y0 +B) + C = (Ax0 +By0 + C) +A2 +B2 = A2 +B2 > 0:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.12. �®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯°¿¬»µ   ¯«®±ª®±²¨, ¯°®µ®¤¿¹¨µ ·¥°¥§
´¨ª±¨°®¢ ³¾ ²®·ª³,  §»¢ ¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¯³·ª®¬,   ± ¬  ´¨ª±¨°®¢  ¿
²®·ª  | ¶¥²°®¬ ¯³·ª .

�®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯°¿¬»µ   ¯«®±ª®±²¨, ¯ ° ««¥«¼»µ ¤ ®© ¯°¿¬®©,  §»¢ ¥²±¿
¥±®¡±²¢¥»¬ ¯³·ª®¬. (�¥°¬¨®«®£¨¿ ±¢¿§   ± ¯°®¥ª²¨¢®© £¥®¬¥²°¨¥©.)

�¥®°¥¬  5.13. �°¿¬ ¿ l ± ³° ¢¥¨¥¬ F = Ax + By + C = 0 ¯°¨ ¤«¥¦¨² (±®¡-
±²¢¥®¬³ ¨«¨ ¥±®¡±²¢¥®¬³) ¯³·ª³, § ¤ ¢ ¥¬®¬³ ¯ °®© ¥±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬»µ
l1 ¨ l2 ± ³° ¢¥¨¿¬¨ F1 = A1x + B1y + C1 = 0, F2 = A2x + B2y + C2 = 0, ²®£¤  ¨
²®«¼ª® ²®£¤  ª®£¤  ¥¥ ³° ¢¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥²°¨¢¨ «¼®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥©
³° ¢¥¨© l1 ¨ l2: F = �F1 + �F2.

18



�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ±®¡±²¢¥®£® ¯³·ª : l1 \ l2 = P0(x0; y0).
�°¿¬ ¿ l ¯°¨ ¤«¥¦¨² ½²®¬³ ¯³·ª³ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  P0 2 l.

�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �³±²¼ P 6= P0 | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  l. � ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥-
¨¥ eF := F2(P0) � F1 � F1(P0) � F2 = 0:

�²® ³° ¢¥¨¥ ¥ ±² °¸¥ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨. �°¨ ½²®¬ F1(P0) ¨ F2(P0) ¥ ¬®£³² ®¡ 
° ¢¿²¼±¿ 0. � ª ª ª (A1; B1) ¨ (A2; B2) ¥ª®««¨¥ °», ²® ¯®«³· ¥¬, ·²® ( eA; eB) 6= 0.
� ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²® ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨ ¨ § ¤ ¥² ¯°¿¬³¾. �®¤±² ¢«¿¿ P ¨ P0

¢ eF , ³¡¥¦¤ ¥¬±¿, ·²® ½²  ¯°¿¬ ¿ ·¥°¥§ ¨µ ¯°®µ®¤¨², ². ¥. ¿¢«¿¥²±¿ l. �® ²¥®°¥¬¥ 5.5
¤ ®¥ ¢»° ¦¥¨¥ F

F = � eF = (�F2(P0)) � F1 + (��F1(P0)) � F2 = 0; � 6= 0:

�®±² ²®·®±²¼. F (P0) = �F1(P0) + �F2(P0) = 0, P0 2 l.
� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ¥±®¡±²¢¥®£® ¯³·ª : l1kl2, l1 6= l2.
�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �³±²¼ P0 | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  l. � ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥eF := F2(P0) � F1 � F1(P0) � F2 = 0:

�²® ³° ¢¥¨¥ ¥ ±² °¸¥ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨. �°¨ ½²®¬ F1(P0) ¨ F2(P0) ¥ ° ¢¿¾²±¿
0. � ª ª ª (A1; B1) ¨ (A2; B2) ª®««¨¥ °», ²® ¯®«³· ¥¬, ·²® «¨¡® ( eA; eB) = 0, «¨¡®
½²®² ¢¥ª²®° ¥³«¥¢®© ¨ ª®««¨¥ °¥ (A1; B1) ¨ (A2; B2). �®±ª®«¼ª³ eF = 0 ¨¬¥¥²
°¥¸¥¨¿,  ¯°¨¬¥°, P0, ²® ¨§ ( eA; eB) = 0 ¤®«¦® ±«¥¤®¢ ²¼ eC = 0, ². ¥. F1 ¨ F2

¯°®¯®°¶¨® «¼»,   § ·¨², ¯® ²¥®°¥¬¥ 5.5 l1 = l2, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ³±«®¢¨¿¬.
� ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²® ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , § ¤ ¾¹¥¥ ¯°¿¬³¾, ¯°®µ®¤¿¹³¾
·¥°¥§ P0 ¨ ¯ ° ««¥«¼³¾ l1 ¨ l2, ². ¥. l. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ § ¢¥°¸ ¥²±¿
² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ±®¡±²¢¥®¬ ±«³· ¥.

�®±² ²®·®±²¼. F = �F1+�F2, § ·¨², (A;B) ª®««¨¥ °¥ (A1; B1) ¨ (A2; B2).
� § ½²® ³° ¢¥¨¥ ¯°¿¬®©, ²® (A;B) 6= 0. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, lkl1kl2. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 5.14. �°¨ ¯°¿¬»¥ Aix + Biy + Ci = 0, i = 1; 2; 3, ¯°¨ ¤«¥¦ ² ®¤®¬³
¯³·ª³ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ �������

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

������� = 0:

5.1. �°¿¬ ¿   ¯«®±ª®±²¨ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼»µ ª®®°¤¨ ² µ

�¥¬¬  5.15. �¥ª²®° n := (A;B) ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°¥ ¯°¿¬®© Ax+By + C = 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥ª²®°», ¯ ° ««¥«¼»¥ ¯°¿¬®©, § ¤ ¾²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ (±¬.
«¥¬¬³ 5.6) A� + B� = 0 ¨«¨ (². ª. ª®®°¤¨ ²» ¯°¿¬®³£®«¼»¥) hn; (�; �)i = 0.
2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.16. �¥ª²®° n = (A;B)  §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼¾ ª ¯°¿¬®© Ax+By+
C = 0. (�°¿¬®³£®«¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¨ ³° ¢¥¨¥ ´¨ª±¨°®¢ ».)

19



�°¥¤«®¦¥¨¥ 5.17. � ±±²®¿¨¥ ®² ²®·ª¨ P (x0; y0) ¤® ¯°¿¬®© l, § ¤ ®© ³° ¢-
¥¨¥¬ Ax+By + C = 0 ° ¢®

�(P; l) =
jAx+By + Cjp

A2 +B2
:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ P1(x1; y1) | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª    ¯°¿¬®©. �®£¤ 

�(P; l) = jPP1j �
�����cos

 d��!
P1P ; n

!����� = jh��!P1P ; nij
jnj =

jA(x0 � x1) +B(y0 � y1)jp
A2 +B2

=

=
j(Ax0 +By0 + C)� (Ax1 +By1 + C)jp

A2 +B2
=
jAx0 +By0 + Cjp

A2 +B2
: 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.18. �° ¢¥¨¥ ¯°¿¬®© Ax+By+C = 0  §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼»¬,
¥±«¨ A2 +B2 = 1, ². ¥. ¢¥ª²®° ®°¬ «¨ n = (A;B) ¨¬¥¥² ¥¤¨¨·³¾ ¤«¨³.
� ¬¥· ¨¥ 5.19. � ¦¤ ¿ ¯°¿¬ ¿ ¨¬¥¥² ¤¢  ®°¬ «¼»µ ³° ¢¥¨¿. �¨ ¯®«³· -
¾²±¿ ¨§ ¯°®¨§¢®«¼®£® ³° ¢¥¨¿ Ax+By + C = 0 ª ª

�
 

Ap
A2 +B2

x+
Bp

A2 +B2
y +

Cp
A2 +B2

!
= 0:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.20. �«¿ ®°¬ «¼®£® ³° ¢¥¨¿ F (x; y) = Ax+By + C = 0 ¢¥«¨-
·¨  F (x; y)  §»¢ ¥²±¿ ®²ª«®¥¨¥¬ ²®·ª¨ (x; y) ®² ¯°¿¬®©.

�¬¥¥¬ (¤«¿ ®°¬ «¼®£® ³° ¢¥¨¿)

F (x; y) = " � �((x; y); l); " =

(
+1; ¥±«¨ (x; y) 2 F+

�1; ¥±«¨ (x; y) 2 F� :

5.2. �£®« ¬¥¦¤³ ¯°¿¬»¬¨   ¯«®±ª®±²¨

�³±²¼ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ¤¢¥ ¯°¿¬»¥ ¨¬¥¾² ³° ¢¥¨¿ A1x +
B1y + C = 0 ¨ A2x+B2y + C2 = 0. �®£¤ 

cos' =

����� hn1; n2ijn1j � jn2j

����� = jA1A2 +B1B2jq
A2

1 +B2
1 �
q
A2

2 +B2
2

:

�®£¤  (±¬. °¨±.)
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A
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A
AA

A
A
A
A
AK

�
�
��>

(1)

n1

F
(1)
+

F
(1)
�

n2

F
(2)
+

F
(2)
�

F
(2)
+

F
(2)
�

(2)

 

 

 
� �  

´®°¬³« 

cos =
A1A2 +B1B2q

A2
1 +B2

1 �
q
A2

2 +B2
2

§ ¤ ¥² ¢¥«¨·¨³ ³£«   ¬¥¦¤³ ¯°¿¬»¬¨, ° ¢®£® ¯¥°¥±¥·¥¨¾ F
(1)
+ \F (2)

� (¨«¨ F (1)
� \

F
(2)
+ ).

6. �«®±ª®±²¨ ¨ ¯°¿¬»¥ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥

6.1. �«®±ª®±²¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥

�®ª  ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¯°®¨§¢®«¼ ¿  ´´¨ ¿.
�³±²¼ ~a ¨ ~b | ¤¢  «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®° , ¯ ° ««¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¨. �²®

¡ §¨± ¯«®±ª®±²¨. �®½²®¬³ «¾¡®© ¢¥ª²®° ®¤®§ ·® ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ¨µ «¨-
¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢§¿¢ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ ¯«®±ª®±²¨ ± ° ¤¨³±-
¢¥ª²®°®¬ ~r 0, ¯®«³·¨¬ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¯«®±ª®±²¨

~r = ~r 0 + t~a+ s~b;

£¤¥ s ¨ t | ¯ ° ¬¥²°».
�§ ½²¨µ ³° ¢¥¨© (¨«¨ ¨§ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥¨©) ¿±®, ·²® ²®·ª  ±

° ¤¨³±-¢¥ª²®°®¬ ~r «¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ~r � ~r 0, ~a ¨ ~b
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ª®¬¯«  °», ². ¥. «¨¥©® § ¢¨±¨¬». �¥°¥µ®¤¿ ª  ´´¨»¬ ª®®°¤¨ ² ¬ ¨ ¢±¯®-
¬¨ ¿ ²¥®°¥¬³ ¨§  «£¥¡°», ¯®«³· ¥¬ ³° ¢¥¨¥�������

x� x0 y � y0 z � z0
a1 a2 a3
b1 b2 b3

������� = 0:

�¡®§ · ¿

A :=

����� a2 a3
b2 b3

����� ; B :=

����� a3 a1
b3 b1

����� ; C :=

����� a1 a2
b1 b2

����� ;

D := �(Ax0 +By0 + Cz0) =

�������
�x0 �y0 �z0
a1 a2 a3
b1 b2 b3

������� ;
¯°¥®¡° §³¥¬ ³° ¢¥¨¥ ª ¢¨¤³

A(x� x0) +B(y � y0) + C(z � z0) = 0;

Ax+By + Cz +D = 0:

�®±ª®«¼ª³ ~a ¨ ~b ¥ª®««¨¥ °», ²® (A;B;C) 6= 0. �¢¨¤¥²¼ ½²® ¬®¦®,  ¯°¨¬¥°, ¨§
±«¥¤³¾¹¥£® ° ±±³¦¤¥¨¿. �®¯³±²¨¬, ai ¨ bj | ª®®°¤¨ ²» ¥ª®²®°»µ ¢¥ª²®°®¢ ~a0

¨ ~b0 ®²®±¨²¥«¼® ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² "0 = (e01; e
0
2; e

0
3) ¯®«®¦¨²¥«¼®©

®°¨¥² ¶¨¨. �²¨ ²°®©ª¨ ·¨±¥« ¥³«¥¢»¥ ¥¯°®¯®°¶¨® «¼»¥, ² ª ·²® ~a0 ¨ ~b0 ¥-
ª®««¨¥ °». � ·¨², [~a0;~b0] 6= 0. �® ª®¬¯®¥²» ½²®£® ¢¥ª²®°  (¢ "0) ¢ ²®·®±²¨
° ¢» (A;B;C).

�² ª, Ax + By + Cz + D = 0 | ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª . �®  §»¢ ¥²±¿
®¡¹¨¬ ³° ¢¥¨¥¬ ¯«®±ª®±²¨.

�¡° ²®, ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  Ax+By + Cz +
D = 0. �®£¤  ®¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯°¨ ¯¥°¥¬¥»µ,  ¯°¨¬¥°, A, ¥ ° ¢¥ 0.
� ±±¬®²°¨¬ ²®·ª³ M(�D

A
; 0; 0) ¨ ¢¥ª²®°» ~a = (�B;A; 0) ¨ ~b = (�C; 0; A). �¥ª²®°»

¥ª®««¨¥ °», ¯®½²®¬³ ³° ¢¥¨¥�������
x+ D

A
y z

�B A 0
�C 0 A

������� = 0

§ ¤ ¥² ¯«®±ª®±²¼, ¯°®µ®¤¿¹³¾ ·¥°¥§ ²®·ª³ M ¯ ° ««¥«¼® ~a ¨ ~b. �® ¥±«¨ ¬» ° ±¯¨-
¸¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼, ²® ¯®«³·¨¬ ¢ ²®·®±²¨ ¨±µ®¤®¥ ³° ¢¥¨¥.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯«®±ª®±²¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¯¥°¢®£®
¯®°¿¤ª  ®² ²°¥µ ¯¥°¥¬¥»µ | ½²® ®¤® ¨ ²® ¦¥ (¨ª ª®© ®¤®§ ·®±²¨ ±®®²¢¥²-
±²¢¨¿ ¤ ¦¥ ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®©  ´´¨®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ¥ ³²¢¥°¦¤ ¥²±¿).
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� ¬¥· ¨¥ 6.1. � ¯®«®©   «®£¨¨ ±® ±«³· ¥¬ ¯°¿¬®©   ¯«®±ª®±²¨, ¯«®±ª®±²¼ ¢
¯°®±²° ±²¢¥, § ¤  ¿ ³° ¢¥¨¥¬ F (x; y; z) = Ax + By + Cz + D = 0, ° §¡¨¢ ¥²
¯°®±²° ±²¢®   ¤¢  ¯®«³¯°®±²° ±²¢ 

F+ = f(x; y; z) jF (x; y; z)> 0g; F� = f(x; y; z) jF (x; y; z)< 0g:

�¥ª²®° (A;B;C) ®¯¿²¼ ³ª §»¢ ¥²   F+.

�¥¬¬  6.2. �¥ª²®° (�; �; ) ¯ ° ««¥«¥ ¯«®±ª®±²¨ Ax+By+Cz+D = 0 ²®£¤  ¨
²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  A�+B� + C = 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � «®£¨·® ¯°¿¬®©   ¯«®±ª®±²¨. 2

�¥®°¥¬  6.3. �«®±ª®±²¨ �1 ¨ �2, § ¤ »¥ ³° ¢¥¨¿¬¨ A1x+B1y +C1z +D1 = 0
¨ A2x + B2y + C2z + D2 = 0 ¯ ° ««¥«¼» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢¥ª²®°»
(A1; B1; C1) ¨ (A2; B2; C2) ª®««¨¥ °», ². ¥.

A1

A2

= B1

B2

= C1

C2

. �²¨ ¯«®±ª®±²¨ ±®¢¯ -

¤ ¾² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  A1

A2

= B1

B2

= C1

C2

= D1

D2

.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·®±²¼. �§ ³±«®¢¨¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²®
¬®¦¥±²¢  °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨© A1�+B1�+C1 = 0 ¨ A2�+B2�+C2 = 0 ±®¢¯ ¤ ¾²,
². ¥. ¯«®±ª®±²¿¬ ¯ ° ««¥«¼» ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥ ¬®¦¥±²¢  ¢¥ª²®°®¢,   § ·¨², ¯«®±ª®±²¨
¯ ° ««¥«¼».

�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. (�®¦® ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬®© ¨ ´ ª²®¬ ¨§
²¥®°¨¨ «¨¥©»µ ±¨±²¥¬, ®¤ ª® ¯°¨¢¥¤¥¬ ¯®«®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®). �¤¨ ¨§ ª®½´-
´¨¶¨¥²®¢ ¯¥°¢®£® ³° ¢¥¨¿ ¤®«¦¥ ¡»²¼ ®²«¨·¥ ®² ³«¿. �¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹-
®±²¨, ½²® A1. �®£¤  ¯® «¥¬¬¥, ¥ª®««¨¥ °»¥ ¢¥ª²®°» (�B1; A1; 0) ¨ (�C1; 0; A1)
¯ ° ««¥«¼» ¯«®±ª®±²¨ �1 ¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡° §³¾² ¡ §¨±. �®±ª®«¼ª³ �1 k�2, ²®

A2 � (�B1) +B2 �A1 + C2 � 0 = 0; A2 � (�C1) +B2 � 0 + C2 �A1 = 0;

®²ª³¤ 
A1

A2
=
B1

B2
;

A1

A2
=
C1

C2
:

�¥°¥©¤¥¬ ª® ¢²®°®© ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨. �®±² ²®·®±²¼ ®·¥¢¨¤ .
�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �® ¯¥°¢®© · ±²¨ A2 = �A1, B2 = �B1 ¨ C2 = �C1. �³±²¼

(x0; y0; z0) | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¯«®±ª®±²¥©, ² ª ·²®

0 = �(A1x0 +B1y0 + C1z0 +D1)� (A2x0 +B2y0 + C2z0 +D2) = �D1 �D2:

�°®¯®°¶¨® «¼®±²¼ ·¥²¢¥°®ª ³±² ®¢«¥ . 2

�«¥¤±²¢¨¥ 6.4. �«®±ª®±²¨ �1 ¨ �2 (¢ ®¡®§ ·¥¨¿µ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬») ¯¥°¥±¥-
ª ¾²±¿ (¯® ¯°¿¬®©) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢¥ª²®°» (A1; B1; C1) ¨ (A2; B2; C2)
¥ª®««¨¥ °».

23



�¯°¥¤¥«¥¨¥ 6.5. �®¡±²¢¥»¬ ¯³·ª®¬ ¯«®±ª®±²¥©  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ
¯«®±ª®±²¥©, ¯°®µ®¤¿¹¨µ ·¥°¥§ ´¨ª±¨°®¢ ³¾ ¯°¿¬³¾. �¥±®¡±²¢¥»¬ ¯³·ª®¬
¯«®±ª®±²¥©  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯«®±ª®±²¥©, ¯ ° ««¥«¼»µ ¤ ®© ¯«®±ª®-
±²¨.

�¥®°¥¬  6.6. �«®±ª®±²¼ F = Ax+By + Cz +D = 0 ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯³·ª³ ¯«®±ª®-
±²¥©, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¬³ ¤¢³¬¿ ¥±®¢¯ ¤ ¾¹¨¬¨ ¯«®±ª®±²¿¬¨ F1 = A1x+B1y + C1z +
D1 = 0 ¨ F2 = A2x+B2y+C2z+D2 = 0 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  F = �1F1+�2F2,
£¤¥ �1 ¨ �2 ¥ ° ¢» ®¤®¢°¥¬¥® ³«¾.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®«®±²¼¾   «®£¨·® ±«³· ¾ ¯°¿¬»µ. � ¯®¬¨¬ ®±®¢»¥
½² ¯».

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ±®¡±²¢¥®£® ¯³·ª : �1\�2 = l. �«®±ª®±²¼ � ¯°¨ ¤«¥¦¨²
½²®¬³ ¯³·ª³ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  l � �.

�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �³±²¼ P0 62 l|¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  �. � ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥

eF := F2(P0) � F1 � F1(P0) � F2 = 0:

�²® ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨ ² ª ª ª (A1; B1; C1) ¨ (A2; B2; C2) ¥ª®««¨¥ °»
(¨ ·¥ ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ±®¡±²¢¥»¬ ¯³·ª®¬). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²® ³° ¢¥¨¥ § ¤ ¥²
¯«®±ª®±²¼. �°¨ ½²®¬ l ¨ P0 ¢ ¥© ±®¤¥°¦ ²±¿. � ·¨², ½²® �. � «¼¸¥ ³¬®¦ ¥¬  
ª®±² ²³.

�®±² ²®·®±²¼ ®·¥¢¨¤ .

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ¥±®¡±²¢¥®£® ¯³·ª : �1k�2, �1 6= �2.
�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �³±²¼ P0 | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  �, ¯ ° ««¥«¼®© �1 ¨ �2.

� ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥

eF := F2(P0) � F1 � F1(P0) � F2 = 0:

�²® ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ª ª ª (A1; B1; C1) ¨ (A2; B2; C2)
ª®««¨¥ °», ²® «¨¡® ( eA; eB; eC) = 0, «¨¡® ½²®² ¢¥ª²®° ¥³«¥¢®© ¨ ª®««¨¥ °¥
(A1; B1; C1) ¨ (A2; B2; C2). �®±ª®«¼ª³ eF = 0 ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¿,  ¯°¨¬¥°, P0, ²® ¨§
( eA; eB; eC) = 0 ¤®«¦® ±«¥¤®¢ ²¼ fD = 0, ². ¥. F1 ¨ F2 ¯°®¯®°¶¨® «¼»,   § ·¨²,
�1 = �2, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ³±«®¢¨¿¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²® ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®£® ¯®-
°¿¤ª , § ¤ ¾¹¥¥ ¯«®±ª®±²¼, ¯°®µ®¤¿¹³¾ ·¥°¥§ P0 ¨ ¯ ° ««¥«¼³¾ �1 ¨ �2, ². ¥. �.
�®ª § ²¥«¼±²¢® ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ § ¢¥°¸ ¥²±¿ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ±®¡±²¢¥®¬ ±«³· ¥.

�®±² ²®·®±²¼ ®·¥¢¨¤ . 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 6.7. �®¡±²¢¥®© ±¢¿§ª®© ¯«®±ª®±²¥©  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ
¯«®±ª®±²¥©, ¯°®µ®¤¿¹¨µ ·¥°¥§ ´¨ª±¨°®¢ ³¾ ²®·ª³. �¥±®¡±²¢¥®© ±¢¿§ª®© ¯«®±-
ª®±²¥©  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯«®±ª®±²¥©, ¯ ° ««¥«¼»µ ¤ ®© ¯°¿¬®©.
� ¬¥· ¨¥ 6.8. �°¨ «¾¡»¥ ¯«®±ª®±²¨, ¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ®¤®¬³ ¯³·ª³, ®¤®-
§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¾² ±¢¿§ª³. (±¬. § ¤ ·³ ¨§ § ¤ ·¨ª  ® ¢§ ¨¬®¬ ° ±¯®«®¦¥¨¨ ²°¥µ
¯«®±ª®±²¥©)
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�¥®°¥¬  6.9. �«®±ª®±²¼ F = Ax+By + Cz +D = 0 ¯°¨ ¤«¥¦¨² ±¢¿§ª¥ ¯«®±ª®-
±²¥©, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¬³ ²°¥¬¿ ¥±®¢¯ ¤ ¾¹¨¬¨ ¯«®±ª®±²¿¬¨ Fi = Aix+ Biy + Ciz +
Di = 0, (i = 1; 2; 3) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  F = �1F1+�2F2+�3F3 (¢ ¯°¥¤¯®«®-
¦¥¨¨, ·²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨« ±¼ ¯«®±ª®±²¼, ². ¥. ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª ),
¨«¨, ½ª¢¨¢ «¥²®, ���������

A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

A3 B3 C3 D3

A B C D

��������� = 0:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¯®ª ¦¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ¯®±«¥¤¨µ ¤¢³µ ³±«®¢¨©.
� ®¤³ ±²®°®³ ®·¥¢¨¤®. � ¤°³£³¾: ¤®¯³±²¨¬, ·²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ° ¢¥ ³«¾ (¯°¨
³±«®¢¨¨ ±¢¿§ª¨). �®£¤  ±²°®ª¨ «¨¥©® § ¢¨±¨¬». �®¯³±²¨¬, ·²® ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨
F ° ¢¥ ³«¾, ². ¥. § ¢¨±¨¬» ³° ¢¥¨¿ Fi = 0, (i = 1; 2; 3). �®±ª®«¼ª³ ¨¬¥¥¬ ±¢¿§ª³,
²® ² ª®£® ¡»²¼ ¥ ¬®¦¥² (¯®«³· ¥¬, ° §®¡° ¢ ±«³· ¨).

�®¡±²¢¥»© ±«³· ©. �³±²¼ (x0; y0; z0) | ¥¤¨±²¢¥ ¿ ²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿
²°¥µ ¯«®±ª®±²¥©.

�®±² ²®·®±²¼. �±«¨ ¨¬¥¥¬ «¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾, ²® ¨§ Fi(x0; y0; z0) =
0, (i = 1; 2; 3), ±«¥¤³¥², ·²® ¨ F (x0; y0; z0) = �1F1(x0; y0; z0) + �2F2(x0; y0; z0) +
�3F3(x0; y0; z0) = 0.

�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �³±²¼ (x0; y0; z0) | ¥¤¨±²¢¥ ¿ ²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¢±¥µ ·¥-
²»°¥µ ¯«®±ª®±²¥©. �®£¤  ¢ ³ª § ®© ¬ ²°¨¶¥ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨-
 ¶¨¿ ±²®«¡¶®¢ ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ (x0; y0; z0; 1) ¥²°¨¢¨ «¼  ¨ ° ¢  ³«¾. � ·¨²,
®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ° ¢¥ ³«¾.

�¥±®¡±²¢¥»© ±«³· ©. �³±²¼ (�; �; ) |  ¯° ¢«¿¾¹¨© ¢¥ª²®° ¯°¿¬®©,
ª®²®°®© ¯ ° ««¥«¼» ¯«®±ª®±²¨ ±¢¿§ª¨.

�®±² ²®·®±²¼. �±«¨ ¨¬¥¥¬ «¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾, ²® ¨§ Ai�+Bi�+Ci = 0,
(i = 1; 2; 3), ±«¥¤³¥², ·²® «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ (�1A1+�2A2+�3A3)�+: : : ² ª¦¥ ° ¢ 
³«¾. �±² «®±¼ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ª°¨²¥°¨¥¬ ¯ ° ««¥«¼®±²¨ ¢¥ª²®°  ¨ ¯«®±ª®±²¨.

�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ±²®«¡¶®¢ ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ (�; �; ; 1)
° ¢  0, ·²® ¢«¥·¥² ° ¢¥±²¢® ³«¾ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿. 2

6.2. �«®±ª®±²¼ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²

�°¥¤«®¦¥¨¥ 6.10. � ±±¬®²°¨¬ ¯«®±ª®±²¼ Ax+By+Cz+D = 0. �®£¤  ¢¥ª²®°
n := (A < B;C) ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°¥ ¯«®±ª®±²¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥ª²®° (�; �; ) ¯ ° ««¥«¥ ¯«®±ª®±²¨ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,
ª®£¤ 

0 = A�+B� + C = hn; (�; �; )i;
². ¥. ¢¥ª²®° n ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°¥ «¾¡®¬³ ¢¥ª²®°³ ¯«®±ª®±²¨ �. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 6.11. �²®² ¢¥ª²®° n, § ¢¨±¿¹¨© ®² ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¨ ³° ¢¥¨¿,
 §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼¾ ª ¯«®±ª®±²¨.
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�¥®°¥¬  6.12. �³±²¼ ¯«®±ª®±²¼ � ¨¬¥¥² ³° ¢¥¨¥ Ax+By+Cz+D = 0,   P0 ±
ª®®°¤¨ ² ¬¨ (x0; y0; z0) | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª . �®£¤ 

�(P; �) =
jAx+By + Cz +Djp

A2 +B2 + C2
:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ P1(x1; y1; z1) | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  �. �®£¤ 

�(P; �) = jPP1j�
�����cos

 d��!
P1P ; n

!����� = jh��!P1P ; nij
jnj =

jA(x0� x1) +B(y0 � y1) + C(z0 � z1)jp
A2 +B2 + C2

=

=
j(Ax0 +By0 + Cz0 +D) � (Ax1 +By1 + Cz1 +D)jp

A2 +B2 + C2
=
jAx0 +By0 + Cz0 +Djp

A2 +B2 + C2
: 2

�£«» ¬¥¦¤³ ¯«®±ª®±²¿¬¨, ®°¬ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¨ ². ¤. ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¿¾²¿ ¨
¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯®«®±²¼¾   «®£¨·® ±«³· ¾ ¯°¿¬»µ   ¯«®±ª®±²¨.

6.3. �°¿¬ ¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥

�¥ª³¹¨© ¢¥ª²®° ²®·ª¨   ¯°¿¬®© § ¯¨¸¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ~r = ~r 0 + ~a � t, £¤¥ ~r 0 |
° ¤¨³±-¢¥ª²®°  · «¼®© ²®·ª¨,   ~a |  ¯° ¢«¿¾¹¨© ¢¥ª²®° ¯°¿¬®© (±¬. °¨±. 1).

���
���

���
���

���
���

�
�
�
���
���

�:

�
�
�
�
�
�
�
�3

~a

~r0 ~r

�¨±. 1.

�±«¨ ¢ ª®®°¤¨ ² µ ~a = (�; �; ), ²® ¯®«³· ¥¬ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿8><>:
x = x0 + �t
y = y0 + �t
z = z0 + t

�¥§ ¯ ° ¬¥²°  ®¨ ¬®£³² ¡»²¼ § ¯¨± » ª ª ª ®¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿

x� x0
�

=
y � y0
�

=
z � z0


:

26



� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¯°¿¬ ¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³¦¥ ¤¢³¬¿ «¨¥©»¬¨ ³° ¢¥-
¨¿¬¨, ¨»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ª ª ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¤¢³µ ¯«®±ª®±²¥©. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ~a 6= 0,
¤®¯³±²¨¬, ·²® � 6= 0 ¨ ¢®§¨ª ¾² ¤¢¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¯«®±ª®±²¨

�(x� x0)� �(y � y0) = 0
(x� x0)� �(z � z0) = 0

�¡° ²®, ¯³±²¼ ¨¬¥¥¬ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¤¢³µ ¯«®±ª®±²¥©, ². ¥. ±¨±²¥¬³(
A1x+B1y + C1z +D1 = 0
A2x+B2y + C2z +D2 = 0

¯°¨·¥¬ (A1; B1; C1) ¨ (A2; B2; C2) ¥ª®««¨¥ °».

�°¥¤«®¦¥¨¥ 6.13. � ½²®¬ ±«³· ¥  ¯° ¢«¿¾¹¨© ¢¥ª²®° ¯°¿¬®© ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ° -
¢¥

(�; �; ) :=

 ����� B1 C1

B2 C2

����� ;
����� C1 A1

C2 A2

����� ;
����� A1 B1

A2 B2

�����
!
:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬¥²¨¬, ·²® ³ª § »© ¢¥ª²®° ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥ª²®°»¬ ¯°®¨§-
¢¥¤¥¨¥¬, ² ª ª ª ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¥ ®¡¿§   ¡»²¼ ¯°¿¬®³£®«¼®©.

� ¤® ¤®ª § ²¼, ·²® (1) ³ª § »© ¢¥ª²®° ¿¢«¿¥²±¿ ¥³«¥¢»¬ ¨ (2) ® ¯ ° ««¥«¥
¯«®±ª®±²¿¬, ². ¥. (

A1�+B1� + C1 = 0
A2�+B2� + C2 = 0

� ·¥¬ ± (2):

A1

����� B1 C1

B2 C2

�����+B1

����� C1 A1

C2 A2

�����+ C1

����� A1 B1

A2 B2

����� =
�������
A1 B1 C1

A1 B1 C1

A2 B2 C2

������� = 0:

� «®£¨·®, ¤«¿ ¢²®°®£® ³° ¢¥¨¿.
(1). �®¯³±²¨¬, ·²® ¢¥ª²®° ³«¥¢®©. �®£¤ 

B1

B2
=
C1

C2
;

C1

C2
=
A1

A2
;

A1

A2
=
B1

B2

¨ ¢¥ª²®°» (A1; B1; C1) ¨ (A2; B2; C2) ª®««¨¥ °». �°®²¨¢®°¥·¨¥. (�®¦® ² ª¦¥
¤®ª §»¢ ²¼, ° ±±³¦¤ ¿ ± ¢¥ª²®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¢ ¤°³£®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ².)
2
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6.4. �¥ª®²®°»¥ ´®°¬³«» ¢ ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨-
 ²

1. �£®« ¬¥¦¤³ ¯°¿¬»¬¨ ± ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨ ~r = ~r 1 + ~a 1 � t ¨
~r = ~r 2 + ~a 2 � t:

cos' =
jh~a 1;~a 2ij
j~a 1j � j~a 2j =

j�1�2 + �1�2 + 12jq
�2
1 + �2

1 + 21 �
q
�2
2 + �2

2 + 22
:

2. �£®« ¬¥¦¤³ ¯°¿¬®© ~r = ~r 0 + ~a � t ¨ ¯«®±ª®±²¼¾ Ax+By + Cz +D = 0:

sin' =
jA�+B� + Cjp

A2 +B2 + C2 � p�2 + �2 + 2
:

3. � ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ±ª°¥¹¨¢ ¾¹¨¬¨±¿ ¯°¿¬»¬¨ ± ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ³° ¢-
¥¨¿¬¨ ~r = ~r 1 + ~a 1 � t ¨ ~r = ~r 2 + ~a 2 � t. �®±²°®¨¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ ±® ±²®°® ¬¨
~r 1 � ~r 2, ~a 1 ¨ ~a 2. �®£¤  ¨±ª®¬®¥ ° ±±²®¿¨¥ | ¢»±®²  ½²®£® ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ :

� =
V

S
=
jh~a 1;~a 2; ~r 1 � ~r 2ij

j[~a 1;~a 2]j =

�������det
0B@ x1 � x2 y1 � y2 z1 � z2

�1 �1 1
�2 �2 2

1CA
�������vuut����� �1 1

�2 2

�����
2

+

����� 1 �1

2 �2

�����
2

+

����� �1 �1
�2 �2

�����
2
:

4. � ±±²®¿¨¥ ®² ²®·ª¨ ± ° ¤¨³±-¢¥ª²®°®¬ ~r 1 ¤® ¯°¿¬®© ± ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬
³° ¢¥¨¥¬ ~r = ~r 0 + ~a � t. �®±²°®¨¬ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ ±® ±²®°® ¬¨ ~r 1 � ~r 0 ¨ ~a .
�®£¤  ¨±ª®¬®¥ ° ±±²®¿¨¥ | ¢»±®²  ½²®£® ¯ ° ««¥«¥«®£° ¬¬ :

� =
S

j~a j =
j[~r 1 � ~r 0;~a ]j

j~a j =

=

vuut����� y1 � y0 z1 � z0
� 

�����
2

+

����� z1 � z0 x1 � x0
 �

�����
2

+

����� x1 � x0 y1 � y0
� �

�����
2

p
�2 + �2 + 2

:

7. � ¬¥» ª®®°¤¨ ²

� ¯®¬¨¬, ·²®  ´´¨ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ § ¤ ¥²±¿ °¥¯¥°®¬

Oe1e2e3,   ²®·ª  M ¯°¨®¡°¥² ¥² ª®®°¤¨ ²» (x; y; z), ¥±«¨
��!
OM = x~e 1 + y~e 2 + z~e 3.

� ±±¬®²°¨¬ ² ª¦¥ ¤°³£®© °¥¯¥° O0e01e
0
2e
0
3 ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ².

� §«®¦¨¬ ®¢»¥ ¢¥ª²®°» ¯® ±² °®¬³ ¡ §¨±³:8><>:
~e 01 = c11~e 1 + c21 ~e 2 + c31 ~e 3

~e 02 = c12~e 1 + c22 ~e 2 + c32 ~e 3

~e 03 = c13~e 1 + c23 ~e 2 + c33 ~e 3
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ 7.1. � ²°¨¶¥© ¯¥°¥µ®¤  ®² Oe1e2e3 ª O0e01e
0
2e
0
3  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶ 

C =

0B@ c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

1CA ;
². ¥. ² ª ¿ ¬ ²°¨¶ , ¯® ±²®«¡¶ ¬ ª®²®°®© ±²®¿² ª®®°¤¨ ²» ®¢»µ ¡ §¨±»µ ¢¥ª-
²®°®¢ ¢ ±² °®¬ ¡ §¨±¥.
� ¬¥· ¨¥ 7.2. � ª ¡»«® ¯®ª § ®,  ¯°¬¥°, ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ®°¨¥² ¶¨¨, e01e

0
2e
0
3

¿¢«¿¥²±¿ ¡ §¨±®¬ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  C ¥¢»°®¦¤¥ , ². ¥. detC 6= 0.

� ¯®¬¨¬ ¥ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ±¢®©±²¢  ®¯¥° ¶¨©  ¤ ¬ ²°¨¶ ¬¨. �³±²¼
A = kaijk | ¬ ²°¨¶  m � n, ² ª ·²® ¢ ¥© m ±²°®ª ¨ n ±²®«¡¶®¢, i = 1; : : : ;m,
j = 1; : : : ; n. �³±²¼ B = kbklk| ¬ ²°¨¶  n�p. �°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¬ ²°¨¶ A ¨ B (·¨±«®
±²®«¡¶®¢ A ¤®«¦® ±®¢¯ ¤ ²¼ ± ·¨±«®¬ ±²°®ª B)  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶  C ° §¬¥° 
m� p, ¬ ²°¨·»¥ ½«¥¬¥²» ª®²®°®© ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ´®°°¬³«®©

cij :=
nX

k=1

aikbkj;

(\³¬®¦¥¨¥ i-© ±²°®ª¨ A   j-© ±²®«¡¥¶ B").
�° ±¯®¨°®¢ ®© ¬ ²°¨¶¥© ª ¬ ²°¨¶¥ A  §»¢ ¥²±¿ ² ª ¿ ¬ ²°¨¶  AT = kaTijk

° §¬¥°  n�m, ·²® aTij = aji.
�»¯®«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  (¢® ¢±¥ ¯³ª² µ, ª°®¬¥ ¯¥°¢®£®, ¬ ²°¨¶» ª¢ -

¤° ²»¥):

1) (AB)T = BTAT ,

2) detAT = detA,

3) det (AB) = detA � detB,
4) (AT )�1 = (A�1)T (¥±«¨ ®¡° ² ¿ ¬ ²°¨¶  ±³¹¥±²¢³¥²).

�¥®°¥¬  7.3. �®®°¤¨ ²» ²®·ª¨ ¢ ±² °®© ¨ ®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ±¢¿§ »
±®®²®¸¥¨¿¬¨ 0B@ x

y
z

1CA = C

0B@ x0

y0

z0

1CA+

0B@ x0
y0
z0

1CA ; (1)

£¤¥ C | ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² ±² °®£® ¡ §¨±  ª ®¢®¬³, (x0; y0; z0) | ª®®°¤¨ ²»
O0 (®¢®£®  · «  ª®®°¤¨ ²) ¢ ±² °®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ², (x; y; z) ¨ (x0; y0; z0)
| ª®®°¤¨ ²» ¤ ®© ²®·ª¨ ¢ ±² °®© ¨ ®¢®© ±¨±²¥¬ µ ª®®°¤¨ ², ±®®²¢¥²-
±²¢¥®.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ ¤ ³¾ ²®·ª³ ·¥°¥§ M . �®£¤ 

��!
OM =

��!
OO0 +

��!
O0M;

��!
OO0 = x0~e 1 + y0~e 2 + z0~e 3;

��!
O0M = x0~e 01 + y0~e 02 + z0~e 03 =

= x0(c11~e 1 + c21 ~e 2 + c31 ~e 3) + y0(c12 ~e 1 + c22 ~e 2 + c32~e 3) + z0(c13 ~e 1 + c23~e 2 + c33 ~e 3) =

= (x0c11 + y0c12 + z0c13)~e 1 + (x0c21 + y0c22 + z0c23)~e 2 + (x0c31 + y0c32 + z0c33)~e 3;

��!
OM = (x0 + x0c11 + y0c12 + z0c13)~e 1+

+(y0 + x0c21 + y0c22 + z0c23)~e 2 + (z0 + x0c31 + y0c32 + z0c33)~e 3: 2

�«¥¤±²¢¨¥ 7.4. �®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ ¢ ±² °®© ¨ ®¢®© ±¨±²¥¬ µ ±¢¿§ » ±®®²-
®¸¥¨¿¬¨: 0B@ �

�


1CA = C

0B@ �0

�0

0

1CA :
� ¬¥· ¨¥ 7.5. �±¿ª®¥ ±®®²®¸¥¨¥ ¢¨¤  (1) ± ¥¢»°®¦¤¥®© ¬ ²°¨¶¥© C ¬®¦¥²
¡»²¼ ¯°®¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ® ª ª ¯¥°¥µ®¤ ª ¥ª®²®°®© ®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ². �
· ±²®±²¨, ¯°¨¬¥¿¿ ª ª®®°¤¨ ² ¬ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢, ¯®«³· ¥¬ ®¤®§ ·®±²¼.

�¥®°¥¬  7.6. �³±²¼ C | ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² Oe1e2e3 ª Oe01e
0
2e
0
3,   D | ¬ -

²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² Oe01e
0
2e
0
3 ª Oe

00
1e
00
2e
00
3. �®£¤  CD | ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² Oe1e2e3

ª Oe001e
00
2e
00
3.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. (� ª²¨·¥±ª¨ ½²® ¯¥°¢®¥ ±¢®©±²¢® ²° ±¯®¨°®¢ ¨¿.)0B@ x
y
z

1CA = C

0B@ x0

y0

z0

1CA = CD

0B@ x00

y00

z00

1CA : 2

7.1. �°¿¬®³£®«¼»¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¨ ®°²®£® «¼»¥
¬ ²°¨¶»

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 7.7. �¢ ¤° ² ¿ ¬ ²°¨¶  C  §»¢ ¥²±¿ ®°²®£® «¼®©, ¥±«¨ CT =
C�1, ². ¥. CTC = E ¨ CCT = E.

�¥®°¥¬  7.8. � ²°¨¶  C ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼®© ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ 
®  ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥© ¯¥°¥µ®¤  ®² ®°²®®°¬¨°®¢ ®£® ¡ §¨±  ª ®°²®®°¬¨°®-
¢ ®¬³.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ±®®²®¸¥¨¥ CTC = E. � ¬ ²°¨¶¥ CT ¢ i-© ±²°®ª¥
§ ¯¨± » ª®®°¤¨ ²» ~e 0i ¢ ¡ §¨±¥ ~e j (² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ i-¬ ±²®«¡¶¥ C). �®½²®¬³,
¥±«¨ ~e j | ¯°®¨§¢®«¼»© ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±, ²® ¯° ¢¨«® ³¬®¦¥¨¿ ¬ ²°¨¶
\±²°®ª    ±²®«¡¥¶" § ¯¨¸¥²±¿ ª ª

h~e 0i; ~e 0ji = Eij = �ij;

  ½²® ¨ ¥±²¼ ³±«®¢¨¥ ®°²®®°¬¨°®¢ ®±²¨ ¡ §¨±  ~e 0j. 2

�²¢¥°¦¤¥¨¥ 7.9. �°²®£® «¼»¥ ¬ ²°¨¶» 2 � 2 ¨¬¥¾² ®¤¨ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ¢¨-
¤®¢:

C =

 
cos' � sin'
sin' cos'

!
; C =

 
cos' sin'
sin' � cos'

!
:

�£®« ' ¬®¦® ±·¨² ²¼ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¬ [0; 2�).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ®°²®£® «¼³¾ ¬ ²°¨¶³ ª ª ¬ ²°¨¶³ ¯¥°¥µ®¤  ®²
®°²®®°¬¨°®¢ ®£® ¡ §¨±  ~e 1; ~e 2 ª ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬³ ¡ §¨± ³ ~e 01; ~e

0
2. �®£¤  ¢¥ª-

²®° ~e 01 ¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²» (cos'; sin') ¤«¿ ¥ª®²®°®£® '. �¥°¯¥¤¨ª³«¿°»© ¥¬³
¢¥ª²®° ¥¤¨¨·®© ¤«¨» (¤¢ ) ° ¢¥ (� sin';� cos'). 2

� ¬¥· ¨¥ 7.10. � ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ det 1,   £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« | ¯®¢®°®²  
³£®« '. �® ¢²®°®¬ ±«³· ¥ detC = �1,   £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« | ª®¬¯®§¨¶¨¿
¯®¢®°®²    ³£®« ' ¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ®²®±¨²¥«¼® ~e 1, ¯®¢¥°³²®£®   ³£®« '.

�²¢¥°¦¤¥¨¥ 7.11. �¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ®°²®£® «¼®© ¬ ²°¨¶» C «¾¡®£® ¯®°¿¤ª  ° -
¢¥ �1.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1 = detE = det (CTC) = det (CT )detC = (detC)2. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 7.12. �°²®£® «¼ ¿ ¬ ²°¨¶  ± ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬ +1  §»¢ ¥²±¿ ±¯¥-
¶¨ «¼®© ®°²®£® «¼®©. �®¦¥±²¢® ² ª¨µ ¬ ²°¨¶ ° §¬¥°®±²¨ n�n ®¡®§ · ¥²±¿
SO(n).

� ¬¥· ¨¥ 7.13. �» ¯®ª § «¨, ·²® SO(2) =

(  
cos' � sin'
sin' cos'

! )
. �¯¨± ¨¥

SO(3) ±®±² ¢«¿¥² ±®¤¥°¦ ¨¥ ±«¥¤³¾¹¥£® ¯³ª² .

7.2. �£«» �©«¥° 

� ±±¬®²°¨¬ ¯¥°¥µ®¤ ®² ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬»Oe1e2e3 ª ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥
Oe01e

0
2e
0
3. �·¨² ¥¬, ·²® ®¨ ®¤¨ ª®¢®© ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®°¨¥² ¶¨¨. �±«¨ ~e 03 = ~e 3,

²® ¢±¥ ±¢®¤¨²±¿ ª § ¬¥¥ ª®®°¤¨ ²   ¯«®±ª®±²¨ ± det = +1. �±«¨ ~e 03 = �~e 3,
²® ¢±¥ ±¢®¤¨²±¿ ª § ¬¥¥ ª®®°¤¨ ²   ¯«®±ª®±²¨ ± det = �1. � ª¨¬ ®¡° §®¬,
¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢¥ª²®°» ~e 3 ¨ ~e

0
3 ¥ª®««¨¥ °». �²® ®°¬ «¼»¥ ¢¥ª²®°» ª

¯«®±ª®±²¿¬ � = Oe1e2 ¨ �0 = 0e01e
0
2. �®£¤  ~f := [~e 3;~e

0

3
]

k [~e 3;~e 0

3
] k ¿¢«¿¥²±¿  ¯° ¢«¿¾¹¨¬

¢¥ª²®°®¬ ¯°¿¬®© d ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ½²¨µ ¯«®±ª®±²¥©. �°®¨§¢¥¤¥¬ ¯¥°¥µ®¤ ®² °¥¯¥° 
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Oe1e2e3 ª Ofge3, ±®µ° ¿¿ ®°¨¥² ¶¨¾. �²® ¢° ¹¥¨¥ ¢®ª°³£ ~e 3   ¥ª®²®°»© ³£®«
' (³£®« ®² ~e 1 ª ~f , ' 2 [0; 2�)). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤ 

C =

0B@ cos' � sin' 0
sin' cos' 0
0 0 1

1CA :
�¥¯¥°¼ ¯°®¢¥¤¥¬ ¢° ¹¥¨¥ ¢®ª°³£ ~f ² ª, ·²®¡» ~e 3 ±®¢¬¥±²¨«±¿ ± ~e

0
3. � ±¨«³ ¢»¡®° 

 ¯° ¢«¥¨¿ ~f ½²® ¢° ¹¥¨¥   ³£®« � 2 [0; �]. �®«³· ¥¬ ¯¥°¥µ®¤ ª ¥ª®²®°®¬³
°¥¯¥°³ Ofhe03, ¯°¨·¥¬ ¯«®±ª®±²¼ Ofh ±®¢¯ ¤ ¥² ± Oe01e

0
2,   ¬ ²°¨¶  ¥£® ° ¢ 

D =

0B@ 1 0 0
0 cos � � sin �
0 sin � cos �

1CA :
�±² «®±¼ ®±³¹¥±²¢¨²¼ ¢° ¹¥¨¥ ¢®ª°³£ ~e 03 (². ¥. ¢ ¯«®±ª®±²¨ Ofh = Oe01e

0
2), ·²®¡»

±®¢¬¥±²¨²¼ ~f ± ~e 01. �°¨ ½²®¬, ¢ ±¨«³ ±®£« ±®¢ ®±²¨ ®°¨¥² ¶¨©, ®¡° § ~e 2 ¯¥°¥©¤¥²
¢ ~e 02. �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤ 

F =

0B@ cos � sin 0
sin cos 0
0 0 1

1CA ;  2 [0:2�):

� ±¨«³ ²¥®°¥¬» 7.6, °¥§³«¼²¨°³¾¹ ¿ ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² Oe1e2e3 ª Oe01e
0
2e
0
3 ° ¢ 

CDF =

0B@ cos' � sin' 0
sin' cos' 0
0 0 1

1CA
0B@ 1 0 0

0 cos � � sin �
0 sin � cos �

1CA
0B@ cos � sin 0

sin cos 0
0 0 1

1CA =

=

0B@ cos' � sin' cos � sin' sin �
sin' cos' cos � � cos' sin �
0 sin � cos �

1CA
0B@ cos � sin 0

sin cos 0
0 0 1

1CA =

=

0B@ cos' cos � sin' cos � sin � cos' sin � sin' cos � cos sin' sin �
sin' cos + cos' cos � sin � sin' sin + cos' cos � cos � cos' sin �

sin � sin sin � cos cos �

1CA ;
£¤¥ ' 2 [0; 2�) | ³£®« ®² ~e 1 ª ~f ,  2 [0; 2�) | ³£®« ®² ~f ª ~e 01,   � 2 [0; �] | ³£®«
¬¥¦¤³ ~e 3 ¨ ~e

0
3.

8. �®«¿°»¥, ±´¥°¨·¥±ª¨¥ ¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨¥ ª®-
®°¤¨ ²»

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.1. �®«¿° ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ²   ®°¨¥²¨°®¢ ®© ¯«®±ª®±²¨
§ ¤ ¥²±¿ ¢»¡®°®¬ ²®·ª¨ O,  §»¢ ¥¬®©  · «®¬ ¨«¨ ¯®«¾±®¬, ¨ «³· , ¢»µ®¤¿¹¥£®
¨§ ²®·ª¨ O,  §»¢ ¥¬®£® ¯®«¿°®© ®±¼¾.
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�®«¿°»¥ ª®®°¤¨ ²» ²®·ª¨ M | ½²® ° ¤¨³±, ° ¢»© ° ±±²®¿¨¾ ®² M ¤®
¯®«¾± : r = jOM j, ¨ ³£®« ', ° ¢»© ³£«³ ¬¥¦¤³ ¯®«¿°®© ®±¼¾ ¨ «³·®¬ OM ,
¯°¨·¥¬ ³£®« ¨§¬¥°¿¥²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ®°¨¥² ¶¨¥© (² ª¨¬ ®¡° §®¬ ' ¿¢«¿¥²±¿
¢¥¹¥±²¢¥»¬ ·¨±«®¬, ®¯°¥¤¥«¥»¬ ± ²®·®±²¼¾ ¤® 2�k, k 2 Z). �«¿ ²®·ª¨ O ³£®«
' ¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿, ² ª ·²® ¯®«¿°»¥ ª®®°¤¨ ²» ¢ ½²®© ²®·ª¥ ¥ ®¯°¥¤¥«¥».

�±«¨ ³  ± ¨¬¥¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»© ¯°¿¬®³£®«¼»© °¥¯¥°,  · «® ª®®°¤¨ ² ª®-
²®°®£® ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®«¾±®¬,   ¢¥ª²®° ~e 1  ¯° ¢«¥ ¯® ¯®«¿°®© ®±¨, ²® £®¢®°¿²,
·²® ¤ »¥ ¯°¿¬®³£®«¼ ¿ ¨ ¯®«¿° ¿ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¥±²¥±²¢¥® ±¢¿§ ».

�¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.

�²¢¥°¦¤¥¨¥ 8.2. �«¿ ¥±²¥±²¢¥® ±¢¿§ »µ ¯°¿¬®³£®«¼®© ¨ ¤¥ª °²®¢®© ±¨-
±²¥¬ ª®®°¤¨ ² ¨¬¥¾² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ´®°¬³«», ¢»° ¦ ¾¹¨¥ ®¤¨ ·¥°¥§ ¤°³-
£¨¥: (

x = r cos'
y = r sin':

�¡° ²®, r =
p
x2 + y2,   ' (± ²®·®±²¼¾ ¤® ³£«  2�k ) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³« ¬¨

cos' =
xp

x2 + y2
; sin' =

yp
x2 + y2

;

¨«¨

' =

8>>>><>>>>:
arctg

�
y

x

�
; ¯°¨ x > 0;

� + arctg
�
y

x

�
; ¯°¨ x < 0;

�=2; ¯°¨ x = 0; y > 0;
��=2; ¯°¨ x = 0; y < 0:

� ¯°®±²° ±²¢¥ ¨¬¥¾²±¿ ¤¢  ¥±²¥±²¢¥»µ ®¡®¡¹¥¨¿ ¯®«¿°®© ±¨±²¥¬» ª®®°-
¤¨ ². �»¡¥°¥¬ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥

1) ®°¨¥²¨°®¢ ³¾ ¯«®±ª®±²¼ � (½ª¢ ²®°¨ «¼ ¿ ¯«®±ª®±²¼),

2) ²®·ª³ O   ¥© (¯®«¾±),

3) «³· Ox   ¯«®±ª®±²¨ (¯®«¿° ¿ ®±¼),

4) ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°³¾ ª � ®±¼ Oz (§¥¨² ¿ ®±¼).

�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ M ¯°®±²° ±²¢  ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§M 0 ¥¥ ®°²®£® «¼³¾
¯°®¥ª¶¨¾   �,   ·¥°¥§ M 00 | ¥¥ ®°²®£® «¼³¾ ¯°®¥ª¶¨¾   Oz.

�¨«¨¤°¨·¥±ª¨¥ ª®®°¤¨ ²» (�; '; z) ²®·ª¨ M ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -
§®¬: �; ' | ¯®«¿°»¥ ª®®°¤¨ ²» M 0   ¯«®±ª®±²¨ � (². ¥. � = jOM 0I, ' | ³£®«
®² Ox ª OM 0),   z | ª®®°¤¨ ²  M 00   ®±¨ Oz. �«¿ ²®·¥ª §¥¨²®© ®±¨ � = 0,  
ª®®°¤¨ ²  ' ¥ ®¯°¥¤¥«¥ .

�´¥°¨·¥±ª¨¥ ª®®°¤¨ ²» (r; '; �) ²®·ª¨ M ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

� r = jOM j (° ¤¨³±),
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� ' | ³£®« ®² Ox ª OM 0 (¤®«£®² ),

� � | ³£®« ®² OM 0 ª OM (±® § ª®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¿  ¯° ¢«¥¨¾ Oz) (¸¨°®² ),
� 2 [��=2; �=2].

�«¿ ²®·¥ª §¥¨²®© ®±¨ � = ��=2,   ª®®°¤¨ ²  ' ¥ ®¯°¥¤¥«¥ . �«¿ ²®·ª¨ O:
r = 0,   ' ¨ � ¥ ®¯°¥¤¥«¥».

� ±±¬®²°¨¬ ¯°¿¬®³£®«¼³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ² Oe1e2e3, £¤¥ ~e 1 ¨¬¥¥²  ¯° ¢«¥-
¨¥ Ox, ~e 2 2 �, ¯°¨·¥¬ ®°¨¥² ¶¨¿ ~e 1; ~e 2 ¯®«®¦¨²¥«¼  ¤«¿ ¯«®±ª®±²¨ �,   ~e 3 ¨¬¥¥²
 ¯° ¢«¥¨¥ ®±¨ Oz. �®¢®°¿², ·²® ¤  ¿ ¯°¿¬®³£®«¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¥±²¥-
±²¢¥® ±¢¿§   ± ³ª § »¬¨ ¢»¸¥ ±´¥°¨·¥±ª®© ¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®©.

�®£¤  ¯°¿¬®³£®«¼»¥ ¨ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨¥ ª®®°¤¨ ²» ±¢¿§ » ´®°¬³« ¬¨:

8><>:
x = � cos';
y = � sin';
z = z;

8>>>>><>>>>>:

z = z;
� =

p
x2 + y2;

cos' = xp
x2+y2

;

sin' = yp
x2+y2

;

(ª®¥·®, ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¡®«¥¥ ª®ª°¥²»¥ ¢»° ¦¥¨¿, ª ª ¤«¿ ¯®«¿°»µ ª®®°¤¨-
 ²).

�°¿¬®³£®«¼»¥ ¨ ±´¥°¨·¥±ª¨¥ ª®®°¤¨ ²» ±¢¿§ » ´®°¬³« ¬¨:

8><>:
x = � cos � cos';
y = � cos � sin';
z = � sin �;

8>>>>>><>>>>>>:

r =
p
x2 + y2;

� = arcsin zp
x2+y2+z2

;

cos' = xp
x2+y2

;

sin' = yp
x2+y2

;

(¯®±ª®«¼ª³ r cos � =
p
x2 + y2).

9. �««¨¯±, £¨¯¥°¡®«  ¨ ¯ ° ¡®«  (���)

9.1. �¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ���

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.1. �««¨¯±®¬  §»¢ ¥²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¬¥±²® ²®·¥ª (���) X
  ¯«®±ª®±²¨, ±³¬¬  ° ±±²®¿¨© ª®²®°»µ ¤® ¤¢³µ ¤ »µ ²®·¥ª F1 ¨ F2 ° ¢  § -
¤ ®¬³ ·¨±«³ (±¬. °¨±. 2):

jF1Xj+ jF2Xj = 2a:

�®·ª¨ F1 ¨ F2  §»¢ ¾²±¿ ´®ª³± ¬¨.
�°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® a > c � 0, £¤¥ 2c = jF1F2j. � ±«³· ¥ a = c ¯®«³· ¥¬ ®²°¥§®ª,

  ¢ ±«³· ¥ c = 0 | ®ª°³¦®±²¼.
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2cF1 F2

X

�¨±. 2.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.2. �¨¯¥°¡®«®©  §»¢ ¥²±¿ ��� X   ¯«®±ª®±²¨, ¬®¤³«¼ ° §®-
±²¨ ° ±±²®¿¨© ª®²®°»µ ¤® ¤¢³µ ¤ »µ ²®·¥ª F1 ¨ F2 ° ¢¥ § ¤ ®¬³ ·¨±«³ (±¬.
°¨±. 3): ��� jF1Xj � jF2Xj

��� = 2a:

�®·ª¨ F1 ¨ F2  §»¢ ¾²±¿ ´®ª³± ¬¨.
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�¨±. 3.

�°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® c > a > 0, £¤¥ 2c = jF1F2. � ±«³· ¥ a = c ¯®«³· ¥¬ ¤¢ 
¯°®²¨¢® ¯° ¢«¥»µ «³· , ¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ ´®ª³±®¢.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.3. � ° ¡®«®©  §»¢ ¥²±¿ ��� X   ¯«®±ª®±²¨, ° ¢®³¤ «¥»µ
®² ¤ ®© ²®·ª¨ F ,  §»¢ ¥¬®© ´®ª³±®¬, ¨ ¯°¿¬®© d,  §»¢ ¥¬®© ¤¨°¥ª²°¨±®© (±¬.
°¨±. 4). �°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® F 62 d.

9.2. ��� ª ª ª®¨·¥±ª¨¥ ±¥·¥¨¿

�¥®°¥¬  9.4. �¥·¥¨¥ ¯°¿¬®£® ª°³£®¢®£® (¡¥±ª®¥·®£® ¢ ®¡¥ ±²®°®») ª®³± 
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r

d

F

�¨±. 4.

¯«®±ª®±²¼¾, ¥ ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ¢¥°¸¨³, ¿¢«¿¥²±¿ «¨¡® ½««¨¯±®¬, «¨¡® £¨¯¥°-
¡®«®©, «¨¡® ¯ ° ¡®«®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �ª §  ¿ ¯«®±ª®±²¼ ¬®¦¥² ° ±¯®« £ ²¼±¿ ²°¥¬¿ ±¯®±®¡ ¬¨:

1) ¯¥°¥±¥ª ²¼ ®¤³ ¯®«®¢¨ª³ ª®³± ;

2) ¯¥°¥±¥ª ²¼ ®¡¥ ¯®«®¢¨ª¨ ª®³± ;

3) ¡»²¼ ¯ ° ««¥«¼®© ®¡° §³¾¹¥© ª®³± .

�  °¨±³ª¥ ¨§®¡° ¦¥® ±¥·¥¨¥ ¯«®±ª®±²¼¾, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ¢¥°¸¨³, ¨ ¯¥°¯¥-
¤¨ª³«¿°®© ¤ ®© (² ª ·²® ¤  ¿ ¯«®±ª®±²¼ ¨§®¡° ¦ ¥²±¿ ¯°¿¬®©):
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�®«¥¥ ²®·®, ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ 1 ¯®«³· ¥²±¿ ½««¨¯±, 2 | £¨¯¥°¡®«  ¨
3 | ¯ ° ¡®« . �±®¢»¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¨±²°³¬¥²®¬ ¡³¤³² ¸ °» � ¤¥«¥  |
¸ °», ¢¯¨± »¥ ¢ ª®³± ¨ ª ± ¾¹¨¥±¿ ¤ ®© ¯«®±ª®±²¨.

�¥°¢»© ±«³· ©. �³±²¼ c | ¨²¥°¥±³¾¹¥¥  ± ±¥·¥¨¥ ª®³±  ¯«®±ª®±²¼¾ �.
�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ F1 ¨ F2 ²®·ª¨ ª ± ¨¿ ¸ °®¢ � ¤¥«¥  ¨ ¯«®±ª®±²¨ �,   ·¥°¥§ c1
¨ c2 | ®ª°³¦®±²¨ ª ± ¨¿ ¸ °®¢ ± ª®³±®¬. �³±²¼ X | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª   
±¥·¥¨¨ c. �³±²¼ X1 ¨ X2 | ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ SX ± c1 ¨ c2 ±®®²¢¥²±²¢¥®.

�®£¤  (° ¢» ª ± ²¥«¼»¥, ¯°®¢¥¤¥»¥ ª ¸ °³ ¨§ ®¤®© ²®·ª¨)

jXF1j = jXX1j; jXF2j = jXX2j;

jXF1j+ jXF2j = jXX1j+ jXX2j = jX1X2j = const:

�²®°®© ±«³· ©. �®µ° ¨¬ ¯°¥¦¨¥ ®¡®§ ·¥¨¿.
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�®£¤  (° ¢» ª ± ²¥«¼»¥, ¯°®¢¥¤¥»¥ ª ¸ °³ ¨§ ®¤®© ²®·ª¨)

jXF1j = jXX1j; jXF2j = jXX2j;��� jXF1j � jXF2j
��� = ��� jXX1j � jXX2j

��� = jX1X2j = const:

�°¥²¨© ±«³· ©. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¸ ° � ¤¥«¥  ²®«¼ª® 1.

�³±²¼ c1 | ®ª°³¦®±²¼ ª ± ¨¿ ¸ °  ± ª®³±®¬, �1 | ¯«®±ª®±²¼, ±®¤¥°¦ ¹ ¿
½²³ ®ª°³¦®±²¼, ¯°¿¬ ¿ d = � \ �1, Y | ¯°®¥ª¶¨¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ X ¨±±«¥-
¤³¥¬®£® ±¥·¥¨¿   d, Y1 | ²®·ª  ¯¥°±¥·¥¨¿ SX ± c1. � ª ª ± ²¥«¼»¥ ª ¸ °³,
¯°®¢¥¤¥»¥ ¨§ ®¤®© ²®·ª¨, ° ¢» jXF j = jXY1j. � «¥¥, SY1,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨
XY1  ª«®¥  ª ¯«®±ª®±²¨ �1 ¯®¤ ³£«®¬ �=2� �, £¤¥ � | ³£®« ¬¥¦¤³ ®¡° §³¾¹¥©
ª®³±  ¨ ¥£® ®±¼¾. � ¤°³£®© ±²®°®», Y X ¯ ° ««¥«¼  ²®© ¥¤¨±²¢¥®© ®¡° §³-
¾¹¥© ª®³± , ª®²®°®© ¯ ° ««¥«¼  ¯«®±ª®±²¼ �. � ·¨², ®  ®¡° §³¥² ± �1 ² ª¦¥
³£®« �=2� �. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, jXY1j = jXY j ª ª  ª«®»¥ ª ¯«®±ª®±²¨ �1 ¨§ ®¤®©
²®·ª¨ ¯®¤ ®¤¨¬ ³£«®¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, jXF j = jXY j. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.5. � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½²®© ²¥®°¥¬®© ��� ¥¹¥  §»¢ ¾² ª®¨ª ¬¨.
� ¬¥· ¨¥ 9.6. �®§¦¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ ¡®«¥¥ ®¡¹¥£® µ ° ª²¥° : ±¥·¥¨¥
¯®¢¥°µ®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¯«®±ª®±²¼¾ ¿¢«¿¥²±¿ ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª .

9.3. �¯²¨·¥±ª¨¥ (´®ª «¼»¥) ±¢®©±²¢  ª®¨ª

� ¬¥· ¨¥ 9.7. �¥¸¨¬ ¢±¯®¬ £ ²¥«¼³¾ § ¤ ·³: ¤«¿ ¤ ®© ¯°¿¬®© l ¨ ¤¢³µ
²®·¥ª A ¨ B, «¥¦ ¹¨µ ¯® ®¤³ ±²®°®³ ®² ¥¥,  ©²¨ ² ª³¾ ²®·ª³ X 2 l, ·²®
±³¬¬  ° ±±²®¿¨© jXAj+ jXBj ¬¨¨¬ «¼ . �®±²°®¨¬ ²®·ª³ B0, ±¨¬¬¥²°¨·³¾ B
®²®±¨²¥«¼® l.
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�±®, ·²® jAXj+ jXB0j ¬¨¨¬ «¼® ¯°¨ X = (AB0) \ l. �® jXBj = jXB0j, ² ª ·²®
¬¨¨¬³¬ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨ ° ¢¥±²¢¥ ®±²°»µ ³£«®¢, ®¡° §³¥¬»µ AX ¨ BX ± l.
� ¬¥· ¨¥ 9.8. � ¦¤ ¿ ¨§ ª®¨ª ¨¬¥¥² ¢ ª ¦¤®© ±¢®¥© ²®·ª¥ ª ± ²¥«¼³¾.
�®·ª  ª ± ¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥®© ²®·ª®© ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ª®¨ª¨ ¨ ª ± ²¥«¼®©.
� ± ²¥«¼ ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥®© ¯°¿¬®©, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ½²®¬³ ²°¥¡®¢ ¨¾
(ª°®¬¥ ¯°¿¬»µ, ¯ ° ««¥«¼»µ ®±¨ ¯ ° ¡®«»). �²³¨²¨¢® ½²¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ®·¥-
¢¨¤», ® ±²°®£®¥ ° ±±³¦¤¥¨¥ ²°¥¡³¥² § ¨¿ ³° ¢¥¨© ª®¨ª ¨ ±¯®±®¡   µ®-
¦¤¥¨¿ ª ± ²¥«¼®© ¯® ³° ¢¥¨¾ (  ² ª¦¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ , ·²® ¯®±«¥ ¯®¤µ®¤¿¹¥©
§ ¬¥» ª®®°¤¨ ² ½²  \ «£¥¡° ¨·¥±ª¨" ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ª ± ²¥«¼ ¿ ±² ¥² \ª ± ²¥«¼-
®© ª £° ´¨ª³"). �®±«¥ ½²®£® ¬®¦®   «¨²¨·¥±ª¨  ©²¨ ²®·ª³ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ (°¥-
¸¨²¼ ±¨±²¥¬³) ¨ ³¡¥¤¨²¼±¿ ·²® ®  °®¢® ®¤ . �¥®¡µ®¤¨¬»© ¬ ²¥°¨ « (ª®¥·®,
¥ ¨±¯®«¼§³¾¹¨© °¥§³«¼² ²®¢ ¤ ®£® ¯³ª² ) ¡³¤¥² ° §®¡°  ¯®§¦¥.
� ¬¥· ¨¥ 9.9. �±®¢®¥ ¯° ¢¨«® ®¯²¨ª¨ ª°¨¢»µ: «³· ®²° ¦ ¥²±¿ ®² ª°¨¢®© ª ª
®² ¥¥ ª ± ²¥«¼®©.

�¥®°¥¬  9.10. � �³·¨, ¢»µ®¤¿¹¨¥ ¨§ ®¤®£® ´®ª³±  ½««¨¯± , ª®¶¥²°¨°³-
¾²±¿ ¢ ¤°³£®¬.

� �³·¨, ¢»µ®¤¿¹¨¥ ¨§ ®¤®£® ´®ª³±  £¨¯¥°¡®«», ¯®±«¥ ®²° ¦¥¨¿ \¨±µ®¤¿²"
¨§ ¤°³£®£®, ². ¥. ¯°®¤®«¦¥¨¥ ®²° ¦¥®£® «³·  §  ²®·ª³ ®²° ¦¥¨¿ ¯®¯ -
¤ ¥² ¢ ¤°³£®© ´®ª³±.

� �³·¨, ¢»µ®¤¿¹¨¥ ¨§ ´®ª³±  ¯ ° ¡®«», ¯®±«¥ ®²° ¦¥¨¿ ±² ®¢¿²±¿ ¯ ° «-
«¥«¼»¬¨ ¤°³£ ¤°³£³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �««¨¯±. �³±²¼ «³· ¢»¸¥« ¨§ ´®ª³±  A ¨, ®²° §¨¢¸¨±¼ ®² ²®·ª¨
X ½««¨¯± , ¥ ¯®¯ « ¢ ¤°³£®© ´®ª³± B. � ·¨², ¥±«¨ l | ª ± ²¥«¼ ¿ ¢ ²®·ª¥ X,
²® ³£®« ¯ ¤¥¨¿   l ¥ ° ¢¥ ³£«³ ®²° ¦¥¨¿ ¯® § ¬¥· ¨¾ 9.9. � ·¨², ¯® § ¬¥· -
¨¾ 9.7, jAXj+ jBXj ¥ ¬¨¨¬ «¼® ¯°¨ ¯°®¡¥£ ¨¨ X ¯® l. �® ½²® ¯°®²¨¢®°¥·¨²
£¥®¬¥²°¨·¥±ª®¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ½««¨¯± , ² ª ª ª ®±² «¼»¥ ²®·ª¨ ª ± ²¥«¼®© «¥¦ ²
¢¥ ¥£® (¯® § ¬¥· ¨¾ 9.8).
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�¨¯¥°¡®« . � «®£¨·® ½««¨¯±³.
� ° ¡®« . � ±±¬®²°¨¬ ¯ ° ¡®«³ ± ´®ª³±®¬ F ¨ ¤¨°¥ª²°¨±®© d. �³±²¼ l |

±¥°¥¤¨»© ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° ª Y F . �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¯ ° ¡®«», ²°¥³£®«¼¨ª ° ¢®¡¥-
¤°¥»© ¨ l ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ X. �®ª ¦¥¬, ·²® l ¿¢«¿¥²±¿ ª ± ²¥«¼®© ª ¯ ° ¡®«¥ ¢
²®·ª¥X. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ²®£¤  (¯® § ¬¥· ¨¾ 9.8) ¨¬¥¥²±¿ ¥¹¥ ®¤  ²®·ª 
¯¥°¥±¥·¥¨¿ l ± ¯ ° ¡®«®© | X 0 6= X,   Y 0 | ¥¥ ¯°®¥ª¶¨¿   ¤¨°¥ª²°¨±³ d. �®£¤ 
(¯® ±¢®©±²¢³ ±¥°¥¤¨®£® ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° ) jY X 0j = jX 0F ,   ² ª ª ª X 0 | ²®·ª 
¯ ° ¡®«», ²® jY 0X 0j = jX 0F j. � ·¨², jX 0Y 0j = jX 0Y j, ® ¤«¨   ª«®®© ¤®«¦ 
¡»²¼ ¡®«¼¸¥ ¤«¨» ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° . � ª¨¬ ®¡° §®¬, l ¿¢«¿¥²±¿ ª ± ²¥«¼®©.

�°¨ ½²®¬ ³£«» ¬¥¦¤³ Y X ¨ l ¨ ¬¥¦¤³ FX ¨ l ° ¢», ² ª ·²® ®²° ¦¥»© «³·
«¥¦¨²   ¯°®¤®«¦¥¨¨ Y X?d. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 9.11. �««¨¯± ¨ ¯ ° ¡®«  ± ®¡¹¨¬¨ ´®ª³± ¬¨ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¯®¤ ¯°¿¬»¬
³£«®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ le ¨ lh | ª ± ²¥«¼»¥ ¢ ²®·ª¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ª ½««¨¯±³ ¨
£¨¯¥°¡®«¥, ±®®²¢¥²±²¢¥®. �® ¤®ª § ®© ²¥®°¥¬¥, ³£«» ¡³¤³² ² ª¨¬¨, ª ª ®¡®-
§ ·¥®   °¨±³ª¥:
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lh

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, 2� + 2� = � ¨ �+ � = �=2. 2

9.4. � «¨²¨·¥±ª¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ª®¨ª

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.12. (  «¨²¨·¥±®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ���) �««¨¯±®¬  §»¢ ¥²±¿
ª°¨¢ ¿ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª , § ¤ ¢ ¥¬ ¿ ¢ ¥ª®²®°®© ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²
³° ¢¥¨¥¬

x2

a2
+
y2

b2
= 1; (a � b); (2)
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£¨¯¥°¡®«®© |
x2

a2
� y2

b2
= 1; (3)

¯ ° ¡®«®© |
y2 = 2px; (p > 0): (4)

�¥®°¥¬  9.13. � «¨²¨·¥±ª¨¥ ¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ��� ½ª¢¨¢ «¥²».

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �««¨¯±. �¢¥¤¥¬ ¯°¿¬®³£®«¼³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ², ª ª ¯®ª -
§ ®   °¨±³ª¥

-

6

�
�
�
��HHHHHHHHr r

x

y

X(x; y)

F1(�c; 0) F2(c; 0)

O

�®£¤  £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ fX j jXF1j+ jXF2j = 2ag ¯¥°¥¯¨¸¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

r1 + r2 = 2a; r1 =
q
(x+ c)2 + y2; r2 =

q
(x� c)2 + y2;

q
(x+ c)2 + y2 = 2a�

q
(x� c)2 + y2;

(x+ c)2 + y2 = 4a2 + (x� c)2 + y2 � 4a
q
(x� c)2 + y2;

a2 � cx = a
q
(x� c)2 + y2;

a4 � 2a2cx+ c2x2 = a2x2 + a2c2 � 2a2cx+ a2y2;

a4 � a2c2 = (a2 � c2)x2 + a2y2;

x2

a2
+
y2

b2
= 1; b2 := a2 � c2: (5)

�¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ³° ¢¥¨¿ ¢¨¤®, ·²® ½««¨¯± § ª«¾·¥ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª, ¯°¨·¥¬
  £° ¨¶¥ ¥£® «¥¦ ² «¨¸¼ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ± ®±¿¬¨:
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6

r r

x

y

F1(�c; 0) F2(c; 0)

O

�b

b

�a a

�²®² ¯°¿¬®³£®«¼¨ª ±® ±²®°® ¬¨ 2a ¨ 2b  §»¢ ¥²±¿ ®±®¢»¬ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª®¬
½««¨¯± .

�¡° ²®, ¯³±²¼ ²®·ª  (x; y) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾ (5), ². ¥.

y2 = b2 � b2

a2
x2:

�®£¤ 

r1 :=
q
(x+ c)2 + y2 =

s
x2 + 2cx + c2 + b2 � b2

a2
x2 =

=

s
a2 � b2

a2
x2 + 2cx+ c2 + b2 =

s
c2

a2
x2 + 2cx+ c2 + b2 =

=

���� ca x+ a

���� = a+
c

a
x;

£¤¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¯®¤ § ª®¬ ¬®¤³«¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®, ² ª ª ª jxj < a,
��� c
a
x
��� < c. � «®-

£¨·®,

r2 = a� c

a
x:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³° ¢¥¨¾ (5) ¢»¯®«¿¥²±¿ r1+
r2 = 2a, ². ¥. ®  ¯°¨ ¤«¥¦¨² £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¬³ ½««¨¯±³.

�°¥¦¤¥, ·¥¬ ¯¥°¥©²¨ ª ±«³· ¾ £¨¯¥°¡®«», ¤ ¤¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.14. �²®¸¥¨¥

e :=
c

a
=

p
a2 � b2

a

 §»¢ ¥²±¿ ½ª±¶¥²°¨±¨²¥²®¬ ½««¨¯± .
�¨¯¥°¡®« . �¢¥¤¥¬ ¯°¿¬®³£®«¼³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ², ª ª ¯®ª § ®   °¨-

±³ª¥
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6

0

y

xrr

F1(�c; 0) F2(c; 0)

� «®£¨·® ½««¨¯±³, ³¯°®¹ ¿ ±®®²®¸¥¨¥ jr1� r2j = 2a ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ £¨¯¥°¡®«»,
¯°¨µ®¤¨¬ ª ³° ¢¥¨¾

x2

a2
� y2

b2
= 1; b2 := c2 � a2: (6)

�«¿ £¨¯¥°¡®«» ¯®«®¦¨¬ ½ª±¶¥²°¨±¨²¥² ° ¢»¬

e :=
c

a
=

p
a2 + b2

a
:

� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¤«¿ ½««¨¯±  e > 1,   ¤«¿ £¨¯¥°¡®«» e < 1.
�¡° ²»¥ ¢»·¨±«¥¨¿ ¯°®¢®¤¨¬ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¤«¿ ½««¨¯± , ¨ ¯®«³· ¥¬

r1 = ja+ exj; r2 = ja� exj;

¯°¨·¥¬ ¤«¿ ¯° ¢®© ¢¥²¢¨ £¨¯¥°¡®«» (². ¥. ¯°¨ x > 0)

r1 = a+ ex; r2 = �a+ ex;

  ¤«¿ «¥¢®© ¢¥²¢¨ £¨¯¥°¡®«» (². ¥. ¯°¨ x < 0)

r1 = �a� ex; r2 = a� ex;

·²® ¨ § ¢¥°¸ ¥² ®¡° ²®¥ ° ±±³¦¤¥¨¥.
�±®¢®© ¯°¿¬®³£®«¼¨ª ±® ±²®°® ¬¨ 2a ¨ 2b ¤«¿ £¨¯¥°¡®«» ¨¬¥¥² ¢¨¤
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Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
QQ

-

6

0

y

�(x)

x�a a

b

�b

�£® ¤¨ £® «¨ ¨¬¥¾² ³° ¢¥¨¿

y = � b
a
x

¨ ¿¢«¿¾²±¿  ±¨¬¯²®² ¬¨ £¨¯¥°¡®«». �®ª ¦¥¬ ½²®,  ¯°¨¬¥°, ¤«¿ y = b
a
x. �¬¥¥¬

(±¬. °¨±.)

�(x) =
b

a
x� b

s
x2

a2
� 1;

lim
x!1�(x) = lim

x!1
b

a
(x�px2 � a2) = 0:

� ° ¡®« . �«¿ ¯ ° ¡®«» ¯®«®¦¨¬ ½ª±¶¥²°¨±¨²¥² ° ¢»¬ ¥¤¨¨¶¥: e = 1.
� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¸ª®«¥ ®¡»·® ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ¯ ° ¡®«³ y = ax2. �³² ¬» ¬¥¿¥¬

®±¨ ¨ ¯¥°¥®¡®§ · ¥¬ ¯ ° ¬¥²°: a = 1=2p. �®«³· ¥¬ y2 = 2px. �¨±«® p  §»¢ ¥²±¿
´®ª «¼»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬.

�»¡¥°¥¬ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ², ª ª ¯®ª § ®   °¨±³ª¥, ¯®«®¦¨¢ p ° ¢»¬ ° ±-
±²®¿¨¾ ¬¥¦¤³ ¤¨°¥ª²°¨±®© ¨ ´®ª³±®¬.
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6

J
J
J
JJ

yd

x

X(x; y)

0 F (p
2; 0)(�p

0 ; 0)

�®£¤  ±®®²®¸¥¨¥ ¨§ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯ ° ¡®«» ¯°¨¬¥² ¢¨¤:s�
x� p

2

�2
+ y2 = x+

p

2
;

x2 � px+
p2

4
+ y2 = x2 + px+

p2

4
;

y2 = 2px:

�¡° ²®, ¤«¿ ª°¨¢®©, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ³° ¢¥¨¥¬ y2 = 2px, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ d
¯°¿¬³¾ y = �p=2,   ·¥°¥§ F | ²®·ª³ (p=2; 0). � ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ²®·¥ª ½²®© ª°¨¢®©
¢±¥£¤  x � 0, ² ª ·²® ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ¥¥ ²®·ª¨ X(x; y) ¨¬¥¥¬ �(X; d) = p=2 + x,  

�(X;F ) =

s�
x� p

2

�
+ y2 =

s�
x� p

2

�2

+ 2px =
����x+ p

2

���� = x+
p

2
;

¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯ ° ¡®«» ¨¬¥¥² ¬¥±²®.

9.5. �¨°¥ª²®°¨ «¼»¥ ±¢®©±²¢  ª®¨ª

�®±² ¢¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ² ¡«¨¶³ (£¤¥ ®¢»¬ ¡³¤¥² ²®«¼ª® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¤¨°¥ª²°¨±
½««¨¯±  ¨ £¨¯¥°¡®«»).

³° ¢¥¨¥ c ´®ª³±(») ½ª±¶¥²- ¤¨°¥ª²°¨± 
°¨±¨²¥²

½««¨¯± x2

a2
+ y2

b2
= 1 c =

p
a2 � b2 F1;2 = (�c; 0) e = c

a
< 1 x = �a

e
= �a2

c

£¨¯¥°¡®«  x2

a2
� y2

b2
= 1 c =

p
a2 + b2 F1;2 = (�c; 0) e = c

a
> 1 x = �a

e
= �a2

c

¯ ° ¡®«  y2 = 2px | F = (p2 ; 0) e = 1 x = �a
e

� ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ®ª°³¦®±²¨ (². ¥. ½««¨¯±  ± a = b ¨ e = 0) ¤¨°¥ª²°¨±» ¥
®¯°¥¤¥«¥».

45



�¥®°¥¬  9.15. �²®¸¥¨¥ ° ±±²®¿¨¿ ®² ²®·ª¨
ª®¨ª¨ (®²«¨·®© ®² ®ª²³¦®±²¨) ¤® ´®ª³±  ª ° ±±²®¿¨¾ ¤® ±®®²¢¥²±²¢³¾-
¹¥© (¡«¨¦ ©¸¥©) ¤¨°¥ª²°¨±» ¯®±²®¿® ¨ ° ¢® ½ª±¶¥²°¨±¨²¥²³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ¯ ° ¡®«» ½²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥.
� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ½««¨¯± . �®£¤  (¤«¿ «¥¢®£® ´®ª³± , ¢ ®¡®§ ·¥¨¿µ ¯°¥¤»¤³-

¹¥© ²¥®°¥¬») jF1Xj = r1 = a+ ex,   �(X; d1) =
���x+ a

e

��� = x+ a
e
, ² ª ·²®

jF1Xj
�(X; d)

= e:

�«¿ £¨¯¥°¡®«»  ¤® «¨¸¼ ¢ ¤¢³µ ¬¥±² µ ¯®¬¥¿²¼ § ª¨. 2

� ¤ ·  1. �®ª § ²¼ ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥. �¬¥®, ¯³±²¼ ¤   ¯°¿¬ ¿ d ¨ ²®·ª 

F 62 d. �®ª § ²¼, ·²® ��� X, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ
jFXj
�(X; d)

= e > 0, ¿¢«¿¥²±¿ ½««¨¯±®¬

(¯°¨ e < 1), £¨¯¥°¡®«®© (¯°¨ e > 1) ¨«¨ ¯ ° ¡®«®© (¯°¨ e = 1).
� ¤ ·  2. � ²¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¤¨°¥ª²®°¨ «¼®£® ±¢®©±²¢ , ¨±-
¯®«¼§³¿ ¸ °» � ¤¥«¥ .

9.6. �®ª «¼»© ¯ ° ¬¥²°. �®«¿°»¥ ³° ¢¥¨¿ ª®¨ª

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.16. �®ª «¼»© ¯ ° ¬¥²° p ª®¨ª¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ³° ¢¥¨¾
(2), (3) ¨«¨ (4), ½²® ·¨±«® p ¨§ ³° ¢¥¨¿ ¢ ±«³· ¥ ¯ ° ¡®«», ¨ ·¨±«®

p :=
b2

a

¢ ¤¢³µ ¤°³£¨µ ±«³· ¿µ.

� ª¨¬ ®¡° §®¬,   ¯¥°¢»© ¢§£«¿¤, p § ¢¨±¨² ®² ³° ¢¥¨¿. �¤ ª®, ´®ª «¼»©
¯ ° ¬¥²° ¨¬¥¥² ¯°®±²®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« (±¬. ²¥®°¥¬³ 9.18)
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.17. �®ª «¼®© µ®°¤®©  §»¢ ¥²±¿ µ®°¤  (². ¥. ®²°¥§®ª, ±®¥¤¨¿-
¾¹¨© ¤¢¥ ²®·ª¨ ª°¨¢®©), ¯°®µ®¤¿¹¨© ·¥°¥§ ´®ª³± ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°® ´®ª «¼®© ®±¨
| ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨, ±®¤¥°¦ ¸¥© ®¤¨ ´®ª³± (  § ·¨², ¨ ¢²®°®©, ¥±«¨ ¨µ ¤¢ ).

�¥®°¥¬  9.18. �®ª «¼»© ¯ ° ¬¥²° p ° ¢¥ ¯®«®¢¨¥ ¤«¨» ´®ª «¼®© µ®°¤».

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®«®¢¨  ¤«¨» ´®ª «¼®© µ®°¤» ° ¢  ¤«¿ ��� ±®®²¢¥²-
±²¢¥®: vuutb2  1� c2

a2

!
= b

s
b2

a2
=
b2

a
;

vuutb2  c2
a2
� 1

!
= b

s
b2

a2
=
b2

a
;
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r
2p
p

2
= p: 2

�¢¥¤¥¬ ¯®«¿°³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ², ¯®¬¥±²¨¢ ¯®«¾± ¢ ±«³· ¥ ½««¨¯±  ¢ ®¤¨
¨§ ´®ª³±®¢ ¨  ¯° ¢¨¢ ¯®«¿°³¾ ®±¼ ¢ ±²®°®³ ¤°³£®£®, ¯®¬¥±²¨¢ ¯®«¾± ¢ ±«³· ¥
£¨¯¥°¡®«» ¢ ®¤¨ ¨§ ´®ª³±®¢ ¨  ¯° ¢¨¢ ¯®«¿°³¾ ®±¼ ¢ ±²®°®³ ¤°³£®£®,   ¢ ±«³· ¥
¯ ° ¡®«» ¯®¬¥±²¨¢ ¯®«¾± ¢ ´®ª³± ¨  ¯° ¢¨¢ ¯®«¿°³¾ ®±¼ ®² ¤¨°¥ª²°¨±»:

u u w w u- - -
O O O

F1
F2 F1 F2 F

�°¨¥² ¶¨¿ §¤¥±¼ ¥ ¢ ¦ , ² ª ª ª ¨²¥°¥±³¾¹¨¥  ± ª®¨ª¨ ±¨¬¬¥²°¨·»
®²®±¨²¥«¼® ³ª § ®© ¯®«¿°®© ®±¨. �¢¥¤¥ ¿ ¯®«¿° ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¥
¿¢«¿¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥® ±¢¿§ ®© ± ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬®©, ¢ ª®²®°®© ¬» ¢»¯¨±»-
¢ «¨ ³° ¢¥¨¿. �®½²®¬³ ¬» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¥¥ ´®ª «¼®© ¯®«¿°®© ±¨±²¥¬®© ª®-
®°¤¨ ².

�¥®°¥¬  9.19. � ´®ª «¼®© ¯®«¿°®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ³° ¢¥¨¿ ½««¨¯± , ¯ -
° ¡®«» ¨ ¢¥²¢¨ £¨¯¥°¡®«», ¡«¨¦ ©¸¥© ª ¯®«¾±³, ¡³¤³² § ¯¨±»¢ ²¼±¿ ®¤®© ´®°-
¬³«®©:

r =
p

1� e cos'
;

  ³° ¢¥¨¥ ¤°³£®© ¢¥²¢¨ £¨¯¥°¡®«» |

r = � p

1 � e cos'
:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®¢¥¤¥¬ ¤«¿ ½««¨¯± . �³±²¼ X | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  ½««¨-
¯± , OR | ¯®«®¢¨  ´®ª «¼®© µ®°¤», Q | ²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¥¥ ¯°®¤®«¦¥¨¿ ±
¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®¬ ª ¤¨°¥ª²°¨±¥, ¯°®¢¥¤¥»¬ ·¥°¥§ ²®·ª³ X:

u u -O

F1
F2

6

�
�
�
��

d1
Q X

r
R

'
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�³±²¼ (r; ') | ¯®«¿°»¥ ª®®°¤¨ ²» ²®·ª¨ X. �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¤¨°¥ª²®°¨ «¼»¬
±¢®©±²¢®¬. �¬¥¥¬:

jORj = p; jQXj = r cos';
jORj

�(R; d1)
= e;

�(Q; d1) = �(R; d1) =
jORj
e

=
p

e
;

e =
r

�(X; d1)
=

r

jXQj+ �(Q; d1)
=

r

jXQj+ p

e

=
r

r cos'+ p

e

;

r = er cos'+ p; r =
p

1 � e cos'
: (7)

�²®¡» ¯®ª § ²¼, ·²® ¬» ¥ ¯°¨®¡°¥«¨ «¨¸¨µ ²®·¥ª, § ¬¥²¨¬, ·²® ½²® ³° ¢¥¨¥
¤ ¥² ¤«¿ ª ¦¤®£® ' 2 [0; 2�) °®¢® ®¤® ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ § ·¥¨¥ r. � ª¨¬ ®¡° §®¬,
«¾¡ ¿ ¯°¿¬ ¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ´®ª³±, ¯¥°¥±¥·¥² ¬®¦¥±²¢® °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨¿ (7)
°®¢® ¢ ¤¢³µ ²®·ª µ. �±² «®±¼ ¯®ª § ²¼, ·²® ²¥¬ ¦¥ ±¢®©±²¢®¬ ®¡« ¤ ¥² ¨ ½««¨¯±.
�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ ¯°¿¬ ¿ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ´®ª³± (�c; 0), ² ª ·²® ¥¥ ¯ ° ¬¥²°¨-
·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿

x = �c+ �t; y = �t:

�®·ª¨ ¥¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ± ½««¨¯±®¬  µ®¤¿²±¿ ¨§ ª¢ ¤° ²®£® ³° ¢¥¨¿ ®² t:

(�c+ �t)2

a2
+
(�t)2

b2
= 1;

(b2�2 + a2�2)t2 � 2c�b2t+ (c2 � a2)b2 = 0:

�«¿ ¤¨±ª°¨¬¨ ²  D ¨¬¥¥¬ (² ª ª ª c2 = a2 � b2):

D=4 = c2�2b4 � (c2 � a2)b2(b2�2 + a2�2) =

= c2�2b4 � c2b4�2 � c2b2a2�2 + a2b4�2 + a4b2�2 =

= �a4b2�2 + b4a2�2 + a2b4�2 + a4b2�2 = b4a2(�2 + �2) > 0:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, °¥¸¥¨© ¤¢ . 2

� ¤ ·  3. �°®¢¥±²¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¢ ®±² «¼»µ ±«³· ¿µ.

10. �¡¹ ¿ ²¥®°¨¿ ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 

10.1. � ®¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿

�®£« ±® ®¡¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ª°¨¢»¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  § ¤ ¾²±¿ ¢ ¥ª®²®°®©
 ´´¨®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²   ¯«®±ª®±²¨ ³° ¢¥¨¥¬ ¢²®°®© ±²¥¯¥¨ F (x; y) = 0,
£¤¥

F (x; y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = (8)
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= (x; y)

 
a11 a12
a12 a22

! 
x
y

!
+ 2(a1; a2)

 
x
y

!
+ a0 = XTQX + 2LX + a0 = (9)

= (x; y; 1)

0B@ a11 a12 a1
a12 a22 a2
a1 a2 a0

1CA
0B@ x
y
1

1CA = (x; y; 1)A

0B@ x
y
1

1CA (10)

¨ µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ aij ®²«¨·¥ ®² ³«¿. � ²°¨¶  Q ° §¬¥°  2 � 2
 §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥© ª¢ ¤° ²¨·®© · ±²¨,   ¬ ²°¨¶  L ° §¬¥°  1 � 2  §»¢ ¥²±¿
¬ ²°¨¶¥© «¨¥©®© · ±²¨,
� ¬¥· ¨¥ 10.1. � ¬¥²¨¬, ·²® ³ª § »¥ ¬ ²°¨¶» ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿
³° ¢¥¨¥¬, ². ¥. ¥±«¨  ¯°¨¬¥°,

F (x; y) = (x; y; 1)A

0B@ x
y
1

1CA = (x; y; 1)B

0B@ x
y
1

1CA ;
²® A = B.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 10.2. �°¨ § ¬¥¥ ª®®°¨ ² (x; y) ! (x0; y0) ³° ¢¥¨¥ ¢²®°®© ±²¥-
¯¥¨ F (x; y) = 0 ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ³° ¢¥¨¥ ¢²®°®© ±²¥¯¥¨

F 0(x0; y0) := F (x(x0; y0); y(x0; y0)) = 0:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬¥  ª®®°¤¨ ² ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ 
x
y

!
=

 
c11 c12
c21 c22

! 
x0

y0

!
+

 
x0
y0

!
:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, degF 0 � 2. �±«¨ degF 0 � 1, ²® ¯°®¤¥« ¢ ®¡° ²³¾ § ¬¥³ ª®®°¤¨-
 ², ¯®«³·¨¬, ·²® degF � 1. �°¨¸«¨ ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾. 2

� ¬¥· ¨¥ 10.3. �«¿ ª°¨¢»µ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , ². ¥. ¯°¿¬»µ, ¡»«® ¯®«³·¥®, ·²®
¤¢  ³° ¢¥¨¿ F = 0 ¨ G = 0 § ¤ ¾² ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ª°¨¢³¾ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,
ª®£¤  F = �G ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¥³«¥¢®£® ¬®¦¨²¥«¿ �. �«¿ ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 
½²® ¥ ² ª.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 10.4. �¢ ¤°¨ª®© ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ³° ¢¥¨©
2-®© ±²¥¯¥¨ ®²®±¨²¥«¼® ³¬®¦¥¨¿   ¥ª®²®°»© ¥³«¥¢®© ¬®¦¨²¥«¼:

(F = 0) � (G = 0) , F = �G; � 6= 0:

�°¨ § ¬¥¥ ª®®°¤¨ ² (x; y)! (x0; y0) ª¢ ¤°¨ª  F (x; y) = 0 ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ª¢ ¤°¨ª³
F 0(x0; y0) := F (x(x0; y0); y(x0; y0)) = 0:

� «¥¥ ¡³¤¥² ¤®ª § ®, ·²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® § ¬¥· ¨¿ ¡³¤¥² ¢¥°-
»¬ ¤«¿ ²¥µ ª¢ ¤°¨ª, ª®²®°»¥ ±®±²®¿² ¡®«¥¥, ·¥¬ ¨§ ®¤®© ²®·ª¨ (  ¥±«¨ ±·¨² ²¼
¯¥°¥¬¥»¥ ª®¬¯«¥ª±»¬¨, ²® ¢±¥£¤ ).
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�°¨¬¥° 10.5. �¨¬»© ½««¨¯± | ª¢ ¤°¨ª , § ¤ ¢ ¥¬ ¿ ¢ ¥ª®²®°®© ¯°¿¬®³£®«¼-

®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ³° ¢¥¨¥¬ ¢¨¤ 
x2

a2
+
y2

b2
= �1. �¨¬»¥ ¯ ° ««¥«¼»¥ ¯°¿-

¬»¥ | ³° ¢¥¨¥¬ y2 + a2 = 0, a 6= 0. �¡  ³° ¢¥¨¿ § ¤ ¾²   ¢¥¹¥±²¢¥®©
¯«®±ª®±²¨ ¯³±²®¥ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ® ª®¬¯«¥ª±»µ °¥¸¥¨© ³ ¨µ ° §»¥ ¬®¦¥-
±²¢ .

�¥®°¥¬  10.6. �«¿ «¾¡®© ª¢ ¤°¨ª¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¿¬®³£®«¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨-
 ², ¢ ª®²®°®© ®  ¨¬¥¥² ®¤¨ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ¢¨¤®¢ (  §»¢ ¥¬»µ ª ®¨·¥±ª¨¬¨
³° ¢¥¨¿¬¨ ¤ ®© ª¢ ¤°¨ª¨ ):

1)
x2

a2
+
y2

b2
= 1, (a � b > 0), ½««¨¯±;

2)
x2

a2
+
y2

b2
= �1, (a � b > 0), ¬¨¬»© ½««¨¯±;

3)
x2

a2
+
y2

b2
= 0, (a � b > 0), ¯ °  ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬¨¬»µ ¯°¿¬»µ;

4)
x2

a2
� y2

b2
= 1, (a > 0; b > 0), £¨¯¥°¡®« ;

5)
x2

a2
� y2

b2
= 0 (a � b > 0), ¯ °  ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ;

6) y2 = 2px, (p > 0), ¯ ° ¡®« ;

7) y2 � a2 = 0, (a > 0), ¯ °  ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ;

8) y2 + a2 = 0, (a > 0), ¯ °  ¬¨¬»µ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ;

9) y2 = 0, ¯ °  ±®¢¯¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬»µ.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¯°¿¬®³£®«¼³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ².
� ¥© ª¢ ¤°¨ª  ¨¬¥¥² ¢¨¤ (8) { (9). �±®¢ ¿ · ±²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±®±²®¨² ¨§
±«¥¤³¾¹¨µ ¤¢³µ «¥¬¬, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¤¢³¬ § ¬¥ ¬ ª®®°¤¨ ², ¨«¨ ¤¢³¬ ¸ £ ¬
² ª  §»¢ ¥¬®£® ¯°¨¢¥¤¥¨¿ ª°¨¢®© ª ª ®¨·¥±ª®¬³ ¢¨¤³.

�¥¬¬  10.7. �®¤µ®¤¿¹¨¬ ¯®¢®°®²®¬ ®±¥© ª®®°¤¨ ² ¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿ ²®£®, ·²®
a012 = 0, £¤¥ ¸²°¨µ ®§ · ¥² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ª®½´´¨¶¨¥² ³° ¢¥¨¿ ª¢ ¤°¨ª¨
¢ ®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ².

�®ª § ²¥«¼±²¢®. («¥¬¬») � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼»© ¯®¢®°®²: 
x
y

!
=

 
cos' � sin'
sin' cos'

! 
x0

y0

!
:
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�®£¤ 
F 0(x0; y0) := F (x(x0; y0); y(x0; y0)) = a11(cos'x

0 � sin'y0)2+

+2a12(cos'x
0� sin'y0) (sin'x0+cos'y0) + a22(sin'x

0+cos'y0)2+ «¨¥© ¿ · ±²¼ :

�®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ 2x0y0, ². ¥. a012, ° ¢¥

�a11 cos' sin'+ a12(cos
2 '� sin2 ') + a22 cos' sin' =

= (a22 � a11)
sin 2'

2
+ a12 cos 2':

�» µ®²¨¬  ©²¨ ² ª®¥ ', ·²®¡» a012 = 0, ². ¥.

ctg 2' =
cos 2'

sin 2'
=
a11 � a22
2 a12

:

� ¤ ·  ° §°¥¸¨¬ , ² ª ª ª ¥±«¨ ¡» a12 = 0, ²® ¥ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¡» ¨ª ª®£® ¯®¢®°®² .
� ¯®¢¥°³²®© (¸²°¨µ®¢ ®©) ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ¬®£®·«¥ F ¯°¨¬¥² ¢¨¤

F 0(x0; y0) = �1x
02 + �2y

02+ 2b1x
0 + 2b2y

0 + b0 = 0: 2 (11)

�¥¬¬  10.8. �®£®·«¥ ¢¨¤  (11) ¯ ° ««¥«¼»¬ ¯¥°¥®±®¬ ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ®¤®¬³
¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ¢¨¤®¢:

1) F 00 = �1(x00)2 + �2(y00)2 + � (�1; �2 6= 0);

2) F 00 = �2(y00)2 + 2b1x00 (�2; b1 6= 0);

3) F 00 = �2(y00)2 + � (�2 6= 0).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1: �1; �2 6= 0: �®£¤  ¢»¤¥«¿¥¬ ¯®«»¥ ª¢ ¤° ²»:

F 0(x0; y0) = �1x
02 + �2y

02 + 2b1x
0 + 2b2y

0 + b0 =

= �1

 
x0 +

b1
�1

!2

+ �2

 
y0 +

b2
�2

!2

+

 
b0 � b21

�1
� b22
�2

!
=

= �1(x
00)2 + �2(y

00)2 + �;

£¤¥

x00 := x0 +
b1
�1
; y00 := y0 +

b2
�2
;

| ´®°¬³«» § ¬¥» ª®®°¤¨ ², ®¡° ²®© ª ¨±ª®¬®©.
2: �1 = 0; �2 6= 0 (¥±«¨ �2 = 0; �1 6= 0, ²® ¯®¬¥¿¥¬ ª®®°¤¨ ²» ¬¥±² ¬¨). �®§¬®¦»
¤¢  ±«³· ¿.

 ) �±«¨ b1 6= 0, ²®

F 0(x0; y0) = �2y
02 + 2b1x

0 + 2b2y
0 + b0 =
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= �2

 
y0 +

b2
�2

!2

+ 2b1x
0 +

 
b0 � b22

�2

!
=

= �2(y
00)2 + 2b1x

00;

£¤¥

x00 := x0 +
1

2 b1

 
b0 � b22

�2

!
; y00 := y0 +

b2
�2
;

| ´®°¬³«» § ¬¥» ª®®°¤¨ ², ®¡° ²®© ª ¨±ª®¬®©.
¡) �±«¨ b1 = 0, ²®

F 0(x0; y0) = �2y
02 + 2b2y

0 + b0 =

= �2

 
y0 +

b2
�2

!2

+

 
b0 � b22

�2

!
= �2(y

00)2 + �;

£¤¥

x00 := x0; y00 := y0 +
b2
�2
;

| ´®°¬³«» § ¬¥» ª®®°¤¨ ², ®¡° ²®© ª ¨±ª®¬®©. �¥¬¬  ¤®ª §  . 2

�¥°¥¬±¿ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» ¨ ° §¡¥°¥¬ ° §«¨·»¥ ±«³· ¨ ³° ¢¥¨© ¨§
¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬». �» ¥ ¡³¤¥¬ ®£®¢ °¨¢ ²¼ ®·¥¢¨¤»¥ ®¯¥° ¶¨¨, ª®£¤  ³¬®¦ ¥¬
³° ¢¥¨¥   ¥³«¥¢®© ±ª «¿° ¨«¨ ¬¥¿¥¬  §¢ ¨¿ ª®®°¤¨ ².
1). 1. �1 ¨ �2 | ®¤®£® § ª , � | ¯°®²¨¢®¯®«®¦®£®. �®«³· ¥¬ ³° ¢¥¨¥ ½««¨¯± .

2. �1; �2; � | ®¤®£® § ª . �®«³· ¥¬ ³° ¢¥¨¥ ¬¨¬®£® ½««¨¯± .
3. �1 ¨ �2 | ®¤®£® § ª , � = 0. � °  ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬¨¬»µ ¯°¿¬»µ.
4. �1 ¨ �2 | ° §»µ § ª®¢, � 6= 0. �¨¯¥°¡®« .
5. �1 ¨ �2 | ° §»µ § ª®¢, � = 0. � °  ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ.

2). 6. � °¡®« .
3). 7. � < 0. � °  ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ.

8. � > 0. � °  ¬¨¬»µ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ.
9. � = 0. � °  ±®¢¯¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬»µ. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 10.9. �° ¢¥¨¥ ¢²®°®© ±²¥¯¥¨   ¯«®±ª®±²¨ § ¤ ¥² ®¤³ ¨§ ±«¥¤³-
¾¹¨µ ª°¨¢» (ª ª ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª): ½««¨¯±; £¨¯¥°¡®« ; ¯ ° ¡®« ; ¯ °  ¯¥°¥±¥-
ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ; ¯ °  ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ; ¯ °  ±®¢¯¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬»µ; ²®·ª ;
¯³±²®¥ ¬®¦¥±²¢®.

10.2. �¢ °¨ ²» ¬®£®·«¥  ¢²®°®© ±²¥¯¥¨

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 10.10. �³ª¶¨¿ J ®² ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¬®£®·«¥  F  §»¢ ¥²±¿ ®°-
²®£® «¼»¬ ¨¢ °¨ ²®¬, ¥±«¨ ®  ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ®²®© ¯°¿¬®-
³£®«¼®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ª ¤°³£®©, ². ¥.

J(a11; a12; a22; a1; a2; a0) = J(a011; a
0
12; a

0
22; a

0
1; a

0
2; a

0
0):
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ 10.11. �³¬¬  ¤¨ £® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¬ ²°¨¶» A  §»¢ ¥²±¿ ±«¥-
¤®¬ ¬ ²°¨¶» A:

TrA := a11 + a22 + : : :+ ann:

�¥®°¥¬  10.12. �«¥¤³¾¹¨¥ ²°¨ ´³ª¶¨¨:

S := TrQ; � := detQ; � := detA

¿¢«¿¾²±¿ ®°²®£® «¼»¬¨ ¨¢ °¨ ² ¬¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¯¥°¥µ®¤ ®² (x; y) ª ¤°³£®© ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥
ª®®°¤¨ ² (x0; y0):  

x
y

!
=

 
c11 c12
c21 c22

! 
x0

y0

!
+

 
x0
y0

!
;

£¤¥ C :=

 
c11 c12
c21 c22

!
| ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ®°²®£® «¼ ¿ ¬ ²°¨¶ . � °¿¤³ ± C ° ±±¬®-

²°¨¬ ¥¹¥ 3� 3-¬ ²°¨¶³

D :=

0B@ c11 c12 x0
c21 c22 y0
0 0 1

1CA :
�®£¤  ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥0B@ x

y
1

1CA = D

0B@ x0

y0

1

1CA =

0B@ c11 c12 x0
c21 c22 y0
0 0 1

1CA
0B@ x0

y0

1

1CA :
�®ª ¦¥¬ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼³¾ «¥¬¬³.

�¥¬¬  10.13. � ²°¨¶» A0 ¨ Q0, ®²¢¥· ¾¹¨¥ ¬®£®·«¥³

F 0(x0; y0) := F (x(x0; y0); y(x0; y0));

±¢¿§ » ± ¬ ²°¨¶ ¬¨ A ¨ Q ±®®²®¸¥¨¿¬¨

A0 = DTAD; Q0 = CTQC:

�®ª § ²¥«¼±²¢®.

F 0(x0; y0) = (x; y; 1)A

0B@ x
y
1

1CA =

0B@ x
y
1

1CA
T

A

0B@ x
y
1

1CA =

=

0B@D
0B@ x0

y0

1

1CA
1CA
T

AD

0B@ x0

y0

1

1CA = (x0; y0; 1)DTAD

0B@ x0

y0

1

1CA :
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� ±¨«³ § ¬¥· ¨¿ 10.1 ½²® ®§ · ¥², ·²® A0 = DTAD. � «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¨
¢²®°®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥. 2

�°®¤®«¦¨¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬». �§ «¥¬¬», ®°²®£® «¼®±²¨ C ¨ ¿¢®£®
¢¨¤  D ¯®«³· ¥¬

detQ0 = det (CTQC) = detCTdetQdetC = (detC)2detQ = detQ;

detA0 = det (DTQD) = detDTdetAdetD = (detD)2detA = detA;

² ª ª ª detC = 1,   detA = detC. �¢ °¨ ²®±²¼ � ¨ � ³±² ®¢«¥ .
�® «¥¬¬¥

Q0 = CTQC;

 
a011 a012
a012 a022

!
=

 
c11 c21
c12 c22

!  
a11 a12
a12 a22

!  
c11 c12
c21 c22

!
=

=

 
c11a11 + c21a12 c11a12 + c21a22
c12a11 + c22a12 c12a12 + c22a22

!  
c11 c12
c21 c22

!
;

a011 = c211a11 + c21c11a12 + c11c21a12 + c221a22;

a022 = c212a11 + c22c12a12 + c12c22a12 + c222a22;

a011 + a022 = a11(c
2
11 + c212) + 2a12(c11c21 + c12c22) + a22(c

2
21 + c222):

�±¯®¬¨¬ ¿¢»© ¢¨¤ ¤¢³¬¥°»µ ®°²®£® «¼»µ ¬ ²°¨¶: 
cos' � sin'
sin' cos'

!
¨«¨

 
cos' sin'
sin' � cos'

!
:

� ª ·²®

c211 + c212 = cos2 '+ sin2 ' = 1;

c11c21 + c12c22 = cos'(� sin')� sin' cos' = 0;

c221 + c222 = sin2 '+ cos2 ' = 1:

� ·¨², a011 + a022 = a11 + a22. 2

� ¬¥· ¨¥ 10.14. �ª § »¥ ¨¢ °¨ ²» ¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¨¢ °¨ ² ¬¨ ®²®±¨-
²¥«¼® ³¬®¦¥¨¿ ³° ¢¥¨¿   ¥³«¥¢®¥ �. �²  ®¯¥° ¶¨¿ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ § ¬¥®©
¯°¿¬®³£®«¼»µ ª®®°¤¨ ².
� ¤ ·  4. �®¦® «¨  ©²¨ ¡®«¥¥ ¸¨°®ª¨© ª« ±± § ¬¥, ·²®¡» ±®µ° ¿«¨±¼ ³ª -
§ »¥ ¨¢ °¨ ²» ?
� ¬¥· ¨¥ 10.15. �¢ °¨ ²®±²¼ S ¨ � ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨§ ¥ª®²®°®© ¡®«¥¥
®¡¹¥© ²¥®°¥¬», ª®²®°³¾ ¬» ±¥©· ± ¤®ª ¦¥¬.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 10.16. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬ ¬®£®·«¥®¬ ¬ ²°¨¶» Q  §»¢ ¥²±¿
�Q := det (Q� �E), £¤¥ E | ¥¤¨¨· ¿ ¬ ²°¨¶ .

�¥®°¥¬  10.17. �®½´´¨¶¨¥²» µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ¬ ²°¨¶» Q
¿¢«¿¾²±¿ ®°²®£® «¼»¬¨ ¨¢ °¨ ² ¬¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®.

�Q0(�) = det (Q0 � �E) = det (CTQC � �E) = det (CTQC � �CTC) =

= det (CT (Q� �E)C) = (detC)2det (Q� �E) = �Q(�): 2
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10.3. �¯°¥¤¥«¥¨¥ ª ®¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿ ¯® ¨¢ °¨ -
² ¬

� ª ¡»«® ¯®ª § ® ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» ® ¯°¨¢¥¤¥¨¨ ª ª ®¨·¥±ª®¬³
¢¨¤³, «¾¡®¥ ³° ¢¥¨¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  § ¬¥®© ¯°¿¬®³£®«¼»µ ª®®°¤¨ ² ¯°¨¢®-
¤¨²±¿ ª ®¤®¬³ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ¢¨¤®¢

1) F = �1(x)2 + �2(y)2 + � (�1; �2 6= 0);

2) F = �2(y)2 + 2b1x (�2; b1 6= 0);

3) F = �2(y)2 + � (�2 6= 0).

�  ½²®¬ ½² ¯¥ ¡»«¨ ¯°®¢¥¤¥» ²®«¼ª® § ¬¥» ¯°¿¬®³£®«¼»µ ª®®°¤¨ ² (¨ª ª ¨µ
³¬®¦¥¨©   ¥³«¥¢»¥ ¬®¦¨²¥«¨ ¥¹¥ ¥ ¯°®¨§¢®¤¨«®±¼), ¯®½²®¬³ ¢±¥ ¨¢ °¨ ²»
±®µ° ¨«¨±¼. � ·¨², ¥±«¨ ¬» ±¬®¦¥¬ ¯® ¨¢ °¨ ² ¬ ¢ ½²®¬ ¢¨¤¥  ©²¨ ³° ¢¥¨¥,
²® ¨ ¢ ¨±µ®¤®¬ ²®¦¥.

�®±² ¢¨¬ ² ¡«¨¶³

�³· © A S � �

1

0B@ �1 0 0
0 �2 0
0 0 �

1CA �1 + �2 �1�2 �1�2�

2

0B@ 0 0 b1
0 �2 0
b1 0 0

1CA �2 0 ��2b21

3

0B@ 0 0 0
0 �2 0
0 0 �

1CA �2 0 0

�·¥¢¨¤® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 10.18. �¨¯» ª¢ ¤°¨ª 1 � 3 ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ § ·¥¨¿¬¨
¨¢ °¨ ²®¢

1) � 6= 0;

2) � = 0, � 6= 0;

3) � = 0, � = 0, S 6= 0.

� ±±¬®²°¨¬ ª ¦¤»© ±«³· © ®²¤¥«¼®.
1. F = �1(x)2 + �2(y)2 + � (�1; �2 6= 0).

�°¥¤«®¦¥¨¥ 10.19. �®½´´¨¶¨¥²» �1 ¨ �2 ¿¢«¿¾²±¿ ª®°¿¬¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥-
±ª®£® ¬®£®·«¥  ¬ ²°¨¶» Q.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �Q = det

 
�1 � � 0

0 �2 � �

!
= (�1 � �)(�2 � �). 2

�² ª, ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ ®²¢¥² ±«¥¤³¾¹¨©: �1 ¨ �2  µ®¤¿²±¿ ª ª ª®°¨ µ ° ª²¥-
°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  �2 � S�+ � = 0,   � = �=�.
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�«¥¤±²¢¨¥ 10.20. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¨¬¥¥² ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ª®°¨.

2. F = �2(y)
2 + 2b1x (�2; b1 6= 0).

� ½²®¬ ±«³· ¥ �2 = S, b1 = �
s
��

S
. �²® ¯ ° ¡®«  ± ´®ª «¼»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬

p =

s
��

S3
.

3. F = �2(y)2 + � (�2 6= 0).
�³² �2 = S, ® ¢»·¨±«¨²¼ � ·¥°¥§ S, � ¨ � ¥¢®§¬®¦®. �¥®¡µ®¤¨¬ ¥¹¥ \¯®·²¨

¨¢ °¨ ²".
�¯°¥¤¥«¨¬ ´³ª¶¨¾ K ´®°¬³«®©

K :=

����� a11 a1
a1 a0

�����+
����� a22 a2
a2 a0

����� :
�¥¬¬  10.21. �®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ¬ ²°¨¶» A ¥ ¬¥¿¾²±¿
¯°¨ § ¬¥ µ ¯°¿¬®³£®«¼»µ ª®®°¤¨ ² ± ®¡¹¨¬  · «®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬ ²°¨¶  D =

0B@ c11 c12 0
c21 c22 0
0 0 1

1CA ®°²®£® «¼ .

� «¼¸¥ ¤®±«®¢® ª ª ¢ ²¥®°¥¬¥ 10.17. 2

�¥®°¥¬  10.22. �±«¨ � = � = 0, ²® ´³ª¶¨¿ K ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬ ¨¢ °¨-
 ²®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬¥²¨¬, ·²® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ A ¨¬¥¥² ¢¨¤�������
a11 � � a12 a1
a12 a22 � � a2
a1 a2 a0 � �

������� =

= ��3 + (a0 + a11 + a22)�
2 �

 ����� a11 a1
a1 a0

�����+
����� a22 a2
a2 a0

�����+
����� a11 a12
a12 a22

�����
!
�+� =

= ��3 + (a0 + S)�2 � (K + �) �+�:

� ±¨«³ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬» k ¨¢ °¨ ²¥ ¯°¨ ¯°¿¬®³£®«¼»µ § ¬¥ µ, ±®µ° ¿¾-
¹¨µ  · «®. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ²°¥¡³¥¬ � = � = 0. �®±ª®«¼ª³ ¤®¡¨²¼±¿ a12 = 0 ¬®¦®
®¤¨¬ ¨ ²¥¬ ¦¥ ¯®¢®°®²®¬ ¤«¿ ±¨±²¥¬, ®²«¨· ¾¹¨µ±¿   ±¤¢¨£, ²® ¬®¦® ±·¨² ²¼,
·²® ³¦¥ a12 = 0 ³ ¨±µ®¤®£® ³° ¢¥¨¿. �®±ª®«¼ª³ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ � = a11a22 = 0, ²®
¡¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨ ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® a11 = 0,   a22 6= 0. �§ � = �a21a22 = 0
¯®«³· ¥¬ a1 = 0. �®£¤  F ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤ F = a22y

2 + 2a2y + a0. � ±±¬®²°¨¬ ±¤¢¨£

x = x0 + x0; y = y0 + y0:
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�®£¤ 

F 0 = a22(y
0 + y0)

2 + 2a2(y
0 + y0) + a0 = a22(y

0)2 + 2(a22y0 + a2)y
0 + (a22y

2
0 + 2a2y0 + a0);

a022 = a22; a02 = a22y0 + a2; a00 = a22y
2
0 + 2a2y0 + a0:

�°¨ ½²®¬

A =

0B@ 0 0 0
0 a22 a2
0 a2 a0

1CA ; A0 =

0B@ 0 0 0
0 a022 a02
0 a02 a00

1CA :
�®£¤  K = a22a0 � a22,  

K 0 = a22(a22y
2
0 + 2a2y0 + a0)� (a22y0 + a2)

2 = a22a0 � a22 = K: 2

�¥°¥¬±¿ ª ²°¥²¼¥¬³ ±«³· ¾: F = �2y
2 + � ,

A =

0B@ 0 0 0
0 �2 0
0 0 �

1CA ; S = �2; � = � = 0;

K = �2�; � =
K

S
:

�¥®°¥¬  10.23. �«¥¤³¾¹ ¿ ² ¡«¨¶  ¤ ¥² ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¨ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿
¯°¨ ¤«¥¦®±²¨ ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ª ®¤®¬³ ¨§ ¤¥¢¿²¨ ¢¨¤®¢ ¢ ²¥°¬¨ µ
¨¢ °¨ ²®¢:

1. �««¨¯± � > 0 S� < 0
2. �¨¬»© ½««¨¯± � > 0 S� > 0
3. � °  ¬¨¬»µ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ � > 0 � = 0
4. �¨¯¥°¡®«  � < 0 � 6= 0
5. � °  ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ � < 0 � = 0
6. � ° ¡®«  � = 0 � 6= 0
7. � °  ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ � = � = 0 K < 0
8. � °  ¬¨¬»µ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ � = � = 0 K > 0
9. � °  ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬»µ � = � = 0 K = 0

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®¢¥¤¥¬ ¤«¿ ½««¨¯± .

F =
x2

a2
+
y2

b2
� 1 = 0; A =

0B@
1
a2

0 0
0 1

b2
0

0 0 �1

1CA ;
� =

1

a2
� 1
b2
> 0; S =

1

a2
+

1

b2
> 0; � = � 1

a2
� 1
b2
< 0:

�°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¤°³£®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ¨¢ °¨ ²» ¥ ¨§¬¥¿²±¿. �±«¨ ³¬®¦¨¬
F   ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ª®±² ²³, ²® § ª¨ ¨¢ °¨ ²®¢ ®±² ³²±¿ ¯°¥¦¨¬¨,   ¥±«¨
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³¬®¦¨¬ F   ®²°¨¶ ²¥«¼³¾ ª®±² ²³, ²® § ª � ¥ ¨§¬¥¨²±¿,   § ª¨ S ¨ �
¨§¬¥¿²±¿, § ·¨², § ª S� ®±² ¥²±¿ ¯°¥¦¨¬.

�¡° ²®, ° ±±¬®²°¨¬ ª¢ ¤°¨ª³ ± � > 0 ¨ S� < 0. � ª ª ª � 6= 0, ²® ® 
¯°¨¢¥¤¥²±¿ ª ¯¥°¢®¬³ ²¨¯³:

F = �1(x)
2 + �2(y)

2 + � (�1; �2 6= 0);

A =

0B@ �1 0 0
0 �2 0
0 0 �

1CA ; S = �1 + �2; � = �1�2 � = �1�2�:

� ª ª ª � > 0, ²® �1 ¨ �2 ®¤®£® § ª , § ·¨², ¨ S ²®£® ¦¥ § ª . � ª ª ª S� < 0,
²® � ¤°³£®£® § ª , ¨ � = �=� ²®¦¥. �®½²®¬³ ¯®±«¥ ¤¥«¥¨¿   �� ¯°¨µ®¤¨¬ ª
³° ¢¥¨¾ ½««¨¯± . 2

�«¥¤±²¢¨¥ 10.24. �®±ª®«¼ª³ ª®½´´¨¶¨¥²» ª ®¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿ ¢»° ¦ -
¾²±¿ ·¥°¥§ ¨¢ °¨ ²» ¨ ±¥¬¨¨¢ °¨ ², ²® ³° ¢¥¨¿ ®¯°¥¤¥«¥» ®¤®§ ·®.

�°¨¬¥° 10.25. �¯°¥¤¥«¨²¼ ²¨¯ ª°¨¢®© x2 � 5xy + 4y2 + x+ 2y � 2 = 0.

A =

0B@ 1 �5=2 1=2
�5=2 4 1
1=2 1 �2

1CA ;

S = 5; � = 4 � 25

4
= �9

4
; � = �8� 5

4
� 5

4
� 1 � 1 +

25

2
= 0;

² ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²® ¯ °  ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ.
�°¨¬¥° 10.26. �¯°¥¤¥«¨²¼ ²¨¯ ª°¨¢®© 5x2 + 12xy � 22x� 12y � 19 = 0.

A =

0B@ 5 6 �11
6 0 �6
�11 �6 �19

1CA ;
S = 5; � = �36; � = 2 � 36 � 11 + 36 � 19 � 36 � 5 = 792 + 504 = 1296;

² ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²® £¨¯¥°¡®« .
� ¤ ·  5. � ©²¨ (± ¯®¬®¹¼¾ ¨¢ °¨ ²®¢) ª ®¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿ ½²¨µ ª°¨¢»µ.

10.4. � ±¯ ¤ ¾¹¨¥±¿ ª°¨¢»¥

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 10.27. �«£¥¡° ¨·¥±ª ¿ ª°¨¢ ¿ F (x; y) = 0  §»¢ ¥²±¿ ° ±¯ ¤ ¾-
¹¥©±¿, ¥±«¨ F = F1 � F2, £¤¥ F1 ¨ F2 | ¬®£®·«¥» ¥³«¥¢®© ±²¥¯¥¨.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 10.28. �±«¨  «£¥¡° ¨·¥±ª ¿ ª°¨¢ ¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¯®°¿¤ª  F = 0
±®¤¥°¦¨² ¯°¿¬³¾ Ax+ By + C = 0, ²® F = f � F1, ². ¥. ¬®£®·«¥ F ¤¥«¨²±¿  
f ¼¥§ ®±² ²ª .
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ A 6= 0 (¤«¿ B 6= 0   «®£¨·®). � §¤¥«¨¬ ¬®£®·«¥ F  
f ª ª ¬®£®·«¥» ®² x ± ®±² ²ª®¬ r(y). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® r 6= 0, ². ¥.  ©¤¥²±¿
² ª ¿ ²®·ª  y0, ·²® r(y0) 6= 0. �»¡¥°¥¬ x0 ² ª, ·²®¡»

f(x0; y0) = Ax0 +By0 + C = 0; ²:¥: x0 = � 1

A
� (By0 + C):

�®£¤  (x0; y0) 2 ff = 0g � fF = 0g ¨

0 = F (x0; y0) = f(x0; y0) � F1(x0; y0) + r(y0) = 0 � F1(x0; y0) + r(y0) = r(y0):

�°®²¨¢®°¥·¨¥. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 10.29. �±«¨ ª°¨¢ ¿ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  F (x; y) = 0 ±®¤¥°¦¨² ¯°¿¬³¾
Ax + By + C = 0, ²® F = (Ax + By + C) � (A1x + B1y + C1). �²® ¢®§¬®¦®
±¤¥« ²¼ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  � = 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¯®«³· ¥²±¿ ±° §³ ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ¯°¥¤«®-
¦¥¨¿,   ¢²®°®¥ | ¨§ ¯¥°¢®£® ¨ ²¥®°¥¬» ®¡ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ¢¨¤  ª°¨¢®© ¯® ¨¢ °¨ -
² ¬. 2

�°¨¬¥° 10.30.

F (x; y) = x2 � 5xy + 4y2 + x+ 2y � 2 = x2 � (5y � 1)x+ (4y2 + 2y � 2);

x1;2 =
5y � 1 � (3y � 3)

2
; x1 = 4y � 2; x2 = y + 1;

F (x; y) = (x� x1) � (x� x2) = (x� 4y + 2) � (x� y � 1):

� ¤ ·  6. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ a11 6= 0, ²® ª¢ ¤° ²®¥ ³° ¢¥¨¥ F (x; y) = 0 ®²-
®±¨²¥«¼® x ¨¬¥¥² ±®¨¬ ¤¨±ª°¨¬¨ ²®¬ ª¢ ¤° ²»© ²°¥µ·«¥ ®²®±¨²¥«¼® y,
¤¨±ª°¨¬¨ ² ª®²®°®£® ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ° ¢¥ a11�. � · ±²®±²¨, ª®°¥¼ ¨§¢«¥ª -
¥²±¿ ²®·® ¯°¨ � = 0.

�¥®°¥¬  10.31. � �°®¨§¢®«¼»© ®°²®£® «¼»© ¨¢ °¨ ² J ¬®£®·«¥  ¢²®°®©
±²¥¯¥¨, ¯®«¨®¬¨ «¼® § ¢¨±¿¹¨© ®² ¥£® ª®½´´¨¶¨¥²®¢, ¿¢«¿¥²±¿ ¬®£®·«¥®¬
®² S, � ¨ �.

10.5. �¥®°¥¬» ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ¤«¿ ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 

� ¯®¬¨¬, ·²® ª¢ ¤°¨ª  | ½²®  «£¥¡° ¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ±
²®·®±²¼¾ ¤® ³¬®¦¥¨¿   ¥³«¥¢®© ¬®¦¨²¥«¼.

�¥®°¥¬  10.32. �³¹¥±²³¥² ¨ ¥¤¨±²¢¥  ª¢ ¤°¨ª , ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ¤ »¥ ° §-
«¨·»¥ ¯¿²¼ ²®·¥ª, ¨ª ª¨¥ ·¥²»°¥ ¨§ ª®²®°»µ ¥ «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ Pi(xi; yi), i = 1; : : : ; 5, | ½²¨ ²®·ª¨ ¢ ¥ª®²®°®© ¯°¿¬®-
³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ². �«¿  µ®¦¤¥¨¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ³° ¢¥¨¿ ¨±ª®¬®©
ª¢ ¤°¨ª¨ ¢®§¨ª ¥² ±¨±²¥¬  ¨§ 5 «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©:

a11x
2
i + 2a12xiyi + a22y

2
i + 2a1xi + 2a2yi + a0 = 0; i = 1; : : : 2;

®² 6 ¥¨§¢¥±²»µ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ³¬®¦¥¨¿   ¥³«¥¢®© ¬®¦¨²¥«¼. � ª ¿ ±¨-
±²¥¬  ¢±¥£¤  ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥. �® ®¤®§ ·® ± ²®·®±²¼¾ ¤® ³¬®¦¥¨¿   ¥³«¥-
¢®© ¬®¦¨²¥«¼, ¥±«¨ ³° ¢¥¨¿ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �®¯³±²¨¬ ¯°®²¨¢®¥. �³±²¼,
 ¯°¨¬¥°, ¯¿²®¥ ³° ¢¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ©¨¥© ¯¥°¢»µ ·¥²»°¥µ, ² ª
·²® «¾¡ ¿ ª¢ ¤°¨ª , ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ P1; : : : ; P4, ¯°®µ®¤¨² ¨ ·¥°¥§ P5. � ±±¬®²°¨¬
¤¢  ±«³· ¿.

1: ²°¨ ²®·ª¨ ¨§ P1; : : : ; P4,  ¯°¨¬¥°, P1; P2; P3 «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©, ª®²®°³¾
®¡®§ ·¨¬ l.

��
��

��
��
��
��
��
��
��
�

























r

r

r

r
rP5

m

P4

P1

P2

P3

l

�°®¢¥¤¥¬ ¯°¿¬³¾m, ±®¤¥°¦ ¹³¾ P4 ¨ ¥ ±®¤¥°¦ ¹³¾ P5. � ª ª ª 4 ²®·ª¨ ¥ «¥¦ ²
  ®¤®© ¯°¿¬®©, ²® m 6= l ¨ m [ l | ª¢ ¤°¨ª , ¥ ±®¤¥°¦ ¹ ¿ P5. �°®²¨¢®°¥·¨¥.

2: ¨ª ª¨¥ ²°¨ ²®·ª¨ ¨§ P1; : : : ; P4 ¥ «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©. �®£¤  ®¯°¥¤¥«¥»
¤¢¥ ª¢ ¤°¨ª¨: q1 := (P1P2) [ (P3P4) ¨ q2 := (P1P4) [ (P2P3).
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## �
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P1

P2

P3

P4

P5

�® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾, P5 2 q1, P5 2 q2. �® q1 \ q2 = fP1; P2; P3; P4g. �°®²¨¢®°¥·¨¥.
2
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�¥®°¥¬  10.33. �±«¨ ¤¢  ³° ¢¥¨¿ ¢²®°®© ±²¥¯¥¨ F = 0 ¨ G = 0 § ¤ ¾² ®¤³
¨ ²³ ¦¥ ª°¨¢³¾, ². ¥. ®¤® ¨ ²® ¦¥ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ¯°¨·¥¬ ±®¤¥°¦ ¹³¾ ¡®«¥¥
®¤®© ²®·ª¨, ²® F = �G, � 6= 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. ���, ¯®¤¯ ¤ ¾¹¨¥ ¯®¤ ´®°¬³«¨°®¢ª³ ²¥®°¥¬»,  §®¢¥¬ ±®-
¤¥°¦ ²¥«¼»¬¨ (��� ¨ ¯ °» ¯°¿¬»µ, ¡»²¼ ¬®¦¥² ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ), ¯°®·¨¥ | ¥-
±®¤¥°¦ ²¥«¼»¬¨ (²®·ª  ¨ ¯³±²®¥ ¬®¦¥±²¢®). �«¿ ¢±¥µ ±®¤¥°¦ ²¥«¼»µ ª°¨¢»µ,
ª°®¬¥ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬»µ, ±³¹¥±²¢³¾² ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¨¬ 4 ²®·ª¨, ¥ «¥¦ ¹¨¥
  ®¤®© ¯°¿¬®©. �®½²®¬³ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» ¤«¿ ¨µ ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥-
®°¥¬». �±² «±¿ ±«³· © ¤¢³µ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬»µ. �³±²¼ F = 0 ¨ G = 0 ±®¤¥°¦ ²
Ax+Bx+ C = 0. �®£¤  ¯® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ ® ° ±¯ ¤ ¾¹¨µ±¿ ª°¨¢»µ,

F = (Ax+By + C) � (A1x+B1y + C1); G = (Ax+By + C) � (A2x+B2y + C2):

�®£¤  °¥·¼ ¨¤¥² ® ±®¢¯ ¢¸¨µ ¯°¿¬»µ, ²® ¢²®°»¥ ±®¬®¦¨²¥«¨ ¤®«¦» ®¯°¥¤¥«¿²¼
²³ ¦¥ ¯°¿¬³¾ Ax+Bx+C = 0,   § ·¨², ¯® ²¥®°¥¬¥ ®¡ ³° ¢¥¨¿µ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª ,
§ ¤ ¾¹¨µ ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ª°¨¢³¾,

A1x+B1y + C1 = � (Ax+Bx+ C); A2x+B2y + C2 = � (Ax+Bx+ C);

² ª ·²® G =
�

�
F . 2

10.6. �¥®°¥¬  � ±ª «¿. \�®±²°®¥¨¥" ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®-
°¿¤ª  ¯® ¯¿²¨ § ¤ »¬ ²®·ª ¬.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 10.34. �¥±²¨¢¥°¸¨¨ª®¬  §»¢ ¥²±¿ ³¯®°¿¤®·¥»©  ¡®°
A1; : : : ; A6 ¸¥±²¨ ²®·¥ª   ¯«®±ª®±²¨,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ ®¡¹¥¬ ¯®«®¦¥¨¨, ². ¥. ¨-
ª ª¨¥ 3 ²®·ª¨ ¥ «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©. �£® ±²®°®»: A1A2, A2A3, ... A6A1.
�°®²¨¢®¯®«®¦»¥ ±²®°®»: A1A2 ¨ A4A5, A2A3 ¨ A5A6, A3A4 ¨ A6A1.
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A1
A2

A3

A4
A5

A6

A1

A2

A3

A4

A5
A6

A1

A2

A3

A4

A5

A6

� ¬¥· ¨¥ 10.35. �¨ª ª¨¥ 3 ²®·ª¨ ��� ¥ «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©. �²® ±«¥¤³¥²
¨§ ° ±±¬®²°¥¨¿ ¬®¦¥±²¢  ²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯°¿¬®©, § ¤ ®© ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨, ±
ª°¨¢®©. � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³· ¥¬ ³° ¢¥¨¥ ¥ ±² °¸¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª    ¯ ° ¬¥²°.
� ·¨², ¥±«¨ ª°¨¢ ¿ ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± ¯°¿¬®© ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¯® 2 ²®·ª ¬, ²® ®  ¯°¿¬³¾
±®¤¥°¦¨². �®¤°®¡»¥ ¢»ª« ¤ª¨ ¡³¤³² ¯°®¢¥¤¥» ¢ ±«¥¤³¾¹¨µ ¯ ° £° ´ µ. � ª¨¬
®¡° §®¬, ³¯®°¿¤®·¥»©  ¡®° 6 ° §«¨·»µ ²®·¥ª ��� § ¤ ¥² ¸¥±²¨¢¥°¸¨¨ª.
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�¥®°¥¬  10.36 (� ±ª «¿). �®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»µ ±²®°® ¸¥±²¨-
¢¥°¸¨¨ª , ¢¯¨± ®£® ¢ ���, «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ P1 = (A1A2)\ (A4A5), P2 = (A2A3)\ (A5A6), P3 = (A3A4)\
(A6A1). �®ª ¦¥¬, ·²® P3 2 (P1P2).

� ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¿ ª°¨¢»µ ²°¥²¼¥© ±²¥¯¥¨

P (x; y) = a111x
3+a112x

2y+a122y
2+a222y

3+a011x
2+a012xy+a022y

2+a001x+a002y+a000 = 0;

¯°®µ®¤¿¹¨µ ·¥°¥§ 8 ²®·¥ª: A1; : : : ; A6; P1; P2. �®§¨ª ¥² ®¤®°®¤ ¿ ±¨±²¥¬  ¨§ 8
³° ¢¥¨©   10 ª®½´´¨¶¨¥²®¢ aijk. �®ª ¦¥¬, ·²® ½²¨ 8 ³° ¢¥¨© «¨¥©® ¥§ -
¢¨±¨¬». �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ½²® ¥ ² ª, ². ¥. ®¤® ¨§ ³° ¢¥¨© «¨¥©® ¢»° ¦ ¥²±¿
·¥°¥§ ®±² «¼»¥. �²® ®§ · ¥², ·²® «¾¡ ¿ ª³¡¨·¥±ª ¿ ª°¨¢ ¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ 7
²®·¥ª, ¯°®µ®¤¨² ¨ ·¥°¥§ ¢®±¼¬³¾.

�®¯³±²¨¬, ³° ¢¥¨¥, ®²¢¥· ¾¹¥¥ P2, ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ®±² «¼»¥. � ±±¬®²°¨¬
ª³¡¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥, ° ¢®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ³° ¢¥¨¿  ¸¥© ª¢ ¤°¨ª¨   ³° ¢¥-
¨¥ ¯°¿¬®©, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ P1, ® ¥ ·¥°¥§ P2. �°®²¨¢®°¥·¨¥.

� «®£¨·® ¤«¿ P1.
�³±²¼ ²¥¯¥°¼ \§ ¢¨±¨¬ ¿" ²®·ª  | A1. �®£¤  ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ª³-

¡¨ª¨ (A4A5) [ (A2A3) [ (A5A6). � «®£¨·® ¤«¿ ®±² «¼»µ Ai.
�² ª 8 ³° ¢¥¨© «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¨ «¾¡®¥ °¥¸¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬-

¡¨ ¶¨¥© ¤¢³µ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ °¥¸¥¨©. �¢  °¥¸¥¨¿, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ° §«¨·-
»¥ ��� ¡³¤³² «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» (®² ¯°®²¨¢®£®). � · ±²®±²¨, ª³¡¨·¥±ª¨¥
³° ¢¥¨¿ ��� (A1A2)[ (A3A4)[ (A5A6) ¨ (A2A3)[ (A4A5)[ (A6A1) «¨¥©® ¥§ ¢¨-
±¨¬». � ·¨², ³° ¢¥¨¥ Q [ (P1P2), £¤¥ Q | ¨±µ®¤ ¿ ª®¨ª , ¢»° ¦ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥
¨µ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨. � ·¨²,

P3 2
�
(A1A2) [ (A3A4) [ (A5A6)

�
\
�
(A2A3) [ (A4A5) [ (A6A1)

�
� Q [ (P1P2):

� ±¨«³ § ¬¥· ¨¿ 10.35 P3 ¥ ¬®¦¥² «¥¦ ²¼   Q. � ·¨², P3 2 (P1P2). 2

�¥®°¥¬  � ±ª «¿ ¯®§¢®«¿¥² ¯°®¢®¤¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯®±²°®¥¨¿ ²®«¼ª® ± ¯®¬®¹¼¾
«¨¥©ª¨.

�®±²°®¥¨¥ 1. �®¯³±²¨¬,  ¬ ¨§¢¥±²» 5 ²®·¥ª A1; : : : ; A5, «¥¦ ¹¨¥   ª¢ -
¤°¨ª¥ (¤«¿ ¯°®±²®²» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® «¥¦ ¹¨¬¨). � ±±¬®²°¨¬
²®·ª³ P1 = (A1A2) \ (A4A5) ¨ ¯°¿¬»¥ l2 = (A2A3) ¨ l3 = (A3A4). �®£¤  ¯® ª -
¦¤®© ²®·ª¥ P2   ¯°¿¬®© l2 ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼ ²®·ª³ A6   ª®¨ª¥ ¯® ±«¥¤³-
¾¹¥¬³ ¯° ¢¨«³. �°®¢¥¤¥¬ ¯°¿¬³¾ (P2P1) ¤® ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ± l3 ¢ ²®·ª¥ P3. �®£¤ 
A6 = (P2A5) \ (P3A1).

�®±²°®¥¨¥ 2. �®±ª®«¼ª³ ª ± ²¥«¼ ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¥«¼»¬ ¯®«®¦¥¨¥¬ ±¥ª³-
¹¥©, ²®, ³±²°¥¬«¿¿ A6 ! A5, ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³. �®¯³±²¨¬,  ¬ ¨§¢¥±²»
5 ²®·¥ª A1; : : : ; A5, «¥¦ ¹¨¥   ª¢ ¤°¨ª¥ (¤«¿ ¯°®±²®²» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¨µ ¯®±«¥¤®¢ -
²¥«¼® «¥¦ ¹¨¬¨). �» µ®²¨¬ ¯®±²°®¨²¼ ª ± ²¥«¼³¾ ¢ ²®·ª¥ A5. �®±²°®¨¬ ²®·ª¨
P1 = (A1A2) \ (A4A5), P3 = (A3A4) \ (A5A1). �³±²¼ P2 = (P1P3) \ (A2A3). �®£¤ 
(P2A5) | ¨±ª®¬ ¿ ª ± ²¥«¼ ¿.

62



�¥®°¥¬  10.37 (� ¯¯ ). � �¥®°¥¬  � ±ª «¿ ¢¥°  ¨ ¢ ±«³· ¥ ¤¢³µ ¥±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ
¯°¿¬»µ, ¥±«¨ ¯®²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» ¢¥°¸¨» ¢¯¨± ®£® ¸¥±²¨¢¥°¸¨¨ª  «¥¦ «¨
·¥°¥§ ®¤³   ª ¦¤®© ¨§ ¯°¿¬»µ, ². ¥. A1; A3; A4 |   ®¤®©,   ®±² «¼»¥ |  
¤°³£®©.

�¨¬ ²¥«¼® ¯°®  «¨§¨°®¢ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» � ±ª «¿, ¬®¦® ³¡¥-
¤¨²¼±¿, ·²® ¢¥°  ² ª¦¥

�¥®°¥¬  10.38 (®¡° ² ¿ ²¥®°¥¬  � ±ª «¿). � �±«¨ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯°®-
²¨¢®¯®«®¦»µ ±²®°® ¸¥±²¨¢¥°¸¨¨ª  «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©, ²® ¢®ª°³£ ¥£®
¬®¦® ®¯¨± ²¼ ª®¨ª³.

� ¤ ·  7. �°®¢¥±²¨ ¯®¤°®¡®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» � ¯¯ .
� ¤ ·  8. �°®¢¥±²¨ ¯®¤°®¡®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ®¡° ²®© ²¥®°¥¬» � ±ª «¿.

11. �¥°¥±¥·¥¨¥ ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ± ¯°¿-
¬®©

� ±±¬®²°¨¬ ª°¨¢³¾ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  �, § ¤ ³¾ ¢ ¥ª®²®°®©  ´´¨®© ±¨±²¥¬¥
ª®®°¤¨ ² ³° ¢¥¨¥¬

F (x; y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0;

¨ ¯°¿¬³¾ l, § ¤ ³¾ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨(
x = x0 + �t
y = y0 + �t

:

�«¿  µ®¦¤¥¨¿ ²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥¨¿ � ¨ l ¯®¤±² ¢¨¬ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¢
F = 0:

a11(x0+�t)
2+2a12(x0+�t)(y0+�t)+a22(y0+�t)

2+2a1(x0+�t)+2a2(y0+�t)+a0 = 0;

¨«¨
F2t

2 + 2F1t+ F0 = 0;

£¤¥

F2 = a11�
2 + 2a12�� + a22�

2 = q(�; �);

F1 = �(a11x0 + a12y0 + a1) + �(a12x0 + a22y0 + a2);

F0 = F (x0; y0):

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 11.1. �¥³«¥¢®© ¢¥ª²®° (�; �) ¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥
¯® ®²®¸¥¨¾ ª ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  �, ¥±«¨ F2 = q(�; �) = a11�

2 + 2a12�� +
a22�

2 = 0.
�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ½²® ±¢®©±²¢® ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ ³¬®¦¥¨¨ ³° ¢¥¨¿   ¥³-

«¥¢®© ¬®¦¨²¥«¼, ². ¥. ¿¢«¿¥²±¿ ±¢®©±²¢®¬ ª¢ ¤°¨ª¨,   ¥ ª°¨¢®©.
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�°¥¤«®¦¥¨¥ 11.2. �¯°¥¤¥«¥¨¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ª®°°¥ª²®,
². ¥. ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ².

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª²¨·¥±ª¨ ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¢»ª« ¤ª¨ ³¦¥ ¯°®¢®¤¨«¨±¼: ¥±«¨ ¨¬¥-
¥²±¿ § ¬¥  ª®®°¤¨ ² (² ª ª ª ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ²®«¼ª® ± ª¢ ¤° ²¨·®© · ±²¼¾, ²® ¬®¦®
±·¨² ²¼, ·²® ±¤¢¨£  ¥²) ± ¬ ²°¨¶¥© C, ²® 

�
�

!
= C

 
�0

�0

!
; Q0 = CTQC; £¤¥ Q =

 
a11 a12
a12 a22

!
:

�®£¤ 

q(�; �) = (�; �)Q

 
�
�

!
=

 
�
�

!T

Q

 
�
�

!
=

 
C

 
�0

�0

!!T

QC

 
�0

�0

!
=

=

  
�0

�0

!!T
CTQC

 
�0

�0

!
=

  
�0

�0

!!T
Q0
 
�0

�0

!
= q0(�0; �0):

� ª¨¬ ®¡° §®¬, °¥§³«¼² ² ¯®¤±² ®¢ª¨ ¢¥ª²®°  ¢ ª¢ ¤° ²¨·³¾ · ±²¼ ¥ § ¢¨±¨²
®² ¢»¡®°  ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ². 2

�¥®°¥¬  11.3. �°¿¬ ¿ l ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ª°¨-
¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  � «¨¡® ¨¬¥¥² ± ¥© 2 ®¡¹¨¥ ²®·ª¨ (° §«¨·»¥ ¨«¨ ±®¢¯ ¢¸¨¥)
«¨¡® ¥ ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± ¥©. �°¿¬ ¿ l  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¯® ®²®¸¥-
¨¾ ª ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  � «¨¡® ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ �, «¨¡® ¨¬¥¥² ± ¥© ®¤³
®¡¹³¾ ²®·ª³, «¨¡® ¥ ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± ¥©.

� ¬¥· ¨¥ 11.4. \�¢¥ ±®¢¯ ¢¸¨¥ ²®·ª¨" ®§ · ¥², ·²® ¨¬¥¥²±¿ ±ª®«¼ ³£®¤®
¡«¨§ª ¿ ¯°¿¬ ¿, ¨¬¥¾¹ ¿ 2 ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ (±¥ª³¹ ¿). � ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ²®·ª¨,
®²«¨·»¥ ®² ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ, ¢±¥µ ²®·¥ª ¯ °» ±®¢¯ ¤ -
¾¹¨µ ¯°¿¬»µ ¨ ¥¤¨±²¢¥®© ²®·ª¨ ¯ °» ¬¨¬»µ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ.
�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥ F2t

2 + F1t + F0 = 0, £¤¥ F2 = q(�; �),  
(�; �) |  ¯° ¢«¿¾¹¨© ¢¥ª²®° l.

�±«¨  ¯° ¢«¥¨¥ ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥, ²® F2 = q(�; �) 6= 0 ¨ ª¢ ¤° ²®¥ ³° ¢¥-
¨¥ ¥¢»°®¦¤¥®. �® ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ 2, 1 ¨«¨ 0 °¥¸¥¨©. �°¨ ½²®¬ 1 °¥¸¥¨¥, ª®£¤ 
¯®«»© ª¢ ¤° ². �» ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®  · «¼ ¿ ²®·ª  (x0; y0) «¥¦¨²   ª°¨¢®©.
�®£¤  F0 = 0 ¨ ¢²®° ¿ ²®·ª  ±®¢¯ ¤ ¥² ±  · «¼®©, ¥±«¨ F1 = 0. �®¯³±²¨¬, ·²®
¯°¨ «¾¡®¬ ¬ «®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ²®·ª¨ (x0; y0) ¤® ¤°³£®© ²®·ª¨ (x1; y1)   ª°¨¢®©, ¢±¥
° ¢® ¡³¤¥¬ ¯®«³· ²¼ F1 = 0. �²® ®§ · ¥², ·²® ®¡  ª®½´´¨¶¨¥²  ¯°¨ � ¨ � (ª ª
¢¥ª²®°) ª®««¨¥ °» ¤«¿ ¢±¥µ ¡«¨§ª¨µ ²®·¥ª, ². ¥.

a11x1 + a12y1 + a1
a12x1 + a22y1 + a2

= ��
�
:
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� ·¨², ¢ ®ª°¥±²®±²¨ (x0; y0), ª°¨¢ ¿ ±®¤¥°¦¨² ¨²¥°¢ « ¯°¿¬®©, ¨ ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,
¿¢«¿¥²±¿ ° ±¯ ¤ ¾¹¥©±¿. �²¡°®±¨¢ ¨±ª«¾·¥¨¿ (±®¢¯ ¢¸¨¥, ¬¨¬»¥ ¯¥°¥±¥ª ¾-
¹¨¥±¿ ¨ ²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿), ¢¨¤¨¬, ·²® ¢ ½²¨µ ±«³· ¿µ ¨ª ª ¿ ¯°¿¬ ¿ ¥ ¬®¦¥²
¯¥°¥±¥·¼ ² ª®¥ ¬®¦¥±²¢® ¯® ®¤®© ²®·ª¥. (�» ¤®ª §»¢ «¨ ¤«¿ ¡«¨§ª®© ¯ ° ««¥«¼-
®©, ·²®¡» ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ° ±±³¦¤¥¨¥ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ 11.12 ® £¥®-
¬¥²°¨·¥±ª®© µ ° ª²¥°¨§ ¶¨¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©. �±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼
¢®§¬³¹¥¨¥ ¯®¢®°®²®¬, ²® ° ±±³¦¤¥¨¥ ³¯°®¹ ¥²±¿ (±¬.  µ®¦¤¥¨¥ ª ± ²¥«¼»µ
¨¦¥).)

�±«¨ ¦¥  ¯° ¢«¥¨¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥, ²® F2 = 0 ¨ ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤
2F1t + F0 = 0. �±«¨ F1 6= 0, ²® ¨¬¥¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥ ¿ ²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿. �±«¨
F1 = 0,   F0 6= 0, ²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¯³±²®. �±«¨ F1 = F0 = 0, ²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ l ¨ �
±®¢¯ ¤ ¥² ± l. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 11.5. �¨ª ª¨¥ ²°¨ ²®·ª¨ ª®¨ª¨ ¥ «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¯³±²¨¬ ¯°®²¨¢®¥. �®£¤  ¯°¿¬ ¿, ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ½²¨ ²°¨ ²®·ª¨,
¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥ ¨ ¶¥«¨ª®¬ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ª°¨¢®©. � ·¨², ª°¨-
¢ ¿ ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ¤¢¥ ¯°¿¬»¥ ¨ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª®¨ª®©. 2

11.1. � µ®¦¤¥¨¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©

�° ¢¥¨¥ ¤«¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©:

a11�
2 + 2a12�� + a22�

2 = 0:

�±«¨ a11 6= 0, ²® � 6= 0, ² ª ª ª ¨ ·¥ ¨ � = 0. �¥«¨¬   �2:

a11

 
�

�

!2

+ 2a12

 
�

�

!
+ a22 = 0;

¨«¨ a11k2 + 2a12k + a22 = 0, £¤¥ k =
�

�
. �®£¤ 

k =
�a12 �

q
a212 � a11a22

a11
=
�a12 �

p��
a11

:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 11.6. �¢ ¤°¨ª  F = 0 ¨¬¥¥² ½««¨¯²¨·¥±ª¨©, £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¨«¨
¯ ° ¡®«¨·¥±ª¨© ²¨¯, ¥±«¨, ±®®²¢¥±²¢¥®, � > 0, � < 0 ¨«¨ � = 0.

�¥¬¬  11.7. �²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®°°¥ª²®, ². ¥. § ª � ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®° 
±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¨ ³¬®¦¥¨¿ ³° ¢¥¨¿   ¥³«¥¢®¥ �.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬¥²¨¬, ·²® � | ¨¢ °¨ ² ²®«¼ª® ®°²®£® «¼»µ § ¬¥, ®
¯°¨ ¯°®¨§¢®«¼®© § ¬¥¥

sgn �0 = sgn detQ0 = sgn det (CTQC) = sgn (detC)2detQ = sgn �:

�°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² F ª � � F , ±µ®¤»¬ ®¡° §®¬, � ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ �2 � �. 2
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�¥®°¥¬  11.8. �°¨¢»¥ ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ²¨¯  ¥ ¨¬¥¾²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° -
¢«¥¨©; ª°¨¢»¥ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®£® ²¨¯  ¨¬¥¾² ¤¢   ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨¿;
ª°¨¢»¥ ¯ ° ¡®«¨·¥±ª®£® ²¨¯  ¨¬¥¾² ®¤®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ a11 6= 0, ²® ¡»«  ¯®«³·¥  ´®°¬³«  k =
�a12 �

p��
a11

, ¨§

ª®²®°®© ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±«¥¤³¥² ®·¥¢¨¤»¬ ®¡° §®¬. � «®£¨·® ¤«¿ ±«³· ¿ a22 6=
0. �±«¨ ¦¥ a11 = a22 = 0, ²® � = �a212 < 0 ¨ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ
 ¯° ¢«¥¨© ¯°¨¬¥² ¢¨¤

q(�; �) = 2a12�� = 0;

®²ª³¤  ¯®«³· ¥¬ ¤¢   ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨¿: (0; 1) ¨ (1; 0). 2

�°¨¬¥° 11.9. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥  ¯° ¢«¥¨¿ £¨¯¥°¡®«»

x2

a2
� y2

b2
= 1

¤®«¦» ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼

�2

a2
� �2

b2
= 0; k =

�

�
= �a

b
:

�. ¥.  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥  ¯° ¢«¥¨¿ £¨¯¥°¡®«» |  ¯° ¢«¥¨¿ ¥¥  ±¨¬¯²®².
�°¨¬¥° 11.10. � ½««¨¯± 

x2

a2
+
y2

b2
= 1

¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©:

�2

a2
+
�2

b2
= 0; , � = � = 0:

�°¨¬¥° 11.11. � ° ¡®«  ¨¬¥¥² ®¤®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥ ( ¯° ¢«¥¨¥
¥¥ ®±¨): y2 � 2px = 0 ¤ ¥² q(�; �) = �2 = 0 ¨  ¯° ¢«¥¨¥ (1; 0).
� ¤ ·  9. �±² ®¢¨²¼, ·²®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥  ¯° ¢«¥¨¿ ¯ °» ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿
¯°¿¬»µ |  ¯° ¢«¥¨¿ ½²¨µ ¯°¿¬»µ (  «¨²¨·¥±ª¨ ¨ ·¥°¥§ ²¥®°¥¬³ ® ·¨±«¥ ²®·¥ª
¯¥°¥±¥·¥¨¿). �±² ®¢¨²¼, ·²®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥  ¯° ¢«¥¨¿ ¯ °» ¯ ° ««¥«¼»µ
¨«¨ ±®¢¯ ¢¸¨µ ¯°¿¬»µ |  ¯° ¢«¥¨¿ ½²¨µ ¯°¿¬»µ.

�«¥¤±²¢¨¥ 11.12 (¨§ ²¥®°¥¬» 11.3, ¯°¨¬¥°®¢ ¨ § ¤ ·¨). �«¿ ±®¤¥°¦ ²¥«¼-
»µ ª°¨¢»µ, §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ±®¢¯ ¢¸¨µ ¯°¿¬»µ, ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¥ ±¨¬¯²®²¨-
·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨: ¯°¿¬ ¿ l ¨¬¥¥² ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥-
¨¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤   ©¤¥²±¿ ¯ ° ««¥«¼ ¿ ¥© ¯°¿¬ ¿, ¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿
ª°¨¢³¾ °®¢® ¢ ¤¢³µ ²®·ª µ.
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11.2. �¨ ¬¥²°» ¨ ¶¥²°» ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 

� ±±¬®²°¨¬ ¥¯³±²³¾ ª°¨¢³¾ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  �, § ¤ ³¾ ¢ ¥ª®²®°®©  ´´¨-
®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ³° ¢¥¨¥¬

F (x; y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0;

¨ ¯°¿¬³¾ l ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿, § ¤ ³¾ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨(
x = x0 + �t
y = y0 + �t

:

�³±²¼ l ¯¥°¥±¥ª ¥² � ¢ ¤¢³µ (¢®§¬®¦® ±®¢¯ ¢¸¨µ) ²®·ª µ, ¨ (x0; y0) | ±¥°¥¤¨ 
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ®²°¥§ª  (µ®°¤»). �®±ª®«¼ª³ ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ t1 ¨ t2, ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨µ ²®·ª ¬ ¯¥°¥±¥·¥¨¿, ¬» ¨¬¥«¨ ³° ¢¥¨¥

F2t
2 + 2F1t+ F0 = 0;

£¤¥

F2 = a11�
2 + 2a12�� + a22�

2 = q(�; �);

F1 = �(a11x0 + a12y0 + a1) + �(a12x0 + a22y0 + a2);

F0 = F (x0; y0);

¯°¨·¥¬ ¢  ¸¥¬ ±«³· ¥ F2 6= 0. �® ²¥®°¥¬¥ �¨¥²  ¤«¿ t0 = 0, ®²¢¥· ¾¹¥£® (x0; y0),
³±«®¢¨¥ ±¥°¥¤¨» µ®°¤» ¯°¨¬¥² ¢¨¤

0 = t0 =
t1 + t2
2

= �F1

F2
; F1 = 0:

�¥®°¥¬  11.13. �¥°¥¤¨» µ®°¤ ª°¨¢®© � ¤ ®£® ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥-
¨¿ (�; �) «¥¦ ²   ¯°¿¬®©

�(a11x+ a12y + a1) + �(a12x+ a22y + a2) = 0:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¯¥°¥¤ ²¥®°¥¬®©, ®±² «®±¼ ¤®ª § ²¼, ·²®
¤ ®¥ ³° ¢¥¨¥ § ¤ ¥² ¯°¿¬³¾, ². ¥. ½²® ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨,   ¥ ³«¥¢®©.
�¥°¥¯¨¸¥¬:

(a11� + a12�)x+ (a12�+ a22�)y + (a1� + a2�) = 0

�±«¨ ¡»(
a11� + a12� = 0; ��
a12� + a22� = 0; ��

(
a11�

2 + a12�� = 0;
a12�� + a22�

2 = 0;

�����+
¨ a11�

2 + 2a12�� + a22�
2 = 0, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¥ ±¨¬¯²®²¨·®±²¨  ¯° ¢«¥¨¿.

2
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ 11.14. �°¿¬ ¿ �(a11x+a12y+a1)+�(a12x+a22y+a2) = 0  §»¢ ¥²±¿
¤¨ ¬¥²°®¬ ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  F = a11x

2 + : : : = 0, ±®¯°¿¦¥»¬ ¤ ®¬³
¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¬³  ¯° ¢«¥¨¾ (�; �).
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 11.15. �¥²° ª°¨¢®© � | ² ª ¿ ²®·ª  M(x0; y0), ·²® ¢¬¥±²¥ ± «¾-
¡®© ²®·ª®© P ±®¤¥°¦¨² ¨ ²®·ª³ P 0, ±¨¬¬¥²°¨·³¾ P ®²®±¨²¥«¼® M . � ª¨¬ ®¡° -
§®¬, M | ¶¥²° ±¨¬¬¥²°¨¨ �.

�¥¬¬  11.16. �³±²¼ M(x0; y0) | ¶¥²° ª°¨¢®© �. �³¹¥±²¢³¾² ¤¢¥ ° §«¨·»µ
¯°¿¬»µ ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©, ¯°®µ®¤¿¹¨¥ ·¥°¥§ M ¨ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥ �.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ²®·ª¨ ¨ ¯°¿¬»µ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®·¥¢¨¤®. �«¿ ��� ° ±±¬®-
²°¨¬ ¤¢¥ ²®·ª¨ P ¨ Q, ®²«¨·»¥ ®²M , ¥±¨¬¬¥²°¨·»¥ ®²®±¨²¥«¼®M ¨ «¥¦ ¹¨¥
  �. �®£¤  (PM)\� � fP;P 0g, (QM)\� � fQ;Q0g, £¤¥ P 0 ¨ Q0 | ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥
±¨¬¬¥²°¨·»¥ ²®·ª¨. �®«¥¥ ²®£®, ²°¥²¼¨µ ²®·¥ª ¢ ¯¥°¥±¥·¥¨¿µ ¥², ² ª ª ª ½²®
¯°®²¨¢®°¥·¨² ±«¥¤±²¢¨¾ 11.5. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²® ³¦»¥ ¯°¿¬»¥. 2

�¥®°¥¬  11.17. �®·ª  M(x0; y0) ¿¢«¿¥²±¿ ¶¥²°®¬ ¥¯³±²®© ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®-
°¿¤ª 

F (x; y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0

²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ (
a11x0 + a12y0 + a1 = 0
a12x0 + a22y0 + a2 = 0

(³° ¢¥¨¿ ¶¥²° )

� ²¥°¬¨ µ · ±²»µ ¯°®¨§¢®¤»µ ³° ¢¥¨¿ § ¯¨¸³²±¿ ¢ ¢¨¤¥

1

2

@F

@x
(x0; y0) = 0;

1

2

@F

@y
(x0; y0) = 0:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. ) �³±²¼ (�i; �i), i = 1; 2, |  ¯° ¢«¿¾¹¨¥ ¢¥ª²®°» ¯°¿¬»µ,
®¯°¥¤¥«¥»µ ¯® ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬¥. �®£¤  (x0; y0), ª ª ±¥°¥¤¨  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ
µ®°¤, ¯°¨ ¤«¥¦¨² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¤¨ ¬¥²° ¬, ². ¥. ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¿¬

�i(a11x0 + a12y0 + a1) + �i(a12x0 + a22y0 + a2) = 0; i = 1; 2:

�¡®§ ·¨¢ ¢»° ¦¥¨¿ ¢ ±ª®¡ª µ ·¥°¥§ u ¨ v ±®®²¢¥²±¢¥®, ¯®«³·¨¬, ·²® u ¨ v
³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±¨±²¥¬¥ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©(

�1u+ �1v = 0
�2u+ �2v = 0

�°¨ ½²®¬ ³° ¢¥¨¿ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ² ª ª ª ¢¥ª²®°  (�i; �i) ¥ª®««¨¥ °».
� ·¨², ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¢®§¬®¦®±²¼: u = v = 0.
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( �³±²¼ ²®·ª  M(x0; y0) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² \³° ¢¥¨¿¬ ¶¥²° ". �¥°¥©¤¥¬ ª ®-
¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² (x0; y0):

x0 = x� x0; y0 = y � y0;

² ª ·²®
x = x0 + x0; y = y0 + y0:

�®£¤ 

F 0(x0; y0) = a11(x
0+x0)2+2a12(x0+x0)(y0+y0)+a22(y0+y0)2+2a1(x0+x0)+2a2(y0+y0)+a0 =

= a11(x
0)2+2a12x0y0+a22(y0)2+2(a11x0+a12y0+a1)x0+2(a12x0+a22y0+a2)y0+F (x0; y0) =

= a11(x
0)2 + 2a12x

0y0 + a22(y
0)2 + a00 = 0:

�·¥¢¨¤®, ·²® ¥±«¨ ²®·ª  (x0; y0) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ½²®¬³ ³° ¢¥¨¾, ²® ¨ (�x0;�y0) |
²®¦¥,   ª®®°¤¨ ²» M ¢ ®¢®© ±¨±²¥¬¥: (0; 0). 2

�«¥¤±²¢¨¥ 11.18. �¥¯³±² ¿ ª°¨¢ ¿ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  F (x; y) = a11x
2 + : : : = 0

1) ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥»© ¶¥²° , � = 0;

2) ¥ ¨¬¥¥² ¶¥²°  , � = 0; � 6= 0, ². ¥. � | ¯ ° ¡®« ;

3) ¨¬¥¥² ¶¥«³¾ ¯°¿¬³¾ ¶¥²°®¢ , � = � = 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ³° ¢¥¨¿ ¶¥²° (
a11x0 + a12y0 + a1 = 0
a12x0 + a22y0 + a2 = 0

¨¬¥¾² ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ 

����� a11 a12
a12 a22

����� = � 6= 0. �±«¨

¬» ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ r ° £ ¬ ²°¨¶»

B =

 
a11 a12 a1
a12 a22 a2

!

²® ¯°¨ � = 0 ±¨±²¥¬  ¥ ¨¬¥¥² °¥¸¥¨© ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  r = 2, ¨ ¨¬¥¥²
¡¥±ª®¥·® ¬®£® °¥¸¥¨© ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  r = 1 (³«¥¢»¬ ° £ ¡»²¼ ¥
¬®¦¥²). �·¥¢¨¤®, ·²® � 6= 0 ¢«¥·¥² r = 2,   r = 1 ¢«¥·¥² � = 0. �®ª ¦¥¬ ®¡° ²»¥
¨¬¯«¨ª ¶¨¨. �² ª, ¯³±²¼ � = � = 0 ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥ ²°¥¡³¥¬®¬³, ². ¥.
r = 2. � ·¨², ²°¥²¼¿ ±²°®ª  ¬ ²°¨¶»

A =

0B@ a11 a12 a1
a12 a22 a2
a1 a2 a0

1CA
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(®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬ ª®²®°®© ¿¢«¿¥²±¿ �) ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¯¥°¢»¥. � · ±²®±²¨, a1 =
�a11 + �a12, a2 = �a12 + �a22 ¯°¨ ¥ª®²®°»µ � ¨ �. �²® ®§ · ¥², ·²® ¯®±«¥¤¨©
±²®«¡¥¶ ¬ ²°¨¶» B ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¤¢  ¯¥°¢»µ, ª®²®°»¥, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, «¨¥©®
§ ¢¨±¨¬» (² ª ª ª � = 0). � ·¨², r = 1. �°®²¨¢®°¥·¨¥. �¥²®¤®¬ «®£¨·¥±ª®£®
¨±ª«¾·¥¨¿ ¯®«³· ¥¬ ¢²®°³¾ ®¡° ²³¾ ¨¬¯«¨ª ¶¨¾. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 11.19. �¾¡®© ¤¨ ¬¥²° ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ¢±¥ ¶¥²°» ª°¨¢®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¨ ¯°¿¬»µ ²®£® ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿, ª®²®°®¬³
±®¯°¿¦¥ ¤ »© ¤¨ ¬¥²°,  ¤® ¢»¡° ²¼ ²³, ª®²®° ¿ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ¤ »© ¶¥²°.
�¨¡® ½²® ²®·ª , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ µ®°¤¥, «¨¡® ¯°®¤®«¦¥¨¾ ¬®¦¥±²¢  ±¥°¥¤¨
µ®°¤. � «¾¡®¬ ±«³· ¥ ½²® ²®·ª  ¤¨ ¬¥²° . 2

11.3. �®¯°¿¦¥»¥ ¤¨ ¬¥²°» ¨  ¯° ¢«¥¨¿

�¥®°¥¬  11.20. �±«¨ ¥¯³±² ¿ ª°¨¢ ¿ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥»©
¶¥²°, ². ¥. � 6= 0, ²® ¤¨ ¬¥²°, ±®¯°¿¦¥»© ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¬³  ¯° ¢«¥-
¨¾ (�; �), ¨¬¥¥²  ¯° ¢«¥¨¥ (��; ��), ² ª¦¥ ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¬.
�°¨ ½²®¬ ¤¨ ¬¥²°, ±®¯°¿¦¥»©  ¯° ¢«¥¨¾ (��; ��), ¨¬¥¥²  ¯° ¢«¥¨¥ (�; �).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¯°¿¦¥»© ª (�; �) ¤¨ ¬¥²° ¨¬¥¥² ³° ¢¥¨¥

�(a11x+ a12y + a1) + �(a12x+ a22y + a2) = 0:

� ¯° ¢«¥¨¥ (u; v) ¯°¿¬®© ax+by+c = 0, ª ª ¬» § ¥¬, ¤®«¦® ®¡³«¿²¼ ®¤®°®¤³¾
· ±²¼: au+ bv = 0. �  ¸¥¬ ±«³· ¥:

�(a11�
� + a12�

�) + �(a12�
� + a22�

�) = (�; �)A

 
��

��

!
= 0: (12)

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® (��; ��) |  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥. �®£¤ 

�� (a11�� + a12�
�)| {z }

V

+�� (a12�� + a22�
�)| {z }

W

= 0:

�¬¥±²¥ ± (12) ¯®«³· ¥¬ ±¨±²¥¬³(
�V + �W = 0;

��V + ��W = 0:

�±«¨ V ¨ W ¥ ®¡° ¹ ¾²±¿ ®¤®¢°¥¬¥® ¢ ®«¼, ²® (�; �) ¨ (��; ��) ª®««¨¥ °»,
¢ · ±²®±²¨, (��; ��) ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ¨«¨ (�; �)  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ | ¯°®²¨¢®°¥-
·¨¥ (¥ £®¢®°¿ ® ²®¬, ·²® ¯® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ±®®¡° ¦¥¨¿¬ ®® ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼
ª®««¨¥ °»¬). � ·¨², V = W = 0, ². ¥.

a11�
� + a12�

� = 0

a12�
� + a22�

� = 0:
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�® � 6= 0, ¨ ½²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ �� = �� = 0, ·²® ¥
¬®¦¥² ¡»²¼  ¯° ¢«¿¾¹¨¬ ¢¥ª²®°®¬ ¤¨ ¬¥²° .

�²®° ¿ · ±²¼ ²¥®°¥¬» ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ¿¢®£® ¢¨¤  ³° ¢¥¨¿ (12) ( ¤® ²° ±¯®-
¨°®¢ ²¼). 2

�«¥¤±²¢¨¥ 11.21. �«¿ ª°¨¢®© ± ¥¤¨±²¢¥»¬ ¶¥²°®¬ «¾¡ ¿ ¯°¿¬ ¿ ¥ ±¨¬¯²®-
²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ¶¥²°, ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨ ¬¥²°®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²  ¯°¿¬ ¿ | ¤¨ ¬¥²°, ±®¯°¿¦¥»© ª  ¯° ¢«¥¨¾ ±®¯°¿¦¥-
®£® ¤¨ ¬¥²° . 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 11.22. �¢  ¤¨ ¬¥²°  ª°¨¢®© ± ¥¤¨±²¢¥»¬ ¶¥²°®¬, ¤¥«¿¹¨¥ ¯®-
¯®« ¬ µ®°¤», ¯ ° ««¥«¼»¥ ¤°³£®¬³ ¤¨ ¬¥²°³,  §»¢ ¾²±¿ ±®¯°¿¦¥»¬¨ ¤¨ ¬¥-
²° ¬¨.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 11.23. �¢   ¯° ¢«¥¨¿ (�; �) ¨ (��; ��)  §»¢ ¾²±¿ ±®¯°¿¦¥»¬¨
 ¯° ¢«¥¨¿¬¨ (®²®±¨²¥«¼® ¤ ®© ª°¨¢®©), ¥±«¨ ®¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥¨¾
(12).
� ¬¥· ¨¥ 11.24. �§ ¤®ª § ®£® ¿±®, ·²® ±®¯°¿¦¥»¥ ¤¨ ¬¥²°» ¢±¥£¤ 
¨¬¥¾² ±®¯°¿¦¥»¥  ¯° ¢«¥¨¿. �¡° ²®¥, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥¢¥°®.

�¥®°¥¬  11.25. �±«¨ ª°¨¢ ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¯ ° ¡®«®©, ². ¥. � = 0, � 6= 0, ²® ¢±¥ ¥¥
¤¨ ¬¥²°» ¨¬¥¾²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬  ¯° ¢«¥¨¥ (�; �). �®£¤  ±®¯°¿¦¥»© ¤¨ ¬¥²°
¡³¤¥² ¨¬¥²¼  ¯° ¢«¥¨¥ (��; ��), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥

��(a11�+ a12�) + ��(a12�+ a22�) = 0;

®²ª³¤ , ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬®¦¨²¥«¿,

�� = �(a12�+ a22�); �� = a11� + a12�:

�¬¥¥¬ (¯®±ª®«¼ª³ � = 0):(
a11�

� + a12�
� = ��� = 0; ��

a12�
� + a22�

� = �� = 0; ��
+

a11(�
�)2 + 2a12�

��� + a22(�
�)2 = 0;

². ¥.  ¯° ¢«¥¨¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥. 2

� ¤ ·  10. �®ª § ²¼, ·²® «¾¡ ¿ ¯°¿¬ ¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¯® ®²®-
¸¥¨¾ ª ¯ ° ¡®«¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨ ¬¥²°®¬.
� ¤ ·  11. �¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¯°¥¤»¤³¹ ¿ ²¥®°¥¬  ¢¥°  ¤«¿ ±³¹¥±²¢¥»µ ª°¨¢»µ
¯ ° ¡®«¨·¥±ª®£® ²¨¯ ,   ¥ ²®«¼ª® ¤«¿ ¯ ° ¡®«».
� ¤ ·  12. � ¯¨± ²¼ ³° ¢¥¨¥ ½««¨¯±  ¢ ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ², ®±¿¬¨ ª®²®°®© ±«³-
¦ ² ¤¢  ±®¯°¿¦¥»µ ¤¨ ¬¥²° ,   ¡ §¨±»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ | ¯®«®¢¨» µ®°¤ ½²¨µ
¤¨ ¬¥²°®¢.
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11.4. �« ¢»¥ ¤¨ ¬¥²°» ¨ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨

� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¯°¿¬®³£®«¼®©. �³±²¼ l
| ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ ±®¤¥°¦ ²¥«¼®© ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  �, ². ¥. � ¢¬¥±²¥ ±
«¾¡®© ²®·ª®© P ±®¤¥°¦¨² ¨ P 0, ±¨¬¬¥²°¨·³¾ P ®²®±¨²¥«¼® l. �° ¢¥¨¥ �:
F (x; y) = a11x

2 + : : : = 0.
�®§¬®¦» ¤¢  ±«³· ¿:
�¥°¢»© ±«³· ©: ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®¥ ª l  ¯° ¢«¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¬.

�±«¨ ³ � ¥² ²®·¥ª ¢¥ l, ²® � = l. �±«¨ ¦¥ ² ª ¿ ²®·ª  P ¨¬¥¥²±¿, ²® ±¨¬¬¥²°¨· ¿

¥© ®²®±¨²¥«¼® l ²®·ª  P 0 ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² �. �®±ª®«¼ª³  ¯° ¢«¥¨¥
��!
PP 0

|  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥, ²® ¨ ¢±¿ ¯°¿¬ ¿ (PP 0) ¤®«¦  ±®¤¥°¦ ²¼±¿ ¢ �. �² ª, � ¢
½²®¬ ±«³· ¥ ° ±¯ « ±¼   (PP 0) ¨ ¥ª®²®°³¾ ¯°¿¬³¾ m, ª®²®° ¿ ² ª¦¥ ¤®«¦ 
¡»²¼ ±¨¬¬¥²°¨·®© ®²®±¨²¥«¼® l. �®§¬®¦» ²°¨ ±«³· ¿: m = (PP 0), mk(PP 0)
¨ m = l. �² ª, ¥±«¨ ®¤  ¨§ ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°   ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¬³
 ¯° ¢«¥¨¾, ²® ¢®§¬®¦» ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢ °¨ ²»:

1) � | ±®¢¯ ¢¸¨¥ ¯°¿¬»¥. �±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ± ¬  ½²  ¯°¿¬ ¿ ¨ «¾¡ ¿
¯°¿¬ ¿, ¥© ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° ¿.

2) � | ¯ ° ««¥«¼»¥ ¯°¿¬»¥. �±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ¢®³¤ «¥ ¿ ®²
¨µ ¯°¿¬ ¿ ¨ «¾¡ ¿ ¯°¿¬ ¿, ¥© ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° ¿.

3) � | ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»¥ ¯°¿¬»¥. �¬¥¥²±¿ ·¥²»°¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ (¯°¿¬»¥ ¨
¡¨±±¥ª²°¨±» ³£«®¢).

�²®°®© ±«³· ©: ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®¥ ª l  ¯° ¢«¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥-
±ª¨¬.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 11.26. �¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®¥ ±®¯°¿-
¦¥®¬³ ¥¬³ ¤¨ ¬¥²°³  §»¢ ¥²±¿ £« ¢»¬  ¯° ¢«¥¨¥¬ ª°¨¢®© �,   ¤¨ ¬¥²°  -
§»¢ ¥²±¿ £¤ ¢»¬ ¤¨ ¬¥²°®¬.

�¥®°¥¬  11.27. �« ¢»© ¤¨ ¬¥²° ¿¢«¿¥²±¿ ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨¢®© �. �¡° ²®,
¤«¿ ±®¤¥°¦ ²¥«¼»µ ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª , ®²«¨·»µ ®² ¯ °» ¯ ° ««¥«¼»µ,
±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¨«¨ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»µ ¯°¿¬»µ (². ¥. ¯®«³·¨¢¸¨µ±¿ ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥),
®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ £« ¢»¬ ¤¨ ¬¥²°®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¤¨ ¬¥²° ±®±²®¨² ¨§ ±¥°¥¤¨ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»µ
µ®°¤, ². ¥. ¿¢«¿¥²±¿ ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨.

�¡° ²®, ¯® ° ±±³¦¤¥¨¾ ¯°® ¯¥°¢»© ±«³· ©, ¬» ¨±ª«¾·¨«¨ ²¥ ±«³· ¨, ª®£¤  ®±¼
±¨¬¬¥²°¨¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°   ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¬³  ¯° ¢«¥¨¾. �®½²®¬³
¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®¥ ®±¨  ¯° ¢«¥¨¥ | ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥. � ª ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨, ® 
¤¥«¨² µ®°¤» ½²®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¯®¯ « ¬, ¨ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨ ¬¥²°®¬.
�®±ª®«¼ª³ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°», ²® £« ¢»¬. 2
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�¥®°¥¬  11.28. �¥ª²®° (�; �) § ¤ ¥² £« ¢®¥  ¯° ¢«¥¨¥ ª°¨¢®© F = a11x
2+: : : =

0, ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ® ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ ³° ¢¥¨¿

Q

 
�
�

!
= �

 
�
�

!
; £¤¥ Q =

 
a11 a12
a12 a22

!
;

  � | ¥³«¥¢®© ª®°¥¼ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿

det (Q� �E) = �2 � S� + � = 0:

� ª®© ¢¥ª²®°  §»¢ ¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬ ¬ ²°¨¶» Q, ®²¢¥· ¾¹¨¬
±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ (�; �) | £« ¢®¥  ¯° ¢«¥¨¥. �®£¤  ³° ¢¥¨¥ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¥£® ±®¯°¿¦¥®£® ¤¨ ¬¥²° 

�(a11x+ a12y + a1) + �(a12x+ a22y + a2) = 0;

¯°¨·¥¬ ¥£® ®°¬ «¼ n ¯® ³±«®¢¨¾ ª®««¨¥ °  (�; �), ². ¥.

n =

 
a11�+ a12�
a12�+ a22�

!
= �

 
�
�

!
;

¨«¨

Q

 
�
�

!
= �

 
�
�

!
:

�¥°¥¯¨¸¥¬:

(Q� �E)

 
�
�

!
=

 
0
0

!
:

�²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¥³«¥¢®¥ °¥¸¥¨¥ (�; �). �«¿ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¥¥ ¤®«¦¥
° ¢¿²¼±¿ ³«¾: det (Q� �E) = �Q(�) = �2 � S�+ � = 0. � ±±¬®²°¨¬ ¥£® ª®°¥¼ �.
�±«¨ � = 0, ²® ±¨±²¥¬  ¯¥°¥¯¨¸¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥:(

a11�+ a12� = 0 �
a12�+ a22� = 0 �

+

a11�
2 + 2a12�� + a22�

2 = 0;

². ¥. (�; �) |  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥.
�¡° ²®, ¥±«¨ � 6= 0, ²®(

a11�+ a12� = �� �
a12�+ a22� = �� �

+

a11�
2 + 2a12�� + a22�

2 = �(�2 + �2) 6= 0:
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� ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¯° ¢«¥¨¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ±®¡±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬ Q, ®²¢¥· ¾¹¨¬
� 6= 0, ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, £« ¢®¥, ² ª ª ª ³±«®¢¨¥ ª®««¨¥ °®±²¨
(�; �) ¨ ®°¬ «¨ ª ±®¯°¿¦¥®¬³ ¤¨ ¬¥²°³, ª ª ¬» ¯®ª § «¨, ½ª¢¨¢ «¥²» ³±«®¢¨¾

(Q� �E)

 
�
�

!
=

 
0
0

!
: 2

�¥¬¬  11.29. �³±²¼ �1 6= �2 | ª®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿. �®£¤ 
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» (�1; �1) ¨ (�2; �2) ¥ª®««¨¥ °».

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®£¤  ®¤¨ ¨§ ª®°¥© ®²«¨·¥ ®² 0, ¯³±²¼ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ |
�1. �°®¬¥ ²®£®, ®·¥¢¨¤®, ¬®¦® ±·¨² ²¼ ¢¥ª²®°» ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¬¨, ®¡®§ ·¨¬ ¥£®
·¥°¥§ (�; �). �®£¤ 

�1

 
�
�

!
= Q

 
�
�

!
= �2

 
�
�

!
;

·²® ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ¯°¨ ³«¥¢®¬ ¢¥ª²®°¥ (�; �). 2

�«¥¤±²¢¨¥ 11.30. �««¨¯± ± ° §«¨·»¬¨ ¯®«³®±¿¬¨ (². ¥. ®²«¨·»© ®²
®ª°³¦®±²¨) ¨ £¨¯¥°¡®«  ¨¬¥¾² °®¢® ¤¢¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨, ª®²®°»¥ ²¥¬ ± ¬»¬
±®¢¯ ¤ ¾² ± ®±¿¬¨ ª ®¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ². � ° ¡®«  ¨¬¥¥² °®¢® ®¤³
®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨, ±®¢¯ ¤ ¾¹³¾ ± ®±¼¾ Ox ª ®¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ².

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ �1 ¨ �2 | ª®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥ . �±«¨
®¨ ° §«¨·»¥ ¨ ¥³«¥¢»¥, ²® ¨¬¥¥¬ ¯® «¥¬¬¥ ¤¢  ° §»µ £« ¢»µ  ¯° ¢«¥¨¿.
2

� ¬¥· ¨¥ 11.31. �«¿ ®ª°³¦®±²¨, ª®£¤  �1 = �2, «¾¡®¥  ¯° ¢«¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿
£« ¢»¬.

12. �¨¤ ¨ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 

�¨¤ ª ®¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿ ¬» ³¬¥¥¬ ¢»·¨±«¿²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ¨¢ °¨ ²®¢.
�°®¬¥ ²®£®, ¬» ³¬¥¥¬ ¯°¨¢®¤¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯®¤¡®°  ³£«  ', ¨ ². ¤. �¥©· ± ¬»
®¡±³¤¨¬ ¤°³£®©  «£®°¨²¬, ¡®«¥¥ ³¨¢¥°± «¼®£® µ ° ª²¥°  ( ¯°¨¬¥°,   «®£¨·-
»©  «£®°¨²¬ ¡³¤¥² ° ¡®² ²¼ ¤«¿ ¯®¢¥°µ®±²¥©).

1. �¥¸ ¥¬ ³° ¢¥¨¿ ¶¥²° :(
1
2 � @F@x = a11x+ a12y + a1 = 0;
1
2 � @F@y = a12x+ a22y + a2 = 0;

�³±²¼ (x0; y0) | °¥¸¥¨¥ (¢®§¬®¦® ¥ ¥¤¨±²¢¥®¥). �«³· © ¯ ° ¡®«» ° ±±¬®²°¨¬
®²¤¥«¼®.

2. �°®¨§¢®¤¨¬ ±¤¢¨£: (
x0 = x� x0;
y0 = y � y0;

74



F 0(x0; y0) = a11(x
0)2 + 2a12x

0y0 + a22(y
0)2 + � = 0; � = F (x0; y0)

(ª®½´´¨¶¨¥²» ª¢ ¤° ²¨·®© · ±²¨ ®±² «¨±¼ ¯°¥¦¨¬¨).
3. �¹¥¬ ª®°¨ �1; �2 µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥ 

�2 � S� + � = 0; ¨«¨

����� a11 � � a12
a12 a22 � �

����� = 0

¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°  (�1; �1), (�2; �2). �±«¨ �1 ¨ �2 ° §«¨·»¥
¥³«¥¢»¥, ²® ¯®«®¦¨¬

e00i :=
1q

�2
i + �2

i

(�i; �i); i = 1; 2:

�±«¨ ®¨ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥ (¥³«¥¢»¥), ²® ¬ ²°¨¶  ª¢ ¤° ²¨·®© · ±²¨ ³¦¥ ¤¨ £®-
 «¼  (a12 = 0). � ®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²

F 00(x00; y00) = �1(x
00)2 + �2(y

00)2 + � = 0:

� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¤¥©±²¢³¥¬ ¢ ±«³· ¥ ½««¨¯±  ¨«¨ £¨¯¥°¡®«».

�±«¨ ¢ F 0 ¨¬¥¥¬ � = 0 ¨«¨ ®ª § «®±¼ �1 = 0, ²® ° ±¯ ¤ ¾¹ ¿±¿ ª°¨¢ ¿ ¨  ¤®
° ±ª« ¤»¢ ²¼   ¬®¦¨²¥«¨.

�±² «±¿ ±«³· © ¯ ° ¡®«». � ½²®¬ ±«³· ¥ ± · «   µ®¤¨¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  -
¯° ¢«¥¨¥ (�; �) ¨§

a11�
2 + 2a12�� + a22�

2 = 0:

�¨ ¬¥²°, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®¬³  ¯° ¢«¥¨¾,

�� � @F
@x

+ � � @F
@y

= 0

¿¢«¿¥²±¿ ®±¼¾. � ¬¥²¨¬, ·²® ³° ¢¥¨¥ ¯ ° ¡®«» ²¥¯¥°¼ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯¥°¥¯¨± ® ¢
¢¨¤¥

(�x� �y)2 +Ax+By + C = 0: (13)

�¥°¸¨  (x0; y0)  µ®¤¨²±¿ ¨§ ±¨±²¥¬»

�� � @F
@x

+ � � @F
@y

= 0;

F (x; y) = 0:

� ®¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ :

e1 = "
1p

�2 + �2
(�; �); e2 =

1p
�2 + �2

(��; �);

" = �1. � ª ³ e1 ¢»¡¨° ¥²±¿ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ±®®¡° ¦¥¨©. �° ¢¥¨¥ (13) ¯®ª §»-
¢ ¥², ·²® ¯ ° ¡®«  «¥¦¨² ¢ ®²°¨¶ ²¥«¼®© ¯®«³¯«®±ª®±²¨ ¯°¿¬®© Ax+By+C = 0.
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� ·¨²,  ¯° ¢«¥¨¥ ¥¥ ¢¥²¢¥©, ²®·¥¥, ¯° ¢¨«¼®¥  ¯° ¢«¥¨¥ e1, ®¡° §³¥² ²³¯®©
³£®« ± (A;B). � ª¨¬ ®¡° §®¬, § ª ¢»¡¨° ¥²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿ "(A�+B�) < 0.

� ®¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥ ¯°®¹¥ ¢±¥£®  ©²¨, ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ®±³¹¥±²¢¨¢ ¯¥°¥-
µ®¤ ª ª ®¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ².
�°¨¬¥° 12.1. �¯°¥¤¥«¨²¼ ¢¨¤ ¨ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ª°¨¢®© 5x2+12xy�22x�12y�19 =
0.

1. �¥²°: (
10x + 12y � 22 = 0;

12x � 12 = 0;
)

(
x0 = 1;
y0 = 1:

2. � ¬¥ : (
x = x0 + 1
y = y0 + 1

�°®¬¥¦³²®·®¥ ³° ¢¥¨¥:

F 0(x0; y0) = 5(x0)2 + 12x0y0 + F (1; 1) = 5(x0)2 + 12x0y0 � 36 = 0:

3. Q =

 
5 6
6 0

!
, Q � �E =

 
5 � � 6
6 ��

!
, �Q(�) = �2 � 5� � 36 = 0, �1 = 9,

�2 = �4. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ª ®¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥ (x00; y00):

F 00(x00; y00) = 9(x00)2 � 4(y00)2 � 36 = 0;
(x00)2

4
� (y00)2

9
= 1

| ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤.
4. �«¿  µ®¦¤¥¨¿ e001:

(Q� �1E)

 
�

�

!
=

 �4 6
6 �9

! 
�

�

!
=
�
0

0

�
; · ±²®¥ °¥¸¥¨¥: � = 3; � = 2;

�§ ¥£® e001 ¯®«³· ¥²±¿ ®°¬¨°®¢ ¨¥¬,   e
00
2 ¥¬³ ®°²®£® «¥:

e001 =
1p
13
(3; 2); e002 =

1p
13
(�2; 3):

�ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬: ª°¨¢ ¿ ¿¢«¿¥²±¿ £¨¯¥°¡®«®© ± ³ª § »¬ ª ®¨·¥±ª¨¬
¢¨¤®¬ ¨ ª ®¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© ±  · «®¬ (1; 1) ¨ ¡ §¨±»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ e001 ¨ e002
 ©¤¥»¬¨ ¢ ¯.4.
�°¨¬¥° 12.2. �¯°¥¤¥«¨²¼ ¢¨¤ ¨ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ª°¨¢®© x2�4xy+4y2+4x�3y�7 = 0.

1. �¥²°:(
2x � 4y + 4 = 0;

�4x+ 8y � 3 = 0;
±¨±²¥¬  ¥±®¢¬¥±²  ) ¯ ° ¡®« .

2. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥:

�2 � 4�� + 4�2 = 0; (� � 2�)2; · ±²®¥ °¥¸¥¨¥: � = 2; � = 1:
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3. �±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨:

��@F
@x

+ �
@F

@y
= (�1) � (2x � 4y + 4) + 2 � (�4x+ 8y � 3) = 0;

�10x+ 20y � 10 = 0; x� 2y + 1 = 0

| ®±¼.
4. �¥°¸¨ :(

x� 2y = �1
(x� 2y)2 + 4x� 3y � 7 = 0

(
x� 2y = �1
4x� 3y = 6

;

®²ª³¤  ¢¥°¸¨ : (3; 2).
5. � ®¨·¥±ª¨© ¡ §¨±:

e01 = " � 1p
5
(2; 1); e02 =

1p
5
(�1; 2);

¯°¨·¥¬ " = �1  µ®¤¨²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿ "(4 � 2� 3 � 1) < 0, ² ª ·²® " = �1.
� ª¨¬ ®¡° §®¬, § ¬¥  ª®®°¤¨ ²: 

x

y

!
=

1p
5

 �2 �1
�1 2

! 
x0

y0

!
+
�
3

2

�
:

6. � ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤:

(x� 2y)2 + 4x � 3y � 7 = (�
p
5y0 � 1)2 � 4p

5
(2x0 + y0) + 12 +

3p
5
(x0 � 2y0)� 6 � 7 =

= 5(y0)2 + 2
p
5y0 + 1� 5p

5
x0 � 1

0

p
5y0 � 1 = 5(y0)2 �p5x0 = 0;

(y0)2 = 2 � 1

2
p
5
x0:

13. � ± ²¥«¼»¥ ª ª°¨¢»¬ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 13.1. �±®¡®© ²®·ª®© ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª   §»¢ ¥²±¿ ¶¥²°,
¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨© ª°¨¢®© (²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ, ¢±¥ ²®·ª¨
¯ °» ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬»µ ¨ ¥¤¨±²¢¥ ¿ ²®·ª  ¯ °» ¬¨¬»µ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿
¯°¿¬»µ).

�²¨ ²®·ª¨ µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ³±«®¢¨¥¬ @F
@x
(x0; y0) =

@F
@y
(x0; y0) = 0.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 13.2. � ± ²¥«¼®© ª ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  � ¢ ¥®±®¡®© ²®·ª¥
(x0; y0)  §»¢ ¥²±¿ ¯°¿¬ ¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ½²³ ²®·ª³ ¨ ¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿ � ¢ ¤¢³µ
±®¢¯ ¢¸¨µ ²®·ª µ, «¨¡® ±®¤¥°¦ ¹ ¿±¿ ¢ �.
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�¥®°¥¬  13.3. � ± ²¥«¼ ¿ ª ª°¨¢®©

F (x; y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0

¢ ¥®±®¡®© ²®·ª¥ (x0; y0) ¨¬¥¥² ³° ¢¥¨¥

@F

@x
(x0; y0)(x� x0) +

@F

@y
(x0; y0)(y � y0) = 0

¨«¨
(a11x0 + a12y0 + a1)x+ (a12x0 + a22y0 + a2)y + (a1x0 + a2y0 + a0) = 0: (14)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¿¬ ¿ (
x = x0 + �t
y = y0 + �t

¯¥°¥±¥ª ¥² ª°¨¢³¾ ¢ ²®·ª µ, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ °¥¸¥¨¿¬ ³° ¢¥¨¿

F2t
2 + 2F1t+ F0 = 0;

£¤¥

F2 = a11�
2 + 2a12�� + a22�

2 = q(�; �);

F1 = �(a11x0 + a12y0 + a1) + �(a12x0 + a22y0 + a2) = �
@F

@x
(x0; y0) + �

@F

@y
(x0; y0);

F0 = F (x0; y0) = 0;

¯®±ª®«¼ª³ ²®·ª  «¥¦¨²   ª°¨¢®©. �±«®¢¨¥ ª ± ¨¿: F1 = 0, ². ¥.

�
@F

@x
(x0; y0) + �

@F

@y
(x0; y0) = 0;

² ª ·²® · ±²®¥ °¥¸¥¨¥ ( ¯° ¢«¥¨¥)

� = �@F
@y

(x0; y0); � =
@F

@x
(x0; y0):

�®±ª®«¼ª³ ²®·ª  ¥®±®¡ ¿, ²® ½²® ¥³«¥¢®© ¢¥ª²®°. �®±ª®«¼ª³ ¯°¨ ±ª®«¼ ³£®¤®
¬ «®¬ ¢®§¬³¹¥¨¨ (¯®¢®°®²¥) ¢¥ª²®°  ¡³¤¥² ³¦¥ F1 6= 0, ². ¥. ±¥ª³¹ ¿, ²® ½²® ¤¢¥
±®¢¯ ¢¸¨¥ ²®·ª¨. �®«³· ¥¬

@F

@x
(x0; y0)(x� x0) +

@F

@y
(x0; y0)(y � y0) = 0

¨«¨
(a11x0 + a12y0 + a1)(x� x0) + (a12x0 + a22y0 + a2)(y � y0) = 0:

� ³·¥²®¬ F (x0; y0) ½²® ¤ ¥²

(a11x0 + a12y0 + a1)x+ (a12x0 + a22y0 + a2)y + (a1x0 + a2y0 + a0) = 0: 2
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13.1. �®«¿°  ²®·ª¨ ®²®±¨²¥«¼® ª®¨ª¨

�³±²¼ ª®¨ª  � § ¤   ³° ¢¥¨¥¬ F (x; y) = a11x
2+: : : ¢ ¯°®¨§¢®«¼®©  ´´¨®©

±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ². �®£¤  ³° ¢¥¨¥ ª ± ²¥«¼®© (14) ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ® ¢ ¢¨¤¥

(x0; y0; 1)A

0B@ x
y
1

1CA = 0; (15)

£¤¥ A | ¬ ²°¨¶  F . � ±±¬®²°¨¬ «¾¡³¾ ²®·ª³ P (x0; y0) ¯«®±ª®±²¨, ®²«¨·³¾ ®²
¶¥²°  ª°¨¢®©.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 13.4. �°¿¬ ¿ ± ³° ¢¥¨¥¬ 15  §»¢ ¥²±¿ ¯®«¿°®© ²®·ª¨ P ®²®-
±¨²¥«¼® ª®¨ª¨ �.
� ¬¥· ¨¥ 13.5. �±«®¢¨¥ ®²«¨·¨¿ P ®² ¶¥²°  £ ° ²¨°³¥², ·²® ¯®«³· ¥¬ ¯°¿-
¬³¾, ². ¥. ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®£®,   ¥ ³«¥¢®£® ¯®°¿¤ª .
�°¨¬¥° 13.6. �±«¨ ²®·ª  P (x0; y0) ¯°¨ ¤«¥¦¨² �, ²® ¯®«³· ¥¬, ·²® ¯®«¿°  ¿¢«¿-
¥²±¿ ª ± ²¥«¼®©.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 13.7. �±«¨ ¨§ ²®·ª¨ P ¬®¦® ¯°®¢¥±²¨ ª ª®¨ª¥ � ¤¢¥ ª ± ²¥«¼-
»µ ± ²®·ª ¬¨ ª ± ¨¿ M ¨ N , ²® MN ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¿°®© P .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ (xk; yk) | ª®®°¤¨ ²» ²®·ª¨ ª ± ¨¿ ª ± ²¥«¼®©, ¯°®¢¥-

¤¥®© ¨§ ²®·ª¨ P (x0; y0), ²® (xk; yk; 1)A

0B@ x
y
1

1CA = 0 | ³° ¢¥¨¥ ½²®© ª ± ²¥«¼®©.

�®±ª®«¼ª³ P ¥© ¯°¨ ¤«¥¦¨², ²® (xk; yk; 1)A

0B@ x0
y0
1

1CA = 0: �° ±¯®¨°³¿, ¯®«³· ¥¬,

·²® (xk; yk) ¤®«¦  ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ±¨±²¥¬¥8>>><>>>:
F (xk; yk) = 0; | ³° ¢¥¨¥ �

(x0; y0; 1)A

0B@ xk
yk
1

1CA = 0; | ³° ¢¥¨¥ ¯®«¿°» ². P

� ª¨¬ ®¡° §®¬, (xk; yk) | ²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯®«¿°» ± ª®¨ª®©, ¨ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®-
ª § ®. 2

� ¬¥· ¨¥ 13.8. �®ª  ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ´®°¬ «¼® § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ±¨±²¥¬» ª®®°-
¤¨ ². �¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¬®¦® ¢»¢¥±²¨ ¨§ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±¯®±®¡®¢ ¯®±²°®¥¨¿ (±¬.
¨¦¥), ® ¬» ¤®ª ¦¥¬ ½²® ¥¯®±°¥¤±²¢¥®.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 13.9. �®«¿°  ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ².
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯®¬¨¬ (±¬. x ¯°® ¨¢ °¨ ²»), ·²® ¬ ²°¨¶  A ¨ ª®¬¯®¥²»
(x; y; 1) ¬¥¿¾²±¿ ¯® § ª® ¬ A0 = DTAD,0B@ x

y
1

1CA = D

0B@ x0

y0

1

1CA =

0B@ c11 c12 x0
c21 c22 y0
0 0 1

1CA
0B@ x0

y0

1

1CA :
�²ª³¤  ¨§ (15) ¯®«³· ¥¬ ²°¥¡³¥¬»© °¥§³«¼² ². 2

�¥®°¥¬  13.10. �³±²¼ A;B ¨ C;D | ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¤¢³µ ±¥ª³¹¨µ, ¯°®¢¥¤¥-
»µ ¨§ P ª ª®¨ª¥, ²®·ª¨ E ¨ F | ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ AD ± BC ¨ AC ± BD,
±®®²¢¥²±²¢¥®. �®£¤  ¯°¿¬ ¿ (EF ) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¿°®© P .

�®ª § ²¥«¼±²¢®.

((((
((((

((((
((((

((((
((((

((((
((

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
BB

B
B

�
�
��

b
b
b
b
b
b
b
b
bb

"
"
"
"

"
"

""

u

u

u

u

u

u

u

P

F

A

B

C

D

E

x

y

� ±±¬®²°¨¬  ´´¨³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ², ³ ª®²®°®© ¯°¿¬»¥ AB ¨ CD ¿¢«¿¾²±¿
®±¿¬¨,   ²®·ª  P |  · «®¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, A ¨ B ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² y = 0,   § -
·¨², A ¨ B ¨¬¥¾² ª®®°¤¨ ²» (x1; 0) ¨ (x2; 0) ±®®²¢¥²±²¢¥®, £¤¥ x1 ¨ x2 | ª®°¨
³° ¢¥¨¿

a11x
2 + 2a1x+ a0 = 0: (16)

� «®£¨·®, C ¨ D ¨¬¥¾² ª®®°¤¨ ²» y1 ¨ y2, ¯°¨·¥¬

a22y
2 + 2a2y + a0 = 0: (17)

�®«³· ¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ³° ¢¥¨¿ \¢ ®²°¥§ª µ":

(AD) :
x

x1
+
y

y2
= 1;
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(BC) :
x

x2
+
y

y1
= 1;

(AC) :
x

x1
+
y

y1
= 1;

(BD) :
x

x2
+
y

y2
= 1:

�°¨ ½²®¬ (AD) \ (BC) = E ¨ (AC) \ (BD) = F . �° ¢¥¨¥ EF ¨¬¥¥² ¢¨¤

x

x1
+
x

x2
+
y

y1
+
y

y2
= 2;

¯®±ª®«¼ª³ E ¨ F ¥¬³ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² (ª ª ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯¥°¢®©
¨ ¢²®°®© ¯ °¥ ³° ¢¥¨© ¨§ ·¥²»°¥µ, § ¯¨± »µ ¢»¸¥). �«¥¤®¢ ²¥«¼®,

(EF ) :
x1 + x2
x1x2

� x+ y1 + y2
y1y2

� y = 2:

�§ ³° ¢¥¨© (16) ¨ (17) ¯® ²¥®°¥¬¥ �¨¥²  ¯®«³· ¥¬

x1 + x2 = �2a1
a11

; x1x2 =
a0
a11

; y1 + y2 = �2a2
a22

; y1y2 =
a0
a22

;

®²ª³¤ 

(EF ) :
�2a1
a0

� x+ �2a2
a0

� y = 2;

¨«¨
a1x+ a2y + a0 = 0:

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ½²® ³° ¢¥¨¥ ¯®«¿°» ²®·ª¨ P , ¨¬¥¾¹¥© ª®®°¤¨ ²» (0; 0) ¢
¨±¯®«¼§³¥¬®© ±¨±²¥¬¥. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 13.11. �®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¤¨ £® «¥© ·¥²»°¥µ³£®«¼¨ª®¢, ®¡° §®¢ -
»µ ±¥ª³¹¨¬¨, ¯°®¢¥¤¥»¬¨ ¨§ ®¤®© ²®·ª¨ ª ¤ ®© ª®¨ª¥, «¥¦ ²   ®¤®©
¯°¿¬®© | ¯®«¿°¥ ½²®© ²®·ª¨.

�«¥¤±²¢¨¥ 13.12. � ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» ²°¥³£®«¼¨ª PEF ¿¢«¿¥²±¿
 ¢²®¯®«¿°»¬, ². ¥. ¤«¿ ª ¦¤®© ¢¥°¸¨» ¯°®²¨¢®¯®«®¦ ¿ ±²®°®  ¿¢«¿¥²±¿
¥¥ ¯®«¿°®©.

�¥®°¥¬  13.13. �®·ª  P ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯®«¿°¥ ²®·ª¨ Q ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,
ª®£¤  Q ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯®«¿°¥ P .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �° §³ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±¨¬¬¥²°¨¨ ³° ¢¥¨¿ ¯®«¿°». �¤® ±®®²®-
¸¥¨¥ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ¤°³£®¥ ¯°¨ ²° ±¯®¨°®¢ ¨¨. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 13.14. �®·ª , ¤«¿ ª®²®°®© ±²°®¨²±¿ ¯®«¿° ,  §»¢ ¥²±¿ ¯®«¾±®¬
½²®© ¯®«¿°».
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� ¬¥· ¨¥ 13.15. �«¿ ¢¥¸¨µ ²®·¥ª ¯®«¾± ®¯°¥¤¥«¥ ®¤®§ ·® ¯® ¯°¥¤«®¦¥-
¨¾ 13.7. �«¿ ¢³²°¥¨µ ½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ¤¢®©±²¢¥®±²¨: ¯°®¢¥¤¥¬ ¤¢¥ µ®°¤» ¨
². ¤. (±¬. ±¯®±®¡ ¯®±²°®¥¨¿ ¨¦¥).
� ¬¥· ¨¥ 13.16. � ®¡»·®© (¥¯°®¥ª²¨¢®©) £¥®¬¥²°¨¨ ¥ ¢±¿ª ¿ ²®·ª  ¨¬¥¥²
¯®«¿°³ ( ¯°¨¬¥°, ¶¥²° ¥ ¨¬¥¥²) ¨ ¥ ¢±¿ª ¿ ¯°¿¬ ¿ ¨¬¥¥² ¯®«¾±, ². ¥. ¿¢«¿¥²±¿
¯®«¿°®© (¤¨ ¬¥²° ¶¥²° «¼®© ª°¨¢®©).

�¥©· ± ¬» ®¡±³¤¨¬ ¥¹¥ ®¤¨ ±¯®±®¡ ¯®±²°®¥¨¿ ¯®«¿°». �» ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼ ¤¥«®
± ¢³²°¥¨¬¨ ²®·ª ¬¨. �³±²¼ P | ² ª ¿ ²®·ª . �°®¢¥¤¥¬ ·¥°¥§ ¥¥ ¤¢¥ ±¥ª³¹¨¥
(µ®°¤»),   ·¥°¥§ ¨µ ª®¶» | ¯ °» ª ± ²¥«¼»µ. �±«¨ P ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¶¥²°®¬, ²® ¯°¿-
¬»¥ ¢³²°¨ µ®²¿ ¡» ®¤®© ¯ °» ¥ ¯ ° ««¥«¼». � ª ·²® ¯®«³· ¥¬ «¨¡® ¤¢¥ ²®·ª¨
¯¥°¥±¥·¥¨¿, «¨¡® ²®·ª³ ¨  ¯° ¢«¥¨¥. �®¦® ¯°®¢¥±²¨ ° ±±³¦¤¥¨¥ ¨ ¢® ¢²®°®©
±¨²³ ¶¨¨, ® ¬» ¯°®±²® ¢»¡¥°¥¬ ¤°³£³¾ µ®°¤³. �² ª, ¨¬¥¥¬ ¤¢¥ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥-
¨¿: E ¨ F . �²¢¥°¦« ¥²±¿, ·²® EF | ¯®«¿°  P . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯® ¯°¥¤«®¦¥¨¾
13.7, ²®·ª  P ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯®«¿° ¬ ¨ E ¨ F , § ·¨², ¯® ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥, E ¨
F ¯°¨ ¤«¥¦ ² ¯®«¿°¥ P .
� ¤ ·  13. (�¥®°¥¬  �°¨ ¸® ) �¨ £® «¨ ¸¥±²¨³£®«¼¨ª , ®¯¨± ®£® ®ª®«®
ª®¨ª¨, ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¢ ®¤®© ²®·ª¥. �ª § ¨¥: �¨ £® «¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«¿° ¬¨ ²®-
·¥ª ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»µ ±²®°® ¢¯¨± ®£® ¸¥±²¨³£®«¼¨ª , ®¡° §®¢ -
®£® ²®·ª ¬¨ ª ± ¨¿. � ½²¨ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯® ²¥®°¥¬¥ � ±ª «¿ «¥¦ ²   ®¤®©
¯°¿¬®©. �®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ | ¥¥ ¯®«¾±.

14. �´´¨»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 14.1. �°¥®¡° §®¢ ¨¥¬  §»¢ ¥²±¿ ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®¥ ®²®¡° -
¦¥¨¥ ¬®¦¥±²¢    ±¥¡¿.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 14.2. �²®¡° ¦¥¨¥ ¯«®±ª®±²¨ (¯°®±²° ±²¢ ) ¢ ±¥¡¿  §»¢ ¥²±¿
 ´´¨»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬, ¥±«¨  ©¤³²±¿ ² ª¨¥ ¤¢¥  ´´¨»¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²,
·²® ª®®°¤¨ ²» «¾¡®© ²®·ª¨ ¢ ®¤®© ¨§ ¨µ ¿¢«¿¾²±¿ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¥¥ ®¡° §  ¢
¤°³£®©.
� ¬¥· ¨¥ 14.3. �·¥¢¨¤®, ·²®  ´´¨®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥®¡° §®-
¢ ¨¥¬.
� ¬¥· ¨¥ 14.4. �®¯³±²¨¬, ¯¥°¢ ¿ ¨§ ´¨£³°¨°³¾¹¨µ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨  ´´¨®£®
¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ f ±¨±²¥¬ ª®®°¤¨ ² Oe1e2e3 ´¨ª±¨°®¢   (  «®£¨·® ¤«¿ ¯«®±ª®-
±²¨). �³±²¼Mi | ª®¶» ¢¥ª²®°®¢ ei, ®²«®¦¥»µ ®² ²®·ª¨ O. �®£¤  ¢²®° ¿ ±¨±²¥¬ 

®¡¿§ ²¥«¼® ¨¬¥¥² ¢¨¤ O0 = f(O), e0i =
�������!
f(O)f(Mi) (i = 1; 2; 3; ¨«¨ i = 1; 2 ¤«¿ ¯«®±-

ª®±²¨). �²® ±° §³ ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ª®®°¤¨ ².

�¥®°¥¬  14.5. �³±²¼ f |  ´´¨®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, Oe1e2e3 ¨ O0e01e
0
2e
0
3 | ±¨-

±²¥¬  ª®®°¤¨ ², ´¨£³°¨°³¾¹ ¿ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨. �³±²¼ C | ¬ ²°¨¶  f (§ ¢¨±¿¹ ¿
®² °¥¯¥° ): ¯® ±²®«¡¶ ¬ ¢»¯¨± » ª®®°¤¨ ²» e0i ¢ ±² °®¬ ¡ §¨±¥. �³±²¼
(x0; y0; z0) | ª®®°¤¨ ²» O0 ¢ ±² °®¬ °¥¯¥°¥. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³
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P ¨ ¥¥ ®¡° § P 0 = f(P ). �®£¤  ¨µ ª®®°¤¨ ²» (x; y; z) ¨ (x0; y0; z0) ¢ ±² °®¬ °¥¯¥°¥
±¢¿§ » ´®°¬³« ¬¨ 0B@ exeyez

1CA = C

0B@ x
y
z

1CA +

0B@ x0
y0
z0

1CA : (18)

�¡° ²®, ¥±«¨ ´¨ª±¨°®¢    ´´¨ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ², ²® «¾¡ ¿ ´®°¬³«  ¢¨¤ 
(18) ± ¥¢»°®¦¤¥®© ¬ ²°¨¶¥© C § ¤ ¥² ¥ª®²®°®¥  ´´¨®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥.

� «®£¨·® ¤«¿ ¯«®±ª®±²¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬ ²°¨¶  C | ½²® ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² ¡ §¨± 
e1e2e3 ª ¡ §¨±³ e01e

0
2e
0
3:

e01 = c11e1 + c21e2 + c31e3;

e02 = c12e1 + c22e2 + c32e3;

e03 = c13e1 + c23e2 + c33e3:

�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ P (x; y; z) ¨ ¥¥ ®¡° §  eP (ex; ey; ez) (¢±¥ ª®®°¤¨ ²» ¢ ¯¥°¢® -
· «¼®¬ °¥¯¥°¥) ¨¬¥¥¬

�!
O eP =

��!
OO0 +

��!
O0 eP ; ��!

OO0 = x0 e1 + y0 e2 + z0 e3;
��!
O0 eP = x e01 + y e02 + z e03;

�!
O eP = ex e1 + ey e2 + ez e3 = x0 e1 + y0 e2 + z0 e3 + x e01 + y e02 + z e03 =

= x0 e1+y0 e2+z0 e3+x (c11e1+c21e2+c31e3)+y (c12e1+c22e2+c32e3)+z (c13e1+c23e2+c33e3);0B@ exeyez
1CA =

0B@ x c11 + y c12 + z c13 + x0
x c21 + y c22 + z c23 + y0
x c31 + y c32 + z c33 + z0

1CA = C

0B@ x
y
z

1CA+

0B@ x0
y0
z0

1CA :
�¥ ¦¥ ¢»ª« ¤ª¨, ¯°®¢¥¤¥»¥ ¢ ®¡° ²®¬ ¯®°¿¤ª¥, ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ¢¥°® ®¡° ²®¥
³²¢¥°¦¤¥¨¥. �°¨ ½²®¬ ³±«®¢¨¥ ¥¢»°®¦¤¥®±²¨ ¬ ²°¨¶» C £ ° ²¨°³¥², ·²®
¸²°¨µ®¢  ¿ ±¨±²¥¬  ¿¢«¿¥²±¿ °¥¯¥°®¬, ². ¥. «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬ . 2

�«¥¤±²¢¨¥ 14.6. �±«¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ f ¿¢«¿¥²±¿  ´´¨»¬ ®²®±¨²¥«¼® ®¤-
®£® °¥¯¥° , ²® ¨ ®²®±¨²¥«¼® «¾¡®£®.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ f ¿¢«¿¥²±¿  ´´¨»¬ ®²®±¨²¥«¼® °¥¯¥°  Oe1e2e3, ²®£¤ 
¯® ²¥®°¥¬¥ ¨¬¥¾² ¬¥±²® ´®°¬³«» (18). �³±²¼ O�e�1e

�
2e
�
3 | ¯°®¨§¢®«¼»© °¥¯¥°.

�³±²¼ D | ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² Oe1e2e3 ª O�e�1e
�
2e
�
3, ² ª ·²®0B@ x

y
z

1CA = D

0B@ x�
y�
z�

1CA+

0B@ x�0
y�0
z�0

1CA ;
0B@ x�
y�
z�

1CA = D�1

0B@ x
y
z

1CA+

0B@ x�1
y�1
z�1

1CA :
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�®£¤  ª®®°¤¨ ²» (ex�; ey�; ez�) ®¡° §  eP = f(P ) ¨ ª®®°¤¨ ²» (x�; y�; z�) ²®·ª¨ P ¢
°¥¯¥°¥ O�e�1e

�
2e
�
3 ±¢¿§ » ´®°¬³« ¬¨0B@ ex�ey�ez�

1CA = D�1

0B@ exeyez
1CA+

0B@ x�1
y�1
z�1

1CA = D�1 C

0B@ x
y
z

1CA +D�1

0B@ x0
y0
z0

1CA+

0B@ x�1
y�1
z�1

1CA =

= D�1 C D

0B@ x�
y�
z�

1CA +D�1 C

0B@ x�0
y�0
z�0

1CA +D�1

0B@ x0
y0
z0

1CA+

0B@ x�1
y�1
z�1

1CA
| {z }

¯®±²®¿»© ¢¥ª²®°

:

�°¨¬¥¿¿ ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬», ¯®«³· ¥¬ ²°¥¡³¥¬®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 14.7. �¯°¥¤¥«¨¬ ¤¥©±²¢¨¥  ´´¨®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ f   ¯°¥¤-

±² ¢¨²¥«¿µ ¢¥ª²®°®¢ ´®°¬³«®© f(
�!
AB) =

������!
f(A)f(B).

�«¥¤±²¢¨¥ 14.8. �¥©±²¢¨¥ f   ¢¥ª²®° µ ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥® ¢ ª®®°¤¨ ² µ
´®°¬³«®© 0B@ e�e�e

1CA = C

0B@ �
�


1CA ;
£¤¥ (�; �; ) | ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  v,   (e�; e�; e) | ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  f(v). �
· ±²®±²¨, ¤«¿ «¨¥©»µ ª®¬¡¨ ¶¨© ¢¥ª²®°®¢

f

 X
i

�ivi

!
=
X
i

�if(vi):

�¥®°¥¬  14.9. �±¿ª®¥  ´´¨®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥
1) ¯¥°¥¢®¤¨² ¯°¿¬»¥ ¢ ¯°¿¬»¥, ¯«®±ª®±²¨ | ¢ ¯«®±ª®±²¨, ±®µ° ¿¿ ±¢®©±²¢®

¯ ° ««¥«¼®±²¨,
2) ±®µ° ¿¥² ®²®¸¥¨¥ ¤«¨ ®²°¥§ª®¢   ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �° ¢¥¨¿ ¯°¿¬»µ ¨ ¯«®±ª®±²¥© ¢ ¯¥°¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²
±®¢¯ ¤ ¾² ± ³° ¢¥¨¿¬¨ ¨µ ®¡° §®¢ ®²®±¨²¥«¼® ¢²®°®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ². �²®
¤®ª §»¢ ¥² ¯³ª² 1).

�³ª² 2) ±«¥¤³¥² ¨§ ±«¥¤±²¢¨¿ ¯°® ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢. 2

� ¤ ·  14. �®ª § ²¼ ®¡° ²®¥: ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯«®±ª®±²¨ ¨«¨ ¯°®±²° ±²¢  ±
³±«®¢¨¿¬¨ 1) ¨ 2) ¿¢«¿¥²±¿  ´´¨»¬.

14.1. �§®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 14.10. �´´¨®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥  §»¢ ¥²±¿ ¨§®¬¥²°¨·¥±ª¨¬
(¨«¨ ¨§®¬¥²°¨¥©), ¥±«¨ ®® ±®µ° ¿¥² ° ±±²®¿¨¿ ¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨:

�(f(P ); f(Q)) = �(P;Q):
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� ¤ ·  15. �®ª § ²¼, ·²®  ´´¨®±²¨ ¬®¦® ¥ ²°¥¡®¢ ²¼, ². ¥. ¨§ ±®µ° ¥¨¿
° ±±²®¿¨¿  ´´¨®±²¼ ±«¥¤³¥² ¢±¥£¤ .

�°¥¤«®¦¥¨¥ 14.11. �§®¬¥²°¨¿ ±®µ° ¿¥² ³£«» ¬¥¦¤³ ¯°¿¬»¬¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¢¥±²¢® ²°¥³£®«¼¨ª®¢, ¢ · ±²®±²¨ ³£«®¢, ¯® ²°¥¬ ±²®°® ¬.
2

�¥®°¥¬  14.12. �³±²¼ f |  ´´¨®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,   Oe1e2e3 | ¯°¿¬®³£®«¼ ¿
±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ². �®£¤  ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²»:

1) f | ¨§®¬¥²°¨¿;

2) ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© °¥¯¥° O0e01e
0
2e
0
3 = f(O)f(e1)f(e2)f(e3) ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¿¬®³£®«¼-

»¬;

3) ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª®®°¤¨ ²®© § ¯¨±¨ f ¬ ²°¨¶  C ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£®-
 «¼®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²®°®© ¨ ²°¥²¨© ¯³ª² ½ª¢¨¢ «¥²» ¯® ²¥®°¥¬¥ 7.8.
�§ 1) ±«¥¤³¥² 2) ² ª ª ª ¨§®¬¥²°¨¿ ±®µ° ¿¥² ¤«¨»,   ¯® ¯°¥¤«®¦¥¨¾, ¨ ³£«».

�¡° ²®, ¯³±²¼ ¯°®¨§¢®«¼»¥ ²®·ª¨ P ¨ Q ¨¬¥¾² ª®®°¤¨ ²» (x1; y1; z1) ¨ (x2; y2; z2)
±®®²¢¥²±²¢¥®, ®²®±¨²¥«¼® ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬» Oe1e2e3. �®£¤  ¨µ ®¡° §»eP ¨ eQ ¨¬¥¾² ²¥ ¦¥ ª®®°¤¨ ²» ¢ ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥ O0e01e

0
2e
0
3. �® ´®°¬³«¥

¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ° ±±²®¿¨¿ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ¨¬¥¥¬ ¢ ¯¥°¢®© ¨
¢²®°®© ±¨±²¥¬ µ ±®®²¢¥²±²¢¥®:

�(P;Q) =
q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 + (z1 � z2)2;

�( eP ; eQ) = q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 + (z1 � z2)2: 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 14.13. �°¥®¡° §®¢ ¨¥, § ¤ ®¥ ¢ ¥ª®²®°®© ¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨-
±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ´®°¬³« ¬¨

ex = x+ a; ey = �y;

 §»¢ ¥²±¿ ±ª®«¼§¿¹¥© ±¨¬¬¥²°¨¥©. �²® ª®¬¯®§¨¶¨¿ ±¨¬¬¥²°¨¨ ®²®±¨²¥«¼® ¥-
ª®²®°®© ¯°¿¬®© ¨ ±¤¢¨£  ¢¤®«¼ ¥¥.

�¥®°¥¬  14.14 (� «¿). �±¿ª ¿ ¨§®¬¥²°¨¿ ¯«®±ª®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¡® ¯ ° ««¥«¼-
»¬ ¯¥°¥®±®¬, «¨¡® ¯®¢®°®²®¬ ®²®±¨²¥«¼® ¥ª®²®°®© ²®·ª¨, «¨¡® ±ª®«¼§¿¹¥©
±¨¬¬¥²°¨¥© ®²®±¨²¥«¼® ¥ª®²®°®© ¯°¿¬®©.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯®¬¨¬, ·²® ®°²®£® «¼»¥ ¬ ²°¨¶» 2 � 2 ¨¬¥¾² ®¤¨ ¨§
±«¥¤³¾¹¨µ ¢¨¤®¢:

C =

 
cos' � sin'
sin' cos'

!
; C =

 
cos' sin'
sin' � cos'

!
:

� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ¨§®¬¥²°¨¨ ± detC = 1 (¨§®¬¥²°¨¨ ¯¥°¢®£® °®¤ ). �±«¨ ' = 0,
²® C = E ¨ f ¿¢«¿¥²±¿ ¯ ° ««¥«¼»¬ ¯¥°¥®±®¬: exey

!
=

 
x
y

!
+

 
x0
y0

!
:

�±«¨ ' 6= 0 (± ²®·®±²¼¾ ¤® 2�k), ²®  ©¤¥¬ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ f ,
². ¥. ² ª¨¥ P�, ·²® f(P�) = P�. �¬¥¥¬ ¤«¿ ª®®°¤¨ ² (x�; y�) ²®·ª¨ P� ³° ¢¥¨¿( ex� = x� cos'� y� sin'+ x0 = x�ey� = x� sin'+ y� cos'+ y0 = y�

;

(
x�(cos'� 1)� y� sin' = �x0
x� sin'+ y�(cos'� 1) = �y0 :

�®±ª®«¼ª³ ' 6= 0, ²® cos' 6= 1 ¨ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ±¨±²¥¬»����� cos'� 1 � sin'
sin' cos'� 1

����� = (cos'� 1)2 + sin2 ' 6= 0:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  P�(x�; y�) ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¥¤¨±²¢¥ . � ±±¬®-
²°¨¬ ®¢³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ² (x0; y0), § ¤ ³¾ ±®®²®¸¥¨¿¬¨

x0 = x� x�; y0 = y � y�

(². ¥. ±¤¢¨¥¬  · «® ª®®°¤¨ ² ¢ ²®·ª³ P�). � ®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ´®°¬³«»
¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ f ¡³¤³² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

ex0 = x0 cos'� y0 sin';ey0 = x0 sin'+ y0 cos';

². ¥. ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¢®°®²®¬   ³£®« '.
� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¨§®¬¥²°¨¾ ¢²®°®£® °®¤ : detC = �1. �®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ½²®¬

±«³· ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¥¯®¤¢¨¦»© (±¢®¡®¤»©) ¢¥ª²®°. �¬¥¥¬ ¤«¿ ¥£® ª®®°¤¨ ²
(�; �) ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© (

cos'� + sin'� = �
sin'� � cos'� = �

;

 
cos'� 1 sin'
sin' �(cos'+ 1)

! 
�
�

!
=

 
0
0

!
:
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�°¨ ½²®¬ ����� cos'� 1 sin'
sin' �(cos'+ 1)

����� = 1 � cos2 '� sin2 ' = 0

¤«¿ «¾¡®£® ³£«  '. �®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ¥³«¥¢®¥ °¥¸¥¨¥ (�; �). � ±±¬®²°¨¬
±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ² ± ²¥¬ ¦¥  · «®¬, ·²® ¨ ¨±µ®¤ ¿, ¨ ¡ §¨±»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨

e01 :=
1p

�2 + �2
(�; �); e02 :=

1p
�2 + �2

(��; �):

�®±ª®«¼ª³ f(e01) = e01, ²® C
0 =

 
1 ?
0 ?

!
. � ª ª ª C 0 ®°²®£® «¼  ¨ detC 0 = �1, ²®

C 0 =

 
1 0
0 �1

!
. � ·¨², ¢ ¸²°¨µ®¢ ®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² f ¨¬¥¥² ´®°¬³«»

ex0 = x0 + a;ey0 = �y0 + b;

£¤¥ a ¨ b | ¥ª®²®°»¥ ª®±² ²». �¥°¥©¤¥¬ ª ®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² (x00; y00),
¯®«®¦¨¢

x00 = x0; y00 = y0 � b

2
:

�®£¤  ¤«¿ ®¡° §  (fx00;fy00) ²®·ª¨ (x00; y00) ¨¬¥¥¬

fx00 = x00 + a; fy00 = ey0 � b

2
= �y0 + b� b

2
= �y00 � b

2
+ b� b

2
= �y00;

². ¥. ±ª®«¼§¿¹³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ®²®±¨²¥«¼® ®±¨ O00x00. 2

� ¯°®±²° ±²¢¥ ¢¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯®¿²¨¿:
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 14.15. �¨²®¢®¥ ¢° ¹¥¨¥ | ª®¬¯®§¨¶¨¿ ¯®¢®°®²  ®²®±¨²¥«¼®
¥ª®²®°®© ¯°¿¬®© ¨ ±¤¢¨£  ¢¤®«¼ ¥¥;

±ª®«¼§¿¹ ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿ | ª®¬¯®§¨¶¨¿ ±¨¬¬¥²°¨¨ ®²®±¨²¥«¼® ¥ª®²®°®© ¯«®±-
ª®±²¨ ¨ ±¤¢¨£  ¯ ° ««¥«¼® ¥©;

§¥°ª «¼®¥ ¢° ¹¥¨¥ | ª®¬¯®§¨¶¨¿ ¯®¢®°®²  ®²®±¨²¥«¼® ¥ª®²®°®© ¯°¿¬®© ¨
±¨¬¬¥²°¨¨ ®²®±¨²¥«¼® ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ¥© ¯«®±ª®±²¨.

�°¥¦¤¥, ·¥¬ ¯¥°¥©²¨ ª ¯°®±²° ±²¢¥®¬³   «®£³ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬», ¤®ª -
¦¥¬ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼³¾ «¥¬¬³.

�¥¬¬  14.16. �¾¡ ¿ ®°²®£® «¼ ¿ ²°¥µ¬¥° ¿ ¬ ²°¨¶  ¨¬¥¥² ±®¡±²¢¥»©
¢¥ª²®°, ®²¢¥· ¾¹¨© ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �1.
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±ª®«¼ª³ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ¨§®¬¥²°¨¿¬¨, ²® ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª-
²®°, ¥±«¨ ² ª®¢®© ±³¹¥±²¢³¥², ¥ ¬®¦¥² ¨§¬¥¨²¼ ¤«¨³. �®½²®¬³ ±®¡±²¢¥®¥
§ ·¥¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ¢»¬ ²®«¼ª® �1.

� ¤°³£®© ±²®°®», µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¨¬¥¥² ¢ ±«³· ¥ ¯°®±²° ±²¢ 
±²¥¯¥¼ 3,   ¥£® ª®°¨ ¢¥¹¥±²¢¥» ¨«¨ ¯®¯ °® ª®¬¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥». � ·¨²,
µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ¨µ ¢¥¹¥±²¢¥¥, ¨ ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ° ¢¥ �1. 2
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�¥®°¥¬  14.17. �±¿ª ¿ ¨§®¬¥²°¨¿ ¯°®±²° ±²¢  ¿¢«¿¥²±¿ ®¤¨¬ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ
¯°¥®¡° §®¢ ¨©:

1) ¢¨²®¢®¥ ¢° ¹¥¨¥ (¢ · ±²®±²¨, ¯ ° ««¥«¼»© ¯¥°¥®±);

2) ±ª®«¼§¿¹ ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿;

3) §¥°ª «¼®¥ ¢° ¹¥¨¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»¡¥°¥¬ ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±, ¢§¿¢ ¢ ª ·¥±²¢¥ e1 ±®¡±²¢¥-
»© ¢¥ª²®° ¨§ «¥¬¬». �®£¤  ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶  f ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤:

C =

0@ �1 0 0
0

0
G

1A ;
£¤¥ G | ®°²®£® «¼ ¿ 2� 2-¬ ²°¨¶ .

�³±²¼ detG = �1, ²®£¤  ¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 14.14 ±«¥¤³¥², ·²® e2 ¨ e3

¬®¦® ¢»¡° ²¼ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® G =

 
1 0
0 �1

!
,   ¤«¿ ¬ ²°¨¶» f ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¢¥

¢®§¬®¦®±²¨:

C =

0B@ 1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1CA ; C =

0B@ �1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1CA :
�® ²¥¬ ª®®°¤¨ ² ¬, £¤¥ (�1), ¯°®¨§¢¥¤¥¬ ±¤¢¨£, ª ª ¢ ²¥®°¥¬¥ 14.14. � °¥§³«¼² ²¥
¯®«³·¨¬ ¢ ®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ¤¢  ¢ °¨ ²  ´®°¬³« f :ex0 = x0 + aey0 = y0 + be(z0) = �z0

;

ex0 = �x0ey0 = y0 + be(z0) = �z0
:

� ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥¬ ±ª®«¼§¿¹³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾,   ¢® ¢²®°®¬ | ¢¨²®¢®¥ ¢° ¹¥¨¥
  ³£®« �.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ detG = 1. �®£¤  G =

 
cos' � sin'
sin' cos'

!
. �±«¨ ' = 0, ²® ¯®«³· ¥¬

«¨¡® ¯ ° ««¥«¼»© ¯¥°¥®± (· ±²»© ±«³· © ¢¨²®¢®£® ¢° ¹¥¨¿), «¨¡®, ¥±«¨ ¢ «¥-
¢®¬ ¢¥°µ¥¬ ³£«³ ±²®¨² (�1), ±¤¥« ¢ ®¯¿²¼ ±¤¢¨£ \  ¯®«®¢¨³ ±¢®¡®¤®£® ·«¥ ",
®²®¡° ¦¥¨¥ ± ´®°¬³« ¬¨ ex0 = �x0ey0 = y0 + bez0 = z0 + c

;

². ¥. ±ª®«¼§¿¹³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾. �±«¨ ' 6= 0, ²® ² ª ¦¥ ª ª ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© · ±²¨
¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 14.14,  ©¤¥¬ ²®·ª³ (y�; z�) ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨©
±¤¢¨£ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® ¢ ®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² (x0; y0; z0) ´®°¬³«» f ¡³¤³²ex0 = �x0 + aey0 = y0 cos'� z0 sin'ez0 = y0 sin'+ z0 cos':
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� ±«³· ¥ (+) ¯®«³·¨«¨ ¢¨²®¢®¥ ¢° ¹¥¨¥. � ±«³· ¥ (�), ±¤¥« ¢ ®¯¿²¼ ±¤¢¨£ \ 
¯®«®¢¨³ ±¢®¡®¤®£® ·«¥ ", ¯®«³·¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ ± ´®°¬³« ¬¨

ex0 = �x0ey0 = y0 cos'� z0 sin'ez0 = y0 sin'+ z0 cos';

². ¥. §¥°ª «¼®¥ ¢° ¹¥¨¥. 2

15. �´´¨ ¿ ¨ ¬¥²°¨·¥±ª ¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ª¢ -
¤°¨ª

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 15.1. �¢¥ ±³¹¥±²¢¥»¥ ª¢ ¤°¨ª¨  ´´¨® (±®®²¢., ¬¥²°¨·¥±ª¨)
½ª¢¨¢ «¥²», ¥±«¨ ®¤  ¨§ ¨µ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯¥°¥¢¥¤¥  ¢ ¤°³£³¾  ´´¨»¬ (±®®²¢.,
¨§®¬¥²°¨·¥±ª¨¬) ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ ª ª ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 15.2. �¢¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ±¨«¼®  ´´¨® (±®®²¢., ¬¥²°¨·¥±ª¨) ½ª¢¨-
¢ «¥²», ¥±«¨ ®¤  ¨§ ¨µ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯¥°¥¢¥¤¥  ¢ ¤°³£³¾  ´´¨»¬ (±®®²¢.,
¨§®¬¥²°¨·¥±ª¨¬) ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ ª ª ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¨ ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®© ª°¨-
¢®© ¢ «¾¡®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ±®¢¯ ¤ ¥² (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¥³«¥¢®£® ¬®¦¨²¥«¿)
± ³° ¢¥¨¥¬ ¢²®°®© ª°¨¢®© ¢ ®²®¡° ¦¥®© ±¨±²¥¬¥.

� ¬¥²¨¬, ·²® ®¡° § ±³¹¥±²¢¥®© ª¢ ¤°¨ª¨ ¯°¨  ´´¨®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ |
ª¢ ¤°¨ª , ¨¬¥¾¹ ¿ ¢ ®²®¡° ¦¥®¬ °¥¯¥°¥ ²® ¦¥ ³° ¢¥¨¥, ·²® ¨±µ®¤ ¿ ª¢ ¤°¨ª 
¢ ¨±µ®¤®¬ °¥¯¥°¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¤«¿ ±³¹¥±²¢¥»µ ª¢ ¤°¨ª ¯®¿²¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²-
®±²¨ ¨ ±¨«¼®© ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¾².

�¥®°¥¬  15.3. �¢¥ ±³¹¥±²¢¥»¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ¬¥²°¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²» ²®£¤  ¨
²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®¨ ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»© ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤. �«¿ ¥±³¹¥±²¢¥-
»µ ®¤¨ ª®¢»© ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ ¿¢«¿¥²±¿ ¤®±² ²®·»¬ ³±«®¢¨¥¬ ¬¥²°¨·¥±ª®©
½ª¢¨¢ «¥²®±²¨.

�¢¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ±¨«¼® ¬¥²°¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ 
®¨ ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»© ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·®±²¼. �¾¡ ¿ ª¢ ¤°¨ª  ¨¬¥¥² ¢ ¥ª®²®°®© ¯°¿¬®³£®«¼-
®© (ª ®¨·¥±ª®©) ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ª ®¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥ ®¤®£® ¨§ ¤¥¢¿²¨
²¨¯®¢, ¯°¨·¥¬ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¥®¥ (¢ ®²«¨·¨¥ ®² ª ®¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬»), ª ª
¯®ª §»¢ ¥² ²¥®°¨¿ ¨¢ °¨ ²®¢ ¨ ±¥¬¨¨¢ °¨ ² . �³±²¼ ¤¢¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ¨¬¥¾² ®¤¨-
 ª®¢»¥ ª ®¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥¨¿ ¢ ±¨±²¥¬ µ Oe1e2 ¨ O0e01e

0
2 ±®®²¢¥²±²¢¥®. �®£¤ 

¨§®¬¥²°¨¿, ¯¥°¥¢®¤¿¹ ¿ ¯¥°¢»© °¥¯¥° ¢® ¢²®°®©, ¯¥°¥¢®¤¨² ¯¥°¢³¾ ª¢ ¤°¨ª³ ¢®
¢²®°³¾.

�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. � ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ ¬¥²°¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ±³¹¥±²¢¥»¥ ª¢ -
¤°¨ª¨. � ±±¬®²°¨¬ ª ®¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³ Oxy ¤«¿ ¯¥°¢®© ¨§ ¨µ ¨ ¥¥ ®¡° § O0x0y0

¯°¨ ¤ ®© ¨§®¬¥²°¨¨. � ¯¥°¢®© ±¨±²¥¬¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ¨¬¥¾² ³° ¢¥¨¿ F1(x; y) = 0
¨ F2(x; y) = 0, ¯°¨·¥¬ F1 | ª ®¨·¥±ª®¥. �®£¤  ¢²®° ¿ ª¢ ¤°¨ª  ¨¬¥¥² ¤¢ 

89



³° ¢¥¨¿ ¢ ®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²: ²® ¦¥, ·²® ¯¥°¢ ¿ ª°¨¢ ¿ ¨¬¥«  ¢ ¨±µ®¤-
®© ±¨±²¥¬¥, ². ¥. F1(x0; y0) = 0 ¨ ²®, ·²® ¯®«³· ¥²±¿ § ¬¥®© ª®®°¤¨ ², ². ¥.
F 0
2(x

0; y0) = F2(x(x0; y0); y(x0; y0)) = 0. �® ¯®±ª®«¼ª³ ª¢ ¤°¨ª  ±³¹¥±²¢¥ ¿, ²® ®¨
®²«¨· ¾²±¿ «¨¸¼   ¥³«¥¢®© ¬®¦¨²¥«¼. � ª¨¬ ®¡° §®¬, F1(x0; y0) = 0 | ª ®¨-
·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥ ¨ ¤«¿ ¢²®°®© ª¢ ¤°¨ª¨.

�·¥¢¨¤®, ·²® ¥±«¨ ¤®¡ ¢¨²¼ ³±«®¢¨¥ ±¨«¼®© ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨, ²® ®² ±³¹¥±²¢¥-
®±²¨ ¢ ¯®±«¥¤¥¬ ° ±±³¦¤¥¨¨ ¬®¦® ®²ª § ²¼±¿. 2

�¥¬¬  15.4. �«¿ «¾¡®© ª¢ ¤°¨ª¨ ±³¹¥±²¢³¥²  ´´¨ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ², ¢
ª®²®°®© ®  ¨¬¥¥² ®¤® ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ³° ¢¥¨©:

1) x2 + y2 = 1, ½««¨¯±;

2) x2 + y2 = �1, ¬¨¬»© ½««¨¯±;

3) x2 + y2 = 0, ¯ °  ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬¨¬»µ ¯°¿¬»µ;

4) x2 � y2 = 1, £¨¯¥°¡®« ;

5) x2 � y2 = 0, ¯ °  ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ;

6) y2 � 2x = 0, ¯ ° ¡®« ;

7) y2 � 1 = 0, ¯ °  ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ;

8) y2 + 1 = 0, ¯ °  ¬¨¬»µ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ;

9) y2 = 0, ¯ °  ±®¢¯¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬»µ.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥°¥¬ ª ®¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥ ¨ ° ±²¿£¨¢ ¥¬ ®±¨. 2

�¥®°¥¬  15.5. �¢¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ±¨«¼®  ´´¨® ½ª¢¨¢ «¥²» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®-
£¤ , ª®£¤  ®¨ ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»¥  §¢ ¨¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® «¥¬¬¥,   «®£¨·® ²¥®°¥¬¥ ® ¬¥²°¨·¥±ª®© ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨,
¯®«³· ¥¬, ·²® ª¢ ¤°¨ª¨ ®¤®£®  §¢ ¨¿  ´´¨® ½ª¢¨¢ «¥²».

�¡° ²®, ¤®ª ¦¥¬, ·²® ª¢ ¤°¨ª¨ ± ° §«¨·»¬¨  §¢ ¨¿¬¨  ´´¨® ¥½ª¢¨¢ -
«¥²».

� ��� ¨ª ª¨¥ ²°¨ ²®·ª¨ ¥ «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ®±² «¼»µ
ª¢ ¤°¨ª.

�®±ª®«¼ª³ ¯°¨  ´´¨»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿µ ±®µ° ¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥ ·¨±«  ²®·¥ª ¯¥-
°¥±¥·¥¨¿ ¨ ¤¥«¥¨¿ ¢ ¤ ®¬ ®²®¸¥¨¨, ²® ¶¥²° ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ¶¥²°,    ±¨¬¯²®-
²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥ | ¢  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥.

� ª ª ª ³ ¯ ° ¡®«» ¥² ¶¥²° ,   ³ ½««¨¯±  ¨ £¨¯¥°¡®«» | ¥±²¼, ¯°¨·¥¬ ³ ½««¨¯± 
¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©,   ³ £¨¯¥°¡®«» | ¥±²¼, ²® ½««¨¯±, £¨¯¥°¡®«  ¨
¯ ° ¡®«   ´´¨® ¥½ª¢¨¢ «¥²».
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�³¹¥±²¢¥»¥ ° ±¯ ¤ ¾¹¬¥±¿ ª°¨¢»¥ ° §«¨· ¾²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ (² ª ª ª ²³²
±¨«¼ ¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ° ¢®±¨«¼  ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨).

� ª®¥¶, ³ ¬¨¬®£® ½««¨¯±  ¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©,   ³ ¯ °» ¬¨¬»µ
¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ | ¥±²¼. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 15.6. �¢¥ ±³¹¥±²¢¥»¥ ª¢ ¤°¨ª¨  ´´¨® ½ª¢¨¢ «¥²» ²®£¤  ¨
²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®¨ ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»¥  §¢ ¨¿.

�«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿  §¢ ¨¿ (²¨¯ ) ª¢ ¤°¨ª¨ ¯°¨¬¥¿¾² ¬¥²®¤ � £° ¦  ¢»¤¥-
«¥¨¿ ¯®«»µ ª¢ ¤° ²®¢. � ¯°¨¬¥°, ° ±±¬®²°¨¬ ª°¨¢³¾

x2 � 4xy + 6y2 + 2x+ 4y � 10 = 0;

(x� 2y + 1)2 � 4y2 + 4y � 1 + 6y2 + 4y � 10 = 0;

(x� 2y + 1)2 + 2y2 + 8y � 11 = 0;

(x� 2y + 1)2 + (
p
2y + 2

p
2)2 � 8� 11 = 0; 

x� 2y + 1p
19

!2

+

 p
2y + 2

p
2p

19

!2

� 1 = 0;

(x0)2 + (y0)2 � 1 = 0;

½««¨¯±. � ¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥£¤  ¨¬¥¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ± ²°¥³£®«¼®© ¬ ²°¨¶¥©, ². ¥.
¥¢»°®¦¤¥®¥.

16. �®¢¥°µ®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 

�®¢¥°µ®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  § ¤ ¾²±¿ ¢ ¥ª®²®°®©  ´´¨®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨-
 ² ³° ¢¥¨¥¬

F (x; y; z) = a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz| {z }
q(x; y; z)

ª¢ ¤° ²¨· ¿ · ±²¼

+

+ 2a1x+ 2a2y + 2a3z| {z }
l(x; y; z)

®¤®°®¤ ¿ «¨¥© ¿ · ±²¼

+a0 = 0: (19)

�°¨ ½²®¬ ²°¥¡³¥²±¿, ·²®¡» ª¢ ¤° ²¨· ¿ · ±²¼ ¡»«  ®²«¨·  ®² ³«¿. �±«¨ ¢¢¥±²¨
®¡®§ · ¥¨¿

Q :=

0B@ a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

1CA ; A :=

0BBB@
a11 a12 a13 a1
a12 a22 a23 a2
a13 a23 a33 a3
a1 a2 a3 a0

1CCCA ; L := (a1; a2; a3); X :=

0B@ x
y
z

1CA ;
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²® ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¬¥² ¢¨¤

XTQX + LX + a0 = (x; y; z; 1)A

0BBB@
x
y
z
1

1CCCA = 0: (20)

� ª ¨ ° ¼¸¥ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ª¢ ¤°¨ª®© ¬®£®·«¥ ¢²®°®© ±²¥¯¥¨ ± ²®·®±²¼¾
¤® ³¬®¦¥¨¿   ¥³«¥¢®© ¬®¦¨²¥«¼.

�®ª  ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ² ¯°¿¬®³£®«¼®©.

�¥®°¥¬  16.1 (¨§ ª³°±  «¨¥©®©  «£¥¡°»). �³±²¼ ¢ ¥ª®²®°®© ¯°¿¬®³£®«¼®©
±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² § ¤   ª¢ ¤° ²¨· ¿ · ±²¼ q(x; y; z). �®£¤   ©¤¥²±¿ ¤°³£ ¿
¯°¿¬®³£®«¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ± ²¥¬ ¦¥  · «®¬, ¢ ª®²®°®© ª¢ ¤° ²¨· ¿
· ±²¼ ¯°¨¬¥² ¤¨ £® «¼»© ¢¨¤

q0(x0; y0; z0) = �1(x
0)2 + �2(y

0)2 + �3(z
0)2;

£¤¥ �1; �2; �3 | ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ Q, ². ¥. ª®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®-
·«¥ 

�Q(�) = det (Q� �E) = 0;

  ®¢»¥ ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°  e01; e
0
2; e

0
3 ¿¢«¿¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ±®¡±²¢¥»¬¨

¢¥ª²®° ¬¨. � · ±²®±²¨, ¢±¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¢¥¹¥±²¢¥»,   ±®¡±²¢¥»¥
¢¥ª²®° , ®²¢¥· ¾¹¨¥ ° §«¨·»¬ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¿¬, ®°²®£® «¼».

�¥¬¬  16.2. �«¿ «¾¡®£® ¬®£®·«¥  ¢²®°®© ±²¥¯¥¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±³¹¥-
±²¢³¥² ¯°¿¬®³£®«¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ², ¢ ª®²®°®© ® ¯°¨¨¬ ¥² ®¤¨ ¨§ ±«¥-
¤³¾¹¨µ ¯¿²¨ ¢¨¤®¢:

(i) F = �1x
2 + �2y

2 + �3z
2 + � (�1�2�3 6= 0);

(ii) F = �1x
2 + �2y

2 + 2b3z (�1�2b3 6= 0);

(iii) F = �1x
2 + �2y

2 + � (�1�2 6= 0);

(iv) F = �1x
2 + 2c2y (�1c2 6= 0);

(v) F = �1x
2 + � (�1 6= 0):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬» ¬®¦¥¬  ©²¨ ² ª³¾ ¯°¿¬®³£®«¼-
³¾ ±¨±²¥¬³, ¢ ª®²®°®© ª¢ ¤° ²¨· ¿ · ±²¼ ¤¨ £® «¼ , ². ¥.

F = �1x
2 + �2y

2 + �3z
2 + 2b1x+ 2b2y + 2b3z + b0 = 0:

� ±±¬®²°¨¬ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ ±«³· ¨.
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(i) �°¨ �1�2�3 6= 0 ¨¬¥¥¬

F = �1

 
x+

b1
�1

!2

+ �1

 
y +

b2
�2

!2

+ �3

 
x+

b3
�3

!2

+

 
b0 � (b1)2

�1
� (b2)2

�2
� (b3)2

�3

!
=

= �1(x
0)2 + �2(y

0)2 + �3(z
0)2 + �:

(ii) �°¨ �3 = 0 ¨ �1�2�3 6= 0 ¨¬¥¥¬

F = �1

 
x+

b1
�1

!2

+ �1

 
y +

b2
�2

!2

+ 2b3z +

 
b0 � (b1)2

�1
� (b2)2

�2

!
=

= �1(x
0)2 + �2(y

0)2 + 2b3z + � = �1x
2 + �2y

2 + 2b3

�
z +

�

2b3

�
= �1x

2 + �2y
2 + 2b3z

0:

(iii) �°¨ �3 = �3 = 0 ¨ �1�2 6= 0 ¨¬¥¥¬

F = �1

 
x+

b1
�1

!2

+ �1

 
y +

b2
�2

!2

+

 
b0 � (b1)2

�1
� (b2)2

�2

!
=

= �1(x
0)2 + �2(y

0)2 + �:

(iv) �³±²¼ �3 = �2 = 0 , �1 6= 0 ¨ µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ b2 ¨ b3 ¥ ° ¢¥ ³«¾. �®£¤ 
¨¬¥¥¬

F = �1

 
x+

b1
�1

!2

+ 2b2y + 2b3z +

 
b0 � (b1)2

�1

!
= �1(x

0)2 + 2c2y
0;

£¤¥

x0 = x+
b1
�1
; c2 =

q
(b2)2 + (b3)2

y0 =
1q

(b2)2 + (b3)2

 
b2y + b3z +

1

2

 
b0 � (b1)

2

�1

!!

z0 =
1q

(b2)2 + (b3)2
(�b3y + b2z) :

� ª ¿ \®°¬¨°®¢ª " ´³ª¶¨© ¯¥°¥µ®¤  £ ° ²¨°³¥² ®°²®£® «¼®±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³-
¾¹¥© ¬ ²°¨¶» ¨, ²¥¬ ± ¬»¬, ®°²®£® «¼®±²¼ § ¬¥».

�±«¨ ¦¥ b2 = b3 = 0, ²® ¬» ±° §³ ¨¬¥¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ ª®¥·®£® ¢¨¤ .
(v) �³±²¼ �3 = �2 = b2 = b3 = 0 ¨ �1 6= 0. �®£¤  ¨¬¥¥¬

F = �1

 
x+

b1
�1

!2

+

 
b0 � (b1)2

�1

!
= �1(x

0)2 + �:

�¥¬¬  ¤®ª §  . 2
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�¥®°¥¬  16.3. �«¿ «¾¡®© ª¢ ¤°¨ª¨ ±³¹±²¢³¥² ¯°¿¬®³£®«¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨-
 ², ¢ ª®²®°®© ®  ¨¬¥¥² ®¤¨ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ 17 ¢¨¤®¢:

1)
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (a � b � c > 0) (½««¨¯±®¨¤);

2)
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= �1 (a � b � c > 0) (¬¨¬»© ½««¨¯±®¨¤);

3)
x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 1 (a � b > 0) (®¤®¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤);

4) � x2

a2
� y2

b2
+
z2

c2
= 1 (a � b > 0) (¤¢³¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤);

5)
x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 0 (a � b > 0) (ª®³± (¢²®°®£® ¯®°¿¤ª ));

6)
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0 (a � b > 0) (¬¨¬»© ª®³± (¢²®°®£® ¯®°¿¤ª ));

7)
x2

p
+
y2

q
= 2z (p � q > 0) (½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤);

8)
x2

p
� y2

q
= 2z (p � q > 0) (£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤);

9)
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a � b > 0) (½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤°);

10)
x2

a2
+
y2

b2
= �1 (a � b > 0) (¬¨¬»© ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤°);

11)
x2

a2
+
y2

b2
= 0 (a � b > 0) (¤¢¥ ¬¨¬»¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¯«®±ª®±²¨);

12)
x2

a2
� y2

b2
= 1 (a � b > 0) (£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤°);

13)
x2

a2
� y2

b2
= 0 (a � b > 0) (¤¢¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¯«®±ª®±²¨);

14) y2 = 2px (p > 0) (¯ ° ¡®«¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤°);
15) y2 = a2 (a > 0) (¤¢¥ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¨);
16) y2 = �a2 (a > 0) (¤¢¥ ¬¨¬»µ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¨);
17) y2 = 0 (¤¢¥ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¯«®±ª®±²¨):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � · «  ¯°¨¬¥¿¥¬ «¥¬¬³,   ¯®²®¬ ¤«¿ ª ¦¤®£® ¨§ ²¨¯®¢ (i){(v)
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¢±¥ ±«³· ¨. � ¯°¨¬¥°, ¢®§¼¬¥¬ (i). �®§¬®¦» ±«³· ¨:

�±«¨ ¢±¥ �i ®¤®£® § ª ,   � |¯°®²¨¢®¯®«®¦®£®, ²® ¤¥«¥¨¥¬   �t ¨ ¯¥°¥¬¥®©
®±¥© ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ¢¨¤³ 1) (½««¨¯±®¨¤).

�±«¨ ¢±¥ �i ¨ � ®¤®£® § ª , ²® ¤¥«¥¨¥¬   t ¨ ¯¥°¥¬¥®© ®±¥© ³° ¢¥¨¥ ¯°¨-
¢®¤¨²±¿ ª ¢¨¤³ 2) (¬¨¬»© ½««¨¯±®¨¤).

�±«¨ ¢±¥ �i ®¤®£® § ª ,   � = 0, ²® ¯¥°¥¬¥®© ®±¥© ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª
¢¨¤³ 6) (¬¨¬»© ª®³±).

�±«¨ �i ° §»µ § ª®¢,   � = 0, ²® ¯¥°¥¬¥®© ®±¥© ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ¢¨¤³
5) (ª®³±).

�±«¨ �i ° §»µ § ª®¢, ¯°¨·¥¬ ³ ®¤®£® ²®² ¦¥ § ª, ·²® ¨ ³ � , ²® ¯¥°¥¬¥®© ®±¥©
¨ ¤¥«¥¨¥¬   �t ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ¢¨¤³ 3) (®¤®¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤).
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�±«¨ �i ° §»µ § ª®¢, ¯°¨·¥¬ ³ ¤¢³µ ²®² ¦¥ § ª, ·²® ¨ ³ � , ²® ¯¥°¥¬¥®© ®±¥©
¨ ¤¥«¥¨¥¬   �t ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ¢¨¤³ 4) (®¤®¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±«³· © (i) ¤ ¥² 1){6). � «®£¨·® ± ¤°³£¨¬¨:

(i) 1, 2, 3, 4, 5, 6
(ii) 7, 8
(iii) 9, 10, 11, 12, 13
(iv) 14
(v) 15, 16, 17

2

�¥®°¥¬  16.4. � ®¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ª ®¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬»
ª®®°¤¨ ², ®¯°¥¤¥«¥® ®¤®§ ·® (¤«¿ ¢¨¤®¢ 5; 6; 11; 13 | ± ²®·®±²¼¾ ¤®
¬®¦¨²¥«¿).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ª°¨¢»µ, ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ª®½´´¨¶¨-
¥²» (¢ · ±²®±²¨, ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ � ¨ ±«¥¤ S) ¨ ª®°¨ �i µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®-
·«¥  ¬ ²°¨¶» Q ¿¢«¿¾²±¿ ®°²®£® «¼»¬¨ ¨¢ °¨ ² ¬¨,   ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼
� ¬ ²°¨¶» A. � ª¦¥ ¨¢ °¨ ²» ° £¨ r ¨ R ¬ ²°¨¶ Q ¨ A.

�®£¤  ¯®¢¥°µ®±²¼ ®¤®§ ·® ®²®±¨²±¿ ª ®¤®¬³ ¨§ ²¨¯®¢ (i){(v), ² ª ª ª

(i) r = 3; R = 3 ¨«¨ R = 4
(ii) r = 2, R = 4
(iii) r = 2, R = 2 ¨«¨ R = 3
(iv) r = 1, R = 3
(v) r = 1, R = 1 ¨«¨ R = 2

�³²°¨ ²¨¯  (i) �i | ¨¢ °¨ ²»,   � = �=�. �³²°¨ ²¨¯  (ii) �1; �2 | ¨¢ °¨-

 ²»,   (b3)2 = � �

�1�2
.

�±² «¼»¥ ¯®¢¥°µ®±²¨, ¿¢«¿¿±¼ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨¬¨, ¨¬¥¾² ª ®¨·¥±ª¨¥ ³° ¢¥-
¨¿, ¥ ±®¤¥°¦ ¹¨¥ z. �®¯³±²¨¬, ¨¬¥¥²±¿ § ¬¥  ¯°¿¬®³£®«¼»µ ª®®°¤¨ ², ¯¥°¥-
¢®¤¿¹ ¿ ®¤® ¨§ ² ª¨µ ³° ¢¥¨© ¢ ¤°³£®¥. �®£¤  x ¨ y ¥ § ¢¨±¿² ®² z0 (¨ ¯®½²®¬³
¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±¢®¤¨²±¿ ª ¤®ª § ®¬³ ¤¢³¬¥°®¬³ ±«³· ¾). �®ª ¦¥¬ ½²®,  ¯°¨-
¬¥°, ¤«¿ ³° ¢¥¨¿ ¢¨¤  �x2 + �y2 + � = 0. �³±²¼ x = c11x

0 + c21y
0 + c31z

0 + c1 ¨
y = c12x

0 + c22y
0 + c32z

0 + c2,   °¥§³«¼²¨°³¾¹¥¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¥ § ¢¨±¨² ®² z0. �®£¤ 

�c11c31 = ��c12c32
�c21c31 = ��c22c32
�c31c31 = ��c32c32
�c1c31 = ��c2c32;

¢ · ±²®±²¨, ¥±«¨ µ®²¿ ¡» ®¤® ¨§ c31 ¨ c32 ®²«¨·® ®² 0, ²® ¤¢¥ ¯¥°¢»¥ ±²°®ª¨
¬ ²°¨¶» ¯¥°¥µ®¤  «¨¥©® § ¢¨±¨¬» ¨ ¯®«³· ¥¬ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥.

�° ¢¥¨¿ ° ±¯ ¤ ¾¹¨µ±¿ ¯®¢¥°µ®±²¥© (11, 13, 15, 16, 17) ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ®¤®-
§ ·® ² ª¦¥ ¨§ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥¨© (²¥®°¨¿ ¯«®±ª®±²¥©). 2
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16.1. �±®¢»¥ ¢¨¤» ¯®¢¥°µ®±²¥© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¨µ
£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢ 

1) ½««¨¯±®¨¤.
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

-

6

�
�
�
�
�
�
�
�
�
��6

z
y

x�a a

�®±ª®«¼ª³ jxj � a, jyj � b, jzj � c, ²® ½««¨¯±®¨¤ ®£° ¨·¥.

�¥®°¥¬  16.5. �«®±ª®¥ ±¥·¥¨¥ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¥±²¼ ª°¨¢ ¿ ¯®-
°¿¤ª  ¥ ¢»¸¥ ¤¢³µ.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»¡¥°¥¬ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ², ¢ ª®²®°®© ³° ¢¥¨¥ ¯«®±ª®±²¨:
z = 0. �®£¤  ³° ¢¥¨¥ ±¥·¥¨¿ G(x; y) := F (x; y; 0) = 0. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 16.6. �¥¯³±²®¥ ¯«®±ª®¥ ±¥·¥¨¥ ½««¨¯±®¨¤  | ½««¨¯± ¨«¨ ²®·ª .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²® ¥¤¨±²¢¥»¥ ¥¯³±²»¥ ®£° ¨·¥»¥ ª°¨¢»¥ 0, 1 ¨«¨ 2-£®
¯®°¿¤ª . 2

3) ®¤®¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤ (°¨±. 5 a)
x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 1

� ±¥·¥¨¨ ¯«®±ª®±²¼¾ z = 0 ¯®«³· ¥²±¿ ½««¨¯±
x2

b2
+
y2

b2
= 1,  §»¢ ¥¬»© £®°«®-

¢»¬.
�¤®¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ § ¬¥· ²¥«¼»¬ ±¢®©±²¢®¬.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 16.7. � §®¢¥¬ ¯°¿¬®«¨¥©®© ®¡° §³¾¹¥© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¯°¿¬³¾,
¶¥«¨ª®¬ ¢ ¥© ±®¤¥°¦ ¹³¾±¿. � ª ¯° ¢¨«®, ½²® ¯®¿²¨¥ ¥ ¯°¨¬¥¿¥²±¿ ª ° ±-
¯ ¤ ¾¹¨¬±¿ ¯®¢¥°µ®±²¿¬.

�¥®°¥¬  16.8. �¤®¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤ ¨¬¥¥² ¤¢  ±¥¬¥©±²¢  ¯°¿¬®«¨¥©»µ
®¡° §³¾¹¨µ. �¥°¥§ ª ¦¤³¾ ²®·ª³ ¯°®µ®¤¨² °®¢® ®¤  ¯°¿¬ ¿ ª ¦¤®£® ±¥¬¥©-
±²¢ , ¨ ½²¨ ¤¢¥ ¯°¿¬»¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ °®¢® ¯® ½²®© ²®·ª¥. �¢¥ ° §«¨·»¥ ¯°¿¬»¥
¨§ ®¤®£® ±¥¬¥©±²¢  ±ª°¥¹¨¢ ¾²±¿,   ¨§ ° §»µ | ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¨«¨ ¯ ° ««¥«¼».
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�¨±. 5.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬¥²¨¬, ·²® ³ª § »¥ ±¢®©±²¢  ¿¢«¿¾²±¿  ´´¨»¬¨,   ¥
¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨, ¯®½²®¬³ ¤®±² ²®·® ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ ¤«¿ £¨¯¥°¡®«®¨¤  x2+y2�z2 =
1. �¥°¥¯¨¸¥¬ ½²® ³° ¢¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥

x2 � z2 = 1 � y2; (x� z)(x+ z) = (1� y)(1 + y):

�²±¾¤  ±° §³ ¢¨¤¨¬ ¤¢  ±¥¬¥©±²¢  ¯°¿¬®«¨¥©»µ ®¡° §³¾¹¨µ:

I:

(
�(x� z) = �(1 � y)
�(x+ z) = �(1 + y)

II:

(
�(x� z) = �(1 + y)
�(x+ z) = �(1 � y)

;

£¤¥ � ¨ � | ¯°®¨§¢®«¼»¥ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±« , ¥ ®¡° ¹ ¾¹¨¥±¿ ¢ ³«¼ ®¤®¢°¥-
¬¥®. �®£¤  ����� � �

� ��
����� = ��2 � �2 < 0;

����� � ��
� �

����� = �2 + �2 > 0;

² ª ·²® ¯ °» ¯«®±ª®±²¥© ¢ ¯¥°¥±¥·¥¨¨ ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¤ ¾² ¯°¿¬³¾.
�³±²¼ ²®·ª  (x0; y0; z0) ¯°¨ ¤«¥¦¨² £¨¯¥°¡®«®¨¤³. �®£¤ , ¢§¿¢ ¤«¿ I � = x0+ z0

¨ � = 1 + y0,   ¤«¿ II | � = x0 + z0 ¨ � = 1 � y0, ¯®«³·¨¬ ¯°¿¬»¥, ¯°®µ®¤¿¹¨¥
·¥°¥§ ¤ ³¾ ²®·ª³. �®±ª®«¼ª³ ®¤® ¨§ ·¨±¥« 1 � y0 ¨«¨ 1 + y0 ®²«¨·® ®² 0, ²®
¯ °  (�; �) ®¯°¥¤¥«¥  ¯® ²®·ª¥ (x0; y0; z0) ®¤®§ ·® (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬®¦¨²¥«¿)
¤«¿ ª ¦¤®£® ±¥¬¥©±²¢ . �² ª, ·¥°¥§ ª ¦¤³¾ ²®·ª³ ¯°®µ®¤¨² °®¢® ®¤  ¯°¿¬ ¿
ª ¦¤®£® ±¥¬¥©±²¢ .

�®ª ¦¥¬, ·²® ¤°³£¨µ ®¡° §³¾¹¨µ ¥². �®¯³±²¨¬, ·²® ®¡° §³¾¹ ¿ ¯ ° ««¥«¼ 
¯«®±ª®±²¨ z = 0, ². ¥. ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¯«®±ª®±²¨ z = z0. �®£¤  ®  ¤®«¦  ±®¤¥°-
¦ ²¼±¿ ¢ ®ª°³¦®±²¨ x2 + y2 = 1 + z20, ·²® ¥¢®§¬®¦®. �² ª, ¢±¿ª ¿ ®¡° §³¾¹ ¿
¯¥°¥±¥ª ¥² z = 0,   § ·¨², ¨ £®°«®¢®© ½««¨¯± (®ª°³¦®±²¼). � ±¨«³ ¢° ¹ ²¥«¼®©
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±¨¬¬¥²°¨¨ ¤®±² ²®·® ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ®¤³ ¥£® ²®·ª³,  ¯°¨¬¥°, (1; 0; 0). �³±²¼ ·¥-
°¥§ ¥¥ ¯°®µ®¤¨² ¯°¿¬®«¨¥© ¿ ®¡° §³¾¹ ¿ ± ¥ª®²®°»¬  ¯° ¢«¿¾¹¨¬ ¢¥ª²®°®¬
(�; �; ): 8><>:

x = 1 + �t
y = �t
z = t

² ª ·²® ³° ¢¥¨¥ (°¥§³«¼² ² ¯®¤±² ®¢ª¨ ¢ ³° ¢¥¨¥ £¨¯¥°¡®«®¨¤ )

(�2 + �2 � 2)t2 + 2�t = 0

¤®«¦® ¨¬¥²¼ °¥¸¥¨¥¬ «¾¡®¥ t, ®²ª³¤ (
�2 + �2 � 2 = 0

2� = 0

(
� = 0

�2 � 2 = 0

� ·¨²,  ¯° ¢«¿¾¹¨© ¢¥ª²®° (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¥³«¥¢®£® ¬®¦¨²¥«¿) ° ¢¥
(0; 1;�1), ². ¥. ¨¬¥¾²±¿ ¤¢¥ ¢®§¬®¦®±²¨,   ¨µ ¬» ³¦¥  ¸«¨ | ½²® ¯°¿¬ ¿ ¯¥°¢®£®
±¥¬¥©±²¢  ¨ ¯°¿¬ ¿ ¢²®°®£®. �² ª, ¤°³£¨µ ®¡° §³¾¹¨µ ¥².

�§   «®£¨·®£® ±®®¡° ¦¥¨¿ ¯®«³· ¥¬, ·²® ¯°¿¬»¥ ®¤®£® ±¥¬¥©±²¢  ¥ ¬®£³²
¯¥°¥±¥ª ²¼±¿. �³±²¼ ®¨ ¯ ° ««¥«¼» ®¤®¬³ ¢¥ª²®°³ (�; �; ). � ·¨², ® ¯ ° «-
«¥«¥ ª ¦¤®© ¨§ 4-µ ¯«®±ª®±²¥©, ´¨£³°¨°³¾¹¨µ ¢ § ¯¨±¨ ¤¢³µ ¯°¿¬»µ ±¥¬¥©±²¢ .
�®£¤  ® ¿¢«¿¥²±¿ ¥³«¥¢»¬ °¥¸¥¨¥¬ ±¨±²¥¬» 4-µ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ± ¬ ²°¨¶¥©0BBB@

� � ��
� �� �
�0 �0 ��0
�0 ��0 �0

1CCCA
�±«¨ � = �0 = 0, ²® ¯°¿¬»¥ ±®¢¯ ¤ ¾². �±«¨ � = 0 ¨ �0 6= 0, ². ¥. ¬®¦® ±·¨² ²¼
� = �0 = 1, ²® ° £ ¥ ¬¥¼¸¥ ²°¥µ (¯®±ª®«¼ª³ ¤®«¦® ¡»²¼ �0 = u� ¨ �0 = �u�).
� «®£¨·® ¢ ®¡° ²®© ±¨²³ ¶¨¨. � ·¨², ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® � = �0 = 1,   � ¨ �0

| ¥³«¥¢»¥. �®£¤  ¤«¿ ³±«®¢¨¿ rk < 3 ¥®¡µ®¤¨¬®�������
� � ��
� �� �
�0 ��0 �0

������� =
�������
� 1 ��
1 �� 1
1 ��0 1

������� = ��2 + 1 + ��0 � �2 � 1 + ��0 = 2�(�0 � �) = 0;

·²® ¢ ¤ ®© ±¨²³ ¶¨¨ ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ¥±«¨ � = �0 ¨ ¯°¿¬»¥ ±®¢¯ ¤ ¾². �² ª, ¤¢¥
¯°¿¬»¥ ®¤®£® ±¥¬¥©±²¢  ±ª°¥¹¨¢ ¾²±¿.

�¥¬¥©±²¢  ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿, ² ª ª ª ®²®¡° ¦¥¨¥ (x; y; z) 7! (�x;�y;�z) ¯¥°¥-
¢®¤¨² ¯°¿¬»¥ ®¤®£® ±¥¬¥©±²¢  ¢ ¯°¿¬»¥ ¤°³£®£®, ¯ ° ««¥«¼»¥ ±¢®¨¬ ¯°®®¡° -
§ ¬. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¡» ¯°¿¬ ¿ ¯°¨ ¤«¥¦ «  ®¡®¨¬ ±¥¬¥©²¢ ¬, ²® ¥¥ ®¡° § |
² ª¦¥, ¨ ²¥¬ ± ¬»¬, ¬» ¨¬¥«¨ ¡» ¤¢¥ ¯ ° ««¥«¼»¥ ¯°¿¬»¥ ¨§ ®¤®£® ±¥¬¥©±²¢ .

�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ ¯°¿¬»¥ l1 ¨ l2 ¨§ ° §»µ ±¥¬¥©±²¢. �³±²¼ � | ¯«®±ª®±²¼,
¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ l1 ¨ ¥ª®²®°³¾ ²®·ª³ P 2 l2, P 62 l1. �®½²®¬³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥
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¯«®±ª®¥ ±¥·¥¨¥ £¨¯¥°¡®«®¨¤ , ¿¢«¿¿±¼ ¯® ²¥®°¥¬¥ 16.5 ª°¨¢®© ¯®°¿¤ª  ¥ ±² °¸¥
2, ¤®«¦® ¡»²¼ ¯ °®© ¯ ° ««¥«¼»µ ¨«¨ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ. �¤  ¨§ ¨µ
| l1,   ¤°³£ ¿ | ¥ª®²®° ¿ ¯°¿¬®«¨¥© ¿ ®¡° §³¾¹ ¿ l 3 P . �  ¥ ±®¢¯ ¤ ¥²
¨ ¥ ±ª°¥¹¨¢ ¥²±¿ ± l1, ¯®½²®¬³, ¯® ¤®ª § ®¬³, ¥ ¬®¦¥² ¯°¨ ¤«¥¦ ²¼ ¯¥°¢®¬³
±¥¬¥©±²¢³,   § ·¨², ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¢²®°®¬³, ¨ ¢ ±¨«³ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ¯°¿¬®© ¢²®°®£®
±¥¬¥©±²¢ , ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ P , ±®¢¯ ¤ ¥² ± l2. 2

4) ¤¢³¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤ (°¨±. 5 ¡) �x
2

a2
� y2

b2
+
z2

c2
= 1

�«®±ª®±²¼ z = 0 ¥ ¯¥°¥±¥ª ¥² £¨¯¥°¡®«®¨¤ ¨ ° §¤¥«¿¥² ¥£®   ¤¢¥ · ±²¨,  §»-
¢ ¥¬»¥ ¯®«®±²¿¬¨.

�¥®°¥¬  16.9. �¢³¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤ ¥ ¨¬¥¥² ¯°¿¬®«¨¥©»µ ®¡° §³¾¹¨µ.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¿¬®«¨¥© ¿ ®¡° §³¾¹ ¿ ¥ ¬®¦¥² ¯¥°¥±¥ª ²¼ ¯«®±ª®±²¼ z =
0. � ·¨², ®  «¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ z = z0. �® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¯«®±ª®¥ ±¥·¥¨¥

x2

a2
+
y2

b2
=
z20
c2
� 1

®£° ¨·¥® (½««¨¯±, ²®·ª  ¨«¨ ;) ¨ ¥ ¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ¯°¿¬³¾. 2

5) ª®³± ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  (°¨±. 6  ))
x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 0

-

6

x

z

@
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@
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�
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�¨±. 6.

� ¬¥²¨¬, ·²® ³° ¢¥¨¥ ®¤®°®¤® (¢²®°®£® ¯®°¿¤ª ): F (�x; �y; �z) =
�; 2F (x; y; z), ¨ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, «¾¡ ¿ ¯°¿¬ ¿, ±®¤¥°¦ ¹ ¿ O ¨ ¥ª®²®°³¾ ¤°³£³¾
²®·ª³ ª®³± , ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¿¬®«¨¥©®© ®¡° §³¾¹¥©.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 16.10. �³±²¼ � | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ª°¨¢ ¿, «¥¦ ¹ ¿ ¢ ¯«®±ª®±²¨ �,  
²®·ª  O ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² �. �®¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ®±²¼¾  ¤ � ± ¶¥²°®¬ ¢ O  §»¢ -
¥²±¿ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¢±¥µ ¯°¿¬»µ ¢¨¤  OX, X 2 � (°¨±. 6 ¡)). �°¿¬»¥ OX  §»¢ ¾²±¿
®¡° §³¾¹¨¬¨,   ª°¨¢ ¿ � |  ¯° ¢«¿¾¹¥© ª®¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ®±²¨.
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�¥®°¥¬  16.11. �®¨·¥±ª ¿ ¯®¢¥°µ®±²¼  ¤ ½««¨¯±®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ª®³±®¬ ¢²®°®£®
¯®°¿¤ª .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»¡¥°¥¬ ² ª³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ² ± ¶¥²°®¬ ¢O, ·²® ¯«®±ª®±²¼
� § ¤ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ z = h 6= 0 (°¨±. 6 ¢)). �±«¨ ¬» ¢»¡¥°¥¬  ¯° ¢«¥¨¿ ®±¥©
Ox ¨ Oy ¯ ° ««¥«¼® £« ¢»¬ ®±¿¬ ½««¨¯±  �, ²® ³° ¢¥¨¥ ½««¨¯±  ¢ ¯«®±ª®±²¨ �
¯°¨¬¥² ¢¨¤:

F (x; y) = a11(x� x0)
2 + a22(y � y0)

2 � 1 = 0;

£¤¥ 0 < a11 � a22. �®£¤  ³° ¢¥¨¥ ª®¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ®±²¨  ¤ ¨¬:

�(x; y; z) = z2 F
�
x

z
h;
y

z
h
�
= 0:

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ²®·ª  (x; y; z), z 6= 0, ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯®¢¥°µ®±²¨ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®-

£¤ , ª®£¤  ²®·ª 
�
x

z
h;
y

z
h; h

�
¯°¨ ¤«¥¦¨² ª°¨¢®©, ². ¥. F

�
x

z
h;
y

z
h
�
= 0. �® ¯°¨

±¤¥« ®¬ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨ z 6= 0 ¤ ®¥ ³° ¢¥¨¥ ° ¢®±¨«¼® ¢»¢®¤¨¬®¬³. �±² -
«®±¼ ¤®ª § ²¼, ·²® ¯°¨ z = 0 ¢»¢®¤¨¬®¥ ³° ¢¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¥® ¨ ¥£® ¬®¦¥±²¢®
°¥¸¥¨© ±®¢¯ ¤ ¥² ± O. �¯°¥¤¥«¥®±²¼ ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ¢® ¢²®°®¬ ±®¬®¦¨-
²¥«¥ ±²¥¯¥¼ 1=z ° ¢  2 ¨ ¯°¨ ³¬®¦¥¨¨ ¯°®¯ ¤ ¥². �®±«¥ ³¬®¦¥¨¿ ³° ¢¥¨¥
¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ (¯°¨ z = 0) ¢ h2 q(x; y) = 0. �®±ª®«¼ª³  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©
³ ½««¨¯±  ¥², ²® x = y = 0.

�² ª,

�(x; y; z) = z2
 
a11

�
x� x0
z

h
�2

+ a22

�
y � y0
z

h
�2
� 1

!
= 0:

�®±«¥ § ¬¥» x0 = x� x0, y0 = y � y0, z0 = z ¯®«³· ¥¬

�(x0; y0; z0) = a11h
2(x0)2 + a22h

2(y0)2 � (z0)2 = 0;

². ¥. ª®³±. 2

� ¤ ·  16. �²® ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ª®¨·¥±ª¨¥ ¯®¢¥°µ®±²¨  ¤ £¨¯¥°¡®«®© ¨
¯ ° ¡®«®© ? �²¢¥²: ®¡»·»© ª®³± ¡¥§ ¤¢³µ ¨«¨ ®¤®© ¯°¿¬®©.

7) ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤ (°¨±. 7  ))
x2

p
+
y2

q
= 2z

�¥®°¥¬  16.12. �««¨¯²¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤ ¥ ¨¬¥¥² ¯°¿¬®«¨¥©»µ ®¡° §³¾¹¨µ.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±«®¢® ª ª ± ¤¢³¯®«®±²»¬ £¨¯¥°¡®«®¨¤®¬. 2

8) £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤ (°¨±. 7 ¡))
x2

p
� y2

q
= 2z

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 16.13. �¥³«¥¢®© ¢¥ª²®° (�; �; ) § ¤ ¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° -
¢«¥¨¥ ¤«¿ ¯®¢¥°µ®±²¨ F = 0, ¥±«¨ ® ®¡³«¿¥² ª¢ ¤° ²¨·³¾ ´®°¬³ ³° ¢¥¨¿

q(�; �; ) = a11�
2 + a22�

2 + a33
2 + 2a12�� + 2a13� + 2a23� = 0:
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x

z

y

 )

-

6

�
�
�
�
�
��

x

z

y

¡)

�¨±. 7.

�¥®°¥¬  16.14. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥  ¯° ¢«¥¨¿ ¥ § ¢¨±¿² ®² ¢»¡®°  ±¨±²¥¬»
ª®®°¤¨ ².

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±«®¢®, ª ª ¤«¿ ª°¨¢»µ. 2

�¥®°¥¬  16.15. �°¿¬®«¨¥©»¥ ®¡° §³¾¹¨¥ «¾¡®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¨¬¥¾²  ±¨¬¯²®-
²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ 8><>:
x = x0 + �t
y = y0 + �t
z = z0 + t

| ¯°¿¬®«¨¥© ¿ ®¡° §³¾¹ ¿. �®¤±² ¢¨¢ ¢ ³° ¢¥¨¥ F = 0, ¯®«³·¨¬ F2t
2+2F1t+

F0 = 0 ¤«¿ «¾¡®£® t. � ·¨², F2 = q(�; �; ) = 0. 2

�¥®°¥¬  16.16. �¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤ ¨¬¥¥² ¤¢  ±¥¬¥©±²¢  ®¡° §³¾¹¨µ,
¯°®µ®¤¿¹¨µ ·¥°¥§ ª ¦¤³¾ ²®·ª³. �¡° §³¾¹¨¥ ®¤®£® ±¥¬¥©±²¢  ¯®¯ °® ±ª°¥¹¨-
¢ ¾²±¿ ¨ ¯ ° ««¥«¼» ®¤®© ¯«®±ª®±²¨,   ° §»µ | ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥  ¯° ¢«¥¨¿ (�; �; ) £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®£® ¯ ° -

¡®«®¨¤   µ®¤¿²±¿ ¨§ ³° ¢¥¨¿
�2

p
� �2

q
= 0, ². ¥. «¥¦ ² ¢ ¯«®±®ª±²¿µ

�1 :
�p
p
� �p

q
= 0; �1 :

�p
p
+

�p
q
= 0:

� ³·¥²®¬ ³° ¢¥¨¿ ¯ ° ¡®«®¨¤  
xp
p
� yp

q

!  
xp
p
+

yp
q

!
= 2 z
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½²® ®§ · ¥², ·²® ¨¬¥¾²±¿ ¤¢  ±¥¬¥©±²¢  ¯°¿¬®«¨¥©»µ ®¡° §³¾¹¨µ

I :

8<:
xp
p
� yp

q
= k

k
�

xp
p
+ yp

q

�
= 2 z

; II :

8<:
xp
p
+ yp

q
= k

k
�

xp
p
� yp

q

�
= 2 z

:

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ®¡° §³¾¹³¾, ¯ ° ««¥«¼³¾, ±ª ¦¥¬, �1, ²® ° ±±²®-
¿¨¥ (±® § ª®¬) ®² «¾¡®© ¥¥ ²®·ª¨ ¤® �1 ¯®±²®¿®, ². ¥. ± ¥ª®²®°®© ª®±² ²®©

k ¬» ¨¬¥¥¬
xp
p
� yp

q
= k, ®²ª³¤  ¨§ ³° ¢¥¨¿ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¯®«³· ¥¬ ¢²®°®¥ ³° ¢-

¥¨¥ (I). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤°³£¨µ ®¡° §³¾¹¨µ ¥².
�¥°¥§ ª ¦¤³¾ ²®·ª³ ¯ ° ¡®«®¨¤  ¯°®µ®¤¨² °®¢® ¯® ®¤®© ®¡° §³¾¹¥© ª ¦¤®£®

±¥¬¥©±²¢ , ² ª ª ª k ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¤®§ ·®.
� ¬¥²¨¬, ·²® ¨ª ª ¿ ¢¥°²¨ª «¼ ¿ ¯°¿¬ ¿ ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¿¬®«¨¥©®© ®¡° -

§³¾¹¥©. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ x = const, y = const, ®²ª³¤  ¨ z = const.
�¢  ±¥¬¥©±²¢  ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ®¡¹ ¿ ¯°¿¬ ¿

¨¬¥¥²  ¯° ¢«¿¾¹¨© ¢¥ª²®° (�; �; ). �®£¤  ® ¤®«¦¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ®¤®°®¤®©
· ±²¨ ¯¥°¢»µ ³° ¢¥¨© ®¡¥¨µ ±¨±²¥¬:8<:

�p
p
� �p

q
= 0;

�p
p
+ �p

q
= 0;

®²ª³¤  � = � = 0 ¨ ¯°¿¬ ¿ ¢¥°²¨ª «¼ , ·²® ¥¢®§¬®¦®.
�¡° §³¾¹¨¥ ¨§ ®¤®£® ±¥¬¥©±²¢  ¥ ¬®£³² ¯¥°¥±¥ª ²¼±¿, ² ª ª ª ½²® ¯°®²¨¢®°¥-

·¨«® ¡» ¥¤¨±²¢¥®±²¨. �¨ ¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯ ° ««¥«¼», ² ª ª ª ¨µ  ¯° ¢«¿¾¹¨¥
¢¥ª²®°  | (

p
p;
p
q; k) ± ° §«¨·»¬¨ k. � ·¨², ®¨ ±ª°¥¹¨¢ ¾²±¿, ¯°¨·¥¬ (¯® ®¯°¥-

¤¥«¥¨¾) ¯ ° ««¥«¼» ´¨ª±¨°®¢ ®© ¯«®±ª®±²¨.
�³±²¼ ²¥¯¥°¼ l1 ¨ l2 | ®¡° §³¾¹¨¥ ¨§ ° §»µ ±¥¬¥©±²¢. �®ª ¦¥¬, ·²® ®¨

¯¥°¥±¥ª ¾²±¿. � ±±¬®²°¨¬ ¯«®±ª®¥ ±¥·¥¨¥ ¯ ° ¡®«®¨¤ , ¯°®µ®¤¿¹¥¥ ·¥°¥§ l1 ¨ P 2
l2, P 62 l1. �²® ª°¨¢ ¿, ¯®°¿¤ª  ¥ ¢»¸¥ 2, § ·¨² ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ¤¢³µ ¯°¿¬»µ
l1 ¨ l. �°¥¤¯®«®¦¨¬ l 6= l2, ¯°¨·¥¬ ®¨ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ (¢ ²®·ª¥ P ). � ·¨², l ¥
¯°¨ ¤«¥¦¨² ¢²®°®¬³ ±¥¬¥©±²¢³, ². ¥. ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯¥°¢®¬³. �® ²®£¤  ®  ¤®«¦ 
±ª°¥¹¨¢ ²¼±¿ ± l1 ¨ ¥ ¬®¦¥² «¥¦ ²¼ ± ¥© ¢ ®¤®© ¯«®±ª®±²¨. � ·¨², l = l2.
�®¯³±²¨¬, l1kl2. �®£¤  ª®®°¤¨ ²» (�; �; ) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥¨¿¬

�p
p
� �p

q
= 0;

�p
p
+

�p
q
= 0;

®²ª³¤  � = � = 0 ¨ ®¡° §³¾¹ ¿ ¢¥°²¨ª «¼ , ·²® ¥¢®§¬®¦®. 2

�¥°¥¬±¿ ª £¨¯¥°¡®«®¨¤ ¬. �µ  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© ª®³± ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³° ¢¥-
¨¥¬

x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 0: (21)

�§ ³° ¢¥¨¿ ®¤®¯®«®±²®£® £¨¯¥°¡®«®¨¤  ¨¬¥¥¬ ¤«¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ z:

z1 = c

s
x2

a2
+
y2

b2
� 1;
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  ¨§ ³° ¢¥¨¿ (21) |

z2 = c

s
x2

a2
+
y2

b2
;

®²ª³¤ 

z2 � z1 =
cq

x2

a2
+ y2

b2
+
q

x2

a2
+ y2

b2
� 1

�! 0 (x2 + y2 ! 0):

� «®£¨·® ¤«¿ ¤¢³¯®«®±²®£®.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 16.17. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥  ¯° ¢«¥¨¿ (�; �; ) ®¤®¯®«®±²®£® £¨-
¯¥°¡®«®¨¤  ±®¢¯ ¤ ¾² ±  ¯° ¢«¥¨¿¬¨ ®¡° §³¾¹¨µ ¥£®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ª®³± 
¨ ¿¢«¿¾²±¿ °¥¸¥¨¿¬¨ (21).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©. 2

�¥®°¥¬  16.18. �¨ª ª¨¥ ²°¨ ° §«¨·»µ ¯°¿¬®«¨¥©»µ ®¡° §³¾¹¨µ ®¤®¯®«®±²-
®£® £¨¯¥°¡®«®¨¤  ¨§ ®¤®£® ±¥¬¥©±²¢  ¥ ¯ ° ««¥«¼» ®¤®© ¯«®±ª®±²¨. �¾¡»¥
²°¨ ¯®¯ °® ±ª°¥¹¨¢ ¾¹¨¥±¿ ¯°¿¬»¥, ¥ ¯ ° ««¥«¼»¥ ®¤®© ¯«®±ª®±²¨, ¿¢«¿¾²±¿
¯°¿¬®«¨¥©»¬¨ ®¡° §³¾¹¨¬¨ ¥ª®²®°®£® ®¤®¯®«®±²®£® £¨¯¥°¡®«®¨¤ .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ²°¨ ¯°¿¬®«¨¥©»µ ®¡° §³¾¹¨µ ¨§ ®¤®£® ±¥¬¥©-
±²¢ . �®¯³±²¨¬, ®¨ ¯ ° ««¥«¼» ®¤®© ¯«®±ª®±²¨. � ª ª ª ¶¥²° «¼®¥ ¯«®±ª®¥
±¥·¥¨¥ ( ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®) ª®³±  ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¨«¨ ®¤®© ¯°¿-
¨®©, ²® ¤¢¥ ¨§ ²°¥µ ¯°¿¬»µ ¤®«¦» ¡»²¼ ¯ ° ««¥«¼». �°®²¨¢®°¥·¨¥.

� ±±¬®²°¨¬ ²°¨ ¯®¯ °® ±ª°¥¹¨¢ ¾¹¨¥±¿ ¯°¿¬»¥ ¨ ¥ª®²®°³¾  ´´¨³¾ ±¨-
±²¥¬³ ª®®°¤¨ ², ¢ ª®²®°®© ®¨ ¨¬¥¾² ¢¨¤:

l1 :

(
x = x1
y = y1

l2 :

(
x = x2
z = z2

l3 :

(
y = y3
z = z3

�«¥¤³¾¹ ¿ ª¢ ¤°¨ª  ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ½²¨ ¯°¿¬»¥:

(x� x1)(y � y3)(z � z2)� (x� x2)(y � y1)(z � z3) = 0:

�²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ª¢ ¤°¨ª , ² ª ª ª ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ x3 ° ¢¥ ³«¾,  , ±ª ¦¥¬
¯°¨ xy ° ¢¥�z2+z3 6= 0, ² ª ª ª ¯°¿¬»¥ ±ª°¥¹¨¢ ¾²±¿. �§ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ª¢ ¤°¨ª
¨ ¤®ª § »µ ±¢®©±²¢ ±«¥¤³¥², ·²® ½²® | ®¤®¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤ (³ ¶¨«¨¤°®¢
² ª¨µ ®¡° §³¾¹¨µ ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼, ½²® ¬» ¤®ª ¦¥¬ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 16.19).
2

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¥° ±¯ ¤ ¾¹¨¥±¿ ¶¨«¨¤°»

9) ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤°
x2

a2
+
y2

b2
= 1

12) £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤°
x2

a2
� y2

b2
= 1

14) ¯ ° ¡®«¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤° y2 = 2px
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�°¥¤«®¦¥¨¥ 16.19. �±¥ ¯°¿¬®«¨¥©»¥ ®¡° §³¾¹¨¥ ¥° ±¯ ¤ ¾¹¨µ±¿ ¶¨«¨¤°®¢
¿¢«¿¾²±¿ ¨µ ®¡° §³¾¹¨¬¨ (®¡° §³¾¹¨¥ ¶¨«¨¤°®¢ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¯®   «®£¨¨ ± ª®-
¨·¥±ª¨¬¨ ¯®¢¥°µ®±²¿¬¨) ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯ ° ««¥«¼» ¬¥¦¤³ ±®¡®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¯°¿¬®«¨¥©³¾ ®¡° §³¾¹³¾ ¨ ±¯°®-
¥ª²¨°³¥¬ ¥¥   ¯«®±ª®±²¼ z = 0. �®£¤  °¥§³«¼² ² ¯°®¥ª¶¨¨ ¤®«¦¥ ¶¥«¨ª®¬ ¯°¨-
 ¤«¥¦ ²¼  ¯° ¢«¿¾¹¥© (ª®¨ª¥), ·²® ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¯°®¥ª¶¨¿ |
²®·ª , ². ¥. ¯°¿¬®«¨¥© ¿ ®¡° §³¾¹ ¿ ¯ ° ««¥«¼  ®±¨ Oz, ². ¥. ®¡° §³¾¹¨¬.
2

16.2. �¡¹ ¿ ²¥®°¨¿ ¯®¢¥°µ®±²¥© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 

� ±±¬®²°¥¢ ³° ¢¥¨¥ (19), ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿ (· ±²»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥):

Fx = 2(a11x+ a12y + a13z + a1);
Fy = 2(a12x+ a22y + a23z + a2);
Fz = 2(a13x+ a23y + a33z + a3):

�¥°¥±¥·¥¨¥ ¯°¿¬®© 8><>:
x = x0 + �t
y = y0 + �t
z = z0 + t

(22)

± ¤ ®© ¯«®±ª®±²¼¾ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬

F2t
2 + 2F1t+ F0 = 0; (23)

£¤¥

F2 = q(�; �; );

2F1 = (�Fx + �Fy + Fz)j(x0;y0 ;z0);
F0 = F (x0; y0; z0):

�¥®°¥¬  16.20. �°¿¬ ¿ ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¨¬¥¥² ± ¯®¢¥°µ®±²¼¾
«¨¡® ¤¢¥ ®¡¹¨¥ ²®·ª¨ (¢®§¬®¦®, ±®¢¯ ¢¸¨¥), «¨¡® ¥ ¯¥°¥±¥ª ¥² ¯®¢¥°µ®±²¨.

�°¿¬ ¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿ «¨¡® «¥¦¨²   ¯®¢¥°µ®±²¨, «¨¡®
¨¬¥¥² ± ¥© ¥¤¨±²¢¥³¾ ®¡¹³¾ ²®·ª³, «¨¡® ¥ ¯¥°¥±¥ª ¥² ¥¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥ F2t
2 + F1t+ F0 = 0, £¤¥ F2 = q(�; �; ),  

(�; �; ) |  ¯° ¢«¿¾¹¨© ¢¥ª²®° l.
�±«¨  ¯° ¢«¥¨¥ ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥, ²® F2 = q(�; �; �) 6= 0 ¨ ª¢ ¤° ²®¥ ³° ¢-

¥¨¥ ¥¢»°®¦¤¥®. �® ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ 2, 1 ¨«¨ 0 °¥¸¥¨©. �°¨ ½²®¬ 1 °¥¸¥¨¥,
ª®£¤  ¯®«»© ª¢ ¤° ². �» ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®  · «¼ ¿ ²®·ª  (x0; y0; z0) «¥¦¨²
  ª°¨¢®©. �®£¤  F0 = 0 ¨ ¢²®° ¿ ²®·ª  ±®¢¯ ¤ ¥² ±  · «¼®©, ¥±«¨ F1 = 0. �®-
±ª®«¼ª³ ¯°¨ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®¬ ¢®§¬³¹¥¨¨ (¯®¢®°®²¥) ¢¥ª²®°  (�; �; ) ¡³¤¥² ³¦¥
F1 6= 0, ². ¥. ±¥ª³¹ ¿, ²® ½²® ¤¢¥ ±®¢¯ ¢¸¨¥ ²®·ª¨.
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�±«¨ ¦¥  ¯° ¢«¥¨¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥, ²® F2 = 0 ¨ ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤
2F1t + F0 = 0. �±«¨ F1 6= 0, ²® ¨¬¥¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥ ¿ ²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿. �±«¨
F1 = 0,   F0 6= 0, ²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¯³±²®. �±«¨ F1 = F0 = 0, ²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ l ¨ �
±®¢¯ ¤ ¥² ± l. 2

�¥®°¥¬  16.21. �¥°¥¤¨» µ®°¤ ¤ ®£® ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿ (�; �; )
«¥¦ ² ¢ ®¤®© ¯«®±ª®±²¨

�Fx + �Fy + Fz = 0; (24)

 §»¢ ¥¬®© ¤¨ ¬¥²° «¼®© ¯«®±ª®±²¼¾, ±®¯°¿¦¥®© ¤ ®¬³ ¥ ±¨¬-

¯²®²¨·¥±ª®¬³  ¯° ¢«¥¨¾.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ l, § ¤  ¿ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨ (22), ¯¥°¥±¥ª ¥² ¯®¢¥°µ®±²¼
¢ ¤¢³µ (¢®§¬®¦® ±®¢¯ ¢¸¨µ) ²®·ª µ, ¨ (x0; y0; z0) | ±¥°¥¤¨  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£®
®²°¥§ª  (µ®°¤»). �«¿  µ®¦¤¥¨¿ t1 ¨ t2, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ²®·ª ¬ ¯¥°¥±¥·¥¨¿, ¬»
¨¬¥«¨ ³° ¢¥¨¥ (23), ¯°¨·¥¬ ¢  ¸¥¬ ±«³· ¥ F2 6= 0. �® ²¥®°¥¬¥ �¨¥²  ¤«¿ t0 = 0,
®²¢¥· ¾¹¥£® (x0; y0), ³±«®¢¨¥ ±¥°¥¤¨» µ®°¤» ¯°¨¬¥² ¢¨¤

0 = t0 =
t1 + t2
2

= �F1

F2
; F1 = 0:

�®ª ¦¥¬, ·²® ¤ ®¥ ³° ¢¥¨¥ § ¤ ¥² ¯«®±ª®±²¼, ². ¥. ½²® ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¢®© ±²¥-
¯¥¨,   ¥ ³«¥¢®©. �¥°¥¯¨¸¥¬:

(a11�+a12�+a13)x+(a12�+a22�+a23)y+(a13�+a23�+a33)z+(a1�+a2�+a3) = 0

�±«¨8><>:
a11� + a12� + a13 = 0; ��
a12� + a22� + a23 = 0; ��
a13� + a23� + a33 = 0; �

8><>:
a11�

2 + a12�� + a13� = 0;
a12�� + a22�

2 + a23� = 0;
a13� + a23� + a33

2 = 0;

�������+
¨ q(�; �; ) = 0, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¥ ±¨¬¯²®²¨·®±²¨  ¯° ¢«¥¨¿. 2

�¥¬¬  16.22. �«¿ ¢±¿ª®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ±³¹¥±²¢³¾² ²°¨ ¥ª®¬-
¯«  °»µ ¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �° ¢¥¨¥ ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©
q(�; �; ) = 0 ®¯°¥¤¥«¿¥², ª ª ¢¨¤® ¯®±«¥ ¤¨ £® «¨§ ¶¨¨, ª®³±, ¬¨¬»© ª®³±
¨«¨ ¯ °³ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ (¡»²¼ ¬®¦¥², ¬¨¬»µ) ¯«®±ª®±²¥©. �±¥£¤  ¤«¿ ¨µ ¬®¦®
 ©²¨ ²°¨ ¨±ª®¬»µ  ¯° ¢«¥¨¿. 2

�¥®°¥¬  16.23. �¥²°» (±¨¬¬¥²°¨¨) ¥¯³±²®© ¯®¢¥°µ®±²¨  µ®¤¿²±¿ ¨§ ±¨-
±²¥¬» 8><>:

Fx = 0
Fy = 0
Fz = 0:

(25)
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. ) �³±²¼ (x0; y0; z0) | ¶¥²°. �³±²¼ (�i; �i; i), i = 1; 2; 3, |
 ¯° ¢«¿¾¹¨¥ ¢¥ª²®°» ¯°¿¬»µ, ®¯°¥¤¥«¥»µ ¯® ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬¥, ¯°¨·¥¬ ¯¥-
°¥±¥ª ¾¹¨µ ¯®¢¥°µ®±²¼. �®£¤  (x0; y0; z0), ª ª ±¥°¥¤¨  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ µ®°¤,
¯°¨ ¤«¥¦¨² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¤¨ ¬¥²° «¼»¬ ¯«®±ª®±²¿¬, ². ¥. ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²
³° ¢¥¨¿¬

�i(a11x0 + a12y0 + a13z0 + a1) + �i(a12x0 + a22y0 + a23z0 + a2)+

+i(a13x0 + a23y0 + a33z0 + a3) = 0; i = 1; 2; 3:

�¡®§ ·¨¢ ¢»° ¦¥¨¿ ¢ ±ª®¡ª µ ·¥°¥§ u, v ¨ w ±®®²¢¥²±¢¥®, ¯®«³·¨¬, ·²® u, v ¨
w ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±¨±²¥¬¥ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©8><>:

�1u+ �1v + 1w = 0
�2u+ �2v + 2w = 0
�3u+ �3v + 3w = 0

�°¨ ½²®¬ ³° ¢¥¨¿ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ² ª ª ª ¢¥ª²®°  (�i; �i; i) ¥ª®««¨¥ °».
� ·¨², ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¢®§¬®¦®±²¼: u = v = w = 0.

( �³±²¼ ²®·ª  M(x0; y0; z0) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² \³° ¢¥¨¿¬ ¶¥²° ". �¥°¥©¤¥¬ ª
®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² (x0; y0; z0):

x0 = x� x0; y0 = y � y0; z0 = z � z0;

² ª ·²®
x = x0 + x0; y = y0 + y0; z = z0 + z0:

�®£¤ 

F 0(x0; y0; z0) = a11(x
0 + x0)

2 + 2a12(x
0 + x0)(y

0 + y0) + a22(y
0 + y0)

2 + a33(z
0 + z0)

2+

+2a13(x
0+x0)(z0+z0)+2a23(y0+y0)(z0+z0)+2a1(x0+x0)+2a2(y0+y0)+2a3(z0+z0)+a0 =

= a11(x
0)2 + 2a12x

0y0 + a22(y
0)2 + 2a13x

0z0 + 2a23y
0z0 + a33(z

0)2+

+2(a11x0 + a12y0 + a13z0 + a1)x
0 + 2(a12x0 + a22y0 + a23z0 + a2)y

0+

+2(a13x0 + a23y0 + a33z0 + a1)z
0 + F (x0; y0; z0) =

= a11(x
0)2 + 2a12x

0y0 + a22(y
0)2 + 2a13x

0z0 + 2a23y
0z0 + a33(z

0)2 = 0:

�·¥¢¨¤®, ·²® ¥±«¨ ²®·ª  (x0; y0; z0) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ½²®¬³ ³° ¢¥¨¾, ²® ¨
(�x0;�y0;�z0) | ²®¦¥,   ª®®°¤¨ ²» M ¢ ®¢®© ±¨±²¥¬¥: (0; 0; 0). 2

�¥®°¥¬  16.24. �®¢¥°µ®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¶¥²° «¼®©,². ¥. ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥»©
¶¥²°, ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  � = detQ 6= 0.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ²°¨¶  ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ¶¥²°  ±®¢¯ ¤ ¥² ± Q. 2

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 16.25. �¥ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ £« ¢»¬, ¥±«¨
±®¯°¿¦¥ ¿ ¥¬³ ¤¨ ¬¥²° «¼ ¿ ¯«®±ª®±²¼ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°  ¥¬³.

�«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ,   «®£¨·®£® ±«³-
· ¾ ª°¨¢»µ.

�¥®°¥¬  16.26 (*). �« ¢»¥  ¯° ¢«¥¨¿ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ±®¡±²¢¥»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨
¬ ²°¨¶» Q ª¢ ¤° ²¨·®© · ±²¨.

�¥®°¥¬  16.27 (*). �«®±ª®±²¼, ±®¯°¿¦¥ ¿ £« ¢®¬³  ¯° ¢«¥¨¾, ¿¢«¿¥²±¿
¯«®±ª®±²¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®¢¥°µ®±²¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 16.28. �®·ª  P (x0; y0; z0) ¯®¢¥°µ®±²¨ F = 0  §»¢¥²±¿ ®±®¡®©, ¥±«¨
Fx(x0; y0; z0) = Fy(x0; y0; z0) = Fz(x0; y0; z0) = 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®±®¡»¥ ²®·ª¨ | ½²®
¶¥²°», ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¯®¢¥°µ®±²¨.

�®¢¥°µ®±²¼  §»¢ ¥²±¿ ¥®±®¡®©, ¥±«¨ ®  ¥ ¨¬¥¥² ®±®¡»µ ²®·¥ª.
�¥®±®¡»¥ ¯®¢¥°µ®±²¨: ½««¨¯±®¨¤», £¨¯¥°¡®«®¨¤», ¯ ° ¡®«®¨¤», ¶¨«¨¤°»,

¯ °  ¯ ° ««¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¥©.
�±®¡»¥ ¯®¢¥°µ®±²¨: ª®³±», ¯ °  ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯«®±ª®±²¥©, ¯ °  ±®¢¯ ¤ ¾-

¹¨µ ¯«®±ª®±²¥©.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 16.29. �®¢¥°µ®±²¼  §»¢ ¥²±¿ ¥¢»°®¦¤¥®©, ¥±«¨ detA 6= 0.

�¥¢»°®¦¤¥»¥ ¯®¢¥°µ®±²¨: ½««¨¯±®¨¤», £¨¯¥°¡®«®¨¤», ¯ ° ¡®«®¨¤».
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 16.30. � ± ²¥«¼ ¿ ¯°¿¬ ¿ ª ¯®¢¥°µ®±²¨ F = 0 ¢ ¥®±®¡®© ²®·ª¥
P | ¯°¿¬ ¿, ¨¬¥¾¹ ¿ ± ¯®¢¥°µ®±²¼¾ ¤¢¥ ®¡¹¨¥ ²®·ª¨, ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥ ± P , «¨¡®
¯°¨ ¤«¥¦ ¹ ¿ ¯®¢¥°µ®±²¨.

�¥®°¥¬  16.31. �®¦¥±²¢® ª ± ²¥«¼»µ ¯°¿¬»µ ª ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ¥®±®¡®© ²®·ª¥
P ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯«®±ª®±²¼¾

Fx(x0; y0; z0)(x� x0) + Fy(x0; y0; z0)(y � y0) + Fz(x0; y0; z0)(z � z0) = 0 (26)

¨«¨
(a11x0 + a12y0 + a13z0 + a1)x+ (a12x0 + a22y0 + a23z0 + a2)y+

+ (a13x0 + a23y0 + a33z0 + a3)z + (a1x0 + a2y0 + a3z0 + a0) = 0; (27)

 §»¢ ¥¬®© ª ± ²¥«¼®© ¯«®±ª®±²¼¾ ª ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ¥®±®¡®© ²®·ª¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ P = (x0; y0; z0), ²®£¤  ¤«¿ ¯°¿¬®© (22) F0 = F (P ) = 0
¨ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿  µ®¤¿²±¿ ¨§ F2t

2 + 2F1t = 0, ² ª ·²® ª ± ¨¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢
±«³· ¥ F1 = 0, ². ¥.

�Fx(P ) + �Fy(P ) + Fz(P ) = 0:

�²® ³±«®¢¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¨ ¤®±² ²®·»¬. � «®£¨·® ²¥®°¨¨ ª°¨¢»µ
¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ½²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ±®¢¯ ¢¸¨¥ ²®·ª¨ ¯°¨ F2 6= 0 ¨ ¯°¿¬®«¨¥© ¿
®¡° §³¾¹ ¿, ¥±«¨ F2 = 0. 2
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�¥®°¥¬  16.32. �°¿¬®«¨¥©»¥ ®¡° §³¾¹¨¥ ®¤®¯®«®±²®£® £¨¯¥°¡®«®¨¤  ¨ £¨-
¯¥°¡®«¨·¥±ª®£® ¯ ° ¡®«®¨¤ , ¯°®µ®¤¿¹¨¥ ·¥°¥§ ¤ ³¾ ²®·ª³ ®¡° §³¾² ±¥·¥¨¥ ¯®-
¢¥°µ®±²¨ ª ± ²¥«¼®© ¯«®±ª®±²¼¾ ¢ ¤ ®© ²®·ª¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¿¬®«¨¥©»¥ ®¡° §³¾¹¨¥ ¿¢«¿¾²±¿ ª ± ²¥«¼»¬¨ ¨, ±«¥¤®-
¢ ²¥«¼®, «¥¦ ² ¢ ª ± ²¥«¼®© ¯«®±ª®±²¨. �°³£¨µ ²®·¥ª ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¥², ² ª ª ª
¯«®±ª®¥ ±¥·¥¨¥ | ª°¨¢ ¿ ¯®°¿¤ª  ¥ ¢»¸¥ ¤¢³µ. 2

16.3. �´´¨ ¿ ¨ ¬¥²°¨·¥±ª ¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ¯®¢¥°µ®-
±²¥© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 

�®±ª®«¼ª³ ¬» ¥ ¤®ª § «¨ ²¥®°¥¬» ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ¤«¿ ±³¹¥±²¢¥»µ ¯®¢¥°µ-
®±²¥©,   ²®«¼ª® ²¥®°¥¬³ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ª ®¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿, ²® ¬» ¤®ª ¦¥¬
ª« ±±¨´¨ª ¶¨®»¥ ²¥®°¥¬» ¤«¿ ±¨«¼»µ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¥©.

�¥®°¥¬  16.33. �¢¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±¨«¼® ¬¥²°¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²»
²®£¤  ¨ ²®«ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®¨ ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»© ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤.

�¥®°¥¬  16.34. �¢¥ ª¢ ¤°¨ª¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±¨«¼®  ´´¨® ½ª¢¨¢ «¥²» ²®-
£¤  ¨ ²®«ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®¨ ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»¥  §¢ ¨¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬ ¤®±«®¢® ¯®¢²®°¿¥² ±«³· © ª°¨¢»µ, §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ¤®ª -
§ ²¥«¼±²¢   ´´¨®© ¥½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯®¢¥°µ®±²¥© ± ° §»¬¨  §¢ ¨¿¬¨. �°®-
¢¥¤¥¬ ¥£®.

�°¥¦¤¥ ¢±¥£® § ¬¥²¨¬, ·²® ° £¨ r ¨ R ¿¢«¿¾²±¿  ´´¨»¬¨,   ¥ ²®«¼ª® ®°-
²®£® «¼»¬¨ ¨¢ °¨ ² ¬¨. �®½²®¬³  ¤® ¤®ª § ²¼ ¥½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ «¨¸¼ ¢
¯°¥¤¥« µ ª ¦¤®£® ¨§ ª« ±±®¢ (i){(v).

�®·ª  (¬¨¬»© ª®³±), ¯°¿¬ ¿ (¯ °  ¬¨¬»µ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯«®±ª®±²¥©), ¯ ° 
¯ ° ««¥«¼»µ, ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¨«¨ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¯«®±ª®±²¥©, ®·¥¢¨¤®,  ´´¨®
¥½ª¢¨¢ «¥²» ¨ ¤°³£ ¤°³£³, ¨ ¤°³£¨¬ ¯®¢¥°µ®±²¿¬. �«¿ ¯³±²»µ ¬®¦¥±²¢:
¬¨¬»© ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤° ¨¬¥¥² 1  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥, ¬¨¬»© ½«-
«¨¯±®¨¤ ¥ ¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©, ¯ °  ¬¨¬»µ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯«®±-
ª®±²¥© ¨¬¥¥² ¶¥«³¾ ¯«®±ª®±²¼  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨µ  ¯° ¢«¥¨©.

�°®¬¥ ²®£®, ½««¨¯±®¨¤ ®£° ¨·¥ ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¤°³£¨µ ¥° ±±¬®²°¥»µ ¯®¢¥°µ-
®±²¥©. � ²¨¯¥ (ii) ®±² «±¿ ®¤¨ ª®³±. �«¿ ®±² ¢¸¨µ±¿ ¨¬¥¥¬

�¨¯ � §¢ ¨¥ � «¨·¨¥ ¶¥²°®¢ �°¿¬®«¨. ®¡° §³¾¹¨¥

(i) ®¤®¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤ 1 ¥±²¼
¤¢³¯®«®±²»© £¨¯¥°¡®«®¨¤ 1 ¥²
½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤ ¥² ¥²
£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤ ¥² ¥±²¼
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�¨¯ � §¢ ¨¥ � «¨·¨¥ ¶¥²°®¢ �±¨¬¯²®².  ¯° ¢«¥¨¿

(iii) ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤° ¯°¿¬ ¿ ®¤®
£¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤° ¯°¿¬ ¿ ¤¢¥ ¯«®±ª®±²¨
¯ ° ¡®«¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤° ¥²

�¥®°¥¬  ¤®ª §  . 2

17. �«¥¬¥²» ¯°®¥ª²¨¢®© £¥®¬¥²°¨¨

17.1. �®¯®«¥¨¥ ¯«®±ª®±²¨

�®¯®«¥ ¿ ¯«®±ª®±²¼ | ½²® ¯«®±ª®±²¼, ª ª®²®°®© ¯°¨±®¥¤¨¥» ¥ª®²®°»¥
\¡¥±ª®¥·® ³¤ «¥»¥" ½«¥¬¥²» (²®·ª¨). �¬¥®, ª ¦¤®¬³ ¥±®¡±²¢¥®¬³ ¯³·ª³
±² ¢¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¥±®¡±²¢¥ ¿ ²®·ª . �°¨ ½²®¬ ±·¨² ¥²±¿, ·²® ±®¡±²¢¥-
»© ¯³·®ª ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ¢ ±®¡±²¢¥®© ²®·ª¥,   ¥±®¡±²¢¥»© | ¢ ¥±®¡±²¢¥®©.
�¡º¥¤¨¥¨¥ ¢±¥µ ¥±®¡±²¢¥»µ ²®·¥ª  §»¢ ¥²±¿ ¥±®¡±²¢¥®© ¯°¿¬®©.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢»¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥  ª±¨®¬»:

AI. �¥°¥§ ¤¢¥ «¾¡»¥ ° §«¨·»¥ ²®·ª¨ ¯°®µ®¤¨² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¯°¿¬ ¿.

AII. �¢¥ «¾¡»¥ ° §«¨·»¥ ¯°¿¬»¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¢ ¥¤¨±²¢¥®© ²®·ª¥.

�±«¨ ¬» § ¡»¢ ¥¬ ¯°® ²®, ·²® ¥ª®²®°»¥ ²®·ª¨ ¡»«¨ ¥±®¡±²¢¥»¬¨, ². ¥.
¯°¨±®¥¤¨¥»¬¨, ²® ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¯®¿²¨¾ ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨.

�«¿ ²®£®, ·²®¡» ½²¨  ª±¨®¬» § ¯¨± ²¼ ¢ ¡®«¥¥ ±¨¬¬¥²°¨·®¬ ¢¨¤¥, ¢¢®¤¨²±¿
±«¥¤³¾¹¥¥ ¯®¿²¨¥ ¨¶¨¤¥²®±²¨.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 17.1. �®·ª   §»¢¥²±¿ ¨¶¨¤¥²®© ¯°¿¬®©, ¥±«¨ ²®·ª  «¥¦¨²  
½²®© ¯°¿¬®©. �°¿¬ ¿  §»¢ ¥²±¿ ¨¶¨¤¥²®© ²®·ª¥, ¥±«¨ ¯°¿¬ ¿ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§
½²³ ²®·ª³.

�ª±¨®¬» ¯°¨¬² ¢¨¤:
AI. �«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ° §«¨·»µ ²®·¥ª ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¯°¿¬ ¿, ¨¶¨-

¤¥² ¿ ¨¬.
AII. �«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ° §«¨·»µ ¯°¿¬»µ ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ²®·ª , ¨¶¨-

¤¥² ¿ ¨¬.
�´®°¬³«¨°³¥¬ ±«¥¤³¾¹¨©

�°¨¶¨¯ ¤¢®©±²¢¥®±²¨: �±«¨ ¢¥°® ¥ª®²®°®¥ ®¡¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ²®·ª µ,
¯°¿¬»µ ¨ ¨¶¨¤¥²®±²¨ ¬¥¦¤³ ¨¬¨   ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨, ²® ¢¥°® ¨ ¤¢®©-
±²¢¥®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥, ¢ ª®²®°®¬ ²®·ª¨ ¨ ¯°¿¬»¥ ¬¥¿¾²±¿ ¬¥±² ¬¨.

�» ¥ ¡³¤¥¬ ®¡±³¦¤ ²¼ ¯®«»©  ¡®°  ª±¨®¬,   ² ª¦¥ ¥¯°®²¨¢®°¥·¨¢®±²¼ ¨
² ª ¤ «¥¥. �» ¯°®±²® ¯®±²°®¨¬ ¥±²¥±²¢¥³¾ ¬®¤¥«¼ ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨, ¤«¿
ª®²®°®© ¡³¤³² ¢»¯®«¥» ³ª § »¥  ª±¨®¬» ¨ ¯°¨¶¨¯ ¤¢®©±²¢¥®±²¨.

109



17.2. �¢¿§ª  ª ª ¬®¤¥«¼ ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 17.2. �¢¿§ª®© ¯°¿¬»µ ¨ ¯«®±ª®±²¥© ± ¶¥²°®¬ O ¢ ²°¥µ¬¥°®¬
¯°®±² ±²¢¥  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯°¿¬»µ ¨ ¯«®±ª®±²¥©, ¯°®µ®¤¿¹¨µ ·¥°¥§
¤ ³¾ ²®·ª³ O. �¡®§ · ²¼±¿ ±¢¿§ª  ¡³¤¥² ²®© ¦¥ ¡³ª¢®© O. �°¿¬ ¿ ±¢¿§ª¨
¨¶¨¤¥²  ¯«®±ª®±²¨, ¥±«¨ ®  ¢ ¥© ±®¤¥°¦¨²±¿, ¯«®±ª®±²¼ ±¢¿§ª¨ ¨¶¨¤¥² 
¯°¿¬®©, ¥±«¨ ®  ·¥°¥§ ¥¥ ¯°®µ®¤¨².
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 17.3. �¥°±¯¥ª²¨¢®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ®±³¹¥±²¢«¿¥² ¢§ ¨¬® ®¤®-
§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯®¯®«¥®© ¯«®±ª®±²¨   ±¢¿§ª³, ². ¥. ®²®¡° ¦¥¨¥ ²®·¥ª
¯®¯®«¥®© ¯«®±ª®±²¨   ¬®¦¥±²¢® ¯°¿¬»µ ±¢¿§ª¨, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -
§®¬. � ±±¬®²°¨¬ ¯®¯®«¿¥¬³¾ ¯«®±ª®±²¼ � ª ª «¥¦ ¹³¾ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° -
±²¢¥. �³±²¼ ²®·ª  O ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² � ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥² ±¢¿§ª³. � ¦¤®© ±®¡±²¢¥®©
²®·ª¥ � ¯®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¥¤¨±²¢¥³¾ ¯°¿¬³¾ ±¢¿§ª¨, ¯°®µ®¤¿¹³¾ ·¥°¥§
¥¥. � ¦¤®© ¥±®¡±²¢¥®© ²®·ª¥ �, ². ¥.  ¯° ¢«¥¨¾ ¨«¨ ¥±®¡±²¢¥®¬³ ¯³·ª³
  �, ¯®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¥¤¨±²¢¥³¾ ¯°¿¬³¾ ±¢¿§ª¨, ¨¬¥¾¹³¾ ²® ¦¥  -
¯° ¢«¥¨¥.

�·¥¢¨¤®, ·²® ¢»¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 17.4. �°¨ ¯¥°±¯¥ª²¨¢®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ¯°¿¬»¥ ¯¥°¥µ®¤¿² ¢ ¯«®±-
ª®±²¨ ¨ ±®µ° ¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥ ¨¶¨¤¥²®±²¨. �®½²®¬³ ¯°¿¬»¥ ±¢¿§ª¨  §»-
¢ ¾² \²®·ª ¬¨",   ¯«®±ª®±²¨ | \¯°¿¬»¬¨" ¤ ®© ¬®¤¥«¨ ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®-
±²¨.

� ¬¥· ¨¥ 17.5. �°¨ ¯¥°±¯¥ª²¨¢®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ¥±®¡±²¢¥ ¿ ¯°¿¬ ¿ ¯¥°¥-
µ®¤¨² ¢ ¯«®±ª®±²¼ ±¢¿§ª¨, ¯ ° ««¥«¼³¾ �. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®¯®«¥ ¿ ¯«®±ª®±²¼
±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¢¿§ª¥ ± ¢»¤¥«¥®© ¯«®±ª®±²¼¾,   ¯°®¥ª²¨¢ ¿ ¯«®±ª®±²¼ | ¯°®±²®
±¢¿§ª¥.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ Oe1e2e3 | ¯°®¨§¢®«¼»© °¥¯¥° ± ¶¥²°®¬ ¢ O. � ±±¬®²°¨¬  -
¯° ¢«¿¾¹¨© ¢¥ª²®° ¯°¿¬®© l ¨§ ±¢¿§ª¨ O. �®¯³±²¨¬, ·²® ® ¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²»
(x1; x2; x3). �®®°¤¨ ²» ¤°³£®£®  ¯° ¢«¿¾¹¥£® ¢¥ª²®°  l ¡³¤³² ®²«¨· ²¼±¿ ®² ¨µ
¥³«¥¢»¬ ¬®¦¨²¥«¥¬. �°®©ª  ·¨±¥« (x1 : x2 : x3), ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ± ²®·®±²¼¾ ¤®
¥³«¥¢®£® ¬®¦¨²¥«¿  §»¢ ¥²±¿ ®¤®°®¤»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨ l ®²®±¨²¥«¼® ³ª -
§ ®£® °¥¯¥° .

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥ ²°¨ ·¨±«  x1; x2; x3 ¥ ¬®£³² ¡»²¼ ³«¥¢»¬¨ ®¤®¢°¥¬¥®.

� ±±¬®²°¨¬ ¯«®±ª®±²¼ � : x3 = 1 ¨ °¥¯¥° Ee1e2 ¢ ¥©, £¤¥ E ¨¬¥¥² ¢ Oe1e2e3
ª®®°¤¨ ²» (0; 0; 1) (±¬ °¨±. 8).

�°¨ ±®®²¢¥²±²¢¨¨, ®¡° ²®¬ ª ¯¥°±¯¥ª²¨¢®¬³, ²®·ª¥ (x1 : x2 : x3) ± x3 6= 0
®²¢¥· ¥² ²®·ª  ¯«®±ª®±²¨ � ± ª®®°¤¨ ² ¬¨

x =
x1
x3
; y =

x2
x3
:

�±² «¼»¬ ²®·ª ¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¥±®¡±²¢¥»¥ ²®·ª¨ ¯®¯®«¥®© ¯«®±ª®±²¨ �.
�° ¢¥¨¥ ¯°¿¬®© ¢ ®¤®°®¤»µ ª®®°¤¨ ² µ ¨¬¥¥² ¢¨¤

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0;
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�¨±. 8.

£¤¥ ²°®©ª  (a1; a2; a3) ®¯°¥¤¥«¥  ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¥³«¥¢®£® ¬®¦¨²¥«¿,   a1; a2; a3
¥ ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ³«¼ ®¤®¢°¥¬¥®. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¿¬ ¿ ² ª¦¥ ¯°¨®¡°¥² ¥²
\®¤®°®¤»¥ ª®®°¤¨ ²»" (a1 : a2 : a3).

�±«¨ a1 ¨«¨ a2 ¥ ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ³«¼, ²® ½²® ®¡»· ¿ ¯°¿¬ ¿, ¯®¯®«¥ ¿ ¥-
±®¡±²¢¥®© ²®·ª®©. �±«¨ ¦¥ a1 = a2 = 0, a3 6= 0, ²® ½²® ¥±®¡±²¢¥ ¿ ¯°¿¬ ¿
x3 = 0.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 17.6. �°¨ ²®·ª¨ X, Y ¨ Z ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨ ± ®¤®°®¤»¬¨
ª®®°¤¨ ² ¬¨ (x1 : x2 : x3), (y1 : y2 : y3) ¨ (z1 : z2 : z3) «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©
²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  �������

x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

������� = 0:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¢¥±²¢® ³«¾ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¥±²¼ ³±«®¢¨¥ ª®¬¯«  °®±²¨ ±®-
®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢¥ª²®°®¢. 2

�¥®°¥¬  17.7. �«¿ ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨ ¢ ¬®¤¥«¨ ±¢¿§ª¨ ¢»¯®«¥ ¯°¨¶¨¯
¤¢®©±²¢¥®±²¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«®¢¨¥ ¨¶¨¤¥²®±²¨ ¢ ª®®°¤¨ ² µ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0;

±¨¬¬¥²°¨·®¬ ¯® ¤¢³¬ ®¡º¥ª² ¬. 2
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�¥®°¥¬  17.8 (�¥§ °£ ). �³±²¼   ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨ § ¤ » ¤¢  ²°¥-
³£®«¼¨ª  ABC ¨ A0B0C 0, ¯°¨·¥¬ ®¤®¨¬¥»¥ ¢¥°¸¨» ¨ ±²®°®», ²®·¥¥, ¯°¿-
¬»¥, ¨µ ±®¤¥°¦ ¹¨¥, ¥ ±®¢¯ ¤ ¾². �®£¤  ²°¨ ¯°¿¬»¥ AA0, BB0 ¨ CC 0 ¯¥°¥±¥ª -
¾²±¿ ¢ ®¤®© ²®·ª¥ ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯°¿¬»µ
AB ¨ A0B0, BC ¨ B0C 0, AC ¨ A0C 0 «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ ³ª § »¥ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ·¥°¥§ P , Q ¨ R,
) �³±²¼ S | ²®·ª  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯°¿¬»µ AA0, BB0 ¨ CC 0. �³±²¼

a; b; c; a0; b0; c0; p; q; r; s | ¥ª®²®°»¥ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¨ (²°®©ª¨) ®¤®°®¤»µ ª®®°¤¨-
 ² ²®·¥ª A;B;C;A0; B0; C 0; P;Q;R; S: a = (a1; a2; a3); : : : �®£¤  ¤«¿ ¥ª®²®°»µ
�;�0; �; �0; ; 0 8><>:

s = �a+ �0a0

s = �b+ �0b0

s = c+ 0c0

� ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ½²®£® ¥®¡µ®¤¨¬® ¡»«® ¥±®¢¯ ¤¥¨¥ a ¨ a0 ¨ ². ¤. �®£¤ 8><>:
u := �b� c = 0c0 � �0b0

v := c� �a = �0a0 �  0c0

w := �a� �b = �0b0 � �0a0

� ª¨¬ ®¡° §®¬, u ®²¢¥· ¥² ²®·ª¥ «¥¦ ¹¥© ¨   ¯°¿¬®© BC ¨   B0C 0, ². ¥. Q.
� «®£¨·®, v| ¥ª®²®°»© ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¼ ª®®°¤¨ ² R,   w| P . �«®¦¨¢ ¯®·«¥®
° ¢¥±²¢ , ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ u, v ¨ w, ¯®«³·¨¬ u + v + w = (0; 0; 0), ². ¥. ²®·ª¨ «¥¦ ²
  ®¤®© ¯°¿¬®© (¯«®±ª®±²¨ ±¢¿§ª¨).

( �¥°¥´®°¬³«¨°³¥¬ ¤®ª § ®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥.
�³±²¼   ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨ § ¤ » ¤¢¥ ²°®©ª¨ ²®·¥ª ABC ¨ A0B0C 0, ¨

®¤  ¨§ ª®²®°»µ ¥ ¨¶¨¤¥²  ®¤®© ¯°¿¬®©, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ A, B, C, A0, B0,
C0 ¯°¿¬»¥, ¨¶¨¤¥²»¥ B ¨ C, A ¨ C, A ¨ B, B0 ¨ C 0, A0 ¨ C 0, A0 ¨ B0, ¨ ¯³±²¼
A 6= A0, A 6= A0, B 6= B0, B 6= B0, C 6= C 0, C 6= C0. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ a, b, c ¯°¿¬»¥,
¨¶¨¤¥²»¥ ²®·ª ¬ A ¨ A0, B ¨ B0, C ¨ C 0 ±®®²¢¥²±²¢¥®. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§
A, B, C ²®·ª¨, ¨¶¨¤¥²»¥ ¯°¿¬»¬ A ¨ A0, B ¨ B0, C ¨ C0 ±®®²¢¥²±²¢¥®.
�³±²¼ ²°¨ ¯°¿¬»¥ a, b, c ¨¶¨¤¥²» ®¤®© ²®·ª¥. �®£¤  ²°¨ ²®·ª¨ A, B, C
¨¶¨¤¥²» ®¤®© ¯°¿¬®©.

�® ¯°¨¶¨¯³ ¤¢®©±²¢¥®±²¨, ¬» ¤®ª § «¨ ²¥¬ ± ¬»¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¤¢®©±²¢¥®¥
³²¢¥°¦¤¥¨¥.

�³±²¼   ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨ § ¤ » ¤¢¥ ²°®©ª¨ ¯°¿¬»µ ABC ¨ A0B0C0,
¨ ®¤  ¨§ ª®²®°»µ ¥ ¨¶¨¤¥²  ®¤®© ²®·ª¥, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ A, B, C, A0, B0,
C 0 ²®·ª¨, ¨¶¨¤¥²»¥ B ¨ C, A ¨ C, A ¨ B, B0 ¨ C0, A0 ¨ C0, A0 ¨ B0, ¨ ¯³±²¼
A 6= A0, A 6= A0, B 6= B0, B 6= B0, C 6= C 0, C 6= C0. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ A, B, C ²®·ª¨,
¨¶¨¤¥²»¥ ¯°¿¬»¬ A ¨ A0, B ¨ B0, C ¨ C0 ±®®²¢¥²±²¢¥®. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§
a, b, c ¯°¿¬»¥, ¨¶¨¤¥²»¥ ²®·ª ¬ A ¨ A0, B ¨ B0, C ¨ C 0 ±®®²¢¥²±²¢¥®.
�³±²¼ ²°¨ ²®·ª¨ A, B, C ¨¶¨¤¥²» ®¤®© ¯°¿¬®©. �®£¤  ²°¨ ¯°¿¬»¥ a, b, c
¨¶¨¤¥²» ®¤®© ²®·ª¥.

�® ½²® ¨ ¥±²¼ ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥. 2
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17.3. �°®¥ª²¨¢»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 17.9. �±¿ª®¥  ´´¨®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±²¢ , ®±² ¢«¿¾-
¹¥¥ ¶¥²° ±¢¿§ª¨ O   ¬¥±²¥, ®²®¡° ¦ ¥² ¯°¿¬»¥, ¯°®µ®¤¿¹¨¥ ·¥°¥§ O ¢ ¥ª®²®°»¥
¤°³£¨¥ ¯°¿¬»¥, ¯°®µ®¤¿¹¨¥ ·¥°¥§ O. �®§¨ª ¾¹¥¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ®²®¡° ¦¥¨¥
±¢¿§ª¨ ¢ ±¥¡¿  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¥ª²¨¢»¬.

�¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ¯°®¥ª²¨¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯¥°¥-
¢®¤¨² ¯°¿¬»¥ ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨ ¢ ¯°¿¬»¥, ±®µ° ¿¿ ®²®¸¥¨¥ ¨¶¨¤¥²®-
±²¨.

�±«¨ C | ¬ ²°¨¶   ´´¨®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ °¥¯¥°¥ Oe1e2e3, ²® ¢ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨µ ®¤®°®¤»µ ª®®°¤¨ ² µ ¯°®¥ª²¨¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ § ¯¨¸¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

� �
0B@ fx1fx2fx3

1CA = C

0B@ x1
x2
x3

1CA ;
£¤¥ � | ¯°®¨§¢®«¼»© ¥³«¥¢®© ¬®¦¨²¥«¼. � ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ  ´´¨»µ ª®®°-
¤¨ ² µ   ¯«®±ª®±²¨:

ex = fx1fx3 = c11x1 + c12x2 + c13x3
c31x1 + c32x2 + c33x3

=
c11x+ c12y + c13
c31x+ c32y + c33

; (28)

ey = fx2fx3 = c21x1 + c22x2 + c23x3
c31x1 + c32x2 + c33x3

=
c21x+ c22y + c23
c31x+ c32y + c33

: (29)

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 17.10. �³¤ ¬¥² «¼®© ·¥²¢¥°ª®©  §»¢ ¥²±¿ ·¥²¢¥°ª  ²®·¥ª
X1X2X3E ²®·¥ª ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨, ¨ª ª¨¥ ²°¨ ¨§ ª®²®°»µ ¥ «¥¦ ²   ®¤®©
¯°¿¬®©.

� ¬®¤¥«¨ ±¢¿§ª¨ ½²® ·¥²»°¥ ¯°¿¬»¥, ¨ª ª¨¥ ²°¨ ¨§ ª®²®°»µ ¥ «¥¦ ²   ®¤®©
¯«®±ª®±²¨. �±¿ª ¿ ±¨±²¥¬  ®¤®°®¤»µ ª®®°¤¨ ² ®¯°¥¤¥«¿¥² ´³¤ ¬¥² «¼³¾
·¥²¢¥°ª³ X1 = (1 : 0 : 0), X2 = (0 : 1 : 0), X3 = (0 : 0 : 1), E = (1 : 1 : 1).
�¡° ²®, ª ¦¤ ¿ ·¥²¢¥°ª  ²¥¬ ¦¥ ±¯®±®¡®¬ ®¯°¥¤¥«¿¥² ± ²®·®±²¼¾ ¤® ª®½´´¨¶¨-
¥²  ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨ ®¤®§ ·® ²°®©ª³ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; e3. �® ¯°®¯®°¶¨® «¼-
®±²¼ ¥ ¢«¨¿¥²   ²°®©ª³ ®¤®°®¤»µ ª®®°¤¨ ², ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥«¥  ± ²®·®±²¼¾
¤® ª®½´´¨¶¨¥² . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ´³¤ ¬¥² «¼ ¿ ·¥²¢¥°ª  ®¯°¥¤¥«¿¥² ±¨±²¥¬³
®¤®°®¤»µ ª®®°¤¨ ².
� ¤ ·  17. �³±²¼ X1X2X3E ¨ X 0

1X
0
2X

0
3E

0 | ¤¢¥ ´³¤ ¬¥² «¼»¥ ·¥²¢¥°ª¨. �®-
£¤  ±³¹¥±²¢³¥² °®¢® ®¤® ¯°®¥ª²¨¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ ®¤³ ¢ ¤°³-
£³¾.
� ¤ ·  18. � ª ±«¥¤±²¢¨¥, ¤«¿ «¾¡®© ¯°¿¬®© ±³¹¥±²¢³¥² ¯°®¥ª²¨¢®¥ ¯°¥®¡° -
§®¢ ¨¥, ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ ¥¥ ¢ ¥±®¡±²¢¥³¾.
� ¤ ·  19. �¥²° «¼ ¿ ¯°®¥ª¶¨¿ ¯«®±ª®±²¨   ¯«®±ª®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¥ª²¨¢»¬
¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬.

113



17.4. �°®¥ª²¨¢®- ´´¨»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 17.11. �°®¥ª²¨¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ' ¯®¯®«¥®© ¯«®±ª®±²¨ (². ¥.
¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨, ³ ª®²®°®© ¢»¤¥«¥  ¥±®¡±²¢¥ ¿ ¯°¿¬ ¿), ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥
½²³ ¢»¤¥«¥³¾ ¯°¿¬³¾ ¢ ±¥¡¿,  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¥ª²¨¢®- ´´¨»¬.

�·¥¢¨¤®, ·²® ¤«¿ ½²®£® ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ¤¢¥ ° §«¨·»¥ ¥±®¡-
±²¢¥»¥ ²®·ª¨ ¯¥°¥¸«¨ ¢ ¥±®¡±²¢¥»¥. �®±ª®«¼ª³ ¯°¿¬ ¿ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ¯°¿¬³¾,
¢ · ±²®±²¨, ¥±®¡±²¢¥ ¿, ²® ¨ª ª ¿ ±®¡±²¢¥ ¿ ²®·ª  ¥ ¬®¦¥² ®²®¡° §¨²¼±¿
¢ ¥±®¡±²¢¥³¾. �®½²®¬³ ¬®¦® ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥.
�¯°¥¤¥«¥¨¥ 17.12. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ f0 ®£° ¨·¥¨¥ f   ±®¡±²¢¥»¥ ²®·ª¨,
². ¥. ¥¯®¯®«¥³¾ ¯«®±ª®±²¼. �®£¤  f0 ®²®¡° ¦ ¥² ¥¯®¯®«¥³¾ ¯«®±ª®±²¼  
±¥¡¿.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 17.13. �²®¡° ¦¥¨¥ f0 ¿¢«¿¥²±¿  ´´¨»¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ¢¢¥¤¥» ®¤®°®¤»¥ ª®®°¤¨ ²» ¨ x3 = 0 | ¥±®¡±²¢¥-
 ¿ ¯°¿¬ ¿. �³±²¼ f ¨¬¥¥² ¬ ²°¨·³¾ § ¯¨±¼

�fx1 = c11x1 + c12x2 + c13x3
�fx2 = c21x1 + c22x2 + c23x3
�fx3 = c31x1 + c32x2 + c33x3

�±«¨ ¯°¨ «¾¡»µ x1 ¨ x2 ¨§ x3 = 0 ±«¥¤³¥² fx3 = 0, ²® c31 = c32 = 0 ¨ ¨§ (28) ¨ (29)
¯®«³· ¥¬

ex =
c11
c33
x+

c12
c33

y +
c13
c33
;

ey =
c21
c33
x+

c22
c33

y +
c23
c33
: 2

17.5. �°®¥ª²¨¢ ¿ ¯°¿¬ ¿

�°®¥ª²¨¢ ¿ ¯°¿¬ ¿ (¯°¿¬ ¿, ¯®¯®«¥ ¿ ®¤®© ²®·ª®©) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿   «®-
£¨·»¬ ®¡° §®¬. �®«¼ ¬®¤¥«¨ ±¢¿§ª¨ ²¥¯¥°¼ ¨£° ¥² ±®¡±²¢¥»© ¯³·®ª ¯°¿¬»µ  
¯«®±ª®±²¨, ² ª ·²® ¥£® ¯°¿¬ ¿, ¯ ° ««¥«¼ ¿ ¯®¯®«¿¥¬®© ¯°¿¬®©, ±®®²¢¥²±²¢³¥²
¡¥±ª®¥·® ³¤ «¥®© ²®·ª¥. �°®¥ª²¨¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ®¤®°®¤»µ ª®®°¤¨ -
² µ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ´®°¬³« ¬¨(

�fx1 = c11x1 + c12x2
�fx2 = c12x1 + c22x2

; detC = det kcijk 6= 0:

�°®±²®¥ ®²®¸¥¨¥ ²°¥µ ° §«¨·»µ ²®·¥ª A1, A2 ¨ A3   ¯°¿¬®© | ½²® ² ª®¥

·¨±«® �, ·²®
���!
A1A3 = � � ���!A2A3. �¡®§ ·¥¨¥: � =

A1A3

A2A3
.
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�¢®©®¥ (¨«¨ ±«®¦®¥) ®²®¸¥¨¥ ·¥²»°¥µ ° §«¨·»µ ²®·¥ª A1, A2, A3 ¨ A4  
¯°¿¬®© | ½²®

(A1A2A3A4) :=
A1A3

A2A3
:
A1A4

A2A4
:

�  ´´¨»µ ª®®°¤¨ ² µ

(A1A2A3A4) =
x3 � x1
x3 � x2

:
x4 � x1
x4 � x2

:

�·¥¢¨¤» ±¢®©±²¢  ¤¢®©®£® ®²®¸¥¨¿:
1) (A1A2A3A4) = (A3A4A1A2),

2) (A1A2A4A3) =
1

(A1A2A3A4)
.

�®®¯°¥¤¥«¨¬ ¤¢®©®¥ ®²®¸¥¨¥

(A1A2A31) :=
A1A3

A2A3
=
x3 � x1
x3 � x2

:

�¥¬¬  17.14. � ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®¤®°®¤»µ ª®®°¤¨ ² µ (x : y):

(A1A2A3A4) =

����� x1 x3
y1 y3

���������� x2 x3
y2 y3

�����
:

����� x1 x4
y1 y4

���������� x2 x4
y2 y4

�����
:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �° ¢ ¿ · ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥  ª®°°¥ª²®, ². ¥. ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ § ¬¥-
 µ (xi; yi)! (�xi; �yi) ¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ´®°¬³«®© ¢  ´´¨»µ ª®®°¤¨ ² µ ¯°¨ yi = 1,
¯°¨·¥¬, ¥±«¨ y4 = 0, ²® ¨¬¥¥¬ ´®°¬³«³ ¤«¿ (A1A2A31). 2

�¥®°¥¬  17.15. �¢®©®¥ ®²®¸¥¨¥ ·¥²»°¥µ ²®·¥ª   ¯°®¥ª²¨¢®© ¯°¿¬®© ¥
§ ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ®¤®°®¤»µ ª®®°¤¨ ².

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨ § ¬¥¥ ¢¨¤  �

 
x
y

!
= C

 
x0

y0

!
¨¬¥¥¬

�i�j

 
xi xj
yi yj

!
= C

 
x0i x0j
y0i y0j

!
;

�i�j

����� xi xj
yi yj

����� = detC �
����� x0i x0j
y0i y0j

����� :
�®¤±² ¢«¿¿, ¢¨¤¨¬, ·²® �i ¨ detC ±®ª° ¹ ¾²±¿. 2

�«¥¤±²¢¨¥ 17.16. �¢®©®¥ ®²®¸¥¨¥ ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ ¯°®¥ª²¨¢»µ ¯°¥®¡° §®-
¢ ¨¿µ ¯°¿¬®©.
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�°®±²®¥ ®²®¸¥¨¥ ¥ ±®µ° ¿¥²±¿ ¯°¨ ¯°®¥ª²¨¢»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿µ (¢ ®²«¨·¨¥
®²  ´´¨»µ). �®«¥¥ ¯®«»© ®²¢¥² ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .

�¥®°¥¬  17.17. �«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ²°®¥ª ° §«¨·»µ ²®·¥ª A1; A2; A3 ¨ A01; A
0
2; A

0
3

  ¯°¿¬®© ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¥¤¨±²¢¥® ² ª®¥ ¯°®¥ª²¨¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ f , ·²®
f(Ai) = A0i, i = 1; 2; 3.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬®¤¥«¨ ¯³·ª  ¯°¿¬»µ ¢»¡¥°¥¬   ¯°¿¬»µ ¢¥ª²®°  ² ª, ·²®
e2 = e1 + e3, e02 = e01 + e03 (±¬. °¨±. 9). �°®¥ª²¨¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®²¢¥· ¥² ¯ °¥
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O

e1

e3

e2

e01

e03

e02

�¨±. 9.

°¥¯¥°®¢ Oe1e3 ¨ O
0e01e

0
3.

�®ª ¦¥¬ ¥¤¨±²¢¥®±²¼. �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿  °¿¤³ ± ¯®±²°®¥»¬ ¯°¥®¡° §®¢ -
¨¥¬ ' ¨ ¤°³£®¥ |  . �®£¤  ¨¬¥¥²±¿ ²®·ª  A4, ² ª ¿, ·²® '(A4) 6=  (A4). �® ¯®«®-
¦¥¨¥ ®¡° §  ²®·ª¨ A4 ¯®«®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¤¢®©»¬ ®²®¸¥¨¥¬A4 ±A1; A2; A3,
² ª ª ª ¤¢®©®¥ ®²®¸¥¨¥ ¨¢ °¨ ²® ¯°¨ § ¬¥¥ ª®®°¤¨ ²,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨
¯°¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨. 2

�¥¬¬  17.18. �³±²¼ li (i = 1; 2; 3; 4) | ·¥²»°¥ ¯°¿¬»¥ ¨§ ®¤®£® ¯³·ª    ¯°®-
¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨,   ¯°¿¬ ¿ l ½²®¬³ ¯³·ª³ ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨². �¡®§ ·¨¬ ²®·ª¨
¯¥°¥±¥·¥¨¿ l ± li ·¥°¥§ Ai (i = 1; 2; 3; 4). �®£¤  ¤¢®©®¥ ®²®¸¥¨¥ (A1A2A3A4)
§ ¢¨±¨² «¨¸¼ ®² li ¨ ¥ § ¢¨±¨² ®² l.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ¤°³£³¾ ¯°¿¬³¾, ²® «³·¨ ¯³·ª  ®±³¹¥±²¢«¿¾²
¯°®¥ª²¨¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ (¶¥²° «¼ ¿ ¯°®¥ª¶¨¿), ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥-
¨¿ ± l ¢ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ± ¤°³£®© ¯°¿¬®©. �® ²¥®°¥¬¥ 17.15 ¤¢®©®¥ ®²®¸¥¨¥
±®µ° ¿¥²±¿. 2
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17.6. �°¨¢»¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª    ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨

�°¨¢ ¿ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª    ¯°®¥ª²¨¢®© ¯«®±ª®±²¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ®¤®°®¤®¥
³° ¢¥¨¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¢ ¥ª®²®°®© ®¤®°®¤®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²:

q(x) = a11(x1)
2 + 2a12x1x2 + a22(x2)

2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 + a33(x3)
2 = 0:

�·¥¢¨¤®, ·²® ¯°¨ ¯°®¥ª²¨¢®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ ®  ¯¥°¥©¤¥² ¢ ª°¨¢³¾ ¢²®°®£®
¯®°¿¤ª , ¨ ·²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®°°¥ª²®, ². ¥. ¥ § ¢¨±¨² ®² ³¬®¦¥¨¿ ²°®©ª¨ ®¤®-
°®¤»µ ª®®°¤¨ ²   ¥³«¥¢®© ¬®¦¨²¥«¼.

�® ²®© ¦¥ ²¥®°¥¬¥ ¨§ «¨¥©®©  «£¥¡°», ª®²®°®© ¬» ¯®«¼§®¢ «¨±¼, ª®£¤  £®¢®-
°¨«¨ ® ¯®¢¥°µ®±²¿µ, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ¯°®¥ª²¨¢ ¿ § ¬¥  ª®®°¤¨ ², ·²® ¢ ®¢®©
±¨±²¥¬¥ ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¬¥² ¢¨¤

q0(x0) = �1(x
0
1)

2 + �2(x
0
2)

2 + �3(x
0
3)

2 = 0:

� § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² § ª®¢ �i ¢®§¬®¦» ¯¿²¼ ±«³· ¥¢:
1 �1 ¨ �2 ®¤®£® § ª ,   �3 | ¯°®²¨¢®¯®«®¦®£®, § ¬¥®© ¡ §¨±  ³° ¢¥¨¥

¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ¢¨¤³
(x001)

2 + (x002)
2 � (x003)

2 = 0:

2 ¢±¥ �i ®¤®£® § ª , ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ¢¨¤³

(x001)
2 + (x002)

2 + (x003)
2 = 0:

3 �3 = 0,   �1 ¨ �2 ° §»µ § ª®¢, ²®£¤ 

(x001)
2 � (x002)

2 = 0:

4 �3 = 0,   �1 ¨ �2 ®¤®£® § ª , ²®£¤ 

(x001)
2 + (x002)

2 = 0:

5 �2 = �3 = 0, ²®£¤ 
(x001)

2 = 0:

�» ¤®ª § «¨ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥®°¥¬³.

�¥®°¥¬  17.19. �³¹¥±²¢³¥² ±¨±²¥¬  ®¤®°®¤»µ ª®®°¤¨ ², ¢ ª®²®°®© ¤  ¿
ª°¨¢ ¿ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¨¬¥¥² ®¤¨ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ¢¨¤®¢:

1 (x1)
2 + (x2)

2 � (x3)
2 = 0 (®¢ «)

2 (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 0 (¬¨¬»© ®¢ «)

3 (x1)2 � (x2)2 = 0 (¯ °  ° §«¨·»µ ¯°¿¬»µ)

4 (x1)
2 + (x2)

2 = 0 (¯ °  ¬¨¬»µ ¯°¿¬»µ)

5 (x1)2 = 0 (¯ °  ±®¢¯ ¢¸¨µ ¯°¿¬»µ)

�¥®°¥¬  17.20. �³¹¥±²¢³¥² °®¢® ¯¿²¼ ³ª § »µ ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨
ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ®²®±¨²¥«¼® ¯°®¥ª²¨¢»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬» ³¦® ²®«¼ª® ¯®ª § ²¼, ·²® ª°¨-
¢»¥ ¨§ ° §»µ ª« ±±®¢ ¥½ª¢¨¢ «¥²». �²® ±«¥¤³¥² ±° §³ ¨§ ²®£®, ·²® ¯°¿¬»¥
¯¥°¥µ®¤¿² ¢ ¯°¿¬»¥ ¨ ·²® ° £ ¬ ²°¨¶» ±®µ° ¿¥²±¿. 2

� ¬¥· ¨¥ 17.21. � ª ¬» ³¦¥ ¢¨¤¥«¨,  ´´¨®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ | ½²® ¯°®-
¥ª²¨¢®¥, ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ ¥±®¡±²¢¥³¾ ¯°¿¬³¾ ¢ ¥±®¡±²¢¥³¾, ¨ ®£° ¨·¥®¥
  ±®¡±²¢¥»¥ ²®·ª¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°®¥ª²¨¢»¥ ª« ±±» ¬®£³² ±®¤¥°¦ ²¼ ¥-
±ª®«¼ª®  ´´¨»µ. �¬¥®, ®¢ « | ½²® ½««¨¯±, £¨¯¥°¡®«  ¨ ¯ ° ¡®« , ¬¨¬»© ®¢ «
| ¬¨¬»© ½««¨¯±, ° §«¨·»¥ ¯°¿¬»¥ | ¯ ° ««¥«¼»¥ ¨«¨ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¯°¿¬»¥,
  «®£¨·® ¤«¿ ¬¨¬»µ. �°¨ ½²®¬ ½««¨¯± | ®¢ «, ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨© ¥±®¡±²¢¥³¾
¯°¿¬³¾, £¨¯¥°¡®«  | ®¢ «, ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨© ¥±®¡±²¢¥³¾ ¯°¿¬³¾, ¯ ° ¡®«  | ®¢ «,
ª ± ¾¹¨©±¿ ¥±®¡±²¢¥®© ¯°¿¬®©.
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