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XIX.
Dichteste gitterformige Lagerung kongruenter Korper.

(Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen.
Mathematisch-physikalische Klasse. 1904. 8. 311—355.)

(Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Juni 1904.)

Wir beschiftigen uns hier mit folgendem Probleme: Gegeben ist
ein beliebiger Grundkorper K. Lauter mit K kongruente und parallel orien-
tierte Korper in unendlicher Anzahl sollen im Rauwme in gitterformiger An-
ordnwung derart gelagert werden, daf3 keine zwei der Kirper ineinander ein-
dringen und daf3 dabei . der von den Korpern erfiillte Teil des Rawmes
gegeniiber dem wvon ihnen freigelassenen maoglichst grof3 ist.

Unter einer gitterformigen Anordnung der Korper verstehen wir, daB
entsprechende Punkte in ihnen ein parallelepipedisches Punktsystem (Gitter)
bilden. Wir beschrinken die Untersuchung auf konvexe Korper.

Die Losung dieses Problems gestattet interessante Anwendungen in
der Zahlenlehre und ist auch fiir die Theorie von der Struktur der Kristalle
von Bedeutung¥®). Aus der Kenntnis der dichtesten Lagerung von Kugeln
folgen (§ 7) fast unmittelbar alle Tatsachen der GauB-Dirichletschen
Theorie der Parallelgitter (d.s. die Sdtze tiber die arithmetische Reduktion
der positiven terniiren quadratischen Formen). Die dichteste Lagerung
von Olkiaedern (§ 9) gibt Aufschliisse iiber die simultane Approximation
zweler Grofen durch rationale Zahlen mit gleichem Nenner. Die hier ab-
geleiteten allgemeinen Theoreme tiiber gewisse Ungleichungen (§ 5) end-
lich bilden in ihrer Anwendung auf Parallelepipede und Oktaeder, bzw.
auf Kreiszylinder und Doppelkegel die Grundlage fiir die zweckmiBigsten
Algorithmen zur Ermittlung der Fundamentaleinheiten in den kubischen
Zahlk6rpern von positiver bzw. negativer Diskriminante.

*) Vgl. in letzterer Hinsicht: Lord Kelvin, Baltimore lectures on molecular
dynamics, London 1904, S. 618 ff.
1*



4 Zur Geometrie der Zahlen.

§ 1. Analytische Formulierung des Problems und Reduktion
auf den Fall von Korpern mit Mittelpunkt.

1. Es sei K ein beliebiger konvexer Korper. Wir fithren recht-
winklige Koordinaten £, %, { mit einem Punkte O als Anfangspunkt ein,
den wir uns im Inneren von K denken. Es sei J das Volumen von K.
Sind 1, w, v irgendwelche Werte, so werde der griéfite Wert des linearen
Ausdrucks 1§ + uy + v fiir die Punkte &, », { im ganzen Bereiche von K
wmit H(A, u, v) bezeichnet. Diese Funktion H definiert den Korper K
vollstindig, sie heilt die Stitzebenenfunktion von K. Sie geniigt den Be-
dingungen

H(0,0,0)=0, H(4,u,v)>0

H(th, tu, tv) = tH(, a, v) |7 0,0,05 ¢>0)

H(hy + A9y oy + g, vy + v5) < H(Ay, wy, v1) + H(2y, pg, vy),
und jede Funktion H(Z,u,v), die diesen Bedingungen geniigt, ist die
Stiitzebenenfunktion eines konvexen Korpers mit O im Inneren®).

2. Bedeutet P einen Punkt &, 5, , so bezeichnen wir den Punkt
— &, —n, — ¢ als Gegenpunkt von P und mit P’

Die Gegenpunkte zu den simtlichen Punkten von K bilden den kon-
vexen Korper X' mit der Stiitzebenenfunktion

Hl('ly s 7’) = H(—l} ) w”))
das Spiegelbild X in bezug auf den Punkt O.

Die Funktion %— (HA, w,v) + H(— A, —u, —v)) bildet alsdann die
Stiitzebenenfunktion fiir einen gewissen konvexen Korper, den wir mit
—;-(K + K") bezeichnen und der in O einen Mittelpunkt hat. Dieser
Korper ist der Bereich aller solchen Punkte, welche irgendwie als Mitte
einer Verbindungsstrecke eines Punktes von K mit einem Punkte von K’

auftreten.

It z. B. I ein Tetraeder, so wird (X + K') ein Oktaeder mit Flichen
parallel den Flichen des Tetraeders.

Das Volumen von %(K + K) ist stets groBer als das Volumen von K,
wenn K ein Korper ohne Mittelpunkt ist (1. ¢. § 7). Hat K selbst einen

Mittelpunkt, so entsteht K’ und weiter —;«(K-}— K’) durch bloBe Trans-
lation aus K.
3. Es sei

1) E=wstaytas, 17=062+y+PB2 E=py2+ry-+ys2

#) Mathematische Annalen, Bd. 57, S. 447. Diese Ges. Abhandlungen, Bd. II, 8, 230.




Dichteste gitterférmige Lagerung kongruenter Korper. 5

eine beliebige lineare Substitution mit einer von Null verschiedenen Deter-
minante, deren Betrag A heile. Wir betrachten das Zaklengitter in z, vy, 2,
d. i. das parallelepipedische System (&) aller derjenigen Punkte G, fiir
welche die Bestimmungsstiicke z, y, # simtlich ganze Zahlen sind. Den
Bereich
0<z<l, 0Ky<1, 0Lz

nennen wir das Grundparallelepiped des Gitters (&), sein Volumen ist A.
Durch Parallelverschiebung dieses Bereichs von O nach jedem einzelnen
Punkte des Gitters erhalten wir eine liickenlose einfache Uberdeckung
des Raumes.

Wir denken uns ferner mit dem Korper K diese Translationen des
Gitters, die Parallelverschiebungen vom Nullpunkte O nach den einzelnen
Gitterpunkten G ausgefiihrt, und wir nehmen an, daf3 alle so entstehenden
Korper Kz (den Korper K = K, inbegriffen) gesondert sind, d. h. unter-
einander hichstens in den Begrenzungen zusaminenstofien.

Zu diesem Inde wird bereits hinreichend sein, daf3 speziell der Korper
K in keinen anderen der Koirper Kg eindringt. Ist nun G ein beliebiger,
von O verschiedener Gitterpunkt, so muB es dann irgendeine Ebene
geben, welche K von K; sondert so, daB die ihnen etwa gemeinsamen
Punkte in die Ebene fallen und im tibrigen K ganz auf einer Seite, Kg
ganz auf der anderen Seite dieser Ebene bleibt. Sind 4, u, v die
Richtungskosinus des von O auf die Ebene geféllten Lotes, so hat die
Ebene von O einen Abstand > H (i, u,») und von (G einen Abstand
> H(—1,—pu,—v); die dazu parallele Ebene durch G hat daher von O
einen Abstand

= HQ, w,v) + H(— 1, —p, —v).
Der Gitterpunkt G liegt also auflerhalb oder auf der Grenze desjenigen
Korpers & = K 4 K’, der durch Dilatation des Korpers %(K + K’) vom

Mittelpunkte O aus im Verh#ltnis 2 :1 entsteht. Daraus entnehmen wir
inshesondere die Folgerung:

Aus einem konvexen Korper K entstehen durch die Translationen eines
Gitters (&) lauter gesonderte Korper damn und nur dann, wenn die ent-
sprechende Tatsache fiir den zu K gehorigen konvexen Koirper %(K + K')
mit Mattelpunkt statthat.

4. Die Begrenzung von & = K + K’ bezeichnen wir mit § Wir
definieren eine Funktion ¢(§, %, §) fiir beliebige reelle Argumente, indem
wir fiir die Punkte &, y, { auf der Fliche ¥ die Gleichung ¢ (%, 7,8 =1,
ferner allgemein

@ (&, 1,18 = to(§, u, §)

bei positivem ¢ und ¢ (0, 0, 0) = O festsetzen.



6 Zur Geometrie der Zahlen,

Dal & ein konvexer Korper ist, findet in der allgemeinen Funktional-
ungleichung

2) P&+ & mit e, &+ 8) < eCn s, &) + 9 M) &)
und daB & in O einen Mittelpunkt hat, in der Funktionalgleichung

, p(—& —n,—8=09¢n,0)
seinen Ausdruck.

Wir setzen ferner mit Riicksicht auf die Substitution (1):

p&,n,8) =r(=,9, 2.
Damit alle Korper Kg gesondert liegen, muf alsdann fiir jedes von 0, 0, O
verschiedene ganszzahlige System z, y, # die Ungleichung

3) Fle,y,8) =1 (@,9,2+0,0,0)
bestehen.

5. Im unendlichen Raume ist nunmehr einem jeden Gitterpunkt G
einerseits genau ein Volumen = A und andererseits ein mit K kongruenter
Korper vom Volumen J zugeordnet, also muBl jedenfalls

4) J<A
sein, und wir werden sagen konnen, der von den Korpern K, erfiillte

Raum verhilt sich zu dem ganzen unendlichen Raume wie J: A.
Wir bemerken insbesondere, dall die Korper K; den Raum liickenlos

erfiillen, wenn = A ist. Da nun das Volumen J% von %(K + K’) eben-

falls noch <A, aber, wenn XK keinen Mittelpunkt hat, > J ist, so
schlieBen wir, daB eine liickenlose Uberdeckung des Raumes durch die
Kb6rper K notwendig das Vorhandensein eines Mittelpunktes in K verlangt.

Die Aufgabe, die wir uns zu stellen haben, ist nun, die Koeffizienten
Oy -y Py der Substitution (1) derart su wdihlen, daf, wihrend die simi-
lichen Ungleichungen (3) erfiillt sind, dabei der Betrag der Determinante A
maoglichst klein ausfalle.

§ 2. Hilfssatz iiber ganzzahlige Substitutionen.

6. Es seien A, B, € irgend drei von O verschiedene Punkte des
Gitters in z, y, #, welche in drei wnabhingigen, d. h. nicht in eine Ebene
fallenden Richtungen von O aus liegen, so entsteht die Frage, wie man
von den vier Punkten O, U, B, € aus dieses ganze Gitter (&) aufbauen
kann.

Zu jedem Punkte P(z, y, #) im Raume gehdren bestimmte Werte
L, 9,3 so daB der Vektor OP mit den Vektoren O, OB, OC durch

eine Relation

OP=1:-0%+9-08+3-06



Dichteste gitterférmige Lagerung kongruenter Korper. 1

verbunden ist, und sind danach z, y, # gewisse lineare Formen in g, 9, 3
mit ganzeahligen Koeffizienten. Den Bereich

0<r<1, 0<y<1, 0<3<1

bezeichnen wir kurz als das Parallelepiped O (ABE) und die Bestimmungs-
stiicke ¢, ), 3 nennen wir die 2u diesem Parallelepiped gehirigen Ko-
ordinaten.

Das Gitter (&) besitzt diese Grundeigenschaft: Sind Gy, G, G, irgend
drei Punkte des Gitters, so gehort derjenige Punkt G, fir den Vektor
G,G, = G,G, ist, stets ebenfalls zum Gitter. Auf Grund dieses parallelo-
grammatischen Charakters des Gitters konnen wir durch die folgenden
Forderungen drei gewisse (itterpunkte 4, B, C

véllig eindeutig fixieren (Fig. 1): ¢

1) es soll A4 von O verschieden sein und
auf der Strecke OU moglichst nahe an O Py
liegen; ¢

2) es soll B in der Ebene OUAB auber-
halb der Geraden O auf derselben Seite von

0 1’4 O
ihr wie B zunichst moglichst nahe an dieser 4
Geraden und nichstdem derart liegen, dal

von O nach einem Punkte des Strahles OB ein Vektor
OB+ X -04
hinfiihrt, wobei 0 < X < 1 ist;
3) es soll C auBlerhalb der Ebene OUYB nach derselben Seite hin

wie € zunichst moglichst nahe an dieser Ebene und néchstdem so liegen,
daB von O nach einem Punkte des Strahles O& ein Vektor

0C+X-04+Y-0B
hinfithrt, wobei 0 < X <1, 0K Y < 1 ist.
7. Nachdem A, B, C ermittelt sind, haben wir fiir jeden Punkt P
im Raume eine bestimmte Vektorenrelation:

OP=X.-04+Y- 0B+ Z-0C.
Bei ganzzahligen X, Y, Z finden wir in P jedesmal einen Gitterpunkt
aus (®) und sind infolgedessen z, y, # gleich linearen ganzzahligen Formen
in X, ¥, Z. Nach der Bestimmungsweise von A4, B, C aber kann es
keinen Gifterpunkt z, y, # aufler dem Nullpunkte geben, fiir den
0<Z<1, 0KY <1, 0K X <1 ist, und gibt es infolgedessen tiber-
haupt keinen Gitterpunkt z, 4, # auBler denjenigen, fiir welche auch X,Y, Z
ganzzahlige Werte haben, d. h. auch X, Y, Z sind lineare ganzzahlige
Formen in z,y, 2. Mithin ist nicht blof die Determinante der Formen
z,y,2 in X,Y,Z, sondern auch deren reziproker Wert eine ganze Zahl

Fig. 1.

8o



8 Zur Geometrie der Zahlen.

und also diese Determinante -1, mithin das Gitter (&) vollig identisch
mit dem Zahlengitter in X, Y, Z. Wir kommen damit zu folgendem Satze:

Sind x,y, 2z irgendwelche lineare ganzzahlige Formen n ¥, Y, 3 mit
einer von Null verschiedenen Determinante, so kann man stets (und nur auf
eine Weise) drei lineare gamzzahlige Formen X, Y, Z in x,y, & mit einer
Determinante + 1 einfithren, daf3 Relationen

X=ar+ @) +asy, Y=~0bY+byj, Z=c3
entstehen, wobei die gamszzahligen Koeffizienten den DBedingungen

2 ] b3
¢, >0, b,>0, ¢>0; 0<3, 2, 21
2 8 3
geniigen.
Die Einfithrung der Variablen X, Y, Z anstatt z, y, # nennen wir die
Redultion des Zahlengitters (&) in bezug auf das Parallelepiped O (ABEC)

und ferner bezeichnen wir O(ABC) als reduziertes Grundparallelepiped.

§ 3. Zusammenriicken einer gitterformigen Lagerung in drei
Richtungen.

8. Wir denken uns die 9 Koeffizienten ¢, ..., p, in (1), welche ein
Gitter (&) in bezug auf den Korper K orientieren, als stetig verdnder-
liche GroBen, wihrend alle Ungleichungen (3) bestehen sollen, also kein
Gitterpunkt auBer O ins Innere des Bereichs & = K + K’ falle. Nach
(4) muB dabei stets A > J bleiben. Wir wollen nun zuniichst zeigen:

Ein Minimum von A kann jedenfalls nur eintreten, wdahrend wrgend
drei Gitterpunkte in drei unabhingigen Richtungen von O aus auf die De-
grenzung von & zu liegen kommen.

In der Tat, nehmen wir an, auf der Begrenzung & von & liegen
entweder a) gar keine Gitterpunkte oder b) nur ein Paar Gitterpunkte an
den Enden eines Durchmessers durch O oder ¢) mehrere Paare von Gitter-
punkten, aber nur in einer einzigen Ebene durch O. Wir wihlen dann
drei Gitterpunkte U, B, € aus, die nicht mit O in einer Ebene liegen,
entweder im Falle a) beliehig oder im Falle b) so, daB A auf § liegt,
oder im Falle ¢) so, daB 2 und B auf § liegen. Wir filhren nunmehr
nach der in § 2 dargelegten Methode die Reduktion des Gitters (&) in
bezug auf das Parallelepiped O (AB Q) aus, und es sei O(4BC) das neu
einzufiihrende reduzierte Grundparallelepiped.

Wir variieren die Substitution (1) in der Weise, dal wir 4 und B
festhalten, dagegen C geradlinig auf den Punkt O zuriicken lassen. Dabei
verringert sich der Wert von A, des Volumens des Grundparallelepiped,
wahrend die auf § bereits vorhandenen Gitterpunkte vollig unbertihrt
bleiben. Mit Riicksicht auf die Bedingung A > J wird die Variation
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schlieBlich auf einen Zustand auslaufen miissen, wobei irgendein weiterer
Gitterpunkt auBerhalb der Ebene OADB auf & auftritt.

Da dieses Verfahren sich bei den dreierlei Umstéinden a), b), ¢) aus-
fithren liBt, so konnen wir in der Tat das Gitter (&) unter Erhaltung
der Relationen (3) und kontinuierlicher Verringerung von A so lange
variieren, bis wir auf § drei Gitterpunkte A, B, € in drei unabhingigen
Richtungen von O aus vorfinden.

9. Mit A, B, € zugleich liegen auch deren Gegenpunkte A, B’, € auf
&%, und mit diesen sechs Punkten enthdlt & als konvexer Ko6rper den
ganzen Bereich des Oktaeders ABEA'B'C’, welches diese sechs Punkte
als Ecken hat. Wir wollen dieses Oktaeder kurz das durch U, B, E be-
stimmte Oktaeder nennen und mit Okt (ABE) bezeichnen.

Enthilt dieses Oktaeder aufler O und den Icken noch irgendeinen
weiteren Gitterpunkt G, so gehort dieser auch zu & und befindet sich
daher notwendig ebenfalls auf der Fliche F. HEs liege G etwa auBlerhalb
der Ebene OAB, so wird das Okt (ABG) von kleinerem Volumen als das
Okt (UBE) sein. Daraus entnehmen wir das Resultat:

Werden unter allen auf der Begrenzung von K drgend wvorhandenen
Gitterpunkten drei wicht mit O in einer Ebene gelegene Punkte U, B, €
derart ausgewdhlt, dafp das Okt (ABE) ein maoglichst kleines Volumen hat,
so enthdlt dieses Oktaeder gewifs keinen Gitterpunkt aufer den Fcken und
dem Mittelpunkt.

§ 4. Gitteroktaeder.

10. Ein Oktaeder ABCUA' B E" mit O als Mittelpunkt, dessen sechs
Ecken Gitterpunkte sind, (die nicht in eine Kbene fallen), und welches
aufer O und den Ecken keinen (itterpunkt enthilt, soll ein Gitteroktaeder
heiBen. Wir fragen jetzt, wie konnen wir von einem solchen Oktaeder
aus das ganze gegebene Gitter (&) herstellen.

Zu jedem Punkte P(z,y, #) gehoren bestimmte GroBfen r,Y, 3, mit
denen

OP=¢-0UA+y-0B+3-06
gilt. Der Bereich des Okt (ABE) ist dann durch
(5) el +Iy[+15[<1
definiert.
Wir fithren nach § 2 die Reduktion des Zahlengitters in bezug auf
das Parallelepiped O (ABC) aus. Es sei O(ABC) das reduzierte Grund-

parallelepiped und X, Y, Z seien die dazu gehérigen neuen Gitter-
koordinaten, fiir welche sich Relationen

(6) X=ar+ a)+ a3, Y=0bY+ b3, Z=c3
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und, wenn d > 1 wire, wiirde der Gitterpunkt X, Y, Z =1, 1, 2 innerhalb
der Strecke OGC, also im Inneren des Okt (ABE) liegen.

Danach erkennen wir, daf fiir a,, by, ¢; allein die beiden Wertsysteme
0,0,1 oder 1, 1,2 in Frage kommen.

In dem ersteren Falle werden die Gleichungen (6)

X=§7 Y=t)7 Z=3

und ist das urspriingliche Zahlengitter (&) in z, y, z vollig identisch mit
dem Zahlengitter in x, 9, 3. In diesem Falle bezeichnen wir das Okt(UABE)
als Gitteroktaeder erster Art.

Im zweiten Falle haben wir

Ganzzahlige Werte X, Y, Z entstehen einmal, wenn y, Y, 3 ganze Zahlen

sind, und ferner, wenn —%, Y -——-%, 5— =z ganze Zahlen sind. Ins-

2
besondere ist der Punkt C*:
§=—;—, I)=—;—, 5=";“:

d. 1. der Mittelpunkt des Parallelepipeds O (ABE), ein Punkt des Gitters
in z,4,# Das ganze urspriingliche Gitter (&) besteht hier einmal aus
dem Gitter in §,Y,3 und sodann aus den Punkten, die wir aus dem
letzteren Gitter durch die Translation von O nach C# ableiten. In diesem
Falle bezeichnen wir das Okt (UBC) als Gitteroktaeder zweiter Art. Das
Volumen des Parallelepipeds O (4ABC) ist hier die Hilfte des Volumens
von O(UABEC).

11. Wir kénnen nunmehr folgenden Satz zur Charakterisierung der
Gitteroktaeder aussprechen:

Sind 2, Yy, 25 B9, Ys, 205 %3, Ys, &5 die Koordinaten von drei (ritter-
punkten A, B, €, so ist das Oktacder mit den Ecken ¥, B, , A, B, ¢ ein
Gitteroktaeder erster Arvt, wenn die Determinante aus jenen Koordinaten
4+ 1 ist, und ein Gilteroktaeder zweiter Art, wenn jene Determinante -+ 2
st und zudem

%(”1‘}‘332“*"‘”3); %(91“"?/2'*‘?/3)7 %(51+22+33)

gleich ganzen Zahlen sind.

12. Wir fiigen noch folgende Bemerkung hinzu. Die linke Seite in
(7) wird, wenn wir uns 0 <a; <b, < ¢ und ¢; > 2 denken, sogar <1
durch wenigstens eines der Systeme X, Y, Z2=0,0,1; 0,1,1; 1,1,1, es
sei denn, daB ¢; =2d 4+ 1 und dazu a4,b; =d,d; d,d+1; d+ 1, d+ 1
oder ¢; = 2d und dazu a;,b;=d—1,d; d,d + 1 bzw. =d,d ist. In
den letzteren Fillen hat die linke Seite von (7) fiir das System
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X,Y,Z=1,1,2 den Wert 5—Ul—%(<1 fiir ¢, >38) oder .- (<1 fiir

cg >4) bzw. 2271 (<1 fir ¢,>2). Wir finden danach unter den eben
genannten vier Systemen X, Y, Z immer wenigstens ein solches, wofiir
die linke Seite von (7) sich <1 erweist, auler wenn

ag,by,0,=0,1,2; 1,1,2; 1,2,2; 1,1,3; 1,2,3; 2,2,3; 1,2,4; 2,3, 4
1st.

§ 5. Reduktion der unendlich vielen Ungleichungen des Problems
auf eine endliche Anzahl.

13. Wir nehmen wieder an, da kein Gitterpunkt auBer O im Inneren
von & liegt, daB aber auf der Begrenzung { von & drei Gitterpunkte
A, B, C — wir dndern damit etwas die Bezeichnung — vorhanden sind,
die ein Gitteroktaeder erster oder zweiter Art bestimmen. Wir fiihren
die Koordinaten X, Y, Z zum Parallelepiped O (ABC) ein und setzen die
in 4. fiir & definierte Funktion

<P(’é,77, é) =F(X7 :Y)Z>
Die dort angegebenen Funktionalbedingungen gehen dann in
FX,tY,tZ) =t (X, Y, Z), t>0,
®) F(X,Y,,Z)+F(X,, Y, Z) > F(X,+ X,, Y, + Y,, Z, + Z,),

(9) F(— X,— Y,— 2) = F(X, Y, Z)
tiber. Indem die Punkte 4, B, C auf § liegen, haben wir
(10) F(1,0,0)=1, F(0,1,0)=1, F(,0,1)=1.
Weiter soll nun auf Grund unserer Voraussetzung die Ungleichung
(D F(X,Y,Z2)>1 (X, Y, Z+0,0,0)

fiir jedes von 0,0, O verschiedene ganzzahlige Wertsystem X, Y, Z gelten,
und soll iiberdies, falls Okt (ABC) ein Gitteroktaeder zweiter Art vor-
stellt, die Ungleichung

(II) F(X+5,Y+5,2+5)=1

fiir jedes beliebige ganzzahlige System X, Y, Z (das System 0,0, 0 hier
inbegriffen), gelten.

14. Wir wollen jetzt zeigen, daB infolge des Bestehens der drei
Gleichungen (10) von allen diesen Ungleichungen gewisse in endlicher
Amnzahl vorhandene das Bestehen aller iibrigen nach sich ziehen.

In der Tat, greifen wir von den Ungleichungen (I) zunichst diejenigen
besonderen heraus, in denen die Zahlen X, Y, Z nur Werte O oder + 1
haben, das sind die folgenden:
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1) F&L+L0=1, FxL,06+£DH)=1, FO£L,+D)=1,
(12) Flxl,£L4+D)=1
fir alle moglichen Werte der einzelnen Vorzeichen + 1.

Sollte nun, wahrend alle Bedingungen (10), (11), (12) bereits
statthaben, irgendeine der Ungleichungen (I) nicht gelten, so sei
G(X,Y,Z=a,b,c) ein Gitterpunkt, fiir den

Fa,bc) <1
ist; wir kénnen uns etwa 0 <a <b<c¢(c>2) vorstellen, da wir die
Rollen von + X, 4+ Y, + Z vertauschen konnen. Das Okt (4B @) gehort
dann mit allen Punkten, die auBerhalb der Ebene OADB liegen, ganz zum
Inneren von &. Dieses Oktaeder ist durch

‘X—%Z’ + Y—%Z!—}— Z

<1

bestimmt. Ahnlich wie in 10. schlieBen wir nun, daB in diesem Oktaeder,
falls nicht gerade @, b, ¢ von der Form d, d, 2d ist, stets wenigstens einer
von den Gitterpunkten Z =1, X =0 oder 1, ¥ =0 oder 1 auftritt. Der
betreffende Gitterpunkt diirfte aber nach einer der Ungleichungen (11),
(12) nicht ins Innere von & fallen. Mithin erkennen wir, dal zu den
Ungleichungen (11) und (12) nur noch die folgenden

(18) F(x£l, £, +2)=21, F(xL,+2,+D)=21, F(2,+L+1)=1
hinzuzunehmen sind, um die Gesamtheit der Ungleichungen (I) sicher-
zustellen. Wir haben damit den Satz gewonnen:

Ist Okt (ABC) ein Gitteroktaeder erster Art, so haben die Bedingungen
(10), (11), (12), (13) die Gesamtheit der wnendlich vielen Ungleichungen (I)
aur Folge.

Ist das Okt (ABC) ein Gitteroktaeder zweiter Arf, so haben wir unter
den Ungleichungen (II), indem wir X, ¥, Z die Werte O und — 1 bei-
legen, insbesondere die Ungleichungen:

(14) Fltg,+5,+
Wir werden nun zeigen:

Ist Okt (A BC) ein Gitteroktaeder zweiter Art, so reichen die Gleichungen
(10) und die Ungleichungen (14) bereits aus, um die Gesamtheit der un-
endlich vielen Ungleichungen (1) und (II) nach sich zu zichen.

Zunichst folgen aus (14) alle Ungleichungen (I), ndmlich speziell die
Ungleichungen (11), (12), (18). Denn wir schlieBen aus (14) mit Riick-
sicht auf (8):

i, 141) =2,
F(1,1,0)+ F(0,0,1) = F(1,1,1) =22, F(1,1,0) > 1,
F1,1,2)+ F(0,0,—1)>F(1,1,1), F(1,1,2) > 1,

5)=1.
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und #hnlich bei Anderung der Vorzeichen der einzelnen Variablen und
bei den Permutationen ihrer Reihenfolge.

Was sodann die Ungleichungen (II) anbelangt, so nehmen wir an, es
seien die Ungleichungen (14) erfiillt, es bestiinde aber noch fiir einen

Gitterpunkf G(X, Y, Z=a+ —;—, b+ %, ¢+ -;—), wobei a,b,c ganze
Zahlen sind, die Ungleichung

F(2a;{—1, 2b;}~1’ 2c+)<1

wir koénnen ohne wesentliche Beschrinkung uns etwa
2041 _ 2041 _2c+41
e
und 2¢ 4+ 1 > 3 denken. Nun enthilt das Okt (AB &), d. i. der Bereich

2041 25 1
X——2c+1Zl+JY—2C+1Z[+ ~c+1 =1
den Punkt X=%, Y= , Z =33 denn fiir diesen Punkt wird die

hier links stehende Summe

c—a)f—b+1
2¢+1 =1

>< 1 sein im Widerspruch mit einer der Un-

also miifite auch F(2 s ; ) 3

gleichungen (14). Die Ungleichungen (14) haben demnach in der Tat
mit Riicksicht auf die drei Gleichungen (10) alle Ungleichungen (I) und
(II) zur Folge.

15. Nach der Bemerkung in 12. finden wir, wenn fiir ein ganzzahliges
System G (a, b, ¢) die Umstinde 0 < a < b < ¢ und ¢ > 2 statthaben und
a, b, ¢ nicht gerade mit einem der Systeme

0,1,2;1,1,2;1,2,2; 1,1,3; 1,2,3; 2,2,3; 1,2,4; 2,3, 4
{ibereinstimmt, wenigstens einen von den Gitterpunkten 0,0,1; 0,1,1; 1,1, 1;
1,1, 2 sogar im Inneren des Okt (ABG) gelegen und kann daher G auch
nicht auf der Begrenzung von & liegen, sondern muf dafiir notwendig

F(a,b,¢)>1

ausfallen.

§ 6. Die benachbarten Xorper in einer dichtesten Lagerung.

16. Nach den letzten Ausfithrungen ist klar, dal bei kontinuierlicher
Variation der Koeffizienten «;, e, ..., 93 in (1) d. h. des Gitters (&) keine
einzige der Ungleichungen (I) bzw. der Ungleichungen (I) und (II) ver-
letzt wird, so lange nur die drei Gleichungen (10) und die in endlicher
Anzahl vorhandenen Ungleichungen (11), (12), (13) bzw. (14) in Kraft
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bleiben. Unter bestindiger Wahrung dieser Bedingungen (10)—(13) bzw.
(10), (14) suchen wir nun weiter o, oy, ...,y kontinuierlich derart zu variieren,
daf3 A sich verringert oder wenigstens wicht sunimmt und dabei in mog-
lichst vielen unabhdingigen von den fraglichen Ungleichungen das Gleichheits-
zeichen sich einstellt.

17. Wir nehmen als ersten Fall an, daB Okt (ABC) ein Gitter-
oktaeder erster Art ist und kdnnen dazu voraussetzen, daf auch im Verlaufe
der vorzunchmenden Variationen wiemals drev Gitterpunkte auf §§ aufireten
sollen, die ein Gitterolktaeder zweiter Art bestimmen.

Zunichst moge in keiner der Ungleichungen (11), (12), (13) das Gleich-
heitszeichen gelten. Wir projizieren den ganzen Bereich des Korpers & in
Richtung O C auf irgendeine diese Richtung nicht enthaltende Ebene durch O.
Dadurch entsteht in dieser Ibene eine gewisse konvexe Figur ¥ mit O
als Mittelpunkt; 9 und B seien darin die Projektionen von 4 und B
(Fig. 2). Im allgemeinen wird es nun mdglich sein, unter Festhaltung
von B und C den Punkt A4 auf der Begrenzung von & kontinuierlich so
zu bewegen, daBl wihrenddessen ¥ geradlinig
auf O zuwandert und damit A kleiner wird
Eine solche Variation ist nur in dem Falle
zunichst nicht ausfithrbar, wenn A4 ¢nnerhalb
einer auf der Fliche § verlaufenden, mit OC
parallelen Strecke liegt, die sich dann natiir-
lich in einen Randpunkt von % projiziert.
In diesem Falle wiirden wir 4 zuvdrderst nach
einem FEndpunkte jener Strecke hin wandern
lassen, wobei A sich nicht #ndert, um hernach, wenn inzwischen kein
neuer Gitterpunkt auf § aufgetreten ist, A in der beschriebenen Weise
zu verringern. Da nun A nicht unter die von vornherein gegebene Grenze
J, das Volumen von K, sinken kann, mufl der dargelegte ProzeB not-
wendig einmal auf einen Zustand auslaufen, wobei in einer der Unglei-
chungen (11), (12), (13) das Zeichen = eintritt.

Wenn dabei z. B. F'(1,1,2) =1 wiirde, so finden wir nach dem
Satze aus 11. in — 1,0,0; 0, — 1,0; 1,1, 2 drei Gitterpunkte auf {, die
ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen, was wir ausgeschlossen haben.
Hiernach kommt gegenwiirtig keine der Ungleichungen (13) in Frage.
Wir machen nun ferner zundchst die Annahme, daf3 bei den vorzunehmen-
den Variationen auch stets die Ungleichungen

F+1,+1,+1)>1

gewahrt bleiben. Dann kommen einstweilen nur die Ungleichungen (11)
fiir das FEintreten des Gleichheitszeichens in Betracht. Da wir die Be-
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zeichnungen Y und Z, auch X mit — X vertauschen konnen, so diirfen
wir annehmen, daB der Gitterpunkt S(— 1,0,1) auf der Fliche § er-
scheint, daBl also

F(—1,0,1)=1
wird. Diese Gleichung gewihrleistet vermdge

F(17071)+F(’—17071>2F(0}O;2)=2

die Ungleichung F(1,0,1)>1, d. h. solange C und S auf § bleiben,
kann 1,0,1 gewiff nicht ins Innere von & fallen.

Die weiteren von den Ungleichungen (11) mogen noch das Zeichen
> behalten haben. Wir kénnen nun mit dem Punkte B operieren wie
vorhin mit 4, indem wir wieder die Parallelprojektion von & in Richtung
OC verwenden und konnen ohne Zunahme von A erzielen, daBl in einer
neuen der Ungleichungen (11) das Zeichen = eintritt. Indem wir noch
X und Z vertauschen, auch Y durch — Y ersetzen konnen, diirfen wir
annehmen, es trete jetzt der Gitterpunkt R(0,1,— 1) in § ein. Durch
die Lage von R und C auf § wird zugleich gesichert, dafl 0,1, 1 nicht
ins Innere von & fallt.

Nun moége noch F(+ 1,4+ 1,0)>1 geblieben sein. Die Strecken
S’A und RB sind beide parallel und gleich lang mit OC. Wir fiihren
jetzt jene Parallelprojektion von & in Richtung OC auf eine Ebene, die
uns fiir den ganzen Korper & die Figur B ergab, speziell nur fiir alle
solchen zu OC parallelen Sehnen von & aus, welche an Linge > OC
sind. Dadurch erhalten wir in jener Ebene eine neue Figur £ mit O
als Mittelpunkt, die ganz in der fritheren Figur ¥ enthalten ist und ins-
besondere die Punkte 9 und B aufnimmt (Fig. 2). Dieser Figur O kommt,
weil & ein konvexer Ko6rper ist, ebenfalls die Eigenschaft zu, mit irgend
zwel Punkten stets die ganze sie verbindende Strecke zu enthalten, und
gtellt mithin & wieder ein konvexes Oval vor.

Liegt B auf dem Rande von £, so bedenken wir, daB solchen
Punkten des Randes von L, welche Hiufungsstellen von nicht zu & zihlen-
den Punkten aus P sind, mit OC parallele Sehnen in & genaw von der
Liange OC entsprechen und daB andererseits solchen Punkten des Randes
von Q, die auch zum Rande von % gehdren, mit OC parallele Geraden
entsprechen, die nur die Degrensung von & treffen. Infolgedessen kénnen
wir irgendeine kontinuierliche Verinderung von ¥ auf dem Rande von
8, wahrend 4 und C festbleiben sollen, immer so bewerkstelligen, daB
dabei sowohl B wie der damit in bestimmter Weise verbundene Punkt B
fortwihrend auf der Begrenzung von & verbleiben. Wir kdnnen nun im
allgemeinen B auf dem Rande von £ kontinuierlich der Geraden O%
nihern und damit A verringern. Nur wenn B innerhalb einer diesem
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Rande angehorigen, zu O parallelen Strecke liegt, miissen wir zuvor B
nach einem Endpunkte dieser Strecke fithren, eine Operation, wihrend
der A sich nicht #ndert. Wir bemerken, da bei der letzteren Sachlage
die Fliche § sicher eine geradlinige Strecke aufzuweisen hat, némlich,
falls B zugleich dem Rande von $§ angehort, die Strecke RB, anderenfalls
aber in einer Stiitzebene an § durch B die ganze Strecke, als deren Pro-
jektion hier jene erwihnte Strecke auf dem Rande von X erscheint.

Sollte B im Inneren von L. liegen, so wiirden durch B und R jeden-
falls zwei verschiedene Stiitzebenen an. & gehen; fiir diese miiliten dann
in gewissen Umgebungen von B und R die in Richtung OC gemessenen
Abstinde durchweg > OC sein, also wiren die Ebenen parallel, und
kénnten wir B in seiner Ebene so veriindern, daB B geradlinig auf O
zuschreitet. Freilich wiirde unsere Folgerung hier mit der anderen An-
nahme in Widerspruch kommen, wonach C auf  selbst liegen sollte.

Nach dieser Ausfiihrung kénnen wir nun, ohne daB A wichst, zu einem
Zustande fortschreiten, wobei schlieBlich noch in einer der Ungleichungen
F(+1,41,0)>1 das Zeichen = eintritt. Wiirden wir F(1,1,0)=1
erhalten, so hitten wir in —1,0,1; 0, —1,1; 1,1,0 drei Gitterpunkte
auf §, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen. Da wir solches
vorliufig ausgeschlossen haben, so bleibt nur die Annahme iibrig, daB
noch der Gitterpunkt 7'(1, — 1, 0) auf § auftritt.

18. Wenn die sechs Gitterpunkte 4, B, C, R, S, T' simtlich auf §
liegen, so ersehen wir aus

F<17 172>+F(_ 170: 1)+F<07—17 1):2417(070: 1))

F<17—’172>+F<_'1: LO)Z?F(O;O; 1>;

F("17_1>2)+F(1)_170)22F(07—.17 1))

Iﬂ(l’ 17 1) + F<— 1) 07 1) + F<O7 - 17 1) Z 3F<O) 07 1)
usf.,, daB von den Ungleichungen (11), (12), (13) nur noch die Erfiillung
der folgenden

F—-1,1,1)>1, F(l,—1,1)>1, F(1,1,—1)>1
besonders zu fordern ist. Wiirde #(1,1, — 1) = 1 sein, so hitten wir in
0,0,1; 1,—1,0; 1,1, — 1 drei Gitterpunkte auf §§, die ein Gitteroktaeder
zweiter Art bestimmen. Gegenwértig haben wir danach in diesen drei Un-
gleichungen das Zeichen > zu verlangen.

19. Wir beriicksichtigen jetzt die in 17. zun#ichst ausgeschaltete
Mébglichkeit, daB in einer der Ungleichungen F'(4 1,4 1,4+ 1)>1 das
Gleichheitszeichen eintritt, schlieBen aber immer noch aus, daB auf §§ drei
Gitterpunkte auftreten, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen.

Nehmen wir z B. an, daB neben 4, B, C noch der Gitterpunkt
D(1,1,1) auf § liege, so sind wegen

Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. 1I. 2
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F(—‘17‘_1>1>+F(171}1)22F(0;071)
usf. alle Ungleichungen (12) sichergestellt. Die Strecke A.D ist parallel
und gleich B’C. Wir verfahren unter Zuhilfenahme einer Parallelprojektion
von & in dieser Richtung wesentlich nach der in 17. dargelegten Methode
zur Verringerung von A, und wir dtirfen nun ferner in einer der Un-
gleichungen (11) das Gleichheits-
zeichen als gtiltig annehmen. Wiirde
dabei etwa F'(1,—1,0)=1 ein-
treten, so hétten wir in 0, 0, — 1;
1,1,1; 1,— 1,0 drei Gitterpunkte
auf {§, die ein Gitteroktaeder zweiter
Art bestimmen, was nicht sein sollte.
Wir nehmen nun etwa N(1,1,0)
auf § gelegen an. Alsdann sind die Strecken ON, CD, A'B parallel und
gleich lang; wir verwenden eine Parallelprojektion von & in Richtung ON
und diirfen endlich noch etwa L(0,1,1) auf { gelegen annehmen. Die
beistehende Figur zeigt uns, daB durch die Substitution

X¥=27, Y*=X-Y, Z¥=Y—-Z
dieser Fall auf den schon in 17. behandelten zuriickfiihrt.

20. Wir nehmen jetzt zweitens an, daB das Okt (ABC) ein Gitter-
oktaeder aweiter Art ist, und haben alsdann neben den drei Gleichungen
(10) die Ungleichungen (14)

1

Pty

Fig. 8.

, g, )1
vorauszusetzen.

Zunichst moge in keiner dieser Ungleichungen das Zeichen = gelten.
Wir verfahren wesentlich nach der in 17. entwickelten Methode. Wir
verwenden eine Parallelprojektion von & in Richtung OC und kénnen
Gy, . - .y V5 8O variieren, daB A abnimmt oder konstant bleibt und schlieflich
in einer dieser Ungleichungen das Gleichheitszeichen eintritt. Fs moge

etwa der Gitterpunkt IV (%, —%—, -——%) und sein Gegenpunkt N’ auf
100 , die Fliche ¢ fallen; in den iibrigen Un-
-1 nas gleichungen (14) aber moge noch das

Zeichen > bleiben. Nun ist CB parallel

der Ebene durch O, 4 und N (Fig. 4).

L, 5;10 Wir verwenden eine Parallelprojektion
’ ™ von & in Richtung CB, halten 4 und die
Strecke C B nach Richtung und Léinge und
damit auch den Punkt NV fest und koénnen durch Variation von B und so,
daB A abnimmt oder sich nicht fndert, einen Zustand erzielen, wobei eine
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neue der Ungleichungen (14) als Gleichung erfiillt ist; es trete etwa der

Gitterpunkt L(———;—, -;—, %) in die Flache § ein. — Dieser letzte ProzeB

wire nun genau so anzuwenden gewesen, wenn die Fliche § neben NV

auch bereits M (—;—, —-——513—, %) enthalten h#tte, da die Strecke M N parallel

und gleich OB ist. Daraus leuchtet sofort ein, daB wir iiberhaupt auch
einen Zustand erreichen konnen, wobei drei von den vier Paaren von
Gitterpunkten -_k—;—, i—;— , —_}——%—, etwa die drei Paare L, L', M, M’, N, N’,
auf § fallen.
Vermoge der Substitution
X#=Y+Z, Y*=X+ 2, Z¥=X+Y
erhalten nun 4, B, C, L, M, N und der Gitterpunkt %—, L —;— die neuen

_2— )
Koordinaten

X# Y# Z2%=0,1,1; 1,0,1; 1,1,0; 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,1, 1.

Das urspriingliche Zahlengitter (&) wird mit dem Zahlengitter in X%
Y# Z* identisch; und damit kein Gitterpunkt auler O im Inneren von &
liegt, bleibt nur noch die eine Bedingung zu erfiillen, daB der Punkt
X* Y* Z*=1,1,1 nicht ins Innere von & fillt.

21. Wir sind durch diese Uberlegungen zu folgendem Resultate gelangt:

Um fiir einen gegebenen konvexen Kirper K das Minimum (oder die
verschiedenen existierenden Minima) von A zu finden, gentigt es, solche An-
ordnungen des Gitters (®) in DBetracht zu ziehen, wobes von diesem Gitter

entweder (1) auf die Begrenzung von & = K 4+ K’ die Punkte

1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1, —1; —1,0,1; 1,— 1,0

und die Punkte — 1,1,1; 1, —1,1; 1,1, — 1 auferhald & fallen,
oder (II) auf die Degrenzung von K die Punkte
1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,1; 1,1,0
fallen wund der Punkt 1,1, 1 auferhald & liegt,
oder (1I) auf die Begrenzung von & die Punkte
1,0,0;0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,15 1,1,0 wnd 1,1,1
fallen. _

Aus einer beliebigen Anordnung des Gitters (&) von dem hier be-
zeichneten Charakter, welche ein Minimum von A liefert, konnen unter
Umnstinden, ~— jedoch nur in solchen Féllen, wo auf der Begrenzung von
§ geradlinige Strecken vorkommen, — andere Anordnungen von (&),
welche nicht jenen Charakter tragen, durch kontinuierliche Variation ohne
Anderung des Wertes von A hervorgehen und diese wiirden dann in

2*
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gleicher Weise dichteste gitterférmige Lagerungen fiir den Grundkdrper

K bestimmen.
Die in (I) aufgefiihrten sechs Gitterpunkte mit ihren Gegenpunkten

in bezug auf O bilden die Ecken eines Kubooktaeders, die in (III) ge-

-1,-1,0

Fig. 5.

nannten sieben Gitterpunkte mit ihren Gegenpunkten in bezug auf O die
Ecken eines Rhombendodekaeders (Fig. ).

§ 7. Arithmetische Aquivalenz bei positiven terniren quadratischen
Formen.

22. Ehe wir in der Behandlung unseres allgemeinen Problems weiter-
gehen, wollen wir das Beispiel der dichtesten Lagerung von Kugeln néher
ins Auge fassen.

Es sel K eine Kugel vom Radius —;—, fiir den Korper & = K + K’

1
also @(& 1, &) = (82+ n?+ £%)?, so haben wir in
P = (& + &y + o32)" + (B1@ + Boy + B52)° + (11@ + Py + p32)°
= e 8" + 2e,0Y + 26,307 + e0° + 25y 2 + €530° = h(w, y, 2)
eine positive terndre quadratische Form mit einer Determinante D = A%

Um die dichteste gitterformige Lagerung fiir Kugeln vom Radius %

zu finden, haben wir nach 21. nur diese zwei Annahmen zu diskutieren:
(II) Die Fliche A(z, y, 2) = 1 enthilt die sechs Gitterpunkte

%, 4,2=1,0,0;0,1,0;0,0,1;0,1,1; 1,0, 15 1, 1, O3
dann miiBite
— 2 2 2 1 1 2 3 2
hz,y,2) =2>—ay —xz+y*—yz + 2 =(x—§y—§z) +5U—2)
sein, und jene Fliche wire eine Zylinderfliche, nicht eine Kugel.
(I) Die Fliche h(xz,y,#) = 1 enthilt die sechs Gitterpunkte:
z,y,2=1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1, —1; —1,0,1; 1,— 1, O;
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dann haben wir

h(z,y,2) =a®+xy + 22 + i + yz + &°
und wird D = A? = % Demnach gelangen wir zu dem Resultate:

Im Falle der dichtesten gitterformigen Lagerung von gleichen Kugeln
verhdlt sich der wvon den Kugeln erfiillte Roum zum ganzen unendlichen

Rawme wie Die betreffende Lagerung ist dadurch charakterisiert,

z 1
7oy
daf eine jede Kugel in den zwilf Icken eines Kubookiaeders an andere
Kugeln stopt.

Fiir die dichteste Lagerung von Ellipsoiden gilt offenbar genau der
nidmliche Satz.

Das entsprechende Problem fiir zwei Dimensionen hingt analog mit
der Transformation von £%-+ %? in 2? + zy + y? zusammen, und kann man
in einer Ebene durch lauter gleiche Kreisflichen, die nicht ineinander ein-
dringen und deren Mittelpunkte ein parallelogrammatisches Punktsystem

oten
bilden, @m Mazximum den %:1/2—3 Teil der ganzen unendlichen Kbene
ausfillen.

23. Ieh will jetzt zeigen, daB die Theorie der arithmetischen Aquivalens
der positiven terndren quadratischen Formen, deren Hauptsitze von Seeber
und GauB aufgestellt sind und in der Folge manche andere Ableitung
gefunden haben®), vollstindig und durch einfache Uberlegungen allein aus
der eben bewiesenen Tatsache tiber die dichteste Lagerung von Kugeln
erschlossen werden kann.

Bs sei

e, 8%+ 2e,xy + - - - e = h(z,y,2) = (&, y, 2))

eine beliebige positive terndre quadratische Form mit der positiven Deter-
minante D). Wir setzen die Form % irgendwie in die Gestalt

b= (% + ey + a52)* + (By@ + Boy + Bs2)' + (112 + p2y + 732)°
= £2+ 5%+ % und deuten &, u, { als rechtwinklige Koordinaten im Raume.
Der Ausdruck Vi = f(z,y, #) stellt alsdann die Entfernung des variablen
Punktes P mit den Bestimmungsstiicken z,y,# vom Nullpunkte O dar.
24. Wir betrachten das Gitter (&) der Punkfe mit ganzzahligen
Werten z, ¢y, # und bestimmen in diesem Gitter einen ersten vom Null-

*) Seeber, Untersuchungen tiiber die Kigenschaften der positiven terniren qua-
dratischen Formen, Freiburg i. Br., 1831. — GauB, Gottingische gelehrte Anzeigen,
Jahrg. 1881 (Werke, Bd. II, 8. 188). — Dirichlet, Crelles’ Journal, Bd. 40, S. 209
(Werke, Bd. IT, 8. 27). — Hermite, Crelles Journal, Bd. 40, 8. 173; Bd. 79, 8. 17 (Oeuvres
T. I, p. 94 und T. III). — Selling, Crelles Journal, Bd. 77, S. 148, — Korkine u.
Zolotareff, Mathematische Annalen, Bd. 6, S. 366.
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punkte verschiedenen Gitterpunkt 4 derart, daB die Entfernung OA so
klein als maoglich ausfillt, hernach einen zweiten Gitterpunkt B auBlerhalb
der Geraden durch O und A4, so daB die Enifernung OB so klein als
moglich wird, endlich einen dritten Gitterpunkt C auflerhalb der Ebene durch
0, A und B, so daB die Entfernung OC so klein als miglich wird. Es
seien U, my, ny; ly, My, 03 Iy, g, ny die z,y,2-Werte von A4, B, C und
fi, fzs 5 die Entfernungen dieser Punkte von O.
Wir setzen

1B) a=U,X+L,Y~+ 1,7, y=mX+mY +myZ, 2=nX +n, Y +n, 2,

und es sei d die Determinante dieser Ausdriicke. Die Form % gehe durch
diese lineare Substitution in
E X+ 2E, XY+ .-+ E,2°=H(X, Y, Z)
tiber; dabei wird E, = fi%, Fyp=1,%, L, =/f;>. Wir bringen H in die
Gestalt
H=AX+AY+ A3Z)2 + (Bz Y + 83Z)2+ (r3Z>2'7
so daB A,, By, I'; > O sind, und setzen
A XA Y A Z\* (B, Y-+ B, Z\* [[,2)\*
o= (BEEAEERS) () + ()

25. Die Fliche ® =1 stellt im Raume der rechtwinkligen Koor-
dinaten £, n, { ein Ellipsoid vor mit einer Hauptachse in der Linie 04,
einer dazu senkrechten Hauptachse in der Ebene OADB und einer dritten
auf dieser Ebene senkrechten Hauptachse, bzw. von den Lingen f£;, /s, /s
Fiir jeden von O verschiedenen Gitterpunkt in der Geraden O 4(Y =0, Z=0)
ist H>f? ®=>1, fir jeden Gitterpunkt auBerhalb dieser Geraden in der
Tbene 0AB(Z=0) ist H>f,% & > 1, fiir jeden Gitterpunkt auBerhalb
der Ebene 0A4B ist H > f,2, ® > 1. Danach liegt kein Gitterpunkt z,vy, z
aufler dem Nullpunkte im Inneren des Ellipsoids ® < 1.

Konstruieren wir nun den Kérper & < %— und weiter alle Korper, die
aus diesem durch die Translationen vom Nullpunkte nach den einzelnen
Gitterpunkten z, y, # entstehen, so werden diese simtlichen gitterformig
angeordneten Ellipsoide untereinander héchstens Punkte der Begrenzungen
gemein haben, und ist daher nach 22. das Verhiltnis aus dem Volumen
von ¢ g% und dem Volumen des Grundparallelepipeds des Gitters (&),
also -’;iflf2f3:1/ﬁ sicher é%:%’ d. h. wir haben
(16) AR EVED, B, E,E,<2D.

Andererseits berechnet sich die Determinante von H in z, y, z zu

. 2
(ﬁl—%&) , so daB

A Byl = I‘”Vﬁ
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folgt. Nun ist fir die Punkte 4, B, C baw. H = f;%, ;% f;?, so daB
Ar=T11, Bzéfzr r3§f3
entsteht. Demnach gilt

fifify=|alVD.
Mit Beriicksichtigung von (16) geht hieraus

) 14| <V2,
mithin d = + 1 hervor. Die Determinante der Substitution (15) ist also
-+ 1, das Gitter in X, Y, Z ist identisch mit dem Gitter (@) in =z, y, 7,
die Form H arithmetisch dquivalent der gegebenen Form h.

26. Nach der Art, wie die Punkte 4, B, C mit ihren Entfernungen
04, OB, OC eingefiihrt wurden, bestehen fiir die Form H die simt-
lichen Ungleichungen

(18> O < Ell é E22§~ ‘E33)
(19)  H(X, 0,0)> By, H(X, Y,0) > E,, HX, Y, Z) > Ey,
(X +0) (Y +0) (Z+ 0)

worin X, Y, Z beliebige ganze Zahlen sind. Umgekehrt leuchtet ein, daB
mit diesen Ungleichungen, wihrend die Substitution (15) ganzzahlige
Koeffizienten und eine Determinante 4 1 hat, der hier in Frage kommende
Charakter der Gitterpunkte A, B, C vollstindig erschopft wird.

Bine ternire quadratische Form H(X, Y, Z), welche diese simt-
lichen Ungleichungen (18), (19) erfiillt, heillt reduziert.

Analog heifit eine bindre quadratische Form

HX,Y)=E,X*+2E,XY + E, Y?
reduziert, wenn sie allen Ungleichungen
0<E,<Ey HX,00=2E,, HX,Y)=E,

(X=+0) (Y +0)
geniigt, worin X, Y beliebige ganze Zahlen sind. Es leuchtet ein, daB,
wenn H(X, Y, Z) eine reduzierte ternire Form ist, die drei daraus durch
Nullsetzen je einer Variable entstehenden binfiren Formen H(X, Y, 0),
H(X,0,Z), HO, Y, Z) ihrerseits notwendig reduziert sind.
Aus der Menge der Ungleichungen (19) greifen wir insbesondere die
folgenden heraus:

(20) H(+1,1,0)> I, H(+1,0,1)> Ey, HO, £1,1) > T,

d. 1.

E,>2\Ey,!|, B, >2Eg|, By > 2| By,
und ferner
(21) H(+1, +1,1) > Ey;

diese letzteren Ungleichungen (21) sind infolge der Ungleichungen (20)
von selbst erfiillt, wenn die GroBen E,,, E,;, F,; alle drei positiv oder
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eine positiv und zweli negativ sind oder darunter wenigstens eine ver-
schwindende auftritt; wenn aber diese GriBen alle drei negativ oder zwei
von ihnen positiv, eine negativ sind, so liefert (21) die eine neue Be-
dingung

E11+E2222[E12[+2|E13’+21E23"

Wir wollen jetzt den Nachweis erbringen, dafB die speziellen, in end-
licher Anzahl vorhandenen Ungleichungen (18), (20), (21) die sdimtlichen
unendlich vielen Ungleichungen (19) nach sich ziehen und also den Charakter
von H als reduzierte Form bereits vollig bestimmen.

27. Wir betrachten zu dem Ende die Mannigfaltigkeit der sechs un-
abhéingigen Variablen E,;, E,,,. .., F,, und in dieser denjenigen Bereich (£),
der durch die simtlichen Ungleichungen (18), (19) fiir diese Variablen
definiert ist, wobei wir noch die Bedingung F,;> 0 durch E,, >0 er-
setzen wollen. Jedem Punkte I, E,,..., Iliyy in dieser reduzierten
Kammer (§) entspricht eine niemals negative ternire Form H. Da die
Ungleichungen (18), (19) linear und homogen in den Variablen F,,, E,,,..., I
sind, so besitzt () die EHigenschaft, mit irgend zwei Punkten (Formen)
HO H® stets die ganze sie verbindende Strecke, d. h. die Koeffizienten-
systeme der Formen (1 —¢)H®O 4 ¢H® fiir alle Parameterwerte ¢ >0
und < 1 zu enthalten, stellt also einen konvexen Kirper in der Mannig-
faltigkeit der £, E,, ..., By dar. Nach den allgemeinen Grundsétzen
iiber die Begrenzung eines konvexen Koérpers*) gentigt es nun zur Definition
des Bereichs (§), von den Ungleichungen (18), (19) nur jede solche aus-
driicklich zu fordern, fiir welche im Bereiche () ein Punkt gefunden
werden kann, der die betreffende Ungleichung mit dem Zeichen =, alle
davon verschiedenen der Ungleichungen (18), (19) aber mit dem Zeichen
> (<) erfiillt.

Jeder Punkt H in (), der nicht einer wesentlich positiven Form ent-
spricht, ist zufolge der angegebenen Eigenschaft von (9) gewil Hiufungs-
stelle von wesentlich positiven reduzierten Formen und aus der Unglei-
chung (16) fiir diese letzteren Formen geht dann die nimliche Ungleichung
auch fiir H hervor; daher ist fiir H dann notwendig D =0, I,=0.
Die letztere Relation hat wegen (20) noch FE,,=0, E ;=0 zur Folge,
und ist die Ungleichung F,, >0 hiernach bei der Definition von (9)
entbehrlich. Jeder Punkt von ($) aber, fir welchen K, > 0 ist, liefert
gewill eine wesentlich positive Form.

28. Greifen wir nunmehr eine in dem eben besprochenen Sinne not-

wendige der Ungleichungen (18), (19) heraus; es sei dieses etwa eine
Ungleichung

*) (teometrie der Zahlen, Leipzig, 1896.
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Ha, b, ¢) = By,
wo a, b, ¢ ganze Zahlen sind und ¢ =0 ist. Dann gibt es also im Be-
reich (§) irgendeine wesentlich positive Form H = (E,, E,,..., ),
deren Koeffizienten diese Ungleichung mit dem Zeichen =, alle davon
verschiedenen der Ungleichungen (18), (19) aber mit dem Zeichen >
erfiillen.

Bezeichnen wir, wie in 24., mit O A BC das Grundparallelepiped des
Gitters in X, Y, Z, so liegt wegen ¢==0 der Gitterpunkt ¢ (X =a,
Y =1b, Z=c) auBlerhalb der Kbene OADB und bietet hier dieselbe Ent-
fernung JH von O wie O dar. Wir konnten daher bei der Aufsuchung
einer beliebigen mit H #quivalenten reduzierten Form den Punkt G an
die Stelle von C ftreten lassen, und nach (17) muB alsdann die Deter-
minante aus den Koordinaten von 4, B, G notwendig + 1 sein, d.h. wir
haben ¢ = + 1.

Aus der am Schlusse von 22. hinzugefiigten Bemerkung iiber die
dichteste gitterformige Lagerung von Kreisflichen in der Ebene schliefen
wir analog, daBl zur Charakterisierung einer reduzierten biniren Form

HX, Y)=E,X?*+2FE,XY 4 E,Y?*
jedenfalls die Ungleichungen
0L E < By, HX, 1) = E,
ausreichen. |

Wir ersehen daraus zun#chst, daB wir bei der Definition einer redu-
zierten ternidren Form von den Ungleichungen (19) gewil nur die folgenden
nétig haben

H(X, 1, 0) = By, H(X, ¥, 1) = By

Nehmen wir jetzt an, es sei b4 0. Da in den hier aufgefiihrten
Ungleichungen die GroBe F,, herausfillt, so konnen wir in der Form
H(X, Y, Z) an Stelle des Koeffizienten FE;; den Wert EJ — F,, setzen
und die dadurch entstehende neue Form H* wird ebenfalls reduziert sein.
Fir diese Form H¥ ist nun

H*(a, b, ¢) = EX.

Da wir b <= 0 haben, so konnen wir bei der Aufsuchung einer beliebigen
mit H* dquivalenten reduzierten Form den Punkt G an die Stelle von B
treten lassen, wihrend wir 4 und C unverdndert beibehalten, und es muB
nunmehr die Determinante aus den Koordinaten von 4, G, C notwendig + 1,
also b = + 1 sein.

Der analoge SchluB fiir bindire Formen zeigt, daB eine reduzierte
bindre Form H(X,Y) = (£, Ly, L,,) vollig durch die Ungleichungen

0L By By, H(E1,1) = By
charakterisiert ist. :
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Mit Riicksicht hierauf brauchen wir nunmehr fiir eine reduzierte
ternire Form H(X, Y, Z) von den Ungleichungen (19) nur noch die
folgenden in Betracht zu ziehen:

H(+1,1,0) =2 By, H(+1,0,1) = By, H(X, +1,1) = Ey
Nehmen wir nun an, es sei zB.¢=1,b=—1 und a 0. Wir

ersetzen in H* die Koeffizienten EX, E¥, EX durch EX — ¢, EX — %e,
EX —¢, wobei ¢ >0 sei. Die neu entstehende Form H** erfiillt in
vollig unveréinderter Weise die Beziehungen

E;;:»e = E;;%7 H**<a; b, C) = EX¥

22

(11,1, 00 > BF, H*(+ 1,0, 1) > B, H*(X,—1,1) > B§*.

22

Wir setzen ¢ < E¥ — EX voraus, und es bleibt auch E&* < EX*. Sollte
nun, wenn wir ¢ von O an bis zu der hier genannten Grenze kontinuier-
lich wachsen lassen, schliefilich einmal in irgendeiner Ungleichung
H**(X,1,1) > Ef%* das Gleichheitszeichen eintreten, so konnten wir fiir
die betreffende immer noch reduzierte Form H** die Punkte 1, O, O;
X,1,1; a,—1,1 an die Stelle von A, B, C treten lassen; die Deter-
minante aus den Koordinaten dieser Punkte aber wire — 2 im Wider-
spruch mit der Bedingung (17). Also mufl H** auch noch bis zu
e = EX — EX reduziert bleiben. Bei diesem Werte von & haben wir nun
EX* = EX¥*  Also kann fiir H** jetzt der Punkt ¢ an die Stelle von 4
treten, wihrend B und C ihre Rollen beibehalten, und muBl endlich die
Determinante aus den Koordinaten von G, B, C, also ¢ =41 sein.
Damit ist in der Tat die in 26. aufgestellte Behauptung erwiesen.

29. Die erlangten Sitze sprechen wir in folgender Weise aus:

Zu einer beliebig gegebenen terndren positiven quadratischen Form
h(z, y, 2) kann man immer eine ganzszahlige lineare Substitution mit der
Determinante + 1 bestimmen, durch welche h(z, y, 2) in eine Form

HX,Y,Z)=E,X?+2E,XY + -+ + E Z*

tibergeht, die den Ungleichungen

0 <E11§ E22:<_; ESS? 2|E12\ é Ell? 21E13[ é Ell? 2LEZ3Q é E22
und zudem, wenn I, B, Eyy << O ist, noch der Ungleichung

. 2tE12l+2|E13I+21E23I§E11+E22
geniigl.

Die Form H behdlt diesen Charakter, wenn man darin noch irgendwie

X durch + X, Y durch + Y, Z durch + Z ersetzt. Abgesechen von diesen
moglichen Abdnderungen ist jene Substitution und diese reduzierte mit h

dquivalente Form H vollig bestimmt, wofern in keiner der genawnten Un-
gleichungen das Gleichheitszeichen statthat. In jedem Falle aber sind die
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Werte E,,, Eyy, IE,; eindeutig bestimmt. Dabei folgen aus den angenommenen
Ungleichungen die sdmilichen Ungleichungen:

H(X,Y,Z)= E,, HX, Y, 2) > By, HX, Y, Z) > E
(X,Y,240,0,0) (¥, Z+0,0) (Z+0)

fiir ganzzahlige X, Y, Z.
Endlich gilt dabei die Beziehung (Theorem von GauB):

E11E22 E33 é 2D

In dieser Ungleichung tritt ber gegebenem D das Gleichheitszeichen nur ein,
wenn
H=V2D(X*+ Y*+ 2+ XY + XZ + YZ), baw.
—V2D(X24+ Y24 22— XY — Y Z)

ist bzw. darous durch Permutation und Voizez’chendndemng der Variablen
hervorgeht, welche speziellen reduzierten IFormen sdmilich untereinander dqui-
valent sind (vgl. auch Fig. 3 in 19).

§ 8. Die weiteren Bedingungen fiir eine dichteste Lagerung,

30. Wir nehmen jetzt die Behandlung des Problems der dichtesten
Lagerung fiir einen beliebigen konvexen Grundkorper K wieder auf. Die
GroBe A, welche wir fiir K unter Erfiillung gewisser Ungleichungen zu
einem Minimum zu machen suchen, ist eine Funktion der neun Variablen
Oy, Gy .« .y ¥y, die uns zur Festlegung eines Gitters dienen. Bei einem
Minimum von A kénnen wir nach 21. gewisse 6 bzw. 7 Gleichungen als
erfiillt voraussetzen. Es fehlen uns daher noch 3 bzw. 2 weitere Glei-
chungen zur Charakterisierung eines Minimums von A, die wir jetzt er-
mitteln wollen.

31. Wir verfolgen zuerst die Umstéinde des Falles (I) in 21.:

Es sollen die Punlte

g, m %, R, S, T
1,0,0; 0,1,0;0,0,1; 0,1,—1; —1,0,1; 1,—1,0

auf der Fliche §, der DBegrenzung von R, und die Punkte —1,1,1;
1,—1,1; 1,1, — 1 auperhalb & liegen. Ferner setzen wir voraus, dafl
nicht auf ¢ drei Gitterpunkte vorhanden sind, die ein Gitteroktaeder
zweiter Art bestimmen.

Kénnen nun iiberhaupt auBler den genannten 6 Gitterpunkten und
ihren 6 Gegenpunkten noch andere Gitterpunkte auf der Fliche §F auf-
treten? Nach 15. konnen neben den Punkten &, N, N auf der Fliche F
tiberhaupt nur solche Gitterpunkte da sein, deren Koordinaten abgesehen
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von der Reihenfolge und den Vorzeichen eines der folgenden Systeme
ergeben:

0,1,1;1,1,1; 0,1,2; 1,1,2; 1,2, 2;

1,1,3;1,2,3; 2,2,3; 1,2,4; 2,3, 4.
Nun leiten wir aus der allgemeinen Funktionalungleichung (8) fiir einen
konvexen Korper insbesondere die folgenden Ungleichungen ab:

0

F(_22,3, i4> +F(—1,1,0) + F(—1,0, 0)241“(_1’

2
F(=1, %, £4)+ 71, —1,0 + F(0,—1,0 = 47(0, ° , 1 1),
F(a,b,¢) + aF(—1,0,1) + bF(0, —1,1) = (a+0+ ) F(0,0, 1),
(a) b,c=2,2,3;1,2,3; 1, 1735 1,2,2;1,1,2),
F(_gl,—273> —}—F(l,—l,O)ggF(é,—l,l),
F(—2,—2,3)+F(—1,0,0)+ F0,—1,0) =>3F(—1,—1,1),
F1,—-2,3)4+F1,—1,0)+ F(1,0,0)=3F(1,—1,1),
F(_1)2)3>+2F(0J_17 1>+F(17O>O>25F(0707 1)77
F('—lrly 3) +F<17~1)0>23F<07 O’ 1);
F(—1,2,2)+ F(—1,0,0)=2F(—1,1,1),
F(1,—2,2)+ F(1,0,0)=2F(1,—1,1),
Fl,—1,2)+F(1,—1,0)=>2F(1,—1,1),
F(O, 1,2) + F(0,—1, 1>23F(0: 0, 1);

1,+1),

auf Grund dieser Ungleichungen sowie der weiteren, die daraus durch
Permutation der Variablen hervorgehen, scheiden von den genannten
Systemen sofort eine Reihe als auBerhalb des Korpers & gelegen aus. Es
bleibt die Lage auf § npur noch fiir diejenigen GQitterpunkte fraglich,
deren Koordinaten abgesehen von der Reihenfolge eines der Systeme

~1,-1,8; —1,—-1,2; 0,—1,2; 1,1,1; 0,1, 1

ergeben. Wenn aber einer dieser Gitterpunkte auf § liegt, so erlangt
man nach 11. entweder durch die Systeme 0,0,—1;1,—1,0; —1,—1,3
oder 1,0,0; 0,1,0; —1,—1,2 oder 1,0,0; —1,1,0; 0, —1,2 oder
—1,0,0;0,—1,1;1,1,1 oder 1,—1,0; 1,0,—1; 0,1, 1 drei Gitter-
punkte auf §§, die ein Gitteroktaeder zweiter Art bestimmen. Wir haben
demnach jetzt anzunehmen, daf die Fliche & neben &, I, N, N, S,
und den Gegenpunkten keine weiteren Gitterpunkte aufweist.

Wir legen durch jeden der Punkte &, I, N, R, S, T eine Stiitzebene
an &; die Gleichungen dieser Ebenen seien:
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L=X+ 1LY+ 1,2=1,
M=y, X+Y+uy2Z=1,
(22> N=v, X+ v,Y+Z=1,
EB=(0p—0) X + 0. Y —(1—0,)Z =1,
=—(1—06,) X+ (6,—0,) Y +06,Z2=1,
T'=72,X—1—2)Y 4+ (v,—75)Z = 1.
Ein jeder Ausdruck L, M, N,R,S,T mub im ganzen Bereiche von &
im Intervalle > — 1 und <1 liegen. Die Form L wird fiir jene sechs
Gitterpunkte bzw.
L, Ayy Ay, dg— Ry, — 1+ 45, 1— 2y3
mithin sind 4,, 2, beide >0 und <1. Die Form R wird fiir die sechs
Punkte bzw.
02— 91, 9, — 1+ 05,1, — 1 401, — 013
mithin sind g,, ¢, beide >0 und < 1. Das nimliche gilt von ug, u;
V1, Va3 O3y O3 Ty, T-
Wir denken uns nun die X, Y, Z-Koordinaten in ihrer augenblick-
lichen Bedeutung festgehalten und variieren dagegen das Gitter (&) kon-

tinuierlich, indem wir die Punkte &, 9, N an die Stellen verlegen, deren
X, Y, Z-Koordinaten

1+eX,,8Y,,eZ; e¢X,, 1 +eY,,e2y; eX;,8Y;,1 4 eZ;
sind, unter & einen positiven Parameter verstanden. Dabei sollen die
Punkte &, M, N, N, S, T in den betreffenden Stiitzebenen oder auf deren

dem Nullpunkte abgewandten Seiten bleiben, d. h. es sollen die Un-
gleichungen
L120;M2§O: stoy Rz_R3ZO>_S1'+S?,ZO> T1““T2ZO

gelten; wir bezeichnen hier die Werte der Formen L, M, ..., T’ fiir das
System X, Y;, Z, durch Anhiingen des Index 7. Nach den vorausgeschick-
ten Bemerkungen wird dabei jedenfalls kein Gitterpunkt ins Innere von &
eintreten, so lange & eine gewisse Grenze nicht tibersteigt.

Der Wert der Determinante A veriindert sich bei dieser Variation

von & M, N aus A(0) in
Ae) = AOY(1 + (X, + Y, + Zp + () + ().

Wenn nun nicht X, + ¥, + Z; > O eine notwendige Folge der obigen
sechs Ungleichungen ist, so wiirden wir & als positive GroBe weiter so
klein wihlen konnen, daBl hierbei A sich verringert. Fitir ein Minimum
von A ist danach notwendig, daB die linke Seite dieser letzten Un-
gleichung eine homogene lineare Kombination der linken Seiten jener
fritheren sechs Ungleichungen mit nicht negativen Koeffizienten ist, d. h.
bei einem Minimum von A miissen die drei Gleichungen
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X= IL—sS+1tT,
(23) Y= rR+4+mM—iT,
L =—rR+sS+nN
mit gewissen (und zwar durchweg nicht negativen) Faktoren 1, m,n,r,s,t
zu erfiillen sein.
32. Wir betrachten jetzt die Umstdnde des Falles (II) in 21.:
Es sollen die Punkte
2, m, N, R, S, X
1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,1; 1,1,0
auf der Fldche & und der Punkt 1,1, 1 auferhalb & liegen.

Wir legen durch jeden der Punkte &, I, N, R, S, T eine Stiitzebene
an &; die Gleichungen dieser Ebenen seien:

L=X—-2,Y—2,Z=1,
M=—u, X+ Y —uZ=1,
N=—vX—1,Y4+Z=1,
B=—0 X+ 0 Y+ (1—0g)Z=1,
S=1—-06)X—06,Y+6,Z=1,
IT=1,X+(1—7)Y—1,Z2=1.

In & miissen die Ausdriicke L, M, N, R, S, T durchweg > —1 und <1

bleiben. Die Form L wird fiir jene sechs Gitterpunkte bzw.

1, — 4y — g, — Ay — A5, 1 — 215, 1 — 2y;
mithin ist 0 <4, <1, 0<4, <1 und 4, + 14, < 1. Die Form R wird
fir die sechs Punkte bzw.

— 015 02 1 — 05, 1, —01+1—05, — 91+ 033
mithin ist 0 < ¢, <1 und entweder 0 < g, <1 oder 0 < — g, und dabei
zugleich — o, < g, und — o, <1 — g,. Entsprechende Umstiinde gelten
fir pg, w5 vy, va3 Gy, G35 7y, Ts.
Wir variieren nun &, I, N derart, daB ihre neuen Orte in bezug auf
das alte X, Y, Z-Koordinatensystem werden:

1+eX,, &Y, eZ; ¢X,, 14 ¢Y,, 6Zy; eX;, &Yy, 1 + &2,
wobei & ein Parameter sei. Dabei soll jeder der sechs Punkte £, M, N,

N, S, T in der fiir ihn konstruierten Stiitzebene an & bleiben, d. h. es
sollen die Gleichungen

Ly=0, M;=0, Ny=0, B+ R; =0, 5+ 8=0, I} + T, =0
fiir die beztiglichen Systeme X, Y, Z, gelten.

Falls nun auf der Fliche § auBler €, M, N, RN, S, T und den Gegen-
punkten keine weiteren Gitterpunkte vorhanden sind, treten bei hinreichend

(24)



Dichteste gitterférmige Lagerung kongruenter Korper. 31

kleinem Werte von |&| wihrend der hier vorzunehmenden Variation des
Gitters keine Gitterpunkte in & ein, und zeigt eine #hnliche Uberlegung
wie in 31., daf fir ein Minimum von A das DBestehen der drei Glei-
chungen

X=IL+sS+1tT,
(25) Y=rR+mM-+tT,

Z =rR+ sS4+ nN
mit irgendwelchen Faktoren 1,m,n,r,s,t erforderlich ist.

Wofern jedoch noch weitere Gitterpunkte auf $§ vorhanden sind, so
konnen wir, wie nun gezeigt werden soll, die Formen L, M, ..., T jeden-
falls immer derart wdhlen, daf wihrend der fraglichen Variation bei hin-
reichend kleinem |&| kein Gitterpunkt ins Innere von & eintritt, und
finden wir dann wieder fiir ein Minimum von A die Gleichungen (25)
als notwendig.

In der Tat, wir berticksichtigen die Bemerkung in 15. und gebrauchen
zudem die folgenden Ungleichungen sowie die entsprechenden Beziehungen
bei Permutation der Variablen:

3 2 (1 1
F(_l)_g; i4¢>+F(1)1)0)+F(0;1;0>24E 0:07i1>:

(L5, _1 +3) +71,1,0 257(5,5, 1),
F(—a, —b,¢)+aF(1,0,1) + bF(0,1,1) > (a + b + ¢)F(0, 0, 1),
(—a,—be=—1,—2,3;, —1,—2,2; —1,—1,2),
F(—2,2,8) + 2F(— 1, — 1,0) + 3F(— 1,0, — 1) > TF(— 1, 0,0),
F(1,2,8) + F(1,1,0) + F(1,0,0) > 3F(1,1,1),
F(17 - 1) 3) + F(Oylyl) + F('— 17070) 24.17(0707 1)7
F(1,2,2) + F(1,0,0) > 2F(1,1,1),

1 1 5
F("" L, 2, 2) + —2—F(1, L, O) T ?F(lyo) 1) g ”Q"F(()) 1, 1))

F(1,1,2) 4+ F(1,1,0) > 2F(1,1,1),
F(0,—1,2) + F(0,1,1) > 3F(0,0,1).
Danach konnen nur noch diejenigen Gitterpunkte als auf § gelegen in
Frage kommen, deren Koordinaten, von der Reihenfolge abgesehen, eines
~der folgenden Systeme ergeben
—-1,1,2;0,1,2;, —1,1,1; 0,— 1, 1.
Wenn F(—1,1,2) =1 ist, so haben wir nach dem Ausdrucke von L
in (24) notwendig L = X, und wir konnen daher S= L und 7= L
wihlen; dann folgt oben X, =0, X, =0, X; =0. Der Korper & be-
findet sich ganz im Bereiche —1 < X <1, und die in den begrenzenden
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Ebenen X = -4 1 gelegenen Gitterpunkte bleiben bei der vorzunehmenden
Variation in diesen Ebenen. — Gleichzeitig konnte in der Ebene X = 0
als ein weiterer Gitterpunkt auf §§ der Punkt O, 1,2 oder 0,2, 1 oder
0,— 1, 1 auftreten; zu dem Ende miifite g, =1 bzw. g, =0 bzw. v,=0 sein, und
konnten wir dann M = R bzw. N = R bzw. B = N wihlen mit dem Er-
folge, dah die anzuschliefende Variation jenen Gitterpunkt nicht ins Innere
von & fiihrt.

Wenn F(—1,1,1) =1 ist, so finden wir wieder L = X und treffen
genau die nimlichen Bemerkungen wie soeben zu.

Wenn F(0,1,2) =1 ist, so folgt mit Notwendigkeit N = — Y + Z,
und kénnen wir S = N und 7= — N wihlen, um den Zweck, den wir
im Auge haben, zu erreichen. — Gleichzeitig konnte in der HEbene
— Y4+ Z =0 der Gitterpunkt — 1,1,1 auf § auftreten, in welchem
Falle wir unter Vorwegnahme dieser Beziehung wie hier zuletzt verfahren.

Wenn F(0,—1,1) =1 ist, so folgt gy =0, v, =0 und bildet der
Schnitt von & mit der Ebene X = 0 das Viereck mit den Hcken O, -1,
-+ 1; wir konnen dann R = N wihlen, wobei mit 0,0,1 und 0,1,1 auch
0,—1,1 in der Ebene N = 1 verbleiben wird. — Finden sich zwei Punkte
wie 1,— 1,0 und — 1,0,1 gleichzeitig auf F, so folgt L = X, und
kénnen wir wie vorhin im Falle F'(— 1,1, 1) = 1 vorgehen.

33. Wir betrachten endlich den Fall (1II) aus 21.: Es sollen die sieben
Gitterpunkte

g, e, %N, R, S, Z, Q
1,0,05 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,1; 1,1,0 und 1,1,1
auf [ liegen.

Wir gebrauchen in bezug auf die ersten 6 Punkte dieselben Bezeich-
nungen wie in 32., und ferner sei

(26) Q=X+ %Y +u;Z=1 (%, + g 4+ 23 = 1)
die Gleichung einer Stiitzebene an & durch den Punkt £2. Der Ausdruck
@ wird fiir jene 7 Gitterpunkte bzw.

iy Hoy Ky Hy T g, Kyt Hgy Ky Ky, Ry + %y + %y =1,

so daB x,, %, %, simtlich >0 und <1 sind. Ferner wird fiir den Punkt
£ der Ausdruck R =1 — o,, so daB jetzt notwendig 0 <o, <1 ist, und
analog fir &y, 75.

Wir variieren nun die Punkte £, 9, N in

1+eX,, Yy, ¢Z,; ¢X,, 1 +¢eX,, ¢4, eX;, e X3, 1 + 643,

und es sollen dabei £, M, N, D, R, S, T in den beziiglichen Stiitzebenen
an ® verbleiben, also fiir die Systeme X, Y}, Z; die Relationen gelten
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(27 L =0, M;=0, Ny=0, ¢, + @+ & =0,
Ry+ Ry=0,8+8=0,1,4 T,=0.
Eine #hnliche Uberlegung wie in 32. zeigt, wofern bei hinreichend kleinem
Betrage von & durch jene Variationen kein Gitterpunkt ins Innere von &
eindringt, daf fir ein Minimum von A das Bestehen der drei Gleichungen
X=IL+sS+tT+qQ,
(28) Y=rR+mM+tT 4+ qQ,
Z=rRBR+sS+naN+qQ
mit irgendwelchen Konstanten 1, m,n, q,r, s, t notwendig ist. Die ausge-
sprochene Bedingung ist ohne weiteres erfiillt, falls {§ tiberhaupt keine
Gitterpunkte neben &, M, N, O, R, S, T und den Gegenpunkten enthilt,
und anderenfalls kann ihr wenigstens immer durch geeignete Wahl der
Ausdriicke L, M, N, @, R, S, T geniigt werden.

In der Tat, wie die in 32. entwickelten Ungleichungen dartun, kénnten
jetzt als Gitterpunkte auf & auBer den bereits dort betrachteten Punkten
noch die Punkte 1,2 3; 1,2,2; 1,1, 2 und die daraus durch Permutation
der Koordinaten entstehenden Systeme in Betracht kommen. Vermoge
der Substitution

Xt=—- X, Y*=Y— X, Z¥*=272-X
nun gehen die Wertsysteme X, Y, Z:

10,05 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,15 1,1,0; 1,1,1;

1,2,3; 1,2,2; 1,1,2; —1,1,0; 0,— 1,1

in die Wertsysteme X% Y* Z%:
-1,-1,-1; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; —1,—1,0; —1,0,—1; —1,0,0;
-1,1,2; —1,1,1; —1,0,1; 1,215 0,—1,1

iiber, und es erledigt sich das Auftreten irgendeines der zuletzt ge-
nannten Gitterpunkte auf §§ wesentlich wie in 32. das Auftreten eines der
Punkte —1,1,2; —1,1,1; —1,0,1.

Als einzige neue Moglichkeit kommt in Frage, daB zwei Punkte wie
1,—1,0 und 1,1,2 gleichzeitig sich auf § vorfinden. Dazu miissen wir
Ag=0, uyy =0, v, +v,=1, %, =0 haben. Wir kiénnen jedenfalls eine

Relation 1L+ my I+ ny N — g, @
mit Koeffizienten [, m,, 7,, ¢,, die nicht sdmtlich Null sind, herstellen.
Da die Rollen der Paare €, M und N, Q° sowie der Elemente in jedem
Paare hier vertauschbar sind, diirfen wir annehmen, es seien |y}, | m, ],
|7, | simtlich < |gq,|. Durch Verwendung der Punkte 1,1,1 und 0,0,—1
erhalten wir aus der letzten Gleichung

lo(1 — 25) + mo(L — u3) = gy, lods + mous = 9,

Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. II. 3
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Fiir 1, =0 wiirde L = X folgen, welchen Fall wir wie in 32. erledigen
koénnten. Wir denken uns daher i; >0 und ebenso u; > 0. Alsdann
zeigen die zwei Gleichungen hier, daB %, m, und weiter #, dasselbe Vor-
zeichen wie g, haben, und wir richten 7, + my =1, + ¢, =1 ein. Nun
kénnen wir

(29) T=1;L+ myM=—n,N+ q,@
wihlen. Dabei wird in der Tat 7'= 1 eine Stiitzebene an & durch den
Punkt &, und bei der in Rede stehenden Variation folgt durch die Glei-
chungen (27):

loLy + mo My = 0, — ny(Ny + Ny + Ny) — @5 = 0,
so dal einerseits nicht L, und M, andererseits nicht N, + N, + N; und
Q, zwei von Null verschiedene Werte mit gleichem Vorzeichen sein
konnen. Nun wird fiir den Punkt 1, — 1, O bei jener Variation: L=1—¢L,,
— M =1— &M, so daB wenigstens eine dieser zwei Grofen > 1 bleibt,
und fiir den variierten Punkt 1,1,2 wird N =1 4 &(N, + N, + N,),
Q=1+ ¢@,, so daB wenigstens eine dieser zwei Grofen > 1 bleibt.

§ 9. Dichteste Lagerung von Tetraedern.

34. Wir wenden jetzt unsere Ergebnisse speziell auf die dichteste
Lagerung von Tetraedern oder von Oktaedern an. Es sei

<P=—“§+77+§, %=§—77+§, ¢=g+77—§) 03=——§——77—§,
so gilt

(30) p+r+v+o0=0
und definieren die Ungleichungen
1 1 1 1
(P§—4‘7 Zé"f; wéf) wéz

den Bereich eines Tetraeders; in diesem Bereiche sind andererseits ¢, 7,

Y, o stets g~% Dieses Tetraeder nehmen wir jetzt fiir den Grund-
kiorper K, sein Volumen ist J = %. Der zugehorige Korper %(I{ + K)
mit Mittelpunkt, der in bezug auf genau dieselben Gitter (&) wie K
solche Anordnungen gestattet, wobei die Korper um die verschiedenen
Gitterpunkte gesondert liegen, ist dann das Oktaeder

1 1 1 1 1 1
—5 =29 = —5 1S5, — TSV

Z?’ = 97 9 = ::?7

1

1
———2~§co 39

I

diese acht Ungleichungen konnen in die eine Bedingung

6|+ 7]+ ¢ <+
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zusammengefaBt werden. Das Volumen dieses Oktaeders —;——(K + K’

.1 ) _
ist - Wir substituieren nun

E=o, X+ Y +wZ, n=PpX+ Y+ pZ, (=nX+pY+pZ
wobei die Determinante der drei linearen Ausdriicke == 0 sei, und wir
fragen nach dem Minimum fiir den absoluten Betrag A dieser Deter-
minante, wihrend vom ganzen Zahlengitter in X, Y, Z blof der Null-
punkt ins Innere des Oktaeders & = K 4 K’ fillt.

Wir bringen nacheinander die verschiedenen Regeln des § 8 zur An-
wendung. Von dem einen in 33. am Schlusse bertihrten Ausnahmefalle
abgesehen, der, wie sich zeigen wird, hier nicht in Betracht kommt, kénnen
wir die jedesmal einzufiihrenden 6 oder 7 Stiitzebenen an & immer als
Seitenflichen dieses Oktaeders gewihlt voraussetzen, wir kénnen also an-
nehmen, daB jede einzelne der Formen L, M, N,... mit einem von den
Ausdriicken 4+ @, -+ g, + ¥, & o {libereinstimmt.

35. Wir wollen vorweg einen speziellen Fall behandeln, wie er in
32. zur Sprache kam. Hs mogen die Umstinde des Falles (II) dort
gelten, und dabei sel @ = Z. Der Schnitt von & mit der Ebene Z =0
ist alsdann ein Sechseck mit O als Mittelpunkt, bei dem die Diagonalen
den Seiten parallel sind. Auf diesem Sechsecke liegen die Gitterpunkte
g M, T(1,0,0; 0,1,0; 1,1,0). Wir kdnnen annehmen, daf die Aus-
driicke L, M, T, in irgendeiner Reihenfolge genommen, mit + ¢, 4+ 4, ¢
{ibereinstimmen, denn wenn zwei jener Punkte in einer und derselben
Seite des Sechsecks liegen sollten, so miiflten die drei Punkte siimtlich
Bcken des Sechsecks werden.

Die Gleichung (80) ergibt nun mit Riicksicht auf die Ausdriicke (24}

=1—7, 4, =1, und die Gleichungen (25) fithren dann zu 7, = 2 ,

0 daB die 3 Qitterpunkte &, M, T mit ihren Gegenpunkten die Mitten
der Seiten des Sechsecks bilden. Durch kontinuierliche Variation von
N(0,0,1) auf der Seitenfliche Z =1, wobei A sich nicht #ndert, konnen
wir insbesondere folgende Ausdriicke erzielen:

L—X—3Y— 22, Me—3X+Y¥—52Z T=1X+-7,
N=R=_8= 72
dabei liegen in der Seitenfliche Z =1 von & die fiinf Gitterpunkte
—1,—1,1;0,0,1; 1,1,1; 1,0,1; 0,1, 1.
Variieren wir nun &, 3, N in
1+6¢66; —6l1l—e—e —e — 261,

wihrend & positiv sei, so tritt bei hinreichend kleinem & kein Gitter-
3*
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punkt ins Innere von & ein und A geht in A(1 — &?) iiber. Also liegt
hier kein Minimum von A vor.

36. Nach Beseitigung dieses speziellen Falles gehen wir zuerst auf die
Umstéinde des Falles (I) gem#B 31. ein, wobei die Punkte 1,0,0; 0,1,0;
0,01 0,1, —1; —1,0,1; 1,—1,0 auf §F und —1,1,1; 1,— 1, 1;
1,1, — 1 auflerhalb & liegen sollen.

Da fiir die 6 Ausdriicke L, M, N, R, S, T' in (22) nur die vier Paare
+ @, + 7, - ¥, + o in Betracht kommen, so miissen unter diesen Aus-
driicken entweder irgend drei oder zweimal je zwei anzugeben sein, die
bis auf den Faktor - 1 iibereinstimmen.

Nach den Bedingungen fiir die Koeffizienten in (22) kann nicht
L =— M sein. — Die Annahme L = R fiilhrt zu L= X+ Y. Der
Schnitt von & mit der Ebene X 4+ Y = O ist dann ein Sechseck mit nur
zwei Paaren von Gitterpunkten auf dem Rande, durch R und ¥ repré-
gentiert, und wir konnen, sei es durch alleinige Variation von It oder
von ¥, den Wert von A verringern.

Stellen wir uns die Figur des Tetraeders aus den Vektoren 1,0, 0;
0,1,0; 0,0,1; 0,1,—1; —1,0,1; 1,— 1,0 vor (Fig. 3 links in 19.)
und beachten, wie darin die Rollen der einzelnen Vektoren vertauscht
werden konnen, so leuchtet ein, dal wir nach den letzten Bemerkungen
jetzt liberhaupt die Gleichheit fiir irgend zwei der Ausdriicke 4 L, ...,
4+ 7T ausschlieBen konnen, falls die zugehdrigen Systeme €, &',..., T T’
zwel solchen Vektoren in jenem Tetraeder entsprechen, die entweder sich
in einer Ecke mit ihren Richtungen aneinanderschlieflen oder auf gegen-
iberliegenden Kanten Platz finden. Danach brauchen wir nur noch die
folgenden Annahmen zu diskutieren:

1) L=M = N. — Daraus folgt L =X+ Y+ Z HEs sei dieser
Ausdruck etwa = @, so ergeben sich ganz entsprechende Umstinde wie
in dem Falle @ = Z, der in 35. vorweggenommen wurde, und ist A hier
nicht ein Minimum.

2) L= M, R= — S. — Hierbei folgt
L=X+Y+122 R=X+Y)—1—9)Z
Aus der dritten Gleichung in (23):
L =—rR-4sS+nN

geht dann entweder B = — Z hervor, welcher Fall sich &hnlich wie in
35. erledigt, oder N=0 (mod X +4 Y, Z2). In letzterem Falle wire die
Determinante von I, B, N Null, wihrend wir uns diese Formen hier als
drei verschiedene Ausdriicke 4+ ¢, 4+ %, + ¥, + ® denken miissen, um
nicht auf schon erledigte Fille zurtickzukommen.
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3) L=N, R=—S. — Hier wird
N=X+vY+27 R=¢(X+Y)—(1—09)Z

und die soeben erwihnte Gleichung fiir Z erfordert entweder N=X+4 Y + Z,
oder R = — Z, welche Félle schon Erledigung fanden.

37. Wir betrachten zweitens die Umstéinde des Falles (II) gem#dl 32,
wobei die Punkte 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0,1; 1,1,0 auf ¥
und 1,1, 1 auflerhalb & liegen sollen.

Nach den Bedingungen fiir die Koeffizienten in den Ausdriicken (24)
kann nicht L = M sein. — Die Annahme L = — M fithrt zu L=X-—-Y
und ist hier wesentlich wie der in 35. vorausgeschickte Spezialfall zu er-
ledigen. — Ferner kann nicht I = R, nicht L = — S und nicht L =— T
sein. — Die Annahme R = — S fithrt auf R =— X + Y.

Mit Riicksicht auf die Vertauschbarkeit der Rollen der drei Paare
L, R; M,S; N, T bleiben hiernach nur die folgenden verschiedenen Fille
zu diskutieren, wobei wir bei der Behandlung jedes einzelnen Falles an-
nehmen, daf die Umstéinde der vorhergegangenen Fille ausgeschlossen sind:

1) R=S=N. — Hier folgt N=Z und wire dieses der Iall
aus 3D.

2) R=S=T. — Wir haben danach B = (X 4 ¥ + Z). Die
Relationen (25) fithren zu 1y = A5, y; = gy, v, = v,. GemdB (30) muB
dann + L + M 4 N = R sein, und diese Bedingung zieht notwendig die
Ausdriicke

1 1 1 1 1 1

nach sich. Variieren wir dann die Punkte £, I, N in

e, —e 61, —& 0,0, 1,
so tritt bel hinreichend kleinem Betrage von & kein Gitterpunkt ins Innere
von & ein, und A geht in A (1 — &?) iiber; also ist hier kein Minimum

von A vorhanden.

3) R=—1L, S=— M. — Wir erhalten

L=X—-2,Y—-(1—2)% M=—u X+ Y—(1—u)Z

Fiir den Punkt 1,1,1 ist L =0, M =0 und muB fiir thn daher N =0
sein, da wir in L, M, N drei der Ausdriicke + ¢, + g, &+ ¥, 4 © haben;
mithin folgt », + v, << 1 und fiallt daher N auch von — 7' verschieden
aus. Wir miissen nun + L 4+ M + N = T haben. Da 1, 1, 1 nicht im
Inneren von & liegt, folgt daraus notwendig v, =0, v, = 0, also N = Z.

4) R=— L, S= N. — Hier folgt

—R=X—-23Y—(1—2)Z N=—v,Y + Z,
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und die dritte Gleichung in (25):
Z=rR+sS+nN
erfordert n = Z.
5) R= M, S = L. — Wir haben dann
M=—uy X+Y, L=X—127%,
und aus der ersten Gleichung in (25): X =1L 4 sS + ¢7 wiirde L = X
oder T'=17, X+ (1 —17,)Y folgen. In letzterem Falle aber wire die
Determinante von L, M, 7' Null, wihrend diese Formen hier drei der
Ausdriicke + @, -+ ¢, + ¥, + o darstellen sollen.
6) R= M, S= N. — Hier wire
R=—u, X+Y N=—2vY+ Z,
und die im Falle 4) genannte (leichung fiir Z wiirde N =2 oder R=Y
erfordern.
) R=S, T=N. — Wir erhalten hiernach

Ne—o, X—(1—2)Y+Z R=0,(X+ V) + (1 —0) 7 0, <~

= 9
und aus der Relation fiir Z folgt dann R = Z oder aber N=— %X—%Y—l— Z.

In letzterem Falle fiihren die Gleichungen (25) und die Beziehung
4+ L+ M+ N = R weiter zu den Ausdriicken

1 1 1 1
L=X—3Y—27 M=—3X+Y—2Z,

1 1 3

Variieren wir nun die Punkte £, ¢ N in
1 3 3 1
1——?8,——58,—8;—?8,1—?

so tritt bei. hinreichend kleinem Betrage von & kein Gitterpunkt ins
Innere von & ein, und A geht in A (1 — &%) tiber. Also ist hier A nicht
ein Minimum.

8) R=2S, T = L. — Hier wird
S=e(X+YV)+(A—-0)% L=X—12,

und aus X =1L + sS + ¢T" folgt notwendig L = X oder § = Z.

Auf diese Weise hat auch die Betrachtung des Falles (II) zu keinem
Falle eines Minimums von A gefiihrt.

38. Wir betrachten endlich die Umstiinde des Falles (III) gemif 33,
wobei auf § die sieben Punkte 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 0,1,1; 1,0, 1;
1,1,0; 1,1, 1 liegen sollen.

Die Annahme R = S wiirde jetzt, da hier ¢, und 6, >0 sind, B = Z
zur Folge haben. — Beachten wir noch, daB die Rollen der vier Punkte

& — 838 81+ ¢,
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LM N, Q' durchaus vertauschbar sind, so konnen wir uns auf "die Dis-
kussion folgender' Annahmen beschrinken und dabei ferner L, M, N, — @
als mit 4+ @, 4+ ¥, + ¢, 4+ ® identisch voraussetzen:

1) L=—R, M=—S8, N=—T. — Hier wiirde fiir den Punkt
1,1,1 sich L = O herausstellen und ebenso M = 0, N = 0, was unmog-
lich ist.

2) L=S8, M= R, N= — 1. — Hier hitten wir

L=X—-0L,Y M=—uy X+ Y, N=—yX—-(1—v)Y+2Z

und aus 4 L 4+ M + N = ¢ und nach (26) folgt notwendig @ = Z.
3) L=S, M= 1T, N=R. — In diesem Falle erhalten wir zunichst

L=X—10,Y, M=Y—u,Z N=—v, X + Z.

Wiirde 0,1, — 1 auf ¥ liegen, so miiite N = Z sein; der am Schlusse
von 33. behandelte Ausnahmefall kommt danach hier nicht in Frage.
Aus + L4+ M+ N=¢@ folgt A—v)+ 1 —24)+ (1 —pu)=1
Die Relationen (28) in 33. ergeben sodann 1, = u; = »;. Mithin kommen
wir hier wesentlich zu folgenden Ausdriicken fiir die Formen ¢, 3, ¥, w:

2 2 2
G=X—3Y, 4= Y=z y=—3X+7

(31> 1 1 1
-t X3 Y1 Z

Bei diesen Ausdriickelj. wird A=~i«(1—;7) =11598~. Daf in diesem
einzig iibrig gebliebenen Falle A in der Tat ein Minimum sein muB, ver-
steht sich von selbst und kann leicht verifiziert werden.

39. Beachten wir noch, daB in den Ausdriicken (31) fir ¢, ¢, ®
die eine Form o und fiir die anderen die zyklische Folge ¢, 3, ¥ bevor-
zugt erscheint, so kdnnen wir endlich. das Resultat aussprechen:

Gegebene Tetraeder (Oktaeder) wn unendlicher Anzahl, die sdamitlich mit
eimem unter thnen, dem Tetraeder

N T N N - B
(dem Oftaeder .
&+l + 18 =5)

kongruent und parallel orientiert sind, kinnen sich auf acht Arten in dich-
tester gitterformiger Lagerung befinden. Diese Lagerungen werden erhalten,
mdem + &, +n, - & oder 4- &, 4 &, + v wgendwie mit. solchen Vorzeichen,
deren Prodult -+ 1 ist, gleich
2 3 1 1 2 3 3 1 2
—5 X+ Y¥+5s gX—g¥+gs gXtgV—FZ
gesetzt werden uwnd das Zahlengitter in X, Y, Z als Ort fiir die Schwer-
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punkte der Korper genommen wird. Der von den Tetraedern (Oktaedern)
erfiillte Raum wverhdlt sich dabei zu dem wvon ihnen freigelassenen Raume
baw. zu dem ganzen unendlichen Raume wie

1 /1\_ 29 /1 19
21 (%) * 236 (08) 108
Die Fig. 6 zeigt fiir den durch die Aus-
driicke (31) charakterisierten Fall der dichtesten
Lagerung von Tetraedern oder Oktaedern die
Lage der Gitterpunkte in dem halben, durch
die Flichen p =1, y=1, 9p=1 o=—1
gebildeten Netze des Oktaeders &.
40. Wir geben diesem Satze ferner die
folgende rein arithmetische Einkleidung:
Sind &, n, ¢ drei lineare Formen in den Variablen z,y, z mit beliebigen
reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Determinante, deren
Betrag A ist, so kann man stets fir x,y, z solche ganzzahlige Werte, die
nicht sdmitlich Null sind, finden, daf

[l + [mi+ 1€l

also der Betrag jedes der wier Ausdriicke

—E+n+ L E—n+E E+n—§ —E—n—¢

. /108 . .
daber g]/—l—g—a ausfallt.

An Stelle des Zeichens < hier geniigt das Zeichen <<, falls & 9, &
nicht gerade so beschaffen sind, daB - &, + %, 4~ §, mit irgendwelchen
Vorzeichen und in irgendwelcher Reihenfolge, durch eine lineare ganz-
zahlige Substitution mit einer Determinante - 1 in die Ausdrlicke

2 3 1 1 2 3 3 1 2
—g Xty ¥+g5Z X5Vt X+ ¥—57
transformiert werden konnen.

41. Es seien §, 7, { wiederum drei lineare Formen in z, y, z mit be-
liebigen reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Deter-
minante, deren Betrag A ist. Setzen wir

031=§+§, 032:"'%"}'@; CO3=77_§7 G34=—77—§,
so entsteht

©; + @0, + 03+ 0, = 0.
Eine Anwendung des Satzes aus 40. auf diese vier Ausdriicke w,, w,, @;, @,
ergibt, daf es stets moglich ist, fiir «, y, # ganzzahlige, von 0,0, 0 ver-
schiedene Werte zu finden, wofiir
o €1+ el Jul+ ]
beide < |/ 7 A ausfallen.
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Mit Hilfe der Ungleichungen

ssimg( WM“) %) (Jéj— )

folgt daraus weiter

]gggl—lg ) |7 §]~19

Wir bemerken noch, daB in dem Grenzfalle, fiir den allein in dem
letzten Satze das Zeichen = néotig war, das betreffende System z, y, ¢ hier
immer derart ausgesucht werden kann, daB dafiir weder & = -4 2 noch

n =+ 2¢ gilt, und wird dadurch in diesen weiteren Ungleichungen das
Zeichen = entbehrlich.

Wenden wir das Ergebnis insbesondere auf die Ausdriicke
gzx_aZ; "7=y_'bg7 §=%

an, wobel a, b zwei beliebige reelle GroBen sind und ¢ ein positiver Para-

19
Sind a,b irgend zwei reelle Griflen, so kann man stets solche ganze
Zahlen z,vy, z finden, daf3 2> 0, |2 —az|, |y — bz| beliebig klein und

dabet L -
8 1 |y 8 1
I<V1§';§) 7*51<Vﬁ'g
sind.

Die Konstante 1—9 1st = (0,648 .

54 . .
meter (> ——) sei, so kommen wir zu dem Satze:

§ 10. Bemerkung zu einem Aufsatze von Lord Kelvin.

42, In den Baltimore lectures, appendix H, S. 618ff. behandelt
Lord Kelvin die dichtesten gitterférmigen Lagerungen von kongruenten
und parallel orientierten konvexen Koérpern und geht dabei von der An-
nahme aus, daf3 i einer dichtesten Lagerung vier sich gegenseitig berithrende
Kirper auftreten. Dieser Umstand ereignet sich in der Tat im Falle (I)
(vgl. 21.; also z. B. fiir Kugeln) bei den Korpern, die sich um die vier
Punkte 0, 0, 0; 1,0,0; 0, 1, 0; 0, O, 1 lagern; im Falle (III) (also z. B.
fiir Oktaeder) bei den Korpern um die vier Punkte 0,0,0; 1,0,0; 1,1, 0;
1,1,1. Die Annahme ist aber nicht zutreffend im Falle (II).

Dieser Fall (II) tritt z. B. ein, wenn das von den 12 KEbenen
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X— 0Y— 0Z=+,
—0X+ Y— 8Z=+4,
— 60X — 0Y+ Z—=+,

eX+ 2 Y+ 3Z=x,

X4 Yo Z=t,
X4 Y+ s 2=t

begrenzte Polyeder, wobei 0 < o <~;~ und 0 <& <% sei, den Grund-

korper abgibt; bei hinreichend kleinen Werten von ¢ und von & ist
leicht zu sehen, dafl dieses Polyeder durch die Parallelverschiebungen
vom Nullpunkte nach allen Punkten mit ganzzahligen Koordinaten X, ¥, Z
ein System von Korpern in dichtester gitterférmiger Lagerung erzeugt.




XX.

Zur Geometrie der Zahlen.
(Mit Projektionsbildern auf einer Doppeltafel.)

{Verhandlungen des III. Internationalen Mathematiker-Kongresses. Heidelberg 1904.
S. 164—1173)

Im folgenden mdchte ich versuchen, in kurzen Ziigen einen Bericht
iiber ein eigenartiges, zahlreicher Anwendungen fihiges Kapitel der Zahlen-
theorie zu geben, ein Kapitel, von dem Charles Hermite einmal als der
pintroduction des variables continues dans la théorie des nombres® ge-
sprochen hat. Hinige hervorstechende Probleme darin betreffen die ‘Ab-
schiitzung der kleinsten Betrige kontinuierlich verénderlicher Ausdriicke
fiir ganzzahlige Werte der Variablen.

Die in dieses Gebiet fallenden Tatsachen sind zumeist einer geo-
metrischen Darstellung fdhig, und dieser Umstand ist fiir die in letzter
Zeit hier erzielten Fortschritte derart maBgebend gewesen, dafl ich geradezu
das ganze Gebiet als die Geometrie der Zahlen bezeichnet habe.

(Fig. 1.) Die erste Figur illustriert fiir die Ebene dasjenige Theorem,
welches mit Recht als das Fundamentaltheorem der Geometrie der Zahlen
bezeichnet werden kann, weil es fast in jede Untersuchung auf diesem
Gebiete hineinspielt.

In der Ebene denken wir uns irgendwelche Parallelkoordinaten z, y
eingefiihrt, wobei noch fiir jede Achse der EinheitsmaBstab beliebig ge-
wihlt sein kann. Die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten z, y bilden
das Zahlengitter in x, y. Dieses Gitter kann auf mannigfaltige Weise
durch ein Geriist von kongruenten homothetischen Parallelogrammen ge-
stiitzt werden, welche die Ebene liickenlos iiberdecken und als deren
Ecken die Punkte des Gitters erscheinen. Bel einer vollstindigen und
einfachen Uberdeckung der Ebene kommt danach sozusagen auf jeden

Gitterpunkt ein homologes Gebiet von einem Flicheninhalt f f dzdy=1.

Nun denken wir uns irgendeine geschlossene konvexe Kurve, welche
im Nullpunkt einen Mittelpunkt haben soll; sie “darf auch geradlinige
Stiicke aufweisen. Das von ihr umschlossene Gebiet dilatieren wir vom
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Nullpunkte aus (bzw. wir ziehen es zusammen) nach allen Richtungen in
gleichem Verh#ltnisse zu einer solchen homothetischen, d. h. dhnlichen
und #hnlich gelegenen, der griin umrandeten Figur, welche im Inneren
den Nullpunkt als einzigen Gitterpunkt enthalten, ihren Rand aber durch
wenigstens einen weiteren Gitterpunkt schicken soll. Ziehen wir weiter
diese griine Figur vom Nullpunkte aus im Verhiltnisse 1:2 zusammen
und konstruieren um jeden anderen Gitterpunkt das homologe Gebiet, so
erhalten wir offenbar lauter solche Gebiete, die nicht ineinander ein-
dringen. Da nun bei liickenloser Uberdeckung der Ebene im Durchschnitt
auf einen Gitterpunkt ein Fldcheninhalt =1 kommt, so mufl der Flichen-
inhalt eines solchen rot umgrenzten Gebiets << 1 bzw. =1 sein, falls
diese roten Gebiete ebenfalls die Ebene liickenlos ausfiillen. Das von der
griilnen Kurve umschlossene Gebiet hat daher einen Inhalt < 4. Treiben
wir es endlich zu einem homothetischen Gebiete genau vom Inhalte 4
auf, so kommen wir zu dem Fundamentaltheoreme:

Ein konvexes Gebiet mit einem Mittelpunkt im Nullpunkt vom Fliichen-
mhalt 4 enthilt stets wenigstens einen weiteren Gritterpunkt.

Die Formeln in der Figur geben den analytischen Ausdruck dieses
Theorems. Gentigt eine Funktion f(z,y) den Bedingungen (1)—(4) und
ist J der Flicheninhalt des Gebiets f <1, so kann man stets solche
ganze Zahlen z,y, die nicht beide Null sind, finden, wofiir die Funktion

1
f<2J ? ausfillt. (1) besagt, daB f wesentlich positiv, (2), daB es
homogen von der ersten Dimension ist, (3), daB das Gebiet f<<1 einen
Mittelpunkt hat, und wird die Lédnge der Verbindungsstrecke zweier Punkte
mit den relativen Koordinaten z, y durch f(z, y) definiert, so besagt (4),
daB in einem Dreiecke die Summe zweier Seitenlingen niemals kleiner
als die Linge der dritten Seite sein soll.

(Fig. 2.) Eine ausgezeichnete Anwendung dieses Satzes erldutert die
niichste Figur. Bekanntlich tragen die gew6hnlichen Kettenbruchentwick-
lungen fiir Funktionen einer Variablen einen einfacheren Charakter als
die analogen Entwicklungen fiir reelle GroBen. Eine Funktion f(2), die
fiir 2 = oo einen Pol hat, liBt sich in einen Kettenbruch (1) entwickeln,
worin Fy(z) und die Nenner F|(2), F,(2),... ganze rationale Funktionen
sind. Die N#herungsbriiche dieses Kettenbruchs lassen sich von vorn-
herein charakterisieren, ohne daB es notig wire, sie erst sukzessive durch
die Entwicklung ausfindig zu machen. Als Niaherungsbruch ftritt hier
jeder solche Quotient P(2)/Q(2) zweier teilerfremden ganzen Funktionen
auf, fiir welchen der Ausdruck (2), nach fallenden Potenzen von z ent-
wickelt, mit einer Potenz von negativem Exponenten beginnt. Wihrend
eine sehr weitgehende Analogie zwischen den Eigenschaften der ganzen
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Funktionen und der ganzen Zahlen besteht, schien zu dem genannten
Satze ein entsprechender in der Arithmetik zu fehlen. Dieses Analogon
finden wir darin, dall fiir eine beliebige reelle Gréfle a die séimtlichen
gekiirzten Briiche z/y, welche die Ungleichung (3) erfiillen, fiir welche

also (z — ay)y in den Grenzen — % und % liegt, sich als die Néherungs-

briiche einer bestimmten Kettenbruchentwicklung (4) mit ganzzahligem g,
und lauter positiven ganzzahligen ¢, , g,, ... anordnen.*)

Sind, um etwas allgemeinere Umstéinde zu betrachten, &, n zwei
bint#ire lineare Formen in z, y mit beliebigen reellen Koeffizienten und
einer Determinante = 1 (im speziellen wiirden wir §=2 —ay, n=1y
annehmen), so besteht ein sehr anschaulicher Zusammenhang zwischen den

- samtlichen mdiglichen Auflisungen der Ungleichung |En| < —%— m ganzen
Zahlen z, y ohme gemeinsamen Teiler.**) Wir zeichnen die Geraden £=0,

1 = 0, etwa rechtwinklig zueinander, und die beiden Hyperbeln &# — —;—

und &y = —%- Wir legen eine beliebige Tangente an den Hyperbelast

im ersten §, n-Quadranten und konstruieren dazu die Spiegelbilder in den
drei anderen Quadranten, so daB wir ein Tangentenparallelogramm mit
den Diagonalen £ = 0, = 0 erhalten. Ein solches Parallelogramm ent-
hilt nun stets wenigstens eine primitive (d. h. aus ganzen relativ primen

Zahlen z,y ==0,0 bestehende) Losung der Ungleichung &% | < —;,

es enthilt hochstens zwei verschiedene solcher Losungen, wobei dann die
Determinante aus den Koordinaten 2, y dieser Losungen stets 4+ 1 ist.
Zwel entgegengesetzte Systeme z, ¥y und — 2, — y betrachten wir hier
nicht als verschieden. Umgekehrt gibt es zu jeder primitiven Losung z, y
eine solche Form jenes Tangentenparallelogramms, wobei es nur diese
Losung (und — 2z, — ¢) enthilt, und andererseits, wofern dafiir nicht
§ =0 ist, auch eine solche Form, wobei es diese und aulerdem noch
eine zweite primitive Losung mit kleinerem |&| enthdlt. Deformieren wir
nun das Tangentenparallelogramm kontinuierlich, indem wir die Tangenten
an den beziiglichen Hyperbelisten entlang gleiten lassen, so erhalten wir
abwechselnd die rot und griin gezeichneten Formen mit einer und mit
zwel primitiven Losungen, und es tritt die Gesamtheit der primitiven

und

Auflssungen der diophantischen Ungleichung |£7 | <—;— , geordnet nach

*) Wie die Aussage hier gefaBt ist, darf @ nicht gerade die Hulfte einer un-
geraden ganzen Zahl sein.

**) Wir nehmen hier an, daB &7 nicht gerade mit der Form %(X2— Y?
arithmetisch #iquivalent ist.
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abnehmendem |£| (und wachsendem |7|), — die 2u den Formen &, n ge-
horige Diagonalkette — hervor.

(Fig. 3). Mit den nicht homogenen diophantischen Ungleichungen hat
sich wohl zuerst Tschebyscheff beschéftigt und dariiber ein Theorem
folgender Art entwickelt: Sind a, b zwei beliebige reelle GroBen, so kann
man stets ganze Zahlen z,y finden, wofiir die Ungleichung (1) gilt. Statt

des Faktors ]1:— rechts hat Tschebyscheff hier eine etwas ungtinstigere

Konstante. Die am weitesten fiihrenden Schliisse in dieser Richtung
kniipfen an die nun folgenden Zeichnungen an:

£, n mogen wieder zwei lineare Formen in z, y mit beliebigen reellen
Koeffizienten und einer Determinante = 1 bedeuten. Mit Hilfe zweier
aufeinanderfolgenden Glieder der vorhin besprochenen Diagonalkette zu
g, n konnen wir ein System homologer Parallelogramme um die einzelnen
Gitterpunkte als Mittelpunkte, die roten Parallelogramme, konstruieren,
deren Diagonalen parallel den Linien £ = 0, 4y = O sind und wobei nicht
zwei ineinander eindringen, wobei aber jedes an vier (bei liickenloser
Uberdeckung der Ebene an sechs oder acht) andere Parallelogramme an-
grenzt. Dabei konnen sich noch zwei verschiedene Moglichkeiten dar-
bieten, die in der oberen und der unteren Zeichnung zur Darstellung ge-
bracht sind, indem ein Parallelogramm entweder mit jeder Seite an ein
benachbartes oder nur mit zwei Seiten jedesmal an je zwei benachbarte
anstoBt. Die roten Parallelogramme lassen nun (im allgemeinen) noch
Liicken zwischen sich. Wir dilatieren sie von ihren Mittelpunkten zu
homothetischen Parallelogrammen in demjenigen bestimmten Verhiltnis,
wobei sie jedesmal iiber die Hélfte anstoBender Liicken hinauswachsen,
und wir erhalten dadurch die griin gezeichneten Parallelogramme, welche
nun die ganze Ebene vollstindig, aber zum Teil mehrfach {iberdecken.
Dabei zeigt es sich, daB diese neuen Bereiche keine Partie der Ebene
mehr als zweifach {iberdecken, und ist infolgedessen der Fldcheninhalt

f f dxdy eines grimen Parallelogramms < 2. Diese Tatsache fiihrt zu

folgendem Satze:

Sind &,, 1, irgend zwei reelle Werte, so kann man stets solche ganze
Zahlen z, y finden, daf3 die Ungleichung (3) gilt. Der vorhin formulierte
Satz tiber den Ausdruck x — ay — b ist nur ein Spezialfall dieser allge-
meineren Aussage. —

Das arithmetische Fundamentaltheorem {iiber konvexe Gebilde ldft
sich mit Leichtigkeit auf den Raum, sowie auf Mannigfaltigkeiten be-
liebiger Dimension iibertragen. KEine seiner wertvollsten Anwendungen
findet das Theorem zu einfachen Beweisen der Dirichletschen Sitze
iiber die Einheiten in den algebraischen Zahlk&rpern.
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Im Raume werden wir so fiir das parallelepipedische Punktgitter der
ganzzahligen Systeme von 3 Variablen x, y, z den Satz haben: FEin kon-
vexer Korper mit einem Mittelpunkt im Nullpunkt und von eimmem Volumen

f f _f dzdydz < 8 enthdlt stets wenigstens einen weiteren Gitterpunkt.

Auf diesen Satz griinden wir wirklich brauchbare Methoden zur Fir-
mittlung der sdmilichen FEinhéiten in einem gegebenen kubischen Zahlkorper.

(Fig. 4) Handelt es sich zunéichst um einen kubischen reellen Korper
mit negativer Diskriminante, wobei die zwei konjugierten Korper einander
konjugiert komplex sind, so existiert in dem Korper eine v6llig bestimmte
positive Fundamentaleinheit von moglichst kleinem Betrage > 1. Das
Verfahren zur Gewinnung dieser Hinheit laBt sich an der oberen Zeich-
nung in Figur 4 klarmachen. KEs sei £ eine Basisform des gegebenen
Korpers, 7, ¢ seien die konjugierten Formen in den konjugierten K&rpern.
Sind 4, u positive Parameter, so geben uns die Gleichungen £ = + 1 zwei
Ebenen, |7|=yp eine elliptische Zylinderfliche. Wir konnen die zwei
Parameter A4, u derart bestimmen, dall der begrenzte zylindrische Raum
(1) (der rote Zylinder in der Figur) sowohl auf einer Basisfliche einen
Gitterpunkt 4 wie auf der Mantelfliiche einen Gitterpunkt B (und nattir-
lich gleichzeitig auch die in bezug auf den Nullpunkt diametral gegen-
iiberliegenden Gitterpunkte A’, B’) aufweist. Nun bediirfen wir eines
neuen Gitterpunktes C, um hernach aus den Koordinaten von 4, B, C
eine hier niitzliche lineare Substitution zu entnehmen. Wir variieren
den elliptischen Zylinder (1) als solchen, indem wir in den zwei Basis-
flichen diejenigen parallelen Durchmesser festhalten, deren Ebene durch
- B, B’ geht, dagegen die zu ihnen konjugierten Durchmesser dilatieren
und entsprechend den ganzen zylindrischen Raum ausdehnen, bis wir
einen neuen Gitterpunkt C auf seiner Mantelfliche auftreten sehen. In
diesem Zustande (mit den schwarz gezeichneten Rindern) bezeichnen wir
den Zylinder als einen extremen. Wir finden, daB die Determinante aus
den Koordinaten von 4, B, C gleich + 1 ist, wenn sie nicht unter be-
sonderen Umstinden Null ist. Von jedem extremen Zylinder kdnnen wir
nun zu einem benachbarten schmileren extremen Zylinder fortschreiten.
Wir ziehen die urspriinglichen Basisflichen homothetisch von der Achse
aus zusammen, bis ihre Rénder durch 4, 4" gehen, wodurch diese Punkte
auf die Mantelfliche treten, und kénnen dann, ohne daB Gitterpunkte ins
Innere des Zylinders eintreten, den Zylinder ausziehen, die Basisflichen
parallel mit ihrer Anfangslage vom Nullpunkte entfernen, bis sie von
neuem auf Gitterpunkte D, D’ stoflen, und von diesem weiteren Zustande
aus kOnnen wir dann wie vorhin einen extremen Zylinder herstellen.
Danach existiert eine bestimmte Kette von extremen Zylindern, und die
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Betrachtung der auf ihren Basisflichen auftretenden Gitterpunkte fithrt
mit Sicherheit eben zur Auffindung der Fundamentaleinheit in dem ge-
gebenen kubischen Zahlkorper. —

Das allgemeine Theorem iiber konvexe Korper, auf Parallelepipede
angewandt, fiihrt zur Folgerung: Sind &, v, § irgend drei lineare Formen
in z,y, 2z mit belicbigen reellen Koeffizienten und einer Determinante -+ A,
wobei A > 0 ist, so kann man fiir die Variablen z, y, 2z stets solche ganze
Zahlen, die wnicht simitlich Null sind, finden, daf3 dadurch die Betriige aller
drei Formen <V ausfallen.

Liegt nun ein kubischer Korper mit positiver Diskriminante vor,
dessen konjugierte Korper also sidmtlich reell sind, und handelt es sich
um die Ermittlung aller Einheiten im Korper, so seien £, 7, { konjugierte
Basisformen in dem Korper und seinen zwei konjugierten Korpern. Wir
fassen alsdann die Gesamtheit aller solchen ,extremen® Parallelepipede
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Seitenflichen parallel den
Ebenen £ =0, =0, {=0 ins Auge, welche im Inneren vom ganzen
Gitter nur den Nullpunkt enthalten, aber auf allen Seitenflichen mit be-
sonderen Gitterpunkten versehen sind. Es existieren hier unendlich viele
Parallelepipede von diesem Charakter, sie besitzen eine bestimmte Ver-
kettung untereinander, und die Kenntnis dieser filhrt uns mit Sicherheit
zur Aufstellung aller Einheiten im gegebenen Zahlkorper. Den Ubergang
von einem extremen Parallelepiped zu seinen benachbarten in der Kette
vermittelt ein einfacher Algorithmus, der sich vor allem nach der Art
richtet, wie die Gitterpunkte auf den Seitenflichen des Parallelepipeds in
Hinsicht auf deren Mittellinien liegen. In dieser Beziehung bieten sich
wesentlich drei Moglichkeiten dar, die in den Figuren (I), (II), (III) zum
Ausdruck gebracht sind. In den Fallen (I) und (II) erweist sich die
Determinante aus den Koordinaten von 4, B, C gleich 1, im Falle (III)
ist sie Null und fillt dabei der Schwerpunkt des Dreiecks 4 BC in den
Nullpunkt.

(Fig. 5.) Ich hebe noch das folgende anziehende Problem hervor,
welches auch in der Theorie von der Struktur der Kristalle eine Stelle
findet:

Wir denken wuns einen beliebigen Grundkorper im Raume wvorgelegt.
Lauter mit thm kongruente und parallel ovientierte Korper in unendlicher
Anzahl seien so angeordnet, daf3 ihre Schwerpunkite ein parallelepipedisches
Punlitsystem bilden wnd daf3 wicht zwer der Korper ineinander eimdringen.
Unter welchen Umstinden schlieflen sich die Korper so dicht als iiberhawpt
moglich zusammen, sind also die zwischen ihnen vorhandenen Liicken auf
ein Minimum an Volumen reduziert?

Fiir den Fall, daf der Grundkorper ein Okfaeder ist, gibt Fig. b die
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Losung des Problems an. In der fraglichen dichtesten gitterformigen
Lagerung muf jedes einzelne der Oktaeder in bestimmter Weise an vier-
zehn benachbarte anstofilen. Hier ist, in eine Ebene umgeklappt, das
halbe Netz eines der Oktaeder dargestellt und sind in den vier Seiten-
flichen (durch zur Hilfte rote Berandung) die 7 Partien mit Mittel-
punkt angezeigt, in welchen das Oktaeder sich an benachbarte anlegt.
Das Minimum des Raumes, welches die Liicken zwischen den Oktaedern
noch darbieten, verhilt sich zu dem von den Oktaedern eingenommenen
Raume in diesem Falle der dichtesten Lagerung wie 1:19. Dieses
Resultat gestattet folgende rein arithmetische Hinkleidung:

Sind @, 3, ¥, 0 irgend vier lineare Formen m x,y, 2 mit beliebigen
reellen Koeffizienten, deren Summe identisch Null ist und wobei je drei eine
Determinante + 45 (A > 0) haben, so kann man stets solche ganze Zahlen
Z,9, 2, die wicht simtlich Null sind, finden, daf die Ungleichungen (2) gelten.

Von diesem Ergebnisse machen wir noch eine bemerkenswerte An-
wendung. Es selen @, b zwei beliebige reelle Groflen, ¢ ein positiver
Parameter, so bestimmen die 8 Ebenen (3) ein Oktaeder. Indem mnoch
¢ beliebig grofl angenommen werden kann, entspringt hieraus diese Fol-
gerung:

Man kann zwei beliebige reelle Griflen a, b stets durch Driiche x/z
und y/z mit gleichem Nenner beliebig genau und zugleich derart anndhern,
daf3 die Ungleichungen (4) statthaben.

(Fig. 6.) Wir werfen nun die Frage auf: Wie iibertragen sich die
Sttze iiber die Approximation einer reellen Grofe durch Zahlen des
natiirlichen Rationalitiitsbereiches auf das Gebiet der komplexen GriBen?
Man wird hier zunichst auf Approximationen im Zahlkorper der dritten
oder der vierten Einheitswurzel ausgehen. Im Korper der dritten Ein-
heitswurzel liegen die Dinge wesentlich einfacher und werden die Sitze
sehr dhnlich denen fiir veelle GréBen. Ich will hier nur die verwickel-
teren Beziehungen im Kirper der vierten Iinheitswurzel beriihren.

Es seien &, zwei lineare Formen mit beliebigen komplexen Koeffi-
zienten und zwel komplexen Variablen x + 7', ¥ + 74" von einer Deter-
minante A ==0, so richten wir unser Augenmerk auf diejenigen ,extremen®
Zahlenpaare z + i2’, y + ¢y == 0, 0 im ZahlkGrper von ¢, zu welchen nicht
ein Zahlenpaar derselben Art angebbar ist, das sowohl |&| wie |%| kleiner
werden lifit. Wir konnen die zwei Zahlen eines Paares mit einer und
derselben Einheit — 1, 4 ¢ multiplizieren, das entstehende assoziierte Paar
gilt uns hier als nicht verschieden von dem urspriinglichen. Alle vor-
handenen extremen Paare lassen sich nun in eine Kette nach der GroBe
von |£| (und zugleich von |%|) ordnen. Zwei benachbarte Paare der

Kette zusammen sind leicht a priori zu charakterisieren. Namlich die
Minkowski, Gesammelte Abbhandlungen. IIL. 4
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zugehdrige Determinante (2) ist entweder (A4) eine Einheit + 1, 4+ ¢ oder
(B) gleich (1 + 4), multipliziert in eine KEinheit. Wir benutzen diese
zwel Paare als Vertikalreihen der Matrix einer auf &, # anzuwendenden
Substitution und erhalten dadurch fiir &, » die Ausdriicke (3), worin |g]|,
|6| beide <1 sind. Indem wir das zweite Paar durch ein assoziiertes
ersetzen und eventuell noch ¢ in — ¢ umwandeln, kénnen wir ¢ auf den
in den Zeichnungen rot markierten Oktanten des Einheitskreises (bzw. 1/o
auf den konjugierten Oktanten auBerhalb dieses Kreises) bringen. HEs sind
nun die Fille (4) und (B) zu unterscheiden, auf welche sich die gréBere

bzw. die kleinere Zeichnung bezieht. Im Falle (4) wird jener Oktant

durch gewisse Kreise vom Radius 1 bzw. — in fiinf Stiicke zerlegt, die

V2

in der Figur fortlaufend mit I—V numeriert sind. Wenn ¢ in ein be-
stimmtes derselben fdllt, kann jedesmal ¢ nur in diejenigen griinbegrenzten
Stiicke des Einheitskreises fallen, in welche die nimliche Nummer ein-
getragen ist. Der kleinste Wert fiir den Betrag der Determinante |1 — oo |
entsteht, wenn g, ¢ den scharfen mit kleinen Kreuzen bezeichneten Icken
der Figur entsprechen. Im Falle (B) kann ¢ nur in das rote Gebiet (I)
und ¢ dann nur in das griine Gebiet (I) fallen. = Als wichtigstes Ergebnis
entnehmen wir hieraus:

Man kann in die Formen &, n fiir x + 12, y + iy’ stets solche ganze
Zahien des Korpers von 4, die nicht beide Null sind, setzen, daf3 dabei die
Ungleichungen (4) gelten. —

Endlich mochte ich noch einige Worte tiber Kriterien fiir algebraische
Zahlen hinzufiigen.

(Fig. 7.) Durch diese Figur suche ich dem bekannten Lagrangeschen
Kriterium fiir eine veelle quadratische Irrationalzahl eine neue Seite ab-
zugewinnen. In einem Quadrat von der Seitenlinge 1 sind hier auf der
linken vertikalen Seite, der y-Achse, fortgesetzt Halbierungen vorgenommen,
so daB sukzessive alle Punkte erhalten werden, deren Ordinate eine rein
dyadische Zahl, d. h. eine rationale Zahl mit einer Potenz von 2 als
Nenner ist. Jedem auf der y-Achse auftretenden Intervall oder Teilpunkt
wird nun ein Intervall bzw. ein rationaler Teilpunkt auf der z-Achse, der
unteren horizontalen Seite, dadurch zugeordnet, dafl zuntchst den End-
werten ¥y =0 und y =1 die Endwerte £ =0 und z =1 entsprechen
sollen, und weiter, so oft dort ein Intervall halbiert wird, hier zwischen
die Endpunkte a/b, a’/b" des zugeordneten Intervalls, a und b, ferner o
und b’ als relativ prim gedacht, ein neuer Teilpunkt in z= (a4 a")/(b + b")
eingeschaltet wird. Auf der horizontalen Seite treten so als Teilpunkte
sukzessive alle Punkte mit rationaler Abszisse auf, und die Zuordnung
der gleichzeitig konstruierten Abszissen und Ordinaten liefert uns das Bild
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einer bestindig wachsenden Funktion y=?(z), zunichst fiir alle rationalen
x, dann durch die Forderung der Stetigkeit erweitert auf beliebige reelle
Argumente im Intervalle O <« <1, whhrend gleichzeitig y dieses Inter-
vall beliebig durchliuft. Wenn nun # eine quadratische Irrationalzahl
ist und daher auf eine periodische Kettenbruchentwicklung fiihrt, so ent-
spricht dadurch dem Werte y — ?(x) eine periodische Dualentwicklung
und erweist sich infolgedessen y als rational. Wir erhalten dadurch die
Sttze:

Ist xz eine quadratische Irrationalzahl, so ist y rational, aber nicht rein
dyadisch. Ist x rational, so ist y rein dyadisch. Und diese Sciitze sind
vollig wmkehrbar.

(Fig. 8.) Die letzte Figur zeigt nun eine Verallgemeinerung dieser
Sitze auf kubische Irrationalitiiten, welche Herr Louis Kollros in seiner
Dissertation (Ziirich 1904) entwickelt hat:

Einerseits wird hier ein Quadrat, in welchem &, % in den Grenzen 0O
und 1 laufen, in der Weise behandelt, dall es zuerst durch die Diagonale
g =mn in zwel gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke zerlegt wird und
in der Folge jedes einmal entstehende gleichschenklige rechtwinklige Drei-
eck durch die Verbindung von der Spitze nach der Mitte der Hypotenuse
in zwel gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke aufgelost wird. Anderer-
seits erfahrt gleichzeitig ein zweites Quadrat, in welchem «, y in den
Grenzen O und 1 laufen, eine gewisse Schritt fiir Schritt zugeordnete Zer-
fallung in Dreiecke: zuniichst werden die vier Ecken des Quadrats den
vier Hcken des ersten Quadrats mit gleichwertigen Koordinaten und weiter
die Linie # = y der Linie & = 5 zugeordnet, und in der Folge wird, wo
dort eine Hypotenuse halbiert und hernach eine geradlinige Verbindung
eingeftihrt wird, hier zwischen die Endpunkte der zugeordneten Strecke,
wenn deren Koordinaten a/c, b/c und o/c’, ¥/¢ und a, b, ¢ sowie o', ¥, ¢
relativ prime Zahlen sind, als ein neuer Teilpunkt der Punkt mit den
Koordinaten z = (a + a")/(¢c +¢), y= (b + b)/(c + ¢) eingeschaltet und
hernach die entsprechende geradlinige Verbindung vorgenommen. Dadurch
werden zwei eindeutig umkehrbare Beziehungen (1) festgesetzt, zunichst
fiir alle rationalen z, y und dyadischen £,  und hernach durch die
Forderung der Stetigkeit iiberhaupt fiir beliebige Argumente und Funktions-
werte in den Grenzen O und 1. Dabei findet nun Kollros die folgenden
Sitze, welche freilich in einem wesentlichen Punkte noch nicht bewiesen
sind, deren Richtigkeit aber nach einer Menge von Beispielen in hohem
Girade plausibel erscheint:

Sind 1, z, y drei unabhingige Zahlen in einem reellen kubischen Korper,
so sind &, n rational und ist keine der Griflen &, v, &+ n, E —n rein
dyadisch. Gehiren z,y eimem quadratischen Korper an, ohne beide rational

4:*



52 Zur Geometrie der Zahlen.

eu sein, so sind &, m rational und st eine der Griflen &,m,8+ n,E— 7
rein dyadisch. Sind z,y beide rational, so sind &,n beide rein dyadisch.
Diese Séitze sind vollkommen wmkehrbar.

Nimmt man y=12?% so erlangt man hierdurch ein vollstindiges
Kriterium dafiir, da z eine reelle kubische Irrationalzahl ist. Besonders
zu betonen ist, dal diese Sitze fiir alle kubischen Korper und nicht etwa
bloB flir solche mit negativer Diskriminante, in welchen nur eine Funda-
mentaleinheit vorhanden ist, zuzutreffen scheinen.

Diese Aufzihlung von speziellen Hrgebnissen aus der Geometrie der
‘Zahlen lieBe sich noch weiterfiihren. Aber ich habe vielleicht mein Ziel
bereits erreicht und Sie moégen den Hindruck gewonnen haben, daB es
sich hier um Fragen handelt, welche die Fundamente der GriBenlehre
beriihren, welche der Auffagsung leicht zuginglich sind und welche uns
die Disziplinen der Algebra, Arithmetik, Geometrie in harmonischer
Wechselwirkung zeigen.




XXI.
Diskontinuititsbereich fiir arithmetische Aquivalenz.

(Crelles Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 129, S. 220—274.)

Problemstellung.

Die vorliegende Arbeit benutzt mehrfach Methoden, welche von
Dirichlet ausgebildet worden sind.

Ich stellte mir folgendes Problem:

Ein System von # linearen Formen £, &,, ..., £, mit » Variablen
Xy, Xgy ..., &,, mit beliebigen reellen Koeffizienten

g—i}}: = Gy

und von Null verschiedener Determinante heifle einem zweiten solchen
Systeme %, 15, ..., 1, arithmetisch dquivalent, wenn jedes der zwei Systeme
sich in das andere durch eine homogene lineare Substitution mit lauter
ganzzahligen Koeffizienten transformieren 1aBt. Xs soll nun in der Mannig-
faltigheit A der n® reellen Parameter c,, ein Bereich B konstruiert werden,
in welchem jede vollstindige Vereinigung (Klasse) untereinander #Hqui-
valenter Systeme durch einen Punkt, und wenn der Punkt ins Innere des
Bereichs zu liegen kommt, auch nur durch einen einzigen Punkt re-
prisentiert wird.

Dieses Problem 1if8t sich sofort auf ein entsprechendes Problem iiber
positive quadratische Formen zuriickfithren, Wir bilden aus £, &, ..., &
die Quadratsumme

n

BB+ +E=T.

Sie ist eine positive quadratische Form der n Variablen z, %,, ..., z, mit
den Koeffizienten

1 P

2 Ganow, | CnkT Cyp Cqpt gy lgg Tt v ot o 0y O
Wir betrachten die %@;— Y)_dimensionale Mannigfaltigkeit 4 der nm;_ L
beliebig veréinderlichen reellen Parameter a@,,. Jedem Punkte [ = (a,,)
dieser Mannigfaltigkeit A4, fiir den die Form f sich als wesentlich positiv
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erweist, entspricht auf Grund der eben hingeschriebenen Gleichungen noch
nn—1)
2

faltigkeit A.

Wir iibertragen den Begriff der arithmetischen Aquivalenz und Klasse
sinngemd auf die positiven quadratischen Formen, und wir suchen in der
Manwigfaltigheit A einen Bereich B, in dem jede Klasse positiver quadra-
tischer Formen durch einen Punkt, und wenn der Punkt in das Innere von
B fallt, auch nur durch einen einzigen Punkt veprisentiert wird.

Alsdann bilden die Gebiete A(f) zu allen in B gelegenen Punkten f
den verlangten Diskontinuitdtsbereich B in der Mannigfaltigkeit A.

ein - dimensionales Gebiet A(f) von Punkten («,;) in der Mannig-

Ich werde nachweisen, da der Diskontinuitiitsbereich B fiir die arith-
metische Agquivalenz der positiven quadratischen Formen derart konstruiert
werden kann, daB er in der Mannigfaltigheit A einen von einer endlichen
Anzahl von Fbenen begrensten konvexen Kegel mit dem durch f= 0 re-
prasentierten Nullpunkte als Spitze vorstellt.

Durch diesen Satz wird fiir die positiven quadratischen Formen mit
n Variablen die Theorie der arithmetischen Aquivalenz auf dieselbe Hohe
gebracht, welche sie fiir die ternfiren Formen durch die Abhandlung von
Dirichlet: Uber die Reduction der positiven quadratischen Formen mit drei
unbestimmien ganzen Zahlen erreichte.

Derjenige Teil des Diskontinuititsbereichs B, welcher den Formen f
mit einer Determinante <1 entspricht, besitzt ein endliches Volumen.
Fir n =2 kommt dieses Volumen wesentlich auf den nichteuklidischen
Flicheninhalt des Fundamentalbereichs der elliptischen Modulfunktion J (o)
hinaus. Die allgemeine Ermittlung jenes Volumens gelingt hier mit
Hilfe derjenigen Prinzipien, auf welche Dirichlet die Berechnung der
Klassenanzahlen der ganzzahligen binfren quadratischen Formen gegriindet
hat, und zwar kommi das analytische Element in diesen Prinzipien gerade
bei der hier zu machenden Anwendung am reinsten zum Vorschein.

Mit jenem Volumen h#ngen gewisse asymptotische Gesetze betreffs
der Formen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammen. Andererseits er-
moglicht der Wert des Volumens einen Schlufl auf die dichteste Ausfiillung
des n-dimensionalen Raumes durch lauter kongruente Kugeln.

Die einschligige Literatur zu den hier behandelten Gegenstiinden ist
in meiner Arbeit im 107. Bande von Crelles Journal (Diese Ges. Abhand-
lungen, Bd. I, S. 243—260) ausfiithrlich genannt und verweise ich dieser-
halb auf die dortigen Angaben.
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§ 1. Charakter der positiven quadratischen Formen.

Bs sei
@y, yyny ) = 0,2, @, (hE=1,2,...,0)

eine quadratische Form der »# Variablen z, z,, ..., z, mit reellen Koeffi-
zienten a,,. Wir setzen stets a,,=a,, fir A <k voraus. Die aus der
hy, hg,y ..., h,-ten Horizontal- und der £k, k,, ..., %, -ten Vertikalreihe des
quadratischen Schemas der «,, hergestellte v-reihige Determinante be-

zeichnen wir mit
hyyhgyoooyh,
D\ n k)
15 vy e ep ity

1. Dafiir, daB f eine wesentlich positive Form sei, ist bekanntlich not-
wendig und hinreichend, daBl die » Determinanten

1,2,...,h

(1, 2,..,h

simtlich positiv sind. Die letzte dieser GroBen, D , ist die Determinante

der Form f, deren Wert wir auch mit D (f) bezeichnen. Wir setzen noch

D, =1
0 ? D 1,..,h—1’h
Dh __4q (k . 1 2 /}/&). (1,-..,]?1—1,]6) . h.::l’ '..’n__l
D, 1 =L2...,n); 1,.. . h—1,h\ h—h1 NE
D .
<1,...,h—1,h>

Dann sind auch alle GréBen ¢, >0 und besteht die identische Dar-
stellung

)zDh fir A=1,2,..,n

(1) f=a8+ &+ + a8’
mit
@) = @t F Y%, =Tyt e By, 6 =12,,

welche den Charakter von f als positive Form in LEvidenz setzt.
2. Die Vergleichung der Koeffizienten von z,% x,% ..., 2,? auf beiden
Seiten von (1) ergibt

(3) a11=g1? a222§l27"'7a'nn2qn
und durch Multiplikation dieser Ungleichungen folgt
(4:> a11a22“‘ann2'p(f>'

3. Ist L ein gegebener positiver Wert und soll /<< L ausfallen, so
folgt aus (1):

GISVE, gV 2 o lal S VE,

und diesen Ungleichungen koénnen nach den Ausdriicken (2) nur eine
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endliche Anzabl verschiedener ganzzahliger Systeme z,, z,_,, ..., #, geniigen.
Wir haben daher den Satz:

Eine positive quadratische Form [ kann nur fir eine endliche Anzahl
von ganzzahligen Systemen der Variablen Werte annehmen, die eine gegebene
Schranke L wicht iberschreiten.

§ 2. Anordnung in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit.

Sind a,, ay, ..., a, und b, by, ..., b, zwei verschiedene Systeme von je
n GroBen und hat man

a’1=bl; teey az—1=bz—1} az>bz7

wo [ einen der Werte 1, 2, ..., » bedeuten kann, so heile das erste System
hoher, das zweite niedriger als das andere, und zwar an 1" Stelle hoher
bzw. niedriger.

Es sei eine unendliche Menge von Systemen S (a,, a,, ..., a,) vorgelegt
mit folgender Eigenschaft: Ist a,, a,, ..., @, ein beliebiges System daraus
und ! eine beliebige der Zahlen 1, 2,...,%, so soll bei allen vorhandenen
Systemen b, b,,..., b, der Menge, welche genau an [** Stelle niedriger
als das erste System sind, fiir die Gr68e b jedesmal nur eine endliche An-
zahl verschiedener Werte in Betracht kommen.

Bildet man alsdann, von einem beliebigen Systeme S der Menge aus-
gehend, soweit als angingig, eine Reihe von Systemen S, S®, 8@, ..., so daf3
Jedes folgende niedriger als das vorhergehende ist, so muf3 eine solche Reihe
stets nach eimer endlichen Anzahl von Schritten abbrechen. Es mull sich
also nach einer endlichen Anzahl von Schritten schlieBlich ein System
einstellen, zu welchem es kein niedrigeres in der Menge gibt, und welches
demnach das niedrigste System in der Menge vorstellt.

Fir » =1 ist die Behauptung evident. Nun sei » > 1. Betrachten
wir zum Ausgangssysteme S(a, ay, ..., a,) alle Systeme a,, b,,..., b, der
Menge, welche mit ihm in dem ersten Elemente @, iibereinstimmen, so
bilden die darin auftretenden Systeme b,,..., b, eine Menge von Systemen
aus 7 — 1 Elementen mit ganz entsprechender Eigenschaft, wie wir sie
fiir die gegebene Menge n-gliedriger Systeme voraussetzen. Nehmen wir
nun den zu beweisenden Satz bereits als erwiesen an, wenn die Zahl » — 1
anstatt » steht, so kann eine Reihe S, S®, S® ... nur mit einer endlichen
Anzahl von Termen derart fortschreiten, daBl das erste Element ungedindert
bleibt und jedesmal eine FErwiedrigung on der zweiten bis n®" Stelle ein-
tritt. Da auBerdem eine Erniedrigung genau an erster Stelle nach Voraus-
setzung ebenfalls nur eine endliche Anzahl von Malen vorkommen kann,
so ist der zu beweisende Satz sofort fiir Systeme aus » Gliedern klar.
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§ 3. Niedrigste Formen in einer Klasse.

Der Begriff der arithmetischen Aquivalenz von positiven quadratischen
Formen ist schon in der Einleitung erwéhnt worden. Zwei positive Formen

f=2ahk:vhxk, g=26hkyhg/k hE=1,...,n)

sind hierbei dann und nur dann dguivalent, wenn f in g durch eine ganz-
zahlige Transformation mit einer Determinante + 1 iiberzufiihren ist.

1. Ist dabel
©) Ay =byy, Gy =byy,...,a, =Db,,
so migen f und g gleichgestellt heilen. Ist dagegen
(6) Ay =byyy o Oy, = bl—l,l—l) dyy > by,

wobei [ einen der Werte 1,2, ..., % haben kann, so soll f hdher als g und
g wiedriger als f und zwar an 1% Stelle hther bzw. niedriger heiBen.

Es sei
(M) Tp = Sy ¥y T Saale T+ * + - T Spaln (h=1,2,...,n)
eine ganzzahlige Substitution mit der Determinante 4- 1, welche f in g
tiberfiihrt, so hat man

bkk”‘_“f(Sik:'"?Snk) (70=1,2,...,%).
Ist g an U Stelle niedriger als f, so folgt daher

(8) f(si1y-- 3 Sp1) = Gyyye ey f(sl,l—l} .. '7Sn,l—1) =Q_1,1-15 F(8125009801) < Oy
Ferner ist die aus den 1 ersten Vertikalreihen der Substitution (7) gebildete
Matrix

9) | S5zl (h=1,2,..,n;k=1,2,...,0)
wnimodular, d. h. der grofte gemeinsame Teiler aller aus ihr zu bildenden
l-reihigen Determinanten ist gleich 1.

Hiernach ist leicht zu entscheiden, ob es i der Klasse von [ eine
Form g gibt, welche wniedriger als f ist. Wir nehmen fiir [ nacheinander
jeden der Werte 1, 2,...,#n und fassen jedesmal das System der Be-
dingungen (8) ins Auge. Nach § 1 kann es jedesmal gewiB nur eine
endliche Anzahl von ganzen Zahlen s,,(F <) geben, welche diesen Be-
dingungen gentigen. Sowie fiir eines der betreffenden Ldsungssysteme die
Matriz (9) unimodular ist, konnen wir bekanntlich zu dieser Matrix » — {
weitere Vertikalreihen ganzzahliger Koeffizienten s,, (k=104 1,...,%) hin-
zufiigen, so dafl die Determinante des entstehenden quadratischen Schemas +- 1
wird, und es fithrt dann die zugehtrige Substitution (7) in der Tat f in
eine an [** Stelle niedrigere Form g tiber. Dabei kommen jedesmal fiir b,
nur eine endliche Anzahl verschiedener Werte in IFrage.

2. Auf Grund des Hilfssatzes in § 2 kann man nunmehr @ jeder
Klasse f eine solche Form g ermitteln, zu welcher es keine niedrigere Form
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m der Klasse gibt und welche wir daher eine ntedrigste Form der Klasse
nennen. Alle dquivalenten mit ihr gleichgestellten Formen sind gleich-
zeitig niedrigste Formen der Klasse.

3. Soll die Form f durch die Substitution (7) in eine gleichgestellte
Form iibergehen, so miissen die n# Gleichungen

F(Sity oo s Su1) = Wups oo oy F(Stps ooy Sun) = O
statthaben; es geniigen ihnen nur eine endliche Zahl ganzzahliger Systeme
8, und gibt es daher gewiB auch nur eine endliche Anzahl ganzzalliger
Substitutionen mit einer Determinante + 1, durch welche eine Form in gleich-
gestellte ibergeht. Insbesondere zeigt sich, dal jede positive Form nur eine

endliche Awnzahl ganzzahliger Tramsformationen in sich besitzt.
4. Jede Form f geht durch die 27 Substitutionen

(1()) Xy =Y, Zg=EYp-+ %y =LYy
wobei ein jedes der » Vorzeichen unabhingig von den anderen als 4 oder
— angenommen werden kann, in gleichgestellte Formen tiber.

5. Es moge fiir einen Moment eine Form f und die ganze zugehorige
Klasse allgemein heilen, wenn eine Gleichung

@y, 25,0 2,) = (Y1, Ya)s- - - Y,)

mit ganzzahligen Werten x,, z,, ..., 2,5 %, ¥y, - - -, ¥, niemals anders be-
stehen kann, als daB das System v,,v,,...,y, mit 2,,2,,...,2, oder

mit — 2, — @,, ..., — x, ibereinstimmt. Inshesondere wird dieser Cha-

" . nn 41 .
rakter fir f zutreffen, wenn zwischen den %l Koeffizienten «,, von

f keine homogene lineare Relation mit ganzzahligen Koeffizienten bestelit.
Vergleichen wir insbhesondere die zwei Systeme

ay=1, 2, =1,2=0 uwd y,=1, g, =—1, 4, =0 (b+h h+1)

miteinander, so zeigt sich, dafl in einer allgemeinen Form f gewill jeder
Koeffizient @, ,,, von Null verschieden ausfillt.

Ist die Klasse f eine allgemeine, so geht offenbar jede Form daraus
einzig durch die 2" Substitutionen (10) in &#quivalente gleichgestellte
Formen iiber, und gibt es in der Klasse stets eine einzige niedrigsie Form g,
welche noch die Bedingungen

b12>07 b23>0)"'7 bn—l,n>0
erfifllt.

6. Wir bezeichnen mit F die identische Substitution, ferner zu jeder
Substitution S als entgegengesetzte und mit — S diejenige Substitution,
welche durch Anderung aller Koeffizienten s,, in die entgegengesetzten
Werte — s,, entsteht.
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§ 4. Reduzierte Formen.

Es sind wesentlich die niedrigsten Formen einer Klasse, welche
Hermite (Crelles Journal, Bd. 40; Oeuvres, T. I, p. 100) als reduzierte
Formen eingefithrt hat mit der Absicht, in der Menge dieser Formen einen
Diskontinuitétsbereich B von der in der Hinleitung dargelegten Natur zu
erhalten. Hier bringen wir gegentiber der Hermiteschen Definition eine
Vereinfachung dadurch an, daB wir gewisse kompliziertere Charaktere,
welche fiir niedrigste Formen zu fordern wiren, die ihren Einfluf aber
nur auf Teile der Begrenzung des Diskontinuititsbereiches duflern wiirden,
beiseite lassen.

1. Es sei ! eine der Zahlen 1,2,...,%, und wir wollen unter
8,9, 8,0, ..., 59 hier allgemein ein solches System wvon n ganzen Zahlen
verstehen, wobei der grifite gemeinsame Teiler der letzten n — (I — 1) Zahlen

darunter, also von s®,s® ..., 80, gleich 1 idst. Ferner bedeute ¢,%,

e, ..., e speziell die I* Vertikalreihe der identischen Substitution Z.

Zu jedem Systeme s,9, 8,9, ..., 5,® kann man offenbar stets eine ganz-
zahlige Substitution SO wvon einer Determinante + 1 herstellen, in deren
quadratischem Koeffizientenschema die ersten 1 — 1 Vertikalreihen wie ber
der identischen Substitution E aussehen wund die 1% Reihe von eben jenem
Systeme gebildet wird, also eine Substitution

z, =y, + 8,9y, + Siiv1Yie1 T 00 T Sunn (b 1),
&), = 8, Oy, + Swar1Yier T S (h=1).
Durch eine solche Substitution S® geht eine Form

f=2ahkxhxk in .9'=2bnk?/h?/k
tiber, so da

by = @yq,5 .- ) bz—1,z—1 =Q_1,-15 b, = 15,9, 89, ...,59)
ist. Wenn nun [ speziell eine niedrigste Form in ihrer Klasse ist, wird
hierbei stets b,, > a,, sein miissen.
2. Wir stellen nunmehr folgende Definition auf:
Fine quadratische Form

[(@y,@g;...,,) =2ahkxhxk
soll eine reduzierte Form heifien, wenn sie allen moglichen Ungleichungen
@ f (81<l)> $Y .. 8.9) = ay
geniigt fiir jedes 1 =1, 2, . . ., nund alle ganzzahligen Systeme 5,9, s,0, ..., 5,0,
wobei der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen s, s0 ., . .., s,® gleich 1 ist,
und ferner noch den Bedingungen:
1) a0, a,3>0,...,a > 0.

n—1,n =
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Wir schlieBen bei den Ungleichungen (I) jedesmal ausdriicklich die
zwei Systeme 5,0 =¢0(h=1,...,n) und 50 =—¢0(h=1,...,n) aus,
wofiir (I) keine wirkliche Bedingung in den a,, vorstellen wiirde.

Bei dieser Definition einer reduzierten Form setzen wir niché bereits f
als eine positive Form voraus.

3. In einer Klasse positiver Formen ist eine niedrigste Form, welche
noch die Zusatzbedingungen (II) erfiillt, stets eine reduzierte Form. Nach
den Ergebnissen des § 3 g¢ibt es daher in jeder Klasse positiver Formen
stets wenigstens eine reduzierte I'orm.

4. Die zum Index ! gehorigen der Ungleichungen (I) besagen, daf
a,, das Minimum unter allen Werten f(x,,%,,...,x,) fir solche ganse Zahlen
Xy, XLy, o - vy X, 18E wobet 2,y 2, 4, . . ., %, keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben.

Durch eine Substitution S® gehen die simtlichen ganzzahligen Systeme
Xyy &gy« - oy Xy, WObCL 2y, Xy, 4, - . ., @, keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben,
in die simtlichen ganzzahligen Systeme y,,v,,...,¥y, iiber, wobei v,
Y15 - - -5 Y, keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben.

b. Geniigt eine positive Form f den Bedingungen (I) nur fiir
l=1,2,...,m—1, aber nicht fiir { = m, so konnen wir aus ihr durch
eine Substitution S® eine #Hquivalente Form herleiten, welche den ent-
sprechenden Bedingungen fiir 7=1,2,...,m —1 und auch noch fir
l = m gentigt.

Man hat einfach alle ganzzahligen Systeme s, s,(™ ..., s ™ zu be-
stimmen, fiir welche f(s;, s,,...,s,) <a,,, ist und zugleich s, sm
..., 5, keinen Teiler > 1 haben. Nach Voraussetzung gibt es solche Systeme.
Sie sind nur in endlicher Anzahl vorhanden. Man suche unter ihnen die-
jenigen heraus, welche der Form f den kleinsten Wert erteilen, und setze
dann in S™ als m® Vertikalreihe ein beliebiges dieser Systeme an, so
wird das gewlinschte Ziel erreicht sein:

Beachtet man, dafl der Typus SO eine beliebige ganzzahlige Substi-
tution mit der Determinante -+ 1 vorstellt, ferner, dal bei zwei ver-
schiedenen Substitutionen SO < n) mit genau gleicher 1% Vertikalreihe
die zweite gleich dem Prodult der ersten in eine Substitution SC+Y ist, so
enthalten diese Bemerkungen eine Methode, um zu einer gegebenen positiven
Form f alle ganzzahligen Substitutionen zu finden, durch welche sie in
dquivalente reduzierte Formen tibergeht.

Zugleich zeigt sich, daB die Anzahl dieser reduzierenden Substitutionen
fiir jede gegebene positive Form [ stets eine endliche ist.

6. Aus diesen Erwigungen leuchtet ferner ein: Kine solche reduzierte
Form, fiir welche in keiner einzigen von den Ungleichungen (I) und (II)
das Gleichheitszeichen eintritt, kann nur bei Anwendung der identischen
Substitution E oder der dazu enigegengesetzten — I reduziert bleiben.
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7. Wir fassen nun die Koeffizienten a,, einer quadratischen Form als

Koordinaten eines Punktes [ in einer nn 2+ b. fachen Mannigfaltigheit A

auf. In dieser Mannigfaltigkeit bezeichnen wir mit B das Gebiet der-
jenigen Punkte f, welche allen Ungleichungen (I) und (II) gentigen. Wir
nennen B den reduzierten Roum. Das letzte Ergebunis besagt dann:

Fine Form [ im Inneren des reduzierten Rawmes B, d. h. fiir welche
in keiner der Ungleichungen (I) und (II) das Gleichheitszeichen statthat,
geht durch jede von E wund — E wverschiedene unimodulare ganzzahlige Sub-
stitution in eine Form aupPerhalb B iiber.

Insbesondere wird eine allgemeine Klasse immer durch einen nneren
Punkt von B reprisentiert.

Der Bereich B geht durch jedes Paar entgegengesetzter unimodularer
ganzzahliger Substitutionen S, — S in eine bestimmte dquivalente Kammer
Bs= B_g tiber, und die Kammern, die wverschiedenen solchen Paaren
S, — S entsprechen, stoflen untereinander hiochstens in Punkien der Be-
grenzung zusammen. Die simtlichen Kammern By tiberdecken den ganzen
Raum der positiven Formen.

§ 5. Die Wiinde des reduzierten Raumes.

Die Ungleichungen (I) zur Definition einer reduzierten Form f sind
in unendlicher Anzahl vorhanden. Wir werden nunmehr den Satz be-
welsen:

FEs gibt unter den Ungleichungen (1) eine endliche Anzahl, welche alle
wbrigen dieser Ungleichungen zur Folge haben.
Beweis: 1. FEs sei sundichst n = 2, also

[= 2% + 2052 %5 + 055"
Nehmen wir in (I): @& =+1, 5,® =1, so folgt
—_ 1
(11) Uy 205 + Ggg = Ogy, F gy S5 0y
Aus diesen zwei Bedingungen fiir die zwei Vorzeichen + geht noch a,; >0
hervor. Nehmen wir s® = 0, s,® = 1, so entsteht
(12) Ogg = Gy
Ist @, = 0, so folgt aus (11) auch a;, = O und gelten wegen a,, > 0
bereits alle Ungleichungen (I).
Ist a;, >0, so folgt aus (11) und (12):

1 1 3
2 2 - 2
ay” < 7 Y1 é'z Oy Oggy, Dy = yy 099 — 15" = - g g

Schreiben wir
= q, (@ + 712%)° + ¢,257,
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so 1ist

[y

Qg 3

qy = Qyy, V12=5;> i?’mé?; gy =

v
|

D, a
4 22"

Fiir ganze Zahlen s, s, wird nun, wenn |s, | > 1, s, =1 ist:

(18, 1) =ay (s —[si]) 4+ (&= 2a) |5, + agy > g,
andererseits, wenn |s,| > 1 ist:
(815 83) = 225" = Btgy > atgy.

So leuchtet ein, dafy aus (11) und (12) bereits alle Ungleichungen (I) folgen.

2. FEs sei jetzt n> 2. Setzen wir einen Teil der Variablen #,,...,2, Null
und sind die noch tibrigen dieser Variablen #, ,#, ,...,2, (b <hy<---<h,),
so wird aus f eine Form f{z,,,,...,,,} dieser m Variablen, und die
zu (I) entsprechenden Bedingungen fiir diese Form sind, wie man leicht
erkennt, spezielle von den Bedingungen (I) fiir die Form f selbst. Jede
aus einer reduzierten Form f in solcher Weise abzuleitende Form von
weniger als »% Variablen trigt also, von den Zusatzforderungen (II) ab-
gesehen, ebenfalls den Charakter einer reduzierten Form bei ihrer
Variablenzahl.

Greifen wir nun von den Ungleichungen (I) fiir f erstens diejenigen
heraus, welche gerade nach sich ziehen, daB die sdmtlichen bindren Formen

Wy, %"+ 205,27 + @ (h < k)
die Bedingungen (1) fiir reduzierte Formen erfiillen, so handelt es sich um

gewisse Ungleichungen in endlicher Anzahl und kommen diese Ungleichungen
auf die folgenden

(13) + 20, < ay, (h <k)
und

(14) 0<ay; <ap< - S ay,

hinaus.

3. Wir nehmen nun an, der zu beweisende Satz sei bereits fiir Formen
von weniger als n Variablen sichergestellt, und wir kénnen unter den Un-
gleichungen (I) zweilens eine endliche Anzahl auswihlen, welche zur Folge
haben, dall die sdmtlichen aus [ abgeleiteten Formen {2, 1, %y 9y oy )
fiir m=1,2,...,n — 2, redugiert sind.

Ist nun etwa

0=a11=a’22=“'=amm<1§m<%>? O<am+1,m+17
so sind infolge von (13) iiberhaupt alle Koeffizienten a,, (h<k), bei
welchen der Index h einen der Werte 1, 2, ..., m hat, Null und wird aus
f einfach f{xz, ,,...,2,}. Die Ungleichungen (I) in bezug auf letztere
Form haben dann bereits sdmtliche Ungleichungen (1) fiir f zur Folge.

4. Nunmehr setzen wir weiterhin a,; > O voraus. Wir greifen drittens
aus den Ungleichungen (I) diejenigen in endlicher Anzahl vorhandenen
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heraus, welche zur Folge haben, dall auch die sdmtlichen aus f abzuleiten-
den Formen f{x,, &y, ..., 2, fiir m=2,3, .., 1n— 1 reduziert sind.

5. Jetzt werden wir (in 5.—8.) zeigen, daB wir zu den bereits ge-
wihlten der Ungleichungen (I) wviertens eine weitere endliche Anzahl jener
Ungleichungen derart hinzufiigen konnen, dafB aus diesen fiir die Deter-
minante D, der Form f eine Ungleichung

(15) D, >2,0,04...0
folgt, wo A, eine gewisse positive nur von n und nicht von den Koeffizienten
der speziellen Form f abhingende Konstante bedeutet.

3

Nach 1. ist diese Tatsache bereits fiir # =2 mit dem Werte hy =

zutreffend, und wir nehmen sie als bereits erwiesen fiir Formen mit weniger
als n Variablen an.

Es sei jetzt m einer der Werte 1, 2, ..., % — 1, so haben wir unter
Verwendung der in § 1 eingeftihrten Bezeichnungen fiir die Determinante
der Form f{z,, 2y, ..., @, } die Ungleichung:

(16) D (i’ 3 o ") = Dz Aty .y, (mZn— 1)
und fiir die Determinante der Form f{z

m+1,m—[—2,...,n)
(17) D(m+ L,m-42,...,n
In den Féllen m =1 und m = n — 1 setzen wir 1, = 1.

Entwickeln wir nun den Ausdruck der Determinante D, von f, so
kommen darin m!(#n — m)! Terme vor, die sich zu dem Produkte DD,

m n—m

zusammenfassen lassen, und weiter n! — m!(n — m)! Glieder vom Typus

nn

m412 56m+27 t Y xn} :

= 'D'n-—m 2 ln—mam+1,m+1a'm+2’ myar Ty

b

= Oy o, - v v Oy Fonde gy oy - - * Dy

wobel ky, ko, ...k, nicht, abgesehen von der Reihenfolge, mit 1,2, ..., m
tibereinstimmen und infolgedessen auch noch unter den Indizes k, ., ...k,
jedesmal wenigstens eine der Zahlen 1, 2, ..., m sich findet. Nach den Be-
ziehungen a,, = @,, und den Ungleichungen (13) erweist sich nun ein
jedes solches Glied dem Betrage nach

1
S Oui gy o Uy Oy @ a

mmmmm+2,m+2 *° Pan®

Benutzen wir die Ungleichungen (16) und (17) und verstehen unter 1,
eine in der Folge noch zu fixierende positive Konstante, so entsteht jetzt
D — ;{‘nallam L 2 {<’1m}“n-—m - ;“n)a

m41,m+41

—i(n‘~mY(%——m)7)a, Va,a Ay
A4 ‘ ‘ */mm 11%22 * * * “mm m+2,m+2"'ann'

Wir konnen
1=/11>2'2>"'>ln-—1
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voraussetzen. Die positive GréBe A, denken wir uns zunéichst irgendwie,
jedoch Kkleiner als jedes der Produkte 1,4, ., fir m=1,2 ..., n—1
gewihlt und setzen zur Abkiirzung

1 (n!—m!lmn—m)!

2 ) ey (m=1,2,..,n—1).

m n—m 7

Alsdann wird die Ungleichung (15) mit dem betreffenden Werte 1, jeden-
falls schon statthaben, wenn fiir wenigstens einen der Indizesm=1,2,...,n—1
sich

‘ am+1,m+lg%m+1a’mm
herausstellt.

6. Nunmehr haben wir uns nur noch mit der Annahme zu beschif-
tigen, daf3 sdimtliche Ungleichungen

(18) Aoy = Ogg, Hglgg = gy v o vy %y Oy g = Gy
gelten.

Aus den Ungleichungen (16) geht unter Beachtung der Ungleichungen
(14) und von a@;; > O hervor, daB sicherlich die Deferminanten

D, Dy, ..,D
positiv ausfallen und daher auch

n-—1

‘Dn—-l
PR Q«n-—lzp—”"

n—2

2

g, = Dy, 92=‘D—1

simtlich endlich und > 0 sind. Wir kénnen daher, mag nun die Deter-
minante D, > 0 und damit auch f positiv sein oder nicht, jedenfalls be-
reits fiir [ die Darstellung aus § 1:

(19) f=g1g12+QQg22+”'+Qn n2)
(20} G =2+ Pt Viayy =%+ %, 5 =2,

mit
1, sh—1,k . .
D(l,...,h—l,k) (k—-l,...,n 1)
qnz'Dn—'l, Vier = Dlz k=k+1,...,%

ansetzen.
Die Determinante, welche den Zihler des vorstehenden Quotienten
fiir y,, bildet, besteht aus 4! Gliedern, von denen ein jedes mit Riicksicht

auf die Ungleichungen (13) sich dem Betrage nach < %ana% ce. @y, er-

weist, wihrend der Nenner dieses Quotienten nach (16) sich >1,a,,ay, ... a,,
findet. Danach hat man
1 A (h=1,..., n—1)

(21) vl =5 7 h=n+1,...,0).
Aus (19) und (20) geht

Q= Ogyy Qo = Bagy v v Qo = Wty
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hervor, woraus mit Riicksicht auf (18)

(22) Gy = Oy Qo < Halyyy o ovy Qg < Hog o oo %y 1Oy
folgt.

7. Es kommt jetzt vor allem darauf an, zu erkennen, dall wir von
den Ungleichungen (1) eine endliche Anzahl herausgreifen konnen, dnfolge
deren sich auch q, als > 0 und damit also f als eine wesentlich positive
Form erweist. Fiir diesen wichtigen Nachweis konnen wir uns des ele-
mentaren Prinzips bedienen, welches Dirichlet so meisterhaft in der
Theorie der algebraischen Einheiten gehandhabt hat, wonach bei Verteilung
einer Anzahl von Griofensystemen in eime kleinere Awzahl von DBereichen
darunter irgendein DBereich da sein muf, der wenigstens zwei der Systeme
auf emmmal aufnimmd.

Wir bilden zum Ausdrucke (19) von £ mit den n#mlichen ¢, &, ..., ¢,
die Hilfsform
(23) F=8 4+t +- - +oguy . w157, + u?
wobei u folgende Bedeutung haben soll. KEs seien ¢, ¢,, ..., ¢,_, bezieh-
lich die Kleinsten ganzen Zahlen, fiir welche

(24) LI B2 > Ny, o 8, S Mgy %y

ausfillt, und es werde
p 1
(25) w= niZ b 1,2,
gesetzt.

Danach ist u eine bestimmte positive Grofe, mithin F' eine positive
Form der Variablen z,, #,, ..., ,.

Wir zeigen, daf3 man fir z,, z,, ..., x, gonse Zahlen, unter denen
z, += 0 ist, finden kann, so daf3 dafiir F'< 1 ausfdillt.

In der Tat, zundchst ist §, =x,. Wir setzen der Reihe nach
z,=0,1,2, ..., ¢4 ...%,_, und konnen zu jedem dieser Werte von z,

n
nacheinander z, ,, #,_,, ..., #; als ganze Zahlen derart bestimmen, daf

(26) 0<E <L O0ZE <L .., 056 <1

wird. Wir erhalten damit ¢¢,...¢,_, + 1 4 xz, durchweg wverschiedene
Wertsysteme z,, @, ... #,, welche simtlich diese Bedingungen (26) er-
fiillen.

Zerlegen wir nun fir h=n —1, » — 2, .., 1 jedesmal das Intervall
0<L§, <1 in die ¢, Intervalle

1 1 2 t, —1
O,—<_—§h<‘t;7 ?}:égh<m R h—églz<17

th, th
so tritt eine Teilung des ganzen durch (26) definierten Gebietes in

tty...t,_, vollig untereinander getrennte (tebiete ein und wird man unter
Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. II. 5
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jenen Systemen z,, z,, ... «

., deren Anzahl >t#4,...¢
wgend zwei, etwa

1 186, gewil

ns o Py By & (@, > )
finden konnen, flir welche &, &, ..., §,_ demselben Teilgebiete angehoren.
Fir das durch Subtraktion aus beiden hervorgehende System

’ 14
Ly Lyy o+ iy &

’

_ 144 ’ _ 144 - 144
Xy = — X, Xy = DLy — gy oovy L, =X, — &

4
n

gelten dann die Ungleichungen
1 1
(27> I§1\<~t1—7“'7lgn—1l<¥7:) Ignl—_.<—tlt2"’tfn—17
wihrend zugleich z, > 0 ist. Aus (27), (24) und (25) ersieht man, daB

infolgedessen weiter die » — 1 ersten Terme des Ausdrucks I ein jeder < %— R

der nt < % werden und also fiir das betreffende ganzzahlige Wertsystem

Xy, Xgy -« ., &, it positivem wz, der ganze Ausdruck I gewifl < 1 ausfallt.

Das erhaltene System z,, z,, ..., #, befreien wir noch von einem in
den Zahlen etwa vorhandenen gemeinsamen Teiler > 1, wobei die Un-
gleichung F' < 1 nicht verloren geht.

Andererseits konnen wir, allein in Beriicksichtigung der Ausdriicke (20)
fir &, &, .- &, und der Ungleichungen (21) fiir die Koeffizienten y,,, von
vornherein eine endliche Anzahl bestimmter ganzzahliger Systeme x,, @q, .. ., %,
mit positivem x, und ohne gemeinsamen Teiler > 1 anweisen, welche iiber-
haupt als die einzigen derartigen Systeme in Frage kommen, die vielleicht
den Ungleichungen (27) geniigen konnen. Wir ermitteln die simtlichen
beziiglichen Systeme und wir heben nunmehr vierfens unter den Un-
gleichungen (I) diejenigen heraus, welche ausdriicken, daB fiir diese be-
sonderen Systeme stets f(x,, %y, ..., ®,) = a;; sein soll.

Alsdann muf3 infolge aller bereits herausgehobenen Ungleichungen (I)
notwendig

(28) @y = U0y
werden. Denn in dem Ausdrucke (19) von f sind wegen (22) die Koeffi-
zienten von §?% &2 ..., §?_, durchweg nicht gréBer als in dem Multiplum
a,F von I Wiére nun ¢, <pa,, so wirde daher bei von Null
verschiedenem 2z, stets /<< a,,I" sein. Wir haben aber ein solches ganz-
zahliges System =z, 2,, ..., #, mit von Null verschiedenem «,, wofir
F <1 ist, withrend wir fiir das betreffende System hier bereits einer der
Ungleichungen (I) gemif a,; < f fordern, also ergibe sich ein Wider-
spruch und folgt in der Tat die Ungleichung (28).

8. Indem wir (28) mit allen Ungleichungen (18) multiplizieren, geht

qn > e X

HoRg ooy
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hervor, und indem wir weiter diese Ungleichung mit der Ungleichung fiir
D, _, nach (16) multiplizieren, folgt

.D >ﬁa11a22...a

Nach der Bedeutung von w, die aus (24) und (25) ersichtlich ist,

konnen wir nun iiber 1, definitiv in solcher Art verfiigen, daB hieraus

wieder die Ungleichung (15) fiir D, hervorgeht. Wir brauchen dazu nur

2, Kkleiner als die # — 1 GréBen 1,4, ,, (m <n) derart zu wihlen, daB

m°n—m
A

oy > Aoy ., ([V0] + 1)2(Veng) + 17 . (W . %, ] + 1)°

ist. Die Klammer [] soll hier das bekannte Zeichen fiir griéBte Ganze
vorstellen. Dieser Forderung fiir 1, aber kénnen wir immer entsprechen,
weil der Ausdruck rechts hier nach der Art, wie x,, ... %, von 4 ab-
héingen, gleichzeitig mit 1, abnimmt und der Null zustrebt.

Bei dieser Bestimmungsweise von 4, gilt nunmehr infolge der bisher
herausgehobenen Ungleichungen (I) in allen I'illen die Ungleichung (15)
fiir D,.

9. Indem wir auf den Zgéhler einer GroBe ¢,=D,:D,_, die Un-
gleichung (16) bzw. (15), auf den Nenner die Ungleichung

nn*

Dy_y £ a3y, - .. Ay _1,h—1
in Anwendung bringen, entsteht allgemein
G = 2y h=1,2,..,mn),

und nun zeigt sich in der Tat leicht, daB eine endliche Anzahl unter den
Ungleichungen (I) angewiesen werden kann, welche alle tibrigen dieser
Ungleichungen zur Folge haben.

Wir setzen fiir jeden Wert 1=1,2,...,n die folgenden Unglei-
chungen an:
(29) A g?zz < 17 ]"n—lgf—l < 17 R }’ICZZ < 17

l— l—
(30) o1& 1<—E, lz—2§z2—2<—4—‘2‘, ey 12@22<’§;7 /11512<i

mit den Ausdriicken

(Bl) &= + @+ -+ V% =2+t V5,5, ..., £ =2,
und den Iinschrinkungen

1 h!
(32) lyhkl = 2 ;}

Es ist einleuchtend, dafl diesen Bedingungen jedesmal nur eine endliche
Anzahl ganzzahliger Systeme =z, ,, ..., 2, entsprechen konnen. Unter
diesen wdhlen wir alle Systeme 9, 8,9, ..., 8@ aus, i welchen
5@, 88, ..., 8,9 keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben, und fordern jedes-
mal die Bedingung (1) fiir die betreffenden Systeme.

5*
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Die in solcher Weise bisher hervorgehobenen der Ungleichungen (I)
ziehen dann wotwendig die Gesamiheit dieser unendlich vielen Ungleichungen
nach sich.

In der Tat, es sei z, =s,%, ..., x,=s," ein ganzzahliges System,
welches nicht zu den eben hervorgehobenen gehort und wobei s, ..., s,®
keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben. Alsdann bestehen dafiir ins-
besondere mit den zu f gehdrigen Ausdriicken &, &, ..., §, nicht alle Un-
gleichungen (29), (30).

Wir nehmen erstens an, es sei dafiir ebwa 2,§,2>1 und » >1. Dann
folgt aus

f=a8"+ @6+ + 0,87

mit Riicksicht auf ¢, > 1,a,, und a,, > a,, sofort f > a,,.
Es seien sweitens fiir das beziigliche System in f simtliche Un-
gleichungen (29) erfiillt, und es sei & (<) der grifte Index, fiir den statt

der in (80) genannten Ungleichung vielmehr sich die Ungleichung
2,62 > %h bzw. §* > —i—, je nachdem % > 1 oder = 1 ist, einstellt. Dann

haben wir wegen ¢, > 4,a,, fiir das betreffende System =, ..., z, jedenfalls

(83) fl@y, s w) = %(an + gy A @)+ Qi Gy 4,83

Wir denken uns nun die Zahlen z,_ 4, .. ., z, festgehalten, statt der Zahlen
Xy, Ty_yy - - -, % aber, was offenbar moglich ist, nacheinander solche ganze
Zahlen z,% x* ..., 2,* gewihlt, dall die neuen dazugehorigen Ausdriicke
(31) die Bedingungen

B et ;

2

1 1

‘é‘".-.’ _2‘

1 1
27 2

IA
IA
IA

g71. -1 gl*

erfillen. Wir haben damit ein modifiziertes ganzzahliges System
x ¥ ..., o* erhalten, in welchem #* =z, ..., 2,* =z, keinen gemein-
samen Teiler > 1 haben, und welches nunmehr allen Bedingungen (29),
(30) geniigt, fiir das wir also bereits f > a,, voraussetzen. Jetzt folgt aus
(33) und (34), da stets a,; > g, ist,

F(@, o @) (2, 2,%) 2 ay
10. Wir konnen unser Endergebnis folgendermafBlen aussprechen:
Der reduzierte Raum B ist ein konvexer Kegel mit der Spitze im Null-
punkte f =0, der von einer endlichen Anzahl durch diesen Punkt laufender
Ebenen begrenzt wird.

(AN

§ 6. Die Kanten des reduzierten Raumes,.

1. Im ganzen reduzierten Raume B gilt a;, => 0; die Punkte darin,
fiir welche a;; > 0 1ist, entsprechen positiven Iormen; die Punkte darin,



Diskontinuitétsbereich fiir arithmetische Aquivalenz. 09

fiir welche a,, = 0 ist, erfiillen zugleich die Bedingungen a;,= 0, a;,=0,

e, 0y, =0 und bilden eine nur M;-l—) -fache Manwigfaltigheit auf der DBe-

grensung von B.
Die zur Charakterisierung des reduzierten Raumes dienenden Un-
gleichungen haben eine jede die Gestalt

(I: H) thkahk = 0,

worin die m,, gewisse gegebene numerische Koeffizienten vorstellen.
Daraus geht hervor:

Ist f eme reduzierte Form, so ist auch jedes Produkt cf, wo ¢ emen
positiven Faktor vorstellt, sind [ und g zwei reduzierte Formen, so ist auch
jede Verbindung (1 — 8)f + tg, wo 0 <t <1 ist, eine reduzierte Form.

2. Die allgemeinen Prinzipien iiber lineare Ungleichungen, welche ich
in meiner ,,Geometrie der Zahlen® § 19 dargelegt habe, ergeben folgende
Aufschliisse tiber die zur Definition des Raumes B wirklich notwendigen
von den simtlichen Ungleichungen (I) und (II).

Wir wollen eine nicht identisch verschwindende reduzierte Form ¢
eine Kantenform des reduzierten Raumes nennen, wenn es wicht moglich
ist, @ als Summe zweier reduzierter Formen darsustellen, die weder iden-
tisch verschwinden, noch positive Vielfache voneinander sind.

Liime Kantenform st vollstindig zw charalkterisieren als eine reduzierte

nn-4+1)
2

deren linke Seiten linear unabhingige Funktionen der a,, sind, mit dem
Zeichen = erfiillt sind.

Gelten uns die Formen, die Vielfache voneinander sind, als nicht
wesentlich verschieden, so gibt es nur eine endliche Anzahl wesentlich wver-
schiedener Kantenformen. Die Strahlen vom Nullpunkte nach ihnen bilden
die Kanten des reduzierten Raumes.

Von den Ungleichungen (1, I1) ist zur Definition des reduzierten Raumes
nur jede solche wesentlich, die mit dem Zeichen = eine Ibene liefert, welche
nint b

2

Form, fir welche unter den Ungleichungen (1, 1L) irgend — 1 solche,

— 1 unabhingige Kanten des reduzierten Raumes aufnimmt, d. h.
n®m 4 1)

soleche ————1 Kanten, durch die sich nur eine einzige Ebene legen

1aBt. Die so charakterisierten Ungleichungen bestimmen die Winde des
reduzierten Raumes. Alle iibrigen Ungleichungen (I, II) Lkinnen bei der
Definition des reduzierten Raumes als aus diesen Ungleichungen folgend
fortgelassen werden.

3. Wir greifen auf jeder Kanfte des reduzierten Raumes eine Form
heraus, etwa diejenige, fiir welche der erste von Null verschiedene unter den
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Koeffizienten ay, age, ..., a,, den Wert 1 hat. Wir erhalten auf diese
Weise eine endliche Anzahl vollig bestimmter Formen ¢, @,,..., p,.
Indem der reduzierte Raum ein konvexer Kegel vom Nullpunkte aus ist,
besteht alsdann der Satz:

Jede reduzierte Form f 13t sich (auf eine oder auf unendlich viele
Weisen) i die Gestalt
(35) [f=cpi+ G+ -+,
mit Koeffizienten ¢, ¢y, . . ., ¢,, die samtlich > O sind, setzen, und wmgekehrt
st jede Form, die sich in dieser Weise darstellen lipt, eine reduzierte.

§ 7. Die Nachbarkammern des reduzierten Raumes.

Wir beweisen in betreff der reduzierten Formen noch den Satz:

Die ganzzahligen Substitutionen von der Determinante - 1, welche fihig
sind, positive reduzierte Formen wieder in reduzierte Formen iiberzufiihren,
existieren nur in endlicher Anzahl.

Wir konnen diesen Satz auch folgendermafBlen aussprechen:

Im Gebiete der positiven Formewn grenst der reduzierte Raum nur an
eine endliche Anzahl von den dquivalenten Kammern an.

1. Es sei S:

T =S Y1+ Spala T - S (h=1,2,...,n)

eine unimodulare ganzzahlige Substitution? welche

[= 222, ng= 20,9,

tiberfiihrt, wobei beide Formen reduziert sind und a;; > O ist.

Wir haben dabei ‘
(36) F(S12r Sar - - +» Sni) = bz (k=1,2,...,n).
Ist die lefste der Zahlen s, Syy, . - ., S,z, die von Null verschieden ist, s,,,
so ergibt sich, da ihr absoluter Betrag mindestens 1 sein mul}, bei Ge-
brauch der friiheren Bezeichnungen ¢, in bezug auf f:

by = @y = Ay = Ay Wy
2. Daraus schliefen wir zunichst, daB fiir jeden Index 1 durchaus
. by = Ay (I=1,2,...,n)

sein muf.*)

Denn hitte man fiir einen Index I:

. by < Ay,
so wiirde daraus weiter
by L by <o X< 1,0, < Ay, 141 << A,a,

= n

*) Eine #hnliche Uberlegung findet sich bei C. Jordan, Journal de 'Ecole poly-
technique, T. XXIX, cahier 48, p. 127.
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hervorgehen und daher konnte keine GrofBe

Sipth=10,1+1,.. 0 k=1,2,...,0)
in ihrer, der k% Vertikalreihe die letzte von Null verschiedene Zahl
sein, d. h. diese GréBen miibten sdmilich Null sein. Sie bilden aber in
der Determinante der Substitution S die Elemente, die gleichzeitig in
bestimmten ! Vertikal- und # — [ 4 1 Horizontalreihen vorkommen, also
wire diese Determinante Null, wihrend sie 4- 1 sein sollte.

Ganz entsprechend wird, weil auch ¢ durch eine unimodulare ganz-
zahlige Substitution in f iibergeht, stefs '
(37) U = Dby (k=1,2,...,n)
sein.

3. Wir nehmen nun erstens an, fiir jeden Index k=1,2,...,n — 1
fande sich sfefs
(38) ber = Ao i1 k410
so folgt daraus vermoge (37) allgemein

) € = Ay 1 g1
und weiter
Uy = Ay 7R > A7F "y, (k=1,2,...,n).

Die zu den Zahlen x, = s,,,...,2, = S,; gehorenden Werte von §,,.. ., ¢,
erfiilllen dann nach (36) und da allgemein ¢,> 1,a,,=> 4,a,, ist, die Un-
gleichung

}'772]{@12"" &GPt + gng) <1,
und hieraus ist zu ersehen, daB fiir jede Vertikalreihe s,,,...,s,, von S
nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Systeme in Betracht kommen.

4. Ist die Annahme (38) nicht immer zutreffend, so sei I der grifte
Index, wofiir
(39) by 1,11 < Ay (=2
¢st. Wir haben dann nacheinander viererles Umstéinde in Betracht zu ziehen.

Erstens zeigt eine shnliche Uberlegung wie in 2., daB jedenfalls alle
Koeffizienten » ‘

Spth=01+1,..,nk=1,2,...,1—1)
Null sind. Die Substitution S kann also geschrieben werden:

Bp=Sp Y1+ + S Y1 F Su¥t ot S (h < 1),
Zp= ' ' Sulpt Tt Su,Yn (h =)
Jetzt ist
Typy= Sy Yr+ -+ Spi1¥1 (h=1,2,...,1—1)
eine unimodulare ganzzahlige Substitution von [ — 1 Variablen, und durch
sie geht die positive Form

f<x1)‘ st xl—-l? 07"'7 0) in g(yIU"'} yl—l? 07"'7 O)
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iber, wobei beide Formen reduzierte von I — 1 Variablen sind. Nehmen
wir den zu beweisenden Satz, der fiir Formen von einer Variable evident
ist, als bereits bewiesen fiir Formen mit weniger als » Variablen an, so
kommen danach zweitens fiir die Koeffizienten

S h=1,2,..,1—1; k=1,2,..,1—1)
nur eine endliche Anzahl von Systemen in Betracht.

Unsere Annahme tiiber die Zahl [ schlieft in sich, daB, falls I <n

ist, die Beziehunge
188, e aiehingen bkkz;{'nak+1,k+1 <k=l’l+1""’%_~1)

gelten, woraus wir vermdge (37) weiter
O = 4Ot 11 k=101+1,...,n—1)
a, > A g, > A2 (h=1,1+1,..,n—1,n)

und sodann

entnehmen; letztere Beziehung besteht auch fiir | =n, k = n.
Die Gleichung (86) fiir b, liefert daraufhin fiir die zu s,;, 8,4 35-.,8,;
gehorenden Werte ¢, &, 4, ..., §, die Relation

ln2k_2l+2<§z2+ Gt §n2> <L
Hieraus ist drittens zu ersehen, daB fiir die Zahlen
Srth=0L1+1,..,nk=1014+1,...,n)
nur eine endliche Anzahl von Systemen in Betracht kommen.
Endlich muBl ¢g als reduzierte Form insbesondere allen Ungleichungen
9y Yimas ez<k); e 6) = by (k=11+ 1,...,m)
geniigen, in welchen ¢® = 1, die anderen Zahlen ¢,® = 0 und y,,...,¥,_;
beliebige ganze Zahlen sind. Diese Ungleichungen kommen nach der
bereits festgestellten besonderen Gestalt der Substitution S auf die simt-
lichen Ungleichungen
F(@gynay @1y Sty o9 Sur) =1 (S1py-- ©3Si=1,> Sixs - - oS k=1,14+1,...,n0)
fiir beliebige ganze Zahlen z,, ..., z;,_, hinaus. '
Eine #hnliche Uberlegung, wie sie am Schlusse von § 5 zur An-
wendung kam, ergibt nun, daf hiernach die zu s, ..., s,.(k > 1) gehoren-
den Verbindungen §,_,, ..., § jedenfalls die Bedingungen

Lt )= ati gl (=1—1,..,1)

und umsomehr die Bedingungen

l—1
lngz?—1_—<—_ 4

poo MG T
erfiillen, und hiernach kommen wiertens auch fiir die Zahlen
Sxth=1,2,..,l—1; k=10,14+1,...,n)
nur eine endliche Anzahl von Systemen in Betracht.
Damit ist der zu fithrende Nachweis in allen Punkten erbracht.
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§ 8. Die Determinantenfliiche.

Der Raum der positiven Formen wird von der Fldchenschar D(f)=const.
durchzogen, deren einzelne Flichen jedesmal alle Formen f zu einem und
dem n#mlichen positiven Determinantenwert aufnehmen. Alle Fléchen
dieser Schar sind untereinander #hnlich und #hnlich gelegen vom Null-
punkte aus, so dafl es fiir die meisten Zwecke geniigt, von ihnen etwa die
eine Fliche D(f) =1 in Betracht zu ziehen.

Wir beweisen hier folgenden Satz:

Sind [ und g zwei verschiedene positive Formen von der Determinante
1 und st ¢t ein beliebiger Wert >0 und < 1, so hat die gleichfalls positive
Form (1 —O)f + tg stets eine Determinante > 1.

Wir konnen bekanntlich (sowie von den Formen f und g auch nur
eine positiv ist) immer eine lineare Transformation von der Determinante
1 mit lauter reellen Koeffizienten finden, wodurch f und g gleichzeitig in
Aggregate

a2+ o2’ e,z P+ B+ -+ B2
itbergehen, welche nur die Quadrate der neuen Variablen enthalten. Die
Determinante der Verbindung (1 — #)f 4 {g gewinnt dann allgemein den
Produktausdruck

A) = (o + t(By— 1)) (g + £(Be — t3)) = - - (&, + £(B, — ¢t,)),

und nach Voraussetzung ist

AO)=eey - a,=1, AQ)=pB - B,=1.

Nun erhalten wir

d*logA(Y) o ( fr — e )2___( fp— e, )2_
at? o + (B, — o) ctp + (B, — o)
Dieser Ausdruck fallt danach im ganzen Intervalle 0 <#<<1 stets <O
aus, d. h. die Kurve uw=1ogA(¥) in einer t, u-Ebene ist im Bereich 0 <t <1
stets konvex wvon der t-Achse fort. Mithin ist diese Funktion %, da sie an
den zwei Endpunkten des Intervalls = O ist, im Inneren desselben durch-
weg > 0, also ist hier stets A(f) > 1, was zu zeigen war.

Setzen wir '
0(1 - t)“h': @, ciff,=1b, (h =1,2,...,n),
wo ¢ ein positiver Faktor sei, so kommt die in betreff des Ausdrucks

A(t) bewiesene Ungleichung auf den Satz hinaus:
Sind ay, a,, ..., a, und b, by, ..., b, lauter positive Grifien, ohne daf3 man

Via, +b)(ag+ by) ... (a,+b)>Va,ay...a,-+ Vbb,...b,.
Das iiber die Fliche D(f) =1 gefundene Resultat konnen wir auch
folgendermaflen ausdriicken:
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Konstrusert man in irgendeinem Punlte der Determinantenfliche D(f) =1,
welcher einer positiven Form [ entspricht, die Tangentialebene an diese
Iliche, so liegt im ganzen DBereiche der positiven Formen diese Fliiche, ab-
gesehen wvom DBeriihrungspunkte, vollstindig auf der dem Nullpunkte ab-
gewandten Seite der FEbene.

Indem wir diese Lage der Tangentialebene an D(f) = const. durch
einen Punkt f in bezug auf irgendeinen zweiten Punkt g der Fliche in
eine Formel fassen, kommen wir auf Grund der schon oben verwandten
gleichzeitigen Transformation von f und g in Aggregate von Quadraten zu

(40) i<%+fc_z+...+&)>”@;&,

n o, oy Oy ... 0,
d. i. einfach zu der bekannten Ungleichung zwischen dem arithmetischen und
geometrischen DMittel von n positiven, nicht lauter gleichen Grifen.

Kiirzer kénnen wir den Charakter der Fliche D(f) =1 noch dahin
schildern:

Die Determinantenfliche D(f) =1 ist im Gebiete der positiven Formen
iiberall konvexr wnach dem Nullpunkte zu.

§ 9. Das Problem der dichtesten gitterformigen Lagerung von Kugeln.

1. Fiir den Koeffizienten a,, einer positiven reduzierten Form f haben

wir stets ‘
[(@1y By, - -5 ) 2 gy,

wenn &, &, - . ., %, ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler > 1 sind, und
diese Ungleichung tibertrigt sich sofort auf beliebige Systeme von ganzen
Zahlen 2, %,,...,%,, die nur nicht sdmtlich Null sind. Danach ist a
die Fleinste durch die Form [ mittels ganzer, nicht simtlich verschwindender
Zahlen darstellbare Grofe. Wir nennen diese GroBe das Minimum der
Form f und schreiben sie M (f); sie ist (wie die ganze reduzierte Form)
offenbar eine Imvariante der Klasse f.

2. Aus den Ungleichungen (14) und (15) in § 5 (nach der GroBen-
folge von a,y, Gy, ..., a,, und der oberen Begrenzung ihres Produktes
mit Riicksicht auf die Determinante) entnehmen wir

(41) D(f) = A,(M(f))"
DL(f)

Danach iiberschreitet w——"-— niemals eine gewisse nur von n abhdingende Grenze.

D (f)

Es ist nun durch Hermite die Frage nach dem prazisen Maximum
der Werte dieses Quotienten gestellt worden.
Korkine und Zolotareff*) definierten:

*} Mathematische Annalen, Bd. 6 und Bd. 11.
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FEine positive quadratische Form [ mit n Variablen soll eine extreme
Form (ihre Klasse eine extreme Klasse) heiflen, wenn bei den infinitesimalen
Variationen der Form der Quotient DL(f) T/m niemals zunimmt.

Da wir bei den Variationen durch bloBe Multiplikation der variierten
Form mit passendem Faktor den Wert des Minimums konstant erhalten
kénnen, so diirfen wir auch sagen:

Eine positive Form ist extrem, wenn bei keiner infinitesimalen Varia-
tion der Form, welche das Minimum wungedndert lift, die Determinante ab-
nehmen kann.

3. Den extremen Formenklassen kommt eine bemerkenswerte geometrische
Bedeutung zu.

Bringen wir eine positive quadratische Form f(z,, z,, ..., z,) auf die
Grestalt

f=g12+522+ R §n2;
so daB §,,&,...,&, n reelle lineare Formen in 2, ,,...,%, sind, und
deuten &, &, ..., &, als rechtwinklige Koordinaten in einem Raume 3, von
n Dimensionen, so kénnen wir £<{1 als eine n-dimensionale Kugel vom
Radius 1 in diesem Raume bezeichnen. lhr Volumen in &, &,,..., & ist

n

72

()

Die Punkte z; = my, 2, = my, ..., 2, = m

V=

., Welche ganzzahligen Werten
My, Mg, . . ., m, entsprechen, bilden in dem Raume R, ein parallelepipedisches

Punltsystem (Gitter) mit der Dichtigkeit Vli)m - Nimlich die einzelnen
Parallelepipede
m,;——-;«_g_xhémh—{—%« (h=1,2,...,n)

mit diesen Punkten als Mittelpunkten erfiillen in ihrer Gesamtheit den
Rauwm R, Uickenlos, sind untereinander kongruent wund enthalten jedesmal

Die n-dimensionalen Kugeln vom Radius ?VM () um diese einzelnen

Gitterpunkte werden nun, nach der Bedeutung von M (f), derart liegen, daf
sie untereinander nur in Punkten der Begrenzung zusammenstoflen. Infolge-
dessen wird insbesondere

(42) 7 (LVIL) < VDD

gelten, eine Ungleichung, die den Charakter der Ungleichung (41) triigt,

aber jener vorzuziehen sein wird, wie 4, in § 5 festgesetzt wurde.
Halten wir nun die Bedeutung der Koordinaten £, &, ..., &, in R,

fest und variieren die Koeffizienten von f derart, dall M(f) wunverdindert
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bleibt, so bleiben diese Kugeln hier in ihrer Gréfle sowie in dem Cha-
rakter, nicht ineinander einzudringen, erhalten, es #ndert sich nur das
parallelepipedische Gitter ihrer Mittelpunkte.

Die Frage nach dem Maximum von M(f): il/ﬁ(fj oder den extremen
Formenklassen ist danach, geometrisch gefaBt, gleichbedeutend wmit der
Irage nach den dichiesten gitterformigen Lagerungen wvon lauter gleichen
Kugeln im Raume von n Dimensionen.

§ 10. Bestimmung der extremen Formenklassen.

Fine Reihe interessanter Eigenschaften der extremen Klassen haben
bereits Korkine und Zolotareff nachgewiesen. Auf Grund der hier
entwickelten Reduktionsmethode der positiven Formen 148t sich die Theorie
der extremen Formen in sehr befriedigender Weise zum Abschlufl bringen.

1. Ich bezeichne eine reduzierte Form als eine extreme Form in
bezug auf den reduzierten Rawm, wenn bei allen denjenigen infinitesimalen
Variationen der Form, wobei die Form im reduzierten Raume verbleibt, der

Quotient n]_”»—i—fi niemals zunimmt.
VD)

2. Ist f eine positive Form und legen wir an die durch f laufende
Determinantenfliche D(f) = const. im Punkte f die Tangentialebene, so
liBt nach dem Satze in § 8 diese Ebene die Fliche im Gebiete der posi-
tiven Formen (und vom Punkte f selbst abgesehen) ganz auf der dem
Nullpunkte abgewandten Seite liegen. Also wimmit in dieser Tangential-
ebene beim Fortgang vom Punkte [ aus die Determinante stets ab.

3. Wenn nun [ reduziert ist, aber wichi gerade eine Kantenform des
reduzierten Raumes vorstellt, so konnen wir f als Summe zweier posi-
tiven reduzierten Formen ¢, ¢ darstellen, die nicht Vielfache voneinander
sind. Es seien dann ¢¥*, ¢* diejenigen Vielfachen von ¢, ¥, welche in
die genannte Tangentialebene fallen, so liegt f énnerhalb der geradlinigen
Strecke von ¢@* nach ¥ Nun wdchst entweder beim Fortgang von f aus
nach einer Seite dieser Strecke hin der Koeffizient a,,, oder er ist auf dieser
ganzen Strecke konstant, also wire es immer mdoglich, f so zu variieren,
da D (f) abnimmt wund gleichzeitig I/ (f) mnicht abnimmt, mithin

M(f): VD(f) wichst, und f wire jedenfalls keine extreme Form in bezug
auf den reduzierten Raum.

Wir erhalten demnach das Resultat:

Line extreme Form in bezug auf den reduzierten Rauwm kann nur eine
Kantenform in diesem Raume sein.

4. Jetzt sei f = (a,,) eine positive Kantenform des reduzierten Raumes
und extrem in bezug auf diesen Raum, und wir legen wieder die Deter-
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minantenfliche durch f und daran die Tangentialebene im Punkte f. Ist
g = (b,,) eine beliebige andere positive Kantenform dieses Raumes und cg
dasjenige Multiplum von g, welches in jene Tangentialebene fillt, so darf
beim Fortgang auf der geradlinigen Strecke von f nach cg hin das Mini-
mum weder zunehmen noch konstant bleiben, d. h. wihrend

3Ly, — i)

ist, muB gleichzeitig ¢b,; < M(f) = a,, sein, oder also es mup

0D(f> by
(43> %Dov)Z 0“/ hk> a

sein.

5. Erfiillt andererseits eine positive Kantenform [ des reduzierten
Raumes in bezug auf jede andere positive Kantenform g dieses Rawmes die
vorstehende DBedingung (43), so ist in der Tat [ eine extreme Form in
bezug auf den reduzierten Raum.

Denn fiir jede nicht wesentlich positive Kantenform g des reduzierten
Raumes gilt diese Ungleichung (43) ohne weiteres (vgl. die Ungleichung
(40)); fiir f selbst an Stelle von ¢ gilt die aus (43) durch Anderung des
Zeichens > in = hervorgehende Beziechung; und nach der in (35) ge-
fundenen Darstellung jeder beliebigen reduzierten Form als Aggregat
Seg aus Kantenformen wiirde dann diese Ungleichung (48) tiberhaupt
fiir jede beliebige reduzierte Form g hervorgehen, die nicht ein bloBes
Vielfaches von f ist.

In dieser Allgemeinheit aber besagt die Ungleichung (43) in der
Tat, daB bei jeder infinitesimalen Variation von f, wobei die variierte
Form im reduzierten Raume verbleibt und auch nicht bloB auf dem

Strahle vom Nullpunkte aus durch f sich bewegt, die GrioBe %2 stets
abnimmt. VDu)

6. Soll nun eine Klasse [ eine extreme sein, so ist jedenfalls notwendig,
daf3 jede einzelne in der Klasse vorhandene reduzierte Form eine extreme
Form in beaug auf den reduzierten Rawm ist. Es gilt aber auch die Um-
kehrung hiervon und erlangen wir damit folgendes Charakteristikum der
extremen Klassen:

Fine positive Formenklasse f ist nwur dann und tmmer dann eimne
extreme Klasse, wenn jede einzelne reduzierte Form der Klasse eine extreme
Form in bezug auf den reduzierten Rauwm ist.

In der Tat, es sei fiir die Klasse einer positiven Form f—=_Su,,,,
die hier genannte Bedingung erfiillt. Wir bestimmen jede existierende
unimodulare ganzzahlige Substitution S, welche [ in eine reduzierte Form
iberfiihrt.  Wir bestimmen weiter jedesmal fiir die sich durch die Sub-
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stitution S ergebende reduzierte Form g = >b,,v,v, eine positive GroBe e

folgender Art: Das Gebiet aller Formen g% = (b, + ¢,,)¥,9,, fir welche
alle Betriige |¢,,| <&, sind, soll, soweit es in den reduzierten Raum
hineinfillt, dort nur solche Seitenwinde dieses Raumes treffen, die auch
g enthalten, und, auBer auf der Kante vom Nullpunkte durch g, tiberall

kleinere Werte der Funktion I (f) Zi/m als im Punkte ¢ darbieten.

Wir ermitteln endlich eine positive GroBe 0 derart, daB alle Formen
>0,,2,%,, wobei die Betriige |0,,| < 0 sind, durch die Substitutionen S
nur in solche Formen >',,y,y, iibergehen, in denen dann die Betriige
| &3] << &g sind.

Alsdann kann der ganze Bereich der durch f*= 3(a,,+ 0,),2,
mit den Bedingungen |0,,| <0 dargestellten Formen in den einzelnen,
mit dem reduzierten Raume B #quivalenten Kammern B, denen f an-
gehort, immer nur solche Winde treffen, die auch f enthalten, und kann
daher nicht aus diesen Kammern B, heraustreten. Hs gibt daher zu
jeder solchen Form f* wenigstens eine von den Substitutionen S, welche
sie gleichzeitig mit /' in eine reduzierte Form iiberfithrt, und danach wird
in diesem ganzen Bereiche, auBer auf dem vom Nullpunkte aus durch f

gehenden Strahl, die Funktion 2 (f) :?/D(f) stets kleiner als in f sein.

7. Diejenigen positiven Kantenformen auf der Fliche D (f) =1,
welche den allergroBten Wert von a,, haben, reprisentieren notwendig
extreme Klassen und bestimmen die prdzise obere Grenze aller Werte von

M(f): VD).

§ 11. Die biniiren, terniren, quaterniiren Formen.

Auf Grund der Ergebnisse des § 5 und § 6 konnen wir fiir jeden
Wert »n die Seitenwinde und die Kanten des reduzierten Raumes angeben
und koénnen wir nunmehr auch alle extremen Formenklassen ermitteln.

1. Man findet beispielsweise, daf in den Fillen n = 2,3, 4 bereits

diejenigen Ungleichungen
(80, 8,5 8) Z (I=12,...,n),

worin s, =1 und die iibrigen Zahlen s, = 4+ 1 oder zum Teil = O sind,
alle iibrigen der Ungleichungen (I) nach sich ziehen.
Nimlich aus diesen besonderen Ungleichungen ldft sich dann bereits
allgemein
f(my, my, ..., m)=>a,
fiir jedes beliebige System wvon ganzen Zahlen wmy, my, ..., m,, wobel
My My, q, « -y M, Wicht similich Null sind, erschlieBen.
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Da wir uns vorbehalten konnen, von den Substitutionen

Ty=tYy, Tp==LYs; -+, =2 Y,
Gebrauch zu machen, geniigt es, die hiermit behauptete Tatsache fiir den
Fall einzusehen, daB m,, m,, ..., m, simtlich > 0 sind. Andererseits
dirfen wir bei dem Nachweis dieser engeren Tatsache die entsprechenden
Ungleichungen fiir die kleineren Werte des 7 bereits als sichergestellt
annehmen, so daf wir tiberhaupt nur noch Werte m;, my, ..., m,, die
samtlich > O sind, und dabei den Index 7= # in Betracht zu ziehen
brauchen.

Unter den positiven Werten my, my, ..., m, sei m; der letzte wvon
kleinstem Betrage. Wir setzen w, = m;, wenn h ==j ist, und u; = 0, da-
bei wird immer

m, — u, >0, m, —u, >0
sein, und die % Argumente m, — u, erscheinen gegeniiber den Argu-
menten m, verringert bis auf eines, das unveréindert geblieben ist. Nun
haben wir:

f(mi}mm"'7mn)""f<ml"‘"“17 Mg — Ug, « -+, mn"'u’n)

=m2(fd,1,...,1) —a;) + th(mh — my) mj]%“hk’
J

und die rechte Seite hier erweist sich durch f(1,1,...,1) > a,;, und
durch die Ungleichungen a,, + 24a,, >0 in Anbetracht von n <4 als
>0, so daB
f(mu Mgy v ey mn) zf(ml—" Uy Mg — Ugy - ooy My — un)
folgt. Damit ist hier eine Rekursionsformel gewonnen, die durch einen
InduktionsschluB sofort den verlangten Beweis liefert.
2. Stellen wir eine Form [ durch das quadratische Schema ihrer

Koeffizienten dar, so sind in den Fillen n = 2,3, 4 die positiven Kanten-
formen mit M(f) = 2:

2 1 1) (2,1,1,1) 2,0,0,1

(2,1 1’2’1 L2451 10,201
b ] b ?

l1,2 19 1,1,2,1 0,0,2,1

> 1,1,1,2 1,1,1,2

sowie die diesen dquivalenten reduzierten Formen;  die bestiglichen Deter-
minanten sind
3,4,5 und 4.

Alle diese Formen sind extreme Formen. Im vierdimensionalen Raume
existieren danach zwei wesentlich verschiedene dichteste gitterformige
Lagerungen von lauter gleichen Kugeln.

Die nicht wesentlich positiven Kantenformen erhélt man bei der
Schreibweise hier aus den positiven Kantenformen fiir die geringeren
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Variablenzahlen durch Vorsetzen so vieler aus lauter Nullen bestehender
Horizontal- und Vertikalreihen, daB quadratische Systeme von # Reihen
resultieren.

3. Auf die Fille n =5 und % =6 bin ich in einem Aufsatze in
Crelles Journal, Bd. 101 (diese Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 217) einge-
gangen. Fiir n =05 haben Korkine und Zolotareff die extremen
Formenklassen in den Mathematischen Annalen, Bd. 11 bestimmt.

§ 12. Yolumen des reduzierten Raumes bis zur Determinantenfiiiche.

Unter dem Volumen eines Bereichs in der Mannigfaltigkeit A der
nmn -

quadratischen Formen verstehen wir den Wert des n® 1) fachen Integrals.

2
ff_fdalldam...dam,

erstreckt iiber diesen Bereich.

1. Es sei D irgendein fester positiver Wert. Wir wollen den Satz
beweilsen:

Dasjenige Gebiet B(D) des reduzierten Rawmes, wn welchem D(f) < D
gilt, welches also in bezug auf die Determinantenfliche D(f) = D auf
der Seite des Nullpunktes liegt, besitet ein bestimmies endliches Volumen.

Da die einzelnen Gebiete dieser Art, welche zu verschiedenen Werten

D gehoren, untereinander homothetisch vom Nullpunkte aus sind, so wird
n+1 -

das fragliche Volumen einen Ausdruck v,D ? haben, wobei v, eine nur
von 7 abhéingende Konstante sein wird.
2. Wir bezeichnen mit B(D, &) den Teil des reduzierten Raumes, worin

Df)<D, ay=¢
gilt, unter & eine positive Grofe verstanden. Diese Ungleichungen in
Verbindung mit den Ungleichungen
(44) U Ly <o Ly T 20 S g (h<k),
(40) A0y Ogg - - - @, < D(f)
fiir eine reduzierte Form liefern obere Grenzen fiir die Detrige aller Ko-
ordinaten i B(D, ¢), und kommt daher diesem Bereiche B(D, ¢) ein be-
stimmtes endliches Volumen zu.

3. Ist nun &> & >> 0, so umfabt B(D, &¥) das Gebiet B(D, &) und
in der Partie, mit welcher B(D, &*) iiber B(D, ¢) hinausragt, gilt erstlich:

1
e lay < e, l%k'é?au (k=2,3,...,m), a,=0,

0D
A Qs %1(_? <D,
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n

und ist darin zudem Su,,%,%, eine Form von n —1 Variablen mit der
2

0 D(f)

Determinante ———~, welche alle Bedingungen einer reduzierten solchen

00y,
Form erfiillt.

Nehmen wir nun das zu beweisende Resultat als bereits sichergestellt
fiir den Fall von » — 1 Variablen an, so vergréfert sich hiernach beim
Ubergang von B(D, &) zu B(D, &*) das Volumen dieses Bereichs gewiB
um weniger, als der Wert des Integrals

1
-1
? a’ﬁ 'U” —1(

iiber den Bereich 0 < a;; < ¢ betriigt, d. i. um weniger als

D 2

Vp-152 D2,
n,lf
Daraus folgt, daf das Volumen von B(D, &) mit nach Null abnehmen-
dem & einer bestimmien endlichen Grenze zustrebt, welche eben das Volumen
von B(D) definiert.
Nachdem so die Existenz der Konstante v, erwiesen ist, kdénnen wir

hinzusetzen:
Das Volumen von B(D,¢) ist

nt1 ntt r o
(46). <v,D? wund >wv,D? —9,62D?,
wo ¥, zur Abkiirzung fiir —;— v, 1A, % steht.
4. Wir bemerken ferner:
Das durch
(47) -D§D<f)§1)*7 Ay = &

definierte Giebiet des reduzierten Raumes, wobei 0 < D < D* und ¢ >0
sei, hat ein Volumen, das

n

n--1 n—-1 — ( n-f1 n+1)

(48) <Un(D*T— D 2 ) and >| v, —d, 821 D¥2 _D 2

D?2.
ist.
Das Gebiet (47) ndmlich ist ganz enthalten in dem Teile
D < D(f) < D*
des reduzierten Raumes, woraus die obere Grenze in (48) hervorgeht.
Andererseits enthilt jenes Gebiet ganz das Gebiet

DéD(f)éD*) q‘f)*=_8___< “11’

Minkowski, Gesammelte Abhandlungen. IL 5
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des reduzierten Raumes. Das Volumen des letzteren Gebiets ist das

nti ntily nflt
(D* 2 —D 2 ):D 2 _fache des Volumens des Gebiets
(49) D)< D, o<
VD)

vom reduzierten Raume, da die durch die letzteren Bedingungen bei
festem & und verschiedenen Werten D definierten Gebiete homothetische
Kegel vom Nullpunkte aus darstellen. Das durch (49) bestimmte Gebiet
des reduzierten Raumes endlich enthiilt ganz das Gebiet B(D,s), woraus
die untere in (48) genannte Grenze hervorgeht.

§ 13. Verwendung Dirichletscher Reihen.

Wir werden nunmehr zur Ermittlung des Volumens v, wesentlich
diejenigen Methoden heranziehen, auf welche Dirichlet die Bestimmung
der Klassenanzahlen in der Theorie der binidren Formen gegriindet hat.
Wir werden an Stelle des Volumenintegrals tiber den Bereich B(D) das
Integral einer gewissen Funktion iiber diesen Bereich betrachten, welche
in einem {iberwiegenden Teile dieses Bereiches angenéhert gleich 1 ist, und
vermdge des Ausdrucks dieser Funktion wird eine Zurlickfiihrung der Be-
stimmung von v, auf diejenige von v,_; gelingen.

1. Es seien &, G und ¢ positive GroBfen; wir werden schlieBlich unter
Forderung eines gewissen Zusammenhanges unter ihnen G fiiber jede
Grenze wachsen, ¢ und ¢ nach Null abnehmen lassen. Wir setzen bereits

o< %, G > ¢ und etwa ¢ <1 voraus.
Wir haben es hier mit dem folgenden Ausdrucke zu tun:

1

1 g
4 -+ —
(50) o) = oD " ) -

—t0

(F @y ey 0,)) 2
Darin bedeute f(xy,...,,) =D 0,,%,%, eine positive reduzierte quadratische
Form von n Variablen, D(f) ihre Determinante und die Swmme soll iiber
alle diejenigen Systeme wvon ganzen Zahlen x,,...,x, erstreckt werden,

welche die Ungleichungen
(51) e < (@) < G

erfiillen und wobei x,, . . ., x, keinen gemeinsamen Teiler > 1 haben.

2. Es bedeute andererseits W(f) den Wert des Ausdrucks (50), wenn
darin die Summe ausnahmslos tiber alle existierenden ganzzahligen Systeme
@y, ..., a, erstreckt wird, welche den Bedingungen (51) gentigen. Wair
lassen also bei der Definition von V¥ (f) die Bedingung fallen, daf z,,...,z,
relativ prim sein sollen.
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Wir erinnern noch an die in § 7, 1. gefundene Tatsache:

Sind zy, . . ., z, gonze Zahlen =0, ..., 0 und ist darunter xz, die letzte
von Null verschiedene Zahl, so fillt dafiir

f(xli . '7“’11) 2 }’nahh

" 3. Die Untersuchung des Ausdrucks W(f) griinden wir auf folgende
Tatsachen.

aus

Deuten wir #,, . . ., z, als Koordinaten eines Punktes in einem #%-dimen-
sionalen Raume $N,, so stellt

(52) @y, o) < T,
wenn 7 eine positive Konstante ist, das Innere eines n-dimensionalen

Ellipsoids in diesem Raume vor. Das Volumen wn x,, ..., xz, hat fiir dieses
Ellipsoid den Wert

vz

wobei
, 5 5]
" 7 n (n n N —
r(i+g)  3G-0)- G-
das Volumen einer n-dimensionalen Kugel vom Radius 1 vorstellt
(vgl. § 9).
Wir bemerken ferner, dal der Wiirfelbereich

1 1 1 1
den Ungleichungen (44) zufolge villig in das Ellipsoid
1
(56) f(xu-“; xn) é@(—%;—)ann

zu liegen kommt.

Auf Grund dieser Umstinde erhalten wir eine approximative DBe-
stimmung fiir die Anzahl derjenigen ganzzahligen Systeme (Gitterpunkte)
Ly, ...y &, welche die Bedingung (52) erfiillen.

Wir konstruieren ni#imlich um jeden einzelnen der betreffenden Gitter-
punkte als Mittelpunkt einen Wiirfel mit Seitenflichen parallel den Koor-
dinatenebenen und von der Kantenlinge 1, d. i. jedesmal den Wiirfel, der
durch Parallelverschiebung des Wiirfels (56) vom Nullpunkte nach dem
betreffenden Gitterpunkte entsteht.

Da wir jeden dieser Wiirfel durch ein dem Ellipsoide (55) homologes
Ellipsoid umschlieBen konnen, f&llt der gesamte Dereich dieser Wiirfel
vollig in das Gebiet des Ellipsoids

Fa, o)< (VT +])/ 2, )

6:1%
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hinein. Alle jene Wiirfel dringen nicht gegenseitig ineinander ein und
sind je vom Volumen 1. Danach ist die Anzahl der fraglichen Gitter-

punkte sicher
Y o n(n 1) *
<V (vVT+ Vs “nn) ’

Wir schreiben zur Abkiirzung

{0V 1) -,

und wir koénnen behaupten:
Die Anzahl der ganzzahligen Auflosungen wvon
f(xly"'7xn)<T

ist, wenn T > 4,a,, 1st, sicher

nn

L (gt L)
A .

Andererseits tiberzeugen wir uns davon, daf die vorhin konstruierten

Wiirfel, falls T > nrt1), ist, gewif3 das Gebiet des Fkleineren FEllipsoids

8 nn

i nn—-1)  \2
vollig iiberlagern, und hieraus leiten wir die folgende andere Tatsache her:
Die Anzahl der ganzzahligen Auflosungen von
flag,..,2,)<<T
ist, sicher

(57) <

ist, wenn T > 4,0

nonn

n 1 n—1
1 Y Y
58 T2 —x (2 :T 2 ).

Aus den beiden in (57) und (58) enthaltenen Grenzen entnehmen
wir weiter:

Ist T > A,a,, und t ein Wert > 1, so liegt die Anzahl der ganzzahligen
Systeme z, . . ., x,, welche die Ungleichungen
T< [y, ) < Tt

befriedigen, jedenfalls innerhalb der zwei Grenzen

n?

n

s 3 n ~1 1 o=t
((F =) % s (7 1) (R, )T T 7).

VD(f)
4. Wir fassen sundichst diejenigen Glieder aus W(f) zusammen, n
denen > 4,a,, wnd dabei jedenfalls auch f > & ist. Es sei T, die groBere
der zwei unteren Schranken & und 1,a,, (bzw. ihr gemeinsamer Wert).
Auf die letzte Angabe gestiitzt, konnen wir das ganze Aggregat der be-

treffenden Glieder aus ¥(f) sofort in zwei Grenzen einschlieBen.

(59)
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Es sei G > 1,a,,. Wir setzen G = T ¢, so dall der Exponent ! eine

positive ganze Zahl und der Wert ¢ > 1 wird, und wir teilen das Intervall

T,<f< G durch Einschalten von T¢,..., T, {1 in die I Intervalle
T,<f<Tpt,.. BT 1<f<@.
Wir bestimmen fiir die einzelnen Intervalle nach (59) eine obere
(bzw. untere) Grenze der Anzahl der ganzzahligen Systeme x,, ..., z,, fiir

*rY¥nd
die f in das Intervall fillt, und ersetzen in den Nennern der betreffenden

Glieder aus VW(f) die Grofe f(zy,...,z,) durch die untere (bzw. obere)
Grenze ‘des Intervalls. Dadurch erhalten wir eine obere (bzw. untere)
Grenze fiir jenes Aggregat aus W(f).

Wir finden zundichst, daf3 jener Anteil aus V(f)

n

n—1 1 1 1 o
60) <75 (o= go) Falt D T (= ) OO
(1_‘(7) 1— T? G*
¢ Iio n
¢
25t.

5. Es sei D eine feste positive Grofle. Wir denken uns augenblicklich [
speziell im Bereiche B(D, &) gelegen. Dann ist also a,; > ¢ und aus (44)

und (45) folgt
e D) <D, e, < a1

nonn

Wir verfiigen ber dem beabsichtigten Grenzprozesse

(61) lime=0, lime¢=0, lim G=oc0
viber @, & G derart, dafi dabei
(62) limeg =1, limGE-7=0

wird. Alsdann wird auch lim 7 =1 sein.
Ferner konnen wir ! als ganze Zahl abhingig von &, ¢ und G' noch

derart einrichten, dafl hierbei
1 6l
log¢ o6(ogG—1logT,)

nach unendlich, aber ;— Tog? nach Null konvergiert. Dann konvergiert also

log ¢ nach Null, mithin ¢ nach 1. Infolge dieser Umstinde konvergiert der
Term mit %, in (60) nach Null. In dem ersten Term mit dem Koef-
fizienten p, ist der Faktor

n
2

6 (¢

1\

(=

wo t* einen Mittelwert zwischen 1 und ¢ bedeutet, und Fkonvergiert dieser
erste Term in (60) nach % P

e I
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Die analog herzustellende untere Grenze des fraglichen Anteils aus
Y (f) wird von dem Ausdrucke (60) her dadurch gewonnen, daf der zweite
Term subtraktiv statt additiv genommen und beiden Termen noch der Faktor

¢ 2__arhinzugesetzt wird. Es leuchtet ein, daf unter den angegebenen Vor-
aussetzungen diese unlere Grenze ebenfalls nach dem Werte -;i v, konvergiert.

6. Wir haben weiter diejenigen Terme des Ausdrucks W (f) abzuschétzen,
i welchen [ zwar > &, aber < i, a, . ausfillt. Da die Konstante 1,<<1
und @;; das Minimum von f ist, wird in allen Gliedern von ¥(f) stets
f> 4,0, sein.

Wir nehmen alle digjenigen Glieder aus W(f) zusammen, soweit solche
iiberhaupt vorhanden sind, in welchen

i “m<}

" 8: flag,...2,) < Ay i1, 011

gilt, wobei h eine der Zahlen 1,2,...,72 — 1 sein kann. Ks sei 7, die
groBere der zwei GroBen 1,a,,, ¢ bzw. ihr gemeinsamer Wert. Wegen
[ < Ay @iy, 41 miissen hierbei notwendig ;. ., . .., z, simtlich Null sewmn;
das ganze Aggregat der in Rede stehenden Glieder ist daher sicherlich
kleiner als der Wert der unendlichen Reihe

1 + o
142 .
@)t S .
(fa,...,2,,0,...,0)2
erstreckt tiber alle vorhandenen ganzzahligen Systeme z, ..., «,, bei welchen

Théf(xjj A xh? 07 e O)

Wir iibertragen das in der Formel (59) entwickelte Resultat auf den
Fall von Formen mit % Variablen, und wir finden die Anzahl derjenigen
ganzzahligen Systeme z,, ..., z,, fir die eine Hinschrinkung

Tt Sf @, vy @yy 0,0, 0) < T 01 (G=0)
statthat, unter # eine fest angenommene positive Konstante (etwa 2) ver-
standen, kleiner als eine GroBe

ist.

Ji
2
py (1,¢%)
B ’
Vatgs .-y
worin p, eine gewisse nur von / abhéngende positive Konstante vorstellt.
Das Aggregat der in Rede stehenden Terme ist dann sicher
1 o =
Vh

5+
<e(D(N* "

n—h

1 [0 2 e ——
1— >Th g+ V“u“n---“bh
n—nr

PP +o
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Hierin machen wir im Nenner von

n—h—1 n—h—1 1 n—

+U +¢7

2 3 2
Ap l’ Qyg Qg v - - Gy = &’ Ay, V“u Qgs ahh = &’ 22%1

Gebrauch, und mit Riicksicht hierauf kommen wir soglelch zu dem Er-
gebnisse:
Das Aggregat aller Terme in W (f), welche den Bedingungen

e < flay, ..., o, <o,

entsprechen, 1ist

1 o
DyN: "
(63) <u, 20
— 4 ==
82 a112

worin w, eine gewisse nur von n abhdngende Konstante bedeutet.

7. Wir setzen jetet wieder die Form [ speziell im Gebicte B (D, ¢)
gelegen voraus, so daB D (f) < D, a, = ¢ ist.  Wir verfiigen iber ¢ im
Zusammenhang mit & noch so, daf3 fiir lim & = O auch

¢
lim (T"_) =0
g2 )

wird. Dabei wird von selber auch

log (&%) = (6 .s__;i> (e% log e)

nach Null, also &” nach 1 konvergieren. Der vorstehende Ausdruck (63)
wird nunmehr fiir die Form f nach Null konvergieren, und wir gelangen
zu dem Resultate: v

Liegt  wm Gebiete B(D,¢), so lift sich der Wert von W (f) in zwes
Grenzen einschliefien, die unter den Voraussetzungen '

c
(64) lim e =0, hm( ;b)——() lim G-°= 0
: ¢

beide zugleich nach dem Werte Lyn konvergieren.

8. Es sei ¢mmer noch f speziell in B(D, &) gelegen. Um von dem
Ausdrucke ¥ (f) zu dem fiir uns eigentlich notwendigen Ausdrucke & (f)
zu kommen, wollen wir mit ¥, den Wert des Ausdrucks (50) bezeichnen,
wenn darin die Summe iiber alle solchen, den Bedingungen ¢ < f << G ent-
sprechenden ganzzahligen Systeme x,, . .., x, evstreckt wird, ber denen x,...,x,
scimitlich durch eine bestimmie positive Zahl d teilbar sind. Bei Werten d,
fiir welche d?¢ > G ist, wird es Systeme z,...,x, der eben bezeichneten
Art tiberhaupt nicht geben und ist daher W;,= O zu setzen. Die vorhin

behandelte Swmme W () kommt auf dic Summe W, hinaus.
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Wir gelangen nun von ¥, zu der von uns gesuchten Summe o (f),
indem wir, der Reihe der Primzahlen 2, 3 5,... folgend, aus dem Aggre-
gate W, sukzessive alle diejenigen Terme aussondern, in denen z,,..., 2,
simtlich durch 2, oder doch stimtlich durch 3, oder doch simtlich
durch 5, usf. aufgehen.*)

Danach ergibt sich

(65} db(f) = Iljli_ Wy— (Vs — Vo) — (W= VWio—Wis + W) — -+ .
Die Bildung dieser Reihe ist am besten dahin zu beschreiben, dafB
das iiber alle Primzahlen p = 2, 3, 5, . . . zu erstreckende unendliche Produkt

o0 JT(1-2) =1t (G-t~ (b i i)~

entwickelt und jedem in dieser Entwicklung auftretenden Gliede 4- ?;—8 ein

Glied -+ ¥, mit dem ndmlichen Vorzeichen 4 in der Reihe (65) zuge-
ordnet wird.

Bs sei hier s =n + 26, so ist die Reihe (66) absolut konvergent
und ihr Wert das Reziproke der tiber alle positiven ganzen Zahlen er-
streckten Summe

1 1 1
(67) S=1++ o+t

Setzen wir in den Gliedern von V¥, die Variablen z, = dy, an, so
wird darin f(z,...,2,) = &*f(yy, ..., y,), und da fin B (D, ¢) liegen soll,
das Minimum von f also nach Voraussetzung > & ist, so haben wir in ¥,
die Summation {iber alle ganzzahligen Systeme ¢,,...,y, zu erstrecken,
fir welche

8§f(y1,---,yn)<%
wird.

Wir denken uns nun d* als ganze Zahl, abhingig von ¢, derart ge-
wihlt, daf die Summe der Betrige aller derjenigen Glieder in (66),
welche Werten d > d* entsprechen, beliebig nahe an Null liegt und daf
andererseits unter den Voraussetzungen (64) auch lim (d%°) =1 wird.
Alsdann haben wir nach dem Krgebnisse in 7., wenn d < d* ist, unter
den Voraussetzungen (64) jedenfalls

. 1 )
lim (‘“Pd : &m) = -é—-j/n.

Wenn aber d > d* ist, so gilt zum mindesten die Relation

1
Y S: Wd é dT-F:?& 1I'r1-
¥ Vgl hierzu Lipschitz, Uber die asymptotischen Gesetze von gewissen Gat-
tungen zahlentheoretischer Funktionen, Monatsbericht der Berliner Akademie, 1865,
S. 174,
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Mit Riicksicht auf diese Umstdnde folgt offenbar unter jenen Vor-
aussetzungen

(68) lim & (f) = 2 p, lim H (1 — n_m) _ "

Damit sind wir zu folgendem Hrgebnisse gelang‘t:
Fiir alle Formen [ im ganzen Bereiche B (D, &) liegt der Wert der
Funltion & (f) zwischen zwei Grenzen, die unter den Voraussetzungen (64)

beide zugleich nach dem Werte ﬁs— konvergieren.

9. Es habe jetzt das Minimum a;; von f einen beliebigen Wert, so
konnen wir fir das Aggregat derjewigen Glieder in W (f), bei welchen
auper ¢ <f noch A,a,,<f git, durch (60) eine Konstante v, als obere
Grenze bestimmen, und fiir das Aggregat der ibrigen Glieder in W (f) be-
‘steht die obere Grenze (63). Diese oberen Grenzen gelten um so mehr
fiir den Wert der Summe ® (f), und wir finden:

Fis ist stets

1 (r
G(D<f)>2
(69) O<Cb(f) <u T ”_1 —]—vn,
82 au

worin u,; und v, zwei positive, nur von n abhingende Konstanten vorstellen.
10. Es sei jetzt 0 eine positive Grifle < e und wir betrachten das

W—T—{-l—)—facke Integral
(70) J(0) =ff : .f(b(f)dauda,m.

der in (50) definierten Iunktion ® (f), erstreckt iber den durch
D)< D, ayy =9
bestimmten Teil B (D, d) des reduzierten Raumes.
Nehmen wir zunichst 0 = &, so ergibt das Resultat aus 8. in Ver-

bindung mit den Sétzen aus § 12, dal unter den Voraussetzungen (64)
jedenfalls

nt1
lim J(a)=ﬂ y"v D
1st. o
Nun sei ¢ < &, so benutzen wir dazu noch in dem Gebiete, mit wel-
chem der Bereich B(D, o) tiber B(D, ¢) hinausragt, fiir die Funktion

® (f) die obere Grenze (69). Das Volumen jenes Zusatzgebietes ist nach

ag

§ 12 sicher < 9, a—i D?. Im ersten Term von (69) ersetzen wir (D (]‘))qu

g
durch die obere Grenze D" : andererseits ermitteln wir eine obere Grenze
7

fiir das ﬁq%'——l—)—fache Integral
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D<>2
ff ( nfi dag, dag ... da,,

erstreckt tiber den ganzen Berelch B (D, 9), indem wir dhnlich wie in § 12

vorgehen. Indem wir die Integration nach ay,, dy, ..., @,, und zwar zu-
D)
m
integrieren, finden wir das betreffende Integral (vgl. § 12, 3.)

</ “11 d“11f02 v,_1d\C §>;

tiber den Bereich
0<2ayy <D, 0<2,0,C0<D

nichst iiber die Flichen = konst. ausfiithren, ferner nach ay,, ..., a,

..am])-‘

a11

erstreckt. Das Doppelintegral hier wird

n+1 n+1 1

5 -1 2 T
) D 1 2 _m D
n+1vn—1 (Tn> Pt t iy n+1”n—1 i

Berticksichtigen wir nun, daf im ersten Term wvon (69) noch der
Faltor

16 auftritt, der unter den Voraussetzungen (64) nach Null kon-
2 te
&

vergiert, so konnen wir endlich den Satz aussprechen:

Das Integral J(0), diber den DBereich B (D, d) erstreckt, wobei o be-
liebig < & 1st, liegt zwischen zwei Grewzen, die unter den Voraussetzungen
(64) beide nach dem Werte

(71) 2 lry,D *

konvergieren.

§ 14. Auswertung des Volumens.

Auf Grund dieses Satzes konnen wir jetzt die <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>