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I’Ouvrage dont je publie aujourd’hui la premiére Partie est
le résumé des Legons que j’ai faites a la Sorbonne pendant les
hivers de 1882 4 1885. J'avais commencé ’exposition de la Théorie
des surfaces dans le but unique d’y trouver des applications nou-
velles de la théorie, si vaste et si peu connue, des équations aux
dérivées partielles. Je comptais consacrer une année a peine a cet
enseignement; mais l'intérét du sujet, et aussi les demandes de
mes auditeurs, m’ont entrainé bien au deld des limites que javais
primitivement fixées.

Ce premier Volume comprend trois partics distinctes. Le pre-

mier Livre traite des Applications a la Géométrie de la théorie
des mouvements relatifs; j'aurai & revenir sur les propositions
quiy sont exposées, dans la partie ou scront étudiées plus tard,
avec tous les détails nécessaires, les belles formules de M. Co-
“dazzi. Le second Livre contient I'étude des différents systémes
de coordonnées curvilignes. J'y considére successivement les
systémes a lignes conjuguées, dont ’étude a été trop négligée, les
lignes asymptotiques, les lignes de courbure, les systémes ortho-
gonaux el 1sothermes.

Le Volume se termine par la 77%éorie des surfaces minima ot
j’al mis a profit les travaux si remarquables publiés par d’éminents
géométres dans ces derni¢res années. Elle forme & peu pres la
moitié de ce Volume; sauf les trois derniers Chapitres qui ont été

rédigés au moment de I'impression, elle a é1é enseignée a deux
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reprises différentes, en 1882 et 1885. Une ou deux questions im-
portantes y ont été omises; elles seront mieux & leur place dans
la suite, quand j’aurai donné les propositions générales auxquelles
on peut les rattacher.

Suivant son habitude constante, M. vGauthier—Villars, aprés
avoir accueilli cet Ouvrage, a apporté tous ses soins a l'impression;
qu’il regoive ici mes plus vifs remerciements; je dois aussi les
adresser a mes auditeurs, qui ont désiré voir ces Lecons publiées,
et plus particuliérement & un de nos jeunes géometres, M. G.
Keenigs, Maitre de Conférences a I'Ecole Normale, qui a bien

voulu m’aider dans la revision des épreuves.

14 juin 1887.

e DO



THEORIE GENERALE

DES SURFACES.

PREMIERE PARTIE.

LIVRE L

APPLICATIONS A LA GEOMETRIE DE LA THEORIE
DES MOUVEMENTS RELATIFS.

CHAPITRE L

DU DEPLACEMENT A UN PARAMETRE; APPLICATION A LA THEORIE
DES COURBES GAUCHES,

Déplacement d’un systéme invariable. — Application & la théorie des courbes
gauches. — Propriété caractéristique de I’hélice. — Formules de M. J.-A. Serret.
— Indicatrice sphérique. — Recherche de la courbe dont les normales prin-
cipales sont aussi normales principales d’une autre courbe. — Développées des
courbes gauches.

1. Considérons un corps solide ou systéme invariable, mobile
autour d’un point fixe. On sait qu’a un instant quelconque les
vitesses des différents points du systéme sont les mémes que s’il
tournait autour d’'une droite passant par le point fixe, droite qui a
recu le nom d’axe instantané de rotation. On démontre en Mé-
canique que les rotations peuvent étre représentées géométrique-
ment par des droites, comme les forces, et composées ou décom-
posées suivant la méme loi, c’est-a-dire que, si 'on compose ou si
I’on décompose les rotations comme les forces, la vitesse imprimée
par la rotation résultante a un point quelconque est la résul-

D.— 1. I



2 LIVRE I. — CHAP. 1.

tante des vitesses qui seraient communiquées au méme point par
chacune des rotations composantes, existant i1solément. On sait
aussi que, sil’on considére un point mobile par rapportau systéme
invariable, la vitesse absolue de ce point est la résultante de sa
vitesse relative et de sa vitesse d’entrainement. On désigne sous
ce nom la vitesse qu’aurait un point qui, & 'instant considéré,
coinciderait avec le point mobile, mais demeurerait invariablement
lié au systéme solide.

Il résulte de ces propositions que 'on pourra construire, & un
instant quelconque, les vitesses de tous les points du systéme inva-
riable dés que 'on aura, en grandeur et en direction, la rotation
a cet instant. 11 semblerait naturel de déterminer a chaque instant
cette rotation par ses composantes relatives a trois axes rectangu-
laires, fixes dans l’espace et ayant pour origine le point fixe du
systéme solide. En réalité, les éléments les plus importants, les
seuls qui permettent le plus souvent une étude approfondie du
mouvement, ce sont les composantes de la rotation relativement a
des axes mobiles, entrainés dans le mouvement du systéme inva-
riable. Rappelons rapidement la méthode employée en Mécanique.

Soient OX, OY, OZ trois axes fixes passant par le point fixe O
du systeme et Oz, Oy, Oz trois axes rectangulaires invariable-
ment liés au systéme mobile. Nous supposerons que les deux sys-
témes d’axes alent la méme disposition, c’est-a-dire qu’ils puissent
étre amenés a coincider. De plus nous supposerons que les sens des
axes alent été choisis de telle maniére que la rotation autour de
OZ, qui déplacerait OX du cété de OY, soit représentée par une
droite dirigée suivant la partie positive de OZ. Nous déterminerons
les axes mobiles par les cosinus des angles qu’ils forment avec les
axes fixes. Pour cela nous écrirons le tableau :

x ¥ z
X a b c
Y a’ o’ c’
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qui fait connaitre les cosinus des angles formés par chacun des
axes fixes avec les axes mobiles.
On a les relations

a? -+ b2 + ¢ =, aa' -+ b0 + cc' =o,
a? -+ a%?+ " =1, ab +~a'b +a"d =o,
!
(1) a b ¢ |
a=258c—c0" a b | =1,

o b %
auxquelles il faut joindre toutes celles que ’on obtiendrait par des
permutations circulaires effectuées, soit sur les lettres, soit sur
les indices. Rappelons encore que les neuf cosinus peuvent étre
exprimés par les trois angles d’Euler, au moyen des formules (1)

a=  cosOsingsind + coso cosy,
b= cosbsiny cosg —cossing,
¢ = sinf sint,
@ =  cosbcosysing —sind coso,
(2) b'—=  cosBcosd cosy +sind sinc,
¢ = sinf cosd,
a’ = — sin0 sin g,
| 6"= —sinbcose,
\ ¢"= cosB,

Désignons maintenant par p, ¢, 7 les composantes de la rotation a
I'instant ¢ par rapport aux axes mobiles. Considérons un point
dont les coordonnées soient x, ¥, 5, relativement aux axes mobiles,
et cherchons les composantes de sa vitesse absolue par rapport
aux mémes axes. En écrivant que cette vitesse absolue est la résul-
tante de la vitesse relative et de celles qui seraient dues aux trois

(1) Dans ces formules, ¢ désigne I'angle de OX avec 'intersection commune ON
des deux plans des @y et des XY, o désigne Pangle de O avec la méme droite ON;
enfin 6 est 'angle de Oz et OZ. L’angle ¢ mesure la grandeur de la rotation
quil faut imprimer a ON dans le plan des «y, et dans le sens direct, pour faire
coincider ON avec Oxz; on peut supposer qu’il varie de o° & 180°. De méme, ¢
mesure la Totation que on doit imprimer 4 ON dans le plan des XY, toujours
dans le sens direct, pour amener cette droite & coincider avec OX : cet angle varie
de o° a 360°. :
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rotations p, ¢, r, on obtiendra les expressions

composantes
dx
Vx: -C—[z — 3 — ry,
\ _dy
(3) Vy=— +rez—ps3,
n dsz
, V.= ar = py —qgz,

\

dont nous aurons souvent a faire usage.

suivantes de

ces

Nous allons montrer, dés a présent, comment on peut en déduire
les expressions de p, ¢, r en fonction des neuf cosinus et de leurs
dérivées par rapport au temps. Pour cela, considérons le point pris
sur I’axe OX a la distance 1. Ce point a pour coordonnées relatives
(c’est-a-dire relativement aux axes mobiles) @, b, ¢. En exprimant
que sa vitesse est nulle et en appliquant les formules (3), nous ob-

tiendrons les équations fondamentales

da

'Cjt— = br-“C(j,
db

(4) zl—t:cp——ar,
de

S inke Al s

auxquelles on peut joindre les suivantes

%%':b'r-—c’q,
o db' :
(4") qr =cp—ar,
dc, ’ I
PR Al
da,l " U4
= b'r —cq,
e db” us /]
(4 ) *L—i? =Ccp —a'r,
dc” n "
R =a'qg—0b'p,

que 'on démontrera de la méme maniére.
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On déduit de la les formules

5pdt: Scdb =—Xbdc,
(3) qdt =32adc =—Zcda,
(rdtzzbda:~2adb,

qui donnent les valeurs cherchées des rotations. Si 'on remplace
les cosinus par leurs expressions en fonction des angles d’Euler,
on aura le systéme

. ., dy a0
p = sing sinf Jr T cose s
, . oadd . db
(6) { g = cosop smezzz - sing —>
= % o 4Y
re= o —cosb —

qu’il serait aisé de démontrer géométriquement. En résolvant par
rapport aux dérivées des angles, on trouve
PP gles,

db .
—; T g sing — pcosy,
!
(7)- ' sinO%}ﬁ = ¢ COS® — p sinoy,
do .
g =7 cotB(p sine -+~ g coso).

2. Tout cela étant rappelé, nous allons étudier la question sui-
vante, qui est fondamentale dans notre théorie: On donnep, q,r
en fonction du temps t, et I’on propose de déterminer comple-
tement le mouvement.

Il est clair que la question sera résolue si 'on a les expressions
des neuf cosinus en fonction du temps. Or il résulte immédiate-
ment des formules (4) que, si 'on sépare les cosinus en trois
groupes, formés respectivement de @, b, ¢c; &/, 0, ¢/; a’, 0", ¢,
les trois cosinus de chaque groupe sont des solutions simultanées
du systéme

dx
e
dp

() DL yp—ar,
vy

\ dt
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Toute la difficulté se réduit donc a l'intégration de ce systéme.
L’étude détaillée de cette intégration fera I'objet du Chapitre sui-
vant. Pour le moment nous nous contenterons de signaler les pro-
priétés suivantes du systeme (8).

D’abord, par suite de sa forme linéaire, il admettra toujours une
solution, et une seule, pour laquelle les valeurs initiales de «, 3, v
seront données.

En second lieu, si «, 3, v; «/, B/, ¥/ désignent deux systémes de
solutions quelconques, les expressions

o2 $2 —— «(2, J,Otl —- ‘8‘8’ e \{-\(” a’? -+ ‘8’2 - -Y"Z

seront des constantes. On le reconnait aisément en les différentiant
et tenant compte des équations (8).

Ces propriétés vont nous permettre d’établir qu’il y a toujours,
quelles que soient les expressions de p, ¢, » en fonction du temps,
une infinité de mouvements dans lesquels ces trois quantités sont
les composantes de la rotation relativement aux axes mobiles.

Considérons en effet un triédre trirectangle (T,), de méme sens
que le triedre OXYZ, formé par les axes fixes et soient @,, by,
Coy --- les cosinus directeurs de OX, OY, OZ par rapport aux
axes de (T,). Déterminons les trois systémes ‘de solutions des
équations (8), a, b, ¢c; &/, U, c'; a’, U", ", qui correspondent
respectivement aux valeurs initiales suivantes : @g, by, Co; @y, 0y,
¢y ddy, By, . |

Les fonctions, telles que

a? - b+ ¢2, aa'+ bb —+ cc, .

ayant pour valeur initiale 1 ou o, et devant rester constantes
d’apres les propriétés du systeme (8), ne cesseront pas de con-
server leurs valeurs initiales; par conséquent, les neuf quantités
a, a, a’, ... seront & chaque instant les cosinus directeurs de
trois droites rectangulaires formant un triedre mobile (T) dont la
position initiale sera (T'y). Comme cette position initiale peut étre
choisie a volonté, on voit qu’il existe une infinité de mouvements
pour lesquels p, ¢, r sont des fonctions données du temps.

Tous ces mouvements, qui dépendent de trois constantes arbi-

traires, se réduisent au fond & un seul, mais qui serait rapporté a
des axes fixes différents.
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En effet, considérons, dans I'un quelconque d’entre eux, la posi-
tion occupée par le triedre mobile a 'instant initial, et choisissons-
la pour le systéme d’axes fixes auquel nous rapporterons le mou-
vement du systéme mobile. Les valeurs initiales des neuf cosinus
sont alors 1 ou o, la solution qui correspond a ces valeurs
numériques ne contient aucune constante arbitraire et est bien
déterminée.

Il résulte de ce qui préceéde que, lorsqu’on aura obtenu une
solution quelconque du probléme, c’est-a-dire un systéme de valeurs
des neuf cosinus, il suffira, si 'on veut avoir la solution la plus
générale, de changer d’axes fixes, ce qui introduira trois constantes ;
puis de supposer que les nouvelles formules se rapportent aux
anciens axes.

3. Nous allons maintenant étudier le cas ou le systéme mobile
n’a plus de point fixe. Alors il faut joindre aux composantes p, ¢,
r celles de la vitesse de l'origine O des axes mobiles, prises tou-
jours relativement aux axes mobiles Oz, Oy, Oz. Désignons-les
par &, n, {; jointes aux trois rotations, elles interviennent dans
toutes les questions relatives a 1'étude du mouvement. Supposons
que l'on connaisse les expressions de ces six quantités en fonction
du temps, et cherchons comment on déterminera le mouvement
du triedre mobile. Désignons par (T) ce triedre mobile, et soit
(T") le triedre dont l'origine est un point fixe quelconque et
dont les axes sont paralléles & ceux de (T). A un instant quel-
conque les deux triédres sont animés de la méme rotation et, par
conséquent, les neuf cosinus se détermineront au moyen de p, ¢, r
comme dans le cas précédent; d’ailleurs, si1 X,, Y, Z, désignent
les coordonnées de I'origine mobile O par rapport aux axes fixes,
on a évidemment, en projetant la vitesse de cette origine sur les
axes fixes,

I[ZXO
77 = at + bn + ¢,
ay ’ ’ '
(9) Y =@ b+ O
dZO_ ” 4 "
-—gg——-—d&"f“‘b'f)—i—cc.

Quand on aura déterminé les cosinus, ces formules feront con-
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naitre X,, Y,,Z, par de simples quadratures qui introduiront trois
constantes nouvelles.

Ici encore, tous les mouvements possibles correspondants aux
différentes valeurs des six constantes arbitraires se réduisent 4 un
seul et méme mouvement, observé par rapport a des axes diff¢-
rents; car l'intégration n’introduit aucune constante arbitraire el
‘ne donne qu'un seul mouvement, si 'on suppose que les axes fixes
coincident avec la position initiale des axes mobiles.

Jerappellerai, relativement au cas que nous venons de considérer,
que si z, ¥, 5 sont les coordonnées d’un point relativement aux
axes mobiles, la vitesse absolue de ce point aura pour composantes,
relatives aux mémes axes, les trois quantités

’ (/
Vx:E—'rc_/z—i’yﬁ'«%;
! d
(10) Vy=n-+rrx—ps-+ d—)t/’
V=84 q oz
| YR TS TR IO gyt

Considérons, par exemple, les points invariablement liés au sys-
téeme mobile et cherchons ceux pour lesquels la vitesse est mini-
mum. Il faudra déterminer les valeurs de z, y, z rendant minumum
la somme

(E+gs—ryP+(n+rez—pzP+(L+py—qz).

En égalant & zéro les dérivées par rapport a &, a y et a z, on ob-
tient trois équations qui se réduisent aux deux suivantes :

E+qs—ry _a+rz—ps_{tpy—qgx,

P q r

Ces deux équations représentent une droite, 'axe central du
mouvement a l'instant considéré. On trouve facilement, pour la
valeur commune des rapports précédents,

Ep+mng +Lr
P2+q2+1'2 2

ce qui donne, pour la valeur minimum de la vitesse,

Ep+mng +Cr
VP24 g2 -1
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La condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement du
systétme se réduise a une simple rotation est donc la suivante

Ep+mnq -+ Lr=o,

et, dans ce cas, 'axe de rotation est représenté par les trois équa-
tions

E+qgz—ry =o,
(11) h+rr—ps

I
e

{+py—qax=o,

qui caractérisent cn effet les points dont la vitesse est nulle, comme
le montrent les formules (10).

4. Pour indiquer dés & présent une application des propositions
précédentes, considérons une courbe gauche quelconque et étu-
dions le mouvement du triedre (1) formé par la tangente que nous
prendrons pour axe des «x, la normale principale que nous pren-
drons pour axe des y, en la supposant, par exemple, dirigée vers
le centre de courbure, et la binormale qui sera I'axe des z et dont
le sens est défini par les conventions déja faites.

Prenons I'arc s comme variable indépendante ou, ce qui est la

méme chose, supposons
ds
— = 1I.
dt

On a ici

oY

=1 N =0, = o,

et, st x, ¥, 5 désignent les coordonnées du point de la courbe,
qui est le sommet du triédre, par rapport a des axes fixes,

o — dr dy . dsz
— @’ YT as’ ~ ds

Les formules générales (4) nous donnent

(12) da=(br —cqg)ds, db = (cp — ar)ds, de = (ag — bp) ds.

Exprimons que la binormale, dont les cosinus directeurs sont ¢,
c, , est perpendicﬁlaire au plan osculateur, c¢’est-a-dire aux deux
droites dont les cosinus directeurs sont a, o/, ¢’ et a- da,
a 4 da', a"+ da”. L’une des équations sera satisfaite d’elle-méme
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et 'autre nous donnera la condition
T cda=qgds=o.

Ainsi la composante ¢ doit étre nulle, et les formules (12) se

réduisent aux suivantes :

(13) %Zg = or, ?{é =cp — ar, Zzg = — bp.

Il est aisé d’obtenir la signification géométrique des rotations p
et r. , '

Menons en effet par un point fixe des paralleles aux arétes du
triedre (T); nous obtiendrons un triedre (T, ) dont la rotation sera
la méme, & un instant quelconque, que celle du triedre (T). Un
point situé a la distance 1 sur I'axe des 2 du triedre (T,) aura une
vitesse dont les composantes seront, d’aprés les formules (3),

o, r, o,

et, par conséquent, ce point décrira le chemin r dsj ou, ce qui est
la méme chose, la tangente a la courbe tournera de ’angle 7 ds
quand son point de contact décrira I’arc s ; donc la composante 7
est égale a la premiére courbure de la courbe.

En prenant un point situé a la distance 1 sur I'axe des z du
triedre (T,), on verra de méme que les composantes de sa vitesse
seront

o, —j?, o,

et, par conséquent, le plan osculateur tournera de 'angle — p ds,
quand le point de la courbe décrira 'arc ds. En d’autres termes,
— p sera la torsion de la courbe. Ainsi nous pourrons poser

(14) r= — pP=—=>

p et T désignant les rayons de courbure et de torsion, et les for-
mules (13) deviendront

(s da b de _ b db
) @G o’ ds T ds

.

(4
T

IR

On reconnait les formules de J.-A. Serret, qui jouent un rdle si
important dans la théorie des courbes gauches.
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5. La méthode qui nous a permis de les établir met en évidence
quelques propositions qu’il serait aisé de démontrer autrement et
dont on fait un usage continuel dans les démonstrations géomé-
triques.

Etant donnée la courbe gauche (C), si parl'origine on méne une
paralléle a la tangente de cette courbe, de longueur égale a 1, 'ex-
trémité de cette paralléle décrira une courbe sphérique que nous
appellerons, avec M. P. Serret, 'indicatrice sphérique de la
courbe gauche. Il résulte de ce qui précéde que la tangente a l'in-
dicatrice sphérique est paralléle & la normale principale de la
courbe (G); car le point qui décrit l'indicatrice est celui qui est
situé a la distance 1 sur 'axe des & du triédre (T;), et nous avons

vu que la vitesse de ce point est égale a é et parallele a la normale
principale.

De méme, si par l'origine nous menons une droite de lon-
gueur 1, paralléle a la binormale, Pextrémité de cette droite sera
le point & la distance 1 sur 'axe des z du triedre (T,); ce point

. , L1 . U

aura une vitesse égale a — el qul sera encore parallele a la normale
principale; la courbe sphérique qu’il décrit sera parallele a I'indi-
catrice : on 'obtiendra en portant sur les grands cercles normaux

a I'indicatrice, et dans un sens convenable, une longueur égale a

un quadrant; en d’autres termes, ce sera la courbe polaire de
Pindicatrice sphérique.

6. Nous signalerons encore le théoréme suivant qui est fort
important (1) :

Toute courbe, dans lagquelle le rapport % est constant, est une

hélice tracée sur un cylindre quelconque.

En effet, si nous considérons le mouvement du triedre (Ty) pa-

(') Voir, au sujet de ce théoréme :

Puisevx, Probléme de Géometrie (Journal de Liouville, 17 série, t. VII); BEr-
TRAND, Sur la courbe dont les deux courbures sont constantes (Journal de Liou-

ville, 1™ série, t. XIII); LiouvviLLe, Application de l’Analyse a la Géometrie par
Monge, 5¢ édition, Note I.
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rallele a (T'), nous savons que, la composante ¢ étant nulle, I'axe
instantané de rotation est toujours dans le plan des xz. Lorsque le

rapport € ou ——][2 demeurera constant, cet axe instantané deviendra
v

fixe par rapport aux axes mobiles. Or on sait que, lorsque l'axe
instantané occupe une position invariable par rapport au systéme
mobile, il demeure fixe dans l'espace. Le triedre (T,) tournera
donc autour d'une droite fixe; son axe des x, qui est paralléle a la
tangente de la courbe, fera un angle constant avec cette droite fixe
et engendrera un céne de révolution. On reconnait la propriété
caractéristique de 'hélice tracée sur un cylindre quelconque.
Lorsque p et © sont constants, cette hélice est tracée sur un
cylindre de révolution. Dans ce cas, en effet, le mouvement du
triedre (T') présente a chaque instant une translation et une rota-
tion invariables. Alors tous les points du systeme mobile, et en
particulier 'origine du triedre, décrivent des hélices tracées sur

des cylindres circulaires droits.

7. Dans le mouvement que nous venons d’étudier, trois des
six quantités &, ..., p, ... sont nulles. Nous allons montrer que,
réciproquement, si l'on a

'ﬁ:t:’q:O’

Porigine du triedre décrit une courbe qui est tangente a Paxe des
z de ce triedre et admel 'axe des y pour normale principa]e. Le
premier point résulte immédiatement des équations

n = { =o.
D’autre part, la composante ¢ étant nulle, nous avons

Xcda = o.

L’axe des z du triedre mobile est donc normal & deux positions
consécutives de 'axe des . En d’autres termes, le plan des 2y est
le plan osculateur de la courbe décrite par l'origine des coor-

données.
En réduisant toutes les vitesses dans le méme rapport, de ma-

T\ . , . . 7
niére que & devienne égale & 1, on doit remplacer p, r par %; =
.-

La courbure et la torsion de la courbe sont données par les for-
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mules

(16)

r I
&

I — P
P E

8. La méthode cinématique que nous venons d’exposer s’ap-
plique d’une maniére élégante ala solution compléte du probléme
suivant, complétement résolu par M. Bertrand (') : Rechercher
sl existe une courbe dont les normales principales sotent ausst
normales principales d’une autre courbe.

Soient M un point de la courbe donnée et (T) le triedre relatif
a ce point. Si I'on porte sur la normale principale une longueur
MM’ = «a, la vitesse du point M’ aura pour composantes

da
L—ra, —=> pa,
smvant Mz, My, Mz respectivement; cela résulte des formules
(10). SiT'on veut que la courbe décrite par le point M’ soit nor-
male & MM, il faudra que 'on ait

s,
ds 7’

a devra étre constant : ce résultat était évident @ priori, et nous
aurions pu le supposer immédiatement.

Alors la vitesse ¢ de M’ est perpendiculaire & My et, si 'on ap-
pelle w 'angle qu’elle fait avec Mz, on a

Y Ccosw = I-— ra,

(17) .
¢ sin w = pa.

La droite M'M sera alors normale de la courbe décrite par le
point M'; mais elle ne sera pas en général normale principale.
Construisons le triedre (T’) formé par la tangente M’ 2’ a la courbe
décrite par le point M', par la droite M’y et par la perpendiculaire
commune a ces deux droites, et remarquons que I'axe des y de

(*) J. BerTrRAND, Memoire sur la théorie des courbes a double courbure
(Journal de Liouville, 17 série, t. XV, p. 332). Voir aussi le Mémoire de M. Bonnet
inséré dans le XXXII* Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique, ot I'auteur
démontre (p. 134) que, si deux courbes ont les mémes normales principales, leurs
plans osculateurs aux points correspondants font un angle constant.
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ce triédre coincide avec 'axe de méme nom de (T). On aurait un
triedre ayant méme orientation que (17) en faisant tourner le
triedre (T) de 'angle w autour de son axe des ». On obtiendra
donc la rotation instantanée du triédre (T') en composant les deux

. iy . d
rotations p, r du triédre (T') avec une rotation ~6—;—;—) autour de M.

Or la condition nécessaire et suffisante pour que la droite My
ou M’y soit la normale principale de la courbe décrite par le
point M’ est, nous l'avons vu, que la rotation de (T”) autour de
M’y soit nulle. 1l faudra donc que 'on ait -

dw
—(Z_t_ = 0
et, par suite, que I'angle w soit constant. Ainsi les plans osculateurs
des courbes décrites par les points M, M’ deyvront se couper sous
un angle constant .

Sil'on se reporte maintenant aux formules (17), on en déduit,
par I’élimination de ¢,

sinw . )
- = 7rsinw -+ p cosw

ou, en remplacant r et p par leurs expressions géométriques,

a P T

sin w sin w Ccosw
(18)

Il y a donc une relation linéaire entre les deux courbures.

9. Réciproquement, s’il existe une relation linéaire entre les
deux courbures

C=—

A B
P T

la courbe jouira en général de la propriété indiquée. On identi-
fiera la relation précédente avec I’équation (18), et 'on aura

a = cotw = —

bRy

-
G

Signalons cependant deux cas d’exception :
Sil'ona C = o, sans que A soit nul, la relation entre les cour-
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bures prend la forme

a1

= const.,

et @ devient infini. Ainsi la seconde courbe, lieu de M/, est rejetée
a I'infini. La courbe proposée est alors une hélice.

Sil'ona A = o, c¢’est-a~dire sila courbe a une torsion constante,
a est nul et les deux courbes, lieux de M et de M/, se confondent.

On peut avoir plus de deux courbes ayant les mémes normales
principales : 1° sila valeur de @ est indéterminée, c’est-a-dire si
'on a A = C =o0; dans ce cas, la courbe sera plane; 2° s’il y a
plus d’une relation linéaire entre les courbures, c’est-a-dire si les
deux courbures sont constantes ; dans ce cas, 'équation (18) sera
satisfaite pour toute valeur de « et fera connaitre w; il y aura donc
une infinité de courbes ayant les mémes normales principales. La
courbe primitive et, par conséquent, toutes les autres seront des
hélices tracées sur des cylindres circulaires droits; la surface
formée par les normales principales sera 'hélicoide gauche a plan
directeur.

10. Revenons au cas général et cherchons les deux courbures
de la courbe lieu de M'. Le triédre ('1”) relatif a cette courbe est
invariablement lié au triédre (T). Il suffira donc, pour avoir les
composantes p’, 7/ relatives au triedre (T'), de projeter les rota-
tions p, r sur les axes de (T"). Cela donne

p = pcosw-+ rsinw,
r

= — p sinw - 7 cosw.

75 les

by ’ . I
Or on a, d’aprés les formules (16), en désignant par —
P

[
. ’t,
deux courbures de la courbe lieu de (M),

% (%
—— = —.
P ! Pr

Les relations précédentes nous donnent donc, par la substi-
tution des expressions de p, ¢, p/, ¢/,

[ © Ccosw sin w
— - 5
s T’ T e
(19) .
( [ sIn w cosw
D R
P’ T P
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formules auxquelles on peut joindre le systéme suivant, obtenu
en remplacant r et p par leurs expressions dans les formules (17):

a
¢ COSW —=J— —»

(20)

¢ sinw — —

—

Les formules (19) et (20) contiennent toutes les relations entre
les deux courbes. On en déduit, par exemple,

CcOSw sin sin w
T = T

T o a

relation linéaire entre les deux courbures de la nouvelle courbe
dont l'existence était évidente a priori. D’ailleurs le systéme (19)
peut étre remplacé par le suivant

cos w . a
J— frmnad —
\ v o’
(20) < :
sin w a
ST =2,
\ (<4 T

qui est beaucoup plus simple (*).

L’un des cas particuliers les plus intéressants avait été déja
signalé et étudié par Monge (2): c’est celui ou les plans oscula-
teurs des deux courbes sont perpendiculaires; on a alors

Chacune des deux courbes est le lieu des centres de courbure de
I'autre et aussi le lieu des centres des sphéres osculatrices a 'autre.

(*) Voir unec Note Sur les courbes qui ont les mémes normales principales,
insérée par M. Mannheim dans les Comptes rendus (t. LXXXV, p. 212), ot se
trouvent démontrées quelques relations que l'on pourrait déduire des formules
établies ici. :

(*) Monge, Supplément ou l’on fait voir que les équations aux différences
ordinaires, pour lesquelles les conditions d’integrabilite ne sont pas satisfaites,
sont suceptibles d’une veritable intégration et que c’est de cette intégration
que dépend celle des équations aux dérivées partielles élevees (Mémoires de
U’Académie Royale des Sciences pour l’année 1784, p. 536 et suiv.).

Ce beau travail vient compléter, comme l'indique son titre, le célebre Meémoire
sur le Calcul intégral des équations aux différences partielles, publié dans le
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;
11. Les résultats obtenus par M. Bertrand donnent immédiate-
ment la solution d’un probléme dont on s’est beaucoup occupé :
Déterminer toutes les surfaces gauches dontles rayons de cour-
bure sont, en chaque point, égaux et de signes contraires.

En effet, les surfaces gauches cherchées devront avoir, en chaque
point, pour indicatrice une hyperbole équilatére et, par consé-
quent, leurs lignes asymptotiques curvilignes doivent couper les
génératrices vectilignes a4 angle droit. Le plan osculateur d’une
ligne asymptotique étant le plan tangent de la surface, on voit que
les génératrices rectilignes doivent étre les normales principales
de toutes les asymptotiques. D’aprés le résultat précédemment
démontré, ces asymptotiques ne peuvent étre que des hélices et
la surface réglée un hélicoide a plan directeur. On a va d’ailleurs
(n° 9) que cette surface jouit bien de la propriété énoncée. Ainsi
U’hélicoide gauche a plan directeur est la seule surface réglée
dont les rayons de courbure sotent, en chaque point, égaux
et de signes contratres.

12. Nous terminerons ce sujet en donnant la détermination
des développées d’une courbe gauche.

Considérons le triedre (T) relatif a un point M. La développée
devra étre engendrée par un point N du plan des yz, et ce point
devra étre choisi de telle maniére que la tangente a la courbe qu’il
décrit vienne, a chaque instant, passer en M.

Appelons y et z ses coordonnées. Les composantes de sa vitesse
sont

‘ . ar - dz
(22) T=7Y, g —P% o TPy

méme Volume (p. 118), et olt se trouvent les premicres recherches de Mongc
sur ’équation aux dérivées partielles des surfaces minima. Monge fait voir, dans
le Supplément, que si une courbe a un rayon de courbure constant, le lieu des
centres de courbure jouira de la méme propriété et aura ses cenires de courbure
sur la courbe primitive. De plus, les plans osculateurs des deux courbes aux
points correspondants seront rectangulaires. Mais le procédé que Monge fait con-
naitre, pour la détermination de l’équation en termes finis des courbes dont la
courbure est constante, est évidemment inexact. Les équations finies que donne
l'illustre géométre contiennent, en effet, deux fonctions arbitraires que Mongc
regarde comme indépendantes, bien qu’il ait démontré, quelques pages auparavant,
qu’elles sont liées 'une a autre par une é¢quation différentielle.

D.— I ”
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Exprimons que la vitesse est dirigée vers le point M. Nous avons
les deux équations

1 dy —psds ‘%
Y =2 =0 — =0
r dz+pyds 3
ou
z2dy-—ydsz s
y2 -+ 52 __'pds:—— )

En intégrant, nous trouvons

P ds
arc tang — = .
Y T

Y P
ds
Z =y tang —_

<

On a donc

(23)

[

Ces équations contiennent toute la théorie des développées. On
voit que ’angle V, formé par la normale principale avec la droite
qui joint le point de la développée au point correspondant de la

fog;

donc les normales de la courbe qui enveloppent deux développées
différentes font, entre elles, un angle constant. Réciproquement,

courbe, a pour valeur

si deux normales a la courbe font un angle constant, et si I'unc
enveloppe une développée de la courbe, il en est de méme de
I'autre. Ce sont la des propositions dont on fait souvent usage.

La premic¢re des formules (23) nous montre encore que les
développées sont tracées tout entiéres sur la surface polaire,
enveloppe des plans normaux a la courbe proposée. Il résulte, en
effet, des formules (22) relatives & la vitesse du point (y, 5)
ue tous les points du plan normal situés sur la droite y = 5 ont
leur vitesse dirigée dans ce plan; donc cette droite est la généra-
trice de contact du plan avec son enveloppe, la surface polaire.
Drailleurs, le plan osculateur de la développée, contenant la tan-
gente 4 la courbe proposée, est, par cela méme, normal & la
surface polaire.
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CHAPITRE IL

SUR L'INTEGRATION DU SYSTEME LINEAIRE QUI SE PRESENTE

DANS LA THEORIE PRECEDENTE.

Systémes linéaires possédant une intégrale du seecond degré. — Leur intégration
ramenée a celle d’une équation de Riccati. — Remarques générales sur cette
équation.

13. Il nous reste & étudier d’'une maniére détaillée I'intégration
du systeme

dx
dt Br—uq
d

") = p—an,
da{

ar — AP

auquel -satisfont les trois groupes de cosinus. Nous avons déja
signalé une propriété fondamentale de ce systeme. Il admet I'inté-
grale du second degré

(2) 22 :32 - «""1 — ¢const.

et I'existence de cette intégrale entraine, comme corollaires, une
série de propositions qui facilitent, dans plusieurs cas, I'intégra-
tion du systéme.

Avant de commencer I’étude des équations (1), je vais d’abord
montrer que tout systéme linéaire de la forme

I da : “
7z = Ao + 8;3 +(»‘17
(3) /@_:A’a—u—B’B—:—C"’,
dt ' ‘
([" ” >/ ”
‘(lt(:A oc—i—b@—l—C*{,

ou A, B, G, ... sont des fonctions de ¢, peul étre ramené¢ & la
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forme (1) toutes les fois qu’il admet une intégrale du second
degré

(4) © (OC, Q) Y) = const.,

< désignant une fonction homogeéne du second degré, a coefficients
constants ou variables.

En effet, par une substitution linéaire qui ne change évidem-
ment pas la forme des équations (3), on peut ramener I’équation
(4) (sauf les cas exceptionnels, que 'on traitera facilement, ot la
fonction ¢ serait un carré ou une somme de deux carrés) a la forme

(5) o2 @2 -+ 2 = const.

Silon exprime que le premier membre de cette équation est une
intégrale du systéme (3), on obtient les équations

A=B=C =B+ A =C+A"=C +B" =o,

qui montrent bien que le systéme (3) se raméne & la forme (1).

Le systéme (1) nous apparait donc comme le type ou la forme
réduite d’une classe entitre de systémes présentant la propriété,
que ’on rencontre fréquemment dans les applications, d’admettre
une intégrale du second degré. Ce caractére particulier des équa-
tions que nous allons étudier méritait d’étre signalé et sulfirait a
justifier ’étendue des développements qui vont suivre.

14. Je vais montrer d’abord que, toutes les fois que I'on con-
naitra une solution particuliére (o, 3¢,vo) du systéme (1), on pourra
joindre l'intégrale du premier degré

axy -+ B8+ vyo = const.,
a lintégrale déja donnée du second degré.
En effet, si 'on a une solution quelconque («, 3,v) da sys-

téme (1), on en pourra déduire, d’aprés les propriétés de tout
systéme linéaire, une solution plus générale

o+ kag, B+ KkBo, Y-+ kv
/- désignant une constante quelconque. On devra donc avoir, pour
toutes les valeurs de 4,

(%~ kag)2—+ (B~ kBo)2+ (v =+ kvyo)? = const.
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ou, en développant,
a2+ B2 y2- ok (axg+ B8+ yvo) + A2(ad + B3 + v2) = const.
Le premier et le dernier terme du premier membre étant con-
stants, il en sera de méme de
axy + BBo—+ Yo,
comme 1] fallait le démontrer.
Il résulte évidemment de la que, si I'on connaissait seule-
ment deux solutions particulieres du systeéme (1), (o, o, Vo),

(etry Biyve), on pourrait immédiatement écrire la solution géné-
rale, qui serait définie par les équations

a2 + B2 + ~% = const.,

azg—+ B¢+ yyo= const.,

oLty Bﬁi —+ (1= const.;

ces équations peuvent étre résolues et donnent pour «, 3,y les

valeurs
A = CoUp -+ Cq %y — 02(60‘{1_ ?’1‘{0)7

(6) ;B:COBO"‘CIB1+02(Y0°‘1_°‘0‘{1),

'*{ — COY()_T'— C1"{1+ Cg(dopl — QO))

ou ¢y, ¢y, c2 désignent des constantes arbitraires. Mais on peut
obtenir une proposition plus compléte et montrer que, si 'on
connait une seule solution du systéme (1), une seule quadrature
suffira & nous donner son intégrale générale.

15. Pour établir ce résultat essentiel, remarquons que les va-
leurs les plus générales de o, 3, v doivent satisfaire a la relation
a? + 32+ vy2 = const.

Commencons d’abord par écarter le cas ou la constante serait
nulle; on pourra toujours, en divisant ces valeurs par une con-
stante convenable, supposer que l'on a

) B

Remarquons méme que, dans le probléme particulier que nous
avons a traiter, «, 3, v, étant trois cosinus directeurs, doivent né-
cessairement satisfaire a cette relation. Il est naturel d’exprimer «,
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B,y en fonction de deux variables indépendantes, de maniére que
la relation précédente soit toujours satisfaite, et de chercher les
équations différentielles auxquelles devront satisfaire ces deux
variables.

Or, sil'on regarde o, 3,y comme les coordonnées d’un point de
I'espace, 'équation (7) représentera une sphére de rayon 1, ayant
pour centre l'origine /des coordonnées. Considérons cette sphere
comme une surface réglée, admettant un double systéme de géné-
ratrices imaginaires, et prenons pour variables deux quantités
demeurant constantes respectivement sur les génératrices de chaque
systéme. Pour cela, nous poserons

& o+ I3 I
= < el x‘,
\ 1— a—if3
(8) { :
«—i3 T4y 1
1—~  a-+-i8 ¥y
i ! b J
ce qui donnera
1— 2y N @z +y
(9) A = —— @:L——Z, :.._')_..
x—y x—y x —y
Remarquons que, d’aprés les formules (8), x et y seront imagi-

naires quand o, (3, v seront réels, et, cn outre, I'imaginaire conju-
1

guée de xz sera — —.
Y

|
différentielles, ces équations se réduiront a deux, comme on devail

s’y attendre, et, aprés quelques calculs faciles, on obtiendra le
systeme

Si nous substituons les valeurs (g) de «, 3, v dans les équations

(-Zf:—irx-l—— =P q+l[)x2,
dt 2 2

(10) ; . .
& gy AT TP,
ar =YY 2 - PR

x et y doivent donc étre deux solutions différentes de la méme
équation en &

ds . qg—1ip  qg-+1ip
11 — =—1II'c + - -+ a2
(rr) dt 2 2 !
et I'intégration du systéme proposé est ramenée a celle de cette
seule équation. Deux solutions particuliéres distinctes de cette

équation donneront toujours, par l’emploi des formules (g), des
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valeurs réelles ou imaginaires de a, (3, v, vérifiant le systéeme (1).
Remarquons méme que, lorsque p, ¢, r seront des fonctions réelles,
il suffira de connaitre une solution particuliére o de I'équation (11)
pour en déduire une solution («, 3,v) du systeme proposé. En
effet, désignons par ¢’ 'imaginaire conjuguée de s. Je vais mon-

lrer que — — est encore une solution particuliére de I'équation (1 1).

Pour cela changeons ¢ en — 7 dans cette équation, nous aurons

ds’ . -+ 17 qg—1ip
& e 4 P9 P s

d 9 2

et, par conséquent
3 q 3

d < I . < I > qg—1ip . q--1Ip < I >3
——(— ) =—r{--5 )+ " = — 7 ) -
dt g .G 2 2 o)

Ay ’ . A I

11 suffit de comparer a I’équation (11) pour reconnaitre que — —
P q p

ag

est bien une solution particuliére de cette équation.

16. L’équation en & appartient au groupe des équations de la
forme

ds
(13) a;:a~'r<gbc+cc?,

ol @, b, ¢ sont des fonctions quelconques de ¢. Ce sont les plus
simples aprés les équations linéaires. Comme on les rencontre fré-
quemment dans les applications, on leur a donné le nom de Ric-
cati, parce qu’elles comprennent comme cas particulier 'équation

ds '
EE = a62+ bt’n,
qui, seule, a été I'objet des recherches du géomeétre italien. Nous
allons rappeler rapidement leurs principales propriétés.

D’abord, elles ne changent pas de forme quand on effectuc
sur ¢ une substitution linéaire, c’est-a-dire quand on substitue a &

la variable A définie par I’équation

y . Pa—-Q
" Ro=-S’

ou P, Q, R, S sont des fonctions quelconques de ¢.
En second lieu, on peut les intégrer des que 'on en connait
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une solution particuli¢re. Soit, en effet, & = &, une telle solution.
Posons

I
G:UO—"‘X’

et nous obtiendrons pour A I’équation linéaire

dh
(I;/[) ZZ—E:“““C—‘Q(CGQ—‘I—b))\,
dont 'intégration exigera seulement deux quadratures effectuées
successivement.
De la résulte une des propriétés fondamentales de l'équation
de Riccati. Comme la valeur générale de A est linéaire par rapporl

a la constante arbitraire C et de la forme

PC -+ Q,
on voit que 'intégrale générale de I'équation de Riccati sera de la
forme

. RC;:— S

~ PC-Q’°

P, Q, IR, S étant des fonctions de la variable indépendante de (.
On déduit de la que le rapport anharmonique de quatre solu-
tions de ’équation est constant et égal a celui des quatre va-
leurs de la constante arbitraire correspondantes c ces solutions.

17. Si donc on connait trois solutions particuliéres o, oy, a2,
I'intégrale générale sera donnée par la formule

g — Gy G — Gy

: —q,
g1 — Gy G — T2

qui ne contient aucune quadrature.
Sil'on connait seulement deux solutions ,, s, une seule qua-
drature suffira. Voici le procédé le plus rapide pour obtenir la

solution. Posons
g —a
A= — 7,
g -— T
on aura

dt

> -

dr 1 ds doy > 1 < do day >

@G = e\t T @) T eT e z
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ds dsy dos

ou, en remplacant 7 a0 ar Par leurs valeurs tirées de l’équa—

tion (13),

>

d

|

= ¢(3 — 1);

]
oY
™

A s’obtiendra donc par une simple quadrature, et 'on aura

(15) A= %:—:L; == Cefc(co—c,)dt,
C désignant une constante arbitraire.

L’équation de Riccati posséde donc une des propriétés fonda-
mentales des équations linéaires et la connaissance de chaque so-
lution particuliére permet de faire un pas vers la solution générale.
Et, en effet, il est aisé de ramener son mtegratlon a celle d’unc
equatlon linéaire du second ordre.

Voici le procédé qui nous parait le plus élégant pour démontrer
cette derniére proposition.

18. Posons
:L
g = -9
N
I’équation deviendra
du. v ; )
Vo Ty = av?—- 20y —+ cp?,

et cette unique équation peut évidemment étre remplacée par les
deux suilvantes

rodu , .y’
6 \ —p = (b —+h)p,
(16) ( Db — B
( 7 ( i

ou h désigne une fonction que P'on choisira arbitrairement ().

(") Il est bon de remarquer que, si 'intégration compléte du systéme (16) en-
traine celle de I’équation de Riccati sans qu’il soit nécessaire d’effectuer une qua-
drature, la réciproque n’est pas vraie. L’intégration de l'équation de Riccati une

1
\

: . 3 . Lo
fois effectuée, on a seulement le rapport 5 la détermination de g ou de v par

les équations (16) exige encore une quadrature.
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Or I'élimination de @ ou de v conduit, évidemment, & une équation
linéaire du second ordre.
Si l'on prend, par exemple, 2 == b, on aura

— 1 dv
o c dt’
et v satisfera a I'équation
d2v c'\ dv
(17) ZZF—<2() = —C—>zl'“'" acvy — 0.

Si v, et v, désignent deux solutions ‘particuliéres de cette équa-
tion, on aura

!
(18 T —— — — —7»77—1__.
) ) C V1+ (J ) ?

C désignant une constante arbitraire.

19. Nous avons vu que le rapport anharmonique de quatre so-
lutions particuliéres quelconques de I'équation de Riccati est
constant. Il est aisé d’établir que cette propriété est caractéris-
tique, qu’elle appartient & cette seule équation.

En effet, si oy, o,, o, sont trois solutions particuliéres, 'inté-
grale générale de l'équation considérée sera donnée par la
formule

G —0a Ty — G
- 0 : 2 0 — C,

g — 0'1 0'2 -— 01
et I’élimination de C par une différentiation conduit a une équa-
tion de Riccati.

20. Appliquons ces propositions générales, relatives a 1’'équa-
tion de Riccati, & notre équation (r1) en o. Toutes les fois que
I’on connaitra une solution du systéme (1) pour laquelle la somme
constante a2+ 3% v? sera différente de zéro, on pourra réduire
cette somme & l'unité, et les formules (8) nous feront alors con-
naitre deux solutions particuliéres de I'équation en o. Désignons

. I , . .
ces deux solutions par ¢, — =t Il suffira, pour déterminer !'in-
0

tégrale générale de 1’équation en &, d’effectuer une seule qua-
drature. L’application de la formule (15) nous conduira par des
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transformations faciles a I’équation

p {]—l—ip)
,+0‘ — Gy L——= )dl
G — g f(l o 5L -0 2

?

’
I+UGO
ou encore
f( —l—r)'oo‘(,)((/_i/, ”_{/+ip>l“
c—G g Go c'
0» — C / 0 0 ,
J —t 0'0'0

C désignant la constante arbitraire.

La quadrature qui figure dans ces formules porte sur une fonc-
tion réelle, toutes les fois que les rotations p, ¢, r et la solution
particuliére d’ou I'on est parti sont réelles’; car alors o, o seront
imaginaires conjuguées, et la fonction sous le signe S, dans les
formules précédentes, sera de la forme 7@, O étant réelle.

Il est donc démontré que, toutes les fois que 'on connaitra
une solution particuliere du systéme (1) pour laquelle la constante
22 + 32 4-v2 sera différente de zéro, la solution générale de ce
systéme s’obtiendra par une simple quadrature.

21. Supposons maintenant que les solutions particuliéres con-
sidérées a, 3, v satisfassent a la relation

a2 - 32 4 2 = o.

Nous commencerons par remarquer que l'une au moins des

quantités o, {3, v est imaginaire. On aura donc, en mettant en
évidence les parties réelles et les parties imaginaires,

o — a’ e I:OC”, (3 — B/+ i@//’ .Y — .\{/_%‘_ l.“{".

Cela posé, si p, ¢, sont des fonctions réelles de ¢, o, ', +/

o”, 8",y constitueront évidemment deux systémes différents de
solutions réelles du systéme (1), pour lesquels la somme o* + 3% -y
sera différente de zéro. L’application des formules (6) fera con-
naitre alors, sans intégration nouvelle, la solution compléte du
systeme (1).

Supposons maintenant que p, ¢, r soient des f(onctions imagi-
naires. On pourra poser

(19) —
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et, en introduisant un facteur de proportionnalité p, on aura

(20) a = p(1— 2?), B =7ip(1+ 22), v =2p.

La substitution de ces valeurs dans le systeme (1) nous conduit
aux deux équations

(21) »C@:wirx%-»q—lp—%q_}—wx?,
dt 2 9
. { . .
(22) —g%oi:zr——(q+zp)x.
}

Ainsi, z devra étre une solution de I'équation (11). D’ailleurs,
si 'on pose
I
T =X + ); s

celte équation prendra la forme

d\ __g-+ip . .
= [ir— (g +ip)x]r

ou, en tenant compte de la formule (22),

(23) a (7_‘\) _ 9P,
dt\ p 20

On aura donc A et, par conséquent, ¢ par une seule quadra-
ture; donc, dans tous les cas, la connaissance d’un seul systéme
de solutions des équations (1) permet d’obtenir, par une seule
quadrature, l'intégration compléte de ces équations.

Les systémes particuliers de solutions pour lesquels la somme
22 4 3?4 v? est nulle jouent un réle essentiel dans les importants
travaux de M. Hermite sur la rotation d’'un corps solide ().

22. Euler, qui a, le premier, étudié le mouvement d’un corps
solide,a démontré le résultat précédent par une méthode toute diffé-
rente. Nous avons vu qu’il a exprimé les neuf cosinus au moyen
de trois angles sculement, et nous savons que les rotations p, ¢, r
s’expriment en fonction de ces angles et de leurs dérivées par rap-
port au temps par les formules (6) [p. 5]. Si donc on suppose

(') Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Paris, Gau-
thier-Villars, 1885.
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connues les rotations, ces trois formules constitueront un systémec
d’équations différentielles qui remplacera le systéme (1) et suffira
adéterminerles angles 0, o, 4. A la vérité, le défaut de symétrie de
ces équations ne permet guére de les employer d’une maniére géné-
rale; cependant on en déduit trés simplement la propriété fonda-
mentale du systéme (1).

I‘n effet, sotent &”, 0", ¢" les valeurs particuliéres, supposées con-
nues, de «, B, v, vérifiant le systéme (1). Si nous prenons pour axe
O7Z la droite dontles cosinus directeurs sont ¢, ", ¢”, nous aurons
alors 0 et o par les trois derni¢res formules (2) [p. 3]. Ensuite la
derniére des formules (6), ou la seconde des formules (7) [p. 5],
nous permettra de déterminer & par une quadrature. Connaissant
les trois angles d’Euler, nous aurons trois solutions particuliéres
du systéme (1) et, par conséquent, aussi la solution générale.

Il est aisé de voir que les quadratures a effectuer dans les deux
méthodes se rameénent 'une a 'autre et ne difféerent que par des
quantités cxactement intégrables.
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CHAPITRE III.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA METHODE DEVELOPPEE

DANS LE CHAPITRE PRECEDENT.

Iltude des coordonnées symétriques dans le cas de la sphére. — Interprétation
géométrique d’une substitution linéaire effectuée simultanément sur les deux
coordonnées. — Formules d’Euler et d’Olinde Rodrigues relatives a la trans-
formation des coordonnées. — Représentation de la variable imaginaire par un
point de la sphére suivant la méthode de Riemann.

23. D’apres les développements précédents, on voit que I'intégra-
tion de tout systéeme d’équations linéaires a Lrois inconnues, admet-
tant une intégrale homogéne du second degré, se raméne a celle
Q’une équation de Riccati, c¢’est-a-dire a celle du systéme linéaire
le plus général a deux inconnues. Il nous parait intéressant de justi-
fier et d’expliquer ce résultat par quelques considérations de Géomé-
trie pure. Pour cela, nous allons faire une étude rapide du systéme
des coordonnées curvilignes 2, », qui déterminent les points de la
sphére de rayon 1, et qui sont définies par les formules (g).

Par un calcul élémentaire, ces formules nous conduisent a la re-
lation suivante
4 dx dy

{22 -+ dB2 -+ dy2 = -
(1) ax i (:1;'—)/)2’

i
qui fait connaitre la différenticlle de Varc déerit par le point de
coordonnées curvilignes x, 3. On voit que cet arc sera nul quand
on sc déplacera sur 'une ou I'autre des génératrices rectilignes de
la sphére : c’est la un résultat bien connu; mais la formule (1) va
nous conduire & d’autres conséquences.

24. Son sccond membre jouit de la propriété de se reproduire
quand on soumet z et » & une méme substitution linéaire. Posons
en effet

ax,—+ b ay;-+ b

(2) = cay+ d’ r = cy i+ d’
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a, b, ¢, d étant des constantes; nous trouverons

bddxdy  jdzidyy
(w— )2 (zy—py1)?

Il résulte de la que, si I'on considére sur la sphére deux figurcs
décrites, I'une (F) par le point (z, »'), 'autre (I";) par le point
(24, v1), la distance de deux points infiniment voisins quelconques
de 'une des figures sera égale a la distance des poinls correspon-
dants de 'autre; par conséquent les triangles infiniment petits, qui
se correspondent dans les deux figures, ayant leurs trois cotés égaux,
seront égaux ou symétriques, et les deux figuresseront égales ou
symétrigues : je dis qu’elles sont égales.

En effet, dans les formules (2), faisons varier @, b, ¢, d d’une
maniére continue de leurs valeurs actuelles aux valeurs suivantes :
1, 0, 0, 1. La figure (IY) se déplacera d’'une maniére continue; et,
comme elle est toujours égale ou symétrique a (I), elle demeurera
toujours superposable a sa position primitive. Or, pour les valeurs
extrémes de a, b, ¢, d, la substitution (2)se réduit a la suivante :

X == Ty, Y =21

La figure (I")) est venue coincider avec (I') et, par conséquent,
les deux figures sont égales.

Le second membre de la formule (1) se reproduirait aussi si 1’on
employait la substitution

_ayi—+0b
= e puna

ax;—+ b
ey d YT e+ d

(3)

Mais il est clair que cette substitution résulte de la composition
de la substitution (2), qui remplace toute figure (I') par une figure
égale, avec la suivante :

x =y, Y= 2

Il suffit de se reporter aux formules (g) [p. 12] pour recon-
naitre que cette derniére substitution remplace un point de la
sphére par le point diamdétralement opposé, c’est-a-dire la figure
(F) par une figure symétrique; il en sera donc de méme de la sub-
stitution plus générale définie par les formules (3).

25. Les résultats précédents ont été déduits de I'équation (1) qui
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donne la distance de deux points infiniment voisins. Mais on peut
aussi les obtenir par I’emploi de la formule qui exprime, dans le
systéme de coordonnées x, ¥, la distance de deux points quelcon-
ques de la sphere.

Soient, en effet, M, M’ deux points de coordonnées x, »; 2/, 1.
On aura, en désignant par MM’ Darc de grand cercle qui les
réunit,

, sxy -+ ox'y — (& y)(a =)
4 cosMM = "=« "l
‘0 ()= )
d’ott 'on déduira
Ji‘/ S A ;o IR . {\] ,]/ T — N '___,."
(5) cost MW _ (2= 2)(r —y) sing WM _ (2 — 0Oy — ')

RGN ()2

Ces formules, que j’ai déja données avec plusieurs autres en
1872 ('), peuvent encore s’écrire sous la forme

MM’

cos — R(\'T, .}/,7 (L", .)/)7 sin? *2"'“ = R(‘T’ xla y,a .)/>:

, MO
2

R(«, b, ¢, d) désignant le rapport anharmonique des quantités
a, b, c, d. Il est clair que ces expressions demeurent invariables
quand on applique aux coordonnées des deux points ['une ou
I'autre des substitutions (2) ou (3). On voit que ces substitu-
tions ne changent pas la distance sphérique de deux points quel-
conques; elles ne peuvent donc que remplacer une figure (F') par
une figure égale ou symétrique, ce qui confirme la proposition
déja obtenue.

1l résulte de ce qui précéde que, si I'on considére quatre points
quelconques M, M’', M”, M a la surface de la sphére, le rapport
anharmonique des valeurs de la coordonnée x relatives a ces quatre
points demeurera constant quand on déplacera d'une maniére quel-
conque la figare invariable formée par ces quatre points; en d'au-
tres termes, ce rapport anharmonique ne dépend que de la forme
du quadrilatére. On en connait différentes expressions que je ne
m’arréterai pas a établir. Il nous suffira de savoir qu'il demeure
constant quand le quadrilatére se déplace sans se déformer.

(1), G. Dirpoux, Mémoire sur une classe remarquable de courbes et de sur-
faces algebrigues, p. 212.
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26. D’apres cela, revenons au systéme (1) du Chapitre précédent
et considérons-y o, 3, v comme les coordonnées d’un point de la
sphére. A chaque solution particuliére du systéme (1) correspondra
sur la sphére une certaine courbe décrite par ce point. 1l résulte
des propositions établies tout d’abord (n° 14) que, si deux points de
la sphére représentent deux solutions particuliéres différentes du
systéme, ils demeurent toujours a une distance invariable 'un de
Pautre; donc, si quatre points décrivent dans leur mouvement les
courbes qui correspondent a quatre solutions particulieres diffé-
rentes, ils formeront une figure invariable, et le rapport anharmo-
nique des quatre valeurs particuliéres de x qui correspondent a ces
quatre points sera constant; c¢’est dire que x, considéré comme
fonction de ¢, devra satisfaire a une équation de Riccati (n°19).

Il nous reste a expliquer pourquoi la seconde coordonnée y
satisfait a la méme équation que la premiére. Pour cela, 1l suffit de
remarquer que, si un point M de la sphére donne ure solution du
systéme (1), il en sera de méme du point diamétralement opposé,
qui correspond a des valeurs de «, {3, ¥ changées de signe. Or on
passe d’'un de ces points a 'autre en échangeant z et »'; ces coor-
données doivent donc satisfaire a la méme équation différentielle.

27. Les résultats analytiques du Chapitre précédent sont ainsi
complétement expliqués. Nous ne poursuivrons pas maintenant
I’étude compléete du systeme de coordonnées z, », et nous nous
contenterons d’indiquer comment on détermine le déplacement
correspondant & une substitution linéaire effectuée simultanément
sur les deux coordonnées.

Reprenons les formules

' 1—x I 42 xr —+
(6) a= 2, =i —2, =227,
z—y x—y x—y
ui donnent les coordonnées rectangulaires «, 8. v en fonction de
q 5 y 29

x,y. Silon effectue sur z et sur ) la substitution définie par les
formules

) g MT1n _ myi+n

= , y =
Px1+q . PY1i+q
et si I’on désigne par «,, 3, v, les coordonnées rectangulaires

ui correspondent a x,, 7, on trouvera, aprés un calcul qui
q ] ) b 9
D. — 1. 3
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n offre aucune difficulté,

o =ax-+a B+ ay,
(8) Bi=0bua +0'8 0",

Yi= ca +c'B 4"y,

a, b, ¢, ... ayant les valeurs suivantes

o — (/'2*4“7712——712—}727 b — ii)lﬂ_i_Ilﬂ_pQ_(]Q’ . pg — mn
2B > B ¢ i
() {a= LM Pt g, PR P gt e mn
2B 3 B - B
" ng — mp . .mp == ng " mqg -+~ np
a = . b — e e o
B g B > — g’

(1)

ou B est le déterminant de la substitution

B = mg — np.
Il est aisé de reconnaitre que ces neuf quantités sont les coeffi-
cients d'une substitution orthogonale, de déterminant 1, ce qui

démontre une fois de plus le théoréme établi plus haut (n° 24).
Sil’on remplace m, n, p, ¢ par les expressions suivantes

m=— 04 v, o= —

q=—p—1v, p= p+ik
en posant, pour abréger,
(10) B =22 p2 4 v2 02

on trouve

Ba = p2+ 22— p2—v2, Bb = 2(ph + pv), Be =2(dv —opwp),
Ba,’:g(p.}~vp), Bb':p‘z—l— pﬂ—-)\?—~‘)2, BC':Z({L‘)—%—)HO),
Ba' = 2(vh -+ 1p), Bb" = 2(pv — Ap), Be"= p2+ v2— )2 — p2.

Ce sont, sous forme homogene, les expressions bien connues des
neuf cosinus, dues & Euler et a Olinde Rodrigues.

28. Puisque les formules (7) définissent un déplacement réel ou
imaginaire, ¢’est-a-dire une rotation finie, proposons-nous de dé-
terminer ’axe et la grandeur de cette rotation. On obtient ces
deux éléments de la maniére suivante :

Les points ott 'axe de rotation vient rencontrer la sphére de-
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meurent immobiles dans le mouvement. Ils doivent donc satisfaire
aux relations

X=X, Y =1
par conséquent x, y seront les racines de I’équation

(12) pr?4+(q —m)xr —n =o,

quidéfinitles éléments doubles de la substitution linéaire. Soient &/,
J'les deux racines, que nous supposerons différentes, de cette équa-
tion. Onvoitque le mouvement laissera invariables les quatre points
(z=2a, x =y, x = &', x =y
ly =y, y=a, y=ao, y=y.

Les deux premiers sont a distance finie et diamétralement op-
posés : ce sont les points ou I'axe de rotation coupe la sphére. Les
deux autres satisfont a la relation x =y, et, par conséquent,
d’apres les formules (6), 1ls sont sur le cercle de I'infini. De la ré-
sulte cette définition d’un déplacement au point de vue projectif.
C’est une transformation homographique de la sphere laissant in-
variables quatre points dont deux sont a I'infini, et dont les deux

(13)

autres sont diamétralement opposés. Ces quatre points forment les
sommets d’un quadrilatére gauche, entiérement situé sur la sphéere.
Quant a la grandeur de larotation, on la déterminera de la ma-
niére suivante. Ecrivons les équations () sous la forme canonique
x—x z)— ' y—x /yl—x'

— .

(14 By : V. ,
) Ty —y Yi—y

z—y ‘x—y

Cette forme se conservera évidemment si 'on effectue un dépla-

cement d’ensemble, ¢’est-a-dire si ’on soumet toutes les variables

x, v, &, oo ala méme substitution linéaire. Supposons que ce

déplacement ait été choisi de telle maniére que le point z = «/,

» ==y’ vienne se placer sur la partie positive de 'axe des z; alors
«' deviendra égal a oo , »’ 4 o et les formules (14) deviendront

(15) zy=ka,  yi=ky

ou, en revenant aux coordonnées rectangulaires et appelant a, 3,
Y; %, Bi, v+ les coordonnées rectilignes de deux positions corres-
pondantes du méme point

a,+iB1w]€a+iB a1—i131_l<7,——if3.
r—y i—vy i+ kv

Ces formules conviennent évidemment a une rotation autour de
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O z, d’un angle 6 défini par I’équation
(16) e® = £.

On le reconnait immédiatement en considérant les points du plan
des zy pour lesquels on a
N = Y11= 0.

Ainsi la grandeur de la rotation sera déterminée sans ambiguité
par la formule (16). Quant a la valeur de 4, elle est donnée, comme
on sait, par ’équation
m—pz
(17) o= "0
.~ m—py
ou, sil’on veut 'obtenir sans passer par les valeurs de 2/, »/, par
I’équation

(1 =+ k)2 m - 2

k mqg — np

29. Le déplacement défini par les formules (7) n’est pas réel, en
général; mais les différentes méthodes précédentes permettent
d’indiquer a quelles conditions ce déplacement sera réel. En effet,
nous avons vu que, si deux points réels ont pour coordonnées z, y

et xy, ), respectivement, les variables imaginaires x, x, auront
1

. , I - . . -
pour conjuguées — —, — —- FEn changeant donc 7 en — ¢ dans la
( guce ¥ 8

Y1
premiére équation (7) et désignant par m,, 7o, Py, ¢o les quan-
tités conjuguées de m, n, p, ¢, on devra avoir

1 — My -+ Ny Yy

Yy =P+ qoyt

et cette relation, devant avoir lieu toutes les fois que z, » sont les
coordonnées d’un point réel, devra nécessairement étre identique
a la seconde des formules (7). Cela donne les conditions

= = = —

7L m q P

Po _ —Go  —ing n,

qui permettent d’écrire les formules (7) sous la forme

mxy—+n my,-+n
(IQ) X = —————""——> Y=
— Rogx1 + My — Ny Y1+ My

m,, no désignant les imaginaires conjuguées de m et de n.

30. Ilestfacile de reconnaitre que, lorsque, suivant la méthode
de Riemann, on représenle une variable imaginaire par un point
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de la sphére, la quantité que nous désignons par x est l'affixe du
point (, 8, 7).

En effet, la méthode de Riemann consiste a représenter d’abord
la variable z — '+ )’ par le point (&, »') dans le plan des zy,
comme l'ont fait Gauss et Cauchy; puis a faire la projection
stéréographique de ce plan sur la sphére de rayon 1 qui a son
centre a l'origine, en prenant pour pdle le point de cette sphere
situé sur la partie positive de I'axe des z. Si nous désignons par
x, 3, v les coordonnées de cette projection stéréographique, un
calcul élémentaire nous donne

a—+if3

L =2y =z
1T— Y ’

xXr —=
ce qui justiﬁe notre remarque.

31. Dans la théorie des fonctions et dans différentes recherches
de Géométrie, il peut étre avantageux de modifier légérement le
systéme de coordonnées x, y et de substituer a » la variable

a’,’o:————.

Y

On a alors pour o, 3, v les expressions

r+x Xy — T — 1
(20) p DD g To—w @B X
I+.Z‘.’t:‘0 1+ 2wy Z‘x’o—i—[
et I’équation (1) prend la forme
4 dx dx
(21) da? - df? <+ dy? = 4 0

(1 + xzy)? )

Avec ce nouveau systéme, les coordonnées x, z, de tout point
réel sont imaginaires conjuguées; mais, d’autre part, un déplace-
ment n’est plus représenté par la méme substitution linéaire
effectuée sur les deux variables ().

(*) Pour tout ce qui concerne les relations entre les déplacements et les sub-
stitutions linéaires, on pourra consulter les importants Mémoires de M. F. Klein,
insérés dans les tomes IX a XII des Mathematische Annalen, ou ces relations
se trouvent approfondies et appliquées a la solution de plusicurs problémes du
plus haut intérét.
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CHAPITRE 1V,

APPLICATIONS DE LA THEORIE PRECEDENTE.

Extension de la théorie de Poinsot. — Détermination des mouvements dans
lesquels il y a deux relations, données a I'avance, entre les rotations. — Déter-
mination des courbes gauches dont la courburc ct la torsion satisfont a une
relation donnée. — KEtude du cas ou cette relation est linéaire. — Courbes a
torsion constante.

32. Avant de continuer I’exposilion dela théorie générale, nous
allons faire quelques applications des propositions qui précédent.
Reprenons le systéme

dn. dags -~
(1) ‘Cﬁzﬁ’"“‘(q’ df?:‘m—w, ‘“{:“(I—Bpa

dt
auquel satisfont les cosinus des angles que fait une droite fixe
avec les axes mobiles. On sait que, lorsqu’un corps solide se meut
autour d’'un point fixe sans étre soumis a ’action d’aucune force,
le systeme précédent est vérifié si I'on substitue a o, 3, v les

e O O Of : 1 \
dérivées op’ 9g° or d’une fonction f(p, g, r), homogeéne et du se-

cond degré, qui représente la demi-force vive totale du corps.
Cherchons tous les mouvements jouissant d’une propriété ana-
logue, c’est-a-dire pour lesquels le systéme (1) admet la solution

o oL
(2) 2L —= @, B_ ()—g, (__(_)._F.

Mais ici f(p, ¢, ) ne sera plus assujettic a étre homogeéne et
du second degré. Comme o, 3, v et les dérivées de f'se transforment
par la méme substitution, quand on effectue un changement des
axes mobiles, il est évident que la propriété précédente est indé-
pendante du choix des axes.

En écrivant que le systeme (1) est vérifié par les valeurs (2) de
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%, B, v, nous aurons les équations

d <a[> _ o of

dit gy) 1—0_;1--—‘(101:’
dfofN _of  of
(3) az<a§>ﬂ”ar“’a;;’
d (N _ of  of.
%(ﬁ)”f’@‘f’@’

d’ot ’on déduit
- N ol -
p(l<0?> - QCZ<()‘—(]> 4= 7 CZ<'()—"> = 0.
On a donc, en intégrant,

of . of o .
p@ﬁ—f— 7=~ -~ f = const.,

(4) ]0(/ T or

équation a laquelle il faut joindre la suivante

()= G+ (37 =

qui exprime que «, {3, v sont des cosinus directeurs.

En portant les valeurs de p, ¢ tirées de ces équations (4) et (5)
en fonction de 7 dans ’'une des équations (3), on aura le temps
par une quadrature. Aprés avoir obtenu ainsi les expressions de
P, ¢, r en fonction du temps, on achévera, au moyen d'une
seule quadrature, I'intégration du systéme (1) dont on connait déja
la solution particuliére fournie par les équations (2).

La solution est, on le voit, toute pareille & celle que 1'on a
donnée dans I’étude du mouvement d’un corps solide abandonné
a lui-méme; mais 'analogie est plus compléte encore, st 'on sup-
pose que la fonction f soit homogéne. Alors I'équation (4) se

réduit a la suivante
f(p, g, ry = const.,

et 'on peut représenter le mouvement en faisant rouler sur un
plan fixe la surface invariablement liée aux axes mobiles dont
I’équation, par rapport a ces axes, est

Sz, y, 5) =1.

Sil’on suppose que / soit entiere et du second degré, on retrouve
ainsi la solution de Poinsot.
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33. Comme deuxiéme application, proposons-nous de déter-
miner les mouvements dans lesquels 1l y a deux relations données
a I’avance

(6> f(P? q> 7) =0, CP(Pi 9> r)=o,

entre les trois rotations. Nous allons donner d’abord une méthode
géométrique indiquant le degré de difficulté de ce probleme.
Dans la représentation de Poinsot, le mouvement est obtenu si
Pon fait rouler le coéne (y), lieu de 'axe instantané de rotation
dans le corps mobile, sur un cone fixe (CG). Or les deux équations
précédentes, déterminant le lieu décrit dans le corps par 'extré-
mité de 'axe instantané, nous font connailre par cela méme le
cone (v). Quant au céne (C), prenons-le arbitrairement, mais de
telle maniére que la section de ce cone, par la sphére de rayon 1,
soit la développée sphérique d'une courbe arbitraire tracée sur
cette sphére, ce qui permet d’obtenir I'arc de cette section sans
aucune quadrature; puis faisons rouler le cone () sur le cone (C).
Les équations que nous aurons a écrire pour exprimer ce mouve-
ment contiendront évidemment la quadrature qui donne l'arc de
la courbe d'intersection du coéne () par la sphére de rayon 1. Pour
une position quelconque du céne (v), 'axe instantané sera la gé-
nératrice de contact de cc conc avec le céne (G), et les rapports
de p, g, r seront connus. Les équations (6) nous feront donc
connaltre les grandeurs de ces rotations. En exprimant que le cone
(v) roule & chaque instant avec la vitesse ainsi obtenue, on aura
a effectuer une nouvelle quadrature qui déterminera le temps.

Ainsi le calcul peut étre dirigé de telle maniére que 'on n’ait a
effectuer que deux quadratures. On arrive a des résultats équiva-
lents par la méthode analytique suivante.

34. Supposons trois des neuf cosinus, @, b, ¢ par exemple,
exprimés en fonction des deux variables 2 et » par les formules
(6) [p. 33]. Si @, b, c sont réels, x et y seront des imaginaires de

la forme
1

x = h -+ ki, y=— 7

En exprimant que ces deux quantités vérifient ’équation de
Riccati (r1) [p. 13], on a deux relations; elles sont identiques a
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celles que 'on obtient en substituant seulement la valeur de x
et égalant les parties réelles et les parties imaginaires

dh q N -
o v zll—s—g(l—i—h——/l)——pk/r,
7
: d/f p Py D)
—d—t H—I]quhk—';'(I"}—/f“—‘h )-

Eliminons p, ¢, r entre les équations (6) et (7), nous serons
ainsi conduits & une équation de la forme

dh dk
F(h, k, 22, <5 =

dt’ dit
Et, si l’on prend pour k&, par exemple, une fonction arbitraire

’ P » P pié,

de /i, cette équation fera connaitre le temps ¢ par une quadrature.
Nous connaissons lrois des neuf cosinus, «, b, c. Une derniére
quadrature nous fera connaitre les six autres. Les résultats ainsi
obtenus coincident, on le voit, avec ceux que nous a fournis la

méthode géométrique.

35. Nous avons vu que, si 'on considére une courbe gauche
quelconque et si I’on étudie le mouvement du triédre formé par la
tangente, la normale principale et la binormale en un point, on
aura, en supposant que l'origine de ce lriédre décrit I'unité d’arc
dans I'unité de temps,

p:—:, Cl:O, .= —

oetw désignant les rayons de courbure et de torsion. Proposons-
nous de déterminer toutes les courbes pour lesquelles il y a une
relation donnée a ’avance entre la courbure et la torsion

Cela reviendra a déterminer le mouvement d’un triédre dans
lequel on a, entre les rotations, les deux relations

(8> g = 0, f(‘“}’, r)=o.

En appliquant la méthode générale donnée plus haut, on aura
les expressions dcs neuf cosinus qui déterminent la position du
triedre mobile, en fonction de 'arc de la courbe qui, ici, est égal
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au temps ; puis, on déterminera les coordonnées rectangulaires z,
¥, 5 du point de la courbe, sommet du triedre, par les formules

dx dy , dz .
— = a, - = a, — =,
ds ds ds
qui donneront
x = fads, v = fads, z = fa’ds.

36. La méthode que nous venons d’indiquer, et qui est générale,
est susceptible de simplifications dans certains cas particuliers.

Supposons, par exemple, que 'on demande les courbes dont la
torsion est constante. Les formules de M. Serret

—_— == — o _— ==
ds < ds <’ ds

dec b dc’ o' dec” é'_

nous donnent b, ', b” en fonction des dérivées de c¢. Si Pon porte
ces valeurs dans les relations entre les neuf cosinus

a=>5bc" — b, a = b"c— bc’, a” = bc'— cb’,

on trouve
< , dc' , dc")
a =x(c" —— —¢ )

ds ds

, dc’ , de
& —=7T| C —5——C —— >

ds ds

, !, de dc’
a’' =< — — ¢ — )-

ds ds

On aura, par suite, pour les coordonnées rectangulaires d’un
point de la courbe, les formules

x = fads==f(c"dc — c'dc"),
y = fa ds=r=f(c dc"— c"dc),
z2 = fa'ds=rf(c dec— ¢ dc),

¢, ¢, ¢" étant trois fonctions d’une seule variable assujetties &

l'unique condition
24242 =1.

Si, par exemple, on pose

<

o
h

>0
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Crldk—Fkdl
v Vf/zz——'.—lfz—%« 2’

FEN
oo

OnNn aura

( o hdl —1ldn
9) % —f/—w—ﬁ
kdh— hdk

~ ==

\ ) Rk 2

Ces formules coincident, aux notations prés, avec celles que
M. J.-A. Serret a données dans la 5¢ édition de 'Application de
UAnalyse ¢ la Géométrie de Monge, p. 566.

37. Une méthode analogue s’applique & la détermination des
courbes dont le rayon de premiére courbure est constant. Repre-
nons, en effet, les formules

dx da b
—— = a} ——— T — e
ds ds o
On en déduit

ds : ; 7

— = /da®+ da'? + da"?

a

et, par conséquent,
dz — apy/da* + da’? + da’?.

On aura donc, pour les trois coordonnées d’un point de la
courbe cherchée,

I

S r=pof ads,
(10) y=cofa ds,
( 5 =pfa" ds,

ds désignant la différenticlle de l’arc de la courbe sphérique
décrite par le point (@, @/, @”). Le centre de courbure aura pour
coordonnées les valeurs suivantes

da

xlzxﬁ'—bp:lo% +pof a ds,
da’

(11) y1:y+b’p:‘oﬁ—l—pfa’do—,
dd”

zlzz+b”p:pgg—+pfcz"clc,

et il est aisé de vérifier, conformément aux résultats du n° 10,
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que le lieu de ce point est aussi une courbe dont la premiere cour-
bure est constante et égale a celle de la premiére.
P

38. Enfin, si I’on cherche les courbes jouissant de la propriété
signalée par M. Bertrand (n° 8), et dont les deux courbures sont
liées par I’équation

\ m n
(12) — - =1,
2 T
on posera
ma -- nc = a \/zn‘l -+ n2,
(13) ma' +- nc' = o' Vm?—+ n?,

ma" + ne’ = &'/ m2 + n?,
x, o', «” étant trois fonctions évidemment assujetties a la relation
a2 4+ /2 - 22—,

Les formules de Serret

, @t _Z
ds T

T

da é dc b
o

nous donneront, en tenant compte de la relation (12),

— da -
(14) Vm2 - n2 s = b, v m? 4 n?

da' —dd"
= 0’ /m2 + n2—— = 0"
ds ’ v ds

Puis on aura
( na—mec=n(bc"—cb")y—m(a’dt—ba"
(15) o, dd d+"
= (m2 4+ np2){d 5 —a —
2 ( ) ( ds ds

et de méme

s
o do
na' — me' = (m? -+ n?) <oc — — )

5 , ds ds )’
v na"— mc" = (m? -+ n2)( o« @ — ﬁ
o ' ds ds

Les relations (13) et (15) nous permettent de déterminer «, @,
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-~
(%13

a; c, ¢, c", et nous donnent

, m /o, dd , dz”>

I a = n ( o — —_— P 5
‘/mz I ne ds ds
N N

(16) ;a = " a4 n( de’ o LZ‘) >
‘/,n T n? ds ds
" m ” , da do!

a'= (% e —a o)
“,712 —_ n2 . as as

Des formules (14), nous déduisons d’ailleurs
ds? = (m? -+ n2)(da? + da'? - d«"?).

On aura donc les coordonnées rectangulaires d’un point de la
courbe par ’emplo des équations

x = fads, y = fa'ds, s = fa’ds,

ce qui conduit au résultat définitif

l/)

[ ds = \/du? + dx” - dx
(15) s x=mfa clc+zzf(a”d1’~oc’dcc”),
’ ? y=mfoa do+nf(xds— 2" dx),
. s =mfd do+nf(ad dn — a da').
Suivant que l'on fera m ou n égal a zéro, on retrouvera les for-
mules (g) ou (10); a, o/, &’ sont d’ailleurs, nous I'avons vu, trois
fonctions d’une seule variable assujetties a 'unique relation

(18) a? 4 %2 4+ a2 = 1.

Les formules précédentes s’établiraient aussi trés aisément par
I’emploi de la Géométrie.

39. Des trois systémes (9), (10), (17), le plus simple est le
systéme (9), qui détermine les courbes dont la torsion est con-
stante. Nous allons les appliquer a la recherche de la courbe a
torsion conslante, dont l'indicatrice sphérique est une conique
sphérique. On reconnaitra aisément que, si par le centre de la
sphére de rayon 1 on meénec une parallele a la binormale, cette
paralléle coupera la sphére en un point dont les coordonnées
seront ¢, ¢, ¢’, et qui décrira une ellipse sphérique supplémen-
taire de I'indicatrice sphérique.
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En choisissant convenablement les axes, on pourra donc obtenir
pour /i, k, I les expressions trés simples

7 a(a —p) /ﬂﬂ\/ b(b—p) \/ clc—p)
TV @ —ta—o TV o—a0—2¢’ (c—ay(c—0b)’

qui conviennent & la courbe située sur le cHne

et, en portant ces valeurs de /2, £, { dans les formules (9), on aura
le systeme

v E\/ bC B - dlo o
“EV @mote—a ) Vi=nc=0)
o = ac o
(19) Y=s\V o=a@=0u Via—o)(c—p)

5 = ;\/<aac><c~b>f¢<a~~95<b“9>7

qui définit la courbe cherchdée.

On ne connait, croyons-nous, aucune courbe algébrique el
réelle dont la torsion soit constante. Il serait intéressant d’exa-
miner si toutes les courbes a torsion constante sonl nécessaire-
ment transcendantes ou bien, s’ily en a d’algébriques, de déter-
miner les plus simples.
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CHAPITRE Y.

DES DEPLACEMENTS A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES.

Relations différentielles entre les deux systémes de rotations. Détermination du
mouvement quand ces rotations sont connues. Application au cas ou elles sont
fonctions d’une seule variable.

40. Dans les Chapitres précédents, nous avons va comment on
rattache la théorie des courbes gauches a I'étude du mouvement
d’un triedre. D’autres recherches de Géométrie et, en particulier,
celles qui se rapportent a la théorie des surfaces exigent que I'on
considére des systémes mobiles dont les différentes positions dé-
pendent de deux paramétres distincts. Nous allons entreprendre
Iétude de tels systémes; et, pour étudier d’abord les propriétés des
rotations, nous COMMeENCErons par supposer que le systeme mobile
a un point fixe qui sera, comme précédemment, Porigine a la fois
des axes fixes et des axes mobiles.

Alors les neuf cosinus qui déterminent la position des axes mo-
biles sont des fonctions de deux variables indépendantes, w« et ¢. A
partir de chacune de ses positions, le systéme mobile peut prendre
une infinité de mouvements, qui correspondent aux différentes rela-
tions que l'on peut établir entre u et ¢. Nous introduirons ici deux
systémes différents de rotations. Lies unes, que nous désignerons
par p, ¢, r, se rapportent au déplacement dans lequel « varie scule.
Elles donnent naissance au systeme

ox o8 oy

(1) s, =Br—xe, o= vp—ar 5o =29 —Bp,

qui devra admettre comme solutions particuliéres les trois cosinus
de chaque groupe. Les autres, que nous désignerons par py, ¢, 7,
seront relatives au cas ou ¢ varie seule. Elles donnent également
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naissance au systeme

o 0 o~
(2) %:@7‘1—“{917 £:Y}71—17’17 ()5:“91—@]91,

tout semblable au premier. Il résulte immédiatement de la que, si
I’on considére un déplacement du systeme dans lequel « et ¢ sont
des fonctions données de ¢, on aura

da ag R _ dy
—d74BR—{Q, %——-(P—’ZR, 'C—ZE———OCQ—‘—@P7
P, Q, R ayant les valeurs
du dy du dy du dy

(3) P=p—, +rigpy Q=g+ 915> R=r—p+ri—,
et, par conséquent, ces trois quantités P, Q, R seront les rotations
relatives au mouvement considéré. Les projections sur les axes
mobiles du chemin ou de l'arc infiniment petit décrit, dans ce
mouvement, par un point dont les coordonnées relatives a ces axes
seraient z, ¥, z, auront pour valeurs

§ de + (gdu+ g1 dv)s — (rdu - ride)y,
4 dy + (rdu —+ ride)r — (pdu + p,dv) 3,
Q dz + (pdu + pide )y — (gdu + q,dv) .

Nous allons d’abord établir certaines équations aux dérivées
partielles auxquelles satisfont les six rotations.

: 02 . Co.
Egalons les deux valeurs de Sude due Pon peut obtenir en diffé-

rentiant les deux premiéres équations des systémes (1) et (2). Nous
aurons, aprés avoir remplacé les dérivées de 3, v par leurs valeurs
tirées de ces deux systémes,

o orm ' (9 0q1
8 <(7V —on P11 —f‘éll’l> =1 (\5; ~—oun 7“]?1—1“]9’“1>-

Comme cette relation doit avoir lien quand on remplace {3, Y,
soit par b, ¢, soit par 0/, ¢/, soit par 0, ¢’, il faudra que les coeffi-
cients de et de Y soient nuls séparément. Nous aurons ainsi deux

’ - 7 A N df-’- dz-\

équations. En égalant de méme les deux valeurs de - Q , 2 qe-
du dv’” du dy

duites des systémes (1) et (2), on obtiendra une scule équation
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nouvelle et 'on sera conduit au systéme

0 0
92 g g
_ g dq
(5) CGe T ow AT P
or ory

o0 ouw =pPYg1— 4P1,
(ui joue un role fondamental dans la théorie (*).

41. Réciproquement toutes les fois que 'on connaitra six quan-
LSS p, ¢, Ty Piy ¢y Ty, salisfaisant aux équations (5), 1l existera
un mouvement dans lequel ces six quantités seront les rotations.
Pour établir ce résultat, il suffit évidemment de montrer que I'on
peut obtenir des valeurs des neuf cosinus satisfaisant a la fois aux
systemes (1) et (2). La démonstration de cette proposition essen-
tielle pourrait se déduire des théorémes généraux relatifs aux
équations aux dérivées partielles; mais on peut aussi I'obtenir
directement de la maniére suivante.

Je dis d’abord qu’en supposant les équations (5) satisfaites, on
pourra déduire de tout systéme de valeurs («, {3, v) satisfaisant aux
¢quations (1), mais non aux équations (2), une solution nouvelle
des équations (1).

Posons en effet

0z
A= —8ri—1qu
083
B = ﬁ-— P12y,
G — 0‘0 — aqi-+ Bpq.

Nous allons montrer que les quantités A, B, G, qui ne sont pas
toutes nulles par hypothése, vérifient les équations (r).

(1) Ces ¢quations ont été obtenues ( Annales de I’Ecole Normale, t. IV, 17 séric,
p. 108) par M. Combescure qui a employé le premier des considérations cinéma-
tiques dans la démonstration des formules relatives & la théorie des surfaces ct
aux systémes orthogonaux. Nous les avons données de notre coté, avant la pu-
blication du Mémoire de M. Combescure, dans le Cours que nous avons fait
cn 1866-67 comme suppléant de M. J. Bertrand, au Collége de France.

D. — 1. 4
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On a en effet

O\ oa 0B 0% g0n 00,
Ju due Qv You  1'ou “ou OV ou
J o8 o or 0
[ ! n 1, g\
= r—NGg)— P m— e = — 5 ey
dy ! (7) You 71 9u Y ou (ou
03 oy R ]
ou, en remp]agant gu’ Ju par leurs valeurs et tenant compte des
¢quations (5),
. DA , B
(6) Su = Br— Cgqg.

On aura de méme, cn effectuant des permutations,

0B -
[ G o
(Y ) (/ aCl — A B p:
ou 4T

et, par conséquent, A, B, G donnent bien une solution nouvellce
du systeme (1). Le systeme (6), étant du premier degré par rapporl
aux dérivées des fonctions A, B, C, admet, évidemment, une scule
solution pour laquelle les valeurs initiales de ces fonctions, corres-
pondantes & unc valeur donnée w1, de u, sont des quantités A,
By, Gy données a avance ('). Xt il est encore évident que, si ces
valeurs initiales sont nulles, la solution unique qui leur correspond
est celle qui est déterminée par les équations

A=B =C =o.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : S Lon
connait une solution du systéme (1) qui, portée dans les équa-
tions (2), satisfasse a ces équations quand on donne a w une
valeur particuliere w,, elle y satisfera également pour toute
valeur de w.

(') La proposition que nous admetirons ici, el dans les développements qui vont
suivre, a savoir quec, lorsqu’un systéme d’¢quations différenticlles du premicr
ordre est résolu par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, il admet une
scuie solution pour laquclle les valcurs initiales des fonctions inconnues sont
données, est due, comme on sait, a Cauchy qui I’'a démontrée dans toute sa géndé-
ralité. Elle admei, a la vérité, des exceptions, correspondantes aux cas ou les
dérivées des fonctions inconnues se¢ présentent, en totalité ou en partie, sous une
forme inddéterminée ou infinie. Mais nous n'avons pas, évidemment, & nous
préoceuper de ces cas d’exception dans Ies questions qui nous occupent.
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42. Ce point étant établi, supposons qu’il s’agisse de trouver les
solutions les plus générales communes a la fois aux équations (1)
et (2). Nous allons voir qu’il existe une infinité de valeurs de «, {3,
v satisfaisant a ces équations, et que chaque systéme de solutions
communes est completement déterminé s11’on donne les valeurs «,,
B0y Yo de o, 3, v qui correspondent aux valeurs initiales u,, ¢, de
w et de o.

Supposons en effet que I'on remplace « par uy dans =, 3, v. Les
solutions cherchées se réduiront a des fonctions de ¢, o/, 3',v'. Or
ces fonctions de ¢ sont pleinement déterminées par la condition
de satisfaire aux équations (2) ou l'on a remplacé w par «,, ct
d’admettre pour ¢ = ¢, les valeurs initiales o,, 3y, ~,. D’autre
part, «, 3, v sont des fonctions de u qui doivent satisfaire aux
équations (1) et se réduire a o/, ', v’ pour © = wu,. Elles sont
donc, elles aussi, complétement déterminées par cette double
condition, et il nous suffira de montrer que ces fonctions «, 3, v
satisfont également au systéeme (2).

Or ce fait est a peu prés évident; car, sil’on remplace u par wu,,
%, B, v se réduisent alors a o, ¥/, ¥ et satisfont, pour cette valeur
particuliere de «, aux équations (2); par conséquent, elles y satis-
feront pour toutes les valeurs de «, d’apres la proposition que
nous venons de démontrer.

43. Il y a donc une infinité de systémes différents de solutions
communes ct la solution la plus générale dépend, on le voit, de
trois constantes arbitraires. D’autre part, st 2, 3, v; 2, $y, vy dé-
signent deux systemes différents de solutions, les fonctions

2

32 1 a2 N :
a2 -i- B2 2 a4 B8+ vy, o

~

demeureront constantes pour toutes les valeurs de « et de ¢; la
démonstration se fait ici comme dans le cas d’une seule variable.
Par suite, si nous prenons trois systémes différents de solutions
ay b, c;d, b, c; " U, ", dont les valeurs initiales soient les
neuf cosinus qui déterminent la position d'un triedre trirectangle
('T'y) par rapport aux axes fixes, on aura, pour toutes les valeurs
de « et de ¢, des relations telles que les suivantes

a2 b2 2=, aa' - b0 — cc' = o,
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et nos trois systémes de solutions définiront, pour toutes les va-
lears de v et de ¢, la position d’un triédre mobile, triedre pour
lequel les rotations seront précisément les quantités données p,
Gy 73 Piy Gy Ti-

Ici encore, comme dans le cas d’une seule variable, toutes les
solutions que ’on peut obtenir se déduisent de 'une d’elles par
un simple changement de coordonnées. On a toujours le méme
déplacement, mais 1l est rapporté a des axes différents.

44. Comme application, proposons-nous de rechercherles mou-
vements dans lesquels les six rotations dépendent de la seule va-
riable ¢. Alors les équations (5) deviennent

%)
?)%9 =4gri—rgq,
I o
(7) ;)% = rpi—pri
or

S5 = P91 qp1-
On déduit de la
op  dg  Or
Pog Tl T T @

et par conséquent, /it étant une constante,
PE g2 r2= h2.

On voit déja que les systémes (1) et (2) admettent la solu-
tion

P q o .
b= ‘=7

Nous pourrons prendre cette solution pour représenter «”, 0",

c", et, en nous servant des formules d’Euler, nous aurons

-
’ coslh = =,
I

— sin® sincg:i — sinf coso =

L’

N

ce qui montre déja que O et © sont des fonctions de la scule va-
riable ¢.
Si nous nous reportons aux formules (7) [p. 5] qui donnent
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les rotations, nous avons ici

sin -——' - si S
61 — —
! Ju P l’l(? q co (AD’

0 ol . . ‘ .
sinQ —> = py sing + g4 €059
ct par conséquent

N _ O __ PP+
w =T T T =

ce qui donne
b=—rhu—+V,

V désignant une fonction de ¢. Réciproquement les formules (6)
[p- 5] nous montrent que, si 0, ¢ ne contiennent pas « et si ¢
ne le contient que linéairement, les six rotations seront bien des
fonctions de la seule variable ¢.

45. Dans I’exemple précédent, les six rotations sont fonctions
de l'une des variables indépendantes. Proposons-nous, d’une
maniére plus générale, de rechercher tous les cas dans lesquels
elles sont fonctions d’'une quelconque d’entre elles; alors p, g, 7;
Piy ¢1, ry pourront étre regardées comme des fonctions d’une
certaine variable 6, qui dépendra d’une maniére quelconque des
variables u et ¢.

Si nous désignons par p/, ¢/, ... les dérivées de p, ¢, ... par
rapport a 0, les équations (5) nous donneront

L N R
b5 —Prg, =97 T
. ,00 08
(8) T 55 915, =TPL— P
90 99

oo T T g T PIr— 4P

Si, de deux quelconques de ces équations, on pouvait tirer les

09 06 . ,
valeurs de 5w’ oo ¢es valeurs seraient de la forme

”()9 = f(0), @ :?(6)7

Jie ady

et ces deux équations conduiraient pour § & une expression de la
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_—

forme
0 = F(au <+ 0bv),
« et b étant deux constantes. Iin substituant aux varviables « et ¢

les suivantes
1wy = ai - by, ¢ = ay — bu,

on serait ramené au cas précédent.
Il nous reste donc & examiner sculement le cas ot les équations

(8) ne peuvent étre résolue ar rapport a AN et otit 'on «
3) peuve lues p app I a l’on a.
par conséquent,

S Y A

E o q's 7" ’ qgri—nrgq, rpr—pre pqrqp .
On déduit d’abord de ces relations

pp -+ qqg—+— rr =o,
! 1 ' !
PrPr—q1q1—— 71 1= 0,

et, en 1ntegrant.

w

p?—+qg? - r2 = consl.,

Pr-=¢qgi-+ r} = const.

En multipliant les variables « et ¢ par des constantes convena-
blement choisies, on pourra écrire

pr-qg*+=rt=i,

9

Pi— 41— ri=1,

et, par conséquent, les extrémités (p, ¢, r), (pi, ¢, ry) des deux
axes de rotation décrivent par rapport aux axes mobiles deux
courbes (C), (C') situées sur la sphére de rayon 1.

Il résulte des premiéres équations (g) que ces deux courbes
ont pour chaque valeur de § leurs tangentes paralléles. Ce sont
donc deux courbes paralleles 'une a l'autre; et si 'on suppose,
ce qu est évidemment permis, que 'on ait pris pour 0 l'arc de
la courbe (C) compté a partir d’une origine fixe, on pourra poser

S pr= pcosh-+sinh(gr — rg'),
(10) g1= g cosh ——sinh(rp’' - pr'),

) ry = rcosh +sinh(pg — gp'),

\

/v étant un angle constant.
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46. On peut déduire de ces résultats une représentation géomé-
trique du mouvement. Considérons la courbe décrite dans ’espace
par 'extrémité de 'un des axes instantanés : par exemple, par le
point (p, ¢, 7). Si 'on désigne par «, b, ¢, @, ... les neuf cosinus
qui déterminent la position du systéme mobile et par X, Y, Z les
coordonnées de ce point relativement aux axes fixes, on aura

X — ap -- b(j _._:,‘ cr,
Y—dap--0qg-cr,

7 =a"p--0"qg—+c"r.

Différentions totalement la premiére de ces équations et rem-
placons da, db, dc par leurs valeurs déduites des formules (1),
(2). En substituant ensuite & py, ¢, r; leurs valeurs tirées des
équations (10), nous obtiendrons

dX = (ap'-+ bg'—+ cr'Yd (6 = ¢ sin /).

Cette formule nous montre que X, Y, Z dépendent d’'une méme
variable, § 4+ ¢ sin/.. Par couséquent le pole (X, Y, Z) décrira
dans ’espace une courbe (T') tracée sur la sphére de rayon 1 et

. . . “ ) ~ \ .
qui sera toujours en contact avec la courbe ((G). Nous sommes
ainsi conduit au résultat suivant :

Considérons sur la sphére de rayon 1 deux courbes (G) et (I').
Sinous déplacons la courbe (C) en I'assujettissant a rester tangente

a la courbe (1), une courbe (') parallele a (C) et entrainée dans

b
son mouvement demeurera toujours tangente a une courbe fixe (T")
parallele a (T'). Le déplacement des deux courbes (G) et (C) est
précisément celui que nous nous proposions de définir. Quand w«
varie seule, la courbe (C) roule avec une vitesse constante sur (1');
et de méme, quand ¢ varie seule, (/) roule sur (I'), avec unc

vitesse ui est anssi constante.
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CHAPITRE VI,

INTEGRATION SIMULTANEE DES SYSTEMES LINEAIRES RENCONTRIS
DANS LA THEORIE PRECEDENTE.

Réduction du probléme a intégration simultanée de deux équations de Riceati.
— Propositions diverses relatives 4 ces deux équations. — Autre méthode de
solution reposant sur la détermination de «, @', @”.

47. Aprés avoir reconnu l'existence des solutions communes
aux systémes (1) et (2), nous allons indiquer comment on les
déterminera. Comme on ne doit considérer, dans la question qui
nous occupe, que les solutions pour lesquelles on a

(1) @ Byt =

on pourra exprimer o, 3, v en fonction des variables z, y par les
formules (g) [p- 22], et, d’aprés les résultats obtenus au n° 15,
les variables x, y devront, 'une et autre, satisfaire aux deux
équations

0 . — 1 )
j = — "G + q_AEB _,}7 (I)J) 32,
(2) du 2 2
( gcj = —iryc ﬁ;«. Ej_l;i—*ifil 4 g1 P c2,
ay 2 2

qui sont évidemment compatibles, comme les systémes d’ott on les
a déduites.

48. Nous sommes ainsi amenés a ce probléme d’Analyse : ¢tu-
dier I'intégration simultanée de deux équations de la forme

Jdg
g — == a +2bs -+ co?,
ou
(3) ‘
Jds / ’ ,
(); = a)+ 201G+ 5%,

ou a, b, c; a,, by, ¢, sont des fonctions données de u et de ¢
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02a

En égalant les deux valeurs de qu’on peut déduire de ces

ou dy
équations, on sera conduit a la relation

2(co+b)(a;-+~2b,0 4+ cy92) —2(c;0 4 b)) (a—+2bs 4 ca?)
T op ow 2\ Ton) TN\ T ow) T

qui est du second degré par rapport a <.

Si cette relation n’a pas lieu identiquement, les deux équa-
tions (3) ne pourront admettre au plus que deux solutions com-
munes. Done, si 'on demande que le systéme (3) ait une solution
contenant une constante arbitraire, il faudra que les coefficients
des différentes puissances de & dans I’équation précédente soient
nuls, ce qui donne

()CL ()CLI , ,
2o " o T 2ba, — 2ab; = o,
, ! 0b ()Z)l . .
(4) § g ou = T =
dc Jey | . AU
% — ou ——a2cb;, —2bc,= o.

Ces relations, appliquées aux équations (2), reproduisent les
formules (5) du Chapitre précédent; par conséquent nous pour-
rons les supposer vérifiées dans la suite de notre discussion.

49. Nous allons montrer réciproquement que, lorsque les coef-
ficients «, b, ¢; ay, by, ¢y satisfont aux conditions (4), les équa-
tions proposées (3) admetlent une solution commune contenant
une constante arbitraire. Pour cela, désignons par ¢ une solution
quelconque de la premieére de ces équations, et posons

(5) O:S_Zﬁai_Q-blS*ClGQ.

On a, d’ailleurs,
Js
— —a—2bs—cs2=o0.
Ju
Différentions 1’équation précédente par rapport a ¢, I’équa-
tion (5) par rapport & u, et retranchons les deux relations ainsi
obtenues. Nous aurons, en tenant compte des identités (4), aussi
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bien que des deux équations précédentes,

a0
) — = G —r- (.
(6) g - 2(ea - 0)0,

ce qui donne, par 'intégration.

144
2 f (cG+D)du
(7) 0 =0pem ;

By désignant la valeur de 0 pour w = w,. Si donc f cst nulle pour
it = u,, elle le sera pour toutes les valeurs de w.

Ce point étant établi, faisons = u, dans la seconde des équa-
tions (3), et déterminons la fonction ¢’ de ¢ qui satisfait & cetle
équation et se réduit a s, pour ¢ = ¢,. On aura donc

Js’

— =a; 20,5 -7
o

pour u = u,.
Considérons ensuite la premiere des équations (3), et détermi-
nons la fonction & qui satisfait & cette équation et sc réduit a o'
pour « = u,. D’aprés ce que nous venons de démontrer, cetle
fonction & satisfera aux deux équations; car la valeur de la fonc-
tion que nous avons désignée par 0, relative a la solulion ainsi
déterminée, est nulle pour v = w,, et, par conséquent, elle restera
nulle pour toutes les valeurs de «. La fonction & qui satisfait aux
deux équations contient, d’ailleurs, la constante arbitraire ,.
Toutes les opérations que nous venons d’indiquer sont possibles
ct n’exigent aucune quadrature quand on sait intégrer séparément
chacune des équations (3 ). Ainsi I’on saura déterminer, sans inté-
gration, la solution commune aux deux équations quand on aura

obtenu 'intégrale de chacune d’elles.

50. Nous allons maintenant démontrer quelques propositions
qui rendent plus facile U'intégration simultanée des é¢quations (3).

Supposons d’abord que I'on connaisse une solultion commune
de ces deux équations = = 2. lin posant

(O
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on sera ramené a deux équations linéaires de la forme

ow

T —Pw - 0O
o Pw Q,
ow _p (
o0 w - Qg

et la valeur générale de w s’obtiendra par la formule
(8) w = el 111/—%1’11[0)‘[‘ e—J (P du-+P, fif"b(Q di - - Q,1 d‘ﬁ)’

qui ne contient, comme on s’en assure aisément, que des difl¢-
rentielles exactes.

Il est inutile de s’arréter au cas ou l'on aurait deux ou Lrois
solutions communes; la méthode que nous avons suivie au n® 17
s’appliquera sans modification; mais il convient d’examiner 'hypo-
these ou 'on aurait pour 'une des équations une solution parti-
culiere ne satisfarsant pas a ’autre. Aux résultats déja établis,
on peut alors ajouter le suivant : On peut déterminer, sans au-
cune quadrature, lintégrale générale de celle des équations
dont on connalit une solution particuliére.

Soit, par exemple, z une valeur de s satisfaisant a la premicre
¢quation et non a la seconde. Posons

Si nous portons cette valeur de 5 dans la premicre ¢quation (3).
elle deviendra
10}
— = w9o(b ) - c.
di ( )
Introduisons la fonction 0, définie par 'équation (35) ot lon
remplace s par x, et qui, d’apresla formule (G), vérilie I'équation
06
— = 9(b - -cx)0.
i ( )
[Xéquation a laquelle satisfait w pourra étre mise sous la forme
sulvante :

d(wh)
—— - C ( o= .
( 9 ) Ju o eb o
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Or, un calcul facile conduit a 'identité

0 ‘ 0 , 9 /1 0dlogh
06_%((:37—.—6)—%(0137#61)_—()—“( —clx———b1>-

En substituant la valeur de ¢ dans 1'équation (g), nous trou-

vons
0 1 dlogH
a;/((,l)e*—.—; D¢ —Clﬂv—bi>—0.

ct, en 1ntégrant,

(10) w@:cix:clxﬁ'«bl—; dgigﬂ—‘rC,

G désignant la constante arbitraire qui peut étre une fonction
de ¢. La formule qui fait connaitre 'intégrale générale de la pre-
miére équation ne contient, comme nous ’avons annoncé, aucun
signe de quadrature.

La proposition établie en dernier lieu, jointe a celles qui pré-
ceédent, nous permet de conclure que, si 'on connait pour chacune
des deux équations (3) une solution particuliére ne satisfaisant
pas a autre, il sera possible d’obtenir sans aucune quadrature
les solutions générales de ces deux équations, et par conséquent
ausst leurs solutions communes.

51. Nous montrerons, en terminant, comment on peut, en
s’appuyant sur ce dernier résultat, former différentes équations
différentielles dont V'intégration entrainerait celle du systéme (3)
sans quadrature.

Ajoutons les équations (3), apres les avoir multipliées par du
et dy respectivement. Nous aurons

do — (adu -+ a,dv)—2(bdu + 0, dv)s — (cdu + ¢, dy)s?=o.

Envisageons maintenant les deux équations différentielles que
nous formerons en remplacant & successivement par deux fonc-
tions s, ¢, choisies comme on le voudra

dsy—adu—a; dv — 2(bdu+ by dv)o,— (cdu + ¢y dv)st = o

doy— a du — a; dy

(11)

2(b du -+ by dv)oy,— (cdu -+ c; do)s = o

Supposons que 'on sache intégrer chacune de ces deux équa-
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tions différentielles. Je dis que 'on saura alors intégrer, sans au-
cune quadrature, le systeme (3).

Soit, en effet,
o(u,p)=ua

I’intégrale de la premiére équation (11) et
(IJ(Hﬁ V) = B

celle de la seconde équation. Faisons un changement de variables,
¢t substituons o, 3 & w et ¢. On aura, d’aprés la définition méme
de o et de 3,

Jdoy o Ju , 2(: ‘ b ()z.' . op ‘ Ju o op
( ) g C)—?) == TB —i— C)B - 2 ,d {1 =~ j T C ()lB (2] % g
12) <« ,

sy,  Ou Jdv Z)()u, y . du o0\
-(E——Céd—yj —1"6615;‘2 — 2 Ja J()JC 9~ C‘di~r0101 G3.

Quant au systéme (3), il prendra la forme

—1s

/()_c du+a 0()$2<b()u b >c <”0_uh_c_r)_(>’_l
o8~ o3 top 3 195)°\“pg T 08) 7
(13) Jo ou do L ou b oy o a0\
dyzczﬁ—o—calfﬂ—.az(b;—()—y—vw 1£>c+<c-d—x-fclaa>o~.

Les équations (12) expriment que &, oo sonlrespectivement
solutions particulieres de la premicre et de la seconde équa-
tion (13); par conséquent, d’aprés ce que nous avons démontré,
on pourra intégrer complelement le systéme (13), équivalent au
systeme (3).

Pour faire une application de cette derniére proposition, reve-
nons au systéme proposé des équations (2) et prenons

Gy —1 5 Gy —=—1 ;
les deux équations (r1) deviendront iclt

g du—+-qgrde + i(rdu-+r dv)=o,

gdu—+ qgyde — i(rdu—r dev)=o.

Ainsi I'intégration de ces deux équations entrainerait celle du
systéme (2). Nous allons expliquer ce résultat en faisant connaltre
un moyen nouveau, et tout a fait différent de celul que nous ve-
nons d’étudier, pour aborder l'intégration du systeme des équa-
tions (1) et (2) du Chapitre précédent.
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52. Désignons toujours par «, b, ¢, ... les neuf cosinus sa-
tisfaisant & ces équations (1) et (2). On aura

5 da — (br — cg)du -+ (br; — cqy) dv,
(ri) db = (cp —ar)du - (ep, — ary) dy,

/ de = (aqg — bp)du - - (ag,— bpy) dy,

\

et les relations analogues que I'on obtiendrait en accentuant e,
O, ¢. Si Von joint a la premiére d’entre elles les équations qui
donnent dd', da”, on obtiendra, en faisant la somme des carrés,

(15) da?--da'?+ da"? = (q du -+ ¢ de)?2 -+ (rdu--r;de)?.

Or a, o, a", étant liés par I'équation

a?--a'?—+ a7,

sont les coordonnées d’un point d’une sphére, et il est méme évi-
dent que cette sphére est celle qui est décrite par le point situé a
la distance 1 sur 'axe mobile Oz. Si 'on counsidére, ici encore,
cette sphere comme une surface réglée, et si 'on pose

. - o a — 1at i
(]()> —— =l & e T —

7 4

1—a’ f - v

!’équation (1 ) prendra la forme

4 dxd | ’ \
{\]7) (iifgjjé o= (’(/ die -~ /8! (Z"_)z‘;'( 7’ du = 7"y CZ())Z'

Si 'on peut déduire x, 1 de cette équation en fonction de « ct
de ¢, on aura a, ', " et les formules, telles que les suivantes
da et

— = br — cq,

= br,— cqg
1 1
o 715

g
feront connaitre, par des calculs élémentaires, les six cosinus qui
restent a déterminer. Ainsi tout se réduit & trouver les valeurs
de z et de ), fonctions de w et de ¢, satisfaisant a I’équation (17).
Décomposons le second membre de cctle équation en deux fac-
teurs que nous ¢galerons a zéro. Nous aurons ainsi deux équations
différentielles
{ ¢ du—qyde—{(rdu—rpde) = o,

(18)

/ g du-—-qyde —tirds =—rdey = o.
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Soient
(19) o, ¢) == u, L(w,o)=173

les intégrales de ces deux équations. Si nous faisons un change-
ment de variables et s1 nous substituons a « et ¢ les fonctions =,
5, le second membre de la formule (17) prendra la forme

Fhdx ds,

) étant une fonction connue de o et de 3, et 'équation a résoudre

deviendra

dx dy

(20) = hdxdB.

(z —y)*
Elle ne peut évidemment admettre que "ane des deux solutions

suivantes
xr o= A, y =201
Ol
b )

e B,y A,

A désionant une fonction de z, et B une fonction de 5.
o] 7 |
X devra done avoir pour valeur
AR

21 )\ — —
(21) (A B’
et 1l faudra de cette équation déduire les valeurs de A et de B.

Si, par un procédé bien connu, on ¢élimine les fonctions A
et B, onverra que 2 satisfait a I’équation aux dérivées partielles

o 2 log
29 -
(22) 02 08

= '2.)\3

qui nous sera utile. Mais, st I'on veut obtenir Uexpression de A
ou de B, il se présente une difficulté tenant & ce que, d’aprés une
remarque déja faite, Pexpression de X ne change pas quand on
remplace A ct B respectivement par

m - A m - nB

p+qgAN  p-—gB’

' ; 11 ble d Texy i
n, n, p,q étant des constantes. semble donc que I'expression
la plus générale de A pouvant satisfaire a I’équation (21) devra
conlenir trois constanles ct, par conséquent, ne pourra étre dé-
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terminée que par lintégration d’une équation différentielle du
troisiéeme ordre.

Essayons, en effet, de déterminer A. En prenant la dérivée lo-
garithmique par rapport a o des deux membres de I’équation (21),
on a

A’ 2 A’ Jlog X

(’Aj _ ==
(23) AT A B 92,

Une nouvelle différentiation par rapport & a permettra d’élimi-
ner B et conduira a I'équation

’)

oo

(o 3A™ 2" 0!()”) 29
24 FCE Ul )

O
o

Nous allons voir que 'intégration de cette équation s’effectuc
sans difficulté.

Le second membre, étant égal au premier, ne doit pas dépendre
de 3, et, par conséquent, ne changera pas quand on donnera a 3
une valeur constante quelconque 3,.

Soit %, la valeur correspondante de 2 ; 'équation (24) admetira
évidemment la solution

A= )\0, A= f)\() d’l,
ou, c¢n lenant compte de 'équation (22),

A — L 702 e,
2

ct il suffira de porter cette valeur de A dans I"équation (23) pour
en déduire la valeur correspondante de B.

53. Ainsi, toute la difficulté dans notre nouvelle méthode con-
siste dans l'intégration des deux équations (18); il est clair que, st
I'on avait considéré de méme b, O/, 0"; ¢, ¢/, ¢" au lieu de a, &, ',
on aurait eu a intégrer les deux équations de 'un des groupes sui-

vants :

. (P du - pyde +i(rdu -~ rydv)=o,
(22) 2 pdu -~ pyde —i(rdu =+ ride) = o,
B pdu -+ pydv+—i(qgdu—-—q,dv)=o,
(»6) pdu--pydo — i(qdu—+ qydv) =o.
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Il v a évidemment le plus grand avantage & avoir le choix libre
J _ 8
entre ces trois groupes différents.

854. Nous ajouterons encore une remarque de pure forme rela-
tive aux deux équations (3). On peut ramener leur intégration
stmultanée a celle d’une seule équation de Riccati. Supposons,
en effet, qu’il s’agisse de trouver la solution commune de ces
équations qui se réduit & o, pour u = 1, ¢ = ¢,. Posons

U =1ty ut, ¢=ypj+¢t,

«', ¢ désignant des constantes; o deviendra une fonction de ¢ qui
devra satisfaire a ’équation

do Jo

- )

' ', ! [ ! ’ i 9
= — = — = a4~ ayv+2(0u' -+~ D, Yo 4+ (et - ¢;0") a2
dt ou dp ( 197)e = ( )o%

ou les coefficients sont maintenant des fonctions de ¢.

Elle sera donc déterminée par celte condition, jointe a celle de
se réduire A o, pour ¢{ = 0. Supposons qu’on ait déterminé cette
fonction

s = F(up,vo, w, v, ).

Il suffit I’y faire ¢ =1 et de remplacer ¢/, ¢’ respcctivement par
i — uy, v — vy pour obtenir la solution cherchée.

En tenant compte de cette remarque purement théorique, on
peut dire que I’intégration simultanée des systémes (1) et (2) du
Chapitre précédent se raméne a celle d’une seule équation
de Riccalt.

D.— 1.

Cr
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CHAPITRE VIIL

DES DEPLACEMENTS A DEUX VARIABLES DANS LE CAS OU LE SYSTEME
MOBILE 'N’A PAS DE POINT FIXE.

Introduction des six translations. —— Relations différenticlles auxquelles elles
satisfont. — Mouvements infiniment petits qui se réduisent a des rotations. —
Théoréme de MM. Schonemann et Mannheim, — Cas particulier ott il y a un
centre instantané de rotation. — Théoré¢me de M. Ribaucour.

55. Apreés avoir traité le cas ot le systéme mobile a un point
fixe, il nous reste a examiner I'hypothése ou le triedre (1) se
meut d’'une maniére quelconque dans espace: alors il faudra
joindre aux six rotations six quantités nouvelles. Nous désigne-
rons par &, 7, ¢ les composantes de la vitesse de 'origine des axes
mobiles relativement a ces axes, quand « varie seule, et par §,,
7.1, &y les mémes composantes quand ¢ varie seule. S11'on désigne
par X, Yo, Z, les coordonnées del'origine des axes mobiles par
rapport aux axes fixes, on aura
Xy
ou

r)\'/)
Je

JNY

(1) =at -+ bn-+cl

=aZ -+ bny--cly,

et les équations analogues en Y, Z,. Iigalons les deux valeurs de
()ZXQ
ouw dy

les dérivées des cosinus par leurs valeurs, nous obtiendrons une
équation qui, devant avoir lieu quand on remplacera @, b, ¢ par
les autres systémes o', 0', c'; a’, 0", ¢", sec décomposera dans les
trois suivantes (') :

que 'on peut déduire de ces formules. Apreés avoir remplacé

» »
0_;—:)3:91:1 ””” qi15 — v T,
oy ou
o, o,
i i1 . » > 5 , o
2 s = rE — it —p - pi L
(2) Ly ou : s ! Prs
o7 i

g ow PPt — 4 &1+ q15-

(") On pourra comparer avec les formules analogues données par M. Wirchiho(l
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56. Réciproquement, lorsque les douze quantités &, p, ... satis-
feront aux équations (2), en méme temps qu’aux équations (3)
du Chapitre V, il existera un déplacement dans lequel elles seront
les rotations et les translations; car nous savons déja qu’on pourra
déterminer les neuf cosinus; ct de plus les équations (1), qui seront
compatibles en vertu des équations (2), nous fourniront par des
quadratures les coordonnées de ’origine des axes mobiles. Il est
inutile de répéter ici que tous les mouvements obtenus se rédui-
sent au fond & un seul, observé par rapport a des axes différents.

Il est évident que, si, au lieu de considérer toutes les positions du
systtme mobile qui correspondent aux différentes valeurs de u et
de ¢, on suppose que w et ¢ soient des fonctions d’un seul para-
metre o, les rotations et translations relatives & ce mouvement
seront respectivement

[ du do du dy du dy
, \P dn  Pam Tan TV an Tan T aw
(3) ) . di . dv  dwu  do du do
i TR Y T Cam Y

et les projections sur les axes mobiles de ’'élément de courbe
décrit par un point quelconque M dont les coordonnées sont
x, y, 5 par rapport aux axes mobiles seront

dz - tdu -5 dv--(gdu—qg,dv)s

(rdu-—-— ridv)y,
(4) (dy+—mndu--ndo—+(rdu— ride)yr—(pdu -+ p,dv)z,
dz + { du—+ {dy -+ (pdu--pyde)y —(gdu-—q,dy)x.

Fn d’autres termes, si o était le temps, on aurait les composantes
de la vitesse par rapport aux axes mobiles, en divisant les trois
expressions précédentes par do. Nous ferons souvent usage de cette
remarque, qui dispense de beaucoup de calculs et permet de laisser
de cOté tout ce qui concerne les axes fixes.

EEn terminant ici ces notions préliminaires sur le mouvement,
nous nous contenterons de remarquer que la méthode suivie s’ap-
plique sans modification au cas ou la position du systéme mobile

dépendrait de trois ou méme d’'un plus grand nombre de para-
melres.

dans la quatricme et la cinquicme Lecon des Vorlesungen dber Mathematiscle
Physif, 1870.
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57. Nous allons faire usage des résultats précédents pour dé-
montrer un théoréme important relatif aux déplacements a deux
variables (1).

Silon considére le systéme mobile dans une position déterminée,
il peut s’en écarter d’une infinité de maniéres; les rotations et les
translations correspondantes au mouvement le plus général qu’il
puisse prendre sont données par le Tableau (3). Cherchons si
P'un des mouvements infiniment petits que ’on obtient ainsi peut
se réduire & une simple rotation.

Il faudra pour cela que 'on ait (n° 3)

(p du -+ pydv)(Edu—+ & dv)

5
(%) ~+(q du -+ q1 do)(n du + 14 do)+(r du + ry do)({ du - ¢ dv) = o.

Cette équation fournit deux valeurs, en général différentes, de

du L oy L
e Il y aura donc, en général, deux mouvements différents, réels

ou imaginaires, qui se réduiront a une rotation. I.’axe de rotation
correspondant a chacun de ces mouvements sera défini par les
équations

‘ Edu—+ ) dv+(gdu-+qg,dv)zs— (rdu-—+ryde)y = o,
(6) ndu -+ 1y de+ (rdu—+ ridv)ye —(pdu-+ pydv)s = o,
? (du—+ Cidv+(pdu—+p,de)y — (g du—+ q,dv)xr = o,

ou 'on remplacera du ar la racine de 1’équation (5) correspon-
pie dy p q I

dante au mouvement considéré.

Le résultat précédent a une conséquence importante, qu’il serait
aisé de vérifier par un calcul direct. Puisque deux des mouvements
se réduisent a des rotations autour de deux droites, que nous appel-
lerons D, A, la normale a la surface décrite par un point quel-
conque du systeme invariable devra rencontrer chacune de ces
drottes ;

(1) Ce théoréme a été énoncé en 1866, dans le Journal de Liouville ( 2° série,
t. XI), par M. Mannheim, qui en a fait depuis Yobjet d’une étude approfondie.
On ignorait, a cette époque, qu’il avait été donné, onze ans auparavant, par
M. Schonemann, dans un article présenté par Steiner a I'Académie de Berlin
(Monatsberichte, 1855). Cest M. Geiser qui, en 1880, a appelé I'attention sur e,
travail de M. Schéonemann et I’a fait réimprimer dans le Journal de Crelle, t. XC,
p- 39 a 48.
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car cette normale, étant perpendiculaire a tous les déplacements
du point considéré, ’est en particulier & ceux que prend le point
dans les rotations, et par conséquent elle rencontre nécessairement
les axes de ces rotations.

58. L’équation (5) est du second degré par rapport a z—z; elle
pourra donc avoir ses racines imaginaires, et alors les deux mou-
vements qui se réduisent a des rotations seront certainement
imaginaires; elle pourra aussi avoir ses racines égales. Nous ne
discuterons pas tous les cas qui peuvent se présenter; mais nous
étudierons les déplacements pour lesquels on sait a priori qu’il
existe deux déplacements se réduisant & des rotations autour
de deux droites distinctes et concourantes. En se placant dans
cette hypothése, M. Ribaucour a obtenu un élégant théoréeme (1)
que nous allons démontrer.

Il est aisé de reconnaitre que, dans le cas qui nous occupe,l’équa-

. . . . ., , . du Su
tion (5) doit étre une identité. Désignons en effet par =, < les
dy = op

du . . v, .
deux valeurs de = relatives aux rotations considérées; on aura

A%
nécessairement
(pdu + p1de)(bdu +41de)+...= o0,
(pdu —+ pio0)(E8u+E£80)+...=o0,

Les axes de ces rotations sont définis par les formules (6). La
condition pour que ces axes se coupent s’écrit de la maniére trés

symétrique
(pdu — p,de)(ESu~+&30) + (plu + pi8o)(§du + & dv) + ... = o.

Les trois équations que nous venons d’obtenir peuvent se ramener
au type suivant :

s’ Adur+ 2Bdude + Cdo? = o,
(7) . Adu?-+ 2Boude + Cie2 = o,

Adudu + B (dudy + Cdedu) + Cdede = o,

(') Risavcouvr, Sur la déformation des surfaces ( Comptes rendus, t. LXX,

p. 330).
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ot A, B, C ont pour valeurs

2B = p, &+ pk—+.. .,
C=p&—+....

Si lon considére les trois équations (7) comme déterminant les
inconnues A, B, C, leur déterminant sera (duce — dvdu)?, et, par
hypotheése, il ne sera pas nul. On aura donc

A.:B:C:O,

et, par conséquent, I’équation (5) sera identiquement satisfaite.

On arrive aux mémes conclusions par un raisonnement beaucoup
plus simple. Si les deux.droites D, A se coupent, leur point d’in-
tersection aura une vitesse nulle dans tous les déplacements. On
devra donc avoir, sil’on désigne par 2, )/, 7’ les coordonnées de ce
point relativement aux axes mobiles,

t+qs—ry =o, £ —+ ([15,—7‘1}/,: 0,
(8) ¢+ ra'—ps =o, 0 2 —p s = o,
( C--py —q'@’'=o0, GL-+py —qa=o,
et il n’est pas difficile de déduire de la les équations
A =o, B = o, C=o.

Mais voici la conséquence qui constitue le théoréme de M. Ribau-
cour.

Supposons que, pour toutes les valeurs de i et de ¢, il y ait des va-
leursde 2/, ', 5’ satisfaisant aux équations (8). Le point (z/, »/, 7'),
considéré comme appartenant au systéme mobile, décrira une
surface (s) que nous regarderons comme faisant partie de ce sys-
teme. Si 'on rapporte le méme point aux axes fixes, 1l décrira
une surface (S). Donnons a « et a ¢ des accroissements du, dy;
le point se déplacera sur la surface (5) et décrira un arc infini-
ment petit dont les projections sur les axes mobiles, données par
les formules (4), seront, en tenant compte des équations (8),

dz', dy', ds'.

Or ce sont la les projections sur les mémes axes du chemin déerit
par le point considéré sur la surface (s). Ces deux chemins ayant
toujours méme direction et méme grandeur, on voit que les deux
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surfaces (s) et (S), non seulement sont tangentes, mais encore
roulentl’une sur’autre, de telle maniére que les chemins parcourus
par le point de contact, sur les deux surfaces, aient toujours la
méme longueur et la méme direction.

En d’autres termes, les deux surfaces se correspondent point
par point, de telle maniére que deux courbes correspondantes
aient la méme longueur. On dit alors qu’elles sont applicables
'une sur l'autre.

89. Nous pouvons ajouter les propriétés suivantes :

Tirons des équations (8) les valeurs de & ..., &, ... et por-
tons-les dans les équations (2). Aprés un calcul facile, nous ob-
tiendrons les relations

03 oy’ 03 oy’

G T T g T e = O
ox' 2z . ox’ 0z'

(9) Ty TR T gy T Piyy =0
9y’ ox' oy’ 0z’

Py TGy T PGy T gy =0

qui conduisent a une conséquence importante. Multiplions-les

tivement par 0w dy 0% et ajoutons-les. Nous auro
respectiv e par > =0 o ] . Nous aurons
1 P1 q1 ry
R
| Ju Jdu Jdu | = o.
ox’ oy 03
Jdy Jdy Jy

On pourra donc poser, et uy étant deux fonctions convenable-

ment choisies,

ox’ 3 ox'
P
P1 Tow fop
9y oy’
10 qd1 = — - 4+ AL
(10) 71 YR du oy
a’ 0z’
r —_ — 1 — 3 R
! T o Jde
On aurait de méme
s 4
; oxr ox
D) — hyp — — W —
/ Yo T g

et les équations analogues en ¢, r. Si 'on substitue d’ailleurs
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les valeurs des rotations dans les équations (9), on obtient la con-
dition complémentaire

(II) )\1 :_-)\,

en sorte que l'on a, pour p, ¢, r, les valeurs suivantes

_H)\dx’ Lr)x'

P = ouw T

. )y oy’
—_ Y

(12) 7 ()zc_'—Hr)f)’
o )()z,—k—udz,

Sk

qui, jointes aux équations (r1o0), remplacent les formules (4)
et (9).

60. L’interprétation géométrique des équations (10) et (12) est
évidente. Les dérivées de z/, »/, 5/ par rapport & « et par rapport
a ¢ étant proportionnelles aux cosinus directeurs de deux tan-
gentes a la surface lieu du centre instantané, les deux rotations
dont les composantes sont p, ¢, r et p;, ¢4, r; sont dans le plan
tangent a cette surface. Il en sera de méme évidemment de la
rotation qui correspond & une variation simultanée quelconque
de « et de ¢; cela résulte des formules (3) qui donnent les com-
posantes de cette rotation. Nous pouvons donc énoncer la pro-
position suivante :

S’il arrive, dans chaque position du systéme mobile, que deux
des mouvements infiniment petits, par lesquels on améne le sys-
téme dans une position infiniment voisine, se réduisent a deux
rotations autour d’axes concourant en un certain point, tout autre
mouvement infiniment petit du systéme se réduira a une rotation
autour d’un axe passant par le méme point, que 'on peut appeler
centre instantané de rotation. Les deux surfaces lieux du centre
instantané, dans le systéme mobile et dans 'espace, seront appli-
cables I'une sur l'autre; elles seront toujours en contact, de telle
maniére que tout mouvement du systéme mobile se réduira au
roulement de 'une des surfaces sur l'autre, ’axe instantané de la
rotation passant & chaque instant par le point de contact des deux
surfaces et se trouvant dans leur plan tangent commun.

Il nous reste a donner Vinterprétation géométrique de I’équation
(11). Elle exprime, on le reconnaitra aisément, que la relation
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entre la direction de la courbe suivie par le pdle instantané et celle
de I’axe de rotation correspondant est réciproque; ¢’est-a-dire que,
si, aprés avoir considéré un déplacement infiniment petit pour le-
quel I'axe de la rotation instantanée a une certaine direction, on
envisage le déplacement dans lequel cette direction devient celle
de la route suivie par le centre instantané, I’axe de rotation dans ce
nouveau déplacement aura méme direction que la route. du centre
dans le premier. On pourra ici constituer une théorie toule sem-
blable a celle des tangentes conjuguées et de 'indicatrice de Dupin;;
on trouvera également deux séries de lignes, analogues aux lignes
asymplotiques, qui sont caractérisées par celle propriété que,
lorsque le roulement des deux surfaces 'une sur 'autre s’effectue
de telle maniére que le centre instantané décrive 'une de ces
courbes, la rotation esta chaque instant dirigée suivant la tangente
a la courbe. Par conséquent, les deux courbes correspondantes qui
sont alors les routes du centre sur les deux surfaces ont, & chaquec
instant, méme courbure et méme plan osculateur. Nous laisserons
au lecteur le soin de développer ces indications.

61. Réciproquement, toutes les fois que l'on connaitra deux
surfaces (S), (s). applicables I'une sur P’autre, si ’on place la sur-
face (s) de telle maniére que I'un de ses points coincide avec le
point homologue de (S) et que les courbes homologues des deux
surfaces qui passent en ce point y soient tangentes, toutes les po-
sitions que l'on obtiendra ainsi pour la surface (s) dépendront de
deux parameétres et le déplacement a deux variables défini par ces
diverses positions jouira de toutes les propriétés que nous venons
de signaler.

Considérons, par exemple, toutes les surfaces (s) symétriques
de (S) par rapport 4 ses plans tangents; elles constituent évidem-
ment toutes les positions d’une surface (s) roulant sur (S). On
pourra appliquer & ce mouvement toutes les propositions précé-
dentes. Les surfaces trajectoires des différents points du systéme
mobile sont homothétiques aux podaires des différents points de
I’espace par rapport a (S), le rapport d’homothétie étant 2.
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CHAPITRE VIIL

PREMIERES NOTIONS SUR LES COORDONNEES CURVILIGNES.

Surface de révolution. — Alysséide. — Surface pscudosphérique. — Systémes iso-
thermes. — Surfaces réglées. — Surfaces développables. — Ddétermination de
toutes les surfaces applicables sur le plan par la méthode de M. O. Bonnet.

62. Dans le premier Chapitre nous avons reconnu quc l'on
pouvait rattacher la théorie des courbes gauches a 1’étude du
mouvement d’un triedre; de méme les propositions relatives aux
déplacements a deux variables trouvent une application importante
dans la théorie des surfaces. Mais, avant de développer cette appli-
cation, nous donnerons des notions étendues sur les systémes de
coordonnées curvilignes que Gauss a, le premier, employés d’une
maniére systématique, dans le mémoire fondamental Disquisi-
tiones generales circa superficies curvas, publié¢ en 1828 dans
le t. VI des Nouveaux Mémoires de la Société de Geettingue.

Il y a, comme on sait, deux moyens de définir une surface. On
peut la déterminer par son équation, c’est-a-dire par la relation qui
existe entre les coordonnées de 'un quelconque de ses points;
mais on peul aussi supposer que ces trois coordonnées aient été
exprimées au moyen de deux variables indépendantes que nous
appellerons u et ¢. Cette seconde maniére de définir la surface est
méme plus générale que la premicre; car, si I'on prend pour « et ¢
deux des trois coordonnées rectangulaires, I'expression de la
troisiéme sera précisément Péquation de la surface résolue par
rapport a cette coordonnée.

Un systéme de coordonnées curvilignes peut étre représenté
géométriquement. 1l suffit de tracer sur la surface les deux familles
de courbes, licux des points pour lesquels I'une ou Pautre des va-
riables «, ¢ demeure constante. Mais il importe de remarquer que
le systéeme de coordonnées n’est pas complétement défini, si 'on
donne seulement les deux familles de courbes coordonnées. On
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ourra évidemment sans chanoer ces COHI‘bGS rem lacer i et ¢
p 3 e} ’

ar 168 Variables (24 4 ur seront des fOIlCthDS uelcon Jues dGS
p iy ’ q

premieres
wy=9v(uw), ¢;=14(v).

C’est une remarque dont on fait souvent usage et qui perme‘l,
quelquefois de grandes simplifications.

63. La méthode de Gauss repose essentiellement sur 'expression
de Parc d’une courbe quelconque tracée sur la surface.

Supposons les coordonnées rectangulaires 2, 3, = d'un point de
la surface exprimées en fonction des deux variables « et ¢. L’ex-
pression d’un arc de courbe tracé sur la surface sera donnée par
la formule

(1) - ds:= B du?-- 2F du dv -+ Gdo?,

B (22) () ()’
o ow) ~Ga) )

ox Ox oy dy . 03 03

ou l'on a

‘ L e e e —m
(2) du vy - Jdu oy Jduw Jdo
ox \ 2 Iy ( 03\ 2

e ()= () (5)"

Nous appellerons, pour abréger, ds I’élément linéaire. Nous le
mettrons aussi sous la forme

(3) ds? = A2du?—- 2 AC cosu du do -i- G2 dp?;

et l’OD aura, par conséquent
) ?

_ - r
(4) A== VE, C =G, COS% = ———
VE VG

Les formules (2) montrent que A du est arc de la courbe
¢ — const., G dy I'arc de la courbe « =— const.; enfin o est I'angle
ous lequel se coupent ces deux courbes au point considéré. On

S
aura done
F == 0

toutes les fois que I'on emploiera des coordonndées curvilignes
rectangulaires. 1l résulte également des formules (2) que ’élément
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superficiel de la surface aura pour expression
ACsina du dv = yEG — F2 du do.

Avant d’aller plus loin, nous allons donner quelques exemples
de ce mode de représentation.

64. Considérons d’abord les surfaces de révolution, et supposons
que l'on ait pris pour axe des z 'axe de la surface. Sil’on appelle
r la distance d’'un point du méridien a 'axe, I'équation de la
surface sera

Introduisons 'angle ¢ que fait, avec le plan des zz, le méridien
passant par le point considéré; nous aurons, pour les coor-
données x, y, les expressions

Z = rcosy, ¥y = rsinp,
et de la nous déduirons, pour ’élément linéaire, la formule
(5) ds? = dr2(1-+ f'2) + r2dy2.

Ici les courbes 7 = const. sont les paralleles; les courbes
¢ = const. sont les méridiens. Si ’on pose

dryi1— f'2 = du,
i deviendra une fonction de w, et 'équation (5) prendra la forme
(6) ds? = du? <+ o(u) de?.
La signification de u est évidente : ¢’est I'arc du méridien compté
a partir d’un parallele fixe.

On peut mettre cette expression de 1’élément sous une forme
un peu différente. Posons

du - dr
= -
\/c?(zc) r\/r—i—f’?

o(u) deviendra une fonction F(u,) de w,, et 'équation (6) nous

donnera
ds? = F(u;)(duj -+ dv?),

65. Toutes les fois que I'élément linéaire d’une surface peut
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étre ramené a la forme

ds? = h(da? + dB?),

on dit que les courbes coordonnées forment un réseau zsotherme ou
isométrique. La premiére dénomination est empruntée a la théorie
de la chaleur; la seconde, qui est due & M. Bonnet, s’explique par
les remarques suivantes.

Imaginons que 'on trace sur la surface toutes les courbes coor-
données correspondant & des valeurs des paramétres o, 3 croissant
suivant des progressions arithmétiques de raison infiniment petite

a, o dr, o+ 2dx, -

B, B+dB, pB-+2dB3, ...,

on aura ainsi décomposé la surface en une série de rectangles infi-
niment petits, dont les c6tés seront égaux si 'on a pris da = d3.
On dit alors que la surface est divisée en carrés infiniment
petits. Cela n’est pas, sans doute, rigoureusement exact; mais les
rectangles curvilignes formés par les lignes coordonnées consi-
dérées ont le rapport de leurs cotés adjacents d’autant plus voisin
de 'unité que la raison da a été choisie plus petite.

Dans le cas des surfaces de révolution, on voit que les méridiens
et les paralleles constituent un systéme isotherme.

66. Considérons, en particulier, la surface de révolution en-
gendrée par larévolution d’une chainette autour de sa base. On a

ici
a % —i
r= 5 ¢t +e “/,
et 'on trouvera sans difficulté
w=yr2— a2

La formule (6) nous donnera, par conséquent, pour 1'élément
linéaire de la surface,

(7) ds? = du? -+ (u? +~ a?) do?.

Cette surface trés remarquable a recu le nom d’alysséide ou de
caténoide. Comme la chainette est la seule courbe dont le rayon
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de courbure soit égal et de signe contraire ala normale, 'alysséide
est la seule surface de révolution pour laquelle les rayons de
courbure principaux soient en chaque point égaux et de signes
contraires. On a donné le nom de surfaces minima a toutes celles
dont les rayons de courbure sontliés par cette relation. L’alysséide
est donc la seule surface minima de révolution

ig. 1.

7

o S: i
Rk 7

/'/
/ / -

pi— _——

/ M

On sait que, si l'on considére une chainette dont la base soit O s
et que, du pied P de I'ordonnée du point M, on abaisse une per-
pendiculaire PQ sur la tangente en M, I’arc de la chainette, compté
d partir du sommet S, sera égal au segment de droite MQ; par
conséquent, le point Q décrira une des développantes de la chai-
neltte.

Comme PQ est constant et égal au paramétre « de la chainette,.
le lieu du point Q sera la courbe aux tangentes égales ou
tractrice. En désignant par o l'angle PMQ, l'arc décrit par le
point Q, lorsque » augmente de do, a pour valeur

ds = MQ dvo = a coty dy.

Comme d’ailleurs la perpendicalaire abaissée de Q sur Oz a
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pour expression
7= asino,

on voit que l'élément linéaire de la surface engendrée par la
révolution de la courbe aux tangentes égales autour de Oz sera
donné par la formule

ds? = ds?-= r2dp? = a?(cot? do? -+ sin? ¢ dv?).
Posons
coto de = du,
ce qui donne
sing = e,
el nous aurons

(8) ds? = a?(du? + e?®* dp?).

Remarquons d’ailleurs que, dans le triangle rectangle RPM,
on a
MQ.QR = a2.

Les centres de courbure principaux de la surface sont évi-
demment les points M et R; donc les rayons de courbure prin-
cipaux satisfont & la relation

RR' = — a2.

Mais cette propri¢té ne caractérise nullement la surface, il est
aisé¢ de le démontrer.

Proposons-nous, en effet, de déterminer toutes les surfaces
de révolution dont les rayons de courbure sont liés par la relation
précédente. Par un calcul sur lequel nous ne reviendrons pas ici,

on trouve que les variables z et s doivent satisfaire a la relation
différentielle

(9) ds = i\/ T:T;—Ifb— dr,

b désignant une constante arbitraire qui peut prendre toutes les
valeurs possibles. L’élément linéaire de la surface est donné parv
la formule

a2dr?

g sy~ R de2.

ds? =

Supposons d’abord que & soit ¢gal a «. On retrouve alors la
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surface dont le méridien est la courbe aux tangentes égales. Nous
lui donnerons le nom de surface pseudosphérigue.

Si b est plus petit que «, le rayon r peut prendre toutes les
valeurs inférieures a b et 1’on obtient une surface qui, comme la
précédente, a encore un parallele de rebroussement BC; mais
tous les méridiens vont couper 1'axe de la surface en un méme
point A, sous un angle fini dont la tangente a pour valeur

Vo

Fig. 2.

~

B C

Si ’on pose alors

— et — gt ay’
r:\/alubi—-_, o=

2 Vaz— b2

on obtient, pour I’élément linéaire, I'expression

(10) ds? — a2 [du‘—’_;_ <e7! — e~u>2 dp'?] '

2

St b est au contraire plus grand que @, » a un minimum

\/1)2— a? et les méridiens ne rencontrent plus I'axe. La surface
admet alors deux paralléles de rebroussement et un cercle de

gorge DE (fig. 3). Silon pose

el - e ay’
r:‘/(ﬂﬁa?————; = —F———>
2 Vb2 — a2

I’¢lément linéaire devient

et 1+ e\ 2
(11) ds? = a? [dlL2+ <——> dv’ﬂ:,.
2,
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67. Aprés les surfaces de révolution, nous examinerons le groupe
si important formé par les surfaces réglées. Elles peuvent étre
- définies par les trois équations

$

r=qa,u-+ by,
ly:agu—‘.—bg,

(12)

3= azu ~+ b,

ou a, b, ... doivent étre considérées comme des fonctions d’un
paramétre ¢. Sil’on suppose

1 désignera la longueur portée sur chaque génératrice rectiligne
de la surface a partir de la courbe définie par les équations

(13) x = by, y = b, 5= b,.
Fig. 3.
-4
e ~
B~ c
i
D| 0 E £
B’ <
~ —>

On déduira des formules (12 ) ’expression suivante de I’élément
linéaire
(1) ds2=du+ 2D dudy + (Au2+2Bu+ C)de?,
ot A, B, C, D sont les fonctions de ¢ définies par les relations
A= a’f —t- a'22 -t a’3‘2, C = 6'12 -t [)'22 —t 6'32,

B=da,b, + a,b, + a,b}, D=ab| + ayby + a3 b}.

Si 'on suppose que la courbe « = o, définie par les équations
(13), ait été choisie parmi les trajectoires orthogonales des géné-
D. — I 6
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ratrices, on aura
D =o,

et ’élément linéaire prendra la forme plus simple
(15) ds? = du+ (Au2-+ 2Bu + C) dv2.

Dans ce cas le systéme de coordonnées sera formé des géné-
ratrices rectilignes ¢ — const. et de leurs trajectoires orthogonales.
Pour ramener I'élément linéaire général, donné par la formule
(14),alaforme (15), 1] suffira de substituer & « la variable suivante :

w = u- fDdy.

On reconnait ainsi que, dans toutes les surfaces réglées, les
trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes sont déter-
minées par une simple quadrature.

68. Considérons, par exemple, la surface formée par les normales
principales de 1’hélice ou hélicoide gauche a plan directeur.
Elle est définie par les trois équations '

5z = av,
(16) & = ucosy,

Yy = using;
d’ott 'on déduit

(17) ds? = (a?+ u?) do? -+ du?.

La comparaison des formules (7) et (17) nous montre que, st l'on
fait correspondre sur I'hélicoide et sur I'alysséide les points pour
lesquels les valeurs de « et de ¢ sont les mémes, les arcs de deux
courbes correspondantes seront rigoureusement égaux. On dit
dans ce cas que les deux surfaces sont applicables U'une sur
Uautre. 1l est clair, en effet, que si 'on considére une surface
comme un tissu flexible et inextensible, et si 'on admet la possi-
bilité de déformer cette surface sans déchirure ni duplicature,
la longueur de toute courbe tracée sur la surface sera demeurée
invariable dans la déformation. Sans examiner la question de
savoir s’1l est possible d’amener la premiére surface a coincider
avec la seconde par une suite continue de déformations, on dit que
deux surfaces sont applicables 'une sur I'autre quand elles satis-
font a la définition géométrique que nous venons de donner. Le
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probléme de la recherche des surfaces applicables sur une surface
donnée est un des plus intéressants, mais aussi un des plus dif-
ficiles, que 'on rencontre dans I'application de 'analyse a la Géo-
métrie. Dans le cas qui nous occupe, I’hélicoide est applicable sur
Palysséide, les génératrices rectilignes de la premiére surface
correspondent aux méridiens de la seconde et les hélices aux
paralléles.

69. Revenons aux surfaces réglées. Il est aisé, lorsqu’on a seu-
lement 'expression (15) de I'élément linéaire, de distinguer les
surfaces gauches des surfaces développables.

En effet, on a identiquement

Aw+o2Bu+ C=(aju+ b0 )+ (ayu—+ b))+ (asu -+ b))

On voit donc que le trindéme premier membre sera une somme
de carrés, et 'on aura
B2— AC < o,
tant que les équations

I

| L
(18) — G =5

ne seront pas satisfaites. Or ces derniéres équations n’ont lieu quc
dans le cas ou la surface est développable.
En effet, les équations (12) nous donnent

de = a,du + (aju+ b)) dv,
dy = asdu + (a’yu + by) dv,
dz = asdu + (ay u -+ 0y) dy.

Exprimons qu’il existe un point de la génératrice qui décrit
une courbe tangente a cette génératrice; il faudra qu’en prenant
pour « une fonction convenable de ¢ on ait

dx dy dz

= = =

ay (22)) as

ce qui donne, en remplacant dxz, dy, dz par leurs valeurs,

7 4 14 4 ! 7
ayu-+0, a,u-+0, asu—+ by

(2 2] [22) as

Si T'on tient compte de I'équation D = o0, on trouvera que la
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valeur commune des trois rapports précédents doit étre égale a
zéro.

On devra donc avoir

BTy
ay @y as

et, par conséquent, les équations (18) expriment les conditions
nécessaires et suffisantes pour que la surface soit développable.

Enfin, en substituant a ¢ une fonction convenable de ¢, on
pourra réduire le coefficient A 4 I'unité. Nous avons donc, comme
forme réduite de I'élément,

(19) ds? = du? + [ (1w — 2)? 4 B2] do?

dans le cas des surfaces gauches, et

(20) ds? = du? 4+ (u — x)2dv?

dans celui des surfaces développables, o et 3 désignant des

fonctions de ¢ ().

70. De la forme de I'élément linéaire des surfaces développables
on déduit facilement qu’elles sont applicables sur le plan.

Reprenons, en effet, la formule (20) et décomposons le second
membre en deux facteurs

du +i(u—2) dp,

du —t(u—a)dv.

Si 'on multiplie ces facteurs respectivement par e, e, ils
deviennent des différentielles exactes et I'on peut poser

e[du + t(u-—a)dy] = da + i dy,
(21)

e~[du—i(u—a)de| =de—idy.
On a, en intégrant,

(22) | ¢+ iy = uev —ifaelvdp,
22 . s . .
‘ ] x— 1y =ue 4+ 1ifaeivdy.

() Cette théorie laisse toutefois de coté les surfaces réglées imaginaires pour
lesquelles on a
2.4 ql -+ q2 =
aj -+ a; - ag = o,

et qui sont engendrées par des droites rencontrant le cercle imaginaire de 'infini.
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D’ailleurs, en multipliant membre & membre les formules (21),
on obtient, pour 1'élément linéaire de la surface développable,

Iexpression
ds?= dx?—+ dy?,

qui démontre la propriété annoncée.
Les formules (22) peuvent étre remplacées par les suivantes :

(23) 2 — ucosy -+ fasiney dy,
2 .
Y = usine — facose dy.

On voit qu'aux génératrices rectilignes de la surface, définies
par la relation ¢ = const., correspondent des droites du plan;
par conséquent, les trajectoires orthogonales des génératrices ont
pour transformées les courbes paralléles, trajectoires orthogonales
des droites du plan. A laréte de rebroussement, «w—ua, de la

1 ? )
développable correspond I’enveloppe de toutes les droites du plan.
Pl P pp
Tous ces résultats, que nous ne nous arrétons pas a vérifier, sont
bien d’accord avec les opérations mécaniques par lesquelles on
| p |
réalise le développement de cette classe s1 importante de surfaces.

71. Nous venons d’indiquer un moyen d’appliquer la surface
développable sur un plan. Il est naturel de se demander s’il n’y en
a pas d’autre, et si, par exemple, on ne pourrait pas réaliser cette
application de la surface en faisant correspondre aux génératrices
rectilignes de la surface des lignes courbes du plan. Le raisonne-
ment suivant donne la réponse a cette question.

Supposons que l'on ait, de deux maniéres différentes, appliqué
la développable sur le plan, ¢’est-a-dire qu’on ait mis son élément
linédaire sous les deux formes

ds? = dx*+ dy?, ds'? = dz'? + dy'"?;
on en déduira
(24) dx? -+ d}/gz dx'2 dl}/’l'

Il est aisé de résoudre cette équation de la maniére la plus géné-
rale; on peut, en effet, la remplacer par 'un ou l'autre des sys-
témes

dx’ = cosa dw — sina dy, dx' = cosa dx + sina dy,

5
(23) dy' = sina dx + cosady, dy' = sinadx — cosa dy,
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ol « est une inconnue auxiliaire, et qui se déduisent I'un de 'autre
par le changement de y en — y. Considérons, par exemple, le
premier. En écrivant que les seconds membres des équations sont
des différentielles exactes, nous obtenons les relations

sin a = COS% s CcoS o Ja = sin o
£ - e 'd—- b d}/ —_— () 2
qui donnent
0% . o .
ox oy ’

@ est donc constante. En intégrant les formules (25) et désignant
par z,, ¥, deux nouvelles constantes, on aura

x' = 2 cosa — y sina —+ @,

y' = & sina —+ ¥ cosa—+ yo.

Ce sont les formules de la transformation des coordonnées. Par
suite, x, ¥ et &/, ' peuvent étre considérées comme les coor-
données d’'un méme point du plan, rapporté a des axes différents;
et les deux représentations de la surface développable ne doivent
pas étre regardées comme réellement distinctes.

72. Une autre question trés intéressante se présente ici. Nous
venons de voir que l’enveloppe d’un plan mobile est applicable
sur le plan. Laréciproque est-elle vraie, et toute surface applicable
sur le plan est-elle I’enveloppe d’un plan mobile? Cette proposition
a toujours ¢té admise par Monge et les autres géometres de son
époque, comme le prouve le nom méme de surface développable
donné dés le début a 'enveloppe d’un plan mobile (*). Elle est un
corollaire immédiat des propositions générales que nous aurons a
développer dans la suile; mais nous pouvons, dés a présent, en
donner une démonstration directe et trés simple, due a M. O.
Bonnet (2).

Soient z, ¥, 5 les coordonnées d’un point de la surface cherchée,
applicable sur un plan, et soient «, 3 celles du point correspondant

(*) Voir, en particulier, le Chapitre sur les surfaces développables dans I’Ap-
plication de ’Analyse a la Géometrie de MongE.
() Annali di Matematica, 2¢ série, t. VII, p. 61.



NOTIONS SUR LES COORDONN:EES CURVILIGNES.

sur le plan. On doit avoir
(26) dz? + dy? + dz? = da?+ d?,

ce qui donne les trois équations
dxr \2 ay\2 . [05\%
?&) -+ oa oa =5h

o) () =~ (3) -~ (5) =+

0w dz _dy dy . 03 05 _
0z 08 0x 08 ' oz 0B O

Différentions les deux premiéres de ces équations; nous aurons

ox 0*x Oy 0%y 0z 023

d% 0a% " On 0ar ' Oz oxz O
dx02m+ ch)?y_l_ 0z 0*5 —0
op op? op op? of ogz 7

(28)
oxr 0 x +()l oy 0z 0%z o
0% 00 0B ' Ox 02 0B = OJa 0xof
dr 2z  Jdy Oy 0z 023

35 0408 0B 9208 * 9F 0w0f >

Différentions maintenant la derniére des équations (27); en Lenant

compte des précédentes, nous trouverons

‘ oxr O2x oy 92y 0z 025
(309 gz 0B " 3y 0B 7 gz o9
¢
9 ( dz Pz  dy %y 05 0%z
9B 022 0B 9u 0B dw2
En comparant les équations (28) et (29), nous voyons que l'on
doit avoir
Pz 92y PLE
ox2 0a2 92
(A) Pz 2y . oz’
ox 03 0% 03 0 03
P2z o0zy 0%z
oo 03 0 03 0% 083
(B) 2z 02y 0%z

0BT o op

. oxr 03
Le systéme (A) npus apprend que 0—‘3; o, =

sont fonctions d’une
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méme variable et le systeme (B) établit qu’il en est de méme pour
dr Jdy Oz

08° 98’ 98" Mais, par suite de la derniére éqqation (27) ou de
I'une des équations (29), les deux variables dont dépendent ces
deux groupes de dérivées sont fonctions 'une de l'autre et, par
conséquent, les six dérivées de «, ', 5 sont fonctions d’'une méme
variable, que nous désignerons par ¢.

Cela posé, si 'on désigne par p et ¢ les dérivées de 5 consi-
dérée comme fonction de x et de ', p et ¢ seront.déterminées par
les équations

I

0z oxr a9y 0

_ . ox <
o —Pa; -4 0%’

:pgg—.‘*g(—)‘?_}')

3

qui montrent que p et ¢ sont fonctions de ¢; donc p est fonction
de ¢, ce qui caractérise, on le sait, les surfaces enveloppes d’un
plan mobile.

Le nom de développables donné a ces surfaces est ainsi pleine-
ment justifié.
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CHAPITRE IX.

SURFACES DEFINIES PAR DES PROPRIETES CINEMATIQUES.

Hélicoides généraux. — Théoréme de Bour. — Surfaces de révolution applicables
les unes sur les autres. — Surfaces engendrées par le mouvement d’une courbe
invariable. — Surfaces moulures. — Surfaces spirales de M. Maurice Lévy.

73. Les surfaces de révolution jouissent d’une propriété ciné-
matique importante. Elles ne cessent pas de glisser surelles-mémes
lorsqu’on leur imprime un mouvement de rotation autour de
laxe. Cette propriété qu’elles posseédent, de pouvoir étre déplacées
sans cesser de coincider avec elles-mémes, appartient aussi aux
cylindres et & une classe plus étendue de surfaces, les hélicoides,
qui comprennent comme cas hiunites, etles cylindres, et les surfaces
de révolution.

Considérons, en effet, un systéme solide animé d’un mouve-
ment hélicoidal. Nous savons que tous les points de ce systeme
décrivent des hélices de méme axe et de méme pas; chacune de
ces hélices est animée d’'un mouvement dans lequel elle ne cesse
de glisser sur sa position primitive. Si donc on associe toutes les
hélices rencontrant une courbe donnée (C), elles formeront une
surface qui pourrait 'étre engendrée par le mouvement hélicoidal
de la courbe (C), et qui possédera évidemment la propriété de
glisser sur elle-méme dans le mouvement. Cette surface est un
hélicoide général. Nous allons donner les équations qui la dé-
terminent et chercher son élément linéaire.

Les hélices décrites dans le mouvement hélicoidal permanent
sont définies par les équations

x = p Ccosvyy,
(1) Yy = psiny,

z = 59+ hvy,

ot /v désigne le pas commun des hélices divisé par 2. Si 'on
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prend pour z, une fonction quelconque de o, lescoordonnéesx,y, =
deviendront des fonctions des deux variables g et ¢, ; les formules
précédentes définiront la surface hélicoide la plus générale. Faisons

So=9(¢),
et calculons I’élément linéaire de 'hélicoide. Nous trouverons
ds? = (14 ©'2)dp2+ 2ho' dp dy—+ (p2—+ h?) dvi.
En transformant le second membre, on obtient

IO k& he' dp \?
(2) ds? = <I—ﬁ—m dp2+(92+ h?) 6191+m .
S1 'on introduit les deux nouvelles variables u, ¢ définies par
les quadratures suivantes

. 92 (P’2
‘ du = CZP \/I —+ m ’
(3) / ‘

' dy = dvy 4 e’ do

\ TN a2

o®—+ A2 deviendra une fonction de © que nous désignerons par U2,
et I’élément linéaire sera ramené a la forme

(1) ds? = du?—+ U2 dp2?.

Les courbes © — const. sont les hélices tracées sur la surface;
et, par suite, les courbes ¢ = const. sont les trajectoires orthogo-
nales de ces hélices. On reconnait ainsi que ces trajectoires se dé-
terminent par une simple quadrature.

74. La forme (4) de ’élément linéaire est identique a celle que
nous avons déja obtenue pour les surfaces de révolution (n° 64). On
sait, d’ailleurs, que ces derniéres surfaces peuvent étre considérées
comme des formes limites des hélicoides généraux, correspon-
dantes au cas ou le pas commun des hélices devient nul. On peut
donc prévoir que les hélicoides sont applicables sur des surfaces
de révolution. Ce beau théoréme est dt 2 Bour, qui I’a établi dans
son Mémoire sur la déformation des surfaces (Journal de
I’ Ecole Polytechniqgue, XXXIXe¢ Cahier, p. 82). Pour le dé-
montrer, nous ferons voir que la forme (4) de I’élément linéaire,
donnée a priori, convient i une infinité d’hélicoides, parmi les-
quels se trouvent toujours des surfaces de révolution.
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Les formules (1), oti’on considére z, comme une fonction de p,
définissent ’hélicoide le plus général, et la formule (2) fait con-
naitre 1’élément linéaire de cette surface. Pour le rendre identique
a I’élément linéaire donné par I'équation (4); ¢l suffira évidem-
ment de poser

22 N
(v i) o,

(p2—+ h2) <d91—%— i&o_)‘l: U2 dyp?

P2+ /l?‘
ou, en exirayant les racines carrées,

( 02 dw?
g du ===/ dor - LE
2+ A2

(%) ? Ao de +=U

IR Ve A2 .

La premiére de ces formules montre que o est une fonction
de u. Pour que la seconde puisse avoir lieu, il faut évidemment

que le rapport — 501t égal & une constante que nous désigne-

‘/pz_*_ 2

I
- On aura donc

rons par p

\/pz—i— h2 =+t mU,
(6) hode dy

ayy + —=4= =
VT a2 m

Les formules (5) et (6) nous conduisent, par des éliminations
faciles, aux valeurs suivantes de p, do, dv, :

m2U du o 5 T h2
dy = e TUT— \/U~(I——sz~)— Pt

7) d‘%:@—ﬂg :CZ(—} A du \/UQ(_I——m?UW)——E,

m  m2U2 m U(m2U2— A2) m?2

o = Vm2 U2 P2,

Toutes les quantités qui figurent dans les formules (1) sont
ainsi exprimées en fonction de u et de ¢; la question proposée est
donc complétement résolue.

75. Les hélicoides que nous venons de déterminer dépendent de
deux paramétres arbitraires / et m. Il est aisé de s’assurer qu’ils
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ne sont pas superposables. Considérons, en particulier, le cas ou

I'on a
Uz2= u2+ a2,

et supposons m = 1. Les formules précédentes deviendront

Y ey Y

/ 42 P
/ a— —— /l_a —— e
d@ = v 2 2

T —_——— w2+ a? du
wr—+ a— h? v ’

Jodeo
dyy=dy — ———"— -
w4+ a2

Sil'on donne a /& toutes les valeurs comprises entre o et «, on
aura une série continue d’hélicoides, tous applicables les uns
sur les autres. Ils présenteront toutes les formes intermédiaires
entre 1’alysséide et I'hélicoide gauche a plan directeur, qui sont
les termes extrémes de cette série et qui correspondent respecti-
vement aux valeurs o et & de 1’arbitraire /.

76. Revenonsaux formules générales (7). Si l'on y fait /i = o,
on obtient des surfaces de révolution, toutes applicables les unes
sur les autres, aussi bien que sur les hélicoides généraux définis par
ces équations. Elles sont déterminées par le systéme trés simple

[
x = alU cos —,
a

(8) y:aUsin%,

T —— O

z=fyV1— a2U" du,

ol @ est mis & la place de m.

Quand on fait varier le paramétre @ on obtient une suite con-
tinue de surfaces; nous signalerons, sans les démontrer, les pro-
priétés suivantes que nous rattacherons plus tard a des théorémes
généraux.

Sil’on considére sur toutes ces surfaces les points qui correspon-
dent & une méme valeur de « : 1° le produit des rayons de cour-
bure principaux en ces points serale méme pour toutes les surfaces ;
2° la tangente au méridien, prolongée jusqu’a sa rencontre avec
I’axe, aura aussi la méme longueur pour tousles points considérés.
Nous indiquerons plus loin une application de cette derniére pro-
priété, et nous allons ¢tudier deux exemples particuliers.
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77. Faisons d’abord
U = sinuw,

ce qui donnera les surfaces de révolution applicables sur la
sphére.

Les formules (8) deviendront ici
. 1%
X = asinu cos—,
(22

. L@
(9) 1y = asinusin—,
a
5 = JV1— a®cos?u du.

Supposons d’abord @? < 1; w pourra prendre toutes les valeurs
possibles sans que 'expression de = cesse d’étre réelle. La portion
OCA du méridien qui correspond a toutes les valeurs de « com-
prises entre o et « aura la forme indiquée ( fig. 4).

Fig. 4.

SN

/

Les angles que fait en O et en A le méridien avec l’axe sont
finis et ne deviennent droits que lorsque a est égal & 1. Alors le
méridien devient un demi-cercle et 1l engendre la sphére.

Les variables w et ¢, qui déterminent un point a la surface de la
spheére, ont une signification trés simple; elles sont la colatitude
et la longitude de ce point. D’aprés cette remarque, nous pouvons
déterminer aisément les limites et la forme de la portion de sphére
qui est exactement applicable sur toute la surface engendrée par
la révolution compléte de la branche OCA du méridien.
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En effet, les formules (g) relatives a une valeur quelconque
de ¢ nous montrent que ’angle ¢, fait par le méridien qui passe au
p quip
point (u, ¢) de la surface avec un méridien fixe a pour valeur

¢
(IO) V1= C—l.

Par conséquent, lorsque ¢, aura varié de o a 2w, ¢ aura crii de
2am. Ainsi la surface engendrée par la révolution compléte de
Parc ACO est applicable sur le fuseau de la sphére compris entre
deux plans méridiens faisant I’'angle 2 aw. On voit que, pour des
valeurs trés petites de «, ce fuseau deviendra infiniment étroit.

Si @? est supérieur a I'unité, le méridien change complétement
de forme, car « ne peut prendre que les valeurs satisfaisant a I'iné-

galité

cos2u < 5
a

Soit X, ’angle aigu défini par la formule
coshy = 0—;-

Il faudra faire varier u entre ), et @ — A,. e méridien aura la
forme représentée (fig. 5). La surface engendrée par ce méridien

Fig. 5.

I3

~

0 x

sera applicable sur la zone de la sphére comprise entre les deux
cercles de colatitude ), et © — %,. Mais, de plus, la formule (10)
nous montre qu’il suffira de faire tourner le méridien ACB d’un

’ N\ 2 . . . .
angle égal a ET pour obtenir toute la portion de la surface, appli-

cable point par point sur la zone sphérique que nous venons de
définir.
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Si a grandit, cette zone diminue indéfiniment et se réduit a
une bande infiniment étroite longeant I’équateur de la sphére.

La discussion détaillée que nous venons de faire avait pour but
de mettre en évidence un fait intéressant. Considérons un mor-
ceau, de forme 'd’ailleurs quelconque, de la surface de la sphére.
Quand la sphére se déforme de maniére a coincider successive-
ment avec les diverses surfaces définies par les formules (g), cette
portion de la surface sphérique que nous avons choisie se dépla-
cera et se déformera d’une maniére continue en demeurant appli-
cable sur sa position initiale. Mais ce mouvement ne pourra étre
continué indéfiniment sans qu’il se produise une déchirure; car
nous avons vu que, si le parametre @ augmente a partir de 1 et
croit indéfiniment, la seule portion de la sphére qui puisse étre ap-
pliquée sur les surfaces qui correspondent a ces valeurs croissantes
de @ se réduit a une zone, d’aire aussi petite qu’on le veut, entou-
rant I’équateur. Par conséquent, si 'on considére une portion
finie de la sphére, le mouvement de déformation de cette portion
cessera d’étre possible dés que @ aura atteint une limite supérieure,
qui dépend évidemment de la forme de cette portion.

78. Du moins, dans l’exemple que nous venons d’étudier,
toutes les surfaces définies par les formules (g), et pour lesquelles a?
est inférieur ou égal & I'unité, jouissent de la propriété de repré-
senter complétement 1’élément linéaire, c’est-a-dire elles ont des
points réels, correspondants & toutes les valeurs réelles de u et
de ¢. Il n’en est plus de méme dans’exemple suivant.

Supposons que, dans les formules générales, on fasse

U = ex.
L’élément linéaire aura pour expression
(1 I>. ds? = du? -+ et dv?,
et les équations (8) nous donneront ici

o o

¢ .8
(12) = ae™ cos P ¥ = ae® sin =7 z= fV1— a?e du.

Ces formules définissent des surfaces qui sont toutes égales;
car, sil’on pose

(13) ae’ = sin g, = ay,
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elles deviennent
‘ x = siny cosvy,
;Y

|

el ne contiennent plus a. Nous avons donc une seule surface, qui
est applicable d’une infinité de maniéres sur elle-méme, et les for-

= sino sinyy,

(r4)

A}
l

@
= coso + logtang L,
: 2

mules qui réalisent cette application sont
aelt — 6"’, 0 = cw’,

', ¢ désignant les coordonnées du point qui correspond au point
(u, ¢). Ce résultat est d’ailleurs évident, d’apres la forme méme
de I’élément linéaire (11). Il suit de la, et des propriétés que nous
avons signalées plus haut (n°® 76) : 1° que le méridien ne peut étre
que la courbe aux tangentes égales ou tractrice; 2° que le pro-
duit des rayons de courbure principaux est le méme en tous les
points de la surface. On reconnait les propriétés de la surface pseu-
dosphérique que nous avons déja étudiée directement; et, en com-
parant U'expression de I’élément linéaire & celle qui a été donnée
(n° 63), on voit que le produit des rayons de courbure de la sur-
face est égal a — 1.

Il y a ici un fait important & signaler. Pour que les valeurs de x,
¥, 5 données par les formules (12) soient réelles, il faut que
Pangle ¢ soit réel, c’est-a-dire que l'on ait

a?e2u < I.

Quelle que soit la valeur donnée du paramétre «, il y aura
donc toujours des valeurs suffisamment grandes de u, associées a
des valeurs quelconques de ¢, auxquelles ne correspondra aucun
point de la surface. Par conséquent, s’il est vrai que la pseudo-
sphére soit applicable sur elle-méme d’une infinité de maniéres,
aucune des solutions que 1’on choisira ne pourra donner une re-
présentation géométrique compléte de 1’élément linéaire.

79. Les surfaces que nous venons d’étudier se rapprochent par
une propriété commune. Elles peuvent étre considérées toutes
comme engendrées par une courbe invariable de forme qui se meut
d’aprés une loi donnée. Proposons-nous maintenant d’étudier les
surfaces les plus générales satisfaisant a cette définition.
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Considérons une courbe (C) et un systéme d’axes mobiles inva-
riablement 1ié & la courbe. Supposons que la position dela courbe
et des axes mobiles dépende d’un parameétre ¢ qui jouera le réle
du temps, et soient §, 71, {; p, ¢, " les translations et les rotations
du systéme mobile. Ces six quantités seront fonctions de ¢. Dési-
gnons par x, ¥, 5 les coordonnées d’un point quelconque M de la
courbe par rapport aux axes mobiles; z, -, z seront des fonctions
données d’un paramétre .

Si les axes mobiles se déplacent, et que le point M se déplace
en méme temps d’une maniére quelconque sur la courbe, les pro-
jections de Varc infiniment petit décrit par le point seront

dr (£ gz —ry)dy,
(15) Cdy 4 (f+rx —pz)dy,
( dzs —({+py —qx)ds.

Posons, pour abréger,

dx , dy y dz ,
_— = —_—r = == 3 .
du ’ doe 7 ’

du

le carré de I’élément linéaire de la surface engendrée parla courbe
aura pour expression la somme des carrés des trois projections,
c’est-a-dire

ds? = (224 y'2 + 3'2) du?

AN

X ¥ <
(16) < o @Eyin | 2y S| Jdudy
P oq
L (G g — e (- rr— pap (G py —q )] de.

80. 11 suffirait d’introduire dans cette formule des hypothéses
spéciales, convenablement choisies, pour retrouver tous les ré-
sultats précédents.

Supposons, par exemple, que l'on veuille obtenir I'élément
linéaire des surfaces réglées. On prendra pour axe des 5 du triedre
mobile la génératrice rectiligne de la surface, et I'on fera décrire
alorigine du triédre une trajectoire orthogonale des génératrices.
Cela donne les conditions

x:)’:(), Z:l(,
D.— I. 7

ey
I
=}
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et, par suile, la formule (16) se réduira a la suivante :
(17) ds? = duw?~+ [(E+ qu)?—+ (1 — pu)?]de2.

Sil'on veut exprimer que la surface est développable, il faudra
considérer les projections (15) de 'arc décrit par un point quel-
conque de la surface. Elles deviennent ici

(E “+qu) de, (7, — pu) do, du.

Le plan tangent au point z = « aura donc pour équation, par
rapport aux axes mobiles,

@ E+qu
Y 7 —pu’

Pour qu’il soit le méme en tous les points d’une génératrice, il
faudra que 'on ait

S v

c’est-a-dire que le coefficient de d¢? dans la formule (17) soit un
carré parfait. G’est le résultat déja établi (n° 69).

81. Considérons maintenant le cas nouveau ot le mouvement
de la courbe mobile (C) se réduit & une translation. Il faut alors,
dans la formule (16), faire

p pe— _([ — = OJ
et 'on a, par conséquent,

ds? = (22 y'2+ 3'2) du?
! +2(Z'E+y 0+ 5 L) dedy 4+ (E2-+n2—+ () de2.

(18)

On parvient a un résultat identique par la méthode directe sui-

vante. Solent
X = U, VYV = Ui, S = U2

les équations qui déterminent la courbe par rapport aux axes
mobiles, U, U,, U, désignant des fonctions d’un méme para-
meétre «. Supposons que les axes fixes aient été choisis paralleles
aux axes mobiles, et désignons par V, V,, V, les coordonnées de
Porigine des axes mobiles par rapport aux axes fixes; V, V,, V,
seront des fonctions d'un paramétre ¢. Les coordonnées d’un
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point quelconque de la surface cherchée, par rapport aux axes
fixes, auront évidemment les expressions suivantes :

X=U —+YV,
(19) Y:Ul—!—Vl,
Z = Ugﬂ'i— VTT_)-

La symétrie de ces formules nous montre immédiatement que la
surface peut étre engendrée de deux manicres différentes par la
translation d’une courbe invariable, ct que les courbes coordon-
nées de chacun des deux systémes () et (¢) se déduisent de I'une
d’elles par un simple mouvement de translation.

82. On peut encore interpréter les formules (19) de la maniére
suivante. Considérons les deux courbes définies par les équations

.Z':ZU, .)/:2[}1, .3:2U2,
et

x =2V, y =2V, 3 = 2V,.

Lelicu des milieux de toutes les cordes qui joignent un point de
la premiére & un point de la seconde est la surface considérée.
Cette définition, due & M. Lie, met bien en évidence le double
mode de génération de la surface. Il suffit d’associer toutes les
cordes passant, soit par un point de la premiére courbe, soit par un
point de la seconde, pour retrouver les deux systémes de généra-
trices invariables.

Supposons, pour fixer les idées, que les fonctions U, V soient

réelles et que ’on ait pris, pour les paramétres « ct ¢, les arcs des
deux courbes

x = U, y = Uy, 3 = U,,
;Z‘:V, }/:\fl, ,SIVQ;

I'élément linéaire de la surface prendra la forme
ds? = du? + de? o (U'V' - UL V| - U, Vi) du dv
Si donc on pose

% —+ 8
v = , %= w9,

g = s g:u—p,
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I’expression de 1’élément linéaire deviendra

7t rXJ! Xy
‘ds_z__x-lr—U\—u—UgV -+ U, V5 a2
(20) < UV _U,V, —U, V"
( R o — 21 1T e Ve g2

Cette formule met en évidence un systéme de coordonnées rec-
tangulaires sur la surface, car I’élément linéaire est ramené a'la
forme

(21) ds?2 = A2 dx? - G2 d{a?,

ct méme avec la condition

b

2 . (2=1.

83. Nous avons a signaler encore une propriété géométrique
tout & fait générale des surfaces que nous considérons. Mais, pour
la démontrer, nous devons commencer par rappeler un théoréme
relatif aux tangentes conjuguées.

Nous dirons que deux familles de lignes tracées sur une surface
sont conjuguées lorsque les tangentes aux lignes des deux fa-
milles passant en un point quelconque de la surface sont conju-
guées (d’aprés la définition de Dupin). Voici comment on peut
exprimer cette relation :

Soient « et ¢ les parametres des deux familles de courbes, et
supposons que l'on connaisse les expressions des coordonnces
rectilignes @, y, z d’un point quelconque de la surface en fonction
de w« et de ¢. Sil'on désigne par X, Y, Z les coordonnées cou-
rantes, I’équation du plan tangenta la surface au point M (z, y, z)
sera
(22) L—sz=p(X—x)+qg(Y—0y)

p et g désignant, suivant 'usage, les dérivées de s par rapport
a2 et d y. Supposons que 'on se déplace sur la ligne ¢ = const.
L’intersection du plan tangent avec sa position infiniment voi-
sine sera définie, d’aprés la théorie des enveloppes, par 1’équa-
tion (22) jointe a celle que 'on obtient en la différentiant par
rapport a u, c¢’est-a-dire,

= . . 0gq oo )
— 0 = o ST 5, (Y0 —p g — 9 g
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ou, en supprimant les termes qui se détruisent,

i . 99 Y =
(23) 5 (X — &)+ 5 (Y —y)=o.

Pour exprimer que les courbes () et (¢) sont conjuguées, il
faudra écrire que les équations (22), (23) sont vérifiées quand on
dr OJdy 0z

y remplace X — x, Y —y, Z — z par 5o’ D67 To° Cela donneles

deux équations

.
(24) dp ox Jdq 9y

g 03 ox oy
|

w v ou dv

La premiére est toujours satisfaite, car elle exprime ce fait évi-

dent que la tangente a la courbe w = const. se trouve dans le
plan tangent. Quant & la seconde, elle est identique a la suivante

J oz dy 02z o2y
Tu(p.EE “f%?)

ﬁpdu()v _.qdudv =0

ou, plus simplement,

023 0% x 9y
(25) du oy —r Juody 7 ow oy

Sil’on remarque maintenant que p et ¢ sont déterminés par les
équations

= 0. 3
(26) o r 0 0 ox oy

) _ i

du Lo o o0 TP o0 TGy
on pourra éliminer p et ¢ entre les équations (25) et (26), et 'on
sera conduit a I’équation

02x c)_.z-_ ox
Juwde Ju v
- 2y dy Iy
(>7) dudy odu Oy
023 0z 03z
Juodey du Jdy

qui est symétrique par rapport aux trois coordonnées. Cette rela-
tion, qui est d’ailleurs nécessaire, est aussi suffisante; car elle ex-
prime qu’il y a des valeurs de p et de ¢ satisfaisant aux équations



102 LIVRE I. — CHAP. IX.

(25) et (26), et, d’aprés les formules (26), p et ¢ seront les déri-
vées de z, considérée comme fonction de x et de ).

84. On peut formuler la condition trouvée sous une forme dif-
férente. L’équation (27) est évidemment le résultat de I’élimina-
tion de A et de B entre les trois équations

02x \ ox B()x .
0w 0y ou o O
2y 9y Py _
(28) duov—A?)Z—BEé_o’
023 0z 0z
oude r)_u—B—()—v:O'

Nous obtenons ainsi la proposition suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes (1)
et (v) sotent conjuguées est que les expressions des trois coor-
données rectangulaires en fonction de u et de ¢ satisfassent a
une méme équation linéaire
020 00 . 0B

B—>

(29) ouode T ow | dp

ou A, B désignent des fonctions quelconques de w et de .

Cette proposition, sur laquelle nous aurons a revenir pour la
compléter et la généraliser, joue un rdle trés important dans la
théorie des surfaces.

Si nous l'appliquons aux surfaces qui nous occupent, nous
voyons immédiatement que les trois eoordonnées satisfont a
I’équation

020
(30) duode O,
et, par conséquent, les deux systémes de eourbes invariables qui
engendrent ici la surface sont des lignes conjuguées. Au reste, la
Géométrie permet aussi d’obtenir trés simplement ce résultat.

Considérons, en effet, les deux familles de courbes (u) et (¢).
Dans la translation d’une courbe (u), chaque point M de cette
courbe décrit une courbe (¢). D’autre part, la tangente en M 2 la
courbe (u) conserve, dans la translation, une direction invariable.
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Il suit de 1a que la développable circonscrite a la surface en tous
les points de la courbe (¢) décrite par le point M sera le cylindre
engendré par la tangente en M a la courbe (u). Cette simple
remarque suffit & démontrer que les deux familles de courbes (u)
et (¢) forment un systéme conjugué; et l'on voit de plus que les
développables circonscrites & la surface en tous les points de
lUune de ces courbes sont des cylindres, engendrés par les tan-
gentes aux courbes de Uautre famille, menées aupoint ow elles
rencontrent la courbe considérée (V).

835. Enfin, nous traiterons le cas ot la courbe mobile (C) qui
engendre la surface est plane, et ou les vitesses de tous ses points
sont normales au plan. Nous supposerons que I'on ait pris le plan
de la courbe pour plan des xy du triedre mobile. On doit alors,
dans les formules (13) et (16), introduire les hypothéses
(31) z = o, E—1 = r—o.

Si 'on admet, de plus, que 'on a choisi pour « 'arc de la
courbe (C), on aura encore

X2y =
et 'expression de I'élément linéaire deviendra
(32) ds? = du? -+ (L +—py — qx)> de.

Quantaux projections de ’arc décrit par un point quelconque M

de la surface, elles seront, d’apreés les formules (15),
dx, dy, ({+py —qx)ds.
La normale a la surface sera dans le plan de la courbe, et ce

plan roulera sur une certaine surface développable.
On reconnait les surfaces étudiées par Monge d’une maniére
I g

détaillée (2).
Les lignes de courbure de 1'un des systémes sont les diverses

(") S. Lig, PBeitrige zur Theorie der Minimalflichen (Mathematische
Annalen, t. X1V, p. 332-337).

(*) Moxce, Application de I’Analyse a la Géometrie, 5° édition, p. 322. De la
surface courbe dont toutes les normales sont tangentes a une méme surface
développable quelconque.
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positions de la courbe mobile; celles du second systéme sont les
trajectoires des différents points de cette courbe.

86. Considérons, en particulier, le cas ot le plan de la courbe
mobile roule sur un cylindre. On obtient alors une swurface mou-
lure. Si nous supposons que l'axe des z du triédre mobile ait
été pris paralléle aux génératrices du cylindre, la rotation du sys-
téme se fera autour d’une parallele d ’axe des x, et 'on aura

q = o.

L’élément linéaire donné par la formule (32) prendra la forme

JX

ds? = du‘2+< —%—y>;p2 de?

)

ou, en changeant les notations,
(33) ds? = du?+ (U — V)2 dv?,

U et V désignant des fonctions qui dépendent respectivement de
u et de o.

On peut donner des surfaces moulures une autre définition, a
quelques égards plus simple que la précédente.

Quand le plan de la courbe (C) roule sur le cylindre, les trajec-
toires de ses différents points sont évidemment des courbes planes
dont le plan est parallele a la section droite du cylindre, et, de
plus, ces trajectoires sont & chaque instant normales au plan de la
courbe (C). Il est évident, d’aprés cela, que leurs projections sur
le plan de la section droite du cylindre constitueront une famille
de courbes planes parall¢les admettant pour développée commune
la section droite du cylindre. De la résulte la génération suivante
des surfaces moulures :

On donne dans un plan une famille de courbes paralléles.
St lon imprime a chacune de ces courbes une translation finie,
normale au plan et variant suivant une loi donnée, quand on
passe d’une courbe a l’autre, les positions nouvelles de toutes
ces courbes forment la surface moulure.

87. En s’appuyant sur cette définition, on peut montrer que la
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forme (33) de 1’élément linéaire convient toujours & une infinité
de surfaces moulures.

En effet, écrivons ’expression de ds? sous la forme
ds? = dU% +~ (U — V)2dv2 — (1 — U"2) du?.
Les deux premiers termes pris isolément constituent I’élément

linéaire d’une surlace développable, et nous avons vu (n°®70) qu’en
posant

(31)

x = Ucos¢ -+ Vsine dy,
y = Using — [V cose dy,

on aurait
dx? + dy? = dU2+ (U — V)2 de2.

La surface définie par les formules (34), joinles a la suivante
(34) s= fyv1i—=U2dn,

aura donc I’élément linéaire exprimé par la formule (33).

Si 'on remarque que cet élément linéaire ne change pas de
forme quand on y remplace ¢ par @¢, on reconnait la possibilité
d’introduire une constante arbitraire dans les formules précédentes
etl’on trouve, en recommencant le calcul,

/

/ 0 L9
x = alU cos— + fVsin—dp,
a a
J .P v
(3%) 'y = aUsin — — fVcos—dy,
a @
- :f\/[—czﬁU’z du.

Ces formules définissent une famille de surfaces moulures,
toutes applicables les unes sur les autres ().

88. La méthode cinématique que nous venons d’appliquer a de
nombreux exemples s’étend au cas ou 'on considére une courbe
qui varie de forme en méme temps qu’elle est entrainée dans le
mouvement des axes mobiles. 1l suffira en effet, dans les formules

(') Bovr, Théorie de la déformation des surfaces (Journal de I’Ecole Po-
lytechnique, XXXIN® Cahier, p. 89).
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(15) qui donnent les projections du déplacement sur les axes mo-
biles, de regarder z, >, z, non plus comme des fonctions de la seule
variable #, mais comme des fonctions de u et de ¢.

Proposons-nous, par exemple, d’appliquer cette méthode aux
surfaces engendrées parle mouvement d’un cercle. Le plan de ce
cercle enveloppera une surface développable. Etudions le mouve-
ment du triéedre formé par la tangente, la normale principale et la
binormale en un point de 'aréte de rebroussement de cette déve-
loppable. En prenant comme variable indépendante larc de la
courbe, on auraici (n°4)

z v — J—

¢ =1, , = 0, C == 0,
T I

P:t—-—; (]::;O, 77 == —
g g

o et = ¢étant les deux rayons de courbure et de torsion de la
courbe. Les projections du déplacement d’un point dont les coor-
données sont z, y, z, relativement aux axes mobiles, auront pour
expressions

dae + (1—ry)dv,

dy — (roe— psz)ds,

dz -+ py dy,

¢ désignant ’arc de aréte de rebroussement.

Le cercle qui engendre la surface se trouvant dans le plan
des z)’, on peut exprimer les coordonnées d’un de ses points par
les formules

x = a -+ Rcoso,
y = b-Rsino,

z = 0,

ol a, b, R sont des fonctions de ¢, et olt ¢ est la variable qui dé-
termine un point sur chaque cercle. En substituant ces valeurs
de x, y, 5, on aura, pour les projections du déplacement,

— Rsinody + (a' 41— br—+ R’ cosp — rRsino) de,
Rcosodo—+ (b + ra+ R’ sing 4+ rR cosy) dy,

(pb—+-pRsing) de,

et la somme des carrés de ces projections donnera 1’élément li-
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néaire de la surface sous la forme (')

ds?= R2dop?~+ 2R[rR + (b'+ ra)cose — (@' — br —-1)sing]| do dv
—+—[(pb -+ pRsing)2+ (a'+1— br 4= R cosp — rRsino)?
—+ (0 + ra -+ R’ sing +4- rR cosg)? ] de?.

89. En terminant ce Chapitre, ol nous avons étudié surtout des
surfaces jouissant de propriétés cinématiques, nous allons donner
la définition d’une classe de surfaces se rapprochant a ce point de
vue des précédentes, et qui ontd’abord ¢été étudiées par M. Maurice
Lévy (%)

Considérons un systéme qui se déplace, mais qui varie en méme
temps de grandeur enrestant semblable a lui-méme, et proposons-
nous de chercher la loi des vitesses de tous ses points a un instant
quelconque. Soient Py, P, deux posilions infiniment voisines.
Construisons la figure P, homothétique & P,, en prenant l'origine
des coordonnées pour centre d’homothétie, le rapport d’homo-
thétie étant tel que P soit égal a P,. On peut passer de P, a P,
1° par un déplacement infiniment petit qui améne P, en P}, 2° par
une transformation homothétique ayant l'origine pour centre
d’homothétie et transformant P en P,. Il suit de la queles vitesses
de tous les points du systéme sont les résultantes de celles qui se
produiraient dans le déplacement et de celles qui sont dues a la
transformation homothétique. Les premic¢res ont des expressions
bien connues ‘

a+qgzs—ry, B+rx—ps, Y+ py—qox.

Quant a celles qui sont dues a la transformation homothétique,
comme elles ont pour effet de réduire les coordonnées dans le
méme rapport, elles ont pour expression

ha, hy, hs.

En résumé, les composantes des vitesses d’un point du systeme

(*) Les surfaces a génératrice circulaire ont été étudiées récemment par M. De-
martres (Annales de I’Ecole Normale, 3¢ série, t. II, p. 123).

(2) Mavrice Livy, Sur le developpement des surfaces dont l’élément linéaire
est exprimable par une fonction homogéne (Comptes rendus, t. LXXXVII,
p. 788).
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dans le mouvement considéré auront pour valeurs

Ve=a +hx+qgs—ry,
(36) Vy=8—+hy +ra—ps,

i

Vi=v +ls+py —qz.

Si nous désignons par A& le rapport de similitude du systéme
mobile pris dans sa position actuelle au méme systéme pris dans
une position déterminée, on aura évidemment
1 dk

(37) fo = k dt

Tant que ce paramétre /o n’est pas nul, c’est-d-dire tant que
le systéme varie de grandeur, on peut transporter l'origine des
coordonnées en un point tel que les termes o, 3, v disparaissent
des formules (36). L'interprétation de ces formules met alors en
évidence le résultat suivant : les vitesses sont les mémes que si le
corps tournait autour d'une droite et éprouvait en méme temps
une transformation homothétique par rapport a un point de cette
droite. Si 'on choisit pour nouvel axe des s cet axe de rotation,

les formules (36) se simplifient et se réduisent a la forme suivante

‘s' Vo=lix —ry,
(38) < Vy=hlhy +raz,
g V. = s,

90. Ltudions le cas ot I'axe de rotation et le centre d’homo-
thétie demeurent fixes dans toute la suite du mouvement, les pa-
ramétres /o et 7 restant constants. Alors les positions succes-
sives d’'un point déterminé du systéme mobile seront définies
par les équations différentielles

dxr d dz
= har —ry, & = hy +rz, — = hs.

dt dt

On aura donc, en intégrant,

z = 5geht,
(39) xr = roelt cos(wy—+ rt),
9y = reeltsin(wy —+1rt).

Chaque point du systtme décrira une courbe tracée sur un
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cOdne de révolution

ayant pour sommet l'origine et pour axe I’axe de rotation; la pro-
jection de la trajectoire sur le plan des z) sera une spirale loga-
rithmique ayant pour pdle l'origine des coordonnées. Si l'on
considére la spirale gauche décrite par le point comme apparte-
nant au systéme mobile et variant de grandeur avec lui, elle
glissera sur elle-méme pendant toute la durée du mouvement,
absolument comme les hélices décrites par les différents points
d’un systéme invariable dans le mouvement hélicoidal.

Par suite, les surfaces qui admettent pour génératrices les
courbes définies par les formules (39) sont évidemment les ana-
logues, dans la théorie qui nous occupe, des surfaces hélicoidales
et des surfaces de révolution.

Prenons pour 7y, w,, 5, des fonctions quelconques d’un para-
metre 6. Les formules (39), qui donnent les expressions de z,
v, z en lonction de ¢ et de f, définiront la surface que nous nous
proposons d’étudier. Cherchons son élément linéaire, nous trou-
verons un résultat de la forme

(40) ds2= et (A di2—+ 2B dt db +- C d02),

ou A, B, C sont des fonctions de § définies par les équations

g A=r3rz+ r2ri + h2sg,

’

! ’ 1 2
( B = lhzy3y + hryry +rrjo,
G

(41)

N ot o
== 70‘—00‘ -+ < -+ 7 02.

Nous allons transformer cette expression de I'élément linéaire.

Posons
Bl

(Zt+%d6: T

7 dy,

ce qui donne, en intégrant,
B 9
t + —dl = —.
f A 7
L’élément lindaire deviendra
ds?= e2v( A dv2 4 (G d?),

A’ et (U étant encore des fonctions de 6. Enfin, substituons a 6 la
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variable « définie par la relation

w= JyCdb,

A’ deviendra une fonction U2 de u, et nous aurons pour la forme
définitive de I'élément linéaire

(42) ds? = e2?(du?—+ U2 dp?).

Nous appellerons surfaces spiralesles surfaces que nous venons
de définir. Elles se rapprochent de la spirale logarithmique par
une propriété essentielle et qui résulte de leur définition : comme
cette courbe, elles peuvent étre agrandies dans un rapport quel-
conque sans cesser d’étre superposables a elles-mémes.

M. Maurice Lévy a montré que le théoréme de Bour s’étend a
ces surfaces, qu’il y en a une infinité admettant le méme élément
linéaire et, par conséquent, applicables les unes sur les autres.
On établit cette proposition par un calcul que nous omettons,
parce qu’il offre la plus grande analogie avec celui que nous avons
développé dans le cas des hélicoides.
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LIVRE 1L

DES DIFFERENTS SYSTEMES DE COORDONNEES CURVILIGNES.

CHAPITRE L

SYSTEMES CONJUGUES.

Proposition de M. Kcenigs relative a la détermination, sans aucune intégration,
d’une infinité de systémes conjugués sur toute surface. — Application a la dé-
termination des surfaces admettant un systéme de lignes de courbure planes
dont les plans passent par une droite. — Trajectoires orthogonales d’une famille
de cercles. — Caractere projectif et dualistique de la définition des systémes con-
jugués. — Liaison entre tout systéme conjugué et unc équation linéaire aux
dérivées partielles. — Surfaces sur lesquelles il existe un systéme conjugué
formé de deux familles de courbes planes.

91. Dans les différentes surfaces que nous avons étudiées pré-
cédemment, nous avons rencontré et employé des systémes de
coordonnées curvilignes trés variés : les uns simplement ortho-
gonaux, d’autres & la fois orthogonaux et isométriques, d’autres
enfin formés de lignes conjuguées. Il est évident que, sur toute
surface, il existe une infinité de systémes orthogonaux ou de
systémes conjugués ; car, si 'on trace sur une surface une famille
quelconque de courbes, leurs trajectoires orthogonales ou leurs
trajectoires conjuguées seront définies par une équation différen-
tielle du premier ordre et du premier degré, dont 'intégrale existe,
bien qu’il ne soit pas toujours possible de la déterminer. On ne
connait aucune méthode qui permette de construire, sans aucunc
intégration, un systéme orthogonal sur une surface quelconque.
Au contraire, la belle proposition suivante, due a M. Kceenigs,
établit que, quelle que soit la surface considérée, il sera possible,
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sans effectuer aucune intégration, d’y tracer un nombre illimité de
systemes conjugués.

Soit (%) la surface donnée. Prenons une droite quelconque D
dans Vespace. Les sections de la surface, déterminées par tous
les plans qui contiennent la droite D, admettront pour lignes
conjuguées les courbes de contact des cénes circonscrits « la
surface, ayant leurs sommets sur cette droite.

IEn effet, si M est un point de la surface, le plan tangent en M
ira couper la droite D en un point A. Le coéne circonscrit de
sommet A admettra pour génératrice MA, et cette droite, qui est
évidemment la conjuguée de la tangente en M a la courbe de con-
tact du cOne, est aussi la tangente en M a la section plane de la
surface déterminée par la droite D et le point M. La proposition
est donc démontrée.

92. Pour en donner dés a présent une application, proposons-
nous de déterminer les surfaces pour lesquelles les lignes de cour-
bure de I'un des systémes sont duns des plans qui passent tous par
une droite D.

Il résulte de la proposition précédente que les courbes de con-
tact des cOnes circonscrits ayant leurs sommets sur la droite D
seront nécessairement les lignes de seconde courbure; et, comme
ces lignes devront étre orthogonales aux premiéres, chacune
d’elles devra couper a angle droit les génératrices du cone dont
elle est la courbe de contact. Par conséquent, les lignes de
seconde courbure seront sphériques; les sphéres qui les contien-
dront auront leurs centres sur la droite D, et elles seront coupées
a angle droit par les lignes de premiére courbure.

Réciproquement, prenons une famille quelconque de spheres
(S) ayant leurs centres sur la droite D. Leurs trajectoires ortho-
gonales seront évidemment des courbes planes, puisque les
tangentes & ces trajectoires vont passer par le centre d’une des
sphéres et rencontrent nécessairement la droite D. Si I’on prend
une surface quelconque engendrée par ces trajectoires ortho-
gonales, elle sera une des surfaces cherchées. En effet, soient (¢),
(¢'), (¢"), ... une suite de trajectoires et M, M’; M”, ... les points
ou elles coupent a4 angle droit une méme sphére (S). Les tangentes
aux trajectoires en M, M/, M”, ... iront évidemment concourir
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on obtient pour O I’équation

do 1 da . 1 db
Ve —_— e —_— e —
(4) du r du sinf r du cos§.

qu’il faudra intégrer. Or, sil’on prend comme inconnue

0
(5) tang - = Z,

on est ramené a une équation de Riccat1

dt 2 da 1 db ,
(6) 2—d—u:— N i — (I———l).

7 du 7 du

De 1a résultent plusieurs conséquences. Si 'on connait une
trajectoire seulement d’un systéme de cercles, on déterminera
toutes les autres par deux quadratures; si l’on en connait deux, il
suffira d’une seule quadrature; et enfin la connaissance des trois
trajectoires orthogonales permettra de déterminer toutes les autres,
sans aucune intégration.

Supposons, d’aprés cela, que 'on veuille déterminer le systéme
orthogonal le plus général dont une famille soit formée de cercles.
On pourra se donner arbitrairement deux des trajectoires ortho-
gonales (C), (C;). Il existe en effet une famille de cercles coupant
deux courbes quelconques a angle droit, et leurs centres se trouvent
sur la courbe (L) lieu des points d’ou l'on peut mener a (C),
(C,) des tangentes égales. Comme on connait deux trajecloires
orthogonales, il suffira d’une quadrature pour obtenir toules les
autres. On pourra donc obtenir, avec une seule quadrature, 1’é-
quation du systéme orthogonal plan le plus général comprenant
une famille de cercles ().

(*) Dans sa thése si remarquable, Etude géométrique des surfaces dont les
lignes de courbure d’un systéeme sont planes; Toulouse, 1882, M. V. Rouquet a
méme montré que I'on peut obtenir, sans aucun signe de quadrature, I'équation
de ce systéme orthogonal. Considérons, cn effet, deux familles de cercles, corres-
pondant respectivement aux systémes de valeurs a,, b,, r, et a,, b,, r, des va-
riables @, &, . Si l'on a, pour chaque valeur de u,

da da, db, db,

1 p—
( ! ) ],1 o "2 ’ "1 - ]“.2

>

les équations de Riccali qui déterminent les trajectoires orthogonales de ces deux
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Il y a néanmoins un cas particulier trés étendu dans lequel la
détermination du systéme orthogonal n’exigera plus aucune qua-
drature. C’est celui ou l'on saurait @ priori que, parmi les tra-
jectoires orthogonales de la famille de cercles, doit se trouver
une ligne droite ou un cercle (y); car alors tous les cercles
cherchés étant doublement normaux a la ligne droite ou au cercle
(v), cette trajectoire orthogonale particuliére devra étre comptée
pour deux et donnera deux solutions de P’équation de Riccati. 11
suffira donc de se donner (v) et une autre trajectoire orthogonale
(C) pour avoir trois solutions de I’équation différentielle.

Signalons encore cette conséquence des raisonnements qui pré-
cédent : lorsqu’on aura un systéme déterminé de cercles coupant

familles de cercles sont les mémes; et, par conséquent, la connaissance des tra-
jectoires orthogonales de I'une des familles entraine celle des trajectoires ortho-
gonales de Vautre famille. Nous dirons, avec M. Rouquet, que deux familles
de cercles sont similaires lorsqu’elles satisfont aux relations (t). Il est aisé
d’interpréter géoméiriquement ces relations. Elles expriment, en effet, que les
centres des cercles, qui se correspondent dans les deux familles similaires, dé-
crivent des courbes dont les tangentes sont, & chaque instant, paralléles; et de
plus, que les rayons des deux cercles sont dans le méme rapport que les arcs in-
finiment petits parcourus par leurs centres dans le méme temps, c’est-a-dire dans
le méme rapport que les rayons de courbure des deux courbes décrites par
leurs centres, aux points correspondants. Cette proposition permet évidemment
de construire, sans aucune intégration, toutes les familles similaires d’une famille
de cercles donnée. )

D’aprés cela, soit une famille quelconque de cercles, correspondant aux va-

leurs a,, b,, r, de a, b, r. On peut toujours concevoir qu’il existe trois fonctions
a,, b,, r, telles que l'on ait

da, da, db db .
—_— = =y = —> as
r‘l r'l 1’l ".’.

—+ b

~
~
JSF]
N
f
~
PO

Par suite, toute famille de cercles peut étre considérée comme similaire d’une
famille représentée par I’équation

(z —a,)+ (¥ — b,y = aj -+ b3,

pour laquelle tous les cercles passent par un point fixe, 'origine. Comme on
peut mettre en évidence, sans signe de quadrature, les trajectoires orthogonales
de cette famille particuliére, il en sera de méme, d’aprés les propositions précé-
dentes, pour la famille la plus générale.

Au reste, dans beaucoup de questions, il importe peu qu’il y ait ou qu’il n’y
ait pas de signe de quadrature. L’essentiel est qu’on puisse obtenir, sous forme
explicite, I’équation du systéme orthogonal, et les développements donnés dans le
texte établissent que cela sera toujours possible.
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A angle droit un cercle donné, ou ayant leurs centres en ligne
droite, la détermination de leurs trajectoires orthogonales exige
seulement une quadrature.

A un autre point de vue, il résulte de I'équation (6) la consé-

. . 0 0 0 0
quence suivante; soient lang—; tang—, tang—, tang—" quatre so-
2 2 O =)

lutions quelconques de cette équation. Nous savons que leur
rapport anhal‘monique est constant. Or ce rapport anharmonique
des quatre tangentes est, par définition, le rapport anharmonique
des points ol les trajectoires correspondantes coupent 'an quel-
conque des cercles. On a donc le théoréme suivant :

Le rapport anharmonique des quatre points ote un cercle quel-
conque de la famille considérée est coupé par quatre trajec-
loires orthogonales fixes est constant.

Toutes ces propositions s’appliquent évidemment aux systémes
de cercles tracés sur la sphére, qui peuvent toujours, par une in-
version, étre transformés en systémes situés dans un plan.

94. Revenons a la question proposée. Il s’agit de trouver le
systétme orthogonal le plus général dont une des familles soit
formée de cercles ayant leurs centres sur une droite D.

Pour cela on considérera une courbe quelconque (C) et I'on
tracera tous les cercles normaux a (C), ayant leurs centres sur D.
Les trajectoires orthogonales de ces cercles se détermineront sans
aucune intégration. Considérons en effet 'un quelconque de ces
cercles normal en un point M & la courbe (C). Si G, désigne
I’angle de la tangente ala courbe en M avec la droite D, ’équation
de Riccati admettra les trois solutions particuliéres

e07 o, )

et., par conséquent, son intégrale générale sera donnée par la
) ) I

formule
tang 0
S,

= '

ta 0 ta o do
ng- — tang—
g g~
ou, plus simplement,

: 6 00
(7) tang— = Ctanb;,
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Les surfaces cherchées, qui ont d’abord été étudiées par
Joachimsthal ('), admettent donc la génération suivante : Dans
un plan passant par la droite D, on forme, d’aprés le moycn
que nous venons d’indiquer, la famille de courbes planes ()
la plus générale admettant pour trajectoires orthogonales une
Jamille de cercles ayant leurs centres sur la droite D. On fait
tourner ces courbes (t), autour de la droite D, d’un angle qui
varie d’aprés une loi donnée, mais quelconque, quand on passe
d’une courbe & Uautre; le lieu de toutes leurs positions nouvelles
est la surface cherchée.

Prenons pour axe des z la droite D. Les formules qui sont la
traduction analytique de la génération précédente sont les sui-

vantes. Soit
(x —a)+y2=r2

I’équation du systéme de cercles. Prenons

0
a = T(8y), r = F'(0,) sin 0y, tangg = F.l(tp)tangzo-

Les coordonnées d’un point quelconque de la surface cherchée
seront
‘ x = a -+ rcos0,
(8) Ey:rsin() cosi,

rsin® sind.

1

g

Ces formules sont identiques a celles que l'on doit a Joa-
chimsthal.

95. Aprés avoir développé une application de la proposition de
M. Keenigs, revenons aux systémes conjugués quelconques. Ces
systémes possédent deux propriétés essentielles sur lesquelles il
convient que nous insistions, et que ’on peut énoncer comme il
suit : Tout systéme conjugué ne cesse pas d’étre conjugué si
l’on soumet la surface sur laguelle il est tracé, soit a une trans-

(") JoacmmustuaL, Demonstrationes theorematum ad superficies curvas spec-
tantium (Journal de Crelle, t. XXX, p. 347) et Sur les surfaces dont les lignes
de l’une des courbures sont planes (méme Journal, t. LIV, p. 181). Voir surtout
ce dernier article.
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Jormation homographique, soit a une transformation par
polaires réctproques.

Supposons d’abord que ’on soumette une surface (S) a une
transformation homographique. Considérons une courbe (GC)
tracée sur (S). Les plans tangents a la surface en tous les points
de cette courbe engendreront une surface développable (A) dont
les génératrices rectilignes seront les conjuguées des tangentes a
la courbe (C). Or il est évident que la transformation homogra-
phique ne change en rien toutes ces relations. A la surface (S)
correspond une surface (S'), ala courbe (C) une courbe (C/), a
la développable (A) une développable (A’) circonscrite a (8) sui-
vant la courbe (('), aux tangentes de la courbe (C) celles de la
courbe (), aux génératrices de (A) celles de (A"); par conséquent
la transformation homographique fait bien correspondre a deux
tangentes conjuguées de (S) deux tangentes conjuguées de (S').

Si, au contraire, on effectue une transformation par polaires ré-
ciproques, a la surface (S) correspond une surface (3”), a la
courbe (C) une développable (A”) circonscrite a (5”), et a la dé-
veloppable (A) la courbe de contact (C”) de la développable (A").
Par suite, aux tangentes de la courbe (C) correspondent les géné-
ratrices rectilignes de (A”) et aux génératrices de (A) les tangentes
de la courbe (C"). D’ailleurs, a deux tangentes en un point M de
(S), correspondent deux tangentes au point correspondant M” de
(S"). Ici encore, on le voit, a4 deux droites conjuguées corres-
pondent deux droites conjuguées.

96. Les propriétés précédentes, que l'on exprime encore en
disant que la définition des systémes conjugués est projective et
dualistique, peuvent aussi étre établies par la méthode analytique
suivante qui nous permettra de généraliser une proposition déja
donnée (n° 84).

Soient « et 3 les paramétres de deux familles de courbes tracées
sur une surface (S). Adoptons un systéme de coordonnées homo-
génes ou tétraédriques absolument quelconque, et soit

(10) uX +oY—+wZ-+pT =0

I’équation du plan tangent a la surface; u, ¢, w, p seront des
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fonctions des paramétres « et 3, et I’on obtiendrait I’équation en
coordonnées ponctuelles de la surface (5) en éliminant « et 3
entre I’équation (10) et ses deux dérivées

S ou dv ow op
| Xox T Y g v T =0
(1) 0 0 0 0
QAT AT AL e/
(X()te ! Y()@—(—Z()B—.—TO(FS o,

par rapport & « et & 3. Par conséquent, si on désigne par x, y,
5, t les coordonnées du point de contact du plan tangent, elles
devront satisfaire aux trois équations

ux -+ vy -+ wszs -+ pt = o,

xdlé+ do_*_”dw_!_tdp__o

(12) gx Y ox T F0x T on T
0 ) 0 0
20U dy ow _Op

= Y=g 3 t—=5 = o.
08 o8 o8 o8

Différentions la premiére de ces équations, successivement par
rapport & « et a 3; on aura, en tenant compte des deux autres, les
relations nouvelles

ox oy ()z+ ot
gléa—{“—()‘a}z'—*—“)a—cz P()'—“———O,
(13) ¢
(zadx+vay ' (v% : gf——o
08 0B o8 TPy T

On aurait pu d’ailleurs écrire immédiatement ces équations;
elles expriment que les tangentes aux deux courbes o= const.,
B — const. sont dans le plan tangent a la surface.

Les équations (12) et (13) s’appliquent a tout systéme de coor-
données curvilignes. Cherchons maintenant la condition pour que
les deux familles () et (B) forment un systéme conjugué. Sil’on
se déplace sur la courbe « = const., le plan tangent enveloppera
une surface développable; son intersection avec le plan tangent
infiniment voisin sera définie par I’équation (10) jointe ala seconde
des équations (11). Il faut exprimer que la droite représentée par
ces deux équations est la tangente a la courbe {3 = const. Pour

cela, il faudra écrire que ces équations sont vérifiées quand on y
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remplace X, Y, Z, T par

x oy 03 ot
x + ;Eda, ¥ =+ Uj;da, 5 - 5:—((11, {4 adz.

En tenant compte des formules déja établies (12) et (13), celu
ne donne qu'une seule équation nouvelle

Ju dx dy Jdy ow 0z op ot

(14) 08 0x T 08 02 T 08 ou 08 9x
et cetle unique équation exprime par conséquent la condition
nécessaire et suffisante pour que les deux familles (z) et (3)
forment un systéme conjugué. '

Des formules (12) et (13) on déduit par différentiation les
identités suivantes applicables a tout systéme de coordonndes
curvilignes :

N?u dzg  OPw ; 02p
9208 Y 0x08 " “0a 03 T ' oxdd
Ju ox dy Jdy dw 03 dp Ot

Ju 93 oz 03 oz 03 % 03

¢ __wids e dy  dwos _ dp o
o 03 oJu 8 0Ju 03 oz 03 ox

2z 02y 02z 0%t

VT Y 5u08 T xor T W anag TP a3

I suit de la que I'équation (14) peut encore étre écrite sous
I'une des trois formes suivantes :

ou dx dv dy . dw d3 . dp It
ox 98 ' 0w 08 oz 08 om 03
. J2x ENY 02z 02t
(16) “ouo3 T awog T W oxog TP ax03
” 02 o 0%y N 02 ¢p ey 2 p — 0
9208 V0208 7 92083 oz of

La condition pour que les familles (), (3) forment un systeme
conjugué s’exprime indifféremment par 'une quelconque des
quatre équations (14) ou (16).

97. Considérons, en particulier, les équations (12) et la troisiéme
des équations (16); elles ne contiennent pas les dérivées de z, y,
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5, ¢ et 'élimination de ces coordonnées conduit a I’'équation

diw  ou 02u
ox 03 0203
oy op 02 ¢
dz 03 02005

(17) =0
/ ?
ow  Ow 02
v

147

o 5 9 dﬁ

hd
op  Op 2 p
P 9% ;)‘g ox 0%

qui ne contient plus que les coordonnées tangentielles (1).

Inversement, Loutes les fois que 'équation (17) sera satisfaite,
il existera des valeurs de =, », 5, ¢ vérifiant les équations (12) et
la troisieme des équations (16); ces équations expriment que z,
>, 5, t sont les coordonnées du point de contact du plan défini par
I’équation (10) avec la surface qu’il enveloppe et, en outre, que les
deux familles (), () tracées sur cette enveloppe sont conjuguées.
L’équation (17) est donc, dans tous les cas, caractéristique des
systémes conjugués.

De méme, en éliminant w, ¢, ¢v, p entre la premiere des équa-
tions (12), les deux équations (13) et la seconde équation (16),
on trouvera la condition alaquelle doivent satisfaire les coordonnées

ponctuelles

or Or 02w

Jdx 93 0203
Jov 0y 02y

(18) 0z 0z otz |

ot ot 02¢

I3

et 'on démontrera comme précédemment que cette condition, qui
est nécessaire, est aussi sulflisante.

(*) Brroscut, Sulle linee di curvatura della superficie delle onde (Annales de
Tortolini, t. 11, p. 135; 185g).
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98. En répétant le raisonnement déja donné au n° 84, on
obtiendra immédiatement la proposition suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux familles
de courbes, de paramétres o.et 3, solent conjugudées, est que, soit
les coordonnées ponctuelles homogénes, soit les coordonnées
tangentielles, satisfassent toutes les quatre a une équation wux
dérivées partielles de la forme

020 00 00
. ,} 0 —
02 03 o B 08 G @

(19)
ou A, B, G désignent des fonctions quelconques de o et de 3 (*).

La transformation homographique ne changeant pas les coor-
données homogénes, pourvu que l'on fasse varier le tétraédre et
les paramétres de référence, et la transformation par polaires ré-
ciproques étant équivalente a un échange des coordonnées ponc-
tuelles et des coordonnées tangentielles, onvoit que la méthode pré-
cédente met bien en évidence le caractére projectif et dualistique
de la définition des systémes conjugués.

Si ’on emploie les coordonnées cartésiennes ordinaires, la coor-
donnée ¢ devra étre égalée a l'unité; par suite I'équation (19)
devra étre vérifiée par la valeur 6 = 1. On devra avoir

C=o0

et on retrouvera le résultat du n° 84.

99. En terminant ces développements, je remarquerai qu’il est
impossible de trouver deux équations de la forme (19) auxquelles
satisferont en méme temps les quatre coordonnées ponctuelles, tant
que la surface ne se réduira pas a une courbe, ou les quatre coor-
données tangentielles, tant que la surface ne sera pas dévelop-
pable.

En effet, supposons que les quatre coordonnées vérifient deux

(*) Il est utile de remarquer que l’équation linéaire a laquelle satisfont les
quatre coordonnées ponctuelles n’est pas, en général, la méme que celle a laquelle
satisfont les quatre coordonnées tangentielles.
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équations linéaires de la forme (1g). L’élimination de entre

02
3208
ces deux équations nous conduira & une équation du premier
ordre

, 00 ,00
A—(;:‘;,—‘_B ;)‘*gﬂ—ce—(),

!

a laquelle devront encore satisfaire ces coordonnées. Or la solu-
tion générale de cette équation est de la forme

0 =00 F(g0),

I’ désignant une fonction arbitraire et 04, s, des fonctions déter-
minées ; par conséquent, sil’on divise toutes les coordonnées homo-
geénes par 0y, on les réduira a des fonctions de la seule variable .
Si les coordonnées sont ponctuelles, le point décrit une courbe,
et si elles sont tangentielles, le plan enveloppe une développable.
Ainsi, & toute surface non développable, et & tout systéme con-—
jugué tracé sur cette surface, correspondent deux équations, et
deux seulement, de la forme (19). L’uune est vérifiée par les coor-
données d’un point quelconque de la surface, et l'autre par les
coordonnées d’un plan tangent quelconque de la surface.

100. Le théoréme précédent permet évidemment de construire
une infinité de surfaces sur lesquelles on connaitra des systémes
conjugués (*). Nous allons, dés a présent, en faire une application
en cherchant les surfaces pour lesquelles il existe deux familles
conjuguées formées exclusivement de courbes planes.

Siles coordonnées tangentielles satisfont a 1’équation

020
0z 08

la surface correspondante la plus générale sera I’enveloppe du plan
défini par I’équation

oy A a®]e A0+ ea(®)]y
- LA () 23(B)]5 - [/i(2) + 9u(B)]L = o.

(') DarBoux, Memoire sur la théorie des coordonnées curvilignes et des sys-
témes orthogonaux (Annales de I’Ecole Normale, 2° série, t. V1I, p. 293 ; 1878).
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Or on reconnait sans difficulté que cette surface jouit de la pro-
priété indiquée; car, pour avoir 'enveloppe du plan tangent, il
faut joindre a I'équation (20) les deux suivantes

Si(2)z + [o(2)y + f3(2)s + [i(2)t = o,

<2I> 7 ) ' I N L 7 f. -
1 (B)z +¢%(B)y + o5 (B)s + o, ()t = o,

qui ne contiennent chacune qu’une seule des variables «, { et
montrent ainsi que les deux familles conjuguées o= const.,
3 = const. sont composées de courbes planes.

La solution que nous venons d’obtenir est trés générale; on peut

[ g ;
démontrer qu’il n’y en a pas. d’autre. Pour cela, nous définirons
{ ) )

la surface cherchée comme enveloppe du plan

(22) uX +9Y -+ wZ-+pT =o.
Prenons la dérivée de cette équation par rapport a o, nous
aurons
o o oy op
2.3 X—+Y—+7Z—-— +T-L=o.
(23) Tox T ox O o

Ces deux équations représentent, on l'a vu, la tangente a la
courbe o= const., toutes les fois que les deux familles (a), (§3)
sont conjuguées.

Or, si les courbes de paramétre « sont planes, elles seront déter-
minées par une équation de la forme

(24) Xfi(a) -+ Y fa(2) + Zfo(2) + T fi(2) = o,

et, par conséquent, les trois plans définis par les équations (22),
(23), (24) contiendront une méme droite, la tangente a la courbe
.= const. ; I'une de ces trois équations devra donc étre une com-
binaison linéaire des deux autres. Kcrivons que la troisieme
s’obtient en ajoutant les deux autres, respectivement multiplides
par p et par h; nous aurons le systéme

ou

Si(a) = pu—+ )\(_92_’
. oe
Sa(a) = pe + A a7’
ow

Sa(a) = pw +)\—J;7

9p
0%

Ja(a) = pp —+2A
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En éliminant par une différentiation les fonctions f;(«), ... on
verra que u, ¢, «, p doivent satisfaire a la méme équation du

second ordre
0 .0 =+ A MDY
a3\ " oz) =%

(25 );()20 00 S)} _ U(E_‘_ ()yi._o
) 0208 T ox o8 TP TR T

[ = const., on trouverait

que les coordonnées tangentielles doivent aussi satisfaire a 1'é-
quation semblable

En considérant de méme les courbes

., 0%0 , 00 an" 00 ou’
(26) A (j—’;—t)—g e e 73 ——6—07)‘; = o.

Or nous avons vu que u, ¢, v, p ne peuvent satisfaire en
méme temps & deux équations de la forme précédente, au moins
tant que la surface n’est pas développable. 1l faudra donc que les
équations (25), (26) soient identiques; ce qui donne les con-
ditions

P! dlogA 4 olog) 1 op 1 op’
bl

W98 0 X o ) X 03T W ox

En portant les valeurs de i et de p/ dans la derniére équation,

nous trouvons
0rlogh  ozlogh’

Jn 0B 0z ()S_’

d’ot 'on déduit, en intégrant,
A= 0 (2)e(B),

oL ()
= o "N

ce qui donne

>

Sinous portons cette valeur de w dans ’équation (25), elle prend
la forme

02
()TO_B [lf(“)o] = 0.

On voit que, si nous multiplions les quatre coordonnées u, ¢,
w, p par une méme fonction A f (), ce qui est évidemment permis,
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elles satisferont a1’équation

020
0% 08 =0

et 'on retrouve la solution que nous avons donnée a priori.

Il est vrai que nous avons écarté de notre raisonnement I’hypo-
theése ou la surface serait développable. Mais, pour obtenir une
telle surface, il suffira de supposer nulles, dans la formule (20),
toutes les fonctions de (3. Ainsi notre premiére solution donne,
sans aucune exception, toutes les surfaces pour lesquelles il peut
exister un systéme conjugué composé de deux familles de courbes
planes. '

101. 1l nous reste & indiquer un mode de génération simple des
surfaces que nous venons d’obtenir. Pour cela, faisant £ =1, nous
envisagerons les deux familles de sphéres définies par les équations

(27) 22+ 32— ofi(a)x — ofa(a)y — 2f3(2)zs — 2f,(a) = o,
(28) @2+ 2+ 224+ 291(B)x +202(L)y +2¢3(B) s +20,(B) = o.

Ces deux familles de sphéres sont absolument quelconques, et
d’ailleurs leur plan radical est précisément le plan tangent de la
surface cherchée, représenté par 1’équation (20). Nous sommes
donc conduits au théoréme suivant : '

Si DUon considére dans Uespace deux familles de sphéres
définies de la maniére la plus générale, le plan radical d’une
des sphéres de la premiére famille et d’une des sphéres de la
seconde enveloppera la surface la plus générale admettant
deux familles conjuguées formées exclusivement de courbes
planes.

Pour déterminer la surface par points, on remarque que les deux
équations (21) sont les dérivées par rapport a a et a 3 des équa-
tions (27), (28). Donc :

hY

St Uon associe a deux sphéres de famille différente les
sphéres infiniment voisines, le centre radical de ces quatre
spheres décrira la surface cherchée. Le plan radical de deux
sphéres infiniment voisines de la méme famille contiendra une
des courbes de l’un des systémes conjugués.
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CHAPITRE IIL

SYSTEMES CONJUGUES. — LIGNES ASYMPTOTIQUES.

Application des propositions précédentes a la détermination des surfaces a lignes
de courbure planes dans les deux systémes. — Caractéristiques d’une équation
linéaire aux dérivées partielles. — Théoréme nouveau relatif aux systémes con-
jugués. — Lignes asymptotiques. — Forme la plus simple de leur équation dif-
férentielle. — Leur détermination dans des cas particuliers. — Surfaces tétraé-
drales de Lamé.

102. La proposition obtenue a la fin du Chapitre précédent con-
duit & une méthode trés simple pour la détermination des surfaces
dont les lignes de courbure sont planes dans les deux systemes.
Il suffira, en eflet, de chercher, parmi les surfaces enveloppes du
planreprésenté par 'équation (20), celles pour lesquelles les deux
familles de courbes conjuguées se coupent a angle droit.

Considérons la surface enveloppe du plan

uX 4+-90Y +~wZ-+-pT = o,

ou u, ¢, w, p sont des fonctions de « et de 3. La condition d’or-
thogonalité des courbes de paramétre a et 3 tracées sur I’enveloppe
est compliquée en général, et contient les dérivées secondes des
coordonnées tangentielles. Mais elle se simplifie beaucoup quand
o et 3 sont les paramétres de deux familles conjuguées. En effet,
st x, ¥, 3, t sont les coordonnées du point de contact et si 'on
fait £ =1, on a les deux équations

oxr dy EA
122 7% -+ ¢ —az 4 w a = 0,
owu dr ~ dv dy  dw 0z
0B 0x 080z = 98 oz
d’ott I'on déduit les proportions
ox dy 0z Ow o do . du y ow u(‘)v o ou
(0 ox " ox " ox ' 08 08 Yo T "on "3 98
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J d 03 ..
On a des formules analogues pour %, %2 et, en écrivant la
0B’ 98’ 93

condition d’orthogonalité, on trouve 'équation (')

[ c)u oy o dw " Ju o do v ow
» V(02 00 % 0 o8 Y98 T IB
(2 ¢

( ( ) ()u Ju . dv Jdy . ow O o

— (2 - 92 w2 e e ~— — ) = o.

0% ()B 0% 03 du 0B

Remarquons toutefois que cette équation serait illusoire si «, ¢,
v, p ne contenaient pas 3, car alors les formules (1) n’auraient
aucune signification; la surface serait développable.

Pour appliquer 'équation (2) au probléme qui nous occupe, il
(aut faire

w=A;+ B p = Ay B, w = As—+ B;
1y ) 3 )

Ay, As, A; désignant des fonctions de « et By, B,, B; des fonctions
de B. On reconnait que l'équation (2) peut étre ramenée a ne
contenir que les dérivées de la fonction £ définie par 1'équation

2= u?— 92+ w2— (AI'—Bi))—F(A) —i— Bg) +(A5—J-"3)2.

in effet cette equatlon différentiée par 1app0rt aoeta 2 5 donne
successivement

/’Lih:zcgl—c - v{)—p~‘r—cvgz))
o 07 Jdx 0%
h 0—]% = u()ﬁ o — o0 “+ o — i
08 og ()? d
0 ol dh du Jdu de dy ow Ow

Rgaof ™ %8 = ox 08 "9z 08 " 0z 08

En tenant compte de ces relations, I’équation (2) prend la forme

02 h

—_— = 0
0208

)
et 1l faut, pour qu’elle soit satisfaite, que 'on ait
h= A,+ B,.
On peut donc énoncer la proposition suivante :

Pour obtenir les surfaces a lignes de courbure planes dans

(') Brrioscui, dnnales de Tortolini, t. II, p. 135; 185g.
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les deux systémes, on commencera par déterminer les fonctions
de a et de B satisfaisant identiquement a l’équation

(3) <A1—f— B1)2+<A2~'— B2)2+(A3+ B3)‘):<A[‘—{— Bgr)z.

Quand ces fonctions seront connues, la surface sera [’enve-
loppe du plan représenté par U'équation '

(4) (A1-+Bpx + (As+ By)y + (A;+ By)s = A - B,

ot A, B désignent deux fonctions nouvelles qui dépendent res-
pectivement de o et de B. Les lignes de courbure des deux
systémes seront définies par les équations

Az + ALy +—Az =A/,

(5) Br . ' ’ I
v — BLyy + Bz =B,

qui ne contiennent chacune qu’une seule des variables v ou {3 et
représentent les plans de ces lignes.

103. Toute la difficulté du probléme est ramenée, par la méthode
précédente, a la détermination des fonctions les plus générales
satisfaisant identiquement a la relation (3). Or, si 'on différentie
cette équation successivement par rapport a e et a 3, on est ramené
a 'équation plus simple

(6) AL BY - Ay B, -+ AL By = A, B,

dont M. J.-A. Serret a donné toutes les solutions possibles dans
son important Mémoire Sur les surfaces dont les lignes de
courbure sont planes ou sphérigues (Journal de Liouville,
1’¢ série, t. XVIIL, p. 116). Au lieu de suivre la marche adoptée
par M. Serret, nous nous attacherons a I’équation (3) que nous

écrirons sous la forme

(7) (A— B2+ (Ag— By)2+ (A3 — B3)? = (A, — By)?,

en changeant le signe de toutes les fonctions B.

Cette équation peut étre interprétée géométriquement de la
q P 8
maniére suivante. Considérons la spheére (S), variable et dé-
pendante du parameétre o, dont le centre a pour coordonnées A,,
A, A; et dont le rayon est égal, en grandeur et en signe, a A,;
idé le méme 1 he Sy, dé 1 du | X c
considérons de méme la sphére ), dépendante du paramétre 3,
D. — I 9
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dont le centre a pour coordonnées B,, B, B; et dont le rayon est
égal a B,. L’équation (7) exprime évidemment que les deux sphéres
(S) et (S') sont constamment tangentes. 1l faut donc que ces deux
sphéres, envisagées successivement, enveloppent la méme surface
(2). Et, comme cette surface (X) est touchée suivant un cercle par
chacune des spheéres (S), aussi bien que par chacune des sphéres
(8"), il faut que toutes ses lignes de courbure soient circu-
laires.

Nous sommes ainsi ramenés a un probléme bien connu, qui a
été proposé et résolu pour la premiére fois par Dupin (1) : Déter-
mziner toutes les surfaces dont les lignes de courbure sont cir-
culaires. La solution fournit une surface du quatriéme ordre, la
cyclide de Dupin, dont les normales rencontrent une ellipse et
une hyperbole, qui sont les focales 'une de l'autre et qui con-
tiennent les centres de toutes les sphéres, tangentes a la surface
suivant une de ses lignes de courbure. Cette surface peut dégénérer
soit en un tore, et alors 'ellipse focale se réduit a4 un cercle, soit en
une surface de troisiéme degré, et, dans ce cas, les deux courbes
focales deviennent des paraboles.

104. Sil'on suppose que I'ellipse se réduise a un cercle, 'hyper-
bole se réduira a une droite passant par le centre du cercle et per-
pendiculaire a son plan. En choisissant le centre du cercle pour
origine des coordonnées et la droite pour axe des z, nous obtenons
une premiére solution de I'équation (7) donnée par les formules
sulvantes :

A1:O, Ag: o, A3: A,
B; = cos B, B, = sinf3, B3z = o.

La surface a lignes de courbure planes correspondante est I'en-

Veloppe du p]an
(8) az —xcosB—ysinf = f(x) 4+ o(B).
Les lignes de courbure o = const. sont dans des plans paralléles

z = f"(a),

(1) Durin, Applications de Geometrie et de Mcchanique, p. 200 et suiv.; 1822.
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et, par conséquent, cette premiére classe ne comprend que les sur-
faces moulures déja étudiées (n° 86).

Passons au cas général ot l'une des focales est une ellipse.
Comme on peut multiplier toutes les fonctions A; B; par un
méme nombre, on pourra prendre, pour cette focale, les équations

22

m2—\—) ¥y = o,

\

et hyperbole correspondante sera alors représentée par le systéme

Un point de la premiére courbe sera défini par les formules
(9) x=A;=a, y = Ay=o, z=A;= A1 — a?,
et, de méme, un point de la seconde par les formules analogues
(10) x = B, = o, y=DB=28, 5= By=yA—1y1+ 32

La surface a lignes de courbure planes, correspondante a ces
valeurs des fonctions A;, B;, sera I'enveloppe du plan

(rr) QX — [dy+<)\ Vi—ar— /i1 fd?)z:f(a) — o (B),

lorsque a et 3 varieront.

On trouvera de méme, dans le cas ot I’ellipse se réduit a une
‘parabole, que la surface correspondante est I'enveloppe du plan

(12) saz 2By - (1 22— §2) 3 = f(x) + ¢ (B).

105. En résumé, nous obtenons trois classes de surfaces a lignes
de courbure planes dans les deux systémes. Mais il résulte clau‘e—
ment des raisonnements précédents que la premiére et la troisieéme
peuvent étre considérées comme des cas limites de la seconde, qu
est définie par la formule (11). Nous allons faire connaitre un
nouveau mode de génération de ces surfaces.

Si I'on différentie successivement par rapport a o et a 3 1'é-
quation (11), on obtient les deux équations

(13) x““‘/*}_d:ﬁ = /" (%),
Vit—1fz ,

( L VATIBE

14) ¥ Vi s ' (B),
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qui représentent, nous 'avons vu, les plans des lignes de premiére
et de seconde courbure. Ainsi les lignes de courbure de chaque
systéme sont dans les plans tangents d’un cylindre, et les cylindres
correspondants aux deux systémes ont leurs génératrices perpen-
diculaires.

D’autre part, les deux familles de sphéres considérées aun® 101
ont ici pour équations '

x2+y2+z2—aax——zk\/l_——?z—sz(a):o,

(15)

a:2+y2+z2-2By_2\/k'4f1;/1+§2z-{—29(p):0;

les centres de ces sphéres sont situés respectivement sur les deux
focales. D’ailleurs leurs rayons dépendent des fonctions f(a),
©(f) et varient, par conséquent, suivant une loi quelconque. En
appliquant le théoréme du n® 101, on sera donc conduit a la pro-
position suivante :

Pour obtenir toutes les surfaces & lignes de courbure planes
dans les deux systémes, on construira deux familles différentes
de sphéres dont les centres seront assujettis a décrire respec-
tivement deux courbes duwu second degré, focales l'une de
Uautre, et dont les rayons varieront suivant une lot quelconqgue
pour chacune des deux familles. Le plan radical de deux
spheres (S), (2), appartenant aux deux familles différentes,
enveloppera la surface cherchée. Si l’on associe a (Z) et a (S)
les sphéres infiniment voisines ('), (S'), le centre radical de ces
quatre spheres décrira la surface; les plans radicauz de (S)
et de (8, de (2) et de (¥') seront les plans des lignes de coui-
bure des deux systémes ().

Bien que nos raisonnements aient laissé de c6té le cas des sur-
faces développables, les résultats obtenus comprennent ces surfaces
qui sont, on le reconnaitra aisément, des surfaces moulures formées
par les tangentes d’une hélice tracée sur un cylindre quelconque.

(*) On peut définir la variation du rayon des sphéres de chacune des familles
en assujettissant ces sphéres a ¢étre tangentes a une courbe choisie arbitrairement,
située dans le plan de la ligne qui contient leurs centres. Alors on pourra con-
struire géométriquement le plan radical de chaque sphére et de la sphére infini-
ment voisine.
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106. Nous terminerons cetle étude préliminaire des systémes
conjugués en généralisant la proposition donnée au n° 98, et,
pour le faire d’une maniére précise, nous commencerons par

rappe]ef la définition des caractéristiques d’une équation linéaire
aux dérivées partielles.
Soit
920 020 0920 ae 0

une telle équation, ot les coefficients seront des fonctions données

quelconques de o et de B. Sil'on substitue a ces variables indépen-
dantes les suivantes :

:?(“’ B)i Pl:df(aa B):
I’équation conservera sa forme et deviendra

oot T 0hs s T T g, TV G, et =0

a, b, ¢ ayant les valeurs suivantes :
0p\% | L 0p dp ‘ 2

_ _ A% 91 0p 91 09 901
(17) b 2A£EZ"“B<Z)&0T3 98 0

. 001 \? dpy 0py doy\?
°= A<W) +B?§W+C<0—S>

()O dPi

G358 9~

. . . 020 020
Si donc on veut faire disparaitre les deux termes en 2ot 97

’1

o et p, devront étre deux fonctions différentes satlsfalsant "6~

quatlon
ou dudu
NCIRRTE TGt

On peuat énoncer ce résultat de la maniére suivante :

Considérons U’équation différentielle du premier ordre et du
second degré

(19) Adp:—Bdxd3 + Cdx?>= o,

a laguelle nous donnerons le nom d’équation différentielle
des caractéristiques, et qui se décompose en deux équations
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du premier degré admettant chacune une intégrale. Soient

p=¢(a, B) p1=14(a, B)

les deux intégrales ainst obtenues; il faudra prendre g, oy pour
nouvelles variables s¢ l’on veut ramener ’équation en § a la
Sforme

020 00 09
. + al _ ] b’ -
0p 0pq op dp4

)

(20) +c'6 =o.

On voit que la transformation serait impossible si le premier
membre de I'équation (19) était un carré parfait. Mais il résulte
des formules (17) que si I’on prend alors pour p 'intégrale unique
de I’équation (19), I'équation en § se réduit & la forme simple (')
020, 09 90

21 +a — +b0 — +c'0=o.
1) opi 92 9P

107. Apres avoir rappelé ces définitions et ces propridiés, reve-
nons aux questions (ue nous avons en vue, et supposons que
les quatre coordonnées homogeénes x, y, z, ¢t ou u, ¢, w, p soient

(*) On peut méme simplifier encore cette équation dés que I'on en connait des
solutions particuliéres; car soient 6, 0, deux de ces solutions : si l'on prend
comme nouvelles variables indépendantes p et le rapport

e? ’

0, < Fr
ct si I'on pose

=260,

la fonction ¢ satisfera & une équation de méme forme que I'équation (21)

J2c oo Jo

— - a, — b, ——F +c 6 =o.
dp'}2 ' do - t e !

Mais, comme cette équation doit admecttre les solutions particuliéres

P - ’
=1, T =0y,

b, et ¢, scront nuls, et clle se réduira & la forme binéme

] o do o
T 12 — 0.
0p'p do

Le raisonnement précédent montre d’ailleurs que cette forme n’est pas typique
et peut étre obtenue d’une infinité de maniéres.
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exprimées en fonction de deux variables a et 3. Sil’on a obtenu,
par un procédé quelconque, une équation de la forme (16) a
laquelle satisfont ces quatre coordonnées, on peut la ramener, par
le procédé que nous avons indiqué, a la forme (20) et V'on re-
connait alors immédiatement que les courbes (g), (py) tracent sur
la surface un systéme conjugué. Nous pouvons donc énoncer la
proposition suivante :

Quand on a formé, d’une maniére quelconque, une équation
de la forme (16) a lagquelle satisfont, soit les quatre coordonnées
ponctuelles, soit les quatre coordonnées tangentielles, les ca-
ractéristiques de cette équation tracent sur la surface un
systéme conjugué.

Une équation de la forme (16), contenant cinq coefficients, n’est
pas déterminée par la condition d’admettre comme solutions par-
ticuliéres les quatre coordonnées ponctuelles, par exemple. Mais,
si I’on ajoute a cette condition celle d’admettre une cinquieme
solution ¢, tous ses coefficients seront parfaitement déterminés,
ainsi que le systéme conjugué formé par ses caractéristiques. En
ce sens, on peut dire que, a chaque fonction ¢, correspond un
systéme conjugué particulier.

Ainsi, supposons que 'on prenne des coordonnées cartésiennes
z, v, 5. L'équation (16), devant alors admettre la solution
0 = ¢ =1, ne contiendra pas le terme en 0, et tous ses coef-
ficients seront complétement déterminés par la condition qu’elle
admette, en méme temps que x, ), 5, une nouvelle solution
particuliere ¢ que nous supposerons exprimée en fonction
de z, y, 5, par exemple. Ramenons I’équation a la forme (20)
en prenant comme nouvelles variables les paramétres p, p, du
systéme conjugué formé par ses caractéristiques; et soit alors

226 :AE)E_FBﬂ

do 09y dp dgq

AN S

do &‘Ol 0o ()pj
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et les équations analogues en » et z. Si I'on exprime maintenant

02x 02y 023z
2 2

. dp dpy” 0p dpy” 0p 0oy

au moyen des équations précédentes, on trouvera

que © en est une solution, et si 1’on élimine

2o dxr dr  Od ¢ [owx dy | dy Jz\ | 0?0 0z dz
J9z% 0p 0oy | Owxdy \ dp dpy  dp Opy) dz% dp dpy

(Vest une relation a laquelle devront satisfaire, en chaque point
de la surface, les tangentes aux deux familles conjuguées.

108. Sil’on prend, par exemple, la valeur suivante de

© = 22+ - 32,
on aura
0z 9z o Ay | 9% 95 _ .
dp dpy  Op doy  Op 0py ’
le systéme conjugué est orthogonal, c’est-a-dire qu’il est formé
des deux systémes de lignes de courbure, ce qui nous conduit au
théoréme suivant :

L’équation de la forme

026 020 026 00 L 00
Ade 7B U, PG TG

foumad (),
dont les coefficients sont déterminés par la condition gu’elle
admette comme solutions particuliéres

9

P 9 9
€, y_., 2, x? *r—()/" - 8,

x, v, 3 désignant les coordonnées cartésiennes orthogonales
d’un point de la surface exprimées en jfonction de deux va-
riables quelconquesa et 3, admet pour caractéristiques les deux
Jamilles de lignes de courbure de la surface.

L’application suivante, qui est trés simple, fournit une vérifi-
cation de cette proposition. Prenons comme variables indépen-
dantes deux des coordonnées z et y. L’équation
020 020 L 020 09 09

dxz:—B——~+b +~D — E

A ox oy oy? dxr oy
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devant admettre les solutions particuliéres x et ), on aura d’abord
D=E= O,

si on exprime ensuite qu’elle admet également les deux so-
lutions

e:,—_z, 6:x2+y2_14z27
on obtiendra les deux relations
Ar+Bs—+Ct=o, A(1+ p2) + Bpg - C(1—+ g%) = o,

ou p, q, r,s, t désignent les dérivées de z, et qui déterminent les
rapports de A, B, C. L’équation cherchée est donc

: , 920
[s(r--9%) —1pq] 55

920 020

_[7‘<I+ 6.72) - t(\l +Pl>] m} —‘—[I‘p(_] _'S(I-‘JPZ)] ())/2 = 0,

et I’équation différentielle de ses caractéristiques fournit l’équation
bien connue des lignes de courbure.

109. La théorie des lignes asymptotiques d’une surface se rat-
tache par les liens les plus étroits a celle des systémes conjugués.
Silon groupe ces lignes en deux familles distinctes, comme on le
fait pour les lignes de courbure, on peut dire que chacune des
deux familles ainsi obtenues est conjuguée a elle-méme. Par con-
séquent les lignes asymptotiques se conservent lorsqu’on soumet la
surface, soit & une transformation homographique, soit a une trans-
formation par polaires réciproques. Le calcul suivant met d’ailleurs
ces résultats en évidence.

Conservons toutes les notations du n°® 96. Soient toujours u, ¢,
w, p les coordonnées du plan tangent, x, y, z, ¢ celles du point
de contact. On aura, nous 'avons vu, les égalités

(22)

é ux +— vy -+ wzs + pl —o,
?udxf%vdy—{—wdzﬂ'—pdl:o,

xdu+yde+zdw -+ tdp =o.
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qui se rapportent a un déplacement quelconque effectué sur la
surface.

Cherchons l'équation différentielle des lignes asymplotiques.
Il faudra écrire que le plan osculateur de ces lignes coincide avec
le plan tangent, c’est-a-dire que le point dont les coordonnées

sont
z+dr+5d2x, y-+dy +%d2y,

se trouve dans le plan tangent. On est ainsi conduit, en tenant
compte des égalités précédentes, a I’équation

(23) ud?z +vd?y + wd2zs 4+ p dit = o.

Les 1dentités que 'on obtient en différentiant les deux derniéres
équations (22) nous permettent de remplacer ’équation précédente
par une des deux suivantes

(24) dudx -+ dv dy + dw dz + dp dt = o,
24

rzd?u + ydiv -+ z3d2w 4+ td?’p = o,
qui lui sont équivalentes.

La premiére de ces deux formules donne immédiatement 1’é-
quation différentielle des lignes asymptotiques quand la surface
est définie par son équation, soit en coordonnées ponctuelles, soit
en coordonnées tangentielles; mais les formules précédentes (23)
et (24) permettent aussi d’écrire cette équation différentielle si
Pon suppose que les coordonnées soient exprimées en fonction de
deux variables o et 3. Par exemple, si 'on élimine u, ¢, v, p entre
la premiére équation (22), les deux équations (13) du n° 96 et 1'¢-
quation (23), on sera conduit & la relation

Jxr Jdx N
o dy
Y e 08 42y
Z 0z Qf 7 =9
3 Ja ()@ d? z
ot ot o
t ;% ’(“)‘g d“ t

qul constitue I’équation différentielle cherchée. Si 'on développe
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et si 'on ordonne par rapport a du, df3, on trouvera

/ - Jdxr oJx Oz
oo d_B o2
¥ ad dy Py
0% 0B  ox?
g * d=2
0z 0z 023
Z — -—
0% 08 0«2
, 9t ot 0%
gz o8 0w
(25) | . .
ox Ox 0%z ’g« ox Q_x 02w
T O9u 0B 0208 T 0x 03 o
dy 9y Iy Sy 9y Py
Y o 0B 0xop Y 0% 08 0B
) doa dB —~ i : dp? = o.
Jdz dz %z ! . 0z 03 03
 9x 0B 0208 C oz 08 0B
, 0t o o 11: ot ot 0t
de 0B oJudp ! ox 03 0p2

I’équation en coordonnées tangentielles est toute semblable et
s'obtiendra en remplacant dans la précédente z, y, z, ¢ par
WUy 0, 0, P.

Nous pourrions déduire de I'équation précédente la proposition
déja démontrée (n° 98) relativement aux systémes conjugués; car
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux familles de
courbes (a), (B) soient conjuguées, c’est-a-dire pour que les
tangentes aux courbes coordonnées qui passent en chaque point
de la surface divisent harmoniquement ’angle formé en ce point
par les tangentes asymptotiques, est évidemment que le coefficient
de dudp soit nul dans l'équation différentielle (25). Nous re-
trouvons ainsi la condition déja donnée (n° 97).

110. Réciproquement, toutes les fois que ’on connaitra sur unc
surface un systéme conjugué, on pourra écrire I'équation des
lignes asymptotiques sous une forme qui ne contiendra plus le
rectangle da df3.

Ici se présente une nouvelle occasion d’appliquer la proposition
de M. Koenigs, car si I’on suppose que la droite D qui figure dans
I’énoncé de cette proposition s’éloigne a l'infini parallelement a
un plan fixe, on reconnaitra que les sections planes, paralleles a
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ce plan fixe, ont pour conjuguées les courbes de contact des
cylindres circonscrits a la surface dont les génératrices rectihignes
sont paralléles aux diverses droites de ce plan. Sil'on rapporte les
points de la surface & ce systtme conjugué, I'équation des lignes
asymptotiques ne devra contenir que les carrés des différentielles.

Prenons en effet un systéme de coordonnées cartésiennes z, y, =
et solent p, ¢ les dérivées de z considérée comme fonction de x et
de . En supposant que le plan fixe ait été choisi pour plan des
¥z, les variables qu’il faudra adopter seront les suivantes :

(26) x — o, g = 8.
De I'équation

dz = pdx —+ q dy,
on déduit

d(z—qy)=pde —ydg=pds—ydi.

Par conséquent, si 'on pose

4

(27) B—qy =37,

et si I'on exprime z’ en fonction de « et de {3, 'équation pré-
cédente nous donnera évidemment

03z

B 0
P =9z VT o7

ou encore
(28) P :]),7 Y = 9'7

p' et ¢’ désignant les dérivées de 5’ par rapport a4 « et a 3.
L’équation différentielle des lignes asymptotiques

dp dx +dgdy = o
deviendra donc, avec les variables o et {3,
(29) dp' da — dg' d = o,

et, si 'on remplace p/, ¢ par leurs expressions 7’ da —+ s’ d@3,
s' do. 4 ¢/ dB, en fonction des dérivées secondes 7', s/, ' de 7/, clle
prendra la forme

(30) ' da?—t' dB? = o,
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qui, comme nous l’avions prévu, ne contient plus le terme

en da df.

111. La forme si simple de cette équation permet d’obtenir un
grand nombre de surfaces dont on pourra déterminer en termes
finis les lignes asymptotiques.

En effet, considérons a la fois une équation différentielle

apg: _

(3]) (loc2 ——-CP(CZ, A8>

et I’équation aux dérivées partielles
(32) r'—to(x, B)=o.

Si I'on sait trouver une fonction z’ satisfaisant a cette derniére

équation, on en déduira une surface en remontant a z, ), 5 par
les formules
X = o, y=—q, s=qy -5 =3 —8¢q'.
Or les lignes asymptotiques de celte surface scraient détermindes
par I'équation
r'da?—t'dB? = o,
7 , . , .
et, en remplacant - par sa valeur déduite de I'équation (32), on
retrouvera I’équation (31). Toutes les fois que ’on saura intégrer
cette équation différentielle en méme temps que 1’équation aux
dérivées partielles (32), on aura donc des surfaces dont on
connaitra les lignes asymptotiques.
Supposons, par exemple, que 'on prennc pour la fonction o
une constante A%. Les équations finies des deux systemes de lignes
asymptotiques seront

B + ka = const., B — ka = const.
L’équation (32) aura pour intégrale générale
s =F(B+ka)+~F(B8—rka),

et les coordonnées x, y, z d’un point de la surface seront données
en fonction de « et de 8 par les formules

X = =,
y=—F(B-+ka)—F (B — k),
—F - BF + F,—BF,.

I3}
l
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112. Voici encore une autre application de la formule (25).

Considérons les surfaces pour lesquelles les coordonnées carté-
siennes x, ¥, z sont définies en fonction de deux variables p, o,
par les expressions suivantes :

z=A(p—a)y"(ps—a)nr,
(33) ‘y:B(p—b"y)m(kolﬂab)'l,
a— C (10 —cC )I)l(pl__c>ll.

Je dis d’abord que les courbes (p), (p4) tracent sur ces surfaces
un systéme conjugué. On vérifie en effet que les trois coordonnées
satisfont a I’équation

) 020 ob 09
(34) (9—91)0—?—0?;—;—72(—)‘—0—‘77@3—1_0.

Il suit de la que, si I'on cherche I’équation des lignes asympto-
tiques en appliquant la formule (25), cette équation ne contiendra
pas de terme en dp dp,. En faisant le calcul, on obtient en effet
I’équation différentielle

m{(n —1) do? o nin—1)dp?
(@a—p)b—p)c—p) (a—p)b—rpi)(c—p1)

(35)

qui s’intégre dans tous les cas par des quadratures, mais dont I'in-
' m(m —1)

1) oSt

tégrale est algébrique toutes les fois que le quotient

le carré d’un nombre commensurable.
Dans le cas particulier ou m est égal a n, on peut éliminer
o, g1 et trouver I’équation de la surface, qui est

1 1 1

(f”—x);lw——cw (%)ﬂc—aﬂ(é)am— b)=(a—1b)(b—c)(a—c).

On reconnatit les surfaces tétraédrales, dont Lamé a commencé
I'étude dans son Kxamen des différentes méthodes employées
pour résoudre les problémes de Géométrie, publié en 1818, et
qui, depuis, ont été I'objet des travaux de nombreux géométres,
parmi lesquels il faut citer plus particuliérement M. de la Gour-
nerie. I’équation (35) se réduit alors & celle qui a été intégrée par
Euler et qui donne I’addition des fonctions elliptiques. Parmi les
formes si nombreuses que ’on peut donner a son intégrale, nous
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choisirons la suivante
(e—a)(pr—a)
‘/a\/(a—bxa—c)"
Cae Sle—0)(p1—b) =0 J(p—c)(pi—c)
VB e Y (S e =5 = o

ot a, (3, v désignent trois constantes arbitraires dont la somme est
nulle.

En changeant légérement les notations, cela donne le résultat
sutvant.

Les lignes asymptotiques de la surface tétraédrale

w m ) .), m 5 f; n .
) “\) “\¢g) 7

sont déterminées par Uéquation

vi(2) VE(g) vi(3) =

ot o, B, v sont trois constantes arbitraires dont la somme est
nulle. Leurs projections sur un des plans coordonnés, le plan
des yz par exemple, ont pour équation (')

N

”m 7

|

w:c:w@(gf—ﬂ(gy :

113. Les formules (33) déterminent un grand nombre de sur-
faces différentes; elles conviennent en particulier a la surface de
Steiner pour m = n = 2, a la surface des centres de courbure de
Pellipsoide pour m —= 32, n =14, .... Nous remarquerons qu’elles
conservent la méme forme, lorsqu’on substitue les coordonnées
tangentielles aux coordonnées ponctuelles. Soit, en effet,

I

uX +~ oY 4+ wZ —1=o0

(*) Les lignes asymptotiques des surfaces tétraédrales ont été déterminées en
premier lieu par M. Lie [voir I'article Ueber die Reciprocitits-Verhdltnisse des
Reye’schen Complexes ( Gottingen Nachrichten, pp. 53-66; 1870)]. La méthode
indiquée ici a été développée par Vauteur dans le Bulletin des Sciences mathe-
matiques, t. I, 17 série, p. 355; 1870.
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I’équation du plan tangent; u, ¢, w seront déterminés par les trois

équations
wx - 9y - wz =1,
ox o oy 03z
U —— o e o S == 0O
02 Jp Jo ’
ox dy 03
U —— A Q= o p ——— = 0,
R ().31 ()Pl ()‘31
qui donnent
(Q J— a)l~m< 01 — a)l—/z

U = )

A(la—b(a—c)

_ (o= by=m(py — by
B(b—a)(b—c¢)

(p—— c)t=m(py — )"

Clc—a)(c—b)

2

W —

Si, en particulier, on a
m - n=1,

on obtient des surfaces qui coincident avec leur polaire réciproque
par rapport a la surface du second degré

r2 )/2 z2

Ar(a—b)(a—c) B b —a)b—ec) " Clc—ayc—b) "

Dans ce cas encore, ’équation différentielle des lignes asympto-
> q 3 yimy
I;iques se réduira a celle d’Euler (").

114. En terminant ce sujet, nous indiquerons, entre la théorie
des lignes asymptotiques et celle des équations linéaires aux dé-
rivées partielles, des rapprochements analogues a ceux qui font
I'objet des n°* 84 et 107. Une famille de lignes asymptotiques
pouvant étre considérée comme un systéme qui est a lui-méme son
propre conjugué, le théoréme du n° 107 nous donne immédiate-
ment le suivant :

St les coordonnées x, y, z, t ouu, v, w, p, considérées comme
des fonctions de o et de B, satisfont a une équation linéaire de
la forme (16) pour<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>