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PREFACE.

Les deux Livres dont se compose cette ¢roisieme Partie sont
d’étendue trés inégale.

Le Livre VI, qui traite des lignes géodésiques et de la cour-
bure géodésique, contient 'exposé des recherches les plus récentes
relatives 4 la détermination des lignes géodésiques, a la courbure
géodésique, au plus court chemin entre deux points d'une méme
surface ; il se termine par Vétude des triangles géodésiques et la
démonstration du célebre théoréme de Gauss relatif a ces triangles.

Le Livre VII, qui est consacré tout entier a I'étude de la défor-
mation des surfaces, débute par un exposé de la belle théorie des
paramétres différentiels que I’on doit a M. Beltrami. Aprés avoir
indiqué comment on reconnait si deux surfaces sont applicables
l'une sur Pautre, comment on forme 1’équation aux dérivées par-
tielles dont dépend la détermination des surfaces applicables sur
une surface donnée, j’applique les propositions générales a 'étude
de la déformation des surfaces réglées, a la démonstration des
relations que M. Weingarten a établies entre les surfaces appli-
cables sur les surfaces de révolution et celles pour lesquelles les
rayons de courbure principaux sont fonctions 1’'un de lauire.
Je signalerai aussi un théoréme fondamental établissant une rela-
tion entre les systémes cycliques et la théorie de la déformation.

Les vingt-huit premiéres feuilles de cette Partie ont paru depuis
trois ans. J’espérais pouvoir terminer mon Ouvrage par I'étude de
la déformation infiniment petite; mais cette théorie a pris un tel
développement dans mes legons, depuis 1882, que j’ai di me

résoudre a la réserver pour une quatriéme Partie.

VI

PREFACE.

Cette quatriéme Partie est presque entierement terminée et I'im-

pression en est déja commencée.

Il me reste & remercier encore MM. Morin, Goursat, Keenigs,

Raffy, Cosserat, qui ont bien voulu me préter leur concours le plus

empressé pour la revision des épreuves.

G. D.

10 juillet 1894.

©




ERRATA.

Premiére Partie.
Page 3, ligne 5, au lieu de a"c", lises a"b".
Page 10, au licu de g ds, lisez — q ds.
Page 16, changer les signes des premiers membres des équations (21).
Page 27, équation (1g) dans le 3° membre, au lieu de v, lises — .
Page 72, ligne 8, au liew de formules (}), lisez formules (2).
Page o6, ligne 18, au lieu de n° 65, lisez ne 66.
Page 148, formule (2), au liew de \, lises N

Page 149, note, 1™ ligne, au liew de m du + n dv?, lisez (m du + n dv)’.

Page 220, formule (27) dans le dénominateur, au lieu de <Z %)27 lisez
k
¥ ﬂ)
ox,,

Page 223, ligne 1, au lieu de R, lisez r.
Page 254, ajouter + p dans le premier membre de la 3¢ équation.
Page 269, ligne 14 a partir du bas, au lieu de sphére, lises surface.

Page 282, dans la formule qui termine le n° 184, rétablir du dv en facteur dans
le second membre.

Page 290, formules (tg), et page 291, formules (2r) et (22), changer le signe
de y.

Page 297, formule (4), dans la deuxiéme intégrale, au lieu de 1+ a,u,, lises
1+ o, U.

Page 327, formules (16), au liew de r = r,, lisez r = Ar,.
Page 334, ligne 16, au liew de G,(¢) G (v,), lisez G(v) G, (9,).

Page 336, dans le second membre de la 4° ligne de formules, au lieu de

5(9( mu+n»>§3 < mou,+ n,
1

b
— ny-+m, —nn +m/

5(:<__Mmu+n >j ( mou, —+n, )

—nu—+m, — nu,+m

lisez

Page 336, au lieu de la deuxiéme équation (26), lises

g (u,) = (mm,—+ nnn’)ﬂk ;1 MU, R N
L (m — nu, )t

Page 337, 3° ligne, au lieu de m,, {1sez m'.

VIIE ERRATA.

Deuxiéme Partie.

Page 35, ligne 11, au liew de — hA,, lisez LA,

‘<

Page 179, ligne 6 a partir du bas, au lieu de %, lises X

Page 194, ligne 6, au lieu de

5, = AA,, z,== BB,.
Page 332, ligne 13, au liew de ( 21), lises (31).

Page 433, ligne g, au lieu de troisiéme, lisez quatriéme.

Troisiéme Partie.

Page 66, lignes 8 et g du titre, supprimeszs que Yon peut déterminer par des
quadratures.

r

Page 73, ligne 5 en remontant, aprés par des quadratures, ajouter ou par
l’intégration d’une équation différentielle de forme déterminée.

Page 74, ligne 2, au liew de e+ lisez eln+2)v/,
Page 157, ligne13 du titre, supprimesz le mot six.
Page 288, ligne 3, aulieu de applicable, lisez applicables.

Page 328, ligne 3, formule (39g), au lieuw de x, y, 5 dans les seconds membres,
lisez z,, ¥, Z,.

Page 399, ligne 10, au lieu de paralléles Oz, lisez paralléles a O x.




THEORIE GENERALE

DES SURFACES.

TROISIEME PARTIE.

LIVRE VL

LIGNES GEODESIQUES ET GCOURBURE GEODESIQUL.

CHAPITRE L

DETERMINATION DES GEODESIQUES PAR LA METHODE DE JACOBI.

Surfaces de révolution; lignes géodésiques. — I;?quation de Clairaut. — Détermi-
nation des surfaces pouwr lesquelles les géodésiques sont généralement fermdées;
celles de ces surfaces qui ont un équateur sont applicables sur la sphére. —
Géodésiques des surfaces dont l'élément linéaire est réductible a la forme
étudiée par M. Liouville

ds*= (U —V)(U} dwr+ V3 de?).
Forme géométrique que "on peut donner & Pintégrale premiére. — Premicre
application au plan et & la sphére. — Géodésiques de Pellipsoide; leur discus-
sion sommaire et leur division en trois espéces. — Propositions géométriques
se rapportant a l’élément linéaire de Liouville; coniques géodésiques iso-
thermes; familles de courbes qui peuvent étre regardées de deux maniéres dif-

férentes comme formées de coniques géodésiques. — Extension de divers théo-
rémes de Graves et de M. Chasles.

578. Nous avons vu [II, p. 428] que si I'élément Lindaire d’une
surface est donné sous sa forme la plus générale

(N ds? = E du? -+ 2F du dv +— G dp?,

la détermination des lignes géodésiques de la surface se raméne a
D.— IIL 1

2 LIVRE VI. — CHAPITRE I.

celle d’une solution, contenant une constante arbitraire G, de 1'é-

quation
Eg:—oFpg -+ Gp2
(2) Ah = G- =1,

. (. ) g . 06 06
olt p et ¢ désignent, selon 'usage, les dérivées partielles -, —-
Alors I’équation générale d’une ligne géodésique sera

. 08 .

(‘i) ’Cﬁj - G ’

(/ désignant une nouvelle constante; et, en chaque point de cette
ligne, on aura

du dy du dy
(4) p=E—r+F—, q =¥ +G_
les différentielles duw, dv, ds se rapportant a un déplacement sur

la ligne géodésique.

B79. Une solution § satisfaisant & la condition que nous venons
d’indiquer s’obtient presque immédiatement dans quelques cas
simples, que nous allons étudier en premier lieu.

Supposons d’abord que E, F, G dépendent de la seule variable «:
auquel cas, on le reconnait aisément, I’élément linéaire (1) con-
vient & une surface applicable sur une surface de révolution. On
pourra prendre alors

0 =GCpv—+o(u),
C désignant une constante; et I’équation (2) fera connaitre ¢ (u),

d’ott I'on déduira par une quadrature la fonction ¢(u) et, par
suite, la fonction 6. On trouve ainsi

e m—yr
(5) Q:Cv+fCF+‘/hG G VG du,

et il suffira de porter cette valeur de § dans I’équation (3) pour
obtenir I'équation générale des lignes géodésiques.

580. Considérons, par exemple, une surface de révolution dont
I’élément linéaire soit donné sous la forme

ds? = du?-+ r2 dv?,




DETERMINATION DES GEODESIQUES. 3

ou r est une fonction de «; « désignera l'arc du méridien compté
& partir d’une origine fixe et 7~ le rayon du paralléle passant par le
point de coordonnées u, ¢. On aura ici, en mettant @ au lieu

de G,
(6) 0= av ﬂ—f\/r’—— du

et 'équation générale des géodésiques sera

avee les deux constantes arbitraires « et a'.
I’équation différentielle da premier ordre

(8) do = — 22

des lignes géodésiques qui correspondent a la méme valeur de a
peut se mettre sous la forme élégante

(9) rsinw = «,

o désignant 'angle que fait en chaque point la ligne géodésique
avec le méridien de la surface. Cette derniére relation, qui est due
a Clairaut et qui est trés utile pour la discussion, n’est d’ailleurs
qu’une conséquence du théoréme des moments lorsqu’on regarde
la ligne géodésique comme la trajectoire d'un point qui n’est
soumis a aucune force.

Il résulte immédiatement de la formule (7) que toutes les géodé-
siques qui correspondent & la méme valeur de a et 4 des valeurs
différentes de ' sont les différentes positions que prend l'une
d’elles en tournant autour de I'axe. Les trajectoires orthogonales
de ces différentes positions s’obtiennent en égalant a une con-
stante la fonction § définie par ’équation (6).

Sous l'une ou l'autre de ses formes (8) ou (9), 'itégrale pre-
miére admet une solution singuliére qu’il faudra évidemment
vejeter. En faisant, par exemple,

du = o, r=a,

on obtiendrait un paralléle quelconque de la surface. Or il est

4 LIVRE VI. — CHAPITRE I.

évident a priori quun paralléle ne peut devenir une ligne géodé-
sique que dans le cas olt son plan coupe la surface a angle droit,
le rayon du paraliele passant alors, en général, par un maximum
Oou un minimuni.

581. Sans nous arréter a expliquer comment s’est introduite
cette solution étrangére, nous remarquerons que les équations (8)
et (9) rendent possible une discussion générale de la ligne géodé-
sique. On verra aisément que, si le méridien a des branches in-
finies, il y a des lignes géodésiques qui s’étendent elles-mémes a
Pinfini. Elles deviennent généralement asymptotes a une section
plane parallele a I'axe; mais elles peuvent aussi tourner indéfini-
ment autour de cet axe, comme il arrive dans le cylindre et dans
le paraboloide de révolution. S’il y a sur la surface un parallele
minimum, il y aura généralement des lignes géodésiques se rappro-
chant indéfiniment de ce paralléle, sans jamais se confondre avec
lui. C’est ce qui a lieu pour 'hyperboloide de révolution ('). Dans
ce qui va suivre, nous nous contenterons d’examiner le cas parti-
culierement intéressant ot la surface admet un paralltle maximum,
et nous allons montrer qu’il existe une infinité de lignes géodé-
siques dont le cours se déroule tout entier dans la zone qui con-
tient ce parallele.

582. Soit MM’ ( fig. 37)le paralléle maximum de rayon OM =R
et soient PP/, QQ’ deux paralléles de rayon égal & « qui limiteront
une zone, divisée en deux parties généralement inégales par le pa-
rallele MM'. Il est évident que les lignes géodésiques, toutes égales,
définies par I'équation

@ du - const
[P — const.
=y —a

(') On pourra counsulter, dans le bel Ouvrage de M. G.-H. HALPHEN, une étude
développée des lignes géodésiques des surfaces de révolution du second degré.
Voir Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, t. II, Chap. VI.
Dans le cas de Vhyperboloide de révolution & une nappe, il y a trois espéces dif-
férentes de lignes géodésiques. Les unes sont tangentes a un paralléle de la sur-
face, les aulres rencontrent sous un angle fini tous les paralléles et le cercle de
gorge; enfin, la troisiéme espéce est formée de géodésiques asymptotes au cercle
de gorge.
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sont comprises dans la zone que nous venons de définir et tan-
gentes aux deux paralleles PP/, QQ’. Imaginons, par exemple, qu’on

Fig. 37.

AR

M'}\ /‘ M

/
|

parte d’un point p situé sur le paralléle PP, en atiribuant le signe
~+ au radical. Dans la zone limitée par PP’ et MM/, » ira en crois-
sant et, si 'on désigne par ¢, la valeur initiale de ¢, on aura

adu
(10) 9 — 09 = —
ry g

du, étant la différentielle de 'arc du méridien, sera défini par une

équation de la forme
(11) du=o(r)dr,

et ¢ s’obtiendra par la quadrature précédente. Cette formule (10)
sera valable tant que r ne dépassera pas R. Pour » =R, on aura
une valeur ¢, de ¢ définie par ’équation

(12) V11— Vo :f a;r(_’:)_d';.

Lorsque la ligne géodésique pénéirera dans la zone MM'Q Q,

7 ira en diminuant. On aura ici
(13) du = —Y(r)dr,

4 (r) étant une fonction qui sera distincte de ¢(r) tant que MM’
ne sera pas un plan de symétrie, un éguateur de la surface; et

6 LIVRE VI. — GCHAPITRE 1.
Véquation de la ligne géodésique dans cetle zone sera

() v~01~—f adz(r)dr.

r‘/r~—a”

Pour r = a, la ligne géodésique deviendra tangente en un cer-
tain point ¢ au parall¢le inférieur et la valeur ¢, de ¢ correspon-
dante a ce point sera définie par ’équation

a d)(r) dr
Py — ) = — L.
r ‘/rz_ a’
Par suite, ’'angle Q compris entre les méridiens passant par le
) g P & p
point final ¢ et le point initial p de la ligne géodésique aura pour
valeur

(13) sz:92~v0:f“a[t?<r>+¢<r>]dr_
a \/’1"—611“

Pour obtenir le cours ultérieur de la ligne géodésique, il suffira
évidemment de prendre la symétrique de la portion trouvée par
rapport au plan méridien passant par ¢, puis de faire tourner I'en-
semble des deux portions ainsi obtenues autour de I’axe de la sur-
face successivement des angles 2Q, 4Q, 6Q, ..., de sorte que la
ligne géodésique se composera d’une suite de segments égaux dis-
posés symétriquement autour de P'axe. Ces segments seront en
nombre illimité tant que le rapport de Q au nombre = ne sera pas
un nombre commensurable.

On sait que, sur la sphere, les lignes géodésiques sont toutes
fermées. Proposons-nous de trouver toutes les surfaces jouissant
de la méme propriété. Elles devront avoir, on le reconnaitra aisé-
ment, au moins un paralléle maximum; et, pour que les lignes
géodésiques demeurant dans le voisinage de ce paralléle soient
toutes fermées, il faudra que 'angle Q défini par la formule (15)
soit dans un rapport commensurable & = pour toutes les valeurs
de a. Cette condition exige évidemment que l'angle Q soit indé-
pendant de a. On devra donc avoir

(16) fR alo(r)+d(r)jdr —
« r \/r———(t-
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m désignant un nombre commensurable constant. Nous sommes
ainst conduits au probléme d’Analyse suivant : Déterminer la fonc-
. N Y Yz . 1 2 . .
tion cp{r ) =+ dg(r) de telle maniére que ’équation précédente ait
lieu, au moins pour toutes les valeurs de « suffisamment voisines
de R.

Par un changement de notations on ramene le probléme précé-

denta celui qui est résolu dans la théorie des courbes tautochrones.
Posons

(17) 712:5'4- %7 priaiinn é; rlo(r)y+—Y(r)]=20(5).
L’'intégrale précédente prend la forme

C‘()(z)dz.
“—z

0

et, pour qu’elle soit indépendante de «, il faut que ’on ait, comme
on sait,

G
0(z) = ‘72—

En revenant aux notations primitives, on trouvera icl

?(’1)+ kP(T' =

On aura d’ailleurs

Il suffira donc de prendre C =m, m étant un nombre commen-
surable, et 'on aura I’équation de condition

amR

(18) #(r) 90 =

Cette équation admet une interprétation géométrique. Remar-
quons que les intégrales

R R
/ ¢o(r)dr, f b(r)dr

désignent les arcs du méridien comptés a partir du parallele MM/,

8 LIVRE VI. — CHAPITRE I.

le premier dans la zone supérieure, le second dans la zone infé-

rieure. En désignant par s, s’ ces deux arcs, la formule (18) nous
donne

(19) st’:zmﬂarccos%-

Ainsi, pour que les lignes géodésiques soient fermées, il faut
que ’arc du méridien compris entre deux paralléles égaux
soit égal a m fois Uexpression que l’on obtiendrait si l’on rem-
placait la surface par une sphere de rayon R.

Dans le cas ou le paralléle maximum est un plan de symétrie,
on a
s = s;
’équation (19) nous donne
mR arc ¢ sr
s = arc cos—
R’
S
r = Rcos—-=
mR’

et 'élément linéaire de la surface de révolution prend la forme

7
ds? = du? -+ R2? cos?2—— dv2,
7 R
Posons

(20) u=mRu, 0 = my',
I’élément linéaire deviendra
(21) ds? = m2R2(du2—+ cos?u’ dv'2).

Sous cette forme, on reconnait immédiatement qu’il convient a
une surface de révolution applicable sur la sphére de rayon mR.
La condition que m soit un nombre commensurable s’interpréte
géométriquement de la maniére suivante.

Considérons une surface de révolution comme composée d'un
nombre illimité de feuillets superposés, engendrés par la rotation
indéfinie du méridien. Alors un point de cette surface aura une
infinité de systémes de coordonnées w, ¢; w, ¢+ 27; ..., u,
¢ <+ 2hm; ..., suivant qu’on le considérera comme appartenant au
premier, au second feuillet ou au feuillet de rang % —+ 1. D’aprés
cela, les formules (20) feront correspondre a un point (u, ¢) de
la surface de révolution un point (¢, ¢') de la sphére défini par
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les équations
(22) u 12 o ¢ +ohm
22 — - —
mR’ m ’

h étant un entier quelconque. Or, si m est incommensurable, les
valeurs obtenues de ¢’ correspondent toutes & des points distincts
de la sphére; au contraire, si m est commensurable, ces valeurs
de ¢/ ne conviennent qu’a un nombre limité de points. Comme le
méme résultat se retrouve dans la transformation inverse, nous
pouvons énoncer le théoréeme suivant :

Les seules surfaces de révolution, ayant un équateur, pour
lesquelles les lignes géodésiques soient toujours fermées, sont
la sphére et les surfaces qui sont applicables sur la sphere de
telle maniére qu’a chagque point de l’une des surfaces corres-
pondent des points en nombre limité de ’autre(').

583. Considérons maintenant I’élément linéaire défini par la
formule générale

(23) ds?2= (U — VY (U] duz+ Vi do?),

ou U, U, désignent des fonctions de v et V, V, des fonctions de ¢.
On pourrait, sans restreindre la généralité, supposer U, =V, =1;
mais nous garderons la forme précédente, parce qu’elle est la plus
commode pour les applications. Remarquons d’ailleurs qu’elle
comprend comme cas particulier celle qui convient aux surfaces
de révolution; il suffira d’y remplacer V par une constante. En
choisissant convenablement les différentes fonctions, on retrouvera
aussi, nous 'avons déja remarqué [I, p. 157 ], 'élément linéaire
de ellipsoide a trois axes inégaux rapporté a ses lignes de cour-
bure. C’est & Jacobi que I'on doit, nous 'avons déja dit, la déter-
mination des lignes géodésiques de cette derniére surface. M. Liou-
ville, qui a, le premier, considéré 1’élément linéaire (23) sous sa
forme la plus générale, a pu lui appliquer, sans avoir besoin de la
modifier, la méthode si simple de Jacobai.

() Au n° 77 nous avons étudié d’unc maniére générale les surfaces de révolu-
tion applicables sur la sphére.

1o LIVRE VI. — CHAPITRE 1.

L’équation qu’il s’agit d’intégrer est ici

; L B A S A A
(24) Af U~V[U§ <()u Tyvilos) |70

Eecrivons-la comme il suit

I 00 \ 2 i 00\ 2
_— — —+ —_ — J .
U? <r)u> u V2 <dv> + Vs

nous reconnaitrons immédiatement qu’elle admet une infinité de
solutions qui sont la somme d’une fonction de « et d’une fonction
de ¢. Pour de telles solutions, en effet, la valeur commune des
deux membres de I'équation précédente ne peut dépendre ni de ¢
ni de u et doit, par suite, se réduire & une constante, que nous
désignerons par «. On trouve ainsi

o0 \ 2 To 00\ 2 9
(5) =viv—a. (§) =Vita=W
ce qui donne

(26) 0:fUl\/U——?du—r-fVu/a—Vdv,

I

(25)

les radicaux /U —a, \/a — V étant pris avec des signes quel-
conques.

Il saffira maintenant de prendre la dérivée de 0§ par rapport a a
et 'on sera conduit & I'équation générale des lignes géodésiques

(27) M——~f§é‘dv:a’
VU —a

Si I'on différentie cette équation, on obtient la relation

(28) _pl du Vi dy

e — — =0,
VUi —a Va -V

qui peut étre regardée comme une intégrale premiére de I’équation
différentielle des lignes géodésiques.

M. Liouville a montré qu’on peut la transformer d’une maniére
élégante en introduisant l'angle w que fait, en chaque point, la
ligne géodésique avec la courbe coordonnée de parameétre ¢. On

a, en effet (n® 499).

dscosw = U /U —V du, dssinw = Vy/U —V dv;
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. ., . .
ce qui permet de remplacer I'équation (28) par la suivante

COSw sin w

vi—a ya—V

(29)

En résolvant par rapport 4 la constante, on trouvera
(30) a = Usin2w -+ V cos?w.
Cette forme de l'intégrale premiére correspond al’équation (g)

de Clairaut; elle est trés souvent employée.

584. On aurait pu obtenir les résultats précédents par 'emploi
d’un élégant artifice de calcul. Reprenons!’expression de ’élément
linéaire

ds*= (U — V)(Udu? - V2 do?),

qu’on peut mettre sous la forme

ds* = [(yU=a)+(Va— V)2 |[(Us du)~ (V, dv)2].

On a ainsi le produit de deux sommes de carrés. En appliquant
une formule bien connue, on peut transformer ce produit en une
somme de carrés, ce qui donne

ds?=(U;y/U — adu +V,ya—V do)*+(ViyU —ade — U,ya - V du)’.

Posons
S UiVU —adu—+ Viya—V de = db,
(31) é U‘l du - Y1 dy — d61:
o L VU —«a va—YV
1l viendra
(32) ds?=di2+ (U—a)(a— V) db?.

Cette formule met immédiatement en évidence les lignes géodé-
siques (6, = const.) et leurs trajectoires orthogonales (§ = const.).
On retrouve ainsi dans toute leur généralité les résultats précé-
dents : 'équation de la ligne géodésique est
(33) U, du _ Vide — o

VU —a a—V

la différentielle de son arc est définie par la formule

(33) ds =db = Uy/U—adu-+V,y/a—Vde = 019t  VVido
‘ VU —«a Va—V
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[y

qui raméne le calcul de cet arc & celui de deux quadratures. Les
deux équations précédentes nous donnent encore les relations
q p

o) U du V. de ds
s - - = 13 7
‘ Vi—a Va—v U—V
qui feront connaitre les valeurs de du s &

ds ~ ds

885. Parmi les surfaces dont I’élément linéaire est réductible a
la forme (23), nous avons précédemment signalé le plan, lasphére
[1I, p. 422] et les surfaces du second degré [1, p. 157, ou I,
p- 379]. Appliquons a ces surfaces la proposition générale que nous
venons d’établir.

Soit d’abord

5 st — (pr—on) | G - 5T

p2— c? 2 y2

I’élément lindaire du plan, rapporté & des coordonnées elliptiques.
En appliquant la formule (33), on voit que 'équation

dy. o dy .
N sy BV e e

(36) o,
ot o désigne une constante arbitraire, représentera une géodé-
sique du plan, c¢’est-a-dire une ligne droite.

Cette droite ne sera réelle que si la constante o est positive et
I’on reconnaitra aisément qu’elle est tangente a la conique homo-
focale de paramétre \/o. Ainsi I’équation différentielle précé-
dente, quin’est autre que Uéquation d’Euler, admet pour in-
tégrale générale Uéquation en coordonnées elliptiques d’une
droite tangente a la conique homofocale de parameétre \/;..

Ce résultat est dit a Lagrange, qui ’a donné dans son étude
sur le probléme des deux centres fixes (*). 1l avait alors un grand

() Voir Mécanigue analytiqgue, seconde Partie, Section VII, Chap. III, n° 84.
Pour étre tout a fait exact, nous devons dire que Lagrange obtient un résultat
un peu plus général et retrouve I’équation d’Euler dans le cas ou les trois forces
qu’il considére se réduisent a une seule émanant d’un centre fixe et proportion-
nelle a la distance.
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intérét; car il constituait la premiére intégration de ’équation
d’Euler obtenue en dehors des méthodes purement analytiques.
Remarquons d’ailleurs que I'équation (33) nous donnera ici

V2 dy

: 2
(37) ds = & T
’ Vi —en)(pr—a) V2= —2)

et cette relation, qui fait connaitre par des quadratures la longueur
d’un segment de ligne droite, équivaut au théoréme d’addition
pour les intégrales elliptiques de seconde espece.

Le lecteur établira aisément des résultats analogues en détermi-
nant les lignes géodésiques de la sphére au moyen de la forme que
nous avons donnée [II, p. 422]

\,

dp.? av?
-+
COS2 [ — COS2.¢C coszc~coszv)

ds?==(cos2 . — cos2v) <

pour I'élément linéaire de cette surface rapportée a des coor-
données elliptiques.

Une seule différence mérite d’étre signalée entre ce cas et le
précédent : la formule relative a I'arc d'une ligne géodésique
donnera, pour la sphére, le théoréme d’addition des intégrales
elliptiques de ¢roisiéme espece.

586. Considérons maintenant une surface du second degré et
choisissons, pour fixer les idées, un ellipsoide a trois axes inégaux.
Si l'on conserve toutes les notations déja employées au n° 439
[IL, p. 296] et si B désigne le paramétre de cet ellipsoide, 1’¢-
quation de Pellipsoide sera
22 »2 z2

(38) Rl Ol e

.__[io,

et 'élément lindaire de ceite surface sera donné par la formule

/ 9 p_g 9 91_8 2
(39) | ds? = (p— pl) -mdio - Fer) dPl]?
J(p) ayant pour valeur

(40) S(p) =d4(a—p)(b—p)(c—p).

On déduit de la, par Vapplication des formules précédentes, que
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I’équation générale d’une ligne géodésique sera

o /e —8 p1— B

41 St do — ——dp; =0

t Vi@ ==% "V fdene—a >

o désignant.une constante arbitraire, et que I’arc de cette ligne
aura pour différentielle

I ——

4 ds — / /_.‘O—_B_ — _ .
e U (O C=r A A N ks

Ces résultats sont bien d’accord avec ceux que nous avons ob-
tenus au n°® 462. p, paramétre des hyperboloides a4 deux nappes,
est compris entre ¢ et b. On a donce

f(P)>O: P‘_‘B>O

De méme, le paramétre p; des hyperboloides a deux nappes,
compris entre b et ¢, nous donne les inégalités

J(p1) <o, p1—f>o0.
Il faudra donc, pour que ds soit réel, que 1’on ait
p—a>o0, pr—a<0;

et, par suite, la constante . devra étre comprise entre et c. Cette
condition pouvait étre prévue; o, nous ’avons vu aux n° 461 et
462, est le paramétre de la surface homofocale a laquelle est cir-
conscrite la développable formée par les tangentes de la ligne
géodésique. Comme une droite ne peut étre tangente a deux
ellipsoides homofocaux, il faut que « soit le paramétre d’un hy-
perboloide et, par suite, compris entre « et ¢. De la résulte une
classification naturelle des lignes géodésiques de l'ellipsoide, sui-
vant que o serainférieur, égal, ou supérieur 4 6. Si « est inférieur
a b, la développable formée par les tangentes de'la géodésique
sera circonscrite & un hyperboloide & une nappe. Si « est su-
périeur a b, elle le sera a un hyperboloide a deux nappes. Enfin,
dans le cas intermédiaire ot o est égal a b, les tangentes de la
géodésique iront toutes rencontrer la focale hyperbolique. On
suit alors aisément le cours de la ligne géodésique, qui va
passer par deux des quatre ombilics out cette focale rencontre
Pellipsoide; et ces deux ombilics sont diamétralement opposés.
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Ainsi toutes les lignes géodésiques qui passent par un ombilic
vont passer par ’ombilic diamétralement opposé.

Si o est différent de b, on peut encore se rendre compte, soit
par les équations, soit par la Géométrie, de la forme générale de
la ligne géodésique. Supposons, pour fixer les idées,

a < b.
Alors on aura les limites suivantes pour p et pour p,
b<p <a, c<<pp<a.

Lorsque p, devient égal a o, 'équation différentielle (41) nous

donne
dpy = 0;

par suite. la géodésique doit éire tangente a la ligne de courbure de
paramétre a. Cette ligne se compose de deux traits fermés dia-
métralement opposés, décrits autour de deux ombilics comme une
ellipse autour de ses foyers; et la ligne géodésique, placée dans la
zone annulaire comprise entre ces deux courbes fermées, se diri-
gera de I'une a I'autre en leur devenant successivement tangente.
Si on la prolonge indéfiniment, elle ne se fermera pas, en général,
et fera un nombre illimité de fois le tour de cette zone ellipsoidale,
dans laquelle elle est assujettie a demeurer. On peut établir ces
résultals de la maniére la plus nette au moyen de artifice suivant.
Eerivons les équations

(43) ds i p—B 4= _b(i—(ﬂ—

p—p1 Je)(p—a) " J(er)(pr—a)
qui se déduisent des formules (41) et (42) et ot 'on prendra les
radicaux avec un signe déterminé : elles feront connaitre le signe

CZP“

des différentielles dp et dp, lorsqu’on suppose ds positive, par
exemple. Il est vrai que les signes des radicaux peuvent changer
lorsque p ou p, atteignent les limites entre lesquelles ces para-
métres doivent varier. Pour éviter ces difficultés, posons

(44) p = bcos?g + asing,
(45) p1= ccos2y - asin?,

ce qui permettra bien d’obtenir, pour des valeurs réelles de © ou
de ¢, toutes les valeurs de p et de p; comprises dans les limites
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assignées plus haut. Les équations (43) prendront la forme
do dy

46 d :*_’_":: —
(o YT VR VR

VE (0), VE, () étant des radicaux qui ne pourront plus s’annuler
et conserveront toujours le signe initial. Il suit de la que do et dd
ne changeront jamais de signe; et, par suite, ¢, 4, considérées
comme fonctions de s, oscilleront d’une maniere réguliére entre
les limites que mous leur avons assignées. Lorsque ¢ variera, la
ligne de courbure du paramétre p défini par 'équation (44) se
déplacera en se déformant et tournera, toujours dans le méme
sens, autour de I'axe des z de U'ellipsoide. Le point décrivant de
la géodésique, qui oscille sur la portion de cette ligne comprise
entre les deux points o elle coupe la ligne de courbure p, = «,
décrira un trait dont la forme générale sera bien celle que nous
avons indiquée.

587. Nous terminerons ce Chapitre en faisant connaitre quel-
ques propriétés générales qui appartiennent a toutes les surfaces
dont élément linéaire est déterminé par la formule de Liouville

(47) ds*= (U —V)(U} duw? + Vi do*),

les fonctions U, V, U,, V, conservant toute leur généralité. La
premiére de ces propriétés a été signalée par M. Dini, dans un
beau Mémoire surlequel nous aurons I'occasion de revenir. Nous

o e 827 g Bk : f ; SN
avons vu (n°® 527) que, si I’on rapporte une surface a un systeme
d’ellipses et d’hyperboles géodésiques, I'élément linéaire est déter-
miné par la formule suivante

ds? — du? { dy?

. LW
sin2? — cos?
2

—~
—

o
~

N[ E

Ce systéme coordonné, qui est orthogonal, peut-il étre iso-
therme? Pour qu’il en soit ainsi, il faudra que I'on ait
w

72
= Vi cos? —,

«w
2 2

(49) U3 sin2”

Uy et V, désignant des fonctions qui dépendent respectivement
de u et de ¢. Cette équation détermine w et nous donne pour
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I'élément linéaire de la surface 'expression

(50) ds? = (ﬂl—z -+ §7>(Uf du? -+ V3 do?),

1 1/
qui rentre bien dans la forme (47), mais qui parait, au premier
abord, en étre un cas trés particulier. En réalité, les deux formules
sont aussi générales 'une que 'autre; nous laisserons au lecteur
le soin de I’établir.

Ainsi on peut caractériser 1'élément linéaire (47) en disant
que les courbes coordonnées forment wn systéme isotherme
d’ellipses et d’hyperboles géodésiques. Gest la le résultat de
M. Dinzi.

588. La seconde propriéié est plus générale que la précédente,
qu’elle comprend comme cas limite. On y est conduit en cher-
chant s’il existe des surfaces pour lesquclles une famille de courbes
puisse éire counsidérée de deux manieres différentes comme
formée d’ellipses ou d’hyperboles géodésiques, c’est-a-dire définie
de deux maniéres différentes par une équation de la forme

(51) 0 + ¢ = const.,

ou § et & sont les distances géodésiques a deux courbes fixes.

1l est clair que, si cette propriété appartient & une famille de
courbes, elle appartiendra aussi a la famille orthogonale qui est
définie par la relation

(52) 0 — ¢ = const.,

toutes les fois que la famille proposée I'est par I'équation (51)
[II, p. 417]. La question proposée peut donc se ramener a la
suivante : FExiste-t-il un systéme orthogonal gui puisse éire
regardé de dewx manicres différentes comme formé d’ellipses
et d’hyperboles géodésiques?

Soit

(53) ds? = A2 du? + G2 do?

Pexpression de 1’élément linéaire qui convient a ce systéme ortho-
gonal. Par hypothése, les équations des deux familles de courbes
coordonnées sont les suivantes

0 + o = const., 0 — ¢ = const.,
D. — IIL o
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f et o étant les distances géodésiques d’un point de la surface a
deux courbes fixes; il faudra donc que Pon ait

F(0+0¢)=u, Fi(0—0o)=0.
On déduit de 1a, en résolvant par rapporta 0 et s,
(54) 0 =o(u)-+4(»), c=10(u)—4(»).

Mais § et o, étant des distances géodésiques, doivent satisfaire
a I’équation aux dérivées partielles caractéristique

(55) A:?:I.

En exprimant qu’il en est ainsi et que cette équation admet les
deux solutions 0, &, on est conduit & 'unique relation

) U A%
ot l'on a
(57) U =92(u), V= 412(p);

et, réciproquement, toutes les fois que A et C sont liés par une
équation de la forme (56), les courbes coordonnées sont des co-
niques géodésiques, lieux des pointstels que la somme ou la dif-
férence de leurs distances géodésiques aux deux courbes de base

‘/‘\/Udu—l—f\/Vdv:o,

(58)
f\/ﬁ du-— [ YV dv=o0

soit constante sur chacune d’elles. Pour que ces courbes coor-

données puissent, de deux manieres différentes, étre regardées

comme des coniques géodésiques, il sera donc nécessaire et suffi-

sant que A et G vérifient deux relations distinctes

U v u v

! t —

TeTh e Th

A

S

de méme forme que I’équation (56).
Ces équations peuvent éire résolues par rapport a A et a G;
mais, avant de faire ce calcul, nous remarquerons qu’on peut les
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combiner linéairement et en déduire I'équation nouvelle

)\(IT*(["“)\)U1 ) )\V+(I~7\)V1
Az - 2 =1I,

qui sera de méme forme qu’elles, pourvu que A soit une constante,
d’ailleurs quelconque. Ainsi nous pouvons déja énoncer le théo-
réme suivant :

Lorsqu’un systeme orthogonal peut étre considéré de deux
maniéres distinctes comme formé de coniques géodésiques, il y
a une infinité de maniéres différentes de lui conserver cette
propriété.

Si I'on calcule maintenant les valeurs de A et de C pour les
porter dans ’élément linéaire, on obtient un résultat que 'on peut
écrire comme il suit

ds? = U - v [(U—Up)dur+ (Vy — V) do2].
T—0, " Vi—V ~
(Zest bien 1a la forme générale étudiée par M. Liouville.

Réciproquement, reprenons cette forme générale (47). Sinous

prenons les deux solutions déja déterminées

S 0:fUl\/U—c&clz¢+fV1\/a—Vch),
(59) ~

( c:fulwuuaczzc—fviwa~vczV

de I'équation aux dérivées partielles (55), les courbes coordonnées
seront définies par les équations

6 4~ ¢ = const., 0 — ¢ = const.;

et, par suite, elles pourront étre regardées d’une infinité de ma-
niéres comme des coniques géodésiques.

589. La proposition que nous venons d’établir offre le plus
grand intérét : elle fait connaitre la véritable origine des théorémes
de Graves et de M. Chasles sur les arcs de coniques a différence
vectifiable et elle permet d’étendre ces théorémes a toutes les sur-
faces dont I’élément linéaire est donné par la formule de M. Liou-

ville.
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Pour mettre cette analogie en évidence, remarquons que, silon
attribue a la constante @ une valeur déterminée dans les formules
(59), les géodésiques normales aux courbes paralléles

6 = const. ou 6 = const.
sont définies par 'équation
Vl CZV

Uidu 1o
vUi—a a—V

—1.

(60)

obtenue en différentiant par rapport & « la valeur de 6 oude &
(n° 532). Il passe deux de ces lignes par chaque point de la sur-
face et elles y font des angles égaux avec les deux courbes coor-
données. On peut définir géométriquement cette famille de géodé-
siques de la maniére suivante :

Supposons d’abord que la constante @ ait été choisie de telle

maniére que I'une des deux équations
(61) U—a=o, V—a=o,

la premiére par exemple, admette une ou plusieurs racines réelles.
Soit u, une de ces racines; pour u == 1y, ’équation différentielle
donne
du = o;

et, par suite, les géodésiques qui correspondent a la valeur con-
sidérée de a sont toutes tangentes i la courbe coordonnée de para-
métre u,. Cette propriété géométrique suffira évidemment a dé-
finir 'ensemble de toutes ces géodésiques.

Pour certaines surfaces, telles que 1’ellipsoide ou le plan, l'une
des équations (61) admettra toujours une solution réelle; et toutes
les familles réelles définies par I’équation (60) seront alors com-
posées de géodésiques tangentes & une des courbes coordonnées.
Mais il existe d’autres surfaces pour lesquelles les valeurs de la
constante a peuvent éitre choisies de telle maniére qu’aucune des
équations (61) n’admette de solution réelle. Envisageons, par
exemple, la formule particuliére suivante
(62) ds?= (u?+ 02+ A%)(du?+ dv?);

Péquation des lignes géodésiques sera ici
du do

63 —_— T — =0
(63) Vui—hr—a Vea o2
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el, pour toutes les valeurs de « positives et inférieures & 22, il n'y
aura aucune valeur réelle de z ou de ¢ annulant un des dénomi-
nateurs. Les lignes géodésiques correspondantes seront réelles,
mais elles ne seront tangentes & aucune courbe coordonnée. Nous
raménerons ce cas au précédent en convenant de regarder les
géodésiques comme tangentes a une courbe coordonnée imagi-

naire. En adoptant cette convention, on peut énoncer le résultat
suivant.

Les courbes paralleles définies par les équations

s Oszl\/U ——adu—'er“/czﬁVdv:const.,

(64) ~

) c:fU”/U—-adu— V“/a—Vdv:: const.

sont les développantes de celle des courbes coordonnées dont le
parametre satisfait a la relation

(U—a)(V—a)=o,

et la proposition que nous avons établie plus haut peut s’é-
noncer comme 1l suit :

Les courbes coordonnées peuvent étre regardées comme des
coniques géodésiques lorsqi’on prend pour courbes de bases
deux développantes (C), () del’'une quelconque d’entre elles.

Pour faire dériver de cette remarque le théoréme de Graves et
de M. Chasles, il suffit de la combiner avec les proprié¢tés des dé-
veloppées. Considérons, par exemple, les géodésiques tangentes a
une des courbes coordonnées (u,) ( fig. 38) et soient (G), (C)
deux développantes de cette courbe, la coupant & angle droit en R
et en R/. Soient PQ, P'Q’ deux géodésiques se coupant en M.
D’apres la proposition précédente, la somme

MQ + MQ’

demeurera constante lorsqu’on se déplacera sur une des deux
courbes coordonnées qui passent en M. Or on a, d’apres les pro-
priétés des développées,

PR = MP + MQ, P'R'= MP'+ MQ’
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et, par suite,

MQ + MQ' = PR + P'R'— MP — MP’' = RR'— (MP -~ MP’— PP").

On voit donc que la somme

MP -+ MP’'— PP’

demeurera constante lorsqu’on se déplacera sur 'une des courbes
coordonnées qui passent au point M, sur celle qui se trouve dans
I'angle QMR. On démontrerait de la méme maniére les autres re-

lations, analogues au théoréme de Graves, qui se rapportent a
des dispositions différentes de la figure.

Fig. 38.

()

(9]
Q{\\ M
/’/—ﬁ Ql
A
\'.\/P’ I?\L
e iy

Nous n’insisterons pas davantage sur ces relations géométriques
et nous indiquerons, en terminant, une autre généralisation, qui
se rattache directement aux propositions de M. Chasles relatives
aux polygones inscrits ou circonscrits a des coniques homofocales.

Considérons un polygone variable dont tous les cdtés sont
des lignes géodésiques tangentes a une méme courbe coor-
donnéde et dont tous les sommets moins un décrivent des courbes
coordonnées. Le dernier sommet de ce polygone décrira ausst
une des courbes coordonnées et il en sera de méme des points
d’intersection de deux cdiés quelconques de ce polygone.
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CHAPITRE II.

INTEGRALES HOMOGENES DU PREMIER ET DU SECOND DEGRE.

Méthodes réguliéres pour la détermination des géodésiques. — L’équation diffé-
rentielle du second ordre des géodésiques remplacée par un systéme canonique.
— Usage que lon peut faire d’unc ou de deux intégrales de ce systéme. -—
Intégrales homogénes. — Intégrale du premier degré : elle caractérise les sur-
faces applicables sur les surfaces de révolution. — Intégrale du second degré.
— Il y a deux formes distinctes de 'élément linéaire pour lesquelles on trouve
une intégrale du second degré. Pour la premiére et la plus importante, I’élé-
ment lindaire est réductible & la forme de M. Liouville. — Détermination de
tous les cas dans lesquels il y a a4 la fois une intégrale du premier et une inté-
grale du second degré.

590. L’artifice que nous avons employé dans le Chapitre pré-
cédent et qui nous a fait connaitre les lignes géodésiques pour la
forme spéciale de I’élément linéaire considérée par M. Liouville a
permis & Jacobi de donner une solution élégante des problemes les
plus importants de la Dynamique du point matériel ; mais il semble
difficile de I’étendre ou de le généraliser. Il faut donc revenir a la
théorie générale et indiquer les méthodes réguliéres qui permettent
de déterminer une solution, contenant une constante arbitraire, de
I’équation
(1) AD =1.

Etant donnée une équation aux dérivées partielles

(2) f'(uH),P,Q):O;

la recherche d’une intégrale compléte de cette équation se ramene,
comme on sait, a la détermination d’une fonction ¢(u, ¢, p, q)
telle que I’équation (2) et la suivante

(3) o(u,v, p,qg) =G,

ot G désigne une constante arbitraire, soient compatibles, c¢’est-
a-dire qu’elles fournissent des valeurs de p et de ¢ satisfaisant a la
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condition

op_ 9% _,

Jy ou

pourtoutes les valeurs de C. D’aprés cela, si l'on calcule, au moyen
des équations (2) et (3), les valeurs des deux dérivées qui entrent
dans la relation précédente, on trouvera la condition

of 09 of dw of oo of ()c.p
y . _ Y . [ I T . T —
(’l) (-/’ QAD) ou ()j) d[) ou ' [0)%) ()q dq op

qui ne contient plus C et devra avoir lieu, par conséquent, pour
toutes les valeurs de u, ¢, p, ¢ quisatisfont uniquement a ’équa-
tion (2).

Dansle cas spécial qui nous occupe, nous sommes donc conduits
a déterminer une fonction o satisfaisant a ’équation linéaire

(5) (A,CD):O,

IS

pour tous les systémes de valeurs de u, ¢, p, ¢ liées par I'équa-
tion ().

L’intégration compléte de cette équation linéaire (5) se raméne,
comme on sait, & celle du systéme suivant d’équations différen-
tielles

6 du  dv  —dp —dg
(&) A T oa T ToA T oa
op dq ou ov

qui définit ce que Pon appelle les caractéristiques de I'équation
aux dérivées partielles (1).

Ce systeme admet évidemment une premiére intégrale, A, dont
la valeur constante doit ici étre prise égale a 1. Sil’on en connait
une autre intégrale ¢, on pourra achever la solution du probléme
et déterminer par de simples quadratures les géodésiques de la
surface. Mais il est nécessaire de donner quelques développements
sur ce point essentiel.

Sil'on combine 'une des équations (6)

duﬂ_d_v
D
p  9q

(7)
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avec 'équation de condition
A=—1,
on en déduira les valeurs suivantes de p et de ¢

du dy du dy
(8) p:Em—rF'{—Z}) q:F—(E—ﬁGg,

et il suffira de porter ces valeurs dans une autre des équations (6),
par exemple dans la suivante

de _ —dp
N TN
dq Ju

pour en déduire une équation du second ordre entre w et ¢. Cette
équation du second ordre, qui tient liew du systéme (6), sera
précisément celle des lignes géodésiques. 11 est aisé de le vérifier
presque immédiatement par le calcul direct; mais on peut aussi le
reconnaitre par un raisonnement « priort.

En effet, si, dans le systéme (6), on remplace p et ¢ par les dé-
rivées partielles d’une solution quelconque de 1'équation aux dé-
rivées partielles (1), on sait, d’apres les propriétés générales des
équations aux dérivées partielles du premier ordre, que ce systeme
se réduira alaseule équation (7). Or cette équation définit, onle vé-
vifie aisément, les trajectoires orthogonales des courbes § = const.,
el ces trajectoires sont, comme on l’a vu, des lignes géodésiques.

Au reste, on arrive & la méme conclusion si 'on traite le pro-
bléme des lignes géodésiques comme une question de Mécanique.
En employant la méthode et les variables d’Hamilton [IL, p. 481},
on est conduit, pour définir la ligne géodésique, a un systeme ca-
nonique qui donne immédiatement les équations (6).

Ainsi, on peut considérer le systéme (6) comme tenant lieu de
I'équation différentielle du second ordre des lignes géodésiques

pourvu que 'on y regarde p et ¢ comme des inconnues auxiliaires,

du

. . FP . 1
qui sont d’ailleurs définies en fonction de u, ¢, ~, bar les for-

mules (8). Ce point étant établi, examinons les différents cas qui
peuvent se présenter.

591. Supposons d’abord que P'on connaisse deux intégrales
distinctes © et ¢ du systéme (6).
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L’élimination de p et de ¢ entre les équations

6=0C, =0, A=r1

donnera I'équation en termes finis, contenant les deux constantes
arbitraires G, C/, des lignes géodésiques. Cela résulte immédiate-
ment de ce que les trois relations précédentes donnent trois inté-
grales da systeme (6).

Si l'on a déterminé une seule intégrale ¢, on pourra achever de

deux maniéres différentes la solution du probléme proposé. Ou
bien on déterminera p et ¢ par les équations

A:I, (?:G,

et 'on effectuera ensuite la quadrature
0 :f(p du + g dv);

les lignes géodésiques seront alors définies par I’équation

AN

oG ’
ot ( désignera une seconde constante. Ou bien on remplacera
dans I’équation

=0
p et ¢ par leurs expressions (8) en du - do ce qui donnera une in
£ 7 ¥ p ds’ ds’ q )

tégrale premiére de I’équation des lignes géodésiques, dont on dé-
terminera ensuite un facteur en appliquant le théoréme de Jacobi
[IL, p. 431].

On ne sait pas intégrer d’'une maniére générale 'équation li-
néaire (5). Mais on a obtenu des résultats du plus haut intérét en
se donnant @ priori certaines formes générales de l'intégrale ¢
que I'on suppose connue, et en se proposant de déterminer 1’élé-
ment linéaire par la condition que ces formes puissent conduire
a une solution compléte du probléme proposé.

Remarquons d’abord qu’en faisant usage de I'équation (1) on
pourra toujours rendre la fonction ¢ homogéne par rapport aux
deux variables p et ¢. Cette transformation est trés avantageuse;
car alors I’équation de condition (5) aura également son premier
membre homogéne par rapport aux mémes variables. Cette équa-
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tion sera ainsi réduite & ne contenir que les trois variables u«, ¢, —57

qui peuvent étre regardées comme indépendantes; et, par suite,
elle devra avoir lieuw identiquement.

Ainsi nous sommes ramends a la détermination des intégrales
homogeénes par rapport a p et a ¢ qui satisfont identiquement a
Péquation (5). Il est utile de remarquer que les intégrales de cette
nature conservent leur homogénéité et leur degré quand on effectue
un changement quelconque de coordonnées.

392. Nous commencerons par les intégrales algébriques et en-
tiéres ('), et nous étudierons en premier liea le cas otila fonction ¢
est du premier degré. Supposons que la surface ait été rapportée
a des coordonnées symétriques. Alors I’élément linéaire sera défini
par la formule

dst= 4\ dx dy.

[’équation (1) deviendra ici

(.9) 'pﬁ(/ =1,
et 'on aura
(10) © = ap -+ bg,

a et b étant des fonctions inconnues de z et de . La condition (5)
nous donnera

q /[ oJa 0bN\ p/ da  9b\ apg oA bpg ok _
< “)T)T r " )\2 %+ )\2 d‘y—«o’

AP oz 710z @-—Q@

(*) Le lecteur reconnaitra aisément que toute intégrale algébrique ct entiére,
non homogéne, conduit & deux intégrales distinctes que 'on obtient en séparant
les termes de degré pair par rapport & p et a ¢ des termes de degré impair.
Chacune de ces deux intégrales donnera ensuite, par lemploi de 'équation
AD =1, unc intégrale rationnelle et homogc¢ne du méme degré.

Dans une Note Sur les integrales algebrigues des problémes de Dynamique
insérée, en 1886, au tome CIII des Comptes rendus, M. G. Kcenigs a montré
que, s’il existe des intégrales algébriques quelcenques, il y aura nécessairecment
des intégrales rationnelles, entiéres ou fractionnaires. L’étude des cas ot il y a
des intégrales algébriques irrationnelles se raméne donc a celle des questions
que nous allons examiner dans le texte.
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et, pour qu’elle soit identiquement vérifiée, il faudra que l'on ait

b _ da o(al) . o(br)
ox ~ dy . Jdx dy

?

ou encore

00X) 00Y) _

(11) b gz " oy

I
-
Q
I
I

3

X et Y dépendant respectivement des seules variables x et .
Or la forme de 1'élément linéaire subsiste quand on y effectue
une substitution

z=o0(z), =)

A M r bl
On reconnailra aisément quen effectuant ce changement on peut
toujours ramener les fonctions X, Y & avoir 'une des valeurs
constantes o ou . 1.

On n’a donc que les deux hypothéses suivantes & examiner :

1° a=0>b6=r1,

2° @ = o, b=1.
La premié¢re nous donne

YN
oxr ' dy

ou, en intégrant,

(12) h=floz—y).
L’élément linéaire prend la forme

(13) ds:= { f(x —y)dx dy.
La seconde hypothése donne

oL
oy

= 0, A :/l(x)
L’¢lément linéaire correspondant
ds?= 4 fi(x) dx dy

se raméne a celui d’une surface développable par substitution & x

de la variable
&y = ’v/:/'l(x)dx.




INTEGRALES DU PREMIER ET DU SECOND DEGRE. 29

On peut donc laisser de ¢oté cette seconde forme de 1’élément
linéaire, qui devient un cas particulier de la premiére (13).

Quant a celle-ci, on démontre aisément qu’elle caractérise les
surfaces applicables sur une surface de révolution. Posons, en effet,

- io — L
_ ., = - K
2 2

elle prendra la forme
(14) ds?* = ¢ (u)(du?— dp?), ou ¢(u)=—j(u),

ce qui établit le résultat annoncé. Nous pouvons donc énoncer
le théoréme suivant, qur est di a M. Massieu (*).

Les surfaces de révolution et celles qui résultent de leur dé-
Jormation sont les seules pour lesquelles Uéquation différen-
tielle des lignes géodésiques admette une intégrale premicre

., . . du dy
linéaire et homogéne en ——,

ds’ ds’

Quand I'élément linéaire est écrit sous la forme (14), I'équation
devient
(15) PP qr=o(u);
Pintégrale linéaire est alors

(16) q = C.

(') Massizu (F.), Sur les integrales algcbrigues des problémes de Mcca-
nique. Thése présentée a la Faculté des Sciences de Paris; Paris, 1861. Dans ce
travail, lautcur s’occupe d’une maniére générale des problémes de Mécanique
dans lesquels il y a une fonction des forces; et, suivant la voie ouverte par M. J.
Bertrand dans un beau Mémoire inséré en 1857 au Journal de Liouville, il re-
cherche les intégrales algébriques par rapport aux vitesses.

M. Massicu, aprés avoir présenté quelques vésultats sur la uestion envisagée
dans toule sa généralité, étudie plus spécialement le mouvement d’un point sur
une surface et il définit tous les cas dans lesquels il y a une intégrale du premier
ou du sccond degré par rapport aux vitesses. Il suffit de supposer nulle la fonc-
tion des forces pour que ces résultals deviennent immédiatement applicables
au probléme des lignes géodésiques. On pourra consulter aussi le Mémoire de
Bour Sur l’intégration des équations différentielles partielles du premier et
du second ordre (Journal de [’Ecole Polytechnigue, XXXIXe Cahier, p. 149;
1862), ou les résultats de M. Massieu se trouvent rappelés. Le Chapitre V de ce
Mémoire contient une ¢tude sur lintégration de I’équation générale des lignes
géodésiques que nous aurons a citer plus loin.

30 LIVRE VI. — CHAPITRE II.

On a

{P:\/‘?@“)*GQ’ g = G,
(17) : N
( 0= 0v+f¢<p(14) — C2 du,

et 'on retrouve ainsi, avec de légers changements de notation, le
résultat fourni par la premiére méthode (n° 580).

593. Nous allons maintenant étudier de la méme maniére le cas
ot il y a une intégrale ¢ du second degré par rapport a p et a ¢.
Posons

© = ap?+ 2bpg + cq?2.

La condition (5) nous donnera ici

(1022 o 0pg?l 228N 2 (p 02 96 20\ P
\ P oz TP 5 T 1 G XTP@TZPQC)]_FQ 5/))?
apg O\ oA ‘
rq P9 (bp

2

(18)

Egalons a zéro les coefficients des diverses puissances de p et de
¢. Nous aurons d’abord, en prenant les coefficients de ¢ et de p3,

les deux équations
de da

— — 0O

oz Jy
qui nous donnent

a=f(#), c=/i(y)

En raisonnant comme dans le cas précédent, on verra que, si
Pon a choisi convenablement les coordonnées x, y, on peut tou-
jours supposer, soit

c=1, a =1,
soit
¢ = o0, a=1I.

Commengcons par examiner la premiére hypothése. En prenant
les coefficients de pg* et de p?¢ dans ’équation de condition (18),
on sera conduit aux deux relations

ALY I(bR) | O

ox +@,»_’ oy oz @
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qui s’integrent alsément et donnent

A= floe+y)+filz —y),
bh=fi(z—y)— Jf(z-+y)

J et f, désignant deux fonctions arbitraires.
On aura donc pour I’élément lindaire 'expression

(19) ds?= [ f(z +y) + fi(z—y)] dv dy,

et U'intégrale ¢ deviendra
2
(20) pr+qr+ 2L (@ —y) — fla - )] = .

Le changement de notations défini par les formules
x = u -+ v, y=u—1ip

raméne 1’élément lindaire a la forme de M. Liouville et montre
aussi que la solution O dont les dérivées sont définies par I'équa-
tion précédente jointe a I’équation (9) est précisément celle que
nous avons employée au n° 583.

Ainsiles surfaces dont 1’élément linéaire est réductible a la forme
de M. Liouville constituent une premiére classe pour laquelle le
probléme des lignes géodésiques admet une intégrale homogene
et du second degré par rapporta peta g ().

594. Examinons maintenant ’hvpothése
vp

En opérant comme précédemment, on trouvera les conditions

o(bN) Ok _ o(bN)
ay ox ow
qui donnent
3; =0, A=aY+Y,, bl=—Y,

(*) Voir les Mémoires déja cités de Bour et de M. Massieu. Il convient de re-
marquer que M. Massieu a négligé la seconde hypothése (& =1, ¢ =0) que
nous allons étudier.
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Y, Y, désignant deux fonctions arbitraires de y. L’élément li-
néaire aura donc pour expression (')

(21) ds?= 4(xY + Y1) dx dy,

et I'intégrale du second degré sera

Y
(22) pz—zipq:z(l.
On tire de la
pi=2Y + 20, q:—x_Y?_t_—Y_lf;
VoY +2C
et, par suite,
— Y1 (Z}’
23 0 =a2y2Y +-2C+ § ——" .
(23) v V2Y +—2GC

Tel est le second cas dans lequel il y a une intégrale du second
degré. Mais il convient de remarquer que la surface correspondante
est, en général, imaginaire.

On peut, en effet, supposer ici que les coordonnées symétriques
2 et y sont imaginaires conjuguées. Pour que 'élément linéaire
soit réel, il faut qu’il ne change pas quand on y remplace toutes les
imaginaires par leurs conjuguées. Si donc Y,, Y| désignent les
fonctions imaginaires conjuguées de Y, Y,, il faudra que I'on ait

Y'Y, =y X} -+ XJ.
Il suit de la que le premier membre doit étre bilinéaire par
rapport a x et ay. On a donc

A=axy +bx+ by + h,

et la condition qu’il s’agit de vérifier exige que a, /2 soient réels el

b, b, imaginaires conjugués. Des transformations simples permet-
y Y0 o) Jug - I P

tent de ramener la valeur de A aux deux types suivants

A=z oy,

A= a?(zy 1),

(1) Cette expression de I’élément s’est présentée & M. Lie dans I’étude d’un pro-
bléme résolu par M. Dini et sur lequel nous reviendrons au Chapitre suivant.
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a ¢tant une constante réelle. Les éléments linéaires correspondants

(24) ds?*= 4(x + y) dr dy,
(25) ds? = fa*(xy +1)dr dy

appartiennent I'un et ’autre a des surfaces applicables sur des sur-

faces de révolution. On le reconnait immédiatement en effectuant
dans la premiére formule la substitution

r = u -+ iy, y=u—1iv,
et, dans la seconde, la substitution
x = uet?, ¥y = ue—iv.

Remarquons-le, d’ailleurs, alors méme que l'élément linéaire
défini par la formule (21) appartient a une surface réelle, la valeur
correspondante (23) de la solution § demeure imaginaire, comme
on s’en assure aisément en y substituant les valeurs de Y et de Y,
qui correspondent aux deux formes (24) et (293).

598, Les recherches précédentes conduisent aisément au ré-
sultat suivant :

L’élément linéaire d’une surface étant mis sous la forme la
plus générale

(26) ds? = E du? -+ o F du dv + G dp?,
soit
(27) A = ep?-tafpg + §4° =1

Uéquation aux dérivées partielles dont dépend la détermina-
tion des lignes géodésiques. S'il existe une intégrale du second
degré

(28) e'pr--ofpg—+ g'qr= G,

{ pourra se présenter deux cas distincts.

Lorsque les premiers membres des équations (27) et (28)
r’ont pas de facteur linéaire commun de la forme ap + 3¢,
Uélément linéaire de la surface est réductible a la forme de

Liouville
ds?= (U;— V) (du? + dv?),
D. — III.

o
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et les fonctions Uy, Vy sont, & des facteurs constants prés, les
racines de Uéquation du second degré en k

(29) (ff—kf)—(e'—lke)(g'—Lg) = o,
que l’on obtient en exprimant que la combinaison linéaire
(e'—rke)p*+o(f'— kf) pq + (&' — kg)q?

des premiers membres des équations (27) et (28) est un carré
parfait.

On pourra donc, sans aucune intégration, ramener ['élé-
ment linéaire a son expression réduite. Il suffira de chotsir
pour variables indépendantes des fonctions quelcongues des
deux racines de ’équation (29) ().

Si les premiers membres des équations (27) et (28) ont un fac-
teur commun, {’élément linéaire est réductible a la forme (21).

Il est aisé de vérifier tous ces résultats avec les variables indé-
pendantes que nous avons choisies; et comme ils sont, par lear
nature méme, indépendants du choix de ces variables, ils sont
ainsi établis dans toute leur généralité.

Si Uon a pu obtenir deux intégrales distinctes du second degré

epr2fpqg+8q*  €pi+2fipg-+gq3

il est clair qu’on pourra les combiner linéairement ct en déduire
la nouvelle intégrale

(6’+/f6//)/92+Z(f'—i—/fl]‘",)]?f[—i—{g’—i—/i‘g‘”)qg’

% désignant une constante quelconque. A chaque valeur de £
correspondra une réduction déterminée de I’élément linéaire a la
forme de M. Liouville. Ainsi :

Lorsque Uélément linéaire d’une surface est réductible de
deux maniéres distinctes a la forme de M. Liouyille, il est ré-
ductible a cette forme d’une infinité de maniéres différentes.

(*) Cette conclusion serait toutefois en défaut si 'une des racines se réduisait
4 une constante; dans ce cas, 'une des fonctions U,, V, se réduirait & unc con-
stante et la surface correspondante serait applicable sur une surface de révolu-
tion.




INTEGRALES DU PREMIER ET DU SECOND DEGRE. 35

Ainsi se trouve expliqué le résultat que nous avions indiqué au
n® 413 et sur lequel nous devions revenir. Nous avions, au n° 417,
proposé de rechercher les surfaces dont I’élément linéaire est ré-
ductible de deux maniéres différentes a la forme de Liouville.

On voit (ue cette question peut étre considérée comme identique
a la suivante : Rechercher toutes les surfaces, ou plutdt tous les
éléments linéaires, pour lesquels le probléme des lignes géodé-
siques admet deux intégrales distinctes du second degré ().
Dans le Mémoire que nous avons déja cité [1I, p. 218] M. Lie a
fait connailre un certain nombre de solutions de cette question
auxquelles on pourra ajouter celle que nous avons déja donnée au
n° 417. Nous nous contenterons de rechercherici toutes les formes
de 'élément linéaire pour lesquelles le probléme des lignes géodé-
siques admet deux intégrales, 'une du premier, I'autre du second
degré.

596. Toutesles fois quil y a une intégrale du premier degré, la
surface est applicable sur une surface de révolution. On peut donc
écrire son élément lindaire sous la forme

ds?= du*+ F(u) de>.
Lléquation aux dérivées partielles a intégrer deviendra ici

. 2 9P
(30) P F(u;)_l.

I’intégrale du premier degré sera
—q,
et il y a & exprimer qu’il existe une intégrale du second degré
o =ep2-+afpg+ gq2,

distincte du carré ¢? de l'intégrale linéaire. Pour la commodité
des calculs qui suivront, posons

I -
(31) m =U .

(*) Dans ce cas, il suffit d’appliquer les méthodes du n° 591 pour reconnaitre
que Iéquation en termes finis des lignes géodésiques sera du second degré par
rapport aux deux constantes arbitraires.
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I’équation de condition

(4, ¢)=0
nous donnera alors
de of 0g
2 _ A 9D 2
2p<p ou T 29u Pl c)ug>

,[{0e 7] 0 R W
+2¢gU (a;p-—i—zg‘épg—i— 59->~(zep+2fg)g2U’:o.

En égalant & zéro les coefficients des diverses puissances de ¢,
on obtient le systéme

de
ou
of ,0€
257{/ +U E)T) = O,
(32) 0 of
__bv . S r/l:_
3 - 2U o0 eU o,

2U" %8 o f U=,

que l'on peut intégrer sans difficulté en suivant 'ordre des équa-
tions. On trouve ainsi

6:V,
(32)4 2f = V1= UV, U
g=VU —V, U+ V"—Z— -+ V,

V, V,, V, désignant des fonctions arbitraires de ¢. En portant les

valeurs de fet de g dans la derniére équation (32), on est conduit
& la relation

(33) V(2U2+UU")+V"U20"— V,U"— 2V U U+ 2V, U = o,

qui doit avoir lien identiquement.

Si l'on donne & ¢ une valeur numérique quelconque, on ob-
tiendra une relation de la forme

(34)  a(aU?4+UU") + bU? U + cU"+ dU' U+ eU" = o,

ou a, b, c,d,e seront des constantes, et qui sera une équation diffé-
rentielle propre & déterminer U. On verra aisément que la fonction
U ne peut, si ’on écarte un cas tout a fait exceptionnel qui con-
duirait aux surfaces a courbure constante, satisfaire & une autre
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équation de méme forme ou les constantes «, b, ¢, d, e prendraient
d’autres valeurs. Il faudra donc que, pour chaque valeur particu-
liere donnée a ¢, I’équation (33) soit identique a la précédente. On
devra donc avoir, pour toute valeur de ¢,

ViVE V) —aV, 2V,

(35) @ T T e

d e ’

et ces équations serviront a déterminer les fonctions V, V,, V,.

Comme la dérivée U” figure seule dans 'expression de ’élément
linéaire, on pourra toujours ajouter une constante a U’ et disposer
de cette constante de maniére a annuler le coefficient ¢ dans I’équa-
tion (34); alors les relations (35) nous donneront

1——(———
V, Z 0.

Ainsi on peut toujours, sans diminuer la généralité, introduire
’hypothése
¢c=d=o.

L’équation (34) devient alors

(36) a(2U?4-U'U") + 502U 4+ eU" = o.
Posons
4 e
. b e
(37) L = dm, = 4qn.

Alors les équations (35) qui déterminent V et V, prendront la
forme

71 ’
V” _ ‘72

T2

—4m~ —an

(38) V=
et, en intégrant une premiére fois, on pourra les remplacer par les
suivantes
(39) Vi 4mV = o, Vo=—2nV.

On s’assure aisément qu’il est permis, toutes les fois que m n’est

pas nul, de négliger les constantes introduites par les intégrations;
les conserver, ce serait ajouter a 'intégrale cherchée une fonction

A(pr+U"g?)+ Bg?,

ot A et B désignent deux constantes, et qui peut éire négligée.
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L’équation en U deviendra maintenant
q
2 U+ U'U"=4mU?U" 4 40 U".

En multipliant par U’ et intégrant les deux membres, nous

trouvons
(40) U0 = mU*+ 20U+ m/,
I déel : L du’
m' désignant une nouvelle constante. Remplacons U” par ;> nous

aurons du et, par suite,

U2 qu’
= .
(41) ' ./‘mU”’—k on U+ m'

Il suffit de joindre cette équation & la précédente pour obtenir
Pexpression de U” en fonction de w.
L’intégrale cherchée du second degré sera

Vpr— UV pg + (VU”—;— \C U; 4 V2> g°.
ou, en remplagant V” et V, par leurs valeurs,
(42) Vp:— UV pg -+ (VU'—2mVU*—2nV)q?,
la fonction V étant une solution de 1’équation
(43) V'i=—4mV.

Mais ici se présente un résultat tout a fait inattendu. En prenant
successivement

Y = e‘lu\/—m et V = e——‘l(ﬂ/—nz’

on obtient non plus une, mais deux intégrales du second degré

(44) g2V [<P—x/—_'ﬁU'-‘7>2+ 82'292]’
(45) etV | (p Y=V )+ 7 al

auxquelles on peut joindre le carré
(]2
de P'intégrale linéaire. Il y a donc ici trois intégrales distinctes
du second degré.
L’équation des lignes géodésiques se déterminera aisément; il
suffira d’appliquer ici les remarques du n° 591. Le systeme (6)
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admet les quatre intégrales

g =vGC,
pr+U'g?=r,

e‘l"‘/:—”f I:(p —y=m U’g)2—|— I]}Z qz] = {,

e—20V—m [(p 4V =mU¢q) 8772 qQJ =,

qui sont d’ailleurs en nombre trop grand d’une unité. Et, en effet,
on reconnait que l'on peut éliminer entre elles u, ¢, p, ¢ et que
les constantes G, ¢, C” doivent étre liées par la relation

(46) CC=(1—2nC)*— 4mm C%

Si 'on élimine ensuite p et ¢, on sera conduit & I'équation en
termes finis

C’e—EVV——m+ Qre2oV=m — o 4C(771U’2+ n),

qui représentera les lignes géodésiques.
11 est clair que les surfaces remarquables dont I'élément linéaire

est défini par les formules (24) et (25) appartiennent a la classe
que nous venons de déterminer ().

(1) La question que nous venons d’étudier a été résolue d’une autre maniére
par M. L. Rafly dans un travail récemment publié (voir Comptes rendus,
t. CVIIL, p. 493, mars 1889, et Bulletin des Sciences mathématiques, t. XIII,
2¢ série). M. Raffy prend I'élément linéaire de la surface cherchée sous la forme

ds* = hhdo dy

et il trouve que A doit avoir P'une des valeurs suivantes

5% P+ Q(et+et)
- (ef — et ?
A= DPet + Qeﬂt,
P
A= 7 + Q,
r=1t,

ou P et Q désignent des constantes arbitraires et ¢ la somme z —+ y.

Un calcul auquel le lecteur suppléera aisément permet de reconnaitre que cetle
élégante solution concorde avec celle que nous avions obtenue tout d’abord et
qui se trouve développée dans le texte.
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CHAPITRE III

DE LA REPRESENTATION GEODESIQUE DE DEUX SURFACES
L'UNE SUR L’AUTRE.

Probléme de M. Beltrami : déterminer toutes les surfaces qui peuvent étre re-

présentées sur le plan de telle maniére que les géodésiques correspondent aux
droites du plan. — Solution directe et compléte de ce probléme : les surfaces
a4 courbure constante sont les seules qui puissent étre représentées de cetle
maniére sur le plan. — Probléme de M. Dini : déterminer tous les couples de
surfaces tels que 'on puisse établir entre deux surfaces de chaque couple une
correspondance dans laquelle les géodésiques correspondent aux géoddésiques.

— Solution de M. Dini. — Théoréme de M. Tissot. — L’élément linéaire des
surfaces cherchées se raméne a la forme de M. Liouville. — Application : pro-
priété remarquablé de la transformation homographique. — Solution nouvelle

et directe des deux 'problémes précédents. Si 'on cherche a déterminer les
courbes pour lesquelles Vintégrale f S, v, ") du prise entre deux points

donnés est maximum ou minimum, on est conduit & une équation différentielle
du second ordre définissant les courbes cherchées. — Cette équation peut étre
considérée comme étant la plus générale du second ordre; et & chaque équation
de cet ordre correspondent uune infinité de fonctions f(u, v, ¢'). — Détermina-
tion effeclive de ces fonctions quand on sait intégrer P’équation différenticlle.
— Relations avec la théorie du multiplicateur de Jacobi. — Application

A
Péquation ¢" = o et aux problémes de MM. Beltrami et Dini.

597. Lesrésultats que nous avons obtenus dans le Chapitre pré-
cédent nous permeltent maintenant d’aborder une question trés
intéressante, qui a été posée et résolue par les travaux de MM. Bel-
trami et Dini.

Etant donnés une sphére (S) et un plan (P), si, du centre de
la sphére, on projette les différents points de cette surface sur le
plan (P), on établit ainsi, entre les points de la sphére et ceux du
plan, une correspondance dans laquelle a toutes les droites du plan
correspondent évidemment des grands cercles de la sphere. En
d’autres termes, les deux surfaces se correspondent, point par

point, de telle maniére qu’a chaque ligne géodésique de U'une

corresponde une ligne géodésique de (" autre.
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Celte remarquable propriété a été depuis longtemps utilisée
dans la théorie des Cartes géographiques. Dans I’exposé sommaire
que nous avons donné des principes de cette théorie [, p. 1467,
nous avons vu que les géometres s’élaient surtout attachés aux
modes de représentation qui conservent les angles et qui assurent
la similitude des éléments infiniment petits. Mais on peut re-
chercher d’autres modes de représentation, et une Carte dans
laquelle les lignes géodésiques de la surface seraient représentées
par les droites du plan aurait ce grand avantage, signalé par
Lagrange ('), que ’on pourrait aisément construire le plus court
chemin entre deux points de la surface, puisque ce plus court
chemin serait représenté par la droite qui unit sur la Carte les re-
présentations de ces deux points.

Les remarques précédentes ont donc conduit M. Beltrami a se
poser le probléme suivant (2):

Etant donnée une surface, peut-on la représenter sur le plan
de telle maniére que les lignes géodésiques de la surface cor-
respondent aux différentes droites du plan?

(") Lacnanee, Sur la construction des Cartes geographigues (Nouveaux
Méemoires de {’Académie de Berlin, 1779, el OEuvres complétes, t. 1V, p. 638).
Voici le passage auquel nous faisons allusion :

« SiTeeil est dans le centre du globe, la projection s¢c nomme centrale, et elle
a la propriété que tous les grands cercles se trouvent représenlés par des lignes
droites, mais les petits cercles le sont par des ccrcles ou par des cllipses suivant
que leur plan est paralléle ou non au plan de projection. On se sert quelquefols
de cette projection pour les mappemondes, et 'on y supposc ordinairement que
le plan de projection est paralléle a I'équateur, moycnnant quoi tous les cercles
de latitude devieanent des cercles de mappemondc; mais clle n’est guére usitée
pour les Cartes particuliéres qui ne représentent qu'une partie de la surface de la
Terre; elle Vest davantage pour les Cartes célestes; et c’est, en général, a cette
projection que se réduit toute la gnomonique, les lignes horaires d’un cadran
quelconque m’étant autre chose que les projections centrales des cercles horaires
de la sphére.

» Au reste, des Cartes géographiques construites d’aprés cette projection auraient
le grand avantage que tous les lieux de la Terre qui sont situés dans un méme

grand cercle du globe se trouveraient placés en ligne droite dans la Carte, en’

sorte que, pour avoir le plus court chemin d’un lien de la Terre a I'autre, il n’y
aurait qu’a joindre ces deux lieux dans la Carte par une ligne droite. »

(2) Berrrami (E.), Risolusione del Problema : « Riportare i punti di una su-
perficie sopra un piano in modo che le linee geodetiche vengano rappresen-
tate da linee rette » (Annali di Matematica pura ed applicata pubblicati da
B. Tortolini, t. VII, p. 185; 1866).
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Soient z et ) les coordonnées rectilignes, rectangulaires ou
obliques, d’un point du plan, et soient A, @ les coordonnées cur-
vilignes du point correspondant de la surface. Ecrivons les for-
mules

(1) =00 1), Yy =90 ),
qui établissent la correspondance entre les points du plan et ceux
de la surface. A toute droite du plan, définie par I’équation

ax +by +c =o,

correspondra une courbe de la surface définie de méme par la re-
lation
a®(h, p)+beo(h, n)+c=o.

Il faudra que cetle équation représente une ligne géodésique

. a b .

et, par suite, qu’en y regardant —» ,comme des conslantes arbi-
traires, elle donne l'intégrale générale de 1’équation différentielle

du second ordre des lignes géodésiques. Le probleme de M. Bel-
trami se rameéne donc immédiatement au suivant :

Rechercher si ’équation générale des lignes géodésiques
peut étre mise sous la forme

(2) al <+ bp + ¢ = o,

a, b, c désignant des constantes arbitraires et 8, v dés fonctions
des coordonnées curvilignes X, .

598. Pour résoudre cette question, nous remarquerons que 1’é-

qualion
¢ — const.

définit, d’apres les hypotheses précédentes, une famille de lignes
géodésiques.

Rapportons les points de la surface au systéme de coordonnées
défini par ces lignes géodésiques et leurs trajectoires orthogonales.
On aura, pour I'élément linéaire, ’expression suivante

(3) ds?= CZLLE—I;CQ do?,

et § deviendra une certaine fonction F(w, ¢) de v et de ¢. En ap-
pliquant la formule (8) (n° B14), on trouvera I’équation différen-
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tielle suivante des lignes géodésiques

> 9, 1 0G
T Cou’ T

oG

5} -
on

(4) o =

0’3,

. R a b
D’autre part, sil’on élimine les deux constantes —»  entre Péqua-

tion (2) et ses deux premiéres dérivées, on trouvera

Py q, T, s, t désignant, suivant 'usage, les dérivées de I (u, ¢).
Cette équation différentielle, admettant pour intégrale générale
I’équation ( 2), sera nécessairement identique a I’équation (4). On
aura donc

(5) r 2 0C 28 E t dC..

1
P C ou’ p G o’ p ou

Les deux premiéres conditions s'intégrent aisément el nous
I
donnent .
pc2 = —7 P‘ZG - U)

U et V désignant des fonctions arbitraires de z et de ¢ respective-
ment. Pour la commodité des calculs, nous changerons la notation

et nous écrirons
1 T

pC?:W; p‘ZC:U3~
On déduit de la
. v _ U

et, par suite, V, désignant une nouvelle fonction de v,

{u
0:F(u,v):Vf%L; -+ V.
En portant cette valeur de ¢ dans la troisieme équation (5), on
trouve la condition
. " du _ v

Vo rVi=—gw

Cette relation entre des fonctions de u et des fonctions de ¢
devant avoir lieu identiquement, différentions-la par rapport a u.
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Nous aurons

Y//- _ I U/ 14
7= wT)
ou encore
UI r
4 3 2 . .
A U (U >

Les deux membres de cette équation doivent évidemment étre
constants. On aura donc

VIV = — B, U(%> =1,

h désignant une constante quelconque. La seconde équation s’in-
tégre sans difficulté. On peut I’écrire, en effet, comme il suit

E{ H! !_ /ZU’
ul\u/ T

>

ce qui donne, en intégrant et en désignant par & une constante

nouvelle,
H) __
<U LE
U2=— /- kU2,
On déduit de la par dérivation
U = kU,
Or, si l'on fait usage de la formule (24) [II, 416]

I 1 902G

RR"

C ow?’

qui fait connaitre la courbure totale de la surface, on trouve, eny
remplacant G par sa valeur tirée de la seconde équation (6),

I U’
BRI N
RR U
Ainsi les seules surfaces qui puissent donner une solution du
probleme proposé sont celles dont la courbure totale est con-
stante. Tel est le résultat fondamental obtenu par M. Beltrami.

599. Le lecteur pourra poursuivre et achever les calculs; mais
il vaut mieux raisonner de la maniére suivante.
Rapportons une surface a courbure constante au systéme de
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coordonnées formé par une famille de lignes géodésiques et leurs
trajectoires orthogonales : 'élément linéaire prendra la forme

(7) ds? = du?+ C2dv2?,

et 'on devra avoir

1 02CG
(8) T C ou?

= k.

Si la courbure k& est nulle, C sera de la forme
(9) C=Vu—+Vy,
V et V, désignant des fonctions de ¢. Si la courbure £ est positive

I
et a POU]‘ Valeur ZL—C)-» on aura

U u
(10) C=Vsin— +V;cos—--
(22 a
- . ool : . 1
Enfin, si la courbure est négalive et égale 2 — —, on trouvera

a?
de méme

(11) C=vVZi—°% 4V,

Ecrivons les expressions correspondantes de 'élément linéaire
en changeant dans les deux derniéres v en au ; on sera conduit aux
trois formes

(12) ds? = du2~+ (Vu + V)2 dov?,
(13) ds? = a?[du?+ (Vsinu + Vycosu)? dp?],
. e—l 7 - 9
(14) ds? = az[du?—f— <V e 26 : —+V,; ¢ L_i;e u> dv?],

qui caractérisent les surfaces a courbure nulle, positive ou négative.
Si nous supposons maintenant queles lignes géodésiques y=const.
soient celles qui passent par un point donné de la surface, il faudra
que 'on ait, dans les trois cas,

C=o0 pour w = o.

Cela donne la condition
V1 == 0.

En choisissant convenablement la coordonnée ¢, on réduira en-
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suite V a 'unité; de sorte que I’élément linéaire se raménera aux
formes suivantes :

(15) ds? = du?—+ u? dv?,
(16) ds? = a?[ du? -+ sin2u dv?],
(r7) ds? = a2 [du? -+ <i—~2e*_u>“ dcﬂ] )

qui ne contiennent, comme on voit, aucune indéterminée.

L’application des méthodes que nous avons données plus haut
(n° 579) dans le cas des surfaces de révolution nous conduira ici
sans difficulté a ’équation en termes finis des lignes géodésiques.
On trouve ainsi les trois équations

(18) Aucose + Busing + G = o,

(19) A tangu cosy + B tangu sine + G = o,
elL,__ e—-lL ell»__ — .

(20) AmCOSV+BmSIHV+C:O,

qui conviennent respectivement aux éléments linéaires définis par
les trois formules (15), (16), (17) et qui, d’ailleurs, donnent immé-
diatement la solution compléte du probléeme proposé. On voit, en
effet, que, si l'on représente 'une quelconque des surfaces sur le
plan en prenant pour les coordonnées rectangulaires x et y du
point du plan les coefficients de A et de B dans'une des équations
précédentes, les lignes géodésiques de la surface correspondront
aux droites du plan. :

D’ailleurs, quand on a une telle représentation d’une surface sur
un plan, on peuat obtenir toutes les autres de la maniére la plus
simple; car, si P et Q sont les deux points du plan qui corres-
pondent, dans deux représentations distinctes, & un méme point M
de la surface, la correspondance établie entre P et Q sera telle que
les droites correspondront a des droites, et ne sera autre, par con-
séquent, que la transformation homographique la plus générale.
Ainsi, quand on a effectué une représentation de la surface consi-
dérée sur le plan, on les obtient towtes en faisant suivre cette repré-
sentation, quelque particuliére qu’elle soit, de la transformation
homographique la plus générale dans le plan.

Si, a la place des coordonnées w« et ¢, on introduit les coor-
données rectangulaires z et » du point du plan qui correspond de
la maniére indiquée au point de la surface, on obtient pour les trois
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ey
N

formes de I'élément linéaire les expressions

(21) v ds? = dx? + dy?,
, 4+ dy*+ (z dy — y dz)?
(14 @24y )2 ’

(22) ds2=a

,dz? 4 dy*— (v dy —y dw)?
(1 — a2— y2 )2 ?

(23) dst=a

que nous retrouverons plus loin d’une autre maniére et qui ont
été signalées par M. Beltrami.

600. Les recherches que nous venons d’exposer conduisaient
naturellement au probléme suivant :

LEtant données deux surfaces quelconques, peut-on les repré-
senter l'une sur [’autre, de telle maniére qiu’a toute ligne géo-
désique de l'une corresponde une ligne géodésique de 'autre?

Nous dirons alors que les deux surfaces sont représentées I'une
sur 'autre géodésiquement.

Cette question, que M. Beltrami avait proposée a la fin de son
travail, a été résolue par M. Dini (*) dans un beau Mémoire inséré
aux Annali di Matematica. La méthode de M. Dini repose sur
un élégant théoréme de M. Tissot, que 'on peut énoncer comme
il suit :

Lorsque deux surfaces se correspondent point par point, il
existe sur une des surfaces un systéme orthogonal, et en gé-
néral un seul, auquel correspond sur l'autre surface un sys-
téme orthogonal.

Soient, en effet, M, M, deux points correspondants, pris respec-
tivement sur les deux surfaces considérées (S) et (5,); a toute
tangente M¢ en M correspond une tangente M, ¢, en M,, en ce
sens que toute courbe dela premiére surface tangente en MaM¢ a
pour homologue une courbe de (5;) tangente en M, a M, ¢,. Il est
a peu prés évident, et 'on établira aisément qu’a qualre tangentes

() DNt (U.), Sopra un problema che si presenta nella teoria generale delle
rappresentazioni geografiche di una superficie su di un’ altra (Annali di
Matematica, t. 1I1, p. 26g; 1869).
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M¢ correspondent quatre tangentes M, ¢, de méme rapport anhar-
monique. D’aprés cela, soient M7, M; les deux tangentes de la
premiere surface qui vont rencontrer le cercle de Uinfini et M,
Mo les tangentes qui correspondent aux deux tangentes analogues
de (S,). Deux tangentes rectangulaires de (5) sont conjuguées,
comme on sait, par rapport au faisceau des deux droites M¢, M.
Pour qu’elles correspondent a deux tangentes rectangulaires de
(S)), il faudra encore qu’elles divisent harmoniquement 1’angle des
deux tangentes Mw«, My. On aura done, pour les déterminer, a
consltruire les rayons communs aux deux involutions dont les
rayons doubles sont respectivement Mz, M; et Mu, M¢. Le pro-
bléme comporte, en général, une seule solution. D’ailleurs si les
surfaces sonl réelles et si la correspondance, comme il arrive ordi-
nairement, est établie entre des points réels, les rayons doubles
des involutions que nous venons de considérer seront imaginaires
conjugués et, par suite, les rayons communs aux deux inyo-
lutions seront nécessairement réels.

Considérons sur la surface (S) les courbes qui admettent pour
tangente en chaque point I'une des droites que nous venons de
construire. Ces courbes formeront un systéme orthogonal, et ce
systeme sera évidemment le seul auquel correspondra sur (S;) un
systéme orthogonal.

A cette conclusion il y a deux exceptions : 1° si les deux invo-
lutions précédentes ont leurs rayons doubles communs, la corres-
pondance entre (S) et (S;) aura lieu avec conservation des angles;
et, par suile, tout systéme orthogonal tracé sur I'une des surfaces
aura, dans ce cas, pour homologue un systéme 01‘Lhogonal tracé
sur 'autre; 2° si les deux involutions ont un seul rayon double
commun, c’est-a-dire si les lignes de longueur nulle d’une seule
famille se correspondent sur les deux surfaces. Alors les deux
familles qui composaient le systéme orthogonal viennent se con-
fondre en une seule, formée de ces lignes de longueur nulle qui
se correspondent sur les deux surfaces. Ce cas exceptionnel, sur le-
quel nous aurons 'occasion de revenir, a été signalé par M. Lie (*);
il ne peut évidemment se présenter lorsque la correspondance a

() Mathematische Annalen, t. XX, p. 421, Note I du Mémoire déja cité :
Untersuchungen iiber geoddtische Curven.




REPRESENTATION GEODESIQUE DE DEUX SURFACES. 49

licu entre les points réels de deux surfaces réelles. On peut donc
énoncer la conclusion suivante :

Lorsgi’on a établi une correspondance entre les points réels
de deux surfaces réelles, il existe certainement sur chacune
des surjfaces un systéme orthogonal réel admetiant pour homo-
logue un systéme orthogonal. Ce systéme est unique si la cor-
respondance 1’ a pas liew avec conservation des angles.

601. Voici maintenant comment M. Dini a fait usage du théo-
réme précédent. Supposant implicitement que la correspondance
établie entre les surfaces (5) et (S,) a lieu entre des points réels,
’éminent géomélre rapporte ces deux surfaces au systeme de
coordonnées formé par les lignes orthogonales qui se correspon-
dent sur les deux surfaces. Ce systéme sera unique st la corres-
pondance n'a pas lieu avec similitude des éléments infiniment
petits; dans le cas contraire, I'un des systémes orthogonaux pour-
rait &tre choisi arbitrairement. Soient

(24) ds? = E du?—+ G dv2, dst = By du?+ G do?

les expressions des ¢léments linéaires de (S) et de (8,). L’équa-
tion différentielle des lignes géodésiques de (3) sera (n°® 514)

1 0 2 0G 1 oE
2 . 2 —_— 3 —+- e 2 >
. o(du d?o — dv d?u) G oo du <G I £ ou, du? ds
(23) ( 2 ok 1 0G) T do? o | oG o3 —
TEw TG W)Y T E W T

el I'on obtiendrait de méme celle des lignes géodésiques de (S;)
en remplagant E, G par E;, G,. Pour que les lignes géodésiques
se correspondent, il faut et il suffit que les équations différentielles
soient identiques. On estainsi conduit aux conditions

1 O0R 1 0R,
Gov Gy ov’
2 0G 1 B 2 9Gy 1 0K,
Gow Eou Gy ou E| ou’
(26) : . '
’ 2 oE 1 oG a2 Ok, 1 0G,
Bos Gow —E o TG o
IdG_I()GI
B 0w E, ou’

D. — I

ESN
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qui devront avoir lieu identiquement. La seconde et la troisieme
s’intégrent aisément et peuvent étre remplacées par les suivantes

E El I E—Gi 1

TV B

K

ot U désigne une fonction de « et V une fonction de ¢. On en
déduit

(27) B, = ———h — G

ct il ne restera plus qu’a satisfaire a la premiére et a la quatriéme
des relations (26). La substitution des valeurs précédentes de L,
et de Gy nous conduit ainsi aux deux équations

oE N -
. \$<U—\)———VE,
28 <
) oG | . o

d’ot 'on déduit, en intégrant ('),
(29) I =Ul}(U—V), G = V2U—V),

U, désignant une nouvelle fonction de w et V; une nouvelle fonc-
tion de o.

La question est maintenant résolue. Les éléments linéaires des
deux surfaces sont donnés par les formules suivantes :

(30) ds?= (U —V)(U] du? —+ Vide?),
: 2 [T 1 /U du? ‘ V2 dp? .
(31) dst = <V—ﬁ)< o - o >’

ils ont ’un et 'autre la forme de Liouville.

Au reste, en appliquant la formule (28) (n° 583), on reconnait
aisément que les lignes géodésiques de 'une et I'autre surface sont
représentées par I’équation

U; du Vide

{32) —

VUi—a \/a——V:

(*) On néglige ici 'hypothése V= U = const., qui conduirait & deux surfaces
homothétiques.
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Cette équation ne change pas, en effet, quand on y remplace U,

TV
U,,V,V,, a, d par — \i’;

I Ul I I .
:[—J’ ‘7_6, - Va 7—- _— (—6’ a \/(67 ce (1111 re—

vient a passer de (S) a (Sy).

602. Telle est la solution que 'on doit & M. Dini. Elle donne
une nouvelle et remarquable propriété des surfaces dont 'élément
linéaire est réductible a la forme de Liouville.

Mais il importe d’observer, en outre, qu’a chacune de ces sur-
faces on peut faire correspondre géodésiquement non pas une
seule surface, mais une infinité de telles surfaces. En effet, 1'é1é-
ment linéaire de (S) peut aussi s’écrire

72 72
1

2 ; 4 Ul T712 o 9
(33) dst=[m(U—+ h) —m(V + /L)][—n—l du? -+ " do ]

La forme primitive est conservée. Mais U, V, Uy, V, sont rem-
, . " U Vv
placés respectivement par m(U 4 /4), m(V + L), —L, ‘/_1_- En
ym m

effectuant ce changement dans 1’élément linéaire de (Sy), on aura

- I T 1 Uldur  Vide?
(34) dsi= — (& — = e )
m3 \V -/ U+72/\U-—+ 7% V —+ /4,
et cettle expression varie avec les constantes 2 et m. On pourrait P
la rigueur faire abstraction de 7 dont la variation remplacerait
g ,
chaque surface par une surface homothétique; mais il n'en est
plus de méme pour /. A chaque nouvelle valeur de /e correspondra

un élément linéaire distinct.

603. M. Dint a montré comment on peut déduire de la solution
précédente les résultats obtenus en premier lien par M. Beltrami.
Pour ne pas étendre outre mesure celte exposition, nous nous
contenterons de la remarque suivante.

Considérons la transformation homographique la plus générale
dans le plan. Il résulte du théoréme de M. Tissot que, dans cette
transformation comme dans toutes les autres, 1l existera un systéme
orthogonal qui se transformera en un systéme orthogonal. Et, de
plus, les résultats que nous venons d’établir permettent d’affirmer
que I'élément linéaire du plan rapporté a ce sysiéme sera néces-
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sairement de la forme
ds?= (U — V) (du*-- dv2).

Or, d’aprés une proposition établie par M. Liouville (*) et que le
lecteur retrouvera aisément en appliquant les méthodes dun® 413,
les seuls systémes orthogonaux pour lesquels I'élément linéaire
du plan prenne la forme précédente sont ceux qui sont formés
de deux familles de coniques homofocales et de leurs variétés.
De la résulte une propriété de la transformation homographique
établie en premier lieu par M. Richelot (2) : Dans toute trans-
formation de ce genre, il existe un systéme orthogonal, et un
seul, qui demeure orthogonal aprés la transformation, et ce
systeme est formé de deux familles de coniques homofocales.

Au reste, cette proposition peut étre démontrée de la maniére
la plus simple par la Géométrie. Soient, en effet, (5) et (5,) deux
figures homographiques dans deux plans différents. Soient A et B
les points de (S) qui correspondent aux points a 'infini sur le
cercle, I, et Ji, de (5;). Soient de méme A, et B, les points de
(Sy) qui correspondent aux points I et J de (S). Les coniques (K)
de (S) qui ont les points A et B pour foyers sont inscrites dans le
quadrilatére dont les sommets opposés sont A, B et I, J. Elles
auront donc pour homologues dans (S5,) des coniques inscrites dans
le quadrilatére dont les sommets opposés sont I, J, et Ay, By, ¢’est-
a-dire les coniques (K,) dont les foyers sont A, et B,. D’ailleurs,
d’apres le théoréme de M. Tissot, les deux familles de courbes que
nous venons de définir dans chaque figure sont les seules qui con-
servent leur orthogonalité aprés la transformation.

Ce raisonnement s’étend de lui-méme a la transformation homo-
graphique dans 'espace. Considérons, en effet, dans I'espace deux
figures homographiques, et soient A et B les deux coniques qui
correspondent au cercle G de I'infini, considéré successivement
comme appartenant & chacune des figures. Il est évident que la
développable (A, G) circonscrite & A et & G correspondra a la dé-

(*) LiouviLie (J.), Swr quelques cas particuliers oi les équations du mou-
vement d’un point matériel peuvent s’intégrer (Journal de Liouville, t. XI,
p. 360; 1846).

(2) Ricurror, Ueber die einfachste Correlation in zwei rdumlichen Gebie-
ten (Journal de Crelle, t. LXX, p. 137; 1868).
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veloppable (G, B), circonscrite a G et & B. Par suite, au systéme
des surfaces du second degré ayant A pour focale correspondra le
systéme des surfaces de méme ordre ayant B pour focale. Il est du
reste facile de prouver que le systéme ¢riple orthogonal ainsi
formé est le seul qui demeure orthogonal aprés la transformation.
En effet, si 'on se propose de déterminer trois directions passant
par un point et telles que les trois directions correspondantes soient
rectangulaires, cela revient a trouver un triedre conjugué a deux
cénes de méme sommet, et le probleéme n’a qu’une solution ().

604. Les méthodes que nous avons suivies et qui sont celles de
MM. Beltrami et Dini présentent en elles-mémes un grand intérét.
G’est ce qui nous a déterminé a les reproduire. Mais on peut
traiter aussi les questions précédentes en se placant & un point de
vue plus général, qui permet une étude plus approfondie et plus
compléte des résultats que nous avons trouvés. G’est ce que nous
allons montrer rapidement.

On sait que tous les problémes du calcul des variations dans
lesquels 1l s’agit de trouver le maximum ou le minimum d’une in-
tégrale simple

(33) f/( w, 0, ') du

conduisenta une équation différentielle du second ordre a laquelle
doit satisfaire la fonction ¢ ct qui est

of d [of N
(36) 3 (o) =
ou, en développant,
- aAf o RS A af
(37) 0572 T avoe” T avon " ov T

hec1proqucment donnons-nous a priori une Cquatlom différen-
tielle quelconque du second ordre

(38) ' =o(u, v, v,

(*) DarBoux (G.), Note sur un MHemoire de M. Dini (Bulletin des Sciences
mathématiques, t. I, p. 383; 1870).
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-

et proposons-nous de rechercher si elle donne la solution d’un
probléme de calcul des variations, c’est-a-dire s’il existe des inté-
grales de la forme (35) pour lesquelles I'équation différentielle
(37) soit identique a ’équation donnée (38). Pour qu’il en soit
ainsi, il sera nécessaire et suffisant que la valeur de ¢” tirée de 1’é-
quation (38) et portée dans I’'équation (37) donne naissance a une
relation qui soit vérifiée pour toutes les valeurs de w, ¢, ¢. On
trouve ainsi la condition

o[ oxf 2/ of

(39) o9z © T ovor” T ovion o O

qui est unc équation aux dérivées partielles du second ordre a
laquelle doit satisfaire la fonction f(u, ¢, ¢') des trois variables w,
¢, ¢. Comme cette équation admet toujours des solutions, on peut
énoncer le résultat suivant :

Etant donnée une équation différentielle quelcongque du
second ordre, elle peut étre assimilée d’une infinité de ma-
nieres différentes aux équations du méme ordre qui se pré-
sentent dans la recherche du maximum ou du minimum d’une
intégrale simple de la forme (35). En d’autres termes, il
existe une infinité de fonctions f(u, ¢, ") telles que leur inté-
grale, prise entre deux points quelconques de l'une des courbes
intégrales de U'équation considérée, soit maximum ou mini-
mum.

605. La détermination de la fonction f dépend de 'intégration
de I'équation aux dérivées partielles (3g). Cette intégration est
beaucoup facilitée par les remarques suivantes.

Différentions I'équation (39g) par rapport & ¢'; nous aurons

(40) 2 <0°f >+v R

op'2 T p dv” o092 du

et cette équation nouvelle, qui est du troisiéme ordre, se réduit au
premier sil’on prend comme inconnue auxiliaire la quantité

(L/II) l\f[ = oz'f.

op'2
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On obtient ainsi pour M I’équation linéaire

(o) W O% L OM M oM
12 o TPy T o0 T o T

Cette équation définit ce que Jacobi, généralisant une théorie
d’Euler, a appelé le multiplicateur du systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires (1)

du . dy

dy’
1 o o

Nous aurions pu d’ailleurs déduire notre théorie des résultats
que nous devons sur ce sujet a 'illustre géometre ; mais il nous a
semblé préférable de développer tous les raisonnements sans rien
emprunter a la théorie du multiplicateur.

Pour obtenir 'intégrale générale de ’équation lindaire (42), il

o] 2 q 1 )
faudra intégrer le systeme d’équations différentielles ordinaires

Y- du dy de’ —dM
(»/l‘)) T = 7 = T — . .
l M 09’

Si nous prenons d’abord les équations
(44) dv = ¢ du, dv' = o du,

obtenues en égalant les trois premiers rapports, elles ne con-
tiennent pas M et, par suite, peuvent étre intégrées séparément.
D’ailleurs U'élimination de ¢’ conduit a I’équation

d2p , dy \)
=olu,v, — )
A7

du?

ul n’est autre que la proposée. Donc les intégrs u systéme
‘est autre que la | D | tégrales du systéme
(44) sont les deux intégrales premiéres
(45) \ Y(u, 0, 0") = a,
b ! s o'y — R
2 ‘{1(1&, v, ¥ ) - ¢
de I’équation proposée.
Supposons qu’on ait oblenu ces intégrales. En égalant le pre-

(') Vorlesungen iiber Dynamik, Dixiéme Lecon.
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mier el le dernier des rapports (43), on aura

dM Jw
— 4+ —L du = o.

M oy

. , . o . 0%
On peuat, en tirant ¢, ¢ des équations (45), exprimer Wf' en

fonction de u. L’équation précédente prend alors la forme

dM
N O(u, 2, B8)du=o.

Une quadrature nous donnera une relation telle que

Mo w, %, 3)=rx

i

v désignant une nouvelle constante. 51 'on remplace o et  par
leurs valeurs (45), on aura la troisieme intégrale du systéeme (43)
sous la forme

(46) M o (11, 0, ¢y = 1.

Par suite, la solution M la plus générale de I’équation (42) sera
déterminée par la formule

(47) M 'J.""Z(u’ 1) ""):j(d{’ dﬂl):

ott § désigne une fonction entiérement arbitraire. Il résulte de la
que le quotient de deux valeurs particulieres de M sera né-
cessairement une intégrale premiére de 'équation proposée.

La valeur de M une fois obtenue, on déterminera celle de f au
moyen de 'équation

02
*I - 1\17
dy'2
L \ : . ~ ] 1 N o L ~ £ —
qui s’intégre par une double quadrature. Désignons par f, une so
lution partlcuhére quelconque de cette éqllatlon : la solution la
plus générale sera

S =So = n(w, 0)e 4= pn{u, ),

X et @ désignant deux fonctions arbitraires de « et de ¢. Mais, il
importe de le remarquer, cette valeur de f, qui satisfait a 1'é-
quation (40) dont elle est la solution la plus générale, ne vérifiera
pas nécessairement la véritable équation du probléeme, c’est-a-dire
PPéquation (39). On peut affirmer seulement que la valeur précé-
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dente de f, substituée dans I'équation (3g), rendra son premier
membre égal 4 une fonction de u et de ¢, puisque la dérivée de
ce premier membre par rapport a ¢ est nulle en vertu de 1'équa-
tion (40). ‘

iffectuons cette substitution; en désignant par P, la fonction
de w et de ¢ qui résulte de la substitution de f;, nous trouverons
Péquation

oA om

Py+— — Y =0
ou o

Telle est’unique relation que devront vérifier les fonctions 2, .
Soit Ag, py un systéme de valeurs de ), . satisfaisant a cette équa-
tion, systéme que I'on pourra obtenir, par exemple, en se donnant
arbitrairement %, et déterminant g, par une quadrature. Les va-
leurs les plus générales de X, @ seront données par les formules
a0 00

1 = 1

)\:)xoﬁ‘*y—“7 Lot =
Je ‘ &0 diue

§ désignant une fonction quelconque de w« et de ¢. On aura donc
I'expression suivante

o . , 0) , 00
(}5) ‘/ :J0+ )\09 ~+ IJ~0+ (}’T) ¢ = (7[_;’
pour la solution la plus générale de I'équation (3g). La présence
de la différentielle exacte
o0 , 00

=0 —
dy due

s'explique sans difficulté. On sait, en effet, que cette différentietle
n’a aucun role & jouer et que 'on obtient la méme équation diffé-
rentielle du second ordre en cherchantle minimum ou le maximum
de 'une ou l'autre des intégrales

/:/ du, Jﬂ(leu, - d0).

En résumé, on peut énoncer les résultats sutvants :

Toutes les fois que ’on pourra intégrer une équation dif-
Jérenticlle du second ordre, on saura délerminer par de
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simples quadratures toutes les intégrales

ff( u, v, v) du,

telles que le probléeme de calcul des variations qui leur cor-
respond conduise a U'équation différentielle proposée.
Sil’on a obtenu par un procédé quelconque deux fonctions

. . N , . Ry . o2 f
I [ correspondantes ¢ une méme équation différentielle, 5‘)—/;,

0% f4

Som seront des solutions de U'égquation linéaire en M (42); et,

par suwite, le quotient
2f )

go'2 * gy

sera une intégrale premiére de Uéquation différentielle pro-
posée (1).

Nous allons maintenant indiquer quelques applications.

606. Soit d’abord I’équation du second ordre
(49) ¢ = o.
Les intégrales du systéme (43) seront ici
¢ = a, v—ue' =18, M =~.

Par suite, U'intégrale générale de I’équation linéaire en M sera
donnée par la formule

(50) M = ,97'(()', p_up’)’
et la fonction f'la plus générale définie par ’équation (41) aura ici

pour expression

v’
j‘:[ (¢ —a)F (2,0 —un)da 4 ¢ Au, v)+ p(u, ).
o

(*) Il résulte méme des proposilions de Jacobi que, dans ce cas, on pourra
obtenir par une quadrature lintégration compléte de I’¢quation différentielle
proposée. Mais la proposition énoncée dans le texte, et qui résulte immédiate-
ment des remarques précédentes, suffit pour I'objet actuel de nos recherches.
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L’équation (39) a laquelle / doit satisfaire devient

Rf O o _
do 0y’ v ouody oy

{(51)

Si 'on y substitue la valeur précédente de f, on trouve, apres
quelques réductions, la condition

ok o .
ou oy O

qui permel d’égaler X et p aux dérivées partielles d'une méme
fonction . On a ainsi la valeur définitive de f sous la forme

. _ o - 9, 0b
(52) '/__[ (u~¢)g(,<,v~uoc)d.4—%—0—0—&—(71—6-

(%)

607. Arrivons maintenant & 'objet que nous avons en vue, et pro-
posons-nous d’abord le probleme de M. Beltrami : Trouver toutes
les surfaces qui peuvent éire représentées géodésiquement sur
le plan.

Soient et » les coordonnées rectilignes d’un point du plan.
L’équation différentielle des droites sera

(53 y'=o,

et cette équation subsisterait sil’on faisait unetransformation
homographigue quelconque.

Les variables « et y peuvent encore étre considérées comme les
coordonnées curvilignes du point de la surface cherchée qui cor-
respond au point du plan. Soit alors

ds? =B dx2+ 2F dx d_}’ -+ Gd)/z

Pexpression de I’élément linéaire de la surface. D’aprés la question
proposée, il faudra que l'intégrale

f\/lﬂ—i—sz’—%— Gy dx

soit rendue minimum par les courbes intégrales de I’équation dif-
férentielle
) =0,
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el, par suite, que la fonction

J=VEEEY Gy

satisfasse & I’équation

A ()2./' - 7 '
(J4) 0)/12 :cj‘(‘}/,.y——x)f B
Or on a
oarf EG —F2

i3 37
2

% (B -+ oFy + Gy'2)

1l faudra donc que la fonction

1
@

E4+oFy'+ Gy2 (()if
(EG —T2)3 O

dépende exclusivement de »’ et de y — xy’. Pour qulil en soit

ainsi, il faut et il suffit, on le reconnait aisément, que I'on ait

(55) Ea+oly 4+ Gy

2wy, y— ay),

(EG — F2)3
® désignant la fonction la plus générale, entiére et du second
degré par rapport auzx variables y', y — xy' ().

Ordonnons la fonction @ par rapport aux puissances de )/, et
soit

(56) b =A 2By + Cy',

A, B, G étant des fonctions de x et de y. L’équation (55) nous
donnera
1) I
=A, - —p, & __q

2

(EG — F2)s (LG — F2)s (BG — F2)3

V) En effet, en prenant les dérivées troisiémes des deux membres par rapport
P P
a ', on a
b . J* b o TARE 0t
-~ ox? — 2 ——

o TPy 0yt oy Jdy®

ct comme les trois variables »', » — @y’ et x sont indépendantes, cette ¢qualion
ne peut avoir licu que si toutes les dérivées troisiémes de ¥ sont nulles, ce qui
entraine le résultat donné dans le texte.
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et de 1a on déduit
e
(EG —T?) 3 = AG — B?,

A . B C
—— e l}w = — = -
z)’ (AC—B2)?’ G AC — B2)?

ll

Par suite la valeur de / sera

VRO y—ayh)
(57) J= AC B2 ’

et 'on pourra vérifier que cetle valeur satisfait elfectivement a
I'équation du probléme, qui est 'équation (51) ot on remplace-
rait « et ¢ par z et y.

Posons

Py, y —ay')der =W (dr,dy, yde — x dy);

" sera une fonction homogéne et du second degré des trois va-
riables dont elle dépend, et 'on aura, pour I’élément linéaire de
la surface cherchée, ’expression

W(dr, dy. y dr — > dy)
(AC—B2)2 ’

(58) ds? —

On peut interpréter comme 1l suit les résultats obtenus.
Les lignes de longueur nulle de la surface sont définies par
I"équation différentielle

<b(3/’, ywaﬂ_)f’) = o,

qui est une équation de Clairaut el qu’on intégrera en supposant
' constante. Dans le plan, y' et y» — xy’ peuvent éire considérées
comme les coordonnées d’une droite dont le coefficient angulaire
serait /. L’équation précédente définit donc, en coordonnées tan-
gentielles, une conique quelconque et le dénominateur AC — B?
égalé A zéro donnera I'équation en coordonnées ponctuelles de la
méme conique. Il suit de 1a que les lignes de longueur nulle de la
surface correspondent, dans le plan, aux droites qui sont tangentes
a cetle conique.

Nous avons déja rappelé que I'équation (53) se conserve lors-
qu’on effectue une transformation homographique. En s’appuyant
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sur cette remarquable propriété, on peut classer trés simplement
les résultats obtlenus :

1° Si la fonction @ se décompose en deux facteurs, la conique
se réduit a deux points, nécessairement distincts puisque I’élément
linéaire ne peut étre un carré parfait. Amenons, par une homo-
graphie, ces deux points a coincider avec les deux points & U'infini
sur le cercle. On aura alors

(59) P =1+ 52,
et la forme correspondante de I’élément linéaire sera
(60) ds? = dz? -+ dy?.
La surface obtenue sera plane ou développable.
2° Si la fonction @ est indécomposable, on peut toujours la

ramener par une transformation homographique, et méme d’une
infinité de maniéres, a la forme

(61) P =a(14-y"7) =y — @),
ce qui revient & supposer que la conique est un cercle, réel ou
imaginaire, concentrique a I'origine. On trouve alors

a2(dzx? +dy2) = (x dy — y da)?

(62) ds* = (2% 2 1= a2 )2

Ces formes de I’élément linéaire sont identiques, aux notations
preés, a celles que nous avons déja obtenues plus haut, au n° 599.
Nous reviendrons d’ailleurs sur ce sujet lorsque nous nous occu-
perons de la Géométrie non euclidienne et des surfaces a courbure
constante.

608. Considérons maintenant le probleéme de M. Dini et pro-
posons-nous, d’une mani¢re générale, de trouver deux surfaces
qui puissent étre représentées géodésiquement I'une sur 'autre.

Soient

ds? = Edu? + oF du dv + G d2,

ds} = E, du?+ oT du dv + G, de?

les éléments linéaires de ces deux surfaces. Si l'on pose

S =VE o8¢ 1+ G2,
f‘l: ‘/E1 - 'ZFI P G] 9/2,
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on peut dire que la méme équation différentielle définit les courbes
pour lesquelles 'une ou 'autre des deux intégrales

[fdu, /f1 due

est minimum. Par conséquent, d’apreés la proposition établie plus
haut, cette équation différentielle, qui est celle des lignes géodé-
siques de la premiéve surface, devra admettre l'intégrale premicre

0rf 02 Sy

- . — — const.
ov'2 " Qp'2

<n faisant le calcul, on trouve

3
EG —F:2 E["l—QFlv’—'\" GIV,Z 2 i
. E '~‘ S > = const.
B, G —F; \ Ealfe' 4 Go'2 ’

. \ . 2
ou, en élevant les deux membres a la puissance 3,
I
B
EG —F2 3 E1+ ‘2F1 ol G1 p'2
— — const.
E, G, —F? E+2F¢ 4 Go2

On peut mettre celte équation sous la forme

G —I'2 O
63 (o)
JLIGX-—-‘ ‘I

who

<E dll —+ 2 F, du dv + G (lv'-> = const.,

Vst ds2 T T s
qui donne immédiatement le résultat suivant :

St une surface peut étre représentée géodésiquement sur
une autre surface, Uéquation différentielle de ses lignes géo-
désiques doit admettre une intégrale premiére homogéne et

du  dy

du second deoré par rapport ¢ —, — -
S P PP ds’ ds

609. Nous sommes ainsi ramené a un probléme que nous avons
traité dans le Chapitre précédent; et il n’est pas difficile de re-
connaitre que la condition précédente, qui est nécessaire, est aussi
suffisante.

En effet, elle ne peut étre remplie, nous I'avons vu, que dans
les deux cas suivants :

1° [élément linéaire est réductible a la forme de Liouville

(64) ds? = (U — V)(U} du? + Vi de?).
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Alors I'équation des lignes géodésiques est

Ul du? V] dv2

U—a a—V
et, en résolvant par rapport & la constante «, on a 'intégrale pre-
miére du second degré

U3V du?+ V2 U dp?
(65) (U—V)—~ ' = a,

ds?

qui est bien de la forme (63). En identifiant les premiers membres
des deux équations, on obtient les relations

'y =o0

)

VN2 TT2V2 3
[(U VI UV Ul‘l] B, = (U—V)U2V,

El G'l

(U—VYPUIViTi . NYIU
[T Gy =(U—V)VIU;

o

d’olt 'on déduit

A 1\ Ul e
El_(\V‘fT)_U_’ G“‘(V_U v

La seconde surface aura donc pour élément linéaire

I 1N\ TU2 du V2 do?
56 2 o 1 . 1
(66) ds < v U) L G = ],

ce qui s’accorde bien avec les résultats obtenus au n° 601. L’élé-
ment linéaire avec deux constantes, donné par la formule (34),
correspond a la forme plus générale

du?
ds?

. )2
m(a -+ h)=m(U—V) [Uf(V e v @ ]

ds?

que l'on peut donner a l'intégrale du second degré (65).
2° 1l y a encore une intégrale du second degré quand I'élément
linéaire est de la forme

(67) ds? = 4(xY' -+ Y ) dx dy,

donnée au n° 594. L’équation des lignes géodésiques admet alors
lintégrale premiére

— 20 =2Y —(2Y + Y,)gg-
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On peut U'écrire sous la forme

G . v\ Ydzdy oy oy
__~_2_ :Q(xY ﬁf\i v?sz ——(x& le) E}E‘?
qui est bien du second degré par rapport aux dérivées C——lx: dr
P ds’ ds

En appliquant la méme méthode que dans le cas précédent, on
obtiendra I'élément lindaire ds, de la surface correspondante par
la formule

drdy (Y -+ Yq)* dy?

(68) ds} = 2(xY' -+ Yy) 3 vi

Ce cas exceptionnel a été signalé, nous I'avons déja dit, par
M. Lie. Il échappe a la méthode de M. Dini, parce que la corres-
pondance établie entre les deux surfaces est telle que le théoréme
de M. Tissot cesse d’étre applicable. Nous rencontrons ici, en
effet, le cas d’exception que nous avons signalé, ou une des deux
familles de lignes de longueur nulle de la premiére surface admet
pour homologue une famille de lignes de longueur nulle de la
seconde. La correspondance étant imaginaire, nous nous conten-
terons des indications précédentes.

D. — Il

o]
o

LIVRE VI. —— CHAPITRE 1V.

CHAPITRE 1V.

INTEGRALES HOMOGENES DE DEGRE SUPERIEUR ET INTEGRALES

D'UNE FORME DETERMINEE.

Division des intégrales en classes d’aprés le nombre de leurs facteurs linéaires
distincts, — KEquations aux dérivées particlles par lesquelles on exprime qu’il
y a une intégrale d’'une forme déterminée. — Application au cas ou I’élément
linéaire est exprimé au moyen des coordonnées symétriques. — LEquations gé-
nérales, — Premiére application; intégrale fractionnaire dont les deux termes
sont linéaires par rapport a p et & ¢; la valeur correspondante de » est l'inté-
grale générale de I'équation E (é, é), les solutions homogénes de cette équa-
tion fournissent P'élément linéaire de certaines surfaces spirales que I’on peut
déterminer par des quadratures. — Intégrale & deux facteurs distincts; premiére
méthode. — Un cas particulier de l'intégrale a trois facteurs.. — Intégrale &
deux facteurs distincts; réduction du probléme a l'intégration d’une équation
linéaire qui admet un nombre illimité de solutions homogénes.

610. Aprés avoir fait une étude approfondic du cas ou le pro-
bléeme des lignes géodésiques admet des intégrales du premier et
du second degré, nous allons indiquer les résultats obtenus par
Bour et les géomeétres qui 'ont suivi en ce (ui concerne les inté-
grales de degré supérieur. Dans le Mémoire que nous avons cité
plus haut, Bour avait considéré les intégrales entiéres el les avail
classées d’aprés leur degré. M. Bonnet, dans des recherches restées
inédites, a considéré, le premier, des intégrales fractionnaires (').

(') I’éminent géométre a expos¢ ces recherches dans un Cours fait a la Sor-
bonne vers 1873. Considérant, en premier lieu, le cas ot il existe une intégrale
fractionnaire dont les deux termes sont du premier degré par rapport a p et a g,
il a montré que, dans ce cas, on peut déterminer la valeur la plus générale de A
(Vélément linéaire étant défini par la formule ds*= 47 dx dy) et qu’il existe
méme certaines valeurs particuliéres de A pour lesquelles on peut obtenir des sur-
faces admettant cet élément linéaire. Nous démontrerons plus loin ces résultats
par une méthode nouvelle. M. O. Bonnet a dit aussi quelques mots du cas ou il
existe une intégrale du troisiéme degré admettant un facteur double.
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Enfin, dans une série de Communications insérées en 1877 au
tome LXXXYV des Comptes rendus, M. Maurice Lévy a mis en
évidence ce fait intéressant qu’au licu de classer les intégrales
homogeénes ¢ (p, ¢, u, ¢) d’aprés leur degré par rapport a p et a ¢,
il vaut mieux les classer d’aprés le nombre des facteurs linéaires
distincts dans lesquels on peut les décomposer; c’est-a-dire que,
st I'on pose

i=n

(1) o(psq,u,v)=0(xu, ")ﬂ (p—arq)™,

i=1

il conviendra de réunir dans une méme recherche toutes les inté-
grales pour lesquelles le nombre » des facteurs est le méme, les
exposants constants «; pouvant d’ailleurs changer quand on passe
d’une des intégrales & une autre de la méme classe. Comme 1l est
permis de donner a ces exposants des valeurs négatives, la re-
cherche ainsi entendue comprendra les intégrales fractionnaires
aussi bien que les intégrales entiéres; et, de plus, si les intégrales
sont entiéres, leur degré pourra prendre des valeurs quelconques
sans que le nombre de leurs facteurs linéaires distincts soit changé.

611. Nous commencerons en indiquant une forme remarquable
que l'on peut donner aux intégrales cherchées. Nous avons vn
(n° 590) qu’elles doivent vérifier identiquement I'équation
|

(2) (A, 9)=o0.
Or si I'on pose, pour abréger,
Si=p—aiq,

on a

i=n

(3) _—

i=1

et un calcul facile permet de mettre 'équation de condition sous
la forme

: ® %P
(1) (3,9)=2(8,0)+ D 7L (8, 5) =o.

Tous les termes du sccond membre contiennent en évidence l¢

68 LIVRE VI. — CHAPITRE 1IV.

facteur 5%, excepté le suivant
oo
" (A, 3,
= (4, 3),

qui parait contenir le facteur z; seulement a la puissance o; — 1. 11
faudra donc, pour que I'équation soit vérifiée, que 'expression
(A, z;), qui est du second degré par rapport a p et a ¢, soit divi-
sible par le facteur z; et, par suite, que I'on ait

(A; ZL) =0,
orsque p et ¢ satisferont a I'équation
| t tisf tal t

Z;=p—a;q = o.

Cette condition s’interpréte aisément : elle indique que 1'on
peut trouver une fonction f;, solution commune des deux équations

00 00

A0 = const., Ju = Hoas
)

En multipliant cette fonction par un facteur constant conve-
nable, on peut toujours supposer qu’elle est solution de 'une des

équations
Al =1 ou Af) = o,

el, si 'on désigne ses dérivées par p; et ¢;, on aura

pi.
qi

a; =

Remplagant @, par cette valeur dans I'expression de ¢, on re-
connait qu’on peut donner aux intégrales cherchées la forme sui-
vante

i=n

(5) 9:f(u,9>n(pqz*—qpf)°‘%

i=1

ou p;, q; désignent les dérivées d’une fonction §;, solution particu-
liere de 'une des équations

(6) Ay =1 ou AD; = o.

Cette expression, que nous adopterons dans la suite, simplifie
beaucoup les calculs. Il résulte de la formule (4) que, dans tous
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&y
0

les cas, 'équation de condition
(7) (4, @) =0

se raméne alors & une équation homogeéne et du premier degré par
rapport & p et & ¢. En égalant a zéro les coefficients de p et de ¢,
on aura donc seulement deux équations de condition. Si 'on
ajoute a ces deux équations les n relations (6), on aura exprimé
toutes les conditions du probléme et écrit toutes les conditions
qui doivent étre vérifiées par les fonctions f, f; et les coefficients
E, F, G de I'élément lindaire.

612. Pour développer les calculs, supposons que 'on ait choisi
des coordonnées symétriques. I’élément linéaire aura pour ex-
pression

(8) ds? = 4) dz dy;

I’équation & intégrer deviendra

(9) Pg =M,

et o prendra la forme suivante

(10) o =[x, y)p*qb(pg— qp)™ .. (Pqr— qpr)"-
Les équations (6) deviendront ici

(11) PLg1=pagr=...=pPipgr = A.
I’équation (7) deviendra, de méme,

l[d]ogf ‘—(/7‘]+I [010_,f 'pt,-——r/s,:"]
P

— ;g
ox Pqi—qpi gL o9y Pqi—qpi.

- [g +2 m;q; ] dlogh . [é __E mpi ] Jlog 2 _
P pgi—gqpil ox q Pgi—qpif dy

Effectuons les réductions en tenant compte des équations (11)
et de leurs dérivées; nous trouverons

dlog f ()log)\ ' mir;
/[ dx ﬁE Pi ]
0 log 0100 m;i
-+ p [ f —{3 -+ E ]

En égalant a zéro les coefficients de p et de ¢, on est conduit
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aux deux équations

dlogf | dlogh | miry
ow 0 ow pi

dlogf 48 010;{)\ +Zﬁmii — o
d)f dy . qi

que I'on peut intégrer immédiatement et remplacer par les sui-
vantes
{ Srrpypys . ppr=Y,

(I‘)ﬁ) } f)\[?’glllzl(jlgﬂ-: . 17”7 = ,\

ot X et Y désignent des fonctions arbitraires dépendant respecti-
vement de z et de y-; et 1l ne reste plus qu’a trouver les solutions
les plus générales du systéme des équations (11) et (12). On a
ainsi k -2 équations contenant A - 2 fonctions inconnues : f, A et
les k fonctions 6,.

Posons

) s:ml+...+mk+a—§,
(13) , 8
sS'=my—t...--mp+ 3B —oa.

Nous allons montrer que 'on peut, en choisissant convenable-
ment les coordonnées symétriques, réduire a I'unité la fonction X
st la somme s n’est pas nulle, et la fonction Y s’il en est de méme
de la somme s'.

Supposons, en effet, que I'on change la coordonnée x et qu’on
la remplace par une fonction de x

(14) 21 = (@),

Il faudra remplacer X par A¢/(x), p par p¢'(x), p; par p:¢(x),
et, par suite, fpar f[¢/(2)] B, afin que expression de ¢ définie
par la formule (10) ne soit pas changée. La premiére des équa-
tions (12) ne sera pas altérée, mais la seconde sera remplacée
par une équation toute semblable ou figurerait dans le second
membre, & la place de X, la nouvelle fonction

(s5) X=Xyl =X ()"

Toutes les fois que s ne sera pas nul, il est clair que 'on pourra
cnoisir pour #; unc fonction de x telle que la nouvelle valeur X,
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de X se réduise a 'unité. On démontrera de méme que, si s’ n’est
pas nul, on peut réduire Y a I'unité.

Si la somme s est nulle, la fonction X demeure toujours Ia
méme; mais le changement de variable permet, si elle n’est pas
constante, de la réduire a telle forme que I’on voudra, par exemple

2

N i . .
azoua - Nous aurons a faire usage de cette remarque av nu-

méro suivant.

Nous ne poursuivrons pas davantage 'étude de la méthode
générale, et nous nous attacherons de préférence aux exemples
particuliers suivants, dans lesquels on peut achever les inté-
grations.

613. Supposons d’abord que 'on prenne

(16) k=a, a=0=o, My = — my = 1.
On aura
(17) e 4

Pq>— qP>
Lintégrale © est fractionnaire et linéaire. C'est le cas considéré

par M. O. Bonnet. Les équations (12) deviennent alors

: P1 v r 41 v
18 = =Y, = = X.
(x8) fpz '/4/2-

Elles donnent, par suite,

éfzz‘x\, = piqis
(19) B ’K o \7
2]]2-—[’1\/77 (j‘zﬁtji‘/ <

Si les fonctions X et Y se réduisent 'une et 'autre a des con-~

>~
1
|

stantes, on reconnaitra aisément que la surface est développable.
Ecartons ce cas exceptionnel; il n’y aura a examiner que les deux
hypotheses suivantes :

1° Une seule des fonctions, X par exemple, se réduit & une
constante, I'autre dépendant réellement de y-. Ce fait exceptionnel
ne peut se présenter que pour des surfaces imaginaires. Un calcul
que nous omettons conduit aux surfaces, déja considérées aun
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n® 594, dont I’élément linéaire est réductible a la forme
ds? = 4(xY' Y )dx dy.

L’intégrale lindairc et fractionnaire correspondante a cette forme
n’est autre que l'intégrale (22) du n° 594 dont le premier membre

. - ., e . .
serait divisé par %/- On trouve ainsi
7] i
o = )\ L —_— 92 Y
' q

ou, plus généralement,

_Ap—2Yg+mg
C T wp—2o2Yg -+ mqg’

m, m' désignant des constantes quelconques.

2° Si X et Y sont de véritables fonctions, et non plus des con-
stantes, on pourra toujours, en choisissant convenablement les
coordonnées syméiriques, les réduire aux formes suivantes

(2O> X: .';—L—" Y:t)—/.

On aura alors

(21) ZJQZZJIM%) gzzg,‘/‘;-

L’élimination de 9, nous conduira a I'équation

2 (/2= 2 (/)

dont le développement donne
T 1
(22) si(#—y)— s pi+ 5 q1=o.

- ' . w /11 rrs
Nous retrouvons 'équation E<5, ;) dont nous avons déja

donné I'intégrale au Chapitre 111 du Livre IV [II, p. 69].
Si Von substitue les valeurs de f, p» et ¢, dans P'intégrale (17),
elle devient
o — LI 9P
' PYET — 9Py
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Si P'on ure p et ¢ des équations

T
Pg=r=piq1;, =

ot C désigne une constante, on aura

. 3— G . /r — C.
PMPL\/x—‘__C’ 7~f.71\/ 7 —C

S1 donc on pose

B ) y— G L ‘"z — G
0~>/<p,\/l_4cclx ; ql\/y—jtld‘y>’

Y s . WP P
Péquation des géodésiques sera

29
oG

= (.
TEY \ . A 9 . . - 21 .
Tout se ramene, on le voit, & P'intégration de 'équation (22).

614. L’intégrale générale de cette équation est de forme tres
compliquée; mais nous avons indiqué les moyens d’obtenir un
nombre illimité d’intégrales particuliéres trés simples.

Par exemple, les intégrales homogeénes de tous les degrés,
définies au n° 347 [1II, p. 57], peuvent étre utilisées et conduisent
a des éléments linéaires pour lesquels A est une fonction homogéne
de z et de y. Ces intégrales homogenes offrent de I'intérét parce
qu’on peut alors déterminer non seulement I’élément linéaire, mais
aussi certaines surfaces qui admettent cet élément linéaire.

Cela résulte du théoréme suivant :

Toutes les fois que, dans U'élément linéaire défini par la
Jormule
ds?= E du>+ o2F du dy + G dv?,

E, I, G sont des fonctions homogénes du méme degré m, cet
élément linéaire convient & une infinité de surfaces que l'on
pourra déterminer par des quadratures. Ce sont des surfaces
spirales [I, p. 107] si m est différent de — 2, et des hélicoides
ou des surfaces de révolution st m — — 2.

Si Pon fait, en effet, la substitution

(23) w=e", “_ ev,
o
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’élément linédaire prend la forme

p
(24) ds? = elm+2"[ A du'? + 2B du' de' -+ G de'?],

ot A, B, C sont des fonctions de ¢/, et qui conduira aisément au
théoréme précédent si on la rapproche des résultats donnés au

Livre I, Chapitre IX [I, p. 109].

615. Envisageons maintenant le cas plus général caractérisé

par les hypothéses suivantes
(25) a=0=m3=m,=...=o0,

m, et m, étant quelconques. En élevant I'intégrale & une puissance
convenable, on raménera 72, & I'unité. Nous poserons, pour la
commodité des calculs,

My= 21 — 1.

Les sommes s et s’, définies par les formules (13), ne seront pas
nulles ici et 'on pourra, par suite, réduire X et Y a l'unité. Les
deux équations (12) nous donneront alors

(26) Sppi=a i =,
On tire de la en multipliant
/‘2 N2mo— |
el, par suite,
pi= Mnpl=zm, gi= dmgl=2m;
ou, en remplacant X par sa valeur p.¢,
3 G ] y
(27) Pi=pymy, o= py gy
et il suffira d’écrire que I'expression

p;‘—/”q;ﬂ dx +.pg]lgéfﬁl (Z)f

est une différentielle exacte pour obtenir I’équation aux dérivées
partielles

1— N\ E— — A
(128) <£E> mtg_ <([_2)1 mrz%_ L_.lz’ [<ﬂ)/n—<&>m]sgzo’
92 P2 m P2 92

a laquelle devra satisfaire §,. Une transformation bien connue de
Legendre ramenerait cette équation ala forme linéaire; mais nous
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allons revenir plus loin, par une autre méthode, sur le cas des
deux facteurs distincts. Remarquons seulement que, pour m =1,

on trouve I’équation
ly=rj,

qui correspond aux intégrales du second degré.

616. Voici encore une autre hypothése dans laquelle on peut
obtenir la détermination effective de la valear de h. Supposons
que le nombre 4 des fonctions 0; se réduise a 'unité, mais que les
exposants « et 3 ne soient pas nuls. On pourra, en élevant ¢ a une
puissance convenable et en la multipliant par une puissance de

G . R . ..
l}\—‘l, ramener les valeurs de o, 3, m, a satisfaire aux conditions

(29) o =—8, my=t.
On aura ici
s =20 -1, s'=1—2u,

. . . T
ct, par conséquent, si la valeur absolue de o n’est pas égale a S (",

on pourra remplacer par 'unité les deux fonctions X, Y qui figu-
vent dans les deux équations (12). On aura ainsi

(30) JAepy=r, FA—%qy =1,

ce qui donne

(31) JP=5
et, par suite,

1
(52) j]l‘—_“‘ )\i ‘L'., (jl: \54‘9‘

En exprimant que p, et ¢, sont les dérivées d’une méme fonc-

7

tion, on obtient pour X I'équation lindaire

(r— za))\‘“d—)i = (1 26())\0‘3—1;7

oy

\ 1 . . . . .
(') L’hypothése « === -~ ne pourrait conduire qu’a des surfaces imaginaires.
2
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dont U'intégrale générale est donnée parla formule
(33) (r+-20) Ay 4 (1—2a) 2%z = o(}).

Telle est la relation qui fera connaitre A. L'élément linéaire
correspondant pourra convenir a des surfaces réelles si « est pure-
ment imaginaire et si ¢ (A) désigne une fonction réelle.

617. Nous allons maintenant revenir aux intégrales a deux fac-
teurs distincts pour les traiter par une méthode plus simple.

Soit
(34) o = f(u, o)(pg1— qp)"(pga— qp2)~!

une telle intégrale, écrite avec des variables tout a fait quel-
conques. Si Pon rapporte la surface aux deux familles de courbes
coordonnées

6, = const., 0, = const.,

I"intégrale considérée se raménera a la forme simple
(33) v = hif—,

ott /v désigne une fonction inconnue de « et de ¢. D’ailleurs les
deux familles coordonnées étant formées de courbes paralléles,
I’élément linéaire de la surface aura pour expression (n° 527)

(36) s du?—+ dv?-—2cosa du dy
2 (§= ==

.

sin? g

On aura ici

(37) AQ:})Q—;«gi»—Zpg COS Y.
Posons
(38) cosx = A,

et écrivons ['équation de condition
(Aa (f’) =03
nous serons conduits aux deux relations

oh or oh
A= - A — =
ay f dy Jdu 0
)\% ——mhdj—\ ok =0
du Ju v ’

(39)
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wi détermineront a la fois X et /o. Comme la premiére s’écrit
q p

0 ah
5;()\ /Z) = Ey
on y satisfera en prenant
Jdao . o5
4 e o— —— h = =
( |0) M on ’ 2 v ’
s désignant une fonction auxiliaire.
On a donc
Js
du 7
)\ = ();, ) /L ] 0—(’,
op

et, en portant ces valeurs de /o et de % dans la seconde équation,
on trouve

(41) 9 (Zz—sznO_?f Oi(rﬂ«/n)ﬂma =
4 ov \ade2 T ou ou ouop °

Effectuons la substitution de Legendre et posons

_do _05 L o5 . Jda )
= o0w’ V=50 STEYGL T T

3, considérée comme fonction de z et de y, sera définie par I'é-
quation
(42) y(r—4=mt)y—a{(i--m)s =o,

qui est lindaire et beaucoup plus simple de toute maniére que
celle du n° 615.

On apercoit immédiatement une infinité de solutions homogenes
de cette équation

max?:—y2, 3xyl—(r-+-a2m)x’, ...,

et, d’'une maniére tout a fait géndérale,

’ ;
2 0, D, a2

wp'F<l——l~{J. ——(1., L:{;(I:I‘n)(r——‘u.)’ Qf),

T désignant la série hypergéométrique de Gauss ou toule autre
g yperg q

solution de I'équation du second ordre a laquelle satisfait cette

série. Il sera donc aisé, si 'on suit les régles employées en Physique
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mathématique, de former des séries ou des intégrales définies sa-
tisfaisant a ’équation et contenant des constantes ou des fonctions
arbitraires.

618. On pourrait aussi essayer d’appliquer a I’équation (42) les
méthodes exposées dans le Livre IV; mais, pour cela, il faudrait
commencer par la ramener a la forme normale en intégrant 1'é-
quation différentielle des caractéristiques. Cette intégration est
possible, mais elle parait conduire a un résultat compliqué.

51 Von pose
(43) Z=wym+y, y=ax/m—y,

I’équation prend unc forme un peu plus simple.
Elle devient

[((3m + )&+~ (1—m)y'|r"—[(3m +1)y' +(0—m)z']|t' = o.

Pans le cas oal'on a

elle se réduit & la suivante
(L/l’,}) .)/V]'I__x/[I: o.

Lies équations des caractéristiques sont alors

3 3
y'2E 2% = const.
Posons
3 3 1
z' _"'.y,l = «%,
3 3 L
't —y't = g

I’équation prendra la forme nouvelle

0’z dz 03
9205 = M on O

i

ol m et n sont des fonctions & délterminer. On obtient leurs va-
leuts rapidement en employant I'artifice suivant. L’équalion (44)
admet évidemment les deux solutions

a—+ 8 o — B\ 3
x'3—i—y'3: R ) (Z‘,‘)/’: < i .

2

Exprimant que ces solutions appartiennent a la nouvelle équa-
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tion, on trouve les deux relations

m —+n=o, +.«{:(m~«n)(a———§),
J
d’ou 'on déduit
n = — n = 8 {‘L—L—E,
et I'équation devient
. 023 [ 05 1 03
(45) (+—B)os98 ~ 60z "6 a8 =°

7 . 1 1 . .
C’est I'équation E <6’ 'é) » qui rentre dans celles que nous avons
étudiées et intégrées [II, p. 54].
L’intégrale correspondante

h )’i;
o = 2
? (/]
peut, par une élévation a la puissance — 3, étre remplacée par
une autre
(46) b= h"2pg?,

qui sera entiére et du quatricme degré, mais aura un facteur
triple. Ainsi nous savons déterminer complétement la forme de
I’élément lindaire qui correspond a ce cas spécial de 1'intégrale
homogéne du quatrieme degré.

619. Les recherches précédentes admettent pour point de
départ la classification des intégrales que nous avons donnée au
n° 610, d’aprés Bour, MM. O. Bonnet et Maurice Lévy. Mais, au
lieu de séparer les intégrales d’apres leur degré ou le nombre de
leurs facteurs distincts, on peut se demander s’il en existe d’une
forme déterminée, s’il y en a, par exemple, qui ne contiennent pas
quelques-unes des variables u, ¢, p, ¢. En nous placant a ce point
de vue, nous avons éLé conduit aux deux résultals suivants, qui
nous paraissent nouveaux et que nous allons présenter d’une ma-
niére synthétique.

Si 'on pose, pour abréger,

, G . —F . I
7). e=go-r  JTEC=F ST EG—

[
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I’équation qu’il s’agit d’intégrer sera

(48) A) = ep2+ofpg + gg2=7.
Supposons que e, f, g aient les valeurs suivantes

[ e= au -+ bv + ¢,
(49) JS=du-+0bv+c,

R . ” ”
g=adu+0"v—+ ¢,

qui sont linéaires par rapport a « et a ¢; on reconnaitra aisément
qu’'il existe une intégrale ¢ ne dépendant que de p et de ¢q.
En effet, si 'on suppose ¢ indépendante de « et de ¢, I'équation
de condition
X (A7 (?) =0
nous donne simplement

9%

oo
2 o9aq Ta2) o 3 (bp2 ’ — T2y —
()p(ap -2a' pg + a' g?) 4 d[j(bp +2b'pg +0"g2) = o.

Les coefficients ne contenant ni « ni ¢, il existe bien une fonc-
lion ¢ qui satisfait & cette équation aux dérivées partielles. Pour la
déterminer, il faudra intégrer ’équation homogeéne

dp(bp?+-2b'pg +~ 0" q2) — dg(ap*+2a pg + d' q*) = o.

Par exemple, on pourra prendre

(50) ©= (bp2=+-20'pg + 0" qg2)dp —(ap?+2a' pg + a” q?) d(]-
' P(6P2+2b’p(j+b/,qz)_g((l])?‘—%—'_},a’]_')( +al/ 2
q q

Des formules (47) on déduit facilement I’élément linéaire de la
surface. On a, en effet,
~ 3 !
(51) 8 == g5
et 'on déduira de 1a

< ; —f e
_& — G=—°% _.
es —J2’ eg — 2’ es —f*

620. Nous laisserons au lecteur le soin de faire la discussion de
tous les cas particuliers qui peuvent se présenter ici et qui sont
assez nombreux. Nous indiquerons seulement les suivants.

Prenons d’abord

(52) E =

(53) e =y. J=o, &= u.




INTEGRALES HOMOGENES DE DEGRE SUPERIEUR. 81

[ élément lindaire sera donné par la formule

du do?

(54) dst= —- 4 .

b % - 142

g , . , . U . \

E’intégrale o, qui se réduira ici & ¢ log(p® — ¢?*), nous donnera

J

I’équation
(55) PP—gr=20,

qu’ll faudra joindre a la saivante

(56) P g =1,

pour déterminer p et ¢. Ce cas spécial a éué déja signalé par
Laguerre ().

L’élément linéaire étant homogéne, on pourra détermincr effec—
tivement des surfaces spirales qui admettent cet élément (n°614).
Il en est de méme, dans le cas général, toutes les {fois que les fone-
tions e, f, g ne sont pas linéaircment indépendantes. Alors une
substitution de la forme

wlu—+ vle+ 8
permetira de rendre homogéne 1'élément lindaire de la surface.
Nous signalerons encore le cas particulier suivant
(57) e = u, J = my, o=1.
On aura ici U'intégrale
(58) prn=Gg,
en sorte que p et g seront déterminés par cetle ¢quation joinle &
la suivante
(59) up? == o.mepg —‘\/— gr=.

Mais on peut trouver une seconde 1ntégrale en remarquant que,
si on fait la substitution

(60) p2= ¢,

(') LAacuerRre, Sur wun genre particulier de surfaces dont on pewt déter-
miner les lignes gdodésiques (Bulletin de la Société mathématique, v. 1, p. 8i;
1873).

bD. — 1L 6
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I"¢quation précédente devient
(61) up? + hmy' pg' 290 g't =1,
et appartient encore a la forme que nous étudions. 1l y a donc unc
nouvelle intégrale de la forme
0(p,q') =o.

En la recherchant et en la combinant avec 'intégrale (58), on
obtient le résultat suivant :

2

. L q*
(()2.) ()(j—r-[',n/——_l P V—C.

L élimination de p et de ¢ entre les trois équations (58), (59)
et (62) donnera en termes finis ’équation générale des lignes

géodésiques.
Iélément linéaire de la surface correspondante a pour expres-
sion
} du? — osme dw dy -+ v dv?
(63) dsl = .

uw— m?o?
Silon introduit la variable ¢/, il prendra la forme Lomogéne

u
o' (du?— om du dv') + 5 do'?

o a
(64) s o' (1 — 2m2o’)

On pourra donc encore obtenir des surfaces spirales admettant

cet élément lindaire.

621. Considérons maintenant les surfaces dont 1'élément li-
néaire est réductible a la forme générale

(65) ds? = V[ du? + (u + V,)2 do?],
ot V, V, désignent des fonctions quelconques de ¢. L’équation a
intégrer devient ici

" vy
(66) pr (u+\/1)2_"

Cherchons si 'on ne pourrait pas y satisfaire cn prenant pour 0
une fonction linéaire par rapport a u

0=Pu—+0Q,
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P et Q étant des fonctions de ¢. On trouvera ainsi la condition

qui nous conduit aux deux équalions
(67) Q' =PV, PzoP2z—V.

Il faudra donc d’abord intégrer I'équation différentielle

) D2 ir_)\zm, f
(68) I <d€)\

puis Q se déterminera par une quadrature

(69) Q ::/Vl dar.

L’intégration de 'équation différentielle introduira la constante
arbitraire dont la présence est nécessaire pour assurer la généraliié
nécessaire a la solution 6.

Ici, on le voit, le succés est moins grand que dans les exemples
précédents. On n’a pas la solution compléte du probléme; mais
on a fait un pas vers cette solution et 'on peut dire que l'on a
ramené l'intégration de ’équation différentielle du second ordre
des lignes géodésiques & celle de I'équation (68), qui est seule-
ment du premier ordre.

Dans le Mémoire que nous avons cité plusieurs fois, M. Lie avait
déja signalé une proposition du méme genre relative a la détermi-
nation des lignes géodésiques des surfaces spirales. Ce premier
résultat se trouve compris comme cas particulier dans celui que
nous venons d'établir. On reconnait, en effet, trés simplement que
Uélément linéaire (65) se réduit & celui des surfaces spirales les
plus générales quand on y fait

\}'l = 0.
On a alors

(70) ds? = V(du? +— u? dv?),
et, si Von effectue la transformation définie par les formules

(71) u =e", V'V do = du,
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on est conduit a la forme

(72) ds?= e*'[du'?+- ¢ (u') do'2],

qui convient, nous 'avons déja remarqué (n° 90), a une infinité
de surfaces spirales.

Dans ce qui précede, nous avons déja appris a déterminer com-
plétement les lignes géodésiques d’un nombre illimité de surfaces
spirales. De la résulte, on le reconnaitra sans peine, qu’on pourra
intégrer I'équation différentielle (68) dans un nombre illimité de
cas et, par suite, déterminer, pour une infinité de formes de la
fonction V, et quelle que soit la fonction V,, les lignes géodé-
siques des surfaces correspondantes (').

L’¢élément linéaire défini par la formule (65) peut étre trans-
formé de la maniére suivante. Nous avons déja montré [n° 70] que,
si 'on pose

(73) ds'? = du?—+ (v -+ V)2 dv?,
ds' sera I'élément linéaire d’un plan rapporté a des lignes droites
(v=rconsl.) el a leurs trajectoires orthogonales (u = const.).

Soient z et ¥ les coordonnées rectangulaires d’un point de ce
I
plan, qui seront des fonctions de « et de ¢. On aura

ds'? = dx? -+ dy?,
et, par suite, on pourra ramener «s* a la forme sulvante

(74) ds? = V(dz?-+ dy?).

(') Une surface spirale peut étre soumise, nous 'avons vu, & une déformation
homothétique continue, dans laguelle la surface ne cesse pas de coincider avec
elle-méme. Dans cette déformation progressive, une ligne géodésique vient occuper
une série continue de positions dont Pensemble constituera une famille. Les
trajectoires orthogonales de cette famille de géodésiques se détermineront tou-
jours (n°s 523 et 533) par une simple quadrature qui fera connaitre une solution
de Péquation

A = 15

cette solution particuliére est précisément celle que nous obtiendrons ici par
I'intégration de l'équation (68). Toutes les fois que 'on saura déterminer par
unc méthode quelconque les géodésiques de la surface spirale, on pourra donc
aussi obtenir par une quadrature intégrale générale de V'équation correspon-
dante (68).
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V est une quantité qui doit demeurer constante avec ¢, ¢’est-a-dire
sur les droites d’une famille donnée; elle sera nécessairement dé-
terminée par une équation de la forme

(75) y=xe(V)-+ (V)

Telle est I’expression nouvelle que 'on peut donner a 1’élément
linéaire (65).

Si 'on applique maintenant le principe de la moindre action
[IL, p. 450], on reconnaitra que la détermination des lignes géoddé-
siques équivaut a la solution d’un probléme de Mécanique dans
lequella fonction des forces serait V et I’'équation des forces vives

2= 92V,
De la résulte le théoréme suivant :

La solution de tout probleme de Mécanique dans le plan
pour lequel il existe une fonction des forces, les lignes équi-
poltentielles étant des droites d’ailleurs quelcongues, se rameéne
a Uintégration d'une équation différentielle du premier ordre
et du second degré de la forme (G8).
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CHAPITRE V.

LE PLUS COURT CHEMIN ENTRE DEUX POINTS D,UNE SURFACE.

Comparaison d’un segment de géodésique a tous les chemins infiniment voisins
réunissant ses extrémités. — Considérations géométriques; enveloppe de toutes
les géodésiques passant par un [point. — Enoncé d’une propriété générale qui
s’applique & un grand nombre de problémes de maximum. — Méthode analy-
tique de M. O. Bonnet. — Détermination des géodésiques infiniment voisines
d’une géodésique donnée. — Deux théorémes de Sturm sur les équations diffé-
rentielles lindaires. -— Application aux lignes géodésiques. — Formule qui
donne la variation de longueur d’un arc de courbe quelconque. — Conditions
auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points d’une surface
limitée d’une maniére quelconque. — Extension que l'on peut donner au pro-
bléme du plus court chemin. — Introduction de la notion de la longueur re-
duite d’un segment de géodésique due & M. Christoffel.

622. Nous avons vu que, si 'on prend deux points suffisamment
rapprochés A et B sur une géodésique, cette ligne sera le plus
court chemin entre les deux points. Mais la démonstration que
nous avons donnée cesse, en général, d’étre applicable quand les
deux points s’éloignent I'un de 'autre.

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de la sphére. Dans ce
cas, la géodésique sera un grand cercle; si I’arc AB, d’abord plus
petit qu'une demi-circonférence, augmente et finit par dépasser
cette limite, il cessera d’étre la ligne la plus courte entre A et B.

Nous allons considérer une surface quelconque, et nous nous
proposerons le probléme suivant : Ktant donnés deux points A
et B sur la surface, déterminer le plus court chemin entre ces
deux points. Il est impossible de résoudre ce probléeme d’une ma-
niére générale; mais nous allons faire connaitre différentes propo-
sitions qui permettront de I’aborder dans chaque cas particulier.

Construisons toutes les géodésiques passant en un point A de
la surface et soit (g) 'une d’elles (fig. 3g). Supposons que la
géodésique infiniment voisine (g’) aille rencontrer (g) en un ou
plusieurs points et désignons par B’ celui de ces points qui est le
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plus rapproché de A. Je vais montrer que, sil’on prend un point
B sur la ligne (g), 'arc AB sera plus petit que tout autre chemin
infiniment voisin réunissant les mémes points, tant que le point
B scra situé entre A et B'.

i

in cffet, supposons que le point B soit entre A et B'. Menons
par le point A deux géodésiques AC, AC/ qui iront rencontrer AB
pour la premiére fois en des points voisins de B’ et considérons la
région de la surface limitée par la courbe CDED'C/C formée du
trait C/C réunissant les deux géodésiques et voisin de B, des deux
portions CD, C'D’ de géodésiques et de la courbe DED’ entourant
le point A. Il est clair que la région ainsi définie jouit de la propriété

que, par un quelconque de ses points et par le point A, il passe
une seule géodésique située tout entiére dans la région. Alors les
points de la région pourront étre rapportés au systéme de coor-
données curvilignes formé des géodésiques passant en A et de leurs
trajectoires orthogonales; la démonstration du n° 521 s’appliquera
sans modification, 'avc AB sera plus court que tout autre chemim
tracé sur la région et, par conséquent, que tous les chemins infini-
ment voisins.

Nous allons voir que cette propriété ne subsiste plus quand le
point B est au dela de B'. Pour cela nous emploierons la notion
sutvante, qui est due a Jacob1 ().

(') Voir, par exemple, Jaconr, Vorlesungen tiber Dynamik. Sixi¢me Lecon.
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Puisque nous supposons que la ligne géodésique (g) est ren-
contrée par les géodésiques infiniment voisines partant de A, nous
pouvons admetire que cetle propriété appartient a une infinité de
géodésiques passant en A, que ces géodésiques ont une enveloppe.
Soit PQ cette enveloppe (fig. 41) et soient AB', AB) deux lignes

Fig. 41.
Q
//
B
T

géoddsiques la touchant en deux points B/, B}. La ligne PQ pou-
vant étre regardée comme la développée du point A, on aura,
quelle que soit la grandeur de 'arc B'B',

arc AB = arcAB'| - arc BB’

Cela résulte immédiatement de la formule relative a la différen-
tielle d'un segment de géodésique, donndée au n° 323 [1I, p. 417].

D’autre part, I’enveloppe PQ ne sera jamais une ligne géodé-
sique. En effet, en chacun de ses points, elle est tangente & une
des lignes géodésiques partant de A, et ’on sait qu’il y a une seule
ligne géodésique passant par un point et y admettant une tangente
déterminée. Donc la ligne PQ ne saurait étre géodésique.

D’apres cela, si on considére le chemin formé par AB et par
P'arc B| B/, chemin qui est égal & I'arc AB/, il sera possible de
substituer a la seconde partie BB’ de ce chemin une route plus
courte. Remarquons d’ailleurs que, si B est infiniment voisin de
B/, le nouveau chemin sera infiniment voisin de AB’; donc 'arc
AB’ peut étre remplacé par un chemin infiniment voisin et plus
court.

Il en sera de méme, « fortiors, sile point B est au deld de B';
car il suffira, pour obtenir un chemin plus court que I’arc AB, de
prendre I'an des chemins plus courts que AB’ qui aboutissent en
B’ et ensuite de parcourir I'are B'B.

623. Ladémonstration précédente repose sur des considérations
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de continuité et sur I’hypothése de I'existence d’une enveloppe.
Nous allons en donner une autre plus analytique. Mais auparavant
nous appellerons Pattention sur un fait qu’elle met en évidence,
et qui est un cas particulier d’une loi qui parait s’appliquer a tous
les problemes de maximum ou de minimum.

Reprenons 'arc AB’ égal au chemin AB| B’ et supposons qu’en
substituant & Parc B'B| de Venveloppe la route la plus directe
entre ces deux points, on raccourcisse la route d’une longueur /.
On pourra donc aller de A en B’ par un chemin égal a AB'— 7,
h étant une quantité finie. Prenons en avant de B’ un point 3. On
pourra y parvenir, soit par 'arc A3

AB=AB'— B8,

soit par le chemin AB — /i qui passe en B auquel on fera succéder

le chemin B’
AB — b + B'g.

Or ce second chemin sera plus court que le premier AJ3 tant
e, . . ., . h ; P ,
3 sera inférieur a la quantité finie =- Donc la ligne géodé-

sique cessera d’éire le minimum absolu avant de cesser d’étre
minimum relativement aux chemins qui s'en écartent infini-
ment peu.

que B’

En résumé, il y aura autour du point A deux courbes distinctes :
['une sera le lieu du premier point ot chaque ligne géodésique est
rencontrée par une autre géodésique de longueur égale; 'autre
sera I'enveloppe des lignes géodésiques. Sile point B se déplace
sur unc des géodésiques AX (fig. 42), le chemin AB demeurera

A

le minimum absolu tant que le point B n’aura pas atteint le point
C de la premiére courbe pour lequel la géodésique devient égale a
une autre géodésique terminée aux mémes points. Cela est évi-
dent, car le chemin AB, qui est le plus court lorsque le point B
est trés voisin de A, ne peut perdre cette propriété qu’an moment
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ou il devient égal & un autre chemin. La ligne AB cessera d’étre
minimum absolu dés que le point B dépassera le point G (1),
mais demeurera minimum par rapport aux chemins infiniment
voisins, tant que B n’aura pas atteint le point ol 'enveloppe des
géodésiques est touchée pour la premiére fois par AX.

Dans certaines surfaces exceptionnelles, les deux courbes pré-
cédentes pourront se confondre et la loi que nous signalons dis-
paraitra. C’est ce qui a lieu, par exemple, dans le cas de la spheére
ou pour 'ensemble des méridiens d’une surface de révolution.

La loi générale que nous venons de signaler se retrouve dans
I’étude de tous les problémes de maximum ou de minimum. Con-
sidérons, par exemple, une courbe plane PP’ ( fig. 43), et suppo-

Mo 12
Ilg. 49.

r

qu’'ilsons s’agisse de trouver le plus court chemin d’un point M
pris dans le plan de cette courbe ala courbe elle-méme. Ce chemin
ne peut étre, comme on sait, qu'une des normales menées de M
a la courbe.

Considérons 1'ane d’elles, normale en P, et soit C le centre de
courbure relatif au point P. Le Calcul infinitésimal nous apprend
que, tant que M sera du méme c6té que le point P par rapport a
C, la normale MP sera plus courte que tous les chemins infiniment
voisins. Mais supposons que M vienne en G et soit C'P’ une autre

(1) En effet, soit D’ une position de B un] peu au dela de C. Le chemin AD’
est égal au chemin AMDCD/, et il est évident que l'on raccourcira ce dernier
chemin si, arrivé en un point D trés voisin de C, on se dirige directement vers
le point D' par Parc DD’. Il est donc impossible que AD’ soit le plus court
chemin entre A et D'.
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normale & la courbe. D’aprés les propriétés de la développée, nous

aurons
CP = C'P'+ arc CC'
et, par suite,
CP > C'P'—+ corde CC'.

On démontrera par suile, comme on l'a fait plus haut, que la
normale MP cessera d’étre le plus court chemin d’une maniére
absolue avant que le point M soit venu se confondre avec le
point C.

Comment cela peut-il s’expliquer? Quand le point M s’est
déplacé de P vers C, il y a eu un instant ot une autre normale
menée a la courbe a eu la méme longueur que MP. Ensuite, cette
seconde normale devient la plus courte; mais MP, qui a perdu la
propriété d’étre le minimum absolu, demeure encore plus courte
que tous les chemins infiniment voisins jusqu’au moment ot le
point M vient coincider avec le centre de courbure. Une discussion
compléte du probléme doit donc faire intervenir, en méme temps
que lenveloppe des normales, le lieu des points d’out 'on peut
mener & la courbe deux normales égales. C’est ce que montre
clairement I’exemple de Vellipse ( fig. 44). Lci le lieu des points

Fig. 44.

d’oti ’on peut mener deux normales égales se compose des deux
axes, et toute normale PH rencontre le grand axe en I avant de
devenir tangente 4 la développée en C. Quand le point M sera du
méme c6té que P par rapport & H, il y aura minimum absolu; de
H a C, le minimum n’aura plus lieu que relativement aux chemins
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infiniment voisins. Au dela de C, la normale ne sera plus d’aucune
maniére un chemin minimum.

On serait conduit & une discussion analogue si ’on demandait
le chemin rectiligne le plus long que 'on puisse mener d’un point

a Pellipse.

624. On peut étudier la question que nous venons de résoudre
en suivant une méthode toute différente qui conduit a des proposi-
tions élégantes et quia été employée en premier lieu par M. Ossian
Bonnet ().

Soit MOQM' une ligne géodésique (fig. 45). Pour déterminer les

Fig. 45.

//’Tp\\
P

M

points P de la surface qui sont dans le voisinage de cette ligne,
nous emploierons le systéme de coordonnées formé par les lignes
géodésiques normales a MM’ et par leurs trajectoires orthogonales.
Alors, si « désigne la longueur de la normale géodésique abaissée
de P sur MM’ et si ¢ désigne la longueur de 1'arc MQ, 1’élément
lindaire de la surface sera donné par la formule

ds® = du? -+ G2 dp?;

C est une fonction de « et de ¢ qui doit se réduire a 1 pour «=o.
De plus, si I'on exprime que la ligne MM’ est géodésique, on
aura

-~ = 0 pOl.ll‘ U = 0.

Remarquons d’ailleurs qu’en vertu de la formule de Gauss on a,
pour toutes les valeurs de « et de ¢,

920G G

Ju* —  RR

(') O. BonNNET, Sur quelques proprictés des lignes géodésiques ( Comples
rendus, t. XL, p.1311;1850). — Note sur les lignes gcodesiqgues (Méme Recueil,
t. XLI, p. 32; 1851).
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Cette formule nous permet de développer G suivant les puis-

sances de «; elb, en tenant compte des résultats que nous venons
d’indiquer, on obtient le développement suivant

u? u3 0 1
(1) C=1— o — & 5 (w57 )
2 RR 6 Ju \ RR
ot nous négligeons seulement les termes du quatriéme ordre par

. 1 o 1 9 I )
rapport a u«. Les valeurs des coefficients RE et z)LL<RR’> sont

prises pour u = o.

Cela posé, menons par les points M, M’ une ligne MPM’ s’écar-
tant infiniment peu de la ligne géodésique et pour tous les points
de laquelle « sera une fonction infiniment petite de ¢. L’arc de
cette 1igne aura pour expression

L S w? ws 0 1
s :Lé\ \/U,"—Jr‘ (A‘CZV :tr/i" ‘/[T lé"——‘l.—l{‘, —_— :-))—R/R’, az<m) (ZV,

' désignant la dérivée de w et les termes négligés contenant tous
«' en facteur. Si nous supposons que la dérivée «' ne deviennc
jamais infinie et soit, par conséquent, de l'ordre de « ('), nou-

(*) Nous introduisons ici, on le remarquecra, une hypothése restriclive que
nous pouvions laisser de coté dans notre premiére méthode : par sa définition
méme, la fonction u est infiniment petite pour tous les chemins infiniment voi-
sins de la ligne géodésique; mais, pour assurer la convergence de notre dévelop-
pement en série, nous sommes obligés maintenant d’ajouter la condition que la
dérivée 1’ soit infiniment petite comme « et ne devienne jamais infinie. Or c’est
ce qui n’aura pas lieu si 'on prend des valeurs de u telles que les suivantes :

1
w=av’, w==av o(v),

O]

ol « est une constante infiniment petite et ¢ (¢) une fonction finie pour ¢ = o.
Des difficultés du méme genre se présentent dans I’étude générale des problémes
du Calcul des variations. Si, par exemple, on cherche le maximum ou le minimum
de P’intégrale

/ Sz, vy ' ") da,

remplacer 3 par » + 8y et développer en série revient & admetilre que la fonc-
tion 8y de @ est telle que ce développement en série soit toujours possible, c¢’est-
a-dire que les dérivées 8y, 8" de 8y ne deviennent jamais infinies. On voit ainsi
que les méthodes directes au moyen desquelles nous avons établi les propriétés
de minimum relatives aux lignes géodésiques sont préférables a celles que I'on
peut déduire du Calcul des variations et qu’elles nous permettent d’établir un
résultat & la fois plus préeis et plus étendu.
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aurons, en négligeant les termes du quatrieme ordre,

M
, 1 . 0?2 us 0 L
(2) s — MM'=7 f“ [” RR ~ 3RR ou <RR’>] dv.

Bornons-nous, dans la formule précédente, aux termes du second
ordre qui, lorsqu’ils ne sont pas nuls, donnent leur signe a la
variation de l’arc; on aura

. g
(3) SMM = L /

2o M

2
<u’? — %Pi’ dy.

Si la surface est a courbures opposées, cette variation sera tou-
jours positive. Donc, dans ce cas, la ligne géodésique ne cessera
Jamais d’étre la plus courte si on la compare seulement aux
chemins infiniment voisins.

Supposons, au contraire, la courbure positive. L'intégrale pré-
cédente se composera de deux parties de signes contraires. Pour
déterminer son signe, nous introduirons les solutions de I’équation

d? D
(0 P F

de? T RR
et nous allons, en premier lieu, indiquer la signification géomé-
trique de ces solutions.

625. Pour cela, considérons, d’une maniére générale, un sys-
téme de coordonnées dont I'une des familles soit formée de lignes
géodésiques. L’¢élément linéaire de la surface sera donné par la

formule
ds? = du? + G2 dv?,

et Cdy représentera 'arc de la trajectoire orthogonale compris
entre les deux lignes géodésiques (¢) et (¢ -+ dv). En d’autres
termes, ce sera la longueur de la normale infiniment petite qu’il
faudra élever en chaque point de la géodésique (¢) pour obtenir
la géodésique (¢ + dv). Supposons ¢ et dv constants; les diverses
valeurs que prend la quantité G de en tous les points de la géodé-
sique (¢) seront des fonctions de u, c’est-a-dire de l'arc de cette
géodésique compté & partir d'une origine fixe. Or on a, en vertu
de la formule de Gauss,
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Si donc on pose C d¢ = p, on voit que p satisfera a I'équation
différentielle

drp P

(5) dur = T RR

ce qui conduit an théoréme suivant :

Ltant donnée une ligne géodésique quelconque, st l'on dé-

signe par u Uarc de cette géodésique compté a partir d’une
|

RR’
pour les différents points de la ligne geéodésique, sera une
Jonction de u, la longueur p de la normale qu’tl faudra élever
en chaque point de la géodésique, pour obtenir la géodésique
infiniment voisine, sera une jfonction de w qui devra satisfaire
a Uéquation linéaire (5).

origine quelconque et par la courbure de la surface, qui,

Cette équation (5) coincide, aux notations prés, avec l'équa-
tion (4), et nous avons ainsi l'interprétation géométrique de la
fonction p.

Au reste, on peut chercher directement le minimum de I'in-

tégrale
1 / 702
2 o __ "N gp
2’(/‘(\u HR,)U,

qui donne l'expression approchée de ’arc de toute courbe infini-
ment voisine de la géodésique MM’'. Sil’on recherche celle de ces
courbes qui passe par deux points donnés (g, ¢o), (us, ¢4) et

pour laquelle I'intégrale précédente est un minimum, "application
purc et simple des régles du Calcul des variations montre immé-
diatement qu’elle doit étre définie par I'équation différentielle (4).
On retrouve ainsi, de la mani¢re la plus simple, le résultat pré-
cédent.

626. Supposons qu’il soit possible de trouver une solution p
de Péquation (4) ne s’annulant ni pour M, ni pour M, ni pour
aucun point compris entre M et M'. Si nous posons

w=12Ap,

A devra s’annuler comme « pour les points M et M’ et il ne de-
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viendra jamais infini entre M et M'. En substituant fa valeur
précédente de w dans la formule (3), on aura

AN

.Y - P22
SMM' = — 2p2 o AN pp +— p2 N2 — L Vdyp
oMM’ = )ﬂ <)\ P22 XN pp' 4 p2) R )ce

T "
ou, en remplacant T Par — %7
I M
oMM = 5 f (XN2p'2 = 2) N pp'—+ p2 N2+ W2 pp") do
M
o

[/
2 Jy

X étant nul aux deux limites et {ini dans Pintervalle de M a M/, la

d(N2pp'y + —; /jﬁ N2 do.

premiére intégrale est nulle; il reste donc

M NS
w2
p2( — dy.
[ £ (\P )

<M

(6) SMM' =

W=

On voit que la variation de MM’ est essentiellement positive; par
suite, la ligne géodésique est plus courte que tous les chemins
infiniment voisins.

Ce point étant établi, considérons la solution p de I'équation (5)
qui s’annule pour le point M (/fig. 406) et supposons que cette

N A
Iig. 16.

Ny My
—o-

o —

it

s M
/'N
solution s’annule de nouveau au point M, en conservant son signe
dans toate I'étendue de MM, . Cela veut dire que les géodésiques
partant de M et infiniment voisines de MM, viendront couper de
nouveau cette ligne géodésique au point M, ou en un point infini-
ment voisin, sans la rencontrer entre M et M. Nous allons montrer
que, si l’on prend un point M’ entre M et M,, le segment géodé-
sique MM sera plus court que tous les chemins infiniment voisins
réunissant ses extrémités. En effet, la solution p de I'équation (5)
us'tiq annule en un point N infiniment voisin et & gauche de M ne
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s’annulera une seconde fois qu’en un point N, infiniment voisin
de M, et, par conséquent, au dela de M’. Il y aura donc une solu-
tion p ne s’annulant en aucun point du segment MM/, et cela suffit,
nous venons de le montrer, a établir la proposition que nous avions
en vue.

627. Jacobi avait énoncé sans démonstration (') une propo-
sition qui compléte la précédente : Le minimum cesse certaine-
ment d’avoir licu sile point M est placé au dela du point M.
Ce résultat a été démontré par M. O. Bonnet dans les Notes citées
plus haut. On peut encore I’établir comme il suit.

Prenons au dela de M, (fig. 47) un point M’ assez voisin de M,
pour que la solution de Péquation (4) qui s’annule au point M’ ne
s’annule pas dans 'intervalle M, M’, y compris le point M,. J’ap-

Fig. 47.

o
!
pelle ¢ cette solution; il sera alors possible de déterminer entre M
et M, un point M” tel que la solution ¢ ne s’annule pas dans I'in-
tervalle M/ M”. Je désigne, comme précédemment, par p la solution
de Véquation qui s’annule aux points M et M, et j’achéve de déter-
miner cette solution, qui n’est connue qu’a un facteur constant
prés, par la condition qu’an point M” on ait
p=q-

Cela posé, dans la variation

I 4/”“ < h ® > !
— w = = av
; 7 ’
2 Jn RR

je remplace « par p de M a M" et par ¢ de M” & M/, ce qui est évi-
demment permis, ces valeurs successives de « définissant up

(1) Jacosr, Sur le Calcul des variations et sur la Théorie des équations dif-
Serenticlles (Journal de Liouville, t. 111, p. 44; 1836). Voir aussi la Note V.
dans le deuxiéme Volume de I'édition de la Mécanique analytique due a M. Ber-
trand et la quatri¢me Legon des Vorlesungen iiber Dynamik.

D.— Il 7

98 LIVRE VI. — CHAPITRE V.

chemin parfaitement continu. La variation prendra la valeur

. MY P . W 72
= I o n_ 9 Vg4
2 j; <p RR’> v+ 9 /M., <q BR’) v

M M
I ! I/ 1 19 "
> | pPpph)de -5 | (g7 gq”)de.

2Jn e

ou encore

Sil'on inteégre et si 'on remarque que p est nul en M el ¢ en
M/, on obtient pour la variation du chemin ’expression suivante

lpP — 99 1w

Comme on a, pour le point M’, p=¢, on peut écrire cette va-

riation sous la forme
[9p —pPq' lur

Or, étant données deux solutions quelconques p et ¢ de I'équa-
tion (4), on sait que le déterminant

1 ’
qp — P9
est constant; on pourra donc calculer sa valeur pour tel point

que I'on voudra, par exemple pour le point My, ot 'on a p =o0. 1l

reste alors
[QP']M,-

Cetle quantité est négative. Supposons, en effet, pour fixer les
idées, que la valeur de ¢ soit positive entre M’ et M”; d’apres les
hypothéses faites, il en sera de méme de la valeur de p entre M
et M,. Or, un peu avant le point M,, p et p’ doivent étre de signe
contraire; il faut donc que la valeur de p’ au point M, soit né-
gative.

La variation du chemin étant négative, la ligne géodésique a
perdu, on le voit, sa propriété de minimum.

Il est aisé d’interpréter géoméiriquement la méthode que nous
venons de suivre et de reconnaitre comment on y est conduit. S’1l
existe un chemin MHM' plus court que l'arc de géodésique MM/,
en substituant & ce chemin les deux portions de géodésiques MH
et HM' on ne pourra que diminuer sa longueur, et’on formera un
nouveau chemin qui devra étre encore plus court que ’arc MM'.

628. 1l nous reste a établir une remarquable proposition; mais,
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avant de la faire connaitre, nous allons démontrer, par une méthode
nouvelle, de beaux théorémes sur les équations linéaires du second
ordre, qui sont dus a Sturm (*).

Considérons I'équation

dz?

Q,
<

(7) = HV,

et soit V= ¢ () une solution de cette équation s’annulant pour
une valeur z, de . Nous désignerons par 2, la racine de V
immédiatement supérieure & z,; #, seraremplacé par oo quand
V ne s’annulera pour aucune valeur de z supérieure a x,. Nous
allons d’abord montrer qu'aucune intégrale de U’équation li-
néaire ne s'annulera plus d’une fois entre z, et xz,.

En effet, soit o une valeur de x comprise entre x4 et 2. La so-
lution de ’équation qui s’annule pour cette valeur de x est donnée,
comme on sait, par la formule

Q?(x)f ek

ou G désigne une constante arbitraire. Aucun des facteurs de ce
produit ne s’annule pour les valeurs de « comprises entre x, et
x,;; pour toutes ces valeurs de z, 'intégrale a toujours un sens dé-
terminé, car son élément ne devient pas infini entre les limites de
I'intégration. La proposition que nous venons d’énoncer est donc
établie.

Sil’on donne a G la valeur ¢(a), on a la solution

) w(@ro) [ S

que nous désignerons par §(z, «). Elle a sa dérivée égale a I'unité
pour x = a; elle est évidemment positive pour toutes les valeurs
de z comprises entre « et x,, négative pour les valeurs de  com-
prises entre z, et a. Pour z, ou z;, elle revét une forme indéter-
minée; mais on obtient facilement sa vraie valeur, quin’est ni nulle

(*) SturM, Memoire sur les egquations differentielles du second ordre
(Journal de Liouville, t. I, p. 106; 1836).
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ni infinie, en faisant usage de la relation

09 , -
(9) ¢(2) 57 — U ¢'(2) = ¢(a),
qui a lieu pour toutes les valeurs de .

629. Cela posé, considérons deux équations distinctes

a2V ,
(10) T v,

d2V ,
(11) T = H'YV,

et supposons que I'on ait, pour toutes les valeurs de x,
(12) H'=H

Nous allons montrer que, si () est une solution de lg pre-
miére admetiant les deux racines consécutives z,, xy, la solu-
tion de la seconde qui s’annule pour z, ne s’annulera plus
dans Uintervalle (z,, ), 1 compris.

En effet, j’écris I'équation (r1) de la maniére suivante :

a2V

“ = HV -+ (' —H)V.

S1i nous considérons (H’-é H)V comme une fonction donnée
Y(z) de «, 'équation précédente deviendra

v

dz?

(13) — BV = U(2);

et, comme nous connaissons une solution ¢(z) de I'équation sans
second membre, nous pourrons obtenir une formule donnant 1’in-
tégrale de I’équation compleéte.

Parmi les méthodes connues, appliquons celle de Cauchy : elle
prescrit de former en premier lieu une solution de I'équation sans
second membre qui se réduise a o pour x = o et dont la dérivée
devienne égale a 1 pour la méme valeur de z. Cette solution est
celle que nous avons formée plus haut

0(z, a>f~<9<x><y<a>f et

Cela posé, une solution particuliére de I’équation avec second
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membre est fournie, d’apres le théoréme de Cauchy, par I'intégrale
x
[0 ) () e
Xy

bar suite, toutes les solutions de I'équation (13) qui s’annulent
¥ ) { q
pour x = z, seront de la forme

X
Co(x) = 0(z, a)V(a) da,
Xo
ou C désigne une constante arbitraire. Si donc V' désigne une

solution de ’équation (11) s’annulant pour x = «,, nous aurons,
en substitvant (H'—H)V’ a 4 (),

X
V=GCo(x)+ 0(z,a)[(H— H)V']y da,
X
Pindice o indiquant que I'on remplace 2 par o dans la parenthése.
On peut exprimer la constante G en fonction de la dérivée de
V' pour la valeur z, de x. Sil'on prend, en effet, les dérivées
des deux membres de I’équation précédente en faisant x = z,,
on a
PAG ,
(&z)xo— G ¢ (o).

\

On obtient donc définitivement la formule suivante

AV’
(i4) V' CP‘?((;’O)) (%) +f 02, a)[(H' — H) V'], da,

qui ne peut étre d’aucun secours immédiat pour la détermination
de V', mais qui vanous permettre d’établir la proposition que nous
avons en vue.

Imaginons, en effet, que z varie de z, & ;. La fonction V/, qui
est nulle pour z = z,, commence par avoir un certain signe, celui

71
de sa dérivée pour z — x Z— )} . Supposons, par exemple, que
p o\, PP ’ ’

ce signe soit positif; la fonction le conservera évidemment de x,
a x4, si elle ne s’annule pas; et, pour prouver qu’elle ne s’annule
pas, il suffira de faire voir que, si la fonction demeure positive
pour toutes les valeurs inférieures 4 un nombre donné z’', elle
demeure positive méme pour z==2z'. Or c’est ce qui résulte
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immédiatement de la formule précédente. Le premier terme du
second membre sera évidemment positif pour z = x/, etil en sera
de méme de tous les éléments de I'intégrale

/' 0 (2, o) [(H'— H) V'], da;

G(2', «) est en effet positive, puisque o est inférieur a x'; il en est
de méme par hypothése de (H'— H), et aussi de V,, qui cor-
respond & des valeurs o de « toutes comprises entre x, et x'.

La proposition est donc établie. On en déduit comme corollaire
la suivante :

Etant données les deux équations (10), (11), s'il arrive que
Llon ait constamment H'SH et gw’une solution de la premicre
s’annule pour x — x, et x — x,, la solution de la seconde qui
sannule pour x = x, aura au moins une seconde racine dans
Uintervalle (xq, xy).

Car, si cette solution ne s’annulait pas dans l'intervalle con-
sidéré, il en serait de méme « fortiori de la solution de la pre-

miére équation, en vertu méme de la proposition que nous venons
de démontrer (*).

630. Appliquons ces résultats au probléme des lignes géodé-
siques et reprenons I'équation

@p p
(15) @t = RI

Soient p une solution de cette équation et ¢,, ¢, deux racines
consécutives de p correspondantes a deux points M,, M,. Nous
savons que ’arc MM sera le plus court tant que M sera entre M,
et M; mais qu'il perdra cette propriété dés que M sera au deld
de M,.

Supposons qu’en tous les points de M,M, on ait

1 I
_ < —_, ou RR'S a?;

RR’ a?

(') Les propositions établies ici ont moins d’étendue et de généralité que
celles de Sturm ; mais elles suffisent pour 1’objet que nous avons en vue et, d’ail-
leurs, le lecteur pourra appliquer notre méthode & la démonstration des résultats
les plus généraux contenus dans 'admirable Mémoire de Sturm.
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la solution de I’équation

azp 1
dv? b

a?

qui s’annule pour ¢ == ¢, sera

. p—
C sin ————2)
a

et la racine immédiatement supérieure a ¢, sera
Po—+ Ta.

D’aprésla proposition de Sturm, celte racine doit étre supéricure
& ¢,. Nous obtenons ainsi ce beau théoréme de M. O. Bonnet,
démontré dans les Notes citées plus haut :

Si, le long d’une ligne géodésique, le produit des rayons de
courbure est positif et inféricur ca?, la ligne ne peut étre le
plus court chemin dans un intervalle supérieur a ~a ().

On peut ajouter la proposition suivante, qui compléte celle de

M. Bonnet.

Supposons qu’en tous les points de 'arc My M, on ait

1 1
e > B2
BR = 3 ou RR'Z b2.

Alors, si I’on considére I’équation

P'intervalle entre deux racines consécutives sera mwb. Comme 1l ne
saurait étre inférieur, d’aprés la proposition de Sturm, a Vinter-
valle entre deux racines consécutives de la premiére, on est conduit
au résultat suivant :

(t) M. Bonnet a déduit de sa proposition les conséquences suivantes :

Si, dans une surface fermeée convexe, le produit des rayons de courbure est
inferieur a a®, la longueur de la droite qui joint deux points gquelconques
de la surface est certainement injférieure a w©a.

Si, dans une surface convexe, le produit des rayons de courbure est infe-
rieur a une quantité fixe a*, la surface ne peut avoir de nappes infinies.
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Si, en tous les points de la ligne géodésique, le produit des
rayons de courbure est supériecur a b, la géodésique est plus
courte que tous les chemins infiniment voisins dans un inter-
valle au moins égal a wb.

Considérons l'ellipsoide, par exemple. La courbure en chaque
point est donnée par la formule

a, b, ¢ désignant les demi-axes et p la distance du centre au plan
tangent (n° 504). Les valeurs extrémes de RR’ seront

a? b2 t b2 2

c? ’ a?

Ainsi toute géodésique ne peut étre le plus court chemin sur

[ . mab .
une longueur supérieure a ‘—C—, elle sera certainement, sur toute

e, . . be . . .
longueur inférieure a = > plus petite que tous les chemins infi-

niment voisins réunissant ses extrémités.

631. La méthode suivie par M. Bonnet permet de trouver trés
simplement la variation de longueur d’un arc de courbe.

Soit en effet MM’ une courbe quise déplace et se déforme suivant
une loi quelconque (/ig. 48); considérons-la dans deux de ses

3 — W

I
M

positions infiniment voisines MM/, PP’. Elevons les géodésiques
perpendiculaires 8 MM’ et employons le systéme de coordonnées
formé par ces lignes géodésiques et les courbes paralleles & MM'.
On aura, pour’élément linéaire, 'expression

ds? = du? - C2 dy2.

La variable « est la longueur portée sur les lignes géodésiques
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a partir de MM/, prise avec un signe déterminé suivant qu’elle sera
portée d’un c6té ou de autre.de MM'. Quant a la variable ¢, nous
pouvons supposer qu’elle est égale a I'arc de la courbe MM/ com-
pris entre une origine fixe et le pied de la géodésique (¢). Onaura
encore

C =1, pour u= o,

. N d A
mais la dérivée d—i ne sera plus nulle pour la méme valeur de w.
Il résulte des formules du Livee V [1I, p. 385 a 387] que la
0C C Taie
valeur de — 5., pour w=o est la courbure géodésique de MM/,

comptée comme positive si le centre de courbure géodésique est
du coté de MM/ qui correspond aux valeurs positives de u.

Cela posé, soient R et R’ les points ou les géodésiques normales
en M et M/ viennent couper PP’. On aura

SMM' = PP’

MM’ = PR -~ P'R'+ RR'— MM/,

ou, en considérant les triangles infiniment petits RPM, R'P'M/,

(16) 5 MM’ = — PM cos PMM’ — P'M’ cos P’ M’ M -+ RR'— MM’

En tous les points de RR/, « est une fonction infiniment petite

de ¢. On aura donc
M
RR = V' 02 de,
/N
ou, en développant C suivant les puissances de u et négligeant les
infiniment petits du second ordre,

M " w N
R]%’::f w21+ )u<d~(‘ dy — 1+ u<0-(—:'> ]dv,
M Ju 0 A Ju 0

ou enfin

N,
(v7) RR = MM’ —:—/ u(d~0—> dy.
M ou /g

Si nous portons cette valeur de RR’ dans la formule (16) et s1

oG . —1
nous remplacons (074) par son expression — au moyen de la
\ 0 ) s

courbure géodésique de MM/, nous aurons

‘ ! e TN M ds
(18) 6 MM ==— PM cos PMM' — P'M’' cos PPM'M —f 1w -—
M P&
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formule trés intéressante et trés ulile, et qui ne contient que des
éléments dont la définition géométrique et le signe ne laissent
place a aucune difficulté.

632. Elle va nous permettre d’indiquer une série de conditions
auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points
d’une surface limitée d’'une maniére quelconque.

1° Les portions qui seront a l'intérieur de la surface devront
étre formées de lignes géodésiques.

Cette propriété résulte immédiatement de ce quia éLé démontré
(n° 516 et 521). On peut la déduire aussi de la formule précédente.
Si le rayon de courbure géodésique pg n’est pas infini, il suffira
en effer d’élever sur 'arc MM’ des perpendiculaires infiniment
petites de méme signe que pg, c’est-a-dire dirigées du coté du
centre de courbure géodésique, et s’annulant en outre pour les
deux points M et M'. On aura ainsi remplacé MM’ par un chemin
infiniment voisin et plus court, puisque 'expression de & MM’
donnée par la formule précédente sera essentiellement négative.

w
/
[}

2° Les portions de chemin qui font partie de la limite de la sur-
face, si elles ne sont pas des géodésiques, devront satisfaire a la
condition suivante : imaginons qu’en chaque point de la limite on
méne celle des tangentes de la surface qui est normale & la courbe
limite; il faudra que le centre de courbure géodésique de la
courbe soit placé sur la portion de cette tangente qui est dirigée
vers I’extérieur de la surface. En effet, si cette condition n’était
pas remplie, on diminuerait la longueur du chemin en remplacant
un segment de cette courbe limite par une courbe infiniment voi-
sine tracée sur la surface et réunissant les extrémités du segment.

3° 51 deux portions du chemin, tracées sur une méme nappe,
viennent se réunir ( fig. 49) en un certain point de I'intérieur, elles




LE PLUS GOURT CHEMIN ENTRE DEUX POINTS D’UNE SURFACE. 107

doivent se raccorder tangentiellement et de maniére que 'une soit
le prolongement de 'autre. Car, si ces portions BA, AC se ren-
contraient sous un angle différent de zéro, on abrégerait le chemin
total en prenant B/, ¢/ infiniment voisins de A et substituant la
route directe B’ C/ au chemin B’A - AC/.

11l résulte de 1a que la portion du chemin comprise a 'intérieur
de la surface doit se composer d’une seule ligne géodésique qui se
continue sans interruption jusqu’a ce qu’on rencontre une limite
ou une ligne singuliére de la surface.

4° Si deux portions AB, BG du chemin le plus court ABC vien-

nent se rencontrer en un point B ( fig. 50) appartenant a la limite

Fig. 5o.

A

K

DBK, il faudra que I'angle ABC soit inférieur ou égal & deux
droits pour la méme raison que précédemment.

5° Enfin, sila surface a des nappes différentes se coupant ou se
raccordant suivant certaines lignes, le chemin le plus court ne
pourra se briser et passer d’une nappe a l'autre qu’en faisant de
part et d’autre des angles égaux avec la ligne de séparation.

Nous allons indiquer quelques exemples simples propres a faci-
liter ’application de ces principes.

Soit d’abord une surface plane (fig. 51) a laquelle on aurait
enlevélaire comprise a 'intérieur du cercle O, et proposons-nous
de trouver le plus court chemin entre deux points A et B, choisis
de telle maniére que la droite AB rencontre la circonférence. Il
résulte des propositions précédentes que le plus court chemin se
composera de 'une des tangentes menées de A et de B a la cir-
conférence et d’une portion de cette circonférence. On n’aura

donc a choisir qu’entre les deux chemins AEFB et ADCB. Le plus
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court est celui qui se trouve du méme c6té de O que la droite AB.

Supposons maintenant que le plan soit double et se compose
de deux nappes raccordées suivant la circonférence O (fig. 52).
C’est ce qui arriverait si 'on appliquait sur le plan une surface
développable dont l'aréte de rebroussement viendrait coincider

Fig. 51.
A
//'//_\\
r\ 0
\\\ ¢

avec la circonférence O. Nous désignerons par les lettres sans
accents les points de la premiére nappe et par les lettres ac-
centuées ceux de la seconde.

Le plus court chemin d’un point A de la premiére nappe a un
Fig. 5e.

/B’

e
oe

N4

S~

point B’ de la seconde devra, d’aprés les conditions énoncées, se
composer sur chaque nappe d’une portion droite. De plus, les deux
droites AM, B'M devront faire en M des angles égaux avec la cir-
conférence.

On pourrait multiplier les exemples de ce genre; nous nous
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contenterons de ceux qui précedent. Mais nous ajouterons la re-
marque suivante, qui montrera toute ’extension que I’on pourrait
donner a ce genre de recherches.

Considérons sur une surface quelconque tous les chemins pos-
sibles réunissant deux points donnés. Les études apprrofondies
que I'on a été conduit a entreprendre dans la théorie moderne des
fonctions ont montré qu’il existe un grand nombre de surfaces
pour lesquelles on ne peut passer de I'un de ces chemins & tout
autre, réunissant les mémes points, par une déformation progres-
sive et continue. Par exemple,sur un cylindre circulaire droit, il y
aura des chemins allant d’un point A & un autre point B en faisant
un nombre quelconque de tours, soit dans un sens, soit dans
Pautre; et ces chemins ne seront pas réductibles les uns aux autres.
Si Pon veut considérer une surface limitée, on pourra prendre
le tore, pour lequel il y a lieu de faire les mémes distinctions, la
surface d'un ellipsoide ou une portion de surface plane dans les-
quelles on aurait enlevé les parties de la surface comprises a I'in-
térieur de différents traits fermés, etc. Dans un trés intéressant
Mémoire publié en 1866 ('), M. Jordan a montré comment on
peut classer toutes ces routes différentes et les réduire a certains
chemins élémentaires parfaitement définis. De cette maniére, le
probléme que nous avons étudié dans ce Chapitre se présentera
sous une forme nouvelle et plus générale. On pourra I'énoncer
comme il suit :

Parmi tous les chemins réunissant deux points A et B d’une
surface et réductibles les uns aux autres par une déformation
continue, déterminer celui qui est le plus court.

Les propriétés différentielles que nous avons établies plus haut
permettront d’étudier cette intéressante question, dont la discus-
sion compléte appartient évidemment a la Géométrie de situation.
Le lecteur pourra examiner quelques cas simples, se rapportant a
des cylindres ou a des surfaces planes percées de trous circu-
laires.

(1) Jorpaw (C.), Swr la déformation des surfaces (Journal de Liouville,
2¢ série, t. XI, p. 105; 1866).
Des contours traces sur les surfaces (Méme Recueil et méme tome, p. 110).
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633. Nous terminerons ce que nous avons a dire sur ce sujet
en donnant quelques indications sur une notion nouvelle, celle de
la longueur réduite, introduite par M. Christoffel dans la théorie
des lignes géodésiques (').

Soit (g) (fig. 53) une ligne géodésique dont les différents

Fig. 53.

points seront déterminés par leurs abscisses ¢, comptées a partir
d'une origine fixe O prise sur cette ligne. Nous avons vu que,
pour définir toute ligne géodésique infiniment voisine de (g), il
faut élever au point d’abscisse ¢ une perpendiculaire p satisfaisant
a I’équation du second ordre

(19) er b

de2 —  RR”

le lieu de Pextrémité de cette perpendiculaire sera la ligne géodé-
sique cherchée. Par conséquent, si I'on veut oblenir celles de ces
lignes qui passent en M,, il faudra prendre les solutions de 1'é-
quation précédente qui se réduisent a zéro pour le point M,. Ces
solutions ne différent les unes des autres que par un facteur con-
stant; distinguons et désignons par la notation [ M;M] celle dont

(e .4 1 s . .
la dérivée L se réduit a 1 pour le point M,. On pourra dire alors
dy 0

que toute ligne géodésique passant par M, est définie par I'é-
quation

(20) p =«[MM],

ou o désigne une constante infiniment petite. Proposons-nous de
déterminer I'angle § que fait en M, cette ligne géodésique avec la
ligne (g). Nous considérerons pour cela le triangle M,M, K, en

(*) CurisTorrEL (E.-B.), Allgemeine Theorie der geodditischen Dreiecl;e
(Abhandlungen der Kéniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
p- 119-176; 1868).
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supposant le point M, infiniment voisin de M,. Comme il est rec-
tangle en M,, nous aurons

o MK _ rdp
T MM, [ dvln,’

en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur au premier.
En vertu de la définition de la solution [M,M], on aura donc

0 = a.

De la résulte le théoréme suivant, dit & M. Christoffel.

Donnons ala solution [M,M ] de I’équation (19), qui est définie
par la double condition de se réduire a o pour M, et d’avoir sa
dérivée égale 4 1 pour le méme point, le nom de longueur réduite
du segment géodésique MyM. S¢, par le point My, on mene une
ligne géodésique faisant avec la premiére l’angle infiniment
petit § et gu’on éléve en M Uarc perpendiculaire MH jusqu’a la
rencontre de cette ligne géodésique, on aura

(21) MH = [ M¢M].

Si ¢4 el ¢ sont les abscisses des points M, et M, on aura, comme
nous 'avons déja vu (n° 628),

. " d
(22) [MoM] = 5(00) 9(0) | s

o(¢) désignant une solution de I’équation différentielle qui.ne
s’annule pas pour ¢ = ¢,.
Nous voyons, d’apres cette formule, que 'on a

[MgM] —+ [MM,] = o.

Silon connait deux solutions ¢ (¢), &(¢) de 'équation différen-
tielle, satisfaisant nécessairement & une relation de la forme

()Y (0) = 4(0) ¢'(¢) =G,

on trouvera

(23) [MoM] = f?(%)“-J(")E?(VW(%),

et cette nouvelle expression de la distance réduite permet de
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démontrer immédiatement une relation
(24) [ab]led] +[ac][db]+[ad]]bc] = o,

qui a été donnée par M. Christoffel.

Si, sur toutes les lignes géodésiques passant par M, (fig. 53),
on porte une longueur égale a MyM, on obtiendra une trajectoire
orthogonale & toutes ces lignes géodésiques quipassent en M,. Le
rayon de courbure géodésique de cette trajectoire orthogonale au
point M sera donné par la formule

—1 d[MgM]
- 7.

1
(25) oe | [MoM] — dv

que nous nous contenterons d’indiquer.

Il résulte des développements donnés plus haut que les pro-
priétés essentielles de la longueur réduite avaient été utilisées par
M. O. Bonnet avant que cet élément edt été défini par M. Chris-
toflel.
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CHAPITRE VI

LA COURBURE GRODESIQUE ET LE THEOREME DE GAUSS.

Définitions diverses de la courbure géodésique. — Généralisation de différentes
propositions relatives & la courbure des lignes planes. — D¢finition due a
M. Belirami de la courbure géodésique. — Détermination de toutes les surfaces
dont les lignes de courbure ont leur courbure géodésique constante. — Le
théoréme de Green pour une aire a connexion simple. — Formule de M. O.
Bonnet. — Théoréme de Gauss relatif a la courbure totale d’un polygone dont
les cotés sont des lignes géodésiques. — Définition de 'angle de contingence
géodésique. — Formule de M. Liouville, expression de la courbure totale en
un point de la surface au moyen des courbures géodésiques des deux lignes
coordonnées. — Application de cette formule a4 un problé¢me de M. Tcheby-
cheff. — Le théoréme de Green pour une aire a connexion multiple. — Appli-
cations diverses. — Le théoréme de Gauss relatif a4 la courbure d’un polygone
géodésique ne constitue pas une propriété caractéristique des lignes géodé-
siques.

634. Apres avoir développé les principales propositions rela-
tives aux lignes géodésiques, nous allons étudier d’'une maniére
détaillée la courbure géodésique. Nous avons vu qu’elle est donnée
par la formule
(1) s = dw + rdu - rydp.

Pg

Le centre de courbure géodésique, c'est-a-dire le centre de
courbure de la projection de la courbe sur le plan tangent, admet
pour coordonnées relativement au triedre mobile (T')

& = — Dg SIN W, Y = pg COSWL.

Par conséquent, le rayon vecteur qui joint le point de la surface
au centre de courbure géodésique fera avec 'axe des # du triedre

, . T e . ..
T) un angle égal & v -+~ = ou w-— = suivant que p, sera positif
gle €8
2 2 Ve
ou négatif.
La courbure géodésique étant un élément des plas importants,

nous en ferons connaitre successivemenl différentes expressions.
D. — 1. 8
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Au premier rang, il faut placer la suivante : nous avons va (n° 631)
que, si ’on considére un arc quelconque MM’ et si Uon porte des
longueurs infiniment petites . sur les géodésiques normales &
8 ! , 8 q
cette courbe de maniére a obtenir un arc infiniment voisin RR/
?
P'accroissement de MM’ est défini par la formule

M
SMM — %f Ads ,
M Py

pourvu que 'on donne a et a pg le méme signe quand ces gran-

deurs sont portées dans le méme sens.

L’élément ds étant toujours positif, on a, d’aprés un théoréme

connu,

N AT A
6 MM' = — MM’ <——>>
Pe
o) . PA . . .
(o—> désignant la valeur de -~ prise pour un point inconnu de
vE &
I'arc MM’ ou encore une moyenne entre la plus petite et la plus

A . . .
grande des valeurs de — relatives aux points compris entre M et M.

Sinous supposons que 'arc MM’ se réduise a I'arc infiniment
petit AB (fig. 54), la formule précédente nous donnera

AB—AB AN
f\B - Pg ’
Fig. 54
B

og différant infiniment peu du rayon de courbure de AB en A. On
peut obtenir un résultat beaucoup plus général par une interpré-
tation directe des formules qui donnent la courbure géodésique.

635. Supposons la surface rapportée a des coordonnées rectan-
gulaires quelconques et soit

ds? = A2 du? 4+ C2 do2

Pexpression de I’élément linéaire.




LA COURBURE GEODESIQUE. 115

Le rayon de courbure géodésique de la courbe ¢ =-const. sera
donné (n° 507) par la formule

T I OA

o AC o’

les coordonnées du centre de courbure géodésique étant
Xy = 0, Y=

Construisons les quatre courbes coordonnées (u), (-4 du), (¢),
(v 4 dy), qui forment le quadrilatére curviligne MM' PP’ (fig. 55).

On aura
MM’ = A du, MP = C dv

et, par conséquent,
J
PP = A du + 50 (A du)dv;
ce qu’on peut écrire

PP’ — MM’ = %% du dv.

L’expression de p pourra donc étre présentée sous la forme

I PP’'— MM/’

(2) b T T TMPLMM

Clest le résultat auquel nous avions été conduits plus haut;
mais, dans la premiére méthode, nous supposions que les trajec-
toires orthogonales de la courbe (¢) étaient des géodésiques,
tandis que ce sont maintenant des courbes se succédant d’aprés
une loi quelconque.

636. Nous avons ainsi une premiére définition dans laquelle
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on n’a pas & sortir de la surface. En voici une autre de méme
nature.

Etant donnée une courbe quelconque MH ( fig. 56), menons
la géodésique MM’ tangente en M; pour déterminer les points de
la surface, nous prendrons des abscisses MQ = ¢ sur cette ligne
géodésique et nous éléverons en Q des perpendiculaires géodé-
siques PQ = .

Fig. 56.

— O
- o i \Q\
/ w

I’¢élément lindaire aura pour expression

(3) ds? = du? + C2 dv?,
et I’on aura pour v = o
C=1 s =
= I, 5;/ = O

Le développement de C suivant les puissances de « sera donc
de la forme

(4) C=1-+lu~+...,

% étant une fonction de .

L’équation de la courbe MH permettra de développer « en série
suivant les puissances de ¢. On aura, pour les points de cette
courbe voisins de M,

w=Fke2 -+ Kk'p3+....
Calculons la courbure géodésique de la courbe en M. On aici

ds 0C du
f—)—;:a’w%—ﬁdv, o

= cotw.

En se bornant aux premiers termes des développements, on
trouve

'

ds = dv, cotw = 24, W= — —92ky

2,
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et, par conséquent,

| =

=— k.

0
e

Remplagons & par sa valeur dans le développement de u; nous
trouverons que l'on a, pour tous les points de la courbe MH qui
sont dans le voisinage du point M,

. 2P
c’est-a-dire
2
(5) RS = — I\—JR s
208

ce qui est la généralisation d’une formule bien connue relative
aux courbes planes (*).

637. On pourra lire dans le Traité de Calcul différentiel de
M. J. Bertrand des démonstrations purement géométriques qui per-
meltent de rattacher les unes aux autres les propriétés précédentes.
Nous rencontrerons plus loin (n° 641) d’autres expressions de la
courbure géodésique. Pour le moment, nous nous contenterons
de signaler la définition suivante, dans laquelle on sort de la sur-
face pour construire le centre de courbure géodésique.

Etant donnée une courbe AB ( fig. 57), imaginons que l'on
meéne en ses différents points les tangentes MK, M'K’, ... de la
surface qui sont normales a la courbe. Ces tangentes forment une
surface réglée : Le point de chague génératrice MK pour lequel
le plan tangent & cette surface réglée est normal au plan tan-
gent en M est précisément le centre de courbure géodésique de
la courbe AB, pour le point M. Si la surface réglée est déve-
loppable, le centre de courbure géodésique sera le point de
contact de chaque génératrice rectiligne avec l'aréte de re-
broussement.

Pour établir cette proposition, supposons la surface rapportée
au systéme de coordonnées déterminé par les géodésiques perpen-

(*) Le signe — provient de ce que p, est considéré comme positif quand il est

Ys

porté dans le sens correspondant & angle w + — -
P E) 5
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diculaires & AB et par leurs trajectoires orthogonales. L’élément
linéaire de la surface aura la forme si souvent employée

(6) ds? = du? -+ G2 de2.

Considérons le triedre (T') déja défini et dont ’axe des x est la
tangente a la géodésique. Si on lui imprime un déplacement de
telle maniére que le sommet décrive une courbe quelconque, un
point de ’axe des 2 décrira un arc infiniment petit, dont les pro-
jections sur les arétes du triedre seront respeclivement

du +~dzr, (C+riz)de, —(gdu-+ q,dv)z,

d’aprés les formules du n® 499 [IL, p. 370]. Supposons d’abord

qu'on se déplace suivant la courbe AB; ¢ variera seule et, pour

Fig. 5.
M’ M
M T
/ e
A |
/I(”
K

K

que le déplacement s’effectue dans un plan perpendiculaire au
plan tangent en M, c’est-a-dire pour que le plan tangent au point
considéré a la surface réglée engendrée par MK soit normal au
plan tangent en M, il faudra que la projection du déplacement sur
I'axe des y soit nulle, c’est-a-dire que U'on ait

C -+ roxz=o0.
On tire de la

o«
ou

et cette valeur de .z détermine précisément le centre de courbure
géodésique de la courbe AB. Notre proposition est donc établie.
On en déduit la conséquence suivante :

Imaginons qu'on meéne toutes les tangentes aux géodésiques
¢ == consl., c’est-a-dire aux géodésiques normales & la courbe
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donnée. On formera une congruence rectiligne admettant une
surface focale dont I'une des nappes sera la surface proposée.
Nous allons montrer que la seconde nappe sera le lieu des centres
de courbure géodésique de AB et des courbes paralléles & AB.

Remarquons d’abord que les droites de la congruence, étant
tangentes a une famille de géodésiques tracées sur la surface pro-
posée, sont, par cela méme, normales & une surface (n® 441). Par
suite, si I'on envisage une surface réglée quelconque formée avec
les droites de la congruence, les plans tangents a cette surface aux
deux points focaux de 'une quelconque de ses génératrices seront
nécessairement rectangulaires.

Si 'on applique cette remarque a la surface réglée engendrée
par MK quand le point M décrit la courbe AB, on reconnaitra
immédiatement que le second point focal de' MK est le point ou le
plan tangent a la surface réglée est perpendiculaire au plan tan-
gent en M. Cest donc, d’aprés ce que nous avons établi, le centre
de courbure géodésique de AB.

Ainsi, lorsqgue des droites sont normales & une surjface (%) et
Jorment une congruence dont la surface focale est constituée
par les deux nappes de la surface des centres de courbure de
(2), les arétes de rebroussement des développables que 'on
peut obtenir avec ces droites engendrent deux familles de géo-
désiques situées respectivement sur les deux nappes de la sur-
Jace des centres. Les courbes paralléles qui coupent a angle
droit U'une de ces familles de géodésiques ont leurs centres de
courbure géodésique situés sur Uautre nappe de la surface des
centres.

Cette proposition si générale, sur laquelle nous reviendrons
plus loin, permet de démontrer directement I'un des beaux théo-
rémes que la Géométrie des surfaces doit a M. Weingarten. Pour
le moment, nous en déduirons seulement le corollaire suivant.

Nous avons considéré les géodésiques normales a AB. Dans le
plan et, par conséquent, pour les surfaces développables, la défini-
tion de la courbure peut se rattacher au point d’intersection de
deux géodésiques normales infiniment voisines. On n’obtiendrait
rien en essayant, pour une surface quelconque, une généralisation
dans cette voie; car, en modifiant la définition de la surface & une
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distance finie de la courbe AB, on change complétement le cours
et les intersections successives des lignes géodésiques. Mais on
peul opérer de la maniére suivante.

Tracons (fig. 58) les géodésiques successives MH, M'H’, .. ..
normales a la courbe AB, et la tangente MK en M & la géodé-
sique MH. Si I'on méne a la seconde géodésique M'H’ une tan-

FFig. 58.
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gente PI dont le point de contact sera choisi par la condition
qu’elle rencontre MK, il est clair que le point d’intersection G
des deux droites sera le centre de courbure géodésique de
U’arc MM'. Car, dans la congruence formée par les tangentes aux
géodésiques, le point G, étant lintersection de deux droites
infiniment voisines, sera le second point focal de MK.

Quand la surface devient plane, la construction précédente se
réduit a celle qui donne le centre de courbure par l'intersection
de deux normales infiniment voisines (').

Si l'on construit les différentes géodésiques M'H’ voisines de
MH, le lieu du point P relatif & chacune d’elles sera évidemment
celle des courbes conjuguées de toutes ces géodésiques qui passe
au point M.

(') Cette construction du centre de courbure géodésique est due & M. BELTRAMI
Voir le Mémoire intitulé Ricerche di Analisi applicata alla Geometria (Journal
de Battaglini, t. I1; 186}).
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Dans le cas d’une ligne de courbure, cette conjuguée des géo-
désiques normales coincide avec la ligne de courbure elle-méme.
Nous avons donc le théoréme suivant :

Le liew des centres de courbure géodésique d’une ligne de
courbure est celle des dépeloppées de cette courbe qui est U'en-
veloppe des normales a la courbe situées dans le plan tangent
a la surface, ou, ce qui est la méme chose, qui est Uaréte de
rebroussement de la développable enveloppée par les plans
tangentsa la surface en tous les points de la ligne de courbure.

638. Si la ligne de courbure a son rayon de courbure géodé-
sique constant, la développée précédente devra se réduire & un
point et, par conséquent, la ligne de courbure devra étre située
sur une sphére coupant la surface a angle droit.

Cette derniére conséquence a été déja signalée par M. Ribau-
cour (*). Elle a permis a cet habile géométre de donner une solu-
tion géométrique d’une question déja résolue analytiquement par
M. O. Bonnet (2): Déterminer toutes les surfaces pour lesquelles
toutes les lignes de courbure ont leur courbure géodésique con-
stante.

Il résulte, en effet, de la remarque faite par M. Ribaucour que
les lignes de courbure de chaque famille devront étre sur une
série de sphéres coupant la surface a angle droit. Comme les
sphéres qui contiennent deux lignes de courbure appartenant a
des familles différentes se coupent nécessairement a angle droit,
nous aurons en premier lieu & résoudre le probléme suivant :

Déterminer deux familles de sphéres joutssant de la pro-
priété que chaque sphere de Uune des familles coupe a angle
droit toutes celles de U’ autre.

On connaitla solution de cette question et 'on sait que, par une

inversion réelle, on peut toujours amener 'une des familles a étre
composée, soit de sphéres concentriques ou de plans paralléles,

(") RiBaucouURr, Sur la théorie des surfaces (Bulletin de la Société philoma-
thigque, p. 24; 1870).

(*) O. BoxxET, Mémoire sur la théorie des surfaces applicables (Journal
de UEcole Polytechnique, XLII® Cahier, p. 132 et suivantes; 1867).
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soit de plans passant par une droite. Dans le premier cas, la sur-
face, étant coupée & angle droit par une série de sphéres concen-
triques ou par une série de plans paralléles, ne peut étre qu’un
A . ’ ’
cOne ou un cylindre. Dans le second cas, la surface, étant coupée
a angle droit par tous les plans qui passent par une droite, est
nécessairement une surface de révolution, admettant cette droite
pour axe. Nous avons done le résultat suivant :

Les seules surfaces dont toutes les lignes de courbure aient
leur courbure géodésique constante sont les surfaces de révo-
lution, les cones, les cylindres et les transformées de ces sur-

Jaces par inversion.

639. Nous aurons, dans ce qui va suivre, a nous appuyer sur le
théoréme de Green qui donne la transformation d’une intégrale
curviligne en une intégrale double. Nous allons d’abord présenter
quelques remarques sur ce Lhéoréme et ses applications a la
théorie des surfaces.

Considérons une portion de surface & connexion simple, limitée
par un contour AA'BB ( fig. 59); et soit

f(M du + N dv)

une intégrale relative a ce contour, que l'on supposera parcouru
dans le sens de la fleche.

Supposons que les fonctions M ¢t N de © et de ¢ restent finies,
uniformes et continues et qu’elles admettent des dérivées pour
tous les points & I'intérieur du contour. Le théoréme de Green
nous apprend que l'intégrale simple précédente peut étre rem-
placée par une intégrale double relative & toute I'aire limitée par
ce contour. lLes remarques suivantes conduisenl a4 ce résultat par
la voie qui nous parait la plus naturelle.

Le caractére essentiel d’'une intégrale double, d’une fonction de
surface, est évidemment le suivant : si 'on décompose par des
sections la surface en deux ou plusieurs parties, l'intégrale totale
est la somme de celles qui sont relatives a ces diverses parties. Or
il est aisé de voir que cette propriété appartient & notre intégrale
curviligne ; car, si 'on découpe 'aire en deux parties par la ligne
AHB, I'intégrale relative au contour primitif AA’BB estla somme
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des intégrales relatives aux deux contours partiels AA’BHA,
AHBB'A que Pon peut former avec AB. En continuant ainsi a
effectuer des seclions et a d(,composer les contours, on verra que
Pintégrale primitive peut étre remplacée par la somme des inté-
grales relatives & des contours infiniment petits, parcourus dans le

méme sens que le contour primitif. Or il est trés aisé de montrer
que de telles intégrales curvilignes sont proportionnelles & aire
du contour auquel elles se rapportent.

contour infiniment pelt mnp
(fig. 60); nous commencerons par supposer que les courbes coor-

Considérons, en effet, un

Fig. 6o.
\ \
ol
\, o
| e =

données qui se croisent dans son intérieur forment un systéme de
mailles analogue & celui que 1'on obtient dans le plan avec les
coordonnées de Descartes. Alors les coordonnées « et ¢ varieront
infiniment peu dans I'intérieur du contour, et, si u,, v, désignent
les valeurs de ces coordonnées pour un point A de l'intérieur,

'/.(M

124 LIVRE VI. — CHAPITRE VI.

les différences « — u,, ¢ — ¢, seront infiniment petites pour tous
les points a l'intérieur du contour. C’est ce qui n’aurait pas lieu
si 'on employait, par exemple, des coordonnées polaires ayant
leur pole en A; ¢ désignant I'angle polaire, cette coordonnée
prendrait toutes les valeurs possibles a I'intérieur du contour.

Puisque les différences w -— w,y, ¢ — ¢, sont infiniment petites,

on pourra développer M et N par la série de Taylor. On aura

oM oM
\]*Mo—t—<06) (lL—lLO)%—(J;) (P —0p) ...,

oON ON
NZNOT(E)LL) (ZL—ZL0)+< )(V—v.ﬂ—

Pindice o indiquant les valeurs des fonctions pour le point A. Par
conséquent, on aura

I /
du + N dv) = I\'l@fdu—%<d—i-§> f(u—uo)du+ @1> /‘(Vﬂ"o)dl'
0

oN ON
N I _ — ) —
! hotf(ZV—‘—<[)u>Obf(u lco)d() +<0‘)>0f<‘ ;O)dV

les termes non écrits n’ayant, on le reconnaitra aisément, aucune
influence sur le résultat final parce qu’ils sont infiniment petits
par rapport a 'aire comprise a l'intérieur du contour.

La premiére, la deuxiéme, la quatriéme et la sixiéme intégrale
de la formule précédente sont évidemment nulles quand on les
étend a tout le contour. Il nous reste donc a examiner seulement

les deux termes

oM
< ()O-> f(v — vy) du - <)u} f(u— wy) do.
0
Or on a
(7) /(u—uo)dv :41/(9—90)(&4 :ffdu dy,

Iintégrale double étant étendue & toute 'aire limitée par le con-

tour. On peut donc écrire

'f(M du + Ndy) = <£ — 22) ffdu dy.

11 suit de la que 'intégrale curviligne primitive peut étre rem-
placée par l'intégrale double dont I’élément est le second terme
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de la formule précédente, et 'on a

(8) f(M du + N dy) -ff(f;j “)du dy.

Cest la formule de Green ().

La démonstralion précédente est évidemment inférieure sous
le rapport de la rigueur a celle que I’on donne habituellement et
que ’on pourra consulter, par exemple, dans le Cours de M. Her-
mite (2); mais elle offre I’'avantage de bien faire saisir-la raison
de cette transformation si curieuse d’une intégrale simple en une
intégrale double; elle nous montre aussi que, s’il existe des points
ot toutes les courbes coordonnées d’un systéme viennent se
croiser, il faudra les entourer d’une petite courbe, et l'intégrale
curviligne primitive sera égale & la somme des intégrales relatives
a ces courbes infiniment petites, augmentée de l'intégrale double
étendue a toute la portion de l'aire qui est exlérieure a ces
courbes.

640. Appliquons le théoréme de Green a I’équation qui donne
le rayon de courbure géodésique

ds

= dw -+ r du -+ ry de.
Pe

(9)

(*) D’aprés la maniére méme dont on a obtenu cette formule, on délermincra
sans difficulté le signe qu’il faut donner, dans I’intégrale double, a I’élément
du dy. 1 résulte, en effet, des équations (7) que, si Pon considére, par exemple,
’élément de surface compris entre les courbes de paramctres u, u -+ du, o,
¢ 4 dy, on-a

dudy = ;—/‘(udv—vdu),

Pintégrale curviligne s’appliquant au contour qui limite cette aire, parcouru
dans le méme sens que le contour primitif. De 1a on déduira facilement la régle
suivante.

Définissons comme sens positif sur chacune des courbes coordonnées le sens
dans lequel augmente la coordonnée qui demeure variable sur cette courbe.
L’élément dw dy devra étre positif si, pour un point a I'intérieur de cet élément,
la rotation qui aménc la partie positive de la courbe de paramétre v du coté de
la partie positive de la courbe de paramétre « est de méme sens que la rotation
autour du contour total; il sera négatif duns le cas contraire.

() HeEnmITE, Cours autographi¢ de la Faculté des Sciences, 3° édition,
8¢ Lecon; 1887.
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Nous aurons donc

fdcu —fﬂﬁ :—f(i' du -+ ry dv),
Pe

tes intégrales étant étendues a tout contour fermé. On a, d’ailleurs,
en vertu de la formule (8),

0 d
/(7 du + ryde) vff(?)% — —’—> du dv.

On est ainsi conduit & la relation fondamentale

(10) f(lm ——/ chs :/f<_ - S)Q du dv,

ou Pon peut transformer le second membre, en employant I'ex-
pression dela courbure totale donnée aun® 496. On obtient ainsi
la formule entierement géométrigue

(11) fd(u»—fdg —f] Rd[-:"”

I'intégrale double étant étendue a toute I’aire comprise dans le con-
tour et ds désignant I’élément de cetle aire, pris avec le signe qui
lui appartient ().

Cette équation, oufigurele rayon de courbure géodésique, a été
donnée pour la premiére fois par M. Bonnet (2). Toutes les quan-
tités qui y figurent sont parfaitement définies; w est I’angle de la
tangente au contour supposé parcouru dans le sens direct avec
I’axe des « du triedre (T'); le rayon pg doit étre considéré comme
positif ou négatif suivant qu’il est porté dans le sens correspondant

\ T . .
a 'angle o + S ou en sens contraire. Elle ne peut cesser d’étre

vraie que s’il est impossible de rapporter I'intérieur de 'aire a

(*) Voici comment on déterminera ce signe. Soient A un point quelconque de la
surface a intérieur de do et (T) le triédre relatif & ce point. On peut considérer
ds comme un petit élément situé dans le plan des x> de ce triédre. Sil’on tourne
dans ce plan autour de l'origine et dans le méme sens que sur le contour limite,
il faudra donner & do le signe -+ ou le signe — suivant que la rotation se fera de
l'axe desz vers I'axe des 3 ou en sens contraire. C’est la régle suivie habituelle-
ment, d’aprés Gauss et Mobius, pour fixer le signe d’une aire.

(*) O. BonNNET, Mémoire sur la théorie ge’ne’rale des surfaces (Journal de

U’Ecole Polytechnique, XXXII¢ Cahier, p. 124; 1848).
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un systéme de coordonnées salisfaisant a loutes les conditions
énoncées dans la démonstration du théoréme de Green. Nous
allons en faire différentes applications.

641. Considérons d’abord un triangle géodésique ABC (fig. 61).
Si le contour ne présentait pas les points saillants A, B, G, 'inté-

gralefdw serait évidemment égale & 2m; car la tangente a
fait un tour complet quand on revient au point de départ. Pour

ig. 61.

7

A \
S |

\//

B

avoir la valeur de cette intégrale, il faudra donc retrancher de 27
les angles dont la tangente tourne en A, B, C, ¢’est-a-dire w1 — A,

©—DB

T .
B, = — C. Comme la courbure — est nulle en chaque point

vE

du contour, la formule (11) nous donne

do
(12) Af—rB—]—C—Tz:f‘fﬁF-

C'est le théoréme célébre de Gauss.

La démonstration précédente suppose évidemment que le tri-
angle géodésique suffit alimiter une portion de la surface, ce qui
n'a pas Ltoujours lieu dans les surfaces a connexion multiple, telles
que le tore. Mais on pourrait objecter encore que, peut-étre,
toutes les conditions indiquées pour I'application du théoreme de
Green ne se trouveront pas réalisées. Pour écarter toutes ces diffi-
cultés, on peut remarquer avec M. Bertrand que le théoréme de
Gauss eslt nécessairement vrai pour un triangle géodésique fini
dés qu'il”est établi pour un triangle infiniment petit. Si 'on dé-
compose en effet, par des sections géodésiques, le triangle ABCG
en triangles plus petits, on reconnaitra que 1’égalité relative a ce
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triangle résulte de 'addition de toutes celles qui se rapportent aux
triangles partiels. 1l résulte de cette remarque que le théoréme
de Gauss est toujours vrai dés que le triangle géodésique suffit, &
lui seul, & limiter une portion continue de la surface, ne conte-
nant aucun point singulier dans son intérieur; car toutes les con-
ditions supposées dans la démonstration sont évidemment vérifiées
pour des triangles suffisamment petits limitant une aire qui ne
renferme aucune singularité.

La démonstration précédente s’applique également a un poly-
gone dont les cotés sont des lignes géodésiques; et elle nous
montre que la courbure totale d’une portion de la surface li-
mitée par un polygone dont les cdtés sont des lignes géodé-
siques est égale a excés de la somme des angles de ce poly-
gone sur autant de fois le nombre = qu’tl y a de cétés moins
deux. Au reste, cette proposition plus générale est un simple co-
rollaire du théoréme de Gauss et peut s’en déduire par la décom-
position du polygone en triangles.

Il est inutile de faire remarquer que le théoréme de Gauss
peut étre envisagé comme une belle généralisation de la proposi-
tion d’Albert Girard relative a l'aire du triangle sphérique. Si on
Papplique, en effet, a une surface de courbure constante et égale
al'unité, on reconnait immédiatement qu’il donne I'aire d'un tri-
angle géodésique en fonction des angles de ce triangle; et 'ex-
pression ainsi obtenue estidentique, comme il fallait s’y attendre,
a celle que I'on connait depuis longtemps pour le triangle sphé-
rique. Le méme théoréme, appliqué & une surface de courbure
constante mais négative, nous montre que, dans toute surface de
ce genre, la somme des angles d’un triangle géodésique est infé-
rieure 4 deux droits, et que le déficit mesure précisément 'aire du
triangle géodésique. Nous aurons 'occasion de revenir sur ces
remarques.

642. Nous allons maintenant indiquer une application d’une
nature toute différente, qui nous conduira i une expression nou-
velle de la courbure géodésique. Soit AB (fig. 62) un arc de
courbe quelconque; menons les géodésiques AC, BC tangentes
en A et B. Nous formerons ainsi un contour ABC auquel on

pourra appliquer la formule générale.
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En raisonnant comme dans le cas du triangle géodésique, on
trouve

fclw:A+B—{—C—7c:—.l3Gll,

et, par conséquent, la formule (10) nous donne ici

B S
[ i [
Jy Pe RR

Fig. 6a.

Sinous supposons 'arc AB infiniment petit, I'intégrale double
du second membre est du troisiéme ordre, comme I’aire da iri-
angle ABC. On a d’ailleurs, en négligeant les infiniment petits du
second ordre,

B }
ds ds

o

Jo Pe PgaA

b

oea désignant le rayon de courbure géodésique en A. Il vient done

7. P
(13) ¢ pe,
' Pea

le rayon de courbure étant, d’aprés nos conventions, considéré
comme positif lorsqu’il sera dirigé du coté de C.

Yangle BCH de deux géodésiques tangentes infiniment voisines
a recu de M. Liouville le nom d’angle de contingence géodé-
sigue ('). On voit que son expression, tout a fait semblable a
celle que 'on emploie dans la théorie des courbes planes, nous
fournit une définition nouvelle de la courbure géodésique. Cette

(1) LiouviLLe (J.), Sur la théorie generale des surfaces (Journal de Liou-
ville, t. XVI, p. 130; 1851).

D. —III. I

130 LIVRE VI. — CHAPITRE VI.
définition, que ’on peut d’ailleurs établir directement, permet de
rattacher la formule générale de M. Bonnet a celle de Gauss : il
suffira de remplacer chaque courbe par un polygone circonscrit
formé d’un nombre illimité de lignes géodésiques.

Comme on a, en négligeant seulement les termes du troisieme

/‘B ds ds < LA S
— = | = )
Jy  Pg 2 \PgA PgB)

on pourra substituer a la relation (13) la suivante

ordre,

TN
(14) @< Lot ):—BGH,
2 \Pga PeB

dans laquelle les erreurs commises sont seulement de l'ordre

de ds3.

643. Il ne nous reste plus, pour achever I’étude de la courbure
géodésique, qu’a faire connaitre une formule élégante, due a
M. Liouville, qui permet d’exprimer la courbure totale de la sur-
face au moyen des rayons de courbure géodésique des courbes
coordonnées.

Supposons I’élément linéaire donné par la formule

(13) ds?2 = A2 du?+ 2 AC cosa du dy + G2 dv?.
Nous avons obtenu, pour les courbures géodésiques des lignes
coordonnées, les expressions suivantes [1I, p. 3g1]

y S _m A _m
(18) pge 09 L Pou  OU

Sil'on porte les valeurs de 7, r; déduites de ces équations dans
I’expression (15) de la courbure [1II, p. 364 |, on aura

- ACsinz 9 /A 0 CN |, 0%z
(17) RR" 7 o <!og,t Ju E:;) T ouoe’

C’est la formule de M. Liouville (*). Dans le cas des coordonnées

rectangulaires, elle est susceptible d’une transformation élégante.

(*) On la trouvera dans l'article que nous venons de citer.
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Effectuons les dérivations et remarquons que 'on a

OA  —AC oC  AC,

_O—V o Pou 7 ou ng"

en remplacant les dérivées de A et de G par ces valeurs et divisant
par AC, nous trouverons
I N\
(522)
- Pav o I I

T A\
0
I . (Pgn) o
RR’ Cop Aou P2, Pl

ou encore, en désignant A du, G dy respectivement par 0s,, 0s,,

() (50
1 \pen Po Lo

(18) RR' Js, Os.s P

9
g ng

La courbure totale de la surface se trouve ainsi exprimée d’une
maniére entiérement géométrique en fonction des courbures
géodésiques de deux courbes coordonnées appartenant a un
systeme orthogonal et de leurs dérivées par rapport a la normale.

M. Bertrand a montré que la formule de M. Liouville résulte
immédiatement du théoréme de Gauss.

Appliquons, en effet, la formule générale de M. Bonnet au qua-
drilatére curviligne formé par quatre lignes coordonnées (u),

(v -+ Auw), (¢), (v + Ap) (fig. 63). On aura d’abord
fdw:27:——(7:——M")—(ﬁ—P')—(ﬂ—P)——(ﬁ—-M),

M, M/, P, P’ désignant les angles intérieurs du quadrilatére
MM'P'P. Sta désigne 'angle des lignes coordonnées, on aura évi-

fdw = Aypa,

A,, désignant, selon I'usage, la différence seconde de « lorsque «

demment

et ¢ recoivent respectivement les accroissements Aw et A¢.
- . e o, ds , .
Calculons maintenant l'intégrale [ — étendue a tout le contour.

Pg
On aura

fds NA du ' fP, Cdy ﬁfP'Acllc _f __iiﬁ
M Pu N Pe P Cu M ’
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ds WA d Poa
—I*Avf (1L+Au‘/' u’_
Pe M Pu M Pe

el, par conséquent, la formule de M. Bonnet nous donnera

W
A du C dy AC sina du dy
A, -+ A —_ ~
sy [ f o =) R

M

c’est-a-dire

Pintégrale double étant étendue a tout I'intérieur du quadrilatere.
Si Au et Ap deviennent infiniment petits, cette formule se réduit
évidemment a celle de M. Liouville.

A

Nous allons indiquer quelques applications. Supposons d’abord

que les lignes coordonnées soient toutes des géodésiques ;

Peu  Pgv

seront nuls et 'on aura, pour 'expression de la courbure,

ACsinz  0%2a
(19) TRRT T owoe

Si I’élément linéaire de la surface a été ramené a la forme
(20) ds? = du? + dv?+- 2 dudv cosa,

on aura

(21> Pgu:_()—u/’ -o—w :Z)-V
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et, par conséquent,
sina 024
22 —_—— T
(22) RR’ du dy

La forme (20) de I’élément linéaire, sur laquelle nous aurons
l'occasion de revenir, offre quelque intérét au point de vue géomsé-
trique; si I’on fait croitre les variables « et ¢ par degrés égaux, on
obtient une division de la surface en losanges infiniment petits
dont les c6tés sont tous égaux, mais dont les angles sont variables.
Considérons, avec M: Tchebychef (1), une étoffe formée par deux
systémes de fils croisés a angle droit. Si 'on admet, avec I’éminent
géometre russe, que, dans toute déformation de I'étoffe, le point
d’intersection de deux fils rectangulaires quelconques n’est pas
changé, mais que Pangle seul de ces deux fils a pu varier, il est
clair que 1’élément linéaire de la surface formée par 1’étoffe, pri-
mitivement défini par la formule

ds? = du? -+ dov?,

prendra, par la déformation de I'étofle, la forme

ds? = du? -+ dv?—+ 2 cosa du dp,

ol o sera une fonction quelconque de u et de ¢. Ainsi, d’apres les
idées que nous venons d’exposer, il faudrait, poar habiller une
surface, résoudre le probléme de Géométrie suivant :

Ramener, par un chotx conyenable des courbes coordonnées,
l’élément lindaire de la surface proposée & la forme (20).

644%. Revenons maintenant au théoréme de Green et supposons
que plusieurs courbes soient nécessaires pour limiter la portion
de surface que 'on considére. Ce cas peut se présenter pour les
surfaces les plus simples, comme le plan, la sphére, etc. Par
exemple, on peut considérer (fig. 64)la portion d’une surface
comprise entre la courbe (A) et les courbes (B) et (C). On suivra,
dans ce cas, la méthode bien connue et I'on fera des seclions qui
nous raméneront a hypothése examinée en premier lieu. Ici, par

(') TouEBYCHEF, Sur la coupe des vétements (Association francaise pour
Uavancement des Sciences. Congrés de Paris, p. 15/ ; 1878).
£ ’ 1 /
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exemple, nous joindrons par des traits af} et de les courbes (A) et
(B), (B) et (C), transformant ainsi la portion de surface consi-
dérée en une aire a connexion simple; puis nous suivrons le con-
tour total «3ydelnedlBaxha, dans un sens ou dans l'autre,

par exemple de maniére a laisser toujours 'aire & notre gauche.
Les chemins o3, 8= étant parcourus deux fois en sens contraire,

les valeurs de 'intégrale
f(M du + N dv)

relatives a ces portions du contour se détruiront si, conformément
a 'hypotheése, les fonctions M et N sont uniformes; et 1l restera

seulement 4 étendre 'intégrale précédente aux trois courbes (A)
(B), (C), parcourues chacune dans un sens tel que ’aire considérée
soit toujours a la gauche dumobile. On aura donc, en répétant la
démonstration que nous avons donnée plus haut,

(23) Ef(M du -+ N dy) ::‘/1/(\3—1;{ —~Z—¥>dud‘),

le signe E indiquant que 'intégrale du premier membre doit étre

étendue a toutes les courbes limites. Et, s’1l existe, a 'intérieur de
I’aire, des points pourlesquels les conditions decontinuité ne soient
pas satisfaites, on les isolera par une courbe que l'on joindra a
celles qui limitent la région considérée.

Faisons 'application a la formule qui donne le rayon de cour-
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bure géodésique; nous aurons

S 2=

les signes E etfayant la méme signification que précédemment.

643. Dans le cas ou la surface n’a pas de limites et ou les con-
ditions que nous avons énoncées sont remplies en chaque point

f([cr__
f "R T °

(est ce qui a lieu, par exemple, pour le tore engendré par un

de la surface, on aura

cercle tournant autour d’un axe situé dans son plan mais ne le
rencontrant pas. Si 'on rapporte cette surface au systéme formé
par les méridiens et les paralléles, toute région infiniment petite
de la surface sera traversée parle réseau de ces lignes comme une
région du plan l'est par des droites paralleles & deux axes coor-
donnés. La courbure totale du tore sera donc nulle. On peut con-
firmer ce résultat en considérant successivement la portion con-
vexe et la portion a courbures opposées de la surface. La portion
convexe, par exemple, est limitée par les deux paralléles extrémes
de la surface. Pour chacun d’eux, on a évidemment

ds

w =0, — Ef = 27;
et, par conséquenh, celte portion convexe a pour courbure 4 7.
Quant a la courbure de 'autre portion, elle est exprimée par des
intégrales étendues aux mémes contours, mais dont tous les élé-
ments sont égaux et de signe contraire a ceux des intégrales pré-
cédentes. Elle est donc égale & — 4= et la courbure totale est
nulle.

Une spheére, un ellipsoide ont évidemment une courbure totale
égale a 4=. Les remarques précédentes nous conduisent par suite a
cette conclusion qu’il est impossible de rapporter ces surfaces a des
systémes de coordonnées permettant de découper chaque région
de la surface en mailles rectangulaires. Et en effet, quel que soit
le systéme de coordonnées employé sur une sphére, il y aura tou-
jours, dans application de la formule générale, des points ou des
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lignes a isoler. Sil’on rapporte, par exemple, la sphére au systéme
formé des méridiens et des paralléles, il faudra isoler les deux
podles; si 'on emploie les coordonnées elliptiques, il fandra isoler
les quatre foyers, etc. Mais on peut appliquer la formule géné-
rale a la zone comprise entre deux paralléles de colatitudes 0, et
6y. On aura, pour le premier paralléle,

ds
fdw:o, — | — =oamcosh
Pe

et, pour le second,

ds

/dw:o, ——f~—- = -— 2m cos.
O o

3 [3K=1

La formule générale deviendra

{
(23) zw(cosﬂg——cosﬁl):ff%7

ce qui est bien d’accord avec les résultats connus.

646. Nous donnerons, en terminant, une transformation de la
formule générale qui permet d’éliminer la courbure géodésique.
Nous avons va (n° 631) qu’étant donné un arc de courbe MM/, si
I'on porte sur les normales géodésiques des longueurs infiniment
petites 2, la variation de cet arc a pour expression

MO ds

n
[
v

MM = —

M

Si nous appliquons cette formule 4 un contour fermé et sl nous
supposons A constant et égal a dn, elle nous donnera
o
0 ds
(26) = — —
i pg

A

|

02,
~

s désignant Parc de la courbe et 'intégrale étant étendue a toutle
contour. L’emploi de cette relation permet d’écrire la formule (24)
sous la forme

(27) Z<fdw—r—§~j—l> :ffg%.

Mais il importe de remarquer que, d'aprés la convention rela-
tive au signe de pg, la longueur constante an doit étre portée sur
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la portion des normales géodésiques du contour dirigée vers
Uintérieur de Uaire, si le contour est supposé parcouru dans
le sens direct. Pour définir d’'une maniére tout a fait précise le
sens direct, 1l suffit d’imaginer un observateur placé sur la surface
du méme cété que la partie positive Oz de 'axe des 5 du triedre
(T). Le sens direct sera celui dans lequel cet observateur suivrait
les diverses parties du contour en laissant toujours a sa gauche
I’aire considérée.

Les intégrales fdw qui figurent dans la formule (27) sonl

étendues aux différentes courbes qui forment le contour. Soit (C)
I'une de ces courbes: si elle n’a aucun point saillant, 'intégrale
correspondante sera évidemment un multiple de 27, puisque,
aprés un tour complet, les lignes trigonométriques de  repren-
nent laméme valeur; si, au contraire, la courbe est brisée, on aura

fdw:z/mt«EO,

/i étant entier et 30 désignant la somme des angles § dont la tan-
8 g
gente tourne brusquement a chaque point saillant.

647. Les propriétés que nous venons de faire connaitre suc-
cessivement se raménent en derniére analyse au beau théoréme de
Gauss sur la courbure du triangle géodésique. Il est naturel de se
demander si ce théoréme constitue une propriété caractéristique
des lignes géodésiques. Laréponse a cette question n’offre aucune
difficulté.

Reprenons la formule (¢g) qui donne le rayon de courbure
géodésique et qui conduit a I’équation

(28) fclw— /‘cls ffl—?}%a

ol les intégrales simples et double ont la signification plusieurs
fois rappelée. Le théoréme de Gauss et la formule plus générale
de M. O. Bonnet reposent sur I’équation

(29) fc{w:'/f%%y

ue 'on déduit de la précédente en supposant que le contour est
bt
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exclusivement formé de lignes géodésiques. La question que nous
avons maintenant & nous proposer est donc la suivante : Zst-il
nécessaire, pour que l’équation (29) ait lieu, que le contour soit
Jormé de lignes geodesz(/ues? Or, si nous comparons cette équa-
tion (29) qui doit avoir lieu & la relation (28), qui est absolument
générale, nous reconnaissons qu’elle équivaut a la suivante

. ds
( 30 ) / == 0,
J Pg

ou l'intégrale est étendue & tout le contour. Cette condition est

évidemment vérifiée si — est nul en chaque point du contour,

Pe

c’est-a-dire si le contour est formé de lignes géodésiques; mais
elle aura lieu encore dans le cas bien plus général ol toules les
courbes qui composent le contour satisferaient a 1’équation du
second ordre

b

'S

=do(u, ),

© étant une fonction arbitraire assujettie a 'unique condition
d’avoir une valeur bien déterminée en chaque point de la surface.
Nous sommes donc conduits a la conclusion suivante.

Le théoréme de Gauss ne constitue nullement une propriété
caractéristique des lignes géodésiques; il est encore vrai pour
toutes les courbes qui satisfont a I’équation (31), ¢’est-a-dire pour
lesquelles I'angle de contingence géodésique est la différentielle
exacte d’une fonction de point.

C’est ainsi que, si ’on considére dans le plan les courbes qui
satisfont & ’équation différentielle

Lot
a et y désignantles coordonnées cartésiennes, la somme des angles
d’un triangle curviligne quelconque formé avec trois de ces courbes
sera égale a deux droits.

Plus généralement, sil’on considérait une intégrale double quel-

S

COD([UC
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et les courbes satisfaisant a I’équation différentielle

du d?u
T s
dy " dy?

dy ( u, ¢, > =M du + N dp,

I'intégrale double, étendue a tout polygone formé de ces courbes,
s’exprimerait en fonction de la somme des accroissements que
prend la fonction © quand on passe d’un c¢6té du polygone au sui-
vant. Ces remarques n’ont peut-étre pas d’importance pratique;
mais elles font mieux comprendre les méthodes précédentes ().

(') DanrBoux, Sur une série de lignes analogues aux lignes geodesiques
(Annales de I’E'cole Normale, t. VII, 17¢ série; 1850).
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CHAPITRE VIL

LES CERCLES GEODESIQUES.

Nouvelle application du théoréme de Green; généralisation du théoréme des
projections. — Expression analytique du rayon de courbure géodésique d'une
courbe définie de la maniére la plus générale par une équation quelconque en
coordonnées curvilignes. -— Etude des courbes (F) qui sont définies par cette
propriété quen chacun de leurs points la courbure géodésique soit une fonc-
tion donnée & Pavance des coordonnées du point. — Yquation du second ordre
au moyen de laquelle on les détermine. — On peut, comme dans le cas des
lignes géodésiques, ramener la détermination de ces courbes a lintégration
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre. — Propositions et
propriétés de maximum ou de minimum analogues a celles des lignes géodé-
siques. — Des cercles géodésiques, c’est-a-dire des courhes dont la courbure
géodésique est constante. — Détermination des cercles géodésiques pour toutes
les surfaces applicables sur des surfaces de révolution. — Propriétés relatives
4 la courbure géodésique dans les systémes isothermes. — Systémes orthogo-
naux composés de deux familles de cercles géodésiques. — Cas des surfaces
& courbure constante.

648. Considérons un faisceau de courbes () représenté par
’équation
& (u, 9) = const.

et une courbe fermée (A) (fig. 63). Calculons, en chaque point
de (A), I'angle § de la courbe (A) et de la courbe () qui passe
en ce point, supposées l'une et l'autre parcourues dans le sens
indiqué par les fleches. Sil’élément linéaire est donné sous la forme
de Gauss, on aura

(1) 0s = B duSu - F(dude + dv Su) + Gdp Se
‘ N ds Os T ’

les symboles et ¢ se rapportant respectivement a la courbe (A)
el a la courbe (9). On aura donc
N oo

~
U+ <00 =0
ou "oy ’
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et, par conséquent,

¢
. du _ ov
> % T HVie

H désignant le radical VEG — I'2

():{)
op ou
~_ _e— )
0§ H /Acp

et Ap étant le paramétre diffé-

rentiel déja rencontré dans la théorie des lignes géodésiques. Le

radical aura son signe déterminé par la condition que les valeurs

Fig.

65.

de Su, ov correspondent au sens marqué par les tleches sur les

courbes (¢). En portant les valeurs de du, o¢ dans I'expression de

cosfl, on trouvera

L Jw dco 99 - 0%
R R T
ds cosh = di — —————— dv,
H \/'_\'g H \/AL?
ou, plus simplement,
(3) dscosh = H )V du — \/Ac?

Je
”(%)

Par suite, 'intégrale

Jdw
"(a—u)

fcos 0 ds

étendue au contour (A) sera égale, d’apreés le théoréeme de Green,

a I'intégrale double

0 \/Au
c)u T o
/ ?u

0 0V Aw
+ —( H Vg L du dy,

ay 9

gL

v

étendue & toute I'aire limitée par le contour.
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D’autre part, d’aprés la démonstration méme que nous avons
donnée de ce théoréme, la méme intégrale curviligne sera égale a
la somme des intégrales analogues relatives a chacun des con-
tours infiniment petits dans lesquels on peut résoudre le contour
(A). Prenons pour un de ces contours celui qui est formé (fig. 66)

Fig. 66.

’//"‘>(¢+d<?)

I
(

par deux courbes infiniment voisines (¢), (¢ + do) et par deux de
leurs trajectoires orthogonales infiniment voisines. Soit MM'P'P
ce contour, qui sera parcouru dans le sens indiqué par les lettres.
On a évidemment
W

/ ds cosh = MM/,
M

P M

f ds cosh = — PP/, f ds cosh = o,
P’ r

et, par conséquent, 'intégrale élendue a tout le contour aura pour

P’

f ds cosbh = o,
W

valeur
MM — PP’

Si 'on emploie 'expression de la courbure géodésique donnée au
n°® 635, on trouvera

(4) MM — PP’ =

og désignant le rayon de courbure de la courbe () au point M,
rayon qui sera considéré comme positif seulement s’il est porté
dans le sens MP. D’ailleurs, comme MM’. MP représente laire ds
comprise a U'intérieur du contour MM/ P'P, on peut écrire la re-
lation '

(3) jwdscos(]_‘f</46hr
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quidonne une nouvelle expression de 'intégrale curviligne étendue
au contour (A).
Sinous ’écalons & ’expression déja trouvée, nous obtiendrons
8 )
la relation

5 ? /A Ao
f/i:_ O (VAN 0 [y ovaeNT g

P ou 90 v oo

: 02X 0L

. \ du g

ou les deux intégrales doubles sont étendues I'une et 'autre a la

—

méme aire. Comme celtte aire est d’ailleurs limitée par un contour
quelconque, il faut nécessairement que les éléments des deux in-
tégrales soient égaux. On aura donc, en remplacant do par H du dv,
I’équation

(6) W0 /govaeN 0 [ 9vie
Pe ou d?—? v c)gtf
Ju o

qui fera connaitre la courbure géodésique des courbes (¢). Cette
formule élégante est due a M. O. Bonnet, qui I'a démontrée par
d’autres considérations (1).

La formule (5), qﬁi résulte dela méthode précédente, peut étre
considérée comme une généralisation du théoréme des projections.
Supposons, en effet, que les courbes (¢) deviennent des droites
paralléles dans le plan. On aura, pour tous les points de I'aire,

f ds cos0 = o,
)

(4]

Pg= oo ct, par suile,

ce qui constitue 'expression analytique da théoréme des projec-
tions.

649. On peut faire reposer sur I’équation (6) la théorie des
courbes dont la courbure géodésique est une fonction quelconque
donnée a l'avance, F(w, ¢), des coordonnées w et ¢ du point de
la courbe. Ces courbes sont définies par 'équation différentielle

(1) O. BoxNET, Mémoire sur ’emploi d’un nouveaw systéme de variables
dans Udtude des propridiés des surfaces courbes (Journal de Liouville, 2°* série,
t. V, p. 164; 1860).
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du second ordre
(7) Flu,¢)ds = dw +rdu-—+rydo,

que 'on déduit immédiatement de 'expression connue du rayon
de courbure géodésique. Elles comprennent comme cas particulier
les courbes dont la courbure géodésique est constante, et elles
donnent la solution d’un intéressant probléme de Calcul des
variations. Il nous suffira, pour le montrer, de suivre la méthode
que nous avons déja employée (Livre V, Chap. IV) dans I'étude
des lignes géodésiques. Pour abréger, nous désignerons sous le
nom de courbes (F) toutes celles que nous venons de définir et
qui satisfont & I’équation précédente ou, si I'on veut, a la suivante

[ -

(8)

Soit

= F(u,v).

o
]

©(u, ) = const,

I’équation d’une famille quelconque de courbes (I¥). En adoptant
Pexpression (6) de la courbure géodésique, nous voyons que ¢
devra satisfaire identiquement a ’équation aux dérivées partielles

suivante
- 0 /. 0y/Ao! o /. 0VAe
(9) HF (u, ¢) + 5n n e -+ 5 I8! P =o0
0L 0 =<
odu do

Or on peut toujours, et d'une infinité de maniéres, mettre le
produit HF sous la forme (')

oN oM
(IO) H [“(ZL, V): (E — %

Sil’on substitue cette expression dans I’équation (g) et si 'on
désigne, pour abréger, par p' et ¢' les dérivées de ¢, on metira
I’équation & intégrer sous la forme

2 g

(') Par exemple, on donnera M arbitrairement et 'on déterminera N par une
quadrature.
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En introduisant une fonction auxiliaire § dontnous désignerons

les dérivées par p et ¢, on peut évidemment remplacer I'équatior
précédente par le systéme suivant :

i , Woes
(12) u‘)‘/ﬁ’ ——N—gq, HO\/A,‘Q
op 9g

= M P

'

Or ces deux équations ne contiennent © que dans le rapport 5, .

On pourra donc éliminer ce rapport et 'on sera ainsi conduit &

I’équation du premier ordre pour 0

, (N g)°—2F (N2 g) (M4 p)+ G(M 4 p)
(3) EG — 2 =1

qui se réduit a celle que nous avons donnée pour les lignes géo-
désiques quand on y fait M = N = o.

Il suffit de se rappeler les résultats établis au Livre V (Chap. V)
et I'on reconnaitra immédiatement que I'équation précédente ex-
prime la condition nécessaire et suffisante pour que la différence

ds? — (d0 + M du + N dv)?,

considérée comme une fonction homogeéne de du et de dy, soit un
carré parfait
(e du + § dv)?;

il résulte d’ailleurs des formules (12) que ce carré aura pour
cxpression

do?

Ao

Nous sommes donc conduits a la proposition suivante :

Pour obtenir toutes les familles de courbes (I'), il suffira de
déterminer une solution quelconque de l’équation aux dérivées
partielles (13). Cette solution § étant trouvée, le carré de U'élé-
ment linéaire pourra se mettre sous la forme
(14) ds? = (d0 +~Mdu+ Nde)+ (ade+ 3dv)?,
et Uéquation différentielle

adu~+ Bdy=o0
définira Uune des famulles cherchées.
D. — 11 10
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En d’autres termes, le probléme proposé est équivalent au sui-
vant :

Mettre U’élément linéaire de la surface sous la forme
(15) ds? = (db M du 4+ N dp)? + o2 db?.

Les courbes 0, = const. seront celles qu’il s’agissait de déterminer.

650. Cette proposition est évidemment analogue a celle que
nous avons donnée au n° 531, relativement aux lignes géodé-
siques. Elle donne lieu aussi & un grand nombre de conséquences,
toutes semblables a celles que nous avons développées plus haut
(Livre V, Chap. V). Nous allons les indiguer rapidement, sans
apporter a cette étude autant de soin ct de rigueur que dans le cas
plus important des lignes géodésiques.

On peut démontrer d’abord, par I'application pure et simple de
la méthode exposée au n° 532, que, si I'on a obtenu une solution §
del’équation (13) contenant une constante arbitraire @, on pourra
prendre, dans la formule (15),

20

01:()—“

et, par conséquent, I'équation générale des courbes (') sera
(16 N _

— = .
16) da

Nous reviendrons plus loin (n°651) sur ce sujet; et nous allons
maintenant montrer comment on généralise les propriétés de mi-
nimum relatives aux lignes géodésiques.

Soit (K'Y Uune des courbes (I') et soient A et B deux de ses
points, suffisamment wvoisins. Si¢ lon considere toules les
courbes (K) joignant ces deuwx points, pour lesquelles I’inté-

grale .

f (M du —+ N dy)

a méme valeur que pour la courbe (F'), celle de ces courbes
dont Uarc compris entre A et B sera le plus petit possible sera
précisément la courbe (F).
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Imaginons, en effet, que 'on considére la famille formée par
toutes les courbes (F) qui passent en A et la fonction correspon-
dante O dont les dérivées sont lides a celles de o par les équa-

tions (12). On pourra metlre I’élément linéaire de la surface sous
la forme

(17) ds? = (d0 + M du + N d¢ )2+ o2 do?.

Par des raisonnements analogues a cenx du n° 518, on mon-
trera que I'on peut constituer autour de A une région telle que,
par le point A et par un point B de cette région, il passe unc
seule courbe (I') située tout entiére dans la région. On obtiendra
cetle région, par exemple, en portant sur toutes les courbes (I)

3

une longueur égale ou inféricure a une limite /. Ce point étant
admis, on peut répéter rapidement la démonstration du n°® 521.

Pour une courbe quelconque (K) joignant A a un point B de la
région, I'arc s est donné par la formule

B
s = f V{(d0 -~ M die +— N d )2+ o2 dig?.
A
On a donc, si la courbe (K)) est distincte de (),

B
s >f (db + M du -+ Ndo)
A

o

.B
(18) 5>0|3-0A+/ (M dew +— N de);
A
et, si la courbe (K) se confond avec (I¥),
B B
(19) s’:/ (d0 +M du -+ N do) = Op— 04 +/ (M duw =~ N dv).
A ~a

Mais, par hypothése, nous ne considérons que les courbes (K)
pour lesquelles 'intégrale

B
(20) [ (M du + N dv)
A\

a la méme valeur que pour la courbe (F'). La comparaison de
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I’'inégalité (18) et de I'équation (19) nous donne done
s> s,

et la proposition que nous avions en vue est ainsi démontrée.
On peut déduire des formules précédentes une autre consé-
quence. N’assujettissons plus I'intégrale (20) a avoir une valeur
déterminée, mais considérons, parmi les courbes (K) réunissant
les points A et B, celles qui ont la méme longueur que (F'). On

aura alors
s =g,

et la comparaison des formules (18) et (19) montre alors que /’in-
tégrale

B
f (M du + N dv)
A

sera plus grande pour la courbe (F') que pour toute autre
courbe de méme longueur réunissant les points A et B.

On peut donner une forme différente a ces résultats. Menons
par les points A et B une courbe fixe quelconque ADB ( fig. 67).

Fig. 6.

L’intégrale (20), relative a4 toute autre courbe AHB unissant les
mémes points, ne différe que par une constante de celle qui est
relative au contour entier AHBDA. Or I'intégrale curviligne rela-
live a ce contour fermé peut étre remplacée par I'intégrale double

oN oM
Q= —_ %2
/;/(()u 5o ) du dy,

¢tendue & toute 'aire que limite le contour. On peut donc trans-
former comme il suit les propositions précédentes :

Soient A et Bdeux points suffisamment voisins, pris sur une
courbe (F), et ADB une courbe fixe, mais quelconque, unissant
les deux points. La courbe (F) est la plus courte parmi toutes
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celles qui unissent les mémes points et donnent a l’intégrale Q
la valeur qu’elle prend dans le cas de la courbe (I'). On peut
dire aussi que, parmi toutes les courbes de méme longueur
unissant les deux points, la courbe (¥) est celle pour laquelle
Uintégrale Q est maximum.

2%

651. Nous sommes maintenant en mesure de résoudre les deux
questions suivantes :

Etant donnée une courbe quelconqgue ADB, trouver, parmi

les courbes AHB joignant ses extrémités et pour lesquelles une
certaine intégrale double

(21) &24./:/((?”-——0—\)1) ludv:f HF(w,v)dude,

étendue & U’aire ADBHA, a une valeur donnée, celle qui est la
plus courte;

ou encore

Trouver parmitoutes les courbes de méme longuewr unissant
les points A et B celle pour laguelle ’intégrale double précé-
dente est maximunt.

On cherchera toutes les courbes dont le rayon de courbure

r

géodésique cst déterminé par la formule

oN oM

u o

(22) — =k

> — =k F(u, ),

ot & désigne une constante arbitraire. On construira celles de ces
courbes qui passent par les points A et B; et 'on déterminera la
constante & par la condition que I'intégrale double Q dans la pre-
miére question, ou la longueur de 'arc dans la seconde, ait la
valeur donnée a priori. Les courbes obtenues donneront la solu-
tion cherchée. Cela résulte presque immédiatement des proposi-
tions établies. La régle précédente est d’ailleurs celle a laquelle
conduit application réguliére des méthodes du Calcul des varia-
tions. Le lecteur rétablira aisément le calcul que nous omettons
ici. Nous allons indiquer seulement comment on pourra déterminer
les courbes et exprimer les conditions indiquées.
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On éerira d’abord I'équation aux dérivées partielles

(23) G(p—4 kME—aF(p-+ kM)(g -+ kN) 4+ E(g -+ kN)>= EG — F2,

que l'on obtient en remplacant M, N par AM, AN dans I’équa-
tion (13).

Supposons que I'on en connaisse une solation 6 contenant la
constante arbitraire . On pourra metire ’élément linéaire de la
surface sous la forme

(24) ds?= [dO + k(M du + N dv)]? -+ o2 db}.

Suivant la méthode du n° 532, différentions en faisant varier
seulement les constantes « et k. Nous aurons

| O ~+ k(M dw + N de)] [d% S - <d g% —+ M du + N dp > 8/€J

. 05 00, \ o 00,
40 d61[<(76—66161+ Gd»&;i) oa - <d/ dby - o a 57:> OA] =

La différentielle d0,, considérée comme fonction de du et de dv,
doit diviser la premiére ligne. Comme elle ne peut diviser le pre-
mier facteur, elle doit nécessairement diviser le second, et cela,
quels que soient Sa, 6k. En répétlant le raisonnement du numéro

cité, on pourra prendre
a0

=354
et il restera Péquation nouavelle
d6 00
(25) d— +Mdu -+ Ndv =) d—,

ok

ot A désigne un facteur de proportionnalité. On en déduit la con-
séquence suivante.
Sil’on se déplace sur une des courbes intégrales (0, = const.)

entre deux points A et B, demeurera constante. On aura donc
00
a4z +Mdu-+Ndy = o
ok

et, par suite,
B

f (M du + Ndv) = (g%)
\ A

A

- (),

Lintégrale simple qui figure dans le premier membre est égale
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a Q — /, [ éLant une constante connue. On a donc

oe> 0
(26) Q‘l+<57c,A_<57f>B'

On aura de méme, s désignant I'arc AB,

B B 00
s ::f [db + (M du + N de)] :f <d0—/{d——>
A Jy ok

ou encore

; 06 \ B
(2/) ~5‘:<0——~/10—/~C>A-

Ces expressions de s et de @ permettront d’écrire simplement
les équations de condition qui se présentent dans les deux pro-
blémes proposés plus haut.

652. L’application la plus intéressante des propositions géné-
rales précédentes se rapporte au cas ou l'intégrale double Q est
celle qui donne I’aire d’une portion de la surface. On doit alors
déterminer M et N par I’équation

oN oM

(28) H:\/u;_b-:_d-_u_w,

et la formule (22) nous donne

(29) = k.

1
P

Les courbes correspondantes ont leur courbure géoddésique
constante. Nous les nommerons, pour abréger, des cercles géodé-
siques (). Des résultats qui préceédent nous déduisons les corol-
laires suivants :

Parmi toutes les courbes de méme longueur unissant deux

(*) Quelques auteurs, au contraire, appellent cercles géodésigues les courbes
que l'on obtient en portant des longueurs constantes sur toutes les géodésiques
passant par un point. Comme le cercle, ces courbes sont toujours fermées et elles
coupent a angle droit tous leurs rayons géodésiques; mais elles n’ont pas, en
général, leur courbure géodésique constante. Les lignes & courbure géodésique
constante, auxquelles nous réservons ici le nom de cercles géodésiques, ne sont
fermées que sur les surfaces & courbure constante, Le lecteur I'établira en cher-
chant Péquation approchée d’un cercle géodésique de courbure infiniment petite.

152 LIVRE VI. — CHAPITRE VII.

points A et B, celle gqui, jointe ¢ une courbe fixe ADB( fig. 67),
limite la plus grande étendue de la surface est un cercle géo-
désique.

Parmi toutes les courbes unissant les mémes points et limi-
tant une étendue donnée de la surface, la plus courte est un
cercle géodésique.

633. Pour donner au moins une application de la théorie géné-
rale qui préceéde, nous allons montrer que 'on peut déterminer les
cercles géodésiques de toutes les surfaces qui sont applicables sur
les surfaces de révolution (').

On a alors, pour I’élément linéaire, 'expression

ds? = du?—+ 92 (u) dv?,

et 'équation (10) devient

. ON oM
H=9¢(u)= el

On peut donc prendre

M=o, N:/;?(u) du = L(u).

L’équation a intégrer (23) prend la forme
(30) P Ly +rp(u)]r
¢ (u)

Posons ic1 encore, comme au n° 579,

0 = apv—+ I (u);

F(u)= %/I# I:———————u . klp(u)J‘Z:
. c;(u)
ce qui donnera

(31) 0:ccv+f‘/1—[ﬁ—/f—w]gclu.
o(u)

(') Voir, & ce sujet, les deux articles suivants :

il viendra

MiNpiNG, Zur Theorie der Curven kiirzesten Umrings, bei gegebenemn Flii-
cheninhalt, auf krummen Flichen (Journal de Crelle, t. LXXXVI, p. 279;
1878).

DarBoux, Sur les cercles geodésiques ( Comptes rendus, t. XCVI, p. 54; 1883).
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Si I'on différentie par rapport & @, on aura 'équation générale
des cercles géodésiques

- . a—-kd(u) Tu— .
32) ‘ f‘?(")\/o (u)—[a—+ /f".J(“)JQCu ¢

Dans le cas des surfaces & courbure constante et égale a 'unité,

on peut prendre
¢ ()= sinu,

et 'on trouve, en effectuant la quadrature
\/I —+ k2— a?sin(v — ¢y)sinu + a cosu = A.

C’est I'équation que I'on obtient immédiatement sil'on suppose
que la surface soit une sphére de rayon 1.

654. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques pro-
positions trés simples relatives aux cercles géodésiques el aux
systémes isothermes.

Considérons d’'une maniére générale une surface rapportée a un
systétme de coordonnées orthogonales, el soit

ds? = A2 du? -~ G2 dv?

la formule qui donne I'élément linéaire. Si I'on désigne respec-
tivement par o, et p, les rayons de courbure géodésique des arcs
A du et CGdo, on aura

(33) o=

{_C I 1 0A
Po AC o’

0w AC o0’
Supposons d’abord que le systéme soit isotherme. On pourra
prendre

o A=C=),
et 1l viendra
I I ())\ I 1 On
34 r_ Lo L B
( l) 0w 2 Ju o )\2 v’
d’ou 'on déduit
<i) ()
35 \Pu/ - APe/
(33) Cou ¢ 0

‘En divisant par A et posant

ds, = ) du, dsy = ) dy,
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on peut donner a cette équation la forme suivante

50 (o), (5)

08, ‘ oS,

:O’

qui est enticrement géométrique et qui exprime que les dérivées
des courbures géodésiques des deux courbes coordonnées sui-
vant la tangente sont égales auw signe pres.

Cette propriété, il est aisé de le reconnaitre, caractérise les
systémes orthogonaux et isothermes; car, si I'on remplace dans
Péquation précédente ds, par A du, ds, par Gdv, py et p, par
leurs expressions (33), il vient

LT S
dude °G ’
d’ot1 'on déduit
)
C Ay’

équation caractéristique des systémes isothermes.
L’équation (36), rapprochée de la remarque précédente, donne
naissance aux deux conséquences suivantes :

St une famille de courbes isothermes est composée de
cercles géodésiques, il en est de méme de la famille isotherme
Jormée par les trajectoires orthogonales.

Supposons, en effet, que cette famille soit formée par les
courbes de paramétre ¢. Alors o, sera une fonction de ¢; on aura

(5)
Pu

ouw %
et la formule (35) nous donnera
'(52)

bo/ .

op
Donc g, sera une fonction de u«, ce qui démontre la proposition.

20 Si des cercles géodésiques forment deux familles de
courbes se coupant a angle droit, ces deux familles sont iso-
thermes.
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En effet, 'équation (36) est alors vérifiée, et nous venons de
démontrer qu’elle caractérise les systémes isothermes.

IInous reste a indiquer quelle est la forme de 1’élément linéaire
pour de tels systemes. Posons

oi =—TF'(u)=—TU, = (0) = V.
v P

Les équations (33) nous donneront

(5) (3)
Ju = U, Toe T Vi
d’ou, en intégrant, on déduit
. N 1

(37) ATV

Ainsi I'élément linéaire est exprimé par la relation

du? - do?
38 Ads?2 = —
(38) (U+V)y’
dont la forme seule suffit & établir qu’il n’existe pas, en général,
sur une surface donnée a priore, deux familles orthogonales com-
posées de cercles géodésiques.

635. Nous avons déja déterminé (n° 638) les suvfaces dont
toutes les lignes de courbure sont des cercles géodésiques. Nous
signalerons ici encore une question non résolue, analogue a
celle que nous avons proposée relativement a ’élément linéaire
de M. Liouville : Reclercher toutes les surfaces dont U'élément
linéaire peut étre ramené de diverses maniéres a la forme (38),
cest-a-dire qui admettent plusicurs couples de jfamilles ortho-
gonales composées de cercles géodésiques.

An nombre de ces surfaces on doit trouver évidemment toutes
celles dont la courbure totale est constante. Nous nous contente-
rons de rappeler ici une proposition qui a ¢ié démontrée par

MM. O. Bonnet et Catalan :

Ltant données deuz droitesD et A, polaires l’une de I’autre
par rapport ¢ la sphére, tous les cercles dont les plans passent
par A coupent a angle droit les cercles dont les plans passent
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par D. Les deux familles de cercles orthogonaux ainsi déter-
minées sont les plus générales que l'on puisse tracer sur lo
sphere.

On démontre immédiatement cette proposition au moyen du
lemme suivant :

Quand deux cercles d’une sphére sont orthogonauz, le plan
de chacun d’eux contient le pdle du plan de U’autre par rap-
port a la sphere.

Ces systémes orthogonaux composés de cercles ont déja été
employés aux n° 206 et 207. On pourrait les retrouver ici en ex-
primant que l’'élément linéaire (38) convient & une surface dont la
courbure est constante. On est ainsi conduit & une équation qui
conlient, en méme temps que les fonctions U et V, leurs dérivées
des deux premiers ordres el qui permettra de déterminer les ex-
pressions les plus générales de ces fonctions U et V.
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CHAPITRE VIII.

LES TRIANGLES GEODESIQUES ET LE THEOREME DE GATSS.

Du systéme de coordonnées polaires dans une surface quelconque. — Développe-
ment suivant les puissances de u« de la courbure totale et de la quantité n qui

figure dans ’expression
ds* = du? + W de?

de P’élément linéaire. — Distance géodésique de deux points quelconques. —
Son carré est développable en série. — Calcul des premiers termes de cetle
série. — Triangles géodésiques infiniment petits. — Théoréme de¢ Gauss. —
Expression de la surface du triangle. — Application des résultats précédents a
la détermination de quelques infiniment petits relatifs a une courbe quelconque
tracée sur la surface. — Expressions de 'arc approchées jusqu’aux termes du
cinquiéme ordre. — Etude d’une question posée par M. Christoffel : recherche
des surfaces pour lesquelles il y a, entre les six éléments d’un triangle géodé-
sique, une ou plusieurs relations indépendantes des coordonnées des six som-
mets. — Travaux de MM. Weingarten et von Mangoldt. — Les surfaces &4 cour-
bure constante sont les seules pour lesquelles il y . ait plus d'une relation
entre les six éléments; et le nombre de ces relations est égal & trois. — Les
surfaces applicables sur des surfaces de révolution sont les seules pour lesquelles
il y ait une relation, et une seule, entre les six éléments. — Démonstration de
ce dernier résultat par la considéraiion des triangles géodésiques infiniment
aplatis.

636. Considérons toutes les géodésiques passant par un point
C d’une surface donnée ( fig. 68). Nous avons vu [1I, p. 407] que,
dans une région suffisamment petite s’étendant autour du point C,
chaque point A de la sarface est bien déterminé par sa distance
géodésique w = AC au point G et par I'angle ¢ que fait en C la
géodésique CA avec une courbe fixe quelconque CH, choisie pour
marquer 'origine des angles.

On sait qu'avec ce systéme de coordonnées I'élément linéaire
est défini par la formule

() ds? = du?—+ 22 dv?,
et que la courbure totale de la surface a pour expression

' v 1 REDN
(2) RR'~ % 0w’
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Si l'on porte des longueurs égales sur toutes les géodésiques
passant en G, on obtient une courbe fermée entourant le point G.
L’élément de 'arc de celte courbe a pour valeur

ds = \ dp.

On voit donc que X doit devenir nul avec «, et, de plus, en
assimilant la surface & un plan dans la région voisine du point C,
on reconnait que le rapport de % a « doit tendre vers 'unité

Iig. 08.

v’/’

“k
lorsque « diminue indéfiniment. Mais, pour établir ce point en
toute rigueur et surtout pour obtenir des résultats plus complets
sur la forme de A, nous devons donner quelques développements
qui sont d’ailleurs nécessaires pour la suite.
Soit

(3) ds2=E dp2>+ »F dp dg + G dg?

I’expression de I’élément linéaire rapporté a un systéme de coor-
données quelconques p et ¢. Si p, ¢, désignent les coordonnées
du point G, nous admettrons que E, I, G sont développables
suivant les puissances de p—p,, ¢ —q,. Ces conditions sont
évidemment remplies, avec une infinité de systémes de coordon-
nées, pour toute région de la surface ne présentant pas de singu-
larité. Pour plus de simplicité, substituons aux coordonnées p, ¢
les différences p — p;, g — ¢,. De cette maniére, les deux coor-
données du point G deviendront nulles et E, ¥, G deciendront
développables en séries ordonnées suivant les puissances de p
et de ¢; ces séries seront conyvergentes ai moins tant que les
modules de p et de ¢ n’atteindront pas certaines limites déter-
minces.

Ces hypothéses étant admises, nous avons vu aa n° 518
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[II, p. 408] que, si on trace une géodésique passant par le
point (po, ¢,), les coordonnées p, ¢ d’un point quelconque de
cette ligne sont définies par les équations

(p—po=p +ap?rodpqg g ..

(4) B ’ P "o
79— qo=q +Bp-r2Bp'q g,

ot les coefficients «, &/, ", ..., B, @/, B’, ... sont des séries,
ordonnées suivant les puissances de p,, ¢, et convergentes tant
que les modules de ces variables sont inférieurs a des quantités
déterminées. Quant aux quantités p/, ¢/, elles ont pour expressions

- . dp . dg ™
(5) P ”6<W>o’ q ~0<2§)0,

0 désignant I'arc de la géodésique compté a partir du point ini-

(ZO m‘ 0
dérivées de p et de ¢ considérées comme fonctions de cet arc. Nous
avons remarqué [II, p. Jog] que I'on a

tial (po, 7o) et <@> ) <dq mdiquant les valeurs initiales des
0

(6) Eop21-oTop ¢ + Gog'2= 62,

Eo, Fo. GO étant les valeurs de E, I, (¢ pour le point initial
(pos o). D’aprés cela, les valeurs de p, ¢ données par les équa-
tions (4) doivent étre regardées comme des séries ordonnées
suivant les puissances des quatre variables p,, ¢, p/, ¢/, séries
qui sont convergentes quand les modules de ces variables sont
inférieurs & certaines limites déterminées ().

Ces résultats étant admis, supposons d’abord que le point
(po, ¢o) coincide avec le point G; c’est-a-dire faisons

Po= ¢o= 0.

Alors la géodésique deviendra l'une de celles qui passent au
point G, GB par exemple; 'arc § deviendra la variable que nous

(1) Cette proposition rvésulte de la théoric des équations aux dérivées par-
tielles. Car les valeurs de p et de ¢ données par les formules (4) peuvent étre
considérées comme des fonctions des trois variables p,, ¢,, s définies par la double
condition de satisfaire aux équations (16) du tome 11, p. 408, et de se réduire respec-
tivement a p, et & ¢, pour s = o. Il résulte alors de la théorie générale que les
séries (4 ) seront convergentes pour des valeurs de p,, g, et de s, c’est-a-dire
de p' et de ¢', dont les modules n’atteindront pas certaines quantités déterminées.
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avons appelée w«; et, si 'on suppose que CGH soit la courbe de
paramétre ¢ passant en G, 'angle ¢ sera défini par les formules

déja employées [I, p. 154]

Eop' + TFog’

COS¢ = — >
) VEWEp2+2Fop g + Gog™
# sing = VE: Go _—7}?3 ¢

VB Bop o Fop g+ Gog’®

ot Ky, ¥y, G, désignent maintenant les valeurs que prennent E,
I', G au point CG. Comme on a aussi

Eop2+2Fep' ¢ -+ Gog'2 = u?,
on déduit des formules (7)

| Eop'+Fog = VEsucosy,

(8 —_— _
o) ? VEyGo— F2¢' = /Equ sinp.

Quant a p et 4 g, ils s’expriment en fonction de p’ et de ¢’ par
les équalions

. p=p +ap?2-oapqg+aqgri+...,
(9) o bp b o b '

qg=q +bp2+2bp'qg+b"qg2+...,

que I'on obtiendra en annulant dans les formules (4) les valeurs
de p, et de g,.

Au moyen des équations (8) et (g), on peut exprimer p el ¢ en
fonction de w« et de ¢ et substituer les valeurs obtenues dans I'ex-
pression de I’élément linéaire de la surface. Si nous employons
d’abord les formules (g), nous aurons des résultats tels que les

sulvants
E=E)+ep +eyqg +—...,
(10) F=Fi+fop +foqg +...,
G=Go+gop'+&,¢ +...;
puis
| dp =dp" ...,
(1r) ] ,
{ dg = dq' —+. ..,

les termes négligés contenant tous p' ou ¢’ en facteur.
Il suit de 1a que 'on peut écrire

(12) ds2=Eydp?2-+2Fydp' dg - Godg?+H dp2 42K dp'dg'+ L dq’2,
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H, K, L étant des séries qui ne contiendront aucun terme indé-
pendant de p’ et de ¢'.
Sinous substituons maintenant dans la premiére partie

Eodp2+ oV, dp' dg'—+ Gy dg'™
les valeurs (8) de p' et de ¢, elle devient
du? + u? dp?.

Comme la différence ds? — du? doit contenir do? en facteur, on
aura nécessairement

Hdp?—+— 2K dp'dq'+ L dg'>= M dv?;

et 'on reconnait immédiatement que M sera une série, ordonnée
suivant les puissances de w«, dont tous les termes seront au moins
du troisiéme degré par rapport a w«, les coefficients étant des
fonctions entiéres de sing et de cose. De cette maniére, 1'équa-
tion (12) prendra la forme

ds? = du?— )2 de?,
ot 'on aura

2= u24- o Nud+...
et, par sul te,

(13) N=u-+Nw2+Puw+ Qur+-Rus-—+...,

les coefficients élant, ici encore, des fonctions entiéres de sine et de
cosv. Nous allons obtenir des résultats plus précis en raisonnant
de la maniére suivante.

657. La courbure totale de la surface, calculée avec les variables
primitives p et ¢ par les formules que nous avons données, est
évidemment une fonction développable suivant les puissances de
petde g. Silon y remplace p et ¢ par leurs expressions en u et
¢, il est clair que 'on obtiendra un résultat de la forme

i .
= A+ Bu+ Cu2+

() R

ou le coefficient de u” sera un polyndine homogeéne et de degré n
cn sing, cose.
Admettons cette conclusion, qu’il serait facile d’établir autre-
ment. Si, dans la formule (2), on substitue les valeurs précédentes
D.— IIIL II
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de A et de RR/, on obtient I'identité

(A +Bu+Cw?+.. ) (u+Nuw—+...)=2N+4+6Pu—...,

d’ou 'on déduit, en égalant les coefficients des mémes puissances
de u dans les deux membres,

N = o, A =0P, B =12Q, G+ AP = 20R,

et, par suite,

B G A2
Q—-—E’ l{—‘_'

N:O, P = —+ ’
20 120

A
'67

On voit donc que 'on a définitivement
(13) A=u+Pud+ Qui+ Rub—+ Sud—+...,

le coeffictent de u® étant une constante, qui est égale au
sizieme de la courbure totale en C changée de signe, et, d’une
maniére générale, le coefficient de u" é¢tant un polynéme homo-
gene d’ordre n —3 par rapport & sing et & cos.

En particulier, les expressions de Q et de R seront

Q = acosy + b siny,

(16)

R = a’ cos?2¢ + b'sin2y + 2¢' sing cosv,

a, b, a', b, ¢’ étant des constantes d’ailleurs quelconques.

Il nous parait trés intéressant que A revéte unc forme aussi par-
ticuliere, quelle que soitla surface considérée. Il semble, en effet,
que 'on pourrait choisir X arbitrairement parmi les fonctions qui
sont assujetties & 'unique condition de s’annuler avec u. Mais il
faut conclure de notre analyse que, si I'expression de A ne rentre
pas dans la forme que nous avons donnée, la surface présentera
une singularité au point C.

Avec I'expression précédente de A, la courbure totale sera dé-
terminée par ’équation

(17) LR—IRQ’ =—06P —12Qu -+ (6P2—20R)u2+ (18PQ — 305 )ud+...,

que I'on obtient en appliquant la formule (2).

658. Nous allons maintenant étudier une autre question et
montrer que la plus courte distance géodésique de deux points
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A et B pris dans la région qui environne le point C(fig. 68) a son
carré développable en série suivant les puissances entiéres et
positives des coordonnées p, q et po, qo des deux points, pourvu
que ces deux points soient suffisamment rapprochés de C.
Supposons que p,, ¢, soient les coordonnées de A. Nous avons
vu qu'une géodésique passant par ce point est définie par les deux
équations (4). Comme on a, pour des valeurs nulles de p’ et de ¢/,

oprq) _,
agy "

on peut résoudre ces équations (4) par rapport a p' et & ¢’ et ob-
tenir ainsi pour ces variables des expressions

(18) Pyq' =P(po g0 P —Po ¢ —G0),

ou le symbole P désigne des séries ordonnées suivant les puissances
des quatre variables po, 7o, p — po, ¢ —qo; et il résulte d’ailleurs
des propositions générales de la théorie des fonctions que ces
séries seront convergentes tant que les modules de ces variables
n’atteindront pas certaines limites, déterminées pour chacune
d’elles. Par exemple, si 2/ désigne la plus petite de ces limites, les
séries seront convergentes pour toutes les valeurs des variables
dont le module sera inférieur & 2/. Nous allons montrer que ces
séries peuvent étre ordonnées suivant les puissances entiéres de
P> ¢, Po, qo et rester convergentes tant que les modules de ces
nouvelles variables sont inférieurs a (.

En effet, si les modules de p, ¢, po, ¢o sont inférieurs a /, ceux
des variables anciennes pg, ¢, p — Po, § — ¢o sONt certainement
inférieurs a o/ et, par suite, les séries (18) sont absolument con-
vergentes. On pourra donc grouper comme on voudra les termes
de ces séries sans altérer ni la convergence, ni la somme totale de
chacune d’elles. D’aprés cela, réunissons en un seul groupe, dans
chaque série (18), tous les termes qui sont du méme degré par
rapport a po, ¢o, P — Por ¢ — Gao; puis développons par la formule
du bindme les puissances des différences p — py, ¢ — g,. Nous
aurons ainsi les séries (18) ordonnées suivant les puissances de
Py ¢y Po, o ¢t d'ailleurs convergentes, comme il fallait le démon-
trer.
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Si, maintenant, on porte les valeurs de p', ¢’ dans la formule (6)
02 = E0 p2 4 2T p' ¢’ + GV g'2,

ott B0, o, G¢ sont développables suivant les puissances de pg, o,
on reconnaitra que §2 est développable en série convergente or-
donnée suivant les puissances de p, q, po, go quand les deux
points A et B sont suffisamment voisins du point G. Telle est la
proposition générale qu’il s’agissait d’établir.

659. Imaginons maintenant qu’aux variables p et ¢ on substitue
les coordonnées polaires wet ¢. Le développement de §2 deviendra
une série ordonnée suivant les puissances de u, u, et dont les
coefficients seront des fonctions entiéres de sing, cosy, singg,
cos ¢y,

Les termes de degré moindre de cette série s’obtiennent aisé-
ment par l'application de la méthode précédente. On trouvera

ainsi
(19) 0

Q contenant les termes du troisiéme ordre et des ordres supé-
rieurs. Mais on pourrait établir ce résultat par un raisonnement

<]

= w2+ ul—2uuycos(v — vy) + Q,

a priori. En effet, lorsque « et u, deviennent infiniment petits,
Pexpression de 02 doit se réduire a ce qu’elle est dans le cas du
plan, et cette simple remarque permet d’écrire la formule précé-
dente. Pour calculer Q, nous nous appuierons uniquement sur 1’é-
quation aux dérivées partielles

M\ 1 /002
(20) A0_<0—u> =53 <—d—v) =1,

a laquelle doit satisfaire §, considérée comme fonction des varia-
bles v et ¢. Le calcul se trouve beaucoup simplifié par les remarques
survantes.

Si l'on fait ©,=o0, on a exactement 2= 2, Q==o0. Tous les
termes de la série Q doivent donc contenir «, en facteur. On dé-
montrera de méme qulils doivent admettre les facteurs u et
sin(p — ¢y) et la suite du calcul montre méme que Q doit étre
divisible par u2u] sin2(v — ¢,). Nous poserons donc

(21) 02 = 12+ ud — 2u1y cos(v — 0g) +—2u2ulsin?(v — vy ).
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On voit qu’il suffirait de connaitre le premier terme de ¢ pour
obtenir une expression de 02 exacte jusqu’au cinquiéme ordre
exclusivement. Pour déterminer ¢, nous allons exprimer que § est
une solution de 1'équation (20); mais auparavant il convient de
faire un changement de variables.

Posons

(22) Ucosy =a, using = y.

Il est treés facile de donner la signification géoméirique des nou-
velles variables & et y. Faisons correspondre, en effet, a chaque
point M de la surface un point M’ du plan tangent en G par la con-
struction suivante. Sur la tangente en G a la géodésique CM, por-
tons une longueur CM/ égale a 'arc CM; x et » seront les coor-
données du point M’ par rapport a des axes rectangulaires ayant
leur origine en G et situés dans le plan tangent.
Lorsqu’on substitue z et » a v et a ¢, les produits

2Qu, (2R +P2u2, (25 +2PQ)ud

deviennent des polyn6émeshomogénes du premier,second, troisiéme
degré par rapport & x et a y.
Nous poserons

2Qu = 2Py,
(3} (2R + P2 u2=oP,, H=P+P,+-P,+Ps+....
N
(28 4+ 2PQ)ud= 2P;,
On aura

22 = u?+4 ol ut,
et I’élément linéaire se présentera sous la forme suivante :
(24) ds? = dx? + dy? 4+ o1 (w dy — y dx)2.

La courbure totale, qui est déterminée par I’équation (17), aura
pour expression nouvelle

—1
~

(25) W:GP+IZP1+2OP2
2.9

—16P2(x‘~’+y?)+30P3—/,8PP1(x?+ Y2) ...
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L’équation & laquelle doit satisfaire § prendra la forme

/ 00\ 2 00\ 2 00 00\ 2 .
(26) k;ﬁ;) +<d;> —|—2H<z‘(ﬁ +y@> =1+ 2ll(22+ y?2),

que Ion peut obtenir directement par le calcul de AO 1L, p. 425];
et enfin Pexpression de 62 deviendra

(27) 02= (27 — 20)*+ (¥ — y0)*+ 2s?,

¢ désignant le déterminant

(28) S = Zyo— Y&y

Il ne reste plus qu’a substituer la valeur de O dans I’équation aux
dérivées partielles (26), et ’on obtiendra, en supprimant le fac-
teur o2, I'équation

o ov
—_ 1 — R SR - . "2 2
. oy oy |> 2y 4
+2H<x5§+y07+2y (224 y2— 2200 — YV¥0)
o oy 1. oY\ 2 ()LP>2
! T . T L g2 _T [T i
+2W<y°f>$ 3 >T2U [<f’x> ‘ <‘9)f

o o 2
+zdg?=(m3+y8)+cr?ﬂ<x£ +y§ —}—zdg) ,

qui fera connaitre 4. Posons
(29) b= do4 b+ dr4-o L

U; désignant I'ensemble des termes de degré /. En égalant a zéro

ensemble des termes de méme degré dans I’équation précédente
I ble des t d g ,
on obtient les relations

( ¢0_P:O7
. od od
LPij*—(x—x‘o)g% +(J’*}’0>5")‘f —Pi=o,

(30) ol

) s
st (@ — 20) 52 4 (3 — o) o

9y
+2P(@ —20)*+ (y —p0)* ] = Pa=o0,

qui permettent de déterminer sans difficulté les polyndmes ;.
Désignons par l'indice supérieur o le résultat de la substitution
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de zy, Yo & z et & . On trouvera ainsi

Yo =P,
: P+ Py
Yi‘““‘—;*’
(31) 2P2 .
b2 =— == [(# —20)*+ (¥ —0)*]
I 0 T oPy oP,
\ +§[P2—|—P2+ 5<WUWT}/0W .

On calculera de méme 4y, 4y, s, .... Mais les expressions précé-
dentes, qui permettent d’obtenir le carré de la distance géodésique
jusqu’aux termes du sixiéme ordre, nous suffiront amplement.

660. Sil'on revient maintenant aux variables primitives « et ¢,
on aura, en se bornant, par exemple, aux termes du cinquiéme
ordre,

(39) 3 02 — y24- u?,——z'uuo cos (v — py)

+ w?u? sin2(v —og)[2P + Qu + Qo tto],
Q, désignant ce que devient Q lorsqu’on y remplace ¢ par ¢,. St
I’on veut d’ailleurs obtenir les termes du sixiéme ordre, il suffira
d’ajouter dans les crochets la valeur suivante de 2, :

o, = <%§R — P2> u? - (1'2?0 — P2> u3

1 OR .
—+ (—— -+ 3P2> Uty cos(v — vy) — 3 To 4o sin(¢ — ¢g).
3

(33)

L’égalité (32) contient le théoréme qui a été établi par Legendre
pour les triangles sphériques infiniment petits et qui a été étendu
par Gauss, dans les Disquisitiones, & tous les triangles géodé-
siques infiniment petits tracés sur une surface quelconque. Con-
servons les notations précédentes. Soient A le point de coordon-
nées w,, 99, B le point de coordonnées u, ¢v. Le triangle ABC
(fig. 68) aura ses cotés composés de lignes géodésiques; et, si
lon désigne par «, b, ¢, A, B, C les cotés et les angles de ce
triangle, on aura

u=a, uy= 0, p — o= C.

Si 'on désigne ensuite par «, B, v les valeurs de la courbure
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totale aux trois sommets A, B, C respectivement, la formule (17)
nous donnera, si nous ne conservons que les deux premiers
termes,

Yy =-—06P, a=—0P —12Qq g, B=—6P—12Qu.
On déduit de la

6P =—~, 12Qu =+ —§, 12Qouy =~y —a,
B+a+tay
12 ’

34
( —') 2P+Q1L+Q0u0:*——

L’équation (32) prendra donc la forme enticrement géomé-
trique

a?b2sin2C

(35) 2= a?-+ b2—2abcosC — — (& + 8 +2v),

12
ol-'on néglige seulement les termes & partir du sixieme ordre.
Construisons un triangle rectiligne auxiliaire dont les cotés
seront a, b, ¢ et désignons par A0, B°, C¢ les angles de ce triangle.

On a

c? = a2+ b2 — 2ab cos GO,

En retranchant de 1’équation (33) et divisant par ab, nous
trouverons la relation

ab sin2C
cosC —cos(Co = — %(a+@+ 2Y),

exacte jusqu’au troisiéme ordre inclusivement, et d’ou il résulte
que la différence entre C et C0 est du second ordre. Il suit de la
que l'on peul négliger le carré de cette différence et remplacer,
dans la formule précédente,

cosC —cosCGY et absin2C
respectivement par
(Go-— C)sinCGo et absin2Cr.

On obtient ainsi
. ab sin G
C=Co+ — — (a+B+2vy)

24
Sil'on pose

o
g0 = 2bsinG
2

>
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S0 sera V'aire du triangle rectiligne auxiliaire, et 'on aura

S0
"2

C= 0ot 2 (g B 2).
Par raison de symétirie, on peut écrire les trois équations de
Gauss

K0
A=At a2+ B+ 7 ),
.80
(36) B=B+ —(a-+2B-+7y),
0 SO ,

qui raménent la résolution du triangle géodésique a celle d'un
triangle plan et qui sont exactes jusqu’aux termes du troisiéme
ordre inclusivement. Si on les ajoute, on trouve

So
(37) A—F—B—}—C——ﬁ:?(u—:—.@—l—‘().
Dans le cas de la sphere, on a

O{:AB:Y:—_,

et P'on retrouve le théoréme de Legendre.

On peut, du reste, déduire de 'expression seule de 62 tous les
éléments du triangle géodésique. La formule rvelative a la diffé-
rentielle d'un segment [1I, p. 417] nous donne, en effet, les rela-
tions suivantes, obtenues en faisant varier successivement une
seule des coordonnées u, ¢, wy, ¢q,

06 00 a0 oi]

(38) Su = cos B, —— = COSA, = AsinB, G =

— — o sin A
duy dy ’

%, désignant la valeur que prend X au point A(w,, ¢,). On peut
remarquer que h, h, sont ce que nous avons appelé, avec M. Chris-
toffel (n° 633), les longueurs réduites des cotés a et b. Disi-
gnons-les par A(a), X(b); des formules précédentes, on déduit
P'égalité

. . o0 00 wruFsin?(v — o) /Oy 0
A(a) 5111B~)\(b)smA_5‘—)~.—z);; 5 9 ﬁ—ow),

d’ou il résulte que le premier membre est du quatriéme ordre par
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rapport aux longueurs des ¢6tés. On a donc

Aa) _ A(b) _ M)

(39) sinA  sinB ~ sinG’

en négligeant seulement les termes a partir du quatrieme ordre (').

661. Il nous reste, pour compléter les résultats précédents, a
faire connaitre la surface du triangle géodésique. Il nous suffira

(') Les résultats que nous avons donnés dans le texte nous permettent d’obtenir
des formules analogues a celles de Gauss, mais ot approximation est poussée
plus loin, jusqu’aux termes du quatriéme ordre. Pour donner & ces formules
une apparence entiérement géométrique, il faut introduire les valeurs de la
courbure totale pour certains points du triangle, par exemple pour les milieux
des cotés. Nous désignerons par o', §', v’ les valeurs de la courbure totale pour
tes milieux des cotés @, b, ¢ respectivement.

Les coordonnées des milieux des deux cOtés a et b s’obtiennent sans difficulté
et permettent de calculer trés aisément les quantités o, f'. Mais, pour obtenir y',
il faut déterminer le milieu de la géodésique AB. L’équation de cette géodésique
peut étre donnée sous différentes formes; et, si 'on utilise, par exemple, la der-
niére des équations (38), on reconnait que les coordonnées u, ¢ de tout point de
AB doivent satisfaire a I’équation

a0

(@) d—VJ:—')\O sinA.

Cette équation, jointe & la suivante

permettrait de déterminer lcs coordonnées du milien de AB; mais, pour
faire le calcul avec ¢élégance, il est préférable de revenir aux coordonnées x el
¥ qui sont définies par les formules (22) et que nous avons déja employées avec
avantage. On trouve ainsi que, si X, Y désignent les coordonnées du milicu de
AB, la formule (a) nous donne

Xyo— Yo,= bcz—mA (42,

¢, désignant un infiniment petit du second ordre. Par raison de symétrie, on aura
de méme

ac sinB .
oYy = CHE ),

et Pon déduit de ces deux formules que lon aura, comme il est aisé¢ de le vé-
vifier,

(b) X 2+ %, Y = X,

2 2

les termes négligés étant du troisiéme ordre et des ordres supérieurs.
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d’imiter la méthode que Gauss a donnée, pour cet objet, dans les
Disquisitiones.

Si Pon fait glisser infiniment peu (ffg. 69) le sommet B en B
sur le prolongement de AB, w et ¢ prendront des accroissements
du, do, et la surface S croitra de la quantité

0S

08
o du -+ 5o dy.

Ce point étant établi, le calcul ne présente plus aucune difficulté. On a, en
effet, par la formule (25) et en négligeant seulement les termes du troisiéme
ordre,

I
AR 6P — 2P, — 20P,+16P2(2* + y*),

et de la on déduit les expressions suivantes des six courbures cherchées

y =—06P,

o =—6P —12P)—20P3 4+ 16 P22,
B'=—6P— 6P)— 5P 4P=0r,
B=—6P—r2P —20P, +16P*a?
o2 =—6P— 6P, — 5P, + 4P2a?

=—06P — 6P, — 6P}— 5P, —5PJ—5AP, 4P (@ + b+ 2abcosC),

f

Pindice supérieur o indiquant le résultat de la substitution de z, et de 3, & @
et & y, et le symbole A désignant 'opération

0

22 2.
" Yo gy

° dx

Comme on a, d’aprés les équations (2r) et (31),

¢ =a*+b>—2abcosC -+ 24 a*b? sin*C,
4P 2
24 = 2P+ P+ Pl — to [(@ — )7+ (¥ —3,)*] + 3 (P4 P§) = 3 4P,

on pourra éliminer les six cocfficients qui entrent dans P, P,, P,, et 'on sera
ainsi conduit a la formule

a-+f—oy —8a —8B — 47’
2 = B—oy > B —4y'

— L, (a*+ b*—4ab cosC).

45

Introduisant Pangle C° du triangle plan auxiliaire, on trouvera par des calculs
faciles la relation

o8¢ -8R 4y 2y —a— B e (@07 e
| 6o o HEEE

qui remplace la derniére des équations (36) et qui est exacte maintenant jus-
qu’aux termes du quatriéme ordre inclusivement.
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Or on a ici

du = cosB ds = % ds,
ou
. 1 00
rdy = sinBds = S 9% ds,

ce qui donne, pour l'accroissement S, 'expression

Zc)Sg)ﬁ 1 9SS 00
S owon T %z o0 o |

Fig. 69.

A

D’autre part, cet accroissement est 'aire BCB', qui a pour valeur

w 2 Pk 5
dv/ ldu:dv[i—k—;L-—{—Q}L——i—...],
o 2 5

ou, si 'on remplace do par sa valeur,

T 00 u? Put Qus
7\; %CZS[WZ— - T —+ **54- —f...}.

En égalant les deux expressions différentes de 'accroissement,
on aura donc I’équation

o 05 1 06 [0S 1u? Put us
(f0) | | - Q‘“‘“]:“

dudn " adwlde a4 5

(qui fera connailre S.
Comme la surface s’annule avec w, w,, sin(¢ — ¢,), nous pou-
vons poser

(41) S:;;—zczcosin(c)#vo)([—%ﬂ)

et, en substituant cette valeur de S, nous obtiendrons pour H




)
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I’équation
. 2

([+H—i—u(E> [u——-uo cos(p — ¢g) — 20U 5111(9—00)!.[/4—0-2(—%]
\ ou ’ Ju

4+ 12Ul cos(p — ¢ )Lb——c%

' N /% oy

Pus 2.Q uk . oH
>< [.(I+H)uo cos(o—vo)—lc—-T — ‘5—— Ce uosm(w—~vu)§;:[
] =o0.

<[1—2Pur—2Qu3+ (3P2—oR)u*+ (6PQ —2S8)ui+..

On déduit de la, par un calcul que nous omettons,
P . 3P 2, P} )
H=— 5 (w2 ug) + Ul cos(p — 0y) — 5 Qud— B Qoud

(42) ¢ ~!~TD(—)u?uo[SQcos(v—vo)—Qo]

o

—+ T% uu2 [3Qpcos(e — o) — Q1

les termes négligés étant du quatriéme ordre et des ordres supé-
rieurs.

Remplacons Qu, Qqu, parleurs valeurs tirées des formules (34)
en fonction des courbures «, 3, v; puis substituons «, b, G a «,
g, ¥ — ¢9- Nous aurons

o2
120

H — (46%2+ 3a2—gab cosC)

by i
—+ £ (4a2+ 362— gab cosC) + L (3a2+ 302 —12ab cos(),
120 120
avec le méme ordre d’approximation que précédemment.
L’expression de S peut s'écrire

..
ab sin G
S = -

(r-+H).

Remarquons d’ailleurs qu’en négligeant seulement les termes du
quatriéme ordre, on a
ab cos G

siuC:sinCO[I+ ~ (1+ﬁ+2]’)].
24

On peut donc écrire, en substituant cette valeur de sinC,

bcosG
S:Sn<[+1{)[1+ﬁ_§%"f_(a+@_.ﬁ2a{>]

:50[1+}I+ C—(’QSZS(‘(&—%—@+2Y>J.
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En remplacant H par sa valeur, on trouve

S :SO[I—.— - (462 + 3&2—4ab cosG)
120

+~B~(4a2—|— 32— fab cosC)—l——L (3a2+ 3b62—2ab cosC)].
120 120

Remarquons enfin que I'on peut, sans changer ’ordre d’approxi-

mation, remplacer 2abcosCG par 2abcosCo ou a*+ b2 — ¢2, ce

qui donne la formule définitive

(43) S =so| 1 (BHO+) @+ fry) atat b2+ ety
' N 6o ’ 120 ’

qui est parfaitement symétrique et qui est exacte jusqu’aux termes
du quatriéme ordre exclusivement.

Gauss a terminé les Disquisitiones en remarquant que, dans le
cas de la sphéere, la formule précédente devient

) S_—_so[1+ i(a2+62+02)],
et peut étre remplacée par la suivante
sin A sinB sinC
4A S — SO _
(45) S S VSill A0sinBosinCo’

qui est calculable par logarithmes.

662. La démonstration du théoréme de Gauss repose entiére-
ment sur l'expression que nous avons donnée plus haut de la
distance géodésique. Si 'on néglige les termes du cinquiéme
ordre, cette expression prend la forme plus simple

(46) 02 = w2+ w3 —auuycos(v —vg) + 2P uud sin2(v — oy).

Nous allons indiquer quelques applications de cette formule,
ainsi que du théoréme de Gauss.

Soit MM/ (fig. 70) une courbe quelconque tracée sur la sur-
face. Nous supposerons qu’on ait placé en M Porigine des coor-
données polaires précédemment définies et que Von compte les
angles ¢ en prenant pour origine la géodésique MP’ tangente en M
a la courbe considérée.

Sinous considérons un arc infiniment peltit de cette courbe MM/,
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son équation sera de la forme
(47) ¢ =au -+ bu+ cud—+...,

, b, ¢ désignant des constantes. Il faut, en effet, que ¢ s’annule
avec u.

Fig. 7o.

qui donne, par une extraction de racine carrée,

ds a? ; ak
=1 —u?+2abud + (3ac+-202+Pa?— — | ut—+...
du ) 8

et, par suite,

. a? ab . - ak\ ub
(48) s=u—+ —B—u3—‘.~ —;—u""—k (a’ac+2b’—’+ Paz— §> i

On déduit de la, en résolvant par rapport a u,

2 ab 13 P 2 3
4 — g g3 gk gk — — a2 — b2 = 54 ...
(49) u=s 5 s —l—<120a 5@ 5[9 :,)ac)s—i
Supposons que «, ¢ soient les coordonnées du point M'. Si I'on
appelle ¢ 'angle de la tangente en M' avec la corde géodésique
MHM’, on aura

- dy dy : 2
sint =A— =u(t+Pu2)—— =as+ 2082+ (aP +3c-— a3 )s?+....
ds ds 3
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En passant du sinus a arc, on trouve
~ . I
(50) L:as+gbs‘l+<aP—|—3c——a3>s3+.,.;
2

el, par conséquent, on pourra calculer la courbure géodésique par
la formule

On obtient ainsi

(51) lpi266—-}—6])8—1—(6((,1)+120—2a3>82—l—....

Appelons g, et gy les rayons de courbure en M et en M’. Nous

aurons

(52) tza:r—, 60s = é—~—PE——-(GaP+Izc—2a3)s?—i—....
Po 1 0

Nous pouvons deés a présent indiquer une application. Si I'on
porte les valeurs de a et de bs tirées des équations précédentes
dans le deuxi¢me ctle troisiéme terme de la formule (49g), on trouve

o 53 5 3 2 2,8 .
(53) s—u= —- +(“F—-at*——Pa%2— Zac—+ - 0%) sb+....
24 QoP1 120 10 3 ]
.. c oy , , . $3
Ainsi la différence entre P’arc et la corde géodésique est YT
MUNS

Perreur commise étant seulement du cinqui¢me ordre.

663. Supposons maintenant que l'on abaisse du point M’
(fig. 70) une géodésique M'P’ perpendiculaire sur la géodésique
tangente en M. Soient, pour un instant, w«, 'arc MP' et § la géo-
désique M'P’. On aura

02= w2+ uf— 2uuy cose -+ 2P u2ul sin?y,

et, pour exprimer que la géodésique est normale en P & MP/, il
suffira évidemment d’annuler la dérivée de 62 par rapport a u,:
cela donne I'équation

Uy— u cosy + 2P u2uysin%e = o
0 0 2

qui fera connaitre u,. Il résulte de cette formule que la différence
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entre u, et 2 cosy est du cinquiéme ordre. On peut écrire

o2

Uy— 1w cosy - 2P udsin?y cosy = 1 —

T, N
4 — atub— 2P a?ud.
24

La substitution de la valeur de ¢ nous donne

a?us
MP == — —5 abul —+. ..
54
(54) 2 a? 3ab
s 2y 20 e

En introduisant dans ledeuxiéme et le troisiéme terme les valeurs
de a et de b données par les formules (52), on trouvera

55 MP/ o= g D177 2P0 5
(55) e

I’erreur commise étant du cinquieme ordre seulement.
q
Sil'on abaisse de méme de M une perpendiculaire géodésique MP
- 4 Aelcrvie be . . 4 4 . ~
sur la geodumque tangente en M/, on aura, en echangeant Po €t gy
dans ’équation précédente,

(56) M'P e= s PO 2Pl

. 2
2~/|p]AO0

Lia combinaison des deux formules (55) et (56) nous donne 1’¢-

quation
$3

MP'-- M'P =25 == — s (p3 - p -+ Gpops)

=)
1

Si P’on remarque maintenant que la différence
pe+ el 2p0p1=(po-—p1)?

est du second ordre par rapport a s, on voit que 'on pourra, sans
changer le degré d’approximation, remplacer dans la parenthése
2 2 : .
o~ pi par 2pep, ce qui donnera
s3

(57) MP' + M'P —os=— >,

3 Pof1

Perreur commise étant du cinquiéme ordre seulement. En élimi-
nant enfin le terme en PJ-;— entre I'équation (53) et la précédente,
on aura o
(58) s =
D. — II. L

\
b
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et cette expression de I'arc sera encore exacte jusqu’aux termes
du cinqui¢me ordre exclusivement.
Les expressions de p, et de py nous permettent encore d’écrire

/\\
i:MM'O:1<l+3>s,
6\p p1

les formules

PN 1/1 2
p=MMO= (L +2)s,
6\er p
que nous nous contenterons de signaler et ou 'errear commise
est du troisidme ordre.

664. La valeur de MP’ a été obtenue par 'emplor de la for-
mule (46) relative a la distance géodésique. On aurait pu aussi
faire usage du théoréme de Gauss en raisonnant de la maniére
suivante.

Considérons, d'une maniére générale, un triangle géodésique
ABC et conservons toutes les notations précédentes. Si 'on con-
struit le triangle plan auxiliaire dont les cétés sont égaux a ceux
du triangle géodésique, les angles de ce triangle, donnés par les
formules (36), auront pour expressions

]

A‘):A——%a,

0

(59) {Br=B_ 30
0

COZC—%u,

a étant la courbure en un point quelconque du triangle et 'erreur
commise étant maintenant du troisieme ordre. T'ant qu’il sera
permis de négliger cette erreur, on pourra donc traiter le
triangle géodésique comme un triangle plan, a la condition
S
3
Appliquons cetle remarque au triangle MM'P’. La surface de ce

triangle est sensiblement égale a

d’ajouter — o a chacun de ses angles.

aud
2

MM’ > MP’ sinp = évuz:

N |-

La courbure totale en M est — 6P. On pourra donc assimiler le
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triangle & un triangle plan, pourvu que 'on remplace I'angle en M,
qui est ¢, par v4aPu?et’angle en P, qui est droit, par ‘—; —+ aPus.
Sil’on écrit maintenant la proportion des sinus, on obtient les
égalités

M'P’ u MP’

i — ~ = = — 3
sin(¢ -+ aP u?) sin<f+aPz¢3> cos(v +2aP u?)

d’ott 'on déduit les valeurs

MP' = u cosvp,

M'P'= wusing + aP uk,

exactes, 'une et l'autre, jusqu'aux termes du cinquié¢me ordre.
Ces résultats sont d’accord avec ceux que nous avons donnés plus
haut.

665. Une méthode analogue peut étre appliquée au calcul du
triangle MM’O. La surface de ce triangle étant a peu prés la
moitié de celle du triangle MM’ P/, il faudra substituer aux angles
7 el ¢ les suivants

., . aP u3
v =1 -+
2
, aPusd
o= e,

les termes négligés étant du quatriéme ordre au moins. Alors la
proportion des sinus nous donnera

oM  OM’ u .
sing ~ sing’  sin(d'—+¢')’

si I’on remplace 7 et ¢’ par leurs valeurs, on pourra obtenir pour
OM et OM' des valeurs exactes jusqu’aux termes du qualriéme
ordre. On trouve ainsi

2 2
gOM:l_c—|——b—u?—6—.<a—-—i——c~—i—£)——SL>LL3+...,
2 6 a

6 fLa 6 2a 4 Sa?
(60) E oM — % i'uz__ at < P . 302 5
) La ' 3 20 4 gaz )W e

Si, au lien d’écrire la proportion des sinus, on emploie la for-
mule
©w = OM cos¢'+ OM’ cos?’,
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on aura, par le développement des cosinus, I’équation

w—OM — OM' =—OM " — OM'L - OM & - OM' = ...,
2 2 24 24

ott Pon néglige seulement les termes du sixiéme ordre. Calculons
le second membre en remarquant que le calcul est beaucoup faci-

1ité si on 'écrit sous la forme

0’2 p'2— 7’2
— (OM —+ OM') — -+ OM' -——

plh A
En employant les valeurs précédentes de OM et de OM’, nous
trouverons

) a? 3 , ak .
w— OM — OM' = — — uﬁ-——abu’*-—(!ﬂ+ 2ac + P a2+ ——) WU 4. ...
2 2 \, 24

Si I'on remplace encore, dansles deux premiers termes, « et b
par leurs valeurs (52), il viendra
. s3
(61) u—OM—OM =— ——,
8pops
L _ C 1 du o .\ : e
erreur commise ¢tant seulementl du cinquieme ordre. En utilisant

la formule (53), on voit que 'on a, au méme ordre d’approxima-
tion,

(62) OM + OM'=3s — 2u.
Il ne nous reste plus qu’a donner I'expression de 'angle O de

deux tangentes géodésiques infiniment voisines. D’aprés le théo-
réeme de Gauss, on aura, dans le triangle MOM’,

3aP
t+p+m— 0 — 7= —

us,
d’ot I’on déduit
Q

. ‘3aP |
O =1-+9¢-+ us.

Remplacant ¢ et ¢ par leurs valeurs, on trouve
(63) O =oau -+ 3bu?-+ <Ac -+ — — {;) u?.
2 o
En négligeant le troisiéme ordre, on a

(64) O:i—+—921<—1——|—1>s.
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666. Dans la suite de cet Ouvrage, nous aurons a appliquer
plus d’une fois les propositions générales qui ont été établies,
dans ce Livre et dans le précédent, relativement aux lignes géodé-
siques. Nous terminerons ce que nous avons a dire maintenant
sur ce sujet en indiquant rapidement la solution d’une belle
question qui a été posée par les travaux de M. Christoffel, et dans
laquelle M. Weingarten a employé de la maniére la plus élégante
le théoréeme de Gauss et les formules (36) données plus haut.

Considérons, sur une surface quelconque, un point A et menons
par ce point deux lignes géodésiques AB, AC. En joignant les
points B et C par une géodésique, on formera un triangle géodé-
sique ABC, dont nous désignerons les six éléments par les lettres
a, b, ¢, A, B, C. Ce triangle est complétement défini s1 'on se
donne les coordonnées « et ¢ du point A, l'angle v que fait la
géodésique AB avec une courbe déterminée passant par A, par
exemple avec la courbe de paramétre ¢, et enfin les trois éléments

. N
AB =c¢, AGC =10, CAB = A.

Les trois autres éléments B, C, @ peuvent donc étre regardés
comme des fonctions bien déterminées des six quantités

b, ¢, A, u, v, w.

Cela posé, il pourra se présenter quatre cas distincts :

1° Les formules qui expriment B, C, @ ne contiendront aucune
des trois quantités u, ¢, w. Il y aura alors ¢rois relations distinctes
cntre les six éléments du triangle géodésique; et il résulte de la
méthode précédente que ce nmombre de trois relations est un
maximum qui ne pourra étre dépassé.

2° et 3° Les formules contiendront une ou plusieurs des quantités
i, ¢, w; mais on pourra éliminer w«, ¢, w entre les trois équations
qui expriment B, C, @, de maniére a obtenir soit une, soit deuz
relations entre les six éléments, relations qui seront vérifiées pour
tout triangle géodésique tracé sur la surface.

4° Les formules qui font connaitre B, C, @ nous donneront
pour ces trois éléments des fonctions des quantités u, ¢, & qui
seront réellement indépendantes; de sorte qu’il n’y aura, entre
les six éléments d’un triangle géodésique, awcune relation indé-
pendante des coordonnées de ses sommets.
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D’aprés cela, on sera conduit & la classification suivante des
surfaces, quia été proposée par M. Christoffel, dans le remarquable
Mémoire que nous avons déja cité [p. 110].

La premiére classe comprendra les surfaces pour lesquelles il
n’y a aucune relation entre les six éléments d’un triangle géodé-
sique.

Toute surface qui n’appartient pas a la premiére classe, c’est-
a-dire pour laquelle il y a une ou plusieurs relations entre les six
éléments d'un triangle géodésique, sera de la deuxieme, de la
troisicme ou de la quatriéme classe suivant que le nombre de ces
relations entre les éléments sera égal & un, a deux ou & trots.

CGomme les formules qui déterminent les géodésiques ne dé-
pendent que de I’élément lindaire, deux surfaces applicables I'une
sur I'autre feront évidemment partie de la méme classe. Le plan,
par exemple, est une surface de la quatrieme classe; il en sera
donc de méme de toutes les surfaces développables; et les rela-
tions seront les mémes entre les éléments d’un triangle plan et
ceux d’un triangle géodésique tracé sur une développable quel-
conque. De méme, nous avons vu au n°® 599 que I’élément linéaire

R oo 1 A ’
de toute surface 4 courbure constante pOSl[lVC E peut €lre ramene

\

a la forme (16) [p. 46], qui convient aussi & une sphére de
rayon R. Il suit de la qu’il y aura, entre les six ¢léments de tout

. P , 1
triangle géodésique tracé sur la surface de courbure constante ek
les relations fondamentales de la Trigonométrie sphérique,

a b c . b . ¢
COS == == COS = COS — -+ 8In = sin — cos A,

R R R R R

- b c a . ¢ . «a
(65) COSE = cosEcos B —+ sin @ sin cos B,
cos & = cos & . iné osC
0S g = COS R COS R ~-sinpsin e .

Dans un Mémorire déja ancien ('), M. Minding a fait la remarque
trés importante, mais a peu prés évidente, qu’il suffit de changer
dans ces formules R en R pour obtenir les relations qui con-

() Minping (F.), Beitrdige sur Theorie der kiirsesten Linien auf krummen
Ilichen (Journal de Crelle, t. XX, p. 323; 1840).
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viennent pour tout triangle géodésique tracé sur une surface a
courbure négative. Les équations (65) se transforment ainsi dans
les suivantes

cos al_ cos bicos ci -+ s'n—bi in cosA
RTOCPROCSR TR YIR %Y
. ot ct at . ¢l . at
6 O 05 cos P L singin Y
(66) €os 7 == €08 R COS| tsing sin cos B,
cos P—Lj = cos @ cos éf ~ si af sin bi 0sG
RTOCPROCR TR R O

qui jouent, dans la trigonométrie des surfaces a courbure constante
négative, le méme role que les formules (65) dans la géométric
de la sphére.

Ainsi, toutes les surfaces & courbure constante appartiennent a
la quatriéme classe. Envisageons maintenant une surface quel-
conque de révolution que nous supposerons rapportée au systéme
formé par les méridiens et les paralléles. Soient « et ¢ les coor-
données d’un point quelconque de la surface, « étant le paramétre
qui demeure constant sur chaque parallele et ¢ I'angle du plan
méridien passant par le point avec un plan méridien fixe. Dési-
gnons par wgy, vo, Uy, ¢4, U, ¥2 les coordonnées des trois sommets
d’un triangle géodésique quelconque. Les six éléments de ce
triangle seront des fonctions des six coordonnées précédentes;
mais, comme on peut faire tourner la surface autour de son axe
sans altérer les éléments du triangle géodésique, il est clair que
ceux-ci ne dépendront effectivement que des trois quantités ,,
wy, wy et des deux différences v, — ¢4, ¢y — ¢, soil, en tout, cing
quantités. I/ y aura donc au moins une relation entre les stx
éléments du triangle géodésique.

Ainsi, les surfaces de révolution et, plus généralement, toutes
les surfaces qui sont applicables sur une surface de révolution,
appartiendront a la deuxi¢me, a la troisiéme ou a la quatriéme
classe.

667. M. Christoffel n’avait pas poussé plus loin ces recherches:
il n’avait apporté aucun exemple d’une surface appartenant a la
troisiéme classe, et 1l s’était contenté de démontrer que toute
surface de la quatriéme classe a nécessairement sa courbure totale
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constante. M. Weingarten, qui a repris cette ¢tude en 1882 (1), a
démontré, par une méthode nouvelle, la proposition précédente
de M. Christoffel, et il a réussi & établir de plus qu’il n’existe
aucune surface de la troisiéme classe.

Désignons par wg, v, &y, ¢4, Us, 92 les coordonnées des trois
sommets d’un triangle géodésique. Les six éléments «a, b, c,
A, B, C du triangle seront des fonctions de ces six coordonnées.
Par suite, si la surface appartient a la premiére classe, ces fonc-
tions seront indépendantes et i1l sera impossible de déplacer infi-
niment peu le triangle géodésique sans le déformer, c’est-a-dire
sans altérer au moins un de ses éléments; car les différentielles
da, db, ... des éléments sont des fonctions indépendantes des
différentielles des six coordonnées et ne peuvent s’annuler toutes
sans qu’il en soit de méme de ces derniéres, du,, dvg, . ... Sila
surface appartient a la deuxiéme classe, on pourra se contenter
d’exprimer cinq des ¢léments du triangle en fonction des coor-
données, le sixiéeme sera donné par I'équation qui relie les six
éléments. Si donc on veut déplacer le triangle sans en faire
varier les six éléments, il suffira d’assujettir les six coordonnées
a cinq relations distinctes. Il y aura donc une suite de positions
du triangle dépendante d’un sew/ parametre variable et dans la-
quelle chaque sommet décrira une courbe.

Si la surface appartient & la troisieme ou a la quatrieme classe,
il y aura deux ou trois relations entre les six éléments; par suite,
on exprimera quatre ou trois ¢léments en fonction des coordon-
nées des sommets, les autres étant définis par les relations qui
existent, par hypothése, entre les six éléments. Il suit de la que,
sil’on veut déplacer le triangle sans altérer ses éléments, il faudra
écrire seulement quatre ou trois relations distinctes entre les six
coordonnées des sommets. En d’autres termes, ces six coordonnées
seront fonctions de deux ou de trois variables indépendantes. 11
suit de la que les coordonnées du sommet A sont des fonctions de
deux ou de trois variables indépendantes, et, par suite, que ce
sommet peut étre déplacé d’une maniére quelconque sur la surface.

(*) WrINGaRTEN (J.), Ueber die Verschiebbarkeit geoddtischer Dreiecke in
krummen Flichen (Sitzungsberichte der K. P. Akademie der Wissenschaften
au Berlin, p. 453).
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A la vérité, on peut objecter que les coordonnées w, et ¢, de A
peuvent ne pas étre des fonctions distinctes des deux variables
indépendantes; et, s’il en est ainsi, le sommet A sera assujetti &
demeurer sur une courbe. Mais il est aisé de prouver que ce fait
exceptionnel ne peut se présenter pour chacun des trois sommets
du triangle géodésique.

En effet, si1 les trois sommets A, B, G étaient assujettis a de-
meurer respectivement sur trois courbes (A), (B), (C), leurs
coordonnées seraient fonctions de trois paramétres, par exemple
des arcs AgA, ByB, G, C comptés sur ces courbes a partir d’ori-
gines fixes Ay, By, C,. Deux au moins de ces parameétres, Ay A el
ByB par exemple, devraient étre arbitraires, puisque la position
des sommets doit dépendre de deux ou de trois paramétres dis-
tincts. 1l suit de 1a que A et B pourraient étre choisis arbitraire-
ment et, par suite, que la distance géodésique AB de deux points
A et B pris arbitrairement sur les courbes (A) et (B) devrait étre
constante, ce qui est évidemment absurde. Il est donc permis
d’affirmer que ’'un au moins des sommets du triangle géodésique
peut étre déplacé arbitrairement sur la surface. Cela suffit pour
I'objet que nous avons en vue.

Reportons-nous aux formules (36). On peut en déduire des ex-
pressions de «, 3, v en fonction des éléments du triangle géodé-
sique, telles que la suivante

‘ W 3(A — A0 — (B —Bo) — (C— (o
(69) o g3l ) —( - — ) e,

e étant une quantité qui est du second ordre par rapport aux élé-
ments du triangle.

Supposons que la surface appartienne a la troisigme ou a la
quatriéme classe : le sommet A pourra étre amené en deux points
quelconques A, et A, d’une certaine région de la surface sans que
les ¢léments du triangle aient varié. Désignons par o, et o, les
courbures de la surface en ces points; on aura

3(A - A0) — (B — Bo) — (G — (o)
oy == 3 ————— S5 e - B,
5(A— A0 — (B—B0)— (G — (o)

oy == 3 S — e i €

S0
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Si donc on désigne, pour abréger, par K la quantité

3(A - A0) — (B — Bo) — (G — Co)

K=3 s;

on aura
\ o K-—+¢
(68) %o _ B eo
-2} K+ €1
Il suffit de supposer que les dimensions du triangle diminuent
indéfiniment pour reconnaitre que le rapport précédent est égal
a 'unité. Par suite, la surface a nécessairement sa courbure totale

constante.

Ainsi la troisieme et la quatriéme classe de M. Christoffel
se réuntssent en une seule, qui comprend uniquement les sur-
Jaces a courbure totale constante.

668. Telle est la démonstration de M. Weingarten. Cet habile
géometre a essayé d’appliquer la méme méthode aux surfaces de
la deuxiéme classe; mais ’emploi du théoréme de Gauss ne parait
pas devoir suffire a la définition compléte des surfaces qui appar-
tiennent a cette classe.

Nous avons vu que, dans ce cas, le triangle géodésique peut
occuper une suite de positions qui dépend d’'un seul parametre
variable, et dans laquelle chaque sommet décrit une courbe (T').
Mais il n’y a aucune raison de supposer que les courbes (I') sont
les mémes pour tous les triangles possibles et ne changent pas
quand les éléments de ces triangles prennent différentes valeurs.
Du moins, la formule précédente (68) nous permet de conclure
que toutes ces courbes (I') tendent, lorsque les colés du triangle
deviennent infiniment petits, vers les courbes (G) surlesquelles la
courbure totale de la surface demeure constante, et s’en rappro-
chent de maniére a en étre distantes de quantités infiniment pe-
tites du second ordre par rapport & ces coOtés. Il résulte en effet
de cette formule que les valeurs de la courbure totale en deux
points distincts de la courbe décrite par le sommet A ont un rap-
port qui differe de 'unité d’une quantité infiniment petite du se-
cond ordre par rapport aux ¢6tés du triangle géodésique considéré.

Considérons ces courbes (C) sur chacune desquelles la courbure
totale demeure constante. Nous allons montrer qu’elles forment
une famille de courbes paralleles.
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Soient, en effet, (C), (C'), (C') trois d’entre elles, que nous
supposerons infiniment voisines. Prenons sur ces trois courbes
respectivement trois points infiniment voisins «, b, ¢, qui seront
les sommets d’un triangle géodésique infiniment petit abe. Dépla-
cons ensuite ce triangle géodésique abc, sans changer ses éléments,
de maniére que le point «, par exemple, décrive sur sa trajectoire
un arc fini aa,. Le triangle viendra occuper une certaine position
@, by cy danslaquelle les points a,, by, ¢y seront a des distances du
second ordre des courbes (C), (C'), (C7) respectivement. Donc si
on les raméne sur ces courbes par les plus courts chemins, en
substituant, par exemple, a chaque point le pied de la perpendi-
culaire géodésique abaissée de ce point sur la courbe correspon-
dante, on formera un triangle @, b,c, dont les sommets seront
situés surles trois courbes et dont les cOtés ne différeront de ceux
du triangle abc que de quantités infiniment petites du second
ordre. On aura, en particulier,

as b, = ab(1-- 1),

7 étant du premier ordre. Il suit de 1a que, si ’on fait tourner ab
autour de @, @, b, tournera autour de a; ab et a,b, passeront en
méme temps par un minimum. Donc les plus courtes distances de
(CG) et de (C/) seront les mémes en deux points quelconques
a et as. En d’autres termes, les courbes (QG) seront paralleles ou
géodéstiquement équidistantes.

C’est la, a ce qu’il semble, tout ce que I'on peut déduire, en ce
qui concerne les surfaces de seconde classe, du théoréme de Gauss.
M. von Mangoldt (), a qui I'on doit cette remarque, a complété
les recherches de M. Weingarten et il a pu établir par une mé-
thode savante que la seconde classe comprend seulement les sur-
Jaces de révolution & courbure totale variable. On peut substi-
tuer aux développements en série donnés par M. von Mangoldt
les remarques suivantes, qui ne sont peut-étre pas a ’abri de toute
objection, mais qui offrent cet avantage de reposer sur la considé-
ration d’un nouveau cas limite des triangles géodésiques.

669. Considérons un triangle géodésique ABC, tracé sur une

(1) MancorpT (H. v.), Ueber die Classification der Fléichen nach der Verschieb-
barkeit ihrer geoddtischen Dreiecke (Journal de Crelle, t. XCIV, p.21; 1882).
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surface quelconque, et supposons que, les c6tés AB, AC, BC res-
tant finis, le sommet C se rapproche indéfiniment d’un point dé-
terminé situé entre A et B. Si l'on abaisse du point C la géodésique
CD perpendiculaire sur AB, CD sera supposé infiniment petite
(fig.71). Illen sera de méme des angles A, B, C, sinous désignons

Fig. 71.
/

.
P
Y //D A//>/)_B‘:4:
K

A

par C, non I'angle du triangle, mais son supplément. On peut
établir quelques formules intéressantes relatives a ces triangles
particuliers.

Si Ton éleve en A la géodésique AE, perpendiculaire a AB,
elle pourra étre aussi regardée, sans erreur sensible, comme nor-
male a AC; et la définition méme de la longueur réduite nous
donnera les relations

AE = [AC]C = [AB]B,
CD =[AC]A == [BC]B,

[AC], [AB], [BC] désignant, d’aprés nos notations (n° 633), les
longueurs réduites des trois ¢6tés. En introduisant pour les cétés
les notations habituelles, nous avons les formules

(69) A B _C A
Y [a] =161 7 el = L@l
(70) AE:[CJB:IZ%%,

ot i désigne la perpendiculaire CD. A ces deux équations, on
peut joindre la suivante.

Désignons par p la perpendiculaire abaissée d’un point de AC
sur AB et par ¢ la perpendiculaire abaissée d’un point de BG; p
et ¢, considérées comme fonctions de la distance « de leur pied
au point A, sont deux solutions particuliéres de 1’équation

d2z 3

(70) dut T RR

:0’
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si souvent employée au Chapitre V; et nous avons vu (n° 627) que,
si 'on substitue a la géodésique AB le chemin formé des géodési-
ques AG et BC, la variation de longueur aura pour expression

72 AC+CB—AB=b-+c—a=qgp' — pq'.

Le binéme gp’'— pg’ est une constante, dont on peut calculer la
valeur pour tel point que ’on voudra, par exemple pour le point
A. On a alors p = o; le triangle infiniment petit AHK donne

7

_p ey
D’aillears, d’apres I'équation (7o), on a
g = AE = [¢]B.

La substitution de ces valeurs de p, p’, ¢ dans la formule pré-
cédente la transforme dans I’équation suivante

(73) b-+c—a=][c]<AxB,

ou l'on connait la signification géométrique de chaque terme.

670. Telles sont les relations que mnous allons appliquer au
probléme proposé. A cet effet, nous supposerons que la surface
soit de seconde classe, c¢’est-a-dire qu’il y ait une relation, et une
seule, entre les six éléments de tout triangle géodésique de la sur-
face. Mettons cette relation sous la forme

b+c—a=f(a, b, A, B, ),

et supposons, comme plus hauat, que le point C se rapproche de
AB d’une maniére déterminée.

En divisant par A >< B les deux membres de ’équation précé-
dente et remplacant dans le second membre A, B, C par leurs va-
leurs déduites des formules (69), on aura

b—c—a [a]lb] h R Ric] .
AxB T ke f<a’b’[5]’[a]’[“][b]>

Lorsque /i tend vers zéro, le premier membre tend vers une
Jimite déterminée [c]; il faut donc qu’il en soit de méme du se-
cond. On reconnait aisément que la limite de ce second membre
est de la forme
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et ne peut, par suite, se réduire identiquement a [¢]. En I’égalant
a[c], on aura donc nécessairement une relation

(74) F(a, b, [a], [6], [c])=o,

otl F a une forme tout a fait déterminée. Nous oblenons ainsi la
propriété suivante de toute surface appartenant a la seconde
classe :

St Uon prend sur une géodésique quelconque trois points A,
B, G, il y aura nécessairement une relation indépendante des
coordonnées des points A, B, Centre les segments AB, BC et les

longueurs réduites [ AC], [ BG], [AC].

Pour traduire géométriquement cette proposition, nous remar-
querons que, si 'on se sert de I’équation différentielle (71) pour
développer en série la longueur réduite d’un segment AB, on trou-

vera
s3 sk o%-— 3a”
[AB]=s—a— —a — 4 ———s8+...,
6 12 120

s étant la longueur AB; o, o/, o” désignant la courbure totale et
ses dérivées successives par rapport a l’arc, calculées pour le
point A.

Cette formule permet d’obtenir aisément les longueurs ré-

duites
[AB]7 [AC], [BC];

mais, pour simplifier le calcul, nous supposerons que 'on ait
AC = CB, c’est-a-dire a=0b.
On trouvera alors, en désignant par s la valeur commune de a et

de b,

53 sk 72— 3o

— _ — o —— — ! e _— 5 ‘e
[AC] =[«] s a5 T o e st
53 sk a?—a3a"
= = —_— —_— e ’-— —_— 5 e
[CB] =[0b] s “E YT T o S

$3
[AB]=[c] =a2s—4a—- — éoc'.s*“—i— i,—(ct‘l— Ja")sb ...,
3 3 15
o et ses dérivées étant calculées pour le point A.
En substituant les expressions précédentes dans la relation (74)
et faisant tendre ensuile s vers zéro, on obtiendra évidemment une
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relation
(75) P (2, o, ") =0

entre la courbure totale et ses deux premiéres dérivées par rapport
a ’arc. Cette relation, qui aura lieu en chaque point de la géodé-
sique, sera d’ailleurs la méme pour toutes les géodésiques de la
surface.

671. Si l'on rapproche ce résultat de ceux que nous avons
déja obtenus, on reconnaitra aisément que la surface est appli-
cable sur une surface de révolution. Choisissons, en effet, le
systtme de coordonnées curvilignes formé avec les lignes a cour-
bure constante et leurs trajectoires orthogonales. Comme ces tra-
jectoires sont, nous l'avons vu plus haut, des géodésiques, I’élé-
ment linéaire sera réductible & la forme

ds? = du? 4+ G2 dv?,
et 'on aura de plus
I T 02QG

R~ C owz’

En exprimant que RR' ne dépend que de u, on serait conduit &
la forme suivante de G

U—V
Qe —
(76) T

)
ot U désigne une fonction de « et V une fonction de ¢, et qui
convient a des surfaces bien plus générales que les surfaces de ré-
volution. Mais nous laisserons ce point de c6té pour le moment.
Sil'on remplace, dans I'équation (75), « par une fonction déter-
minée de u, elle se raméne a la suivante

\ du d?uN
(77) Y “,EJ ds? = 0,

ot ¢ est aussi une fonction déterminée et qui convient a toutes
les géodésiques de la surface.

Considérons, en particulier, les géodésiques tangentes aux dif-
férents points de 'une des courbes de paramétre «,, que nous
désignerons par (C°). Si M est un point de cette courbe, la géodé-
sique tangente en M donnera lieu, dans le voisinage de ce point,
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a I'équation

2

W Ug== o ..

2p
ol p désigne le rayon de courbure géodésique de (C°) en M, et
qui résulte immédiatement de U'inspection du triangle MPQ dans

la fig. 72.

Iig. 72.
e v
N,
\,‘\ P \
[ P —
— M qQ
On aura donc, au point M,
du. Az !
U =1u —— = 0 e i -t
” ds ’ s> o’

si on porte ces valeurs dans I’équation (77), on reconnaitra im-
médiatement que la courbure géodésique en M est une fonction
déterminée de w, et qu’elle est, par suite, constante en tous les
points de (C°). )

Ce résultat nous suffit pleinement. 1l est, en effet, trés aisé de
démontrer que, st une famille de courbes paralléles est formée
de cercles géodésiques, la surface est applicable sur une sur-
Jace de révolution de telle maniére que ces cercles géodésiques
et les paralléles de la surface de révolution sotent des courbes
correspondantes.

Cette proposition s’établit immédiatement : il suffit de remar-
quer qu’elle se traduit par I’équation

ou ¥ est une fonction déterminée de w«. L’intégration nous donne
la forme suivante de C

C=/fi(u)fa(v)

qui convient aux surfaces de révolution.




LIVRE VII.
LA DEFORMATION DES SURFACES.

CHAPITRE I
1.ES PARAMETRES DIFFERENTIELS.

iformules élémentairves relatives a deux courbes tracées sur unc surface. — Dé-
finition des paramétres différenticls du premier ordre Av, A (o, 4), O (¢, ¥). —
Paramélre du second ordre A,9; méthode dec M. Beltrami; formule analogue

a celle de Green. — Expression du rayon de courbure géodésique d’une courbe
au moyen des paramétres différentiels. — Les formations de M. Beltrami per-

mettent d’obtenir tous les invariants différentiels de I’élément linéaire. —
Emploi des parameétres différentiels dans la solution de divers problémes ot
il s'agit de ramener I’élément linéaire & une forme spéciale. — Calcul des pa-
ramdétres différentiels des fonctions les plus simples. — De Vemploi de Vinva-
riant du second ordre dans Pétude du probléme de la représentation conforme
et des systémes isothermes. — Démonstration, due & M. Beltrami, du théoréme
de Gauss relatif & Pexpression de la courbure totale.

672. On sait toute 'importance du role attribué aux deux pa-
ramétres différentiels du premier et du second ordre de Lamé,
soit en Physique mathématique, soit dans la théorie des coordon-
nées curvilignes de I'espace. M. Beltrami, dans une série de beaux
travaux qui remonte a 1865 ('), a constitué pour les surfaces une

() Voir BELTRAMI, Ricerche di analisi applicata alla Geometria ( Giornale
di Matematiche, t. 11; 1865).

— Sulla teorica generale dei parametri differensiali (Memorie della Acca-
demia delle Scienze dell’ Istituto di Bologna, série 11, t. VIII; 1869).

— Delle variabili complesse sopra una superficie qualunque (Annali di
Matematica, série IT, t. I, p. 329; 1867).

— Zur Theorie des Krimmungsmaasses (Mathematische Annalen, t. 1,
p. 575; 1869).

D. — [III. 1
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théorie analogue et non moins utile, en suivant les idées et les

méthodes déja appliquées dans le cas de trois dimensions. C’est

cette théorie que nous allons maintenant exposer, afin de com-

pléter I'ensemble des notions fondamentales qui apparaissent dans

la solution des différents problémes de la théorie des surfaces.
Prenons ’élément linéaire sous la forme de Gauss

(1) ds? == BE du>~+ 2 F du dv -+ G de?,

et soit
©(u, ¢) = const.

I’équation d’une famille de courbes. Sil’on désigne par du, dv les
différentielles relatives & un déplacement sur celle des courbes
de la famille qui passe au point (u«, ¢), on aura, comme on sail,

du 1 Oy dv' 1 do

(2) R TN v A e TV v Tk

H, Ao désignant les expressions suivantes, déja employées,

(3) H = /EG - - F2,
/ 00\ 2 do 0 0w\ 2
E it R o If e G =
() A — op ou J¢ ou/)
1 T H2

Le signe attribué, dans les formules (2), au radical y/Ap cor-
respondra au sens suivant lequel on se déplacera sur la courbe.

Imaginons maintenant que l'on se déplace & partir du point
considéré suivant une autre courbe de la surface et représen-
tons par la caractéristique & les différentielles relatives a ce
nouveau déplacement. Si'on désigne par w, ' les angles (i dé-
terminent les tangentes aux deux directions considérées, © se
rapportant a la courbe (¢), nous aurons (n°® 496)

dy Su — du Sp
ds Ss

Edu Su =2 F(dude -+~ dedu) =+ G de S
ds ds

sin(w —w')=H 5

cos(w — w') =
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ou, en substituant les valeurs de du, dv,

. v /0o oo S
8s sin(w — w') = — ——= <—‘-~8u+*ov>:—~ P
Vi \ou

Edc.? {()c.? N Gdzp ch? N
< v o—u>°“—< ou 56)'“’

(5

!
|

) /’ 8scos(w — w') =
‘\

H(/At.;)
VAo 0yAo
=H ~ o — - o
0%t 022
oo ou

lLa premiére de ces formules peut s’écrire

_ Sop
(6) Vg = Sssin(w —w)’

et, comme toutes les quantités qui figurent dans le second membre
ont une signification absolument indépendante du choix des va-
riables « et ¢, on reconnait immédiatement que Ag est un inva-
riant dont la valeur demeurera la méme pour la méme fonction ©
et le méme point, quel que soit le systéme de coordonnées auquel
on rapporte la surface.

Le second membre del’équation (6) peut étre légérement trans-
formé. Remarquons, cn effet, que

8s sin(w'—— w)
est la projection du déplacement és sur la normale a la courbe (9),

. . .. . T
le sens des projections positives correspondant a 'angle o + =-
2

En désignant cette projection par 37, on aura donc

?

.

(7) Vae=

Si l'on suppose que le déplacement ait lieu effectivement sui-
vant la normale, on reconnait que \/lTp est la dérivée de © suivant
la normale. Cette propriété a déja été établie d’une maniére gé-
nérale au n° 572.

Toutes les fois que la fonction ¢ satisfait a 'équation

(8) Ay =1,
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nous avons vu que les courbes (¢), obtenues en égalant la fone-
tion © a une constante, sont parall¢les les unes aux autres et ’on
peut ajouter que ¢ -— ¢, désigne la longueur qu’il faut porter sur
les géodésiques normales a I'une d’elles (9,) pour obtenir les diffé-
rents points de la courbe (¢). Plus généralement, si o satisfait a

l’équation
Ao = F(9),

() désignant une fonction quelconque de ¢, on aura encore une
famille de courbes paralleles; car, si ’on pose

L e
v /\/F(L?)’

‘_\(?’: 1,

7

1l vient

¢l, par conséquent, les courbes (") ou, ce qui estla méme chose,
les.courbes (v) seront paralleles.

Il ne sera pas inutile d’examiner le cas ot la fonction o satisfait
a I'équation

(9) Ao = o.

T

Alors, si 'on se déplace sur la courbe (%), on aura

do Jdo
—U—l‘t du —+ e do = o,

et, comme I'équation en © ne contient que le rapport des dérivées
de ©, on pourra ¢liminer ces dérivées, ce qui conduira a 'équation

ds? = E du?+ 2F dudv + G dv2=: o.

Il y a donc deux familles pour lesquelles Ia fonction ¢ satisfait
a équation (g) : ce sont les deux séries de courbes de longueur
nulle; chacune d’elles peut étre considérée soit comme formée de
lignes géodésiques (n° 517), soit comme composée de courbes
paralleles.

673. Du parametre diftérentiel Ao, nous pouvons, en appliquant
une méthode générale, déduire d’aulres invariants se rapportant
a deux fonctions. St Pon y remplace © par © 4 Ad, % désignant
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une constante quelconque, on obtiendra un résultat de la forme
Ao+ Ab) = Ap - 2B% - AL22,

Le coefficient de X sera évidemment un nouvel invariant que

nous désignerons par A(o, 4). Le développement des calculs nous
donne

do gy do 9L Jo gb L 09 9L

E—- - —F(++ &+ 4+ — = ) 4+-6G— -+

v dy Ju oy dy oduw du Ju

(10) A(g, L) = : = :

EG —F

: R ! eduit A A
On voit que, pour 4 =0, A(o, ) se réduit a Ay.

On peut encore établir 'existence du nouvel invariant de la
maniére suivante. Imaginons que, dans les formules (5), du, c¢
se rapportent & un déplacement sur une courbe de la famille

(i, v) = const.

En appliquant les formules (2), on aura

o2
o2
<

17 I o ¢

- - [ ob
s H /AL do’

s H /A E)fzii’

|
I

02
(o0

et la substitution des valeurs de du, 6¢ dans les formules (5) nous
donnera

’ dp ol oy dv
\ sin(w—w) = —————

(in) - /i 3y

{ cos(w' —w) = -—

Ces relations mettent d’abord en évidence la propriété d’inva-
riance du symbole A(¢, 4); mais elles nous conduisent également
a un nouvel invariant que nous désignerons par O (o, ) et qui a
pour expression

1 /09 0y 99 oY t (e %)
P ! - - _— = — == =T 37
(12) 0o, ) o <()u op oy du> H o(u,v)

Les formules (11) s’écrivent alors de la maniére suivante :

Ale, )
Vag Vb

Il résulte immédiatement de ces relations que, si I’on considére

(rr)’ sin (w'— w) = ————" cos(w' — w) =
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les deux courbes définies par les équalions
(_") = 0, t!J = 0,
et un point commun a ces deux courbes, la condition pour qu’elles
soient langentes en ce point s’exprime par la relation
(g, ¥) =o,
et la condition pour qu’elles soient orthogonales, par1’équation
Ale, 4) =o.

Les formules (11) nous conduisent immédiatement a identité
(13) 02(¢, &) + Ao, &) = Ap AL.

On rencontre ici, pour la premiére fois, un fait qui se présente
fréquemment dans les théories analogues. Les invariants que nous
avons inlroduits ne sont pas distincts, et I’on pourrait exprimer
- 5 . . . | . .. > . . .
O (¢, ¢) en fonction de Ao, Ad et A(p, d); mais 'expression ainsi

oblenue serait irrationnelle, ¢t l’on ne peut se dispenser de con-
server @, sauf & tenir compte de la relation (13).

674. Nous allons maintenant définir le paramétre différentiel
du second ordre. Pour cela, nous considérerons avec M. Beltrami
I'intégrale double

Q :/fA(cp, V) do = /A(ao, Y) H du d,

étendue 4 une portion simplement connexe de la surface, limitée
par un contour (G). Sil’on pose

’ % _po%
Men2ie® | Tou e
- o T H ’
0
CED; ‘ “ o 0
i g _ g%
0A(e, ¥) o du
N == H - 5
)% f
\ o

I'intégrale deviendra

! 2l
[f(m‘f—“’ + N i-“)du de.
J oo Jdu g9
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ecrivons-la sous la forme suivante

B I(ME)  A(NY)Y (M oN
Q/f[ - T e Jdudv ffu (w0 du dy,

et appliquons la formule de Green a la premiére intégrale du

second membre. Nous aurons évidemment

/ ON )
(13) Q :;f{{J(M dy — Ndu) — [/ﬁg( C;% -+ %)du dy,

N

I'intégrale simple étant étendue au contour (G), parcouru dans
un sens convenable.

Or, d'apres la seconde formule (5) et d’aprés les valeurs de M
et de N, on a évidemment

M d¢ — N du = — ds cos (w — w')/Ao,

w et o' désignant les angles formés en chaque point avec 'axe
des x du triedre (T) par la tangente & la courbe ¢ = const. et la
tangente au contour limite (C). Introduisons a la place de o'
angle o”

T

W' =+ =,
2
qui détermine la direction de la normale au contour, dirigée vers
I'intérieur de 'aire. On aura alors
M dp — N du = — ds sin ("' — v)y/Ag.

D’autre part, si ’on suppose que ’on parcoure un chemin infi-
niment petit 82 dans la direction de cette normale, la formule (6)
nous fera connaitre la dérivée de ¢ relative & ce déplacement

o S o
n = st (W’ — m)\/AcP.
Nous aurons donc

d
M dv — N du = — s ds.
an

La formule (15) prend alors la forme

. ’ ) do C o/ OM ON)
e [7 — ——- b Ay — ! S
(16) Q J'/A(‘(P,‘{J)C ./\Jdn s /l/V<dzt F 7 du dy
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ot encore

oM ON\ do / Jeo
1 e e — ) — . Af(
,U('J<()u, ' Uv> H g l‘Jc)ndS ,UA\

ct, par suite, Uintégrale double du premier membre, qui s’ex-

,U) ds;

T :

-G

prime en fonclion de quantités absolument indépendantes du
choix des axes, est un invariant. Il en sera évidemment de méme
de I'élément de cette intégrale; si donc nous posons
A 1 /oM ON”
Ny & — — —— e e
bR Jie Jo
ou, en développant les calculs,
oo 0w
¢ _ptt
i 0 du

w
(7)Mo =g gy T

)

o g"’a:;“%;,,l
75! |

H H

| &
-G

>

S —

’

la fonction A, sera un invariant, linéaire par rapport aux déri-

7

vées de o, et laformule (17) pourra s’écrire sous la forme abrégée

0w
(18) f[A(»t?,\b)dc “*;‘/L!Ja}; (Zs~ffqz$3cg(lc.

Nous avons supposé que l'aire était Limitée par un seul contour
et que les dérivées de o et ¢ étaient continues a I'intérieur de ce
contour. Si nous avions & considérer une aire limitée par plu-
sieurs contours, il suffirait de remplacer I'intégrale simple qui
figure dans la formule par la somme des intégrales analogues
relatives a tous les contours. Si les conditions de continuité
cessent d’étre réalisées pour des points ou pour des lignes, on
entourera les régions ot se trouvent les discontlinuités par des
courbes que 'on joindra a celles qui limitent 'aire considérée.
Nous n’insisterons pas sur toutes ces remarques qui ont déja été
présentéeé a propos du théoréme de Green (n° 644).

675. Nos démonstrations supposent essentiellement le change-
ment de variables réel; mais 1l est clair que les propriétés d'inva-
viance subsistent méme quand on emploie des coordonnées ima-
ginaires. Il suffit, pour s’en rendre compte, de remarquer que les
propositions établies sont susceptibles d’une vérification directe
par le calcul algébrique, et il tombe sous le sens que cette véri-
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o

fication est absolument indépendante de la réalité ou de 'imag

narité des variables ou des équations.
Une fois obtenus les deux invariants

ACP: A:’.(*?’
on peut en déduire une foule d’autres
Ade, A(9,A9), O(p, Ap).

Lies tro1s invarianls nouveaux ue nous venons d’écrire sont tous
les trois du second ordre. En voici d’autres du troisiéme

AMAo, AA(9,A3), A0(o,A0), AyAp, AAo,

Nous verrons plus loin que les formations précédentes donnent
tous les invariants; mais nous reconnaitrons encore, dans l'étude
d’un probléme important, qu’elles ne les donnent pas toujours
sous la forme la plus simple.

676. Avant d’aborder les théories générales qui reposent sur
'emploi des paramdétres différentiels, nous allons montrer com-
ment ils peuvent intervenir utilement dans I’étude de quelques
questions particuliéres.

Considérons d’abord une surface rapportée & un systéme de
coordonnées rectangulaires. Si le carré de I’élément linéaire est

pris sous la forme
ds? = A? du? =+ G2 dv?,

le rayon de courbure géodésique des courbes ¢ == const. est déter-
miné par la formule

Q
>

[ I

o AC

\

=
©

(a9

et il doit étre porté, s’il est positif, du ¢dté ot ¢ augmente. Or

on a
T 2 0G
AVI@; A<V,AV):—C5D—§;’
T AC o0 \C/) T T @ o Cp
et, par conséquent,
T o CAe 1 oG
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dC Al . ’
ou, en remplagant 5o ot C par leurs valeurs tirées des rela-
tions précédentes,
App 1 A(p, Ap)

\/Av 2 (Ap )F

!
P

Cette formule, ne contenant plus que des invariants, sera appli-
cable dans tous les cas. Par suite, le rayon de courbure géodésique
d’une courbe représentée dans un systéme quelconque de coor-
données par I’équation

o(u,v) =0

sera donné par la formule

)

— — T - »

PV T (g

-G

INCI
(19) L2l

oo

le sens positif du rayon ¢étant celui pour lequel do est positif ().

On déduit de I’équation précédente que, si la famille de cour-
bes (©) esl formée de lignes géodésiques, la fonction ¢ doit satis-
faire a ’équation du second ordre

(20) A, Ao) -~ 2Ap Ayp = 0.

Supposons maintenant que P'on donne deux fonctions o, & et
que 'on demande de calculer 'accroissement de tIJ quand on par-
court un chemin infiniment petit sur la courbe

@(u, ¢) = const.

Les différentielles dw, dv relatives a ce déplacement ont été
calculées plus haut; on a trouvé

du 1 do dv TR

ds ~ H\/Ag 90 ds —  H\/A ou’
Il viendra donc

iq;_ B E)if du o dv oY, 9)

s ouds oo ds \/E

(") BELTRAMI, Ricerche, art. XXI, et Mathematische Annalen, t. 1, p. 579.
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Proposons-nous, par exemple, étant donnée une courbe (o), de
calculer la dérivée de la courbure géodésique par rapport a l'arc
quand on se déplace sur cette courbe. On calculera p par la for-
mule (19), et 'application de la formule précédente donnera en-
suite

dp  O(p, @).

0 &= Uas

On calculerait de méme les dérivées suivantes de p.

677. Soient maintenant ¢ et ¢ deux fonctions distinctes. Sup-
posons que l'on détermine un point de la surface par les valeurs
de o et de ¢, le carré de I’élément lindaire prendra la forme

ds? = E do24- o ¥ do d - G dib2.

11 est aisé de voir que 'on pourra exprimer E, I, G en fonction
des invariants du premier ordre de ¢ et de 4. En effet, sil’on cal-
cule ces invariants, on aura les trois équations
G , D ¥

Ag, d

Ao v) = e e

I

74
es

I

qui peuvent étre résolues par rapport 2 E, I, G, et nous donnent

L Aw AU — A2, L),

BG 1 T P
Ad
D :
Ao MH—M(?:‘P);
A
G: - E 2
Ap Ay — A2 (¢, )
l;* —A({'P’(‘!J)

Ap AY — AZ(0, )
Le carré de I’élément linéaire aura donc pour expression

AY do? — oA (o, b) do dY — Ag di?
Aw Ay -— AZ(g, ) ’

(22) ds? =

le dénominateur, qui est ©2(p, ), nc sera pas nul tant que les
fonctions ¢ et & seront distinctes.

Cette expression de I’¢élément linéaire va nous permettre d’é-
tablir une proposition que nous avons annoncée plus haut et de
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montrer que tout invariant composé avec les coefficients E, F, G
et leurs dérivées, contenant d’ailleurs une ou plusieurs fonctions
o, d, ... et leurs dérivées jusqu’a un ordre déterminé, peut étre
obtenu a 'aide des symboles A, ® de M. Beltrami.
Soit, en effet,
ok 0w
[::‘p‘ E — s ot ot [&) b P
99( " ou > T ow’
unc telle fonction. Les coefficients E, I'; G, nous venons de le
voir, s’expriment d’une maniére simple au moyen des trois para-

meltres
Aw, Ao, A(u,r).

D’ailleurs, si A désigne une fonction quelconque, on a, d’apreés
la définition méme de 'invariant 6,

oA . X
in = Ho(X, o), i Ho(u, k).

Il suit de 1a que toutes les dérivées, et par suite I'invariant I,
. ’ S . . ;
peuvent s’exprimer au moyen des symboles A, ® appliqués un

nombre suffisant de fois aux fonctions

w, v, o, 4,

Il suffit donc, pour démontrer immédiatement la proposition
que nous avons en vue, de supposer que 'on a pris pour les va-
riables « et ¢ deux des fonctions ©, 4, ... qui entrent dans 'in-
variant.

S’il entre une seule fonction ¢ dans cet invariant, on pourra
lui adjoindre et prendre pour ¢ un de ses invariants, par exemple
Ao ou Ayp. Tous les invariants d’une seule fonction peuvent donc
étre obtenus par 'emploi simultané et répété des opérations A et
A,, appliquées a cette seule fonction.

678. Parmi les questions dont la solution peut étre rendue
plus facile par ’emploi des invariants, on peut encore signaler la
sulvante.

Supposons qu’étant donnée une surface, on propose de mettre
son élément linéaire sous la forme

(23) ds? = f(a)dp?+a0(a)dp dg - b(a)dg?,
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ou f, ¢, ¥ sont des fonctions données et connues de o, mais ou a,
p et g sont trois fonctions a déterminer. On reconnaitra immé-
diatement que, si I'élément linéaire est donné sous la forme

ds? = E du?-+o¥ dudy +— G dv?,

%, p et ¢ doivent satisfaire aux trois équations simultanées

K == f(a )< ) 9&9(@) 32/ -+ u(x)(?i)ga

e 2 (0 07 9P 99 799,
(24) & F = s(a) L P “(au B o) @S

. . 0 /OGN
f (;::/(cz)(—d—f«) —+ )o(zx) 96 v 4+ Y(a) 5%) ’
N

dont 'intégration donnerait la solution compléte du probléme. La
théorie des paramétres différentiels permet de former une équa-
tion du second ordre a laquelle satisfera I’'une des inconnues p, ¢
ct qui remplacera le systéme précédent.

On a, en effet, en prenant 'élément linéaire sous la forme (23),

ou, sil'on désigne le second membre par < (2),
(25) Ap =y la).

1l vient ensuite, en regardant o comme exprimé en fonction de p
et de ¢,

{ ()1
b(a)y == — )
‘ op c)
A(p, Ap) = v/ (= {,_wz 7,
(Zb) /’(q) o
O(p, Ap) = el
VY — o2
et enfin
[ J ) 0 w '
(o7 Aoypp = - — —_ — ——ee—e |
7 L= [OP Vb= 97 JFE— g2

sy . . du O , . . .

L’¢limination de «, -, — entre les quatre équations (25), (20)
Y op’ dg ’

et (27) conduira a unerelation entre les invariants de p, qui pourra

casuite étre écrite avec des variables quelconques et sera pré-
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cisément ’équation du second ordre cherchée. Le calcul se simplifie
beaucoup si la fonction ¢ est nulle,

Comme premiére application, proposons-nous de ramener I’é1¢-
ment linéaire a la forme

(28) ds? == a(dp2—+ dg?).
Nous trouverons immédiatement que p doit satisfaire a 'équation
Ag[? = Q.

Nous reviendrons plus loin (n° 681) sur ce résultat.
Envisageons maintenant la forme suivante de élément linéaire

(29) ds? = cos?a dp? -+ sin?a dg?.

Elle correspond a une décomposition de la surface en rectangles
infiniment petits dont les diagonales sont toutes égales ou, si l’on
supprime les cOtés de ces rectangles en laissant les diagonales, &
une décomposition de la surface en losanges dont les c6tés sont

tous égaux. On a ici

9 sina du 1 O

T
Ap = — A(p, Ap) = 2202 9% Ao —
P = sosta’ (p; Ap) costa op’ 2

sina cos?a d?;
et, par suite,
(30) A(p,.Ap): 2% p(Ap —1).

Telle est I'équation du second ordre dont dépendra la solution du
|

probléme. Remarquons que, si ’on effectue, dans la formule (29),

la substitution linéaire

p=p+q, qgq=p—9q
on obtient la forme
(31) ds?= dp2—+ dg'*+ 2 cos2a dp’ dq’,

idenlique a celle que nous avons rencontrée dans I'étude du pro-
bleme de M. Tchebycheff [p. 132].

Nous étudierons enfin la forme suivante
(32) ds?= dpz—L—~dg—

qui se présenle dans la théorie des Cartes géographiques. Sil'on
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fait correspondre a chaque point de la surface le point du plan
dont les coordonnées rectangulaires sont p et ¢, on aura une re-
présentation plane de la surface dans laquelle les aires seront con-
servées et, de plus, on pourra former un systéme orthogonal avec
les courbes de la surface qui correspondent aux droites du plan
paralleles aux axes coordonnées. On peut encore caractériser la
forme précédente de 'élément linéaire en disant que la surface
peut étre partagée par les lignes coordonnées en rectangles qui
ont tous la méme surface. On a ici

I . 1 0% 1 O
Ap = o> A(p, Ap)=— 3 ap’ 321)—“—555
ce qui donne pour p I'équation
(33) A(p, Ap) = Ap Ay p.

Dans le cas des surfaces développables, cette équation se transforme
aisément en une de celles que nous avons étudiées au Livre IV.

679. Nous indiquerons maintenant comment on calcule les in-
variants des fonctions les plus simples. Signalons tout d’abord les
formules suivantes que le lecteur établira aisément

! . of\ 2 of of ,
A fa, B, );(\[)—i> ATJ.—F...*‘;‘ZJ{;/ a‘éA(a, B)y—+...,
of 0o of 0% :
@(/, ?>:<a‘£a§—‘ag‘a—1>®(’/,s)+..

(34) . ,
: S SN L SV A
A((f, (P)—JO—C dﬁALﬁ*...ﬁ‘((—); a@+5\§—0—1>3(1,{3)%‘..‘,
N S |
\ Azf— (ﬂAga’-,—‘..‘—Fd“Z A ——. ..+ Zm*gA<(Z,Q>+...7

les termes non écrits se déduisant de ceux qui figurent dans les
seconds membres par de simples permutations. Ces identités per-
mettent de calculer les invariants des fonctions composées quand
on connait ceux des fonctions simples «, 3, ...

Supposons la surface rapportée a ses lignes de courbure; dé-
signons par x, ¥, s les coordonnées du point de la surface par rap-
port & des axes fixes et par a, &/, a"; b, b, b"; ¢, ¢/, ¢" les neuf
cosinus qui déterminent la position du triedre (T') par rapport aux
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axes. On aura, comme on sait,

_1_9%",7,‘ 1oy 105
35) XNouw @ Aouw Y Nouw Y
J2) 4
1 dx Y 1 03
?i%““ Gar = G =
dxr de oy oc’ Jdz oc”
— — R — = AR, — = 0. — —
(36) ‘ Ju ou Ju ou Ju PP
36) <
odx ,de dy  ,,0¢ dsz ., 0c"
|50 Wie=0  GoRGr=o Sowiheo

toutes les notations du Tableau V [II, p. 386] étant conservées.
Ces formules permettent de calculer les valeurs suivantes des in-
variants: '

Az emio-c Ac,_ig;];),
(37) 003 =0 o(c!, o) = B
N R I TE I ab({i 1)

Introduisons maintenant les distances de ’originc au plan tangent
et aux plans principaux : si nous les désignons respectivement par
P, Q, Q, on aura

g P =cx--cy— sz,
(38) Q =ax—+ay-a's.

{ Q =0bx—+by-0'xs.

L’application des équations (34) et (37) nous donnera

Q. Qr
AP — =~ o =~ _
AP = Re R
. L aQ bQ aQ  bQ’
30) / o) = e s e S >, = e e
(Bg) (AP o) R~ =gy
6Q aQ’ ) . 6Q —aQf
>y — O(P. ¢) — S .
\ o(P, z)= TR O(P, ¢)= i

Dans ces formules figurent sculement les invariants du premier
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ordre. Pour calculer les paramétres différentiels du second ordre,
il faut se rappeler que les dérivées premiéres des neuf cosinus peu-
vent s’exprimer en fonction de ces cosinus et des rotations dont
les valeurs ont é1é déja données au Tableau V. On a, par exemple,

A ] o0 /C ox I 0 /A Jx
2T AG Ju\ A dzc>+m ov\ G dv

T 0, o

a 9G b O0A Y . 1

= RC au T AG o A (PrTea) T glep—an),

ou, en remplacant les rotations par leurs valeurs et faisant les ré-
ductions,
. PSR (3 S S G LI T
(410) —\2Z~(«<C A>_-C\R—1—R,>

Cette remarquable formule, signalée depuis longtemps par M. Bel-

trami, montre que, dans les surfaces minima, toutes les sections

par des plans paralleles forment une famille isotherme (n° 209).
On trouvera de méme

A ) ¢ <| Cox b2 e 1 o
2¢ T o RTR) Cop R “‘\RE T RR)
i I SIS
(41) { AP = (R > (R“ . R’ﬂ)
1 [

I T
QAau,<R R’} QCdV(R ' ﬁ)

Si Von applique maintenant les formules générales (34), on
obtiendra les deux relations

s o= () = () () = (Erregf e 8

(42) 4 Ay fla, ¥, :):<- >< '% -~ dJ;>
rr L (0t ey

oz ()y? T 0z?

Le carré qui figure dans la derniére est purement symbolique,
c’est-a-dire qu’aprés 'avoir effectué, on devra remplacer les

. Ces deux

roduits tels que 9 > 9 par une dérivée seconde 02
P 1 Jx ady ox dy

formules sont dues encore a M. Beltrami.
D. — I T4
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Si l'on prend
> y2 - z2

fmw="T0 18,

2
on en déduit
g Aw = 2w — P2

(43) ?AN:M-p<Jﬁ+R1,>.

On trouvera encore

2 '
(44) Ao, Py=— 2 2L

680. Pour compléter cette étude rapide, il nous reste & montrer
comment 'invariant linéaire du second ordre intervient, soit dans
la théorie des systémes isothermes et dela représentation conforme,
soit dans I'examen d’une question trés intéressante qui a été
abordée pour la premiére fois par M. Beltrami ('), mais qui a été,
dans ces derniers temps, 'objet d’études approfondies de la
part de M. Klein (2).

Etant donné un plan, pour lequel le carré de I’élément linéaire
est défini par la formule

ds? = da?—+ dy?,
on sait qu’une fonction d’une variable imaginaire est, par défini-
tion, celle dont la différentielle est le produit d’une fonction

quelconque par I'un des facteurs linéaires de ds2, c’est-a-dire
celle pour laquelle on a

dQ = M(dx -+ i dy).

Etant donnée de méme une surface quelconque réelle dont
I’é1ément linéaire aura pour expression

ds2= B du2+ 2F dudv + G dv?,

w et ¢ étant des variables réelles, nous décomposerons ds? en

(1) Voir le Mémoire, cité plus haut, des Annali di Matematica.
(?) KLein (F.), Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und
ihrer Integrale. Leipzig, 1882.
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deux facteurs

— 4 — F—7{H) Ao
ds? = \/Edu—{—w VE du —+ Q—Ll—(— R
VE VE

Il désignant comme d’habitudele radical y/EG — F2. Une fonction
complexe Q du point (i, ¢) de la surface sera celle qui satisfera a
Véquation

(45) Ao =M \/E du —+ F;lll dv ),
, \/E

U

par conséquent, si 'on désigne par x le factcur réel ou imagi-
naire qui fait de expression

«( VE du + 1—11_1—1—1 dy
VE

une différentielle exacte, et si 'on pose

— F I .
(46) % <\/F du + —7—— clv> = dx + i dy,
on voit que Q sera unc fonction de la variable complexe = + 7).
Si, dans I'équation précédente, on change 7 ecn — 7 et s1 'on dé-
signe par %' la fonction conjuguée de %, on aura

E

(47) x'(g/l—ﬂdu—l— kﬁ(lv):dm— L dy,

et, en multipliant membre a membre les équations précédentes, on
trouvera
dx?+ dy?

(48) dsr=

Cette ¢quation nous montre que z et » sont deux fonctions
isothermes conjuguées. On le voit donc, dés que la surface est
rapportée a un systéme isotherme, la définition d'une fonction
complexe sur la surface devient identique & celle que I'on prend
pour point de départ dans la représentation de la variable com-
plexe sar le plan. En d’autres termes, dés que 'on connait une
représentation conforme de la surface sur le plan, les fonctions
complexes du point de la surface sont identiques aux fonctions
complexes du point correspondant dans le plan.
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Réciproquement, supposons que I'on ait obtenu par un procédé
quelconque une fonction Q

Q=P +7Q

satisfaisant a ’équation (45). En changeant 7 en — 7 dans cette
équation et désignant par Q' I'imaginaire conjuguée de Q, on aura

_ ¥ _ 71
(49) dQ' =M’ (\/E du —+ l_?l—[ (lo>
et, par suite,
(50) dQ dQ = MM’ ds? = dP?+ dQ2.

Ainsi la connaissance d’une fonction complexe, d’ailleurs quel-
conque, permetira d’effectuer la représentation conforme de la
surface sur le plan.

Il résulte immédiatement de la formule (50) que, si 'on connait
deux fonctions complexes sur deux surfaces différentes, on réali-
sera une représentation conforme des surfaces 'une sur Vautre en
faisant correspondre les points pour lesquels les fonctions ont la
méme valeur; car, si ’on désigne par s’ I'élément linéaire de la
seconde surface et par N, N’ les quantités analogues & M, M’, on
aura, pour les éléments correspondants,

MM’ ds? = NN' ds'2 = dQ d¥',

ce qui démontre la proposition. Ce résultat, qui a été signalé par-
ticulierement par M. Klein, comprend en particulier, ou plutot
présente sous une forme nouvelle ceux qui ont été déja donnés

(Livre 1I, Ghap. HT).

681. Il nous reste maintenant & mettre en évidence les rapports
de la théorie précédente avec les invariants. Pour cela, nous allons
chercher les équations qui définissent les fonctions complexes,
quand le syst¢tme de coordonnées est quelconque. L'équation (45)
nous donne

0Q — 0Q Fa+7H
du MVE, ¢ ! VE ’

et Pélimination de M conduit & I’équation

00 N N
Jo — L ~‘~LH)JL—L = o,

(51) E
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qui caractérise les fonctions complexes. On peut encore I'écrire
sous la forme équivalente

- , 00 . o0Q
(52 (ar()—u—(f‘——zll)()v‘mo

1l résulte immédiatement de ces équations que la fonction Q
satisfait a 'équation

(;3) AQ = o.

Réciprogquement, si une fonction Q a son premier invariant nul
I 1 ) bl
clle satisfait, soit a I’équation (51), soit a celle qu’'on en déduit par
le changement de signe de H: en d’autres termes, clle est fonction
O te) 7 ?

de I'une des variables déja employées = + ¢y, 2z — i y.

On vérifiera également, par un calcul facile, que Q satisfait a

te) ? l 2

'équation

(5) A, Q = o.

Etudions maintenant la relation entre la partie réelle P et la
partic imaginaire Q de Q.
L’équation (53) développée
0= AQ =AP — AQ +927A(P, Q)

nous donne
AP = AQ,  A(P, Q)= o.

Ces relations entre les invariants de P et de Q montrent que les
- .[

courbes obtenues en égalant & des constantes la partie réelle et la
partie imaginaire de Q se coupent a angle droit. Ce résultat
hrouvait étre prévu : il est une conséquence de 'équation (50).
L 1 q 1

D’autre part, si, dans les équations (51) et (52), nous séparons
les parties réelles et les parties imaginaires, nous obtiendrons les

I I 3 )
deux systémes équivalents
) 1

9Q F oP E oP

/
\ow =0 ou W a6’

(55) ¢ i} .
joQ_Gor v op
oy H Ju H o¢
(0P E0Q T 0Q
\3&’*1109 H ou’

(56) .

o | 9P _FoQ G oQ
\ 9¢ . H dv H ou
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L’élimination de P entre les deux premiéres équations ou de Q
entre les deux derniéres nous montre que P et Q sont des solutions
de I'équation

(57) ‘A0 = o,

ce qui d’ailleurs résultait déja de I’'équation (54).

Réciproquement, toutes les fois que 'on connaitra une solution
quelconque § = Q de I'équation (57), les formules (56) nous
permettront de déterminer par une quadrature une fonction P, ce
qui donnera une fonction complexe @ =P +/Q du point sur
la surface. On peut donc ¢énoncer la proposition suivante : Le
solution réelle la plus générale de Uéquation (57) est fournie
par la partie réelle ou par la partie imaginaire d’une fonction
complexe du point sur la surface. Par suite, sil’élément linéaire
peut élre ramené a la forme

ds? = A(dz? -+ dy?),
la solution la plus générale de I'équation (57) est
0= fle+iy)+b(zx—1Iiy).

(Cest d’ailleurs ce que 1’on reconnait immédiatement en profi-
tant des propriétés d’invariance de 'équation (15) et I'écrivant
avec les variables z, y; car elle prend alors la forme simple

1 Jo26 | 0207
% Loz o2 =0

682. M. Beltrami a montré comment on peut rattacher a sa

théorie la proposition que nous devons a Gauss relativement a la
courbure totale. Soient, conformément aux notations employées
plus haut, % et » deux facteurs qui fassent des expressions

#( VE du -+ -~—F -{«__ZH dy },
VE

' (VE du + Fﬁﬁj I dy
VE

des différentielles exactes d(x —+ iy) et d(x — £y'). Les facteurs




LES PARAMETRES DIFFERENTIELS. 215
7 ’ A t s 2 s
les plus généraux ayant la méme propriété seront respectivement
ro(x+1y), *Y(z—1iy),

@ et & désignant des fonctions quelconques; de sorte que sil'on
veut ramener ds2 i la forme

ds?= AdaxdB,
la valeur la plus générale de X sera

1
w e(x + iy ) b(x — iy

Par conséquent, pour tous les systémes de coordonnées et pour

toutes les valeurs possibles de » et de ', la fonction

I _
Ay log —= == A, logy/xx’
Vi

aura toujours la méme valeur. Nous obtenons ainsi un inva-
riant : on peut le calculer comme 1l suit.
La fonction x doit satisfaire & I’équation

()(x\/Ez 0 A(F—i—LH)

dy T ou ¢E
qui donne
Edlogx o Fc)logx _ L.Hc)logx " \/-?i F--:H 1 0E
av Ju du Ju VR 2 dy
F : H
En multipliant par _LL"’ on aura de méme
Filg&x . G()logx H 0logx i F:—_LH o F--7H F 7~1ZHZ oE
dy du oy VE Ju \/E 2K oy

En se servant de ces deux relations pour calculer A;logx, on
obtient immédiatement ce résultat

A, log® = -

I 0 g_idlogx+F-—iH oE F—7H 0 F+7H
dy 2EH op H\/L du  /E

1 0 i()lO‘*A VE 0 F+:{H 1 JE
Jp du T H ou VE 2H ov
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ot % s’élimine de lui-méme. Si l'on change i en — 7, x en ¥ et que
I'on ajoute I'équation obtenue a la précédente, on trouve, en
divisant par 2 et en réduisant,

A, log v/ — R 1 ?(}+10E
22 0BVER = U ou H ou EH v

10 o oF 1 oE F c)E\)

(58)

“oH o0 \H ou  Hoe  EH ou

D’aprés la maniére méme dont nous 'avons obtenu, cet inva-
riant doit s’annuler dans le cas ou I’élément linéaire est réductible

a la forme
ds? = dux? - dy?,

el dans ce cas seulement. D’ailleurs, on reconnaitra aisément, en le
comparant a la formule (16) [II, p. 364], qu’il est identique a la
courbure totale. Mais on peut aussi établir ce dernier résultat
directement en le déduisant des propriétés mémes d'invariance que
nous avons signalées. ’

Supposons, en effet, que’on veuille calculer la valear de I'inva-
riant pour un point M. Prenons pour axes des x et des y les tan-
gentes principales en ce point. Si R et R’ sont les rayons de cour-
bure principaux en ce point, I'équation de la surface dans le
voisinage de M sera

2 2
(59) s= B

2R 2R

On aura, en choisissant z et ¥ comme coordonnées curvilignes
d’un point de la surface,
2 zy 2

3 —_  — T T o _u:)/__k
(60) E =1+ TERREREE F= "R G=14 Re

Sil'on porte ces valeurs de E, IF, G dans la formule (58) et st

2|
©r Gz oy
premiéres et secondes de E, I, G qui ne soit pas nulle, on trou-

I'on remarque que, pour z =y = est la seule des dérivées

vera, pour le point M,

. — 1
{671) Aglog\/y,xzr{ﬁ-
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Tel est le résultat établi par M. Beltrami. Les considérations
par lesquelles on le démontre ne différent pas essenticllement de
celles que M. O. Bonnet a développées dans le Mémoire sur la
théorie des surfaces applicables, inséré au XL1¢ Cahier du Jowur-
nal de I’ Ecole Polytechnique.
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CHAPITRE II

SOLUTION D' UN PROBLEME FONDAMENTAL ! RECONNAITRE SI DEUX
SURFACES SONT APPLICABLES L'UNE SUR L AUTRE.

Deux surfaces pour lesquelles la courburc totale est constante et a la méme va-
leur sont toujours applicables Pune sur l’autre; mais on ne sait réaliser
cette application des deux. surfaces Iune sur P'autre que dans le cas ou la
courbure totale est nulle. — Si I'on savait déterminer les géodésiques des deux
surfaces, on pourrait réaliser 'application; mais la détermination de ces géo-
désiques dépend de lintégration d’une équation de Riccati. — Méthode permet-
tant de reconnaitre si deux surfaces & courbure variable sont applicables I'une
sur I'autre. — Cas général. — Emploi des paramétres différentiels. — Cas
particulier ot les courbes sur lesquelles la courbure totale conserve une méme
valeur sont paralléles les unes aux autres. — Cas plus spécial encore ol ces
courbes forment en outre une famille isotherme; les surfaces sont alors appli-
cables sur des surfaces de révolution. — Etude de deux problémes parti-
culiers; recherche des surfaces réglées qui sont applicables sur des surfaces
de révolution; recherche des surfaces gauches qui sont applicables sur une
autre surface réglée sans que les génératrices rectilignes soient des courbes
correspondantes sur les deux surfaces.

683. La théorie des paramétres différentiels permet de résoudre
simplement la question suivante :

fleconnaitre si deux surfaces sont applicables ’une sur
Uautre ou si deux formes de Uélément linéaire sont équiva-
lentes.

Voici la solution que nous donnerons de cette importante ques-
tion.

Commengons par considérer le cas exceptionnel ou la premiére
surface (X¥) a une courbure constante; d’aprés le théoréme de
Gauss, la seconde surface (¥') ne pourra étre applicable sur la
premiére que si elle a une courbure constante, égale a celle de la
premiére. Supposons que cetle condition, qui est nécessaire, soit
remplie : nous allons montrer que les deux surfaces seront appli-
cables I'une sur Pautre.

. 1, N I
En effet, considérons, sur une surface a courbure conslante R
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un systéme de coordonnées formé par les lignes géodésiques
qui passent par un point fixe quelconque de la surface et leurs
trajectoires orthogonales. Nous avons vu (n° 599) que I'on aura
pour I’élément linéaire la forme réduite

(1) ds? = a?(du? -+ sin? u de?).

. . . N 1
Si, au contraire, la courbure estnégative et égale 8 — -, on trou-
o=

vera de méme

2 2 2 i—feqt\z 2
(2) ds a [du : < 5 ) de? |.

Enfin, si la courbure était nulle, on aurait, pour le méme sys-
téme de coordonnées,

(3) ds? = du?-- u? de?.

Ces trois formes réduites nous permettent de résoudre com-
plétement la question proposée. Iitant données deux surfaces (2),
(¥), de méme courbure totale, nous allons démontrer qu’elles
sontapplicables 'une surl’autre, et celad’une infinité de maniéres.

Prenons un point quelconque M sur (X) et faisons-lui corres-
pondre un point quelconque M’ de (£'). Cela posé, a un poiat P de
(X) ne peut correspondre sur (¥') gqn’un point P’ dont la distance
géodésique & M’ égale la longueur de la ligne géodésique PM. Je
prends un point quelconque P’ satisfaisant a celte condition et je
dis qu’on peut, de deux maniéres diflérentes, appliquer les deux
surfaces 'une sur 'autre de telle sorte qu’a M et P correspondent
respectivement M’ et P’.

En effet, rapportons les deux surfaces aux systémes de coordon-
nées polaires dont les poles sont M et M'. Ein écrivant que les arcs
correspondants sont égaux, on sera conduit & une équation

du? + 9% (u) dvr= du'>+ ¢*(u') do'?,

elt — g—u

ou o(u) désigne I'une des fonctions w, sinu, - qui figurent

dans les formules (1), (2), (3). Si M doit correspondre a M', on
devra avoir aux points correspondants u == /, et, par suite, I’équa-
tion précédente deviendra

de? = dy'?
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ou, en intégrant,
p 717 o' = const.

Soient g, ¢4 les coordonnées du point P; «, ¢ celles de P'. En
écrivant que P et P’ se correspondent, on détermine la valeur de la
constante, et I'équation entre ¢ et ¢' devient

v — g == (v - ph).

II'y a deux solutions, correspondantes au double signe du second
membre.

Considérons, par exemple, deux sphéres égales et deux arcs
de grand cercle égaux MP, M/’ pris respectivement sur ces deux
surfaces. On peut amener les sphéres a coincider de maniére
que M’, P’ soient respectivement en M et P. Alors on peut établir
la correspondance entre les deux surfaces, soit en regardant comme
homologues les points de deux surfaces qui sont maintenant con-
fondus, soit en faisant correspondre aI’'un de ces points son symé-
trique par rapport a4 'arc MP. Telle est ici I'interprétation géomé-
trique des deux solutions précédentes.

684. Nous venons de démontrer que deux surfaces a courbures
constantes et égales sontapplicables I’'une sur l'autre, et d’une infi-
nité de maniéres; mais il ne résulte pas de la que 'on puisse tou-
jours réaliser Vapplication et établir les équations qui relient les
deux points correspondants. Pour étre effectivement appliquée,
la méthode que nous avons suivie exige évidemment que l'on
connaisse les lignes géodésiques sur les deux surfaces données.
Nous sommes donc conduits & nous proposer la question sui-
vanle :

L'tant donnée une surface a courbure constante, peut-on
déterminer ses lignes géodésiques?

Dans le cas ol la courbure totale est nulle, la réponse a cette
question n’est pas douteuse. Iitant donné 1’élément linéaire d’une
surface développable, on peut toujours, par de simples quadra-
tures, le ramener a la forme

dx? =+ dy?.

Par suite, I'équation des géodésiques, qui est une relation
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lindaire entre z et y, s’obtiendra dans tous les cas par de simples
qquadratures.
Soit, en eflet,

ds? = E du? - 2F du dv -~ G dy?

un élément linéaire pour lequel la courbure totale, définie par la
formule (58) du Chapitre précédent, est égale a zéro. Il résulte
de la signification méme de cet invariant et de la méthode que nous
avons suivie au n°® 682 que 'on pourra ramener ’élément linéaire
précédent ala forme

() ds? = dx? —+ dy?;

et, par suite, il existera une fonction A telle que les deux expres-
sions

A (\/E du —+ F—j—_lj dw)-,
. VE .

o F— W
S VEdu+——= dv)
f A <‘/ VE

solent, l'une et l'autre, des différentielles exactes d(x 4 iy) et
d(x — ¢y). Si nous écrivons les conditions d’intégrabilité, nous
aurons les équations de condition

(3)

I

o yVE 0 F—iH
g0 A du )\‘/ET

Remplacons dans ces équations A par et et résolvons par rapport
aux dérivées de p.; nous aurons

[ 0p. 1 OF ook 1 JR
) ﬂz);— Hou  2BEH ou oMl o0’
¢
(6) op. 1 oG F JE
dv — 2H du  2EH op

il suffit de se rappeler que la courbure totale est nulle et de com-
parer a l’équation (58) du Chapitre précédent pour reconnaitre
qu'il existe effectivement une fonction p satisfaisant a ces deux
équations. Cette fonction une fois déterminée par une quadrature,
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on portera la valeur e/ de A dans les expressions (5) et 'intégra-
tion de ces différentielles fera connaitre x + ¢y et x — ¢y. Il suf-
fira donc de trois quadratures effectuées sur des différentielles a
deux variables pour ramener ’élément linéaire a la forme (4) et,
par suite, pour trouver les lignes géodésiques.

685. Passons aux surfaces a4 courbure constante et, pour fixer

R . .. R LT
les idées, supposons que la courbure soit positive et égale A

(pour une surface a courbure négative, il suffira de changer @ en

a\/: dans les résultats que nous allons obtenir).” Conservons
toutes les notations du Livre V (Chap. 1); il est clair que, la
surface ou I'élément linéaire étant donné, si ’on détermine pour
chaque point la position du triedre (I') par rapport aux lignes
coordonnées, on aura, en chaque point de la surface, les transla-
tions &, &, 7,7, eL, par suite, lesrotations 7 et 7~y (n°® 484). Ces six
quantités ne changent pas lorsqu’on déforme la surface; par con-
séquent, si 'on veut 'appliquer sur une sphére (5) de rayon «,
elles auront les mémes valeurs aux points correspondants de (S)
et de (Z). Mais, pour le point de (S), les deux rayons de courbure
principaux sont égaux a « et, de plus, les directions principales
sont indéterminées. Il faut donc que les deux équations (1o) [1I,
p-352], qui définissent les directions principales, soient identi-
quement vérifiées quand on y fait p=a. On obtient ainsi les
équations
E+ag =o, n—ap = o0,

ti+agi=0; i —ap;=o,

qui déterminent p, ¢, py, ¢:; desorte que ’on connait toutes les
rotations et les translations du triedre (T). La détermination ef-
fective du mouvement de ce triedre et, par suite, I'application de
la surface (T) surla spheére (S) dépendent donc, d’aprés les prin-
cipes exposés au Livre I, de I'intégration d’une équation de Ric-
cati. Or, lorsque cette application des deux surfaces 1'une sur
l’autre sera effectuée, on connaitra évidemment les lignes géodé-
siques de (X); elles correspondront aux grands cercles de (S).
Ainsi:

La détermination des géodésiques d’une surface @ courbure
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totale constante et différente de zéro dépend de U'intégration
d’une équation de Riccatr.

686. Supposons maintenant que les deux surfaces (%),(%)
soient, I'une et I'autre, & courbure variable; soient «, ¢ les coor-
données qui déterminent un point de (X), «, ¢, celles qui déter-
minent un point de (Z,). Pour que les deux surfaces soient ap-
plicables 1'une sur I'autre, il faudra que 'on puisse déterminer

pour « et ¢ des fonctions de «;, ¢, donnant identiquement
Edu?-+oF dude + Gdv2=E, du} + 2F, du, dv, + G, dvi,

“et cette équation nous montre tout de suite que u et ¢ doivent étre
des fonctions indépendantes; car, si « était fonction de ¢, le se-
cond membre serait un carré parfait.

L’application des méthodes générales conduirait pour « et ¢ a
trois équations aux dérivées partielles du premier ordre. Le
probléme posé, envisagé sous ce point de vue, consisterait donc a
reconnailtre si ces trois équations peuvent étre vérifiées par un ou
plusieurs systémes de valeurs de « et de o.

Mais les propositions que nous avons établies précédemment
vont nous permettre de reconnaitre par de simples éliminations
si les deux surfaces (X), (2,) sont applicables I'une sur l'autre.
Nous savons d’abord qu’aux points correspondants des deux sur-
faces les courbures totales doivent étre égales. Si nous désignons,
par conséquent, par @(u, ¢) et ¢,(u,, v,) les expressions de la
courbure totale, formées respectivement avec les éléments des sur-
faces (), (X,), nous devrons avoir I’équation

(7) 9 (u, v) = p1(u, 91).

D’autre part, s’il existe une transformation de coordonnées per-
mettant de passer de I’élément linéaire de la surface (Z) a celui de
la surface (X,), tout invariant de la fonction ¢, formé avec 1'é1é-
ment linéaire de (X), devra étre égal a I'invariant correspondant
de ¢, formé avec I’élément linéaire de (Z,). Cette remarque nous
permet de former une suite illimitée de relations entre u, ¢, wy, vy,
qui seront toutes nécessaires.

Le principe suivant va nous aider a nous reconnaitre au milieu
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de toutes ces relations et d’écrire seulement celles qu’il est indis-
pensable de considérer.
Soilent

(8) S(ty o)== oy, 01), U1, 0) = by (e, 0))

deux quelconques d’entre elles, que l'on choisira de maniére a
satisfaire a cette unique condition que les deux fonctions ¢ et
solent indépendantes. Alors il devra en étre de méme des fonc-
tions @, et ¢,; sans cela, les surfaces ne pourraient étre applicables
'une sur I'autre. Dans ces conditions, les équations précédentes,
résolues par exemple par rapport a « et & ¢, définiront une ou
plusieurs correspondances distinctes entre les points des deux sur-
faces (), (Z,). Il est doncnécessaire, d’aprés la théorie méme des
invariants, que l'un au moins des systémes ainsi obtenus de va-
leurs de « et de ¢ vérifie les trois équations

(9) Ap == Aloy, ACe, ) = A (g1, b)), Ay == A (1),

ot l'indice supérieur 1 indique les parameétres différentiels formés
avec I’élément lindaire de (Z,). Mais nous allons montrer que, si
la condition précédente est nécessaire, elle est aussi suffisante.

En effet, puisque les fonctions ¢ et & sont indépendantes, nous
pouvons déterminer un point de la premiére surface par les valeurs
qu’y prennent ¢ et ¢, et, d’aprés la formule donnée plus haut,
I’élément linéaire de cette surface (X) aura pour expression

Ab do? — 2 Ao, b)) do dl + Ao dle

ds? == .
“ Ag Al — A2 (g, U)

De méme, 'élément linéaire de (2, ) sera réductible a la forme

LW do? — o Al(o ol - Ao, db2
ds? — A de? — o A (g b ) dyydy = Ao, cZ\h’
s3 =

Aty Aty — (AM(py, g1))?

et, par suite, la correspondance établie par les cinq équations (8)
et (9) nous donnera
ds* = ds3.

Notre proposition est donc établie; elle permet, on va le voir, de
résoudre simplement la question proposde.

687. Reprenons en effet 'équation (7), a laquelle nous adjoin-
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drons la suivante
A'P = Al ?1.

S1 Ap n’est pas une fonclion de ©, A'o, ne sera pas une fonction
de @, ; autrement les deux surfaces ne pourraient étre applicables
I'une sur l'autre; Ap et A'og, pourront donc jouer le réle des
fonclions que nous avons appelées plus haut ¢ et ,. Le systeme
des équations (8) et (g) se réduira ici au suivant

g?z%

Ao = Alo|,
(10) (UEEAEL
‘ A(‘?a A?):Ai(%’l"&l?l))

| AAp = AlAlg,

et il suffira que les deux derniéres équations soient des consé-
quences des deux premiéres pour que les surfaces (X), (2,) solent
applicables I’'une sur 'autre.

Notre raisonnement ne suppose en rien, on le voit, que ¢ soit
la courbure totale et il s’appliquerait sans modification si V’on
savait @ priori que deux fonctions quelconques o (uw, ¢), ¢4 (1w, ¢y)
doivent prendre la méme valeur aux points correspondants des
deux surfaces. Le théoréme de Gauss n'intervient dans cette ana-
lyse que pour nous faire connaitre une fonction invariante. Le
fait que cette fonction est la courbure ne joue qu’un réle secon-
daire dans nos raisonnements; mais il n’en est plus ainsi, et la
signification de ¢ reprend une grande importance, dans les cas
particuliers que nous avons écartés et que nous allons maintenant

examiner.

688. Supposons que, pour la surface (¥), Ap soit une fonction
de ¢, F(¢); il en sera de méme pour l'autre, et I'on devra avoir

évidemment
Al © = F(L?'L)a

sans quoi les deux surfaces ne seraient pas applicables I'une sur
Pautre. Nous supposerons cette premiére condition satisfaite.
L’équation

Ap = F(¢)
exprime que les lignes sur lesquelles la courbure totale est la

méme forment une famille de courbes paralleles. Nous avons
D.— III. 15
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déja rencontré au n° 671 les surfaces jouissant de cette propriété
et nous avons méme donné la forme del’élément linéaire lorsqu’on
prend un systéme de coordonnées formé de ces courbes paralléles
et de leurs trajectoires orthogonales. Il nous suffira de remarquer
ici que I’'élément linéaire est de la forme bien connue

ds?= du?+ G2 do?,
ot 'on a (n° 672)
deo
(11) du = ——=-
Vg
On peut établir entre les invariants de la surface une relation
qui nous sera utile. Sil’élément linéaire d’une surface est ramené

a la forme
ds? = du?+ C2 dv?,

on a
1 0G 1 1 02C
fu=t MU=E0s  PTRRTTC W
et de 1a on déduit
(12) Alu, Aru) =—o — (A u)

Celte équation est tout a fait générale. Mais, si nous supposons
maintenant que la surface soit une de celles que nous voulons
étudier et que les courbes de paramétre u soient celles sur les-
quelles la courbure ¢ demeure constante, Ay deviendra une fonc-
tion de ¢; « sera aussi une fonction de ¢, définie par I’équation (1 1),
et la relation (12) se transformera dans la suivante

qui convient aux surfaces dont nous nous occupons et ne contient
d’ailleurs qu’en apparence des intégrales et des radicaux.

Revenons aux deux surfaces (), (X;). Nous savons qu’aux
points correspondants on doit avoir

({9(“7 9) = (?1(1017 Vi))

(14) Ap(u, v) = Aty (uy, v1);

mais ces deux relations, en vertu des hypothéses actuelles, se ra-
meénent & une seule. Nous obtiendrons une équation nouvelle en
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exprimant que les invariants du second ordre sont égaux, c’est-
a-dire que l'on a
A2'~P = A% (‘91.

Pour la simplicité des raisonnements, nous écrirons cette équa-
tion sous la forme équivalente

do . 'do,
A —
f‘/-“ f\/N D1

et nous lui adjoindrons la suivante

4 d
(16) @<<{>; Aszf__> — @t (%,A&; ad. >
\/AQP, \/Alcpl

dyp
Cela posé, s1nous supposons que A, f - ne soit pas une fonc-

1

—~
-
[

~—

do,
tion de ¢ et que A‘,f\/—(:— ne soit pas une foncmon de o4, les deux
2 ) Jate,

équations (14) [qui se réduisent & une seule] et Véquation (15)
définissent une ou plusieurs correspondances entre les points de
deux surfaces. Si I'une de ces correspondances entraine comme
conséquence l'équation (16), les deux surfaces seront applicables
Pune sur Pautre

En effet, en vertu de I'identité (13), les équations (14) et (15)
entrainent la suivante

* do , doy
Al o, —_— :Al(% Ay ——);
Vg \ VATo,

et enfin 'identité, démontrée au n° 673,
02 (0, Ay) - A2(5, Ay) = Ao AAs,
qui a lieu pour les deux surfaces, nous donnera de méme

do — aial * do,

Ve */AWM

La correspondance établie est donc Lelle que les deux fonctions

w, Ay sont égales, ainsi que leurs trois invariants du premier ordre
par suite, les deux surfaces sont applicables I'une sur l'autre,
en vertu du principe général que nous avons établi tout d’abord.
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689. Il nous reste & examiner un dernier cas, c’est celui o, non

. d
seulement Ap, mais A,
J Vg

do _Agrp I 9 Ag
Qf\/&g;* Ap o y/Ag 99

il est clair que cela revient & supposer A, ¢ fonction de .

serait une fonction de ¢. Comme

on a

Si ce cas exceptionnel se présente pour 'une des surfaces, il
devra aussi se présenter pour 'autre, et ’expression de A, ¢ en fone-
tion de ¢ ne saurait étre différente pour les deux surfaces. Nous
allons montrer que ces conditions sont suffisantes : si, pour deux
surfaces différentes, A; ¢ et Ap sont des fonctions de ¢ et si les ex-
pressions de ces deux fonctions sont les mémes, les deux surfaces
sont applicables 'une sur Pautre et d’une infinité de maniéres.

Soit, en effet, (2) 'une des deux surfaces. En posant

? do
Viz

el rapportant la surface au méme systéeme de coordonnées que
précédemment, on aura pour ’élément linéaire

ds? = du?—+ C2 dv2.

51 Q désigne une fonction quelconque, 'expression générale de

A, Q devient 1c1
1 0 oQ 1 0 /1 0Q°
R = ou<cmz>* C 55((:‘ (ﬂ'

En prenant donc Q = 9, on trouvera

Np LG de d ds
2P=C Yu du " du du

ou, en tenant compte de la relation entre ¢ et i,

1 0C
Az Gdu‘/QP

ce ui donne
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. d . .
En intégrant et remplagant du par %, on obtient la valeur sui-

Ao
]

Ao L dAo
C=Ve A

vante de C

ou V désigne une fonction quelconque de ¢. Substituons cette va-
leur de C dans ’élément linéaire et remplacons V dv par d¢, nous
obtiendrons définitivement

Q/AQQ dy
d&PQ e Ao ?

Cette formule démontre immédiatement la proposition que
nous avions en vue. Comme elle dépend exclusivement des ex-
pressions de Ag, Ay en fonction de ¢, elle sera évidemment la
méme pour les deux surfaces considérées, et 'application se trou-
veraréalisée par les formules

-G
i

b

¢+ o,

(18)

o

o désignant une constante arbitraire. Les deux surfaces sont alors
applicables I’'une sur l'autre d’une infinité de maniéres, ce que
I’on n’aura aucune peine a s’expliquersi 'on remarque quel’élément
linéaire donné par la formule (17) est celui qui convient aux sur-
faces de révolution.

Pour établir la correspondance entre les deux surfaces, il suffira
de ramener leur élément linéaire & la forme (17), et il est aisé de
reconnaitre que cette réduction exige une quadrature pour chaque

surface. En effet, si 'on tire de I’équation (17) la valeur de dv, on
trouvera

S5

- —— 49
(19) dy ==+ /Ao ds? — dg? e Ae |
et le second membre, ne contenant que des quantités connues ou
des invariants, pourra étre obtenu sans difficulté quelles que soient

les coordonnées choisies; par conséquent, ¢ sera donné par une
quadrature.
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690. La discussion que nous venons de terminer montre qu’il y
a seulement deux classes de surfaces pour lesquelles Papplication
peut se faire d’uneinfinité de maniéres: ce sont les surfaces a cour-
bure constante et les surfaces applicables sur les surfaces de révo-
lution. Les unes et les autres sont évidemment applicables sur
elles-mémes d’une infinité de maniéres. L’analyse précédente
montre d’aillecurs d’une maniére évidente qu’elles sont les seules
jouissant de cette propriété. Toutefois I'indétermination n’est pas
la méme dansles deux cas: pourles surfaces a courbure constante,
le mouvement de déformation dans lequel la surface glisse sur elle-
méme peut amener un point quelconque en tout autre point de la
surface; au contraire, dans le cas des surfaces & courbure variable
applicables sur des surfaces de révolution, chaque point de la sur-
face pourra seulement glisser le long de la courbe licu des points
pour lesquels la courbure totale demeure invariable.

Signalons cette conséquence que les surfaces hélicoides ou de
révolution ne peuvent étre applicables les unes sar les autres que si
les hélices ou les paralléles sont des courbes correspondantes sur
les surfaces que 'on considére. Par conséquent, les résultats des
n® 73 a 79 nous donnent bien tous les hélicoides et toutes les

surfaces de révolution qui correspondent a une forme donnée de
I’élément linéaire (1).

691. Nousallonsindiquer différentes applications de la méthode
précédente. Cherchons d’abord s'il existe des surfaces réglées
applicables sur des surfaces de révolution. Nous savons (n° 80)
que I'élément linéaire d’une surface réglée rapportée a ses généra-
trices rectilignes et a leurs trajectoires orthogonales est de la forme

(20) ds?= du?+(Aut+2Bu +— C) do2= du?-+ g2 dy?,

A, B, C étant des fonctions de ¢. On peut évidemment choisir la

(*) On consultera, sur le probléme que nous venons de résoudre:

MinpiNg (F.), Wie sich entscheiden lisst ob zwei gegebene Flichen auf
einander abwickelbar sind oder nicht; nebst Bemerkungen tiber die Flichen
mit unverdnderlichen Krimmungsmaassen (Journal de Crelle, t. XIX, 183qg).

LiouviLLe (J.), NVotes de la 5° édition de U’Application de UAnalyse a la
Géomeétrie de MongE (Notes IV et V) ; 1850.

Bonwer (0O.), Memoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur-
Sface donnée (Journal de ’Ecole Polytechnique, XLI* Cahier, 1863).

Berrrand (J.), Traite de Calcul differentiel et intégral, t. 1.
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fonction ¢ de telle maniére que I'on ait
(21) AC—B2=1.

Le seul cas d’exception est celui ot le coefficient de do¢? est un
carré parfait. Alors la surface est développable et la solution de la
question posée devient évidente : toutes les surfaces développables
sont applicables sur le céne de révolution.

En tenant compte de la relation (21), on aura

1 — 1 — 1

(22) = =

RR' (Aut+2Bu+ G)2 F

Or on sait que, pour toutes les surfaces de révolution, les lignes
sur lesquelles la courbure est constante sont paralleles les unes
aux autres. Cette propriété, a la vérité, appartient encore a d’au-
tres surfaces, mais elle nous suffira pleinement dans ce qui va
suivre.

On devra donc avoir I'équation

A(g*) =/(8),

qui caractérise (n° 672) les familles de courbes paralltles et qui

devient ici

(Au2+ 2B u—+ C')2
&*

A(Au+ B4 =Jf(&),

Al, B, (7 désignant les dérivées de A, B, (. S1 nous remarquons
qu’en vertu de la relation (21), on a

(Au-+B2=Ag2—1,

on voil que nous pourrons donner a Péquation précédente la

forme
(A2 2B u+ 02 = f(g)—4A g~

Pour éliminer f(g), nous allons différentier en supposant que g
reste constante, ce qui donne la relation
2(A'u?+2Bu+ C) (A u+B)du
+[(Au2+ 2B u—+ CY(A"u2+2B"u+ O') +2A' gt dv = o.
Mais, g devant demeurer constante, les rapports de du et de d¢
sont définis par I’équation

s2gdg=0=2(Au-+B)du-+(A'uz+ 2B u—+ C)do,
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qui donne
' 2 du = dy
Auz+2Bu+C ~ Au-+B

On aura ainsi, en remplacant dans équation précédente du, dy
par les quantités qui leur sont proportionnelles,

(A4 2B u+ CH[(AMu +B)(A' w2+ 2B u~+ C)
(23) — (Au+B)(A"u2+2B"u + C")]
=2A " (Au—+ B)Y(Au2+2Bu+ G)2.

Cette relation doit avoir lieu identiquement. Si nous égalons les
coefficients de la plus haute puissance de « dans les deux mem-
bres, nous trouvons

A'(A2— AA"— 2A3) =o.
Commencgons par examiner 'hypothése
A'=o, c’est-a~-dire A = const.
Alors la relation (23) prend la forme
(2B'u +CH[2B2u +B'C—(Au—+B)(2B"u + C")] = o.

On peut vérifier cette équation soit en annulant le premier fac-
teur, soit en annulant le second. Dans le premier cas, on a

B’ = C,: o
et & cette solution correspond la forme suivante de I’élément li-

néaire
ds? = du®+ (au>+ 2bu + c¢) dv?,

ol a, b, c sont trois constantes quelconques.
Mais, si I'on suppose que le second facteur soit nul, on aura

AB" = o, B’?——BB"——_AEQ =0, B'C'—BG" = o.

Il y a deux cas & distinguer suivant que A est nul ou différent
de zéro :

1° Supposons A = o; nous aurons, en tenant compte de la re-
lation (21),
B =y C"= o, C=mv—+n,
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m et n désignant des constantes. On a donc

g2 = 2iu + my + n.

2° Soit maintenant A =< o; il vient

B"= o, B =my +n,
s 2m? _ (my +n)? I
e N C="mry——*+x
Donc
2
g2:A<u+_"%+n> -

692. Il nous reste maintenant a examiner les solutions de
Iéquation (23) pour lesquelles A’ serait différent de zéro. Il est
aisé de voir qu’il n’y en a aucune.

En effet, si A’ n’est pas nul, le second membre de la relation
(23) ne le sera pas non plas; par suite, il devra éire divisible
par le trinéme A'w?2- 2B'w + /. Il faudra donc que les deux
équations

Ad?+2Bzc+C:o, Aw?+-oBu-+C=o0
alent au moins une racine commune. On pourra donc égaler a
zéro leur résultant, ce qui donnera la relation
(24) (AC' 4 CA'— 5BB')2— 4(B>— AC)(B2—A'C') = o.
Mais, si l’on différentie I'équation (21), on a
(25) AQ' 4 CA'— 2 BB = o,
de sorte que la condition précédente prend la forme simple
A'C'— B?2=o.
Il faudra donc que A'u?—+4- 2B« + €' soit un carré parfait;
mais alors Aw + B, devant, d’aprés 'équation (23), diviser
(A'u—+ B)Y(A'u2+2B'u+ CG')2,
admettra nécessairement la racine unique du trindme
Auwr+oBu + 0
et, par suite, les deux équations

Au—+ B =o, A+ 2B u+C=o
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devront avoir une racine commune. Or cela est impossible tant
que A’ n’est pas nul; car I'élimination de u conduit 4 la condition

A'B2— 2B'AB -+ C'A2= o,

d’oti Pon peut faire disparaitre B’ au moyen de I’équation (25), et
I’on arrive ainsi a la relation

(B2—AC)A'=o0 ou A'=o,

qui est en contradiction avec notre point de départ.

693. Donc les seules solutions de la question posée sont celles
(que nous avons indiquées en premier liea et qui correspondent
aux trois formes suivantes de ’élément linéaire

ds? = du?+ (au—+ 2 bu - c) dv?,
1
(26) ‘( ds? = du?—+ I:A(u - my = )2+ X] dv?,
ds? = du?+ (200 -+ my -+ n) de?.

Ces formes peuvent elles-mémes étre simplifi¢es et, en distin-
guant tous les cas, on trouve les expressions réduites

g ds? — du?—+ w dv?,
(27) ds? = du? -+ (u+ a?) de?,
2= /

’ e ds? = du?—+ [(u -+ av)?-+ b2] dv?,

ds? = du?-- (u + av) dv?.
La premiére correspond aux surfaces de révolution dont le
méridien est défini par 1’équati0n

1 —_—
5= — /‘\/p‘l-— m2 dg,
o/

7

o étant la distance a I'axe et z la distance a un plan perpendicu-
laire a I’axe. Elles sont engendrées par la révolution de la déve-
loppée d’une chainette autour de la base de cette courbe.

Parmi les surfaces de révolution en nombre infini (n° 76) qui
correspondent aux autres expressions réduites (27) se trouvent
'alysséide pour la deuxiéme forme (un° 66), les ellipsoides et les
hyperboloides de révolution pour la troisiéme, le paraboloide de
révolution pour la quatriéme. Nous laisserons au lecteur le soin
de vérifier tous ces résultats.

Quant aux surfaces réglées qui admettent les formes précédentes
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de I’élément linéaire, on les déterminera par une méthode générale
que nous ferons connaitre plus loin. Nous nous contenterons,
pour le moment, de remarquer que la premiére et la derniére des
formes précédentes ne peuvent correspondre qu’a des surfaces
dont les génératrices rectilignes sont imaginaires.

694. Proposons-nous maintenant de reconnaitre s’il existe des
surfaces gauches applicables sur des surfaces gauches sans que les
génératrices rectilignes des deux surfaces se correspondent, ce qui
revient & rechercher si 'on peut résoudre 1’équation

28) du*-+-(au?-+ 2bu +c)dvi= du?+ (a2 20,1+ ¢y) dov'?
1 1 1 »

ou a, b, ¢ désignent des fonctions de ¢ et @, by, ¢, des fonctions
de ¢' sans supposer que ¢’ soit une fonction de ¢.

Nous admettrons, comme précédemment, que I'on ait choisi ¢
et ¢' de telle maniére que 'on ait

(29) ac—b2= e, — b? =1

Alors U'équation relative & la courbure nous montre qu’aux.
points correspondants, on doit avoir

au?—+2bu +c= a2+ 20,0+ c; = g2,
et notre équation (28) devient
du? — du' = g2(dv'? — do?).
Elle admet une premiére solution
du ==+ du', dy == dv'.

Mais alors les génératrices rectilignes se correspondent dans les
deux sarfaces. Cherchons done d’autres solutions.
Ecrivons I'équation sous la forme

g2(do + do") (dy — dv') = (du 4+ du' ) (du' — du).

Comme le signe de ' importe peu, on peut toujours supposer
8 peu, J

qu’il y a proportionnalité entre les deux premiers facteurs de

chaque membre et poser, sans diminuer la généralité,

gldo+dv') = A(du—+ du'),

&(dv—dv"y = :_)\—I (du — du").
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Introduisons les variables nouvelles

u+u'=a2a, u—u =28;
on aura

dy 4+ dv' = %Z da, dy —dy' = —— d@
g N

Les seconds membres devant étre des différentielles exactes, on
pourra poser

N 1 1 1

é"_l\’ ;X— BJ

A étant une fonction de « et B une fonction de B.

On déduit de la

&r=—AB,
(30) du = do + df, du' = du — df,
_dx dB . dxr  dB
‘\dV“A B’ dv*z\“_lﬂﬁ

et, par suite, en choisissant o et 3 comme variables indépen-
dantes

39 do—a ) (25— 2.

On retrouve ainsi, comme il fallait s’y attendre, la forme de.
I’élément linéaire considérée par M. Liouville.

Pourla commodité des calculs qui suivront, nous allons changer
de notations. Posons

‘ A=, B =py,
(3) 4 do a3 de
Zs/X VR VB VR

R et R, étant des fonctions qui dépendent respectivement de p et
de py. Il viendra

(33) g‘z:_oplu
gu—f\/pdo+[V dpy, u*f clp——f\/‘—i—d
(34) V
? ' —f jﬂlﬁ’ o = ;ﬂﬁ dpi )
VeR Vo1 Ry \/PR Ve Ry “1

02 do“f

d; e
(35) dst= (o — o) (G — )
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et les fonctions inconnues devront étre telles que I'on ait

(36) —opr = aul~+2bu + ¢ =a,u?+ 26, + ¢y,

a, b, cetay, by, c, étant des fonctions de ¢ et de ¢’ assujetties a
la condition de vérifier les relations (29).

695. On pourrait déterminer les fonctions R et R, par la con-
dition que nous venons d’énoncer; mais il vaut mieux remarquer
que la courbure totale de la surface, calculée avec la forme pri-
mitive (28) de I’élément linéaire, a pour expression

k=—

. T
(37) — =
]

On peat aussi la calculer au moyen de la forme nouvelle (35)
de I'élém=nt linéaire, et l'on trouve alors, en appliquant par
exemple la formule (8) [, p. 385],

R — Ry R+ R

38 fh=o—0 b MR
(38) ' (p—p1)*  (p—p)?

Si Pon égale les deux expressions de &, on aura I’équation fonc-
tionnelle

R—Ry  R+R, 4

2 ~ S = 3
(p-—p1)* (p—op1)? (pe1)?

(39) ’
qui suffira, nous allons le reconnaitre, a la détermination des
fonctions R et R;; mais, au lieu de résoudre la question ainsi
posée, nous la généraliserons un peu et nous rechercherons si
la valeur de la courbure peut étre une fonction quelconque du
produit pp,. Nous serons ainsi conduits a I'équation

R— Ry R+ R/, :

(40) 2(P~P1)3 - (lo_“pl')E: \'(PPO,

qui comprend la précédente comme cas particalier. Pour la ré-
soudre, nous allons la différentier totalement en supposant que le
produit pp, demeure constant, c’est-a-dire que l'on a

dp _ dpy

? PL

On trouve ainsi, en différentiant I'équation (40) et en rem-
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placant dp, dp, par ¢ et -— o, respectivement,

{ —6(R—Ry)(p-+p1) 2R (20 +p1)(p —p1)

(41) < , " . 5
[ 2R (2p1+p)(p—p1) + (Ripr—R'p)(p—p1)?=o.

Prenons la dérivée deux fois par rapport a p et deux fois par
rapport a p,; nous trouverons
oR™ - 4R = o RY - 4R
Par suite les deux membres de cette égalité doivent avoir une

méme valeur constante, et, si nous remarquons que le premier
est la dérivée quatricme de pR, nous voyons que I’on doit avoir

PR = f(p),

J désignant un polyndéme du quatrieme degré & coefficients con-
stants. L’équation de condition (41), ot 'on fait p == p,, montre
immédiatement que I'on aura de méme

o1 Ry :$f<(31);

et elle est d’ailleurs vérifiée, on s’en assure aisément, sans qu’il
soit nécessaire d’imposer aucune condition aux coelficients de f().

696. Soit, en conséquence,
(42) J(p) =l mp—np*+pp*+ qph.

En portant les valeurs de R ¢t de R, dans I'expression de la
courbure, on trouvera

(43) = —q.

(pp1)?
Il suffira donc, pour avoir la solution de la question proposée,
de faire

g =o,
¢’est-a-dire de prendre pour f(p) un polyndéme du troisieme degré
seulement. Mais alors I’élément linéaire prendra la forme

o do? do?
(44) Cls‘l:(p~—pi)['odo o1 PI];

Je)  Sflen)

qui convient aux surfaces du second degré (n°3504). De plus,
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Péquation différentielle
dp

V.S (p)

\/f(pd’

——

qui, d’aprés les formules (34), définitles deux familles de courbes

¢ == const., ¢’ = const.,

est précisément celle des lignes asymptotiques, c’est-a-dire des
génératrices rectilignes de la surface. Ainsi :

Toutes les fois que deux surfaces réglées sont applicables
Uune sur Uautre sans que leurs génératrices coincident, elles
sont applicables sur une méme surface du second degré de telle
maniére que leurs génératrices rectilignes correspondent res-
pectivement aux deux systémmes de génératrices rectilignes de
cette surface.

On peut, il est vrai, adresser une objection a 'analyse précé-
dente. En prenant A et B pour variables indépendantes, nous
avons exclu le cas ot 'une de ces fonctions se réduirait & une
constante. Mais 1’examen de ce cas spécial n’offre aucune diffi-
culté et n’infirme en rien la proposition précédente. Si A, par
exemple, se réduit a une constante, la forme (31) de I’élément li-
néaire est celle qui convient aux surfaces de révolution. Les deux
surfaces réglées qui sont applicables I'une sur I’autre auront donc
leur élément linéaire défini par I'une des formules (27). Nous
laissons au lecteur le soin d’examiner en détail ce cas particulier
qui le conduira seulement aux surfaces applicables sur les surfaces
de révolution du second degré.

697. Nous donnerons plus loin une démonstration nouvelle et
plus simple de la proposition que nous venons d’établir et qui est
due & M. O. Bonnet ('). Si nous avons rapporté la précédente,
c’est qu’elle conduit & un résultat qui nous parait mériter d’étre
signalé. Nous avons vu que, si 'on prend pour R et R, les valeurs

(*) On en trouvera deux démonstrations différentes dans le Méemoire sur les
surfaces applicables de M. O. Bonnet (Journal de U’Ecole Polytechnigue,
XLIT® Cahier, p. 44 et suiv.; 1867).
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les plus générales

(43) R= L), g = Ller)

2

P P1
J(p) étant le polynéme défini par I’équation (42), la courbure est
une fonction de pp, donnée par I’équation (43). Sil’on prend les
valeurs de u, ¢, ¢/, ¢' définies par les équations (34), I’élément
linéaire de la surface pourra étre ramené a I'une des formes

ds2= du? + g2 dv? e

ds? = du'2 -~ gZ dy'2 5 ou 8% = — PpP1-

1y

D’apres 'expression méme de la courbure et la formule (43), la
fonction g2, exprimée en w« et ¢, devra salisfaire a I’équation

(46) — C oy =i — 4

et de méme, considérée comme dépendante de ' et de ¢/, elle sa-
tisfera a I’équation

(47) e

-

L’équation (46), par exemple, s’intégre aisément et nous donne
g*=Vecosuy—q + Vysinuy— g+ V,,

V, V, V, étant des fonctions de ¢ assujetties & vérifier la relation

5 ; l
Vigeviovie_ L.

q
On peut évidemment, en remplagant ¢ par une fonction de ¢,
supprimer cette derniére condition, de sorte que ’on est conduit
a considérer des surfaces dont 1’élément linéaire est exprimé par

la formule générale
(48) ds? = du?~+ (Vcosau + Vysinau + V) dv2,

ol a désigne une constante quelconque et V, V,, V, des fonctions
arbitraires de ¢.

Cette forme de ’élément linéaire, que nous rencontrons pour la
premiére fois, comprend comme cas particulier celle qui con-
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vient aux surfaces réglées. Il suffit, pour le reconnaitre, de déve-
lopper suivant les puissances de u et de faire tendre a vers zéro,
en supposant que les trois premiers coefficients (de u?, u, et u?)
demeurent des fonctions fintes et déterminées de ¢.

Si 'on a, entre les fonctions V, la relation

V2 V2o Vieo,

on retrouve I’élément linéaire d’une surface & courbure constante;
car on peut exprimer I’élément linéaire comme il suit

. au . au\2
ds? == du? -+ <V3 cos — -+ V, sin —) do,
2 2

Vs et 'V, désignant des fonctions de ¢. Ainsi, de méme que les
surfaces réglées peuvent se réduire aux surfaces développables,
dont la courbure totale est nulle, les surfaces dont I'élément li-
néaire est défini par la formule (48) comprennent comme cas par-
ticulier celles dont la courbure totale est constante.

L’analogie se compléte encore par la proposition que nous ren-
controns ici : parmi ces surfaces nouvelles, il y en a une qui admet
en quelque sorte un double mode de génération, c’est-a-dire dont
I’élément lindaire est réductible de deux maniéres différentes a la
forme (48). C’est celle dont 1'élément linéaire, exprimé en fonc-
tion des variables p et o, est défini par I'équation (44) ot 1'on
supposera que f(p)désigne maintenant un polynéme du quatrieme
degré.

1l y aurait sans doute intérét a trouver, en termes finis, les
équations d’une ou de plusieurs surfaces admettant I’é¢lément li-
néaire (48); mais nous aurons & revemir sur celte question, pour
la considérer a un tout autre point de vue, dans 'étude de la
géométrie non euclidienne.

D. — I, 16
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CHAPITRE 1L

LES FORMULES DE GAUSS.

Etude du commencement du Mémoire de Gauss. — Introduction des détermi-
nants D, D/, D”. — Expression de DD”— D" en fonction des coefficients qui
entrent dans Pélément linéaire et de leurs dérivées. — Relations différentielles
entre D, D', D” et les coefficients de Pélément linéaire. — Rapprochement
avec les formules de M. Codazzi. — Equations différentielles des lignes asym-
ptotiques, des lignes de courbure, équation aux rayons de courbure principaux
écrites au moyen des quantités D, D', D”. — Bquations aux dérivées partielles
du second ordre auxquelles satisfont les coordonnées rectangulaires d’un point
de la surface, lorsqu’on connait D, D', D". — Tquation aux dérivées partielles
qui détermine les surfaces admettant un élément linéaire donné. — Les carac-
téristiques de cette équation sont lcs lignes asymptotiques de la surface.

698. Aprés avoir indiqué les méthodes qui permettent de re-
connailre si deux surfaces données sont applicables I'une sur
I'autre, nous allons étudier une question non moins importante,
et nous nous proposerons de déterminer toutes les surfaces ayant
un élément linéaire donné ou applicables sur une surface donnée.
Cette question, mise au concours en 1859 par I’Académie des
Sciences, a été I'objet de nombreux et importants travaux que
nous avons déja cités (!). Il est curieux toutefois de remarquer
qu'une étude attentive du Mémoire de Gauss devait conduire
presque immédiatement et sans effort a I'équation aux dérivées
partielles du second ordre des surfaces applicables sur une surface
donnée. Nous allons étudier avec les détails nécessaires la belle

(*) Bour (E.), Théorie de la déformation des surfaces (Journal de 1’Ecole
Polytechnique, XXXIXe Cahier, 1862).

BonwneT (O.), Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur-
face donnde (Journal de I’Ecole Polytechnique, XLI® et XLII® Cahier, 1865).

Copazzi (D.), Mémoire relatif a Uapplication des surfaces les unes sur les
autres, envoyé au Concours ouvert sur cette question, en 185g, par I’Académie
des Sciences, déja cité et analysé [II, p. 36g].
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méthode de Gauss; il nous suffira d’ajouter quelques relations
nouvelles pour obtenir un ensemble tout a fait équivalent aux for-
mules de M. Codazzi.

Considérons la surface dont I’élément linéaive est défini par la

relation

(1) ds?=E du?-- 2F du dv + G de?.

A l'exemple de Lamé, désignons par le signe S une somme
étendue A trois termes jouant le méme réle par rapport aux trois
axes coordonnés. Si z, ¥, z sont les coordonnées rectangulaires
du point (u, ¢) de la surface, nous aurons

o\ 2 dx ox oz \ 2 .
@ S -w w8 =0

et ces trois équations définissent complétement les relations qui
existent entre les coordonnées rectangulaires et les coordonnées
curvilignes d’un point quelconque de la surface.

Introduisons les cosinus directeurs de la normale en ce point.
Si 'on pose, pour abréger,

(3) H = EG— T2,

on aura, en désignant par ¢, ¢/, ¢” ces cosinus,

; _ L9y %) 1o 1 E @) v L@ )
G =g iu ey CTHIwe) ST HI(u)
el aussi

- oxr oxr
(5) Cop =@ €5, =0

En différentiant successivement ces deux derniéres relations, on

trouve
dc ox 02x N Oc Oz N
ouwonw O o’ oo ou O ouoe’
dc Oz _ 2z de oz 2z
%5&()_;;:_ Coude’ dp g W e

Remplagons dans les seconds membres ¢, ¢/, ¢’ par leurs valeurs
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tirées des formules (4) et posons, pour abréger,

|2 oy 025 Pw Py PPz 2z Py

\} w2 Jdu? Jdu? dudy Odude Ouodv i Jv2  op?

. Ox dy 03 o oy 03 | oz oy

' ) = ou y 3 ' - 5. -\ - 9 " j— —_— —
6 1 l Ju Ju  odul b Ju Ju Jdu D ll w Jdu
| 9= dy 0z or  dy 0z low oy

‘ dp do dp Jv ov To 3 oy

Nous pourrons écrire

dec O0x D Nocdx D

] | Soe se=— i dode = H’
(7) ] de ox ( dc Oz D’
f oude Ao o H'

Ces relations vont nous permettre de déterminer les dérivées
premiéres de ¢, ¢/, ¢” en fonction des dérivées premiéres de z, y,
z et de D, D/, D".

Remarquons d’abord qu’en tenant compte de I'identité

de o oc’ ,oc”
¢c— + ¢ — — =
dJu Ju du
on Peut poser
de ox n dx
— == -
du Jdu oy’
dc’ ay dy
8) —- = -
() ¢ ou " ou o0’
oc” ” 05 " 0z
= m 2 o pis
Ju ou ov’

m et n élant deux coefficients a déterminer. On pourra de méme,
en introduisant deux inconnues nouvelles, écrire

oc . ox . oz
dy du dy
oc’ oy 3%
— = m X + L
(9) 2% oz do
oc” o 03 o 0z
— =m = 4+ n =
Jy Ju oy

Si Pon substitue ces valeurs des dérivées de ¢, ¢/, ¢” dans les

R4
do?

(a9
ot

ou
0z
dg




o

GAUSS. 2

-

LES FORMULES DE

équations (77), on trouve les relations

D D’
g H«—'r—mE +nk =o, ITI—'.—mF+nG:0,
(10) {
DV "
}T +mE-+~n'F=o0, ﬁ—{—m’F—;—n'G:o,
l .

qui feront connaitre m, n, m’, n’. On obtient ainsi les valeurs

FD —ED’
n=

H3
FD"— GD’ ,  FD'—ED”

) n = —m—m————>

Hs3

(1)

———
3
=l
T
@

entre lesquelles existent les relations

mE—+(n'—m)F-—nG=o,

(12)
”__ D/Q
(13) mn' — nm'= @Ty«ﬁ_’

dont nous aurons a faire usage. L’expression DD” — D’? joue un
role trés important. Gauss a montré qu’on peut exprimer exclu-
sivement au moyen des dérivées de E, I', G. Il suffit pour cela de
s’appuyer sur les identités suivantes.

699. En différentiant les équations (2), on a évidemment

ox 2z 1 JE drx 0?x 1 JE

; ‘Scﬁcﬁf o ou’ Ju dudy 2 0p
(r4) oz 2w 1 0G gz Pz 1 0G
ov duoe 2 du’ oy ovr 2 0y

Différentions par rapport & « la seconde des formules (2) et
retranchons-en la dérivée de la premiére par rapport a ¢; nous
trouverons ainsi

. dx 022 oF 1 o2
(15) = o — = e

ov ou? ou 2 0p
On démontrera par un procédé analogue la relation

ox 0%x oF 1 oG

<16) Ju 02 = 9o 2

2 du

Enfin, s1 'on différentie I’équation (15) parv rapport & ¢ et que
I'on en retranche la dérivée par rapport & « de la troisitme équa-

(21)
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tion (14), on obtiendra

(17) S 02x d_‘la_v_ﬁ oz \?)  0*F 1 0‘2@ 102G,
7 du? 02 du gy T du gy 2 09z 2 Jur’
nous poserons, pour abréger,

o2 F 1 02K 102G
(18) T Oude 2 09 9 Ju?

La multiplication des déterminants D, D” nous donnera

I Pz Py 0w 2z ox 0z

! du? dyt die 02 do dv?

v | 02z Oz 0\ 2 0w dw
D= Now u S(m) du v |
o or  Qowie Q(00)
ou* oy du dv S  dy i

ou, en tenant compte des formules (2), (14), (15),

| 2x 02z OF 1 oG 1 0G|
{ ou* dv* d¢ 2 du 2 dp |
" 1 0E . ‘ : |
(19) DD__’ 5 9 E F “
| oF 1 9B .
[ 0w " 290 I G |

Par un calcul analogue, on trouvera

S 02 \2 EOE idG
ow dv 2 0dv 2 du

P 1 0E -

(20) D=1 5% Eo Db
l L oG F G

2 Jdu !

et, par conséquent, si 'on remarque que, dans les deux détermi-
’ ) ?

2y Pz ! 2x \2 R .

et S ontle méme multi-

nants, les deux termes ot ot S de

plicateur, et si 'on tient compte des formules (17), (18), on
obtiendra la formule définitive

L oF 190G 146G o LB 1
i . do 2 du 2 Oy 2 dp o
Vo 1 IR ‘ 1 0B
DD — D2 = 5 9n E F iﬁ‘iﬁ E
oF 1 9E | 1 oG
TR F Gl lsm F

"'JQ/J‘L
SR le)

[
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Ainsi se trouve établi le résultat important que nous avions
annoncé; le second membre ne contient absolument que les
coefficients qui figurent dans I’élément linéaire et leurs dérivées.

700. Les relations précédentes constituent tout ce que l'on
doit & Gauss dans cette partie de la théorie. Celles que nous allons
ajouter et qui s’en déduisent immédiatement tiennent lieu des
formules de M. Codazzi.

Différentions la premiére des équations (8) par rapport a ¢, la
premiére des équations () par rapport a u et égalons les deux

0%¢ . - .
valeurs de 5 as que ’on obtient de cette maniére. Nous aurons

‘ (m »~zz’);2—a,"—+fch~' m'@

) du v got - ou?

( ox [om om'\ | oz [dn on'\
+£L(()v - c)u>_h dy <(f)rv c)uv>w ©

Cette équation est encore vérifiée quand on v remplace & par
| y

(22)

et par z. Ajoutons les trois équations ainsi obtenues apreés les avoir

ox c)y 0z ox
multipliées respectivement d’abord par 5 Su’ 3n’ 95’ ensuite par —=,
Oy 03 : , . )
S>> 55 Mous aurons, en lenant compte des formules (2), (14),

(15) et (16),

m-—n' JE <QF_ 1 §r> m' ok

oy 2 du

L /om om'’ on on'
*h(‘a—;—m%l (av —5i_z>—°>

m-—n' 0G n oG ,(c)F I ()E>
— —m

0= ——— — -7
2 oy

[0 Jp=—n

2 ou 2 dy du 2 dv
om om' on on'
ol T~
- (0() 01L>+G<()V du> ©
Si l'on rapproche ces deux formules des équations (12) et (13)
et si 'on remarque que DD”— D’2 dépend seulement des coeffi-
cients de I'élément lindaire et de leurs dérivées, on aura constitué

by

un systéme de quatre équations qui serviront a déterminer les
inconnues m, n, m/, n/ quand I'élément linéaire sera seul connu.
Ce systéme peut étre remplacé par le suivant. Substituons aux

quantités m, n, m’, n’ leurs expressions en fonction de D, D/, D’
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données par les formules (11). Aprés un calcul facile, qui peut
méme étre beaucoup abrégé sil’on tient compte des relations (10),
on obtient, a la place des deux équations (23), les suivantes :

() (e e e
(24) D< F% F(Tu_ %)
| (e
(G ) p (Reg et ir )
(25) < —+—D’< F(zgf Fé[:ﬁﬂ(j)(})
( G(ETE%’—F%S%;ZS)#O.

Ces deux équations aux dérivées partielles, jointes a la rela-
tion (21), serviront a4 la détermination de D, D/, D" quand on
connaltra les coefficients E, I, G de I’élément linéaire.

Si nous nous reportons au n° 503 [1L, p. 378], nous recon-
naitrons aisément que le systeme précédent, formé par les équa-
tions (21), (24) et (25), est tout a fait 'équivalent des formules
données par M. Codazzi. 1l résulte, en effet, des formules (44)
[1L, p. 379] que les rotations du triéedre (1) peuvent s’exprimer
[inéairement en fonction des trois déterminants D, D/, D”. Une
transformation trés simple rattache donc le systeme précédent
a celui que nous avons développé dans les premiers Chapitres du

Livre V.

701. Laremarque précédente permet de prévoir que 'on pourra
obtenir tous les éléments relatifs & la courbure en introduisant
seulement les quantités D, D', D”. Cherchons d’abord les hignes
asymptotiques. L'identité

dedr + dc' dy +dcd" ds = —cd?x — ' d?y -~ "d*a

nous donnera, a I'aide des formules (8) et (g),

(206) Sdcdx:~ﬁ(Ddtﬂ+2D'dudc)+ D" doe2);
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et, par conséquent, I’équation cherchée sera
(27) D du?- 2D du de + D" dv? = o.
Considérons maintenant les lignes de courbure et employons
g
les équations d’Olinde Rodrigues
dz -~ R de = o, dy -+ Rdec’= o, dz + Rdc" = o.

Si on les ajoute, aprés les avoir multiplides successivement par

dxr Jdy 0z dxr dy 0z RN . .
T’ Gu’ o €U pAT S0 s 55, on obtient le systéme suivant :

‘ Edu -+ Fdy— %(D du -+ D" dv) = o,

09 R
' F du—+ G do — i (D'du +D"dv) = o.

i

L, ,1. . . du . \ 7 t ;
élimination de ~; Dous conduit a I’'équation aux rayons de

courbure principaux,
(29) (DD’ = D2)R2— RH(GD — 5 FD'— ED") - Ht = o.

Cette équation contient le théoréme de Gauss; car on en dé-
duit, pour la courbure totale, 'expression

1 DD"-— D2
(30) T T

qui ne dépend, nous 'avons vu, que de I'élément linéaire.
Sil'on élimine R entre les équations (28), on obtiendra 1’équa-
tion différentielle des lignes de courbure sous la forme

(31) (FD — ED') du?+ (GD — ED") du do + (GD'— FD") do? = o.

Enfin la représentation sphérique de la surface sera donnée
par la formule

de? = de? -+ dc'? + dc'?

- f([}i (D du -+ D' do)? — %E (D du-+D'de)(D'du + D"dv)

(32) H*

E ¢ 79
- e (D' du + D" do)2.

702. 1]l nous reste maintenant & indiquer comment on résoudra
la question suivante : Etant données les valeurs de D, D', D" en
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fonction de u et de ¢, déterminer la surface, c’est-a-dire trouver
les valeurs de #, », z. La solution se présente ici sous une forme
moins simple et moins symétrique que lorsqu’on emploie les for-
mules de M. Codazzi. Cependant, on trouve encore dans le Mé-
moire de Gauss un systéme de formules qu‘i peut conduire au
résultat que nous avons en vue.

Il est aisé de reconnaitre que les équations déja obtenues per-
mettent, lorsqu’on connait D, D/, D”, d’exprimer les dérivées
secondes de z, y, 5 en fonction des dérivées premiéres. Si 'on
reprend, en effet, I'expression de ¢, on aura évidemment

1z 2
H2eo? — <dy 0 ay ()z>

du dy oy du
- c)‘y\?v(()z2 <c)y ‘3+ 03\ 2 _ﬁ()}/()ir'c)_zd_zz
- ()—LZ) T \ou oy c)_v> Ju dv | du oy
_ ox\ 2 . ox\ 2 dw dx’|2
=L () e =) - =5 5]
c’est-a-dire
(33) c2=1— Az,

Az désignant U'invariant du premier ordre de . En portant cette
valeur de ¢ dans les deux premiéres équations des systémes (8)
et (9), on aura deux équations qui contiendront les dérivées se-
condes de z. On les adjoindra a la relation (22) pour tirer de ces
trois équations les trois dérivées secondes de x. Au reste, on peut
obtenir le méme résultat d’une maniére plus élégante.

Remarquons, en effet, qu’on peut toujours trouver trois quan-
tités A, B, G permettant d’écrire les relations

[ 0% ox oxr
ga‘uz = AC—FB@-*—CCT&)

Q 02.}/ o L C)J/ dy
(04) ;W_ACTBE%—C%’
0%z . w08 | ~05
! E[j‘é =Ac¢ *W—BE‘L—L "—C%,

car ces équations, considérées comme devant déterminer A, B, C,
ont leur déterminant différent de zéro.

Si on les ajoute, aprés les avoir multipliées respectivement par

dxr ody 03 dx Jdy 03z .
ou’ —()%/LJ g’ et enfin par —;ai‘; %7 =, on obtiendra

oo .
c, C, C uis par
3 CHCH P p oy oy
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les relations

D
A: _ﬁ,
1 0B
> ou — PE-+CF,
oF 1 0E
du "5 o = PE GG

d’otu 'on pourra tirer les valeurs de A, B, C. Enles portant dans
la premiére des équations (34), on aura

, 02 G 0E oF F JE\ ox
(35 HW"DHC+<§c)u“F<—)E odv)c)Tc
) ’ EdF E oE F oE\ oz

\ o ou 2 dv 2 ou) ov

Par des calculs analogues, on obtiendra deux autres équations
qui permettront de constituer le systéme suivant :

02x 1 0B ox ox or 1 0E ox Ox
H2Gm = PHe 5 & <Gd‘u*rdv>+<a—u“a c%)(%v '“FcTu)
2z , 1 0E ox oxr\ 1 0G ox ox

, 02 " . [OF 1 0G ox dz\ 1 dG ox ox’
H‘dv?- :DI{C—V—<W“‘5()—ZL><GJL—L—-FD—V~>—1—§d—‘;(Ed—‘;—‘F()—Zé’

Si Von remplace ¢ par sa valeur tirée de I'équation (33), les
formules précédentes ne contiendront plus que les dérivées de x.
On obtiendrait des relations analogues en remplacant z et ¢ par
yetc ouparzetc

703. Nous ne nous arréterons pas a la discussion complete du
systéme précédent, qui est entierement dtt & Gauss. Il serait aisé
de prouver que les équations (36) admettent une intégrale conte-
nant trois constantes arbitraires; mais nous répéterions, sous une
forme différente, une discussion déja faite au Livre T. Nous re-
marquerons, seulement, que le systéme précédent aurait pu con-
duire immédiatement a 'équation du second ordre qui définit les
surfaces admettant 1’élément linéaire donné.

Nous pouvons, en effet, déduire des formules (36) les valeurs

!

(37) ¢
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de D, D/, D" et calculer DD” — D2, ce qui donne

(DD"— D"2)¢2H2
02z 1 0B OT 1 0G o\ ]2
— 2 JE N — —_ —
- [H oude 2 de < ()v> 2 ou ( dy ¥ du)]
Rz oE JoF 1 oE° ox ox
{1 H2 7= el D
[H ou? ou < c)v > <du 2 0 > <1 g —F ()LL)J

1
2
, 02 F 1 oG dx oz 1 oG x ox
“[H o2 (()_ ;az)(Gaz—Faa>“;a—p<Eaa qu>]'

En remplacant ¢? par sa valeur 1 — Az, tirée de I’équation (33),
et DD —

aura une équation ne contenant plus que les dérivées de « et les

D’2 par son expression déduite de la formule (21), on

coefficients de 1’élément linéaire. C’est ’équation aux dérivées
partielles du second ordre dont lintégration donnerait la
solution complete du probléme proposé. Nous 'obtiendrons par
bien d’autres méthodes plus précises. Mentionnons, dés a préseat,
ane propriété qui ressort assez simplement des raisonnements
précédents.

Si Pon appelle selon l'usage r, s, ¢ les dérivées secondes de z,
Péquation différentielle des caractéristiqgues de 1'équation précé-
dente, écrite sous la forme ®(r, s, t) = o, sera

g;bdv — (i)—?dudv -+ (z%)du? = o.

Les formules (36) nous montrent immédiatement que cette

équation peut s’écrire

(38) D du?-+ 2 D' du dv + D" do? = o,

Donc les caractéristiques de Uéquation auz dérivées par-
tielles (37) sont les lignes asymptotiques de la surface.
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CHAPITRE IV,

LEQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DES SURFACES APPLICABLES
SUR UNE SURFACE DONNEE.

Méthode direcle permettant d’obtenir immédiatement I’équation aux dérivées
partielles dont dépend la recherche des surfaces applicables sur une surface
donnée. — Remarque de Bour sur une intégrale premiére de cette équation
— Autres méthodes conduisant a4 la méme équation. — Emploi des paramctres
différentiels de M. Beltrami. — Développement de ’équation lorsqu’on choisit
différents systcmes de coordonnées. Coordonnées symétriques. — Courbes pa-
ralléles et leurs trajectoires orthogonales. — Cas ot la surface est définie par
son ¢équation en coordonnées rectilignes.

704. Nous allons indiquer maintenant différentes méthodes qui
permettent de former Péquation aux dérivées partielles des sur-
faces applicables sur une surface donnée. Une des plus directes
est celle que nous avons donnée en 1872 dans notre Mémoire sur
une classe remarquable de courbes et de surfaces algébrigues.

Le probléme posé peut s’énoncer comme il suit : E, F, G étant
des fonctions données de w et de v, trouver toutes les fonctions
z,y,sde wetdey qui satisfont identiquement a l’équation

(1) dx?+ dy?+ dz> = E du? + 2F du dv -+ G dv?,

ott du et dy peuvent étre pris arbitrairement.
Ecrivons 1'égalité précédente sous la forme

(2) dx? - dy? = E du?+ 2F du dv =+ G dv? — dz2.

Le premier membre représente le carré de I’élément linéaire du
plan et, par conséquent, la surface dont I’élément linéaire a pour
carré

E du?—— oF du dv -+~ G dv?— (‘-)f du ~- ()—:i dV)Q
du dy

devra avoir sa courbure nulle. En écrivant cette condition, on
obtiendra une équation aux dérivées partielles pour 5. Nous allons
former cette équation, et nous verrons qu’elle est du second ordre.

Désignons, pour abréger, par p, ¢, r, s, ¢ les dérivées pre-
miéres et secondes de z par rapport a u et a ¢, et, pour exprimer
que la courbure est nulle, servons-nous de la formule (21) du
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Chapitre précédent, ot nous remplacerons E, I, G respectivement
var E—p2, F— G — ¢2. Nous aurons 'éguation
I ’ ) v

02F 02E_ 02G+4S _ . QE__Q ) JoF  JE , ol
Adu()v > 902 ou? ar u P Qduh_b—v >q7 L
OF oG |
20() Ju rt E—-pe F—pq
oG
G0 2.qt F — pg G — g2
oE ” & , |
o p 2SS on 2.g'S ‘[
oE
= g5 —2ps E—pr  F—pg |
| o6
1(75_298 F - pg G — g2

Par quelques additions de colonnes, on donnera a cette équa-
tion la forme plus élégante

I or P q 1 25 p g

2t 4L+ 452 zgwg—g % 28 4s? 3—% 3%
(3) P % B FoTp ‘g E F |

g 2%*%% F G q %ug F G

o L est la quantité définie par I’équation (18) du Chapitre pré-
cédent. Le développement des deux déterminants n’offre aucune
difficulté et nous conduit & I’équation cherchée

/’ — 4 (BEG — F2)(rt— s2)

+2P7“[ G?E—Gd—g—T()—(—}]+2gi~[E(E+FiG —ZF?F—:I
0 2] v
oG OB oG
+4ps[l"~—-G ]—r4q[ Ld—u]
oE oE oF oF oE oE
+2pt[G0u FT 2FE)Z]+2W[2E* E?ﬁ”rdu

(4) 0B oG JF oG <0G> ]

—1—(E——p~)[5‘; o0 Zou 90 \ou
] [dE oG JE oG c)E oF z)G oF oF c)F]

4

+[F— wos ovouw Cowow Cowon *L)u )

oG JE (?F oE OB\ 2

— g2 —_— 4 —
+[G—g¢ ][Ou ou_ 20 ou (dv) ]
\ + 2[EG — IF2— Gp2— Eg2+ 2Fpg][2 o*F e 0‘-G]::

Jude 002 du?
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Il nous reste maintenant a examiner si toute solution de cette
équation fournira une solution du probléme, c¢’est-a-dire fera con-
naitre une surface admettant 1’élément linéaire donné.

Il semble au premier abord que laréponse doive étre absolument
affirmative. Nous avons exprimé, en effet, que la surface dont1’¢1é-
ment linéaire a pour expression

(5) ds?2= Edu®+ 2F du dv + G dv2— dz2

a sa courbure nulle. Or nous avons vu que, dans ce cas, on peut
ramener ’élément linéaire a la forme

dx?—+ dy?

et, par conséquent, constituer une solution du probléme proposé.
Mais la méthode suivie au n° 684 suppose essentiellement que
I’élément linéaire (5) n’est pas un carré parfait; et, d’autre part,
il est aisé de reconnaitre que l'invariant de Gauss s’annule quand
cet élément linéaire devient un carré parfait, c’est-a-dire lors-
quon a
(E—p*)(G—gq?)—(F--pg)=o.
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

L équation différentielle du second ordre (3) admet toutes
les intégrales de U'équation du premier ordre

(6) Az =1,

dont dépend le probleme des lignes géodésiques. Mais toute
intégrale de l’équation (3) qui ne satisfait pas a I’équation
précédente donne une solution du probléeme, c’est-a-dire une
surface admettant U'élément linéaire donné.

Bour avait déja remarqué ('), sans donner la raison de ce fait,
que les solutions de I’équation (6) appartiennent a I'équation (3).
D’autre part, M. Weingarten, qui, dans un travail trés récent (2),
a repris la méthode précédente, a remarqué qu’alors méme que E,
I, G et z seraient réels, la surface correspondante peut bien étre

(V) Journal de I’Ecole Polytechnique, XXXIX® Cahier, p. 15.
(*) WEINGARTEN (J.), Ueber die Theorie der aufeinander abwickelbaren
Oberfliichen. Berlin; 1884.
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imaginaire. En effet, la solution z peut étre telle que le second
membre de la formule (5) soit décomposable en deux facteurs
linéaires réels. Alors, si 'on ne veut employer que des fonctions
réelles, il sera réductible seulement a la forme

dx? — dy?.

Mais cette remarque n’a évidemment d'intérét que si 'on se

o

préoccupe de la distinction entre les quantités réelles et 1mag

naires, distinction qui est secondaire dans une Lelle question.

Dans le travail déja cité, j’ai remarqué que la méme méthode
permettrait de former I'équation dont dépend la distance du point
de la surface & un point fixe de Pespace. En effet, si 'on emploie
des coordonnées polaires, 'équation a résoudre sera

dr? - r2 sin20'de2+- r2 di?2 = E du? + 2 F du dv —+— G do?

ou encore

Bdw ol dude £ A A2 G20 et dve.

En exprimant que le premier membre est le carré de Pélément
linéaire d’une surface de courbure totale égale a 1, on obtiendra
une équation du second ordre a laquelle satisfera 7. Nous la for-
merons plus loin.

705. Nous allons maintenant faire connaitre d’autres méthodes
qui conduiraient également a l’équation (4). Imaginons, par
exemple, que ’onrapporte la surface & un triedre (T') et reprenons
le systeme de formules employé au Livre V (Tableau I, p. 382).

Si nous désignons par z, y, 5 les coordonnées par rapport au
triedre (T) d’un point fixe A de I'espace, les projections du dé-
placement de ce point données par les formules (B) devront étre
toutes nulles. On aura donc

E+gs —ry —*"Q‘QE:O; 51"‘7‘611Z~7"1)/—+—0x:0,
' Ju dy
0 dy
(7) nere - ps o d—z =0, (8) U P8 = PiE S =0,
D gz - 9= = o; 509 95
Py 9@+ o= 9 Py — 1@ s = 0.




EQUATION DES SURFACES APPLICABLES, ETC. 257

On sait que &, n, &, 7y, 7 et ry, dépendent exclusivement de
I'élément linéaire, tandis que p, g, py, ¢, varient lorsque la sur-
face se déforme d’une maniere quelconque. Posons

(9) 22 yra- Bt =2p;

o désignera la moitié du carré de la distance du point fixe A au
point considéré M de la surface. Nous allons former 'équation aux
dérivées partielles a laquelle satisfait p. Pour cela nous ajouterons
les équations de chacun des groupes (7) et (8) apres les avoir mul-
tipliées respectivement par x, y, s, ce qui donnera les deux équa-
tions

dp 0

(10) fo -y + 5= =0, Sl iy + 52 =o.

Au moyen des formules (g) et (r0) nous pourrons exprimer z,
¥, z en fonction des dérivées de p et des coefficients de I'élément
linéaire. Si maintenant nous tirons des équations (7) et (8)les va-

leurs de p, ¢, p1, g1, nous aurons

‘PZ =TIz - 3‘%: =, P13 = Iz -+ d{ - 15
(11) «

((,*,_,‘,_@_E . dx n

[ 9% =717~ on ’ q15 =71y — 55 7T

ces valeurs, substituées dans la formule

Jor ary .
g0 om T~ PTTaPy

nous donneront la relation

ar ary - dy N Jdx
g(»%——()—u,v>~2/— <7(Z’—r—;)z—‘—q>()‘1‘)/——a)——gl>

\

(12)

) . gz LN\ [ oy
{ -~~~<7j/~a‘i—> <71x+5;+7)1>.

Il suffira de remplacer z, y, 5 par leurs valeurs tirées des équa-
tions (9) et (10); on obtiendra ainsi une équation qui contiendra
seulement p et ses dérivées des deux premiers ordres combinées
avec &, 71, &y, 04, 7, ry et leurs dérivées, quantités qui, comme nous
I’avons déja remarqué, dépendent exclusivement des coefficients
de I’élément linéaire donné. Si 'on introduit successivement les
hypothéses qui correspondent aux différents systémes de formules

D. —III. Iy
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que nous avons développées au Livre V[II, p. 384, 385, 387], on
aura, dans chaque cas, équation aux dérivées partielles dont dé-
pend la variable o.

706. On peut employer une méthode analogue pour former
Uéquation a laquelle satisfait, non plus p, mais une des coordon-
nées rectangulaires du point de la surface cherchée rapportée a
des axes fixes.

Sia, b,c;d, b, ... désignent les cosinus directeurs qui dé-
terminent la position du triédre ('T') invariablement 1ié a la surface,
et si x, ¥, 5 sont maintenant les coordonnées du point de la sur-
face, c’est-a-dire du sommet du triédre, par rapport a des axes

fixzes, on a, comme 'on sait (n° 503),

. ox oxr
(13) ™ =af -+ b, 3% = ab;+ by,

de sorte que @, b peuvent s’exprimer en fonction des dérivées de x.

Eerivons les équations

oa -
/ | Gu = b ==,
¢
(r4) ob
()_L_L = Ccp — ar;

Nous en déduisons

!

(16)
/ cqg = br —

'\ cp = ar - 90

S (jg — b/‘l_ cq,

oy
(15) ob
( 3o = CP1—ar
0b
37 epL= ary o
da oa
o’ cqy=br,— 3

et si nous portons ces expressions de p, ¢, p1, ¢, dans I’équation

ar
(17) Jv
il viendra
[Or
‘ (1— “2_1’2)(95 _

T (i

1 suffit de remplacer a et bp

ory .
ou = pgi qpr1,

Ja) L 9b b da
) (o ) o)

ar leurs valeurs tirées des relations (13)
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pour obtenir I'équation du second ordre a laquelle satisfait «, et
Ion voit de plus que toute intégrale de I’équation (18), pour la-

quelle on n’aura pas
1 ;
c2=1—a?2— b2=o,

permettra de déterminer «, b, p, ¢, py, g, et par conséquent don-
nera une solution bien déterminée du probléme proposé.

707. Enfin j'indiquerai une derniére méthode fondée sur la con-
sidération des paramétres différentiels.

Conservons les notations du n° 679; nous avons vu que, si
I'on pose

00 = z? 2 2
20 = &%+ y2 -+ &2,

les premiers invariants de p ont les expressions suivantes

(19) ¢ . Qr Qe
e P =0 =

Qe Q"

AP =g e

11 résulte d’ailleurs de la définition de P, Q, Q' que I'on a
(20) 20 = P24+ Q2+ Q2.

Ces diverses équations vont nous permettre d’établir une rela-
tion entre RR/ et les invariants différentiels de p. On en déduit,

en effet, _
. 2. Q’2
Ao, PY[Asp —2) :—PAP—PQRT
ou, en tenant compte de I’équation (20),
A(p, PY[A 5] = —PAP —p =F
(p, P)[A2p —2] = "R

Sil'onremplace P par sa valeur tirée de la premiére équation (19),
ce gqui donne

3(p, Vi B5)[8sp — a]=—Vap — 8 A(Y3p— 8p) — Vap — 8p 4F.,

et si 'on développe les calculs, on est conduit a la relation cher-
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chée

; , o 2p— Ap
(21)  4Ap(Azp—1I)+AAp—aApA(p, Ap)+4Ap S

Il suffira maintenant de remplacer RR’ par sa valeur en fonction
des coefficients de I’élément linéaire pour obtenir 1’équation du
second ordre a laquelle satisfait o.

Nous rencontrons ici un fait curieux et qui avait été déja
annoncé. Lorsqu’on fait des applications de I’'équation (21), lors-
qu’on la calcule dans des cas particuliers, on trouve qu’elle con-
tient toujours en facteur Az. En d’autres termes, le 'quotient

(22) o(p) = —"——

est toujours entier. C’est une fonction homogéne et du second
degré par rapport aux dérivées premiéres et secondes de p. Pour
avoir Iéquation aux dérivées partielles débarrassée de tout facteur
¢tranger, il faut donc introduire ce nouvel invariant, et elle prend
alors la forme simple

20 — Ap
(23) Bap—1--0(p) + R =
Il est aisé maintenant d’en déduire ’équation a laquelle satis-
fait une fonction linéaire quelconque des coordonnées x, y, 5.
En effet, 'équation précédente admet la solution
(x—ay+—(y—0122+(z—c)

P = 5 P

et cela, quelles que soient les constantes «, b, c. Si nous prenons
les termes de degré supérieur en «, b, ¢, qui sont du second degré,
leur ensemble sera donc égal a zéro. Posons, pour abréger,

(24) ¢ =ax+by +cz;

nous aurons ainsi

a2 b2 2 _S(f-?)
() -+ RE -

Telle estI'équation a laquelle satisfera o.
Sil’on fait
b =c=o, @ =1,
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o deviendra égal a x, et il restera I’équation

(25) c(x)—%«L_wéE:o.

RR/

Mais, si 'on suppose que ¢ soit une de ces fonctions pour les-
quelles on a

st, par exemple, on prend

© =X 1y,

il viendra I’équation

. bo
(jb) G((?)-—I{—R?_O’

qui est homogéne et plus simple que la précédente. Nous allons
maintenant développer ces équations en employant différents
systemes de coordonnées.

708. Dans le cas des coordonnées symétriques, on a

ds>= 412 du dv;
I’équation (4) devient ict

) ~dlogh dlog) s r%a2 02logx __'
(27) (\7——21) ><K~QQT>—S—L;(X —pq)m_o

ou

Elle coincide, aux notations prés, avec celle qui a été donnée
7 9
par Bour (').
Sil'on garde seulement, dans I’'équation précédente, les termes
) ) | )

du second degré, on obtient la suivante

, dlogh\ / dlogi , ., 02logh
(28) <7~2p T)<t—2_([——0‘)—>—~-9‘+4p9m——0,

qui n'est aulre que 'équation (26), écrite en coordonnées symé-
triques, el qui a été donnée par M. Bonnet (2).

Sil'on suppose que l'une des familles coordonnées soit formée
de géodésiques, il faudra prendre

ds? = du>+ C2 dp?,

() Journal de U'Fcole Polytechnique, XXXIX® Cahier, p. 15.
(*) Journal de I’Fcole Polytechnique, XLII* Cahier, p. 3.
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ct I’équation (4) nous donnera
T _0G oC
Clrt — §2) g g 22y I
g (7 §2) 41 LC P 7 @ gJ

? 4-2(399—(]202(: 2 L[2C | 1 /9GN\ vczdzC_
e, —@E e g alae) | T8 ae =

(29)

Nous ne multiplierons pas les exemples; mais nous indique-
rons encore la forme que prend l’équation au cas ou I'on veut
trouver les surfaces applicables sur une surface qui est simple-
ment définie par son équation en coordonnées reclangulaires,

5= f(z, ¥)-

En désignant par les lettres p, ¢, ... les dérivées de z, on aura
ic

E =1+ p2, I = pq, G =1+ ¢q2,

et 'équation cherchée sera
3 ( (s2—rt)(P2+-Q2—1) + (52— RT) (1 =+ p2—+— ¢2)
o)
(o) 4 (rT 4 tR —2sS)Pp+Qg) =o,
les lettres majuscules désignant les dérivées de la fonclion in-
connue Z. L’équation admetla solution
1= z;

ce qui élait évident a priort.
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CHAPITRE V.

ETUDE DE L'GEQUATION AUX DAHRIVEES PARTIELLES DONT DEPEND

LE PROBLEME DE LA DEFORMATION.

Notions préliminaires sur les équations du second ordre qui sont lindaires par
rapport a r, s, ¢, rt — s*. — Probléme de Cauchy. — Définition précise des ca-
ractéristiques. — Théorie géométrique de Pintégration, reposant sur les pro-
pri¢tés des caractéristiques. — Application a quelques exemples simples. —
Ltude particuliére de I’¢quation dont dépend le probléme de la déformation.
— On peut énoncer ici le probléme de Cauchy sous la forme suivante : Déformer
la surface de telle maniére qu'une courbe tracée sur elle prenne une forme
donnée a Pavance. — Propriété remarquable des asymptlotiques. — Problémes
divers. — Déformer une surface de telle maniére qu’elle puisse s’inscrire dans
une développable donnée, suivant unc courbe donnée. — Nouvelles maniéres de
poser le probléme de la déformation. — Equations simultanées auxquelles
doivent satisfaire les paramétres des deux familles d’asymptotiques. — Démon-
stration de diverses propositions sur les asymptotiques et les surfaces gauches.
— Kquations simultanées auxquelles satisfont les coordonnées curvilignes, con-
sidérées comme fonctions des paramétres des deux familles d’asymptotiques.
— Application & un cas particulier.

709. Nous avons déja indiqué que les caractéristiques de 1é-
quation aux dérivées particlles dont dépend le probléme de la
déformation sont les lignes asymptotiques de la surface cherchée.
Avant de donner une démonstration nouvelle de ce résultat et
d’en faire ressortir la signification et les conséquences, nous en-
trerons dans quelques considérations générales sur les courbes
auxquelles on a donné le nom de caractéristiques. Cette étude
préliminaire nous parait d’autant plus nécessaire que Monge, il
faut bien le reconnaitre, n’a jamais donné une théorie satisfaisante
de ses méthodes d’intégration.

Bornons-nous, pour plus de netteté, 3 une équation de la forme
s | P ) i
(1) A(rt —s2)+Br+2Cs+=B't+ D =o,

ot A, B, C, D, B sont des fonctions quelconques de x, v, 5, p, ¢,
et considérons x, ¥, z comme les coordonnées d’un point de U'es-
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pace. Pour trouver toutes les solutions possibles de I'équation
proposée, il est clair que I’on peut se contenter de chercher toutes
les surfaces, satisfaisant a 'équation (1), assujetties a la condition
de passer par une courbe donnée et d’admettre en chaque point
de cette courbe un plan tangent déterminé.

Sil’on se déplace le long de cette courbe, x, y, z, p, g sont
des fonctions connues d’un paramétre variable et la diflérentiation
nous donne les relations

(2) dz = pdxr —+ q dy;
dp —=rdr—+sdy,
dg =sdx —— tdy.

les deux équations (3) ne nous permettent pas de déterminer
les valeurs des trois dérivées 7, s, ¢ au point considéré de la
courbe; mais, si l'on en tire 7 et ¢ en fonction de s pour les porter
dans I’équation (1), celle-ci prend la forme

~

(4) Ms — L = o,
oulon a

M = A(dpdzx -+ dg dy)—+ Bdy:+ B de2— 2C dx dy,

5)
= L=Adpdg— Bdpdy-+ B dgde—+Ddxrdy.

Par conséquent, si M n’est pas nul, 'équation (4) détermine s
et les équations (3) font ensuite connaitre 7 et .

Le méme raisonnement, appliqué aux dérivées d’ordre supé-
rieur, nous montre que les valeurs de toutes ces dérivées peuvent
toujours étre déterminées en chaque point de la courbe. On voit
donc que, sil’on suppose la fonction s développée par la série de
Taylor, on aura tous les cocfficients de ce développement, pourvu
toutefois que les valeurs initiales z,, », de 2 et de y se rapportent
& un point de la courbe (C). Cauchy a considéré ce développe-
ment, et il a montré que, sous certaines conditions de continuilé
qu’il est inutile d’énoncer ici, il sera convergent et définira une
intégrale de 1’équation proposée, intégrale qui satisfera aux con-
ditions énoncées. C’est dans ce sens que nous dirons que la con-
dition de passer par une courbe donnée et d’étre inscrite suivant
cette courbe a une développable donnée définit une intégrale de
Péqguation aux dérivées partielles.
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710. Mais les raisonnements qui précédent supposent essentiel-
lement que I’équation (4) fournit pour s une valeur qui n’est ni
infinie ni indéterminée.

Ecartons la considération de ce qui arrive en des points isolés.
Si M est nul en tous les points de la courbe sans que L le soit, le
probléme proposé sera évidemment impossible, au moins si I’on se
borne aux surfaces qui n’ont pas la courbe (G) pour ligne singu-
liere. Au contraire, si M et L sont nuls, 'un et Vautre, en chaque
point de la courbe (C), il est impossible de déterminer s et 'on
reconnait de méme, en passant aux dérivées d’ordre supérieur,
que, dans chacun des ordres considérés successivement, une
des dérivées peut étre prise arbitrairement.

Nous donnerons le nom de caractéristique a ’assemblage
Jormé par une courbe et la développable qui la contient, toutes
les fois que les fonctions d’une seule variable qui déterminent
cet assemblage satisfont aux deux conditions

(6) M = o, L = o.

Sur toute intégrale il y a une infinité¢ de caractéristiques. En
effet, sil’on se déplace sur une intégrale, on aura toujours I'équa-
tion (4) comme conséquence des équations (1), (2), (3), et, si I’on
choisit pour les déplacements les directions qui satisfont & 'unique
condition M=o, 'équation (4) donnera également L=o0.

d 54
dx’

général, deux familles distinctes de caractéristiques. On peut du

Comme I'équation M = o est du second degré en ilya, en

veste séparer nettement ces deux familles et obtenir leurs équa-
tions sous une forme simple en opérant de la maniére suivante;
) désignant une arbitraire quelconque, on a

0=AL 4+ )M = (Adp +B' dr -~ Ady)(Adg -+ Bdy+ \dx)
— (22+2Ch -+ BB — AD) do dy.

Si donc on prend successivement pour X les deux racines 7, et
A de I'équation
(7) 224 9Ch+ BB — AD = o,
on scra conduit aux deux équations

(Adp +~B'doe+ 20 dy)(Adg +~Bdy — & do) = o,
(Adp +B'dx +- 2 dy)(Adg--Bdy -+ hydz)=o,
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qui se décomposent elles-mémes en d’autres plus simples. En
associant convenablement les facteurs obtenus et en ajoatant I’é-

quation évidente
dz = p dx -+ g dy,

on sera conduit aux deux systémes suivants

(8)

g dz —pdr — qgdy =o,
 Adp + B dw 4~ dy = o,
( Adg +—Bdy -+ Xy dw = o;

ds — pder — gdy = o,

(9) Adp -+ B dv -+ dy =o,
Adg+Bdy + A do = o,

qui définissent les deux familles de caractéristiques. On voit que
ces deux familles seront distinctes tant que les deux racines ), et
Ao seront inégales.

g

711. En résumé, le probléme qui consiste a déterminer une in-
tégrale de I’équation (1) tangente suivant une courbe donnée (C)
a une développable donnée (A) est, en général, pleinement déter-
miné et admet une solution unique & moins que l’assemblage
formé par la courbe (C) et la développable (A) qui la contient ne
satisfasse aux équations (6) ou a l'un des systémes (8), (g).

On peut évidemment présenter ce résultat sous une autre forme
en disant que les caractéristiques sont les seules courbes suivant
lesquelles deux intégrales différentes puissent étre tangentes ou
osculatrices. Ainsi :

St deux intégrales de Uéquation (1) sont tangentes suivant
wune courbe, cette courbe est une caractéristique ; en lui adjoi-
gnant les plans tangents, on obtient un assemblage qui satisfart
auzx équations (6) ow a l’un des systémes (8), (9).

Il résulte également des remarques précédentes que, si une sur-
face quelconque est engendrée par des caractéristiques, c’est-
a-dire s’il est possible de trouver sur cette surface une famille de
courbes se succédant suivant une loi continue et qui, associées
aux plans tangents, salisfassent chacune aux équations (8) ou
(9), ou, ce qui est la méme chose, aux équations (6), cette sur-
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face donne une intégrale de ’équation (1). En effet, on peut tou-
jours remonter de 'équation (6) & I'équation (4), puis, en rem-
placant dp et dg par leurs valeurs, a I’équation (1). Gette équation
sera vérifiée en tous les points par lesquels passera une caracté-
ristique, c¢’est-a-dire dans toute I’étendue de la surface.

712. Bien que ce qui concerne 'intégration de I'équation aux
dérivées partielles soit étranger au sujet que nous voulons étudier
plus loin, nous allons en dire quelques mots pour montrer avec
quelle facilité les résultats connus se déduisent des considérations
précédentes.

Supposons que 1'un des systémes (8) et (9), le systéeme (8) par
exemple, présente une combinaison intégrable

w(ds —pde—qgdy)+ w (Adp-+B do—+ 2% dy)
+wy{Adg + Bdy + )k do) =dy.

Nous allons montrer que toutes les intégrales de 'équation
duw premier ordre

© = const.,
satisferont a l'équation proposée. En ellet, pour toute intégrale 1
de I'équation précédente, les trois équations (8) se réduiront a
deux. Il sera donc possible de satisfaire a ces deux équations en
prenant des valeurs convenables pour les rapports de dz, dy, dz
et, par suite, de déterminer, sur lintégrale I, une famille de
courbes pour lesquelles auront lieu les trois équations (8).

La surface I, contenant une famille de caractéristiques, sera
nécessairement une intégrale de I'équation proposée. Cette con-
clusion ne pourrait souffrir d’exception que si, pour l'intégrale I,
un au moins des facteurs w se présentait sous une forme indéter-
minée.

Inversement, si toutes les solutions de ’équation

(r0) ¢(z, ¥, 3, p, ¢ )= const.

sont des intégrales de I’équation (1), I'un des deux systémes (8) et
(9) admettra la combinaison intégrable dv. En effet, les caracté-
ristiques de I’équation (10) sont définies par le systeme

de dy  —dp —dg dz
(1) ‘c)f?— T de T do do deo o

; 5 2 9¢ o T ;
ap og ow Paz oy 0z Pop T Tdy
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Comme on sait qu’il existe une infinité d’'intégrales de 'équa-
tion (10), et par conséquent de ’'équation (1), qui sont tangentes
les unes aux autres suivant chacune de ces caractéristiques, on
voit que les valeurs de dz, dy, dp, -.. lirées des équations pré-
cédentes devront satisfaire a I'un des systémes (8) et (g). On a
ainsi pour » 'un ou 'autre des deux systémes

o9 op , 99 9%
g_A @‘]‘1)32)+B(3;}+)\10—q:0,

(12) ? Jdo\ 0w 0o
| —ﬁ—g&)*deq—F)\g@:O,

g

|
>

|
>
TN TN TS
(a9
\-6

1

e
ST

99 , 99 99

—l—‘Z)Z)z>—B()—P+)\2()—q 0O,
c)f,p Oy do

T"qvc)—z>—\—Bb—q‘ —‘—)\187)-

(13) S
{

= 0,

|

|

>
TN
$15

Supposons, par exemple, que le premier soit vérifié. Si nous
ajoutons les équations (g) apres les avoir multipliées respective-
ment par

nous aurons

0o do 00 , 0o 0o oo\ dx
Edz e d;clpﬂ— @(ZQ+<B o _‘“7\‘()—9/ __APEE> =

de ¢ 09N dy
—<B® —.)\2@'“-1&9'52)?—0
ou, en tenant compte des équations (12),

do = o.

La proposition que nous avions en vue est donc établie : les
équations (9) admettent la combinaison intégrable do; et I'on
verra de méme que, si la fonction ¢ satisfait aux équations (13),
la combinaison intégrable do est fournie par le systéme (8).

713. Ce premier point étant établi, arrivons au cas ou 'un des
systemes (8) et (9) admet deux combinaisons intégrables du, dy.
Alors il admettra aussi la combinaison intégrable

du— o' (v)dv = dfu—o(v)],

ott © désigne une fonction arbitraire; et, par suite, toutes les so-
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lutions de ’équation
(1) uw—o(r)=o0
appartiendront a la proposée (1). L’équation précédente est d’ail-
leurs équivalente a la proposée; car, si 'on élimine la fonction ¢
entre I’équation et ses deux premiéres dérivées, on est conduit &
I’équation du second ordre

d(w, ¢) o
W, y)

qui ne differe de la proposée que par un facteur (*). Ce facteur ne

(15)

peut étre nul, infini, ou indéterminé, que pour certaines solutions
exceptionnelles; et, tant qu’il ne sera pas nul, I'équation (14)
sera équivalente a la proposée.

Réciproquement, si 'équation du second ordre doit admettre
une intégrale premiére de la forme (14), il résulte des raisonne-
ments du numéro précédent que les trois fonctions

w, ¢, u-—o(v),

doivent chacune satisfaire & l'un des deux systémes (12), (13).
Mais, comme deux d’entre elles appartiennent au méme systéme,
il en sera nécessairement de méme de la troisiéme, qui est une
fonction des deux autres. Ainsi, pour trouver, si cela est pos-
sible, les intégrales intermédiaires de la forme (14), il faudra
rechercher st Uun des systemes (12) ow (13) admet deux solu-
tions distinctes.

Le probleme qui consiste a reconnaitre si deux équations li-
néaires telles que les équations (12) ou (13) admettent une ou
plusieurs solutions distinctes est un de ceux que ’on sait le mieux
résoudre aujourd’hui. On peut donc déduire des proposilions pré-
cédentes une méthode réguliere de recherche des intégrales inter-
médiaires de I’équation proposée et, plus généralement, de toutes
les équations du premier ordre dont les différentes solutions ap-
partiennent a la proposée.

(') On le vérifie ais¢ément en tenant compte des équations (12) ou (13)
auxquelles satisfont & la fois les fonctions « et ¢. Un calcul facile donne

ou dv _ du 9o
J(u,v)  dp Odgq g op
o(z,y) A

[A(r¢—s*) +~Br-+2Cs—+—B't--DJ.
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714. Les indications précédentes, quelque hcomplétes qu'elles
solent, mettent en évidence le role des caractéristiques dans la
recherche des intégrales de 1'équation proposée. On pourrait les
développer et en tirer une théorie complete de 'équation (1); nous
nous contenterons ici de traiter quelques applications; mais aupa-
ravant il importe de remarquer que les équations (6) ne peuvent
étre remplacées par un des systémes (8) ou (9) que si A est diffé-
rent de zéro. Considérons, par exemple, le systéme (8). Lorsque A
est nul, les deux derniéres équations se réduisent a une seule.
Pour éviter cet inconvénient nous remarquerons que, dans le cas

général, on peut déduire des équations (8) les deux suivantes
8)/ B CZ}7 ‘—)\1 CZQ+Dde‘: o,
( B'dg —Xsdp D dy =o,

par Ié¢limination soit de dx, soit de dy. Le systéme des équa-
tions (8) et (8) se réduira dans tous les cas & trois équations
distinctes. En ajoutant de méme aux équations (g) les deux sui-
vantes

{ Bdp — Xy dg +Ddx = o,

(9) | B'dg — ) dp+Ddy —o,

on n’éprouvera aucune difficalté dans les applications.
Considérons d’abord I’équation bien connue des surfaces déve-
loppables

rt— s?2=o.
On aici
B=C=B=D=o, A=1, M =2ky=o0.
Los‘ équations (8) se réduisent aux suivantes
ds — pdr—q dy = o, dp = o, dg = o,
qui présentent trois combinaisons intégrables
dp, dg, d(z—px—qy).

Ou aura donc les deux intégrales du premier ordre

q=J(p)
s—pr—qy =-o(p).

St Uon différentie la derniére équation, 1l restera

lz +y/f'(p)+9(p)ldp=o.
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En supprimant dp, on a bien les trois équations qui définissent
une surface développable.
Prenons maintenant I'équation

q*r —opgs - p2t = o.

Ici encore, les deux valeurs de A sont égales et les équations
différentielles de la caractéristique sont

ds —p dr — q dy = o,
pdr—-qdy =o,
qgdp —pdg =o.

Elles admettent les trois combinaisons intégrables

P P
dz =0 d-——:o’ (Z< —}—x'—~>:: 0.
’ q a q
On aura donc

P wlz P 0=y
= = 0(3z), +x= =4U(z);
7 p(2) Y 7 (

et, par conséquent, z sera déterminé par I'équation
Y2 e(s) = ¢(s).

Dans 'un et I'autre des exemples précédents, I'équation en A a
ses deux racines égales, etles équations différentielles de la carac-
téristique admettent trois combinaisons intégrables. La coinci-
dence n’est pas fortuite, et 'on peut démontrer que, si I'un des
systémes (8) ou (9) admet trois combinaisons intégrables, on a
nécessairement A, = Ay ().

713. Considérons encore I'équation
(1=~ q2)s — pgt =o,

qui définit les surfaces pour lesquelles les sections faites par des

(*) Voir, en particulier, notre Mémoire sur les solutions singuliéres des egua-
tions aux dérivées partielles du premier ordre ( Mémoires présentes par divers
savants a U’Académie des Sciences, t. XXVIL). Dans ce travail, nous donnons,
aprés M. Lie, le moyen de former toutes les équations de la forme (1) pour
lesquelles T'un des systémes (8) et (9) admet trois combinaisons intégrables et
qui peuvent étre regardées, par suite, comme ayant dcux intégrales intermédiaires
du premier ordre.
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plans paralleles au plan des yz sont des lignes de courbure. On a

A=B=D=o, C=1"9, B=_pg,
)\1:0, )\Qi—‘l—‘(]?‘n

Les deux systemes de caractéristiques sont définis par les équa-
tions

dz —pdx--qgdy —=o, dz —pde —qdy — o,

dr = o, pgdr + (1—+g2)dy = o,

(1-=¢q*)dp —pq dq = o, (1-+g%)dq = o,

qui conduisent respectivement aux deux intégrales intermédiaires
sulvantes

p2
1 g2

(16) =0*(x), y+gz=9(g)

Tirons-en les valeurs de p et de y, pour les porter dans I'équa-
tion

dz = pdw +— q dy.
Nous trouverons
dzs = 1+ q?¢(2)de 4+ q ¥ (q)dg — q*dzs — q 5 dq,

ce (ui peut s’écrire

- L
d( syt -+ q2) — Yl dg o' (2 )dx = o.

g/l -+ g2
En intégrant, on aura donc

(17) singi= (Y999 | oy
Vi g2 '

L’équation précédente, jointe a celles du systéme (16), donnera
I'intégrale compléte de la proposée. Mais on peut obtenir une
forme plus élégante. Effectuons la substitution définie par les for-

mules

q . { Ny
e W =),

d’ou 'on déduit
o _— I
G = —— Vi g =
1 Y 1—a? 4 \/1-oc2

I’équation (17) et la seconde des équations (16) nous condui-




]
~
w
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ront au systéme des deux suivantes

5 sy T— o —ay - 0(a) = 9(x),
(18)

pgo4

r—

entre lesquelles il faudra éliminer «. La seconde s’obtient en pre-

—Y 0l(“) =0,

nant la dérivée de la premiére par rapport a .

La premiére intégrale intermédiaire (16) exprime que les plans
des lignes de courbure coupent la surface sous un angle constant.

716. Etudions enfin I’équation

ri —s2-—a?=o,
que V'on rencontre dans la théorie mécanique de la chaleur. On
a 1cl
A:I, B:C:B':O, D:a?, >\1:CL, )\2:——(1,.
Le systéeme (8) devient le suivant
dz = p do -+ q dy, dp +~ady = o, dqg — a dx = o.

Il admet deux combinaisons intégrables évidentes p + ay et
q —ax, d’ou l'on déduira une intégrale intermédiaire en écrivant
que p —+ ay est une fonction de ¢ — a@x. On pourra donc poser,
en introduisant une variable auxiliaire «,

p—ay =oa,
g —ax =20(a).

(19)
La systéme (g) conduirait de méme aux deux équations

(p—ay =28,

(20)
q -+ aw=24(f),
qui, jointes aux précédentes, nous donnent

ar=49(B)—olx), p=a—+ B,
ay =a—§, q = 9{a) -+~ $(B)

Ces valeurs permettent de former la différentielle de z; on a

ads = apdr+aqg dy = (a—+ §)(db—do)+ (¢ + ) (da — dB).
D. — II. 18
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On déduit de la, en intégrant,
az=[p(x) = U(BI(x—§) —2 [ad o(a) -2 [BI4(B).

La solution est ainsi complétement déterminée; on peut la
débarrasser de tout signe de quadrature en remplacant les sym-
boles © et & par des dérivées ¢’ et /. On trouve ainsi

((@o =¥ @) =g,

(>1) wy = o8,
[ as = (ot 8)[8/(B) — ¢ ()] — 29 () — 2 4(8),
(22) p=u-+B, g=0(2)+(B)

Il suffira d’éliminer o et 3 entre les trois premiéres équations
pour obtenir 'expression de z en fonction de z et de y.

717. Dans les deux derniers exemples que nous venons d’exa-
miner, on peut obtenir une confirmation des résultats que nous
avons signalés relativement aux caractéristiques, en étudiant, a
I'aide des formules qui donnent 'intégrale générale, ce que nous
pouvons appeler le probléme de Cauchy, c’est-a-dire la détermi-
nation de la surface qui satisfait a ’équation aux dérivées par-
tielles, passe par une courbe donnée et admet en chaque point de
cetle courbe un plan tangent donné. Pour plus de simplicité, nous
nous contenterons d’examiner a ce point de vue l'équation qui a
été intégrée dans le numéro précédent.

Soit (C) la courbe par laquelle doit passer I'intégrale. Comme
P, g sont donnés pour chaque point de cette courbe, il résulte des
formules (19g) et (20) qu’en chacun de ces points on connaitra o,
B, p(a), ¥(P3). Si, comme il arrive généralement, « et 3 ne con-
servent pas la méme valeur en tous les points de la courbe, on
connaitra, par cela méme, les fonctions ¢(a), 4(B) pour toutes
les valeurs de 'argument; et, par suite, I'intégrale cherchée sera
complétement déterminée.

Mais i1l y a des cas d’exception. Nous laisserons au lecteur le
soin de les élLudier tous et nous nous contenterons de faire re-
marquer que, st la courbe (CG) est une caractéristique; sil'on a,
par exemple, en chacun de ses points,

p+ay =G, g —ax = C,
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C et ¢ étant deux constanles, la fonction ¢ (2) ne sera plus déter-
mincée que pourune valeur de ’argument. D’aprés les formules (19),

. . . (0% G
1l suffira qu’elle ait la valeur —;~ pour la valeur = de 'argument.
P 2

Iintégrale satisfaisant aux conditions proposées contiendra alors
dans son expression une fonction ¢(o) qui sera presque entiére-
ment arbitraire, puisqu’elle sera assujettie a 'unique condition
d’avoir une valeur donnée pour une valeur particuliére de l'ar-
gument. Quant a la fonction §(3), elle se déterminera comme
dans le cas général.

T718. Dans le cas ot 'un ou l'autre des systémes (8), () ne
présente pas deux combinaisons intégrables, on ne connaissait
aucune méthode permettant d’obtenir I'intégration de 1’équation
aux dérivées partielles proposée. Dans un travail déja ancien ('),
j'en ai proposé une, qui va plus loin que celle de Monge ct qui
permet d’obtenir I'intégration dans une infinité de cas nouveaux.
L’exposition de cette méthode nous entrainerait loin de notre
sujet; je me contenterai d’avoir donné une définition précise des
caractéristiques, définition que nous allons employer dans ’étude
de équation aux dérivées partielles des surtaces applicables sur
une surface donnée.

Reprenons, pour cela, la méthode développée au n® 706; «, b,
¢ étant les cosinus des angles que font les axes du triédre mobile
avec 'axe des z du triedre fixe, c¢’est-a-dire avec une droite fixe
quelconque de I'espace, on a

(23) W atbn, T —aki b,
g cp = ar —— ﬂé » Cpy = ary —+ >
, Ju op
(24) ¢ _ o
legmor 2 epmon

et I’équation aux dérivées partielles s’obtient en portant ces valeurs
de p, ¢, pi, ¢ dans la relation
or or,

(25) ])(11—(1[71:-(%— ow

(') Sur les équations aux dérivées partielles (Annales de 1’£cole Normale,
e série, t. VIL, p. 163; 1870).
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Supposons, pour la commodité du langage, que I'on connaisse
déja une surface (5) admettant I’élément linéaire donné. Le pro-
bicme de Caucly peut s’énoncer ici de la maniére suivante :

FEtant donnée une courbe (I), tracée sur (S), déterminer
une fonction z, qui prenne, ainst que ses deux dérivées pre-
mieres, desvaleurs données & U’avance en chaque point de (T'),
ces fonctlions devant évidemment satisfaire, quand on se déplacera
sur (T'), a la relation
ox

0w 1
(26) der = = du + 5o

{
ou “vs

o

du
Il résulte des formules (23) que « et b auront des valeurs con-

.o, . ow
qui détermine, par exemple, To lorsqu’on se donne x et

nues en chaque point de la courbe (T'). 1l sera donc possible de
calculer les différentielles da, db relatives a un déplacement
s’effectuant sur cette courbe. Or on a

cla_b du - d(:‘\) ol & dﬁ . _dv
ds Pas T ) TN\ Gy TN gg )

(27) ab 7 dut ‘ (Zv> alr du . clv\-)
£~c<_p?lg—rpid—s, ‘ ds 't ds,
. . du dy -, . i1,
Comme la rotation r e T dépend exclusivement de I'élé-

ment linéaire, on voit qu'il sera possible de calculer, en chaque
point de (I'), les rotations

du du dy

dy
P=p PG QZQ;E—‘“CMZ/“S

ds
relatives & un déplacement sar cette courbe.

Or, sil’on sereporte aux formules du Tableau 1L [, p. 383, on
reconnait immédiatement que la connaissance des quantités pré-
cédentes permet de calculer, en chaque point de (I'), la courbure
normale, la courbure géodésique et la torsion de cette courbe. On
pourra évidemment exprimer la courbure et la torsion en fonction
de l'arc de (T'); et I'on sait que ces expressions déterminent d’une
maniére compléte la forme de la courbe.

Réciproquement, supposons que I’on se donne la transformée (D)
de (T'). Ajoutons, pour préciser, que I'on a marqué sur (D) le
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point B qui correspond a un point A de (T"); alors le point M’ de
(D) qui correspond a un point quelconque M de (I") sera déter-
miné par la condition que 'arc BM/ de (D) soit égala 'arc AM de
(I'). Comme on connait, en tous les points de (D), la courbure et
la torsion, les formules des Tableaux I et Il nous permettront de
calculer, pour chaque point de cette courbe, 'angle v que fait sa
tangente avec l'axe des z du triedre (T), ainsi que 'angle = que
fait la normale a la surface avec le plan osculateur (') de la courbe.
La détermination de ces deux angles permet évidemment de cal-
culer sans ambiguité les neuf cosinus directeurs qui feront con-
naitre la position du triedre (1) par rapport aux axes fixes lorsque
(I') sera venue coincider avec (D), et, en particulier, les cosinus
a et b. On pourra donc déduire des formules (23) les valeurs de

dwx Ox

—, -, en chaque point de (D), ce qui nous raménera & ’énoncé
du” op

primitif.
Le probléme que nous nous sommes proposé peut donc, dans
tous les cas, étre ¢noncé sous la forme suivante :

Liant donnée une surface (S), la déformer de telle manicre
qu’'une courbe (I') tracée sur cette surface vienne coincider
avec une courbe (D), donnée dans lespace (?).

Il sera susceptible d’une solution déterminée tant que la
courbe (T') ne satisfera pas, en vertu des conditions posées, ala
premic¢re des équations différentielles (5) des caractéristiquaes;
et, par suite, I’¢tude de ses cas d’impossibilité et d'indétermi-

. . . I .
(') L’angle m» toutefois ne sera réel que si la courbure - en chaque point M’
[

0

de (D) est supéricure & la courbure géodésique — de (T") au point correspon-
o
Uy

dant M. Cela résulte immédiatement de l'¢quation évidente

sinw 1

P P

Ajoutons que Vangle @, étant déterminé par son sinus, pourra prendre deux
valeurs supplémentaires Pune de l'autre; ce qui conduira a deux solutions dis-
tinctes du probléme que nous avons en vue.

(*) Le cas particulier ot (D) est une droite ne présente pas de difficulté par-
ticuliére et ne met pas en défaut nos conclusions; mais, pour plus de netteté,
nous l'écarterons cn laissant au lecteur le soin de le traiter.
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nation nous fera connaitre ces caractéristiques. Nous allons le
traiter directement, en choisissant les variables les plus simples.

719. Rapportons les points de la surface a un systéme de coor-
données rectangulaires tel que la courbe (I') devienne une des
courbes coordonnées el soit représentée par I'équation

¢ = 0,

ce qui est ¢videmment toujours possible.
On aura, en adoptant les notations du Tablean IV [IL, p. 38531,

) -
Y~ Aa, 9% _ .

(28) o o

Une fois connus « et b, les relations

ole
(29) @ == br-—cq,

— =cp — ar
du / ’

ou
relatives & un déplacement sur la courbe (I'), feront connaitre p
et ¢. La relation, empruntée au Tableau 1V,

(30) Agi+GCp=o0

fera ensulle connaitre ¢,; et cnlin U'équation (25) donnera p;
pourve que g ne soit pas nulle. Une fois connues les rotations
P+ ¢, P> ¢ pour chaque point de la courbe (I'), les formules (24),
donnantles dérivées premiéres des cosinus « et b, feront connaitre
par cela méme les dérivées sccondes de z pour chaque point de la
courbe (I'). Il résulte en effel des formules (28) que les dérivées
secondes de « s’expriment en fonction de «, b et deleurs dérivées
premicres.

Le probléme proposé, qui équivaut, nous 'avons vu, a la déter-
mination des dérivées secondes de x en chaque point de (T'), ne
peut donc devenir impossible ou indéterminé que dans le cas ot les
conditions proposées donneraient pour ¢ une valeur nulle. Or il
suffit de se reporter a la formule (4) du Tableau 1V pour recon-
naitre qu’alors la courbe (I') deviendrait une ligne asymptotique.
Il est donc établi de nouveau que les caractéristigues de I’équa-
tion aux dérivées partielles a lagquelle satisfait x sont les
lignes asymptotiques, et nous pouvons énoncer le théortme sui-
vant :
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On peut toujours déformer une surface (S) de telle maniére
qgu’une courbe ('), tracée sur elle et donnée & l’avance, vienne
coincider avec une courbe (D) de Uespace, a moins que la con-
dition ainsi proposée n’entraine cette conséquence que (D) se-
rait, apres la déformation, une ligne asymptotique de la sur-
Jace.

On donnera plus de précision a la derniére partie de 'énoncé
en la transformant de la maniére suivante. Soit M le point de (I')
qui devra coincider avec un point quelconque M’ de (D). Si la
courbure de la courbe (D) en M’ est constamment égale a la cour-
bure géodésique de (I') au point correspondant M, le mouvement
de déformation qui ameénerait (I') & coincider avec (D) ferait de
cette courbe (D) une ligne asymptotique de la surface déformée,
puisque la courbure géodésique de cette ligne serait, en chaque
point, égale a sa courbure absolue. Nous obtenons donc la propo-
sition suivante :

On peut toujours déformer la surface (S) de telle maniére
qu’'une de ses courbes (') vienne coincider avec une courbe
quelconque de Uespace (D), pourvu que la courbure en chaque
point de (D) ne soit pas égale a la courbure géodésique de (1)
au point correspondant.

720. 1l ne nous reste plus qu’a distinguer les cas ot le probleme
sera impossible de ceux ou il sera indéterminé. Cest ce que I'on
peut faire de la mani¢re suivante.

Lorsque les équations (29) nous donneront pour ¢ une valeur
nulle, 'équation (25), qui faisait connaitre p,, se réduira, en
chaque point de (I'), a celle-ci

_ 9o
PI= 507 u’

qui devient, sil’on tient compte de I’équation (30),

or ory

I\) o AG

N\

Si cette relation est vériliée en chaque point de la courbe (D),
le probléme sera indéterminé; sinon il sera impossible. Or, sil’on
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emploie les formules des Tableaux Il et IV, on peut remplacer
I’équation précédente par la suivante

(31) 2= — RR/,

ot = désigne le rayon de torsion de la courbe (D) et ot R et R/
sont les rayons de courbure principaux de la surface. Nous pou-
vons donc énoncer le résultat suivant :

Le probléme proposé sera indéterminé si la torsion en chague
1
RR’
(S) au point correspondant de (T). Il sera impossible dans le

cas contraire ().

,—
. - , N — 1 ;e
point de (D) est égale a ‘/ AR’ désignant la courbure de

Nous retrouvons ici une propriété des lignes asymptotiques que
nous devons & M. Enneper et qui a été déja démontrée au n° 512,
Elle se relie, on le voit, de la maniére la plus étroite a la pro-
position fondamentale que nous étudions maintenant, et d’aprés
laquelle les lignes asymptotiques sont les caractéristiques de 1’é-
quation aux dérivées partielles dont dépend le probléeme de la
déformation d’une surface.

721. Pour éclaircir les considérations précédentes, nous allons
étudier quelques applications particulicres.

Ltant donnée une surface (S) et une courbe (I'), tracée sur
cette surface, peut-on déformer la surface sans déformer la
courbe?

La réponse est trés simple : la déformation est impossible si
la courbe (I') n’est pas une asymptotique; elle est possible d’une
infinité de maniéres dans le cas contraire. C’est la une remar-
quable propriété des lignes asymptotiques.

Peut-on déformer la surface (S)de telle maniére gu’une de
ses courbes (I') devienne une asymptotique de la surface dé-
Jormée? '

(*) Quand nous disons que le probléme est indéterminé, nous entendons par
Ia que les coefficients des séries par lesquelles la surface serait définie demeurent,
¢n partie, arbitraires, sans que la convergence de ces séries soit établie.

Au reste, dans tous les cas out Pon peut effectuer Uintégration, on reconnait
que P’indétermination existe réellement.
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La courbe (D) dans laquelle doit se transformer (I') sera plei-
nement déterminée par les propositions précédentes, puisqu’on
connaitra, en chaque point de (D), la courbure absolue, qui sera
égale a la courbure géodésique de (I') au point correspondant, et
la torsion, qui sera égale & la courbure totale de la surface en ce
méme point de (T'). Ces deux quantités seront, par suite, des
fonctions données de I'arc s, et leur détermination permettra de
construire la courbe (D). Mais, bien que F'on connaisse cette courbe,
le probléme proposé sera indéterminé : il y aura une infinité de
déformations de (S) pourlesquelles (I') coincidera avec (D).

Etant donnée une courbe (D) et une développable (A) cir-
conscrite a (D), est-il possible de déformer une surface (S)
de telle maniére qu’elle vienne passer par (D) et soit tangente
a (A) en tous les points de (D)?

Ce probléeme est tout a fait différent des précédents; car on
n’indique nullement la courbe de (5) qui doit venir coincider
avec (D). On peut le résoudre de la maniére suivante.

Supposons d’abord que la développable (A) ne soit pas I'en-
veloppe des plans osculateurs de (D). 3i le probléme est possible,
(D) ne sera pas une asymptotique de la surface déformée. Cher-
chons la courbe (I') de (S) qui viendra coincider avec (D). Soit
M’ le point de (') qui viendra en un point quelconque M de (D).
Comme on connait, au point M, la courbure de (D) et I'angle
que fait le plan osculateur de cette courbe avec le plan tangent
de la développable (A), qui doit devenir le plan tangent de la
surface déformée, on connaitra, par cela méme, la courbure géodé-
sique qu'aura (D) en M et par suite (I') en M’. Ainsi la courbure

géodésique — pourra étre exprimée en fonction de I'arc. Soit
rE
(32) Pg= 9(s)

la relation ainsi obtenue. On en déduit aisément une équation
du troisi¢me ordre a laquelle devra satisfaire la courbe cherchée
(T'). Réciproquement, d’aprés ce que nous avons vu plus haut,
toute courbe intégrale de cette équation fournira une solution du
probléme proposé.

Si, au contraire, la développable (A) est 'enveloppe des plans
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osculateurs de (D), le probléme ne sera possible que sous cer-
taines conditions. En effet, au point M de (D), la torsion est
connue, c’est une certaine fonction de 'arc. On a

T = (s).

D’autre part, si le probleme est possible, (D) sera évidemment
une asymptotique de la surface déformée, et 'on aura nécessaire-
ment

=y RR,
I ’ .
R Clant la courbure totale de la surface au point M de (D) ou,
ce qui est la méme chose, au point M’ de (I'). On devra donc
avoir

(33) RR' = — 42(s),

et cette relation, qui conduit & une équation du premier ordre
pour la courbe (I'), devra avoir au.moins une intégrale particu-
liere commune avec I’'équation (32). On va voir qu’il résulte de la
une condition pour la courbe (D).

Différentions, en prenant ¢ comme variable indépendante, trois
fois I’équation (33) et une fois ’équation (32), aprés y avoir rem-
placé la courbure géodésique par son expression en fonction des
coordonnées w, ¢. Nous obtiendrons ainsi un systéme de six équa-

tions dont les premiers membres seront des fonctions connues de
du d>u d3u
dv’ dv?’ ded

\

en général, a une seule relation de la forme

u, v, - L’élimination de ces cinq quantités conduira,

fp((.?, (?17 d{, q)/’ d{”, dr'"/):O
ou encore

—~

(34) b <‘O’ ds’ "7 ds’ ds?’ ds? 0

e, T, s désignant le rayon de courbure, le rayon de torsion et
I’arc de la courbe (D). On forme ainsi une équation différentielle
a laquelle cette courbe devra satisfaire. En d’autres termes, la re-
lation précédente devra étre vérifiée par toutes les asymptotiques
des surfaces résultant de la déformation de (S).

Cette équation se simplifie d’ailleurs dans certains cas spéciaux.

Sila courbure totale de la surface donnée est constante et égale a
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I . .
— —, on devra avoir simplement
az
T=da.

Ainsi la courbe (D) devra avoir sa lorsion constante.

Supposons, par exemple, que 'on prenne pour (D) une hélice
tracée sur un cylindre de révolution. Les courbes de la surface qui
pourront s’appliquer sur cette hélice, tout en devenant des lignes
asymptotiques, sont, évidemment, les cercles géodésiques dont la
courbure géodésique est égale a la courbure de 'hélice ().

722. Puisque les asymptotiques sont les caractéristiques de
I’équation aux dérivées partielles que nous étudions, 1l est naturel
d’introduire la considération de ces lignes et de chercher quelles
sont les équations aux dérivées partielles qui les déterminent, lors-
qu'on connait seulement ’élément linéaire de la surface. Nous
allons commencer par résoudre le probléme suivant:

L’éléement linéaire d’une surface étant donné sous la forme
ds?= E du?+ 2T du dv + G de?,
quelles relations doit-il y avoir entre L, F, G pour que les

lignes coordonnées soient les asymptotiques de 'une des sur-
Jaces résultant de la déformation de la proposée?

Reportons-nous a I'équation (5) du Tableau I [IT, p. 382]. En
exprimant que les coefficients de du? et de d¢? sont nuls dans
I'équation différentielle des asymptotiques, nous aurons

pH—qt=o0, pini— qii=0;
ces deux conditions nous permettent de poser

P =M, v9:7\")v Pr= ke, g1= P11

(') En terminant ce sujet, nous nous empressons de signaler le Mémoire sui-
vant :

WEINGARTEN (J.), Ueber die Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren
Fliche (Journal de Crelle, t. G, p. 296; 1886),

ol se trouvent étudiées, par des méthodes toutes diflérentes, les questions ana-
logues & celles que nous venons d’examiner.

La proposition fondamentale d’aprés laquelle les asymptlotiques sont les carac-
téristiques de l’équation aux dérivées partielles en z a été déja donnée dans
notre Cours de 1882; les autres développements donnés dans le texte remontent
a nos Lecons de 1885.
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Portant ces valeurs dans les deux relations de la troisiéme ligne

du systéme (A) (méme Tableau), nous trouverons

ar or
A po=o0, go ;)72‘ = Ap (B — 1ky).

Sidonc on désigne, pour abréger, par & la quantité

’drl or

ou  dv —1
Y4 / — % — —
(3%) TV Bk RR'’
on auara
(36) A=—p=rk

et les équations (A) entre les rotations nous donneront

a(ke) | o(kE) L
| St S = ke,

{
o(k=n) (k)
( (Uvq - <0:1 = — k(r¢ -+ E&ry).

On déduit de la, apreés quelques réductions et en remplacant r
et r, par leurs valeurs tirées des équations (A),

R L
(38) <

ologk T2 oG oLk

(T“‘*G*”) Fow %o

Telles sont les deux équations de condition cherchées.

Nous allons les écrire de maniére qu’elles ne contiennent que
des invariants des paramétres u et ¢ des deux familles de lignes
asymptotiques. Si l'on conserve H pour représenter /EG — I'2,
on a

G F 1 0 /G 0o /F
= 5 ( Yo — o 2 = =] —{ = — = —=
A= g Alw, ¢ TEA L H[du<H> c)v(l{)]’
Av, Au) = E 0Au F_dAu-_ E QQHF oG 2EGoH QGFC_)E
©RU) =R e T HE 0w T HE 9p He ou ~ I3 00 ' HS 9w’

et de la on déduit, par un calcul facile,

F oG G oE

A(o, Auy—2MuiA(u, v)= e o 1 ov




]
[os]
Or
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D’autre part, on a aussi

1 dloghk

O(u, logk) = i oo =

s @(u, V): H

Ces relations permettent de donner a la seconde équation (38)
la forme définitive

(39) Ao, Au) — 20 A(u, ¢) = 0(u, loghk)0(u, v),

quine contient plus que des invariants. Par raison de symélrie, la
premicre des équations (38) prendra la forme analogue

(40) Alu, Av) —2 M0 A(u, ¢) =0(v,loghk)0 (v, u).

Si maintenant, pour revenir & nos notations habituelles, nous
désignons par v et ¢ des coordonnées curvilignes quelconques et
par o et (3 les paramétres des deux familles de lignes asymptoti-
ques de la surface, nous voyons que ces parameétres o et 3 devront
satisfaire aux deux équations simultanées du second ordre

Ao, ABY — 24,8 A(x, B) =06(8, logk) 0 (B, «),

(41) A(B, Ax) — 2832 A(x, B) = (%, logh) 0(a, B).

La premiére est linéaire par rapport aux dérivées de o, la se-
conde par rapport a celles de . En éliminant, soit «, soit 3, on
sera conduit a une équation du troisieme ordre a laquelle satisfera
la fonction que 'on conserve. 1l serait facile de former et d’écrire,
a l'aide des invariants, cette équation du troisiéme ordre; mais
nous laisserons ce point a étudier au lecteur.

723. Les calculs précédents conduisent a plusieurs conséquences
sur lesquelles il convient d’insister.

En premier lieu, nous voyons que, si 'on donne, en méme
temps que 'élément linéaire d’une surface, ses lignes asympto-
tiques des deux systémes, la surface est pleinement déterminée.
En effet, si 'on prend ces deux familles d’asymptotiques pour
lignes coordonnées, les calculs du n° 722 nous montrent que 'on
connaitra, pour chaque point de la surface, les six rotations. La
forme de la surface sera donc entiérement connue (n° 484).
Comme on peut prendre un double signe pour la valeur de &, on
obtiendra en réalité deux surfaces, syméiriques 'une de l'autre.
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Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant, établi en premier
lieu par M. O. Bonnet :

Si deux surfaces sont applicable, 'une sur U'autre de telle
maniére que toutes les lignes asymptotiques de l'une corres-
pondent aux lignes asymptotiques de l’autre, les dewx surfaces
sont égales ow symétriques.

Mais on peut compléter cette proposition, en supposant que
Pon connaisse une sewle famille de lignes asymptotiques. Par
exemple, dans les équations (41), on connaitra o, dont I'expression
sera donnée en fonction de w« et de ¢. Il est aisé de voir que I'on
pourra déterminer f3.

En effet, substituons dans la seconde des équations (41) la valeur
de o; elle prend la forme

03 9
M c)_u -+ N O—E =0,

Par suite, si M et N ne sont pas nuls en méme temps, on ob-

tiendra la seconde famille d’asymptotiques en intégrant I’équation

du premier ordre
N duw —Mde — o,

ot M et N ne dépendent que de I’élément Linéaire et de 'expres-
sion de o. Par conséquent, la connarssance d’une des familles
de lignes asymptotiques entrainera celle de Uautre.

Examinons maintenant le cas d’exception ot M et N seraient
nuls en méme temps. Alors la seconde des équations (41) sera vé-
rifiée identiquement quand on y remplacera « par son expression
donnée; en d’autres termes, elle aura lieu quelle que soit la fonc-
tion 3. En particulier, remplacons-y {3 par «, il viendra

(42) A(ea, An) — 2 Ay (a)Ada = 0.

Or cette équation exprime, nous 'avons vu (n°® 676), que les
courbes de paramétre o sont des géodésiques. Comme elles sont
déja des asymptotiques, elles ne peuvent étre que des droiles; et
notre cas d’exception se trouve ainsi défini : il ne peut avoir lieu
que pour des surfaces réglées et pour la famille d’asymptotiques
constituée parleurs génératrices rectilignes. En résumé, on obtient
le résultat suivant :
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Deuz surfaces applicables ['une sur ’autre sont égales ou
symétriques lorsque les lignes asymptotiques de 'un des sys-
temes dans une des surfaces ont pour transformées des lignes
asymptotiques ( formant nécessairement un seul systeme) dans
Uautre surface, a moins que les surfaces ne soient réglées et
que les asymplotiques qui se correspondent ne soient les géné-
ratrices rectilignes.

Cette proposition, qui est due a M. O. Bonnet ('), résulte immé-
diatement de ce que la connaissance d'une des familles asympto-
tiques entraine celle de l'autre. Dans le Chapitre suivant, nous
étudierons d’une maniére spéciale la propriété qui se présente ici
pour les surfaces gauches. Nous nous contenterons, pour le mo-
ment, de remarquer que, réciproquement, si la surface est gauche
et s1 o est le paramétre des génératrices rectilignes, la seconde des
équations (41) sera vérifiée identiquement quand on y remplacera
B par une fonction quelconque. En effet, cette équation est vérifice
quand on y remplace 3 par o en vertu méme de I'équation (42), a
laquelle satisfait le parameétre o elle 'est encore quand on y rem-
place 3 par le paramétre de la seconde famille de lignes asympto-
tiques; comme elle peut se ramener a la forme

8

M SL 4+ N2

98
w oy ’

elle ne peut admettre deux intégrales distinctes sans se réduire a
une identité.

724. On déduit de cette remarque une démonstralion trés
simple de la proposition de M. Bonnet, déja établie au Chapitre 11

[p- 239]

Si deux surfaces gauches (Sy) et (Ss) sont applicables l'une
sur l'autre, les génératrices rectilignes se correspondent sur les
deux surfaces, & moins qu'elles ne soient, l'une et l’autre,
applicables sur une surface du second degré (5) de telle ma-
niere que les génératrices rectilignes de (Sy) et de (S,) corres-
pondent aux deux systémes différents de droites de (S).

(') Journal de l’Ecole Polytechnique, XLII® Cahier, p. 44.
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En effet, supposons les deux surfaces rapportées au méme
systétme de coordonnées, et soient o, 3 les paramétres des deux
familles de génératricés rectilignes de (S;) et de (Sy). D’aprés la
remarque précédente, 3 étant le paramétre des généralrices rec-
tilignes de (S,), I'équation

A, AB) —28,8 A, B) = 0(B, loghk)O(B, &)

sera une identité, c’est-a-dire qu’elle sera vérifiée quelle que soit
la fonction o/. Pour la méme raison, I’'équation

A(R, Aa) — 280 A(B, ) = 0(a,loghk)O(a, B')

aura lieu pour toutes les fonctions '. Remplagons, dans la pre-
mieére, ¢ par « et, dans la seconde, ' par  : nous retrouverons
les deux équations (41). Or ces équations expriment que « et {3
sont les paramétres des asymplotiques d’une surface admettant
Pélément linéaire donné. Il y a donc une surface (S)applicable sur
les deux surfaces réglées et admettant pour asymptotiques les
courbes de paramétres « et 3. Mais, comme toutes ces courbes
correspondent a des droites de {S;) ou de (5,), elles sont géodé-
siques et, par conséquent, ne peuvent devenir asymptotiques sans
se réduire & des droites. La surface (S) est donc doublement
réglée; et ainsi se trouve complétement démontrée la proposition
que nous avions en vue.

725. On peutintroduire d’une maniére toute différente la con-
sidération des lignes asymptotiques.

Soient « et ¢ les coordonnées curvilignes d’un point de la sur-
face, = et 3 les paramétres des deux familles d’asymptotiques. Au
licu de chercher les expressions de a'et de 3 en u et ¢, proposons-
nous de déterminer « et ¢, considérées comme fonctions des deux
parameétres o et 3.

Pour cela, nous remarquerons que, si 'on conserve toutes les
notations du Tableau I [1I, p. 382], I’équation différentielle (4)
des lignes asymptotiques peut étre remplacée par le systéme des
deux sulvantes
{ pdu-+pidv=2rEdu +§& dv),
| g du—+ qydv =A(n du~+ 1y dy),
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ot A désigne une inconnue auxiliaire. 51, pour la déterminer, on

Y du , . ' s .
é¢limine -, entre les deux équations précédentes, on est conduit,

en tenant compte d’une des équations du Tableau (A), a I'é-
quation
22(En1— k1) + pg1— qp1 =0,

qui nous donne

(46) M= o =k, A=tL

.,.\

Ainsi A est un invariant dont on connait la valeur. En prenant
successivement les deux signes, on est conduit successivement aux
deux systémes

) (porrmg = (5 o 5)
(43) Ju oo [/ Odu
{ Y50 "9 )\(q—+qlda)
spi)_‘f+])15)fii_)<g‘ﬁf -k f)ﬁ>
(45) 08 o8 0B a8
Ju Jdy due dy
| 055 aigs == (a5 )

qui permettront, par exemple, de calculer p, ¢, py, ¢1. En portant

les valeurs obtenues dans le systéme (A), on aura les équations
Y )

aux dérivées partielles qui déterminent « et ¢, considérées comme

fonctions de « et de (3.

Le calcul est beaucoup abrégé si 'on écrit, par exemple, la pre-

te) ) ?

miére de ces relations sous la forme, qu’il est aisé de vérifier,

0 on op _i) (ll_& , O_v - c‘)u_y . ﬁ <~c)u‘ TE)V
B\ o TP Gs) T o \P g o) T \Toa T 0u)\"og M8

~< (122 v Jou  dv

d@"_“c)” "oa " oa)"
, Jdu a0 Ju

En remplacant p — 5y TP m’pc)@ —i—p, 0@ -+, par leurs valeurs

déduites des formules (45), on trouvera

()LL ouw [ONE 0o dv [ OXE, o
Z)“o dB 2%210 as 2 0% 0B<0u k”’)*“'& os( )"““>

ou dv  Ju Op OME OAE, ] _ B
- <(—); E—r 98 a&) <—Jv_ + G _)\71"1'—')\1117') =o0.

D. — III 19
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Cette relation peut méme se décomposer en deux autres, a cause

. . . - .
de I'indétermination des translations &, 7, &, 1; qui sont assu-
jetties seulement aux trois conditions

EQ—*—”']Q:E; 551_"—71711:}?7 g?_i_‘-’]%:(}

En annulant successivement § et &, et remplacant les trois autres
translations par leurs valeurs déduites des équations précédentes,
on obtiendra ces deux équations aux dérivées partielles

/ , 0%u Ju Ju ,0loghk o JF oEN
)H c)ocdé oo Of < = ou TG()TL_zFﬁ FM)
. [Ou ov  Jdu dv (H ologhk = OE  _ 9G>
T\ 9z d_ﬁ - 55 oa Tov T T ow c)u)
ov ov / . OF oG oG
=5 (205 ——Gd—u——F—07>wo,
(40 02 ov 0 dloghk oG oF oG
, 0%¢  0v Op ogk oG LJF L dG
>H 0a 0B oo 9B ()'H ) +E av >k dy qu>
ou clv ou oy 010071 E(Lq . F()E
9x 98 08 0w ou oy
Ju u( B oE JE\:
\ 9w o8 EF"FE>*“

Elles sont, on le reconnaitra aisément, nécessaires et suffisantes ;
de sorte qu’il suffirait de les intégrer pour obtenir les deux familles
d'asymptotiques, par suite les six rotations (n° 722) et la surface
elle-méme.

726. Pour indiquer au moins une application, supposons que
I’élément linéaire soit donné par la formule

(47) ds? = du?—+ (au--2bu + c) dv?,

ou a, b, ¢ désignent des constantes. On aura icl
Vac — b2

E =1, F=o, G =au+2bu +c, k= G

Les deux équations en « et ¢ deviendront

2u dlogG Ju du 1 0G oo oo
9208 du 0% 08 5 0w 9a 9B
oty
aop  °

(43)

—
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La seconde s’intégre immédiatement et admet deux solutions

dislinctes
v=o0(x), v=o0(z)+b(p),

j
qui peuvent étre remplacées par les suivantes

= a, p=a -+ 3,
sans que la généralité soit diminuée.

La premiére solution ¢ = « fait évidemment connaitre les sur-

faces réglées admettant I’'élément linéaire donné. La seconde,
g =0 - 2

i

nous conduit pour « al’équation

2u dlogG du du 1 oG o
da 03 Ju 9z 08 o ou
Prenons, par exemple,
G=u;
on trouvera, en posant
(49) u = e,

que o doit satisfaire a ’équation

- 02w 1
(50) 02 03 Y

e—w,

On sait intégrer cette équation ('); mais nous ne poursuivrons
pas ici les calculs, que nous retrouverons plus loin et qui con-
duisent 4 la détermination de toutes les surfaces applicables sur
les développées des surfaces minima.

(1) Son intégrale est déterminée par la formule

RN

CT T AT BR

ou A et B désignent des fonctions arbitraires de « et de § respectivement. Elle
a été donnée, en premier lieu, par M. Liouville, qui ’'a déduite de la remarque
suivante : I’équation aux dérivées partielles (50) exprime que la surface dont

I’élément linéaire a pour expression
ds* = e~ dadf3

a sa courbure constante et égale a 1.

292 LIVRE VII. — CHAPITRE V. — LEQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES, ETC.
Si la constante « n’est pas nulle, on pourra ramener G a la

forme '

(51) G = w2+ 02,

et, en posant

w
(52) u:btangg’,

on reconnaitra que o doit satisfaire & I'équation

02w

(m-g — SIN w.

(53)

La valeur (51) de G convient a I'alysséide et & I'hélicoide mini-
mum (n® 66 et 68). C'est donc de 'intégration de l'équation
précédente que dépend la détermination des surfaces non réglées
qui sont applicables sur ces surfaces. Nous retrouverons plus loin
ce résultat.
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CHAPITRE VI

DEFORMATION DES SURFACES GAUCHES.

Elément lindaire des surfaces gauches. — Surfaces dont les génératrices vont
rencontrer le cercle de linfini. — Surfaces qui admettent un plan directeur
tangent au cercle de linfini. — Détermination compléte de toutes les surfaces
gauches admettant un élément linéaire donné. — Différents problémes re-
latifs & ces surfaces. — Autre méthode fondée sur Vemploi des formules de
M. Codazzi. — Questions diverses relatives aux lignes asymptotiques et aux
lignes de courbure. — Propriétés de la ligne de striction. — Surfaces réglées
applicables sur les surfaces de révolution. — 1l y a, dans ce cas, une relation
linéaire entre les deux courbures de la ligne de striction.

727. Dans le Chapitre précédent, nous avons été conduits, par
la discussion de différentes propositions, a considérer d’'une ma-
niére spéciale le cas ot une surface réglée se déforme sans que
ses généraltrices cessent d’étre rectilignes. Cette déformation par-
ticuliére des surfaces réglées, dont I’étude vient se présenter ici,
mérite que nous nous y arrétions assez longuement et que nous
signalions les résultats intéressants obtenus sur ce sujet par diffé-
rents géometres.

Etant donnée une surface réglée (R), tracons sur cette surface
une courbe (C) assujettic & 'unique condition de rencontrer
toutes les génératrices rectilignes. Par un point M de la surface,
on peut mener la génératrice rectiligne; elle ira couper la courbe
(C) en un point M'. Soient ¢ une variable propre a déterminer la
position de M/ sur la courbe (C) et « une quantité égale ou pro-
portionnelle a la longueur de M'M ou de sa projection sur un
plan quelconque. Les variables w et ¢ définiront la position de M
sur la surface et, si z, y, z désignent les coordonnées rectangu-
laires de ce point, on pourra écrire

(N x = a;u—+ by, ¥y = asu -+ ba, Z = asu -+ D3,

yy sy ay; by, by, by désignant des fonctions quelconques de ¢.
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Posons

SA: a? -+ aP + a?, D=a,b,+ ayb, + as b},
(2) B=a b+ ayb,—+ a}by, E= a} + a} + aj.

C= b2 4+ 0} +— b2
On trouvera
(3) ds?=E du?+ (E'-+oD)du dy +- (Au?2+ 2Bu + C) dv2.

Cette formule va nous permettre d’indiquer la classification des
surfaces réglées, tant imaginaires que réelles.
Sil’on a d’abord

E=a}+a}+al=o,

toutes les génératrices rectilignes vont rencontrer le cercle de
Pinfini; elles forment une des familles de longueur nulle de la
gi-
naires sil’on excepte la sphére, comprend comme un genre spé-

cial les développables définies au n°® 116 [I, p. 148, note].

Si nous écartons ces surfaces exceptionnelles, nous pourrons

surface. Cette premiére classe de surfaces réglées, toutes ima

supposer que z est la longueur MM/, prise avec son signe, ¢t que
Von a

(4) ai-—a3—+ai=I.
La formule (3) se simplifie alors et devient
(5) ds? = du?-- 2D du dv +— (Au?+ oBu -+ C) do2.

Nous avons déja remarqué au n° 67 que 'on peut, par une
simple quadrature et en remplagant « par u/—fD de, faire dis-

paraitre le terme en diu/d¢ et déterminer ainsi les trajectoires
orthogonales des génératrices. Nous pourrons donc, dans la suite,
supposer D égal a4 zéro; mais, pour rendre les applications plus
commodes, nous n’introduirons pas cette hypothése d’une ma-
niére générale.

Si la surface est réelle ainsi que ses génératrices, la fonction A,
somme de trois carrés, n’est pas nulle; mais on reconnail aisé-
ment qu’elle le devient pour les surfaces qui ont un plan directeur
tangent au cercle de 'infini, et pour celles-la seulement. Dans ce
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cas, I’élément linéaire est réductible a la forme
ds? = du?+ 2D du dv + (2Bu + G) de2.

Une seule des surfaces correspondantes est réelle : c’est le pa-
raboloide de révolution. Si I'on prend I'équation de cette surface
sous la forme

224 yi=op2z,
et si l’on pose
. p . .
1y =u- o -+ prv ) etv—1,

x— iy == ape—ivil,

z:u—i—g—:—])w,

un calcul facile donne, pour I’élément linéaire, I'expression
ds? = du?+2p(u - pe) dv?,

déja signalée au n° 692.

728. Sil’on écarte les deux séries de surfaces exceptionnelles
que nous venons de signaler et pour lesquelles 7l n’y a ni ligne
de striction ni point central sur chaque génératrice, I'élément
linéaire pourra toujours étre réduit algébriquement a la forme (5),
dans laquelle A sera différent de zéro. Nous bornant a cette hypo-
thése spéciale, qui convient d’ailleurs a toutes les surfaces dont
les génératrices sont réelles, nous allons montrer en premier lieu
qu’il existe une infinité de surfaces gauches admettant cet élément
linéaire que Pon supposera donné a priori. Au reste, la méthode
tres élémentaire que nous allons suivre s’appliquerait presque
sans modification aux deux cas spéciaux que nous laissons de
coté ().

Joignons ’équation (4) aux quatre premiéres équations (2):
nous formerons ainsi un systéme de cing équations ot les fonctions

(") Le premier auteur qui ait étudié la question dont nous nous occupons ici
est MiNDING. Voir, en particulier, le Mémoire Ueber die Biegung gewisser
Fléichen, inséré en 1838 au tome XVIII du Journal de Crelle. Depuis, MM. Bonnet,
Bour, Beltrami et d’autres géométres ont repris cette étude dans des Mémoires
que nous citerons plus loin.
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A; B, C,D seront connues, mais ou figureront six fonctions incon-
nues a,, as, as; by, bs, by. On peut prendre arbitrairement une
de ces fonctions; et I'on reconnait ainsi immédiatement gu’'il y a
une infinité de surfaces gauches admettant ’élément linéaire
donné (5).

Les fonctions a,, as, a;, prises isolément, doivent satisfaire aux
deux équations

(6) a} +ai +—al =1,

! , K] ro
a4+ aP -+ a'P =A,

s

dont la vésolution n’offre aucuve difficulté. On prendra, par
exemple, «y = f(a,); la premiére équation donnera a; en fonc-
tion de @, et la seconde déterminera a, en fonction de ¢ par une
quadrature.

@y, as, az sont les cosinus directeurs de la génératrice recti-
ligne; on peut les regarder comme les coordonnées rectangulaires
d’un point situé sur la sphere de rayon 1. La résolution des équa-
tions précédentes équivaut donc au probléme suivant: .

Déterminer une courbe sphérique dont Uarc soit une fonc-
tion donnée de .

Il est clair que cette courbe peut étre tracée arbitrairement sur
la sphére. En d’autres termes, le cdne directeur de la surface
nest jusqu’ict assujetti a aucune condition.

Considérons donc a;, s, @3 comme connus. Alors les trois
équations non employées

! \ 2 4 7 !77
by dy by dly by = B
2

‘ (22} b’l —= g b’? - a3 b’S == D,
( 2 - b - b =G

a)

b
feront connaitre b,, by, b;. On les résoudra comme il suit.

Prenons comme inconnue auxiliaire le déterminant fonctionnel

(8) H=)a, o a,|;
| by 0y D

a; Qo a3‘

si nous l’élevons au carré, nous trouverons, en tenant compte
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des équations (6) et (7),

_ i o D/
(9) H‘Z:‘ o A B |=AC—B2—AD2?,
D B C|

ce qui donnera la valeur de H. Alors I’équation (8) pourra étre
jointe aux deux premicres du systeme (7) et, en résolvant ces
équations du premier degré, on trouvera

',

! B 1 H 1 ’
b,=Da, + AU 3 (araly— aszaly),

/ B
(10) { bQ:Dag—i—»—CLCZ—%;}I%(CLS(Z&—-ala’s),

A

B H
Oy =Daz+ Tay+ —(a,a,—ayay),
! A A 2 ‘L>

de sorte que by, by, b5 s’obtiendront par de simples quadratures.
Les formules précédentes appellent plusieurs remarques.

729. D’abord il résulte des propositions établies au Chapitre
précédent qu’en laissant de coOté le cas spécial, dont ’examen
n’offre d’ailleurs aucune difficulté, ott I’élément linéaire convien-
drait & une surface du second degré, les formules (10) donnent
bien toutes les surfaces réglées admettant l'élément linéaire
donné.

En second lieu, le cone directeur de la surface pourra étre
choisi arbitrairement. En effet, soient donnés a,, a., a3 en fonc-
tion d’une variable ¢, satisfaisant & la premiére équation (6). La
seconde nous donnera une équation de la forme

I(t)dt = Adp,

qui fera connaitre ¢ par une quadrature. Il y aura une infinité de
solutions distinctes, & moins que le cOne directeur ne soit de révo-
lution ou ne se réduise & un plan.

Quelques considérations géométriques expliqueront assez bien
le résultat précédent. Tracons sur une surface réglée (R) des gé-
nératrices rectilignes infiniment voisines (d,), (ds), (d3), .. .;
considérons comme rigides les parties de la surface comprises
entre les génératrices consécutives (d;_y), (d;), mais en admettant
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que, des deux parties séparées par une génératrice (d;), 1'une
puisse tourner, tout d’une piece, autour de (d;) comme charniére
sans entrainer 'autre. Soit, d’autre part, (G) un céne donné et
soit (8,) une de ses génératrices, choisie arbitrairement. Par un
mouvement d’ensemble de la surface gauche, amenons (d,), a étre
paralléle a (3,). Faisons ensuite tourner toute la partie de la sur-
face située du méme coLé que (d,) par rapport a (d,), jusqu’a ce
que (d,) devienne paralléle & une des génératrices du céne (C),
et soit (8,) cette génératrice. Recommencant de méme pour (d,),
on pourra, en faisant tourner toute la partie de la surface qui est
du coté de (d3), amener cette droite (d3) a devenir paralléle &
une génératrice (33) de (C); et ainsi de suite. La nouvelle forme
ainsi obtenue de la surface gauche dépendra, en général, du choix
de la génératrice initiale (8,) qui n’est assujettl a aucune con-
dition.

730. Les formules (ro) prétent encore & une remarque treés
intéressante, qui a été signalée rapidement par M. Beltrami ('),
mais sur laquelle il convient d’insister. Lilles contiennent une
quantité H dont le carré seul est défini par 1’équation (g) et qui,
par suite, peut étre prise avec un double signe.

1l existe donc toujours deux surfaces réglées applicables
Uunesur lautre et dans lesquelles les génératrices correspon-
dantes sont paralléles et de méme sens.

Considérons, par exemple, I'’hyperboloide de révolution définmi
par 'équation

(11) T — =
On peut prendre ici
x 17 .
— = — oS¢ -+~ 8ing,
« A
w . R
(12) ¢ !}—/:—smv.f—cos()._ <A:\/612*1‘—02‘)
a A
5 u
c A

(') BertraMI (E.), Sulla flessione delle superficie rigate (Annali di Mate-
matica pura ed applicata, pubblicati da B. Tortolini, t. VII, p. 105; 1865).
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On trouvera

a? a?
ds? = du?-— o X du dy -+ = (u2+ A2) do2,

On a donc ict

a? a? . .
D:K’ A:E", B:O, (_‘:O;
et, par suite, la surface qui est applicable sur I’hyperboloide avec

parallélisme des génératrices sera définie par les formules

!

x (2
a A
9 2
‘ w . ©a?--c?
(13) L Pne cosp,
a A a? 2 '
c a?c
== - U2 0.
A AZ

C’est une surface hélicoide dans laquelle une hélice correspond
au cercle de gorge de I’hyperboloide.

Aprés cette application particuliére, revenons a la proposition
générale et proposons-nous de rechercher si les deux surfaces
dans lesquelles les génératrices correspondantes sont paralléles
peuvent se déduire 'une de l'autre par une déformation con-
tinue. Pour répondre a cctte question, 1l est nécessaire de rap-
peler quelques propriétés élémentaires des surfaces gauches.

Remarquons d’abord que, d’aprés la seconde des formules (6),
\/de sera ’angle des deux génératrices infiniment voisines de
parametres ¢ et ¢ - dy.

D’aprés cela, supposons que, dans I'expression (3) de ds, on
laisse ¢ et d¢ constants, mais que 'on fasse varier v el du; on
aura la distance de deux points infiniment voisins, pris respecti-
vement sur les génératrices de paramétres ¢ et ¢ - do. Or cette
distance devient la plus petite possible lorsqu’on a

B

du = — D dy, u=--x;

, N . - s
et elle est égale alors a éi dv. Donc, si P'on désigne par 3 dyo la

plus courte distance des deux génératrices (¢) et (¢ - dv), on a

(14) = —
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De plus, le pied de cette plus courte distance, ou le pownt cen-
tral, correspond a la valeur de « définie par I'équation

B
(13) U=-— -

Et enfin, d’aprés une propriété connue des surfaces gauches (1),
le parameétre de distribution, qui est égal a 3 d¢ divisé par 'angle
des génératrices infiniment voisines, aura pour valeur

B , H
16) W= e = =
(16 ; X

Il y a lieu 1ci de faire une remarque essentielle.

731. Si I'élément linéaire seul est donné, 'expression de ©
contient un radical et, par suite, le signe de ® ne peut étre déter-
miné. Mais il n’en est plus de méme lorsque la surface est définie
par des équations de la forme (). Alors, en remplacant H et A par

(') Pour plus de clarté, nous allons rapporter ici la démonstration bien connue
qui donne I’é¢lément linéaire et les propriétés élémentaires des surfaces gauches.
Soient (fig. 73) AA’, BB’ deux génératvices infiniment voisines dont les para-

meétres seront ¢ et ¢ + do. Si AB est la plus courte distance de ces deux géné-
ratrices, la valeur principale de AB sera

AB = B dv,
B étant une certaine fonction de ¢. Menons par A une paralléle AC & BB’ et, par

le point M de BB’, menons MP, perpendiculaire & AG, et MQ, perpendiculaire
4 AA’. Le triangle MPQ étant rectangle, nous avons

(@) PQ = MP tange,  MQ®= MP2 - PQq,

¢ désignant Pangle QMP. D’autre part, le triangle APQ rectangle en Q nous
donne, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur

PQ = AQ do,
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leurs valeurs dans I’équation (16), on trouve

@, s a3 |
g | , , ;i
a, ay ay |

by by by

W= e
a'P—+—al -+ a ’

de sorte que le signe du second membre reste a déterminer. Pour
cela, conformément & une méthode bien connue, plagons-nous
dans une hypothése particuliére et supposons que la génératrice

considérée vienne coincider avec 'axe des z. On aura alors
a == as = o, as=r1, by== by = b3==o.

Le plan tangent & la surface gauche, en un point de ’'axe des z,

aura pour équation _
Y ay s+ by

;o B 7 .
X ay s+ b

Si I'on veut que origine soit le point central et le plan des xs
le plan central, il faudra que 'on ait

’

'
b, = o, a'y = o,

ds étant I'angle des deux géndratrices AA’ et BB'. Si I'on désigne par w et « les
distances de Q et de A au point ou une trajcctoire orthogonale fixe coupe AA’,
on a

AQ=u—aqa,
et, par suite, les formules (@) nous donnent

(e—a)ds )
b tang o = ~—— MQ® = B2 dv?—i~ (e — a)? s>
( ) 37 ;3(10 ’ Q h i ( )
Or MQ peut étre regardé comme ¢tant égal a I’arc, compris entre AA’ et BB, de
la trajectoire des génératrices passant en M. On aura donc pour I'élément li-
néaire la formule

ds?
ds® — du? B2 (e — a)?—— | dv?
- [‘ ( ) dvz:,

et, si I'on a choisi ¢ de telle maniére que ds soit égal a dv,
(¢) dst = duwr - [+ (. —a)* ] de.

D’autre part, ¢ est évidemment 'angle que fait le plan tangent en M avec le
plan tangent en B au point central; et, par suite, la premiére des équations (&)
nous donne le théoréme de M. Chasles, exprim¢ par la formule

"— o 8do

() tang v = — ol =
=

Ce sont les résultats que nous rappelons dans le texte. Nous emploierons plus
loin la formule (¢), ot 'on connait la signification géométrique de tous les termes.
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équations auxquelles on peut joindre la suivante

!
ay = o,

obtenue en différentiant la relation identique entre les trois co-
sinus. D’apres cela, ’équation du plan tangent deviendra

et le paramétre de distribution sera

d
I
NJQ‘I»—:N‘

En comparant a la valeur générale de =, on voit qu’il faut

prendre
a; as as |
(17) W= ody
: = a g 1 2 3 |-
/ ap—+ay+aP | P
1 bz b3 |

I1 suit de cette détermination précise du signe de w (') que les
deux surfaces gauches signalées plus haut, qui sont applicables
I’une sur l'autre avec parallélisme des génératrices homologues,
par cela seul qu’elles correspondent & des valeurs de H égales et
de signes contraires, ont leurs paramétres de distribution égaux
et de signes contraires pour deux génératrices homologues. Or il
est clair que, sil'on déforme, ¢’ wne maniére continue, une surface
réglée, on ne change pas le signe du paramétre de distribution.
Ainsi, quoique les deux surfaces soient applicables 'une sur autre,
on ne peut, en général, passer de 'une a l'autre par une défor-
mation continue. C’est la le fait que nous voulions mettre hors de
doute.

Ajoutons cette propriété : Quand deux points correspondants
décriventsur les deux surfaces des génératrices paralléles, les plans
tangents tournent toujours du méme angle, mais dans des sens

(*) Il est trés facile de comprendre pourquoi le paramétre de distribution a
un signe. Fixons un sens sur une génératrice rectiligne; quand le point se dépla-
cera dans ce sens, le plan tangent tournera autour de la droite dans le sens des
rotations positives ou dans le sens opposé. Dans le premier cas, le paramétre de
distribution est positif, il est négatif dans le second. Le signe ainsi établi ne
dépend pas du sens que l'on a fixé sur la génératrice.
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opposés. Ils sont paralléles pour les points cenlraux et pour les
points a l'infini.

732. Les formules que nous avons données permettent de ré-
soudre ou d’aborder quelques questions intéressantes que nous
allons indiquer rapidement.

Peut-on déformer une surface réglée de telle maniere que
Uune de ses courbes devienne plane?

Nous pouvons évidemment supposer que cette courbe corres-
P PP q

ponde & 'hypothése « = o. Admettons, d’autre part, que le plan
dans lequel elle sera située ait été choisi pour plan des y5. On

devra avoir
.
. ) b, = o,
c¢'est-a-dire
ADa;+Ba)| + H(ayay— asal) = o.

Mais, d’apres les équations (6), on peut écrire

aa’y— azay = \/(afﬁ 4 ad )@ - al) —(aya, + azay)?

=V(A —d2)(1—a})—aial

L’équation du probléme devient donc

(18) ADa,+ Ba,=HyA(—a}) —ay?

et ne contient plus que 'inconnue a,; ay et a; se détermineront
ensuile par la premiére équation (6) jointe a la suivante

Ay dly — sy VA ——a)—a?
i

(19)

aj +— a} 1I—a

. . (272 = 1 \
qut donnera C—L—?— par une quadrature. Tout se raméne donc (') a
3
Iintégration de I'équation différentielle.
On peut intégrer dans le cas ot la courbe donnée est une tra-
jectoire orthogonale des génératrices; car alors on a D =o, et

(1) BeLrramr (E.), Mémoire cité plus haut, p. r1g.
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I’équation peut s’écrire

(2.0 ) il = i e

Une simple quadrature fera connaitre «a, ().

733. Peut-on déformer une surface régiée de telle maniére
giu’'une de ses lignes devienne droite?

Cette ligne devra, évidemment, étre géodésique; il faut donc
trouver une condition correspondante.

Admettons toujours que la ligne donnée corresponde a I'hypo-
thése « = o et prenons pour axe des 5 la droite dans laquelle elle
se transformera. On devra avoir cette fois

by = b} = o,
et, par suite, les équations (7) nous donneront

as (),3 =D, 'y bls = B, b’f =

On en déduit

o - D B
03 = \'/G, a3 — —=> (6,3:: ——y

e e
et de la résulte la condition annoncée
B /DY
o= (ve)
Connaissant a3, on aura ¢, et a» par les deux équations
a? +a}=1—a}, ag +—ayl =A—a?,

qui serésolvent, on le reconnait aisément, par une quadrature; car

(*) Dans le cas général, ’équation appartient au type suivant
My 4+ 2Nyy' '+ Py2=1,

ou M, N, P sont des fonctions de . On peut la ramener & 'une des formes sui-
vantes
yi+yt—=o(x),
Y =a—+ by -+ cyr-i- dy,

a, b, ¢, d étant des fonctions de .
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on en déduit

’ ! N 7. T 5
a ah — asay VA —a?)— ag

(21)

al —+— a? 1— a3 )

Ce probléme a été aussi Uobjet des recherches de M. Beltrami,

ainsi que le suivant, qui peuat toujours étre résolu par des qua-
dratures et dont nous nous contenterons de donner ’énoncé :

Peut-on déformer la surface de maniére & transformer une
de ses courbes en une courbe d’ombre relative a des rayons
paralleles?

734. On peut encore étudier la déformation des surfaces gauches
en employant, sans aucune modification, la méthode générale‘qui
a é1é développée au Livre V [ IL, p. 347 et suivantes]. Pour obtenir
des résultats plus nets, nous prendrons maintenant I'élément
linéaire sous la forme

(22) ds? = du? -+ [(w— a)2- B2] do?.

Alors 'angle o que fait une courbe tracée sur la surface avec la
génératrice rectiligne sera défini par les formules du Tableau IV

[1I, p. 385],
(23) ds cosw = du, ds sinw = /(1 2)> + B2 do.

Si Von introduit encore I'angle © que fait le plan tangent au
point considéré avec le plan tangent au point central de la géné-
ratrice (ui passe en ce point, on aura, comme on sait,

w— o 8
(94) tang @ == —p— > COSQ == ~ —om e
B V(e —a)+ B2
de sorte que ’on pourra écrire
. du . Bdp
25 COSW == ——— sinw = ————.
(23) ds’ cose ds

Si l'on exprime maintenant que les courbes de paramétre ¢ sont
des droites, ¢’est-a-dire qu’elles sont des asymptotiques, on trouve,
en se rcportant au Tableau indiqué,

Q’:O.

D. —III. 20
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Les équations (A) de ce Tableau donnent alors

gy cose +— Bp=o, r = o, 7y =sino,
C)p ()[)1 . d(]l . . - 1 3
il R ou =P PG1=— g cos3 @,
On déduit de 1a
g% = cos?o.

Suivant le signe que I'on prendra pour ¢y, on aura une surface
ou sa symétrique. Choisissons la valeur

¢1=— coso,

qui nous conduira sans difficulté au systéme suivant

( 99 _ 1,
%p:d—u:»gcos-q, g = o, r = o,
(26) ¢
’ v .
(«pl:W»;V’ g1== — COsY, 7y = sino,

ot V désigne une fonction de ¢. Les rotations étant connues, la
surface, nous le savons, est pleinement déterminée de forme;
mais, pour ’obtenir, nous devrons intégrer les systémes linéaires
que nous avons étudiés au Livre I et qui définissent les cosinus
directeurs des axes du triedre (T). Ils deviennent ici

o 9ct = bsino +~ccoso
5;(, =9 oy _ S1Ine = ¢ T
. 0b 00 0b (d;? Y .
7)o T o (8) 4G =e (G ) asins,
de do de do
Z)'&‘“baia’ W ::—acosapfb<a};+v>.

Le premier s’intégre sans difficulté et nous donne
a = Vy, b = Vycos0 -+ V;sing, ¢ =— V,sing -4~ Vs coso,

V., Vs, V; étant des fonctions de ¢. En substituant les valeurs de
a, b, ¢ dans le second systéme, on trouve les équations suivantes

(29) V,=V,, V,=VV;, V,=—VV,—V,,

qui feront connaitre V,, Vy, V;. On en déduit

Vo= Vi, Vy=o— 1L T
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et 'V, sera déterminé par I’équation

_ VI VI VEiar,
qui donne
(Vi Vi

(30) Vi V2 N Fha

1.

Comme V est arbitraire, on pourra prendre arbitrairement V,,
et 'équation précédente donnera V; puis, comme on aura une
solution particuliere des systémes (27) et (28), la solution géné-
rale sera donnée par une quadrature.

Avant d’entreprendre 'étude de la surface, donnons la signifi-
cation géométrique de cette fonction V qui figure dans 'expres-
sion de py. Soit M un point de la surface; menons par un point
fixe O des droites paralleles aux axes du triedre ('T') relatif au
point M ; nous formerons un tri¢dre (T,) dont I'axe des z sera
paralléle a la génératrice qui passe en M. Le lieu de cet axe sera
donc le come directeur de la surface gauche. Si M s’éloigne a
Pinfini sur la génératrice, le plan des 2y du triedre (T,) deviendra

. TT a .
le plan tangent au cone directeur. On a alors ¢ == et les rotations
du wiedre (Ty), égales a celles du triédre (T'), deviennent
p1=V, g1= 0, ry=1.

Donc les projections sur les axes du triedre (T,) du déplace-
ment d’un point pris & la distance 1 sur ’axe des z seront (n° 3)

o, —Vdv, o.

On voit donc que V dv est 'angle formé par deux plans tan-
gents consécutifs du cone directeur ou, ce qui est laméme chose,
V est la courbure géodésique (relative a la sphére) de la section
du céne directeur par la sphére concentrique de rayon 1 (). Ce
point étant établi, nous pouvons étudier les applications.

733. Le Tableau IT [II, p. 383] nous donne, pour une courbe

(*) V est la courbure géoddsique de la section du céne directeur par la sphére
de rayon 1; ¢ est I’arc de cette courbe; comme V est une fonction arbitraire de ¢,
on voit que le coéne directcur pourra étre choisi arbitrairement. L’hypothése
V = const. correspond au cas ol le cone dirccteur est de révolution. 11 se réduit
a4 un plan pour V = o.
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tracée sur la surface, les formules suivantes :

(31) sinwflj = dw =+ sine dp,

ds . )
(32) coOs® B = (dy + V dv) sinw - cos¢ cosw dv,
(33) %ﬁ — dw = cosg sinw dv — (de -V dv) cosw.

Il résulte de la que I'équation des lignes asymplotiques sera

(34) (do -~V dp)sinw + cosp cosw dv =0
ou, en remplagant ¢ et o par leurs valeurs,
w , ;
(35) 2{3%+oc§’~Boc’—B'u—:—V[\uwcz)ﬂﬁ—{i?]:0.

(Zest une équation de Riccati. Nous pouvons donc énoncer le
théoréme suivant, dd a M. Paul Serret (1) :

Le rapport anharmonique des points otr quatre asymploti-
ques coupent une méme génératrice rectiligne demeure con-
stant quand la génératrice varie.

Et nous voyons de plus que, sil’on connait une seule asympto-
tique, on pourra déterminer Loutes les autres par de simples qua-
dratures.

En particulier, si V = o, le c6ne directeur se réduit a un plan,
une des asymptotiques est rejetée a 'infini et I’équation (35) de-
vient linéaire.

Signalons une autre conséquence énoncée par M. Beltrami et
M. O. Bonnet. On peut toujours disposer de V de telle maniére
que 'équation (35) admette une solution donnée « = ¢(¢). Donc:

On peut toujours déformer une surface gauche de telle ma-
nicre qu’une ligne donnée devienne asymptotique.

Mais la détermination de la surface exige alors 'intégration d’une
équation de Riccati, celle dont dépendent les cosinus directeurs
des axes du triédre (T).

En particulier, silaligne donnée était géodésique, elle deviendra
rectiligne ; nous retrouvons ainsi un résultat donné plus haut

(n° 733).

(") PauL SeRrET, T/hdorie nouvelle geométrique et mecanique des courbes a
double courbure, p. 165 et suiv.; 1860.
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S1la courbe est une trajectoire orthogonale des génératrices,
on obtient évidemment le théoréme suivant :

1l existe toujours une déformation de la surface gauche
telle que ses génératrices rectilignes deviennent les normales

principales d’une de leurs trajectoires orthogonales, choisie
arbitrairement.

Bour, qui a établi ce théoréme, a montré de plus que les géné-
ratrices pourront devenir & la fois les normales principales de
deux courbes si « et B satisfont a la condition

(36) (a—m)2+ (8 —n)2=p2,

ol m, n, p sont trois constantes.

736. Passons maintenant aux lignes de courbure. Elles sont
délerminées ici par le systéme suivant (Tableau IV)

du — R coso dv = o,

3—
(37) Bdo— Rcoso(dp + Vdo) =o,

ou R est le rayon de courbure principal. Eliminant R, on a ’é-
quation différentielle des lignes de courbure
(38) du(de -V dv) — g do*=o.

P . du . ) . .
Eliminant au contraire 7, on obtient I’équation aux rayons de

courbure Princip aux

op
(39) RR2 Cos%g-%Rﬁcosc;(V—}— cﬁ\ — B2=o.
\ /
On trouve ainsi
2 — g)2. K272
(40) RR' = — — :_[(“ ) p]’
cos*o @

ce qui montre que, si 'on se déplace sur une génératrice, RR' est
minimum pour le point central.

Considérons d’abord I’équation différentielle (38) et remplagons-
y ¢ par sa valeur. Elle deviendra

(40 Bdu(du—da)-— (uw—a) du df -+ |{u

w)t—+ 32)(V du dv — 3 dv?)y=o.
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On pourra donc toujours déterminer V de telle maniére qu’elle
admette une solution particuliére donnée = ¢(¢), pourvu toute-
fois que 9(¢) ne soit pas constante. Ainsi :

On peut toujours déformer une surface gauche de telle ma-
niére qu'une courbe tracée sur la surface devienne ligne de
courbure, ¢ moins que cette courbe ne se réduise & une généra-
trice rectiligne ou a une trajectoire orthogonale des généra-
trices rectilignes.

Proposons-nous encore de rechercher si une des deux familles
de lignes de courbure peut étre formée par des courbes équidis-
tantes, c’est-d-dire telles que deux d’entre elles interceptent le
méme segment sur toutes les génératrices. L'équation d'une telle
famille de courbes est évidemment

u = f(v)+ G,

C désignant la constante arbitraire. En substituant la valeur pré-
cédente de u dans I’équation (41) et exprimant que les coefficients
des diverses puissances de C sont nuls, nous trouvons

f’V — S‘} = O, ?)/: 0O, f” = a'.

Et de 1a nous déduisons
Sflo)y=uga, B'=o, Vo' — § =o.

Ces relations expriment que la ligne de striction 1 = « est une
ligne de courbure et que le paramétre de distribution {3 est con-
stant. Il faut de plus que « soit variable, c¢’est-a-dire que la ligne

3 r

de striction ne coupe pas les génératrices & angle droit. Ainsi :

Les seules surfaces réglées pour lesquelles une des deux fa-
milles de lignes de courbure soit composée de courbes équidis-
tantes les unes des autres sont celles dont le paramétre de dis-
tribution est constant et dont la ligne de striction est une ligne
de courbure (').

(') Voir sur ce sujet une Note de M. LELIEUVRE, Sur les lignes de courbure
et les lignes asymptotiques des surjfaces (Comptes rendus, t. CVI, p. 183; 1888).

Dans Ouvrage que nous avons cité [ p. 308], M. Paul Serret avait déja obtenu
les mémes surfaces (p. 156 et suiv.) en cherchant si les lignes de courbure de
'une des familles peuvent étre équidistantes de la ligne de striction.
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En supprimant le facteur du — do. qui se présente alors dans
Péquation (41), on trouve que les lignes de courbure de la seconde
famille sont définies par 'équation de Riccati

(4/}2) 1'(]16+[<Lt—d>2+62] (ZV;O,

ce qui montre qu’elles divisent homographiquement les différentes
génératrices.

737. Pour terminer cette étude rapide, nous allons indiquer
quelques propriétés élégantes de la ligne de striction. On a, pour
cette ligne,

(43) w=a, sing = o.

Si l'on se reporte a la formule (31), on voit que la ligne de
striction est aussi caractérisée par I’équation

4 sinw %S— = dw.

Si donc on se rappelle la signification géométrique de w et de
w, on obtient la proposition suivante, due & M. O. Bonnet (') :

Une ligne tracée sur une surface réglée peut étre, soit une
géodésique, soit une trajectoire des génératrices sous un angle
constant, soit la ligne de striction. St deux quelconques de ces

propriétés lui appartiennent, il en est de méme de la troi-
steme ().

Par exemple, si la ligne de striction est une géodésique, elle
coupe nécessairement les génératrices sous un angle constant, et
vice versd.

Les surfaces dont la ligne de striction a les propriétés que nous
venons de signaler peuvent étre aisément définies. Comme on a,

(1) O. BonnET, Mémoire sur la théorie gencrale des surfaces (Journal de
I’Ecole Polytechnique, XXXII¢ Cahier, p. 70; 1848),

(?) Cette proposition est susceptible d’extension. Considérons sur une surface
une famille quelconque de géodésiques et appelons ligne de siriction le lieu des
points ol chaque géodésique est le plus rapprochée ou le plus ¢loignée de la géo-
désique infiniment voisine. Le théoréme énoncé dans le texte s’applique a cette
ligne de striction; il faut excepter toutefois le cas ou les géodésiques auraient une
enveloppe et ou la ligne de striction se réduirait a cette enveloppe.
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pour la ligne de striction,

o' . 8
COsS W == sSinw —

iye——— /,..__—"___-_.,_ b
\/CL'Q_:_ p2 VR D

on voil que o et B seront liés par la relation

(45) = o' tangw,

ou w est un angle constant.

738. Sinous supposons de plus que le paramétre (3 soil con-
stant, nous retrouverons les surfaces trés intéressantes rencontrées
déja au n° 692.

Remarquons d’abord que deux de ces surfaces qui correspondent
aux mémes valeurs de 3 et de w sont applicables 'une sur l'autre.
En effet, on déduit de I'équation (45), en intégrant,

(46) a = Bocotw —+ B,

Bo désignant une constante; mais on peut faire disparailre cette
constante en choisissant convenablement la trajectoire orthogonale
pour laquelle on a © == 0; de telle sorte que I'élément linéaire est

défini par I’équation
(47) ds? = du®+ [(u — Bvcotw )2+ (2] do?,
ul ne contient d’autres constantes que w. et 3. Notre proposition
q { i PToj
se trouve ainsi démontrée.

Ce point une fois établi, supposons d’abord que la ligne de
striction soit trajectoire orthogonale des génératrices. On aura

T sy . , - .
W= el I'on retrouvera la forme de 1’élément linéaire qui con-
vient & I’hélicoide gauche a plan directeur et a 'alysséide (n° 68).
Ainsi :
Toutes les surfaces gauches dont la ligne de striction coupe
les génératrices a angle droit et pour lesquelles le paramétre

de distribution des génératrices est constant sont applicables
sur une alysséide.

- . R . e, T .
Examinons maintenant le cas ott w est différent de 5 Parmi les

surfaces correspondantes se trouvent évidemment I'hyperboloide

de révolution a une nappe et les hélicoides gauches différents de
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celui qui est applicable sur I'alysséide. Cela résulte immédiate-
ment de ce que ces surfaces peuvent prendre un déplacement
continu dans lequel elles ne cessent pas de coincider avec elles-

. \ o 1.7 s
mémes. D’autre part, a toute valeur de o différente de S etaune

valeur quelconque de 3, correspond toujours un hyperboloide dé-
terminé. En effet, si a est I’axe réel et b 'axe imaginaire d’un hy-
perboloide, 'angle v et le paramétre de distribution {3 ont pour
valeurs

b
w == arc tang —, 3 = b.
a

Done, d’aprés la remarque faite plus haut,

Toutes les surfaces réglées pour lesquelles le parametre de
distribution est constant, et dont la ligne de striction coupe les
génératrices sous un angle constant mais non droit, sont ap-
plicables sur U’fyyperboloide de révolution a une nappe.

11 en est ainsi, en particulier, de tous les hélicoides gauches qui
ne coupent pas leur ligne de striction & angle droit, c’est-a-dive
qui ne sont pas engendrés par les binormales d’une hélice.

739. Une curieuse propriéié signalée par Laguerre peut étre ici
rapidement établie (').

Les formules générales (32) et (33), ot I'on fera w = o, 9= o,
nous donnent ici, pour la courbure et la torsion de la ligne de
striction, les valeurs suivantes :

(48) 1 V sin2w - sin w cosw 1 sin?w -— V sinw costw
g R I —
T

B B

Ces valeurs ne contiennent d’autre variable que V. Si on I'éli-

mine, on trouve que p ct < satisfont & I’équation (2)

) cosw sin w sin w
: = .

49
( e T g

(") LasuErRE (E.), Swur une propriéié de Uhyperboloide de révolution
(Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiqgues, t. II, p. 279; 1871).

() D’une maniére générale, lorsqu'on déforme une surface gauche, on a tou-
jours, pour une courbe quelconque, la relation

[ . <x chx) . cos* @ sin o
- sInw{ - — -— )= SInw —_———
T s p ‘/k RR/

COsSw
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7 -
Supposons d’abord w = = Nous obtenons ce théoréme :

Toutes les surfaces réglées qui résultent de la déformation
de la surface de vis a filet carré ont pour ligne de striction
une courbe & torsion constante, trajectoire orthogonale des
génératrices rectilignes.

. e - [
Supposons maintenant w =< —. La proposition correspondante
PE 5 proj
sera :

Silon déforme un hyperboloide de révolution & une nappe,
le cercle de gorge se transforme en une courbe de M. Ber-
trand (V) (dest-a-dire pour laquelle il y aura une relation li-
néaire entre la courbure et la torsion).

La proposition réciproque a été énoncée par M. Bioche (2) :

St l’on a une courbe de M. Bertrand, on obtiendra une suwr-
Jace applicable sur un hyperboloide de révolution en menant
par ses diflérents points des paralléles aux binormales de la
courbe qui admet les mémes normales principales.

740. Il ne nous reste plus, pour terminer ce Chapitre, qu’a in-
diquer rapidement la solution d’une question qui a été 'objet des
études simultanées de MM. Beltrami et Dini (3).

Quelles sont les surfaces réglées pour lesquelles les rayons
de courbure principaux sont fonctions {'un de Uauire?

St nous nous reportons a I’'équation qui donne les rayons de
courbure principaux et si nous posons, pour abréger,

(50) b= = + k=t

1
R "R ~ V—RRr'’

(') Voir au sujet de ces courbes le Livre I, Chap. I.

(*) Brocue (Cu.), Sur certaines surfaces réglées (Comptes rendus, t. GVI,
p. 829; 1888). .

(*) Brrrrami (E.), Risoluzione di un problema relativo alla teoria delle
superficie gobbe (Annales de Tortolini, t. VII, p. 13g; 1865).

Dint (U.), Swlle superficie gobbe nelle quali uno dei due raggi di curvatura
principale ¢ una funsione dell” altro (méme Recueil et méme tome, p. 205).
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nous trouvons

cos g 99 Vcoso a’ cos?e g’ sing cos?o
f= - V4 — )= — ; — 3 ’
_ (3 dy B8 pz g2
(51)
cos?o
/\" == R .

8

I’élimination de ¢ nous conduit a la relation
(52) Bh=(V—ak)phk—Bky/1—Bk,

qui a lieu en tous les points d’une méme génératrice et qui doit
étre indépendante de ¢ s’il y a effectivement une relation entre les
rayons de courbure, ¢’est-a-dire entre 2 et k. Or, si 'on développe
h suivant les puissances de \/k, on trouve que les premiers coeffi-
cients sont

. Bl R d’ QI

v
= 2 2 -
ve B Ve 2
Comme ils doivent étre constants, nous voyons qu’il en est de
méme de o/, 3, V. La relation (52) devient alors

(53) hyB = (V—dI)/E.

Comme o et 3 sont des constantes, les surfaces oblenues appar-
tiennent & la classe de celles que nous avons étudiées au numéro
précédent. De plus, V étant aussi constante, il résulte des for-
mules (48) que la ligne de striction aura ses deux courbures
invariables et sera, par suite, une hélice tracée sur un cylindre cir-
culaire droit. Les surfaces obtenues sont donc les hélicoides et
I'hyperboloide réglé de révolution.

C’est le résultat obtenu par MM. Beltrami et Dini. Mais, il faut
le remarquer, nous avons laissé de coté les surfaces développables
et, aussi, ces surfaces réglées imaginaires qui ont été écartées au
début.de ce Chapitre. Il y a, par exemple, une infinité de surfaces
gauches & courbure totale constante qui résultent de la déforma-
tion de la sphére, considérée comme surface réglée; elles ont été
signalées par M. J.-A. Serret, dans un article inséré en 1348 au
Journal de Liouville (t. XIII, p. 361) sous le titre suivant : Note
sur une équation aux dérivées partielles.
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CHAPITRE VIL

LES THEOREMES DE M. WEINGARTEN.

Rappel des formules relatives au systéme de coordonnées formé par les lignes
de courbure. — Relations entre les rayons de courbure ct la représentation
sphérique. — Premier théoréme de M. Weingarten : pour déterminer une sur-
face dont les rayons de courbure sont liés par une relation, il faut ramener a
une certaine forme D'élément lindaire de la sphére. — Applications : surfaces
canaux; surfaces minima. — Nouvelle classe de surfaces découverte par
M. Weingarten. — Intégration d’une équation aux dérivées partielles. — Se-
cond théoréme de M. Weingarten. — Propositions générales relatives a la dé-
veloppée d’une surface. — Les deux nappes de la développée d’une surface W,
c’est-a-dire d'une surface dont les rayons de courbure sont fonctions I'un de
Pautre, sont applicables sur une surface de révolution dont Pélément lincaire

dépend seulement de la relation entre les rayons de courbure. — Réciproque
ct démonstrations géométriques de M. Beltrami. — Applications. — On sait

déterminer toutes les surfaces applicables sur le paraboloide de révolution.

741. Nous avons vu [Il, p. 352 ou Tableau V] que, si une

\

surface est rapportée & ses lignes de courbure, les formules de
M. Codazzi deviennent d’une extréme simplicité.
L’élément linéaire étant pris sous la forme

(1) ds?= A2 du? 4+ C2 dv?,

et les axes des « et des y du triédre ('1') coincidant avec les tan-
gentes aux lignes coordonnées, on a

(2) P=qg1=0,

et les formules fondamentales se réduisent aux suivantes

g LA _ T 99 = 190G 1 op
‘ C ov p1L o0’ MTRouT T g oo’
(3)
or ory
¢ ou — 7P

On a va que, si R et R’ désignent les rayons de courbure princi-
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paux qui correspondentrespectivement aux arcs Adu et Cdy, on a

A G
(—/i) R:7~—f, R= —.
q !
Ces expressions permettent de substituer R, R"a A et 4 G dans
les relations (3). On obtient ainsi les équations

[ OR 1 dq ., JR" I Opy, ., «
| o T goe MRy gp =g gn (BT,
(5) ! !

9 (L 9gN 0 Loy L

(dv pLdv ) " du\gq Jdu AP0

qui peuvent remplacer le systeme (3). Si 'on se rappelle que
I’élément linéaire de la représentation sphérique est donné par la
formule [II, p. 372

(6) ds? = q? du?+ p? dv?,

on reconnait immédiatement que le systéme (5) contient toutes les
relations qui existent entre cetle représentation sphérique et les
rayons de courbure. La derniéere équation est évidemment vérifiée
pour tout systéme de courbes orthogonales tracé sur la sphére de
rayon 1; elle exprime, en effet, que la courbure totale de la sur-
face est égale a 1.

742. Les formules précédentes peuvent étre utilement employées
dans un grand nombre d’applications. En particulier, elles vont
nous permettre d’étudier avec M. Weingarten les surfaces dont
les rayons de courbure sont liés par une équation donnée « priori.
Ces surfaces satisfont a une équation aux dérivées partielles du
second ordre qui n’avait encore été intégrée que dans des cas trés
spéciaux (surfaces canaux; surfaces minima). Les propositions
que M. Weingarten a fait connaitre successivement sur ce beau
sujet ont fait de son étude un des chapitres les plus attrayants de
la Géométrie. Comme elles se relient a la théorie de la déforma-
tion des surfaces, le moment est venu de les exposer avec tous
les développements nécessaires.

Si 'on considére R’ comme une fonction de R, les deux pre-
miéres équations (5) peuvent étre intégrées et nous donnent

f AR AR’
g:Ue l{—l’.’ plee R’~li7
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U désignant une fonction de w et 'V une fonction de ¢. Mais, si
l'on se reporte & la formule (6) qui définit la représentalion
sphérique, on voit qu’en choisissant convenablement les para-
métres des lignes de courbure, il sera permis de remplacer U et V
par 'unité. Ainsi 'on pouarra prendre

fﬂ_ _j‘:’lL
(7) g = el VK pr=c JETK

Pourla simplicité des applications, il convient de se débarrasser
des quadratures qui figurent dans ces formules. On y parvient
aisément en posant

(8) = ¢(k), R=o(k)—~o'(k),

k étant une variable auxiliaire. Alors on trouvera
( [ Dy == e
<-.)) q /.7 yan t{z,(ﬂ) 2

et les formules (4) feront ensuite connailre les valeurs suivantes
1

\ e (k) o(k)— ko' (k)
(10) A== o C = F—WY,W——
de A etde C.

Lorsqu’on se donnera @ priori la relation entre R et R/, les va-
riables £ et 'f(/f) seront déterminées par les formules

AR
/c:e'/’r;“/, o(k)y=R.

On pourra donner telle valeur que I'on voudra a la constante
introduite par la premiére quadrature.

Il reste encore a exprimer que la derniére des relations (5) est
vérifiée. En y substituant les valeurs de ¢ et de p,, on obtient
I’équation aux dérivées partielles

. O (KLY Lo (Lo
du \ ¢ oJu dv \ k% ov ko' ’
dont 'intégration fera connaitre & en fonction de u« et de v. Mais
comme cetlte équation exprime simplement, d’aprés une remarque
faite plus haut, quel’élément linéaire défini par la formule (6),
c’est-a-dire par la suivante
1

ds? = — du? -+

! 2
73 S de,
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est celui d’une sphére de rayon 1, nous sommes conduits au pre-
mier théoréme de M. Weingarten (') :

La recherche des surfaces pour lesquelles les rayons de cour-
bure principauz sont fonctions l'un de ’autre (nous les appel-
lerons dans la suite des surfaces W) revient a celle des systemes
sphériques orthogonaux pour lesquels U’élément linéaire de la
sphere prend la forme

(12) do? = — du? + dp?

A o2 (k)

ou, ce qui est la méme chose,
do? = a du?-+ L(a) de?.
La réciproque est évidemment vraie.

Toutes les fois que U'élément linéaire de la sphére est ra-
mené a la forme (12), ¢(k) sera déterminée a une constante
pres, et, par suite, les formules (8) ou (10) feront connaitre
une famille de surfaces paralléles dont la représentation sphé-
rigue sera définie par la formule (12) et dont chacune sera une

surface W.

Toutefois, il y a ici deux cas bien distincts a considérer.

Si le systéme orthogonal tracé sur la sphére est entiérement
connu, c’est-a-dire si 'on a les expressions des cosinus directeurs
¢, ¢', ¢" de la normale & la surface cherchée en fonction de w et
), les formules d’Olinde Rodrigues (n° 141) nous donneront les
coordonnées du point correspondant de la surface par les quadra-

tures suivantes :
de
—f(P 5n du + R’ f)—‘ c]v)

/
\ €x
Y - oc' ,0c¢ N
(13) Jf~—f<deu +R$d;}>.

I

u

4 YI \
_\ ‘/(Rd—c du —+ R’ —— dv)

(1) WeINGARTEN (J.), Ueber die Oberflichen fiir welche einer der beiden
Hauptkriimmungshalbmesser eine Function des anderen ist (Jouwrnal de
Crelle, t. LXII, p. 160; 1862).

&
| |
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Mais, si les expressions de p, et de ¢ sont seules connues, la
détermination de ¢, ¢, ¢’
équation de Riccati (n°484 ).

exigera encore l'intégration d'une

743. Le point essentiel et le plus difficile est, on le voit, de
ramener a la forme (12) I'élément linéaire de la sphére. Le pro-
bleme auquel nous sommes ainsi conduits a déja été étudié d'une
maniére générale au n° 578. 1l se raméne en définitive a I'intégra-
tion de I'équation (11).

Commencons par un cas trés particulier ot la solution s’offre
immédiatement. On sait que 'on peut mettre 1'élément linéaire
de la sphére sous la forme

ds? = dv? + g2 du?,
en prenant pour les lignes « = const. une famille quelconque de
géodésiques, c¢’est-a-dire de grands cercles. On aura ici

¢ (k)=r1, 8% = 737

ce qui donne, @ désignant une constante,
//_\ o / 5 1
o(k)=/h-+a, g =7

I

R = - +a, R' = a.
&
L’un des rayons de courbure étant constant, on obtient une

surface canal. Les formules générales nous donnent ensuite

qg =8, Pr=1,
A=—1—0ag, G =a.

Comme nous savons (n°599) que g est de la forme
& = Ucosy + Uy sinp,
on voit que nous avons tous les éléments nécessaires pour étudier

la surface.

744. Une application plus importante se rapporte aux surfaces
minima. Nous savons mettre, de toutes les maniéres possibles,
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I"élément linéaire de la spheére sous la forme
(r4) ds? = )2 (du? + dp?),
qui correspond aux systémes isothermes. On aura ici

_T__ I
B gy

22— d’ol o' (k) = L.

Fn négligeant une constante dont l'introduction donnerait seu-
lement les surfaces paralleles a celle que nous allons obtenir,
on peut prendre

] k2
Yy = —.
. #(4) 2
1l vient alors
fe2 1 k
R: -;; (]: »/l, ;’\:———E)
S L2 I /-
I{:-———Q“; /)1:—/—%, C:-—_;.

La relation entre les rayons de courbure,

R+ R = o,

caractérise les swrfaces minima. On retrouve en méme temps
deux de Jeurs propriétésles plus importantes, puisqu’on reconnait
que les lignes de courbure forment un systéme isotherme et qu’il
en estde méme de leur représentation sur la sphére. Les formules
(13) nous permettraient de calculerles coordonnées d’un point de
fa surface; nous ne reviendrons pas sur ce sujel.

T45. Les résultats que nous venons de signaler avaient été ob-
tenus déja par d’autres méthodes; mais M. Weingarten a montré
que son théoréme permet de trouver une classe nouvelle de sur-
faces définies par une relation entre les rayons de courbure.

Nous avons vu, en effet, au n° 527, que, si 'on prend comme
coordonnées d’un point ses distances géodésiques ¢’ et ¢' & deux
courbes distincles, 'élément linéaire est défini par la formule

du'?+ 0’24 2 cosw du’ dv'

(15) ds? =

sin2w
Si ’on adopte ensuite les variables

[T 7w — ¢
U= ———, ¢ = — 3
9 o,

D. — III. ' 21
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I'élément prend la forme

(16) ds? = — + )

que nous avons aussi signalée. Réciproquement, si I’élément
linéaire a pu étre ramené a la forme (15) par exemple, ' et ¢
sont les distances géodésiques a deux courbes; car on a, comme
il est aisé de le vérifier,

Au'=Av'=1.

Nous voyons donc que, si l’on sait déterminer les lignes
géodésiques d’une surface, on saura ausst, de la maniére la
plus générale, ramener son élément linéaire a l'une des dewr
expressions précédentes.

Appliquons cette remarque a la sphére et comparons I’élément
lindaire (16) a celui qui est donné par I'équation (12). On voit
que I'on pourra prendre ict

. W (D)
k = sin —, o' (k) = cos —,
2 2,
d’ou 'on déduira

‘?'(/f)d/fzécosggdw, o(k)y= LTI,

4
Nos formules générales nous donnent donc
w - sinw w — sinw
R = —_— ) R’ = — ey
4 4
. 1 g !
P = o’ q = o ’
(17) cos sin —
w -+ sinw . —sinw
.(/X _— e C = ————
) w
sin — cos —
4 > 4 5

Eliminant w entre les équations qui déterminent les valeurs de R
et de R/, on trouve

(18) 2R — 2R '=sin(2R 4+ 2R").

Telle est la relation entre les rayons de courbure de la surface
correspondante. On voit qu’elle est de forme trés compliqude.
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746. Si I'on exprime que 1'élément linéaire (16) convient a la

sphére de rayon 1, ¢’est-a-dire que la courbure totale est égale a1,
on sera conduit a 'équation aux dérivées partielles

7 . » Jw ( W 0w 4
ng?— —- ) — —— e L R
(19) on\ "8 ou FERN T ) T sine ¢

Les recherches précédentes peuvent donc étre considérées comme
faisant connailre l'intégrale générale de cette équation. Nous
allons, & 'exemple de M. O. Bonnet ('), développer les calculs
qui conduisent a celte intégrale.

Soit
(20) ds? = dB? + sin?0 ds2

"élément linéaire de la sphére. Toute fonction I satisfaisant a
Iéquation
AF =

sera le résultat de I’élimination de « entre les deux équations

. \/%m ) — 22
F=as | =g dlb + f(2),
0= o0 — Jp— gffg—ffﬂ - ().

J sin0y/sin20 — o2

Il suit de la que 'on aura deux fonctions de ce genre, « et ¢/,
en prenant

( e Vsin20 —— 22 6 ,
o su_m—+— <m0 -+ f(a),
21
: o df ,
0O = ¢ — -+ %)
e smﬁ\/%m 0 — S
g o':ao—‘f‘/s‘“ 0 =8 o),
sin 0
) ( = q P db +u/(@)
o= 0q — | —————— o (B).
sin0y/sin2) — 3 P

On déduit de la, en différentiant,

Vsinzh — o2

du' = a do —+ 0 b,
smf)

dv' = 8 do + \/sm b— g cl().
T sin

(") Journal de I’Ecole Polytechnique, XLII® Cahier, p. 95 et suiv.
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Ces formules donnent les valeurs de di, ds; portons-les dans
’élément linéaire (20) de la sphére; il prendra, comme cela était
évident a priori, la forme (15) avec la valeur de o définie par
I’équation

(23) cosw %/ sin? OMuufg\/gm‘zQ__pa
3 — Y Sy sty R

By/sin26 — a2 - «y/sin26 — ?

L’intégrale de 'équation (19) s’obtiendra maintenant de la ma-
niére suivante. Effectuons les quadratures indiquées dans les équa-
tions (21) et (22), éliminons ¢, remplacons ' et ¢’ par « + ¢ et
« — ¢; nous aurons les trois équations

\/sm 0 — o

1 —

Vsinz( — ‘3:

2

I\J

s w—+ ¢ = f(2)—z f'(a)+ arcsin

(21) u—v=10(B)—0o (@)f‘ncsm“—/—— =
32
)
) sinzh — 22 . H— 32
S'(2) — ' (B) = arcsin i-/-ﬂ—»fw*j — arc sin Vsin®t —
sinfy/1 — a2 sin 0y/1 — 3%

qui, jointes a la précédente (23), donneront l'intégrale cherchée.
Pour obtenir I'expression de w en fonction de u et de ¢, il suffira
d’éliminer 9, « et 3 entre ces quatre équations.

1élimination est impossible dans le cas général; mais on peut
remplacer I'équation (23) par 'une des suivantes

. —— B+« cosw T %+ B cosw
(25) \/511120 —p2 = T T ¢51112(j A ML it
sin w sinw

qui permettent d’éliminer §. On est ainsi conduit au systéme

aB+cosw_\/1~—u Vi-—- B2 cos(f —
(26) ¢ B acosw = sinw /1 — a2 sm(u+v—./+ 2f"),

( 2+ 8 cosw = sinw /1 — 32 sin(u — o — @+ Ba'),

’

plus simple a quelques égards que les équations (23) et (24).

T47. Avant d’établir les remarquables théorémes qui précedent,
M. Weingarten avait déja fait connaitre, sur le méme sujet, une
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proposition qui est du plus haut intérét pour la Géométrie (') et
que nous allons maintenant démontrer.

Revenons aux surfaces W les plus générales, et proposons-nous
de déterminer leur surface des centres de courbure que nous
appellerons aussi leur développée.

Pour la premiére nappe, c’est-a-dire pour celle qui contient les
centres de courbure des courbes de paramétre ¢, les coordonnées
Z1y ¥, 2 du centre de courbure sont données par les formules

(27) x = a 4+ cR, 1=y + 'R, Z =2+ "R,
x, 1, 5 désignant les coordonnées du pied de lanormale et ¢, ¢/, ¢’

ses cosinus directeurs. En vertu des formules d’Olinde Ro-
drigues, on a

v TR T & TRy

= O

or Jde ox de

el les équations analogues en )7, z; on trouve donc
{ oc
dri= (R —R" 5o dy -+ ¢ dR,
{

(28) Udy, = (R —R) %% dv 4 ¢’ dR,

Jo
dzi= (R — R) - de - o dR,

)
et, par suite, I’élément linéaire de la premiére nappe aura pour
expression

(29) ds} = p? (R — R")2de2+ dR2.

On trouvera de méme, pour la seconde nappe de la développée,
730) ds} = g2 (R — R")* du?—+ dR"?;

et ces deux formules s’appliquent, il faut le remarquer, quand la
surface donnée est quelconque.

Elles mettent d’ailleurs en évidence des propositions ue nous
avons déja signalées. Par exemple, la premicre, qui convient a la

(1) WEINGARTEX (J.), Ueber eine Klasse auf einander abwickelbarer Flachen
(Journal de Crelle, t. LIX, p. 382; 1861).
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premiére nappe, nous montre qu'aux lignes de courbure de la sur-
face de paramétre ¢ correspondent, sur cette nappe, des géodési-
ques dont les trajectoires orthogonales sont les courbes R = const.

Nous reviendrons au Chapitre suivant sur la surface des centres;
pour le moment, nous nous contenterons des formules pfécédentes
et nous les appliquerons aux surfaces W. Si nous y remplacons p,,
7, R, R’ par leurs expressions (8) et (9) déja données, nous trou-
verons

(31) ds? = k2 dv? + 92(k) dk?,

(32) ds3 = o2 (1) du?+ k2e"2 (L) dk2.

Or ces deux formes conviennent évidemment & des surfaces ap-
plicables sur des surfaces de révolution. Donc:

Si Uon considére toutes les surfaces W qui correspondent a
une méme relation entre les rayons de courbure, la premicre et
la seconde nappe de la développée de toutes ces surfaces sont,
Uune et Uautre, applicables sur des surfaces de révolution
dont les éléments linéaires dépendent uniquement de la rela-
tion entre les rayons de courbure et, par conségquent, demeu-
rent les mémes pour toutes les surfaces considérées.

748. La réciproque de cette proposition est exacte et peul se
démontrer comme il suit.

Considérons une surface (S;) rapportée a une famille de géodé-
siques et a leurs trajectoires orthogonales. Son élément lindaire
sera donné¢ par la formule

(33) ds} = du? + G2 dp2.

Construisons, en chaque point, le triedre (T') formé par la nor-
male et les tangentes aux courbes coordonnées et conservons toutes
les notations relatives a ce triédre. Nous savons que les tangentes
aux géodésiques ¢ = const. sont normales & une famille de sur-
faces (n°441). Il est aisé de vérifier ici celte proposition et de dé-
terminer 'une quelconque des surfaces paralleles auxquelles toutes
ces droites sont normales.

En effet, en chaque point, la tangente ala géodésique est 'axe
des z du triedre ('T). Un point situé sur cet axe des x, a la dis-
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tance h du sommet du triédre, est défini par les formules
(34) Xy = 21+ ak, Yo=y1+da'd, 3o= 51+ a”\.

Différentions I'une quelconque de ces formules, par exemple la
premiére, et remplacons dz, et da par leurs valeurs

dry= a du—+ 0C dy,
da=0(rdu—r dv) —c(qgdu—+ q,dv) = bgg dv —c(q du <+ g, dv),

nous trouverons

(35) d;r():ad(u—%l)+b<c+)\g—f—:

14

>(lw —ch(q du -~ g4 dv);

et nous aurions des formules analogues pour dy,, dz,.

D’apres cela, pour que la surface décrite par le point (x4, 3, o)
soit normale &4 'axe des &, il suffira que le coefficient de a soit nul
dans I’équation précédente, c’est-a-dire que l'on ait

A -+ 1 = const.

En nous bornant & une seule des surfaces normales, nous pou-
vons prendre

(36) A= — u.

Si nous portons cette valeur dans les équations (34), nous ob-
tiendrons les expressions suivantes

(37) x = x, — au, y=y1—da'u, 3=z —a'u,

qui définissent, en général ('), une surface (X) normale a toutes
les tangentes des géodésiques.

D’autre part, si l'on veut que la surface décrite par le point
(29, ¥0, %o) soit tangente aux mémes droites et, par suite, con-
stitue avec (S,) la seconde nappe (S,) de la développée de (2), il
faut prendre pour A la valeur

(38) N

(1) 11 convient toutefois de signaler ici un cas particulier. Il peut arriver excep-
tionnellement que le lieu décrit par le point (2, ¥, z) ne soit pas une surface.
Le déterminant fonclionnel de deux quelconques des coordonnées contient, en
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qui annule le coefficient de b dans Véquation (35). On a done,
pour les coordonnées xs, ¥», 52 du point de (S,), les expressions

N C‘ ’ C - 14 -
(39) Tzzm*—am"a ]"2:.)”—'“70'7 By=235 —a _()_E,
u ou ou

et il résulte immédiatement des formules (36) et (38) que les deux
rayons de courbure de (X) ont pour valeurs

, C
(40) R =u, R:u__éa.

Ju

749. Appliquons ces résultats généraux au cas particulier ou C
est une fonction de la seule variable «, ce qui caractérise les sur-
faces applicables sur les surfaces de révolution.

Dans ce cas, les deux rayons R et R/ dépendront de la seule
variable « et seront toujours fonctions I'un de I'autre. De plus,
la relation qui les lie 'un & 'autre demeurera la méme quand on
déformera d’une maniére quelconque la surface (S;). Ainsi:

St une surface (S,) est applicable sur une surface de révo-
lution, les tangentes ¢ celles des géodésiques de (Sy) qui cor-
respondent auzxz méridiens de la surface de révolution sont nor-
males a une jfamille de surfaces paralléles W. La relation
entre les deux rayons de courbure principauzx de chaque sur-
Jace W demeure la méme quand on déforme (Sy) de toutes les
maniéres possibles.

effet, le facteur

Lorsque ce facteur est nul, et dans ce cas seulement, la surface (2) se réduit
4 une courbe ou 4 un point.

Si g est nul, c’est que les géodésiques sont des droites; alors le théoréme
n’aurait aucun sens.

Si lautre facteur est nul, on a encore

C=ug(v).

La surface considérée est une développable et les surfaces normales aux tan-
gentes des géodésiques sont des surfaces-canaux dont 'une se réduit & une
courbe. C’est précisément ceile qui est déterminée par les formules (37).
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D’autre part, si 'on remplace ), dans la formule (33), par la
valeur qui convient ala surface (S,), on obtient 'équation

o )

/ R
dey,=ad| u— G “i- ¢ (g die + g1 dv)c,
ou o

4 laquelle on peut ajouter les formules analogues pour dj-, et dz,.
On peut donc en déduire I’élément linéaire de la nappe (S.), qui
sera déterminé par la formule

. 7/ N 2 C2 \ o
dsz == d 'u——_“(ﬁ;f —|‘—W—Z‘((j du -1 ([(,) .

Dans le cas ot G ne dépend que de u«, 'expression
C(g du—+ g, dv)

est une différentielle exacte en vertu des formules de M. Codazzi
[1I, p. 385, (A)], et 'élément linéaire se réduit a la forme suivante

Ty 2

du d?
e | du? A+ ———

dCh 2 dC\2
%) (%)

qui convient, comme il fallait s’y attendre, a une surface appli-

(41) ds;

1

cable sur une surface de révolution.

750. Quelques remarques trés simples permettent de démon-
trer complétement, et d’une maniére intuitive, la seconde propo-
sition de M. Weingarten.

Considérons d’abord une surface (X): soient M un de ses points,
C et (U les centres de courbure principaux relatifs & ce point. Aux
lignes de premiére courbure correspondent, sur la premiére nappe
de la développée, des géodésiques dont les trajectoires orthogo-
nales sont évidemment les courbes pour lesquelles le premier
rayon principal R = MC demeure constant; car, si le segment MG
se meut en demeurant invariable, il doit étre normal & la trajec-
toire de C, comme il ’est a celle de M.

Ainsi I’élément linéaire de la premiére nappe de la développée,
correspondante aux lignes de courbure de paramétre ¢ par exemple,
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est certaincement de la forme
ds® = dR2 -+ K2 dp2.

Mais nous savons (n° 637) que le centre de courbure géodé-
sique de la courbe R = const. est situé sur la seconde nappe de
la développée. Le rayon de courbure géodésique de cette courbe
est donc égal, en grandeur et en signe, a R’ — R ; ce qui permet
d’écrire I'équation

1 1 oK
R—R -~ Kok’

ol K est considéré comme fonction de R et de ¢.
Cette formule est tout a fait générale. Si on 'applique au cas
g pphq
ot R’ est fonction de R, on pourra en déduire

f AR
K = (_?( pe L

et cette valeur de K caractérise les surfaces applicables sur les sur-
faces de révolution.

7

La proposition directe est ainsi démontrée. La réciproque peut
&tre établie de méme et sans aucune difficulté.

Considérons en effet une surface (S,) et une famille de géodé-
siques tracées sur celte surface. Chacune de ces géodésiques aune
infinité de développantes; associons toutes celles de ces dévelop-
pantes qui ont leur point de départ sur une méme trajectoire or-
thogonale des géodésiques. Nous formerons ainsi une surface (I)
qui sera normale a toutes les tangentes des géodésiques. On le
démontre immédiatement de la maniére suivante.

Considérons sur chaque tangente a la géodésique le point de
contact M etle point Pou elle rencontre la surface (). Sile point M
décrit la géodésique, le point P, décrivant une développante de
cette géodésique, se déplacera normalement au segment MP. De
méme, si le point M se déplace sur la trajectoire orthogonale des
géodésiques, le segment MP conservera sa longueur, ct, comme
le point M se déplace normalement a MP, il en sera de méme du
point P. La tangente MP, étant normale a deux déplacements
distincts du point P, sera nécessairement normale a la surface (X)
lieu de ce point.

Le reste de la démonstration n’offre aucune difficulté. Soit w le
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(o8]
[OF]
—

segment MP. L’élément linc¢aire de (S,) sera de la forme
ds? = du?-+ C2 do?

et les deux rayons de courbure principaux de (X) en P seront,
comme précédemment,

G

PN

Ju

w et u —

Si donc la surface (S,) est de révolution, C dépendra unique-
ment de « et les deux rayons de courbure seront hiés par une re-
lation déterminde.

Ces élégantes démonstrations sont dues & M. Beltrami ().

731. Aprés avoir démontré par I’Analyse et par la Géométrie
la seconde proposition fondamentale de M. Weingarten, appli-
quons-la aux cas particuliers que nous avons étudiés plus haul.

Considérons d’abord les surfaces-canaux, pour lesquelles on a

(42) o(k)y=Fk+ a.

Les formules (31) et (32) nous donneront pour les éléments
linéaires des deux nappes de la développée les expressions
(43) ds} == k2 dv?+ dk2, ds3 = du?.

La premieére nappe est une développable; la seconde se réduit
a une courbe. Tous ces résuliats sont bien connus.

Considérons maintenant les surfaces minima, qui correspon-
dent a la valeur suivante

(i) (k)=

de cp(/x) Nous aurons ici

ds? = k2(dv? + dk?),
ds} = k2 (du*~+ dk?).

On voil que les deux nappes sont applicables 'une sur Pautre.
Il est aisé de définir géométriquement les surfaces de révolution
8 I

(") Ricerche, art. XIX.
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qui admettent I'élément linéaire précédent. Comme la seule sur-
face minima de révolution est 'alysséide (n® 66), cet élément
linéaire convient aux surfaces engendrées par la révolution de la
développée d'une chainette autour de la base de cette courbe. Ces
surfaces ont déja été signalées au n” 692.

Examinons enfin la classe nouvelle de surfaces découvertes par
M. Weingarten. On a trouvé

. w w
A = sin — "(k) = cos —
g 2 o (k) 2,

1 w w
? dk = ~cos — dw, 9" (k) =— tang —-
\ 2 2 )

On aura donc, pour les deux nappes de la développée,

CZS% = /2 Cl()g—i—([_kz) dlfz’
(47 L
(47) ds} =(1— k?) du?+>/[i//:'

A

Ces deux expressions se raménent 'une & 'autre par le chan-

gement de k en /1 — k2. Les deux nappes de la développée sont
donc applicables 'une sur l’autre, etl’on peut se contenter de
considérer la premicre. Elle est applicable sur la surface de révo-
lution définie par les formules '

(48) o = mk, 3 r::f\/L — kr— m2 dfk,

ol p désigne la distance a I'axe des z.
Sil'on prend m =1, on obtient le paraboloide

IS

(49)

(N
|
~

w |

Ainsi lon saura déterminer toutes les surfaces applicables
sur le paraboloide de révolution.

A la vérité, le paraboloide précédent est imaginaire; mais il est
aisé de démontrer que l'on pourra obtenir un paraboloide réel.
Reprenons, en effet, les calculs du n® 743, en adoptant pour «’
une solution imaginaire quelconque de I’équation

Au'=r,

c¢’est-a-dire la distance geodeSJque a une courbe imaginaire. Pre-
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nons pour ¢ la fonction imaginaire conjuguée de u'. Alors u sera
réelle; mais ¢ sera une imaginaire pure. Donc si, dans la formule

. .o . w .
(16), on remplace ¢ par ¢7, il faudra aussi remplacer cos - par /i,

et I’élément linéaire de la sphére deviendra

e du? dp?
ds?= ——— ——
k21 2
ou, en échangeant u et ¢,
du? dp?
50 ds? = —— -+ — .
< ) /(,z /Lz g

Cette forme, ol n’entrent que des variables réelles u, ¢, &, cor-
respond a la valeur suivante

o' (k) =kt
de o' (k). Et, dans ce cas, la formule (31) nous donne
dsy = k2 de2— (h2—11) dk2.

C’est ’élément linéaire qui convient aux surfaces de révolution
définies par les équations

)

(51) o— mk,  s= /"\/E:[ U dk.

.

Pour m =1, on a, cette Jois, le paraboloide réel.

Il y aurait évidemment intérét & développer ici les caleuls et a
obtenir toutes les surfaces applicables sur cette surface du second
degré, qui a, en définitive, le méme degré de généralité, sinon
le méme intérét, que la sphére. Nous reviendrons plus loin, au
Chapitre IX, sur ce sujet; mais, auparavant il convient que nous
entreprenions une élude détaillée de la développée d’une surface
et des relations qui existent entre ses deux nappes.
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CHAPITRE VILI.

LA SURFACE DES CENTRES DE COURBURE. PROPRIETES GENERALES.

Rappel de diflérentes propositions relatives aux deux nappes de la développée. —
Formules rclatives & chacune de ces nappes: ¢lément linéaire, lignes asympto-
tiques, lignes de courbure, rayons de courbure principaux. — Propositions re-
latives au contact de deux surfaces; existence de relations entre les éléments
du méme ordre des deux nappes de la développée. — Recherche de ces relations
dans e cas du second ordre. — Paraboloide des huit droites. — Théoréme de
M. Ribaucour relatif au cas ou les lignes de courbure se correspondent sur les
deux nappes de la développée. — Généralisation de certaines propriétés de la
développée. — Théorémes de MM. Beltrami et Laguerre relatifs & des droites
entrainées dans le mouvement de déformation d’une surface. — Proposition de
M. Ribaucour relative a des courbes situées dans les plans tangents d’une sur-
face donnée.

752. Considérons une surface (Z), rapportée a ses lignes de
courbure. Soient (fig. 74) M un point de cette surface, (T) le

Fig. 7/.

™ Y

triedre formé par les tangentes principales Ma, My et la normale
Mz. Pour abréger, nous désignerons sous le nom de lignes de
premiére courbure celles qui sont tangentes a Mz ; les lignes de
seconde courbure seront tangentes a My. Les deux nappes (S;)
et (S,) de la développée contiendront respectivement les centres
de premiére et de seconde courbure M, et M,. La normale a
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chaque nappe sera paralléle a la tangente principale correspon-
dante. Convenons, pour abréger, de dire que les lignes de pre-
miére courbure sont associées a la premiére nappe et les lignes
de seconde courbure associées a la seconde nappe. Alors, sur
chacune de ces nappes, les géodésiques (g,) ou (g») tangentes
4 la normale de (X) correspondent aux lignes de courbure asso-
ciées, et les courbes conjugudes (¢;) ou (¢,) de ces géodésiques
aux lignes de courbure non associées. Dans la correspondance
entre les deux nappes (5,) et (5,), les géodésiques (g.) ont pour
homologues les courbes (¢;), et, de méme, les géodésiques (g,)
correspondent aux courbes (¢,). La correspondance est donc telle
qu’au systéme conjugué formé des courbes (¢;) et (g,) de (S))
correspond le systéme conjugué formé des courbes (g.) et (c2)
de (S,). Cette propriété, comprise dans celle que nous avons
signalée au n° 319, est trés essentielle; elle nous permetira de
prévoir ou d’expliquer différents résultats.

Ajoutons la remarque suivante. Lorsqu’on se déplace sur la
ligne de premiére courbure, par exemple, deux plans normaux
consécutifs a cette ligne sont tangents & la nappe (S,) et ont leurs
points de contact sur la géodésique (g,) qui passe en M,. Leur
intersection esi donc la tangente en M, a la courbe (¢,) qui passe
en ce point. Or cette intersection est 'aze de courbure de la
ligne de premiére courbure pour le point M; elle est, comme on
sail, perpendiculaire au plan osculateur en M. Comme, d’autre
part, la tangente a (g, ) est la normale en M & (X), on voit que :

Langle des deux courbes (c) et (g) qui se croisent en un
point de Uune des nappes de la développée est égal a angle
que jfait, au point correspondant de (), le plan osculateur de
la ligne de courbure associée avec le plan tangent de (X). La
tangente & la courbe (c) est l'axe de courbure de cette ligne
de courbure.

Rappelons également que les trajectoires orthogonales des
géodésiques (g) sont, sur chaque nappe, les courbes pour les-

quelles le rayon de courbure associé demeure constant.

733. Toutes les propriétés précédentes sont élémentaires et
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bien connues; pour approfondir cette étude, nous allons em-
ployer les méthodes développées au Livre V.

Conservons toutes les notations du Chapitre précédent et asso-
cions au triedre (T'), de sommet M, deux autres triedres paralleles
(Ty) et (Ty) ayant respectivement pour sommels M, et M,. Ces
trois triédres auront tous les mémes rotations. Pour chacun d’eux,
l'unedes faces est tangente a la surface décrite par le sommet.
Nous pourrons donc appliquer a chacune des nappes (S,) et (S.),
en changeant seulement quelques notations, les formules du
Livre V.

Considérons, par exemple, le triedre (I'y). Le point M, ayant
pour coordonnées o, o et R par rapport a (T'), les projections de
son déplacement sur les axes de ('), ou sur ceux de ('T,), seront
[formules (B), 11, p. 385 el 386 ]

(A+qgR)du, (C—pR)de, dR

ou, en remplacant A el G par lears valeurs,

, Pi1(RR—R)yde, dR.

O

On a donc, pour les six translations de (1), les valeurs sui-

vantes
/ JR
. RS =
(1 .
/ [ 2= 0= pi(R— R 7 =8
| S =0, = pi(R'— R, SLT= Ao

QQuant aux rotations, ce sont celles de (1), c’est-a-dire

{ p =0, 9 7

()) 2 Pl 1= 9, 1.

D’apres cela, si 'on remarque que les formules du Tableau 1
[11, p. 382] s’appliquent & un triédre dont les rotations sont quel-
conques ct pour lequel deux seulement des translations sont
nulles, a savoir {et §y, on voit que I'on pourra appliquer 1ci a (S,)
et au triedre (Ty) toutes les formules des Tableaux I et II, sous
ta condition d’y faire subir aux translations ainsi qu’aux rotations
la permutation circulaire qui équivaut a changer le nom des axes
de (T) et & remplacer les axes des z, des y et des 5 par les axes
des y, des z et des x respectivement. On obtiendra ainsi les for-
mules suivantes.
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L’angle w,; d’une courbe tracée sur (S,) avec I'axe des y de (T,)
ou de (T) sera défini par les équations

3 dsycosw; =1 du + 11 dv = p;(R'— R) dv,
(3) { dsy sinw; = {du—+ { dv = dR.

I’élément linéaire de (S,) aura donc pour expression
(4) dst = dR2+ p3(R'— R)? dv?,

comme nous 'avons déja trouvé directement. La courbure nor-
.male d’une courbe sera donnée par la formule

COSw,

(5)

ds; = sinw, (g du + q; dv) — cosw; (r du + ry dv)

ou, en substituant,

) \
(6) co;:ﬁn ds? = Q( _ %%,,1 (ZVQ)-

L’équation différentielle des asymptotiques sera, par suite,

(7) r%(lu? - }’1%[(—?(&)2: 0.
Elle est privée du terme en dudy; il fallait s’y attendre, puisque
les lignes coordonnées sont des courbes conjuguées. ,
De méme, tout ce qui se rapporte aux lignes de courbure de la
nappe (5,) s’obtiendra en effectuant la permutation indiquée suv
les équations () du Tableau I, qui deviennent ainsi

{ PR —R)de - Ry (rdu—+r; de) = o,

(8) | -
I dR - Riq¢ du = o,

R, désignant le rayon de courbure principal. L’élimination de gf—L

donne I’équation aux rayons de courbure principaux de (S,)

R R oR , oR ,

(9) ¢griRi— [7‘1 au "o +gpi(R—R )] R, — Wpl(l{ —R)=o.
L’¢limination de R, conduit & 'équation différentielle des lignes

de courbure

(10) p1g(R—R)du dv = dR(r du -+ ry dv),
D. — III 22
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dont le développement nous donne

JoR oR oR oR
S 2 EU, 2 Ly ——— g —
(11) 7 on du? + ry o dp? — [7 go T g, gp1(R R)] duwdv = o.
754. Une méthode toute semblable s’applique au triédre ('T,)
et a la nappe (5:). On trouve, pour les translalions de ce triédre,
les valeurs suivantes :

| tmavr),  ame 1=,
v )E~o N, = O C*(LR,
\1~—~, 1= 0O, 1*()9

lci encore le Tableau I, ot 'on effectuera toutes les permuta-
tions circulaires ¢ui équivalent a remplacer z, z, y par y, s, z,
nous fournira tous les résultals que nous avons donnés pour la
nappe (S;).

Désignant cette fois par w, l'angle de 'axe des z avec la tan-
gente a une courbe tracée sur (5;), on aura

(13) - dssy coswy, = dR, dsy sinwy, = g(R'— R) du;

et, par suite, on retrouvera l’expression déja obtenue (n° T4T)
(14) ds? = dR'2+ ¢?(R'— R)2 du?

de I’élément linéaire.

On trouvera, de méme, pour la courbure normale d’une courbe
tracée sur la surface, la formule

g dss COS%2 _. sin wy(rdu—+ rydy) — coswypy dv,
(15) C oo o o
( ds%E)E — I (/ duz——ll——du)
* pa ry Ju o

ce qui donnera I'équation différentielle des lignes asymptotiques

oR’ oR’
N ~ 2 ~ 2 —
(16) T o du?— ry o0 dv? = o.
Enfin la détermination des lignes de courbure de (S,) dépendra
du systeme suivant

5 AR+ Ry py dv = o,

(17) ,
{ g(R"—R)du— Ry(rdu—+ r, dv) = o,
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olt R, désigne le rayon de courbure principal. En I’éliminant, on
obtient I'équation des lignes de courbure

(18) AR (rdu + ryde) + gpi(R'—R)dudo = o

ou, en développant,

(19) r(g% du? 4+ ry %% do?—+ [7' %[:— —+ 7y %IZ— +gpi (R — R)] dudy = o.

I.’équation aux rayvons de courbure principaux R, sera
{ y p 2

oR’

\ IR’ , oR’
(o) o= [ G — G - gpr (R B) | R g (W= B) 55 =

. T

D’une maniére générale, la remarque qui nous a donné les
équations précédentes permettra de résoudre par la simple appli-
cation des formules du Livre V toutes les questions relatives aux
deux nappes de la développée. Les résultats qui précedent sont
d’ailleurs résumés dans le Tableau suivant.
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Tapreav VII (suite au Tableau V)

Nappes de la développée (Sy) et (S,).
0 Nappe (5;):

oR
E =0, n =0, = ow

Triédre (T;), translations oR
§1=0, = p1(R'—R), L= o0

Courbe tracée sur (S,); w, angle avec I'axe des y,

(1) ds; cosw; = pi(R'— R) dv, ds; sinw; = dR,
(2) ds} = dR*+ p? (R — R)* dv?,
(3) sn;ml dsy == dw, + p; dp,
Pt
COS 0 _ 4 ili z_milj Q'
(4) _—Pl ds? = . <7 5 du 1 dy )

Lignes asymptotiques

R , . OR
(5) rd—“-du —ilof‘jdv = o.

Relation entre deux directions conjuguées

. OR o R, .
(6) T dudu—r ?ﬁdv or = o.

Lignes de courbure; R, rayon de courbure principal

(7) { Pr(R—R)dv 4+ Ri(rdu-ryde)=o,
/ | dR — Ryq du = o.

Equation différentielle des lignes de courbure

, OR , . OR OR OR ,
(8) rﬁdw—rrixdt)——t—[rw—|—riaz—'.—qp1(R—R)]dudv:o.

Equation aux rayons de courbure principaux

oR oR

2 . , oR
(9) gmBRi— [”1072 — 7, +ari(R—R )] Ri—pi(R'— R) = =

i

Produit des rayons de courbure

JR
ou
oR’
ou

(10) R,R) = — (R —R')?
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2° Nappe (Ss):

oR

£E=qg(R—R), n =0, C:'()—u‘7

Triedre (Ty), translations ,
oR

§1=o0, = 0, :1:W.

Courbe tracée sur (S,); w, angle avec I'axe des =

(1) ds; coswy = dR/, dsy sinw; = g (R'— R) du,
(2) ds? = dR2+ ¢2 (R — R')2 du?,
(3) 511;132 dsy = dwy -+ q du,

/ COSWy s __ P1 ﬂ{,’ Z_LP‘, 2 ‘
(1) o ds = " <7 o du g de? ).

Lignes asymptotiques

oR’ IR’

(5) t'—'dzﬂ—r]%%dv?:o.

o

Relation entre deux directions conjuguées

’

oR’ N N
(6) rmdu ou—rl»(—);dv op = 0.

Lignes de courbure; R, rayon de courbure principal

dR’'+ Rapy dv = o,

(7) g(R'—R)Ydu — Ry (rdu+ rydv) = o.

Equation différentielle deslignes de courbure

r 14 ! 0R’ ,
(8) r%%»du24«rlii dvr+»{r%g,4_r1527%‘gp1(R—*13{]dud0

Equation aux rayons de courbure principaux

. OR'  OR' , , IR’
(9) rpR; — [7‘1 T ee gp1(R'— B)] Ry — g (R'— R)W

Produit des rayons de courbure
IR’
, T
(10) Rngz—(R—R)-—d—E--
o9
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753. Les différentes formules que nous venons d’établir con-
duisent a plusieurs conséquences. Pour le moment, nous signa-
lerons seulement celles qui ont un caractére tout a fait général.

Etant donné (fig. 74) un point M de la surface (2), les points
correspondants M, et M, des deux nappes (S;) et (S,), ainsi que
les plans tangents en ces points, dépendent exclusivement des élé-
ments du second ordre de (X). Cette remarque, combinée avec

I’emploi des différentiations successives, nous montre que :

Les éléments du né™e ordre des deux nappes de la développée
en My et en My dépendent exclusivement des éléments de la
surface en M jusqu'a Cordre n + 1.

En d’autres termes :

St deux surfaces ont en un point un contact d’ordre n, les
b
deux nappes de leurs dépeloppées auront, aux points corres-
pondants, des contacts d’ordre n — 1.

La réciproque est exacte et se démontre de la méme maniére :

St deuzx surfaces ont un point commun M et si leurs dévelop-
pées ont, aux points correspondants M, et My, des contacts
d’ordre n, ces surfaces ont en M un contact d’ordre n —-1.

. p =1 L~ 2
Or, pour assurer un contact d’ordre w, il faut (D) (e2)

conditions; par suite, suivant que 1'on exprimera directement le
contact d’ordre n des deux surfaces, ou celui d'ordre n —1
des deux nappes de leurs développées, on aura a écrire, soit
(R (i) o)
> 5

groupe sont en nombre plus grand, a partir de la valeur 3 de n.
Il y aura donc nécessairement des rclations entre les éléments du
méme ordre des deux nappes de la développée (*). Dans le cas ou

» SOt 2 équations. Les équations du second

(") On peut obtenir un résultat analogue en se proposant de définir la seconde
nappe de la développée quand on connait la premiére. Soient, en cffet,

s = f(2, ¥), =f (2 ")

les équations des deux nappes.
Six, y, 5; &', ¥, &' désignent les coordonnées de deux points correspondants,
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n est égal & 3, ces relations se présentent sous une forme assez
simple si ’on introduit, avec MM. Mannheim et Ribaucour, la con-
sidération du paraboloide des huit droites, alaquelle on est con-
duit naturellement par les remarques suivantes.

756. Envisageons un triédre ('I") dont les axes soient paralléles
a ceux de (T) et dont 'origine soit un. point M’ de la normale
en M, 'abscisse MM’ étant d’ailleurs une quantité quelconque z'.
Suivant que 'on donnera a4 g’ les valeurs o, R, R/, on aura 1'un
des triedres (1), (T), (T,) déja définis. Quand le triedre (T),
et par suite le triedre (T"), subira un déplacement infiniment petit,
tout point invariablement 1ié a (T") aura, par rapport & (T), un
mouvement qui se réduira a une translation dz', parallele a Ms.
On obtiendra donc le déplacement d’un point («, ), 5) invaria-
blement lié¢ & (T’) en composant avec la translation ¢z’ le dépla-
cement du point considéré comme invariablement 1ié a (T); par
suite, les composantes de ce déplacement seront [1I, p. 385

Adu+qgsdu— (rdu—+ride)y = ¢ (5—R)du

y(rdu—+ryde),
Cdv + (rdu—+ryde)r -—pizde =—p(s

R dv —a(rdu—+r de),
dz' + p,y dv — g x du.

Si l'on veut que le déplacement du triédre (1) se réduise a
une rotation, il faudra qu’il y ait une ligne de points dont le dé-
placement soit nul; ces points, qui formeront I'axe de rotation,
devront donc satisfaire aux trois équations

g g(z— R)du— y(rdu—+r dv)=o,
(21) s pilz—R)dp
( ds' +pydv — gz du=o.

x(rdu—+ridv)=o,

les relations entre les deux nappes se traduisent par les équations évidentes

pp' - qq'-1=0,
z—3 = ple—z2)+ qgly—r)
s—s =p(z—a)+q(r—0),

ol p, g¢; p', ¢' ont la significution habiluelle. Si, entre ces trois équations, on
¢limine x et 3, on aura une équation aux dérivées partielles du premier ordre
qui définira, autant qu’elle peut I'éire, la seconde nappe. Si I'on garde les équa-
tions précédentes et si on les différentie une fois, par exemple, on trouvera deux
relations entre les éléments du second ordre des deux nappes; et ainsi de suite.
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Si, pour plus de netteté, on veut seulement considérer le
triedre (T), on peut dire que ces trois ‘équations définissent tous
les déplacements qui aménent (T') de sa position dans une posi-
tion infiniment voisine et qui se composent d'une translation
parallele & la normale, associée a une simple rotation. La
translation est définie par la troisi¢tme équation; les deux pre-
miéres, prises seules, font connaitre I'axe de rotation, axe qui
existe pour tout déplacement. Comme la translation n’a d’autre
effet que de faire glisser sur lui-méme le di¢dre des plans princi-
paux, on peut dire que les deux premiéres équations (21) défi-
nissent les axes des rotations par lesquelles le diédre des plans
principavx peut étre amené de sa position actuelle dans toute
position infiniment voisine.

Le lieu des axes de toutes ces rotations s’obtiendra par I'élimi-

. du , . ..
nation de% enlre ces deux équations. On trouve ainsi le para-

boloide défini par I’équation

ry ra

(22) !:c](z——li)_}ﬁpl(Z*R'Y

Nous allons indiquer les huit génératrices de cette surface qui
ont été signalées par M. Mannheim ().
Il y a d’abord les droites

Y = O, xr = 0,
‘z:R, Z:R',

qui sont les normales aux deux nappes (S;) et (Sy) et qui appar-
tiennent & un méme systéme de génératrices rectilignes, celles
qui ne sont pas les axes de rotations.

(1) Les Notes de M. MANNHEIM relatives & ce sujet sont insérées dans le
t. LXXIV (1872) et le t. LXXXIV (1877) des Comptes rendus. Nous signalerons
plus particuliérement les deux suivantes : Détermination de la liaison géomé-
trigue qui existe entre les éléments de la courbure des deux nappes de la sur-
Sface des centres de courbure principaux d’une surjface donnée (Comptes
rendus, t. LXXIV, p. 458). Sur le paraboloide des huit droites (méme Recueil,
t. LXXXIV, p. 645.)

Une Note de M. RiBAvucoUR sur les developpées des surjfaces, insérée au
t. LXXIV, page 1399 du méme Recueil contient des résultats qui se rapportent
au méme sujet. )
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Les six autres droites sont toutes des axes de rotation et, par
suite, rencontrent toutes les deux normales précédentes. Elles
correspondent aux cas ot le triedre (T”) se réduit a 'un des trois
triedres (T), (T4), (T2).

Quand on se déplace sur une ligne de courbure de (X), le
triedre (T) peut étre amené dans sa position infiniment voisine
par une rotation (n° 489) qui, dans le cas actuel, s’effectue évi-
demment autour de ’axe de courbure de la ligne considérée. Ainsi
les tangentes en M,, M, aux courbes (¢,), (¢2) appartiennent au
paraboloide précédent.

Supposons maintenant que, &’ devenant égal a R, ('I") se con-
fonde avec (T,). Les déplacements de M, pour lesquels le tri¢dre
('Ty) est animé d’une simple rotation, s’effectuent (n° 489) sui-
vant une des lignes de courbure de (S,); I'axe de cette rotalion se
trouve dans le plan normal a la ligne de courbure et va passer
par le centre de courbure principal correspondant. Cet axe devra,
d’aprés une remarque déja faite, rencontrer la normale a (S,).
Ainsi:

St Uon considére sur une des nappes de la développée une
ligne de courbure (), le plan normal a cette ligne va couper
la normale & U'autre nappe en un point qui, joint aw centre
de courbure de la premiére nappe correspondant & la ligne de
courbure (), donne une des génératrices du paraboloide pré-
cédent.

On obtient ainsi quatre génératrices nouvelles, ce qui donne
bien, en tout, les huit droites du paraboloide.

Il est aisé maintenant de reconnaitre comment la considération
du paraboloide des huit droites permet d’exprimer sous une forme
géométrique les deux relations qui existent entre les éléments da
second ordre des deux nappes (S,), (5;) aux points correspon-
dants. Supposons, en effet, que I’'on connaisse, pour chacune des
deux nappes, les directions principales et les centres de courbure
principaux. Il sera toujours possible de construire les quatre gé-
nératrices qui figurent dans ’énoncé précédent : elles devront étre
paralléles & un méme plan. Telle est.la relation cherchée.

Le paraboloide des huit droites, ne contenant pas dans son
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équation oR » E; ne peut donner Lout ce quil se rapporte aux cour-
do = 0v

bures des deux nappes; mais il est commode pour certaines con-

struclions. Sans insister sur ce point, nous nous attacherons sur-

tout & la conséquence suivante de la méthode que nous avons

sulvie.

757. En ajoutant les équations (21) aprés les avoir multipliées

respectivement par p, dv, — qdu, rdu -+ ryde, on trouve la
relation
(23) pPi1g(R—R)dude + dz'(rdu—+ ride) =o,

qui détermine dz'. Sidonc deux triédres (17), ('T"), correspondants
a des valeurs z/, 5" de z, prennent en méme temps un mouvement
qui se réduit & une rotation, on devra avoir

ds' = dz".

Donc z'— 5" sera constant dans la suite de ce mouvemendt.

Appliquons cette femarque aux deux triedres (T}) et (T,) qui
correspondent aux valeurs R et R’ de 5. Quand leur mouvement
se réduira A une rotation, lear sommet décrira une ligne de cour-
bure de la nappe correspondante. Donc :

St une famille de lignes de courbure de (Sy) correspond a
une famille de lignes de courbure de (S,), la différence R — R’
demeure constante quand on se déplace sur une de ces lignes.
- La condition nécessaire et suffisante pour que les deux
Jamilles de lignes de courbure se correspondent sur les deux
nappes de la développée d’une surface est que cette surface ait
des rayons de courbure principauzx dont la différence soit
constante.

Ce dernier théoréme est di a M. Ribaucour ().

Au reste, ces deux propositions se déduisent trés aisément des
équations différentielles des lignes de courbure des deux nappes,
prises sous les formes (10) et (18). On voit, en effet, qu’il faut,

(*) RiBAucoUR, Note sur les développées des surfaces (Comptes rendus,
t. LXXIV, p. 1399; 1872).
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pour que ces équations soient compatibles, que I'on aic
dR = dR’,

ce qui conduit immédiatement aux deux théorémes précédents.

758. Avant d’appliquer aux surfaces W les résultats généraux
que nous avons obtenus, nous signalerons une série de recher-
ches que 'une des propriétés fondamentales de la surface des
centres a suggérées a MM. Beltrami, Laguerre et Ribaucour.

Etant donnée une surface que, pour plus de netteté, nous sup-
poserons rapportée a un systéme de coordonnées rectilignes rec-
tangulaires, imaginons que, par chacun de ses points, on méne
une droite, définie par les angles «, B, v qu’elle fait avec les axes
du triedre (T) relatif a ce point. Nous allons chercher la condition
pour que toutes les droites ainsi obtenues soient normales a une
surface.

Pour cela, prenons sur la droite un point M’ a une distance {
de M; les projections de son déplacement sur les trois axes du
triedre (T) seront, si nous conservons toutes les notations du

Tableau IV [1I, p. 385],

d(lcosa) +— Adu-+(qdu-+qg,do)lcosy — (r du-r dv)lcost,
(24)4 d(lcosB)+Cde + (r du—+ry dv)lcosa — (p du—+ pyde)lcosy,
v d(lcosvy) +—(pdu—+pyde)lcosB8 — (g du-+q,de)lcosa.

I1 faut exprimer que 1’on peut choisir pour / une fonction de u
et de ¢, telle que ce déplacement soit normal & la droite, quels que
soient du et de. Ecrivons cette condition : nous aurons, en ajou-
tant les composantes précédentes apres les avoir multipliées par
cosa, cosf3, cosy, la condition

(25) dl + A cosadu + Ceosf do == o.

Et, comme d/ doit étre une différentielle exacte, il faudra que
'on ait
d(Acosz) d(Ccosf)

(26) o ou

Telle est la condition cherchée. Comme elle est indépendante
de p, ¢, pi, ¢1, nous obtenons la proposition suivante:
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Si l’on considére des droites partant des différents points
d’une surface () et si U'on suppose que la surface (X) se dé-
Jforme en entrainant ces droites dans son mouvement, le systeme
des droites ainsi relides a (T) sera toujours formé de normales
a une surface, ou ne le sera jamais (').

Notre méthode cinématique permettait de prévoir ce résultat.
LLa déformation de la surface fait varier seulement les rotations
P> ¢, P, g1 et Veffet de ces rotations sur les points d’une droite
passant par 'origine est de leur imprimer des déplacements nor-
maux a la droite. On peut donc, si 'on doit exprimer qu’une
droite est perpendiculaire au déplacement d’'un de ses points,
négliger les rotations du triédre (T) et se borner a introduire les
translations, qui dépendent seulement de I’élément linéaire.

On peut évidemment substituer aux deux équations (25) et (26)
celles-ci

ol ol
27 A cosa = — — CceosP =— =
(27) - ow’ ﬁ ?
qui nous donnent, pour les coordonnées z', ' du point M’ ou la
droite MM’ est normale a la surface (¥'), les valeurs suivantes

l ol !l 0!

(28) x:lcosa:—«;& 90’ )':lcosB:—é 30’

d’ot Pon déduit

, I/ 0l\2 AR
(29). z—ZCOS(ka/ImX§<(—EL>—~CE ch)

Or, si1,du point M comme cenire, on décrit une sphere de
rayon /, elle enveloppera évidemment la surface (¥'). Le résultat
obtenu par M. Beltrami peut donc s’énoncer ainsi :

Si lon construit des sphéres ayant leurs centres aux diffé-
rents points d’une surface (2), les droites qui joignent chaque
point de Uenveloppe (X') des sphéres au point correspondant

(*) Cette proposition est due a M. BELTRAMI (Ricerche, art. VI, p. 15). Elle a
été depuis retrouvée par LAGUERRE. (Voir une Note Sur les systémes de droites
normales a une surface, insérée en 1878 aux Nouvelles Annales de Mathéma-
tigues, t. XVIIL, p. 181.)
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de (X) demeurent invariablement liées a cette surface quand
on la déforme de toutes les maniéres possibles. En d’autres
termes, les coordonnées du point de contact de chaque sphére,
par rapport au triedre ('I') relatif & son centre, dépendent seu-
lement de U’élément linéaire.

Il est aisé de rattacher aux propositions précédentes les pro-
priétés de la surface des centres. Imaginons, en effet, que les
droites solent prises tangentes a la surface (X); et supposons méme,
ce qui est toujours permis, que 'on ait choisi les coordonnées de
telle maniére que ces droites soient tangentes aux courbes de pa-
ramétre ¢. On aura alors

cosy =1, cosfl = o,
et la condition d’orthogonalité (26) deviendra

oA
o0
On pourra donc prendre A =1, et 'on voit que les droites de-
vront étre les tangentes a une famille de géodésiques.

759. D’une maniére générale, prenons pour les courbes de
parameétre ¢ celles qui sont, en chaque point, tangentes a la pro-
jection de la droite correspondante sur le plan tangent de (X.
Alors on aura constamment cos{3 = o, et la condition d’orthogo-
nalité (26) nous donnera

{30) Acosa = o(u).

Le cas particulier ot A est égal a 1 nous conduit au théoréme
suivant, qui a été énoncé par M. Beltrami :

Si Uon construit une famille de géodésiques et leurs tra-
Jectoires orthogonales; que, par les différents points de la sur-
Jace, on méne des droites normales aux trajectoires, faisant
avec la surface un angle, constant sur chaque trajectoire, mais
pouvant varier quand on passe d’une de ces courbes a la sui-
pvante, les droites ainsi obtenues seront normales ¢ une méme
surface.

En particulier, on peut supposer que l’angle est constant, et
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'on réalise ainsi un assemblage géométrique dans lequel des
droites nmormales & une surface (¥') sont coupées sous un angle
constant par une autre surface (X). On voit qu’alors les projec-
tions des droites sur (X) sont tangentes & une famille de géodé-
siques.

D’autres conséquences peuvent encore étre déduites des for-
mules précédentes et, en particulier, le théoréme de Malus et de
Dupin. Mais, comme nous avons déja étudié cette question,
nous renverrons aux Mémoires déja cités. Nous nous contenterons
de signaler une interprétation géométrique du paramétre diffé-
rentiel A/ d’une fonction quelconque /.

Si, des différents points de (X), on décrit les sphéres de rayon /,
nous avons vu que la droite qui joint le centre de chaque sphére
au point de contact de cette sphére avec son enveloppe fait avec
la normale un angle y défini par la formule (29). On en déduit

(31) sin2y = A/,

760. Nous allons rattacher aux propositions précédentes des
recherches plus générales relatives a des courbes quelconques.

Etant donnée une congruence quelconque de courbes (C), on
peut établir de bien des maniéres une correspondance entre les
différentes courbes (C) et les points d’une surface (X). Par
exemple, on fera correspondre 4 chaque courbe (C) le point ou
elle coupe (X) ou bien le point ot un plan normal & (G) peut étre
langent a (X)), etc. La correspondance une fois établie, chaque
courbe (C) occupe une certaine position parrapport au triédre (T)
du point correspondant de (¥). Or, quand la surface se déforme,
elle entraine les triedres (T) de chacun de ses points, et 'on peut
concevoir qu’elle entraine aussi les courbes (C), que ’'on supposera
invariablement liées chacune au triédre correspondant. Cette no-
tion du mouvement de déformation qui entraine les courbes (C)

étant admise, on peut se demander si ces courbes pourront étre,

‘pour chacune des formes que prend (), normales & une famille

de surfaces. Il y ala une série de questions, analogues a celles que
nous avons étudiées pour les droites, et que nous allons examiner
dans les cas particuliers qui paraissent les plus intéressants.
Supposons que les courbes (C) soient planes et situées dans les
plans tangents de (¥). Rapportons chacune d’elles au triédre (T)




LA SURFACE DES CENTRES DE COURBURE. 351

du point de contact de son plan et de (¥). Alors les coordonnées
z, y d'un point quelconque de cette courbe peuvent étre consi-
dérées comme des fonctions d'un paramétre ¢, dont la variation
donnera tous les points de la courbe, et des coordonnées curvi-
lignes « et ¢ du sommet du triédre (T). Si nous conservons toutes
les notations du Tableau I [II, p. 382, les projections da dépla-
cement du point (z, y) seront

[ de + Edu + & dv — (rdu- ride)y,
(32) dy —vdu—+ mdy + (rdu—+ ride)z,

(pdu—+pide)y — (gdu-—+ grdv)w.

Il faut exprimer que 'on peut choisir pour ¢ une fonction de «
et de ¢ telle que le déplacement soit, pour toutes les valeurs de du
et de dv, normal a la courbe (G). On obuent ainsi la condition

0;6 [do + Edu + & dv — (r du -+ 7y dv)y]

ot
9
-5 [dy -+ du~+ % do 4+ (r du + 7y do)x ] = o.

Si I'on y remplace dz, dy par leurs valeurs, et si 'on pose

{ ox\ 2 dy\2
p=(5)+ (%)

Oz [dx . § dy /oy ) )
0w [dx X oy oy \
Ml_E<%—7—81—11y>—rz);<a—‘)—+q1—fr1w),

elle prend la forme
(34) Pdt+~Mdu -+ M, dv =o.

Comme P, M, M, ne dépendent que de I’élément linéaire de la
surface (X), on peut déduire de la théorie bien connue des équa-
tions de la forme précédente le théoréme suivant :

Considérons des courbes planes formant une congruence et
normales & une ou plusieurs surfaces ('), (8"),.... Admettons
gilelles sotent entrainées dans la déformation de la surface (X)
enveloppe de leurs plans; les points de ces courbes qui se trou-

352 LIVRE VII. — CHAPITRE VIII.

vaient sur (3'), (8"), ... ne cesseront pas de former des sur-
Jaces orthogonales aux courbes.

En particulier, si les courbes sont normales a toute une
Jamille de surfaces, elles conserveront toujours cette pro-
priéeé ().

lci encore, des considérations cinématiques trés simples expli-
quent les résultats précédents. Les rotations p, ¢, pi, ¢4, qui
varient seules dans la déformation d’une surface, n’impriment a
tout point du plan tangent qu'un déplacement normal a ce plan,
et il est clair que ce déplacement ne peut intervenir dans la ques-
tion telle qu’elle a été posée.

761. Le cas particulier ol la courbe (C) est un cercle conduit
a une proposition élégante et nouvelle que nous allons faire con-
naitre, parce qu’elle se rattache directement a la théorie de la dé-
formation d’une surface. Prenons les équations qui définissent le
cercle sous la forme

(35) x = xy—+ Rcost, ¥y =yo+ Rsing;

Zo, yo seront les coordonnées du centre, R le rayon du cercle; et
ces trois variables seront des fonctions de w et de ¢. On pourra
prendre ici, d’apres les équations (33),

| P =R,

oV AN ()/)"0 )
] = L —“}—- ’ - - — 9y a
(36) N <du+f, /xo) cost? <du -+ ¢ 7}0>smt+/H,

oy A oxr .
M, = < dVO —+ 7 = 7‘1.%0) cost — <—()V—0 4 — 7*1y0> sin ¢+ 7y R.

\

Sil’on écrit la condition d’intégrabilité de I’équation (34)

oM oM f OM opP” . [ OP oM
bl P il / . /i - —
! <()v C)lL')TDI<\ ot dv>+Ml<du ()t>—0

on trouvera, aprés quelques réductions et en tenant compte des

(') RiBavcour, Sur la déformation des surfaces (Comptes rendus, t. LXX,
p. 330; 1850).
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formules (A) du Tableau I,

oR /o
[du < yo -+ N+ 7‘1Z’0>
IR /dyo | Lo . or ary
~ 3% <0u —fr)—:—ia,0>TRzo<-(ﬁ—-Flz>:|cost,
JR ()xo »
—iou o -+ §1“— 1Yo
JoR / oz, ) ar ory .
dv<dlc E_'y")*Ry"(%_?ﬂ)]s””

ox 0
—+ <()u0 SH ;..}/0> _I};_ -+ 1+ 11x0>

) 0 or
~<ﬂ~r£1 71.)/0><y+’)+710>+R(~——0—u£>:07

Cette équation, considérée comme devant déterminer ¢, ne
peut admettre plus de deux solutions sans étre identiquement vé-
rifiée. Par suite :

Si les cercles d’une congruence sont normaux a plus de
deux surfaces, ils admettent toute une famille de surfaces
trajectoires orthogonales.

Clest le théoréme déja démontré par des méthodes différentes
aux n° 446 et 477.

Pour qu’il y ait une infinité de surfaces normales a tous les
cercles, il faudra que, dans I’équation précédente, les coefficients
de sint, de cost et le terme indépendant de ¢ soient nuls séparé-~
ment; ce qui donnera trois relations. Résolvons les deux pre-
miéres par rapport aux dérivées de R; nous obtiendrons le sys-

téme suivant:

JoR . owg oYa ) )
Rou =gy 005y = 8o e,
JR ox 0
( R S = Zy d—vo —Xo dyO A= Eixo—+ 1),
37)
,[or ory\ oy 0z .
Re(F =)= (e & o) (o= =)

Or il suffit de comparer ces équations a celles que nous avons
D. — IIL 23
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obtenues sous les n° (10) et (r2) & la page 257 pour reconnaitre
qu’elles n’en différent que par les notations : on passe des unes
aux autres en remplacant z, y, 5 par z,, ¥, Ri. Si l'on remarque
que, dans le probléme actuel, xz,, y,, R¢ sont, par 1‘applort au
triedre ('I'), les coordonnées du centre d’une des sphéres de rayon
nul passant par le cercle, tandis que, dans le probléme traité a la
page 237, x, ¥, z sont les coordonnées d'un point fixe de l’espace
par rapport au triédre ('), on sera conduit au théoréme suivant
qui établit les rapports annoncés entre la théorie des systémes
que nous avons appelés cycligues (Livre IV, Chap. XV) et celle

de la déformation des surfaces :

Pour trouver le systeme cyclique le plus général formé de
cercles situés dans les plans tangents d’une surface (L), on
prendra Uune quelconque (¥') des surfaces applicables sur (X)
et l'on construira tous les cercles (C')y qui sont a Uintersection
des plans tangents de (¥') et d’une sphere fixe de rayon nul.
Si la surface (¥) se déforme en entrainant les cercles (C'),
de manicre a venir coincider avec la surface proposée (%), la
congruence des cercles (C') se transforme dans le systeme cy-
clique chercheé.

762. On peut, i ’aide de quelques considérations géométriques.
expliquer en partie et méme généraliser la proposition précédente.
Etant donnée une surface (X), déformons-la de maniére a obtenir
une nouvelle surface (¥') et supposons que les différents plans
tangents de () soient entrainés dans cette déformation. Un point M
de I’espace se trouve dans une infinité de plans tangents de (X);
et, par suaite, il viendra, aprés la déformation de cette surface,
occuper une infinité de positions différentes distribuées sur une
courbe (), suivant qu’on le regardera comme lié a tel ou tel de
ces plans tangents. Puisque a chaque point M correspond ainsi
une courbe (y), il suit de la qu’a tous les points d’une ligne
quelconque (K) correspondra une surface (@), qui sc replierait et
se réduirait a (K) si la surface (¥'), en se déformant, venait de
nouveau coincider avec (X). Cela-posé, soit (A) une développable
circonscrite au cercle de linfini; elle est coupée par les plans
tangents de (X) suivant des courbes (C) qui, entrainées dans la
déformation de (X), deviennent des courbes (C'), situées dans les
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plans tangents de (£'). Nous allons montrer que ces courbes ((')
sont normales a toutes les surfaces (®) qui correspondent aux
différentes génératrices rectilignes de (A).

Pour établir cette proposition, il suffit de remarquer qu’elle
subsistera pour toutes les formes de (¥'), quand elle sera établie
pour 'une d’elles (n® 760). Prenons donc la surface dans sa forme
initiale (£); alors la proposition devient évidente; car toutes les
courbes (C) qui passent en un point M de la développable (A) y
sont orthogonales a la génératrice rectiligne, qui, pour ces déve-
loppables singuliéres, est aussi la normale a la surface; et celle
génératrice rectiligne est bien la forme actuelle de I'une des sur-
faces (®).

Il suffit maintenant de supposer que la développable (A) soit
une sphére de rayon nul pour retrouver les systemes cycliques
qui font U'objet de la proposition énoncée a la fin du numéro pré-
cédent.

Cette proposition a de nombreuses conséquences sur lesquelles
nous n’insisterons pas en ce moment. On en déduit, par exemple,
que, sil’on connait les trois familles orthogonales qui composent
un systéme cyclique, on peut, sans aucune intégration, trouver
une surface (¥') applicable sur la surface (2) enveloppe des plans
des cercles du systéme, puis d’autres systémes cycliques pour les-
quels les cercles soient dans les plans tangents de (¥) ou de (¥'), ....
Tous ces résultats, que le lecteur pourra développer, nous éloi-
gneraient de notre sujet; nous nous altacherons, au contraire, a
la proposition suivante, qui joue un réle fondamental dans la
théorie des surfaces & courbure constante et qui a été établie
analytiquement par M. Ribaucour dans la Note cilée plus haut.

Cherchons s’ existe des systémes cycliques formés avec des
cercles tous de méme rayon R. Si nous conservons toutes les
notations du théoréme fondamental, nous voyons que tous les
plans tangents de la surface (¥') devront étre coupés suivant des
cercles de méme rayon R par une sphére de rayon nul. 81 O est le
centre de cette sphére réduite & un point, 1l faudra évidemment
que (') soit une sphére de centre O et de rayon RZ; de plus, tous
les cercles situés dans les plans tangents de (X') auront leurs
centres aux points de contact de ces plans. Revenant de 1a a la
surface (2), nous obtenons le théoréme de M. Ribaucour :
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1l existe des systémes cycliques pour lesquels les cercles sont

tous égauzx. On les obtient en prenant une surface quelconque &

— 1 . ;
courbure totale constante T et en décrivant, dans chaque plan

tangent de cette surface et du point de contact comme centre,
un cercle de rayon R.

Il résulte de notre méthode que 'on saura trouver les trois
familles qui composent le systéme orthogonal dés que I’on saura
appliquer la surface sur la sphére de rayon R, c’est-a-dire trouver
ses géodésiques (n® 684). Mais nous reviendrons plus loin (Chap. X1)
sur ce sujet. Nous avons voulu seulement montrer comment la
proposition que nous venons d’énoncer se rattache au théoréme
général du numéro précédent.
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CHAPITRE IX.

PROPRIETES DIVERSES DES SURFACES W.

Premiére propriété : Théoréme de M. Halphen, relation entre les courbures to-
tales des deux nappes de la développée. — Deuxiéme propriété : Détermination
par de simples quadratures des lignes de courbure de toute surface W; re-
marque de M. Weingarten. — Troisiéme propriété, due a M. Ribaucour : les
lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la développée;

la véritable origine de cette remarquable proposition se trouve dans le fait

que les asymptotiques sont les caractéristiques de I’équation aux dérivées par-
tieclles dont dépend le probléme de la déformation d’une surface. — Propriété
géométrique relative aux asymptotiques des développées pour la nouvelle classe
de surfaces W découverte par M. Weingarten. — Recherche directe de toutes
les surfaces qui possédent cette propriété. — Détermination et construction
géométrique de toutes les surfaces applicables sur le paraboloide de révolution.
— Rapports avec la théorie des surfaces minima.

763. Aprés avoir rappelé les propriétés essentielles de la déve-
loppée d’une surface, nous pouvons maintenant poursuivre 1’étude
des surfaces W et indiquer différentes propositions relatives a ces
surfaces.

Reprenons d’abord les formules (10) données au Chapitre pré-
cédent [ Tableau VII, p. 340]

oR oR’

, o oa , Ny

(I) RIP\IZ—(R—R "—d-[?,‘v Rszz—(l{—R> R .
duw op

En les multipliant membre & membre, on'en déduit la relation

sulvante ’
JR oR’ 0R oR’

(2) RlRlR'zR'z*(R—*R')":(R”‘R')[’”—W_’
9¢ Jdu
qui met en évidence un remarquable théoréme de M. Halphen :

Pour qu’une surface donnée soit une surface W, il faut et
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il suffit que, pour chaque point M de cette surface, le produit
des quatre rayons de courbure principaux des deux nappes de
la développée aux centres de courbure principaux correspon-
dants My et My ( fig. 74) soit égal a la quatricme puissance de
la distance de ces deux points (').

Ainsi l'on a, pour toute surface W,
(3) R, R, RyR, = (R — R')%,

et cetle remarquable relation montre immédiatement que, pour
toute surface W, les deux nappes de la développée sont, aux
points correspondants M, et M,, toutes deux convexes ou toutes
deux a courbures opposées.

On reconnait aussi que ces deux nappes ne peuvent étre, 'une
et 'autre, & courbure totale constante que si la relation entre les
rayons de courbure est

R — R'= const.

Mais nous reviendrons plus loin sur cette proposition.

76%. Une seconde propriété caractéristique des surfaces W a
é1é signalée tout récemment par M. Weingarten; elle se rattache a
une remarque trés intéressante de M. Lie (2).

Une surface W étant donnée, on connait, par cela méme, les
deux nappes (S;) et (S,) de sa développée, et 'on sait que ces
deux nappes sont applicables 'une et I'autre sur des surfaces de
révolution. Or nous avons vu (n° 689y que, si une surface donnée
est applicable sur une surface de révolution, on peut toujours,
par de simples quadratures, déterminer les géodésiques qui cor-
respondent aux méridiens de la surface de révolution, toutes les
fois au moins que la courbure totale de la surface proposée n’est
pas constante. D’ailleurs, ces géodésiques, prises successivement

(') HaLPrEN (G.), ZThéoréme concernant les surfaces dont les rayons de
cour bure principaux sont lids par une relation (Bulletin de la Société mathé-
matique, t. IV, p. 94; 1876).

(*) Lie (8.), Ueber Fldichen deren Krimmungsradien durch eine Relation
verknipft sind (Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, t. IV, p. bo7;
1879).
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sur les deux nappes (S;) et (S,), répondent évidemment aux
lignes de courbure de la surface W ; de la résulte le théoréme de

M. Lie

On peut toujours, par de simples quadratures, déterminer
les lignes de courbure de toute surface W donnée.

C’est cette intéressante proposition que M. Weingarten a dé-
montrée de la maniére suivante :

xz, ¥, 5 étant les coordonnées d’un point de la surface et ¢, ¢/,
¢" les cosinus directeurs de la normale en ce point, considérons
le déterminant

(1) S = |

qui est une forme quadratique des différentielles du, d¢ des coor-
données curvilignes u et ¢. Si 'on conserve toutes les notations
des Tableaux 1 et Il [T1, p. 382], on trouve qu’elle se réduit a

(pdu—pde)y(Edu+8 dv) + (gdu-+ g de)(ndu-+m1dv);

et par conséquent, égalée a zéro, elle donnerait, nous le savions
~déja (n° 138), Péquation différentielle des lignes de courbure.
D’autre part, si I’on considére la courbe tangente a la direction
définie par les différentielles du, dv, cette forme quadratique
revétira I'expression enliérement géométrique

(5) F = (dtzs e cés) ds.

Cela posé, M. Weingarten (') a montré que la condition néces-
saire et suffisante pour que cette forme quadratique puisse se
ramener & un produit do.d® de deux différentielles, c’est-a-dire
pour qu’elle ait une courbure totale nulle, est que la surface
proposée soit une surface W.

En effet, supposons que les variables w et ¢ soient les para-
meétres des lignes de courbure; alors la forme quadratique prend

(") WEINGARTEN (J.), Ueber eine Eigenschaft der Fldchen bei denen der eine
Hauptkriimmungsradius eine Function des anderen ist (Journal de Crelle,
t. CIII, p. 184; 1888).
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I'expression suivante [ 1T, p. 386 ]

5 =p1q(R'— R) du dp,
et sa courbure totale [T, p. 387 ] est

2

02 ,
o (R=R) ouop 08l (K= R)].

Si l’on tient compte des formules (5) du Tableau V, on trouve,
aprés quelques réductions faciles,

2 oR oR’ oR oR’
Ju  dy oy ou |’

pra (R =T e @ a0 ou
ce qui démontre la proposition de M. Weingarten.

D’aprés cela, si 'on donne une surface W, il sera toujours
possible de former, avec un systéme de coordonnées d’ailleurs
quelconque, la forme quadratique &. Comme cette forme est ré-
ductible & un produit da df, nous savons (n°684) que V'on pourra
toujours, par de simples quadratures, déterminer les variables
o et B, Cest-a-dire les parameétres des deux familles de lignes
de courbure. La proposition de M. Lie se trouve ainsi démontrée
par une voie moins directe, mais plus précise.

765. La troisiéme propriété caractéristique des surfaces W se
déduit immédiatement de la comparaison des équations différen-
tielles (5) [p. 340 et 341] qui conviennent aux lignes asympto-
tiques des deux nappes de la développée. On reconnait, en effet,
que ces équations différentielles deviennent identiques dans le cas
oul'ona

oR OR’ oR oR’

ou o0 v ouw
et dans ce cas seulement ('). De la résulte cette remarquable
proposition, due a M. Ribaucour () :

Pour que les lignes asymptotiques se correspondent sur les
deux nappes de la développée d’une surface donnée, c’est-

(') Nous laisserons au lecteur le soin d’examiner I’hypothése ou l'une des
quantités r, r, serait nulle.

(*) RIBAUGOUR, Note sur les développees des surfaces (Comptes rendus des
séances de I’ Académie des Sciences, t. LXXIV, p. 13gg9; 1872).
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a-dire pour qu’a tout systeme conjugué tracé sur la premiére
nappe corresponde un systéme conjugué de la seconde nappe,
il faut et il suffit que les deux rayons de courbure principauz
de cette surface soient fonctions 'un de ’autre.

Une seule condition est nécessaire, on le voit, pour que les
deux familles d’asymptotiques se correspondent sur les deux
nappes (S;) et (S,) de la développée. On explique aisément ce
fait si singulier si I’on remarque que, sur chacune de ces nappes,
les courbes de paramétres « et ¢, qui correspondent aux lignes de
courbure de la proposée (X), forment deux familles de lignes con-
juguées (n° 752).

Si 'on se reporte a 'équalion

o (k" doN 0 /o ok 1

(6) g (ora) o () 7g =0

dont dépend (n" 742) la déterminatiorn de la surface () et, par
suite, des deux nappes (S,) et (S;), on reconnait immédiatement
que les caractéristiques de cette équation aux dérivées partielles,
définies par ’équation différentielle

(7) o3 du? + k39" dv?2 = o,

sont représentées, sur 'une et 'autre nappe, par les lignes asym-
ptotiques de ces nappes. Cette remarque nous dévoile la véritable
origine de la proposition de M. Ribaucour.

St les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux
nappes (S,)) et (S,) de la développée d’une surface W, cela
tient & ce que ces lignes sont les caractéristiques de l'équation
auzx dérivées partielles dont dépend le probléeme de la défor-
mation de lune et de U'autre nappe; et, dans le cas des sur-
Jaces W, ces deux problémes se rameénent l'un a l’autre et se
résolvent en méme temps.

766. Laissant au lecteur le soin de développer cette remarque,
nous indiquerons seulement les résultats suivants, dont la vérifi-
cation ou la démonstration n’offre aucune difficulté.

Considérons la surface (), les deux nappes (S,), (S;) et la
sphére (S) sur laquelle s’effectue la représentation des lignes de

e
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courbure de (Z). Cela posé, les caractéristiques de 1’équation (6),
c’est-a-dire les asymptotiques de (S;) et de (S,), correspondent :

Aux lignes de longueur nulle de la sphére dans le cas des sur-
faces minima ou des surfaces pour lesquelles la somme des rayons
de courbure est constante;;

Aux lignes de longueur nulle de la surface dans le cas des sur-
faces dont la courbure moyenne est constante; ’

Aux asymptotiques de la surface dans le cas des surfaces a cour-
bure totale constanle;

A des lignes rectangulaires de la sphére quand la différence des
rayons de courbure est constante;

A des lignes rectangulaires de la surface quand la différence des
inverses des rayons de courbure est constante;

A des lignes conjuguées de la surface quand le rapport des
rayons de courbure est constant.

F.xaminons mainlenant ce qu’eﬂes deviennent pour la nouvelle
classe de surfaces W découverte par M. Weingarten. On a alors
(n° T45 ‘

. W w
(8) A= sin-, o' (k)= cos -~
2 2

) ¢"(h)=—tang —;

w
2

et, par suite, 'équation différentielle () devient ici

w

(9) du? = tang* — dv2.
2

Or I'élément linéaire de la sphére (S) sur laquelle s’effectue la

représentation sphérique de la surface, élément linéaire donné
par la formule (12) [p. 319], devient ici

du? dp?
- 4

ds? =

w
cos2 —
2

A ) w w 2
= [d(u == 9)]2 + cot? 5 <du o tang? ;clv) ;
sin? i N

Mg

et I'on voit ainsi que les lignes asymptotiques de 'une quelconque
des nappes (S;) et (S,) correspondent, sur la sphére (S), aux
géodésiques qui sont les trajectoires orthogonales des deux fa-
milles de courbes paralléles

u —+ ¢ = const., u — ¢ = const.

Comme la normale a la sphére est parallele & la normale cor-
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7

respondante de (), il résulte de la une propriété géométrique des

nappes (S;) et (S,).

1l existe, sur chacune de ces nappes, une famille de géodé-
siques telle que les tangentes a ces lignes, en tous les points ot
elles sont coupées par une asymptotique quelconque, sont paral-
leles a un plan fixe, qui varie, en général, quand on passe
d’une asymptotique a une autre, et qui, d’ailleurs, n’est pas
généralement tangent au cercle de Uinfini.

Il est intéressant de rechercher si 'on peut déterminer la sur-
face des centres en s’appuyant uniquement sur ce résultat, sans
méme admettre qu’elle soit applicable sur une surface de révo-
lution. Ce sera I'objet du calcul que nous allons développer.

T767. Soit
(10) ds? = du®—- G2 do?

expression de I'élément linéaire rapporté a la famille des géodé-
siques qui figurent dans ’énoncé précédent et & leurs trajectoires
orthogonales. Si nous désignons par o et 3 les parameétres des
deux familles de lignes asymptotiques, on aura (n° 723)

[ ou . oy 7 ()z_c
R R Ve

(r1) ‘ ) )
122 de e 09,
( Tgg D gy = VO G

‘ ou de /C7 ou
(12) Pop e T Y G o
o Ju op ——Te
— 15, = car =
(gap 7158 VEc o8’

i, C" désignant les dérivées premicre et seconde de G par rapport
a la variable «.

Si, conformément & nos notations habitueiles, nous désignons
par a, ', " les cosinus directeurs de la tangente a la géodésique,
la propriété de la surface cherchée se Lradult par les deux équa-
tions
| af +a'e+a'd=o,

(13)

{ afi—+ a o --a"d, = o,
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ou f, ¢, 4 sont des fonctions de = et f,, ¢,, ¢, des fonctions de {3.
Comme les rapports seuls de ces fonctions interviennent dans les
équations précédentes, on peut, pour simplifier les calculs ulté-
rieurs, supposer que l'on a

(f2+grrdr=,

(14)
Si+oirdi=1

En choisissant convenablement les paramétres « et {3, nous
pourrons encore, sans diminuer la généralité, ajouter les deux
équations suivantes :

St 2 =1,

2o =1.

(15)

{

Différentions la premiere des équations (13) par rapport a {3;
nous trouverons

9o’ oa’

. ‘ oa

Or on a, par exemple, b et ¢ conservant leur signification habi-

tuelle, . 3 N
= (o) ele% o)

ou, en remplagant », r, par leurs valeurs et tenant compte de la
seconde formule (12),

(17) d?) ¢~ 60— cyCl o@
. . . da .
Sil’on substltue cette expression de 78 et les expressions ana-
oa
logues de 2% " dans I équation (16), il viendra

0? 9B
(bf 0o+ b"Y)C — (cf + o+ ") yGCE = o.
On peut donc poser

((bf+ b0+ b= 1/TC,

(18)
ef +co+ "y =r{,

X étant un facteur que I'on obtiendra d’ailleurs immédiatement si
l'on ajoute les deux équations précédentes et la premiére (13),
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aprés les avoir élevées au carré. On trouve ainsi
(19) 22 (C2+4 CC") =1.

En différentiant de méme la seconde équation (13) par rapport
a o, on obtiendra encore les deux relations

(20) § 0109+ 0"§ = —2Y/CT,
{ eft—+ c'oy- 'Yy =2GC

ot k a la méme valeur que dans les formules (18).

Cela posé, différentions la premiére équation (18) par rapport
a 3. Comme on a

E)é__ ?il_*_ dy ou Loy
o8 e\ T rag) Tl aE g )

et les équations analogues en 4/, 6", on trouvera

Nl <pgB +p13g> ‘)u(x VGG %‘ —“+ —-(1 \/cc") 7

- Ju (o4 C o, ..
Si I’on remplace p 98 —+ Py Jg bar sa valeur tirée de la premiére

équation (12), il viendra

0 G\ ou o\ 00
C(E(l\/ >0£3 (x\/cc 98 = ©

En différentiant la premiére équation (20) par rapport & o, on
obtiendra de méme la relation

o/ C"\ ou ) ——7\ Ov

qui, rapprochée de la précédente, nous donne
o c’ 0 —
c&ﬂgv/ﬁ)_o, 2 (/T = o
Intégrons ces deux équations; nous aurons
CVI e
(21) Moa=Ys AYCU =1,

U désignant une fonction de » et V une fonction de ¢. Si mainte-
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nant on divise membre & membre, on trouvera

U

(22) C*V.

On voit donc que la surface cherchée doit étre applicable sur
une surface de révolution; et I'on peut supposer V égal al’unité.
En remplacant X parsa valeur, tirée de I'équation (19), dans l'une
quelconque des équations (21), nous aurons ’

(23) G = C(C2+ CC").

Telle est I’équation différentielle qui fera connaitre €. Son inté-
gration, qui n’offre aucune difficulté, nous donne

(24) Vi—C2dC = kdu,
k désignant une constante. On a done

k ) -2
(25) C'= oo > G = k2 G

e T

et, en tenant compte de 'équation (19),

T— (2

(26) L= 7

Alors les équations (13), (18) et (20) prendront la forme défi-
nitive
af +a'o—+a'¥=o, afi+a'o+a"y = o,
b/—F b’(? o b”d{ — Cn, bjl"\“‘ b’(?1+ Z)”L,Hvl:—c,
cf + o+ "l = \/1~ G2, cfi+ ¢or+ 'Y= \/1——@.

Comme on en déduit

a(f— 1) +d (9 —91)+a(y—¥1)=o,

S f0)+ g e+ o (4 =) = o,
on voit que les cosinus b, &/, 0’ sont proportionnels a f— f,
¢ — oy, b —4¢;. On démontrerait de méme que ¢, ¢/, ¢’ sont pro-
portionnels & f'—+ f, © 4+ o, 4 + ¢;. Cette double remarque con-
duit rapidement a la détermination des neuf cosinus. Si I'on pose

(27) CH = ff1 - oo+ by,
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/

on obtient les valeurs suivantes

PR Gl b= L= o LS
y1— H2 Vo(t —H) ~/2(1+H)

(s8) { @ = YT e P el
Vi-— H2 \/L(I—}I) ‘/2(1 4—H)

! a’ — ./‘(,D"'* L"L’ b — L‘J_‘—“bl P U"*'\Hl

Vi— H2

H et C étant liés par les deux équations

\/;(71;— H) - \/z.(lﬂ—H)

1— H

(29)

, Vi G = r-;k:l7

qui se raménent & unc seule. On déduit de li, en lenant comple
de la formule (24),

. 1 )
(30) kdu =— /‘ =1 gy,
4 11— H
; : i fer : I’ oac) ] e
cqualion qui fera connallre L expression de « en o el
Pour obtenir de méme I'expression de ¢, on remarquera que
Von a, par définition,

adb+a db+a" db’ =—rdu—r;dv=— C'dr.

En remplacantles cosinus @, 0, ... par leurs valeurs (28), nous
trouverons
J1 dfi—df |

o) do— do

(31) o2k(1— M) dv =

|

équation qui déterminera ¢ par une quadrature.

I CIIN

"IJI [Z"Pl——'(l{p

Il ne reste plus maintenant, pour définir complétement la sur-
face, qu’a employer les formules
dr = a du + bC dy,

L

dans lesquelles on remplacera a, b, du, d¢ par leurs valeurs. Il
vient ainsi

fhkdr= (o +o)(dby—db)— (V=¥ (do,— do).

En intégrant et en employant les formules analogues relatives a
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Jy et z, on aura

4/m=?\1_¢91+f<91d¢1_¢1 dt.pl)—/(cpdqz—tpdcg),
32) gky =i~ S [ dfi—fidv) — [ af —ray),
dhz = fo1r —ofi +f<f1 doi—1df1) —f(fd?*c?df);

telles sont les formules par lesquelles la surface se trouve déter-
minée de la maniére la plus élégante. On en déduit immédiate-
ment une nouvelle et remarquable propriété géométrique de cette
surface. Comme 'on a

/ x oy
PYE et 2 .
55 \ fam e Y ©
(33) ‘ 0, Oy 0z
flJBT?IQE+VLF:0’

on peut énoncer le résultat suivant :

En chague point d’une ligne asymptotique, la tangente
Pautre ligne asymptotique est paralléle a un plan fixe.

Mais cette propriété n’est pas caractéristique et se distingue
par la de celle qui nous a servi de point de départ. Elle appartient
& toutes les surfaces définies parles formules (32), alors méme
qu’il n’y a aucune relation entre les fonctions £, ¢, ¥ ou fy, ¢, ;.

768. 1l ne sera pas inutile de vérifier les résultats que nous ve-
nons d’obtenir en cherchant directement 1’é¢1ément linéaire de la
surface définie par les formules (32), olt nous supposerons tou-
jours que les fonctions f, fy, ... vérifient les relations (14) et

(15). On aura

1642 ds® = [(f -+ f1)2 (9 902 (Y + $1)°)
< [(df — dfy) = (dg — dg ) (dy — db)?
— [+ O — afy)
(g -+ 21) (dg — do) = (¥ + 1) (dy — dY1)]2,

ce que 'on peut écrire, en conservant la signification donnée a H
par la formule (27),

o oH
2 — 2 — L de
1642 ds (2+2H)[dx -+ df? 25 @d dﬁ} <():L do — 98 @)
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Introduisons la variable w« définie par 'équation

, . o 1+ H
(34) 4k du = ’——I_HdH

nous aurons

8k2(1— H)(ds?— du?)

B I
[ 2

o

Or reprenons la valeur de d¢ donnée par la formule (31) et
élevons-la au carré. Nous trouverons

0 u ‘3%1 a3
(36) 420 —H)2dv2= H [ — %[%da
oH \ e . 02H
”)B dg —:);a’a da—rdﬁ—amdad@ l

11 suffit de développer et de comparer a la formule (35) pour
obtenir I'expression suivante de 1’élément linéaire

(37) ds? = du*-+ —H dy?,

qui, rapprochée de I’équation (29), confirme tous les calculs pré-
cédents.

En exprimant que le second membre de la formule (36) est un
carré parfait, on reconnait que H doit satisfaire a 1’équation aux
dérivées partielles

02 H oH oH _7 oH\ 2 N / oH \ 2
[o—mn5 <08 ng g =l () e () )
Si 'on remarque que 'on peut poser
(38) H = cosw,

w étant la variable déja emplovée plus haut (n° 766), I'équation se
simplifie beaucoup et devient

(39) sinm;&%%:\/I__(g_;j)"‘/[_(g%)a

D. — IIL. 2
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de sorte que les vecherches précédentes en donnent 'intégration
compléte, et sous la forme la plus simple.

La valeur de d¢ fournie par I’équation (36) peut s’écrire comme
1l suit

(40) zlx'dv:col.g[\/[~ g%? dt+\/1—— Oﬂ B],

et 'on retrouve encore 1’équation (3g) en exprimant que celle
valeur de dy est réellement une différentielle exacte.
YL . ? . 4 ~
Enfin, comme 1’équation (39) n’est pas modifiée quand on y
remplace w par © — o en changeant le signe de I'un des radicausx,
on voit que 'on pourra définir une fonction ¢ par I’équation

(41) 2/{([()’:tangz—)[\/IA-<%);da—\/x (gg (ZB}
/

les courbes ¢’ = const. seront les conjuguées des courbes de pa-
rameétre ¢.
Il résulte de la formule (34) que 'on a

w
(42) 2k du = — c0s? = duw,

ce qui permet de donner & I'équation (37) la forme suivante

w )
(43) 4 k2 ds? = cos* = dw? 4+ k2 sin2 — dp2.
2 9,

Cette expression de 1’élément linéaire convient aux surfaces
applicables sur le paraboloide de révolution

(44) 5 =2 (2t

9. . . r
c’est-a-dire sur le paraboloide de parameétre 7
t

-769. En changeant un peu les notations, nous pouvons énoucer
le théoréme suivant, quirésume toute cette recherche :

Les équations
| x:9¢1—41t?1+f(?1d4/1—t‘{1 doy) — /(?dd{—dfd?),
(15) {y=fi—fl+ [(udfi—fiav) — [dr—sap,

z:f?l—?fl*i;f(ftd%"?idfl)—f(f
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ot f, 9, b sont des fonctions de u et fy, ¢, by des fonctions de 3

)
assujetties a vérifier les relations
(46) St = a
JEA+9t -+t =4,

h étant une constante quelconque, représentent la surface la
plus générale applicable sur le paraboloide

(§7) @y = 8his
v et B sont les parametres des deux familles d’asymptotiques.
Nous ajouterons les remarques suivantes :
Pour obtenir la surface qui, associée a la précédente, forme la

développée compléte d’une surface W, il faut simplement, dans
les formules (45), changer le signe de f, o, ¥y ouceluide f, ¢,

7
Nous reviendrons sur les surfaces définies d’une maniére géné-
rale par les formules (45); mais, dés a présent, nous pouvons in-
diquer une généralion trés sunple de ces surfaces.
Considérons les deux courbes (T') et (T',), définies respecllvc—
ment par les équations

X:—zf(t,p dy — b do), X, = 2'/‘(:?1 dYy— by dsy),
@) Y=—s fyar—ray, @0 LY=o [adfi—fi ),
—gf(fd?- o df), 7, = 2f(f1 doi— 5, dfi)
Comme on a, par exemple,
fdX 4- o dY + b dZ = o, df dX +do dY + dy dZ = o,

on reconnait que J5 ©, ¢ sont proportionnels aux cosinus direc-
teurs ¢, ¢', ¢’ de la bmorma]c a la courbe (T'). Nous poserons

donc
J=1c, o= Ac, b =2rc"

et, en portant ces valeurs dans I’équation

dX =—o(9p dy — { dy),
dX = 222(c" dc' — ¢' de”).

nous aurons
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Silon se sert des formules de M. Serret (n° 4), en désignant
par 7 le rayon de torsion de (I'), on trouvera

2 A2 =
Ainsi, on pourra poser

(48) f:c\/gy tp:c’\/ga L!J:c”\/

On trouverait de méme, t, désignant le rayon de torsion de (T',)

wiaj

et ¢y, ¢,, ¢ les cosinus directeurs de la binormale a cette courbe,

Ty ’ T " T1
4 — Lo—

=c ) ©w = ¢ » =c .
(49) /i ! N Pl 1 Py Y1 1V .

Cela posé, adjoignons a la surface (S;) définie par les formules
(45) celle que V'on obtient en changeant dans ces formules le signe
de fi, o4, 4y, et que nous désignerons par (S,). Il est aisé de voir
d’abord que, si M, et M, sont les points de ces deux surfaces cor-

respondants aux mémes valeurs de o et de {3, la droite M, M, est
toujours tangente aux deux surfaces; de sorte que (S;) et (S,)
forment les deux nappes de la surface focale pour la congruence
des droites M, M,. Mais on peut écrire comme il suit les équations
qui définissent les points M,;, M,

X+ X S
T = ;‘2—*1 -+ ‘i V—mi (e —c'cy),
5 Y +~Y T —
(50) Y= —~—2——1 -+ ;\/— ©T, (¢ ey — cc’)
7+ 7
L = 2_1 —t- \/#Tl(ccl _Cf01>’

en donnant successivement au radical les deux signes différents.
L’interprétation géoméirique de ces formules ne présente aucune
difficulté et conduit au théoréme suivant :

Soient (T'), (I'y) deux courbes quelconques. On construit la
surface (Sy) liew die milieu . de la corde qui joint un point P
de la premiére a un point Py de la seconde. Si, par le point .,
on méne une paralléle (d) a Uintersection des plans osculateurs
en P et en Py, la droite (d) touche deux surfaces (S;) et (S;)
en des points My et M, tels que le milieu du segment MM, soit

en p. et que Uon ait
M; M, == \/—— Tty sinw,
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T et Ty étant, en grandeur et en signe, les rayons de torsion
des deuzx courbes en P et en P, et w Uangle'des plans oscula-
teurs en ces points. Les asymptotiques se correspondent, sur (Sy)
et sur (Sy); et elles correspondent, sur (S,), auzx courbes con-
juguées que U’on obtient en laissant immobile un des points P,
Py, et déplacant U’autre sur la courbe gui le contient.

770. Nous reviendrons plus loin sur cette proposition; pourle
moment, appliquons-la au cas particulier dans lequel les deux
conditions (46) sont vérifiées. En vertu des formules (48) et (49),
ces conditions nous donnent

T =2h, T, =—2h,
ce qui nous conduit a la proposition suivante :

St les courbes ('), (T'y), au lieu d’étre quelconques, ont des
. , . . I 1 9
torsions constantes, égales et de signes contraires —et— - la
v

droite (d) qui figure dans [’énoncé précédent sera normale,
dans toutes ses positions, a une surface W appartenant a la
nouvelle classe découverte par M. Weingarten; et les deux
surfaces (Si) et (Sy), qui constitueront les deux nappes de la
développée de cette surface W, seront applicables sur le para-
boloide de paramétre 2ti. Cette construction donne toutes les
surfaces applicables sur le paraboloide de révolution.

La génération précédente s’étend au cas limite ou, T devenant
nul, (T') et (T',) deviennent des courbes de longuenr nulle. Alors
la surface (S,) devient une surface minima; (S;) et (Sy) consti-
tuent les deux nappes de la développée de cette surface, et nous
pouvons énoncer le théoréme suivant :

Si Lon suppose les fonctions f, o, b et fi, 91, ¥y lides par les
relations
fZ - (?2 -+ qJZ = 0,
SE+9t+di=o,

(51)

les équations (45) définissent les développées des surfaces mi-
nima, toutes applicables, comme on sait, les unes sur les autres.

Remarquons, en terminant ce Chapitre, que, si I'on veut avoir
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toutes les surfaces réelles applicables sur le paraboloide réel, il
faudra, dans les formules (45), remplacer /o par AZ, f, o, fi, --.
pal‘f\/z, 1‘9\/;, i, puis prendre pour f et fi,0eto, betd,
des fonctions imaginaires conjuguées. Les points réels des sur-
faces correspondantes s’obtiendront en donnant a « et a 3 des
valeurs imaginaires conjuguées.

Dans la génération indiquée plus haut, cela revient a prendre
pour (T') une courbe imaginaire dont la torsion soit une imaginaire
pure et pour (I';) la courbe imaginaire conjuguée.

Les rapports de cette théorie avec celle des surfaces minima
sont nombreux et évidents; nous nous contenterons maintenant
des indications précédentes. Toute cette théorie se représentera
lorsque nous nous occuperons de la déformation infiniment petite
d’une surface.
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CHAPITRE X.

APPLICATION DES THEOREMES DE M. WEINGARTEN AUX SURFACES POUR
LESQUELLES LA COURBURE TOTALE OU LA COURBURE MOYENNE EST
CONSTANTE.

Remarque de. M. O. Bonnet : La recherche des surfaces dont la courbure moyenne
est constante se raméne a celle des surfaces pour lesquelles la courbure totale
est constante. — Les surfaces 4 courbure constante négative considérées comme
surfaces W. — Propriétés géométriques relatives aux lignes asymptotiques. -—
Transformation de M. Bonnet et de M. Lie; surfaces a courbure ccnstante
qu'on peut faire dériver d’une surface donnée. — Propriétés géométriques si-
gnalées par M. O. Bonnet; les lignes de courbure de toute surface 4 courbure
moyenne constantle forment un systéme isotherme. — Toute surface & courbure
moyenne constante est applicable sur une infinité de surfaces avec conserva-
tion des rayons de courbure principaux aux peints correspondants. — Déve-
loppées des surfaces a courbure constante négative; elles sont applicables sur
I'hélicoide minimum. — Les surfaces & courbure constante considérées comme
applicables sur des surfaces de révolution. — Ktude des trois formes distinctes
que Yon obtient pour I'élément linéaire d’une surface de révolution & courbure
constante négative. — Surfaces complémentaires; elles sont applicables sur
les surfaces de révolution engendrées par la révolution d’une tractrice ordi-
naire, d’une tractrice allongée ou raccourcie.

771. Le role que jouent, en Géométrie, la courbure totale et,
en Physique mathématique, la courbure moyenne, donne la plus
grande importance a la détermination et a I’étude des surfaces
pour lesquelles 'une ou I'autre de ces courbures est constante.

Une ingénieuse remarque, due & M. O. Bonnet ('), permet de
montrer que la difficulté du probléme est la méme, quelle que
soit celle des deux courbures que 'on considére. Si 'on donne,

< . I
en effet, une surface dont la courbure totale soit égale a 3 la

surface parallele, menée a la distance & de la premiere, aura ses

(1) BonwgT (O.), Note sur une propriété de maximum relative a la sphére
(Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XII, p. 433; 1853).
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rayons de courbure principaux liés par la relation

(R — k)(R'— k) = a?.
Si donc on prend
k2= a?, k==+a,

il restera

T I 1
ST

R R’ k
Ainsi :

A toute surface dont la courbure totale est constante et
; .1 N e s
égale a — correspondent deux surfaces paralleles, menées a la
8 @ ’

distance &= a de la premiére, et dont la courbure moyenne est

égale o .
24
On démontrera, de méme, que :

A toute surface dont la courbure moyenne est constante et
différente de zéro correspondent deux surfaces paralléles,
Uune dont la courbure totale est constante, U’autre dont la
courbure moyenne est aussi constante et a méme valeur que
pour la surface proposée.

\

Il est vrai que, si 'on donne une surface réelle a courbure
totale constante négative %2—[7 les surfaces paralléles a courbure
moyenne constante qu'on en dérive sont menées a la distance ar
de la premiére et sont, par suite, imaginaires. Cette remarque
peut avoir de 'importance au point de vue des applications; mais
elle ne nous empéche pas de reconnaitre, avec M. Bonnet, que
P'étude des surfaces & courbure totale constante est liée de la ma-
niére la plus étroite & celle des surfaces dont la courbure moyenne
est constante.

Si la courbure moyenne devient égale a zéro, on obtient une
surface minima. On voit donc que la recherche des surfaces pour
lesquelles 'une ou P'autre des courbures est constante peut étre
considérée comme le premier probléme qui s’offre aux efforts des
géometres aprés I’étude des surfaces minima. D’autres remarques
confirmeront cetle opinion; nous allons montrer, maintenant, que
I’on peut trouver dans I’étude des théorémes de M. Weingarten
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des moyens trés variés d’entreprendre la recherche précédente et
d’obtenir, sous la forme la plus simple, les équations aux dérivées
partielles dont elle dépend.

772. Nous nous attacherons surtout aux surfaces a courbure
totale constante, et nous commencerons par celles pour lesquelles
cette courbure a une valeur négative. On peut toujours, en em-
ployant une transformation homothétique réelle, réduire cette
valeur & — 1; de sorte que l'on aura

RR' = —1.

Les rayons de courbure étant liés par une relation, la surface
peut étre considérée comme une surface W. Appliquons-lui les
formules du n° 742. En introduisant une variable w, on peut
dcrire
R = c?(/c) = — cotw,

R'= @(k)-—ko'(k) =tangw.

On dédutt de la

—1I dw
ko' (k)= ———, o (k) dk = ——
! Sinw Cosw ' Sin-<w
et, par conséquent,
dk :
—— = — cotw dw.
k
L’intégration nous donnera
T
(2) k= —
. sSinw
el, par suite,
I
o' (k) =— .
! ( \) CcCOsw

Nous aurions, d’aprés les formules (9) [p. 318],
g = sinw, p1= — cosw.
Mais, pour la commodité des calculs, nous prendrons
(3) g = sinw, P1= COSw,

ce qui est évidemment permis (n° 742).
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Alors, nous pourrons écrire le Tableau complet suivant

. . )
‘ g = sinw, R = — cotw, A = cosw, = 70
(4) \
, . ) ow
P1= Cosw, R'= tangw, C = sinw, =S

ot A, G, r, r, ont la méme signification que dans le Tableau V
[IT, p. 386]. La derniére relation (A) de ce Tableau, entre les
rotations, nous donne ’équation aux dérivées partielles

22w 2w = sinw cosw

ou? op2 ’

a laquelle devra satisfaire w. La solution compléte du probleme
dépendra donec de 'intégration de cette équation, a laquelle on
peut donner la forme un peu plus simple

2
(6) — —— = 8in{,

en posant Q — 2 w. Toutefois, il est bon de remarquer que, lors-
qu’on aura la valeur de w, il restera encore, si I’on veut obtenir
la surface, a intégrer les équations de Riccati dont dépend la dé-
termination des neuf cosinus [I, p. 56, éq. (2)].

Ces équations, si 'on y remplace & par ¢®, prennent la forme
remarquable

29 Jw ..
S Sy gy = isinw cos @,
(7) 00 ow . .
% T 5= {coswsin,

que nous retrouverons plus loin. Nous verrons que les systémes
de ce genre jouent un rdle fondamental dans la théorie qui nous
occupe. _

Quelque réduite que paraisse I’équation (6), on peut encore la
simplifier. En effet, I’équation générale des lignes asymptotiques
Agdu*—Cp,dv?2=o0
devient ici

du?— dv2 = o.

Par conséquent, les asymptotiques des deux systémes sont dé-
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finies par les équations
w -+ ¢ = const.;  wu—yp = const.
Si on pose
(8) U -+ = 2a, w-—v =128,

et si 'on substitue les parametres 2 et 3 des asymptotiques & ceux
des lignes de courbure, on aura

w=a-+ 3, o —=a— 8.
1.’élément linéaire de la surface et celui de sa représentation
I

sphérique seront respectivement déterminés par les formules sui-
vantes

(9) ds? = cos?w du? + sin2w do? = do?+ df2-+ 2 cosaw da df,
(10) ds? = sin?w du? -+ cos?w dv? = da? + d3? — 2 cosa2w da d3;
et 'équation (5) prendra la forme

ﬁi&u»« = sinw cosw 2(ow)
ox0f = ou 0% 08

(rr) = sin 2w,

que l'on obtiendrait d’ailleurs immédiatement en écrivant que
I’élément linéaire défini par la formule (9) appartient & une sur-
face de courbure égale & — 1.

773. Les relations précédentes mettent en évidence quelques
propositions géométriques que nous allons signaler.

Si I'on fait croitre w et ¢ par degrés égaux, on voit que l'on
décompose la surface, et aussi sa représentalion sphérique, en
rectangles dont les diagonales sont toutes égales. Sur la surface,
ces diagonales sont les tangentes asymptotiques.

Sil'on fait, de méme, croitre . et 3 par degrés égaux, la surface
sera décomposée par les lignes asymptotiques en losanges ayant
tous les mémes cotés ().

Comme il en est de méme de la sphére sur laquelle s’effectue la
représentation sphérique, on peut dire que la connaissance des

(') Ces propriétés ont été signalées en premier lieu par M. Din1. ( Voir le Mé-
moire Sopra alcune formole generali della teoria delle superficie e loro appli-
. casioni, inséré en 1870 au tome 1V des Annali di Matematica, p. 175.)
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lignes asymptotiques de toute surface a courbure constante néga-
tive permettra de déterminer sur la sphére et, par suite, sur toute
autre surface & courbure constante positive, deux familles de

lignes pouvant diviser la surface en losanges ayant tous le méme
coté (1).

On peut encore signaler la propriété géométrique suivante.
Considérons 'aire comprise entre quatre asymptotiques formant
un parallélogramme curviligne ABCD ( fig. 75); elle sera donnée

/fsinzw da df,
Fig. 75.

par I'intégrale

étendue a tout 'intérieur du parallélogramme. Sil'on tient compte
b4 : 1ot 7 . 4 :
de I'équation aux dérivées partielles (11), on peut écrire cette

intégrale comme il suit
0?(2w) )
.ff———dldg da dp ;

(1) Il est bon de remarquer que, la surface étant donnée, on peut toujours
obtenir les lignes asymptotiques par de simples quadratures. En effet, si F deé-
signe la forme quadratique définie au n° 764, les deux équations

ds* = cos*w du’—+ sin®» de?,

F = du dv
vont nous permettre de déterminer o, «, ¢. On en déduit
ds*Z= 2 sinw cosw F = (cosw du =t sinw dv ).

En exprimant donc que la forme
ds*+NF

est un carré parfait, on obtiendra une équation du second degré, en A, dont les
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et, sous cette forme, on en trouve immédiatement la valeur, qui

est
A+B+-C+D—am,

A, B, C, D étant les angles du parallélogramme. Comme celte
expression doit étre positive, on voit que la somme des angles est
supérieure a 27w. Si le quadrilatére était formé avec des lignes
géodésiques, au lieu d’un excés, il y aurait un déficit (n° 641), et
I’aire du quadrilatére serait égale a ce déficit.

T74. La considération des asymptotiques et la forme particu-
liere (11) a laquelle on est conduit pour ’équation aux dérivées
partielles donnent encore naissance & une remarque intéressante,
qui a été faite par M. Lie (*). Comme ’équation (11) ne change

, 8 .
n remplace o par moa et ar —, m etant une con-
pas lorsqu’on y remp pa B par -

stante quelconque, on voit que, si ’on a trouvé une solution
w=10¢(28)

de cette équation, on pourra en déduire la solution plus générale

/ ﬁ\
w=0oluam, — |-
' m

Transportant ce résultat au cas ou I'on a conservé les variables
« el ¢, le lecteur reconnaitra sans peine qu’a toute solution

w=1d(u,v)

deux racines. seront == sin2w; puis on aura, d’aprés I’équation précédente,

2 cosw du = \/ds2+;Tsianﬁ—\/ds’—ESinmn,

2sinw d¢ = \/ds~’~+ J’;singw—-\/dsz——sfsingm,
et ces relations feront connaitre du et dv¢ au signe prés. On en déduira
1 1
da:;(du—i—dv), dpg = E(du—dv);

« et B seront donc déterminés, comme u et v, & une conslante additive preés.
(*) Lic (8.), Ueber Flichen deren Kriimmungsradien durch eine Relation
verkniipft sind (Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, t. 1V, p. 510;

1879).
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on peut faire correspondre la solution

w4 esinh ¢+ usinh
w =1y~ 5
cosh cosh

ou 2 désigne un angle quelconque.

Mais, il importe de le remarquer, toutes les surfaces que 'on
associe ainsi & une surface donnée, définie par exemple par son
équation, ne sont pas aussi complétement connues que celle d’ou
elles dérivent. Il ne suffit pas, en effet, de connaitre la valeur de w;
il faudra encore intégrer les équations de Riccati correspondantes
a cette solution; et cette intégration ne parail pas pouvoir étre
effectuée lorsqu’on laisse a m ou a £ toute leur généralité.

775. Avant M. Lie, M. Bonnet avait donné une remarquable
propriété du groupe de surfaces que 'on obtient ainsi ou, plus
exactement, de I’ensemble des surfaces & courbure moyenne con-
stante qui leur sont paralléles ('). Nous allons rapidement indi-
quer les résultats de M. Bonnet.

La surface paralléle, menée a la distance X de la proposée, aura
pour rayons de courbure principaux

R=>»— cotw,
(12)

{ R"= ) + tangw.

Comme p, et ¢ conservent leurs valeurs, 1’élément linéaire de
cette surface aura donc pour expression

(13) ds?= (cosw — Asinw)2 du?—+ (sinw - A cosw)? dv2,
La relalion entre ses rayons de courbure sera
(14) RR'— A(R + R') -~ A24-1=0.

Pour que la courburc moyenne devienne constante, il faudra
donc prendre A = == i. Soit, par exemple,
A =1
Alors 1’élément linéaire deviendra

(15) ds? = e (du®— dv?).

(") O: BoxNET; Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur-
JSace donnée (Journal de I’Ecole Polytechnigue, XLII° Cahier, p. 77; 18679).
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Et de la résultent les deux propositions suivantes :

Les lignes de courbure de toute surface a courbure moyenne
constante formémf un systéme isotherme.

“Les lignes de longueur nulle de la surface correspondent
aux asymptotiques de la surface a courbure totale constante
qui lut est paralléle. '

La premiére de ces propositions avait déja été établie aun° 433.
La seconde met en évidence, une fois de plus, que, si la surface &
courbure moyenne constante est réelle, elle est nécessairement
parallele & une surface dont la courbure totale a une valeur con-
slante et positive.

Examinons maintenant ce que devient, pour les surfaces a
courbure moyenne constante, la transformation de M. Lie.

Introduisons, au lieu de « et ¢, les paramétres « et 3; I'élément
linéaire donné par la formule (15) deviendra

(16) ds? = 4e2w da df.
Soit donnée une valeur de »

w.=o(a,B);

on en pourra déduire une autre en prenant

B
wy= ¢ <ocm, el

Nous allons montrer que les deux surfaces correspondantes
sont applicables Uune sur U'autre avec conservation des deux

rayons de courbure principauzr auz points correspondants.
Soient, en effet,

ds? = 4 20 dx df, ds? = fe2vida df

les deux éléments linéaires de ces surfaces. Si 'on fait corres-
pondre au point («, 3) de la premiere surface le point (a,, 3,) de
la seconde défini par les valeurs

a

alzm, B[:fnp,

on aura évidemment, aux points correspondants,

wy=w et duydB = dadp.
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On déduit de 1a

ds2 = ds}.

Les surfaces seront donc applicables 'une sur 'autre; de plus,
comme les rayons de courbure principaux dépendent seulement
de la valeur de w, ils seront nécessairement égaux.

Ainsi se trouve établie la proposition de M. O. Bonnel :

Toute surface & courbure moyenne constante est applicable
sur une infinité de surfaces ayant méme courbure moyenne,
avec conservation des rayons de courbure principauxr aux
points correspondants.

L’éminent géométre y a ¢été conduit en cherchant tous les
couples de surfaces applicables, 'une sur 'autre, de telle maniére
que les deux rayons de courbure principaux soient égaux aux
points correspondants. Nous renverrons, pour I'étude détaillée de
cette intéressante question, au Mémoire que nous avons cité plus
haut [p. 382]. Relativement au cas particulier qui se présente ici,
M. Bonnet a donné des propriétés géométriques que le lecteur
établira aisément et que 'on peut énoncer comme il suit :

Faisons la carte de la surface donnée de telle maniére que ses
lignes de courbure soient représentées par les droites du plan
paralléles aux axes coordonnés; pourles autres surfaces associées,
les lignes de courbure seront représentées par deux séries de

. . . T
droites paralléles faisant des angles constants « et o - S avec les
axes coordonnés.

La détermination compléte de toutes ces surfaces associées
dépend de V'intégration du systéme (7).

776. Dans les numéros précédents, nous avons supposé que la
surface étudiée avait une courbure totale négative; le cas ou la
courbure est constante et positive se raméne facilement a celui
que nous venons d’examiner. Effectuons, en effet, une transfor-
mation homothétique avec le rapport de similitude ¢, ce qui change
le signe de ds2. Les rayons de courbure principaux deviendront

R =—icotw, R' = {tangw.

L’élément Linéaire de la surface et celui do de la représentation
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s
[os)
(&2}

sphérique seront donnés par les formules

ds? = — cos?w du?-— sin2w dv?,

ds? =  sin?2w du?- cos?w dv?.

On voit que les rayons de courbure deviendront réels si 1'on
remplace w par — w'Z, o' étant réel. L’expression de do* montre
ensuite qu’il faudra remplacer « par «/7. Ainsi 'on aura les for-
mules sutvantes

ew' - e—w' ,  ew — g0
R=—5——5 R'= ——s,
ew’ — g~ w ew' . g—w
e . g—w'\ 2 eWw . g—w' 2
ds? = <T— du'2+ ————————) de?,
! 2
[’7
(17) § [ ew . g—w\ 2 , e 1 o—w'\ 2
ds2 = [ ——— du'2 4 ( —— -] do?,
2 / 2 /
02w’ 2w’

I
L = L (2 g2
Ju'? 002 4( )
que 'on pourra employer si ’on veut étudier les surfaces a cour-
bure constante et positive. Les surfaces paralleéles dont la cour-
bure moyenne est constante auraienl pour élément linéaire

(r8) ds? = eiéw’(du’?+ do?).
Soit
W' = o(u, 0)

ane valeur de ' satisfaisant a la derniére équation (17); 'ensemble
des surfaces réelles & courbure moyenne constante considérées
par M. Bonnet, et qui sont applicables les unes sur les autres avec
conservation des rayons de courbure, correspondrait aux valeurs
de o' comprises dans 'expression générale

w' = o(® cosa—¢sing, ©sin« -+ ¢ cosa),

ol « désigne une constante réelle.

T77. On peut aussi conserver toutes les notations de M. Wein-
garten en employant la valeur

(19) o(k) = ya?+ k2,
D. —TII.

[
(&1
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. .. 1 .
pour les surfaces a courbure positive > et la suivante
(20) o(k) = Vi — a2,

N UTINE
pour les surfaces & courbure négative —--

Cette remarque permet méme d’examiner trés simplement ce

que devient ici le second théoréme de M. Weingarten (n® 747).

Si 'on choisit, par exemple, la valeur (20) de ¢ (&), I’é1ément

linéaire de la premiéré nappe de la développée sera donné par la
I Pl PP p

formule
ds? = do? + k* dv?
ou
(21) ds? = do? + (92-+- a?) dv?.

La comparaison de cette formule avec celles qui ont été don-
nées (n° 66 et 68) nous conduit au théoréme suivant :

Les deux nappes de la développée d’une surface a courbure
constante négative sont applicables sur une méme alysséide ou
sur un méme hélicoide minimum.

Ainsi la connaissance de toute surface a courbure constante
nous permettra de déterminer deux surfaces applicables sur I’a-
lysséide.

Et, réciproquement,

Toute surface non réglée applicable sur I’ hélicoide minimum
donnera, par de simples quadratures, une surjface a courbure
constante négative.

Ces propositions expliquent pourquoi nous avons déja été con-
duit, au n° 726, dans la recherche des surfaces non réglées appli-
cables sur I’hélicoide, a une équation aux dérivées partielles qui
est évidemment identique, aux notations prés, a celle que nous
avons obtenue plus haut.

778. Les remarques précédentes semblaient épuiser toul ce que
Pon peut déduire des théorémes de M. Weingarten relativement
aux surfaces & courbure constante; mais, dans un travail publié en
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1879 ('), M. L. Bianchi s’est placé aun point de vue tout nouveau
et a obtenu des résultats que nous allons maintenant exposer.

Les surfaces a courbure constante forment, sans doute, une classe
spéciale de surfaces W; mais on peut aussi les regarder comme
formant ’ensemble des surfaces applicables sur des surfaces de
révolution déterminées, surlasphére ou sur la pseudospheére suivant
que leur courbure est positive ou négative. On est ainsi conduit &
rechercher les surfaces W pour lesquelles I'une des nappes de la
développée a sa courbure totale constante.

Supposons, pour fixer les idées, que cette courbure totale soit né-

. o N I ..
gative et égale & — . Les résultals obtenus au n° 66 [L, p. 79]

nous permettent d’affirmer qu’il y a trois formes différentes, et trois
seulement, pour les surfaces de révolution dont la courbure totale a

cette valeur

a2

Nous aurons d’abord la pseudosplhére engendrée par la révolu-
tion de la ¢ractrice dont toutes les tangentes sont égales & a. L’élé-
ment linéaire de cette surface rapportée a ses méridiens et & ses
paralléles sera donné par la formule

(22) ds? = a®( du? + e2 do?).

Puis viendra la surface, représentée dans la fig. 3 [I, p. 8o], dont
tous les méridiens vont couper 'axe et dont I’élément linéaire est
réductible a la forme

’

. et — g—u\2
(23) ds? = a2 [flu‘l—l— ( —) dv?-] .
2
Enfin nous aurons la surface représentée dans la fig. o [1, p. 81]

dont les méridiens ne coupent pas I'axe de révolution et dont 1'é-
[ément linéaire a pour expression

) el - g\ 2
(24) ds?= a> [du‘l—(— <——;—) dv?] .

Comme ces différentes formes sont, d’une infinité de maniéres,

(') Biaxcur (L.), Ricerche sulle superficie a curvatura costante e sulle
elicoidi ( Annali della R. Scuola normale superiore di Pisa, t. 11, p. 285; 1879).

Ueber die Fldchen mit constanter negativer Kriimmung (Mathematische
Annalen, t. XVI, p. 577; 1880).
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applicables les unes sur les autres et conviennent a toute surface
—1 , .. .

de courbure totale —5 > nous pouvons énoncer la proposition sui-

vante :

s - . R
L’élément linéaire de toute surface ¢ courbure totale — peut
» a -

étre ramené d’une infinité de maniéres a l'une des formes (22),
(23), (24); et ces formes sont les sewles pour lesquelles les géo-
désiques de parametre ¢ puissent devenir, aprés une déforma-
tion, les méridiens d’une surface de révolution.

779. On peut retrouver ce résultat par une méthode toute dif-
férente, qui repose sur la remarque suivante.

Pour toute surface de révolution, les paralléles sont des cercles
géodésiques. Par suite, si une surface est applicable sur une sur-
face de révolution, les géodésiques qui se transforment dans les
méridiens admettent nécessairement pour trajectoires orthogonales
des cercles géodésiques.

D’apres cela, soit (Z) une surface & courbure constante —

12

Prenons sur cette surface un cercle géodésique quelconque (C), de
rayon b. Les géodésiques normales a ce cercle formeront la famille
la plus générale qui puisse se transformer dans les méridiens d’une
surface de révolution quand on déformera convenablement la sur-
face. Nous allons montrer qu’elles jouissent cffectivement de cette
propriété.

Si 'on rapporte, en effet, la surface au systéme de coordonnées
formé par ces géodésiques et leurs trajectoires orthogonales, 1'élé-
ment linéaire prendra la forme suivante (n° 599)

~ el — e—Uu el - e—u\ 2
(25) ds? = a? I:du?+ <V — Vv, : > (Z‘)g]’

dans laquelle on peut supposer que w« soit 'arc de la géodésique
compté & partir de son pied sur le cercle (C). Le rayon de cour-
bure géodésique p, des trajectoires orthogonales sera donné par la
formule générale

e[l. —+ 67“' @IL — 6—1&
— + Vi—

(26) =

el — g—u et g—u’
— 4~V —
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et, si l'on exprime qu’il est égal & b pour le cercle (C), ¢’est-a-dire
pour i« == 0, on aura

[22 .
bV,
Comme on peut, en choisissant convenablement ¢, réduire Va I'u-
nité ou a telle constante que 'on voudra, on pourra ramener I’élé-
ment linéaire & la forme

ds? = a? [du‘l -+ 2 [(ae—0b)et+(a-+ b) e*“]zdvz],

qui caractérise bien une surface applicable sur une surface de
révolution. Mais, pour la réduction définitive, il y a plusieurs cas
a distinguer :
1° Si b est égal & @ en valeur absolue, si 'on a, par exemple,
b —— «a,
on aura 'expression réduite (22);
2° 510 est plus petit que @, on déterminera une constante u, par

I’équation
(a—b)eto= (a -+ b)e—wo,

puis la substitution
w | w - uy, (¢ — b)ewop | av
raménera ['élément lindaire a la forme (24).
3° Enfin, si b est supérieur & a, on déterminera une nouvelle
constante w, par I’équation
(@ — b)eto— (a -+ b)et = o,
et la substitution
w | w4+ w, (a—b)etp | av

nous ramenera a la forme (23).

Les trois expressions différentes de I’élément linéaire que nous
venons d’obtenir offrent un caractére commun qui nous permet
d’énoncer la proposition suivante :

Surtoute surface & courbure constante les courbes paralléles
@ un cercle géodésique sont elles-mémes des cercles géodésiques.
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Réciproquement, siles courbes paralléles a tout cercle géodésique
sont elles-mémes des cercles géodésiques, la surface a sa courbure
totale constante ; car elle pourra étre déformée de maniére a devenir
une surface de révolution admettant pour un de ses paralleéles un
cercle géodésique quelconque, assigné a 'avance. Par suite la cour-
bure totale, devant demeurer constante lorsqu’on se déplacera sur
ce parallele, sera nécessairement la méme pour tous les points de
la surface.

780. Examinons maintenant séparément les trois formes de 1'é-
lément linéaire.

Pour la premiére (22) les trajectoires orthogonales des géodé-
siques ont toutes un rayon constant et égal a a. Et il est aisé de
voir quil y a la une propriété caractéristique : S’¢l existe sur une
surface une famille de courbes paralleles formée de cercles géo-
désiques dont le rayon de courbure géodésique a la méme va-

leur a, la surface a sa courbure totale constante et égale & —--
Soit, en effet,

ds? = du?—+— C2dp?

Pexpression de I’élément linéaire rapporté a ces courbes paralléles
et aux géodésiques orthogonales. La propriété énoncée se traduit
par I’équation

1 oG

L& _ 41
C Ju a
qui donne
L
C=Ve ¢«

V étant une fonction de ¢, et de 1a on déduit, en effet,

1 02C I

C owr~  ar

Pour les deux autres formes de 1’élément linéaire les trajectoires
orthogonales sont toutes des cercles géodésiques; mais, pour la
deuxiéme, ces cercles ont tous des rayons inférieurs a a et dé-
croissant jusqiu'a séro, de telle maniére que les géodésiques
vont toutes passer par un point fixe (= o0); au contraire, pour
la troisiéme, les rayons des cercles sont tous supéricurs a a, et
ils grandissent indéfiniment de telle maniére que 'un d’eux
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(= o) devient une géodésique a laquelle toutes les autres sont
normales.

Ainsi, tandis que, sur la spheére, tout cercle géodésique est pa-
rallele a la fois & un cercle de rayon nul et & un cercle de rayon
infini, c’est-a-dire & une géodésique, ces deux propriétés s’excluent
réciproquement dans les surfaces & courbure constante négative.

781. Ecrivons comme il suit
ds? = a?(du? + C2de?)

P'une quelconque des irois expressions de I’élément lindaire, et
supposons que I'on méne les tangentes aux géodésiques de para-
metre ¢. Elles seront normales & une surface W pour laquelle les
deux rayons de courbure principaux seront déterminés par les équa-
ttons (n° 748)

(27) == U o = U

et elles toucheront une deuxiéme surface (¥') qui formera avec la
premiére (2) la développée compléte de la surface W. Nous dirons
avec M. Bianchi que (¥') est la surface complémentaire de (3).
Nous avons vu (n° 749) que 'élément linéaire de (¥') a pour expres-
sion

3 2 2 CG” L 2 I 9
()(5) ds? = a2 [<E7?) du? -+ C,—Z dW“] .

Appliquons ces résultats en substituant successivement les di-
verses valeurs de C.
SiI'on prend d’abord
C=en,

on a
R = au, R'=au—a«, C=0 ="

La relation entre les rayons de courbure de la surface W corres-
pondante est donc

(29) R—R =a;
et I’élément linéaire de la surface complémentaire (¥') devient

(30) ds? = a?(du* + e 2 dw?).
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Cette seconde nappe est donc, elle aussi, a courbure constante
b J
1 . . , . .
— —3» comme pouvait le faire prévoir la forme de la relation entre

R et R.

Voici un autre raisonnement qui conduit au méme résultat :

Soient M, M’ les deux points de contact d’'une normale a une
surface (S) avec les deux nappes (2), (¥') de la développée : MM/ est
le rayon de courbure géodésique des Lrajectoires orthogonales des
géodésiques tangentes aux normales, tracées sur (X) et tangentes
aux normales, aussi bien que des trajectoires orthogonales des géo-
désiques tracées sur (X'). Si done ce rayon de courbure géodésique
est constant pour 'une des nappes, il le sera aussi pour 'autre et,
d’aprés la propriété que nous avons signalée plus haut, les deux

f .
= (voir

nappes seront nécessairement a courbure constante — -
MM’

aussi n° 763).
Si'on prend ensuite pour C la valeur

et 1. g—u
31 C= —w——
(31) S
qui correspond a 1'équation (24), la relation entre les rayons de
courbure R et R’ deviendra

R _R
R —R' eaeg @
(32) I
I
On trouverait de méme la relation
, R _R
(33) _RT——R’ _et—ge @
a ~— R _®
eti-e @
pour la valeur
(34) € _6” e
) 2

relative & la forme (23).

Ainsi, il revient au méme de déterminer les surfaces & courbure
constante ou les surfaces W pour lesquelles les rayons de courbure
sont liés par une des relations (29), (32) ou (33).

782. Par un calcul qui n’offre aucune difficulté, on trouvera éga-
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lement que la seconde nappe (2') de la développée est applicable
sur la surface de révolution dont le méridien est défini par les équa-
tions ’

or 1 am .
(35) % = a| cos¢ -+ logtang - |, r=-————sino,
2 Vm?2—e

ou 7 désigne la distance a I'axe de révolution; m est une constante
arbitraire et ¢ doit étre pris égal & 0,1 ou — 1 suivant qu’il s’agit
de la premiére des formes (22), (23) ou (24).

Pour e = o, ces équations représentent la tractrice; donce, pour
les deux autres cas, elles représéntent une tractrice dont on aura
augmenté ou diminué dans un rapport constant les ordonnées per-
pendiculaires a la base. C’est ce que M. Bianchi a nommé des ¢trac-
trices allongées ou raccourcies.

On peut encore remarquer que, dans la seconde forme, en pre-
nant pour m la valeur limite,

m=yz=r1,

on obtiendra le méridien

[t

2

L

(306) r = ae“.

Il suffirait donc de savoir déterminer toutes les surfaces ap-
plicables sur la surface de révolution dont le méridien est dé-
Jini par Uéquation précédente ou par les formules (35).

Toutes ces transformations paraissent n’avoir d’autre avantage
que de nous faire connaitre des problémes équivalents au fond,
quoique trés différents en apparence. Mais M. Bianchi a su trouver
dans I’étude d'un cas particulier de la méthode un moyen nouveau
d’obtenir un nombre illimité des surfaces a courbure constante.
L’exposé des résultats que nous lui devons sera mieux compris
quand nous P'aurons fait précéder d'une étnde rapide sur la géo-
métrie des surfaces & courbure constante négative : ce sera I'objet
du Chapitre suivant.
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CHAPITRE XL

LES SURFACES A COURBURE TOTALE NEGATIVE.

Surface pscudosphérique. -—— Représentation conforme de la partie réelle de la
surface sur le demi-plan supéricur. —— Etude des transformations qui conser-
vent I’élément lindaire et qui réalisent, par suite, une application de la surface
sur elle-méme. — Représentation des géodésiques par des cercles ayant leur
centre sur 'axe des . — Distance géodésique de deux points. — Les cercles
géodésiques sont représentés par des cercles. — Division des différents cercles
géodésiques en trois espéces. —- Les cercles situés tout entiers a distance finic
ont seuls un centre; aire de ces cercles, longueur de leur circonférence. — Clas-
sification, due & M. Klein, des transformations ui conservent I’élément lindaire.
— Analogies et différences entre la géométrie des diverses surfaces a courbure
constante. — Géométrie non euclidienne. - - Résolution d’un probléme relatif
au changement de coordonnées. — Considérations géométriques conduisant a la
représentation conforme qui vient d’étre étudide, — Représentation de M. Bel-
trami dans laquelle les géodésiques ont des droites pour images. — Formules
qui permetltent de passer de 'une a 'autre de ces représeutations.

\ T, .
782. Toutes les surfaces & courbure constante — —; étant appli-

cables les unes sur les autres, nous choisirons, pour plus de net-
teté, la surface pseudosphérigue, dont I'élément linéaire est dé-
fini par la formule

(1) ds? == a?(du? -+ et dp?),
et qui est engendrée par la révolution de la tractrice
. 7]
(2) r=asingy, 5 z:a<logtang¢ —;«cosw)
autour de sa base. On peut donner des formes trés simples a 1’élé-

ment linéaire défini par la formule (1).
Posons d’abord

(3) p =z, e~ =y,
I’é1ément linéaire deviendra

i : dx? + dy?

(4) ds? = a? —

‘}/2
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de sorte que, si ’on considére x et » comme les coordonnées rec-
tangulaires d’un point dans un plan, on obtiendra ainsi une carte
géographique dans laquelle toute la partie réelle de la surface
sera représentée sur la partie supérieure du plan avec simili-
tude des éléments infiniment petits. Nous allons présenter d’abord
quelques remarques sur cette représentation.

A tout point réel M de la surface correspond certainement un
point m du plan, qui est réel et situé au-dessus de I'axe des x; mais
la proposition réciproque n’est pas complétement exacte. Ecartons
d’abord une premiére difficulté relative aux limites entre lesquelles
varie ¢. Si la surface pseudosphérique était formée d’un seul
feuillet, ¢ et par suite « prendraient seulement des valeurs com-
prises dans un intervalle de 27; mais on peut admettre que la sur-
face est composée d’'un nombre illimité de feuillets superposés, qui
correspondront & toutes les valeurs tant positives que négatives
de ¢, et qui seraient engendrés en quelque maniére par les révolu-
tions, répétées soit dans un sens, soit dans l'autre, de la tractrice
autour de sa base. 1l est bon d’ailleurs de remarquer que ces dif-
férents feuillets se séparent les uns des autres quand on déforme
la surface de maniére ala transformer en un hélicoide, comme nous
I’'avons indiqué au n° 74.

Il reste maintenant a étudier la seconde équation (3). Si l'on se
reporte au n° 78 [ I, p. 96], on voit que, m désignant une constante
d’ailleurs quelconque, choisie a I'avance, il n’y aura de point réel
de la surface correspondant & une valeur réelle de » que sil’'on a

(3) m2e2u 1,

c’est-a-dire
y > m.

Par suite, si une figure est tracée sur la partie supérieure du plan,
au-dessus d'une paralléle & 1'axe des x, il existera une surface
pseudosphérique sur laquelle elle pourra étre rapportée tout en-
tiere. Mais, si elle vient toucher I'axe des z, il y a toujours, dans le
voisinage de cet axe, des parties de la figure qui ne seront pas re-
présentées sur la pseudosphére. Ces parties toutefois pourront étre
réduites autant qu’on le voudra, si’on diminue indéfiniment la con-
stante m qui figure dans I'inégalité précédente.

Il'y ala, on le voit, un fait trés curieux, sur lequel nous avons
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déja insisté. Il semble, au premier abord, que, I’'édlément linéaire
restant véel, il devrait en étre de méme de la surface; en réalité
cela n’a pas lieu, et I’on ne connait d’ailleurs aucune surface donnant
la représentation compléte des éléments lindaires (1) ou (4), ¢’est-
a-dire ayant un point réel pour chaque valeur réelle de w« et de ¢.

783. La forme (4) de 1’élément linédaire a été employée de la
maniére la plus utile dans d’importantes recherches d’Analyse mo-
derne ('). Elle met immédiatement en évidence différentes pro-
priétés intéressantes que nous allons signaler.

On voit tout d’abord que I’élément linéaire ne change pas de forme
si l'on effectue les deux substitutions tres simples (x; x —h) ou
(z, y; haz, hy), h désignant une constante quelconque. La premiére
équivaut & une translation /2 paralléle a Paxe des z, la seconde a
une transformation homothétique par rapport a I'origine, ayant /
pour module; £ doit étre positive si 'on veut que la partie supé-
rieure du plan se corresponde & elle-méme. En combinant ces deux
transformations, on aura une homothétie dont le péle sera un point
quelconque de I'axe des .

Il existe une autre transformation trés simple qui conserve 1'é-
lément linéaire ; ¢’est une inversion ayant pour péle un point quel-
conque de Paxe des 2. On le vérifie aisément en employant les for-
mules
Kz —-h) Ky

(6) v—h= (@ — h)yr— y2’ V= (' — h)2—+y2

2

qui définissent cette inversion. Pour que la partie supérieure du
plan se transforme en elle-méme, il faut que le module soit positif.

784. Au reste, on peut obtenir trés simplement toutes les trans-
formations qui n’altérent pas I'élément linéaire (4). A cet effet, intro-

(*) Consulter en particulier les Mémoires suivants :

Kirin (F.), Elliptische Functionen und Gleichungen fiinften Grades (Ma-
thematische Annalen, t. XIV, p. r11; 1878).

PoiNcare (H.), Théorie des groupes fuchsiens (Acta mathemalica, . I, p. 1;
1882). — Meémoire sur les fonctions fuchsiennes (Ibid., p. 193).

Voir aussi :

Scuwarz (H.-A.), Gesammelte mathematische Abhandlungen, t. 11, 18go.
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duisons les coordonnées symétriques
(7) o=+ Ly, B=ax—1iy;
‘élément linéaire prendra la forme

da dB

‘ FRNNY (% Wbt vl
(8) ds?=—4a TR

que nous aurions pu obtenir immédiatement; car elle convient évi-
demment & une sphére de rayon az (n° 23). Il y a toutefois une
différence essentielle a signaler; tandis que, dans la sphére réelle

. , . . . , —1 . .
et pour les points réels, o est Pimaginaire conjuguée de g vlela est
la conjuguée de (.

Les transformations de o et de 3 qui conservent 1’élément linéaire
s’obtiendront par la résolution de I’équation
() dodp deoy dBy
9 TG =

(o0 --B)2 (o —5)2

qui admet, nous le savons, deux espéces différentes de solutions.

Les premicres sont définies par les formules
Moy -+ n mgy—+n

Phq’

Q

— 0 o=

T opay+¢q !

(10)

ot m, n, p, g désignent des constantes quelconques. Si 'on veut
que des points réels correspondent aux points réels, il faudra évi-
demment que ces constantes soient réelles : alors la premiére équa-
tion (10) donnera la seconde par le changement de 7 en — 7. Les
formules précédentes, considérées comme s’appliquant au plan,
définissent ce que nous avons appelé une (ransformation circu-

.

laire [1, p. 162]; st nous admettons de plus que I'on ait
(r1) mq — np > o,

la transformation fera correspondre a tout point de la partie supé-
rieure du plan un point compris dans la méme région [I, p. 172].

Les autres transformations qui conservent I’élément linéaire (8)
sont définies par les formules

- i&ﬁ'—n
T pbi—¢’

may - 1

—P“l+g7

(12)

qui se raménent aux premiéres par 'échange de « et de 3, et qui
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ne font correspondre la partie supérieure du plan a elle-méme que
sil’on a

(13) mqg - - np < o.

Toute inversion ayant son pdle surl’axe des z est un cas particulier

de ces derniéres transformations. Par exemple, les équations (6
pie, q

peuvent étre remplacées par les suivantes

k k

(1) 0—Nh=—), B*/L:

—
Ay — h

comprises comme cas particulier dans les équaLions générales (12).

785. Les remarques précédentes mettent en évidence une pro-
priété fondamentale de ces substitutions linéaires a coefficients réels
qui interviennent si fréquemment dans les recherches des analystes
modernes. Sil'on envisage, dans les formules (11) et (12), « et £
comme les coordonnées symétriques d'un point du plan, elles dé-
finissent une transformation plane dont on peut dire seulement
qu’elle a lieu avec conservation des angles; mais, si I'on regarde o
et B comme les coordonnées symétriques d’un point de la psewdo-
sphére, on reconnait que la transformation y conserve les arcs, et
par suite les angles et les aires, ce qui est un résultat infiniment
plus précis (1). En d’autres termes, la transformation réalise une
application de la surface sur elle-méme; et, si 'on se reporte aux
résultats dun® 683, on reconnaitra que cette application est la plus
générale de toutes celles que I'on peut obtenir (2).

Silon considére, en particulier, les formules (10) et si I'on sup-

(') H. PoINCARE, Acta mathematica, p. 8.
(2) On peut établir directement cette proposition de la maniére suivante : soit
& résoudre I’équation
dadB  da df,
(O(* AG)_) o (a1—]31)2

Cette équation ne peut admettre (n° 117) que des solutions pour lesquelles o, et
3, dépendent d'une seule des variables « et §. Soit d’abord

a=/f(a),  B=/i(B)

ag,
dap

Donnons a § une valeur particuliére &; B, et prendront des valeurs &,, b, et
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pose que m, n, p, ¢ y varient d’'une maniére continue en partant
des valeurs 1, o, 0, 1, on obtiendra ainsi une déformation continue
dans laquelle la surface ne cessera pas de coincider avec elle-méme.
Toute ﬁgufe tracée sur cette surface subira une série de déforma-
tions tout a fait analogues au mouvement d’une figure sphérique
sur la sphére qui la contient.

Nous reviendrons plus loin sur les transformations définies par
les formules (10) et (12); nous nous contenterons de remarquer
qu’on peut les obtenir toutes par 'emploi combiné de translations
paralléeles Oz et d’inversions par rapport & un point de cet axe.

786. Sinous avons étudié d’abord les transformations qui con-
servent l’élément linéaire, c’est qu’elles permettent, une fois
connues, d’établir sans calcul les propriétés principales de la sur-
face. D’aprés la forme méme (4) de cet élément linéaire, on re-
connait immédiatement que, dans le plan, les paralléles a 'axe
des y- représentent des géodésiques de la surface; et de la résulte
immédiatement que les différentes géodésiques de la surface
admettent pour images des cercles ayant leur centre sur l'aze
des x.

Soit, en effet, BM M, C un de ces cercles ( fig.76). Sil'on effectue
une inversion en prenant comme podle l'un des points G ou il
coupe l'axe des x, le cercle se transformera en une droite bmm,
paralléle a Uaxe des p; comme cette droile est 'image d’une géo-
désique et que d’ailleurs 'inversion n’a pas changé I’élément li-
néaire, on voit que le demi-cercle BMM, C représente, lui aussi,

I'on aura

do. V) da,
(@ —0)*  (2,—b,)
On déduit de la, en intégrant,
1 v’y
=-——t_ 4,

¢ désignant une nouvelle constante.

« est donc une fonction linéaire de «, et, de méme, $ une fonction linéaire de 8,.
La substitution de ces deux fonctions linéaires dans I’équation a résoudre montre
aisément qu’elles doivent étre identiques.

Les solutions pour lesquelles a, dépend de B et B, de « se déduisent immédiate-
ment des précédentes par I'échange de a et de B.

/
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une géodésique. D’ailleurs, on peut toujours construire un tel
cercle en le définissant par la condition de passer en un point et
d’y admettre une tangente donnée; il suit de la qu’il représente la
géodésique la plus générale tracée sur la surface. Ainsil’équation
de cette géodésique sera

22+ y2+2bx +c = o,
b et c désignant deux constantes arbitraires.

Fig. 56.

m;j\

.
S _—

\n/
| // \
b B

La représentation précédente nous monire immédiatement que,
par deux points réels M, M, de la surface, on ne peut faire
passer qu’une géodésique; car il passe, par deux points de la partie
supérieure du plan, un seul cercle ayant son centre sur Ox. On

ol

peut, dureste, déterminer trés simplement la distance géodésique
de ces deux poinis; elle est égale a celle des deux points mz, m, qui
leur correspondent dans 'inversion employée plus haut (fig. 76).
Or, pour deux points situés sur une paralléle a 'axe des y, on a

{
ds = a (—}—/,
b ) bl 1z e y
d’ott P'on déduit
arcmm, = alog by _ alog tang M, GB
1= S bm S tang MCB

Ainsi la distance géodésique de deux points M, M, est propor-
tionnelle aw logarithme du rapport anharmonique des quatre
points M, My, B, G sur le cercle qui représente la géodésique.

Cette distance devenant infinie lors sque l'un des points M, M, s
rapproche de ’axe des x, on peut dire que les points de cet axe
représentent les points a Uinfini de la surface. Quant aux




LES SURFACES A COURBURE TOTALE NEGATIVE. jor

points du plan qui sont a I'infini dans toutes les directions, comme
une inversion ayantson pole sur Oz les raméne tous a se confondre
avec ce pble, on reconnait qu'ils correspondent tous a un seul
point a 'infini de la surface, celui par lequel passent toutes les
géodésiques représentées par des paralleles a ’axe des y.

On peut encore obtenir la distance géodésique de deux points
de coordonnées symétriques «, 3 et ¢y, 3, en se servant des for-

mules (5).[L, p. 32] ('), dans lesquelles on remplacera ¢ par g

pour une sphére de rayon .a, et par — pour une pseudo-sphére de
rayon «. On trouvera ainsi
[ gine @ (e a)(B—Bu)
Tear T a—B)(m— B
:(ZA—"Z‘I)Z-{"()/-—’“)Z:R(“ s o B)
"—'4}/)/1 » Py 1 ’

(2 — 31)(§~11)

(16)

d
cos? —, =

2at (& —B)(Br—a1)

(x— 21 )2+ (y +¥1)%
= =R %, ) ) °
AR (=, oy @1 )

787. Nous allons maintenant nous occuper des cercles géodé-
siques et de leur représentation sur le plan. On a vu au Chapitre
précédent que les géodésiques normales & un cercle géodésique
dont le rayon est différent de @ vont toutes passer par un point fixe
ou sont toutes normales & une autre géodésique (n° 780).

D’aprés cela, prenons dans le plan tous les cercles ayant leur
centre sur Oz et passant par un pomt M; leurs trajectowes ortho-
gonales représenteront des cercles géodésiques de la surface. Or ces
trajectoires orthogonales sont, comme on sait, des cercles admettant
pour axe radical I'axe des « et pour points limites le point M et
son symétrique par rapport & Ozx. Ainsi :

Tous les cercles géodésiques de rayon moindre que a sont
représentés par des cercles ne coupant pas l’axe des x.

Construisons maintenant, dans le plan, touas les cercles ayant leur
centre sur Oz et normaux a un cercle fixe (C) dont le centre se

(1) Le lecteur est prié de tenir compte de I'errata du tome IL.
D. — IIL. 26

(18) o=
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trouve aussi sur Oz. D’aprés la proposition que nous avons rap-
pelée, leurs trajectoires orthogonales représenteront des cercles
géodésiques paralléles & une géodésique et, parsuite, de rayon plus
grand que a. Or ces trajectoires orthooonales sont les cercles
passant par 'intersection de (C) avec Ox. Ainsi :

Tous les cercles géodésiques de rayon supérieur « a sont re-
présentés par des cercles coupant U'axe des z en deux points
réels et distincts.

Le rapprochement des deux résultats précédents monire que :

Les cercles géodésiques de rayon a sont représentés par des
cercles tangents a l'axe des x.

788. On peut vérifier et confirmer ces différents résultats en
appliquantala recherche des cercles géodésiques la formule donnée
aun® 633. Un calcul que nous omettons montre que I’¢quation gé-

7 1 J L
nérale du cercle géodésique ayant pour courbure ~ est
)

)

°

(17) (x — A2 (y —12= 1

1w

-

Ainsi les cercles de la surface ont bien pour images les cercles
du plan.

Soit (C) le cercle du planreprésenté par I'équation précédente :
cherchons son intersection avec laxe des #. Si nous faisons y = o,
nous trouverons

(w—np=npZ—2
az
les valeurs de x fournies par cette équation seront réelles et iné-
gales, égales, ou imaginaires suivant que p sera supérieur, égal, ou
inférieur a a. .

Le cercle (C) fait avec 'axe des x un angle © qui est défini par

la formule

7
P \/p'l— a®= [tango,
d’ott 'on déduit

IS

COos @
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Ainsi la courbure du cercle géodésique dépend uniquement
de Uangle sous lequel son image (C) coupe Uaxe des x.

789. Pour le plan et pour la sphére, les cercles géodésiques,
c’est-a-dire les lignes dont la courbure est constante, peuvent étre
regardds aussi comme lieux des points qui sont a une distance
donnée d’un centre fixe. Cette propriété fondamentale ne s’étend
pas complétement & la pseudo-sphére: pour toute surface a courbure
constante, les lignes paralléles & un cercle géodésique sont elles-
mémes des cercles géodésiques; mais, dans le cas de la pseudo-
sphere de rayon a,les géodésiques normales a un cercle géodésique
ne vont concourir en un point réel situé a distance finie que si la

(e L1 "
courbure du cercle estsupérieure a — C’est ce que montre d'ailleurs

le calcul suivant :
D’aprés les formules (16), le lien des points a la distance & du
point (x4, y,) sera défini par I'équation

(19) (2 —20)! + (y +)0)* = 4yyo cos? —-.

TIdentifions-la avec l’équation (17) d’un cercle de courbure
7

2

O -

nous aurons

d
@y = h, l:‘yocos i’ P2(a?—p2)= a%y};

on déduit de la

o
X,
I
)

(20)

=/tang — = ———,
°ar

et cette équation ne fournira pour  une valeur réelle que si p est
inférieur & a. Dans ce cas, nous'avons vu, le cercle (C) sera tout
entier au-dessus de Ox. Les coordonnées zq, y, du point du plaﬁ
qui correspond au centre du cercle seront

(21) xg = N, Yo= —a%—p2

Ce point sera le centre du cercle de rayon nul passant par U'inter-
section du cercle (G) avec 'axe des z.
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790. Parmi les cercles géodésiques, ceux qui ont des centres sont
seuls des cercles finis; les aulres admettent un ou deux points réels
a infini suivant que p est égal ou supérieur & @; on ne peut donc
se proposer d’évaluer la longueur d’une circonférence ou aire
d’un cercle géodésique que dans le cas ot o est inférieur a «. Si
I'on emploie I'équation (17) et sil’on pose

lp .
x—~k0:Z£-cost, y—l:fsmt,

la formule (4) nous donnera

ds:_“iif__,

a .
— -+ sin ¢
et par suite la longueur L de la circonférence géodésique sera
27

a dt 2T Ao

a . Cparl
—~ 4+ sint Va P

(22) L=

Si l’on introduit, au lieu de la courbure géodésique, la distance
au centre d, définie par I'équation (20), on trouvera

a _d
(23) L=ra\et—e «/.

Quant a la surface S du cercle, elle est donnée par I’équation

(24) S:<E~27t>ccz,

P
qui se déduit immédiatement de la formule (1 1) [ p. 126]. En rem-
placant L par sa valeur, on trouve

4 _dN?
(25) S =mal\e*r—e 27/,

791. Nous allons maintenant revenir aux transformations qui
conservent 1’élément linéaire et en donner la classification, qui
ne peut étre précise que si I'on y fait intervenir les propriétés des
cercles géodésiques.

. Considérons d’abord celles qui sont définies par les formules (10)
et cherchons sl existe des points qui ne sont pas déplacés par la
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transformation. Pour cela, faisons . ==o,, § = 0,; o et  seront les
racines de ’équation

(26) P32+ (g —m)z—n =o.

Cette équation a coefficients réels admet deux racines, imagi-
naires ou réelles. Désignons-les par 2/, 5”; les quatre points définis
par les équations

(27> S Z‘+Ly = z,',, (28) E @x —+ iy: z:/’
| . — iy = 2", z—iy =z,
r-iy =235, v —+iy =235,

(>9) 7 o) TR
r—iy =5, r— Iy =23

ne seront pas déplacés par la déformation. Pour les deux derniers
on a ¥ = 0; ils seront donc a 'infini sur la surface. Les deux pre-
miers, au contraire, seront & distance finie, au moins tant que 2
sera différent de z”. Mais, pour compléter la discussion, nous

allons examiner successivement les différents cas :

1° Supposons d’abord les racines z/, 3" imaginaires; elles seront
nécessairement conjuguées. Des quatre points du plan définis par
les équations précédentes, les deux premiers seulement seront
réels; mais, comme ils sont placés symétriquement par rapport a
I'axe des z, un seul correspondra a un point réel M de la surface.
Ainsi un seul point réel de la surface sera demeuré immobile;
tous les autres, étant assujettis & rester & une distance invariable
de M, se déplaceront sur les cercles géodésiques de la surface
décrits du point M comme centre. Dans ce cas, la substitution est
dite elliptique, d’aprés M. Klein (*); elle peut se ramener a la
forme

! r

o — 3 oo — B
(31) — = = e ——,

a—23z oAy — 5

ot § est réelle. Si I'on déforme la surface de maniére que toutes
les géodésiques qui passent par M deviennent des méridiens, 1’é1é-
ment linéaire se raménera & la forme (23) (n° 778), et la formule

(") Kieix (F.), Mathematische Annalen, t. XIV, p. 122.
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précédente définira simplement une rotation d’angle § autour de
I’axe de révolution. C’est ce que I'on reconnait d’ailleurs en effec-
tuant la substitution définie par les formules

a—3 et —i B—z"  et-—j

a . .
o2 , = ——— el = —e-iv
(32) a—2z"  et—1 ' B—3  er+1

2

qui raméne I'élément linéaire de la surface a la forme

el —— —u\ 2
(33) ds?>="a? [du2+ <P~L)—e[) d(ﬂ].

La transformation, exprimée & l'aide des variables w et ¢, est
alors définie par les formules

(34) uw=u,, 0 = ¢;— 0.

2° Supposons maintenant les racines z/, 5" réelles et inégales.

Les deux équations (27), (28) définiront des points imaginaires;

la transformation ne laissera invariables que les deux points du

plan

== 0 = O

35) % S=e g S
X

r = Z”,

1
N

qui correspondent a des points a I'infini de la surface; les formules
qui la définissent admettront la forme canonique
o—z oy — 3’ B—z’_/ﬁ,»—z

(36) =k

2 ;o 2
oc—z" U.I—Z” Q_Z” pl_zu

ol & désigne une constante réelle. La transformation laissant inva-
riables deux points réels a 'infini, nous dirons avec M. Klein que,
dans ce cas, elle est Ayperbolique. Nous allons démontrer qu’ici
encore on peut déformer la surface de telle maniére que la trans-
formation se réduise & une simple rotation.

On pourrait d’abord établir ce résultat en effectuant le change-
ment de variables défini par les formules

’ 1
<3~> E‘.___.‘.z_ f— ev—i—ziarctange"’ ?’ Z, — ev—2iarctange";

/ (Z——Z” B_zrl

I’élément linéaire serait ramené a la forme

(38) ds? = a2 I:d.u‘l_;— <_:—> o J
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et la transformation serait exprimée par les formules
(39) uy = u, ¢ = ¢y +logk,

qui définissent une rotation égale & log/k pour I'une des surfaces de
révolution admettant I’élément linéaire (38). Mais on peut encore
employer les considérations géométriques suivantes.

Des équations (36), on déduit

(40) a—3z  p—3 oy — 3z By —3z
o . = . R
x—5 " B—s" oy —&" "B — 3"

ce qui montre que, dans le plan, la transformation laisse invariables
tous les cercles (C) passant par les deux points 3/, 5, définis par
les formules (35). Donc, sur la surface, elle laissera invariables
tous les cercles géodésiques () ayant pour images les cercles (C),
c’est-a-dire ayant en commun deux points a I'infini. Nous allons
montrer que la surface peut étre déformée et transformée en une
surface de révolution dont les cercles (') seront les paralléles.

Pour cela, il suffit de remarquer que les cercles (G) du plan
passant par les deux points réels z/, 5" admettront pour trajectoires
orthogonales des cercles (D) ayant leur centre sur la droite 3’2",
c’est-d-dire sur 'axe des z. Ces cercles (D) seront donc I'image
d’une famille de géodésiques (D) tracées sur la surface et coupant
& angle droit tous les cercles (/). Comme, au nombre de ces
cercles, il y en a un, représenté par le cercle (C) décrit sur z'z"
comme diameétre, qui se réduit & une géodésique, on voit que toutes
les géodésiques (D') seront normales a une méme géodésique
et, par suite, pourront étre transformées dans les méridiens d’une
surface de révolution dont 1’élément linéaire sera donné par la
formule (38). La transformation, laissant invariables les paralléles
de cette surface, se réduira nécessairement & une simple rotation
autour de cet axe.

3° Enfin, si les racines z/, 5" sont égales, la forme canonique de
la transformation est la suivante :

T T

i1 = -+ m.
(40) , % — 3 ay— 3

La transformation est dite alors paraboliqgue; elle laisse inva-
riable un seul point réel, a 'infini,

z =3, y =o.
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Si lon effectue la substitution

1
o — 3’

= ¢ le— ¥,

(42)

1’élément lindaire est ramené a la forme

(43) ds? = a2(du>—+ e dv?),

et la transformation s’exprime par les formules
(44) w = uy, p = ¢+ m,

qui montrent qu’ici encore on peut la ramener a une rotation.

En résumé, les trois types de transformations définis par les
Jormules (10) sont représentés par des rotations des trots sur-
Jaces distinctes de révolution a courbure constante négative.

792. Nous dirons peu de mots des transformalions correspon-
dantes aux formules (12); elles se ramcnent aux précédentes suivies
de celle qui est définie par les équations

121317 B:aia

et qui équivaut & une transformation par symétrie, relative a I'axe
des y. Nous nous contenterons de remarquer qu’en général elles
déplacent tous les points de la surface situés & distance finie. Si
en effet, dans les formules (12), 'on fait § == o, et o= {3,, on est
conduit aux deux équations

pap—n=o, (g-+m)(a—p)=o,
qui donnent

. Y = 0,
toutes les fois que I'on a

g -+ m = o.

Mais, si la somme précédente ¢ + m est nulle, les formules (12)
prennent la forme suivante :
m@,+—n

M n _muy—-n
(45) a—p§1~m’ Bﬁpal——m

Elles définissent une inversion ayant son pole sur Ox; tous les
points situés sur le cercle principal de cette inversion demeure-
ront invariables par la transformation. On dit quelquefois que la
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figure primitive et sa transformée sont syméirigues par rapport a
ce cercle principal; la transformation est alors involutive.

793. Nous pouvons maintenant indiquer de la maniére la plus
nette les analogies et les différences entre la géométrie du plan et
celle des diverses surfaces & courbure constante. Pour toutes ces
surfaces, il passe une géodésique et une seule par deux points
donnés; toutefois, sila surface a sa courbure positive et si les deux
points correspondent & deux points diamétralement opposés de la
sphére, il passera une infinité de lignes géodésiques par ces deux
points. Toute figure tracée sur P'une de ces surfaces peut subir
un mouvement de déformation dans lequel les angles et les lon-
gueurs ne sont pas altérés et qui dépend de trois constantes arbi-
traires; c’est-a-dire que I'on peut amener deux quelconques de ses
points A et B & coincider avec deux autres points quelconques A,
et B, de la surface, pourvu que les distances géodésiques AB et
A B, soient égales. 1l résulte, d’ailleurs, du théoréme de Gauss re-
latif a la courbure totale que cette propriété fondamentale convient
seulement aux surfaces & courbure constante.

En ce qui concerne les cercles géodésiques, c’est-a-dire les
courbes dont la courbure géodésique est constante, une propriété
commune rapproche les trois surfaces : toute courbe parallele a4 un
cercle géodésique est un cercle géodésique. Mais, si 'on veut ap-
profondir, on constate des propriétés particuliéres aux surfaces a
courbure constante négative. Tandis que, dans les surfaces a cour-
bure positive ou nulle, tout cercle géodésique peut étre défini
comme le lieu des points situés & laméme distance d’un centre fixe,
il peut se faire, dans les surfaces a courbure négative, qu'un cercle
- géodésique n’ait pas de centre : les géodésiques normales & un
cercle géodésique concourent en un point situé a distance finie,
ou bien elles concourent en un point & I'infini, ou enfin, elles n’ont
aucun point réel commun a distance finie ou & I'infini; ce dernier
cas se présente, en particulier, pour les géodésiques normales a
une géodésique.

Pour les triangles géodésiques, il résulte du théoréme de Gauss
(n° 641) que la somme des angles est supérieure, égale ou infé-
rieure & w, suivant que la courbure est positive, nulle ou négative.
L’excés dans le premier cas, le déficit dans le troisiéme, sont
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égaux a lg surface du triangle multipliée parla valeur absolue de la

courbure.

794. Appliquons ces remarques & I’étude des problémes les plus
simples qui se présentent au début de la Géométrie plane. Nous
reconnaissons immédiatement que deux géodésiques, perpendicu-
laires & une troisiéme géodésique, se rencontrent toujours si la
courbure est positive et ne se rencontrent jamais si elle est nulle ou
négative. Ainsi, pour les surfaces & courbure négative comme pour
le plan, on ne peut mener par un point qu’une géodésique per-
pendiculaire & une géodésique donnée. Et d’ailleurs, si l'on fait
usage de la représentation que nous avons étudiée dans ce Cha-
pitre, on reconnaitra que l'on peut toujours en mener une.

Proposons-nous maintenant de voir ce que devient la théorie des
paralléles. Etant donnée une géodésique (g) et un point M, cher-
chons s'1l existe des géodésiques passant par M et ne rencontrant
pas (g). Cela est évidemment impossible dans le cas de la sphére
ot deux géodésiques se rencontrent toujours. Dans le plan tel que
nous 'étudions lorsque nous admettons le postulatum d’Euclide, il
y a une seule géodésique ne rencontrant pas (g) et passant en M;
c’est la paralléle a (g) menée par le point M. Considérons mainte-
nant une surface a courbure négative. En faisant usage des trans-
formations que nous avons indiquées, on peut, sans diminuer la

I3 I3

généralilé, admetire que (g) est représentée par axe des y ( fig. 77).
Fig. 77.

Y P

Alors il y aura deux géodésiques passant en M et rencon-
trant (g) a Uinfini. L'une sera représeniée par la parallele MP a
Paxe des y; 'autre par le cercle OMQ tangent a I'origine au méme
axe. Ainsi : '
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Une géodésique réelle peut étre considérée comme ayant o,
1 ou o points réels a Uinfini suivant qu’elle appartient aux
surfaces a courbure positive, nulle ou négative.

On voit ici que les géodésiques passant en M se diviseront en
deux classes; les unes, représentées par les cercles qui pénétrent
dans I’angle PMO, couperont la géodésique proposée (g); les autres,
ayant pour images les cercles qui pénétrent dans I’angle OMR, ne
rencontreront pas (g). Menons du point O comme centre un
cercle MS passant par M ; ce cercle représente la géodésique menée
par le point M perpendiculairement a (g). 1l est d’ailleurs aisé de
voir que les deux angles SMO et SMP sont égaux. D’apreés cela,
Loutes les géodésiques passant en M et faisant avec la géodésique
normale un angle inférieur & SMO couperont la géodésique (g);
au contraire, celles qui feront un angle supérieur & SMO ne ren-
contreront pas (g). Pour cette raison, on a donné a SMO le nom
d'angle de parallélisme. On peut obtenir son expression en fonc-
tion de la distance du point M & la géodésique (g). Cette distance,
étant celle des deux points M et S, s’obtient par la simple applica-
tion de la formule donnée au n° 786. On a, en la désignant par p,

MOR

tang

—_— e = d]O‘T tang OR
SOR — CRAEL A
tang

p=alog

D’autre part, on a

SMO = SMP = MOR,

de sorte que, si l'on désigne par II(p) Pangle du parallélisme, 1l
viendra

P
2 et

2/1.

1— ¢

’7
. 1 £ )
(46) tang;H(p): e, tang Il (p) =

Il résulte de cette formule que, lorsque p varie de o a oo, I1(p)

. T,
décroit de S ao.

795. On sait que, dans une étude approfondic des principes de
la Géométrie, Gauss, Lobatschefsky et Bolyar ont montré que le
célébre postulatum d’Euclide ne doit pas étre considéré comme
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compris dans les autres axiomes ou dans les faits d’expérience que
nous invoquons d’une maniére plus ou moins explicite au début de
la Géométrie. Les recherches de ces géomeétres et de leurs succes-
seurs nous ont montré qu’il est possible de constituer, sans ad-
mettre le postulatum d’Euclide, une géométrie ou toutes les pro-
positions s’enchainent sans conduire a aucune contradiction et qut
comprend comme cas limite la géométrie d’Euclide et de Legendre.
Cette théorie plus générale a laquelle Lobatschefsky avait donné
le nom de Pangéométrie, et que ’on s’accorde aujourd’hui a dési-
gner sous le nom de Géoméirie non euclidienne, concorde entié-
rement, dans le cas du plan, avec celle que nous venons de déve-
lopper pour les surfaces a courbure constante négative. Cette
remarque, développée d’une maniére complete par M. Beltrami (*),
se justifie de la maniére suivante :

Il suffit de se reporter au Traité d’Euclide pour reconnaitre que
toutes les propositions qui reposent sur la notion du déplacement
d’ane figure invariable s’appliquent aux diverses surfaces a cour-
bure constante, pourvu qu’on y remplace les droites du plan par les
géodésiques de la surface. Le fait, admis dans les éléments, que
I'on ne peut mener plus d’une droite par deux points, exclut les
surfaces a courbure positive. 1l suit de la que toute Géométrie
dans laquelle on n’ajoutera pas le postulatum d’Euclide aux faits
antérieurement admis devra convenir aux surfaces & courbure
constante négative aussi bien qu’au plan. Telle est, dans ses traits
généraux, I'explication que nous devons a M. Beltrami de I'analogie
compléte qui existe entre la géométrie non euclidienne du plan et
celle des surfaces & courbure constante négative. Nous nous con-
tenterons de ces indications rapides et nous renverrons, pour plus
de détails, a I’'élégant Mémoire de M. Beltrami.

796. L’étude détaillée que nous venons de faire nous permet de
résoudre simplement une question dont la solution nous sera né-

(*) Bertravr (E.), Essai d’interprétation de la Geométrie non euclidienne
(Annales de I’Ecole Normale, 1™ série, t. VI, p. 256; 1869). Ce Mémoire, traduit
de l'italien par M. Hotel, a paru en 1868 dans le tome VI du Giornale di Mate-
matiche. (Voir aussi dans le méme volume des Annales, p. 357, un autre Mémoire
de M. Beltrami, intitulé : Théorie fondamentale des espaces de courbure con-
stante.)
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cessaire dans le Chapitre suivant. Nous avons pris comme point de
départ la réduction de ’élément linéaire d’une surface de courbure
constante négative 4 la forme (1). Nous savons, d’ailleurs (n° 683),
que cette réduction est possible d’une infinité de maniéres. Pro-
posons-nous de rechercher le changement de coordonnées le plus
général qui conserve cette forme de I'élément linéaire. Pour ré-
soudre cette question, il suffit de remarquer que, dans la forme (1)
de ’élément linéaire, les courbes de paramétre ¢ sont des géodé-
siques passant toutes par un méme point a U'infini de la surface, les
courbes de paramétre # sont les trajectoires orthogonales de ces
génératrices. 1l suit de 1a que, si 'on veut conserver la forme de
I’élément linéaire, il sera nécessaire et suffisant de prendre, pour les
courbes nouvelles de paramétre ¢/, toutes les géodésiques repré-
sentées par des cercles tangents les uns aux autres en un point
déterminé de I'axe des x et, pour les courbes de paramétre u/, les
trajectoires orthogonales de ces géodésiques. En d’autres termes, il
suffira d’effectuer une inversion par rapport a un point quelconque
de P'axe des x. Les formules qui résolvent la question proposée
seront donc les suivantes

xr — 4% ' Yy

(47) S Py = L Sl O c mp

si Pon substitue a. « et a ¢ les variables z et y qui figurent dans
Péquation (4); ou bien

g —2a w e—u
= ee— e e = ———--—
(v — )2+ e—2e’ (0 —a)i4 e-2u’

(48) o

s1 I'on conserve les variables « et ¢. On voit que le changement de
coordonnées dépend d’'une seule constante arbitraire .

797. Nous venons d’étudier les surfaces a courbure constante
négative en faisant usage d'une représentation conforme de la sur-
face qui repose tout entiére sur I'expression (4) de I’élément li-
néaire. il ne sera pas inutile de montrer comment on peut obtenir
cette représentation de la surface, et d’autres encore, par I’emploi
de quelques considérations géométriques trés simples.

Etant donnée une sphére (S), de rayon «, effectuons la projection
stéréographique de cette surface sur le plan (P)d’un de ses grands
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cercles en prenant comme point de vue 'un des pdles A de ce grand
cercle. On sait que, dans cette représentation, les angles seront con-
servés et que les cercles se transformeront en cercles. D’aprés cela,
sotent (C) et ((/) deux cercles de la sphére : ils admettront comme
projections stéréographiques deux cercles (c) et (¢) qui se cou-
peront sous le méme angle que ((G) et ((). Cet angle peut étre
calculé de la maniére suivante.

Soient O le centre de (8), « et o les poles par rapporta (S)des
plans de (G) et de ((); il est clair que I'angle ¢ de ces deux cercles
sera égal a4 celui des deux sphéres qui ont pour centres « et o et
passent respectivement par (G) et ((7). Or, les rayons de ces

2 2
sphéres étant \/Oa — a?, \/Of/.’ — @2, on aura

2 2 2 —3 3
oo/ =00 —a2+0d —a2+2\/01 —a‘z‘/Oa’ — a? coso.

Telle est la formule qui fera connaitre 'angle ¢ des deux cercles
(C), (C') ou, ce qui est la méme chose, des cercles (¢) et (¢') de la
carte. Cela posé, supposons que le cercle (C') vienne coincider
avec le cercle a l'infini de la sphére, c’est-a-dire qu’il se trouve
aussi sur la sphére de rayon nul ayant A pour centre. Sa projection
stéréographique sera un cercle (K) que nous appellerons cercle
fondamental et qui sera décrit de O comme centre, dans le plan
(P), avec le rayon ai. Quant au pdle ', il viendra coincider avec O.
La formule précédente nous donnera donc, pour I'angle » de (¢)
avec le cercle fondamental (K), I'expression
(49) COS @ = ;ii: :ﬂ:

\/O Pp— e

o désignant le rayon de courbure géodésique du cercle (G), qui est
évidemment égal ala tangente menée du poéle « a la sphére (S).
798. La formule précédente joue un rdle essentiel dans la pro-
jection stéréographique; car elle permet de calculer la courbure
géodésique d’uq petit cercle de la sphére au moyen de l'angle ¢
qui n’est autre que 'angle de la représentation de ce petit cercle
sur la carte avec le cercle fondamental (K).
On en déduit, en particulier, que tous les grands cercles de la
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sphére sont représentés en projection par des cercles normaux au
cercle fondamental.

Ainsi la projection stéréographique de la sphére permet d’ob-
tenir une carte de toute surface a courbure constante positive
dans laguelle les géodésiques sont représentées par des cercles
normaux a un cercle fixze dont le rayon est imaginaire.

Sil'on désigne par z et ) les coordonnées du point de la carte
par rapport a des axes rectangulaires dont 'origine est en O, au
centre du cercle fondamental, I'élément linéaire de la sphére se
déterminera sans difficulté; on trouvera

_ Gar(dr?+ dy?)

(50) ds? = (@2 y24 a2’

b

Supposons maintenant que 'on change @ en a¢ : la courbure de

. - . . . "
la surface deviendra négative et égale a —=; Iexpression précc-

dente de 1’élément linédaire se transformera dans la suivante

AL 2 2
(50 o ),
qui conviendra aux surfaces a courbure négative. Le cercle fonda-
mental (K ) deviendra réel, et les géodésiques seront représentées
par les cercles orthogonaux a ce cercle réel. Les cercles géodé-
siques de la surface seront représentés encore par des cercles,
et la formule (49), ot ’on changera @ en «i, nous donnera, en né-
gligeant un signe,

i a
52 COS®G == — .
(52) P =

L , , . I
Ainsi la courbure géodésique - de tout cercle de la surface sera
¥

une fonction, déterminée par I’équation précédente, de 'angle »
sous lequel le cercle qui le représente sur la carte coupe le cercle
fondamental (K).

11 suffira maintenant d’appliquer a la représentation précédente
une inversion qui transforme le cercle (K) en une droite pour re-
trouver toutes les propriétés que nous avons étudiées au début de
ce Chapitre.
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799. Dans ses études sur la géométrie des surfaces & courbure
constante, M. Beltrami a employé une autre représentation dont
nous avons déja dit quelques mots (n°* 399 et 607 ) et dans laquelle
les géodésiques sont représentées par des droites. On peut trés
simplement la rattacher aux précédentes.

Considérons d’abord les surfaces a courbure positive. Sil'on ef-
fectue une projection de la spheére sur un plan en prenant pour
point de vue le centre de la sphére, on réalisera une représenta-
tion de cette surface qui cessera a la vérité d’étre conforme, mais
dans laquelle les géodésiques seront représentées par des lignes
droites indéfinies.

Désignons par z, y et par X, Y les coordonnées des deux points
qui sont respectivement la projection stéréographique et la pro-
jection centrale du méme point de la sphére; un calcul facile don-
nera les relations '

. aX
| x= e S
R X2+ 2% — a2 . \/X2+Y2+I—l
(53) (54)
(Y— say . _ aY
Tyt —a?’ Y Ve Yrer—1’

qui permettent de passer de I'une a 'autre de ces deux projec-
tions. On en déduit, en particulier, que ’élément linéaire de toute
I
«?

surface a4 courbure constante —, donné parla formule (50), le sera

aussi par la suivante

,AX2 4 dY2 (X dY — YdX)?
- ’

(35) der = a (X2 Y24-1)2

ce qui est pleinement d’accord avec les formules du n° 599.

800. On obtiendrait immédiatement le résultat analogue relatif
aux surfaces a courbure négative en changeant, dans la formule
précédente, @, X, Y en az, X7, Y; mais on peut opérer directe-
ment et sans passer par les imaginaires; de la maniére suivante,
qui a été indiquée dans un cas particulier par M. Bianchi.

Reprenons, pour fixer les idées; la premiere représentation con-
forme, dans laquelle les géodésiques ont pour images des cercles
orthogonaux a I'axe des z, la partie réelle de la surface étant re-
présentée sur le demi-plan situé au-dessus de ’axe des z. Si l'on
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effectue une inversion dont le pole soit un point quelconque A de
Pespace, le plan de la représentation se transformera en une
sphére (X) passant par A, I'axe des 2 en un cercle (K) passant
également en A, et le demi-plan supérieur se projettera sur I'une
des deux calottes dans lesquelles le cercle (K) partage la sphére
(). Quant aux cercles qui représentaient les géodésiques, ils se
transformeront en des cercles normaux au cercle (K). Nous avons
ainsi une représentation géographique de la partie réelle de la sur-
face sur I'une des calottes sphériques limitées par le cercle (K), les
géodésiques étant figurées par des ceicles normaux au cercle (K).
Les plans de ces cercles passeront donc par le pdle P du plan
du cercle (K) et, par suite, si I'on effectue, de ce point comme
centre, une projection sur un plan quelconque, on obtiendra une
représentation de la surface dans laquelle les géodésiques auront
pour images des lignes droites. La portion de la sphére quirepré-
sentait la partie réelle de la surface se projettera tout entiére sur
la partie du plan située a I'intérieur d’une conique (G) qui serala
perspective du cercle (K). Les cercles de la sphére, qui représen-
taient les cercles géodésiques de la surface, se projetteront suivant
des coniques doublement tangentes a la conique (CG).

Soient M, M’ deux points de la sphére (X), servant de représen-
tation & deux points m, m' de la surface. Désignons par Q et Q' les
deux points ou le cercle (K) est coupé par le cercle (D) qui lui
est normal et qui contient M, M’. Ce cercle représente la géodé-
sique mm’, et nous avons vu que la distance mm’ était définie par
I’équation

mm' = alogR(M, M', Q, Q"),

le symbole R désignant, comme précédemment, le rapport anhar-
monique des quatre points M, M, Q, Q'.

“Joignons ces quatre points au pdle P du plan du cercle (K); les
droites PQ, PQ’ seront tangentes a la sphére. Le lecteur établira
aisément que le rapport anharmonique R(M, M, Q, Q') est la ra-
cine carrée du rapport anharmonique formé avec les quatre
droites PM, PM/, PQ, PQ’, c’est-ad-dire avec les points u, p/ qui
sont, dans la projection centrale, les projections de M, M’ et les
points ¢, ¢’ ot la droite ' coupe la conique (C) (fig. 78). Nous
pouvons donc énoncer le résultat suivant :

D. — II. 27
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Dans la représentation, due & M. Beltrami, des surfaces a cour-
bure constante négative, la partie réelle de la surface est repré-
sentée par les points du plan situés a I'intérieur d’une conique (C);
les 'points de la conique correspondent a des points & l'infini de
la surface. Les géodésiques sont représentées par des droites, les
cercles géodésiques par des coniques doublement tangentes 4 (C).
La distance de deux points représentés sur la carle par les points

et p est égale a glogR, R étant le logarithme du rapport anhar-

monique formé par les points p, u' et les deux points ¢, ¢’ ou la
droite pp’ coupe la conique (G).

IFig. =8.

801. Pour trouver d’une maniére simple les formules qui per-
mettent de passer de la représentation étudiée au début de ce
Chapitre a celle de M. Beltrami, nous supposerons que 'on ait
choisi le point A dans le plan (IT) passant par ’axe des z et per-
pendiculaire au plan de la carte. La partie supérieure du plan
de la carte se projettera cette fois suivant un hémisphére de (%),
et il suffira ensuite de projeter orthogonalement les points de cet
hémisphére sur le plan (II) pour obtenir la représentation de
M. Beltramai.

Soient et » les coordonnées d’un point dans la carte primitive
el soient X, Z les coordonnées du point correspondant dans la
ropresentatlon de M. Beltrami. Le lecteur établira aisément les re-
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lations suivantes

( X ‘ . 22
X = —7> X:———.——.,
g A 224 Y24
(56) R G
e . ‘/I—‘X2—'Z2. _m?_i__]f?__[
| V= 1—Z ? ' T2y’

qui permettent de passer de 'une a I'autre de ces représentations.
On en déduit, pour P’élément linéaire donné par la formule (51),
Pexpression nouvelle '

, AX2 - d7? — (X dZ — L.dX)?
(I — X2 Z?)‘l

2

(58) ds2= «a

qui concorde entiérement avec la formule donnée au n° 599.
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CHAPITRE XIL

LES TRANSFORMATIONS DES SURFACES A COURBURE CONSTANTE.

Résumé des résultats obtenus dans les Chapitres précédents. — Méthode de trans-
formation de M. Bianchi, complétée par M. Lie. — Théorémes énoncés en 1870
par M. Ribaucour; leur démonstration par la Géométrie. — Conséquences et
applications de la méthode de M. Bianchi; on suppose la surface initiale rap-
portée & ses lignes de courbure. — Systéme de deux relations du premier ordre
entre deux solutions de I'équation aux dérivées partielles du second ordre dont

dépend la recherche des surfaces & courbure constante. — Systéme orthogonal
de M. Ribaucour. — Transformation de M. Bicklund. — Propriétés relatives a
la conservation des lignes de courbure. — Les transformations précédentes

rattachées a des transformations beaucoup plus générales des équations aux
dérivées partielles du second ordre.

802. Les résultats que nous avons obtenus dans les Chapitres
précédents et dont nous allons faire usage peuvent étre résumés
de la maniére sulvante :

1° L’élément linéaire d’une surface (S) & courbure constante

négative — — peut, d’une infinité de maniéres, étre ramené a la
forme
(1) ds? = a®(du*—+ e dov?).

Il suffit de prendre pour les lignes de paramétre ¢ les géodésiques
qui vont concourir en un point a I'infini de la surface. Lorsque ’on
sait déterminer les géodésiques de la surface, on peut, sans au-
cune quadrature, ramener son élément linéaire a la forme (1); et,
lorsqu’on a obtenu cette forme avec un systéme de variables u, ¢,
on la conservera avec tous les systémes de variables «/, ¢/ définis
par les formules

e~ , ©— 0

{(2) e = P ——,
e (p—a)? e~ 4 (p — a)?

ou o désigne une constante quelconque (n° 796).
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2° L’élément linéaire de la surface (S) étant ramené a la forme
(1), les tangentes aux géodésiques de paramétre ¢ sont aussi tan-
gentes & une deuxié¢me surface (S,), lieu des centres de courbure
géodésique des courbes u = const.; et elles sont normales a une
surface (2) dont la développée se composera, par conséquent, des
deux nappes (S) et (S,). Désignons par M, M, et p les trois
points en ligne droite qui se correspondent sur (S), (S,) et (Z);
on aura

(3) ' MM, = «, My = au.
Si z, ¥, z désignentles coordonnées de M relativesa des axes fixes,
celles de M, seront déterminées par les formules

n=r— Gy Y=Y = 9u’ s ou’

et celles de w par les suivantes :

oz Yy 3
(5) Ty= & — U 5 Yo=Y — U B E U

Silon pose (n° 749 et 781)
(6) ev(gdu—+ gi1dv) = dv',

g et g, désignant les rotations du triedre (T) relatif au point M
de (S), I'élément linéaire de (S,) aura pour expression

(7) ds} = a?(du?+ e~ dv'?),

de sorte que (S, ) aura, comme (S), sa courbure constante et égale
. I

a?

Quant a la surface (2), comme ses deux rayons de courbure
principaux My, M;u. ont pour valeurs aw et @(« — 1), ce sera une
surface W pour laquelle la relation entre les rayons de courbure
sera

(8) R—R=a.

Réciproquement, toute surface pour laquelle les rayons de cour-
bure seront liés par cette relation sera telle que les deux nappes
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M; . Cette

de sa développée auront méme courbure constante

proposition, qui a été démontrée au n° 781, résulte aussi immé-
diatement des formules (10) du Tableau VII [p. 340], qui font
connaitre la courbure des deux nappes de la développée.

3¢ 1l résulte enfin des propositions données aux n° 757 et 765
que les surfaces (S) et (S;) se correspondent, point par point, de
telle maniére queles lignes de courbure et les lignes asymptotiques
soient des lignes homologues.

803. D’aprées cela, supposons que I’on connaisse une surface (S),
< 1 . i . L1, .
a courbure — 3 dont on puisse déterminer les géodésiques. Si

I'on construit toutes celles de ces lignes qui passent par un méme
point & I'infiniet si on leur méne des tangentes, ces droites seront
aussl tangentes a une nouvelle surface (5;) que 'on déterminera
évidemment sans aucune intégration, par exemple a 'aide des
formules (4). Cette surface (S,) aura sa courbure constante et
égale a celle de (S); de sorte quel’on pourra ainsi déduire de toute
surface (S) dont les géodésiques seront connues une infinité de
surfaces (S;), qui dépendront d’un paramétre arbitraire. Gette re-
marque fondamentale est due a M. Bianchi et a été faite dans les
travaux cités plus haut [p. 387]. M. Bianchi a ajouté que, si I'on
peut déterminer les géodésiques sur les surfaces (S, ), on en déduira
une double infinité de surfaces nouvelles (S, ), puis de celles-ci des
surfaces (Ss), et ainsi de suite, indéfiniment. L’application de la
méthode exigera seulement que 'on connaisse les géodésiques des
surfaces successives (S;), (Sz), (S3), ....

Or, en étudiantla méthode précédente, M. Lie a montré que,
pour chacune des surfaces obtenues, la détermination des géo-
désiques dépend exclusivement d’une quadrature. 1l suffira
évidemment d’établir ce résultat pour les surfaces (S,), considérées
comme dérivant de (S). On pourrait le rattacher a la proposition
générale démontrée au n° 764; mais il vaut mieux le démontrer
directement de la maniére suivante.

Supposons I’élément linéaire de (S) ramené a la forme (1). La
surface (S,) étant déterminée par les formules (4), on pourra cal-
culer son élément linéaire ds,, que 'on exprimeraen u, ¢, du, dv.
Mais, par hypothése, cet élément linéaire doit pouvoir se ramener
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a la forme (7) qui donne

P —
= Vds? — a2du?.

(9) dv’ =

Portant la valeur obtenue de ds, dans cette formule, on obtiendra
une expression de d¢' de la forme suivante :

do' = Pdu-+ Qdpy.

Une simple quadrature fera ensuite connaitre ¢'; elle permetira
de ramener 1’élément linéaire de (S,) a la forme (7) ou a la
forme (1), en changeant le signe de u; alors, d’aprés les résultats
du Chapitre précédent, on pourra obtenir toutes les géodésiques
sans nouvelle intégration. Ainsi se trouve établie la remarque
essentielle que nous devons a M. Lie.

On voit que 'application de la méthode de M. Bianchi exigera
seulement une série de quadratures; et elle introduiraautant de con-
stantes qu’on le voudra, une & chaque opération. Nous laissons de
cOté, pour le moment, la question de savoir si ces constantes sont
réellement distinctes.

804. Clest en 1879, nous l'avons dit, que M. Bianchi a fait
connaitre sa méthode, presque ’immédiat_emenl; complétée par
M. Lie; mais, il est juste de le remarquer, les propositions géo-
métriques sur lesquelles s’appuyait M. Bianchi étaient virtuel-
lement connues et avaient été énoncées en 1870 sous une aulre
forme par M. Ribaucour.

Dans une Note que nous avons déja citée [ p. 352], M. Ribaucour
fait connaitre en eflet le théoréme suivant, déja démontré en partie
au n° 762.

15, 5 : . —1
FEtant donnée une surjface (3) a courbure constante — les

cercles (G), de rayon a, décrits dans les différents plans tan-
gents de la surface, des points de contact de ces plans comme
centres, sont normaux & une famille de surfaces (Sy).

Toutes ces surfaces (Sy) ont aussi leur courbure constante et
égale a celles de (S).

. Ribaucour s’est contenté d’énoncer cette proposilion, sans en
M. Rib ‘est tenté d’ tte proposition,
poursuivre les conséquences ; mais, il est aisé de le reconnaitre, les
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surfaces (S,) qui figurent dans la proposition précédente sont
identiques a celle qu’'une premiére application de la méthode de
M. Bianchi ferait dériver de la surface (S). Si 'on conserve en
effet toutes les notations des numéros précédents, on voit immé-
diatement que le cercle (C) de centre M et de rayon a = MM,
décrit dans le plan tangent de (S), sera orthogonal en M, & la sur-
face que nous avons désignée par (S;).

Ajoutons toutefois que la méthode de M. Ribaucour met en
évidence un résultat trés intéressant et que M. Bianchi a depuis
généralisé dans une série de Mémoires élégants : Toutes les sur-
Jaces (Sy) normales aux cercles (C) constituent l'une des
Jamilles d’un systéeme triple orthogonal. Cela résulte immé-
diatement de la proposition relalive aux systémes cycliques établie
au n°® 477.

Il ne sera pas inutile de démontrer géométriquementle théoréme
de M. Ribaucour. Nous ferons d’abord la remarque suivante.

Considérons une sphére variable dont le centre décrive une

courbe et dont le rayon soit une fonction donnée de la position du
centre sur la courbe. Elle enveloppera une surface qu’elle tou-
chera suivant un cercle ; et, & chaque instant, la distance p du plan
de ce cercle au centre de la sphére sera définie, en grandeur et
en signe, par la formule
(10) p=—R-
R étant le rayon de la sphére et s I'arc de la courbe décrite par le
centre. Il résulte de cette formule que le plan de contact ne
changera pas st U'on augmente d’une quantité constante le
carré du rayon.

D’aprés cela, considérons une surface quelconque (S, et soit (K)
I'une de ses lignes de courbure; les centres de courbure principaux
associés a celte ligne de courbure formeront une ligne (D) qui
sera a la fois une développée de (K) et une ligne géodésique de
celle des nappes de la développée de (S) sur laquelle elle est tracée.
Siune spheére variable (U), ayant son centre en un point m de (D),
touche la surface au point correspondant M de (K), le plan de
contact de cette sphére avec son enveloppe sera le plan tangent
en M 4 (S). C’est 14 une propriété des développantes qui résulte
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d’ailleurs de la formule (10). Si donc on augmente de la constante
8
a?le carré du rayon de (U), on obtiendra une nouvelle sphére (U')
qui coupera le plan tangent en M suivant un cercle (C) de rayon a
(fig.79), etl'enveloppe de lasphére (U') sera, d’aprés la remarque
précédente, engendrée parles positions successives du cercle (G).
On peut done énoncer le théoréme général suivant :
p 8

Les cercles (G) de rayon constant a, décrits dans les diffé-
rents plans tangents d’une surface (S), des points de contact
comme centres, peuvent éire distribués de deux maniéres dif-
Jérentes sur des surfaces enveloppes de spheéres. Tous les cercles
ayant leur centre sur une méme ligne de courbure (K) engen-
drent une enveloppe de sphéres et les normales a cette enveloppe
en tous les points de l'un des cercles vont concourir au centre
de courbure correspondant.

Soit ( fig. 79) (G) I'un des cercles, de centre M. Suivant que
I’on fera décrire au point M 'une ou I'autre des lignes de cour-
bure qui se croisent en ce point, on obtiendra les deux enveloppes
de sphéres auxquelles appartient le cercle (C). Les normales a
ces enveloppes en un point quelconque M, du cercle sont les
droites M,m, M, m' qui joignent ce point aux deux centres de
courbure principaux m et m’.

Cela posé, supposons que la surface ait sa courbure constante

et égale & — -a%; m et m’ seront de part et d’autre de M et l'on
aura

MM, = Mn2' > M m.

Par suile, les droites Mym/, M, m seront perpendiculaires; les deux
enveloppes de sphéres qui contiennent le cercle (G) se coupe-
ront & angle droit, et d’ailleurs le cercle (C) sera une ligne de
courbure commune a ces deux surfaces. Or on sait que, lorsque
les surfaces appartenant & deux familles distinctes se coupent &
angle droit et suivant une ligne de courbure commune, elles sont
orthogonales, les unes et les autres, & une troisiéme famille de sur-
faces (n° 441). Il y aura donc ici une famille de surfaces (Sy)
orthogonales aux deux premiéres, ¢’ est-a-dire aux cercles (G).

D’ailleurs, ces surfaces auront aussi leur courbure constante et
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égale a — 55 oar, si M, désigne le point ou Pune d’elles (S,) est

normale au cercle (G), il est clair que la droite MM, sera normale
a une surface W pour laquelle la différence des rayons de cour-
bure sera égale & . Les deux nappes (S) et (S;) de la développée
de cette surface auront donc une courbure -constante et égale

\

1 . . . . .
& — On peut encore invoquer, pour établir ce dernier ré-

sultat, le raisonnement du n° 780.
Lapropositionde M. Ribaucour est ainsi entiérement démontrée.

805. Nous allons maintenant étudier analyliquement les consé-
quences et les applications de la méthode de M. Bianchi. Comme
les lignes de courbure de toute surface W se déterminent par des
quadratures (n°® 764), nous pouvons supposer que la surface ini-
tiale & courbure constante (5) ait été rapportée a ses lignes de
courburé. Pour simplifier les calculs, nous admettrons que la
courbure soit égale & — 1; s’il en était autrement, on pourrait sub-
stituer a (S) une surface semblable.

Soit

(11) ds? = cos? w du? -+ sin?w do?

la formule qui détermine I’élément linéaire. Nous avons vu (n° 772)
que 'on peut prendre, en conservant toutes les notations da Ta-

bleau V,

SA.—_pl:cosw, R =—cotuw, r :3—?,
(12)

( C=¢g =sinw R'= tangw 7= Qﬁ)

=q = 1 - oW 1%011

Le point correspondant My de la surface (S,) ( fig. 79) aura pour
coordonnées relativement au triedre (T) du point M

cos0, sinf, o.

Les projections de son déplacement sur les axes de cc riédre se-
ront, par suite,

\
— sinf d0 4+ cosw du — o du - 90 dv-}sin0,
- : v ou } ’
(13) cos0 d + sinw dp ~k~<§% du %-L—UCZ())COSQ,

\ cosw sinf dvy — sinw cos b du.
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Pour que ce point M, décrive une surface normale au cercle, il
faut que son déplacement soit toujours normal a la tangenie en M,

au cercle (C), dont les cosinus directeurs sont
—sinf, cosh, o.

Exprimant cette condition, on trouve

Jow ow . . i
“—du 4+ —dy — sin0 cosw du 4+ sinw cosb dv = o.

db —+ o0 o

En égalant & zéro les coefficients de du, d¢, on sera conduit an
systéme suivant de deux équations

d_(j_ 4‘(_)9. = coswsin0

(t4) SW . |
( Q(? . 0_9 = — sinw cos0

L 0¢ Ju ’

que devra vérifier 0. 1l est aisé de voir qu’elles sont compatibles;
car 'élimination de §, que 'on effectue en prenant la dérivée de
la premiére équation par rapport a ¢ et celle de la seconde par
rapport a «, conduit a la condition

02w 02w

5 _
(15) Ju? o2

= sinw cosw,

qui est vérifiée par la valeur de w (n° 772).

Donc, comme nous le savions déja, 'intégration des deux équa-
tions simultanées (14) donnera une solution § contenant une
constante arbitraire, ¢’est-a-dire une infinité de surfaces (S;). On
peut compléter comme il suit ce premier résultat.

Les courbes de (S) qui sont normales aux rayons MM, doivent
étre, nous le savons, paralleles les unes aux autres. On obtient ai-
sément I'équation différentielle de ces courbes, qui est

(16) cosw cosl du -+ sinw sin0 dv = o.

Mais, comme elles sont paralléles, il doit exister un facteur & qui
transforme le premier membre en la différentielle exacte d’une
fonction o satisfaisant a I’'équation

(17) Ao = 1.
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Soit

ksinw sinf =

kcosw cosh = ()—?,
Jdu

QIQ/
< -6

en exprimant la condition (17), on trouvera
k2=1.

On peut donc prendre k=1 et le premier membre de I'équa-
tion (16) sera nécessairement une différentielle exacte. Gest ce
que l'on peut aisément vérifier en faisant usage des équations (14).

Posons donc

(18) da = — cosw cosb du — sinw sin 0 do.
On aura, pour la surface (S),
(19) ds?— da? = (cos w sin § du — sinw cosl dv)2.

Les théorémes déja démontrés nous conduisent aisément a recon-
naitre que I'on peut déterminer une fonction 3 par ’équation

(20) e—%(coswsin0 du — sinw cos dv) = df,

de sorte que I'on trouvera pour 1’élément linéaire de (S) I'expres-
sion

(21) ds? = da2 -+ e2% dB2.

Les lignes 3 = const. sont les géodésiques Langentes aux rayons
MM, . Ce résultat est en parfait accord avec ceux que nous avons
obtenus en premier lieu. .

Examinons maintenant ce qui concerne la surface (S;) : s1l’on
tient compte des formules (14), les projections du déplacement
de M, deviennent

cosO(cosw cosl du —+ sinw sin 0 dv),
(22) sin O (cosw cos® du —+ sinw sinb dy),

cosw sin0 dy — sinw cos 0 du.

On en déduit, pour I’élément lindaire de (S,), la double expres-
sion

(23) ds} = cos20 du?—+ sin20 do?
et

(24) ds} = da2 -+ (cosw sin0 dv — sinw cos0 du)?.
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Ici encore, il est aisé de vérifier que 'on peut poser
(25) e*(cosw sin® dv — sinw cosb du) = dv.
Nous aurons alors

(26) ds} = da? + e—2% dvy?;

et celte expression montre que (S,) aura aussi sa courbure totale
égale a — 1.

806. Pour compléter ces vérifications, remarquons que § peut
étre considérée comme une fonction de u, ¢ et de la constante ar-
bitraire introduite par I'intégration, constante que nous appelle-
rons . Alors u, ¢, w sont de véritables coordonnées curvilignes
propres & définir tout point de I'espace. Les surfaces w = const.
ou ¢ = const. seront engendrées par les cercles (C) dont les centres
décrivent une ligne de courbure de parameétre « ou de paramétre ¢ ;
quant aux surfaces v = const., ce seront les différentes surfaces
(S,) normales aux cercles (C).

Si nous tenons compte de cette nouvelle variable ¢, il faudra,
dans les formules (13), substituer & 0

0f 0 0%
(Edu + 55 do —+ e dw,

et les projections du déplacement du point M, deviendront

cosB(cosw cosO du -+ sinw sinb dv) —~ sin b gg dw,

(27) sin 0 (cosw cos8 du + sinw sin0 dv) 4~ cos b (% dw,

cosw sinbdy — sinw cosHdu.

Par suite, ’élément linéaire décrit par le point M de l'espace
sera défini par la formule

(28) ds® = cos?0 du? +- sin‘—’OdV?—+—<§g>de?,

obtenue en ajoutant les carrds des trois expressions précédentes.
Cette forme révéle un systéme triple orthogonal dont l'une des
familles est formée par les surfaces (S,) (w = const.); et nous
vovons de plus que, pour chaque surface (S,), les lignes de cour-

430 LIVRE VII. — CHAPITRE XII.

bure, qui se trouvent nécessairement sur les surfaces « = const.,
ou ¢ = const., correspondent aux lignes de courbure de la surface
initiale (S). Nous retrouvons ainsi toutes les propositions que
nous avions obtenues directement.

807. Voici encore quelques conséquences des résultats précé-
dents.

Puisque, d’aprés ce qui a été démontré plus haut, etaussi d’apres
les formules (22),les droites M, m, M, m’ sont les tangentes princi-

pales de (Sy) (fig. 79), il faudra, la relation entre (S) et (S,)

Fig. 9.

n'

étant réciproque, que les centres de courbure n, n’ de (S,) en M,
solent sur les tangentes principales de (S) en M. C’est ce que l'on
vérifie aisément de la maniére suivante.

Les coordonnées relatives du point n, par exemple, sont

|
[e] =2
' sin®

Les projections du déplacement de ce point seront donc

/ cosw du — — — <98 {u (29 dv)
sin® \do ~~  du )’
(29) sin (ie — cosh dh,
o7 sin2f 7
cOSw
sin 6 '
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Eliminons les dérivées de © a V'aide des équations (14). Nous

trouverons les expressions réduites

coth cosw
sin® ~’  sin®

sinw dy — dp.

. do
cotOsinw dy + —»
sin
On voit ainsi que, si 'on se déplace sur la ligne de courbure
) P g
¢ = const., le déplacement du point » est bien tangent a la nor-
male de (5,). De plus, si I'on fait la somme des carrés des trois
déplacements précédents, on obtient 1’élément linéaire de la sur-
face décrite par le point n sous la forme suivante

(30) ds? = (d cot0)2 -+ (1+ cot20) dv?,

équivalente a celle que nous avons obtenue au n° 777.
Nous remarquerons encore que I’on peut transformer la formule
(28) en y introduisant les variables déja employées o et 3,

U —+ v U —9

2 53:-_—‘“_‘,

(31) o = 5 5

a la place de « et de ¢. On obtient ainsi expression suivante

00 \2
(32) ds?:<d—w> dw?+ da? -+ df? -+ 2cos20 du df
de I’élément linéaire de ’espace. On voit ainsi que les surfaces de
paramétre « ou 3 coupent & angle droit les surfaces (S;) suivant
des lignes qui sont géodésiques pour les surfaces de paramétre o
ou 3 et qui sont, par suite, asymptotiques si on les considére
comme tracées sur les surfaces (S,).

808. Les propriéiés géométriques sont si nombreuses dans la
théorie que nous venons d’exposer qu’elles y introduisent peut-
étre quelque confusion. Il ne sera donc pas inuatile de montrer que
Pon peut obtenir tout ce qu’il y a d’essentiel dans les résultats
précédents en se placant a un point de vue exclusivement. analy-
Lique.

Reprenons le systéme (14)

200 ow .
. g "()z -+ ()—V_ e sin 0 COosw,
(33) ] o0 oo .
(D—V‘ +5l_6 :—COSQSII’](JJ,
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et considérons-le indépendamment de son origine. Mais aupara-
vant, substituons aux variables indépendantes « et ¢ les variables a
et B définies par les formules (31). On trouvera alsément

S 0—6 —f—d—w:sin(O—w),

3 do Ja
(34) (06 dw—s'lﬁ—um
0—§_5§_11( ' )s

el cette forme est peut-étre encore plus simple que la précédente.
Cela posé, considérons le systéme

20 ow .
s e o @ sin(0 — w),
(35) (dﬁ [)w—bs' (64w
o—‘é—agu sin w),

qui comprend comme cas parliculier le précédent. Sinous prenons

la dérivée de la premiére équation par rapport a 8 et celle de la se-
p q | PP i

conde par rapport a o, nous trouverons

02(0 +w) .

9wl ab cos(6— w)sin(0 + w),
20 —w) _ . ; :
W = ab COS(G —.—u))Sln(0~— U)),

d’ott 'on déduit, en ajoutant et retranchant successivement,

020 . 02w
(36) 3408 = ab sin ) cos 6, 9208

= ab sinw cos w.

On voitdonc que § et w seront des solutions particuliéres del'é-
quation

02Q

G2 94 0B

= absinQ cosQ,

qui devient identique 4 |'équation proposée (15) si 'on y suppose
(38) ab =1,
ce qui ne restreint pas la généralité.

Cela posé, supposons que 'on connaisse une solution quelconque

v, de 'équation (37) : portons-la dans les équations (35), qui
peuvent étre regardées comme deux équations simultanées de Ric-
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. 0 , . . . .
cabl en tang - Ces deux équations, étant compatibles, fourniront

pour § une valeur §, qui contiendra une constante arbitraire et qui,
en vertu de la premicere des relations (36), sera une solution nou-
velle de ’équation aux dérivées partielles (37). Substituons main-
tenant cette valeur de 0, dans le systéme des équations (35), ou w
sera regardée comme l'inconnue. Ces équations, qui seront évi-
demment compatibles, donneront pour v une solution nouvelle de
’équation (37) w., qui contiendra une nouvelle constante arbi-
traire ; mais, comme elles admettent déja la solution w = w,, leur
solution générale w, s’obtiendra par de simples quadratures (n°50).
Opérant avec w, comme on I'a fait avec la solution primitive v,, et
poursuivant application de la méthode, on formera une suite indé-
finie de solutions de I’équation (37). Le développement des calculs,
que nous réservons pourle Chapitre suivant, montrera que chaque
nouvelle opération exige seulement une quadrature nouvelle.

Le systeme (35) est un peu plus général que le systeme ana-
logue (34), équivalent au systeme (14) étudié dans les numéros pré-
cédents. Mais il s’y raméne immédiatement sil’on effectue la sub-
stitution définie par les formules

ao = d, b =,
substitution qui équivaut a la transformation de M. Lie (n° T74)
si Pon tient compte de la relation (38) entre @ et b. Au reste,
nous allons retrouver le systéme (35) dans I’étude d’une question

de Géométrie qui se rattache naturellement a celles qui ont trouvé
place dans ce Chapitre.

809. Etant donnée une surface a courbure constante (S), tragons,
dans chaque plan tangent et du point de contact comme cenire,
un cercle (C) de rayon constant 7. Soit M, un point de ce cercle,
dont les coordonnées relatives seront

mcos, msinb, o.

Les projections du déplacement de ce point sur les trois axes du
triedre (T) relatif au point M de la surface seront

/

cosw du - -msin® ( d - ow du + ow dv ),
dy ou
: , 0
(39) sinw dy -~ m cosO ( d0 + ow du+ 22 dy
v ou ’
m(sin0 cosw dv — sinw cosO du).
D. — I 28
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Dans la transformation de M. Bianchi, le point M, devait décrire
une surface (S;) tangente a MM, ; et, de plus, les plans tangents
en M et M, a (S)eta(S,) devaient étre rectangulaires. Gardons
la premiére condition, mais généralisons la seconde en assu-
jettissant les deux plans tangents & se couper maintenant sous
un angle constant quelconque, suivant MM, . Nous exprimerons la
premiére condition de la maniére suivante

Projetons le déplacement du point M,, non sur les axes Mx et
M)y du triédre (T), mais sur MM et la perpendiculaire MM, a MM,
tracée dans le plan des 2y (/fig. 80). Les projections nouvelles
du déplacement sur MM,, MM, et M5 seront

cosf cosw du - sin0 sinw do,

(40) g — sinb cosw du + sinw cosb do -+ m <d0 -+~ g—:z do + (Z—L: du>,

m(sin0 cosw dv — sinw cos0 du ).
I'ig. 8o.

z

M._—
e \

/
/4

Pour que la surface (S;) soit tangente a MM,, il faut qu’il existe
des valeurs de du, dv annulant les deux derniéres projections, cc
qui donne la condition

09 ow . .
m{ -— + — } —sinflcosw | sin0 cosw
Ju oy
09 ow . .
“-|m({ = + = )+ sinw cosH | sinw cos® = o,
Jdp ou

que P'on peut remplacer par les deux suivantes
0 0 . .
m i—-«—w = sinf cosw — A sinw cosH,
Ju oy

09 ow . .
m({— + - ) =—sinwcosH - Asin b cosw,
99 ou
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ou Adésigne une arbitraire, introduite pour la commodité des cal-

culs. Les trois projections (40) prennent alors la forme plus
simple

g sinw sind dv + cosw costh du,
{(42) A(coswsind dv — sinw cos® du),
? m(coswsin® d¢ — sinw cos du).

' PA .\ . -
Le rapport—- des deux derniéres donne évidemment la cotan-

gente de 'angle . du plan tangent en M, a (Sy) avec le plan des
zy, ¢’cst-a-dire avec le plan tangent a (S) en M. Sinous imposons
la condition que cet angle soit constant, A devra éire une con-
stante. Nous sommes ainsi conduits a 1'étude du systéme (41),
ou A devra étre regardé comme constant.

Or, si nousintroduisons a la place de « et de ¢ les variables e et {3,
DoUusS aurons [e SyStén’]e

06 ow T+ A,
. - = —— - )]
13 g du  Ou m sin (6 — w),
) <
4 00 ow [ N ,
38~ 38 = — sin (0 + w),

qui est identique au systéme (35) ol V'on ferait

(/4) a,:]J—k; l):]_)\-

n 1244

Par suite, la relation (38) nous conduira 1ci & la condition
2
{(45) 1= A2+ mn?2,

qui fera connaitre A en fonction de m.
En tenant compte de la condition précédente, on trouvera pour
I’élément linéaire de (S,) Pexpression
1
/

(46) ds? = cos20 du?—+ sin26 de2.

Cette formule, toute semblable a celle que nous avons obtenue
dans le cas particulier ou les plans tangents a (S) et a (S,) sont
rectangulaires, nous conduit & supposer que, dans le cas général ot
ces plans tangents font un angle quelconque, les lignes de courbure
se correspondent encore sur (S) et sur (S;). Clest la un point
essentiel que le lecteur pourra vérifier en effectuant les calculs que
nous allons indiquer.
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Les cosinus directeurs, relatifs aux axes du triédre (T) de la
normale a (S,) se déterminent sans peine. Les projections du

déplacement du point M, sur les axes de ce triédre ont pour ex-
pressions

cos0(cosw cosh -+ A sinwsin0) du -+ sinf(sinw cosO — X cosw sinh) dy,
cos0(coswsin® — A cosw sin0) du —+ sin B (sinw sin® —+ A cosw cosh) dv,

— msinw cosl du - m cosw sin 6 dy.

Si done ¢, ¢/, ¢ désignent les cosinus directeurs de la normale,
on devra avoir

¢(cosw cosB—+ A sinw sinh) -+ ¢’ (cosw sinh— % sinw cosb) — ¢" m sinw = o,

c(sinw cos® — A sinw cos®) + ¢'(sinw sin 6+ A cosw cosH) + ¢ m cosw = o,

ou, plus simplement,
ccosO -+ c'sinf = o,

cisinl — ¢’ AcosO — me” = o.
Ces deux équations nous conduisent aux valeurs suivantes
¢ = msin0, ¢ = — mcosH, "= A

des trois cosinus.

Par suite, les coordonnées d’un point P pris sur la normale a
(Sy) auront pour expressions

x =m(cos0 —+ o sin0), y=m(sin0 — p cos0), a3 = hp,

o désignant la distance du point au pied de la normale. Si l'on
suppose p constant, le point P décrira une surface (X) parallele a
(Sy) et dont on pourra calculer I’élément linéaire. En effet, les
projections du déplacement du point Psur les trois axes du triedre
(1) sont

(cosw cos® -+ A sinw sind)(cosb + psind) du

~+ (sinw cosl — A cosw sind)(sin® — p cosd) do,
(coswsin® — 2 sinw cos0)(cosd —+ psin0) du

~+ (sinw sin® -+ A cosw cos9)(sin® — p cosh) do,

— msinw(cosh + psinb) du + m(sin® — p cosd) cosw do,

et, par conséquent, I’élément linéaire de la surface (X), oblenu en
faisant la somme des carrés des trois projections précédentes,
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~

sera défini par la formule
(47) ds? == (sinf — p c0s0)2 du?~+ (cosh - p sin0)2 do?,

d’oiv il résulte immédiatement que u et ¢ sont les paramétres des
lignes de courbure de (S,) et de toutes les surfaces paralleles (Z).
En effet, les lignes de paramétres « et ¢ sont orthogonales, non
seulement sur la surface (S;), mais aussi sur toutes les surfaces
(Z); et I'on sait que les lignes de courbure de (S;) sont les seules
dont Vorthogonalité se conserve, dans le passage a la surface pa-
rallele.

810. Mais, au lieu de poursuivre cette vérification, il vaut mieux
employer la démonstration géométrique suivante, qui donnera
d’ailleurs des résultats plus complets.

Reprenons le triedre, que nous désignerons par (1) (/fig. 80)
formé par la normale Mz a (S) et par les droites MM,, MM,. Soit
de méme (1") le triedre analogue, de sommet M,, formé par la
normale en ce point & (S;), par M; M et une troisiéme droite per-
pendiculaire aux deux précédentes. Nous remarquerons d’abord
que ces deux triédres sont invariablementliés'un al’autre, puisque,
d’aprés nos hypothéses, la distance MM, est constante, ainsi que
Pangle des faces, appartenant aux deux triédres, qui se coupent
suivant cette droite. Par suite, les deux triéedres prendront en
méme temps les mouvements infiniment petits qui se réduisent
a de simples rotations.

Ce point essentiel étant admis, remarquons que le premier
triedreason plan des zy tangent en M a la surface (S); par suite,
son déplacement infiniment petit se réduira a une rotation lorsque
son sommet M décrira une ligne de courbure de (S), et dans ce cas
seulement (n° 489). Le second triedre (T') est placé par rapport
a (S;) comme (1) Pest par rapport a (5); par suite, lorsque M
décrira une ligne de courbure de (5), le mouvement du second
tricdre se réduisant & une rotation, le sommet M, de ce triédre
décrira une ligne de courbure de (S,), et vice versa. Ainsi les
lignes de courbure se correspondent sur (S) et sur (Sy).

A ce premier résultat on peut ajouter les suivants. Supposons
que le sommet M décrive une ligne de courbure de (S). Nous avons
vu au numéro cité que l'axe de la rotation infiniment petite a la-
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quelle se réduitle mouvement de (T”) passe toujours par le centre
de courbure correspondant C et se trouve dans le plan principal
normal a la ligne de courbure ou, si 'on veut, tangent en G a la
nappe (C) de la développée de (S) décrite par ce point.

Comme le mouvement de (T') estidentique a celui de ('T'), 'axe
de rotation passera de méme par le centre de courbure G, de (Sy)
rvelatif alaligne de courbure décrite par M, et se trouvera dans
le plan tangent en C; a lanappe (G;) de la développée de (S,) dé-
crite par le point C. De la résultent les relalions géométriques
sulvantes :

Soient C et D les centres de courbure principaux relatifs au
point M de (S); C, et D, les centres de courbure correspondants
relatifs auw point My de (Sy). Les plans tangents en C,D,C,, D,
aux quatre nappes des développées décrites par ces quatre
points sont respectivement les plans CDC,, CDD,, CD,(,,
DG, D,.

En d’autres termes, les plans principauz de chaque surface
vont passer par les centres de courbure principaux de lautre.
Le guadrilatere CDD,C, est tel que chacun de ses cétés est
tangent aux surfaces décrites par ses deux extrémités.

On peut dire aussi que les congruences engendrées par les
droites CC, ou DD, admettent comme focales les nappes (G),
(Cy) pour la premicre, et (D), (Dy) pour la seconde.

Ces relations avaient été déja établies en partie, pour le cas de
I'angle droit, au n°® 806.

811. C’est a M. Biacklund que 1’on doit la découverte de la trans-
formation que nous venons d’étudier ('). Malheurcusement, elle
se raméne, comme nous I'avons déja remarqué, & une combinaison
des deux transformations différentes que nous devons a M. Lie et
d M. Bianchi. M. Biacklund en a rattaché 1’étude a celle d’une
(question trés générale, dont nous allons dire quelques mots en ter-
minant ce Chapitre.

(*) BaAECKLUND (A.-V.), Om ytor med konstant negativ krokning (Lunds
Universitets ffrsskrift, t. XIX; 1883). Le Mémoire est accompagné d'un ré-
sumé en francais. i
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(%) et (¥') désignant deux surfaces distinctes, peut-on établir
une correspondance entre un point M(x, y, z) de la premiére et
an point M'(z/, ', 5') de la seconde, de telle mani¢re que quatre
relations données a I'avance

(48) Filz,y,5,p,q;2".9,5,p's¢") =0 (¢=1, 2,3, 4),

soient vérifiées identiquement? p, ¢ désignent, suivant l'usage,
les dérivées de z considérée comme fonction de x, y et de méme,
P’y ¢’ celles de 7' considérée comme fonction de 2/, /. 1l est aisé
de voir que, si une des surfaces est donnée, le probleme sera, en
général, impossible.Supposons, par exemple, que 5 soit une fonc-
tion donnée de z', y'. Si l'on élimine z/, ' entre les quatre
équations précédentes, on sera conduit, en général, a deux équa-
tions aux dérivées partielles pour z; ces équations n’auront pas
nécessairement d’intégrale commune.

On peut encore remarquer que les équations précédentes peuvent
étre considérées comme contenant quatre fonctions inconnues de «
et de y, savoir z, 2/, ', 5. On pourrait méme exprimer p', ¢’ en
fonction des dérivées premiéres de 2/, )/, &/ par rapport ax et ay.
Or quatre équations & quatre inconnues forment, en général, un
systéme déterminé. Donc 3, considérée comme fonction de z, y,
devra satisfaire & une ou & plusieurs équations aux dérivées par-
tielles. Ce sont ces équations qu'il s’agit de former.

A cet effet, différentions les équations (48). Si 'on pose, pour
abréger,

LSRN W A 1
ow oz PER P P a9g
| (2Ey O Ry, 0Ty o

7 35 1 Gp * gt

(49)

— —— -

ay

on aura des relations de la forme

/ 0F5>leﬁ OF;N\ o (R 0N
o \ (o )+ (o) )& e P 5 )4
50 «
S fOF;  JOF,N\ L, 0F; . O0F;
( —<o7+9 9ar ) W g AP g = o

Ces équations permettent d’exprimer dx, dy, dp', dg' en fonc-
tion linéaire de dz’, dy’ et nous donnent, par exemple, un résultat
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de la forme suivante
N dp' = Hdx'+ Kdy',
Ndg' = Ldx'+— Mdy',

ou H, K, I, M, N sont des fonctions linéaires de r, s, ¢, rt — s*.
Or on doit avoir évidemment

K =L.

Sans cela, p' et ¢’ ne seraient pas les dérivées d’'une méme fonc-
tion. Le calcul de K et de L. n’offre d’ailleurs aucune difficulté et
nous conduit a la relation

oF; dFi> oF; OF; ,oF;
oz oy ) og o 19w

'_’ oF; o¥; oF; obF; ,OFH_
W) o) o ow TP | T

ott chacun des membres doit étre remplacé par le déterminant
formé avec les lignes que 'on obtient en donnant a ¢les valeurs 1,
2, 3, 4. Le développement conduit & la condition suivante, qui a
été donnée par M. Backlund ('),

g (12)[FsFa]4-(13) [Ty Fy ] (14)[ Fy Fs]

(51) . )
? (3 [F1Fy )= (42)[F1 Fa] - (23)[F Fy] = o.

On a posé, pour abréger,

. o [OF.\ [OFy, OF;\ [ OF;\
() () () ()

Quant au symbole [F;I7;], il désigne le crochet jacobien

. B oF;  0F;\ oF OF,  ,0F;\ oF;

L Vs (G ) G (5 )
I <

' ( . (?Ei ' Q‘F_Z\ ()F/" (/ ()F/l' 5 ' dF/c Y ()Fi

\ "\ 03’) og" Ny T4 0z ) g’

Ce premier point fondamental étant établi, il peut se présenter
deux cas distincts.

1° L’équation (51), jointe au systéme (48), permet de déterminer

(*) BAECKLUND, Zur Theorie der particllen Diferentialgleichung erster
Ordnung (Mathematische Annalen, t. XVII, p. 285; 1880 ) et Zur Theorie der

Flichentransformationen (Méme Recueil, t. XX, p. 387; 1882).
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x'yy', 3 p', ¢ en fonction de x,y, 5, p, g, r, s, t. S'il en est
ainsi, il restera seulement a exprimer que les valeurs trouvées véri-
fient identiquement la relation

(54) dz' = p'da' + ¢'dy’,

ce qui conduira, en général, i deux équations aux dérivées par-
tielles du troisieme ordre pour z. Toute intégrale de ces deux
équations donnera une surface (2), @ laquelle correspondra une
seule surface ().

2° Supposons, au contraire, qu’en tirant, par exemple, du sys-
téme (48) les valeurs de 2/, »/, p', ¢’ et les portant dans ’équation
(51), on obtienne une relation ne contenant plus z'. Alors il res-
tera pour z une équation du second ordre seulement, linéaire par
rapport a r, s, ¢, rt — s*. Mais, quand on aura trouvé une in-
tégrale de cette équation et, par suite, une surface (¥), 1l la1 cor-
respondra une infinité de surfaces (¥'); car, si I’'on porte dans I’é-
quation (54) les valeurs de p', ¢', #', »/, on sera conduit a une
équation aux différentielles totales

dz'= Az, y, 5') dv -~ B(w, y, 3') dy,
qui sera intégrable et donnera & avec une constante arbitraire.

812. M. Bicklund a appliqué sa théorie au systéme suivant :

(Fi= (2 — @)+ (y =y (5= F P at=o,
Fy=s—s'—p(z—2)—q @ —y)=o0,
Fy=z—3"—pa—a)—q'(y—y)=o,

{ F,=1+4pp +qq —by1+p*e g2 VIt p2a g2 = 0.

(55)

I

Alors les deux points M, M sont & une distance invariable a; les
deux plans tangents en M et en M’ passent par la droite MM’ et
font un angle constant. Cette relation entre les deux surfaces est
précisément celle que nous avons étudiée au n° 809. Mais, sil’on
forme ici I’équation (51), elle exprimera que la courbure totale
de (') est constante. En tenant compte de la syméirie des équa-
tions (55), on peut donc dire que la relation qu’elles expriment ne
peut exister qu’entre deux surfaces & courbure constante.

Nous n’insisterons pas sur cet exemple, parce que nous allons le
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généraliser. Considérons le systéme suivant

Fy= (2 —2" )2+ (y—y)r+-(s—5)P—a*=o,

Voo s —s—p (@' —2)—q (y—y)—ba Vi+p*+q* =o,
Fym s’ — 5 pl(@'—2) —¢' (V) —y)—Vayi+pitq?=o,
Po=r1-+pp - qq—cVi-preg?Vi+pri+qg?=o,

~~

O

[op}

~—
e e

ou «, b, ', c désignent des constantes.

Alors la relation entre les deux surfaces sera telle que les deux
plans tangents en M, M’ et la droite MM/ formeront un systéme in-
variable; les constantes b et &' seront les sinus des angles des deux
plans tangents avec MM'; ¢ sera le cosinus de 'angle des deux
plans. On retrouve le cas particulier étudié par M. Bicklund en
faisant b = &' = o.

Formons la condition (51); mais, pour éviter les calculs, nous
supposerons, ce qui est évidemment permis, que 'on ait chois;
les axes coordonnés de telle maniére que I’on ait, pour le point M

de (%),

[) = g - § — O.
Alors les rayons de courbure de (X) en M seront

R="., R —

T

r 4

En calculant I'équation (51), on trouvera
a2(1—02)rt — (r+t)ya(b—>0'c) +1—c2= o,

ou, en remplagant r et ¢ par leurs expressions en fonction des
rayons de courbure,

(57) (1—c2))RR"— (R+R)a(b—0b'¢c) + a2(1— b62) = o.

On se trouve ici dans le cas exceptionnel ot z satisfait a une équa-
tion du second ordre. Silarelation précédente étaitidentiquement
vérifiée, on aurait

c—=— 1

. b=b, b1,
La droite MM’ serait une normale commune aux deux surfaces (%)
et ('), qui seraient parallcles.

Ecartons cette solution, qui est bien connue; nous vovons que
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la surface (¥) doit étre une surface W pour laquelle la: relation
entre les rayons de courbure sera donnée par I'équation (57). Par
raison de symétrie, la surface (¥') sera aussi une surface W, cor-
respondante a la relation

(58) (1— )RR, — (Ry+ R a(d — be) + a2(1— b2) = o

entre les rayons de courbure R, R.

Au premier abord, il semble que les résultats précédents aient
une grande généralité; mais on peut remarquer que la relation,
telle que nous Pavons définie, entre (X) et (¥') subsistera entre
deux surfaces quelconques respectivement paralleles a (%), (¥'),
c¢’est-a-dire que, pour ces surfaces, les plans tangents aux points
correspondants et la droite qui joint leurs points de contact forme-
ront un systéme invariable.

D’aprés cela, supposons d’abord ¢2— 1 différent de zéro. Sinous
remplacons les surfaces (), (¥') respectivement par les surfaces
paralleles pour lesquelles les relations (57) et (58) sont privées de
leurs seconds termes, ce qui est toujours possible (n° 771), on
devra avoir, pour les nouvelles surfaces,

b—bc=o, O —bec =o0

et, par suite,
b=1"08=o.

Alors on retrouve le cas particulier étudié par M. Bicklund; la
droite MM’ est tangente aux deux surfaces, qui ont leurs cour-
bures constantes et égales.

Soit maintenant ¢2==1; on obtiendra des surfaces pour lesquelles
les rayons de courbure auront une somme constante. St on leur
substitue les surfaces minima qui leur sont paralléles, il viendra

b=—0'¢c==Fn,

mais la correspondance ainsi établie n’aura jamais lieu entre deux
surfaces réelles. Nous laisserons au lecteur le soin d’étudier toutes
les surfaces minima que I'on peut faire ainsi dériver d’une sur-
face minima donnée.

Le résultat essentiel de cette recherche est donc exprimé par le
théoréme suivant :

Si deux surfaces se correspondent point par point, sans étre

(59)
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paralléles, de telle maniére que les deux plans tangents en ces
points et la droite qui joint les points de contact forment un sys-
teme invariable, elles sont, Uuneet ’autre, paralléles, soit a des
surfaces minima, soit & des surfaces pour lesquelles les cour-
bures totales sont constantes et égales. .

\

Nous ferons remarquer, en terminant, que le systeme (14), &

Pétude duquel se raméne toute notre théorie, est compris comme
cas particulier dans le systéme général de M. Bécklund, car on peut
I'écrire comme 1l suit

09 ow . ,
on T Ty = sin 0 cosw, u=u,
26 ow . R
50 +5~,:—~005051nw, =9,
4 w ;

ce qui constitue bien quatre relations de la forme (43).
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CHAPITRE XIIL.

DEVELOPPEMENTS ANALYTIQUES SE RATTACHANT
AUX TRANSFORMATIONS PRECEDENTES.

Détermination de surfaces particuliéres & courbure constante négative. — Rappel
des surfaces de révolution et des hélicoides. — Surfaces a lignes de courbure
planes ou sphériques dans un systéme. — Recherches de M. A. Enneper et de
M. H. Dobriner. — Comment on exprime qu’une surface rapportée a ses lignes
de courbure a ses lignes de courbure sphériques dans un systéme. — Applica-
tion aux surfaces & courbure constante négative. — Intégration des deux équa-
tions auxquelles doit satisfaire simultanément la fonction « qui se présente
dans I'élément linéaire de la surface rapportée & ses lignes de courbure. —
Propriété géométrique de la surface : les sphéres qui contiennent les lignes de
premiére courbure ont leurs centres en ligne droite. — Cette propriété permet
de ramener a des quadratures la détermination des trois coordonnées d’'un
point de la surface. — Comment on exprime qu’une surface a ses lignes de
courbure planes dans un systéme. — Application aux surfaces & courbure con-
stante; si les lignes de courbure sont planes dans un systéme, leurs plans pas-
sent par une droite et, par suite, les lignes de courbure de l'autre systéme
sont situées sur des sphéres ayant leurs centres sur cette droite et coupant la
surface a angle droit. — Détermination effective de ces surfaces. — Dévelop-
pements analytiques sur les méthodes de transformation de MM. Bianchi, Lic
et Bicklund. — On peut réduire I'application de ces méthodes & de simples
calculs algébriques précédés d’un certain nombre de quadratures. — Les deux
équations de Riccati qui se présentent dans cette théorie et qui contiennent un
paramétre arbitraire. — Véritable origine de ces équations et leur réduction
au systéme qui se présente dans Yapplication de la méthode de M. Bicklund.
— Théoréme général résumant les résultats obtenus.

813. Nous terminerons nos études sur les surfaces & courbure
constante en indiquant les moyens de déterminer quelques-unes
d’entre elles, c’est-a-dire en faisant Papplication aux cas les plus
simples des méthodes précédentes de transformation.

Différents moyens s’offrent & nous pour trouver des solutions
particuli¢res de I’équation

2

(o3
(-9

2w . c
1 — — — sinw Cosw.
() u? 3

D. — III. 29

w
2

D
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On peut supposer d’abord que w soit fonction d’une seule des
variables « ou ¢, ce qui conduit aux surfaces de révolution déja
étudiées dans la premiére Partie [n° 66, I, p. y9]. Supposons,
par exemple, que »w dépende de « seulement. L’intégration de

I’équation
d‘l

= sinw COoSw
du?

nous donnera

dw \ 2 -
—CZ_ZZ) = sin“w -+ «,

a désignant une constante quelconque, et nous conduira & des

fonctions elliptiques en général. Si, en particulier, la constante «
est nulle, on pourra se borner a prendre

w
(2) tang— = e®.
2
‘(’est 'expression qui convient a la surface pseudosphérique. En

effet, la formule (r1) [p. 426] nous donne ici, pour I’élément
linéaire de la surface, ’expression

[ — e‘.’.”z 2 e?.u
ds? = <—» *—> du? + _4 dp?

[ e2u (1 + e‘zu)é’ ’
et 1l suffit de poser
” 2el . .
l(*)) I+6212 - 6“’

pour retrouver la formule déja donnée [p. 394 ],
ds? = du'? 4+ 2% dv?,

qui convient a la surface pseudosphérigue de rayon 1 rapportée
a ses lignes de courbure.

On pourrait obtenir d’autres solutions de I’équation (1) en sup-
posant qué w dépende seulement de la fonction linéaire au -~ by}
mais cette hypothése, qui conduit aux hélicoides & courbure
constante, peut étre laissée de c6té. Les surfaces correspondantes

se déduisent, en effet, des surfaces de révolution par la transfor-

mation de M. Lie, indiquée au n° T74.

814. Pour obtenir d’autres surfaces a courbure constante, nous
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allons chercher, avec M. Enneper ('), celles dont les lignes de
courbure sont planes ou sphériques. Nous commencerons par le
cas le plus général, celui ou les lignes de courbure sont sphé-
riques dans un seul systéme.

Supposons une surface rapportée a ses lignes de courbure et
conservons toutes les notations du Tableau V [II, p. 386]. Pour
exprimer que les lignes de courbure de paramétre # sont sphéri-
ques, nous raisonnerons comme il suit. Les coordonnées da centre
de la sphére qui contient cette courbe, prises par rapport aux
axes du triedre mobile (T), sont

Zo, 0, 2o,

2,y et 59 étant évidemment des fonctions de « : car, sil’on désigne
par R le rayon de la sphére et par o 'angle sous lequel elle coupe
la surface, on doit avoir

(4) xy = R sing, zo = Rcosa;

et 'on sait, d’aprés le théoréme de Joachimsthal, que ¢ doit con-
server laméme valeur en tous les points de la courbe, ¢’est-a-dire
étre indépendant de ¢. Exprimons que le centre de la sphére,
c’est-a-dire le point (2o, 0, 3,), ne se déplace pas quand on se dé-
place sur la ligne de courbure. Nous aurons 1’équation de condi-
tion

(5) C -+ ryxg—p159 = 0,

par laquelle nous exprimons que la seule composante du dépla-
cement de ce centre qui ne soil pas identiquement nulle est égale
a zéro. Cette condition, qui est nécessaire, est d’ailleurs suffisante,
on le reconnaitra aisément; car elle exprime que 'une des déve-
loppées de la ligne de courbure se réduit & un point, c’est-a-dire
que cette ligne de courbure est sphérique.

Dans le cas actuel, la condition (5) devient, en tenant compte
des valeurs (12) [p. 426] de C, p,, ry,

. 0
(6) sinw —+ 2o ~

—— —— Zy COSW = O.
Jou

(') ExnEPER (A.), Analytisch-geometrische Untersuchungen (Gottinger
Nachrichten; 1868, p. 258-277 et 421-443).
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Elle est de la forme

0 . .
(7) 2£=a61w+§e—lw,

o et B étant deux fonctions de u liées & z, ¢t z, par les relations
(8) 250:1’0(“+p)} 2:ix0(B—-—a).

Il nous reste & déterminer la fonction o qui satisfait a la fois
aux équations (77) et (1).

815. L’équation (7) fournit, par la différentiation, la dérivée
seconde de w,

02w . . . . .
(9) bys = i(arerio — B2e—2iw) + 2 i)+ 2§ e—iw,

02w

SoT On obtient ainsi

et I’équation (1) nous permet alors de calculer
la valeur suivante
4%}_0_: = [(a2e2i) — pa e—2Uw) i(eﬂiw — e~20) - oqa' el 49 p’@—z‘w
= i(a‘-’ 1) e2iw — l(p2 4+ I)e——ziw 4 9q el 4 o p’e—z’w_
o :

Multiplions cette équation par 2 5

> et intégrons par rapport a ¢ ;
nous aurons

2
(10) 4(%;) = (a2 -+1)e® - (B2 4 1)e~20 — fig el 4 4B ei® 4 6,

v étant une nouvelle fonction de u introduite par U'intégration.

Nous avons maintenant les deux dérivées de w; il ne reste plus
qu’a écrire la condition d’intégrabilité. En différentiant 1'équation
précédente par rapport a z, on aura

ow 02w

. . . 0w

P = 9 o2 1)e2iw — ¢ 2 1)e—2iw Qa’ei(),) 0 B e—tw] 2

o5 suop = 2li(e®+1) (2 +1) -+ +afleio] o
—+ 200’ 2w 4 o BB e~ — jia" el - 4iF e~ + 6.

En différentiant de méme 1’équation (7) par rapport a ¢, on

trouverait
2w
Ju dy

2 = i(aeiw—ﬁe—fw)g%o-

2

w . N
-, nous sommes conduilt a la

Egalant les deux valeurs de 5
u 0y
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relation

[i(a2 41)e2o + (B2 1) e 20 4 fa' el — 4B e~ - 6y i](xeiw — fe—in)
= [i(a? +1)e2w — (B2 +41) e 20 24’ el 42 [ e~i0 | (ael® 4 Be—iw)

+ 2ga’ €20 1 9 3B e—2i — fia" el - 423" eI 4 6+,
qui, simplifiée, devient

6+ -+ 6aB" + 60a’ + e[ — 4ia" 4+ 2ifB(a? 1) —6ayi]
Ge—tow]  4if'—aia(B2+4+1) +6Fvi] =o.

Si cette relation n’était pas identiquement vérifiée, elle déter-
p )

minerait o qui serait une fonction de . Excluons cette hypothése

qui conduit exclusivement aux surfaces de révolution. Nous aurons

q(l_*_ pal+ an: O,
20" — B(a2~+1)+ 3ay = o,
28" — a(B2+1) + 3By =o.

La premiére équation s’intégre sans difficulté et donne

2a —+1
‘(-i—CL@:—-—,,—-v
J

a désignant une constante arbitraire. Les deux autres deviennent
alors

!
a”:cca+2c4'2@+a+p

b
2

(11)
B"=af -+ 2af2 + a-———; B

M
et leur intégration est la principale difficulté du probléme. Une
remarque trés simple ouvre la voie qui conduit & leur solution.

Jw Jdw
57 ’ -5; sont

telles que la condition d’intégrabilité est vérifiée ; elles admettent

816. Puisque les deux équations qui déterminent

une solution w contenant une constante arbitraire. En particulier,
les fonctions » de u définies par I’équation

g\
<dv =0

satisferont a ’équation (7). Ainsi, les quatre valeurs de ¢?, racines
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de I’équation
U = (a2 1)etiv — 470 e3i0 4+ Gy e2i®w 4+ 4B efw 4 B2 4 1 = o,

donneront des solutions particuliéres de I'équation (7); et, comme
cette derniére se réduit i une équation de Riccati lorsque 'on
prend comme variable ¢ au lieu de w, le rapport anharmo-

nigue des quatre racines du polynémeU doit étre une constante.
. . . S3 s
On sait que ce rapport est une fonction du quotient T3 Setl

désignant les deux invariants, quadratique et cubique, de U. On
est donc conduit a calculer ces invariants

S = (a2+1)(B2+1) — fa'B =+ 32,
T = (a4 1) (B2 1) -+ 2o B — P (o2 D) B2 (B2 1),

(12)

83 . . .
et I'on constate que non seulement a2 mals chacun des invariants

S et T, est constant en vertu des équations (11). On obtient ainsi
deux intégrales premiéres de ces équations, dont I'intégration est
ainsi assurée.

817. Au lieu de suivre cette méthode, on peut encore procéder
comme 1l suit : effectuons la substitution définie par les formules

(13) o=y -+ 3¢, B=y—=z1

.

Les équations a intégrer deviendront

Y'=+a)y +oy(yP-+ 2%),
(r4)
d=az+25(y2-+ 32).
Sous cette forme on reconnait qu’elles se présenteront dans le
q P
probléme de Mécanique pour lequel u serait le temps, la fonction
des forces I' étant exprimée par la formule

22 2.4 z2)2
= )2
2 2

)

F=(+a) % -+ a

On aura done tout de suite 'intégrale des forces vives
(15) Y2 = (4 a)yt+ ast+4 (y2+ 52) -+ 2 A,

et 'on sait que toute la solution sera ramenée a la recherche d’une
solution particuliére avec une constante arbitraire de I'équation
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aux dérivées partielles en 0,

Transformons en coordonnées elliptiques, c¢'est-a-dire substi-
ptq )

“+ <3—0Z—> = (1+a)yi+ az24(y24+ 52242/t

tuons a y et z les deux racines . de 'éguation en ¢
Y ) P

.}',2 72
[4

— — 1
t—1 ’

nous aurons

. (e (1 ) (1— o1),
(17) 3‘)/.7_ (1—p)(1—p1)
5= ppus

et une transformation bien connue raménera ’équation en fala

forme
d() 2 , 2
4P(P*1)(\%> —dp1(p1— ><0ol>

= (p—p) [T+ a)y?+az2+ (y2-+22)2+2h],

ou, en remplacant y2, z%par leurs valeurs et posant

(18) Jp)y=p*+(a—1)p>+(2h —a)p—2k,
00
(19) 4.0(9—1)(%2)2—4m<pw1)<5)—91>2=f(p)~f(m).

Cette équation admet la solution

J(p) 1 Sl
(20) f‘/P(P'—I)d 2/ P1(91—I) dp1s

qui contient la constante arbitraire k; et, par suite, les valeurs
de seront fournies en fonction de u par les formules
@y P ¥

ele 00 »
(21) 57 = W — U, (T/C—A'

Si donc on pose
(22) M2 (p)=f(p)plp—1) =plp—D[p?+ (@« —1)p*~+ (2~ —a)p—2k],
les deux équations suivantes

pdp  prden
S

A(p)  A(pr)
dp doy
—_— L —
ACp)  Alp1)

=2du,

(23)
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donneront les intégrales cherchées. On voit que o, py sont des
fonctlions ultra-elliptiques de «.
A l'intégrale des forces vives on peut ajouter la suivante

(24) 52 (ys —ay' )2— 32 a + y2+ 52) = ok,

que le lecteur vérifiera aisément et qui nous permet de calculer
les invariants S et T de U. On constate, comme nous 1’avons
annoncé, qu’ils sont constants et ont les valeurs suivantes

S S:g( 24 aq-+1)— 8,
(25) (

T = i(a—1)(2a—|—1)(a+§)—}—%(r——a)——é’/c.

818. 1l nous reste maintenant, y, 3, «, 3 étant déterminés, a
obtenir 'expression de w. On y arrive de la maniére suivante.

Remplacons, dans I'égalité qui sert de définition & U, e par &;
nous obtenons un polynéme du quatriéme degré dont on peut
calculer le Hessien. Si nous le désignons par H, et si nous y rem-

‘placons £ par ¢f®, nous aurons

[ H={[v(+a2)+ a'2] e
4 20[(1 + a2) B+ ya']ediw
4 (@2 1)(B2+ 1) 4 2a' B’ — 3y2]e2iw
U il B 4B e (o B2 B

(26)

D’aprés la théorie des formes biquadratiques ('), ona l'identité

oH oU
U— —H-Z =9y— 4H3 2 3
d§ H O )\/ 4H3 4+ SHU TUSs.

D’autre part, si l'on pose

(27) H=1UY,
on aura
oH oU oH oU
%_U—C@__Hxiem dw_iUW_HX
g Uz o T Luyu

(") SALMON, Legons d’Algébre superieure, traduction O. Chemin; 18go.




DEVELOPPEMENTS ANALYTIQUES. 453

ou encore, en tenant compte de 'identité précédente,

(28) % — I STT.

S et T étant des constantes, le rapport anharmonique de 'une
quelconque des racines de 1’équation (27) et de trois racines de U
dépend exclusivement de ¢ et non de u, d’aprés la théorie des
formes biquadratiques. Donc ¢ sera une simple fonction de ¢ et
sera, par suite, entiérement déterminée par I'équation précédente,
qui introduit cette fois des fonctions elliptiques.

Signalons la relation identique

a—1

(29) i (y =55 ) =4y =84+ T

entre les deux polynémes du troisiéme degré qui figurent dans la
solution.

On a ici un nouvel exemple d’un probléme dans lequel figurent
a la fois les fonctions elliptiques et les fonctions hyperelliptiques.

819. L’intégration des équations (14), qu’Enneper n’avail pu
effectuer et qui lui paraissait présenter de grandes difficultés, est
due & M. Dobriner qui l'a donnée dans un Mémoire publié
en 1887 ('). Nous nous contenterons de montrer ici que la déter-
mination des coordonnées X, Y, Z d’un point de la surface en
fonction de « et de ¢ n’exige plus l'intégration d’une équation de
Riccati, mais s’effectue au moyen de simples quadratures. Il nous
suffira pour cela d’établir que les sphéres coupant la surface
suitvant des lignes de courbure ont leurs centres en ligne
droite.

Les coordonnées, relatives aux axes du triédre (T'), du centre de
la sphére qui contient la ligne de courbure de paramétre w« ont
été désignées plus haut par z,, o, z,. Elles sont lices aux fonc-
tions y, 5 par les relations

(30) Zo= Xy Y, I= X5,

(*) H. DoBriNeRr, Die Flichen constanter Kriimmung mit einem System
sphirischer Krimmungslinien dargestellt mit Hilfe von Thetafunctionen
zweier Variabeln (Acta Mathematica, t. IX, p. 73-104; 1886-1887).
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déduites des formules (8) et (13). Lorsque I’on passe d’'une ligne

de courbure & une autre, ¢’est-a-dire lorsque w« varie, les projec-
tions du déplacement de ce centre sont

. ow .
(zy—+ cosw + 5y sinw) die, %o 5o du, (5, — 2o sinw) du.

Remplacons z,, z, en fonction de y et de z, et calculons les
cosinus A, B, G, proportionnels & ces trois projections, des angles
que fait la tangente ala courbe des centres avec les axes du triddre
mobile. En tenant compte de I’équation (10), nous trouverons les
expressions suivantes

Aok =3 —z2cosw — yzsinw,

(31) B\/2_75:—zd—v;

Cyok=ys—zy + ssinw.

Or on reconnalt aisément que ces cosinus directeurs vérifient
identiquement les relations telles que les suivantes

dA = B(rdu—+rydv)— CG(g du -+ g, dv), cee

qui caractérisent une direction invariable dans ’espace. La pro-
position que nous avions en vue est donc établie et la ligne des
centres est une droite.

820. Prenons cette droite pour axe des X. Rien ne sera plus
aisé que de délerminer la coordonnée X. On a, en effet,

0X
ou

oX

5o = Bsinw,

= A cosw,
et, de ces deux formules, on déduit sans difficulté

3 COSW I
32 X="-—"— ———‘/‘ZQdu.
(32) Vak Vak

La sphére contenant la ligne de courbure aurait évidemment
pour équation

e
(33) (X — U)o Yoop Z2= 22 4 23 = 2,

z2

ott U désigne maintenant une fonction inconnue de u«; et il est clair
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que X—U est la projection sur I'axe des X du rayon de la spheére
qui aboutit au point considéré de la surface. Mais cette projection
peut étre calculée a 'aide des formules (31) et elle est égale a

— (Awo-+ Gz)
—1 /3 2z Z COS W {14 y2 !
< .yz _},,>: ( y)ﬁ__yﬁl_ya,

= —— | — — ZCOSW —— —_
Vaok

s Vak zy/2k Vol
On a donec

X*U:zeosw_z(l—ky-) 4

Vaok sVok ok

ce qui donne

R Ay S N 1 f
34 U= et e — | 32du.
(34) sy ok Vak Vol

Connaissant X — U, nous pourrons déduire de la formule (33)
la valeur de Y2+ 72

.FJ/Q_(A_I_CJ/)‘Z.
z2 z2

Yoy Zo—!

Sinous posons enfin

(35) Y = X cosy, Z = Asind,
I'identité
(36) ds? = dX2+ dA?+ A2 d2,

ou ds?, X, A sont entiérement connus, permettra de déterminer ¢
par une simple quadrature.
Appliquons cette méthode au cas spécial ot I’on suppose

. . ¥y =o.
Alors on doit avoir
(37) h =k,
(38) 2'2= gt 4+ az?+ 24,
Jw .
(39) FLZ = — 2 SInw.

De cette derniére équation on déduit

fsicflww :——fz du —+ f(v),
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ou, en donnant a f(v) une forme spéciale,

—.d—w—:—fzdu ——fziclv.
sinw

Au licu d’appliquer les formules précédentes, cherchons directe-
ment z; et w. De I’équation précédente on déduit

(39 bis) »3%) = — 3 sinw.

Pour déterminer z,, remarquons que l'on a

2

02w ;. .
St = — 3 sintw—+ 22 sinw Cosw,
02w ;o -
o2 = — z|slnw +.3}sInw cosw,

ce qui donne, en substituant dans I’équation (1)

. P
(40) COSW = ——— L |

&2— 3% —1

Il ne reste plus qu’a porter cette valeur de w dans I’équation (39)
pour obtenir la condition

(41) 2= (82+1)2+a(s?+1)+2h,

qui définira 5. La fonction w se trouve ainsi directement déter-
minée en fonction de « et de ¢. On aura ici

AVoh = 5 — 32 cosw,

0 .
(42) { B zk:—z—()%)-:7zlsmm,
Cy2h=zsinw,
— A2 2 1+ 22
(43) de=Yigpze— LAY Tl 5= VI G,

52 2h \/57{
Un calcul facile donnera

. V2 h dy

T 133

(44) ay

d’ott il suit que ¢ sera une fonction de ¢. En d’autres termes, les
lignes de courbure de paramétre ¢ seront planes; et leurs plans
passeront par la droite, lieu des centres des sphéres qui contien-
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nent les lignes de premiére courbure. C’est un résultat qu’il était
aisé de prévoir, I'hypothése

Yy =0 ou Zp = 0,

que nous avons faite, exprimant que les sphéres contenant les
lignes de premiére courbure coupent la surface a angle droit.
Comme elles ont déja leurs centres en ligne droite, on devait
trouver une variété des surfaces de Joachimsthal [n® 92 a 94, I,
p- 112 et suivantes .

821. Le cas que nous venons d’étudier est le seul dans lequel
une surface a courbure constante puisse avoir ses lignes de cour-
bure planes.

En effet, pour que leslignes de courbure, de paramétre ¢, d’une
surface quelconque, soient planes, il faut et il suffit [n° 509, II,
p- 394 ] que leur plan osculateur coupe la surface sous un angle
constant. Or, lorsque la surface est rapportée a ses lignes de cour-

bure, la tangente de cet angle est — ’Z (n° 507). Il faut donc que

I'on ait, en général,

(43) L =q(o).
Ici cette équation devient

ow .
e S(9)sinw.

Aux notations prés, elle est identique a ’équation (39 bis) qui
entraine comme conséquence ’équation (39). En déterminant les
fonctions d’une seule variable z et z,, on retrouve les hypothéses
et les valeurs que nous venons d’étudier. Ainsi,

Quand une surface & courbure constante admet une famille
de lignes de courbure planes, les plans de ces lignes de cour-
bure passent par une droite et, par conségquent, les autres
lignes de courbure sont sur des sphéres qui ont leurs centres
sur cette droite.

Pour ce qui concerne le cas général, U'introduction des fonc-
tions O & une et & deux variables, nous renverrons le lecteur a
I’élégant Mémoire de M. Dobriner.
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822. Pour obtenir de nouvelles surfaces & courbure constante,
il suffira d’appliquer & celles que nous venons de déterminer les
méthodes de transformation de M. Lie et de M. Bianchi. Nous
allons donner rapidement quelques indications sur la suite des
calculs qu’il y aura & exécuter pour obtenir les surfaces en nombre
illimité que 'on peut ainsi faire dériver d’une surface donnée.
Reprenons le systéme fondamental

0b ow .
g (712+W: sinf cosw,

(46) E M dw .
S gy = —sinw cos @,

d’ot V’on déduit toute la théorie.

Considérons-y d’abord o comme donnée et cherchons a en dé-
duire la valeur la plus générale de 0. Si I'on en connait une solu-
tion particuliére 0, la solution la plas générale, que nous dési-
gnerons par U, sera définie par la formule trés simple

0'— 6 )
o o (V9 e
ol 'on a posé, en modifiant légérement les notations du n° 805,

(48) { da = cos0 cosw du -+ sinf sinw dp,
¢ )
[ e=2df = cosw sin® du — sinw cos dv.

Ces quadratures, effectuées avec la plus grande généralilé pos-
sible, introduiront évidemment une constante arbitraire en facteur
0'—9

Supposons maintenant que, considérant 0 comme donnée dans
le systéme (46), on veuille avoir 'expression la plus générale
de la fonction ® qui satisfait & ces deux équations. Si nous dési-
gnons encore par » une solution particuliére et par »” la solution

dans ’expression de cot

générale, nous aurons, de méme que précédemment,

"

(49) cot 222 = yex,

v étant la fonction introduite au n® 805 et définie par la quadrature

(50) e% dy =— cosf sinw du -+ sind cosw dv.
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La méthode de M. Bianchi consiste, nous I'avons vu, dans
I’exécution alternative de ces deux opdrations. Remarquons que
les calculs relatifs & la seconde se déduisent de ceux qui se rap-
portent & la premiére, si Pon échange w, 0, «, B, v respective-
menten §, o + %, — a, v, B, comme on s’en assure aisément.

Supposons que, partant d’un systéme de solutions (w, 0) du
systéme (46), on ait calculé les fonctions «, 3, y. Appliquons la
formule (47) pour avoir une solution plus générale et remplagons
G par #. Nous aurons de nouvelles valeurs o/, &', v/ de «, 3, v. Les
valeurs o/, $/ se calculent algébriquement par les formules

. . e — 6
(51) e — o, = —t—

Mais, pour obtenir la nouvelle valeur v de v, il faudra effectuer
une nouvelle quadrature.

Si, de méme, on remplace © par la valeur o” fournie par I’é-

uation (49), on aura de nouvelles valeurs o’, 37, v de =, 3, ~.
q 9) s 12 PR eI

Des formules analogues aux précédentes donneront

Y .
(52) oo © . .

Y2+ e—29.’ LTy
Mais, pour obtenir la nouvelle valeur 3" de 3, il restera ici en-
core a effectuer une nouvelle quadrature.

823. En appliquant successivement les deux opérations que
nous venons de définir, on déduira, on le voit, de tout systeme de
solutions des équations (46) un nombre illimité de systémes nou-
veaux contenant autant de constantes qu'on le voudra; et la
détermination de chaque systéme nouveauw exigera sewulement
une nouvelle guadrature.

Mais ces quadratures portent sur des expressions de plus en
plus compliquées contenant les constantes arbitraires mélées aux
variables aussi bien dans les dénominateurs que dans les numéra-
teurs. Il semblait donc que 'application de la méthode était presque
impossible et devait étre promptement arrétée dans le cas général.
Il y a donc quelque intérét a signaler le résultat suivant :

Il suffira d’effectuer au début, en dehors de a, 3, v, un cer-

tain nombre de quadratures (inférieur d’une unité au nombre
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des solutions nouvelles que l’on veut obtenir) portant sur des
Jonctions parfaitement déterminées de u et de v; el ces qua-
dratures une fois effectuées, Uapplication de la méthode n’exi-
gera que les calculs algébriques les plus élémentaires.

Voici d’abord quelles sont les quadratures & effectuer; elles
sont définies par les formules

{ boz @,
dby = 20y de — (B2+ e2%) dy,
dby = dby+ 20, de — 2by do. — e—2¢5% dB,
(53) R
db,=dby—o+ 20,1 de —2b,_5 da
— (bobna-t+b1by gt ..+ busby)e—2%dB
| e (bibustbyby g+ ...t by dy.
Co =7
dey = 20 d(fiy —e) — (y2+ e72%) df,
dcs = dco—+ 2¢1 d(By

e) =+ 2¢p da — e2%c? dy,

dep,=dcpo-+2¢, 1d(By—2e)—+ 20,9 do
—(CoCp—a-t-C1Cp—z ...+ Cp_Cy)e2® dy

+(c1Cp—a+ CaCpg—...+ Chacy)dB,
ou l’on a posé, pour abréger
) ger,

(55) de = dy + sin0 sinw du -+ cosw cos dp.

Il résulte des équations (46) que de est une différentielle exacte.

Nous supposerons que toutes ces quadratures soient calculées
de la maniere la plus générale, c’est-a-dire gu'on ait ajouté une
constante arbitraire apres chaque intégration.

Ces définitions une fois admises, supposons qu’on substitue
partout a § la valeur §' définie par la formule (47). Les nouvelles
valeurs b;, c; des fonctions b;, c; seront déterminées par les for-
mules (51) et les relations trés simples de récurrence qui suivent

=1
(56) ba=ci—

r
b= cn—1— 3(Cn—2 b} 4+ cn—sbiy—+...+ cobj_y)
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et
re ot —
cy=1"=bi,
’ 1o
Clzbg—i“@ Cobla
(57)

Cr=bpiy 4+ B (Ch b1+ ch s ba+...~-c)by).

Lorsque, au contraire, on substituera le systéme (w’, §) au sys-
teme (w, 0), les formules que 'on aura & employer pour calculer les
nouvelles valeurs de b;, ¢;seront pareilles aux précédentes et s’en
déduiront par la substitution des quantités —a, v, 3, ¢;y 0, a
@, B, 7, biy c; respectivement. On aura, par exemple,

(58) b= Chpi+ Y (bh_c1+ b)) yca—+...4 Dfhey).
(59) Cp=0p0— " (bposcy+bpscs—+...4+byc) ).

Cela résulte de la remarque faite plus haut : le systeme fonda-
mental ne change pas quand on change w en 0, § en © + w; mais
alors il faut changer le signe de «, échanger @ et vy, b; et ¢;, ¢ et

By —e.

824. On peut établir tous ces résullals d’une maniére relative-
ment simple en opérant comme il suit.

Remarquons d’abord que toutes les relations par lesquelles on
détermine les fonctions by, by, b,, ... peuvent étre comprises
dans une formule unique a 'aide de I’artifice suivant.

¢ désignant une variable auxiliaire, considérons la fonction ¢
de ¢, de u et de ¢ qui serait définie par le développement suivant

(60) o(t,tt, 9)= 0o+ 0, + 082+ .. .+ Dt ..

Multiplions maintenant les équations (53) qui servent de défi-
nition & by, bs, ..., b,, respectivement par ¢, 2%, ..., ¢”, et ajou-
tons-les. En désignant par d¢ la différentielle de ¢ ot1 £ serait traitée
comme une conslante, on effectuera aisément la sommation de
tous les termes semblables, ce qui conduira a I'équation

dyp —df} = 1? do + 2956([3 — 202 da
— (B2-e)tdy — t2e 2% o2 df 4 13 <£—7—‘E>2(l“{7

que l'on peut ordonner comme il suit

61) (1 —)de=df —te2tdy+2t(de — Bdy—tda)o + t(dy—te—22dB) o2,
D. — III. ' 30
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Cette unique équation tient lieu de toutes celles qui sont com-
prises dans le Tableau (53) : il suffira donc de démontrer qu’il
en existe une solution o, développable suivant les puissances
entiéres et positives de t, pour établir en une fois que tous les
seconds membres des formules (53) sont bien des différentielles
exactes.

Or, si dans I'équation précédente on remplace d¢ par sa valeur
do do
at du - ﬁ dy,

et si 'on égale a zéro les coefficients de du, dv dans les
deux membres, on a deux équations de Riccati auxquelles on
pourra appliquer les méthodes données aun® 48 et ’on reconnaitra
que, pour elles, les conditions d'intégrabilité sont vérifiées. A la
vérité, les calculs par lesquels on établit ce résultat sont assez
compliqués; on pourrait les présenter sous une forme élégante.
Mais le fait essentiel que nous avons en vue sera établi plus loin
(n° 829) par une simple transformation de I’équation (61).

Sil’en considérait de méme la fonction ¢ définie par le dévelop-
pement

(62) Wt u, ) =cotcilcal?ael
on verrait qu’elle doit satisfaire a I’équation
(63) (1 —)dY=dy—te20df +2t(Bdy—de+tdayl+t(df —te>ddy)y?

toute semblable a celle qui détermine ©. Nous allons montrer tout
d’abord que les équations en ¢ et ¢ se rameénent I'une a lautre.
Si on les ajoute, en effet, aprés avoir multiplié la premiére par ¢
et la seconde par ¢, on trouve

(1—22)d(o) = (dy — te™2%dB) o (14 to) +(df — te** dy) Y (1 -+ tol),
équation qui est identiquement vérifice quand on fait
1+ toy = o.

On passe donc de Vune & I'autre des deux équations par la sub-
stitution

(64)

i
|
l

ou P == —-

1
i
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Mais, pour bien comprendre la nature de cette relation, il faut
remarquer que ’équation en ¢ a deux espéces bhien distinctes de
solulions. Les unes sont développables suivant les puissances posi-
tives de ¢ et leur développement

© = b0+ Z)lt+bgt2+.-.

donnera, avec les constantes arbitraires que comportentles quadra-
tures, les fonctions que nous avons désignées par by, by, Doy - . .
Les autres ont un développement

A
@:—£+A1+-A2t+...,

. I . .
qui commence au terme en -, et ce sont celles-la seulement qu’il

faudra porter dans la formule de substitution (64) pour obtenir la

solution ¢
b=y 4+ct+...,

développable suivant les puissances de .

825. Une fois établie 'existence des fonctions b; et ¢;, voyons
comment se transforment ces fonctions lorsqu’on applique la
méthode de transformation de M. Bianchi. La premiére transfor-
mation est définie par la formule

06— 0
cot

= e

Elle substitue 0’ a §; les nouvelles valeurs o/, 8/, v', ¢'de 2, 8,7y, ¢
sont définies par les équations suivantes

Gr‘ o e r___ - )8 i o b
(65) e¥= gy = g , Y= b

Si I'on désigne par ¢’ la nouvelle valeur de ¢, on peut donc,
grace aux formules précédentes, écrire I’équation en ¢/ qui rem-
place I'équation en ¢ (61). Un calcul, que nous omeltons, montre
que 'on passe de 'une de ces équations a Pautre par la substi-
tution

4 (A p . —1

(66) ?—B"‘?—*—B—i;i_';?&— .

o—B
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Si donc on tient compte des formules (64), on obtiendra les
relations suivantes

oty
?_p_ Bzd
(67) R
L E Ty

entre les nouvelles et les anciennes valeurs de ¢ et de 4. Ces rela-
tions ont été écrites sous une forme telle qu’elles fournissent,
comme cela doit étre, pour ¢’ et/ des fonctions développables,
comme ¢ et 4, suivant les puissances positives de ¢.

Ce point une fois reconnu, si I’on chasse les dénominateurs et
si 'on égale dans les deux membres les coefficients des mémes
puissances de £, on obtient les formules de récurrence (56), (57)
données plus haut et qui permettent de calculer les nouvelles va-
leurs 0}, ¢; des fonctions b;, ¢;. On peut encore employer les for-
mules (67) sans chasser les dénominateurs et effectuer le dévelop-
pement des seconds membres suivant les puissances de ¢ pour
obtenir sans intermédiaire les expressions de 0}, c;.

En résumant tout ce qui précede, nous pouvons donc énoncer
la proposition suivante :

Toutes les fois que U'on saura déterminer la solution la plus
générale de Uune des équations différentielles (61) ou (63),
Capplication de la méthode de transformation de M. Biancht
n’exigera plus que des calculs algébriques sans aucune qua-
drature.

826. Comme application partons de la solution

du systéme (46). On a ici
o=, a3 = o, dy = o, dz = dy.
Les équations en ¢ et LIJ se présentent sous la forme suivante

(1—282)do = ate(dv—tdu),
(1—2)db = — 2ty (de — t du),
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=~
o
e

d’ou 'on déduira sans peine leurs intégrales, qui seront

v —lu v —tu
P

2 Ty TTAL T
(68) v =209(l)e 10, Y=o0,(t)e  17F,
s et o, désignant deux fonctions quelconques, développables sui-
vant les puissances positives de ¢, dont les coefficients donneront
les constantes qui doivent figurer dans b, et dans c,.
La premiére solution dérivée est fournie par les formules

0
B = Ay, cot; = hyeu,

ol /&, désigne une constante. Elle correspond a la pseudosphére.
On voit ainsi que toutes les surfaces dérivées de la pseudospheére
suivant la méthode de M. Bianchi s’obtiendront sans aucune in-
tégration.

827. Les équations de Riccati a deux variables indépendantes
en o et en ¢ dont intégration rameéne a des calculs algébriques
Papplication de la méthode de M. Bianchi contiennent un para-
métre auxiliaire £. Nous avons vu qu’elles se réduisent I'une a
Pautre par ’emploi de la formule de substitution

1oy = —1.

Nous allons maintenant montrer qu’on peut les rattacher 'une
et autre & un systéme analogue contenant un parameétre arbi-
traire et déja rencontré dans cette théorie au n° 808.

Ecrit avec les variables o et 3 qui, au n° 808, désignaient les
paramétres des lignes asymptotiques, ce systéme prenait la forme

g 3%+(;%)«=asin(6——w),
6 4
(69) a0 Jw .
B ()—B—:bsm(6+m),
ott 'on avait
w4 e L — ¢
(70) ab =1, @ = p:lz .

Ecrit avec les variables w« et ¢, il deviendra donc le suivant

00 ow a-+b . b—a .
i e sin0 cosw -+ sinw cosH,
Ju oy 2 2

(79) 00 0w a —

o . a-+b .
= sinh cosw — sinw cos0,

o T ou 2
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identique, aux notations prés, a celui que nous avons rencontré
dans I'étude de la transformation de M. Bicklund (p. 434) et 1l
ne pourra avoir lieu (n° 808) qu’entre deux solutions de I'équa-
tion
02w 02w .
EZ—L? _— 7‘)—2- == 81N COosw.

Cela posé, supposons que 'on connaisse une fonction v solu-
tion de cette équation aux dérivées partielles, c’est-a-dire que
I’on connaisse 1’élément linéaire d’une surface (S) a courbure
constante rapportée a ses lignes de courbure. Nous allons montrer
que Pintégration compléte du sysiéme (71), c’est-a-dire la déter-
mination de la fonction la plus générale § qui y satisfait pour
chaque systéme de valeurs de @ et de b, entraine la détermination
sans quadrature des neuf cosinus qui fixent la position du
triedre (T), non seulement pour la surface (5), mais pour toutes
celles quis’en déduisent par 'application combinée de la transfor-
mation de M. Lie (n° 774) et de celle de M. Bianchi, ou si 'on
veut encore par l'unique application de la méthode de transfor-
mation de M. Bicklund (n° 809).

Considérons d’abord la surface (S); la détermination des neuf
cosinus dont dépend la position du triédre (T') relatif & cette sur-
face exige lintégration du systéme (7) [p. 378] qu’on obtient
immédiatement en faisant dans le systéme (71)

et que I'on saura par suite intégrer, d’aprés I’hypothese. La déter-
mination de la surface (S) exigera donc seulement trois quadra-
tures. D’auatre part, la détermination de la surface (5,), qui dérive
de (S) par la premiére application de la méthode de Bianchi, exige
lintégration du méme systéme (71) avec les valeurs égales a I'unité
de @ et de b. Le systéme étant supposé intégrable pour toutes les
valeurs de @ et de b, on saura donc déterminer (S,).

Comme, d’ailleurs, il est évident, d’aprés les développements
du n° 808, que le systéme (71) conserve sa forme, mais avec
d’autres valeurs des constantes @ et b, quand on applique la
transformation de M. Lie, il est clair que la proposition s’étend a
toutes les surfaces qui dérivent de (S) soit par la transformation
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de M. Lie soit par une premiére application de la méthode de
M. Bianchi ou de celle de M. Bicklund.

828. Mais on peut la compléter encore en montrant que 'on
pourra, sans aucune quadrature, poursuivre V'application de la
méthode de M. Bianchi, non seulement & Ia surface (S,), mais a
toutes celles qui en dérivent par la transformation de M. Lie.
Cette nouvelle proposition se traduit analytiquement par le
théoréme suivant : ’

Soient § et o deux solutions connues du systéme (71). Con-
sidérons les deux systémes suivants

00, ow ay+ b by — ay

— 4 = = —— ~sinf; cosw - sinw cos®

ou | o 2 ! tr
(72)

0, | dw ar— by . a+b, .

- + = = ———¢inb, cosw — “—""sinw cosf,,

oy du 2 )

08 0w a,+ by . by —aq .

-— 4+ — = ————sinf cosw; -~ ————sinw, cosH,
(73) Ju oy 2 2
7 {

00 ow,y ay— O, . a1+ b; .

— 4 — = ————sinl cosw; — ————=sinw; cosH,

| Ov du 2 2

o l’on a toujours
a1 by =rx,

et o B, et w, sont deux inconnues ¢ déterminer. On passera
du premier au second par la substitution
1 —w 0;,—6 ) — a

w
tang tang —
8§75 £, a+a’

de sorte que, si l’on sait intégrer le premier, on saura aussi
intégrer le second.

Le lecteur vérifiera ce résultat. Nous nous contenterons de re-

marquer que le théoréme n’est méme pas en défaut pour les va-
leurs
@), ="

de a,. Supposons, par exemple, @, = «. Alors il y a une infinité
de solutions du systeéme (72), qui tendent vers 6 quand «, tend
vers a. Soit, en effet,

0, =f(u, v, G, ay),
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la solution générale du systéme (72) o G désigne la constante
arbitraire choisie de telle maniére que, pour a;= a et C=o,

on ait
0= 0.

Alors on pourra prendre pour C une fonction de «;,
C=K(ay—a)+ K (ar—a)2+...,

et, st on léve 'indétermination dans la formule

(a—:—ai)tangg)l2 a2 eiie’
tang -
on aura
w—w 1
atang 5 = <ng_+ij_:> >
oG ()Cli 0

le dénominateur étant calculé pour les valeurs o et a de G et
de a,.
Une méthode analogue s’appliquerait & I'hypothése a, = — «.
On peut donc énoncer le théoréme d’Analyse suivant :

Considérons le systéeme des relations (71) qui ne peuvent
subsister qu’entre deux solutions w et O de U'équation aux
dérivées partielles (1). En y considérant successivement w et
comme inconnues et changeant, st {’on veut, chaque fois les
valeurs des constantes a et b, on peut faire dériver de toule
solution o de l’équation (1) une infinité d’autres solutions. Si,
quelles que soient les constantes a et b, la premicre application
de la méthode n’exige aucune quadrature, il en sera de méme
de toutes les applications suivantes.

(Géoméliriquement, nous avons I’énoncé suivant :

Si l'on sait déterminer par de simples quadratures une suir-
Jface a courbure constante (S) ainsi que toutes celles qui en
dérivent par Uapplication de la transformation de M. Lie
(n°T74), Papplication successive des méthodes de transforma-
tion de MM. Bianchi, Bicklund et Lie n’exigera aucune qua-
drature nouvelle.

11 ne sera pas inutile d’ajouter ici la remarque suivante, qui in-
] y
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diquera comment on a été conduit a prévoir la proposition que
nous venons d’énoncer et de démontrer.

Le systéme (71), identique au systéme (6¢), est celui que nous
avons rencontré au n° 809 lorsque nous avons défini la transfor-
mation de M. Bicklund. Nous avons vu que, sil’on méne par chaque
point d’une surface a courbure constante (S) et dans le plan tan-
gent & cette surface une droite (d) faisant l'angle § avec l'axe
des x du triedre (T') attaché a (S) et sil’on veut que cette droite
engendre une congruence pour laquelle le segment focal soit con-
stant et égal a m, ’angle des plans focaux étant aussi constant et

admettant pour cotangente 7 il sera nécessaire et suffisant que f

satisfasse au systéme (71), ot @ et brecevront les valeurs suivantes

14+ A 1 — A
(74) W= b:_,ﬁ"
la relation
(75) ab =
entrainant la suivante
(76) 1= A2+ m?2,

entre A et m. Mais il importe de remarquer qu’il existe deux
systémes de valeurs de « et de b satisfaisant a la relation (75) et
auxquels ne correspond aucune valeur finie de A et de m. On a,
en effet,

a—>b A a—2D>
)\ == —; — = .
a -+ b m 2
Si donc on prend
a =1, b=—1,

les valeurs de A et de 7 sont infinies. Le segment focal devient
infini ainsi que angle des plans focaux dont la tangente devient
égale & — ¢. C’est un cas limite de la transformation de M. Bicklund
dans lequel 'une des surfaces focales de la congruence engendrée
par la droite (d) est rejetée a infini. Cette surface focale se réduit
donc 4 une ligne située dans le plan de l'infini et cette ligne est
nécessairement une droite tangente au cercle de I'infini puisque,
les deux plans focaux faisant un angle infini, 'un d’eux est néces-
sairement un plan isotrope. Ainsi la droite(d) est alors la section
du plan tangent de (S) par un plan isotrope paralléle & un
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plan fize. D’ailleurs le systéme qui détermine § devientidentique,
comme nous l'avons déja remarqué, a celui dont dépend la déter-
mination du triedre (1') attaché a la surface (S). Ainsi ce systéme
particulier (7), donné a la page 378, correspond & ce que nous
appellerons un cas limite de la transformation de M. Bicklund.
Ce point étant admis, supposons qu’on fasse dériver de (S) une
surface (S,) par la méthode de M. Bianchi, ce qui exige 'intégra-
tion du systéme (71), ol @ et b seraient remplacés par 'unité. Si
Pon sait déterminer le triedre ('T) attaché & (S), on saura aussi
déterminer le triedre (T) attaché a (8,); cela résulte de la dé-
finition méme de la transformation. En d’autres termes, si
Pon sait appliquer a (8) le cas limite de la transformation de
M. Bicklund, on saura Uappliquer aussi a (5,). Pour vérifier par
Panalyse cette proposition, il était naturel de substituer ala trans-
formation limite une transformation quelconque, ce qui devait
nous conduire au théoréme général qui fait 'objet de ce numéro.

829. Nous n’avons plus qu'un mot a ajouter pour rattacher ces
résultats a ceux qui concernent les fonctions ¢ et 4. 51 l'on
effectue dans I’équation en @ la substitution

—0

. 64
o — e%cot ———
' 2

ot § est la fonction satisfaisant aux équations (46) et, si I’'on pose

1— V=2
) b =

a == ’
I+ I—1

elle prendra la forme suivante
01+ %2 dp -+ 22 qu = @ sin (6, — w)(cdu -+ de) - 2 sin (0; - w)(du — do)
Ay o de 4= = u—_;sm(l»— Wdu —+ dye) 5 S (0 ‘ .

En égalant les coefficients de duw et de dv dans les deux
membres, on retrouve les équations

00, ow a . b . o
Sy gy = 5 sin (0 — ) + —sin (04 w),
00, ow a b .

_d; - _()_u‘ o ;Sln(ol*“u» — ;Slﬂ((ﬂ—i—(ﬂ),

c’est-a-dire le systéme (71) ou § serait remplacé par 0.
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CHAPITRE XIV.

RAPPROCHEMENTS ET ANALOGIES ENTRE LES SURFACES A COURBURE
CONSTANTE ET LES SURFACES MINIMA.

Recherche des surfaces (M) telles que deux families de lignes conjuguées aient
pour tangentes des droites qui soient, en méme temps, tangentes a une méme
surface du second degré. — Quand cette quadrique se réduit au cercle de l'in-
{ini, on doit retrouver les surfaces minima; mais, quand elle est de la classe
la plus générale, la détermination des surfaces cherchées se raméne a la méme
équation aux dérivées partielles que celle des surfaces a courbure constante.
— Signification géométrique des résultats précédents; généralisation des no-
tions de distance et d’angle due 4 M. Cayley. — Relation avec les définitions
données au Livre V, Chapitre VIIT. — Les lignes géodésiques dans la Géométrie
de M. Cayley. — Leur plan osculateur est toujours normal a la surface sur
laquelle elles sont tracécs. — Les lignes les plus courles dans l’espace sont
encore des lignes droites. — Généralisation des principales propriétés des lignes
de courbure. — Formules analogues a celles d’Olinde Rodrigues et relatives
aux lignes de courbure géndéralisées. — Les surfaces (M) étudides au début
de ce Chapitre ont, dans la Géométrie Cayleyenne, leurs rayons de courbure
égaux et de signes contraires; elles sont les seules qui jouissent de cette pro-
priété. — Elles se rapprochent encore des surfaces minima par la propriété de
rendre minimum la portion de laire cayleyenne comprise dans un contour
donné. — Ktude d’une transformation qui permet de transporter a la Géométrie
euclidienne toute relation entre les angles dans la Géométrie de M. Cayley. —
Cette transformation fait correspondre une sphére a un plan et un cercle a une
droite. — Généralisation dela théorie des tangentes conjuguées de Dupin. —
Propriéiés diverses des surfaces (M') qui dérivent des surfaces (M) par la
transformation précédente.

830. Dans les Chapitres précédents nous avons fait connaitre
les principaux résultats acquis 4 la Science en ce qui concerne les
surfaces 4 courbure constante. Nous aurons encore a revenir sur
ce sujet dans le Livre suivant; nous allons terminer celui-ci et la
troisi¢tme Partie de cet Ouvrage en indiquant quelques proposi-
tions qui établissent certaines analogies, certains rapports de voi-
sinage entre les surfaces a4 courbure constante et les surfaces mi-
nima.
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Nous avons vu (n° 186) que les surfaces minima peuvent étre
caractérisées par la propriété suivante : Les deuxr tangentes de
longueur nulle menées par chagque point de la surface doivent
étre deux tangentes conjugudes. 11 est naturel d’étendre un peu
cette définition et de chercher les surfaces telles que, si, dans
chacun de leurs plans tangents et par le point de contact de ce
plan, on méne les deux tangentes a une surface fixe du second
degré, ces deux tangentes soient conjuguées relativement ala sur-
face cherchée. Quand la surface du second degré ou guadrique
se réduira au cercle de 'infini, la définition précédente coincidera
avec celle des surfaces minima. Sila quadrique se réduit a une
conique, la surface cherchée deviendra la transformée homogra-
phique d’une surface minima. Si la quadrique (Q) se réduit a un
cbne, la surface sera la corrélative d'une surface minima. Le seul
cas réellement nouveau a envisager est donc celui ot la quadrique
appartient a la classe la plus générale; nous la désignerons, pour
abréger, par la lettre (Q) et les surfaces cherchées seront appelées
ici les surfaces (M).

831. Soit alors
() T2 yi 324 2= 0

I’équation de la quadrique (QQ) rapportée a un tétra¢dre conjugué
quelconque et considérons, sur la surface (M) cherchée, les deux
familles de lignes conjuguées dont les tangentes sont en méme
temps tangentes a la quadrique. Ces deux familles sont distinctes
si nous écartons le cas exceptionnel ot la surface (M) se réduirait
a une développable circonscrite a la quadrique (Q); nous pourrons
donc prendre pour variables indépendantes leurs parametres o et {3.
Sil’on méne par un point (z, y, 3, ¢) de (M) la tangente définie
par les valeurs dx, dy, dz, dt des différentielles, la condition pour
que cette droite soit aussi tangente & la quadrique s’exprime par
I'équation suivante
(22 + y2+ 22—+ £2)(da? + dy? + dz?+ di?)

() —(wdx +ydy +zds+tdt)2=o.

Supposons qu’on ait multiplié les coordonnées homogénes de
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chaque point par une fonction telle que ’on ait constamment
(3) X2y 2=,

la condition précédente se simplifiera et deviendra

4) ) dx?+4- dy? + dz2+ di2 = o.

On exprimera donc que les tangenles aux lignes de paramétres «
et B sont aussi tangentes a la quadrique en écrivant les deux équa-

102\ 2 dy\2 0z \ 2 ot \ 2
(o) = (Z) + (5)+ (%) =
oz 2 or\?2 dz\? = /0t \?
(53) + (p) () + () =

Pour exprimer de plus que les lignes de parameétres « et 3 sont
conjuguées, il faudra écrire que z, y, 5, £ sont quatre solutions par-

tions

(5)

ticulieres d’une équation linéaire de la forme

‘ 020 00 . . oD
ou A, B, C désignent des fonctions inconnues de « ct de 3. Nous
allons montrer en premier lieu que A et B sont nulles.

o g , . .. 09 .
Pour cela, multiplions I’équation précédente par 5 - et faisons la

somme des quatre équations que 'on obtient en y remplagant §
par z, ¥, 5, ¢t successivement. Comme on a, d’apres les équations

Grea(s), o 0
)\ 2 )1\ 2 fz\z_\_ A
) () () (5) =

drx ?x | Jdy Oy i 0z 0%z N ot o0*t
O% 0208 | oa 0208 0z 0208 ' 0z 0%08
dz oy _ 0z 0t

[ Vi A R =o0
oo Y oz ou. 0w ’

il viendra

(c)xdm dy dy 0z 0z dt Of — %
g 08 0z 08 " om o8 oz o8

N

c’est-a-dire, puisque le coefficient de B ne peut étre nul,

B =o.
On aura de méme
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en sorte que la question est tout entiére ramenée a la suivante :
Trouver une équation linéaire ¢ invariants égaux

020

(7) m = G0,

dont quatre solutions particulieres satisfassent a la relation
(8) 22+ Y4 242 =1,

Sous cette forme le probléme est susceptible d’une solution élé-
gante.

832. Comme on trouve, en différentiant deux fois I'équation (8),

2 0w . 0%y s 023 . 0% ¢
0008 7 00 0B T 0208 T " ou 3B
oxr Ox dy dy 0z 0z 0t d¢

ou 0f  ox 98 0x 08 o OB’

on aura, en remplacant les dérivées secondes par leurs valeurs
déduites de I’équation (7),

. dx Jdx
(9) C=— Ja 5-6,

le signe S désignant une somme étendue aux quatre coordonnées.
En tenant toujours compte de ce que 2, y, 3, ¢ sont solutions
particuliéres de I’équation (7), on déduit de la sans difficulté les
équations suivantes :

oG N 0lx Odx oG 02x dx

= 89,2 98’ o 2 O

(10) Ja 022 03 op 032 o0z’
EQC . Nz Nz Ce
0208 T W0z o8z T

dont nous aurons a faire usage plus loin. Posons maintenant

(1) 1&:8(%} K‘:SGTB_?)

On aura
oK ?x 03z 2z 0

08 =7 aE durof TP 0wt 0 G T O

et (]e méme
01{1 N
W =0




RAPPROCHEMENTS ET ANALOGIES:

E=N
N
(€23

K et K, dependent doncrespectivement des seules variables « et
et 'on peut écrire

—

¢
K= f(a), Kpy=/1(B).

11 faut écarter I’hypothése ot l'une de ces fonctions serait nulle,
le lecteur s’en assurera aisément. On pourra alors, en remplacant
les variables « et B par des fonctions convenablement choisies de
ces variables, réduire K et K, a 'unité. Nous supposerons donc,
dans la suite,

(12) K=1, K;=1.
Désignons maintenant par u«, ¢, ¢, p les coordonnées tangen-

tielles, coordonnées dont les rapports mutuels sont déterminés
par les trois équations

ox ox
(13) Sux_ o, Us- =0 ud_(d =

On peut évidemment toujours trouver quatre fonctions A, A,

H, D telles que I'on ait

(14) o2 = A~ % —A1 4+ Ha -+ Du,

3
et les équations analogues obtenues en remplagaut x et « par y
et ¢, 5 et v, t et p respectivement. Multiplions ’équation précé-
dente par x et ajoutons-la aux trois équations analogues relatives
aux autres coordonnées. En tenant compte des identités déja si-

gnalées, on trouvera
H =o.

R . . T ox .
Opérant de méme, aprés avoir multiplié par =, on aurait
! o
Al = 0.

Jx
Multlphant maintenant par 5 28 el remarquant que I'on a

0 @ _ 0 Qow dx _ 90
08 92 ~ oud)ow o odx’
on lrouve
oG 1 dC
T Oa =—AG, A:t‘, o
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L’équation (14) se réduit donc a la forme trés simple

(15) =

F + Du.

oG o
ox

ol-
3’1&

Si I’on assujettit en outre les coordonnées tangentielles a vérifier
aussi la relation

(16) u? 4 02 4 w2 - p2 =1,

Iélévation au carré de I'équation précédente et son addilion aux
équations analogues nous donneront la condition
D2 =1, D ==1.
En remplacant, s’il est nécessaire, « par {z, on pourra toujours
cant, y &P ) ]
prendre D =1, ce qui donnera I'équation

otz 1 0C ox

(7) 972 = G du oa

-+,

a laquelle on peut joindre la suivante, toute semblable :

(18)

0 +
— e U
o8 o8 T

ces équations étant encore vérifiées quand on y remplace x et u
par ¥ et ¢, s et w, ¢ et p.

833. Si on les retranche membre 4 membre, on reconnaitra
que les quatre coordonnées ponctuelles satisfont a ’équation li-
néaire aux dérivées partielles

(9) 0ai OB T Cox ox T COp o O

en méme temps qu’a 'équation (77), et il est clair que la principale

difficulté du probléme se rédait a la détermination de C. Or, si

I’on multiplie Péquation précédente par —02 et qu’on 'ajoute aux
0B

équations analogues, on lrouvera

2y 02w

0BT gz '

)
(o

T Sc)x ()Qx_
o oz o2 —

<
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ou, en tenant compte des relations (10),

Y 022 0%w 1 0C oG

(20) 9ai 9B ~ T ox 08
D’autre part, la premiére des relations (10)

a9G dx 02w

oz W) 0p ox2
nous donne, en différentiant par rapport a £,
2C QL rr QI Sw
00 0B da? 082 9B 002 0B
Remarquons que l'on a

ox oG

Bx 0

da2 0

-

En portant dans I’équation précédente cette valeur de la dérivée
troisié¢me de «, il viendra donc

02C 02x 0%x

—_— e — —_— 2
ga 0B ooz o O

de sorte que l’équation (20) se transformera dans la suivante

02C 1 oG oG
O e LTy
du 08 C oda 0B
ou encore
02log G | I
(20 g 0T T

Telle est ’équation aux dérivées partielles qui déterminera C.

834. Une fois connue C, les coordonnées x, y, z, ¢ seront dé-
finies par les équations aux dérivées partielles (7) et (19), qui ne
peuvent évidemment admettre que des solutions contenant des
constantes arbitraires. A chaque valeur de G correspondent une
infinité de surfaces (M); mais toutes ces surfaces se transforment
les unes dans les autres par la substitution homographique qui
conserve la quadrique (Q), c’est-a-dire la forme quadratique

X% 4~ y? 4 324~ 12,

Si 'on remplace dans ’équation (21) G par e2i®, elle prend la
D. — III. 31
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forme
(o) S = si
2 = 3INn2w
da 08 ’

qui ne différe que par les notations de celle dont U'intégration
détermine les surfaces a courbure constante.

835. Quand on aura déterminé z, y, z, ¢, les formules (17) ou
(18) feront connaitre les coordonnées tangentielles, ¢’est-a-dire les
coordonnées ponctuelles du podle du plan tangent par rapport a la
quadrique (Q). La Géométrie nous montre immédiatement que la
polaire réciproque de la surface cherchée (M) par rapport & (Q)
donne une seconde solution du probléme que nous avons en vue.
En effet, dans la transformation par polaires réciproques, a des
tangentes conjuguées de (M), correspondent des tangentes con-
juguées de la polaire réciprogue; et, a des tangentes de (Q),
correspondent encore des tangentes de (Q). '

On peut vérifier cette proposition par I’Analyse de la maniére
sulvante :

Différentions I'équation (1) par rapport & ; il viendra

()_u__ 03w . 0 /1 0C oz
0B 0x20B B CZ)Z@?)

ou, en tenant compte des équations (7) et (21),

(23) ' Ju otlogC\odw _ 1 oz
g 0 dB ) oa G 0x
On trouvera de méme
) ou 1 Ox
(24) 5 = C 98

et

I3

ou, en tenant compte de I’'équation (18),

02 u 1

oxop T C™

(25)

On voit bien ainsi que la polaire réciproque de (M) est une sur-
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face de méme définition que (M), qui correspond a cette solution de

i . . \ I
I'équation (21) que 'on obtient en changeant G en G

836. Pour indiquer d’une maniére compléte la signification des
résultats précédents, nous allons rappeler la généralisation des
notions d’angle et de distance qui est due a M. Cayley (*).

Cette généralisation a pour point de départ la substitution d’une
quadrique quelconque (Q) au cercle de Pinfini.

Etant donnés deux points dans 'espace M, M/, appelons distance
de ces deux points la fonction ¢ définie par I’équation

(26) €28 = R,

R désignant le rapport anharmonique de M, M’ et des deux points
ou la droite MM’ rencontre la quadrique (Q). Si z, y, 5, ¢; 2/, y/,
s/, ¢ désignent les coordonnées des deux points et si la qua-
drique (Q) est définie par I'équation homogéne

(27) f(xuy)Z:Z):O:

on aura

A e Al n
S 9 Jy 7 ot
(28) COS0 == I i ) -

2 \/‘/I(x?.)/a &)@,y 5 1)

Of L of o

La distance de deux points pourra donc étre considérée comme
nulle quand ils seront sur une méme tangente a la quadrique (Q)
et seulement dans ce cas.

Si la quadrique (Q) se réduit a une conique, la distance de
deux points quelconques devient nulle dans tous les cas, d’apreés la
définition méme; mais on peut employer I’artifice suivant.

Supposons, pour fixer les idées, que 'on ait pris I’équation de

(*) Voir le Mémoire intitulé: A siwth Memoir upon Quantics (Philosophical
Transactions, vol. CXLIX, p. 6:-go; 185qg) et the Collected Mathematical
Papers of A. Cayley, vol. II, p. 561. On pourra consulter aussi un Mémoire de
M. . Klein Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie inséré en 1871
au tome 1V des Mathematische Annalen, p. 573-625.

En ce qui concerne la généralisation des notions de lignes de courbure, focales,
normales, etc., consulter 'Ouvrage déja cité Memoire sur une classe remar-
quable de courbes et de surfaces algébrigues, Paris, Gauthier-Villars; 1873.
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la quadrique sous la forme

(29) 22+ y2 4+ 52— R2{2 = o,

ou, si I’on veut, que la quadrique rapportée a des axes rectan-
5 ' q 1 q 7

gulaires soit une sphére de rayon R. La formule (28) nous donnera

R2 — w2’ — yy' — 25’
‘/(Rz_xﬂ___yz_zz)(ﬁz — &' — y'2— 7'2)

cosd =

2

en faisant t — ¢/ — 1.
Si R devient infini, on trouve
cosd =1,
et I’on peut prendre 8 = o. Mais posons

32
(30) cosB:Iﬂ'foRD 82 = 2R2(cosd — 1),

1

R’ il viendra

et développons en série, suivant les puissances de
(31) 2= (2 — 2" )2+ (y—y' )P+ (s—5),

. LY 1
les termes négligés contenant tous  en facteur. Nous retrouvons

a la limite 'expression habituelle de la distance de deux points.
De méme, étant donnés deux plans, appelons angle de ces
plans la fonction V définie par la formule

(32) e2iV =R,

ot & désigne le rapport anharmonique des deux plans donnés et
des deux plans tangents menés par leur intersection a la quadrique

(Q)- si
(33) ¢(u,v, w,p)=o0

est I'équation tangentielle de cette quadrique et si u, o, w, p;
u', ¢, w', p/ désignent les coordonnées tangentielles des deux
plans donnés, leur angle sera défini par la formule

(34) cosV =

I
2 \/"P(ua 0, w,p) ‘?(u’, o, w', p)

Cette définition se réduit, sans qu’il soit nécessaire de faire aucune
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transformation, 4 la définition ordinaire quand la quadrique (Q)
se transforme dans le cercle de I'infini. Il est clair que, dansla
Géométirie de M. Cayley, 'angle de deux plans est égal & la dis-
tance de leurs péles par (rapport a la quadrique (Q).

On appellera de méme angle de deux droites qui se coupent
la fonction V définie toujours par I’équation (32), ot & désignera
le rapport anharmonique des deux droites et des deux tangentes
menées par leur point d’intersection et dans leur plan a la qua-
drique (Q).

Deux plans seront perpendiculaires quand I'un contiendra le
pole de 'autre. Deux droites seront perpendiculaires quand 1'une
contiendra le p6le d’un plan passant par 'autre.

Une droite sera perpendiculaire & un plan quand elle sera per
pendiculaire & toutes les droites passant par son pied dans le plan.
Elle passera alors par le pole du plan.

L’angle d’une droite et d’un plan sera le complément de I'angle
de la droite et de la perpendiculaire menée au plan par le pied de
celte droite dans le plan.

837. Une fois définies les notions d’angle et de distance, les
autres définitions de la Géométrie méirique ordinaire subsistent
et peuvent étre introduites sans aucune difficulté.

Cherchons, par exemple, ’élément linéaire de ’espace et, pour
cela, remplacons dans la formule (28) qui donne la distance de
deux points «',y’, &/, t' par x +dx, y + dy, 5 + dz, t + dt. Ex
développant en série les deux membres, nous trouverons

ds?

€OS0 =[— ~— ...,
2

of of 2
Sldz, dy, dz, dt) I <0 dr —+ dy R Fhiadnatrs ot dt>

(35 ds?2 — — .
(33) ’ Sz, 5, 8) 4 f%x,y,z,t)

Si, en particulier, on suppose que les coordonnées homogeénes
atent été multipliées par une fonction telle que ’on ait constam-
ment

(36) Slxe,y,5,t)=r1,

on aura

df = o,
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et la formule (35) se réduira a la suivante

(37) ds? = f(dx, dy, dz, dt).

838. Ces formules conduisent a différentes conséquences. Nous
remarquerons d’abord que, sil’on considére différentes directions
émanant d’un méme point, les angles de ces directions [relati-
vement a la quadrique (Q)] sont ceux ue nous avons définis au
n® 572 et que nous avons ratlachés a la considération purement
analytique d’une forme quadratique. Cette forme quadratique est
ici celle qui est définie par I'équation (35) ou par 'équation (37)
en tenant compte de la relation (36).

Remarquons en effet que, si nous considérons seulement les
angles des droites et des plans qui passent par un point déter-
miné M, on peut, sans changer la valeur de ces angles, substituer
dans leur définition & la quadrique (Q) toute autre guadrique
inscrite a celle-1a suivant la conique (C) d’intersection par le plan
polaire du point M ; en particulier, on peut prendre cette conique
(C) elle-méme.

Sil’on a rapporté la surface & un tétraédre conjugué ayant 'un
de ses sommets en M, on pourra réduire son équation a la forme
simple

2% 4 y? + 32+ (2 = o,
le point M ayant pour coordonnées

=y =3 = 0, t—=1.

Cela posé, considérons deux directions partant du point M et
définies par les caractéristiques < et o; on aura, en assujeltissant
les coordonnées a vérifier toujours I’équation de condition (36),

dt = 8t = o,
et 'angle (ds, 8s) de ces deux directions sera donné par la formule
(38) ds 3s cos(ds, 8s) = dx Sw -+ dy 8y + dz 8z

tout a fait identique a la formule ordinaire. Cela résulte immédia-
tement de la remarque précédente, puisque nous pouvons, dans le
calcul de Pangle, substituer & la quadrique (Q) la conique définie

par les équations ‘
t=o0,
r? 4 y? 4+ 32 = o,
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conique qui, avec les notations cartésiennes, deviendrait iden-
tique au cercle de Pinfini. Or Pangle (ds, ds), défini par la for-
mule (38), est bien identique & ’angle de deux directions tel que
nous Pavons défini au n°® 572, relativement a I'une ou 'autre des
formes quadratiques (35) ou (37). Cela se vérifie presque immédia-
tement.

839. La formule (37) va nous permetire encore de généraliser
la propriété des lignes géodésiques d'une surface et ‘de montrer
que, dans la Géométrie de M. Cayley comme dans la Géométrie
ordinaire, le plan osculateur d’une ligne géodésique est normal
a la surface sur laquelle elle est tracée.

Soit, en effet,

(39) O(x,y,5,t)=o0

I’équation homogeéne d’'une surface (©) dont on veut déterminer les
lignes géodésiques. Il (audra trouver le minimum de l'intégrale

fds,

ot ds est donnée par 'une des formules (35) ou (37). En suppo-
sant que x, ¥, 5, ¢ vérifient toujours la relation (36), ce qui est
évidemment permis, l'application des méthodes du Calcul des
variations conduit aux équations différentielles suivantes.

Désignons par 2/, y/, &/, t'; 2", y", 5", t" les dérivées premiéres
et secondes de z, y, 3, ¢, considérées comme fonctions de s et
posons, pour abréger,

(G0) f=F(@y 5,0, [ =f@y,s50),  fr=Fa )

Les équations différentielles cherchées sont

[oft __of . 99
o’ T oxr Yoz’
0 n i il
_-/_”___._()-_f+ 0@7
oy 9y 0)/

(41) /

()fll N ()j
05" = 0z “‘az
S)fl/ B ()f

Lo T T ot ”Ot'
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Les coordonnées u, ¢, w, p du plan osculateur a la ligne géo-
désique sont évidemment définies par les trois équations

Suw:o, Suw’:o, Sux 0.

Les coordonnées X, Y, Z, T du pole de ce plan s’obtiendront
en remplacant dans les équations précédentes u, ¢, w, p respecti-
vement par les dérivées relatives & X, Y, 7Z, T de la fcnction
J(X,Y,Z,T), ce qui donnera, d’aprés une identité bien connue,
les équations

@ S§xfeo Qxfi-e SxF-o

Cela posé, multiplions les équations (41) respectivement par
X, Y,Z, T et ajoutons-les. En tenant compte des relations précé-

00
Hs}s% —

et, par suite, p. n’étant pas nul (*),

dentes, nous aurons

(43) 06 = o.

dz‘

Cette équation exprime que le pdle du plan osculateur se trouve
dans le plan tangent a la surface (0). En d’aulres termes, le plan
osculateur de la ligne géodésique est perpendiculaire au plan
tangent, les angles étant évalués par rapport a la quadrique fon-
damentale.

Il résulte de ce théoréme que la ligne la plus courte entre deux
points de l'espace est, dans la Géométrie de M. Cayley, la ligne
droite qui joint ces deux points. Car la ligne la plus courte réu-
nissant deux points de I'espace sera géodésique sur toutes les sur-

(') Si . était nul, les équations (41) ne dépendraient pas de O et se réduiraient
aux suivantes

z+a" =o, Yy +y" =o, z+z"=o, t+t =o,

qui définissent la ligne la plus courte dans ’espace. Cette ligne la plus courte
est une droite; nous allons le signaler dans un instant.
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faces qui la contiendront et, par conséquent, devra avoir son plan
osculateur indéterminé. Ainsi

Dans la Géométrie de M. Cayley, les lignes droites sont les
lignes les plus courtes entre deux points.

On suppose toutefois qu’en allant d’un point & l'autre on ne
rencontre pas la surface (Q), car alors il y aurait discontinuité,
la distance de deux points devenant infinie quand 1'un d’eux se
trouve sur la quadrique fondamentale. Ainsi les deux points
doivent étre & I'intérieur ou a I'extérieur de la surface (Q).

Il suit du théoréme précédent qu’on saura déterminer les lignes
géodésiques tracées sur toute surface (S) du second degré. Car la
surface développable qui a son aréte de rebroussement sur (S) et
est en méme temps tangente & une quadrique quelconque (Q')

inscrite dansla développable |(S ), (Q )‘ aura précisément pour aréte

de rebroussement une ligne géodésique de (S). Cela résulte des
propriétés bien connues des faisceaux tangentiels de quadriques.
Le développement des calculs est identique & celui qui concerne
les lignes géodésiques dans la Géométrie ordinaire, comme le
montre immédiatement la remarque suivante. Les lignes géodé-
siques d'une quadrique (5) conservent encore leur propriété d’étre
géodésiques lorsqu’on substitue a la quadrique fondamentale (Q)
toute autre quadrique inscrite dans la développable ((S), (Q)‘ et,

en particulier, 'une des lignes doubles de cette développable; et,
par conséquent, pour les transformer en lignes géodésiques ordi-
naires,il suffit d’effectuer une transformation homographique qui
remplace cette ligne double par le cercle de I'infini.

840. Dans la Géométrie de M. Cayley les lignes de courbure
peuvent étre définies de la maniére suivante. Ce sont les courbes
telles que les normales & la surface en tous leurs points engendrent
une surface développable. Les normales sont les droites qui joi-
gnent le point de contact du plan tangent au péle de ce plan par
rapport a la quadrique fondamentale. Mais ici le principe de dua-
lité exige que nous introduisions une autre droite que nous appel-
lerons seconde normale et qui sera 'intersection du plan tangent
avec le plan polaire du point de contact. La premiére et la seconde
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normale sont des droites polaires I’'une de ’autre. D’apres cela, il
est clair que, si les premiéres normales engendrent une surface
développable, il en est de méme des secondes normales et vice
versa.

Nous allons montrer qu’il y a sur toute surface une double fa-
mille de lignes de courbure et que, comme dans la Géométrie
ordinaire, ces deux familles forment un réseau conjugué.

Soient, en effet, M un point quelconque d’une surface () et P le
pole de son plan tangent, pdle qui correspond & M sur la sur-
face (¥') polaire réciproque de (2); soient MP, M'P’ deux positions
infiniment voisines de la droite MP qui engendrent un élément de
développable. Pour que I’élément de surface réglée (MP, M'P') soit
développable, il faut et il suffit que les droites MM/, PP’ soient dans
un méme plan. Mais alors il en sera de méme des polaires de ces
droites, qui sont, 'une la tangente conjuguée de PP’ en P relati-
vement & (¥'), Pautre la tangente conjuguée de MM’ en M relati-
vement a (I). On voit donc que, si MM’ est, sur la surface (), la
direction d’une ligne de courbure, 1l en sera de méme de la tan-
gente conjuguée. Ainsi

Les développables de la congruence engendrée par les nor-
males MP découpent sur les surfaces (L), (¥') deux réseaux de
courbes conjuguées qui sont, d’apres notre définition, les lignes
de courbure de ces surfaces.

De plus, le pole du plan principal PMP'M’ se trouvant a l'in-
tersection des deux tangentes conjuguées de MM’ et de PP/, on
voit que

Les deux plans principaux seront conjugués, c’est-a-dire
normauzx, par rapport & la quadrique fondamentale.

Ainsi les développables formées par les normales découpent
sur les deux surfaces (2), (¥') aussi bien que surla quadrique (Q)
un réseau conjugué. Il y a, sur toule surface, deux familles de
lignes dont les tangentes sont conjuguées a la fois relativement &
la surface et & la quadrique fondamentale et qui sont telles que,
pour chacune de ces lignes, soit les premiéres, soit les secondes
normales forment une surface développable.
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C’est la généralisation aussi compléle que possible des pro-
priétés des lignes de courbure dans la Géométrie euclidienne.

841. Il ne sera pas inutile pour ce qui va suivre de retrouver
quelques-unes de ces propriétés par I’Analyse et d’indiquer ici un
systéme de formules analogues aux équations d’Olinde Rodrigues
(n° 141) et relatives aux lignes de courbure dans la Géométrie de
M. Cayley.

Soient toujours z, y, 5, ¢ les coordonnées homogeénes d’un
point M d’une surface donnée, liées par la relation

(44) T2 2 B (2= 1

et u, v, w, p les coordonnées du pole P du plan tangent relative-
ment a la quadrique (Q) dont I’équation sera prise ici sous la

forme
z? = Y24 224 (2= 0.

Nous supposerons ces coordonnées du pole P liées également par
la relation

(45) U2+ 02 - w24 p2=r.

Un point situé sur la normale MP & une distance p du point M
aura alors ses coordonnées X, Y, Z, T déterminées par les formules

suivantes
S X =& cosp -+ u sinp,
) Y = y cosp 4+ ¢ sin
(46) | sy B
( Z = 5 cosp + w sinp,

\ T =1¢ cosp -+ p sinp.

Exprimons qu’il est un centre de courbure principal, c’est-
a-dire qu’il existe un déplacement de la normale dans lequel il
décrit une courbe tangente a cette droite. Nous serons conduit a
des équations telles que les suivantes

dX = Az + pu, dl. = Az —+ pw,
AY =Xy -+ po, dT = Xt + pp,

ou encore, en remplacant dX, dY, ... par leurs valeurs
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Sil’on multiplie ces équations respectivement par z, y, z, ¢ et
qu’on les ajoute ensuite, si ’on recommence ensuite la méme
opération aprés les avoir multipliées par w, ¢, &, p en tenant
compte des relations (44), (45) et des identités

Sux:o, Szcdx:o, Sxdu:o,

A= o, Z"": o.

on trouvera

Elles prennent donc la forme trés élégante

dx + tangp du = o,

_ S dy -+ langp dv = o,
(47) ( dz + tangp dw = o,
dt +tangp dp = o,

toute semblable a celle des équations d’Olinde Rodrigues.

Si 'on désigne par d et o les caractéristiques des différentielles
rvelatives aux deux directions des lignes de courbure, on en dé-
duira facilement les identités '

(48) deBx:o, Sdqu:o, deau:o, SduSu:o,

d’apres lesquelles on reconnait que les directions principales sonta
la fois perpendiculaires relativementa la quadrique fondamentale,
et conjuguées, dans le sens de Dupin, relativement a la surface sur
laquelle sont tracées les lignes de courbure.

842. Si nous voulions poursuivre ces analogies, nous pourrions
reprendre ici la théorie tout entiére des surfaces. En employant
par exemple la méthode de Gauss, nous n’aurions qu’a remplacer
les cosinus directeurs de la normale par les coordonnées da pole
du plan tangent relativement & la quadrique fondamentale, et nous
serions conduits 4 la reproduction presque textuelle des formules
données au Chapitre III. Le théoréme de Gauss, relatif a expres-
sion de la courbure totale par I’élément linéaire, subsiste dans la
Géométrie cayleyenne et ’on peut édifier, relativement aux sur-
faces dont les rayons de courbure sont fonctions 'un de l'autre,
une théorie toute semblable a celle que nous devons & M. Wein-
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garten. Cette étude est loin d’étre dépourvue d’intérét, mais le
lecteur pourra aisément la reconstituer a l'aide des indications
précédentes. Nous nous contenterons de montrer ici que les sur-
faces (M), étudiées au début de ce Chapitre, sont les analogues
des surfaces minima dans la Géométrie de M. Cayley.

Cela résulte d’abord de leur définition elle-méme, les lignes
dont les tangentes sont aussi tangentes a la quadrique fondamen-
tale sont aussi, d’aprés nos définitions, les lignes de longueur
nulle de la surface dans la Géométrie cayleyenne. Or, ces lignes
doivent former un systéme conjugué, de méme que, dans la
Géoméirie ordinaire, les lignes de longueur nulle des surfaces
minima.

843. Placons-nous maintenant a un autre point de vue, et cher-
chons les lignes de courbure d’une surface (M). En appliquant
les équations différentielles précédentes et tenant compte des re-
lations (23) et (24), on verra qu’elles prennent ici la forme sui-

vante
ox _ tangp 70 tangp .
£<da. = d@).og(p cz>_o,

oA <da+tang‘odﬁ) - p<d;sﬁ«ta“gpd> o,

et se réduisent, par suite, aux deux équations trés simples

(49) do+ 28 ag —o, g+

tange 7y — o

Eliminant p, on trouve
(50) da? — df2 = o.

Cette équation s’intégre aisément. Celle qui détermine les rayons
de courbure principaux devient

(51) tang?p — G2 = o.

Ainsi les deux rayons de courbure principaux sont ici égaux
et de signes contraires.

844. Réciproquement, toute surface dont les rayons de cour-
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bure sont égaux et de signe contraire dans la Géométrie cayleyenne
est une surface (M). Pour le démontrer, désignons par o et 3 les
paramétres des lignes de courbure et désignons par p; et p,, non
plus les rayons de courbure principaux, mais les langentes de ces
rayons de courbure. Les équations (47) nous donnent le systéme
fondamental

fom o oo
da  Plog T g T
0 o 0 oy
%+91@:()’ %4‘92;}'@:0;
(52) oz o (53) 0z o
gr TPy T of TP T
ot dop ot | op
5;—1*‘01&;:40, 55—1*'9256—0.
St donc on pose
54 dst = Q da? = E du2 + G dp2
) 5
on trouvera sans peine
(55) S du? = »:—; doa? + 5G~; dpe,
1
E G
du dw = — — da® — 2 dg?.
(56) &, wdw o, dat— - dp

Ces équations nous seront utiles plus loin. Si maintenant on
élimine « entre les deux premiéres équations des groupes (52)

0 (1 0w\ _ 0 (10w
0B \p; 02/  oa (\\og of

(1o t) e o ‘)(i> o (52)

e1 P2 o o o aE = O

et (53), on aura
ou

g 0B " ox 0B 98 0B
. Ly - .. . or Ox .
et de la on déduit, en multipliant successivement par 5. 53 buis
1

ajoutant les équations analogues,

|

(57) ¢

1
d —
1 1Y oG PQ) .
e <5:“@>5;—G o~ = O

N -

S
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Ces relations sont tout a fait générales et s’appliquent a toute
surface. Supposons maintenant que Von ait

P1 -+ P2 = 0,
elles deviendront
o [E 9 ({>4~
A (O
et 'on en déduira
(58) E=oif(a), G=rpi9(B).

Les formules (54) et (35) nous donneront done

C dv =l da (B dp]
(59) %

S dude =— f(a) da* + o(B) dB2.

Par suite, les lignes de longueur nulle de la surface, définies par
I’équation

ds? = o,
seront bien conjuguées par rapport aux lignes asymptotiques, dé-
finies par 'équation

S(o) doz — 9 () dB? = o,

(est ce qu'il fallait démontrer, et I'on voit de plus qu’on déter-
mine les unes et les autres par des quadratures.

845. Une troisiéme propriété rapproche les surfaces (M) des
surfaces minima. Remarquons d’abord que l’aire, dans la Géo-
métrie cayleyenne comme dans la Géométrie ordinaire, a sa défi-
nition qui se raméne a celle de la longueur. Si I'élément linéaire
d’une surface a pour expression

ds? = L do? + G dB2 + 2F da dj,

dans 'une et autre Géométrie l'aire sera l'intégrale double

0/‘ VEG — F2 da df,

étendue a la portion de surface considérée.
Etant admise cette définition de 'aire, les surfaces nouvelles
jouissent relativement a 1’aire cayleyenne de la méme propriété
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que les surfaces minima, relativement a I'aire euclidienne. Clest
un point que 'on établira comme il suit.

Portons sur la normale en un point M d’une surface quel-
conque (I) une longueur MM/ =¢. Les coordonnées du point M’

seront

X = 2 cose + u sing,
( Y = y cosc -+ ¢ sing,
60) .

) Z — 3z cose + wsine,

T = ¢ cose + p sine.

Si l'on prend comme variables les paramétres «, 3 des lignes
de courbure, les formules (54) & (56) nous permettront d’établir
I'identité

(61) S dX?2=de2+ B <cose — Sl:le>2da2 + G (cosa e SIfia)?dB?:
d’ou ’on pourrait déduire toute une généralisation de la théorie
des surfaces paralléles.

Sil’on suppose que ¢ soit une fonction infiniment petite de o,
8, le point M’ décrira une surface (X') infiniment voisine de la
surface (3) et 'aire de cette surface (%) sera représentée par

Pintégrale double
—_ € 14
EG(1— & — &) daas,
/ \/ <I P1 Pz>m g

ot ’on néglige le carré de ¢. Le calcul est tout semblable a celui
que nous avons donné au n° 185.

On voit donc que la variation de l'aire de la surface (X) ne sera
nulle que si I'on a, en chacun des points de cette surface,

P11+ Pe= 0,

et nous avons déja constaté que cette relation entre les rayons de
courbure caractérise les surfaces (IM).

846. Pour terminer ce Chapitre, nous indiquerons une trans-
formation (') qui permet de transporter en quelque sorte ala Géo-

(*) Cette transformation a été étudiée avec développement en diverses parties
de I’Ouvrage que nous avons cité plus haut [p. 479].
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métrie des relations métriques euclidiennes, les propositions que
I'on a obtenues relativement a la Géométrie de M. Cayley et, en
particulier, celles qui concernent les surfaces (M). Comme toutes
les définitions généralisées d’angle, de longueur, de distance
sont fondées sur la notion du rapport anharmonique, nous pour-
rons supposer que ’on ait ramené, par une transformation homo-
graphique, la quadrique fondamentale & étre une sphére (S).
Cela nous permettra d’énoncer sous forme plus claire les défini-
tions et les résultats.

A chaque point M de I'espace faisons correspondre 'un des
points m, m' qui sont les centres des sphéres de rayon nul passant
par l'intersection de la sphére (S) et du plan polaire de M par
rapport & (S). La transformation ainsi définie jouira des pro-
priétés suivantes.

A chaque point M correspondent deux points 7, m/; mais a un
point m correspond un seul point M, admettant pour plan polaire
le plan radical de (S) et du point-sphére qui a son centre en m.

Les deux points m, m' qui correspondent a un méme point M
sont inverses 'un de 'autre par rapport a la sphére (5) etils sont
sur la droite qui joint le point M au centre de cette sphére.

Voici d’ailleurs les formules qui définissent la transformation.

Prenons pour origine le centre de la sphére (S) qui aura alors
pour équation :

(61) X2+ Y2+ 72— R2=o,

et solent z, y, z les coordonnées du point .
Le plan radical de la sphére (S) et du point-sphére m aura
pour équation

X2+-Y2rZ2—R2—(X—2)2— (Y —y)2—(Z— 3)2=o.
Le pole de ce plan, qui doit étre le point M, se détermine donc

sans difficulté et 'on trouve pour ses coordonnées X, Y, Z les
" expressions suivantes

/ 2Rz
\X: PR tok
! 2 R2y
(62) (Y= % 2 52 R2
7 — 2R2z .
x? - i+ 524 R?
D. — I 32

’
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Ces formules définissent la transformation. Elle a deux pro-
priétés communes avec l'inversion. D’abord la droite réunissant
les points qui se correspondent va passer par un point fixe. En
second lieu, le point M ne coincide avec m que si 'on a

224+ y?2+ 52— R2= o,

c’est-a-dire si le point m est sur la spheére (S).
Mais si I'on veut déduire z, y, z des relations précédentes, les
résultats sont plus compliqués. On trouvera

(63) Q::RL—XLAY%~Z?=Im<x1+ym;zh_ﬁiy,

22+ 2+ 52+ R2
et de 1a on déduira

s R

Z R:yR—-X2_-Yr_Z2

(64)

AR
=<

847. Au lieu de nous servir de ces formules employons unique-
ment la Géométrie. Pour abréger, nous désignerons sous le nom de
premiere figure celle qui contient les points M et sous le nom de
seconde figure celle qui contient les points m, m/. D’aprés ladé-
finition méme de la transformation, m et m' sont les points-sphéres
passant par U'intersection de (S) et du plan polaire (P) de M par
rapport a (8). Donc toute sphére orthogonale & (S) et ayant son
centre dans le plan (P) passera nécessairement par les deux
points m et m'.

D’aprés cela, considérons trois points quelconques M, M,, M,
de la premiére figure et soient (P), (P,), (Ps)leurs plans polaires
par rapport a (S). La sphére () orthogonale a (S) et ayant pour
centre le point d’intersection des plans (P), (Py), (P:), c’est-
a-dire le pole du plan MM, M,, contiendra nécessairement les
couples de points de la seconde figure m, m'; m,, m}; my, m, qui
correspondent respectivement a M, M,, M,. Supposons mainte-
nant que M, M,, M, soient trois points infiniment voisins d’une
surface (U) appartenant a la premiére figure. Alors m, my, m,
d’une part et m', m,, m,, d’autre part seront trois points infini-
ment voisins sur les deux nappes de la surface (V) qui est dans la
seconde figure I’homologue de la surface (U). Quand les points
M,, M, se rapprochent du point M, le centre de la sphére () tou-
jours orthogonale a (8) devient le péle du plan tangent en M 4 la
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surface (U). Comme m,, m, se rapprochent de m et m), m,
de m/, cette sphére (Z) devient tangente en m, m' aux deux
nappes de la surface (V). Et de la résulte la proposition suivante,
qui constitue la meilleure définition de la transformation :

A une surface quelconque (U) de la premiére figure la
transformation fait correspondre la surface anallagma-
tigue (V) enveloppe de la sphére variable qui est toujours or-
thogonale & la sphére (S) et a son centre sur la polaire réci-

proque (U") de (U) par rapport a (S") ().

Supposons, par exemple, que la surface (U) soit un plan, la
surface (U') se réduira au pble de ce plan et la surface (V) de-
viendra la sphére orthogonale a (5) passant par Pintersection
de (S) et du plan. C’est ce que permettent de vérifier les formules

données plus haut.
Fig. 8r1.

(d)

Supposons maintenant que la surface (U) se réduise & une
droite (d). La polaire réciproque de (d) sera une droite (d')
et les sphéres variables qui auront leur centre sur (d’) contien-
dront toutes le cercle (C), orthogonal a (S), passant par I'inter-
section de (d)etde (S) (fig.81). Cest ce cercle qui correspondra

(") Voir pourla définition des surfaces anallagmatiques [I, p. 258]. On dit quel-
quefois que (S) est la sphére directrice et (U') la surface déférente de ’anallagma-
tique. On pourra consulter sur ce point I'Ouvrage cité plus haut [p. 479].
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a la droite (d), comme il est aisé de le vérifier encore par les.
formules données plus haut.

Comme la tangente en m au cercle va couper la droite (d) en
un point qui est évidemment dans le plan polaire du point homo-
logue M de la premiére figure, on voit que, si l’on considere
dans les deux figures deux courbes correspondantes, les tan-
gentes en M et en m & ces deux courbes vont couper en un
méme point le plan polaire de M par rapport & la sphére (S).
Pour le reconnaitre il suffit de substituer & la courbe décrite par
le point M la droite qui passe par deux points infiniment voisins
de cette courbe. On déduit immédiatement de 1a que, si I’on con-
sidére non plus deux courbes, mais deux surfaces correspondantes,
les plans tangents a ces surfaces en M et m se coupent suivant
une droite située dans le plan polaire de M par rapport a la

sphére (S).

848. Ces propositions étant établies, nous pouvons démontrer
la propriété fondamentale de la transformation : elle conserve les
angles, c’est-a-dire que les angles de la premiére figure mesurés
par rapport & la sphére (S) sont égaux aux angles ordinaires
de la seconde.

Soient, en effet, M¢, M ¢ les tangentes a deux courbes passant
en M et soient ¢, ¢/ les points ou elles rencontrent le plan polaire
de M. Les tangentes en m aux deux courbes correspondantes se-
ront les droites m¢, mt'. D’ailleurs la droite ¢¢’ va rencontrer la
sphére (S) en deux points @, &'; et il est clair que les deux fais-
ceaux de quatre droites

m¢, mié, ma, ma,
Mz, M¢, Ma, Mda

ont le méme rapport anharmonique R.

Mais les droites Ma, Ma' sont des tangentes a la sphére, puisque
M est le pole du plan (P) qui contient a, @’. L’angle V, mesuré
par rapport a la sphére (S), des deux droites Mz, M¢/, c’est-a-dire
des deux courbes de la premiére figure, est donc

I
——.10gR.
2L

De méme, puisque m est le centre d’'une sphére de rayon nul
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quipasse par I'intersection de (S) et de (P) et, par conséquent, par
les points @, @/, ma, ma' sont des droites allant rencontrer le
cercle de 'infini; et, par suite, Pangle ordinaire des droites mt¢,
mt' est aussi égal a

I
;ilog R.

lLa proposition est donc démontrée pour 'angle de deux courbes;
elle subsiste évidemment pour I'angle de deux surfaces ou pour
Pangle d’une surface et d'une courbe.

849. On peut d’ailleurs la démontrer analytiquement de la ma-
niére suivante :

Si Pon applique la formule (35), on verra que la distance de
deux points infiniment voisins de la premiére figure, prise par rap-
port a la sphére (S), est définie par 'équation

(X2 Y2 72 — RO (dX24- dY2 - d72) — (XdX +-Y dY L dZ)? .

—(
(65) do (X2 Y24 27— Re)e

Faisons usage des formules de la transformation et substituons
a X, Y, Z leurs expressions (62) en «, y, 5. Nous trouverons

— 4R2
(x2+y2+52_ R2>2

(66) de? = ((lx2+ dy? d;2)7

ou plus simplement

4RR2

Is2.
(X2 y2 4 22— R2)? as

(67) ds? = —

Ainsi la transformation a lieu de telle maniére que 1'élément
cayleyen ds de la premiére figure soit proportionnel a I’élément eu-
clidien ds de la seconde. Or, la définition donnée au n° 572 de
I'angle de deux directions évalué par rapport a une forme quadra-
tique montre immédiatement que cet angle subsiste sans modi-
fication quand la forme est multipliée par une fonction finie
quelconque. 1l résulte de la que I'angle de deux directions de la
premicre figure évalué relativement a la forme quadratique do,
c’est-a-dire I'angle cayleyen (n° 838), est identique a I'angle des
directions correspondantes de la seconde figure évalué relative-
ment & ds, c’est-a-dire a 'angle euclidien.
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850. Les conséquences les plus importantes de ce principe de
la conservation des angles se rapportent au cas ou les angles sont
droits et, en nous souvenant que les directions & angle droit dans
la Géométrie cayleyenne sont celles qui sont conjuguées par rap-
port a la sphére (S), nous pouvons énoncer les proposilions sui-
vantes :

Si deux courbes de la premieére figure se coupent et si les tan-
gentes, en leur point commun, sont conjuguées par rapport a la
sphere, les courbes anallagmatiques correspondantes se coupent &
angle droit.

Si deux surfaces de la premiére figure se coupent et si les plans
tangents en un de leurs points communs sont conj ugués par rap-
port a (S), les surfaces anallagmatiques correspondantes se cou-
pent a angle droit au point correspondant.

Sil'on a, dans la premiére figure, un systéme triple formé de
surfaces telles que, en tous les points communs & deux surfaces, les
plans tangents soient conjugués par rapport a la sphére (S), le sys-
téeme triple d’anallagmatiques correspondant sera formé de surfaces
orthogonales.

On peut indiquer encore ce que deviennent, lorsqu’on leur
applique la transformation, les propriétés signalées plus haut
(n° 839) relativement aux lignes géodésiques dans la Géométrie
cayleyenne.

D’apres la formule (67), cette transformation fait correspondre
aux lignes géodésiques cayleyennes de la premiére figure les
lignes de la seconde qui rendent minimum intégrale

ds
22 yr4 z2— R2’

étendue a Parc euclidien ds pris entre deux quelconques de leurs
points. On peut donc énoncer les propositions suivantes, qui ont
été développées dans ’Ouvrage déja rappelé.

Les lignes de l'espace qui rendent minimum U’intégrale

ds
24 Y24 52— Rz’

prise entre deux quelconques de leurs points sont des cercles
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orthogonaux a la sphére (S) définie par Uéquation
22—+ Y2+ 22— R2=o.

Sur une surface donnée (U) les lignes qui rendent minimum
la méme intégrale sont définies par une propriété différen-
tielle, analogue a celle qui caractérise les lignes géodésiques.
La sphére gui est orthogonale a(S) et qui a, avec la courbe, le
contact d’ordre le plus élevé, cest-a-dire qui contient le
cercle osculateur en un quelconque de ses points, doit étre, en
ce point, normale a la surface.

851. Examinons en particulier ce que donne notre transforma-
tion appliquée aux surfaces (M). Pour cela, il sera nécessaire de
rappeler une généralisation trés étendue de la théorie des tan-
gentes conjuguées de Dupin ().

Considérons un ensemble de surfaces (F) représenté par une
équation de la forme suivante

(68) Sz, vy, 5, a, b, c)=o0,

qui contient trois paramétres arbitraires a, b, c¢. Tels sont les
plans, les sphéres passant par un point fixe ou orthogonales a une
sphére fixe, etc.

Sil’on veut que les surfaces (I') solent tangentes a une surface
donnée (A), on aura & établir une certaine relation

¢(a, b, c)=o,

qui réduira a deux le nombre des paramétres contenus dans 1’é-
quation (68). Supposons, par exemple, que ’on élimine ¢; I’équa-
tion des surfaces (I) qui sont tangentes & (A) prendra la forme

(69) Y(z, y, 3, a, b) =o,

ot « et b seront entiérement arbitraires.
Cela posé, supposons que, lorsqu’on se déplace a partir d’un

point quelconque M de (A) dans une direction My, la surface (F)

(Y) Voir le Mémoire sur les solutions singuliéres des équations aux derivées
partielles du premier ordre inséré par lauteur au tome XXVII des Mémoires
présentés par divers savants & (’Académie des Sciences de U’Institut de
France, § 10.
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relative au point M soit coupée par la surface (F) relative au point
infiniment voisin suivant une courbe admettant en M la tangente
My/. La relation entre les deux tangentes My, My sera évidem-
ment homographique, mais elle sera de plus involutive; c¢’est-
a-dire que, si 'on se déplace suivant la direction Mp/ (au lieu
de M), I'intersection des deux surfaces (F) infiniment voisines
correspondantes sera tangente a My (au lieu de M /).

Admettons cette proposition, pour la démonstration de laquelle
nous renverrons au Mémoire cité, et qui donne évidemment la
théorie de Dupin quand les surfaces (F) se réduisent aux plans
tangents de (A). Nous remarquerons seulement que, par sanature
méme, la relation entre deux directions conjuguées ainsi définies
subsiste quand on effectue une transformation ponctuelle quel-
conque, pourvu qu’aux surfaces (I') on substitue les transformées
(F7) de ces surfaces dans la transformation considérée.

D’apreés cela, considérons les surfaces (M') qui dérivent des
surfaces (M) par la transformation que nous avons définie au n°846.

Nous voyons tout de suite, d’aprés la formule (67), qu’aux lignes
de longueur nulle (cayleyenne) des surfaces (M) correspondent
des lignes de longueur nulle (euclidienne) dans les surfaces (M').
Ces lignes étaient conjuguées par rapport a (M); elles le seront
aussi sur la surface (M), pourvu que, dans la définition des
tangentes conjugudées, on substitue aux plans tangents de (M)
les sphéres orthogonales & (S) qui leur correspondent dans la
transformation. Voila donc une propriété géométrique qui per-
mettrait de définir directement les surfaces (M').

D’autre part, toujours d’apres la formule (67), & 'aire prise dans
le sens de la Géométrie cayleyenne de la surface (M) correspondra,
en laissant de c6té un facteur constant, 'intégrale

/‘ as
(2% 4+ y2 o 22— Rz)z’

relative & la surface (M'), dS désignant I’élément -d’aire euclidien
de cette surface. Les surfaces (M') seront donc celles pour les-
quelles cette intégrale, étendue & toute la portion de surface com-
prise dans un contour donné, aurait sa variation premiere égale a

zéro.

Nous nous contenterons de remarquer ici qu’en effectuant une
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inversion dont le pole serait sur la sphére (S), on pourrait réduire
cette intégrale a la forme plus simple

dS
&2
z désignant la distance a un plan fixe qui serait ’inverse de la

sphére (S).
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les géodésiques des deux surfaces, on pourrait réaliser 'application;
mais la détermination de ces géodésiques dépend de I'intégration d’une
équation de Riccati. — Méthode permettant de reconnaitre si deux sur-
faces a courbure variable sont applicables I'une sur ’autre. — Cas gé-
néral. — Emploi des paramétres différentiels. — Cas particulier ou les
courbes sur lesquelles la courbure totale conserve une méme valeur
sont paralléles les unes aux autres. — Cas plus spécial encore ou ces
courbes forment en outre une famille isotherme; les surfaces sont alors
applicables sur des surfaces de révolution. — Ktude de deux pro-
blémes particuliers; recherche des surfaces réglées qui sont appli-
cables sur des surfaces de révolution; recherche des surfaces gauches
qui sont applicables sur une autre surface réglée sans que les géné-
ratrices rectilignes soient des courbes correspondantes sur les deux
surfaces.

CHAPITRE III.

Les formules de Gauss.........coo ottt .
Ltude du commencement du Mémoire de Gauss. — Introduction des
déterminants D, D', D". — Expression de DD”— D" en fonction des
coefficients qui entrent dans I’élément linéaire et de leurs dérivées. —
Relations différentielles entre D, D', D” et les coefficients de I’élément
linéaire. — Rapprochement avec les formules de M. Codazzi. — Equa-
tions différentielles des lignes asymptotiques, des lignes de courbure,
équation aux rayons de courbure principaux écrites au moyen des
quantités D, D', D". — Equations aux dérivées partielles du second
ordre auxquelles satisfont les coordonnées rectangulaires d’un point de
la surface, lorsqu’on connait D, D', D". — Equation aux dérivées par-
tielles qui détermine les surfaces admettant un élément linéaire donné.
— Les caractéristiques de cette équation sont les lignes asymptotiques
de la surface.

CHAPITRE 1IV.

Equation aux dérivées partielles des surfaces applicables sur une surface
donnée.......... e e e N
Méthode directe permettant d’obtenir immédiatement 1’équation aux
dérivées partielles dont dépend la recherche des surfaces applicables
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sur une surface donnée. — Remarque de Bour sur une intégrale
premicre de cetle équation — Autres méthodes conduisant a Fa méme
équation. — Emploi des paramétres différentiels de M. Beltrami. —
Développement de 'équation lorsqu’on choisit différents systémes de
coordonnées. Coordonnées symétriques. — Courbes paralléles et leurs
trajectoires orthogonales. — Cas ou la surface est définie par son

équation en coordonnées rectilignes.

CHAPITRE V.

Etude de l’équation aux dérivées partielles dont dépend le probléme de
I dEfOormation. ...t e
Notions préliminaires sur les équations du second ordre qui sont linéaires
par vapport & r, s, ¢, rt — s*. — Probléme de Cauchy. — Définition
précise des caractéristiques. — Théorie géométrique de lintégration,
reposant sur les propriétés des caractéristiques. — Application 2a
quelques exemples simples. — Ktude particuliére de ’équation dont
dépend le probléme de la déformation. — On peut énoncer ici le pro-
bléme de Cauchy sous la forme suivante : Déformer la surface de telle
maniére qu'une courbe tracée sur elle prenne une forme donnée a
I’'avance. — Propriété remarquable des asymptotiques. — Problémes
divers. — Déformer une surface de telle maniére qu’elle puisse s’in-
scrire dans une développable donnée, suivant une courbe donnée. —
Nouvelles maniéres de poser le probléme de la déformation. — Equa-
tions simultanées auxquelles doivent satisfaire les paramétres des
deux familles d’asymptotiques. — Démonstration de diverses proposi-~
tions sur les asymptotiques et les surfaces gauches. — Equations simul-
tanées auxquelles satisfont les coordonnées curvilignes, considérées
comme fonctions des paramétres des deux familles d’asymptotiques.

— Application & un cas particulier.

CHAPITRE VI.

Déformation des surfaces gauches............. i,
Elément linéaire des surfaces gauches. — Surfaces dont les génératrices
vont rencontrer le cercle delinfini. — Surfaces qui admettent un plan
directeur tangent au cercle de Vinfini. — Détermination compléte de
toutes les surfaces gauches admettant un élément linéaire donné. —
Différents problémes relatifs 4 ces surfaces. — Autre méthode fondée
sur Vemploi des formules de M. Codazzi. — Questions diverses rela-
tives aux lignes asymptotiques et aux lignes de courbure. — Propriétés
de la ligne de striction. — Surfaces réglées applicables sur les surfaces
de révolution. — Il y a, dans ce cas, une relation linéaire entre les
deux courbures de la ligne de striction.
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CHAPITRE VII.

Les théorémes de M. WeIngarten ..oy

Rappel des formules relatives au systéme de coordonnées formé par les
lignes de courbure. — Relations entre les rayons de courbure ct la
représentation sphérique. — Premier théoréme de M. Weingarten :
Pour déterminer une surface dont les rayons de courbure sont liés par
une relation, il faut ramener 4 une certaine forme 1’élément linéaire
de la sphére. — Applications : surfaces canaux; surfaces minima. —
Nouvelle classe de surfaces découverte par M. Weingarien. — Intégra-
tion d’une déquation aux dérivées partielles. — Second théoréme de
M. Weingarten. — Propositions générales relatives ala développée d’une
surface. — Les deux nappes de la développée d’une surface W, c’est-
a-dire d’une surface dont les rayons de courbure sont fonctions 'un
de l'autre, sont applicables sur une surface de révelution dont I'élé-
ment linéaire dépend seulement de la relation entre les rayons de
courbure. — Réciproque et démonstrations géométriques de M. Bel-
trami. — Applications. — On sait déterminer toutes les surfaces appli-
cables sur le paraboloide de révolution.

CHAPITRE VIIL

La surface des centres de courbure. Propriétés générales...... ........

Rappel de ditférentes propositions relatives aux deux nappes de la dé-
veloppée. — Formules relatives & chacune de ces nappes : élément
linéaire, lignes asymptotiques, lignes de courbure, rayons de courbure
principaux. — Propositions relatives au contact de deux surfaces;
existence de relations entre les éléments du méme ordre des deux
nappes de la développée. — Recherche de ces relations dans le cas du
second ordre. — Paraboloide des huit droites. — Théoré¢me de
M. Ribaucour relatif au cas ot les lignes de courbure se correspondent
sur les deux nappes de la développée. — Généralisation de certaines
propriétés de la développée. — Théorémes de MM. Beltrami et
Laguerre relatifs & des droites entrainées dans le mouvement de dé-
formation d’une surface. — Proposition de M. Ribaucour relative a des
courbes situées dans les plans tangents d’une surface donnée.

CHAPITRE IX.

Proprictés diverses des surfaces W.... ... o

Premiére propriété : Théoréme de M. Halphen, relation entre les cour-
bures totales des deux nappes de la développée. — Deuxi¢me propriété :
Détermination par de simples quadratures des lignes de courbure de
toute surface W; remarque de M. Weingarten. — Troisiéme pro-
priété, due a M. Ribaucour : les lignes asymptotiques se correspondent
sur les deux nappes de la développée; la véritable origine de cette
remarquable proposition se trouve dans le fait que les asymptotiques.
sont les caractéristiques de I’équation aux dérivées partielles dont dé-
pend le probléme de la déformation d’une surface. — Propriété géomé-
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trique relative aux asymptotiques des développées pour la nouvelle
classe de surfaces W découverte par M. Weingarten. — Recherche
directe de toutes les surfaces qui possédent cette propriété. — Dé-
termination et construction géométrique de toutes les surfaces appli-
cables sur le paraboloide de révolution. — Rapports avec la théorie des
surfaces minima.

CHAPITRE X.

Application des théorémes de M. Weingarten aux surjfaces pour

lesquelles la courbure totale ou la courbure moyenne est constante., ..
Remarque de M. O. Bonnet : La recherche des surfaces dont la courbure
moyenne est constante se raméne a celle des surfaces pour lesquelles
la courbure totale est constante. — Les surfaces & courbure constante
négative considérées comme surfaces W. — Propriétés géomdétriques
relatives aux lignes asymptotiques. — Transformation de M. Bonnet
et de M. Lie; surfaces & courbure constante qu’on peut faire dériver
d’une surface donnée. — Propriétés géométriques signalées par
M. O. Bonnet; les lignes de courbure de toute surface & courbure
moyenne constante forment un systéme isotherme. — Toute surface a
courbure moyenne constante est applicable sur une infinité de sur-
faces avec conservation des rayons de courbure principaux aux points
correspondants. — Développées des surfaces & courbure constante
négative; elles sont applicables sur I’hélicoide minimum. — Les sur-
faces & courbure constante considérées comme applicables sur des sur-
faces de révolution. — Ktude des trois formes distinctes que lon
obtient pour I’élément linéaire d’une surface de révolution a courbure
constante négative. — Surfaces complémentaires; elles sont appli-
cables sur les surfaces de révolution engendrées par la révolution
d’une tractrice ordinaire, d’une tractrice allongée ou raccourcie.

CHAPITRE XI.

Les surjfaces ¢ courbure totale n€gAtive. ... ... ..coiiiiiniiin e eniaaan.

Surface pseudosphérique. — Représentation conforme de la partie réelle
de la surface sur le demi-plan supérieur. — Etude des transformations
qui conservent élément linéaire et qui réalisent, par suite, une appli-
cation de la surface sur elle-méme. — Représentation des géodésiques
par des cercles ayant leur centre sur 'axe des @. — Distance géodé-
sique de deux points. — Les cercles géodésiques sont représentés par
des cercles. — Division des différents cercles géodésiques en
trois espéces. — Les cercles situés tout entiers & distance finie ont seuls
un centre; aire de ces cercles, longueur de leur circonférence. — Clas-
sification, due & M. Klein, des transformations qui conservent 1’élément
linéaire. — Analogies et différences enlre la géométrie des diverses
surfaces 4 courbure constante. — Géométrie non euclidienne. — Réso-
lution d’un probléme relatif au changement de coordonnées. — Consi-
dérations géoméiriques conduisant a la représentation conforme qui
vient d’étre étudiée. — Représentation de M. Belirami dans laquelle
les géodésiques ont des droites pour images. — Formules qui per-
mettent de passer de 'une & I'autre de ces représentations.
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CHAPITRE XII.

Pages.

Les transformations des surfaces & courbure constante................. 420
Résumé des résultats obtenus dans les Chapitres précédents. — Méthode
de transformation de M. Bianchi, complétée par M. Lie. — Théorémes
énoncés en 1870 par M. Ribaucour; leur démonstration par la Géomé-
trie. — Conséquences et applications de la méthode de M. Bianchi; on
suppose la surface initiale rapportée a ses lignes de courbure. —
Systéme de deux relations du premier ordre entre deux solutions de
Péquation aux dérivées particlles du second ordre dont dépend la

recherche des surfaces a courbure constante. — Systéme orthogonal
de M. Ribaucour. — Transformation de M. Bicklund. — Propriétés
relatives 4 la conservation des lignes de courbure. — Les transforma-

tions précédentes rattachdes a des transformations beaucoup plus
générales des équations aux dérivées partielles du second ordre.

CHAPITRE XIII.

Développements analytiques se rattachant aux transformations prece-
AENLES o v v v i i e e e B 15
Détermination de surfaces particuliéres a courbure conslante négative.
— Rappel des surfaces de révolution et des hélicoides. — Surfaces a
lignes de courbure planes ou sphériques dans un systéme. — Recherches
de M. A. Enneper et de M. H. Dobriner. — Comment on exprime
qu'une surface rapportée a ses lignes de courbure a ses lignes de cour-
bure sphériques dans un systéme. — Application aux surfaces a cour-
bure constante négative. — Intégration des deux équations auxquelles
doit satisfaire simultanément la fonction » qui se présente dans I’é1é-
ment lindaire de la surface rapportée a ses lignes de courbure. —
Propriété géoméirique de la surface : les sphéres qui contiennent les
lignes de premiére courbure ont leurs centres en ligne droite. — Cette
propriété permet de ramener & des quadratures la détermination des
trois coordonnées d'un point de la surface. — Comment on exprime
quune surface a ses lignes de courbure planes dans un systéme. —
Application aux surfaces & courbure constante; siles lignes de cour-
bure sont planes dans un systéme, leurs plans passent par une droite
et, par suite, les lignes de courbure de 'autre systéme sont situées
sur des sphéres ayant leurs centres sur cette droite et coupant la
surface 4 angle droit. — Détermination effective de ces surfaces. —
Développements analytiques sur les méthodes de transformation de
MM. Bianchi, Lie et Bicklund. — On peut réduire ’application de
ces méthodes & de simples calculs algébriques précédés d’un certain
nombre de quadratures. — Les deux équations de Riccali qui se pré-
sentent dans cette théorie et qui contiennent un paramétre arbitraire.
— Vdéritable origine de ces équations et leur réduction au systéme
qui se présente dans ’application de la méthode de M. Bicklund. —
Théoréme général résumant les résultats obtenus.
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CHAPITRE XIV.

Rapprochements et analogies entre les surfaces a courbure constante
et les SUPfaces MIRIIMG . o oo v ie i ii i e e
Recherche des surfaces (M) telles que deux familles de lignes conjuguées
aient pour tangentes des droites qui soient, en méme temps, tangentes
a4 une méme surface du second degré. — Quand cette quadrique se
réduit au cerele de Pinfini, on doit retrouver les surfaces minima;
mais, quand elle est de la classe la plus générale, la détermination des
surfaces cherchées se raméne a la méme équation aux dérivées par-
tielles que celle des surfaces a courbure constante. — Signification
géométrique des résultats précédents; généralisation des notions de
distance et d’angle due 4 M. Cayley. — Relation avec les définitions
données au Livre V, Chapitre VIII. — Les lignes géodésiques dans la
Géométrie de M. Cayley. — Leur plan osculateur est toujours normal
a la surface sur laquelle elles sonl tracées. — Les lignes les plus
courtes dans Vespace sont encore des lignes droites. — Généralisation
des principales propriétés des lignes de courbure. — Formules ana-
logues & celles d’Olinde Rodrigues et relatives aux lignes de cour-
bure généralisées. — Les surfaces (M) étudiées au début de ce Cha-
pitre ont, dans la Géométrie cayleyenne, leurs rayons de courbure
égaux et de signes contraires; elles sont les seules qui jouissent de
cette propriété. — Elles se rapprochent encore des surfaces minima
par la propriété de rendre minimum la portion de Paire cayleyenne
comprise dans un contour donné. — Ktude d’une transformation qui
permet de transporter a la Géométrie cuclidienne toute relation entre
les angles dans la Géométrie de M. Cayley. — Cette transformation
fait correspondre une sphére 4 un plan et un cercle & uné droite. —
Généralisation de la théorie des tangentes conjuguées de Dupin. —
Propriétés diverses des surfaces (M’) qui dérivent des surfaces (M)
par la transformation précédente.
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