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I’Ouvrage dont je publie aujourd’hui la premiére Partie est
le résumé des Lecons que j'ai faites a la Sorbonne pendant les
hivers de 1882 a 1885, J'avais commencé 'exposition de la T'/éorie
des surfaces dans le but unique d’y trouver des applications nou-
velles de la théorie, si vaste et si peu connue, des équations aux
dérivées partielles. Je comptais consacrer une année a peine a cet
enseignement; mais lintérét du sujet, et aussi les demandes de
mes auditeurs, m’ont entrainé bien au dela des limites que j'avais
primitivement fixées.

Ce premier Volume comprend trois parties distinctes. Le pre-
mier Livre traite des Applications ¢ la Géométrie de la théorie
des mouvements relatifs; j'aurai & revenir sur les propositions
quiy sont exposées, dans la partie ot seront étudiées plus tard,
avec tous les détails nécessaires, les belles formules de M. Co-
dazzi. Le second Livre contient I'étude des différents systémes
de coordonnées curvilignes. J'y considere successivement les
systémes a lignes conjuguées, dont I’étude a ¢été trop négligée, les
lignes asymptotiques, les lignes de courbure, les systémes ortho-
gonaux et isothermes.

Le Volume se termine par la Théorie des surfaces minima ol
J’al mis & profit les travaux si remarquables publiés par d’éminents
géometres dans ces derniéres années. Elle forme a peu pres la
moitié de ce Volume; sauf les trois derniers Chapitres qui ont été

rédigés au moment de 'impression, elle a é1é enscignée a deux

Vi PREFACKE.

reprises différentes, en 1882 et 1885. Une ou deux questions im-

portantes y ont été omises; elles seront mieux a leur place dans

la suite, quand j’aurai donné les propositions générales auxquelles

on peut les rattacher.

Suivant son habitude constante, M. Gauthier-Villars, aprés

avoir accueilli cet Ouvrage, a apporté tous ses soins al'impression;

qu'il regoive ici mes plus vifs remerciements; je dois aussi les

adresser & mes auditeurs, qui ont désiré voir ces Lecons publiées,

et plus particuliérement 4 un de nos jeunes géométres, M. G.

Keenigs, Maitre de Conférences a I'Eicole Normale, qui a bien

voulu m’aider dans la revision des épreuves.

D EE—

14 juin 1887.




THEORIE GENERALE

DES SURFACES.

PREMIERE PARTIE.

LIVRE 1.

APPLICATIONS A LA GEOMETRIE DE LA THEORIE
DES MOUVEMENTS RELATIFS.

CHAPITRE L

DU DEPLACEMENT A UN PARAI\’[iZTRE; APPLICATION A LA THEORIE
DES COURBES GAUCHES.

Déplacement d’un systéme invariable. — Application a la théorie des courbes
gauches. — Propriété caractéristique de I’hélice. — Formules de M. J.-A. Serret.
— Indicatrice sphérique. — Recherche de la courbe dont les normales prin-
cipales sont aussi normales principales d’une autre courbe. — Développées des
courbes gauches.

1. Considérons un corps solide ou systéme invariable, mobile
autour d’un point fixe. On sait qu’a un instant quelconque les
vitesses des différents points du systéme sont les mémes que s’il
tournait autour d’une droite passant par le point fixe, droite qui a
recu le nom d’axe instantané de rotation. On démontre en Mé-
canique que les rotations peuvent étre représentées géométrique-
ment par des droites, comme les forces, et composées ou décom-
posées suivant la méme loi, c¢’est-a-dire que, si 'on compose ou si
I’on décompose les rotations comme les forces, la vitesse imprimée
par la rotation résultante 3 un point quelconque est la résul-

D.— 1. I
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tante des vitesses qul seraient communiquées au méme point par
chacune des rotations composantes, existant isolément. On sait
aussi que, sil’on considére un point mobile par rapport au systéme
invariable, la vitesse absolue de ce point est la résultante de sa
vitesse relative et de sa vitesse d’entrainement. On désigne sous
ce nom la vitesse qu’aurait un point qui, a 'instant considéré,
coinciderait avec le point mobile, mais demeurerait invariablement
lié au systéme solide.

Il résulte de ces propositions que 'on pourra construire, & un
instant quelconque, les vitesses de tous les points du systéme inva-
riable dés que 'on aura, en grandeur et en direction, la rotation
a cet instant. 1l semblerait naturel de déterminer a chaque instant
cette rotation par ses composantes relatives a trois axes rectangu-
laires, fixes dans l’espace et ayant pour origine le point fixe du
systéme solide. En réalité, les éléments les plus importants, les
seuls qui permettent le plus souvent une étude approfondie du
mouvement, ce sont les composantes de la rotation relativement a
des axes mobiles, entrainés dans le mouvement du systéme inva-
riable. Rappelons rapidement la méthode employée en Mécanique.

Soient OX, OY, OZ trois axes fixes passant par le point fixe O
du systéme et Oz, Oy, Oz trois axes rectangulaires invariable-
ment liés au systéme mobile. Nous supposerons que les deux sys-
téemes d’axes aient la méme disposition, c’est-a-dire qu’ils puissent
étre amenés a coincider. De plus nous supposerons que les sens des
axes alent été choisis de telle maniére que la rotation autour de
OZ, qui déplacerait OX du c6té de OY, soit représentée par une
droite dirigée suivant la partie positive de OZ. Nous déterminerons
les axes mobiles par les cosinus des angles qu’ils forment avec les
axes fixes. Pour cela nous écrirons le tableau :

x e z
X a b c

Y a’ b’ c’
Z a” o c”
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qui fait connaltre les cosinus des angles formés par chacun des
axes fixes avec les axes mobiles.
On a les relations

at—+ b2 4+ ¢2 ==, aa' -+~ bb 4+ cc =o,
a?+~a?+a”? =1, ab +db +a'd =o,
1

~
-
~
Q
ol
o

] R
A
RS

a — b’c”-« crbrl,

=
Q\

auxquelles il faut joindre toutes celles que I’on obtiendrait par des
permutations circulaires effectuées, soit sur les letires, soit sur
les indices. Rappelons encore que les neuf cosinus peuvent étre
exprimés par les trois angles d’Euler, au moyen des formules ()

a=  cosbsingsind + cosy cosy,
b= cosbsind cosy —cosdsing,
¢ = sin 0 sind,
a =  cosfcosysing — sind coso,
(2) b'=  cosfcosy cose +sind sine,
¢'— sinfcosd,
a’ = —sinb sing,
| "= —sinbcoso,
\ ¢"= cos0,

Désignons maintenant par p, ¢, 7 les composantes de la rotation a
I'instant ¢ par rapport aux axes mobiles. Considérons un point
dont les coordonnées solent z, ¥, 5, relativement aux axes mobiles,
et cherchons les composantes de sa vitesse absolue par rapport
aux mémes axes. En écrivant que cette vitesse absolue est la résul-
tante de la vitesse relative et de celles qui seraient dues aux trois

(*) Dans ces formules, ¢ désigne I'angle de OX avec I'intersection commune ON
des deux plans des zy et des XY, ¢ désigne 'angle de O« avec la méme droite ON;
enfin 6 est 'angle de Oz et OZ. L’angle ¢ mesure la grandeur de la rotation
quil faut imprimer 4 ON dans le plan des xy, et dans le sens direct, pour faire
coincider ON avec Oxz; on peut supposer qu'il varie de o° & 180°. De méme, ¢
mesure la rotation que l'on doit imprimer & ON dans le plan des XY, toujours
dans le sens direct, pour amener cette droite & coincider avec OX : cet angle varie
de 0° & 360°.
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rotations p, ¢, r, on obtiendra les expressions suivantes de ces
composantes
dx
Vo= o Te2E—rY,
3) V,= dy roe—pa
(3) Y& g h Pz
dz
/o= —— —qgx
| Vo= S0 Py —9%

dont nous aurons souvent a faire usage.

Nous allons montrer, dés & présent, comment on peut en déduire
les expressions de p, ¢, r en fonction des neuf cosinus el de leurs
dérivées par rapport au temps. Pour cela, considérons le point pris
sur ’axe OX a la distance 1. Ce point a pour coordonnées relatives
(c’est-a-dire relativement aux axes mobiles) @, b, c. En exprimant
que sa vitesse est nulle et en appliquant les formules (3), nous ob-
tiendrons les équations fondamentales

da

@i = br e
db

(4) ar — v Ten
de

Sk A

auxquelles on peut joindre les suivantes

%—:b’r——c’q,
o db’ , .
(4) % :Cp——'al,
dc' ) ;.
¥ 7 =a'q-—0bp;
d ! s 4
Haz-: o"r —"¢q,
. dab” " "
4" g =P —aln
dc”ﬁa" "
R dt - q p’

que 'on démontrera de la méme maniére.
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On déduit de 1a les formules

jpdt: Sedb=-—2bde,
(5) g dt =3Xadc =—Xcda,
( rdi=3%bda—=—3Xadb,

qui donnent les valeurs cherchées des rotations. St 'on remplace
les cosinus par leurs expressions en fonction des angles d’Euler,
on aura le systéme

— ino sin® dl o oa’O

p =sing sinb =, —coso -,

/ — 1 EZ,LE - g rdo

(6) { g = coso smedt ! Sm(fdt’
= 9 g &Y
o= m—-COS EJ

qu’il serait aisé de démontrer géométriquement. En résolvant par
rapport aux dérivées des angles, on trouve

db .
— = ¢ sing — pcosoy,
!
(7)- ( sin()i% = g Cosyp —+ p sino,
do .
o = r + cotO(p sing + ¢ cosov).

2. Tout cela étant rappelé, nous allons étudier la question sui-
vante, qui est fondamentale dans notre théorie: On donnep, ¢, r
en fonction du temps t, et l’on propose de déterminer compleé-
tement le mouvement.

Il est clair que la question sera résolue si I'on a les expressions
des neuf cosinus en fonction du temps. Or il résulte immédiate-
ment des formules (4) que, si 'on sépare les cosinus en trois
groupes, formés respectivement de «, b, ¢; &, 0, ¢'; a’, V', ¢/,
les trois cosinus de chaque groupe sont des solutions simultanées
du systéeme

da

@ =B
ap

(8) ac = YP — %7,
dr

\_ dt{ =aq—pBp-
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Toute la difficulté se réduit donc a 'intégration de ce systeme.
L’étude détaillée de cette intégration fera 'objet du Chapitre sui-
vant. Pour le moment nous nous contenterons de signaler les pro-
priétés suivantes du systeéme (8).

D’abord, par suite de sa forme linéaire, il admettra toujours une
solution, et une seule, pour laquelle les valeurs initiales de a, 3, v
seront données.

En second lieu, si a, 3, v; &/, B/, v/ désignent deux systémes de
solutions quelconques, les expressions

a - B2 - y2, ga' - BB vy, a2+ B2y

seront des constantes. On le reconnait aisément en les différentiant
et tenant compte des équations (8).

Ces propriétés vont nous permettre d’établir qu’il y a toujours,
quelles que soient les expressions de p, ¢, r en fonction du temps,
une infinité de mouvements dans lesquels ces trois quantités sont
les composantes de la rotation relativement aux axes mobiles.

Considérons en effet un triedre trirectangle (T,), de méme sens
que le triedre OXYZ, formé par les axes fixes et soient «,, by,
Coy - - - les cosinus directeurs de OX, OY, OZ par rapport aux
axes de (T,). Déterminons les trois systémes ‘de solutions des
équations (8), a, b, ¢; &/, U, ¢'; &', b, ", qui correspondent
respectivement aux valeurs initiales suivantes : @, o, Co; @y, 0y,
¢y diyy B 6.

Les fonctions, telles que

a? - b2+ c2, aa' -+ bb —+ cc,

ayant pour valeur initiale 1 ou o, et devant rester constantes
d’aprés les propriétés du systéme (8), ne cesseront pas de con-
server leurs valeurs initiales; par conséquent, les neuf quantités
a, a', a’, ... seront & chaque instant les cosinus directeurs de
trois droites rectangulaires formant un triedre mobile ('T') dont la
position initiale sera (T,). Comme cette position initiale peut étre
choisie & volonté, on voit qu’il existe une infinité de mouvements
pour lesquels p, ¢, r sont des fonctions données du temps.

Tous ces mouvements, qui dépendent de trois constantes arbi-
traires, se réduisent au fond & un seul, mais qui serait rapporté a
des axes fixes différents.
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En effet, considérons, dans I'un quelconque d’entre eux, la posi-
tion occupée par le triédre mobile & 'instant initial, et choisissons-
la pour le systéme d’axes fixes auquel nous rapporterons le mou-
vement du systéme mobile. Les valeurs initiales des neuf cosinus
sont alors 1 ou o, la solution qui correspond a ces valeurs
numériques ne contient aucune constante arbitraire et est bien
déterminée.

Il résulte de ce qui précéde que, lorsqu’on aura obtenu une
solution quelconque du probléme, ¢’est-a-dire un systéme de valeurs
des neuf cosinus, il suffira, si 'on veut avoir la solution la plus
générale, de changer d’axes fixes, ce qui introduira trois constantes ;
puis de supposer que les nouvelles formules se rapportent aux
anciens axes.

3. Nous allons maintenant étudier le cas ou le systéme mobile
n’a plus de point fixe. Alors il faut joindre aux composantes p, ¢,
r celles de la vitesse de I'origine O des axes mobiles, prises tou-
jours relativement aux axes mobiles Oz, Oy, Oz. Désignons-les
par &, n, {; jointes aux trois rotations, elles interviennent dans
toutes les questions relatives a I’'étude du mouvement. Supposons
que l'on connaisse les expressions de ces six quantités en fonction
du temps, et cherchons comment on déterminera le mouvement
du triedre mobile. Désignons par (T) ce triedre mobile, et soit
(T") le triédre dont lorigine est un point fixe quelconque et
dont les axes sont paralléles & ceux de (T). A un instant quel-
conque les deux triédres sont animés de la méme rotation et, par
conséquent, les neuf cosinus se détermineront au moyen de p, g, r
comme dans le cas précédent; d’ailleurs, si X,, Y,, Z, désignent
les coordonnées de 'origine mobile O par rapport aux axes fixes,
on a évidemment, en projetant la vitesse de cette origine sur les
axes fixes,

[ dX,
e at + bn + ck,
Y ,
(9) 2 = @E b+
dZ() o " "
—617 _aE+b7)—+—c C.

Quand on aura déterminé les cosinus, ces formules feront con-
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naitre X,,Y,,Z, par de simples quadratures qui introdutront trois
constantes nouvelles.

Ici encore, tous les mouvements possibles correspondants aux
différentes valeurs des six constantes arbitraires se réduisent & un
seul et méme mouvement, observé par rapport a des axes diff¢-
rents; car I'intégration n'introduit aucune constante arbitraire ct
ne donne qu’'un seul mouvement, si on suppose que les axes fixes
coincident avec la position initiale des axes mobiles.

Jerappellerai,relativement au cas que nous venons de considérer,
que si z, y, 5 sont les coordonnées d’un point relativement aux
axes mobiles, Ia vitesse absolue de ce point aura pour composantes,
relatives aux mémes axes, les trois quantités

: dx

Vo=t +qgs—r o

, dy

(10) (Vy:'q+rx—pz—%—jt—a
‘ dz
\VZ*C-FP}’#qx—"dt'

Considérons, par exemple, les points invariablement liés au sys-
téme mobile et cherchons ceux pour lesquels la vitesse est mini-
mum. Il faudra déterminer les valeurs de «, », 5 rendant minimum
la somme

(t+gz—ryP+(n+rez—pz2+({+py—qz)
En égalant & zéro les dérivées par rapport & «, 4 » et & 5, on ob-
tient trois équations qui se réduisent aux deux suivantes :

E+qgzs—ry m+roe—pzs _ {+py—aqx
P a q a r

Ces deux équations représentent une droite, 'axe central du
mouvement & l'instant considéré. On trouve facilement, pour la
valeur commune des rapports précédents,

Ep-+ng + Cr}

prg* -1
ce qui donne, pour la valeur minimum de la vitesse,

VPt gt & 12
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La condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement du
systéme se réduise a une simple rotation est donc la suivante

Ep+ngq+Lr=o,

et, dans ce cas, I’axe de rotation est représenté par les trois équa-
tions

E+gs—ry =o,
(r1) N+ rr—ps=o,

{+py—qx=o0,

qui caractérisent en effet les points dont la vitesse est nulle, comme
le montrent les formules (10).

4. Pour indiquer dés & présent une application des propositions
précédentes, considérons une courbe gauche quelconque ct étu-
dions le mouvement du triedre (1) formé par la tangente que nous
prendrons pour axe des z, la normale principale que nous pren-
drons pour axe des y, en la supposant, par exemple, dirigée vers
le centre de courbure, et la binormale qui sera I'axe des 5 et dont
le sens est défini par les conventions déja faites.

Prenons I'arc s comme variable indépendante ou, ce qui est la
méme chose, supposons

ds
p7ARRE
On aici
2:17 =0, {=o,

et, st x, ¥, 5 désignent les coordonnées du point de la courbe,
qui est le sommet du triédre, par rapport a des axes fixes,

dx . dy v dsz

—ds’ T ds’ ds’
Les formules générales (4) nous donnent
(12) da=(br —cqg)ds, db = (ep — ar) ds, de = (aqg — bp) ds.

Exprimons que la binormale, dont les cosinus directeurs sont ¢,
c, ", est perpendicﬁlaire au plan osculateur, c’est-a-dire aux deux
droites dont les cosinus directeurs sont a, a/, ¢’ et a -+ da,
a +da, a"+ da”. L’une des équations sera satisfaite d’elle-méme

10 LIVRE I

CHAP. 1.

et I’autre nous donnera la condition
Tcda=qgds=o.

Ainsi la composante ¢ doit étre nulle, et les formules (12) se
réduisent aux suivantes :
da db dce

(13) = br, —— = ¢p — ar,

ds ds =~ bp-

ds
Il est aisé d’obtenir la signification géométrique des rotations p
et r. ’

Menons en effet par un point fixe des paralléles aux arétes du
triedre (T'); nous obtiendrons un triedre (T,) dont la rotation sera
la méme, & un instant quelconque, que celle du triédre (T). Un
point situé a la distance 1 sur 'axe des 2 du triedre ('T,) aura une
vitesse dont les composantes seront, d’apres les formules (3),

o, r, o,

et, par conséquent, ce point décrira le chemin r ds; ou, ce qui est
la méme chose, la tangente 4 la courbe tournera de l'angle 7 ds
quand son point de contact décrira 'arc s ; donc la composante 7
est égale a la premiére courbure de la courbe.

En prenant un point situé a la distance 1 sur I'axe des z du
triedre (T,), on verra de méme que les composantes de sa vitesse
seront

o, —p, O

et, par conséquent, le plan osculateur tournera de 'angle — p ds,
quand le point de la courbe décrira I'arc ds. En d’autres termes,
— p sera la torsion de la courbe. Ainsi nous_pourrons poser
I
7 — —_—

(14) r= o 4 P z’
p et T désignant les rayons de courbure et de torsion, et les for-
mules (13) deviendront

da b de b db

(s _ de _ db _ ¢ __
13) @ o A < ds T =

.

oI Q

On reconnait les formules de J.-A. Serret, qui jouent un rdle si
important dans la théorie des courbes gauches.
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5. La méthode qui nous a permis de les établir met en évidence
quelques propositions qu’il serait aisé de démontrer autrement et
dont on fait un usage continuel dans les démonstrations géomé -
triques.

Etant donnée la courbe gauche (C), si par origine on méne une
parallele a la tangente de cette courbe, de longueur égale a 1, 'ex-
trémité de cette paralléle décrira une courbe sphérique que nous
appellerons, avec M. P. Serret, Vindicatrice sphérique de la
courbe gauche. Il résulte de ce qui préceéde que la tangente a l'in-
dicatrice sphérique est paralléle a la normale principale de la
courbe (C); car le point qui décrit Vindicatrice est celui qui est
situé a la distance 1 sur l'axe des x du triedre (T,), et nous avons
vu que la vitesse de ce point est égale a —IE; et paralléle a4 la normale
principale.

De méme, si par l'origine nous menons une droite de lon-
gueur 1, paralléle a la binormale, 'extrémité de cette droite sera
le point a la distance 1 sur 'axe des z du triedre (T,); ce point

. , L . \ s

aura une vitesse égale a — el qui sera encore parallele a la normale
principale; la courbe sphérique qu’il décrit sera parallele a I'indi-
catrice : on ’obtiendra en portant sur les grands cercles normaux
a I'indicatrice, et dans un sens convenable, une longueur égale a

un quadrant; en d’autres termes, ce sera la courbe polaire de
Pindicatrice sphérique.

6. Nous signalerons encore le théoréme suivant qui est fort
important (') :
Toute courbe, dans lagquelle le rapport ?_ est constant, est une
v

hélice tracée sur un cylindre quelconque.

En effet, si nous considérons le mouvement du trieédre (T,) pa-

(') Voir, au sujet de ce théoréme :

Puiseux, Probléme de Géomeétrie (Journal de Liouville, 17¢ série, t. VII); Ber-
TRAND, Sur la courbe dont les deux courbures sont constantes (Journal de Liou-
ville, 17 série, t. XIII); LiouviLLe, Application de l’Analyse a la Géométrie par
Monge, 5¢ édition, Note I.
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rallele a ('T'), nous savons que, la composante ¢ étant nulle, I'axe
instantané de rotation est toujours dans le plan des zz. Lorsque le

rapport - ou —%& demeurera constant, cet axe instantané deviendra
pport o ; d onstant, cet tant d d
T N

fixe par rapport aux axes mobiles. Or on sait que, lorsque 'axe
instantané occupe une position invariable par rapport au systéme
mobile, il demeuare fixe dans l'espace. Le triedre (T,) tournera
donc autour d'une droite fixe; son axe des x, qui est paralltle a la
tangente de la courbe, fera un angle constant avec cette droite fixe
et engendrera un coéne de révolution. On reconnait la propriété
caractéristique de 'hélice tracée sur un cylindre quelconque.

Lorsque p et © sont constants, cette hélice est tracée sur un
cylindre de révolution. Dans ce cas, en effet, le mouvement du
triedre ('T') présente a chaque instant une translation ct une rota-
tion invariables. Alors tous les points du systéme mobile, et en
particulier I'origine du triedre, décrivent des hélices tracées sur
des cylindres circulaires droits.

7. Dans le mouvement que nous venons d’étudier, trois des
six quantités &, ..., p, ... sont nulles. Nous allons montrer que,
réciproquement, sil’on a

'q:C:q:O,

lorigine du triedre décrit une courbe qui esl tangente a I'axe des
z de ce triédre et admel I'axe des » pour normale principale. Le
premier point résulte immédiatement des équations

n={=o0.

8

D’autre part, la composante ¢ étant nulle, nous avons

Y cda = o.

L’axe des z du triédre mobile est donc normal a deux positions
consécutives de I'axe des z. En d’autres termes, le plan des xy est
le plan osculateur de la courbe décrite par l'origine des coor-
données.

En réduisant toutes les vitesses dans le méme rapport, de ma-

. . , . . r
niére que & devienne égale & 1, on doit remplacer p, r par %; 7
S S

La courbure et la torsion de la courbe sont données par les for-
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mules
1 —p
(18) A

8. La méthode cinématique que nous venons d’exposer s’ap-
plique d’une maniére élégante ala solution compléte du probléeme
suivant, complétement résolu par M. Bertrand (') : Rechercher
sl existe une courbe dont les normales principales sotent aussi
normales principales d’une autre courbe.

Soient M un point de la courbe donnée et (T) le triedre relatif
a ce point. Si I'on porte sur la normale principale une longueur

MM’ = «, la vitesse du point M’ aura pour composantes
y P p !
da
L—ra, —=> pa,

suivant Mz, My, Mz respectivement; cela résulte des formules
(10). SiTon veut que la courbe décrite par le point M’ soit nor-
male & MM, il faudra que I'on ait

da
T =

o,

a devra étre constant : ce résultat était évident a priori, et nous
aurions pu le supposer immédiatement.

Alors la vitesse ¢ de M est perpendiculaire 8 My et, si 'on ap-
pelle w Pangle qu’elle fait avec Mz, on a

v cosw = I -— ra,

(17) .
v sin w = pa.

La droite M’'M sera alors normale de la courbe décrite par le
point M'; mais elle ne sera pas en général normale principale.
Construisons le triédre (T7) formé par la tangente M'z’ a la courbe
décrite par le point M’, par la droite M’y et par la perpendiculaire
commune a ces deux droites, et remarquons que I'axe des y de

(*) J. BertraxD, Méemoire sur la théorie des courbes a double courbure
(Journal de Liouville, 17 série, t. XV, p. 332). Voir aussi le Mémoire de M. Bonnet
inséré dans le XXXII° Cahier du Journal de l’Fcole Polytechnique, oi 'auteur
démontre (p. 134) que, si deux courbes ont les mémes normales principales, leurs
plans osculateurs aux points correspondants font un angle constant.

14 LIVRE I. — CHAP. 1.

ce triédre coincide avec 'axe de méme nom de (T). On aurait un
triedre ayant méme orientation que (T") en faisant tourner le
triedre (T) de I'angle w autour de son axe des y. On obtiendra

donc la rotation instantanée du triédre (T’) en composant les deux
dw

dt
Or la condition nécessaire et suffisante pour que la droite My

L
rotations p, r du triedre ('T') avec une rotation autour de M.

ou M’y soit la normale principale de la courbe décrite par le
point M/ est, nous l'avons vu, que la rotation de (1”) autour de
M’y soit nulle. 1l faudra donc que I'on ait

dw

i
et, par suite, que I'angle w soit constant. Ainsi les plans osculateurs
des courbes décrites par les points M, M’ devront se couper sous
un angle constant .

Si Pon se reporte maintenant aux formules (17), on en déduit,
par I’élimination de ¢,

sinw .
= rsinw -+ p cosw

ou, en remplacant » et p par leurs expressions géométriques,

sinw sinw cosw
(18) = — .
a e T

Il y a donc une relation linéaire entre les deux courbures.

9. Réciproquement, s’il existe une relation linéaire entre les
deux courbures

C = — +
P

2

A B
T

la courbe jouira en général de la propriété indiquée. On identi-
fiera la relation précédente avec I'équation (18), et I'on aura

a — cotw = —

>l ®

-
G

Signalons cependant deux cas d’exception :
Silona C=o, sans que A soit nul, la relation entre les cour-
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bures prend la forme
E = const.,

et @ devient infini. Ainsi la seconde courbe, lieu de M/, est rejetée
a I'infini. La courbe proposée est alors une hélice.

Sil'ona A = o, ¢’est-a-dire sila courbe a une torsion constante,
a est nul et les deux courbes, lieux de M et de M/, se confondent.

On peut avoir plus de deux courbes ayant les mémes normales
principales : 1° sila valeur de @ est indéterminée, c¢’est-a-dire si
'on a A= C =o0; dans ce cas, la courbe sera plane; 2° s’il y a
plus d’une relation linéaire entre les courbures, c¢’est-a-dire si les
deux courbures sont constantes ; dans ce cas, I’équation (18) sera
satisfaite pour toute valeur de « et fera connaitre w; il y aura donc
une infinité de courbes ayant les mémes normales principales. La
courbe primitive et, par conséquent, toutes les autres seront des
hélices tracées sur des cylindres circulaires droits; la surface
formée par les normales principales sera I'hélicoide gauche a plan
directeur.

10. Revenons au cas général et cherchons les deux courbures
de la courbe lieu de M'. Le triéedre ('I”) relatif a cette courbe est
invariablement li¢ au triédre ('T'). Il suffira donc, pour avoir les
composantes p’, 7/ relatives au triedre (T”), de projeter les rota-
tions p, r sur les axes de (T'). Cela donne

p = pcosw -+ rsinw,
7= -—p sinw —+ 7 cosw.

les

72

Or on a, d’aprés les formules (16), en désignant parpl

I
T,
deux courbures de la courbe lieu de (M'),

’ v
p:—-?, 7 :—,.

Les relations précédentes nous donnent donc, par la substi-
tution des expressions de p, ¢, p/, ¢/,

Y cosw sin w
s - = - - >
T T P
(19)
( © sin w cosw
2 5
P’ g P
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formules auxquelles on peut joindre le systéme suivant, obtenu
en remplacant r et p par leurs expressions dans les formules (17):

¢ COSW —= 71—

(20)

¢ sinw = —

—

IR 01Q

Les formules (19) et (20) contiennent toutes les relations entre
les deux courbes. On en déduit, par exemple,

cosw sin w sinw

<! - a

relation linéaire entre les deux courbures de la nouvelle courbe
dont I’existence était évidente a priori. D'ailleurs le systéme (19)
peut étre remplacé par le suivant

{ COosS w o a
P = I — 9
\ v e
(2[) < .
k S1N W a
- - = =,
\ 1% T

qui est beaucoup plus simple ().

L’un des cas particuliers les plus intéressants avait été déja
signalé et étudié par Monge (2): c’est celui ou les plans oscula-
teurs des deux courbes sont perpendiculaires; on a alors

p=a, p=—a.

Chacune des deux courbes est le lieu des centres de courbure de
P'autre et aussi le lieu des centres des spheres osculatrices a I'autre.

(') Voir une Note Sur les courbes qui ont les mémes normales principales,
insérée par M. Mannheim dans les Comptes rendus (t. LXXXV, p. 212), ol sc
trouvent démontrées quelques relations que l'on pourrait déduire des formules
établies ici. :

(*) MoncE, Supplément ou l’on fait voir que les équations aux différences
ordinaires, pour lesquelles les conditions d’intégrabilite ne sont pas satisfaites,
sont suceptibles d’une veritable intégration et que c’est de cette intégration
que dépend celle des équations aux dérivées partielles élevées (Mémoires de
U’Académie Royale des Sciences pour l’année 1784, p. 536 et suiv.).

Ce beau travail vient compléter, comme I'indique son titre, le célébre Memoire
sur le Calcul intégral des équations aux differences partielles, publié¢ dans le
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;
11. Les résultats obtenus par M. Bertrand donnent immédiate-
ment la solution d’un probléme dont on s’est beaucoup occupé :
Déterminer toutes les surfaces gauches dont les rayons de cour-
bure sont, en chaque point, égaux et de signes contraires.

En effet, les surfaces gauches cherchées devront avoir, en chaque
point, pour indicatrice une hyperbole équilatére et, par consé-
quent, leurs lignes asymptotiques curvilignes doivent couper les
génératrices vectilignes a angle droit. Le plan osculateur d’une
ligne asymptotique étant le plan tangent de la surface, on voit que
les génératrices rectilignes doivent étre les normales principales
de toutes les asymptotiques. D’apres le résultat précédemment
démontré, ces asymptotiques ne peuvent étre que des hélices et
la surface réglée un hélicoide a plan directeur. On a vu d’ailleurs
(n° 9) que cette surface jouit bien de la propriété énoncée. Ainsi
UNhélicoide gauche a plan directeur est la seule surface réglée
dont les rayons de courbure sotent, en chaque point, égaux
et de signes contraires.

12. Nous terminerons ce sujet en donnant la détermination
des développées d’une courbe gauche.

Considérons le triedre (T) relatif & un point M. La développée
devra étre engendrée par un point N du plan des ¥z, et ce point
devra étre choisi de telle maniére que la tangente a la courbe qu’il
décrit vienne, a chaque instant, passer en M.

Appelons y et z ses coordonnées. Les composantes de sa vitesse
sont

dy d=

(22) I— 7y, El; — Pz, ds ~“+py.

méme Volume (p. 118), et ol se trouvent Jes premicres recherches de Monge
sur ’équation aux dérivées partielles des surfaces minima. Monge fait voir, dans
le Supplément, que si une courbe a un rayon de courbure constant, le lieu des
centres de courbure jouira de la méme propriété et aura ses centres de courbure
sur la courbe primitive. De plus, les plans osculateurs des deux courbes aux
points correspondants seront rectangulaires. Mais le procédé que Monge fait con-
naitre, pour la détermination de 1’équation en termes finis des courbes dont la
courbure est constante, est évidemment inexact. Les équations finies que donne
Uillustre géométre contiennent, en effet, deux fonctions arbitraires que Monge
regarde comme indépendantes, bien qu’il ait démontré, quclques pages auparavant,
qu'elles sont liées 'une & Pautre par une équation différentielle.

D.— I .
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Exprimons que la vitesse est dirigée vers le point M. Nous avons
les deux équations

1, dy —psds _y
YEET ds+pyds =
ou
zdy-—yds s
W:_Pd‘:"‘ <

IEn intégrant, nous trouvons

P ds
arc tang — = .
Y

e C

On a donec
Y 7P,

) ds
2 = y tang -

Ces équations contiennent toute la théorie des développées. On

(23)

voit que I'angle V, formé par la normale principale avec la droite
qui joint le point de la développée au point correspondant de la
courbe, a pour valeur

donc les normales de la courbe qui enveloppent deux développées
différentes font, entre elles, un angle constant. Réciproquement,
si deux normales a la courbe font un angle constant, et si 'unc
enveloppe une développée de la courbe, il en est de méme de
P'autre. Ce sont la des propositions dont on fait souvent usage.

La premiére des formules (23) nous montre encore que les
développées sont tracées tout entieres sur la surface polaire,
enveloppe des plans normaux a la courbe proposée. 11 résulte, en
effet, des formules (22) relatives a la vitesse du point (y, 3)
que tous les points du plan normal situés sur la droite y = o ont
leur vitesse dirigée dans ce plan; donc cette droite est la généra-
trice de contact du plan avec son enveloppe, la surface polaire.
D’ailleurs, le plan osculateur de la développée, contenant la tan-
gente a la courbe proposée, est, par cela méme, normal a la
surface polaire.
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CHAPITRE IL

SUR L’ INTEGRATION DU SYSTEME LINEAIRE QUI SE PRESENTE
DANS LA THEORIE PRECEDENTE.

Systémes linéaires possédant une intégrale du seecond degré. — Leur intégration
ramenée a celle d’'une ¢quation de Riccati. — Remarques générales sur cette
équation.

13. Il nous reste & étudier d’'une maniére détaillée 'intégration
du systéeme

da
ar = Br—vq,
3

U) 72 =P A,
dvy

— g — 1
‘dtulg 2P

auquel -satisfont les trois groupes de cosinus. Nous avons déja
signalé une propriété fondamentale de ce systéme. 1l admet inté-
grale du second degré

(2) 22 —+ B2 4~ v2 = const.

et I'existence de cette intégrale entraine, comme corollaires, une
série de propositions qui facilitent, dans plusieurs cas, U'intégra-
tion du systéme.

Avant de commencer I'étude des équations (1), je vais d’abord
montrer que tout systéme linéaire de la forme

I oda .
I Aa + B3 + Cv,
. 183
(3) { C(—-l‘t = A'a + BB+ C'vy,
(IY ” * V4 , ”
o = Az + B"3 + G,

ou A, B, G, ... sont des fonctions de ¢, peul étre ramené a la

20 LIVRE I. — CHAP. II.

forme (1) toutes les fois qu’il admet une intégrale du second
degré

(4 ¢ (a, B, v) = const.,

< désignant une fonction homogéne du second degré, a coefficients
constants ou variables.

En effet, par une substitution linéaire qui ne change évidem-
ment pas la forme des équations (3), on peut ramener I’équation
(4) (sauf les cas exceptionnels, que I'on traitera facilement, ot la
fonction ¢ serait un carré ou une somme de deux carrés) & la forme

(5) o -+ 32 4 v2 = const.

Silon exprime que le premier membre de cette équation est unc
intégrale du syst€me (3), on obtient les équations

A=B=C=B+A'"=C+A"=C~+DB"=o,

qui montrent bien que le systéme (3) se ramene a la forme (1).

Le systéme (1) nous apparait donc comme le type ou la forme
réduite d’une classe entiére de systémes présentant la propriété,
que 'on rencontre fréquemment dans les applications, d’admettre
unc intégrale du second degré. Ce caractére particulier des équa-
tions que nous allons étudier méritait d’étre signalé et suffirait a
justifier Pétendue des développements qui vont suivre.

14. Je vais montrer d’abord que, toutes les fois que l'on con-
naitra une solution particuliére (2, 3¢,vo) du systéme (1), on pourra
joindre l'intégrale du premier degré

azy—- 389+ yyo = const.,
a l'intégrale déja donnée du second degré.
En effet, si 'on a une solution quelconque (2, 3,v) da sys-

téme (1), on en pourra déduire, d'aprés les propriétés de tout
systéme linéaire, une solution plus générale

o+ kag, B-+KkBo, v+ kYo,

/ désignant une constante quelconque. On devra donc avoir, pour
toutes les valeurs de £,

(o 4+ kag)?—+ (B -+ AkBo)2+ (v + £yo)?= const.
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ou, en développant,
a2+ B2 y2+ ak(axy+ BBo+ yyo) + A2(23 + B3 + 3) = const.

Le premier et le dernier terme du premier membre étant con-
stants, 1l en sera de méme de

%ty + BBo—+ VYo

comme 1l fallait le démontrer.
Il résulte évidemment de la que, si I'on connaissait seule-
ment deux solutions particuliéres du systéme (1), (%o, 3o, Yo),

(o1, B1y Y1), on pourrait immédiatement écrire la solution géné-
rale, qui serait définie par les équations

a? + 32 -+ ~%* = const.,
oy —+ BBo—+ YYo= const.,

oy —+ BBy -+ vy = const.;

ces équations peuvent étre résolues et donnent pour «, 3, v les
valeurs

A = Coy—— Cy %y — 02(30‘{1'— {31“{0)7
(6) B=rcofo+ciBi+ ca(Yom — %071),

Y = CoYo + C1Y1—+ C2( % B1— %1 Bo),

ol ¢y, ¢y, c2 désignent des constantes arbitraires. Mais on peut
obtenir une proposition plus compléte et montrer que, si 'on
connait une seule solution du systéme (1), une seule quadrature
suffira & nous donner son intégrale générale.

15. Pour établir ce résultat essentiel, remarquons que les va-
leurs les plus générales de «, 3, v doivent satisfaire a la relation
a? + 32+ y2 = const.

Commengons d’abord par écarter le cas ou la constante serait
nulle; on pourra toujours, en divisant ces valeurs par une con-
stante convenable, supposer que l'on a

(7) a2+ B2 yt=17,

Remarquons méme que, dans le probléme particulier que nous
avons & traiter, a, 3, v, étant trois cosinus directeurs, doivent né-
cessairement satisfaire & cette relation. Il est naturel d’exprimer «,
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3, en fonction de deux variables indépendantes, de maniére que
la relation précédente soit toujours satisfaite, et de chercher les
équations différentielles auxquelles devront satisfaire ces deux
variables.

Or, si I'on regarde «, 3, v comme les coordonnées d’un point de
I'espace, I'équation (7) représentera une sphére de rayon 1, ayant
pour centre l'origine [des coordonnées. Considérons cette sphere
comme une surface réglée, admettant un double systéme de géné-
ratrices imaginaires, et prenons pour variables deux quantités
demeurant constantes respectivement sur les génératrices de chaque
systéeme. Pour cela, nous poserons

&d+i‘3 I+

= n = X
I— v a— 83 ’
(8) / ‘I )
a—if 14y 1
1—y a-+i3 ¥y
ce qui donnera
1—xy A x
(9) o= —, B:L___«‘)”, v = T),
z—y z—y z—y

Remarquons que, d’aprés les formules (8), z et » seront imagi-

naires quand o, (3, v seront réels, et, en outre, I'imaginaire conju-
I

guée de z sera — —-
e

Si nous substituons les valeurs (9) de o, 3, v dans les équations
différentielles, ces équations se réduiront a deux, comme on devail
s’y attendre, et, aprés quelques calculs faciles, on obtiendra le
systeme

@ iz Ak LR hunk. %Y
dt 2 2

(10) . . .
dy _ . q—ip _ g+ip _,
ST Yy 92 ' A

2« et y doivent donc étre deux solutions différentes de la méme
équation en &

— = —irc
dt 2 2 ’

(1) ds 9= g,

et I'intégration du systéme proposé est ramenée a celle de cette
seule équation. Deux solutions particuliéres distinctes de cette
équation donneront toujours, par I'emploi des formules (¢), des
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valeurs réelles ou imaginaires de a, {3, v, vérifiant le systéme (1).
Remarquons méme que, lorsque p, ¢, r seront des fonctions réelles,
il suffira de connaitre une solution particuliére o de ’équation (1 1)
pour en déduire une solution («,3,v) du systéme proposé. En
effet, désignons par &' I'imaginaire conjuguée de &. Je vais mon-

1 . . .y .y, .
trer que — ~; est encore une solution particuliére de I'équation (1 1).
Pour cela changeons ¢ en — ¢ dans cette équation, nous aurons
ds’ . + —1
L e 4 P9 g
dat 2 2

et, par conséquent,

d< I> . < I> q-—ip q——!-ip( l>?
() =—ir{ -5 )t = ) -
dt g a 2 2 G

\ ’ . A I
Il suffit de comparer a I’équation (11) pour reconnaitre que — —
ag

est bien une solution particuliére de cette équation.

16. L’équation en & appartient au groupe des équations de la
forme

ds
(13) %:a—kzbc—f—cc?,

ol a, b, ¢ sont des fonctions quelconques de t. Ce sont les plus
simples apres les équations linéaires. Comme on les rencontre fré-
quemment dans les applications, on leur a donné le nom de Ric-
cati, parce qu’elles comprennent comme cas particulier 'équation

ds

9 = astbum,
qui, seule, a été I'objet des recherches du géomeétre italien. Nous
allons rappeler rapidement leurs principales propriétés.

D’abord, elles ne changent pas de forme quand on effectuc
sur ¢ une substitution linéaire, c¢’est-d-dire quand on substitue a
la variable X définie par I'équation

Pos-Q
= 2R,
Ro+ S
ou P, Q, R, S sont des fonctions quelconques de ¢.
En second lieu, on peut les intégrer dés que 'on en connait
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une solution particuliére. Soit, en cffet, o = &, une telle solution.
Posons

1
G == G¢ -+ X,

et nous obtiendrons pour A I’équation linéaire

(14) %:——c—g(cco—i—-b))\,
dont l'intégration exigera seulement deux quadratures effectuées
successivement.

De la résulte une des propriétés fondamentales de 1'équation
de Riccati. Comme la valeur générale de A est linéaire par rapport
a la constante arbitraire C et de la forme

PC - Q,
on voit que l'intégrale générale de I'équation de Riccati sera de la
forme
- — RC -+ 8
T PC-Q’

P, Q, IR, S étant des fonctions de la variable indépendante de ¢.
On déduit de 1a que le rapport anharmonique de quatre solu-
tions de ’équation est constant et égal a celui des quatre va-
leurs de la constante arbitraire correspondantes & ces solutions.

17. Si donc on connait trois solutions particulieres o, oy, 7.,
I'intégrale générale sera donnée par la formule

G—3Ty G — 09

, . —C,
01— T9p OTp— T2
qui ne contient aucune quadrature.

Si I'on connait seulement deux solutions &, 7, une seule qua-
drature suffira. Voici le procédé le plus rapide pour obtenir la
solution. Posons

g — G
)\ - _9 "
g — g4
on aura

>l =
SIS

L (ds _dey 1 (de  do
T s —ap \dt dt s — o \dt  dt
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ds dsy doy

u, en remplacant X par leurs valeurs tirées de I'équa-
ou, en remplagant —=> —=> — p Péqua
tion (13),

1 dA o(s )

= —5 = — g1 )5

N {t 0 1/

A s’obtiendra donc par une simple quadrature, et 'on aura

(15) A= TT% g Setoimande

g — g,

C désignant une constante arbitraire.

L’équation de Riccati posséde donc une des propriétés fonda-
mentales des équations linéaires et la connaissance de chaque so-
lution particuliére permet de faire un pas vers la solution générale.
Et, en effet, il est aisé de ramener son mtcgratlou a celle d'une
equatlon linéaire du second ordre.

Voici le procédé qui nous parait le plus élégant pour démontrer
cette derniére proposition.

18. Posons

I’équation deviendra

dw. v

) e —— = == @2 2D uy =2
dt T de ! o

et celte unique équation peut évidemment étre remplacée par les
deux suivantes

Codp . ) ,
(16) \ e = @i
I ¢
dv
( g = e (b =Ry,

ou h désigne une fonction que I'on choisira arbitrairement ().

(*) 11 est bon de remarquer que, si I'intégration compléte du systéme (16) en-
traine celle de ’équation de Riccati sans qu’il soit nécessaire d’effectuer une qua-
drature, la réciproque n’est pas vraie. L’intégration de I’équation de Riccati une

1
ly

. . o . Lo
fois effectuée, on a seulement le rapport 5 la détermination de @ ou de v par

les équations (16) exige encore une quadrature.
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Or 'élimination de . ou de v conduit, évidemment, & une équation
linéaire du second ordre

SiI'on prend, par exemple, /o == b, on aura

" 1 dv
oo c dt’
et v satisfera a I'équation
dazvy c'\ dv
— — {20 -+ — -+ acv = o.
(17) pTE <2 c>dl acv = o

Siv, et v, désignent deux solutions "particuliéres de cette équa-
tion, on aura
1 v +GCv

(18) =

C désignant une constante arbitraire

19. Nous avons vu que le rapport anharmonique de quatre so-
lutions particuliéres quelconques de l'équation de Riccati est
constant. 1l est aisé d’établir que cette propriété est caractéris-
tique, qu’elle appartient a cette seule équation.

En effet, si &y, o, o, sont trois solutions particuliéres, l'inté-
grale générale de 1'équation considérée sera donnée par la
formule

¢ — Gy , O3— o

:C,

G-— Gy Gy O

A

et ’élimination de C par une différentiation conduit a une équa-
tion de Riccati.

20. Appliquons ces propositions générales, relatives a 1'équa-
tion de Riccati, & notre équation (rr1) en . Toutes les fois que
I’on connaitra une solution du systéme (1) pour laquelle la somme
constante o* + (3% - y2 sera différente de zéro, on pourra réduire
cette somme & 'unité, et les formules (8) nous feront alors con-
naitre deux solutions particuliéres de I'équation en o. Désignons

ces deux solutions par ¢y, —

- Il suffira, pour déterminer 1'in-

tégrale générale de 1’équation en o, d’effectuer une seule qua-
drature. L’application de la formule (15) nous conduira par des
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transformations faciles a I’équation

/qﬂzp g-+ip
0_60  Ce f(u—l—o‘o 4()'0———2——>(Il

b

I—‘—O'O'o
ou encore
_ f(“tﬁi) </_-;m>,,
I—{*-—GGO /Ty

(. désignant la constante arbitraire.

La quadrature qui figure dans ces formules porte sur une fonc-
tion réelle, toutes les fois que les rotations p, ¢, » et la solution
particuliére d’ou I'on est parti sont réelles’; car alors oy, o seront
imaginaires conjuguées, et la fonction sous le signe /, dans les
formules précédentes, sera de la forme @, © étant réelle.

Il est donc démontré que, toutes les fois que 'on connaitra
une solution particuliére du systéme (1) pour laquelle la constante
12 4 32 4- y* sera différente de zéro, la solution générale de ce
systéme s’obtiendra par une simple quadrature.

21. Supposons maintenant que les solutions particuliéres con-
sidérées a«, 3, v satisfassent a la relation

a2 (32_'_ -\{2 _—

Nous commencerons par remarquer que l'une au moins des
quantités o, {3, v est imaginaire. On aura donc, en mettant en
évidence les parties réelles et les parties imaginaires,

a= o + i, B=p3+p, v ="y

Cela posé, si p,q,r sont des fonctions réelles de ¢, o, 5/, v/
et o, 3",y constitueront évidemment deux systémes différents de
solutionsréelles du systéme (1), pour lesquels la somme o.* +- 3% - y*
sera différente de zéro. L’application des formules (6) fera con-
naitre alors, sans intégration nouvelle, la solution compléte du
systéme (1).

Supposons maintenant que p, ¢, r soient des fonctions imagi-
naires. On pourra poser

(19) et =
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et, en introduisant un facteur de proportionnalité o, on aura

20 o = o(1— x2 8 = io(1+ x2), N = 20.
v ’ hy T i I

La substitution de ces valeurs dans le systéme (1) nous conduit
aux deux équations

(21) flﬁ.:—ii‘x—!— fl—’/?w:_f/—t-lpxz’
dt 2 9
: I d . .
(22) —Oﬁzzzr—~(q+zp)x.
I

Ainsi, z devra étre une solution de I'équation (11). D’ailleurs,

si l'on pose
L

T =X~

A
celte équal.ion prendra la forme
dx g —+ip . .
B CLP ir (g ip)a),

ou, en tenant compte de la formule (22),

o d /X __ q-+ip
(9 ai(z)=""

On aura donc A et, par conséquent, ¢ par une seule quadra-
ture; donc, dans tous les cas, la connaissance d’un seul systéeme
de solutions des équations (1) permet d’obtenir, par une seule
quadrature, l'intégration compléte de ces équations.

Les systémes particuliers de solutions pour lesquels la somme
a2 4 32+ v? est nulle jouentun réle essentiel dans les importants
travaux de M. Hermite sur la rotation d’un corps solide ().

22. Euler, qui a, le premier, étudié le mouvement d’un corps
solide, a démontré le résultat précédent par une méthode toute diffé-
rente. Nous avons vu qu’il a exprimé les neuf cosinus au moyen
de trois angles sculement, et nous savons que les rotations p, ¢, r
s’expriment en fonction de ces angles et de leurs dérivées par rap-
port au temps par les formules (6) [p. 5]. Si donc on suppose

(') Herwrte, Sur quelques applications des jfonctions elliptiques. Paris, Gau-
thier-Villars, 1885.
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connues les rotations, ces trois formules constitueront un systémec
d’équations différentielles qui remplacera le systéme (1) et suffira
a déterminer les angles 0, ¢, 4. A la vérité, le défaut de symétric de
ces équations ne permet guére de les employer d’ane maniére géné-
rale; cependant on en déduit trés simplement la propriété fonda-
mentale du systéme ().

En effet, soient a’, 0", ¢” les valeurs particuliéres, supposées con-
nues, de a, 3, v, vérifiant le systéme (1). Si nous prenons pour axe
07 la droite dont les cosinus directeurs sont &’, ", ¢”, nous aurons
alors 0 et © par les trois dernié¢res formules (2) [p. 3]. Ensuite la
derniére des formules (6), ou la seconde des formules () [p. 5],
nous permettra de déterminer ¢ par une quadrature. Connaissant
les trois angles d’Euler, nous aurons trois solutions particuli¢res
du systeme (1) et, par consé¢quent, aussi la solution générale.

Il est aisé de voir que les quadratures a effectuer dans les deux
méthodes se raménent 'une a 'autre et ne diffierent que par des
(quantités cxactement intégrables.
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CHAPITRE III.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA METHODE DEVELOPPLE
DANS LE CHAPITRE PRECEDENT.

Etude des coordonnées symétriques dans le cas de la sphére. — Interprétation
géométlrique d’une substitution linéaire cffectuée simultanément sur les deux
coordonnées. — Formules d’Euler et d’Olinde Rodrigues relatives a la trans-
formation des coordonnées. — Représentation de la variable imaginaire par un
point de la sphére suivant la méthode de Riemann.

23. D’apres les développements précédents, on voit que I'intégra-
tion de tout systeme d’équations linéaires a trois inconnues, admet-
tant une intégrale homogeéne du second degré, se ramene a celle
Q’une équation de Riccati, ¢’est-a-dire a celle du systéme linéaire
le plus général a deuxinconnues. Il nous paraitintéressant de justi-
fier et d’expliquer ce résultat par quelques considérations de Géomé-
trie pure. Pour cela, nous allons faire une étude rapide du systéme
des coordonnées curvilignes x, », qui déterminent les points de la
sphere de rayon 1, et qui sont définies par les formules (9).

Par un calcul élémentaire, ces formules nous conduisent a la re-
lation suivanle '
4dvdy

(1) da? —+ d32 - dy2 = (o —yr

qui fait connaitre la différenticlle de I'arc déerit par le point de
coordonnées curvilignes x, . On voit que cet arc sera nul quand
on se déplacera sur 'une ou l'autre des génératrices rectilignes de
la sphére : c’est la un résultat bien connu; mais la formule (1) va
nous conduire & d’autres conséquences.

24. Son second membre jouit de la propriété de se reproduire
quand on soumet x et » a une méme substitution linéaire. Posons
en effet

ax;-+ b ay;-+ b

(2) z= cay--d’ ry= cy -+ d’
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a, b, ¢, d étant des constanles; nous lrouverons

4 dr dy 4 day dyy
(x—y)2  (zy—y1)?

Il résulte de la que, si 'on considére sur la sphére deux figures
décrites, I'une (F) par le point (z, »), l'autre (T';) par le point
(1, ¥1), la distance de deux points infiniment voisins quelconques
de I'une des figures sera égale a la distance des poinls correspon-
dants de I'autre; par conséquent les triangles infiniment petits, qui
se correspondent dans les deux figures, ayant leurs trois cotés éganx,
seront égaux ou symétriques, et les deux figuresseront égales ou
symétriques : je dis qu’elles sont égales.

En effet, dans les formules (2), faisons varier @, 0, ¢, d d’unc
maniére continue de leurs valeurs actuelles aux valeurs suivantes :
1, 0, 0, 1. La figure (I;) se déplacera d’'une maniére continue; et,
comme elle est toujours égale ou symétrique a (I7), elle demeurera
toujours superposable & sa position primitive. Or, pour les valeurs
extrémes de a, b, ¢, d, la substitution (2)se réduit a la suivante :

X == L1, Yy =Y.

La figure (F,) est venue coincider avec (I7) et, par conséquent,
les deux figures sont égales.

Le second membre de la formule (1) se reproduirait aussi si ’on
employait la substitution

ay;—+ b ax) - b
(3) w= O, IO
ey d : cr + d
Mais il est clair que cette substitution résulte de la composition
de la substitution (2), quiremplace toute figure (I¥) par une figure
égale, avec la suivante :

x =y, ¥ = 2.

Il suffit de se reporter aux formules (g) [p. 12] pour recon-
naitre que cette derniére substitution remplace un point de la
sphére par le point diamétralement opposé, c’est-a-dire la figure
(F) par une figure symétrique; il en scra donc de méme de la sub-
stitution plus générale définie par les formules (3).

25. Les résultats précédents ont été déduits de I'équation (1) qui
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donne la distance de deux points infiniment voisins. Mais on peul
aussi les obtenir par 'emploi de la formule qui exprime, dans le
systéme de coordonnées x, y, la distance de deux points quelcon-
ques de la sphére.

Soient, en effet, M, M’ deux points de coordonnées x, 1»; 2/, 7.
On aura, en désignant par MM’ P’arc de grand cercle qui les
réunit,

(4) cos MM = 2T¥ -t 2ay = (2 2=y ) (& == yT),
(2 -=y) (2" —y")
d’out 'on déduira

i,l 4}(1‘ o ' X ‘rl\', v — ’ ._(‘/
mcngALlﬂww ginz MM (2 — D)y — )

— b — 7
(2 —=y) (2" =) (2 =)' — ")
Ces formules, que j’ai déja données avec plusieurs autres en
1872 ('), peuvent encore s’écrire sous la forme

. . MM .
= R(x, ', ', ¥), sm-fz——— = R(x, 2", 5, »),

cos? M
2

R(«, b, ¢, d) désignant le rapport anharmonique des quantités
a, b, ¢, d. 1l est clair que ces expressions demeurent invariables
quand on applique aux coordonnées des deux points 'une ou
I'autre des substitutions (2) ou (3). On voit que ces substitu-
tions ne changent pas la distance sphérique de deux points quel-
conques; elles ne peuvent donc que remplacer une figure (F) par
une figure égale ou symétrique, ce qui confirme la proposition
déja obtenue.

1l résulte de ce qui précéde que, si l'on considére quatre points
quelconques M, M’, M7, M” & la surface de la sphére, le rapport
anharmonique des valeurs de la coordonnée x relatives a ces quatre
points demeurera constant quand on déplacera d’'une maniére quel-
conque la figure invariable formée par ces quatre points; en d’au-
tres termes, ce rapport anharmonique ne dépend que de la forme
du quadrilatére. On en connait différentes expressions que je ne
m’arréterai pas a établir. Il nous suffira de savoir qu'il demeure
constant quand le quadrilatére se déplace sans se déformer.

(1) G. Darnouvx, Mémoire sur une classe remarquable de courbes et de sur-
faces algébriques, p. 212.




INTERPRETATION GEOMETRIQUE. 33

26. D’apres cela, revenons au systéme (1) du Chapitre précédent
et considérons-y a, 3, v comme les coordonnées d’un point de la
sphére. A chaque solution particuliére du systéme (1) correspondra
sur la sphére une certaine courbe déerite par ce point. Il résulte
des propositions établies tout d’abord (n° 14) que, si deux points de
la sphére représentent deux solutions particuliéres différentes du
systéme, ils demeurent toujours a une distance invariable 'un de
Pautre; donc, si quatre points décrivent dans leur mouvement les
courbes qui correspondent a quatre solutions particuliéres diffé-
rentes, ils formeront une figure invariable, et le rapport anharmo-
nique des quatre valeurs particuliéres de z qui correspondent a ces
quatre points scra constant; ¢’est dire que x, considéré comme
fonction de ¢, devra satisfaire & une équation de Riccati (n°19).

Il nous reste a expliquer pourquoi la seconde coordonnée y
satisfait & la méme équation que la premiére. Pour cela, 1l suffit de
remarquer que, si un point M de la sphére donne une solution du
systéme (1), il en sera de méme du point diamétralement opposé,
qui correspond a des valeurs de o, 3, y changées de signe. Or on
passe d’un de ces points a I’autre en échangeant x et y'; ces coor-
données doivent donc satisfaire 4 la méme équation différentielle.

27. Les résultats analytiques du Chapitre précédent sont ainsi
complétement expliqués. Nous ne poursuivrons pas maintenant
I’étude compléte du systeme de coordonnées zx, ), et nous nous
contenterons d’indiquer comment on détermine le déplacement
correspondant a une substitution linéaire effectuée simultanément
sur les deux coordonnées.

Reprenons les formules

(6) @ LT B= ¢ =% =Ty

v —y z—y’ z—y’
qui donnent les coordonnées rectangulaires o, 3, v en fonction de
x,y. Sil'on effectue sur z et sur ) la substitution définie par les
formules
maxy -+ n myi—+ n
(7) Z= oy Y =
P&+ 4q pPyi+q

et si 'on désigne par o, 3,, v1 les coordonnées recctangulaires
8 » P g
ul correspondent a «,, 3, on trouvera, aprés un calcul qui
q I ) J y af
D. — L 3
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n'offre aucune difficulté,

o= ax-+a' B+ a’y,
(8) Bi=ba + b8 = 0"y,

vi= cx 4 ¢'B 4",

a, b, c, ... ayant les valeurs suivantes

G2+ m2-— n2-— p2 .2 n:— p2— g2 g — mn

a= L= P, b= P 77, ¢ = !_‘/._,,,_,,,7
2B 2B B

02 n? M2 p2 M2 n2- p?% 4 g2 . ~—mn

(9) (@=L TP o PR, o P2 mn
2B 2B B

. ng — mp B .mp -+ ng " mqg - np

"= L __ L O ' = — L 1 = A

B 7 B ’ B ’

(r)

olt B est le déterminant de la substitution
B = mg — np.

Il est aisé de reconnaitre que ces neuf quantités sont les coeffi-
cients d’'une substitution orthogonale, de déterminant 1, ce qui
démontre une fois de plus le théoréme établi plus haut (n° 24).

Sil'on remplace m, n, p, ¢ par les expressions suivantes

m=—p-1iv, no=— ik,
q=—p-—1iv, p= p+ilk
en posant, pour abréger,
(10) B =22+ p2 4 v2 02,

on trouve

Ba = p2+ 22— p2—+2, Bb = a(pk -+ pv), Be =a(dv—opp),
Ba' = 2(pk —vp), Bo =2+ p2— 22— 2, Be =a(py -+ Ap),
Ba’' = 2(vk + pp), Bb" = o(pv — hp), B¢ = p2 4 vZ— 22— p2.

Ce sont, sous forme homogene, les expressions bien connues des
neuf cosinus, dues & Euler et & Olinde Rodrigues.

28. Puisque les formules (7) définissent un déplacement réel ou
Imaginaire, c¢’est-a-dire une rotation finie, proposons-nous de dé-
terminer 'axe et la grandeur de cette rotation. On obtient ces
deux éléments de la maniére suivante :

Les points ot I'axe de rotation vient rencontrer la sphére de-
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meurent immobiles dans le mouvement. Ils doivent donc satisfaire
aux relations

=1, Y =Y1
par conséquent x, y seront les racines de I’équation

(12) px?4+-(qg —m)xr —n =o,

quidéfinitles éléments doubles de la substitution linéaire. Soient 2/,
J'les deux racines, que nous supposerons différentes, de cette équa-
tion. Onvoitque le mouvement laissera invariables les quatre points
(13) (=2, x =y, x =z x =y
ly=y, y=a, y=a, y=y.

Les deux premiers sont a distance finie et diamétralement op-
posés : ce sont les points ou 'axe de rotation coupe la sphére. Les
deux autres satisfont a la relation z =y, et, par conséquent,
d’apres les formules (6), ils sont sur le cercle de I'infini. De la ré-
sulte cette définition d’un déplacement au point de vue projectif.
(’est une transformation homographique de la sphére laissant in-
variables quatre points dont deux sont a 'infini, et dont les deux
autres sont diamétralement opposés. Ces quatre points forment les
sommets d’un quadrilatére gauche, entierement situé sur la spheére.

Quant a la grandeur de larotation, on la déterminera de la ma-
niére suivante. licrivons les équations (7) sous la forme canonique

zx—x ]Ax1—x’

(14) ;

=k y—x’:/ﬂy__l—x’.
x—y xy—y

y—r  Tryi—y

72

Cette forme se conservera évidemment si I'on effectue un dépla-
cement d’ensemble, c’est-a-dire si I’on soumet toutes les variables
x, ¥, &, oo ala méme substitution linéaire. Supposons que ce
déplacement ait été choisi de telle maniére que le point x = «/,
» ==’ vienne se placer sur la partie positive de I'axe des z; alors
2’ deviendra égal a «© , 3’ & o et les formules (14) deviendront

(15) x, = ka, ri=rky
ou, en revenant aux coordonnées rectangulaires et appelant a, {3,

;5 %, Bi, 71 les coordonnées rectilignes de deux positions corres-
pondantes du méme point

a,—}—i,@,ﬁk@—l—iﬁ oy —1if 1 a—if

r— 1 i—y 7 1w kg

Ces formules conviennent évidemment & une rotation autour de
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O 5, d’un angle § défin1 par ’équation
) o] P q
(16) e® = k.
On le reconnail immédiatement en considérant les points du plan
des zy pour lesquels on a
t = = o.

Ainsi la grandeur de la rotation sera déterminée sans ambiguité
par la formule (16). Quant a la valeur de £, elle est donnée, comme
on sait, par ’équation

m—pax'
(17) r=T2r5
n *‘_p}/
ou, si l’on veut 'obtenir sans passer par les valeurs de 2/, »/, par
I’équation

(1+ k2  (m—+qg)
(18) k - ing——np'

29. Le déplacement défini par les formules (7) n’est pas réel, en
général; mais les différentes méthodes précédentes permettent
d’indiquer a quelles conditions ce déplacement sera réel. En effet,
nous avons vu que, si deux points récls ont pour coordonnées z, y
et x;, ¥y respectivement, les variables imaginaires z, z, auront

. \ I I . .
pour conjuguées — T En changeant donc ¢ en — ¢ dans la
) - 1

premiére équation () et désignant par mg, 1y, Po, ¢o les quan-
tités conjuguées de m, n, p, ¢, on devra avoir

T — My -+ Ny

—_— 2
e —Po+ Go)1
et cette relation, devant avoir lieu toutes les fois que 2, y sont les
coordonnées d’un point réel, devra nécessairement étre identique
a la seconde des formules (7). Cela donne les conditions

Po __ —qo  —my 7,

- —

7 m Cj j)
qui permettent d’écrire les formules (7) sous la forme

mxy—+n my; -+ n

I r = ——— oy
( 9> — Nyxy —+ )no’ Y — Ro Y1+ I?lo,

mg, n, désignant les imaginaires conjuguées de m et de n.

30. llestfacile de reconnaitre que, lorsque, suivant la méthode
de Riemann, on représente une variable imaginaire par un point
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de la sphére, la quantité que nous désignons par x est laffixe du
point (o, 3, 7).

En effet, la méthode de Riemann consiste & représenter d’abord
la variable 5= 2’ + )’ par le point (&, ') dans le plan des zy,
comme l'ont fait Gauss et Cauchy; puis a faire la projection
stéréographique de ce plan sur la sphére de rayon 1 qui a son
centre a l'origine, en prenant pour péle le point de cette sphere
situé sur la partie positive de l'axe des z. Si nous désignons par
a, B, v les coordonnées de cette projection stéréographique, un
calcul élémentaire nous donne

a—+1if , .

x = =2 + iy = 3,
I-—“( }/ :

ce qui justifie notre remarque.

31. Dans la théorie des fonctions et dans différentes recherches
de Géométrie, il peut étre avantageux de modifier 1égérement le
syst¢tme de coordonnées x, » et de substituer a » la variable

1
‘2’,'0:%—.

Y

On a alors pour «, 3, v les expressions

x +x —s e
(20) o= =70, B=¢ 20—, v = TR
I - 22, I+ 2z, 22y~ 1
et I’équation (1) prend la forme
4 dx dx
(21) da? - dp? + dyr = 70
(1 + xxy)?

Avec ce nouveau systéme, les coordonnées z, z, de tout point
réel sont imaginaires conjuguées; mais, d’autre part, un déplace-
ment n’est plus représenté par la méme substitution linéaire
effectuée sur les deux variables ().

(*) Pour tout ce qui concerne les relations entre les déplacements et les sub-
stitutions linéaires, on pourra consulter les importants Mémoires de M. F. Klein,
insérés dans les tomes IX & XII des Mathematische Annalen, ou ces relations
se trouvent approfondies et appliquées a la solution de plusieurs problémes du
plus haut intérét.
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CHAPITRE 1V,

APPLICATIONS DE LA THEORIE PRECEDENTE.

Extension de la théorie de Poinsot. — Détermination des mouvements dans
lesquels il y a deux relations, données & I'avance, entre les rotations. — Ddéter-
mination des courbes gauches dont la courbure et la torsion satisfont & une
relation donnée. — Etude du cas ot cette relation est linéaire. — Courbes 4
torsion constante.

32. Avant de continuer I’exposition dela théorie générale, nous
allons faire quelques applications des propositions qui précédent.
Reprenons le systéme

dx dp . dy

(1) 7 = Br—xyq, g =tp—a2r, =29 —Bp,

dt

auquel satisfont les cosinus des angles que fait une droite fixe
avec les axes mobiles. On sait que, lorsqu’un corps solide se meut
autour d’un point fixe sans étre soumis & ’action d’aucune force,
le systéme précédent est vérifié si I'on substitue a «, 2, v les

ivdes OO O o : ;
dérivées op’ 0g° ar d’une fonction f(p, g, r), homogéne et du se-
cond degré, qui représente la demi-force vive totale du corps.
Cherchons tous les mouvements jouissant d’'une propriété ana-

logue, c’est-a-dire pour lesquels le systéme (1) admet la solution

(2) S 3_‘)-f L.

! _(E’ T or

-

\

Mais ici f(p, ¢q, ) ne scra plus assujettie a étre homogeéne et
du second degré. Comme o, 3, y et les dérivées de fse transforment
par la méme substitution, quand on effectue un changement des
axes mobiles, il est évident que la propriété précédente est indé-
pendante du choix des axes.

En écrivant que le systéme (1) est vérifié par les valeurs (2) de
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2, B, v, nous aurons les équations

d [ofN _ of  of
Zﬁ@;)*’ag_‘!a;ﬂ
X d[ofN _ of of
(3) z&(ag) =P s T 0
SN Y
de\or) Y op dg’

On a done, en intégrant,

of O A
(1) pdjj—rgag».—ld——r - f = const.,

équation a laquelle il faut joindre la suivante

(i) = Ga) = (5r) =

(qui exprime que o, {3, v sont des cosinus directeurs.

En portant les valeurs de p, ¢ tirées de ces équations (4) et (3)
en fonction de r dans 'une des équations (3), on aura le temps
par une quadrature. Aprés avoir obtenu ainsi les expressions de
P, ¢, r en fonction du temps, on achévera, au moyen dune
seule quadrature, 'intégration du systéme (1) dont on connait déja
la solution particuliére fournie par les équations (2).

La solution est, on le voit, toute pareille & celle que 1'on a
donnée dans I’étude du mouvement d’un corps solide abandonné
4 lui-méme; mais 'analogie est plus complete encore, si 'on sup-
pose que la fonction f soit homogéne. Alors I'équation (4) se
réduit a la suivante

/(p, g, ry = const.,

et 'on peut représenter le mouvement en faisant rouler sur un
plan fixe la surface invariablement li¢e aux axes mobiles dont
P’équation, par rapport a ces axes, est

Sz, y, 5) =1.

S1 l'on suppose que /f soit entiére et du second degré, on retrouve
ainsi la solution de Poinsot.
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33. Comme deuxiéme application, proposons-nous de déter-
miner les mouvements dans lesquels 1l y a deux relations données
a I’avance

(6) fp, g, r)=o, ¢(p, q, )= o,

entre les trois rotations. Nous allons donner d’abord une méthode
géométrique indiquant le degré de difficulté de ce probleme.
Dans la représentation de Poinsot, le mouvement est obtenu si
Pon fait rouler le cdne (), lieu de 'axe instantané de rotation
dans le corps mobile, sur un céne fixe (G). Or les deux équations
précédentes, déterminant le lieu décrit dans le corps par 'extré-
mité de I'axe instantané, nous font connailre par cela méme le
cone (v). Quant au céne (C), prenons-le arbitrairement, mais de
telle maniére que la section de ce cone, par la sphére de rayon 1,
soit la développée sphérique d’une courbe arbitraire tracée sur
cette sphére, ce qui permet d’obtenir I'arc de cette section sans
aucune quadrature; puis faisons rouler le cdne (v) sur le cone (C).
Les équations que nous aurons a écrire pour exprimer ce mouve-
ment contiendront évidemment la quadrature qui donne l'arc de
la courbe d’intersection du céne () par la sphére de rayon 1. Pour
une position quelconque du céne (v), 'axe instantané sera la gé-
nératrice de contact de cc cone avec le cdne (C), et les rapports
de p, g, r seront connus. Les équations (6) nous feront donc
connaitre les grandeurs de ces rotations. En exprimant que le cone
(7v) roule a4 chaque instant avec la vitesse ainsi obtenue, on aura
a effectuer une nouvelle quadrature qui déterminera le temps.

Ainsi le calcul peut étre dirigé de telle maniére que 'on n’ait a
effectuer que deux quadratures. On arrive a des résultats équiva-
lents par la méthode analytique suivante.

34. Supposons trois des neuf cosinus, @, b, ¢ par exemple,
exprimés en fonction des deux variables z et » par les formules
(6) [p- 33]. Sia, b, c sont réels, x et ) seront des imaginaires de

la forme
1

v = h -+ ki, y:——m

En exprimant que ces deux quantités vérifient 1’équation de
Riccati (11) [p. 13], on a deux relations; elles sont identiques &
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celles que l'on obtient en substituant seulement la valeur de x
et égalant les parties réelles et les parties imaginaires

‘%L =  rk-+ g(1+h2~ k*) — phk,
(7)
’ ak P rape
-CTt—_——I/L——n—qh/f-——-E(I—,—/C—h).

Eliminons p, ¢, r entre les équations (6) et (7), nous serons
ainsi conduits & une équation de la forme

F(h r, A clk> Zo

di’ dt

Et, si 'on prend pour &, par exemple, une fonction arbitraire
de 7, cette équation fera connaitre le temps ¢ par une quadrature.
Nous connaissons trois des neuf cosinus, «, b, c. Une derniére
quadrature nous fera connaitre les six autres. Les résultats ainsi
obtenus coincident, on le voit, avec ceux que nous a fournis la
méthode géométrique.

35. Nous avons vu que, si 'on considére une courbe gauche
quelconque et si Pon étudie le mouvement du triedre formé par la
tangente, la normale principale et la binormale en un point, on
aura, en supposant que ’origine de ce lriédre décrit 'unité d’arc
dans 'unité de temps,

p:—:, g = 0, M= —>
- P
o et 7 désignant les rayons de courbure et de torsion. Proposons-
nous de déterminer toutes les courbes pour lesquelles il y a une
relation donnée 4 ’avance entre la courbure et la torsion

e3)=

Cela reviendra a déterminer le mouvement d’un triédre dans
lequel on a, entre les rotations, les deux relations

(8) qg=0, J(—p, r)=o.

En appliquant la méthode générale donnée plus haut, on aura
les expressions decs neuf cosinus qui déterminent la position du
triedre mobile, en fonction de I’arc de la courbe qui, ici, est égal
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au temps; puis, on déterminera les coordonnées rectangulaires z,
3, 5 du point de la courbe, sommet du triedre, par les formules

dzr ' dz .
o = ¢ 4 =a, o = &,
ds ds ds
qui donneront
x = fads, ¥y = fads, 5= fa’ds.

36. La méthode que nous venons d’indiquer, et qui est générale,
est susceptible de simplifications dans certains cas particuliers.

Supposons, par exemple, que I'on demande les courbes dont la
torsion est constante. Les formules de M. Serret

de b dc” b de” b"
ds = ds T’ ds =

nous donnent b, o/, ” en fonction des dérivées de ¢. Si l'on porte
ces valeurs dans les relations entre les neuf cosinus

a=0bc —c'b", a = 0"c — b, a" = bc'— cb',

on trouve

L dc’

o a4 dce’
ds ds )’

(\
, dc’ . de
' =<(c —H5——c¢ >

ds ds
W /, de dc’
= VQC 2 s )

On aura, par suite, pour les coordonnées rectangulaires d’un
point de la courbe, les formules

x= fads=rxf(c"dc — c'dc"),
y = fa' ds=rxf(c dc"— c"dc),
z = fa'ds=r~f(c dc—c dc),
¢, ¢/, ¢" étant trois fonctions d’une seule variable assujetties a

I"unique condition
c24-c?24-c?2=1.

S1i, par exemple, on pose

C

Te

>0
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SN
[O5]

on aura
{ Ldk —kdl

CEE ) ke 2

hdl —1ldh

(9) Y ) ey ey ok
kdh — h dk

i Ty ey

Ces formules coincident, fux notations prés, avec celles que
M. J.-A. Serret a données dans la 5¢ édition de V'Application de
UAnalyse & la Géométrie de Monge, p. 566.

37. Une méthode analogue s’applique a la détermination des
courbes dont le rayon de premiére courbure est constant. Repre-
nons, en effet, les formules

>

dx da 1]
ds o

On en déduit

ds G
— = yda*+ da'? + da’"?
)

et, par conséquent,

dz = apy/da? + da'? + da">.

On aura donc, pour les trois coordonnées d’un point de la

courbe cherchée,
5 r=pof ads,

Y = Pfa’,dca

{10)
( s =pfa"ds,

dz désignant la différentielle de l'arc de la courbe sphérique
décrite par le point (@, @/, @"). Le centre de courbure aura pour
coordonnées les valeurs suivantes

da

xlzaj»{——bp:lo ZZ—G *Z‘\Of((/ CZO',
da’

(1) Y=y -+ b’p:PCZG+pch’dc,
da”

zlzz—i—b”‘o:p75;+pfa”dc,

et il est aisé de vérifier, conformément aux résultats du n° 10,
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que le lieu de ce point est aussi une courbe dont la premiére cour-
bure est constante et égale a celle de la premiére.

38. Enfin, si 'on cherche les courbes jouissant de la propriété
signalée par M. Bertrand (n° 8), et dont les deux courbures sont
liées par ’équation

m no,
(12) — = = ==1,
o T
I
on posera
ma -~ nc = « \/ln2 —+ n2,
(13) ma' + nc' = a' vV m?2+ n2,
ma’ 4+ ne’ = &' m?® 4+ n?,

a, o, o” étant trois fonctions évidemment assujetties a la relation
a? 4+ a2+ a’? =1.
Les formules de Serret

da b de b
ds ¢’ ds T

nous donneront, en tenant compte de la relation (12),

—— da — o’ "
14 m2—+ n? =0b mi+nt— =20 /m2+ n2 — = b"
(16)  Vm ds ’ Vim? ds ’ v ds

Puis on aura

( na—mec=n(b'c"—c'b")—m(a’d"— b a”

(15) L add
2 —(m—s—n)(l.c_g__l ds
et de méme
d 1" d
I 4
na’"— mc" = (m? -+ n2)( « @ — ﬁ .
ds ds

Les relations (13) et (15) nous permettent de déterminer a, ',
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a'; ¢, ¢, ¢’, et nous donnent

N m . [ pda dx")
{\a_m,{—\‘—n(a r 2 =)o
([6) J a,’: ————__mld.‘r—n,(lfi—lj—*%”gf))
Vm? 4 n2 ds ds
? P L <:L' da % d1,> .
Vm? 1 n? . ds ds

Des formules (14), nous déduisons d’ailleurs
ds? = (m? + n2)(da? + da'? + du"?).

On aura donc les coordonnées rectangulaires d’un point de la
courbe par ’emploi des équations
x = fads, y = fa'ds, s = fa"ds,

ce qui conduit au résultat définitif

[ ds = da?2 + da+ da"?,
(15) \ x=mfads+nf(a"da — o dua"),
’ ? y=mfo do+nf(x da" — a" duz),
. s =mfad do+nf(d de — a da').

Suivant que Pon fera m ou n égal a zéro, on retrouvera les for-
mules (g) ou (10); a, ¢/, &” sont d’ailleurs, nous I’avons vu, trois
fonctions d’une seule variable assujetties a 'unique relation

(18) 2% a2 a2 =g,

Les formules précédentes s’établiraient aussi trés aisément par
I'emploi de la Géométrie.

39. Des trois systémes (9), (10), (17), le plus simple est le
systéme (9), qui détermine les courbes dont la torsion est con-
stante. Nous allons les appliquer a la recherche de la courbe a
torsion conslante, dont lindicatrice sphérique est une conique
sphérique. On reconnaitra aisément que, si par le centre de la
sphére de rayon 1 on méne une parallele a la binormale, cctte
paralléle coupera la sphére en un point dont les coordonnées
seront ¢, ¢/, ¢", et qui décrira une ellipse sphérique supplémen-
taire de 'indicatrice sphérique.
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En choisissant convenablement les axes, on pourra donc obtenir
pour /i, k, I les expressions trés simples

ala —p) . b(b—o) .
ha\/(aéb)(a—c) k= b —ayb—c¢)’ L=

qui conviennent a la courbe située sur le conc

_cle—p)
(c—a)(c—b)

2 2 z2
R L — ol = o,
a b c

et, en portant ces valeurs de 7, £, / dans les formules (g), on aura
le systeme

N

< do
=2V e=wia [ 7oy
a O

V(b—c)(a—b) ‘/(a—o}(c*pf

i

N

(19) Yy =

N a

\/ dp
<a*0>tf— 9)J Via—e)b—e)

qui définit la courbe cherchée.

On ne connait, croyons-nous, aucune courbe algébrique et
réelle dont la torsion soit constante. Il serait intéressant d’exa-
miner si toutes les courbes & torsion constante sont nécessaire-
ment transcendantes ou bien, s’il y en a d’algébriques, de déter-
miner les plus simples.
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CHAPITRE V.

DES DEPLACEMENTS A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES.

Relations différenticlles entre les deux systémes de rotations. Détermination du
mouvement quand ces rotations sont connues. Application au cas ou elles sont
fonctions d’une seule variable.

40. Dans les Ghapitres précédents, nous avons vu comment on
rattache la théorie des courbes gauches a 1'étude du mouvement
d’un triedre. D’autres recherches de Géométrie et, en particulier,
celles qui se rapportent a la théorie des surfaces exigent que 'on
considére des systémes mobiles dont les différentes positions dé-
pendent de deux paramétres distincts. Nous allons entreprendre
Pétude de tels systémes; et, pour étudier d’abord les propriétés des
rotations, nous commencerons par supposer que le systéme mobile
a un point fixe qui sera, comme précédemment, Porigine a la fois
des axes fixes ct des axes mobiles.

Alors les neuf cosinus qui déterminent la position des axes mo-
biles sont des fonctions de deux variables indépendantes, w« et 9. A
partir de chacune de ses positions, le systéme mobile pcut prendre
une infinité de mouvements, qui correspondent aux différentes rela-
tions que l'on peut établir entre « et ¢. Nous introduirons ici deux
systemes différents de rotations. Les unes, que nous désignerons
par p, ¢, r, se rapportent au déplacement dans lequel « varie seule.
Elles donnent naissance au systéme

ox% 0 oA
() ou Br—rgq, on (P { =aqg — Bp,

ou

qui devra admettre comme solutions particuliéres les trois cosinus
de chaque groupe. Les autres, que nous désignerons par p,, g4, 7,
seront relatives au cas ou ¢ varie seule. Elles donnent également
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naissance au systéme

o o
(2) 0—929”1““(5117 Jo — XP1— 27, ()é:l%——ppu

o
w0

tout semblable au premier. Il résulte immédiatement de la que, si
lon considére un déplacement du systémec dans lequel « et ¢ sont
des fonctions données de ¢, on aura

da aB . dy
E‘*.GR_{Qy C_lz_(P—“R’ 'd_t—“Q—'BP7
P, Q, R ayant les valeurs
du dy du dy du dy

(3) P:pﬁ+p‘?l_t’ Q:qm-‘rq,;ﬁ: R:r%—}—rlm,
et, par conséquent, ces trois quantités P, Q, R seront les rotations
relatives au mouvement considéré. Les projections sur les axes
mobiles du chemin ou de I'arc infiniment petit décrit, dans ce
mouvement, par un point dont les coordonnées relatives a ces axes
seraient z, ¥, z, auront pour valeurs

§ de +(gdu—q,dv)s — (rdu -+ ridy)y,
M dy -+ (rdu + ridv)or — (pdu -+ p,dv)z,
dzs + (pdu + prdv)y — (qdu 4+ q,dv) .

Nous allons d’abord établir certaines équations aux dérivées
partielles auxquelles satisfont les six rotations.

2,

Egalons les deux valeurs de Sugs due Pon peut obtenir en diffé-

rentiant les deux premiéres équations des systémes (1) et (2). Nous
aurons, aprés avoir remplacé les dérivées de 3, v par leurs valeurs
tirées de ces deux systemes,

or ory . . dq 9q4 ) o
B <0V —on *pqlfqm) = (\(;— i *’P1—xpr1>~

Comme cette relation doit avoir lieu quand on remplace 8, Y
soit par b, ¢, soit par 0/, ¢’

?
, soit par 0", ¢’, il faudra que les coeffi-

cients de B et dey soient nuls séparément. Nous aurons ainsi deux

, . , PE 02~
équations. En égalant de méme les deux valeurs de - e, (
du dy” du dy

duites des systémes (1) et (2), on obtiendra une seule équation

2

dé-
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nouvelle et 'on sera conduit au systéme

0 0,
o
. g 0
(35) ¢ 0—‘{—;{[{:—:7‘1)1—1)11,
or ory

\ e o Per— 4P

qui joue un rodle fondamental dans la théorie ().

41. Réciproquement toutes les fois que Pon connaitra six quan-
HiLés p, g, Ty Pry 1y Ty, satisfaisant aux équations (5), il existera
un mouvement dans lequel ces six quantités seront les rotations.
Pour établir ce résultat, il suffit évidemment de montrer que I'on
peut obtenir des valeurs des neuf cosinus satisfaisant a la fois aux
systemes (1) et (2). La démonstration de cette proposition essen-
tielle pourrait se déduire des théorémes généraux relatifs aux
équations aux dérivées particlles; mais on peut aussi I'obtenir
directement de la maniére suivante.

Je dis d’abord qu’en supposant les équations (5) satisfaites, on
pourra déduire de tout systeme de valeurs («, {3, v) satisfaisant aux
équations (1), mais non aux équations (2), une solution nouvelle
des équations (1).

Posons ¢n effet

0%

A = Jo Bri+vaqi1,
3

B = j; — Y P1m ATy,
. o~

G= . —aqi+ Bpr

Nous allons montrer que les quantités A, B, G, qui ne sont pas
toutes nulles par hypothése, vérifient les équations (1).

(1) Ces équations ont été oblenues (Annales de I’Ecole Normale, t. 1V, 17 série,
p. 108) par M. Combescure qui a employé le premier des considérations cinéma-
tiques ‘dans la démonstration des formules relatives a la théorie des surfaces ct
aux systémes orthogonaux. Nous les avons données de notre cOté, avant la pu-
blication du Mémoire de M. Combescure, dans le Cours (ue nous avons fait
cn 1866-67 comme suppléant de M. J. Bertrand, au Collége de France.

D, — I. 4

R}
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On a en eflet

o\ 020 083 1% ary 0q,
—_— == '—-/’1'—‘*:’71’-'— - 3*—-—44 ~
Jdu Jdu dv Ju Ju " ou ' Ju
J 03 oy or oled
— By — g — o g 2 2T
oy G (7) You 71 50 2 ou Jdu
08 o ,
ou, en reml)lacant =, — par leurs valeurs et tenant comple des
° ow” dJu !t
¢quations (),
DA .
(6 -~ =Br--Cgqg.
(6) ou 0 7

On aura de méme, en effectuant des permutations,

0B .
. \ ;)ﬁf'bp—;\]’
(6) ?’)C_i_\ .
Ju A b

et, par conséquent, A, B, C donnent bien une solution nouvelle
du systeme (1). Le systeme (6), étant du premier degré par rapporl
aux dérivées des fonctions A, B, C, admet, évidemment, une scule
solution pour laquelle les valeurs initiales de ces fonctions, corres-
pondantes & unc valeur donnée wu, de w«, sont des quantités A,,
By, Cy données a 'avance ('). Kt il est encore évident que, si ces
valeurs mmitiales sont nulles, la solution unique qui leur correspond
est celle qui est déterminée par les équations

A=B =0C = o.

Nous pouvons donc ¢énoncer la proposition suaivante : S¢ Uon
connait une solution du systeme (1) qui, portée dans les équa-
tions (2), satisfasse a ces équations quand on donne & u une
valeur particuliére w,, elle y satisfera également pour toute
valeur de w.

(*) La proposilion que nous adiettrons ici, el dans les développements qui vont
suivee, a savoir que, lorsqu’un systéme d’¢quations différenticlles du premicr
ordre est résolu par rapport aux dérivées des fonctions inconnucs, il admet une
scuie solution pour laquelle les valcurs initiales des fonctions inconnues sont
données, est due, comme on sait, & Cauchy qui ’'a démontrée dans toute sa génd-
ralité. Elle admeti, a la vérité, des exceptions, correspondantes aux cas ou les
dériveées des fonctions inconnues se présentent, en totalité ou en partie, sous une
forme inddéterminée ou infinie. Mais nous n'avons pas, évidemment, & nous
préoceuper de ces cas d’exception dans les questions qui nous occupent.
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42. Ce point étant établi, supposons qu’il s’agisse de trouver les
solutions les plus générales communes a la fois aux équations (1)
et (2). Nous allons voir qu’il existe une infinité de valeurs de o, 3,
v satisfaisant a ces équations, ct que chaque systéme de solutions
communes est complétement déterminé si’on donne les valeurs o,
30, Yo de o, B, v qui correspondent aux valeurs initiales u,, ¢, de
et de ¢.

Supposons en effet que 'on remplace « par u, dans 2, 3, v. Les
solutions cherchées se réduiront a des fonctions de ¢, o/, %', v/. Or
ces fonctions de ¢ sont pleinement déterminées par la condition
de satisfaire aux équations (2) ot on a remplacé w par u,, ct
d’admettre pour ¢ = ¢, les valeurs initiales 2y, 3,, v4. D’autre
part, «, 3, v sont des fonctions de u qui doivent satisfaire aux
équations (1) et se réduire a o/, ', v/ pour u=wu,. Elles sont
donc, elles aussi, complétement déterminées par cette double
condition, et il nous suffira de montrer que ces fonctions «, 3, v
satisfont également au systéme (2).

Or ce fait est & peu preés évident; car, si 'on remplace u par wu,,
%, 3, v se réduisent alors a o/, 3/, ¥ et satisfont, pour cette valeur
particuliére de «, aux équations (2); par conséquent, elles y satis-
feront pour toutes les valeurs de w«, d’aprés la proposition que
nous venons de démontrer.

43. Il y a donc une infinité de systemes différents de solutions
communes ct la solution la plus générale dépend, on le voit, de
trois constantes arbitraires. D’autre part, si o, 8, v; 2y, 3, vy dé-
signent deux systémes différents de solutions, les fonctions

2 ! s a2
% am = B8y, ef e

demeureront constantes pour toutes les valeurs de « et de ¢; la
démonstration se fait ici comme dans le cas d’une seule variable.
Par suite, si nous prenons trois systémes différents de solutions
ay, b, c;d, b, ;a0 ", dont les valeurs initiales soient les
necuf cosinus qui déterminent la position d'un triedre trirectangle
('Ty) par rapport aux axes fixes, on aura, pour toutes les valeurs
de « et de ¢, des relations telles que les suivantes

a2 h2-— 2=, aa' - 00— cc' = o,

~
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et nos trois systémes de solutions définiront, pour toutes les va-
leurs de w et de ¢, la position d’un triédre mobile, triedre pour
lequel les rotations seront précisément les quantités données p,
G5 73 Prs qiy T

Ici encore, comme dans le cas d’une seule variable, toutes les
solutions que 'on peut obtenir se déduisent de 'une d’elles par
un simple changement de coordonnées. On a toujours le méme
déplacement, mais il est rapporté a des axes différents.

44. Comme application, proposons-nous de rechercherles mou-
vements dans lesquels les six rotations dépendent de la seule va-
riable 0. Alors les équations (5) deviennent

0
5[—5 =gri—rgi,
10
(7) 53— = 1rp1— pPri
or

55 = P91 9Pt
On déduit de 1a

0/3+ og or
Lo T o0 T oe T

et par conséquent, /o étant une constante,

pPr g2 r2= h2.

On voit déja que les systemes (1) et (2) admettent la solu-
tion

P q v =T,
B 7’ (=7

Nous pourrons prendre cette solution pour représenter «”, 4",
¢", et, en nous servant des formules d’Euler, nous aurons

. . D . r
— sin0 smo:i, —sm()coso:z, cosh = =,
' h T h

h

ce qui montre déja que b et © sont des fonctions de la seule va-
riable ¢.

Si nous nous reportons aux formules (7) [p. 5] qui donnent
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les rotations, nous avons ici

s'ne()kp = sin g cos
my-- = psme -+ ¢q @
. O .
sin0 g, —Pising -+ g, co3%
et par conséquent
oy o ppri 99
(E—_h’ oe  hr—r2 h,
ce qui donne
Y =—hu-+Y,

V désignant une fonction de ¢. Réciproquement les formules (6)
[p- 5] nous montrent que, si 0, ¢ ne contiennent pas « et si
ne le contient que linéairement, les six rotations seront bien des
fonctions de la seule variable ¢.

45. Dans I'exemple précédent, les six rotations sont fonctions
de T'une des variables indépendantes. Proposons-nous, d’une
maniére plus générale, de rechercher tous les cas dans lesquels
clles sont fonctions d’'une quelconque d’entre elles; alors p, ¢, 7;
Pis ¢1, Ty pourront étre regardées comme des fonctions d’une
certaine variable 0, qui dépendra d’une maniére quelconque des
variables w« et ¢.

Si nous désignons par p/, ¢/, ... les dérivées de p, ¢, ... par
rapport a 0, les équations (5) nous donneront

[, 00 , 00

P o —Pirg, = qri— 'qd1,

(8) q’d—e~q'¢o—e— = rpi— pri,
2% du
, 00 , 00

90 7y on = pg1— 4P

Si, de deux quelconques de ces équations, on pouvait tirer les

00 00 .
valeurs de 5w’ 5o ces valeurs seraient de la forme

0 0
B f 0y, 2= a0,

ou

et ces deux équations conduiraient pour § & une expression de la
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—~

forme
0 =T (au—=0v),

« et b érant deux constantes. En substituant aux variables « et ¢

les suivantes
iy, — a - by, g = ay — bu,
on serait ramené au cas précédent.
Il nous reste donc & examiner seculement le cas ot les équations
0 06
ouw’ oy

(8) ne peuvent étre résolues par rapport a > ebou on a.

par conséquent,
’ 4 J " 7 N
A A
P

7 qri—rqi rpi—pri pqi-qpi
On déduit d’abord de ces rclations

pp = qq-—— 1rr'r =o,
Pupr+qiqgi— 1y ry=o,
et, en intégrant.
p*——qg?*--r? = const.,
Pi--qi-+ rj = const.
En multipliant les variables « et ¢ par des constantes convena-
blement choisics, on pourra écrire

pr=qg*=r?—=i,

2 2 a2
Pirqi+ri=ri,

ct, par conséquent, les extrémités (p, ¢, 1), (py, ¢y, ry) des deux
axes de rotation décrivent par rapport aux axes mobiles deux
courbes (C), (C') situées sur la sphére de rayon 1.

Il résulte des premieéres équations (g) que ces deux courbes
ont pour chaque valeur de 0 leurs tangentes paralleles. Ce sont
donc deux courbes paralleles 'une a 1'autre; et si 'on suppose,
ce qui est évidemment permis, que ’on ait pris pour 0 lare de
la courbe (C) compté & partir d’une origine fixe, on pourra poser

‘ p1= pcosh—+sinh(gr — rqg'),

(10) =g cosh——sinh(rp — pr’),

< gy
( ry = rcosh s sinh(pg —qp'),

/i étant un angle constant.
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46. On peut déduire de ces résultats une représentation géomé-
trique du mouvement. Considérons la courbe décrite dans ’espace
par Pextrémité de 'un des axes instantanés : par exemple, par le
point (p, ¢, r). Si l'on désigne par «, b, ¢, @, ... les neuf'cosinus
qui déterminent la position du systéme mobile et par X, Y, Z les
coordonnées de ce point relativement aux axes fixes, on aura

X -= ('(}]) e b(j _;L,_ C]',
Y=dp--0qg--cr,

7 = al/‘l‘)i‘_ Z)l/q S

Différentions totalement la premiére de ces équations et rem-
placons da, db, dc par leurs valeurs déduites des formules (1),
(2). IEn substituant ensuite & p,, ¢, r; leurs valeurs tirées des
équations (10), nous obtiendrons

dX = (ap'-+ bqg' = er"Yd (8§ —+— v sin /).

Cette formule nous montre que X, Y, 7 dépendent d’'une méme
variable, § -~ ¢ sin/e. Par couséquent le pole (X, Y, Z) décrira
dans D'espace une courbe (T') tracée sur la sphére de rayon 1 et
qui sera toujours en contact avec la courbe (G). Nous sommes
ainsi condult au résultat suivant :

Considérons sur la sphére de rayon 1 deux courbes (G) et (I').
Sinous déplacons la courbe (C) en I'assujettissant a rester tangente
a la courbe (T'), une courbe () parallele a (C) et entrainée dans
son mouvement demeurera toujours tangente a une courbe fixe (T")
parallele a (T'). Le déplacement des deux courbes (G) et () est
précisément celui que nous nous proposions de définir. Quand «
varie seule, la courbe (C) roule avec une vitessc constante sur (1');
et de méme, quand ¢ varie seule, (/) roule sur (I'), avec unc
vitesse (ui est aussi constante.
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CHAPITRE VI,

INTEGRATION SIMULTANEE DES SYSTEMES LINEAIRES RENCONTRIS
DANS LA THEORIE PRECEDENTE.

Réduction du probléme a I'intégration simultanée de deux équations de Riccati.
— Propositions diverses relatives a ces deux équations. — Autre méthode de
solution reposant sur la détermination de «, a', a".

47. Aprés avoir reconnu l’existence des solutions communes
aux systémes (1) et (2), nous allons indiquer comment on les
déterminera. Comme on ne doit considérer, dans la question qui
nous occupe, que les solutions pour lesquelles on a

(]) d2+§2+‘{221,

on pourra exprimer o, 3, v en fonction des variables «, » par les
formules (g) [p. 22], et, d’aprés les résultats obtenus au n° 15,
les variables z, » devront, 'une et l'autre, satisfaire aux deux
équations

-()ﬁ = i]'(y — t‘l_p — A(]lﬁ%‘_l/) 62,
(2) Ju 2 9,
( 2?- :—41:]110-_}—; (11"_ ilol . (/]*—\‘ i})1 6'27
dy 2 2

qui sont évidemment compatibles, comme les systémes d’ott on les
a déduates.

48. Nous sommes ainsi amenés a ce probléme d’Analyse : étu-
dier I'intégration simultanéde de deux équations de la forme

J
g 55 =a +2bs -+ co?,
(3) ‘
Jdo ,
(5(5 = a;+ 20,5+ ¢, 32,

ou a, b, c; a,, by, ¢; sont des fonctions données de u et de ¢
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En égalant les deux valeurs de qu’on peut déduire de ces

02c
Ju dy
équations, on sera conduit a la relation

2(co 4+ b)) ay+2b,5 4+ cy92) —2(c,0+ b)) (a—+2bc 4+ co?)

oa day 0b b, , [ 9¢ dey
*“97*%*“(07 o T) +c“<«7§_7ﬁ>:0’
qui est du second degré par rapport a s.

Si cette relation n’a pas lieu identiquement, les deux équa-
tions (3) ne pourront admettre au plus que deux solutions com-
munes. Donc, si 'on demande que le systéme (3) ait une solution
contenant une constante arbitraire, il faudra que les coefficients

des différentes puissances de s dans I’équation précédente soient
nuls, ce qui donne

0 0
7(;~—-5%+26a1—2(¢61:0,
I 0b 0b,

(1) Y00 Tou T T A=
()C ()Cl 4
— — 22 2 aecb; —2bc;, = o.
oy ou 2o 2eer=0o

Ces relations, appliquées aux équations (2), reproduisent les
formules (5) du Chapitre précédent; par conséquent nous pour-
rons les supposer vérifiées dans la suite de notre discussion.

49. Nous allons montrer réciproquement que, lorsque les coef-
ficients a, b, ¢; a, by, ¢, satisfont aux conditions (4), les équa-
tions proposées (3) admettent une solution commune contenant
une constante arbitraire. Pour cela, désignons par ¢ une solution
quelconque de la premiére de ces équations, et posons
_Jo

= — —a;—2b,5— ¢ 2.
oo 1 1

(5) b

On a, d’ailleurs,
ds

— —a—2bs—ca2=o0.
du

Différentions I'équation précédente par rapport a ¢, ’équa-
tion (5) par rapport & u, et retranchons les deux relations ainsi
obtenues. Nous aurons, en tenant compte des 1dentités (4), aussi
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bien que des deux équations précédentes,

. 20 ,
<()) ’()—u—ffz((/q—‘"b)():

ce qui donne, par intégration.

u«
zf (co+b)du
(7) 0 — 00(3‘“0

Gy désignant la valear de 0 pour « = w,. Si donc 0 est nulle pour
i = u,, elle le sera pour toutes les valeurs de w.

Ce point étant établi, faisons « == w, dans la seconde des équa-
tions (3), et déterminons la fonction &’ de ¢ qui satisfait & cette

équation et se réduit & a5 pour ¢ = ¢,. On aura donc
03’
o 0b6 -0y
o5

pour = u,.

Considérons ensuite la premiére des équations (3), et détermi-
nons la fonction & qui satisfait & cette équation et se réduit a o
pour uw == u,. D’aprés ce que nous venons de démontrer, cetle
fonction & satisfera aux deux équations; car la valeur de la fonc-
tion que nous avons désignée par 0, relative a la solution ainsi
déterminée, est nulle pour u = w,, et, par conséquent, clle restera
nulle pour toutes les valeurs de «. La fonction & qui satisfait aux
deux équations contient, d’ailleurs, la constante arbitraire .

Toutes les opérations que nous venons d’indiquer sont possibles
et n’exigent aucunc quadrature quand on sait intégrer séparément
chacune des équations (3 ). Ainsi I'on saura déterminer, sans inté-
gration, la solution commune aux deux équations quand on aura
obtenu intégrale de chacune d’elles.

50. Nous allons maintenant démontrer quelques propositions
qui rendent plus facile Uintégration simultanée des ¢quations (3).

Supposons d’abord que l'on connaisse une solution communc
de ces deux équations 7 == 2. En posant




INTEGRATION SIMULTANEE DES SYSTEMES LINEAIRES. 59

on sera ramené a deux équations linéaires de la forme

- =Pw - - .
au Po Q,
ow .

el = Py -

g0 = Piw- Q.

et la valeur générale de w s’obtiendra par la formule
(8) w — el (Itz—e—l‘l(lv)fe-ul'(l‘ du—k—l’ld’r')(Q du - Q‘l ([(,,‘)7

qui ne contient, comme on s’en assure aisément, que des difl¢-
rentielles exactes.

Il est inutile de s’arréter au cas ou 'on aurait deux ou lrois
solutions communes; la méthode que nous avons suivie au n® 17
s’appliquera sans modification; mais il convient d’examiner 'hypo-
thése ou ’on aurait pour 'une des équations une solution parti-
culiere ne satisfaisant pas a U’auvtre. Aux résultats déja étabhis,
on peut alors ajouter le suivant : On peut déterminer, sans au-
cune quadrature, U'intégrale générale de celle des équations
dont on connait une solution particulicre.

Soit, par exemple, x une valeur de ¢ satisfaisant a la premicre
¢quation et non a la seconde. Posons

I
(O]

Si nous portons cette valeur de = dans la premicre équation (3).
elle deviendra
[210) .
— = -—a2(b -cx)w - c.
Ju ( /
Introduisons la fonction 6, définie par I'équation (3) ot Pon
remplace = par z, et qui, d’apresla formule (6), vérifie 'équation

09
— ==9(b --cx)0.
2272 ( )
[équation & laquelle satisfail « pourra étre mise sous la forme
sulvante :
d(wh)
217

(9) - e == 0.
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Or, un calcul facile conduit a 'identité

9 ‘ 0 .0 [10logh
00_()——9(ch6)~;);(01$+61)——£&<; Ov —Clx—bl>’

En substituant la valeur de ¢ dans I'équation (¢), nous trou-

vons
) o
=z <w0+—1- dl?;()—cxm—bl> = o.

ou

ct, en 1ntégrant,

i g
P S LT

(r0) wh = g —x 2 dy

C désignant la constante arbitraire qui peut étre une fonction
de ¢. La formule qui fait connaitre l'intégrale générale de la pre-
miére équation ne contient, comme nous 'avons annoncé, aucun
signe de quadrature.

La proposition établie en dernier lieu, jointe & cclles qui pré-
cédent, nous permet de conclure que, si I’on connait pour chacune
des deux équations (3) une solution particuliére ne satisfaisant
pas a l'autre, il sera possible d’obtenir sans aucune quadrature
les solutions générales de ces deux équations, et par conséquent
ausst leurs solutions communes.

51. Nous montrerons, en terminant, comment on peut, en
s’appuyant sur ce dernier résultat, former différentes équations
différentielles dont 'intégration entrainerait celle du systéme (3)
sans quadrature.

Ajoutons les équations (3), apres les avoir multipliées par du
et dy respectivement. Nous aurons

do — (adu-+~a,dv)—2(bdu—+ b, dv)s — (cdu—+ ¢, dv)s?=o.

Envisageons maintenant les deux équations différentielles que
nous formerons en remplacant s successivement par deux fonc-
tions s, ¢, choisies comme on le voudra

do,—adu—a; dv — 2(b du + by dv)o,— (cdu +¢; dv)s} = o

(11)

I

doy—adu—aydy —2(bdu ~+ b, dv)sy— (cdu 4+ ¢, dy)a

Supposons que l'on sache intégrer chacune de ces deux équa-
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tions différentielles. Je dis que ’on saura alors intégrer, sans au-
cune quadrature, le systéme (3).
Soit, en effet,
o(u,p)=a

I’intégrale de la premiére équation (11) et
Y(u,v) =20

celle de la seconde équation. Faisons un changement de variables,
ct substituons «, 3 & « et ¢. On aura, d’aprés la définition méme
de o et de 3,

doy  du | ﬁz ‘ b()u A ﬂ o ()lL+c op s
( ) dfg—a?@ﬂ*dlr)ﬁ—r‘? C)fﬂ 7 10{3 Gy C()B lf)—g g1,
12) <«

0

o5 Ju o0 . b ou b op c()u owyN

=d— +ar— +2(b-— b — )oa+ (¢ -+ c1— )53,
o o e o0z, "oz )2 oz tom) R
Quant au systéme (3), il prendra la forme

[ ds  du ﬁ_l_q Z)()u—‘/-b o\ du . 0N
08 — Yo Mop TP\" o8 o) T\ %p8 T oE)°

ds  du dp ) (bdu, s oy . C()u o aeN
9z T “on T Mgn T oz tom) T ox Lox )

Les équations (12) expriment que o, g sonlrespeclivement

[}

K

(13)

solutions particuliéres de la premiere et de la seconde équa-
tion (13); par conséquent, d’aprés ce que nous avons démontré,
on pourra intégrer completement le systéme (13), équivalent au
systeme (3).
Pour faire une application de cctte derniére proposition, reve-
nons au systéme proposé des équations (2) et prenons
G1=1, Gp==—13
les deux équations (11) deviendront ici
gdu-—+qide+ i(rdu--ri dv)=o,
gdu—+q,dy —i(rdu——r dv)=o.
T , . -, - A e 1
Ainsi 'intégration de ces deux équalions entrainerait celle du
systéme (2). Nous allons expliquer ce résultat en faisant connaitre
un moyen nouveau, ct tout a fait différent de cclur que nous ve-
nons d’étudicr, pour aborder l'intégration du systéme des équa-
tions (1) et (2) du Chapitre précédent.
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52. Désignons toujours par @, b, ¢, ... les neuf cosinus
tisfaisant & ces équations (1) et (2). On aura

e s
&
I

(r{)

g da == (br — cq)du - (bry —cqq) dy,
( db = (ep — ar)ydu + (epy — ary) do,

de = (ag -——bp)du-. - (aqg,— bpy) dp,

et les relations analogues que 'on obtiendrait en accentuant e,
O, ¢. Si Pon joint & la premiére d’entre elles les équations cui
donnent dd', da”, on obtiendra, en faisant la somme des carrés,

(15) da?--da?+ da"? = (g du - ¢, dv)?2-i- (r du -~ r) de)?.
) 9 q
Or a, ', &", étant liés par 'équation

1”3

a?-— a4 a2y,

sont les coordonnées d’un point d’une sphere, et il est méme évi-
dent que cette sphére est celle qui est décrite par le point situé a
la distance 1 sur 'axe mobile Oz. St 'on considére, ici encore,
cette sphere comme une surface réglée, et si 'on pose

. a - it — 71’ ¥
( l()) - — . e e —

"

N —a" ’ |-t ¥
Péquation (15) prendra la forme

P
4 dx dy . . .
(1> S = (g du - gy de)? - (e due - ey de)2.
(17) (o q 71€e) L de)

Si l'on peut déduire x, 1 de cette équation en fonction de « et
de ¢, on aura «, ', " ct les formules, telles que les suivantes

da / et .

S, = br—cq, o T bri—cqus
fevont connaitre, par des calculs élémentaires, les six cosinus qui
restent a déterminer. Ainsi tout se réduit & trouver les valeurs
de x et de )y, fonctions de w et de ¢, satisfaisant a ’équation (17).

Décomposons le second membre de cctle équation en deux fac-
teurs que nous ¢galerons a zéro. Nous aurons ainsi deux équations
différenticlles
{ g du—+q dy — (r du =+ 1) de) = o,

(18)

Lgdu—gide — irds == dvy = o.
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Soient

(19) Sluye) =z, b(u,v) = 8

les intégrales de ces deux équations. Si nous faisons un change-
ment de variables et s1 nous substituons & « et ¢ les fonctions =,
5, le second membre de la formule (17) prendra la forme

Ak da d3,

% étant une fonction connue de z et de 3, et 'équation a résoudre
deviendra

dx dy

(20) Jem
. Y (.QZ‘—“‘}’)Z

= X dxdf.
Elle ne peut évidemment admetire que 'unc des deux solutions

suivantes

xr = A, y=0B
ou

a == B, = A,

A désignant une fonction de z, et B une fonction de 3.

X devra donc avoir pour valeur

) 3 - AR’
(ll) \—‘(\;X»"B)?’

et il faudra de cette équation déduire les valeurs de A et de B.

Si, par un procédé bien connu, on élimine les fonctions A
ct B, on verra que ) satisfait & I’équation aux dérivées partelles
o 22 fog A ;

292, 2 — 9 )
(22) 02083 ’
qui nous sera ulile. Mais, si 'on veut obtenir I'expression de A
ou de B, il se présente une difficulté tenant & ce que, d’aprés une
remarque déja faite, 'expression de A ne change pas quand on
remplace A ct B respectivement par

m - nA m-—-nB

rrqN pqBY

m, n, p,q étant des constantes. Il semble donc que 'expression
la plus générale de A pouvant satisfaire & I'équation (21) devra
conlenir trois constanles ct, par conséquent, ne pourra étre dé-
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L, e 1 . . o e
terminée que par P'intégration d’une équation différentielle du
troisiéme ordre.

Essayons, en effet, de déterminer A. En prenant la dérivée lo-
garithmique par rapport a « des deux membres de I'équation (21),
on a

, A’ 2 A’ dlogh
(23) oo == i
) A A—B o

Une nouvelle différentiation par rapport a o permetltra d’élimi-
ner B et conduira a I'équation,

. 3A"2 2 A" 0!0:0\)2 2 02
(24) Ar AT TP\ o ) TN e

Nous allons voir que I'intégration de cette équation s’effectuc
sans difficulté.

Le second membre, étant égal au premier, ne doit pas dépendre
de 3, et, par conséquent, ne changera pas quand on donnera a 3
une valeur constante quelconque [3,.

Soit X, la valeur correspondante de 2 ; I'équation (24) admettra
évidemment la solution

A=y, A = [y du,
ou, ¢n tenant compte de 'équation (22),

AT ologh
T o 0By
ct il suffira de porter cette valeur de A dans ’équation (23) pour

en déduire la valeur correspondante de B.

33. Ainsi, toute la difficulté dans notre nouvelle méthode con-
siste dans 'intégration des deux équations (18); il est clair que, si
'on avait considéré de méme b, O, U"; ¢, ¢/, ¢" au lien de a, &, ",
on aurait eu & intégrer les deux équations de 'an des groupes sui-

vants :
. (P du -+ pidv —i(rdu -~ ry dv) = o,
(22) ? pdu - pyde (rdu —+ ridv)y = o,
. pdu—+ pydv -+ 1(qdu—-q,de)=o,
(26)

pdu--pyde — (g du- qgidv) =o.
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Il y a évidemment le plus grand avantage & avoir le choix libre
cntre ces trois groupes différents.

54. Nous ajoutcrons encore une remarque de pure forme rela-
tive aux deux équations (3). On peut ramener leur intégration
simultanée a celle d’une seule équation de Riccati. Supposons,
en effet, qu’il s’agisse de trouver la solution commune de ces
équations qui se réduit & o pour u = 1o, v = ¢,. Posons

U =1uy+wt, ¢=rypy-+9t,

«', ¢ désignant des constantes; o deviendra une fonction de ¢ qui
devra satisfaire a I’équation

(—fli; = % w —+ (;% v'= au' -~ ayv'+ 2(bu'+ b v')s 4+ (ctt + cyv") a2,
ou les coeflicients sont maintenant des fonctions de ¢.

Elle sera donc déterminée par cette condition, jointe a celle de
se réduire & 5, pour £ = o. Supposons qu'on ait déterminé cette
fonction

o= F (up,v0, , v, t).

Il suffit d’y faire ¢=1 et de remplacer «/, ¢’ respcctivement par
i — uy, v — ¢, pour obtenir la solution cherchée.

En tenant compte de cette remarque purement théorique, on
peut dire que {’intégration simultanée des systémes (1) et (2) du
Chapitre précédent se raméne ¢ celle d’une seule équation
de Riccatt.
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CHAPITRE VIIL

DES DEPLACEMENTS A DEUX VARIABLES DANS LE CAS OU LE SYSTEME
MOBILE N'A PAS DE POINT FIXE.

Introduction des six translations. — Relations différenticlles auxdquelles clles

satisfont. — Mouvements infiniment petits qui se réduisent a des rotations. —

Théoréme de MM. Schonemann et Mannheim, — Cas particulier ou il y a un
centre instantané de rotation. —— Théoréme de M. Ribaucour.

55. Apres avoir traité le cas out le systéme mobile a un point
fixe, il nous reste a examiner I’hypothése ou le triedre (1) se
meut d’une maniére quelconque dans l'espace: alors il faudra
joindre aux six rotations six quantités nouvelles. Nous désigne-
rons par &, 7, {les composantes de la vitesse de 'origine des axes
mobiles relativement a ces axes, quand « varie seule, et par §,,
gne
par X, Y4, Zy les coordonnées de l'origine des axes mobiles par
rapport aux axes fixes, on aura

., ¢, les mémes composantes quand ¢ varie seule. Si 'on dési
ity = 1

X
(1) ? Y —at<-by =+l

ZAN
: N = at
Ju

Jde ?

1= b=ty

et les équations analogues en Y, Z,. Egalons les deux valeurs de
02X,
ouw dy
les dérivées des cosinus par leurs valeurs, nous obtiendrons unc

que 'on peut déduire de ces formules. Apres avoir remplacé

équation qui, devant avoir lieu quand on remplacera @, b, ¢ par
les autres systémes ', 0, ¢'; &', 0", ¢’, se décomposera dans les
trois suivantes (') :

> »
0z 0z4
e » .
=G G S — = T,
oy Ju 7% 71~ ! "
o, o,
N i i1 » 4 . o
2 { — ——=—— =1 — rz—pt - pt
(=) T ou ! 15Tl R TP
s 9%,

Oo T on = ph— i, — q &+ g1

(') On pourra comparer avec les formules analogues données par M. Kirchhoft
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56. Réciproquement, lorsque les douze quantités &, p, . .. satis-
feront aux équations (2), en méme temps qu’aux équations (5)
du Chapitre V, il existera un déplacement dans lequel elles seront
les rotations et les translations; car nous savons déja qu’on pourra
déterminer les neuf cosinus; et de plus les équations (1), qui seront
compatibles en vertu des équations (2), nous fourniront par des
quadratures les coordonnées de l'origine des axes mobiles. Il est
inutile de répéter ici que tous les mouvements obtenus se rédui-
sent au fond & un seul, observé par rapport a des axes différents.

Il est évident que, si, au lieu de considérer toutes les positions da
systéme mobile qui correspondent aux différentes valeurs de « et
de ¢, on suppose que u et ¢ soient des fonctions d’un seul para-
meétre o, les rotations et translations relatives & ce mouvement
seront respectivement

[ du dy AT dv du dy
. \ Pz P T U@ Tam
() l L du . de _du _dy du dy
Vi TR @ T aw Cam Y aw

et les projections sur les axes mobiles de ’élément de courbe
décrit par un point quelconque M dont les coordonnées sont
x, y, 5 par rapport aux axes mobiles seront

dz - tdu—t dv - (gdu—+qdv)s—(rdu-+ rgde)y,
(4) < dy-+-ndu--1ndv-(rdu— ridvyr—(pdue—+p,dv)z,
dz + {du—+ Crdv+(pdu-+-p,de)y —(gdu-qgdo)x.

En d’aulres termes, si o était le temps, on aurait les composantes
de la vitesse par rapport aux axes mobiles, en divisant les trois
expressions précédentes par do. Nous ferons souvent usage de cette
remarque, qui dispense de beaucoup de calculs et permet de laisser
de c6té tout ce qui concerne les axes fixes.

En terminant ici ces notions préliminaires sur le mouvement,
nous nous contenterons de remarquer que la méthode suivie s’ap-
plique sans modification au cas ot la position du systéme mobile
dépendrait de trois ou méme d’un plus grand nombre de para-
meéetres.

dans la quatricme et la cinquicme Legon des Vorlesungen (dber Mathemalisclie
Physik, 1870.
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57. Nous allons faire usage des résultats précédents pour dé-
montrer un théoréme important relatif aux déplacements & deux
variables (1).

Sil’on considére le systéme mobile dans une position déterminée,
il peut s’en écarter d’une infinité de maniéres; les rotations et les
translations correspondantes au mouvement le plus général qu’il
puisse prendre sont données par le Tablean (3). Cherchons si
I'un des mouvements infiniment petits que ’on obtient ainsi peut
se réduire & une simple rotation.

Il faudra pour cela que 'on ait (n° 3)

(pdu -+ p,dv)(Edu—+ £ dv)

5
(%) 4+ (g du ~~ g1 do)(n du + 04 do)+ (r du —+ 7y do)({ du +- §; de) = o.

Cette équation fournit deux valears, en général différentes, de

du

—5 - 11y aura donc, en général, deux mouvements différents, réels
G

ou imaginaires, qui se réduiront a une rotation. L’axe de rotation
correspondant & chacun de ces mouvements sera défini par les
équations

tdu-+ ) dv+(qgdu—+q,dv)ys— (rdu—+ryde)y =o,

(6) 7 du+1nde+ (rdu—+ ridvye —(pdu-pydv)zs=o,
? {du—+ G dv+ (pdu—+pide)y —(qgdu—+ q,dv)xr = o,

du
dv
dante au mouvement considéré.

ou ’on remplacera par la racine de 1’équation (5) correspon-

Le résultat précédent a une conséquence importante, qu’il serail
aisé de vérifier par un calcul direct. Puisque deux des mouvements
se réduisent a des rotations autour de deux droites, que nous appel-
lerons D, A, la normale a la surface décrite par un point quel-
conque du systeme invariable devra rencontrer chacune de ces
drottes;

(*) Ce théoréme a été énoncé en 1866, dans le Journal de Liouville ( 2° séric,
t. XI), par M. Mannheim, qui en a fait depuis Fobjet d’une étude approfondie.
On ignorait, & cette époque, qu’il avait été donné, onze ans auparavant, par
M. Schonemann, dans un article présenté par Steiner a I'’Académie de Berlin
(Monatsberichte, 1855). Cest M. Geiser qui, en 1880, a appelé I'attention sur Ic,
travail de M. Schonemann et I’a fait réimprimer dans lec Journal de Crelle, 1. XC,
p- 39 a 48.
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car cette normale, étant perpendiculaire a tous les déplacements
du point considéré, ’est en particulier a ceux que prend le point
dans les rotations, et par conséquent elle rencontre nécessairement
les axes de ces rotations.

du
dy
pourra donc avoir ses racines imaginaires, et alors les deux mou-

58. L’équation (5) est du second degré par rapport a ——; elle

vements qui se réduisent a des rotations seront certainement
imaginaires; elle pourra aussi avoir ses racines égales. Nous ne
discuterons pas tous les cas qui peuvent se présenter; mais nous
étudierons les déplacements pour lesquels on sait a priori qu’il
existe deux déplacements se réduisant a4 des rotations autour
de deux droites distinctes et concourantes. En se placant dans
cette hypothése, M. Ribaucour a obtenu un élégant théoréme (1)
que nous allons démontrer.

Il est aisé de reconnaitre que, dans le cas qui nous occupe,l’équa-

. o .. . ., , . du Su
tion (5) doit étre une identité. Désignons en effet par 5o les

dv’
du . . 1,
deux valeurs de == relatives aux rotalions considérées; on aura
dy ’
nécessairement
(pdu — pyde)(bdu -t do)+...= o,
(plu —+ py30)(ESu+E130)+...= o,

Les axes de ces rotations sont définis par les formules (6). La
condition pour que ces axes se coupent s’écrit de la maniére trés
symétrique

(pdu —+ pide)(Edu —+£180) - (pu + pi60)(Edu 5 de) + ... = o.

Les trois équations que nous venons d’obtenir peuvent se ramener

au type suivant :
Adwr-++ 2Bdudy + Cdo? = o,
(7) Adu?+ 2B3ude + Cdv2 = o,
? Adudu + B (dule + Cdedu) + Cdpde = o,

(') RiBavcouvr, Sur la déformation des surfaces (Comptes rendus, t. LXX,
p. 330).
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ot A, B, G ont pour valeurs

A= pt—+...
2B = p&+ pbi—+.. .,
C=prli~+....

Si 'on consideére les trois équations (7) comme déterminant les
inconnues A, B, C, leur déterminant sera (dusy — dvdu)®, et, par
hypothése, 1l ne sera pas nul. On aura donc

A=B—=0C=o,

et, par conséquent, 'équation (5) sera identiquement satisfaite.

On arrive aux mémes conclusions par un raisonnement beaucoup
plus simple. Si les deux.droites D, A se coupent, leur point d’in-
tersection aura une vitesse nulle dans tous les déplacements. On
devra donc avoir, sil’on désigne par 2', 3/, 2’ les coordonnées de ce

point relativement aux axes mobiles,

5 E+qgs'—ry =o, &+ g —ry =o,

{1+ ra' — ps =o, h = rma —piE = o,
¢ -py —q'@’=o, &+ pry — qia' = o,

et il n’est pas difficile de déduire de la les équations

A =o, B =o, C=o.

Mais voici la conséquence qui constitue le théoréme de M. Ribau-
cour.

Supposons que, pour toutes les valeurs de z et de ¢, il y ait des va-
leursde 2/, ', ' satisfaisant aux équations (8). Le point (z/, y/, 7'),
considéré comme appartenant au systeme mobile, décrira une
surface (s) que nous regarderons comme faisant partie de ce sys-
teme. Si U'on rapporte le méme point aux axes fixes, il décrira
une surface (S). Donnons a « et & ¢ des accroissements du, dv;
le point se déplacera sur la surface (S) et décrira un arc infini-
ment petit dont les projections sur les axes mobiles, données par
les formules (4), seront, en tenant compte des équations (8),

’
9

dx', dy', ds'.

Or ce sont la les projections sur les mémes axes du chemin déerit
par le point considéré sur la surface (s). Ces deux chemins ayant
toujours méme direction et méme grandeur, on voit que les deux
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surfaces (s) et (S), non seulement sont tangentes, mais encore
roulent I'une sur ’autre, de telle maniére que les chemins parcourus
par le point de contact, sur les deux surfaces, aient toujours la
méme longueur et la méme direction.

En d’autres termes, les deux surfaces se correspondent point
par point, de telle maniére que deux courbes correspondantes
aient la méme longueur. On dit alors qu’elles sont applicables
I’une sur 'autre.

59. Nous pouvons ajouter les propriétés suivantes :

Tirons des équations (8) les valeurs de E, ..., &, ... et por-
tons-les dans les équations (2). Aprés un calcul facile, nous ob-
tiendrons les relations

0z oy’ 03 oy

290 ~ o0 TN ouw T 0w T
o' 2z . 0x N oz

(9) "o TP T o TP gL T
a9y’ ox' oy’ 0z

Py Ty Tl g T

qui conduisent & une conséquence importante. Multiplions-les

r tivement par ox oy’ 0% et ajoutons-les. Nous aurons
respectivement par =, ==> —- ] LT ¢
Y q1 "1
oxr' ody' 07

| du Jdu Ju | =o.

dx' Jdy' 0z
Jdv dv  dp

On pourra donc poser, & et py étant deux fonctions convenable-

ment choisies,

ox' ox'
P1:-(llm~;~ \W’
,I ’
(10) 7= — o 52
03’ 0z
i S oe
On aurait de méme
. oxr' ox’
p = T - 11.7‘;,

et les équations analogues en ¢, r. Si 'on substitue d’ailleurs
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les valeurs des rotations dans les équations (g), on obtient la con-
dition complémentaire

(11) Ay = — A,

en sorte que 'on a, pour p, ¢, 7, les valeurs suivantes

__)c)z" . '

P=mm b g

‘ _ ' 9%y’
(12) C_]——M)\()Lz%—{‘kg;,
L )()z'+u()z_'

e R T

qui, jointes aux équations (ro), remplacent les formules (4)
et (9).

60. L’interprétation géométrique des équations (10) et (12) est
évidente. Les dérivées de x/, »/, 5/ par rapport a « et par rapport
a ¢ étant proportionnelles aux cosinus directeurs de deux tan-
gentes & la surface lieu du centre instantané, les deux rotations
dont les composantes sont p, ¢, r et py, g;, r; sont dans le plan
tangent & cette surface. Il en sera de méme évidemment de la
rotation qui correspond & une variation simultanée quelconque
de w et de ¢; cela résulte des formules (3) qui donnent les com-
posantes de cette rotation. Nous pouvons donc énoncer la pro-
position suivante :

S’il arrive, dans chaque position du systéme mobile, que deux
des mouvements infiniment petits, par lesquels on améne le sys-
teme dans une position infiniment voisine, se réduisent a deux
rotations autour d’axes concourant en un certain point, tout autre
mouvement infiniment petit du systéme se réduira a une rotation
autour d’un axe passant par le méme point, que I'on peut appeler
centre instantané de rotation. Les deux surfaces lieux du centre
instantané, dans le systéme mobile et dans 'espace, seront appli-
cables 'une sur Dautre; elles seront toujours en contact, de telle
maniére que tout mouvement du systéme mobile se réduira au
roulement de 'une des surfaces sur l'autre, I’axe instantané de la
rotation passant & chaque instant par le point de contact des deux
surfaces et se trouvant dans leur plan tangent commun.

Il nous reste & donner U'interprétation géométrique de I’équation
(11). Elle exprime, on le reconnaitra aisément, que la relation
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entre la direction de la courbe suivie par le pole instantané et celle
de I’axe de rotation correspondant est réciproque; ¢’est-a-dire que,
si, aprés avoir considéré un déplacement infiniment petit pour le-
quel P’axe de la rotation instantanée a une certaine direction, on
envisage le déplacement dans lequel cette direction devient celle
de la route suivie par le centre instantané, I'axe de rotation dans ce
nouveau déplacement aura méme direction que la route. du centre
dans le premier. On pourra ici constituer une théorie toute sem-
blable a celle des tangentes conjuguées et de I'indicatrice de Dupin;;
on trouvera également deux séries de lignes, analogues aux lignes
asymploliques, qui sont caractérisées par cetle propriété que,
lorsque le roulement des deux surfaces I'une sur 'autre s’effectuc
de telle maniére que le centre instantané décrive 'une de ces
courbes, la rotation est a chaque instant dirigée suivant la tangente
a la courbe. Par conséquent, les deux courbes correspondantes qui
sont alors les routes du centre sur les deux surfaces ont, a chaque
instant, méme courbure et méme plan osculateur. Nous laisserons
au lecteur le soin de développer ces indications.

61. Réciproquement, toutes les fois que l'on connaitra deux
surfaces (S), (s), applicables I'une sur I'autre, si 'on place la sur-
face (s) de telle maniére que I'un de ses points coincide avec le
point homologue de (S) et que les courbes homologues des deux
surfaces qui passent en ce pointy soient tangentes, Loutes les po-
sitions que l'on obtiendra ainsi pour la surface (s) dépendront de
deux parametres et le déplacement a deux variables défini par ces
diverses positions jouira de toutes les propriétés que nous venons
de signaler.

Considérons, par exemple, toutes les surfaces (s) symétriques
de (S) par rapport & ses plans tangents; elles constituent évidem-
ment toutes les positions d’une surface (s) roulant sur (S). On
pourra appliquer & ce mouvement toutes les propositions précé-
dentes. Les surfaces trajectoires des différents points du systeme
mobile sont homothétiques aux podaires des différents points de
P’espace par rapport a4 (S), le rapport d’homothétie étant 2.

LIVRE 1. — CHAP. VIII.
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CHAPITRE VIIL

PREMIERES NOTIONS SUR LES COORDONNEES CURVILIGNES.

Surface de révolution. — Alysséide. — Surface pseudosphérique. — Systémes iso-
thermes. — Surfaces réglées. — Surfaces développables. — Délermination de
toutes les surfaces applicables sur le plan par la méthode de M. O. Bonnet.

62. Dans le premier Chapitre nous avons reconnu que l'on
pouvait rattacher la théorie des courbes gauches a 1’étade du
mouvemment d’un triédre; de méme les propositions relatives aux
déplacements & deux variables trouvent une application importante
dans la théorie des surfaces. Mais, avant de développer cette appli-
cation, nous donnerons des notions étendues sur les systémes de
coordonnées curvilignes que Gauss a, le premier, employés d’'une
maniére systématique, dans le mémoire fondamental Disquisi-
tiones generales circa superficies curvas, publié en 1828 dans
le t. VI des Nouveauzx Mémoires de la Société de Geettingue.

Il y a, comme on sait, deux moyens de définir une surface. On
peut la déterminer par son équation, c¢’est-a-dire par la relation qui
existe entre les coordonnées de I'un quelconque de ses points;
mais on peut aussi supposer que ces trois coordonnées aient éLé
exprimées au moyen de deux variables indépendantes que nous
appellerons w« et ¢. Cette seconde maniére de définir la surface est
méme plus générale que la premicre; car, si 'on prend pour « et ¢
deux des trois coordonnées rectangulaires, lexpression de la
troisiéme sera précisément 'équation de la surface résolue par
rapport a celte coordonnée.

Un systeme de coordonnées curvilignes peut étre représenté
géométriquement. Il suffit de tracer sur la surface les deux familles
de courbes, lieux des points pour lesquels 'une ou Pautre des va-
riables «, ¢ demeure constante. Mais il importe de remarquer que
le systéme de coordonnées n’est pas complétement défini, si 'on
donne sculement les deux familles de courbes coordonnées. On
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pourra évidemment, sans changer ces courbes, remplacer « et ¢
par les variables u,, ¢y, qui seront des fonctions quelconques des
premieéres
wy==9(u), e¢y=14(0).
C’est une remarque dont on fait souvent usage et qui permet
quelquefois de grandes simplifications.

63. La méthode de Gauss repose essenticllement sur ’expression
de ’arc d’'une courbe quelconque tracée sur la surface.

Supposons les coordonnées rectangulaires z, », = d'un point de
la surface exprimées en fonction des deux variables « et ¢. L’ex-
pression d’un arc de courbe tracé sur la surface sera donnée par
la formule

(1) - ds2—= B du?+ o2F du dv —+— Gdoe?,
ot Pon a

/]?V fox\? (()), 2 /032
~‘<w ~(a) ()

- ox ox dy Jdy 03 03
. CF — = —— o t )
(2) ‘ Jdwu vy o dv  Jdue v

[ oxN?2 oy (()z- 2
o= (&) = (&) (%)

\

Nous appellerons, pour abréger, ds 1’élément linéaire. Nous le
mettrons aussi sous la forme

(3) ds?= A?2du?+- 2 AC cosz du dv -i- C2 dp?;
et ’on aura, par conséquent,

r
\/E\/G

(4) A=K, C = VG, cosa =

Les formules (2) montrent que A dw est I'arc de la courbe
¢ = const., Cdy 'arc de la courbe « = const. ; enfin o est "angle
sous lequel se coupent ces deux courbes au point considéré. On

aura donc
F = o]

toutes les fois que l'on emploiera des coordonnées curvilignes
rectangulaires. Il résulte également des formules (2) que I'élément

76 LIVRE I. — CGHAP. VIIL

superficiel de la surface aura pour expression
ACsina du dv = VEG — F2 du do.

Avant d’aller plus loin, nous allons donner quelques exemples
de ce mode de représentation.

64. Considérons d’abord les surfaces de révolution, et supposons
que 'on ait pris pour axe des z I’axe de la surface. Sil'on appelle
7 la distance d’un point du méridien a l’axe, I’équation de la
surface sera

5= /().

Introduisons 'angle ¢ que fait, avec le plan des xz, le méridien
passant par le point considéré; nous aurons, pour les coor-
données z, y, les expressions

x = r cosv, y =rsinyg,
et de la nous déduirons, pour I’élément linéaire, la formule
(5) ds? = dr2(1+ f2) + r2de2.

Ici les courbes 7 =— const. sont les paralleles; les courbes

¢ = const. sont les méridiens. Si ’on pose

cll“\/;?ﬁ = du,
r deviendra une fonction de w«, et ’équation (5) prendra la forme
(6) ds? = du?® - o(u) dv?.
La signification de w« est évidente : c’est 'arc du méridien compté
a partir d’un parallele fixe.

On peut mettre cette expression de I'élément sous une forme
un peu différente. Posons

o(u) deviendra une fonction F(u,) de u,, et Péquation (6) nous

donnera
ds? = F(u,)(du? -+ do?).

65. Toutes les fois que I'élément linéaire d’ane surface peut
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élre ramené a la forme

ds? = k(da? + dp?),

on dit que les courbes coordonnées forment un réseau isotherme ou
isométrique. La premiére dénomination est empruntée a la théorie
de la chaleur; la seconde, qui est due a M. Bonnet, s’explique par
les remarques suivantes.

Imaginons que 'on trace sur la surface toutes les courbes coor-
données correspondant a des valeurs des paramétres o, 3 croissant
suivant des progressions arithmétiques de raison infiniment petite

o, a--da, a-—odx, ...,
B, B+dB, B-+2d3, ...

on aura ainsi décomposé la surface en une série de rectangles infi-
niment petits, dont les cotés seront égaux si I'on a pris do = d3.
On dit alors que la surface est divisée en carrés infiniment
petits. Cela n’est pas, sans doute, rigoureusement exact; mais les
rectangles curvilignes formés par les lignes coordonnées consi-
dérées ont le rapport de leurs cotés adjacents d’autant plus voisin
de V'unité que la raison da a été choisie plus petite.

Dans le cas des surfaces de révolution, on voit que les méridiens
et les paralleles constituent un systéme isotherme.

66. Considérons, en particulier, la surface de révolution en-
gendrée par larévolution d’une chainette autour de sa base. On a

1C1
_aln
r=_J\et+e ,
et I’on trouvera sans difficulté

La formule (6) nous donnera, par conséquent, pour 1'élément
linéaire de la surface,

(7) ds? = du? + (u? + a?) dv?.

Cette surface trés remarquable a recu le nom d’alysséide ou de
caténoide. Comme la chainette est la seule courbe dont le rayon
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de courbure soit égal et de signe contraire a la normale, I'alysséide
est la seule surface de révolution pour laquelle les rayons de
courbure principaux soient en chaque point égaux ct de signes
contraires. On a donné le nom de surfaces minima a toutes celles
dont les rayons de courbure sontliés par cette relation. L’alysséide
est donc la seule surface minima de révolution

Iig. 1.

o S

M

On sail que, si I'on considére une chainette dont la base soit O s
et que, du pied P de l'ordonnée du point M, on abaisse une per-
pendiculaire PQ sur la tangente en M, 'arc de la chainette, compté
& partir du sommet S, sera égal au segment de droite MQ; par
conséquent, le point Q décrira une des développantes de la chai-
nelte.

Comme PQ est constant et égal au paramétre a de la chainette,.
le lieu du point Q sera la courbe aux tangentes égales ou
tractrice. En désignant par o 'angle PMQ, l'arc décrit par le
point Q, lorsque » augmente de ¢, a pour valeur

ds == MQ ds = a coty ds.

Comme d’ailleurs la perpendiculaive abaissée de Q sur Oz a




NOTIONS SUR LES COORDONNEES CURVILIGNES. 76

pour expression
r = asiny,

on voit que l'élément linéaire de la surface engendrée par la
révolution de la courbe aux tangentes égales autour de Oz scra
donné par la formule

ds? = ds2=- r2dv? = a?(cot? do?-i- sin2¢ dv?).
Posons
coto de = du,
ce qui donne
sinw — e¥,
;
el nous aurons

(8) ds? = a?(du? + e dp?).

Remarquons d'ailleurs que, dans le triangle rectangle RPM,
on a
MQ.QR = a2.

Les centres de courbure principaux de la surface sont évi-
demment les points M et R; donc les rayons de courbure prin-
cipaux satisfont a la relation

RR' = — 2.

Mais cetle propriété ne caractérise nullement la surface, il est
aisé de le démontrer.

Proposons-nous, en effet, de déterminer toutes les surfaces
de révolution dont les rayons de courbure sont liés par la relation
précédente. Par un calcul sur lequel nous ne reviendrons pas ici,
on trouve que les variables z et s doivent satisfaire & la relation
différentielle

(9) ds = :\//;—sz:;;)—’:—b—z dar,

b désignant une constante arbitraire qui peut prendre toutes les
valeurs possibles. L’élément linéaire de la surface est donné par

la formule

/52 a?dr?
ds? = ———0—-
72— 2 L2

= 2 de2,

Supposons d’abord que b soit ¢égal & @. On retrouve alors la

8o LIVRE I. — CHAP. VIIL

surface dont le méridien est la courbe aux tangentes égales. Nous
lui donnerons le nom de surface pseudosphérigue.
Si b est plus petit que @, le rayon 7 peut prendre toutes les
I ) J P %
valeurs inférieures a b et ’on obtient une surface qui, comme la
7 ’ . 1 Y .
précédente, a encore un parallele de rebroussement BC; mais
tous les méridiens vont couper 1'axe de la surface en un méme
point A, sous un angle fini dont la tangente a pour valeur

Fig. 2.
B — C
A
x
Si Pon pose alors
—— el — g Cl()’
r=ya2—02 - " [
v e, .

on obtient, pour 'élément linéaire, 'expression

(10) ds? — a2 {du‘—’ N <gu ; e—u > 2 d()’2] .

Si b est au contraire plus grand que @, 7 a un minimum

V02— a? et les méridiens ne rencontrent plus I’'axe. La surface
admet alors deux paralltles de rebroussement et un cercle de

gorge DE (fig. 3). Sil'on pose

el - el ay’
r:‘/bQ__az —= > O = —————>
2 ‘/62 a2

I’¢lément lindaire devient

(11) ds? = a> l:du? —+ <€———~M 7) (3~u>2 dv'z] .
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67. Apreés les surfaces de révolution, nous examinerons le groupe
si important formé par les surfaces réglées. Elles peuvent étre
~ définies par les trois équations

‘ z=a,u-+ by,
(12) Y = asu —+ by,
E 3= azu + b,

ou a, b, ... doivent étre considérées comme des fonctions d’un
paramétre ¢. Si I'on suppose

a} 4+ a} -+ a} =1,

w désignera la longueur portée sur chaque génératrice rectiligne
de la surface a partir de la courbe définie par les équations

(13) z = by, Y = ba, 5= by,

‘ B z
BT KC’
~

On déduira des formules (12) 'expression suivante de 1’élément

linéaire
(11) ds2=du*+ 2D dudyv + (Au2-+2Bu + C)dv2,
ot A, B, C, D sont les fonctions de ¢ définies par les relations

A=d? +aP + a2,

C =07+ b+ b7,
B =a, b, 4 a,by - dyb,, D=l ayby -+ asb,.
Si 'on suppose que la courbe © = o, définie par les équations

(13), ait été choisie parmi les trajectoires orthogonales des géné-
D. — L 6
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ralrices, on aura
D = o,

et I’élément linéaire prendra la forme plus simple
(15) ds? = du?2+ (Au2+ 2Bu + G) de2.

Dans ce cas le systéme de coordonnées sera formé des géné-
ratrices rectilignes ¢ = const. et de leurs trajectoires orthogonales.
Pour ramener I’'élément linéaire général, donné par la formule
(14),alaforme (15), 1l suffira de substituer & « la variable suivante :

' =u-+ fDdy.

On reconnait ainsi que, dans toutes les surfaces réglées, les
trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes sont déter-
minées par une simple quadrature.

68. Considérons, par exemple, la surface formée par les normales
principales de I’hélice ou /hélicoide gauche a plan directeur.
Elle est définie par les trois éqguations

P q

z = ay,
(16) x = ucosy,

Yy = usiny;
d’ott 'on déduit

(17) ds? = (a%-+ u?) dv? -+ du?.

La comparaison des formules (7) et (17) nous montre que, si I'on
fait correspondre sur I'hélicoide et sur I'alysséide les points pour
lesquels les valeurs de « et de ¢ sont les mémes, les arcs de deux
courbes correspondantes seront rigoureusement égaux. On dit
dans ce cas que les deux surfaces sont applicables U'une sur
Uautre. 11 est clair, en effet, que si 'on considére une surface
comme un tissu flexible et inextensible, et si 'on admet la possi-
bilité de déformer cette surface sans déchirure ni duplicature,
la longueur de toute courbe tracée sur la surface sera demeurée
invariable dans la déformation. Sans examiner la question de
savoir s'il est possible d’amener la premiére surface a coincider
avec la seconde par une suite continue de déformations, on dit que
deux surfaces sont applicables 'une sur 'autre quand elles satis-
font a la définition géométrique que nous venons de donner. Le
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probléme de la recherche des surfaces applicables sur une surface
donnée est un des plus intéressants, mais aussi un des plus dif-
ficiles, que I'on rencontre dans l'application de I'analyse a la Géo-
métrie. Dans le cas qui nous occupe, 'hélicoide est applicable sur
Palysséide, les génératrices rectilignes de la premiére surface
correspondent aux méridiens de la seconde et les hélices aux
paralleles.

69. Revenons aux surfaces réglées. Il est aisé, lorsqu’on a seu-
lement 'expression (15) de I'élément linéaire, de distinguer les
surfaces gauches des surfaces développables.

En effet, on a identiquement

Awr+2Bu—+ G =(aju—+0\)+ (a,u—+ 0y)2+ (alu -+ 0y)2.

On voit donc que le trin6me premier membre sera une somme
de carrés, et 'on aura

B2— AC < o,
tant que les équations
a ay,  aj
(18 =g =
) A N

ne seront pas satisfaites. Or ces derniéres équations n’ont lieu quc
dans le cas ou la surface est développable.
En effet, les équations (12) nous donnent

de = a,du + (aj u -+ b)) dv,
dy = asdu + (ayu + by) dv,
ds = azdu + (au—+ by) dy.

Exprimons qu’il existe un point de la génératrice qui décrit
une courbe tangente a cette génératrice; il faudra qu’'en prenant
pour « une fonction convenable de ¢ on ait

dr dy dsz

= = —>
a, 2] as

ce qui donne, en remplacant dx, dy, dz par leurs valeurs,

aju+0), a,u-+0b, aju-+ b,

ay asy as

Si 'on tient compte de I'équation D = o, on trouvera que la
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valeur commune des trois rapports précédents doit étre égale a
zéro.
On devra donc avoir
by _ by _ by

U= = = T
a'y aly ajy

et, par conséquent, les équations (18) expriment les conditions
nécessaires et suffisantes pour que la surface soit développable.

Enfin, en substituant 4 ¢ une fonction convenable de ¢, on
pourra réduire le coefficient A & 'unité. Nous avons donc, comme
forme réduite de I’élément,

(19) ds? = du? 4+ [ (1 — 2)+ B2] do?

dans le cas des surfaces gauches, et

(20) ds? = du? 4+ (uw — 2)2dov?

dans celui des surfaces développables, o et 3 désignant des
fonctions de ¢ (1).

70. De la forme de I'élément linéaire des surfaces développables
on déduit facilement qu’clles sont applicables sur le plan.

Reprenons, en effet, la formule (20) et décomposons le second
membre en deux facteurs

du +t(u—a)dp,
du — t(u— a) dy.

Si 'on multiplie ces facteurs respectivement par e, e~ &, ils
deviennent des différentielles exactes et 'on peut poser
(21) e[du—+ i(u—a)dv] =dx + idy,
21

e=ldu—i(u—a)dv] =de —idy.
On a, en intégrant,

| z+iy= wev —ifaeivdp,
(22)

] x— iy = ue v+t fae—ivdyp.

(*) Cette théorie laisse toutefois de coté les surfaces réglées imaginaires pour
lesquelles on a
=0

at-+a}-+a s

wro

et qui sont engendrées par des droites rencontrant le cercle imaginaire de Pinfini.
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D’ailleurs, en multipliant membre & membre les formules (21),
on obtient, pour I’élément linéaire de la surface développable,
Yexpression

P .
ds? = dx? -+ dy?,
qui démontre la propriété annoncée.
Les formules (22) peuvent étre remplacées par les suivantes :

x = wcosy -+ fasine dv,
(23) y = wusing — facosy dy.

On voit qu'aux génératrices rectilignes de la surface, définies
par la relation ¢ = const., correspondent des droites du plan;
par conséquent, les trajectoires orthogonales des génératrices ont
pour transformées les courbes paralleles, trajectoires orthogonales
des droites du plan. A laréte de rebroussement, w=—ua, de la
développable correspond I'enveloppe de toutes les droites du plan.
Tous ces résultats, que nous ne nous arrétons pas a vérifier, sont
bien d’accord avec les opérations mécaniques par lesquelles on
réalise le développement de cette classe si importante de surfaces.

71. Nous venons d’indiquer un moyen d’appliquer la surface
développable sur un plan. Il est naturel de se demander s’il n’y en
a pas d’autre, et si, par exemple, on ne pourrait pas réaliser cette
application de la surface en faisant correspondre aux génératrices
rectilignes de la surface des lignes courbes du plan. Le raisonne-
ment suivant donne la réponse a cette question.

Supposons que l'on ait, de deux maniéres différentes, appliqué
la développable sur le plan, c’est-a-dire qu’on ait mis son élément
linéaire sous les deux formes

ds* = dz? -+ dy?, ds'? = dx' + dy'?;
on en déduira
(24) dz? 4+ dy? = dx'* + dy'?.
Il est aisé de résoudre cette équation de la maniére la plus géné-

rale; on peut, en effet, la remplacer par 'un ou l'autre des sys-
témes

(25) dx’ = cosa dxr — sina dy, dz’ = cosa dx + sina dy,
2

dy' = sina dx + cosady, dy' = sina dx — cosa dy,
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ol 2 est une inconnue auxiliaire, et qui se déduisent I'un de 'autre
par le changement de » en — y. Considérons, par exemple, le
premier. En écrivant que les seconds membres des équations sont
des différentielles exactes, nous obtenons les relations

o

sinotd—d = COS% cosocda = in *
())’ = %7 dy——SI d(—)%y
qui donnent
0% - ()_oc o
ox oy

o est donc constante. En intégrant les formules (25) et désignant
par x,, ¥, deux nouvelles constantes, on aura

x' =2 cosa — ¥ sina — 2y,

¥y =z sina 4y cosa—+ yq.

Ce sont les formules de la transformation des coordonnées. Par
suite, z, ¥ et 2/, »' peuvent étre considérées comme les coor-
données d’'un méme point du plan, rapporté a des axes différents;
et les deux représentations de la surface développable ne doivent
pas étre regardées comme réellement distinctes.

72. Une autre question tres intéressante se présente ici. Nous
venons de voir que l’enveloppe d’un plan mobile est applicable
sur le plan. Laréciproque est-elle vraie, et toute surface applicable
sur le plan est-elle I’enveloppe d’un plan mobile? Cette proposition
a toujours été admise par Monge et les autres géométres de son
époque, comme le prouve le nom méme de surface développable
donné dés le début a I'enveloppe d’un plan mobile (*). Elle est un
corollaire immédiat des propositions générales que nous aurons a
développer dans la suile; mais nous pouvons, dés & présent, en
donner une démonstration directe et trés simple, due & M. O.
Bonnet (?).

Soient x, ¥, 5 les coordonnées d’un point de la surface cherchée,
applicable sur un plan, et soient «, 3 celles du point correspondant

(*) Voir, en particulier, le Chapitre sur les surfaces développables dans I'’Ap-
plication de I’Analyse a la Géometrie de MoNGE.
() Annali di Matematica, 2° série, t. VII, p. 61.
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sur le plan. On doit avoir
(26) dx? + dy? + dz? = da? + df?,
ce qui donne les trois équations
ox \2 dy\2  /03\?
() (5= (2=
ox ay\?2 03 2
27) (%) +(%) = (%)=~
Z

oxr dx Oy 9y 12}

= —+ = 0.
Jz 03 " oz 9B % 0
Différentions les deux premiéres de ces équations; nous aurons

oxr 02x aGy 023/ 0z 023

d% 022 0w 0a% O 0a2 O

oxr 0*x i oy 0%y — 0z 0%z o

o8 0B © 8 op " of o
(o) B OBt " 0B opr " OB 0B

dw 0*x | dy 9% | Odz 0%z
0% 0w 0B ' 0x 0w 0B | Ox 0udf
oxr 02z oy 0%y 0z 023

78 0208 0B 920 ' 9B JxoB

= 0,

Différentions maintenant la derniére des équations (27); en lenant
compte des précédentes, nous trouverons

A

‘ ox 0%2x oy 02y 0z 0%

(30) O 0BF " 0x OB " 0z 9pr
<
29 (aﬁ rw oy By 0z s _
0B 9a 0B 9ax T OB 92~

En comparant les équations (28) et (2 »9), nous voyons que 'on
doit avoir

02z Ry 023
o2 0 O
(A) P 9%y = T2z
0z 03 0% 0B 0% 0B
12z ozy 025
0a 03 _ Oa 08 __ Oa o8
(B) 2z oty . otz

P N

\ ox Jdy 0z . s
Le systéeme (A) nous apprend que 527 327 9 sont fonctions d’une
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méme variable et le systéme (B) établit qu’il en est de méme pour

ox ()y 03
58° 93" 28" - Mais, par suite de la derniére equatlon (27) ou de

I'une des équations (29), les deux variables dont dépendent ces
deux groupes de dérivées sont fonctions 'une de 'autre et, par
conséquent, les six dérivées de z, », 5 sont fonctions d’'une méme
variable, que nous désignerons par ¢.

Cela posé, si 'on désigne par p et ¢ les dérivées de s consi-
dérée comme fonction de x et de y, p et ¢ seront.déterminées par
les équations

03 ox a9y 03
ox ~ o Tl 9

I
S
8

_ 2
=p o G =5

I

l

o

qui montrent que p et ¢ sont fonclions de ¢; donc p est fonction
de ¢, ce qui caractérise, on le sait, les surfaces enveloppes d’un
plan mobile.

Le nom de développables donné a ces surfaces est ainsi pleine-
ment justifié.
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CHAPITRE IX.

SURFACES DEFINIES PAR DES PROPRIETES CINEMATIQUES.

Hélicoides généraux. — Théoréme de Bour. — Surfaces de révolution applicables
les unes sur les autres. — Surfaces engendrées par le mouvement d’une courbe
invariable. — Surfaces moulures. — Surfaces spirales de M. Maurice Lévy.

73. Les surfaces de révolution jouissent d’une propriété ciné-
matique importante. Elles ne cessent pas de glisser surelles-mémes
lorsqu’on leur imprime un mouvement de rotation autour de
Paxe. Cette propriété qu’elles possédent, de pouvoir étre déplacées
sans cesser de coincider avec elles-mémes, appartient aussi aux
cylindres et & une classe plus étendue de surfaces, les hélicoides,
qui comprennent comme cas limites, et les cylindres, et les surfaces
de révolution.

Considérons, en effet, un systéme solide animé d'un mouve-
ment hélicoidal. Nous savons que tous les points de ce systeme
décrivent des hélices de méme axe et de méme pas; chacune de
ces hélices est animée d’'un mouvement dans lequel elle ne cesse
de glisser sur sa position primitive. Si donc on associe toutes les
hélices rencontrant une courbe donnée (C), elles formeront une
surface qui pourrait "étre engendrée par le mouvement hélicoidal
de la courbe (C), et qui possédera évidemment la propriété de
glisser sur elle-méme dans le mouvement. Cette surface est un
hélicoide général. Nous allons donner les équations qui la dé-
terminent et chercher son élément linéaire.

Les hélices décrites dans le mouvement hélicoidal permanent
sont définies par les équations

Z == p Ccosyy,
(1) ¥ = psingy,

3 = 5o+ lvy,

ou /i désigne le pas commun des hélices divisé par 2w. Si 'on
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prend pour z, une fonction quelconque de g, lescoordonnéesz,y, =
deviendront des fonctions des deux variables g et ¢, ; les formules
précédentes définiront la surface hélicoide la plus générale. Faisons

F0=3(p);
et calculons 1’élément linéaire de I'hélicoide. Nous trouverons
ds? = (1 ¢©"2)dp2+ 2h¢' dp dv -+ (p2+ A%) dvi.
En transformant le second membre, on obtient

IO Gl ho' dp \*
(2) dS2*<I-+-—P‘2Th2— dP2—|—(P2+k2) (Zv1+m .
Si I'on introduit les deux nouvelles variables w«, ¢ définies par
les quadratures suivantes

e
gdu:dp\/l—%— O—S_E——-my
(3) ! ‘
) dy = dyy - o' do
\ o = 2+/7,2

o>+ h? deviendra une fonction de v que nous désignerons par U2,
et I’élément linéaire sera ramené a la forme

(4) ds? = du?+ U2 dp2.

Les courbes © = const. sont les hélices tracées sur la surface;
et, par suite, les courbes ¢ = const. sont les trajecloires orthogo-
nales de ces hélices. On reconnait ainsi que ces trajectoires se dé-
terminent par une simple quadrature.

74. La forme (4) de 1’élément linéaire est identique a celle que
nous avons déja obtenue pour les surfaces de révolution (n° 64). On
sait, d’ailleurs, que ces derniéres surfaces peuvent étre considérées
comme des formes limites des hélicoides généraux, correspon-
dantes au cas ot le pas commun des hélices devient nul. On peut
donc prévoir que les hélicoides sont applicables sur des surfaces
de révolution. Ce beau théoréme est dit a Bour, qui I’a établi dans
son Mémoire sur la déformation des surfaces (Journal de
I’Ecole Polytechnique, XXXIX¢ Cahier, p. 82). Pour le dé-
montrer, nous ferons voir que la forme (4) de I’élément linéaire,
donnée a priori, convient d une infinité d’hélicoides, parmi les-
quels se trouvent toujours des surfaces de révolution.
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Les formules (1), oti’on considére z, comme une fonction de p,
définissent hélicoide le plus général, et la formule (2) fait con-
naitre 1’élément linéaire de cette surface. Pour le rendre identique
a I’élément linéaire donné par I’équation (4); ¢l suffira évidem-
ment de poser

2 r \
<1—1— pf——zihi dp? = du?,

ho' dp

(% h2><dv‘+ PR

>2= U2 de2

ou, en extrayant les racines carrées,

( o2 do?
g du == dp?+ ———>
p2 + h?

(5) ! A

(o +U
( dyy + T dy.
\ P -+ h \/P?‘—l— h2

La premiére de ces formules montre que p est une fonction

de u. Pour que la seconde puisse avoir lieu, il faut évidemment

U -y N (ol
que le rapport ———— soit égal & une constante que nous désigne-

Vi A2

I
rons par --- On aura done

\/pz—i— h2 =1 mU,

(6) hde dy
Wit S T

Les formules (5) et (6) nous conduisent, par des éliminations
faciles, aux valeurs suivantes de p, do, dy, :

m2U du R R, h2
de = T \/U~(I———m~U 2y — P

(7) _dy hdp  de hdu R I h2?
m  m2U2  m  U(m2U2— h2) U1 —m2Un) —

p = yVm2 Uz — A2,

b
m?2

Toutes les quantités qui figurent dans les formules (1) sont
ainsi exprimées en fonction de u et de ¢; la question proposée est
donc complétement résolue.

75. Les hélicoides que nous venons de déterminer dépendent de
deux paramétres arbitraires /2 et m. Il est aisé de s’assurer qu'ils
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ne sont pas superposables. Considérons, en particulier, le cas ol
I'on a

U2= w2+ a?,

et supposons m = 1. Les formules précédentes deviendront

= 2 2 2
\O——‘/Zt -+ a— h2,

/3 By
. /a?— h2 —_
d? - T:mz ‘/l(,2 -+ a? (llt,
Il do
dvy=dv — ——7»1—-
u=—+a=

Sil'on donne a /& toutes les valeurs comprises entre o et «, on
aura une série continue d’hélicoides, tous applicables les uns
sur les autres. Ils présenteront toutes les formes intermédiaires
entre 'alysséide et I'hélicoide gauche a plan directeur, qui sont
les termes extrémes de cette série et qui correspondent respecti-
vement aux valeurs o et @ de l'arbitraire /.

76. Revenonsaux formules générales (7). Si I'on y fait i = o,
on obtient des surfaces de révolution, toutes applicables les unes
sur les autres, aussi bien que sur les hélicoides généraux définis par
ces équations. Elles sont déterminées par le systéme trés simple

8
i

0
aU cos —,
a

(8) _y:aUsin—(%,

— O

\ 2= fV1— a2U"2 du,

ol ¢ est mis a la place de m.

Quand on fait varier le paramétre @ on obtient une suite con-
tinue de surfaces; nous signalerons, sans les démontrer, les pro-
priétés suivantes que nous rattacherons plus tard a des théoremes
généraux.

Sil’on considére sur toutes ces surfaces les points qui correspon-
dent & une méme valeur de « : 1° le produit des rayons de cour-
bure principaux en ces points sera le méme pour toutes les surfaces ;
2° la tangente au méridien, prolongée jusqu’a sa rencontre avec
I’axe, aura aussi la méme longueur pour tousles points considérés.
Nous indiquerons plus loin une application de cette derniére pro-
priété, et nous allons étudier deux exemples particuliers.
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77. Faisons d’abord
U = sinu,

ce qui donnera les surfaces de révolution applicables sur la
sphére.
Les formules (8) deviendront ici

. 1Y
X —= @siniu cos—,
a

( . . 9
(9) VY = a@sinusin—,
(22
5 = fV1—a?cos?u du.
Supposons d’abord a* < 1; u pourra prendre toutes les valeurs
possibles sans que 'expression de z cesse d’étre réelle. La portion

OCA du méridien qui correspond & toutes les valeurs de « com-
prises entre o et 7 aura la forme indiquée ( fig. 4).

Fig. 4.

/
7
0

/

Les angles que fait en O et en A le méridien avec l’axe sont
finis et ne deviennent droilts que lorsque a est égal a 1. Alors le
méridien devient un demi-cercle et il engendre la sphere.

Les variables « et ¢, qui déterminent un point a la surface de la
sphére, ont une signification trés simple; elles sont la colatitude
et la longitude de ce point. D’aprés cette remarque, nous pouvons
déterminer aisément les limites et la forme de la portion de sphére
qui est exactement applicable sur toute la surface engendrée par
la révolution compléte de la branche OCA du méridien.
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En effet, les formules (9) relatives a une valeur quelconque
de @ nous montrent que ’angle ¢, fait par le méridien qui passe au
point (u, ¢) de la surface avec un méridien fixe a pour valeur

[%
P = — -
(IO) 1 a

Par conséquent, lorsque ¢, aura varié de o a 2w, ¢ aura crii de
2aw. Ainsi la surface engendrée par la révolution compléte de
I’'arc ACO est applicable sur le fuseau de la sphére compris entre
deux plans méridiens faisant I’angle 2 aw. On voit que, pour des
valeurs trés petites de «, ce fuseau deviendra infiniment étroit.

Si a2 est supérieur a I'unité, le méridien change complétement
de forme, car u ne peut prendre que les valeurs satisfaisant a 'iné-
galité

cos?2u <<

a?
Soit X, 'angle aigu défini par la formule
COshg = C—IL-

1l faudra faire varier u entre A, et ® — Ay. Le méridien aura la
forme représentée (fig. 5). La surface engendrée par ce méridien

Fig. 5.

2

~

0 7

sera applicable sur la zone de la sphére comprise entre les deux
cercles de colatitude ), et © — %,. Mais, de plus, la formule (10)
nous montre qu’il suffira de faire tourner le méridien ACB d’un

’ L 2T . . .
angle égal a — pour obtenir toute la portion de la surface, appli-

cable point par point sur la zone sphérique que nous venons de
définir.
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Si @ grandit, cette zone diminue indéfiniment et se réduit a
une bande infiniment étroite longeant I'équateur de la spheére.

La discussion détaillée que nous venons de faire avait pour but
de mettre en évidence un fait intéressant. Considérons un mor-
ceau, de forme 'd’ailleurs quelconque, de la surface de la sphére.
Quand la sphére se déforme de maniére a coincider successive-
ment avec les diverses surfaces définies par les formules (9), cette
portion de la surface sphérique que nous avons choisie se dépla-
cera ct se déformera d’une maniére continue en demeurant appli-
cable sur sa position initiale. Mais ce mouvement ne pourra étre
continué indéfiniment sans qu’il se produise une déchirure; car
nous avons vu que, si le parametre @ augmente a partir de 1 et
croit indéfiniment, la seule portion de la sphére qui puisse étre ap-
pliquée sur les surfaces qui correspondent a ces valeurs croissantes
de @ se réduit 2 une zone, d’aire aussi petite qu’on le veut, entou-
rant I'équateur. Par conséquent, si I’on considére une portion
finie de la sphére, le mouvement de déformation de cette portion
cessera d’étre possible dés que @ aura atteint une limite supérieure,
qui dépend évidemment de la forme de cette portion.

78. Du moins, dans l'exemple que nous venons d’étudier,
toutes les surfaces définies par les formules (g), et pourlesquelles a?
est inférieur ou égal & I'unité, jouissent de la propriéié de repré-
senter complétement 1'élément linéaire, c’est-a-dire elles ont des
points réels, correspondants a toutes les valeurs réelles de u et
de ¢. Il n’en est plus de méme dans1’exemple suivant.

Supposons que, dans les formules générales, on fasse

U = ex.
L’élément linéaire aura pour expression
([I\)v ds? = du? -+ e2*dy?,
et les équations (8) nous donneront ici

o

¢ .9
(12) @ = ae*cos = y = aevsin — z= [V1—a?e2 du.

Ces formules définissent des surfaces qui sont toutes égales;
car, sil’on pose ’

(13) aet = sin o, V= ay;,
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|

(rg) ‘(

elles deviennent

8
I

siny cosvy,

= sIn g sin vy,

K
[

o
z = coso + logtang L,
' 2
el ne contiennent plus @. Nous avons donc une seule surface, qui
est applicable d’une infinité de maniéres sur elle-méme, et les for-
mules qui réalisent cette application sont

aet = e, v = av',

«', ¢ désignant les coordonnées du point qui correspond au point
(u, ¢). Ce résultat est d’ailleurs évident, d’aprés la forme méme
de I’élément linéaire (11). 1l suit de la, et des propriétés que nous
avons signalées plus haut (n° 76) : 1° que le méridien ne peut étre
que la courbe aux tangentes égales ou tractrice; 2° que le pro-
duit des rayons de courbure principaux est le méme en tous les
points de la surface. On reconnait les propriétés de la surface pseu-
dosphérique que nous avons déja étudiée directement; et, en com-
parant Uexpression de I’élément linéaire a celle qui a été donnée
(n° 63), on voit que le produit des rayons de courbure de la sur-
face est égal & — 1.

Il y a ici un fait important a signaler. Pour que les valeurs de x,
¥, = données par les formules (12) soient réelles, il faut que
Pangle ¢ soit réel, c’est-a-dire que 'on ait

a? e2u < I.

Quelle que soit la valeur donnée du paramétre «, il y aura
donc toujours des valeurs suffisamment grandes de u, associées &
des valeurs quelconques de ¢, auxquelles ne correspondra avucun
point de la surface. Par conséquent, s’il est vrai que la pseudo-
sphére soit applicable sur elle-méme d’une infinité de manicres,
aucune des solutions que l’on choisira ne pourra donner une re-
présentation géométrique compléte de ’élément linéaire.

79. Les surfaces que nous venons d’étudier se rapprochent par
une propriété commune. Elles peuvent étre considérées toutes
comme engendrées par une courbe invariable de forme qui se meut
d’aprés une loi donnée. Proposons-nous maintenant d’étudier les
surfaces les plus générales satisfaisant a cette définition.
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Considérons une courbe (C) et un systéme d’axes mobiles inva-
riablementlié & la courbe. Supposons que la position dela courbe
ct des axes mobiles dépende d’un paramétre ¢ qui jouera le réle
du temps, et soient &, 7, {; p, ¢, r les translations et les rotations
du systéme mobile. Ces six quantités seront fonctions de ¢. Dési-
gnons par x, ¥, 5 les coordonnées d’un point quelconque M de la
courbe par rapport aux axes mobiles; x, », z seront des fonctions
données d’un parametre .

Si les axes mobiles se déplacent, et que le point M se déplace
en méme lemps d’une maniére quelconque sur la courbe, les pro-
jections de Parc infiniment petit décrit par le point seront

dr + (£ -+ gz —ry)ds,
(15) Cdy 4 (n+rax —pz)de,

( dz (L +py

qgx)dy.
Posons, pour abréger,
dr _ ., dr ., ds_
due 7 du 7 du 77

le carré de I’é1ément linéaire de la surface engendrée parla courbe
aura pour expression la somme des carrés des trois projections,
c’est-a-dire

ds? = (x'2 - y'2 4 z'2) du?

z ¥y 3
(16) < 2| 2E-yn+ 50+ 2y & du dv¢
P g r
\ +[E+gzs—ry)2+(+—re—psp+{l-+py—qgx)2]de.

80. 11 suffirait d’introduire dans cette formule des hypothéses
spéciales, convenablement choisies, pour retrouver tous les ré-
sultats précédents.

Supposons, par exemple, que 'on veuille obtenir I’élément
linéaire des surfaces réglées. On prendra pour axe des 5 du triédre
mobile la génératrice rectiligne de la surface, et 'en fera décrive
alorigine du triédre une trajectoire orthogonale des génératrices.
Cela donne les conditions

xr =) =0, = U
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et, par suite, la formule (16) se réduira a la suivante :
(17) ds? = du?—+ [(E+ qu)2+ (1 — pu)?]dv?.

Sil'on veut exprimer que la surface est développable, il faudra
considérer les projections (15) de I'arc décrit par un point quel-
conque de la surface. Elles deviennent ici

(E 4 91(,) d(), (7 ——-pu) do, du.

Le plan tangent au poinl s = « aura donc pour équalion, par
rapport aux axes mobiles,

x 4+ qu
y  n—pu’

Pour qu’il soit le méme en tous les points d’une génératrice, il
faudra que 'on ait

v

c’est-a-dire que le coefficient de d¢? dans la formule (17) soit un
carré parfait. C’est le résultat déja établi (n° 69).

81. Considérons maintenant le cas nouveau ol le mouvement
de la courbe mobile (C) se réduit a une translation. Il faut alors,
dans la formule (16), faire

p - (1 —_— r = O,
K ar .
et 'on a, par consequent,

s ds? = (22 y'2+ 3'2) du?
{ A& E -y + L) dude + (24024 (2) dv?.

(18)

On parvient a un résultat identique par la méthode directe sui-

vante. Soient
X = U, Vv = U1, S = Uz

les équations qui déterminent la courbe par rapport aux axes
mobiles, U, U,, U, désignant des fonctions d’'un méme para-
métre «. Supposons que les axes fixes aient été choisis paralleles
aux axes mobiles, et désignons par V, V,, V, les coordonnées de
Porigine des axes mobiles par rapport aux axes fixes; V, V,, V,
seront des fonctions d'un paramétre ¢. Les coordonnées d’un
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point quelconque de la surface cherchée, par rapport aux axes
fixes, auront évidemment les expressions suivantes :

X=U -V,
(19) Y = Ul—!—Vl,
Z = U2+"T2.

La symétrie de ces formules nous montre immédiatement que la
surface peut étre engendrée de deux maniéres différentes par la
translation d'une courbe invariable, ct que les courbes coordon-
nées de chacun des deux systémes () et (¢) se déduisent de I'une
d’elles par un simple mouvement de translation.

82. On peut encore interpréter les formules (19) de la maniére
suivante. Considérons les deux courbes définies par les équations
x =2U, y=12Uy, z = 2U,,

et
xr =2V, y:2V17 3 = 2Vs,.

Lelieu des milieux de toutes les cordes qui joignent un point de
la premiére & un point de la seconde est la surface considérée.
Cette définition, due a M. Lie, met bien en évidence le double
mode de génération de la surface. Il suffit d’associer toutes les
cordes passant, soit par un point de la premiére courbe, soit par un
point de la seconde, pour retrouver les deux systemes de généra-
trices invariables.

Supposons, pour fixer les idées, que les fonctions U, V soient
réelles et que 'on ait pris, pour les paramétres w« ct ¢, les arcs des
deux courbes

I

x=U, y = Uy, 3

ll

U27
X = V'; Yy = Vrl? \72;
Iélément linéaire de la surface prendra la forme

ds? = du? -+ de2+ o (U'V U, V] U, V,) du dp

Si donc on pose

== » = U9,

p = =, B=u—v,
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I'expression de 1’élément linéaire deviendra

1+ UV + UV, U, V),
2

( L 1=UV U}V, — U, V),

T 2

du?

(20) S =

dse.

Cette formule met en évidence un systéeme de coordonnées rec-
tangulaires sur la surface, car I’élément linéaire est ramené a'la
forme

(21) ds? = A2 dz?+ G2 df2,
et méme avec la condition

Az C2=1.

83. Nous avons a signaler encore une propriété géométrique
tout a fait générale des surfaces que nous considérons. Mais, pour
la démontrer, nous devons commencer par rappeler un théoréme
relatif aux tangentes conjuguées.

Nous dirons que deux familles de lignes tracées sur une surface
sont conjuguées lorsque les tangentes aux lignes des deux fa-
milles passant en un point quelconque de la surface sont conju-
guées (d’apres la définition de Dupin). Voici comment on peut
exprimer cette relation :

Soient uw et ¢ les paramétres des deux familles de courbes, et
supposons que l'on connaisse les expressions des coordonnées
rectilignes «, y, z d’'un point quelconque de la surface en fonction
de « et de ¢. Sil'on désigne par X, Y, Z les coordonnées cou-
rantes, ’équation du plan tangenta la surface au point M (z, y, z)
sera
(22) L—sz=p(X—z)+qg(Y—y)

p et g désignant, suivant 'usage, les dérivées de 5 par rapport
az etd y. Supposons que l'on se déplace sur la ligne ¢ = const.
L’intersection du plan tangent avec sa position infiniment voi-
sine sera définie, d’aprés la théorie des enveloppes, par I'équa-
tion (22) jointe a celle que l'on obtient en la différentiant par
rapport 4 u, c¢’est-a-dire,

dz _ IJp

Ju ~ du

g ox ay

(N —e) =5, (Y= —r 5 — 95,
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ou, en supprimant les termes qui se détruisent,
P . 97 Y s
(23) E(X~—x)—‘«d—u(Y—y)_o.

Pour exprimer que les courbes (z) et (¢) sont conjuguées, il
faudra écrire que les équations (22), (23) sont vérifiées quand on
()J; dy 0z

y remplace X —x, Y —y, Z —z par — <05 . Cela donne les

deux équations

¥

'z ay
o) ‘—V~p09+909
24 ?

La premiére est toujours satisfaite, car elle exprime ce fait évi-
dent que la tangente a4 la courbe u = const. se trouve dans le
O .
plan tangent. Quant a la seconde, elle est identique a la suivante

J dr dy 2?2z oy
%(p 0 7 ()v>

“Pouoe — ouoe T
ou, plus simplement,

023 02 x oty
(25) owoe  Powos " 1owoe = °

Sil’on remarque maintenant que p et ¢ sont déterminés par les
équations
03 ox ady 03 ox oy
(26) P AR AT G T
on pourra éliminer p et ¢ entre les équations (25) et (26), et 'on
sera conduit a I’équation

2z c)_x' ox
owde Jdu ov

- Ry 9y Iy | _
(27) Jude dw op |
02z Jz 03

Juadev Jdw Jdy

qui est symétrique par rapport aux trois coordonnées. Cette rela-
tion, qui est d’ailleurs nécessaire, est aussi suffisante; car elle ex-
prime qu’il y a des valeurs de p et de ¢ satisfaisant aux équations
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(25) et (26), et, d’aprés les formules (26), p et g seront les déri-
vées de z, considérée comme fonction de x et de ).

8%. On peut formuler la condition trouvée sous une forme dif-
férente. L’équation (27 ) est évidemment le résultat de I'élimina-
tion de A et de B entre les trois équations

02x ox de .
duode  ou op 0s
0%y Py _
(28) dud()—ATu_de =9
0%z \ 03 NCE
Jude A Jdu — oy o

Nous obtenons ainsi la proposition suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes (1)
et (v) sotent conjuguées est que les expressions des trois coor-
données rectangulaires en fonction de w et de ¢ satisfassent
une méme équation linéaire

026 6 06

(29) dudv::Adu - BF)B’

oix A, B désignent des fonctions quelconques de w et de ¢.

A

Cette proposition, sur laquelle nous aurons & revenir pour la
compléter et la généraliser, joue un rdle trés important dans la
théorie des surfaces.

Si nous l'appliquons aux surfaces qui nous occupent, nous
voyons immédiatement que les trois eoordonnées satisfont &
I’'équation
920

(30) ouoe

et, par conséquent, les deux systémes de eourbes invariables qui
engendrent ici la surface sont des lignes conjuguées. Au reste, la
Géomsétrie permet aussi d’obtenir trés simplement ce résultat.
Considérons, en effet, les deux familles de courbes () et (¢).
Dans la translation d’une courbe (u), chaque point M de cettc
courbe décrit une courbe (¢). D’autre part, la tangente en M a la
courbe («) conserve, dans la translation, une direction invariable.




o
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11 suit de 1a que la développable circonscrite a la surface en tous
les points de la courbe (¢) décrite par le point M sera le cylindre
engendré par la tangente en M a la courbe (w). Cette simple
remarque suffit & démontrer que les deux familles de courbes (u)
et (¢) forment un systéme conjugué; et l'on voit de plus que les
développables circonscrites & la surface en tous les points de
lUune de ces courbes sont des cylindres, engendrés par les tan-
gentes aux courbes de Uautre famille, menées au point ouw elles
rencontrent la courbe considérée (V).

85. Enfin, nous traiterons le cas ou la courbe mobile (C) qui
engendre la surface est plane, et ou les vitesses de tous ses points
sont normales au plan. Nous supposerons que 'on ait pris le plan
de la courbe pour plan des zy du triedre mobile. On doit alors,

dans les formules (15) et (16), introduire les hypotheses
(31) 5 ==o0, E—q =7 = o.

Si I'on admet, de plus, que 'on a choisi pour « l'arc de la
courbe (C), on aura encore

et 'expression de I’élément linéaire deviendra
(32) ds? = du? -+~ (L + py — qa)*de.
Quantaux projections de I’arc décrit par un point quelconque M
de la surflace, elles seront, d’aprés les formules (15),
dx, dy, ({--py —qgx)dy.
La normale a la surface sera dans le plan de la courbe, ct ce

plan roulera sur une certaine surface développable.
On reconnait les surfaces étudiées par Monge d’une maniére

détaillée (2).

Les lignes de courbure de I'un des systémes sont les diverses

(') S. Lig, PBeitrdge szur Theoric der Minimalflichen (Mathematische
Annalen, t. X1V, p. 332-337).

(?) Moxge, Application de U’Analyse a la Géométrie, 5° édition, p. 322. De la
surface courbe dont toutes les normales sont tangentes a une méme surjface
développable quelconque.
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positions de la courbe mobile; celles du second systéme sont les
trajectoires des différents points de cette courbe.

86. Considérons, en particulier, le cas o le plan de la courbe
mobile roule sur un cylindre. On obtient alors une surface mou-
lure. Si nous supposons que l'axe des z du triédre mobile ait
été pris parallele aux génératrices du cylindre, la rotation du sys-
téme se fera autour d’une parallele & I’axe des x, et 'on aura

g = O.

L’¢élément linéaire donné par la formule (32) prendra la forme

S

ds? = du? + < —%«)f); P2 de?

R

ou, en changeant les notations,
(33) ds? = du? + (U — V)2 dp?,

U et V désignant des fonctions qui dépendent respectivement de
u et de o.

On peut donner des surfaces moulures une autre définition, a
quelques égards plus simple que la précédente.

Quand le plan de la courbe (G) roule sur le cylindre, les trajec-
toires de ses différents points sont évidemment des courbes planes
dont le plan est paralleéle a la section droite du cylindre, et, de
plus, ces trajectoires sont & chaque instant normales au plan de la
courbe (C). Il est évident, d’aprés cela, que leurs projections sur
le plan de la section droite du cylindre constitueront une famille
de courbes planes parallé¢les admettant pour développée commune
la section droite du cylindre. De la résulte la génération suivante
des surfaces moulures :

On donne dans un plan une famille de courbes paralléles.
St Uon imprime & chacune de ces courbes une translation finie,
normale au plan et variant suivant une lot donnée, quand on
passe d’'une courbe a lautre, les positions nouvelles de toutes
ces courbes forment la surface moulure.

87. En s’appuyant sur cette définition, on peut montrer que la




SURFACES DEFINIES PAR DES PROPRIETES CINEMATIQUES. 105

forme (33) de I’élément linéaire convient toujours a une infinité
de surfaces moulures.

En effet, écrivons I'expression de ds? sous la forme

ds? = dU? +— (U — V)2dp? —— (1 — U2) du?.

Les deux premiers termes pris isolément constituent I’élément
linéaire d’une surface développable, et nous avons vu (n®70) qu'en
posant

) x = Ucose¢ -+ fVsine dy,

(3 y = Usine — fVcosedy,
on aurait
dx? —+ dy? = dU?+ (U — V)2 do2,

La surface définie par les formules (34), joinles a la suivante
(34Y s=fy1—=U2dn,

aura donc I’élément linéaire exprimé par la formule (33).

Si 'on remarque que cet élément linéaire ne change pas de
forme quand on y remplace ¢ par @¢, on reconnait la possibilité
d’introduire une constante arbitraire dans les formules précédentes
et’on trouve, en recommencant le calcul,

/
/

% . ©
a = alU cos— ~+ fVsin—dy,
\ a a

J - . (9 <

19 =aUsin — — fVcos—dyv
J oS - 49

Vs = JV1i—a2U? du.

Ces formules définissent une famille de surfaces moulures,
toutes applicables les unes sur les autres ().

88. La méthode cinématique que nous venons d’appliquer a de
nombreux exemples s’étend au cas ou ’on considére une courbe
qui varie de forme en méme temps qu’elle est entrainée dans le
mouvement des axes mobiles. 1l suffira en effet, dans les formules

(') Bour, Théorie de la déformation des surfaces (Journal de I’Ecole Po-
Iy technique, XXXIXe Cahier, p. 89).
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(13) qui donnent les projections du déplacement sur les axes mo-
biles, de regarder z, )/, z, non plus comme des fonctions de la seule
variable 7, mais comme des fonctions de w et de ¢o.

Proposons-nous, par exemple, d’appliquer cette méthode aux
surfaces engendrées parle moavement d’'un cercle. Le plan de ce
cercle enveloppera une surface développable. Ttudions le mouve-
ment du triédre formé par la tangente, la normale principale et la
binormale en un point de I'aréte de rebroussement de cette déve-
loppable. En prenant comme variable indépendante larc de la
courbe, on auraici (n°®4)

E—1 T, = 0, { = o,
T I
p=—5r g0, 7=
& ¢

¢ et = ¢tant les deux rayons de courbure et de torsion de la
courbe. Les projections du déplacement d’un point dont les coor-
données sont z, ¥, z, relativement aux axes mobiles, auront pour
expressions

dx —+ (1—ry)dy,

dy + (roe — psz)dy,

dz —+ py dy,

¢ désignant Parc de aréte de rebroussement.

Le cercle qui engendre la surface se trouvant dans le plan
des z)’, on peut exprimer les coordonnées d’un de ses points par
les formules

x = a -+ Rcoso,
y = b--Rsing,

z=o,

ol a, b, R sont des fonctions de ¢, et ot @ est la variable qui dé-
termine un point sur chaque cercle. En substituant ces valeurs
de x, ¥, z, on aura, pour les projections da déplacement,

— Rsingdo + (a'-+1— br + R’ cosp — rRsino) dv,
Rcosodo -+ (b + ra—+ R sing + rRcosy) dv,

(pb + pRsing) dp,

et la somme des carrés de ces projections donnera 1'élément li-
proj
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néaire de la surface sous la forme (')

ds?= R2dp2+ aR[rR + (b'+ ra)coso — (&' — br —+-1) sing] do dv
4+ [(pb +pRsino)2+ (a'+1— br + R cosg — rRsino)?

~+ (&' + ra +— R’ sino 4+ rRcose)?] de?.

89. En terminant ce Chapitre, ot nous avons étudié surtout des
surfaces jouissant de propri¢tés cinématiques, nous allons donner
la définition d’une classe de surfaces se rapprochant a ce point de
vue des précédentes, et qui ontd’abord été étudiées par M. Maurice
Lévy (2).

Considérons un systéme qui se déplace, mais qui varie en méme
temps de grandeur enrestant semblable a lui-méme, et proposons-
nous de chercher la loi des vilesses de tous ses points & un instant
quelconque. Soient Py, P, deux posilions infiniment voisines.
Construisons la figure P, homothétique & P,, en prenant l'origine
des coordonnées pour centre d’homothétie, le rapport dhomo-
thétie étant tel que P soit égal & Py. On peut passer de P, a P,
1° par un déplacement infiniment petit qui améne P, en P, 2° par
une transformation homothétique ayant P’origine pour centre
d’homothétie et transformant P, en P,. Il suit de 1a queles vitesses
de tous les points du systéme sont les résultantes de celles qui se

produiraient dans le déplacement et de celles qui sont dues a la

transformation homothétique. Les premiéres ont des expressions
bien connues

o-+qgz—ry, Brrx—ps, v+ py—qgx.

Quant a celles qui sont dues a la transformation homothétique,
comme elles ont pour effet de réduire les coordonnées dans le
méme rapport, elles ont pour expression

hx, hy, hsz.

En résumé, les composantes des vitesses d’un point du systéme

(*) Les surfaces a génératrice circulaire ont été étudiées récemment par M. De-
martres ( Annales de I’Ecole Normale, 3¢ série, t. 1I, p. 123).

(?) Mauvrice LEvy, Sur le deéveloppement des surfaces dont l’élément linéaire
est exprimable par une fonction homogeéne (Comptes rendus, t. LXXXVII,
p- 788).
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dans le mouvement considéré auront pour valeurs

Ve=a+he+qgs—ry,
(36) Vy=8—+hy +~rax—ps,

V=% +hzs+py —qx.

St nous désignons par A& le rapport de similitude du systéme
mobile pris dans sa position actuelle au méme systéme pris dans
une position déterminée, on aura évidemment
(37) b= -‘%

Tant que ce paramétre 2o n’est pas nul, c’est-a-dire tant que
le systéme varie de grandeur, on peut transporter 'origine des
coordonnées en un point tel que les termes o, 3, v disparaissent
des formules (36). L'interprétation de ces formules met alors en
évidence le résultat suivant : les vitesses sont les mémes que si le
corps tournait autour d'une droite et éprouvait en méme temps
une transformation homothétique par rapport a un point de cette
droite. Si l'on choisit pour nouvel axe des = cet axe de rotation,
les formules (36) se simplifient et se réduisent a la forme suivante

(38) V, = hy -+ raz,

V. = hs.

g Vy=rlx —ry,
?

90. Etudions le cas ou l'axe de rotation et le centre d’homo-
thétie demeurent fixes dans toute la suite du mouvement, les pa-
ramétres /o et r restant constants. Alors les positions succes-
sives d’un point déterminé du systéme mobile seront définies
par les équations différentielles

dr dy dz
—(Zl—_ha—r , %_—/L)'—rrx', T

= ls.
On aura donc, en intégrant,

P Z"Oeht,
(39) x = roetf cos(wy—+ 1t),

) = roe’tsin(wy +rt).

~ . S ’ . 4
Chaque point du systéme décrira une courbe tracée sur un
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cdne de révolution

ayant pour sommet 'origine et pour axe 'axe de rotation; la pro-
jection de la trajectoire sur le plan des z) sera une spirale loga-
rithmique ayant pour pole Vorigine des coordonnées. Si l'on
consideére la spirale gauche décrite par le point comme apparte-
nant au systéme mobile et variant de grandeur avec lui, elle
glissera sur elle-méme pendant toute la durée du mouvement,
absolument comme les hélices décrites par les différents points
d’un systéme invariable dans le mouvement hélicoidal.

Par suite, les surfaces qui admettent pour génératrices les
courbes définies par les formules (39) sont évidemment les ana-
logues, dans la théorie qui nous occupe, des surfaces hélicoidales
et des surfaces de révolution.

Prenons pour 7y, w,, 5, des fonctions quelconques d’un para-
meétre 0. Les formules (39), qui donnent les expressions de z,
v, s en fonction de ¢ et de 6, défimront la surface que nous nous
proposons d’étudier. Cherchons son élément linéaire, nous trou-
verons un résultat de la forme

(40) ds>= et (A de2—+ 2B dt db +- C d02),
ot A, B, C sont des fonctions de § définies par les équations

/( A=rih2+r2ri + h2s},

(41)

B = hszo5y + hryry 4+ rrjw,,

—_— 2 2 '3 42
(C_IO(UO = Fy 2.

Nous allons transformer cette expression de 1’élément linéaire.

Posons
1

B
(lt - K [ZO == ]L

dy,
ce qui donne, en intégrant,
B 4
l+ —dl = —-.
f A 7
L’élément linéaire deviendra
ds?2= e2v (N dv2-- G db?),

A’ et (Z étant encore des fonctions de 6. Enfin, substiluons a 6§ la
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variable « définie par la relation
w= JyCd,

A’ deviendra une fonction U2 de «, ct nous aurons pour la forme
définitive de I'élément linéaire

(42) ds? = e2?(du?—+ U2 dv?),

Nous appellerons surfaces spiralesles surfaces que nous venons
de définir. Elles se rapprochent de la spirale logarithmique par
une propriété essentielle et qui résulte de leur définition : comme
cette courbe, elles peuvent étre agrandies dans un rapport quel-
conque sans cesser d’étre superposables a elles-mémes.

M. Maurice Lévy a montré que le théoréme de Bour s’étend a
ces surfaces, qu'il y en a une infinité admettant le méme élément
linéaire et, par conséquent, applicables les unes sur les autres.
On élablit cette proposition par un calcul que nous omettons,
parce qu’il offre la plus grande analogie avec celui que nous avons
développé dans le cas des hélicoides.
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LIVRE IIL

DES DIFFERENTS SYSTEMES DE COORDONNEES CURVILIGNES.

CHAPITRE 1.

SYSTEMES CONJUGUES.

Proposition de M. Keenigs relative a4 la détermination, sans aucune intégration,
d’une infinité de systémes conjugués sur toute surface. — Application a la dé-
termination des surfaces admettant un systéme de lignes de courbure planes
dont les plans passent par une droite. — Trajectoires orthogonales d’une famille
de cercles. — Caractére projectif et dualistique de la définition des systémes con-
jugués. — Liaison entre tout systéine conjugué et une déquation lindaire aux
dérivées partielles. — Surfaces sur lesquelles il existe un systéme conjugué
formé de deux familles de courbes planes.

91. Dans les différentes surfaces que nous avons ¢tudiées pré-
cédemment, nous avons rencontré et employé des systémes de
coordonnées curvilignes trés variés : les uns simplement ortho-
gonaux, d’autres a la fois orthogonaux et isométriques, d’autres
enfin formés de lignes conjuguées. Il est évident que, sur toute
surface, il existe une infinité de systémes orthogonaux ou de
systémes conjugués; car, si 'on trace sur une surface une famille
quelconque de courbes, leurs trajectoires orthogonales ou lcurs
trajectoires conjuguées scront définies par une équation différen-
tielle du premier ordre et du premier degré, dont I'intégrale existe,
bien qu’il ne soit pas toujours possible de la déterminer. On ne
connait aucune méthode qui permette de construire, sans aucunc
intégration, un systéme orthogonal sur une surface quelconque.
Au contraire, la belle proposition suivante, due a M. Keenigs,
établit que, quelle que soit la surface considérée, il sera possible,
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sans effectuer aucune intégration, d’y tracer un nombre illimité de
systémes conjugués.

Soit (X) la surface donnée. Prenons une droite quelconque D
dans V'espace. Les sections de la surface, déterminées par tous
les plans qui contiennent la droite D, admettront pour lignes
conjuguées les courbes de contact des cénes circonscrits a la
.S‘lll':fdce, ayant leurs sommets sur cetie droite.

Iin effet, si M est un point de la surface, le plan tangent en M
ira couper la droitc D en un point A. Le cdéne circonscrit de
sommet A admettra pour génératrice MA, et cette droite, qui est
évidemment la conjuguée de la tangente en M a la courbe de con-
tact du cdne, est aussi la tangente en M a la section plane de la
surface déterminée par la droite D et le point M. La proposition
est donc démontrée.

92. Pour en donner dés a présenl unc application, proposons-
nous de déterminer les surfaces pour lesquelles les lignes de cour-
bure de I'un des systémes sont dans des plans qui passent tous par
une droite D.

Il résulte de la proposition précédente que les courbes de con-
tact des cdnes circonscrits ayant leurs sommets sur la droite D
seront nécessairement les lignes de seconde courbure; et, comme
ces lignes devront étre orthogonales aux premiéres, chacune
d’elles devra couper a angle droit les génératrices du cone dont
clle est la courbe de contact. Par conséquent, les lignes de
seconde courbure seront sphériques; les sphéres qui les contien-
dront auront leurs centres sur la droite D, ct elles seront coupées
a angle droit par les lignes de premiére courbure.

Réciproquement, prenons une famille quelconque de spheres
(S) ayant leurs centres sur la droite D. Leurs trajectoires ortho-
gonales seront évidemment des courbes planes, puisque les
tangentes & ces trajectoires vont passer par le centre d’une des
sphéres et rencontrent nécessairement la droite D. Si I'on prend
une surface quelconque engendrée par ces trajectoires ortho-
gonales, elle sera une des surfaces cherchées. En effet, soient (¢),
(¢), (¢"), ... une suite de trajectoires et M, M’, M’, ... les points
ol elles coupent a angle droit une méme spheére (S). Les tangentes
aux trajectoires en M, M/, M”, ... iront évidemment concourir
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au centre de la sphére (S) et elles engendreront un cdne, cir-
conscrit suivant la courbe sphérique MM'M"..., & la surface
formée par les trajectoires (¢), (¢'), (¢"),.... Les deux systémes
de lignes conjuguées définies par le théoréme de M. Kanigs se
couperont ici & angle droit et seront, par conséquent, les deux
systémes de lignes de courbure.

De la résulte une méthode trés simple pour engendrer les sur-
faces cherchées. Considérons une famille quelconque de sphéres
ayant leur centre sur la droite D, et proposons-nous de déterminer
leurs trajectoires orthogonales. Soit (¢) une de ces trajectoires; si
on la fait tourner autour de D, de maniére a ramener son plan
dans un plan fixe, elle ne cessera pas d’étre trajectoire ortho-
gonale. Nous sommes donc ramenés a un probléme de Géométrie
plane : Trouver les trajectoires orthogonales d’une famille de
cercles ayant leurs centres en ligne droite. Voici comment on
peut le résoudre.

93. Considérons d’une maniére générale une famille de cercles,
définie par 'équation
(1) (# —a)y—+(y—0b)p=r

ott @, b, r sont des fonctions d’'un paramétre w«. Les trajectoires
orthogonales satisferont & 'équation

dx dy

(2) x——a:y——b’

et, pour former leur équation différentielle, il faudrait éliminer u«
entre les équations (1) et (2). Cette élimination est impossible en
général; il vaut mieux employer la méthode suivante.

Exprimons x, y en fonction de « et d’une nouvelle variable §
pav les formules

(3) z = a 4 rcosf, y = b - rsinf.

La signification de 6 est évidente : § est V'angle que fait, avec
I'axe des z, le rayon du cercle qui passe au point ol ce cercle
est coupé par la trajectoire orthogonale. Des formules (3) on tire
les valeurs de dz et de dy, et, en les portant dans I’équation (2),

D. — L. 8
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on obtient pour § I'équation

do 1 da . 1 db
€ T :F'CZ?LS”‘@_; j{écos().

qu’il faudra intégrer. Or, sil'on prend comme inconnue
0
(5) tang = ¢,

on est ramené & une équation de Riccati

dt a2 da 1 db N
(6) 2%_—‘Et (I—Z).

7 T rdu

De 1a résultent plusieurs conséquences. Si I'on connait une
trajectoire seulement d’un systéme de cercles, on déterminera
toutes les autres par deux quadratures; si I’'on en connait deux, il
suffira d’une seule quadrature; et enfin la connaissance des trois
trajectoires orthogonales permettra de déterminer toutes les autres,
sans aucune intégration.

Supposons, d’aprés cela, que ’on veuille déterminer le systeme
orthogonal le plus général dontune famille soit formée de cercles.
On pourra se donner arbitrairement deux des trajectoires ortho-
gonales (C), (Cy). Il existe en effet une famille de cercles coupant
deux courbes quelconques a angle droit, et leurs centres se trouvent
sur la courbe (L) lieu des points d’ot 'on peut mener a (C),
(C,) des tangentes égales. Comme on connait deux trajectloires
orthogonales, il suffira d’'une quadrature pour obtenir toules les
autres. On pourra donc obtenir, avec une seule quadrature, 1’é-
quation du systéme orthogonal plan le plus général comprenant
une famille de cercles (*).

(1) Dans sa thése si remarquable, Etude géométrique des surfaces dont les
lignes de courbure d’un systéme sont planes; Toulouse, 1882, M. V. Rouquet a
méme montré que I'on peut obtenir, sans aucun signe de quadrature, I'équation
de ce systéme orthogonal. Considérons, en cffet, deux familles de cercles, corres-
pondant respectivement aux systémes de valeurs a,, b,, 7, et a,, b,, r, des va-
riables @, &, r. Si 'on a, pour chaque valeur de u,

da,  da, db,  db,
R r, r,

(1)

——

les ¢quations de Riccati qui déterminent les trajectoires orthogonales de ces deux
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Il y a néanmoins un cas particulier trés étendu dans lequel la
détermination du systéme orthogonal n’exigera plus aucune qua-
drature. C’est celui ou l'on saurait @ priori que, parmi les tra-
jectoires orthogonales de la famille de cercles, doit se trouver
une ligne droite ou un cercle (y); car alors tous les cercles
cherchés étant doublement normaux a la ligne droite ou au cercle
(), cette trajectoire orthogonale particuliére devra étre comptée
pour deux et donnera deux solutions de I’équation de Riccati. 11
suffira donc de se donner () et une autre trajectoire orthogonale
(C) pour avoir trois solutions de I’équation différentielle.

Signalons encore cette conséquence des raisonnements qui pré-
cédent : lorsqu’on aura un systéme déterminé de cercles coupant

familles de cercles sont les mémes; et, par conséquent, la connaissance des tra-
jectoires orthogonales de I'une des familles entraine celle des trajectoires ortho-
gonales de Vautre famille. Nous dirons, avec M. Rouquet, que deux familles
de cercles sont similaires lorsqu’elles satisfont aux relations (r). Il est aisé
d’interpréter géométriquement ces relations. Elles expriment, en effet, que les
centres des cercles, qui se correspondent dans les deux familles similaires, dé-
crivent des courbes dont les tangentes sont, & chaque instant, paralléles; et de
plus, que les rayons des deux cercles sont dans le méme rapport que les arcs in-
finiment petits parcourus par leurs centres dans le méme temps, c’est-a-dire dans
le méme rapport que les rayons de courbure des deux courbes décrites par
leurs centres, aux points correspondants. Cette proposition permet évidemment
de construire, sans aucune intégration, toutes les familles similaires d’une famille
de cercles donnée. )

D’aprés cela, soit une famille quelconque de cercles, correspondant aux va-
leurs a,, b,, r, de a, b, r. On peut toujours concevoir qu’il existe trois fonctions
a,, b,, r, telles que l'on ait

da, — dag_7 db _ db , a3 403 = r3.

r 7 r

1 2 1 2

Par suite, toute famille de cercles peut étre considérée comme similaire d’une
famille représentée par I’équation

(2 —a,)+ (y —b,)=aj+ b}

pour laquelle tous les cercles passent par un point fixe, 'origine. Comme on
peut mettre en évidence, sans signe de quadrature, les trajectoires orthogonales
de cette famille particuliére, il en sera de méme, d’aprés les propositions précé-
dentes, pour la famille la plus générale.

Au reste, dans beaucoup de questions, il importe peu qu’il y ait ou qu’il n’y
ait pas de signe de quadrature. L’essentiel est qu’on puisse obtenir, sous forme
explicite, 'équation du systéme orthogonal, et les développements donnés dans le
texte établissent que cela sera toujours possible.
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A angle droit un cercle donné, ou ayant leurs centres en ligne
droite, la détermination de leurs trajectoires orthogonales exige
seulement une quadrature.

A un autre point de vue, 1l résulte de I'équation (6) la consé-

. . 0 0 6, 6
(quence suivante; solent Lang;; tang—;, tangf; tang;3 quatre so-

lutions quelconques de cette équation. Nous savons que leur
rapport anharmonique est constant. Or ce rapport anharmonique
des quatre tangentes cst, par définition, le rapport anharmonique
des points ot les trajectoires correspondantes coupent 'an quel-
conque des cercles. On a donc le théoréme suivant :

Le rapport anharmonique des quatre points ot un cercle quel-
conque de la famille considérée est coupé par quatre trajec-
loires orthogonales fixes est constant.

Toutes ces propositions s’appliquent évidemment aux systémes
de cercles tracés sur la sphére, qui peuvent toujours, par une in-
version, étre transformés en systémes situés dans un plan.

94. Revenons a la question proposée. Il s’agit de trouver le
systéme orthogonal le plus général dont une des familles soit
formée de cercles ayant leurs centres sur une droite D.

Pour cela on considérera une courbe quelconque (G) et 'on
tracera tous les cercles normaux a (C), ayant leurs centres sur D.
Les trajectoires orthogonales de ces cercles se détermineront sans
aucune intégration. Considérons en effet I'un quelconque de ces
cercles normal en un point M & la courbe (C). Si O, désigne
I’angle de la tangente ala courbe en M avec la droite D, I'équation
de Riccati admettra les trois solutions particuliéres

8y, o, m,

et, par conséquent, son intégrale générale sera donnée par la
formule

¢ 0
ang —
)

=
tan 0 tawe“

Y iang®
S5 ° 9

ou, plus simplement,

0
7 tangg = Ctang;o,
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Les surfaces cherchées, qui ont d’abord été étudiées par
Joachimsthal ('), admettent donc la génération suivante : Dans
un plan passant par la droite D, on forme, d’aprés le moyen
que nous venons d’indiquer, la famille de courbes planes (t)
la plus générale admettant pour trajectoires orthogonales une
Jamille de cercles ayant leurs centres sur la droite D. On fait
tourner ces courbes (t), autour de la droite D, d’un angle qui
varte d’aprés une lot donnée, mais quelconque, quand on passe
d’une courbe a l’autre; le lieu de toutes leurs positions nouvelles
est la surface cherchée.

Prenons pour axe des 2z la droite D. Les formules qui sont la

traduction analytique de la génération précédente sont les sui-
vantes. Soit
(x —a)+yr=r2

1’équation du systéme de cercles. Prenons

a = F(b), r = F'(0y) sin0,, tangg = F.,(L}))tang%-

Les coordonnées d’un point quelconque de la surface cherchée
seront

x = a -+ rcosf,
(8) y = rsin0 cosd,

z = rsinf sind.

Ces formules sont identiques a celles que l'on doit a Joa-
chimsthal.

95. Aprés avoir développé une application de la proposition de
M. Keenigs, revenons aux systémes conjugués quelconques. Ces
systémes possédent deux propriétés essentielles sur lesquelles il
convient que nous insistions, et que l'on peut énoncer comme il
suit : Tout systeme conjugué ne cesse pas d’étre conjugué si
Uon soumet la surface sur lagquelle il est tracé, soit a une trans-

(") JoacmustaL, Demonstrationes theorematum ad superficies curvas spec-
tantium (Journal de Crelle, t. XXX, p. 347) et Sur les surfaces dont les lignes

de l'une des courbures sont planes (méme Journal, t. LIV, p. 181). Yoir surtout
ce dernier article.
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Jormation homographique, soit a une transformation par
polaires réciprogues.

Supposons d’abord que I'on soumette une surface (S) a une
transformation homographique. Considérons une courbe (C)
tracée sur (S). Les plans tangents a la surface en tous les points
de cette courbe engendreront une surface développable (A) dont
les génératrices rectilignes seront les conjuguées des tangentes a
la courbe (C). Or il est évident que la transformation homogra-
phique ne change en rien toutes ces relations. A la surface (S)
correspond une surface (5'), ala courbe (G) une courbe (C'), a
la développable (A) une développable (A") circonscrite a (8') sui-
vant la courbe (C'), aux tangentes de la courbe (C) celles de la
courbe ('), aux génératrices de (A) celles de (A'); par conséquent
la transformation homographique fait bien correspondre a deux
tangentes conjuguées de (S) deux tangentes conjuguées de (S').

Si, au contraire, on effectue une transformation par polaires ré-
ciproques, a la surface (S) correspond une surface (5”), a la
courbe (C) une développable (A”) circonscrite a (S”), et a la dé-
veloppable (A) la courbe de contact (C") de la développable (A").
Par suite, aux tangentes de la courbe (CG) correspondent les géné-
ratrices rectilignes de (A") et aux génératrices de (A) les tangentes
de la courbe (C). D’ailleurs, & deux tangentes en un point M de
(S), correspondent deux tangentes au point correspondant M” de
(S™). lci encore, on le voit, a deux droites conjuguées corres-
pondent deux droites conjuguées.

96. Les propriétés précédentes, que l'on exprime encore en
disant que la définition des systémes conjugués est projective et
dualistique, peuvent aussi étre établies par la méthode analytique
suivante qui nous permettra de généraliser une proposition déja
donnée (n° 84).

Solent « et 3 les paramétres de deux familles de courbes tracées
sur une surface (S). Adoptons un systéme de coordonnées homo-
génes ou tétraédriques absolument quelconque, et soit

(r0) uX+4+vY+wZ-+pT=o0

I’équation du plan tangent a la surface; =, ¢, &, p seront des
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fonctions des paramétres « et 3, et 'on obtiendrait I’équation en
coordonnées ponctuelles de la surface (S) en éliminant o et 3
entre ’équation (10) et ses deux dérivées

ou a0 o5 op
s‘/ 0—1"—|—'Y;);+ 5{2‘1"1‘()—‘1-—0,
() | o0 0 ) p
X% L y? 7% %P
(‘_th@—,—Y()g—T—J()g ﬁ—Tds._o,

par rapport & « et a B. Par conséquent, si I’on désigne par z, y,
z, t les coordonnées du point de contact du plan tangent, elles
devront satisfaire aux trois équations

‘ ux + 9y -+ wsz -+ pt = o,

» u 00 = ow N op
(12) ox Y Oa ox Cox @
ou oy ow Op

h

X Y o - B <=
o8 Y98 T 08 T 08
Différentions la premiére de ces équations, successivement par

rapport 2 « et & B on aura, en tenant compte des deux autres, les
PP ; ) ’

relations nouvelles

dx oy 0z ot
3_ g d—+ ‘J’Z+‘ a:—+ I{ o,
<
" 007 o 2
03 " ToB T T o8 ox

On aurait pu d’ailleurs écrire immédiatement ces équations;
elles expriment que les tangentes aux deux courbes o= const.,
8 = const. sont dans le plan tangent a la surface.

Les équations (12) et (13) s’appliquent a tout systéme de coor-
données curvilignes. Cherchons maintenant la condition pour que
les deux familles («) et (B) forment un systéme conjugué. Sil’on
se déplace sur la courbe « = const., le plan tangent enveloppera
une surface développable; son intersection avec le plan tangent
infiniment voisin sera définie par I’équation (10) jointe a la seconde
des équations (11). Il faut exprimer que la droite représentée par

ces deux équations est la tangente a la courbe 3 = const. Pour
cela, 1l faudra écrire que ces équations sont vérifiées quand on y
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remplace X, Y, Z, T par

b oy 0z ot
& dx, ¥y -+ P da, & -~ o da, ¢+ 52 dx.
En tenant compte des formules déja établies (12) et (13), cela

ne donne qu'une seule équation nouvelle

, du dr  Jdv dy  Jdw dz .
(1) 98 oz " 03 oz T 98 ox T 03 0n O

et celle unique équation exprime par conséquent la condition
nécessaire et suffisante pour que les deux familles (a) et ()
forment un systéme conjugud.

Des formules (12) et (13) on déduit par différentiation les
identités suivantes applicables a tout systéme de coordonndes
curvilignes :

Nu 0%¢ 0% w 92p

x():cc)?} -‘—ydu()?)—:—‘z o +t()1d§
dw 0z op Jt

f du 08 J% 08
(15)

2z o2y 02z - 0%¢
- P 5 ():j.

Il suit de 1 que I’équation (14) peut encore étre écrite sous
Vune des trois formes suivantes :

Jdu dx N ov oy Jdw 0z dp It
ox 08 T 9z 03 oz 08 oz 08 O
. 2z 2y 02z o2t
(16) “ou0s T axos T W ouop TP gxog =
” ?u 92 0% w 92p — 0
9208 2 0z 08 0% 08 9z08 @

La condition pour que les familles (), () forment un systéme
conjugué s’exprime indifféremment par l'une quelconque des
quatre équations (14) ou (16).

97. Considérons, en particulier, les équations (12) etla troisieme
des équations (16); elles ne contiennent pas les dérivées de z, y,
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5, ¢ et I’élimination de ces coordonnées conduit a I’équation

ot ()_u 2w
dx 03 0203
oy dv —r)z ©
ox 03  0z00
(7 i dew  Ow l)_g_w -9
d% 0B  Jz03
op  Idp  D2p

0% ;)? dx 03

142

P

qui ne contient plus que les coordonnées tangentielles (1).

Inversement, Loutes les fois que l’équation (17) sera satisfaite,
il existera des valeurs de z, », 5, ¢ vérifiant les équations (12) et
la troisieme des équations (16); ces équalions expriment que x,
>, 5, t sont les coordonnées du point de contact du plan défini par
I’équation (ro) avec la surface qu’il enveloppe et, en outre, que les
deux familles («), (B) tracées sur cette enveloppe sont conjuguées.
L’équation (17) est donc, dans tous les cas, caractéristique des
systémes conjugués.

De méme, en éliminant u, ¢, v, p entre la premiere des équa-
tions (12), les deux équations (13) et la seconde équation (16),
on trouvera la condition alaquelle doivent satisfaire les coordonnées
ponctuelles

dr Odx 0w

T 9% 98 9408

Jdv  dy 02y

: Y 9% 9B 9xo8
(18) _ 035 0Oz 02z =

, oo o

ox 03 0203

et 'on démontrera comme précédemment que cette condition, qui
est nécessaire, est aussi sulfisante.

(*) Brroscur, Sulle linee di curvatura della superficie delle onde (Annales de
Tortolini, t. 11, p. 135; 185g).
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98. En répétant le raisonnement déja donné au n° 8%, on
obtiendra immédiatement la proposition suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux familles
de courbes, de paramétres o.et 3, sotent conjugudes, est que, soit
les coordonnées ponctuelles homogeénes, soit les coordonndes
tangentielles, satisfassent toutes les quatre & une équation aux
dérivées partielles de la forme

020 00 o0

o A, B, C désignent des fonctions quelconques de o et de 3 ().

La transformation homographique ne changeant pas les coor-
données homogénes, pourvu que 'on fasse varier le tétraédre et
les paramétres de référence, et la transformation par polaires ré-
ciproques étant équivalente a un échange des coordonnées ponc-
tuelles et des coordonnées tangentielles, on voit que la méthode pré-
cédente met bien en évidence le caractére projectif et dualistique
de la définition des systémes conjugués.

Si ’on emploie les coordonnées cartésiennes ordinaires, la coor-
donnée ¢ devra étre égalée a l'unité; par suite I'équation (19)
devra é&tre vérifiée par la valeur § = 1. On devra avoir

C=o

et Pon retrouvera le résultat du n° 84.

99. En terminant ces développements, je remarquerai qu’il est
impossible de trouver deux équations de la forme (19) auxquelles
satisferont en méme temps les quatre coordonnées ponctuelles, tant
que la surface ne se réduira pas & une courbe, ou les quatre coor-
données tangentielles, tant que la surface ne sera pas dévelop-
pable.

En effet, supposons que les quatre coordonnées vérifient deux

(*) Il est utile de remarquer que P'équation linéaire a laquelle satisfont les
quatre coordonnées ponctuelles n’est pas, en général, la méme que celle & laquelle
satisfont les quatre coordonnées tangentielles.
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020
0u 0f3
ces deux équations nous conduira & une équation du premier
ordre

équations linéaires de la forme (19). L’élimination de entre

A’g(—) -i—]}’dﬁ

Ja xg—i—Ce:O,

a laquelle devront encore satisfaire ces coordonnées. Or la solu-
tion générale de cette équation est de la forme

0= 0o F(a0),

I' désignant une fonction arbitraire et 8,, o, des fonctions déter-
minées ; par conséquent, sil’on divise toutes les coordonnées homo-
geénes par 0y, on les réduira & des fonctions de la seule variable o,.
Si les coordonnées sont ponctuelles, le point décrit une courbe,
et si elles sont tangentielles, le plan enveloppe une développable.
Ainsi, & toute surface non développable, et & tout systéme con-
jugué tracé sur cette surface, correspondent deux équations, et
deux seulement, de la forme (19). L’une est vérifiée par les coor-
données d’un point quelconque de la surface, et 'autre par les
coordonnées d’un plan tangent quelconque de la surface.

100. Le théoréme précédent permet évidemment de construire
une infinité de surfaces sur lesquelles on connaitra des systémes
conjugués (1). Nous allons, dés & présent, en faire une application
en cherchant les surfaces pour lesquelles il existe deux familles
conjuguées formées exclusivement de courbes planes.

Si les coordonnées tangentielles satisfont a I’équation

920

la surface correspondante la plus générale seral’enveloppe du plan
défini par I’équation

oy L A o (®)]e LA (0 + e ()]y
+ LA+ 0a(B)]= + [fi@) + gu(B)]¢ = o,

() Darnoux, Memoire sur la théorie des coordonnées curvilignes et des sys-
témes orthogonaux (Annales de I’Ecole Normale, 2° série, t. VII, p. 293 ; 1878).
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Or on reconnait sans difficulté que cette surface jouit de la pro-
J
priété indiquée; car, pour avoir I'enveloppe du plan tangent, il
faut joindre a 'équation (20) les deux suivantes
J q

Si(x)z == fr(2)y + [3(2)s + [i(2)t = o,

L (B2 + 95 (B)y + 95 (B)s + 9, (B)¢ = o,

(21)

qui ne contiennent chacune qu’une seule des variables «, 3 et
montrent ainsi que les deux familles conjuguées o= const.,
3 = const. sont composées de courbes planes.

La solution que nous venons d’obtenir est trés générale; on peut
démontrer qu’il n’y en a pas d’autre. Pour cela, nous définirons

la surface cherchée comme enveloppe du plan
(22) uX +9Y +wZ +pT=o.

Prenons la dérivée de cette équation par rapport a o, nous
aurons

ou o0 o 0

T

0% ox 0% =0

Ces deux équations représentent, on l’a vu, la tangente a la
courbe o= const., toutes les fois que les deux familles (a), ()
sont conjuguées.

Or, si les courbes de paramétre « sont planes, elles seront déter-
minées par une équation de la forme

(2) X fi(2) 4+ Y fa(2) + Zfo(2) + T fi(2) = o,

et, par conséquent, les trois plans définis par les équations (22),
(23), (24) contiendront une méme droite, la tangente a la courbe
. == const.; I'une de ces trois équations devra donc étre une com-
binaison linéaire des deux autres. Ecrivons que la troisieme
s’obtient en ajoutant les deux aulres, respectivement multipliées
par v et par 7\', nous aurons le systéme

du
Si(a) = pu—+ )\d—;,
. v
Sfo(a) = pe +2A o’
dw
f3<a) = W 4—)\;;7

9
Sy = pp +21L.




SYSTEMES CONJUGUES. 125

En éliminant par une différentiation les fonctions f;(«), ... on
verra que u, ¢, v, p doivent satisfaire a la méme équation du

second ordre
0 0 5 09
pu— ] froamd
o5\ + 0% e

o5 020 . 0f d)\_ ) Ud_ﬂ C)!f
(23) " 0208 o o8 T Vo 7003

En considérant de méme les courbes 3 = const., on trouverait
que les coordonnées tangentielles doivent aussi satisfaire a Ieé-
quation semblable

026 2b] N 00 g o’

(26 o ) e 2
(26) T B PR I B P

= o.

Or nous avons vu que «, ¢, v, p ne peuvent satisfaire en
méme temps a deux équations de la forme précédente, au moins
tant que la surface n’est pas développable. 1l faudra donc que les
équations (23), (26) soient identiques; ce qui donne les con-

ditions
v ologh w  olog) 10w 1 o
»T e x oz X9 T N ox’

En portant les valeurs de p et de p’ dans la derniére équation,
nous trouvons

02 logh _ 02logd’
J208 T 0208 ’
d’ou 'on déduit, en intégrant,

V= 0/ (2)e(B),

__ A S (=)
b= n T Gy

ce qui donne

Sinous portons cette valeur de . dans1’équation (25), elle prend
la forme

02
()7()73 [)x/(’l)()] = 0.

On voit que, si nous multiplions les quatre coordonnées u, ¢,
w, p par une méme fonction A f (), ce qui est évidemment permis,
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elles satisferont a I’équation

20
du 08 =0

et I’on retrouve la solution que nous avons donnée a priort.

Il est vrai que nous avons écarté de notre raisonnement ’hypo-
thése ou la surface serait développable. Mais, pour obtenir une
telle surface, il suffira de supposer nulles, dans la formule (20),
toutes les fonctions de 3. Ainsi notre premiére solution donne,
sans aucune exception, toutes les surfaces pour lesquelles il peut
exister un systéme conjugué composé de deux familles de courbes
planes. '

101. 1l nous reste a indiquer un mode de génération simple des
surfaces que nous venons d’obtenir. Pour cela, faisant ¢ = 1, nous
envisagerons les deux familles de sphéres définies par les équations

(27) 22+yp2+ 32— afi(a)x — 2fo(a)y — 2f3(2)z — 2f,(a) = o,
(28) @2+ 32+ 22+ 201(B)z + 202(B)y +203(B)s+209,(B) =0

Ces deux familles de sphéres sont absolument quelconques, et
d’ailleurs leur plan radical est précisément le plan tangent de la
surface cherchée, représenté par 1'équation (20). Nous sommes
donc conduits au théoréme suivant : ‘

Si lon considére dans Uespace deux familles de sphéres
définies de la maniére la plus générale, le plan radical d’une
des sphéres de la premiére famille et d’une des sphéres de la
seconde enveloppera la surface la plus générale admettarit
deux familles conjuguées formées exclusivement de courbes
planes.

Pour déterminer la surface par points, on remarque que les deux
équations (21) sont les dérivées par rapport & a et a 3 des équa-

tions (27), (28). Donc :

St on associe & deux sphéres de famille différente les
sphéres infiniment voisines, le centre radical de ces quatre
spheres décrira la surface cherchée. Le plan radical de deux
sphéres infiniment voisines de la méme famille contiendra une
des courbes de ’un des systémes conjugués.
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CHAPITRE IL

SYSTEMES CONJUGUES. — LIGNES ASYMPTOTIQUES.

Application des propositions précédentes a la détermination des surfaces & lignes
de courbure planes dans les deux systémes. — Caractéristiques d’une équation
linéaire aux dérivées partielles. — Théoréme nouvcaun relatif aux systémes con-
jugués. — Lignes asymptotiques. — Forme la plus simple de leur équation dif-
férentielle. ~— Leur détermination dans des cas particuliers. — Surfaces tétraé-
drales de Lamé.

102. La proposition obtenue a la fin du Chapitre précédent con-
duit & une méthode trés simple pour la détermination des surfaces
dont les lignes de courbure sont planes dans les deux systémes.
Il suffira, en effet, de chercher, parmi les surfaces enveloppes du
plan représenté par I'équation (20), celles pour lesquelles les deux
familles de courbes conjuguées se coupent a angle droit.

Considérons la surface enveloppe du plan

uX +90Y +wZ-+-pT =o,

ot «, v, w, p sont des fonctions de « et de 3. La condition d’or-
thogonalité des courbes de paramétre « et 3 tracées sur 'enveloppe
est compliquée en général, et contient les dérivées secondes des
coordonndes tangentielles. Mais elle se simplifie beaucoup quand
o et 3 sont les paramétres de deux familles conjuguées. En effet,
si &, ¥, 2, t sont les coordonnées du point de contact et si l'on
fait £ =1, on a les deux équations
or oy 0z
Ugo S+ P - W =0,
ow dr  Jdv Jdy  Jdw 0zF

085 T Fioa T og a0
d’ott I’on déduit les proportions

()aﬂ_dy ) . ()w ()v

. ow 0y ou
(0 * o " 03 ﬁ :

—uﬁ'udngb—g’

¥

QJIQ;
RSN
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dxr Jdy 03 , .
On a des formules analogues pour Pk ()g, 53 eb, en éerivant la
9
)

condition d’orthogonalité, on trouve I’ equation (")

( du do . Jw udu ‘ Vz)v . ow
V(%o w20 % o8 B TV B

ﬂ 2 ) Ju ()u+dv J¢ f)(V(_)_(E o
(e G 9 T nag T ox 08) T

(2)

Remarquons toutefois que cette équation serait illusoire si u, ¢,
¢v, p ne contenaient pas (3, car alors les formules (1) n’auraient
aucune signification; la surface serait développable.

Pour appliquer 'équation (2) au probléme qui nous occupe, il
faut faire

= A+ By, V:AQ-I— 32, LV:A3~'T—B3,

Ay, A;, A, désignant des fonctions de « et By, B,, B; des fonctions
de £. On reconnait que I'équation (2) peut étre ramende a ne
contenir que les dérivées de la fonction £ définie par I'équation

A= 1?22 024 w2 = (A; -+ B2+ (A, + Ba)2 + (A -+ By)2.

En effet, cette équation différentiée par rapport & o et a 3 donne
successivement

p oh  du oo ot

601—16—532 ‘1‘95;—.—“0:;&7

i oh Ozc o o N ow
og ~%aog T Vo Vg’

2 h ol ol Jdu Jdu dv dy dw dw
oo e S = s o e b —
0% 0B 0z 103 dx 0B dz 0B vx 03

En tenant compte de ces relations, ’équation (2) prend la forme

92N

Jxog
et il faut, pour qu’elle soit satisfaite, que 'on ait
h = A,+ B,.
On peut donc énoncer la proposition suivante :

Pour obtenir les surfaces a lignes de courbure planes dans

(') Brroscui, Annales de Tortolini, t. 11, p. 135; 183g.
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les deux systémes, on commencera par déterminer les fonctions
de o et de B satisfarsant identiquement a l’équation

(3) (A1 =t B1>2+ <A2+ B2)2 -+ (A3+ 83)2 = (A'++ BQ)Z

Quand ces fonctions seront connues, la surface sera Uenve-
loppe du plan représenté par U’équation '

(4) (A1-=Bpz -+ (A + By)y + (Az3+ By)z = A+ B,

otv A, B désignent deux fonctions nouvelles qui dépendent res-
pectivement de o et de 3. Les lignes de courbure des deux
systémes seront définies par les équations

Al A,y +—Alz=A,

(%) B,z Byy+ Byz=B,

qui ne contiennent chacune qu'une seule des variables o.ou {3 et
représentent les plans de ces lignes.

103. Toute la difficulté du probléme est ramenée, par la méthode
précédente, a la détermination des fonctions les plus générales
satisfaisant identiquement a la relation (3). Or, si 'on différentie
cette équation successivement par rapport a et a Q, on est ramené
a I’'équation plus simple

(6) A} B} + A, B, -+ A, B, = A, B,

dont M. J.-A. Serret a donné toutes les solutions possibles dans
son important Mémoire Sur les surfaces dont les lignes de
courbure sont planes ou sphérigues (Journal de Liouville,
1*¢ série, t. XVIIIL, p. 116). Au lieu de suivre la marche adoptée
par M. Serret, nous nous attacherons a I’équation (3) que nous
écrirons sous la forme

(7) (Ap— B2 (Ap— B2)? + (A3 — B3)* = (A — By)?,

en changeant le signe de toutes les fonctions B.

Cette équation peut étre interprétée géométriquement de la
maniére suivante. Considérons la sphére (S), variable et dé-
pendante du paramétre o, dont le centre a pour coordonnées A,
A, As et dont le rayon est égal, en grandeur et en signe, a A,;
considérons de méme la sphére (S'), dépendante du paramétre 3,

D.— L 9
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dont le centre a pour coordonnées By, B,, B, et dont le rayon est
égal a B,. L’équation (7) exprime évidemment que les deux sphéres
(S) et (S') sont constamment tangentes. 1l faut donc que ces deux
sphéres, envisagées successivement, enveloppent la méme surface
(2). Et, comme cette surface (X) est touchée suivant un cercle par
chacune des spheéres (S), aussi bien que par chacune des spheéres
(S"), il faut que toutes ses lignes de courbure soient circu-
laires.

Nous sommes ainsi ramenés a un probléme bien connu, qui a
été proposé et résolu pour la premiére fois par Dupin (') : Déter-
miner toutes les surfaces dont les lignes de courbure sont cir-
culaires. La solution fournit une surface du quatriéme ordre, la
cyclide de Dupin, dont les normales rencontrent une ellipse et
une hyperbole, qui sont les focales 'une de l'autre et qui con-
tiennent les centres de toutes les sphéres, tangentes a la surface
suivant une de ses lignes de courbure. Cette surface peut dégénérer
soit en un tore, et alors 'ellipse focale se réduit a un cercle, soit en
une surface de troisiéme degré, et, dans ce cas, les deux courbes
focales deviennent des paraboles.

104. Sil'on suppose que l'ellipse se réduise & un cercle, I'hyper-
bole se réduira a une droite passant par le centre du cercle et per-
pendiculaire a son plan. En choisissant le centre du cercle pour
origine des coordonnées et la droite pour axe des z, nous obtenons
une premiére solution de I’équation (7) donnée par les formules
sulvantes :

A= o, A, = o, Az = 2,
B;= cos§, By = sin 3, Bs=o.

|

La surface a lignes de courbure planes correspondante est I'en-

veloppe du plan
(8) az —xcosB—ysinf = f(a)+ o(B).
Les lignes de courbure o = const. sont dans des plans paralléles

z :f’(a’.\)a

(') Durix, Applications de Geéomeétrie et de Mcchanique, p. 200 et suiv.; 1822.
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et, par conséquent, cette premiére classe ne comprend que les sur-
faces moulures déja étudiées (n° 86).

Passons au cas général ou l'une des focales est une ellipse.
Comme on peut multiplier toutes les fonctions A;, B; par un
méme nombre, on pourra prendre, pour cctte focale, les équations

z2

x+12:’ Y=o,

et hyperbole correspondante sera alors représentée par le systeme
x = o, PP v = — 1.

Un point de la premiére courbe sera défini par les formules
(9) z=A,=na, y=A,=o, 5= Az= Ay/1— a,
et, de méme, un point de la seconde par les formules analogues
(10) x = B, = o, y=DBy=8, z:B;,:\/)\—?:\/m.

La surface a lignes de courbure planes, correspondante a ces
valeurs des fonctions A;, B;, sera 'enveloppe du plan

(1) sz — By + (AYiT—a — V=i B2) s = f(a) — o(B),
lorsque o et 3 varieront.

On trouvera de méme, dans le cas ot ’ellipse se réduit & une
-parabole, que la surface correspondante est I'enveloppe du plan

(12) 202 2By 4+ (1 22— B2) 5 = f(2) + 9 (B).

105. En résumé, nous obtenons trois classes de surfaces a lignes
de courbure planes dans les deux systémes. Mais il résulte claire-
ment des raisonnements précédents que la premiére etla troisi¢me
peuvent étre considérées comme des cas limites de la seconde, qui
est définie par la formule (11). Nous allons faire connaitre un
nouveau mode de génération de ces surfaces.

Si Pon différentie successivement par rapport & o et a {3
quation (11), on obtient les deux équations

(13) w— 22— p),
11— =

() = )
Vie B
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qui représentent, nous 'avons vu, les plans des lignes de premiére
et de seconde courbure. Ainsi les lignes de courbure de chaque
systéme sont dans les plans tangents d’un cylindre, et les cylindres
correspondants aux deux systémes ont leurs génératrices perpen-
diculaires.

D’autre part, les deux familles de sphéres considérées aun® 101
ont ici pour équations '

X2 4y 32— gax — oAy 1— a2z -+ of(a) = o,

(15)
x2+y~—~z2—2ﬁ)f———2\/)\’—1\/1 B25 +-20(B)=o0;

les centres de ces sphéres sont situés respectivement sur les deux
focales. D’ailleurs leurs rayons dépendent des fonctions f(a),
©(B) et varient, par conséquent, suivant une loi quelconque. En
appliquant le théoréme du n° 101, on sera donc conduit & la pro-
position suivante :

Pour obtenir toutes les surfaces a lignes de courbure planes
dans les deux systémes, on construira deux familles différentes
de sphéres dont les centres seront assujettis a décrire respec-
tivement deux courbes du second degré, focales l'une de
autre, et dont les rayons varieront suivant une lot quelconque
pour chacune des deux familles. Le plan radical de deux
sphéres (S), (2), appartenant aux deux familles différentes,
enveloppera la surface cherchée. St l’on associe a () et a (S)
les sphéres infiniment voisines (¥'), (8'), le centre radical de ces
quatre sphéres décrira la surface; les plans radicauzx de (S)
et de (S, de (%) et de (¥') seront les plans des lignes de cour-
bure des deux systémes ().

Bien que nos raisonnements aient laissé de c6té le cas des sur-
faces développables, les résultats obtenus comprennent ces surfaces
qui sont, on le reconnaitra aisément, des surfaces moulures formées
par les tangentes d'une hélice tracée sur un cylindre quelconque.

(*) On peut définir la variation du rayon des sphéres de chacune des familles
en assujettissant ces sphéres a étre tangentes 4 une courbe choisie arbitrairement,
située dans le plan de la ligne qui contient leurs centres. Alors on pourra con-
struire géométriquement le plan radical de chaque sphére et de la sphére infini-
ment voisine.
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106. Nous terminerons cetle étude préliminaire des systémes
conjugués en généralisant la proposition donnée au n° 98,
pour le faire d’une maniére précise, nous commencerons par
rappe]ef la définition des caractéristiques d’une équation linéaire
aux dérivées particlles.

Soit
(16) A%-&Bo‘f;ﬁ+c pe A 9% B'gg—;—(]’e:o
une telle équation, ot les coefficients seront des fonctions données
quelconques de o et de 3. Sil’on substitue a ces variables indépen-
dantes les suivantes :

P:?<“7 Q): PlZl!J(a; {3):

I’équation conservera sa forme et deviendra

02, R0 20 90
“om T O dpam T TV o T g, =0
a, b, c ayant les valeurs suivantes :
0p 0p
am A(E) i 5o (3h)
. ()p dp1 | dp 09y ~ dp 0py 0p 0py
() b= w802 98 9 ox ) 2008 05

. ()91 2 0py 0p 091>2

. . . R 020 d°0
Si donc on veut faire disparaitre les deux termes en 921 053
o et p; devront étre deux fonctions différentes satisfaisant alé-
quation
ou ou ou ./ ou
(Ib) 1&<0J> - B()-—oc- (’)_;3"—’—(1 <a*g

On peat énoncer ce résultat de la maniére suivante :

Considérons équation différentielle du premier ordre et du
second degré

(19) A dp2— B dadB + Cda=o,

a laguelle nous donnerons le nom d’équation différentielle
des caractéristiques, et qui se décompose en deux équations
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du premier degré admettant chacune une intéeorale. Soient
L= g

p=9(a, B), p1=14%(a, B)

les deux intégrales ainsi obtenues; il faudra prendre o, oy pour
o \ \
nouvelles variables st l’on veut ramener ’équation en 9 & la

Jforme
020 00 , 00 ,
(20‘) bpidov; -+ a’ O_O 4+ b 091 —+ 0 = o.

i

On voit que la transformation serait impossible si le premier
membre de 'équation (19) était un carré parfait. Mais il résulte
des formules (17) que si I'on prend alors pour
de I'équation (19), 'équation en 0 se réduit & la forme simple (')

I'intégrale unique

020 , 08 , 08
- +a — +b — + 0 =o.
9o 9p 9P

(21)

107. Apres avoir rappelé ces définitions et ces propriétés, reve-
nons aux questions que nous avons en vue, et supposons que
les quatre coordonnées homogénes x, y, z, t ou u, ¢, w, p soient

(*) On peut méme simplifier encore cette équation dés que 'on en connait des
solutions particuliéres; car soient 6,, 6, deux de ces solutions : si l'on prend

2

comme nouvelles variables indépendantes p et le rapport

0'1 ’

67 = Pp
ct si Pon posc

B =06,0,

la fonction ¢ satisfera & une équation de méme forme que U'équation (21)

e +a 0c+b Js +c,6=o0
09,12 1()P 10911 [

Mais, comme cette équation doit admettre les solutions particuliéres

’

S =1, g = Pl’
b, et ¢, seront nuls, et clle se réduira & la forme bindéme
*c a do
g Mo T

Le raisonnement précédent montre d’ailleurs que cette forme n’est pas typique
ct peut étre obtenue d’une infinité de maniéres.
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exprimées en fonction de deux variables o et 3. Sil’on a obtenu,
par un procédé quelconque, une équation de la forme (16) a
laquelle satisfont ces quatre coordonnées, on peut la ramener, par
le procédé que nous avons indiqué, a la forme (20) et l'on re-
connait alors immédiatement que les courbes (p), (p1) tracent sur
la surface un systéme conjugué. Nous pouvons donc énoncer la
proposition suivante :

Quand on a formé, d’une maniére quelconque, une équation
de la forme (16) a laquelle satisfont, soit les quatre coordonnées
ponctuelles, soit les quatre coordonnées tangentielles, les ca-
ractéristiques de cette équation tracent sur la surface un
systéme conjugué.

Une équation de la forme (16), contenant cinq coefficients, n’est
pas déterminée par la condition d’admettre comme solutions par-
ticuliéres les quatre coordonnées ponctuelles, par exemple. Mais,
si 'on ajoute a cette condition celle d’admettre une cinquiéme
solution ¢, tous ses coefficients seront parfaitement déterminés,
ainsi que le systéme conjugué formé par ses caractéristiques. En
ce sens, on peut dire que, a chaque fonction ¢, correspond un
systéme conjugué particulier.

Ainsi, supposons que 'on prenne des coordonnées cartésiennes
z, v, z. L'équation (16), devant alors admettre la solution
= ¢ =1, ne contiendra pas le terme en 0, et tous ses coef-
ficients seront complétement déterminés par la condition qu’elle
admette, en méme temps que x, », 5, une nouvelle solution
particuliére ¢ que nous supposerons exprimée en fonction
de x, y, z, par exemple. Ramenons I’équation a la forme (20)
en prenant comme nouvelles variables les paramétres p, py du
systéme conjugué formé par ses caractéristiques; et soit alors

020 00 9
T A
d2 02y 0p +B()\oi

[y Y

sa forme nouvelle. On aura

:Aﬁ_'_B._‘_
/0
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et les équations analogues en » et z. Si 'on exprime maintenant
02w 02y 023
dp dp1” 0p dp1” dp dps

au moyen des équations précédentes, on trouvera

que ¢ cn est une solution, et si I'on élimine

N
W

-G

dp dp1  0p Opp

|
|

029 dxr Oox 029 [Ox Jy oy oz 020 0z 0
S S oy g - == o ; = o.
dx% 0p 0py ox dy

o
[
=P

=2 dp

0
oy

C’est une relation a laquelle devront satisfaire, en chaque point
de la surface, les tangentes aux deux familles conjuguées.

108. Sil’on prend, par exemple, la valeur suivante de »

© = 2%t y2 - 52,
Ol aura
ox ox | dy dy 0z 0z

dp 0dp; | Op 0a1 | 0p 0py

le systéme conjugué est orthogonal, c’est-a-dire qu’il est formé
des deux systemes de lignes de courbure, ce qui nous conduit au
théoréme suivant :

L’équation de la forme

029 026 026 00 00

Ad_“é +Bm ":"C:()—Fg—2 —FD(T’L —[*E(Tp— == 0O,

dont les coefficients sont déterminés par la condition gu'elle
admette comme solutions particuliéres

z, ¥V, & &x?-A4-y2--3%

x, ¥, 5 désignant les coordonnées cartésiennes orthogonales
d’un point de la surface exprimées en fonction de deux va-
riables quelconquesa et 3, admet pour caractéristiques les deux
Jamilles de lignes de courbure de la surface.

I’application suivante, qui est trés simple, fournit une vérifi-
cation de cette proposition. Prenons comme variables indépen-
dantes deux des coordonnées z et y. L’équation




SYSTEMES CONJUGUES. — LIGNES ASYMPTOTIQUES. 137

devant admettre les solutions particuliéres x et »-, on aura d’abord
== E - 0;

si 'on exprime ensuite qu’elle admet également les deux so-
lutions

0 = 3z, 0::072—%')”24—Z2,
on obtiendra les deux relations

Ar+Bs—+ Ct=o, A(1+ p2) + Bpg + C(1 -+ g?) = o,
ot p, g, r,s, t désignent les dérivées de z, et qui déterminent les
rapports de A, B, C. Léquation cherchée est donc

” 020
[s(r+ g% —tpql 55

020 g
0z Oy +[rpg —s(1--p*)]

2o
oyr 7’

—[r(1+ g2 — (1 + p*)]

et 'équation différentielle de ses caractéristiques fournit]’équation
bien connue des lignes de courbure.

109. La théorie des lignes asymptotiques d’une surface se rat-
tache par les liens les plus éiroits a celle des systémes conjugués.
Silon groupe ceslignes en deux familles distinctes, comme on le
fait pour les lignes de courbure, on peut dire que chacune des
deux familles ainsi obtenues est conjuguée a elle-méme. Par con-
séquent les lignes asymptotiques se conservent lorsqu’on soumet la
surface, soit & une transformation homographique, soit a une trans-
formation par polaires réciproques. Le calcul suivant met d’ailleurs
ces résultats en évidence.

Conservons toutes les notations du n° 96. Soient toujours u, ¢,
s, p les coordonnées du plan tangent, z, y, 5, ¢ celles du point
de contact. On aura, nous I'avons vu, les égalités

é ux -~ vy - wszs -+ pt =o,
?udx+vdy+wdz+pdt:o,

xdu—+ydv-+sdw -+ tdp = o.

138 LIVRE II. — CHAP. IlL.

qui se rapportent & un déplacement quelconque effectué sur la
surface.

Cherchons I’équation différentielle des lignes asymplotiques.
Il faudra écrire que le plan osculateur de ces lignes coincide avec
le plan tangent, c’est-a-dire que le point dont les coordonnées

sont
z+dr+5d*z, y-+dy +%tdy,

se trouve dans le plan tangent. On est ainsi conduit, en tenant
compte des égalités précédentes, a I’équation

23) uwd?x +— v d:y +wd?zs + p d2t = o.
e P

Les identités que 'on obtient en différentiant les deux derniéres
q

équations (22) nous permettent de remplacer 'équation précédente

par une des deux suivantes

(24) dudzx + dv dy + dw dz + dp dt = o

rxd2u + yd2v -+ sd2w + L d¥p = o,
qui lui sont équivalentes.

La premiére de ces deux formules donne immédiatement 1’é-
quation différenticlle des lignes asymptotiques quand la surface
est définie par son équation, soit en coordonnées ponctuelles, soit
en coordonnées tangentielles; mais les formules précédentes (23)
et (24) permettent aussi d’écrire cette équation différentielle si
I’on suppose que les coordonnées soient exprimées en fonction de
deux variables « et 3. Par exemple, si 'on élimine u, ¢, o, p entre
la premiére équation (22), les deux équations (13) du n° 96 et 1'¢-
quation (23), on sera conduit a la relation

| ox OJx
i — - d’=
i oz 08
‘ od oy,
{ Y da ()_{3 o Y
| 0z d_z 72 =%
S 8 d2 z
ot 0dt .
o o8 !

qui constitue I'équation différentielle cherchée. Si I'on développe
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et s1 'on ordonne par rapport a d«, d3, on trouvera
) )

, 0z 0z 2w
du 03 Ou?
Iy 9y Py
Y o 5{3 o0x? do
L% o0s es |V
ox 08  0%?
, o ot o
. dw 08  Ou?
) , 0o 0 e , or 0r o
do 0B 0208 | dn 03 0B2
y X 2y w2y
0% 0B 0%0B Y ox o BT |
-+ 2 do dE - ‘ i a3 —=o.
= 0z 0dz 0%z | 4 0z dz 03
ox 0B 0203 ; dx 08 032
;0L ot ot L, o o
ox 0B 0x03 i ox 03 0B?

L’équation en coordonnées tangentielles est toute semblable et
s'obtiendra en remplacant dans la précédente =z, y, z, ¢ par
Uy ©y 9, P.

Nous pourrions déduire de I'équation précédente la proposition
déja démontrée (n° 98) relativement aux systémes conjugués; car
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux familles de
courbes (a), (P) soient conjuguées, c’est-a-dire pour que les
tangentes aux courbes coordonnées qui passent en chaque point
de la surface divisent harmoniquement ’angle formé en ce point
par les tangentes asymptotiques, est évidemment que le coefficient
de dadp soit nul dans 'équation différentielle (25). Nous re-
trouvons ainsi la condition déja donnée (n° 97).

110. Réciproquement, toutes les fois que ’on connaitra sur unc
surface un systéme conjugué, on pourra écrire 1'équation des
lignes asymptotiques sous une forme qui ne contiendra plus le
rectangle do d3.

Ici se présente une nouvelle occasion d’appliquer la proposition
de M. Koenigs, car si ’on suppose que la droite D qui figure dans
I’énoncé de cette proposition s’éloigne a l'infini paralléelement a
un plan fixe, on reconnaitra que les sections planes, paralleles a

4
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ce plan fixe, ont pour conjuguées les courbes de contact des
cylindres circonscrits a la surface dont les génératrices rectilignes
sont paralléles aux diverses droites de ce plan. Sil’on rapporte les
points de la surface a ce systéme conjugué, I'équation des lignes
asymptotiques ne devra contenir que les carrés des différentielles.

Prenons en effet un systéme de coordonnées cartésiennes z, ), 5
et soient p, g les dérivées de z considérée comme fonction de x et
de y. En supposant que le plan fixe ait été choisi pour plan des

vz, les variables qu’il faudra adopter seront les suivantes :

(26) z=oa, g=0
De I'équation

dz = pdr -+ q dy,
on déduit

d{(z—qy)=pdx —ydg=pds—ydf.
Par conséquent, sil'on pose
(27) z—qy =5,

et si 'on exprime z’ en fonction de « et de {3, I'équation pré-
cédente nous donnera évidemment

~0s o 0z
p = O -9 Y = (—)‘g ’
ou encore
(28) p=pr, ry=—gq,

p' et ¢’ désignant les dérivées de 5’ par rapport a « et a {3.
L’équation différentielle des lignes asymptotiques

dp dz +dgdy = o
deviendra done, avec les variables o et 3,
(29) dp' da — dqg' dB = o,

et, si I'on remplace p/, ¢’ par leurs expressions r’ da + s'df3,
s' do. -+ ¢’ dB, en fonction des dérivées secondes 1, s/, ¢’ de &/, clle
prendra la forme

(30) ¥ dat — ' d8? = o,
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qui, comme nous l'avions prévu, ne contient plus le terme

en do dfB.

111. La forme si simple de cette équation permet d’obtenir un
grand nombre de surfaces dont on pourra déterminer en termes
finis les lignes asymptotiques.

En effet, considérons a la fois une équation différentielle

(31) = )

da?
et équation aux dérivées particlles
(32) r—to(x, §)=o.
Si 'on sait trouver une fonction 3z’ satisfaisant a cette derniérc

équation, on en déduira une surface en remontant a «, ), z par
les formules
v=a, y=—q', s=qy-+3=3—0§q.
Or les lignes asymptotiques de celte surface seraient détermindées
par U'équation
r'da?— ¢'dB? = o,
7 , . , .
et, en remplacant 7 par sa valeur déduite de I'équation (32), on
retrouvera ’équation (3r1). Toutes les fois que ’on saura intégrer
cette équation différentielle en méme temps que I'équation aux
dérivées partielles (32), on aura donc des surfaces dont on
connaitra les lignes asymptotiques.
Supposons, par exemple, que 'on prennc pour la fonction ¢
une constante k2. Les équations finies des deux systemes de lignes
asymptotiques seront

B + ka = const., 8 — ka = const.
L’équation (32) aura pour intégrale générale
3 =F(B+ka)+F (B—Fka),

et les coordonnées z, y, z d’un point de la surface seront données
en fonction de « et de 3 par les formules

X = =z,

y == F (B ko) — Fy (B — ka),
z=F-—B8F +F —Q8F,.
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112. Voici encore une autre application de la formule (25).

Considérons les surfaces pour lesquelles les coordonnées carté-
siennes x, y, 5 sont définies en fonction de deux variables p, g,
par les expressions suivantes :

@ = Alp—ay(p1—ay,
(33) ‘)”:B(PHb)"’(pl——b)",

Z == G(PW, c )I)L(Pl__c>lL'

Je dis d’abord que les courbes (p), (p4) tracent sur ces surfaces
un systéme conjugué. On vérifie en effet que les trois coordonnées
satisfont a I’équation

| 020 o 00
(34) (9_.«1)Wﬂ<n£—”10—31

y )

Il suit de la que, si Von cherche I’équation des lignes asympto-
tiques en appliquant la formule (25), cette équation ne contiendra
pas de terme en dp dp,. En faisant le calcul, on obtient en effet
I’équation différentielle
m(m —1) do? n(n—1)do}
(@—p)b—p)e—p) (a—p)b—pnlc—rp)

(35)

qui s’intégre dans tous les cas par des quadratures, mais dont I'in-
m(m — 1)

w1 oSt

tégrale est algébrique toutes les fois que le quotient
le carré d'un nombre commensurable.
Dans le cas particulier olt 72 est égal & n, on peut éliminer

0, p1 et trouver 'équation de la surface, qui est

1 1 1

<%>Fl<b——c>+ (%)Tn(c_“)’*” <%>’Tl(a~ b)y=(a—06)b-—c)(a—c).

On reconnait les surfaces tétraédrales, dont LLamé a commencé
I'étude dans son Examen des différentes méthodes employées
pour résoudre les problémes de Géométrie, publié en 1818, et
qui, depuis, ont été I'objet des travaux de nombreux géométres,
parmi lesquels il faut citer plus particulicrement M. de la Gour-
nerie. I’équation (35) se réduit alors a celle qui a été intégrée par
Euler et qui donne I’addition des fonctions elliptiques. Parmi les

N

formes si nombreuses que I'on peut donner & son intégrale, nous
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choisirons la suivante
(p—a)(p—a)
‘/&\/w—b)(a—c)
(p—0)(p1—0) (p—c)pr1—c)
"“/ﬁﬁ/ G—ays—o VIV e aye—5) =%

ol a, 3, vy désignent trois constantes arbitraires dont la somme est

nulle.
En changeant légérement les notations, cela donne le résultat
suivant.

Les lignes asymptotiques de la surface tétraédrale

B () (-

sont déterminées par Uéquation

m m m

Vi () VB (5) =vi(3) =o

ot a, 3, v sont trois constantes arbitraires dont la somme est
nulle. Leurs projections sur un des plans coordonnés, le plan
des yz par exemple, ont pour équation (')

¢:‘a:«6(§)g—ﬂ(g)

113. Les formules (33) déterminent un grand nombre de sur-

15‘3

faces différentes; elles conviennent en particulier & la surface de
Steiner pour m = n = 2, a la surface des centres de courbure de
Pellipsoide pour m — 3, n =4, .... Nous remarquerons qu’elles
conservent la méme forme, lorsqu’on substitue les coordonnées

tangentielles aux coordonnées ponctuelles. Soit, en effet,

uX + oY+ wZ —1=o0

(') Les lignes asymptotiques des surfaces tétraédrales ont été déterminées en
premier lieu par M. Lie [voir V'article Ueber die Reciprocitits-Verhdltnisse des
Reye’schen Complexes ( Gottingen Nachrichten, pp. 53-66; 1870)]. La méthode
indiquée ici a été développée par Vauteur dans le Bulletin des Sciences mathe-
matiques, t. I, 17 série, p. 355; 1870.
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I’équation du plan tangent; wu, ¢, & seront déterminés par les trois
équations

ux - vy - wiz =1,
o o oy 0z
U——— —+ P —— == —— == 0O
B dp da ’
dx dy 03
17 P e e =2 O,
. ()|J1 ()91 ()‘31
qui donnent
(O —_— a)[—«m.(‘01 — a)l—n
U = - )

Ala—b)(a —c)
oo (P b)Y (py — b1
B(b—a)(b—c)
(p— c)t=n(pr — e)=r
C(lc—a)(e—0b)

% =

Si, en particulier, on a

m--n=1,

on obtient des surfaces qui coincident avec leur polaire remproquc
par rapport a la surface du second degré

xr2 y2 z2

A(a—b)la—c)  BAb—a)yb—c)  Cle—aje—b)

Dans ce cas encore, I'équation différentielle des lignes asympto-
tiques se réduira a celle d’Euler ().

114. En terminant ce sujet, nous indiquerons, entre la théorie
des lignes asymptotiques et celle des équations linéaires aux dé-
rivées particlles, des rapprochements analogues & ceux qui font
I'objet des n°® 84 et 107. Une famille de lignes asymptotiques
pouvant étre considérée comme un systéme qui est & lui-méme son
propre conjugué, le théoréme du n° 107 nous donne immédiate-
ment le suivant :

St les coordonnées x, v, z, t ouu, v, w, p, considérées comme
des fonctions de o. et de 3, satisfont & une équation linéaire de
la forme (16) pour laguelle les caractéristiques sont confon-

(') On pourra consulter une Note sur les lignes asymptotiques de la surface
des ondes (Comptes rendus, t. XGVIIL, p. 1039; 1883) ou l'on trouvera unc
géndralisation dc la méthode qui est employée dans les derniers numéros de ce
Chapitre.
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dues, les caractéristiques de cette équation tracent sur la sur-
Jace une des deux familles de lignes asymptotiques. En parti-
culier, st elles satisfont ¢ une équation de la forme

20 98 00 o
3§§+Dd—é+L—“+F0—O,

op

les lignes o — const. sont asymptotiques.

(36)

Cette derniére partie de la proposition se vérifie immédiatement,
a D'inspection de l'équation (25), dans laquelle le coefficient de
df3? devient nul, en vertu de 'hypothése.

Toutes les fois que l'on aura une équation linéaire de la
forme (36) et que ’on en connaitra quatre solutions linéairement
indépendantes, le théoréme précédent permettra d’obtenir une
surface sur laquelle on connaitra une des deux familles de lignes
asymptotiques.

D. — I. 10
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CHAPITRE III.

DES SYSTEMES ORTHOGONAUX ET ISOTHERMES.

Division de la surface en carrés infiniment petits. — Systémes isothermes et coor-
données symétriques. — Cartes géographiques. — Résolution du probléme pour
les surfaces de révolution et les surfaces du second degré. — Systémes isothermes

dans le plan.

115. Aprés avoir donné les propriétés les plus simples des
systémes conjugués, nous allons considérer les systémes ortho-
gonaux et particuliérement les systemes a la fois orthogonaux et
isothermes. Nous recherchons d’abord tous les systémes de coor-
données orthogonales permettant de diviser la surface en carrés
infiniment petits.

Soit .

ds? = A2 du? +- G2 dp?
Pexpression de 1'élément linéaire; A et G seront des fonctions
données de w et de ¢

A= f(u, v), C=o0(u, v).

Considérons (fig. 6) quatre lignes coordonnées de chaque
famille : (A), (Ay), (B), (B)), correspondantes aux valeurs

wy, uo—+ duy, uw, u-+du

de u, et (C), (Gy), (D), (Dy), correspondantes aux valeurs

o, Co+dvy, ¢, ¢4 dy

de ¢. Elles déterminent évidemment quatre rectangles infiniment
petits (1), (2), (3), (4). Cherchons s’il est possible de disposer de
du, dv, du,, dy,, de telle maniére que ces rectangles soient towus
des carrés. La considération de chacun d’eux nous donnera les
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relations
J (g, vo) duy = © (1o, vo) dvy,
oy, ¢)dv = f(uy, v)du,,
o, vo) dey = f(u, vo)du,
S, ©)Ydu =ov(u, ¢)dp.

Ces équations, au nombre de quatre, ne contiennent que trois
inconnues, les rapports de du, dv, duy, dv,. L’élimination de ces
rapports conduira a une condition, que lon obtient d’ailleurs
immédiatement en multipliant membre 4 membre toutes les équa-
tions. On trouve ainsi

Qo 00) Fuy 0) _ [, 00) [, ©)

o(ug, vo)o(u, ¢)  olu, vo)@(tty, )

Fig. 6.

(1) (A1)

Donnons dans cette relation a «, et & ¢, des valeurs numériques
quelconques. Elle prend la forme

S, ) O(w)
o (u, v) — 0.(0)’

et, par conséquent, on devra avoir

A= f(u, )= A0 (w),
C=o(u, v)=218;(v),

A désignant une fonction quelconque de w et de ¢.
Si I’on substitue ces valeurs de A etde C dans 1’élément linéaire
?
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on obtient la nouvelle expression

ds? = 22[02(u) du? + 0} (v) de?]
ou, plus simplement,
(1) ds?= 22 (du? + dv?),

en posant
= [0(u)du, o= [6,(0)dp.

Réciproquement, toutes les fois que I'élément linéaire pourra
étre ramené a la forme précédente, la surface, nous le savons
(n°® 63), sera divisible en carrés infiniment petits par les lignes
coordonnées.

116. Nous avons déja rencontré plusieurs surfaces sur lesquelles
il existe des systémes orthogonaux et isothermes: nous allons
maintenant démontrer que 1l'élément linéaire d’une surface
quelconque peut, d'une infinité de manieres, étre ramené a la
forme (1). Pour comprendre la méthode suivante, il suffit de
remarquer que, si I’on substitue & u,, ¢, les variables complexes

%= U+ vy, B = u;— ivg,
la formule (1) se présente sous la forme
(2) ds? =\ da df.

Cela posé, considérons une surface quelconque dont 1’élément
linéaire soit donné sous la forme la plus générale

ds?= B du?-+ 2¥ du dy + G de2.
Posons, pour abréger,

H2 = EG — F2,

et excluons le cas, qui d’ailleurs ne peut se¢ présenter pour des
surfaces réelles, ou EG — F? serait nul et ou I’'élément linéaire
serait un carré parfait ('). On pourra décomposer 1'élément li-

(") L’¢élément linéaire n’est un carré parfait que dans le cas ot la surface est
une développable circonscrite au cercle imaginaire de Pinfini. En effet, supposons
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néaire en deux facteurs et écrire

ds?:<‘/—du+F+lH v><\/ﬁdu~l—li—~_fH dv).

VE E

Si nous égalons & zéro successivement les deux facteurs, nous

aurons deux équations différentielles. Soient

4’(“7 v) = AB

les intégrales de ces équations; elles définiront deux familles de

o(u, v)=a,

lignes imaginaires tracées sur la surface et dont 'arc sera égal a
zéro. On aura, comme on sait,

da = p <\/Edl F—I__ZH V),
VE

— F—:7H
df = v( Edu + ——— dv
Bl )

(3)

o ——_—

que l'on ait
ds* = (mdu + ndv*).

Soit + 7 le facteur ui rend
mdu 4~ ndy
h
une différentielle exacte.
On pourra poser
(1) ds* = lrd3?;

I sera une fonction de B et d’'une seconde coordonnée curviligne « permettant de
définir, avec B, les chffezents points de la surface. Les coordonnées rectangulaires
z, ¥, 5 d’un point quelconque de la surface devront satisfaire aux deux équations

() () () =

(2)
< ox ox ()y ()y 0z 0z

-~ 5 = 0.

0% 0F T ox 98 7 0x 9B

En différentiant la premicére par rapport &4 « et & 3, on obtient

( oxr 'z oy 2y J5 0°%

. gx 0% T 0% 0 T 0z 0w T ¥
| (‘Lw Pz Iy Py |, 95 °F
0% 0203  Ox 0%0F | 0% 0%08

Si Von différentie la seconde des formules (2) par rapport & «, on aura, en tenant
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v et v étant des facteurs convenablement choisis; o, 3 sont évi-
demment des fonctions de « et de ¢ indépendantes 'une de 'autre ;
car leur déterminant fonctionnel

—apviH

est différent de zéro. Si on les prend comme nouvelles variables,
la multiplication des deux formules précédentes nous donnera,
pour I’élément linéaire de la surface, ’expression

ds? = — dx df
1

ou, en changeant les notations,

(1) ds? = 22 da. dB.

compte de la seconde équation (3),

ox O*x dy 0%y 03 0z _

/ - T el L L —
¢ 0% ow 0% dw oo

La comparaison des équations précédentes nous montre que on aura deux solu-
tions différentes des équations homogénes en u, ¢, w

US= 49— - p— =0,
x (e 4

0 da d
uf)iz—: -+ VQ : wg)—z- =0
B8 TVaE T
si 'on prend, soit
w= oz 0= w w=
do — ox’  Ja’
soit
rx @y 05
Y= e A P "= e

On doit donc avoir

Jdz ~ dy ~ 0z’
ox ox Jx
d’ou 'on déduit, en intégrant,
ox oy 03
5 v b m
J®) RN

- (o da’
Si Pon désigne par Iz la valeur commune de ces rapports, on aura
= f(p)a +9(B)
.)/:.f;(la):x', -{«C‘D‘(’lg)’
{ & =/.(B) e +2,(B).

Lcrivons que ces valeurs de &, y, z. satisfont aux équations (2), nous trou-
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Nous aurons souvent & employer le systéme des variables o, 3
qui ont regu le nom de coordonnées symétriques. Dans le cas
d’un élément linéaire réel, on peut évidemment supposer que les
variables o et [ soient imaginaires conjuguées, ainsi que les
facteurs p et v. Supposons, par exemple, que I'on ait obtenu des
fonctions o et w vérifiant la premiére équation (3); si Pon change
{ en — ¢, on voit que les imaginaires conjuguées de o et de 1
donnent une solution de la seconde équation.

117. Supposons que 1'élément linéaire ait été mis de deux ma-
ni¢res différentes sous la forme (4) et que ’on ait a la fois
(5) ds? = W2 do dB = N2 da’ dB'.

Nous allons montrer que cette équation ne peut avoir lieu que
si o, B/ dépendent respectivement d’une seule des variables «, 3.
En effet, si 'on suppose o/, B’ exprimés en fonction des variables

verons
) SR+ fE(R) -2 (R)=o,
SBYe (B) /(B2 (B)+/u(RB)9a(B) = o.

Si 'on ajoute les équations (6), aprés les avoir multiplides par f(8), f,(8),
/>(B) respectivement, on aura

(8) S(B)e +fi(R)y + fo(B)s=Jo 4+ fio, -+ fov,
Si on les multiplie par f’, fy, f2, on trouvera de méme, en les ajoutant,
(R +y B +afs(B)=2/ +9./] + /2

ou, en tenant compte de la seconde équation (7),
. ' 0
(9) 2f (B + 0 f1(B)+ 3/ (B)= g5 (o f + 2. /i + ¢, /)
1y

L’équation (g) s’obtient en prenant la dérivée de I’équation (8) par rapport a .
La surface est donc Penveloppe du plan défini par Péquation (8). Or, d’aprés la
premiére des formules (7), ce plan est tangent au cercle de 'infini.

Les seules surfaces pour lesquelles 'élément linéaire soit un carré parfait sont
donc les développables circonscrites au cercle de linfini. Les arétes de rebrousse-
ment de ces développables sont des courbes dont toutes les tangentes rencontrent
le cercle a linfini et qui satisfont & I’équation

dx® + dy* + dz* = o.
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indépendantes «, 3 et si I'on remplace les différentielles do’, df¥’
par leurs valeurs

oo o’ og’ og’
-d—“(il—l—’agdp, —a—a‘dl"‘}-‘?)*gdp,

I'identité (5) nous donnera les trois équations

ou' df' od’ d_ﬁ_’ —
9% 0% 7 9B o8 T

9

Ox' OB' | ou' OT _ A
o 0B 9B ox M-

IS

La premiére ne peut avoir lieu que si &’ ou 8’ dépendent de la
seule variable o, et, en tenant compte de la seconde, on a les deux
solutions

B =P
@ =5(), §=5u(.

Nous obtenons donc le théoréme suivant:

o = 5:(“),
ou

Lorsqgu’on aura mis U’élément linéaire sous la forme
ds? = Z2da df,
on ne pourra conserver cette forme de l’élément linéaire que

st Pon substitue aux variables «, 3 les variables «', ' déter-
minées par l'un ou Uautre des systémes

.. o' = F(a) g’
20, . ... . o =§(B) g’

i
e,
“w

I

118. Des coordonnées syméiriques on passe immédiatement
aux systémes isothermes. Reprenons, en effet, la formule (4) et
remplacons o, 3 par les expressions suivantes

@ =u -+ v, B=u—iv;

elle donnera
(6) ds? = A2(du? -+ dv?).

C’est la forme de ’élément linéaire qui caractérise les systéemes
isothermes. En appliquant & ces systémes les propositions déja

démontrées pour les coordonnées symétriques, on peut énoncer
les théorémes suivants :

1° Sur toute surface il existe une infinité de systémes ortho-
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gonaux et isothermes. On les obtient par U’intégration com-
pléte de U’équation
' ds? = o.

2 Lorsqu’on a obtenu un systéme isotherme (u, v), on passe
a tout autre systéme isotherme (v, ¢') par Uemplor de U'un ou
Uautre des systémes de formules

IO
{ w0 = f (u—+ iv),
(7) ( uw — 0 = fi(u—iv);
20
(8) u +iv' = flu-— ),

u' - = f1(u -+ i),

et par conséquent la connaissance d’un seul systéme orthogonal
et isotherme tracé sur la surface entraine celle de tous les
autres systemes semblables tracés sur la méme surface.

119. La théorie des coordonnées symétriques et des systémes
isothermes, qu’on peut faire remonter au premier Mémoire (') de
Gauss, publié en 1825, doit son origine & I’étude d’une belle
question de Géométrie pratique, celle du tracé géographique d’une
surface sur une autre, et plus particuliérement sur le plan. La
théorie des cartes géographiques avait été l'objet d’importants
travaux de Lambert, d’Euler, de Lagrange. Comme il est impos-
sible (n° 72) de représenter une portion de la sphére, ou de
toute autre surface non développable, sur le plan, de maniére
a conserver les longueurs des arcs, on s’élait surtout attaché
aux modes de représentation qui conservent les angles, tels
que la projection stéréographique, la projection de Mercator.
Ces modes de représentation ont la propriété fondamentale d’é-
tablir la similitude des éléments infiniment petits qui se corres-
pondent sur les deux surfaces. Si I'on considére en effet deux
triangles correspondants infiniment petits, on pourra les assimiler

(') Gauss, Allgemeine Auflosung der Aufgabe die Theile einer gegebenen
Fldache auf einer andern gegebenen Fliche so abzubilden dass die Abbildung
dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen dhnlich wird (OEuvres complétes,
t. IV, p. 193).
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N

a.deux triangles rectilignes et, comme ils seront équiangles, leurs
c6tés homologues seront proportionnels. Réciproquement, si deux
surfaces se correspondent point par point, de telle maniére que
leurs éléments linéaires soient liés par la relation

ds? = 2 ds'’,

et si I'on considére sur une d’elles une région assez petite pour
que I'on puisse y faire abstraction de la variation de A, les lignes
correspondantes tracées sur les deux surfaces seront dans un
rapport constant; par Conséq_uenl; deux triangles correspondants
infiniment petits seront semblables, et les angles se conserveront
quand on passera d’une surface a ’autre.

On peut établir cette proposition d’'une maniére plus rigoureuse
en cherchant I'angle de deux courbes tracées sur une surface quel-
conque. Supposons que l'on se déplace a partir d’un point de la
surface dans deux directions différentes et désignons par les carac-
téristiques , & les différentielles relatives a ces deux déplace-

ments. Soit
ds?= BE du2—+— 2F du dy + G dv?

Pexpression de I’élément linéaire. Les formules

; ) ox o o
dx:%‘dué—(—xd(). B = L 5w+ —Zov,
u v 0

nous donneront
(9) dx 8z - dydy + dz 8z = L dudu -+ F(dude -+ dv Su) + G dv 3¢

et, par conséquent, l'angle V des deux directions sera déterminé
par la formule
E du 8u + F(du 8¢ -+ dv Su) + G dv 8¢

10 cosV = .
(o) VE du?+ oF dudy + G do? yVE 8u? —+— 2F 8u v + G dp2

On voit qu'il dépend seulement des rapports de E, F, G et
demeure le méme quand I'élément linéaire tout entier est mul-
tiplié par une fonction quelconque de w et de ¢.

120. Comme 1’élément linéaire du plan est réductible a la forme

ds? = da>+ df?,
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le probleme du tracé géographique d’une surface quelconque sur
le plan peut étre formulé comme il suit :

Mettre l’élément linéaire de la surface sous la forme
ds? = A2 (dx? - dB?).

c’est-a-dire déterminer sur la surface un systéme orthogonal et
isotherme.

Et il résulte des développements précédents que, lorsqu’on con-
naitra une solution de ce probléme, on pourra obtenir toutes les
autres sans aucunc intégration.

Nous avons vu que, sur toute surface de révolution, les mé-
ridiens et les paralleles forment un systéme isotherme. On saura
donc résoudre le probléme pour toutes les surfaces de révolution.

Considérons, par exemple, la sphére pour laquelle on a

. . . du? Y
G ds? = du? -+ sin? i dv? — sin? u( —— P2 )
. sin? ¢ /
Posons
du u
— = ka = log tang — o = ky
fsm ©w ) ° °9 e
[:lément linéairc deviendra
) i A2 ek
(12) ds? — 22 (dx? - dy?).

(1 -+ ezhx)2

Si I'on fait correspondre au point (u, ¢) de la sphére le point
du plan dont les coordonnées rectangulaires sont z, y, on ob-
tiendra un mode -de tracé dans lequel les méridiens faisant des
angles égaux seront représentés par des droites paralleles équidi-
stantes, et les paralléles par des droites perpendiculaires aux pré-
cédentes. C’est la projection de Mercator. Elle offre 'avantage,
autrefois trés apprécié pour les cartes marines, de faire corres-
pondre aux loxodromies (courbes qui coupent tous les méridiens
sous un angle constant) des droites de la carte.

Si, au contraire, on posait

du dp u
= —, v = w, pm/{tang;,

sin w e
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1’élément linédaire deviendrait

4 k2

At = ey

(dp?+ p2dw?).

En faisant correspondre au point («, ¢) le point du plan dont
les coordonnées polaires sont g et w, on aura un tracé géographique
dans lequel, aux méridiens correspondront des droites concou-
rantes, et aux paralleles les cercles concentriques du plan coupant
toutes ces droites a angle droit. C'est le tracé que 'on obtiendrait
en faisant la projection stéréographique de la sphére d'un point de
vue placé au pdle.

121. Considérons maintenant une surface du second degré re-
présentée par I'équation

)

xz? oy 57
(13) « T TG

1

= =

On peut la regarder comme une surface tétraédrale (n° 112) et
prendre, pour les coordonnées x, y, 5 d’'un quelconque de ses
points, les expressions suivantes :

'

ala—p)la-—p1)
(a—b)Ya—rc)
/b(b—2)(b— p1)

(+4) =V o=

. Jele—p)c—p1)
\ “*¥/<c~—a><c~b>

2

Nous savons déja que les courbes (p), (py) forment un systéme
conjugué. Ce systéme est aussi orthogonal, car les formules pré-
cédentes permettent de vérifier I'équation

ox ox oy oy dz 0s&
= = 4 L — —— =o.
dp 0pq dp dpy do 0oy
Le systéme (p, p1), étant a la fois orthogonal et conjugué, est
donc formé des lignes de courbure de la surface. Les formules (14)
nous permettent aussi de calculer I’élément linéaire dont on obtient
Pexpression suivante :

-

P1
(a—p)(b—p)c—p) (a—p)(&—2p1)(c—p1)

(15) ds* = P“Pl{ p dp? e ]
i L
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Posons

Vo dp
V(ia—2)(0—p)(c—p)

vV — p1 day
V(e —p)(6—p1)(c—p1)

= do,

= dj,

et la formule (15) deviendra
(16) ds? = °_’;il (da? —+ dB?).

On a donc un systéme orthogonal et isotherme; son emploi
permettra de faire la carte de toute région tracée sur la surface du
second degré (*).

1l résulte du calcul précédent que les surfaces du second degré
sont divisibles en carrés infiniment petits par leurs lignes de cour-
bure. Cette propriété appartient aussi, nous ’avons déja vu, aux
surfaces de révolution.

Remarquons encore une propriété essentielle de 1’élément li-
néaire des surfaces du second degré. Dans la formule (16), p est
une fonction de «, o, est une fonction de 3. L’élément linéaire
appartient donc au type suivant

(17) dsr= [ f (@) — F(B)) (do*+ dB?),

qui se présentera, sous sa forme la plus générale, dans la théorie
des lignes géodésiques.

122. La théorie des surfaces homofocales du second degré con-
duit & un moyen plus élégant que le précédent d’effectuer le tracé
géographique d’une surface du second degré.

Soit

2 2 z2

T T
a—%r T

C_)\¥I:0 (a>b>c>0)

I’équation d’un systéme de surfaces homofocales. Il passera trois
surfaces du systéme par un point quelconque de 'espace; 'une
sera un ellipsoide Correspondant a une valeur p, de A inférieure
a ¢, 'autre un hyperboloide a une nappe correspondant a une va-

(*) On pourra lire, au sujet de cette représentation, le Mémoire de Jacobi,
Ueber die Abbildung eines ungleichaxigen Ellipsoids auf einer Ebene, beil
welcher die kleinsten Theile dhnlich bleiben (Journalde Crelle,t.LIX, p.74;1861).

158 LIVRE II. — CHAP. III.

leur o, de A comprise entre b et ¢, et la troisiéme un hyperboloide

a deux nappes correspondant & une valeur p de A comprise entre
a et b. Par conséquent, o, p;, po constituent un systéme de coor-
données curvilignes, les coordonnées elliptiques de Lamé, propre
a définir tout point de 'espace. On sait que ce systéme est ortho-

gonal ; 'expression de I'élément linéaire est la suivante :

(s = i [(p~m)<p—92) do?

s (f('o)x 52) (p2—p)( )
P1—pP)(P1—P2 9, (P2—pP)(P2—P1 _a
-1 F(or) do? -+ 7(e2) CZ.JZil,

ot 'on a posé, pour abréger,
S(p)=(a—p)(b—p)(c—p).

En y faisant p, = 0, on retrouverait la formule (15).

Le plan z = o correspondrait a 'hypothése p, = c.

D’apreés cela, considérons 'un quelconque des ellipsoides du
systéme orthogonal et faisons correspondre a un point quelconque
(g, p1) de cet ellipsoide le point du plan des xy qui a pour coor-
données elliptiques o/, o} les quantités définies par les deux équa-
tions suivantes :

p—Oa[lO
f \/<a~p><o—b> /b Vie—p)(b—p)c—2p)

2

oy o

J. V(a—p)(b—o))

Vp1— p2dp
Via—p1)(b— PI)(OI—C)

Il résulte de la formule (18) que les éléments linéaires des deux
surfaces sont proportionnels ; ds, ds’ désignant les arcs correspon-
dants sur 'ellipsoide et sur le plan, on aura

2 J—
ds pP—rp1.
RN 7
ds pl— ek

La correspondance établie donne donc un nouveau tracé géogra-
phique de lellipsoide sur le plan, tracé que 'on peut caractériser
en remarquant que, sil’ellipsoide s’aplatit en demeurant constam-
ment homofocal a lui-méme, larégion représentée vient, a la limite,
se confondre avec la carte elle-méme.
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123. Revenons aux propriétés générales des systémes iso-
thermes. Sil’'on connait sur une surface quelconque un seul de ces
systémes, on pourra tracer sur cette surface non seulement les
autres systémes isothermes, mais encore une infinité de systémes
orthogonaux. En effet, la connaissance d’un seul systéme iso-
therme permet de faire la carte de la surface sur le plan avec con-
servation des angles et similitude des éléments infiniment petils.
Par conséquent, a tout systéme orthogonal tracé dans le plan, cor-
respondra sur la surface un systéme orthogonal. Si, de plus, ce sys-
téme est isotherme et divise le plan en carrés infiniment petits,
cette propriété appartiendra au systéme correspondant de la sur-
face qui sera, par conséquent, isotherme.

Il résulte de la que nous pouvons nous borner a étudier sur une
surface plane les questions relatives a la substitution d’un systéme
isotherme a4 un autre. Désignons par X, Y les coordonnées rectan-
gulaires d’un point du plan et posons

7 =X 7Y, Z'—X —iY.

1’¢élément linéaire du plan aura pour expression

(19) dS?2 = dZ dZ’,

et, si I’on désigne de méme par z, 5’ les variables complexes
Z =2+ Ly, F=x -y,

les formules qui permettent de passer au systéme isotherme le plus
général seront

(20) Z=/(=) L'=/fi(s)
ou
(21) Z=Jf(s) L= /fi(5);

st 'on veut que les nouvelles variables z, y soient réelles en méme
temps que les anciennes, il faudra évidemment que les fonctions
J> fi soient, dans les deux cas, imaginaires conjuguées. Pour
étudier géométriquement les formules précédentes, nous les con-
sidérerons comme définissant un mode de transformation qui fera
correspondre & un point m(z, ») un autre point M(X, Y) du
méme plan.
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Nous savons déja que les deux modes de transformation définis
par les formules (20) ou (21) conservent les angles et assurent la
similitude des éléments infiniment petits correspondants. Mais il
y alici une distinction essentielle a faire entre les deux systémes de
formules.

Supposons que le point m décrive une certaine courbe; soit ds
la différentielle de ’arc de cette courbe et w 'angle de sa tangente
avec I'axe des x. Les formules

dax = ds cosw, dy = dssinw
nous donnent

(22) dz = dsei», dz' = dse—i».

Désignons de méme par dS et Q, les quantités analogues relatives
a la courbe décrite par le point M(X, Y). On aura également

(23) dZ = dS efQ, dZ' = dS e—Q.

Reportons-nous maintenant aux formules du premier sys-
téme (20). Elles donnent

dZ — f(s)ds,  dL = fi(s)ds':
d’out 'on déduit, en multipliant,
(24) dS?= f'(z) fi(=") ds?,
et en divisant

(25) e2iQ — j;_? e2iw
Ji(s")

Donc, si 'on considére deux points correspondants 72, M des
deux figures, les tangentes en ces points & deux courbes corres-
pondantes quelconques font entre elles un angle constant; par
suite, & deux courbes de la premiére figure se croisant en m corres-
pondront deux courbes de la seconde se croisant en M et y faisant
un angle, non seulement égal a celui des deux premiéres courbes,
mais ayant aussi le méme sens de rotation. Si le point de la pre-
miére figure décrit une petite courbe fermée autour du point m,
le point correspondant de la seconde figure décrira aussi une
courbe fermée autour de M et, de plus, les deux courbes corres-
pondantes seront parcourues dans le méme sens.
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1l n’en est plus de méme si I'on emploie les formules (21); en
effet, la transformation qu’elles définissent se rameéne a celle qui
correspond aux formules (20), précédée ou suivie d’une rotation
de 180° autour de l'axe des z; par conséquent, dans cette seconde
transformation, les sens de rotation de tous les angles et de tous
les parcours seront changés.

124. Contentons-nous d’étudier les formules (20) et considé-
rons seulement les systémes isothermes réels, c’est-a-dire ceux
pour lesquelsles fonctions f, fy sont imaginaires conjuguées. Nous
pourrons dire alors qu’a toute fonction de 'argument complexe
z correspond un systéme isotherme, et nous aurons la proposition
suivante, dont on fait un fréquent usage :

Les courbes planes qu’on obtient en égalant a des constantes
la partie réelle et la partie imaginaire d’une fonction quel-
conque f(z) de la variable complexe z = x —+ yi forment un
systéme orthogonal et isotherme. De plus la formule

Z = f(z),

qui donne deux équations réelles, définit un mode de transfor-
mation avec conservation de la grandeur et du sens de rotation
des angles.

Considérons, par exemple, la fonction

k2
(26) S(z)= =’
on aura
X+ Yi=f2 220
22— 2
ou
2 — 29
X = Kz Y = — MY

xz—%—yz’

Ce sont les formules de la transformation par rayons vecteurs
réciproques ot on aurait changé » en — y. Cette derniére trans-
formation serait définie par la relation

2

>~

7=

)

‘u\[

D.— 1. 1
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qui se rattache aux formules (21); et elle appartient par conséquent,
comme 'indique le nom d’inversion sous lequel elle est souvent
désignée, au groupe général des représentations conformes qui
changent le sens de rotation des angles et des parcours.

La transformation définie par la formule

azs 4+ b

7 = —"——,
cz+d

ou a, b, ¢, d sont des constantes, se rapproche de I'inversion en
ce qu’elle fait correspondre un cercle & un cercle; mais elle s’en
distingue en ce qu'elle conserve les sens de rotation des angles et
des parcours, c¢’est-a-dire assure la similitude directe des éléments
infiniment petits. Cette transformation joue un réle important
dans les recherches relatives a la théorie moderne des fonctions.
Pour la distinguer de l'inversion, nous lui donnerons dans le
Chapitre suivant le nom de transformation circulaire. Elle sc
rameéne d’ailleurs a celle qui est définie par la formule (26) pré-
cédée et suivie d’une translation; elle peut aussi étre remplacée
par des inversions en nombre pair.

Le théoréme général que nous avons énoncé peut prendre unc
forme nouvelle trés 1mportante. Supposons qu’on l'applique non
plus a f(z), mais a4 log f(z). La partie réelle de ce logarithme est
le logarithme du module de f(z) et la partie imaginaire ’argu-
ment de f(z). On obtient donc cette nouvelle proposition :

Etant donnée une jfonction quelconque de la variable com-
plexe z, les courbes d’égal module et d’égal argument de cette

Jonction forment un systéme orthogonal et isotherme.

125. Les systémes orthogonaux et isothermes définis par les
deux théorémes qui précédent jouent en Physique mathématique
un role trés important. Jindiquerai les applications suivantes.

Soient Az et M deux points, qui correspondentaux valeurs a; et
s de la variable complexe. On a

& — ay = pr el

px désignant la longueur du segment A;M et 0; 'angle que fait ce
segment avec l'axe des z. De méme, pour un point B; corres-
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pondanta la valear b de la variable complexe, on a
5—bp= P,/., eVl ’

o, désignant la longueur de ByM et 8 I'angle de ce rayon vecteur
avec I'axe des x.
Si donc on considére la fonction

n

s ==

1
les courbes d’égal module auront pour équation

P1P2.--Pn
T

e = const.
P1P2--Pn

et les courbes d’égal argument
6, — 0, +0,—0,+...+0,—0), = const.
De la le théoréme suivant, qu’il serait aisé de généraliser :

St l’on considére deux groupes de n péles Ay, Ay, ..., A, et
By, Ba, ..., By, les courbes lieux des points pour lesquels le
produit des distances aux premiers pdles A; est proportionnel
au produit des distances auz n pdles B; ont pour trajectoires
orthogonales les courbes lieux des points d’oit l’on voit les
n segments A;B; sous des angles dont la somme est constante.

Dans le cas ou les deux groupes ne contiendront pas le méme
nombre de poéles, les théorémes seront encore applicables, pourvu
que V'on introduise dans le groupe qui contient le moins de points
un podle multiple situé a l'infini dans une direction déterminée,
mais quelconque.

Par exemple, les cassiniennes, lieux des points tels que le pro-
duit de leurs distances a deux foyers fixes I', F/ soit constant,
admettent pour trajectoires orthogonales les courbes lieux des
points M tels que la somme des angles formés par les rayons vec-
teurs MF, MI” avec l'axe des x soit constante. Ces derniéres
courbes sont des hyperboles équilatéres passant par les foyers
F, ¥

1l suffit, pour le démontrer, de considérerles courbes d’égal mo-
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dule et d’égal argument, relatives a la fonclion

P, 23
&2 —cZ,

126. Considérons maintenant l'intégrale

* da
fo ‘/Cz_zz ’

ol ¢ désigne une constante réelle et positive, et cherchons le sys-
téme orthogonal et isotherme formé par les courbes sur lesquelles
la partie réelle ou la partie imaginaire de cette fonction demeure
constante.

Posons

(27) z = ccos(a—+ B7), Ver — 32 = — ¢ sin(a + Bi);

I'intégrale aura pour valeur o 4 B¢ et les deux familles du systeme
isotherme seront définies par les équations

o = const., B = const.
Soient F, I’ les points du plan ayant pour affixes ¢ et — ¢; M
désignant le point dont I'affixe est 5, on aura
N JPAERN
(28) z—c=FMeM¥Fx, z+c=F MelMF.c
et par conséquent

FM = r = mod(5s — ¢) = ¢ mod{cos(a —+ ) —1] = c[cosBi— cosa],
F'M = 7 = mod(s + ¢) = cmod[cos(a + $7) 1] = ¢[cosBi -+ cosa];

on déduit de ces équations

7+ r'=a2ccosfi,

r'—pr = 2c¢cosa.

On voit que les courbes de la famille () sont des ellipses ad-
mettant pour foyers I, F'; les courbes de la famille () sont les
hyperboles homofocales.

D’autre part, si nous employons, avec M. Weierstrass, le sym-

bole R pour indiquer la partie réelle d’une fonction, 1’équation
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des ellipses sera évidemment

dsz
(‘) 3 Rpyy—————— :‘_‘8;
OLL \/02——,52 |

et leur équation différentielle
1ds
Q(P\_ — = O.
Vzi— o2
I’emploi des formules (22) et (28) nous permet de transformer
cette équation et de lui donner la forme

ds i<w-— MF x+MF .x')
R—=e ? = o,

7

rr

o désignant I'angle de la tangente ala courbe avec I'axe des . On
a donc
PN ,/,\
ks MF x +— MF' =
W=+ —"" """,
2 2
ce qui donne la construction bien connue de la tangente a I'el-
lipse.
Nous terminerons ces applications, que l'on pourrait varier
a I'infini, en prenant la fonction

_ dz ,
/(5 /‘/z(z_c)<3_%>

ot ¢ et k2 désignent deux constantes réelles et positives.

Les courbes obtenues en égalant & une constante la partie réelle
et la partie imaginaire de cette fonction formeront un systéme iso-
therme algébrique que 'on peut définir comme il suit.

Posons :
o)=L,
Ve

on aura

S z= ¢ sn2(a- Bi), 3 = ¢ sn2(a — 37),
) z— ¢ =— c¢ cn2(a—+ @i s — ¢ =— ¢ cn?2(a— B2),
o) e el o == ¢ ont(x= B0

[ s == Ganrpi, & f=— dn(—pi),
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et, par conséquent, sil’on désigne par 7, 7/, 7" respectivement les

distances du point (x, »') aux trois points en ligne droite

C
z=o, z=c, 5 =75

on aura

‘ r= c¢ sn(a—+ B7) sn(a— B7),
(30) = ¢ cn(a--B8¢) cn(a— B7),

C . .
( 7= e dn(«—+ B)dn(a— B7).
Ecrivons les formules bien connues
cnz en(x +a)—+ dnasnzsn(x J.—’a) = cna,

dnzdn(x + a)+ k2cnasnz sn(x + a) = dna,
relatives & 'addition des fonctions elliptiques; s1 nous y substi-
tuons les valeurs suivantes de «x el de x + «
x = o+ B, x+a=u—B1i,
nous trouverons, en lenant compte des formules (30),
" -rdn(287)= ¢ cn(287),

(31) "+ rcen(2fi) = /idn(zﬁi);

(2
Si I'on remplace ensuite x et x + @ dans les mémes formules
par les valeurs suivantes
—r = o+ Bi,

x+a=ax-—f7

elles donneront les deux relations nouvelles

77— rdn(aa) = ¢ cn(2a),
3 :
(32) r—ren(a2a) = %dn(za).

\

Les équations (31) et (32) définissent les deux familles iso-
thermes.

Comme on devait s’y attendre, ces deux familles sont repré-
sentées par la méme équation, mais avec des valeurs différentes de
la constante arbitraire. Elles se composent d'ovales de Descartes
ayant pour foyers communs les trois points

3 o

2 =o, 3 =uc,

I

3]

BN
©




DES SYSTEMES ORTHOGONAUX ET ISOTHERMES. 167

La double équation obtenue pour chaque famille met en évi-
dence une belle propriété des ovales donnée par M. Chasles dans
U'Apercu historigue, p. 352.

I’équation différentielle commune aux deux familles d’ovales
est évidemment

(33) — = =0
\/z(z~—c)<z — %) \/z’(z’——c}(z’—— %)

Elle conduit & une construction géométrique trés simple des

tangentes aux deux ovales qui passent en un point M du plan.
I’angle de 'une de ces tangentes avec I'axe focal sera la moitié de
la somme des angles que font, avec cet axe, les trois rayons vec-
teurs menés du point M aux trois foyers. Cette somme n’étant dé-
finie qu’a un multiple prés de «, la construction donnera bien deux
tangentes rectangulaires.

127. Une famille de courbes isothermes étant définie par une
équation de la forme

A= /f(5) +/f1(5),

le parameétre X de cette famille satisfait a I’équation aux dérivées
partielles

(33)

et, réciproquement, toute fonction X vérifiant cette équation donne
une famille isotherme. Cette remarque permet de traiter la
question suivante :

Proposons-nous de déterminer toutes les familles isothermes
composées de cercles. L’équation d’un cercle écrite avec les
variables z, 5" a la forme

(34) 73 +az-+ b3+ c=o,

et 'on obtiendrala famille de cercles la plus générale en prenant
pour @, b, ¢ des fonctions arbitraires d’un paramétre L. Si l'on
exige que cette famille soit isotherme, il faudra que la fonction
& satisfasse a l'équation (33). On est ainsi conduit, par un
calcul facile, a I'équation de condition

(35) (ab—c)(a"s+ 0"+ c")—(ab' +ba'—c')(a' s+ b5 +c')=o,
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owad,b,cya", b, ¢ désignent les dérivées premiéres et secondes
de a, b, ¢ par rapporta X, et qui doit étre une conséquence de
I’équation (34 ). Comme 1’équation (35) est du premier degré seu-
lement par rapporta z et a 5/, elle doit étre vérifiée identiquement

etl’on a
a” b’ ¢ ab'+-ba—c
a b ¢ ab —c

.

On déduit de 14, en négligeant le dernier rapport et en intégrant,

a= lc + I,

b = mec + my,

l, l,, m, my désignant des constantes. L’équation (34) prendra
donc la forme

535 - lyz 4+ mys +c(lz+mz +1)=0

et représentera nécessairement une famille de cercles passant par
deux points distincts ou confondus. Il est inutile maintenant de
continuer les calculs et de déterminer ’expression de ¢ en fonction
de X; car on sait que toutes les familles de cercles passant par deux
points distincts ou confondus peuvent se déduire par une inversion
d’une famille de droites parall¢les, ou de droites concourantes, ou
de cercles concentriques, et sont, par conséquent, isothermes. De
plus, leurs trajectoires orthogonales, qui sont des cercles, consti-
tuent également une famille isotherme, conjuguée de la premiére.-
Nous retrouverons cette derniére propriété comme cas particulier
d'un théoréme général relatif aux cercles géodésiques tracés sur
une surface quelconque.

Dans ses Mémoires Swur la construction des cartes géogra-
phigues, publiés en 1779 ('), Lagrange a étudié d’une maniére dé-
taillée une belle question que 'on peut maintenant résoudre en
quelques mots. Considérant la Terre comme une sphére ou comme
un sphéroide de révolution, Lagrange se propose de rechercher
tous les tracés géographiques dans lesquels les méridiens etles pa-
ralleles sont représentés par des arcs de cercle. Comme les mé-
ridiens et les paralléles forment deux familles isothermes con-

(1) Lacrance, OFuyres complétes, t. IV, p. 637.
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juguées, les résultats précédents nous conduisent a la proposition
suivante, qui donne la solution compléte du probléme de Lagrange:

Les seuls tracés géographiques pour lesquels les méridiens
ou les paralléles soient représentés par des arcs de cercle sont
ceux pour lesquels ces deux systémes de lignes sont figurés sur
la carte par des arcs de cercle. On obtient tous ces tracés, dans
le cas ot la Terre est supposée spherique, en combinant avec
des inversions planes la projection stéréographique ou la pro-
jection de Mercator.
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CHAPITRE TIV.
REPRESENTATION CONFORME DES AIRES PLANES.

Enoncé du probléme. — Principe analytique sur lequel repose la solution. — Re-
présentation conforme sur la région du plan située au-dessus de 'axe réel d’'une
aire plane a connexion simple limitée par des lignes droites ou par des arcs dc
cercle. — Méthode de M. Schwarz. — Application au triangle plan limité par
trois arcs de cercle et au triangle sphérique.

128. Nous avons reconnu, dans le Chapitre précédent, que 'on
peut faire correspondre a toute fonction Z = f(z) de la variable
complexe z une méthode de transformation avec similitude directe
des éléments infiniment petits et nous avons exposé les propriétés
les plus élémentaires des transformations en nombre illimité que
Pon peut ainsi obtenir. Nous nous proposons maintenant d’étu-
dier, dans un cas assez étendu, la solution du probléme suivant :

L'tant données deuz aires planes (A), (A,), déterminer la
Jonction 1. = f(z) qui permet d’effectuer une représentation
conforme de Uune des aires sur Uautre, de telle maniére qu’a
un point, pris dans Uintérieur de Uune quelcongue des deuzx
aires, corresponde un seul point pris dans Uintérieur de
Uautre, et gi’aux points pris sur le contour de l'une des aires
correspondent les points pris sur le contour de l’autre.

L’examen de cette belle question prise dans son énoncé le plus
général se rattache a la solution des problémes les plus importants
de P’Analyse et de la Physique mathématique. Dans l'article 21
de (') sa Dissertation inaugurale, Riemann a montré qu’il est
toujours possible de la résoudre. La démonstration de Riemann
s’appuie sur un postulatum auquel 'illustre géometre a donné le

(1) Riemany, Gesammelte mathematische Werke, p. 39.
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nom de principe de Dirichlet. Dans différents travaux, et en
particulier dans un article inséré aux Monatsberichte (") de
I’Académie de Berlin, M. Schwarz a établi le théoréme de Riemann
sans employer le principe de Dirichlet; mais la démonstration de
I’éminent géometre n’a pas encore ¢été publiée dans tous ses détails.

On doit aussi a M. Schwarz (2) des recherches trés étendues
relatives au cas, trés important pour la théorie des surfaces mi-
nima, ot les aires planes dont il s’agit d’obtenir une représentation
conforme sont limitées par des arcs de cercle ou des lignes droites.
Nous nous proposons de faire connaitre ici les principes de la mé-
thode de M. Schwarz.

Si 'on peut représenter deux aires planes (A), (A’) sur une
troisieme aire (A”), on pourra évidemment les rapporter 'une a
I'autre avec similitude des éléments infiniment petits. Le probléme
de Riemann peut donc se ramener au suivant :

Représenter une aire quelconque (A) sur une aire déter-
minée (A"); par exemple, sur la surface d’un cercle de rayon
donné, ou sur la partie du plan qui se trouve au-dessus de
Uaze des x.

Le probléme ainsi posé n’est pas encore pleinement déterminé ;
car, si I’on considére, par exemple, la région (K) du plan qui se
trouve au-dessus de ’axe des 2, il est aisé de reconnaitre qu’elle
est applicable sur elle-méme d’une infinité de manieres, avec
similitude des éléments infiniment petits. Désignons, en effer,
par z la variable complexe et considérons la transformation définie
par la formule
az—+b
cz +~d’

(I) 7 =

(*) H.-A. Scuwarz, Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung
gfxﬁz -+ 3—;2-‘ = o unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeits-Bedingungen
(Monat,;berichte der Berliner Akademie, octobre 1870, p. 767).

(®) H.-A. Scuwarz, Ueber einige Abbildungsaufgaben (Journal de Crelle,
t. XX, p. 105-120, 1869).

Ueber diejenigen Fiille in welchen die Gaussische hypergeometrische Rethe
eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt (Journal de
Crelle, t. LXXV, p. 292; 1872).
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ou a, b, ¢, d sont des constantes réelles. Soient z, et Z, les va-

riables imaginaires conjuguées de s et de Z, on aura

azy + b

2oy —
0 csy +d

et, par conséquent
s q )

(ad — bc)(z — z,) .
(cz+d)(czy+d)’

Z—Z():

si le déterminant ad — bec est positif, la transformation, qui fait
correspondre aux valeurs réelles de =z des valeurs réelles de Z,
fera aussi correspondre aux valeurs de z, dont la partie imaginaire
est positive, des valeurs de Z jouissant de la méme propriété; en
d’autres termes, elle constituera une représentation conforme de la
région (K) sur elle-méme. On démontrera aisément, soit par I’Ana-
lyse, soit par la Géométrie, qu’il est toujours possible de trouver
une transformation de ce genre faisant correspondre trois points
donnés de axe des z & trois autres points également donnés du
méme axe, ou faisant correspondre un point donné quelconque
dans l'intérieur de (K) a un autre point également donné dans
Uintérieur et, de plus, un point de I’axe des  a un autre point
pris sur le méme axe.

Si I'on admet, comme il est possible de le démontrer, que la
transformation définie par la formule (1) est la plus générale de
celles qui réalisent la représentation conforme de la région (K)
sur elle-méme, on voit que le probléme de Riemann peut étre
ramené au suivant qui devient parfaitement déterminé :

Etant donnée une aire (A) & connexion simple, la repré-
senter d’une maniére conforme sur la partie supérieure (K)
du plan, de telle maniére qu’a trois points pris sur le contour
de Uaire (A) correspondent trois points donnés de l’axe des x.

129. Désignons par
Z=f(%)

la fonction de l'argument complexe qui donnera la solution du
probléme. Nous allons énumérer les conditions auxquelles elle est
assujettie :

1° Elle doit étre uniforme et continue pour toutes les valeurs
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de z représentées par des points pris a l'intérieur de V'aire (K);
si z, désigne 'une de ces valeurs, elle sera développable dans le

voisinage de la valeur z,, suivant les puissances entiéres et posi-
tives de =z ’

o

2° La dérivée f/(z) ne peut s’annuler pour aucun point 5, com-
pris dans l'intérieur de aire (K); car, si la dérivée s’annulait
pour z = z,, il y aurait, dans le voisinage du point z,, au moins
deux points s pour lesquels la fonction Z aurait la méme valeur,
et, par conséquent, a un point de P'aire (A) correspondraient plu-
sieurs points de l'aire (K), ce qui est contraire a I’hypothése.

Fig. 7.

3° La fonction Z ne doit pas cesser d’étre continue pour les
valeurs réelles de 5, qui sont représentées par des points de I'axe
réel. Seulement, on ne suppose pas que, pour ces points, elle soit
nécessairement développable suivant les puissances entiéres et
positives de 5 — z,; car elle n’est définie, dans leur voisinage, que
pour les valeurs de z dont la partie imaginaire est positive.

4° Enfin z, considérée comme fonction de Z, doit satisfaire aux
mémes conditions que Z considérée comme fonction de z; c’est-
a-dire qu’elle doit étre, dans le voisinage du contour de l'aire (A),
une fonction uniforme et continue de Z, prenant des valeurs
réelles quand le point Z vient se placer sur le contour.

Réciproquement, si une fonction Z satisfait a toutes ces con-
ditions, on démontrera aisément qu’elle donne la solution du
probléme. Plus généralement si, dans une aire quelconque (A), a
connexion simple, se trouve définie une fonction Z uniforme a
I'intérieur de cette aire et satisfaisant aux conditions que nous
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venons d’énoncer, elle fournira une représentation conforme de
(A) sur une aire (A’), a connexion simple comme la premiére,
mais qui pourra, dans certaines parties, recouvrir plus d’une fois
le plan si la fonction Z prend plusieurs fois les mémes valeurs a
Pintérieur de (A) (voir fig. 7). '

Apres avoir indiqué les conditions auxquelles doit satisfaire la
fonction Z, nous allons exposer comment M. Schwarz a donné les
moyens de déterminer cette fonction dans le cas ol l'aire (A) est
limitée par des droites ou par des arcs de cercle.

130. Voici le principe analytique sur lequel repose la so-
lution ().

Considérons une fonction Z de 5 définie seulement pour la
partie supérieure du plan et satisfaisant d’ailleurs a toutes les con-
ditions énumérées dans le numéro précédent. Si la fonction est
réelle pour toutes les valeurs réelles de z voisines d’une valeur
réelle z,, elle sera développable dans le voisinage de z, en une
série ordonnée suivant les puissances entiéres et positives de %/0 et
les coefficients de cette série seront tous réels.

Considérons, en effet ( fig. 8), une aire (U) limitée par le con-

tour Az,BD, comprise tout entiére dans la partie supérieure du
plan, et soit (U’) I'aire symétrique de la premiére par rapport a
I’axe des z. La fonction Z n’est connue, par hypothése, que pour
la partie supérieure du plan. Mais on peut la définir aussi pour la
partie inférieure en convenant qu’'a deux valeurs imaginaires con-

(*) Ce principe a été énoncé et démontré par M. Schwarz dans un article d¢ja
cité (Journal de Crelle, t. LXX, p. 107). Il a été aussi employé par Riemann
dans le Mémoire sur les surfaces minima ( Gesammelte Werke, p. 297).
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juguées de la variable, qui sont représentées par deux points placés
symétriquement par rapport a Oz, correspondent deux valeurs
imaginaires conjuguées de la fonction. Ge prolongement ana-
lytiqgue de la fonction laisse évidemment subsister la continuité
puisque la fonction Z est, d’aprés sa définition, réelle et continue
pour les valeurs réelles de z.

La fonction étant ainsi définie dans I'intérieur des aires (U) et
(U"), considérons les deux intégrales

I f 7 dsz I 7 dz=
P . _7‘7 T - 2
27 )y, R 4 270 )y, B 4

prises le long des contours ABDA, ACBA des deux aires. D’aprés
le théoréme de Cauchy, la premiére de ces intégrales est égale a
f(&) etla seconde est nulle lorsque le point { se trouve a U'intériear
de Vaire (U); si, au contraire, le point { se trouve a I'intérieur de
(U"), le résultat est inverse; la premiére intégrale est nulle et
Pautre est égale a f(§)("). Donc, toutes les fois que le point { se
trouve a l'intérieur de V'aire (U) 4 (U’), la somme des deux in-
tégrales est égalea f({). Mais, si ’on ajoute les deux intégrales, les
parties relatives a la portion commune du contour CAB, étant
égales et contraires, se détruiront mutuellement, et il restera seu-

I 1 dz
3 T ?
aowe,) 53—

prise le long du contour ACBDA. Or on sait, et il est évident,

lement I'intégrale

que cette intégrale est développable en série dans le voisinage de
tous les points & I'intérieur du contour et, en particulier, pour les
valeurs réelles de §, qui sont représentées par les points de la
droite AB.

On aura, en particulier, pour { = z,

Z —7p=a(z—zy)+0(5—3)24+c(5—3))+...,

(1) 11 y a ici une légére difficulté que nous nous contenterons de signaler et
qu’il est d’ailleurs facile de faire disparaitre, tenant a4 ce que 'on applique le théo-
réme de Cauchy & une fonction qui n’est pas supposée développable en série pour
les points du contour. On reconnaitra aisément que le théoréme est encore appli-
cable toutes les fois que la fonction 7(z) est supposée continue dans le voisinage
du contour de Paire.
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et comme a des valeurs réelles de s doivent correspondre des
valeurs réelles de 7, les coefficients a, b, ¢ seront tous réels. Si, de
plus, il arrive, comme dans les exemples que nous allons traiter,
que 5 considérée comme fonction de Z doive satisfaire aux mémes
conditions que Z considérée comme fonction de z, I'équation
précédente, résolue par rapport & 5 — z,, devra donner une série
ordonnée par rapport aux puissances entiéres de Z — 7, ect, par
conséquent, le coefficient a sera toujours différent de zéro.

131. Ce lemme préliminaire étant établi, considérons d’abord
une aire (A) limitée par des lignes droites (L), ..., (L,). Soit
Z, Vaffixe d'un point situé sur une des lignes (L) et soit A=
I’angle de cette ligne avec 'axe réel. Considérons la fonction

(Z . Z())e—ih'rr_

Pour un point Z situé i l'intérieur du contour, elle aura les
mémes propriétés que la fonction Z. Si le point Z se trouve sur la
ligne (L) dans le voisinage de Z,, elle sera réelle, et changera de
signe quand Z passera par la valeur Z,. 11 suit de la que I'on peut
appliquer le lemme démontré au numéro précédent et poser

(3) e— (L —Zy) = (33— 39)p(5— 39),

le symbole p(z — z,) désignant une série, ordonnée suivant les
puissances positives et entiéres de 5 — 5o, dont tous les coeffi-
cients seront réels, le premier d’entre eux étant différent de zéro.
Etudions maintenant la fonction Z dans le voisinage de la va-
leur Z, qui correspond au point de rencontre de deux droites con-
sécutives (L), (Lzyt) (ffg. o) faisant entre elles I'angle ar.
Considérons la fonction Z,— Z; son argument, qui est 'angle de
la droite ZZ, ( fig. 9) avec 'axe réel, varie entre les deux limites

hpw, lgpw—am,

quand le point Z se déplace dans l'intérieur de 'aire et se dirige
de (L) vers (L. ,). Il suit de la que la fonction

1

[(Zo— Z)e—imhr]x

seraréelle et positive sur le coté (L), réelle et négative sur le coté
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(Ligyy) et, d’ailleurs, elle aura les mémes propriétés que la fonction
7 a Pintériecur de I'aire (A). L’application du lemme précédent
nous donnera donc

1
[(Zo— Z)e=immE = (5 — 50)p(5 — 50),

p(s— 3,) ayant la méme signification que précédemment. On
peut encore écrire en élevant les deux membres de 1'égalité a la
puissance «

(4) 7 —7y=elmhi{z — 59)*p(5— 5).
Fig. 9.
(\LA-\—H)
\

~
ol

-
o
7

>Zﬂ
N

\
\\
\(L/I.\

Enfin, pour tous les points a I'intérieur du contour, la dérivée
de Z n’étant jamais nulle, on aura

(5) Z —7y=(5—30)P(z—3),

P(z

dont les coefficients nec sont pas nécessairement réels.

zo) désignant une série analogue a la série p(z — 3,), mais

Il nous reste a considérer le point du contour qui correspond a
la valeur infinie de z. Comme on peut toujours effectuer la sub-
stitution

qui donne une représentation conforme de la portion supérieure
du plan sur elle-méme, ce cas se raméne aux précédents et 'on

)

aura

W=

. ~ elhT
(6) z—2,= " p(
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si le point n’est pas un sommet du contour, et

. el 1

3% z

(

AN |

si le point est un sommet ot les deux cdtés conséculifs se ren-
contrent sous I'angle ar, mesuré toujours dans l'intérieur de (A).

132. Les développements précédents embrassent toutes les hy-
pothéses possibles. Pour éliminer les constantes Z, et 2 qui
changent de valeur quand on passe de 'un a l'autre, considérous
avec M. Schwarz la fonction

d dZ. a
(8) d—zlog—~ = E(35).

On trouvera par un calcul facile :

1° Pour un point a intérieur de I'aire,
(9) E(z)=Pi(5—50);

2° Pour un point pris sur un des c6tés du contour,
(r0) E(z) =pi(s —50);

3° Pour un sommet du contour correspondant & ’angle o=

% -1
(1r1) E(z) = e —— -+ pi1(z — zp),
—Z

P, (5 — 3), p1(5 — 3,) désignant des séries de puissances et les
séries p, (5 — 5,) ayant de plus leurs coefficients réels;
4° Enfin, pour le point correspondant a la valeur infinie de s,

T

(12) E(z)::—§+_apl<l>

Pl Z
si ce point n’est pas un sommet du contour.

Les trois derni¢res formules nous montrent que la fonction
E(z) estréelle pour toutes les valeurs réelles de z et qu’elle peut,
par conséquent, étre prolongée analytiquement d’aprés la mé-
thode indiquée au n° 130. D’ailleurs elle n’a, d’aprés les déve-
loppements précédents, qu'un nombre limité de poles, qui corres-
pondent aux sommets du contour; et elle devientinfiniment petite
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pour s infiniment grand. D’aprés les théorémes connus de la
théorie des fonctions, elle sera donc une fraction rationnelle.
Soient a, b, ¢, ..., [ les valears de z qui correspondent aux
sommets du contour et soient aw, P=w, yw, ..., Mt les angles
formés en ces sommets, mesurés dans l'intérieur du polygone. On
aura
o T 7 7.

(13) E(z) = ,z—a'__ﬂc-‘l—z-og%’

avec la condition
(o —1)= —2,

qui n’est que l'expression analytique du théoréme relatif a la
somme des angles d’un polygone.
L’intégration de I’équation (13) nous donne

Z=0Cf(z—a)yt(z—b)-1.. . (5—IP1ds+C,

C et C/ désignant deux constantes arbitraires réelles ou imagi-
naires. En déplacant l'aire (A) sans changer ni sa forme ni sa
grandeur, on peut ramener l'expression de Z a la forme

(1%) Z=Hf(z—a)y—1(z—b)B...(5—IP}ds,

ot H désigne une constante réelle.

Telle est la formule donnée par M. Schwarz (1) et par M. Chris-
toffel (2).

Comme on peut prendre arbitrairement (n°® 128) les valeurs de =
qui correspondent a trois sommets du polygone, elle contient en
réalité 2 n — 3 constantes. On peut disposer de ces constantes de
maniére 4 obtenir la représentation conforme d’un polygone quel-
conque, mais ce résultat essentiel se déduil seulement du théo-
réme général démontré par Riemann et M. Schwarz sur la repré-
sentation conforme des aires planes quelconques, et nous ne
connaissons aucun travail développé ou se trouve étudiée d’une
maniére générale la détermination des constantes «, b, ¢, ..., {, H
lorsque le polygone est donné.

(') Scuwarz, Ueber einige Abbildungsaufgaben, p. 114; 1864, 1866.
(?) Curmisrorrer, Sul problema delle temperature stazionarie e la rappresen-
tazione di una data superficie (Annali di Matematica, t. I, p. 97; 1867).
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Dans le cas du triangle, dont la forme est déterminée par la
valeur des angles, la solution est évidente. En faisant varier la
constante H, on obtiendra tous les triangles semblables a un
triangle donné et 'on pourra déterminer cette constante de ma-
niére a obtenir I'un quelcongne de ces triangles.

Si le polygone est un rectangle, on aura

a:g::(::a:

1

)

7. deviendra une intégrale elliptique que 1’on pourra supposer ra-
menée a la forme normale

- dz
(15) Z_Hf NI _)

Les c6tés du rectangle seront

a = 2 HK, b = HK/,
K et K’ désignant les intégrales complétes qui entrent dans la
formation des périodes; par conséquent, si I'on pose

TR’ a27h
— ] Q—
g =ce K — ¢ «

le module sera défini par I’équation

Y N e A e A ]
kﬁiwq[(h%qxlfq?))(qu) ’

qui donnera ainsi, dans ce cas particulier, la solution compléte du
probleme.

133. Passons maintenant & 1’examen du cas ou le contour est
composé d’arcs de cercles; nous supposerons, pour plus de net-
teté, que deux cercles consécutifs ne soient jamais tangents.

Comme on peut toujonrs, au moyen de la transformation circu-
laire (n° 124) définie par la formule

6 (lZl -+ b
1 —_

( ) cZi—{-—d’

transformer en une ligne droite un quelconque des cercles qui
composent le contour, et méme deux cercles consécutifs de ce
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contour, nous pourrons appliquer immédiatement les résultats
obtenus au n® 131 et nous voyons que ’on pourra toujours choisir
les constantes réelles ou imaginaires @, b, ¢, d de tclle maniére
que Z, prenne la forme (3) sur un des cdtés, et la forme (4) en
un des sommets du contour. On aura donc pour Z les expressions
sulvantes : '

1° En un point quelconque du contour,

a(z—zy)p(s—zy)+ 0
I Z = —3
(17) c(z3—259)p(3—3,)+d

5° En un sommet ot deux cercles consécutifs font 'angle o,
mesuré dans 'intérieur de 1'aire,

a(z— 30)%p(5—3y)+0b
Z: .
(18) c(5—39)%p(&-—50)t+d’

3° Au point du contour qui correspond a la valeurco de sz,

(19) 7=

(20)

si le point est un sommet ot deux cOtés consécutifs font 'angle am.
4° Enfin, pour un point & U'intérienr de l'aire, on aura, comme
précédemment,

(21) Z—7y=(z—350)P(5— 3).

134. Dans ces différentes formules, a, b, ¢, d désignent des
constantes réelles ou imaginaires, qui ont des valeurs différentes
suivant les développements que l'on considére. Voici artifice
ingénieux par lequel M. Schwarz a éliminé tout ce qui concerne
ces constantes.
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Un calcul facile donne alors

I 1— 2 n
- -+ +—hk+l(z—3))4....
2 (3 — 3¢)> 3 — 3y ( o)

(7 o)
17, 5)=

¢

3° Pour le point du contour correspondant a la valeur oo de 5,
on trouve de méme
h
SZ', =2 4

i = %

™ I'\”

@

si le point n’est pas un sommet et si 'on emploie la valeur de T
correspondante au développement (19). Si, au contraire, le point

. \ 1 1 .
est un sommet, il faut mettre pour T la valeur —,p<~> » ce qul
z* z

donne

11— 2 e k
- = — L
2 z2 33

gZ,zg_:

b

Remarquons d’une maniére générale que, pour tous ces dévelop-
pements, les coefficients sont tous réels. La fonction {Z, s§ est
donc réelle pour toutes les valeurs réelles de 5; elle pourra étre
prolongée analytiquement d’aprés la méthode du n° 130 et sera,
par suite, définie dans toute I’étendue du plan.

. . . . dZ
A 7 4 7 r
4° Enfin, pour un point a lintérieur de (A), la dérivée —= ne

sera jamais nulle et gZ, z% sera, comme 5, une fonction dévelop-
pable pour toutes les valeurs de =.

La fonction SZ, z|{, ayant toutes les propriétés d’une fraction ra-
tionnelle pour les valeurs finies de z, et devenant infiniment petite
pour 5 infini, sera une fraction rationnelle. Soient @y, as, ..., a,
les valeurs de z qui correspondent aux sommets du contour, «,,
“y7, ..., o, les angles correspondants formés par deux cdtés
consécutifs. Sil'on a, pour z = «;,

1 a? hi
= -+
2 (58— a;)? z—

— 2 Y
%Z’ ZE_E—;: (ZI——Z;)Z _Zz —llai’

demeurant finie pour toutes les valeurs finies de z et devenant

—'r-/fg—l—...,

la fonction

infiniment petite pour z infini, sera nécessairement égale a zéro;
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I'on aura, par conséquent,

, (o 1 roT—af Ay
(24) 12, 5)= D1 120

> (53— a;) 53— a;

Sile point du contour, qui correspond a la valeur infinie de z,
n’est pas un sommet, il faudra, nous 'avons vu, que le développe-

. . i

ment dua second membre suivant les puissances de —, commence
1 . , .,

au termc en — > ce qui donnera les égalités

S h; = o,

. \ LT .
(25) ? E(d[h[f — >_(),

\ =[afh; =+ a;(1—a})] = o,

auxquelles devront satisfaire les constantes /27, «;.
Si, au contraire, le point du contour correspondant a la valeur

5 = est un sommet ot 'angle de deux cdtés consécutifs est Sx,
: 1— B2 .

le développement devra commencer par le terme — o °e qui

donnera seulement les deux relations

\ Xh; =o,
(>6) 22<ai]li+l—;a?\):1—282.

135. La valeur de {Z, z!| étant obtenue, la suite des raisonne-

l
ments nous conduit & considérer l’équatlon du troisiéme ordre

(27) 12, 5| =T (2),

et a essayer de I'intégrer.

L’origine etles propriétés de cette équation simplifient beaucoup
la résolution de ce probléme.

En effet, d’aprés le mode de formation de expression §Z, z},
la relation différentielle

{z, z%:{Zi, =
est équivalente a la relation, en termes finis,

aZl—l—b
Z= cZ, +d’
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et, par suite, la connaissance d’une sewle solution particuliére Z,
de ’équation (27) entrainera celle de l'intégrale générale, qui scra
donnée par la formule précédente, ot les constantes «, b, ¢, d
pourront recevoir des valeurs quelconques. Cette propriété si
remarquable de I’équation (27) la rapproche des équations linéaires
et, effectivement, il est aisé de montrer que I'intégration de cette
équation peut étre ramende a celle d’une équation linéaire du
second ordre.
Considérons en effet une équation linéaire du second ordre

0

a0 dt L0 —
TPy 1T

dz?

(28)

ot p et ¢ sont des fonctions données de z, et cherchons I'équation
différentielle a Jaquelle satisfait le rapport

. 0,
2 = .=
(29) 0,
de deux intégrales particuli¢res. On trouvera, par un calcul facile,

, { | 2 7
(30) (2, s{=2q—pr— L

I’équation ainsi obtenue est de méme forme que la proposée (27).
Il suffira de choisir p arbitrairement, de déterminer ¢ par la rela-
tion

(31) 2g —ypt— - =F(s),

et I'intégration de I’équation (27) sera ramenée a ccelle de I'équa-
tion linéaire (28). Sil’on prenait, par exemple, p = o, 'équation
linéaire se réduirait & la suivante :

2

Y
=

(32) LA F(2)0 = o.

]

&

¥

Au reste, on s’explique qu’une certaine indétermination puisse
subsister relativement a ’équation linéaire, puisque le rapport de
deux intégrales particuliéres ne change pas quand on les multiplic
P'une et l'autre par une méme fonction donnée, mais quelconque,
dez.-

L’équﬁtion (32), ainsi que toutes celles que 'on obtiendrait en
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prenant pour p la valeur suivante

r=X

ou les constantes 3; sont des nombres réels quelconques, a tous
ses coefficients et tous ses points singuliers réels; de plus, toutes
ses intégrales sont réguliéres.

Réciproquement, si l'on considére a priort unec équation
linéaire quelconque du second ordre possédant toutes ces pro-
priétés, on peut établir que le rapport de ses intégrales donne la
représenlation conforme sur la partie supérieure du plan d’une
aire plus ou moins complexe limitée par des arcs de cercle.

Marquons en effet sur I'axe réel (fig. 10) les points singuliers

IFig. 10.
- G
)
\\
|
L O VRN
w’ a1 Qz An—1 wn (O]
‘ de 1’¢ 1 i
Ay Aoy oo oo Uy 4, Ay AE | eqllatlon, et soit
7=
0,

le rapport de deux intégrales particuliéres quelconques qui,
d’aprés les hypothéses relatives a I’équation, sont des fonctions
uniformes de z dans I’aire (U) limitée par 'axe réel et par le demi-
cercle wsw’ de rayon infini. Dans chacun des intervalles a, a,,
Ay @3y« ooy Ai_y @y « o, ARy, On pourra obtenir deux intégrales
particuliéres qui seront réelles toutes les deux pour des valeurs
réelles de z. Silon désigne, par exemple, par ¢;_, le rapport de
ces deux intégrales dans 'intervalle a;_, @;, on aura évidemment

i1+ Biogliog

7 = \
Yi—1 —+ Oi—1 i

iay Pii, Yiots Sy désignant des constantes réelles ou imaginaires,
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et comme la variable ¢;_; demeure réelle lorsque le point z décrit
le segment «,_, @;, on voit que le point Z décrira un arc de cercle.
Les arcs de cercles décrits par le point Z qui correspondent ainsi
aux 7 intervalles forment un polygone fermé dans lequel les cotés
consécutifs se coupent sous des angles dont la grandeur est quel-
conque; deux cdtés consécutifs peuvent méme étre tangents quand
les développements des intégrales dans le voisinage d’un point
singulier contiennent des logarithmes. Mais I’examen de tous les
cas, la définition précise de I'aire dont on obtient ainsi la repré-
sentation conforme nous entraineraient trop loin.

Nous nous contenterons de remarquer que 'équation (27) con-
tienl bien le nombre de constantes qui est nécessaire si I'on veut
effectuer la représentation conforme d’un polygone quelconque
composé d’arcs de cercle sur la partie supérieure du plan. En
effet, la fonction F(z) dépend de 3n constantes réelles lides par
les trois équations (235), et, comme d’ailleurs on peut prendre
arbitrairement trois des quantités a; (n° 128), il reste seulement
3n — 6 paramétres réels ; mais il faut leur ajouter six autres para-
meétres réels servant a former les trois constantes imaginaires qui
figurent dans l'intégrale générale de I'équation (27). Le nombre
3n de constantes réelles ainsi obtenu est précisément égal a celui
des paramétres arbitraires dont dépend un polygone formé de
n arcs de cercle.

Il résulte d’une proposition générale, a laquelle M. Schwarz est
parvenu parla méthode la plus ¢légante dans I’article déja cité (1),
que l'on pourra toujours déterminer ces constantes de maniére a
obtenir effectivement la solution du probléme proposé.

136. Proposons-nous, comme application, de déterminer la re-
présentation conforme d’un triangle formé par trois arcs de cercle.
Nous pouvons toujours supposer que les trois sommets de ce
triangle correspondent aux valeurs o, 1, o de z. Solent Aw, prw, vi
les angles du triangle en ces trois sommets. Nous aurons ici

o, 1 1T — A2 a I 1— 12 as
PRSI e S | :

2 2 3 P (I— 3 )* F—1

(') Monatsberichte, p. 768-784; 1870.
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; . . o e 1
et de plus le développement suivant les puissances positives de -
— 2

_—. Cette condition détermine

=2

It
devra commencer par le terme 5

y, s, et I'on trouve

I 1T —A I T— 12 1 22— 2 -2
33" 7. ozl = oL I _r -
(33) % T T 2 2 (1— 3)2 2 Z(1—3)
Or, si 'on considére 'équation
L d%0 . 74|
34 (11— 35) 5 == [y — a+§3»—2—lzi—~—a.80:o,
dz? T ! dsz !

qui définit la série hypergéométrique de Gauss, on reconnait aisé-
ment, en appliquant la formule (30), que le rapport de ses deux
intégrales satisfait a ’équation (33) si on prend

(35) =) w=(r—a— 87 (s

B2

On pourra donc exprimer Z par le quotient de deux intégrales
particuliéres de I’équation (34). Ces intégrales sont bien connues ;
on peut déterminer les variations qu’elles éprouvent quand on suit
un chemin quelconque du plan (') et 'on vérifie qu’elles four-
nissent effectivement la représentation cherchée.

Parmi les quatre systémes de valeurs de «, 3, v déterminés par
les équations (35), choisissons le suivant, par exemple

ol

=51 —A-—um-v),

=

™ R

(36) S (1 — %k —p—v),

v=1—NX,

o

b

L’équation différentielle (34) admet plusieurs solutions parti-
culiéres, parmi lesquelles nous distinguerons les suivantes

g 0y = F(a, 187 s 3),
(37) b= YF(a+1—7v, B+1—v, 2 —7, ),
/ 03 =F(a, B, «a+B3+1—7, 1 —3),

b= —z)—oBF(y—o, v—B8, yv+1—a—f, 1—23),

(1) Kowmer, Ueber die hypergeometrische Reihe (Journal de Crelle, t. XV,
1836).

Goumsar (E.), Sur l’dquation différentielle lineawre qui admet pour intégrale
la série hypergéométrique ( Annales de I’Ecole Normale, 2° série, Supplément
au t. X; 1881).
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ou le symbole I' désigne la série hypergéométrique de Gauss. Si
I’on convient que les arguments de z et de 1 — 5 seront pris égaux
A zéro quand la variable s scra réclle et comprise entre o et 1, ces
intégrales seront déterminées sans ambiguité pour toute la région
supérieure du plan, et les formules que I'on trouvera aux pages 20
et 21 du beau Mémoire de M. Goursat permettront d’en calculer la
valeur pour chaque point de cette région. Elles satisfont d’ailleurs,
dans toute la région considérée, aux deux équations (que l'on
trouvera a la page 28 de ce Mémoire)

8= ab; + 060,

38
(38) 0, = a'0;+ b8,
ot 'on a
_ Ty -—2—28) T T (z+8—7)
“*l‘w )y — )’ b= I'(x)T(B) ’
(39) ‘

, (o — Ty — a— 8 , o —yhe+8-—1)

T T TG ra—p) L Ry (¢ Wi

Ces points étant admis, désignons par C une constante réelle ou

lmaginaire et posons

057

(40) CZ = 2.
6,

) 0, )
Quand =z varie entre o et 1, le rapportei est réel, I’'argument
1

1 . L, .
=+ Le point Z décrit donc un

G
segment de droite OA (fig. 11). Si au contraire le point 5 passe,

de Z est constant et égal a celui de

par la partie supérieure du plan, aux valeurs comprises entre o et
— o, 0, reste réelle, 'argument de 0, devient égal & (1 — ) ou
wh. L’argument de Z augmente donc de =i, et, comme il demeure
encore conslant, le point Z décrit un segment OB ayant son origine
en O et faisant avec OA I'angle .

Supposons maintenant que s passe, par la région supérieure du
plan, aux valeurs comprises entre 1 et -+ . L’intégrale §; est
réelle. Quant a I'intégrale 0,, elle est imaginaire et, comme 'argu-
ment de 1

7 devient égal a — =, celul de ’intégrale est
g ) 8
—m(y—a—3) ou — .

Si donc on pose
% — e“f\U.ﬂ rr’

s
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la variable T sera réelle. En divisant membre & membre les deux
équations (38), on aura

! ! e—IuT
CZ:a+I)e R

@+ be=pET

Si ’on change 7 en — 7 et si I’on désigne par Cq, Z, les imagi-
2 g 0y Lo 2
. . 7 ~
naires conjuguées de C et de Z, on trouvera

. a' - 0 etpnT
CoZy= —- T i
a -+ belp™T
Fig. 11.
By’“ —
// A
P/‘/
0

Il ne reste plus qu’a éliminer T entre les deux équations pré-
cédentes et ’on obtient I’équation

(@' b' CCyZLy~+ ab)(1— e2ipm)
- CZ(ba'¥ibm— ab') - CoLo(abl e2vm— ba') = o,

qui représente I'arc de cercle passant par les points A, B et déerit
par le point Z quand z varie entre 1 et — .
La puissance ¢2 de 'origine par rapport au cercle précédent a
pour expression
I ab

ac, @b

2 =

ou, en remplacant «, b, &', 0’ par leurs valeurs,

1=k =\ [ I— A ,(1——1-———:}.4—» =A==
1 P2(r-=2) I< 2 >1( 2 >1 \ P ->1( 2

= -
GGy I'2(1—2) 1‘<l—é—)\—|—{i-—‘v>1‘<l—i—)\+{J.—!—‘I>1,<l—4—>\-2— p.'—v>]‘(r—-%-~)\——p.——v

2 2

Le calcul de cette puissance ¢2 offre de I'intérét; car, si elle est
positive, il y aura un cercle décrit de I'origine comme centre et
coupant a angle droit le c6té AB, c¢’est-a-dire un cercle orthogonal
aux trois cOtés du triangle OAB. Si, au contraire, elle est négative,
il n'y aura pas de cercle réel satisfaisant a ces conditions.
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Comme les arguments des fonctions T' qui figurent dans la for-
mule précédente sont tous supérieurs a — 1, ces fonctions auront
le méme signe que les variables dont clles dépendent. On reconnait
ainsi que la puissance ¢ sera négative, si I'on a

‘ A= v >,

> A+ 2,

(42) v —i- I
42) <
((L+I>)\—f—‘),

A=+ 1w,

c’est-a-dire si les angles du triangle OAB satisfont a toutes les
relations d’inégalité qui existent entre les angles d’un triangle
sphérique. Au contraire,la puissance ¢2 sera positive siles inégalités
précédentes ne sont pas toutes vérifiées. Ce résultat est bien con-
forme a celui que donne la Géométrie : pour qu’un triangle formé
par trois arcs de cercle 'soit la projection stéréographique d’un
triangle sphérique, il faut et il suffit, comme on sait, que le cercle
orthogonal aux trois cotés du triangle soit imaginaire.

Si, au licu de la variable Z définie par la formule (40), nous
avions choisi la suivante

al -i-b

Li= 7m0

a, b, ¢, d désignant des constantes quelconques, nous aurions
obtenu, au lieu du triangle OAB, un triangle ayant les mémes
angles, mais dont les cOtés auraient été, en général, des arcs dc
cercle; car il se déduit du triangle OAB par une transformation
circulaire quelconque. .

Supposons que les angles %, p., v satisfassent aux relations d’iné-
galité (42) et prenons pour le module de C la valeur

/Gl L2

/

/, 1‘( — A 'U‘f\')p(ii_)f e V>l‘( 1— A\ -Ju‘.':':z\)r( r—h—u. )
/ ¥ 2 \ 2 y 2 2 /

2 \ 2 2

/

/ 1‘(1:1—)\—\— g 1‘(/ T )‘+,,{‘,'1i1)]‘<'+)‘_ p.—!—v')l‘<| YN

¢2 deviendra égal & — 1 et les trois c6tés du triangle OAB seront
orthogonaux au cercle de rayon ¢ ayant I'origine pour centre. On
sait que, dans ce cas, les trois cOtés peuvent étre considérés
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comme la projection stéréographique de trois arcs de grand cercle
tracés sur la sphére de rayon 1 ayant I’origine pour centre. Si donc
on représente, suivant la méthode de Riemann indiquée au n° 30,
la variable Z par un point de cette sphere, les résultats précédents
donnent la représentation conforme de l'aire d’un triangle sphé-
rique sur la partie supérieure du plan. Le sommet de ce triangle
qui correspond & I'angle )= est placé au point le plus bas de la
sphére et diamétralement opposé au pole de la projeclion stéréo-
graphique.
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CHAPITRE V.

DU SYSTEME ORTHOGONAL FORME PAR LES LIGNES DE COURBURE.

Lquation différentielle des lignes de courbure. — Application a la surface
xmyrzl = C. — Formules d’Olinde Rodrigues. — Représentation sphérique de
Gauss. — Equation linéaire dont les caractéristiques sont les lignes de courbure.
— Lignes de courbure des cyclides. — L’inversion conserve les lignes de cour-
burc. — Théoréme de Dupin relatif aux systémes triples orthogonaux.

137. Les propriétés des systémes orthogonaux et isothermes ne
dépendent que de la forme de 1’élément linéaire et se conservent
quand on déforme la surface sans altération deslongueurs des arcs.
Il n’en est plus de méme pour le systéme orthogonal qui est
formé par les deux familles de lignes de courbure. Mais ce systéme
se distingue de tous les aulres par une propriété essentielle; il est
a la fois orthogonal et conjugué, il a un role extrémement impor-
tant dans ’examen d’un grand nombre de problémes relatifs a la
théorie des surfaces et, a tous ces points de vue, il mérite que
nous en fassions des a présent une étude assez détaillée.

Une ligne de courbure peut étre, on le sait, définie par cette
propriété que les normales a la surface en ses différents points
forment une surface développable. L’aréte de rebroussement de
cette développable est évidemment une des développées de la ligne
de courbure, le point de contact de chaque normale avec I'aréte de
rebroussement est le centre de courbure principal correspondant
a la ligne de courbure considérée. Nous allons indiquer d’abord
comment on obtient I'équation différentielle des lignes de cour-
bure.

138. Soient z, ¥, s les coordonnées rectangulaires d’un point
quelconque de la surface considérée, u«, ¢, w des quantités propor-
tionnelles aux cosinus directeurs de la normale en ce point. Les
coordonnées X, Y, Z d’un point quelconque de la normale auront

D. — L 13
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pour expressions
(1) X =z + uh, Y =y -+ o), Z =3+ wl,

A étant une arbitraire dont la variation donnera tous les points de
la normale. Exprimons qu’il existe un déplacement pour lequel ce
point décrit une courbe tangente a la normale; nous aurons
les équations

d(z - ul) _ dly--¢X)  d(z—+wk)

w (% 6%

ou, plus simplement, en retranchant ) des trois rapports égaux,

dx - )Ldu _dy +hdo ds + » dw

(2)

122 9 “w

I’élimination de X nous donnera ’équation différentielle
{

de du u
(3) dy dv v | =o,

ds dw w |

qui est celle des lignes de courbure. n la développant, on trouve

(4) du(vdz—wdy)+ dv(wdr — uwds)+ dw(udy —vdr)=o.

Cette équation détermine les directions des deux lignes de
courbure qui passent en chaque point de la surface; les formules
(2) feront connaitre la valeur de X relative a chaque ligne de cour-
bure, et le centre de courbure correspondant sera alors défini par
les formules (1).

139. On est encore conduit & I’'équation (4), si 'on emploie
une autre méthode qui repose exclusivement sur 'emploi des
coordonnées de la normale. On sait que Pliicker a considéré la
ligne droite comme un élément de 'espace et qu’il 'a définie,
comme on le fait pour un point ou un plan, par des coordonnées.
Nous allons indiquer le systeme de détermination qui conduit aux
calculs les plus symétriques.

Soient

{ bz — cy +a = o,

cx —az-+0 =o




DU SYSTEME ORTHOGONAL FORME PAR LES LIGNES DE COURBURE. 195

les équations d’une ligne droite. On pourra joindre a ces équations
la suivante

(5" ay —bx ¢ = o,
pourvu que ¢ soit déterminé par I’équation
(6) aa’ -+~ bb' —+ cc’ = o.

Les équations (3), (5') représentent les projections de la droite
sur les trois plans -coordonnés. Cette droite est parfaitement dé-
terminée quand on connait les six quantités «, @/, b, 0, ¢, c';
nous dirons que ces six quantités, qui doivent toujours satisfaire
a la condition (6), sont les coordonnées homogénes de la ligne
droite.

Supposons que ces six coordonnées soient des fonclions données
d’un paramétre; la droite engendrera une surface réglée. Pour
que cette surface soit développable, il faudra qu’il existe une
courbe tangente & toutes les positions de la droite; en d’autres
termes, il faudra quel’on puisse déterminer les coordonnées z, y, =
d’un point variable vérifiant les équations de la droite et salis-
faisant aux conditions

(I_r dy ds

« 17 c

Si’on différentie les équations (5) et (5') en tenant compte des
relations précédentes, on trouvera que les coordonnées z, y, =
doivent vérifier les trois équations

5 53db—ydec + da’ = o,
(7)

xdec—zda +— db' = o,

yda—xdb—dc' = o,

qui ne contiennent pas dx, dy, dz. Si on les ajoute aprés les avoir
multipliées respectivement par da, db, dc, on obtient la condition

(8) da da’ — db db" + dc dc' = o,

a laquelle doivent satisfaire les différentielles des coordonnées.
On démontrera aisément que cette condition, qui est nécessaire,
est aussi suffisante; et, quand elle sera remplie, les formules (5)
et (7) feront connaitre, pour chaque valeur de la variable indé-
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pendante, le point de contact de la génératrice avec l'aréte de
rebroussement.

Dans le cas qui nous occupe les équations de la normale sont

X—2 Y—y Z-—z

124 (4 144

Par conséquent, les six coordonnées de la normale sont w, ¢, v
et les quantités o/, ¢/, ¢’ définies par les égalités

vz —wy -+ u = o,
(9) wxr—us -+ ¢ = o,
uy — va + o' = o.

La condition pour que la normale engendre une surface déve-
loppable sera donc exprimée par 'équation

(10) du du' ~ de do' = dw dw' = o,

que 'on reconnaitra facilement étre équivalente a I'équation (4).

140. Proposons-nous, pour donner une application de la mé-
thode précédente, de déterminer les lignes de courbure de la
surface

([ I) .z"”y”zﬂ —_ C’

ouw m, n, p, C sont des constantes quelconques. L’équation diffé-
rentielle de la surface sera

les formules (1) deviendront ici

m )\ n )\ 4 A

X =2 — ) ‘Y:]'——;; 17 = 35—

et les équations (2) nous donneront

L 2 P
) dm()\—.— m> B dy()\-!— - ) B dz<)\+ ]')>

x 4 <

Si nous substituons les valeurs de dx, dy, ds dans 1’équation
différentielle de la surface, mous aurons I’équation du second
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:O,

qui fera connaitre les valeurs de A correspondantes aux deux lignes
de courbure.

Au lieu de faire correspondre a chaque racine de cette équation
la ligne de courbure dont la direction est définie par les formules
(12), on peut considérer la ligne de courbure perpendiculaire. En
désignant par dx, dy, dz les différentielles relatives a cette
seconde ligne, on aura I’équation

. x dx dy zdsz
(11) e L =o0
x2 2 32 ’
A+ = P A+ =
m n P

qui, jointe a I’équation différentielle de la surface, déterminerait
les rapports de dz, dy, dz. Ainsi, pour obtenir les équations
différentielles des deux familles de lignes de courbure, il suffira
de remplacer successivement, dans I’équation (14), A par les deux
racines de ’équation (13).

Ce point étant admis, 'intégration est facile. Multiplions en
effet ’'équation (14) par 2 et ajoutons-lui ’'équation (13) multipliée
par dh. Nous obliendrons ainsi-une différentielle exacte

A r7N = =
[1[77ZL<)\—;-— ]’7;) —!—nL<7\—{— ]7) - P IJ()\—\‘ ;>] = 0,

et, cn Intégrant, nous aurons

- i . x_? m . LZ n L ii ya
I (0 4 N (N (-

« désignant le paramétre de la ligne de courbure. Il faudra, pour
obtenir les deux familles, remplacer successivement A par les deux
racines de 'équation (13). Sil’on remarque maintenant que cctte
équation (13) s'obtient en égalant & zéro la dérivée de I'équation
(15) par rapport & X, on sera conduit au théoréme suivant :

S, dans U’équation (13), on considére u comme une constante

et 'k comme un paramétre variable, les enveloppes des surfaces
représentées par cette équation, correspondantes aux diverses
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valeurs de u, coupent la surface proposée suivant ses lignes de
courbure.

On voit que ces lignes de courbure seront algébriques toules
les fois que la surface proposée le sera, c’est-a-dire toutes les fois
que m, n, p seront commensurables. On reconnaitra de plus, par
un calcul facile, que la famille de surfaces représentée par I’équa-
tion (11) dans laquelle on donne & C toutes les valeurs possibles,
et les deux familles d’enveloppes dont il est question dans I’énoncé
précédent forment un systéme triple orthogonal ().

Supposons, par exemple, que I'on prenne
m=n=-—p=I.

I’équation (11) prendrala forme
(16) 2 _ .

L’équation (13) admettra pour racines

sy (@2 - 22) (% - 525
il en résultera, pour w«, les deux valeurs suivantes

(17) \/l_l': 32 - 2?2 ;’:2—:—7[1
(18) Vil =

3zt — /32 -y

Les surfaces représentées par ces deux derniéres équations sont
les lieux des points tels que la somme ou la différence de leurs

(1) Dans son Mémoire sur les surfaces orthogonales, inséré cn 1847 au Journal
de Liouville (17 série, t. XII, p. 246), M. J.-A. Serret, développant une remarque
de M. Bouquet, a montré, le premier, que les surfaces représentées par ’équation
(11) constituent une des familles d’un systéme triple orthogonal et il a indiqué
les moyens de déterminer les deux autres familles qui comnplétent le sysi¢me,
Mais il n’a développé les calculs que dans les deux cas

m —1, n =1, p =1, et m —1, n=—ri, pP=—1.

La méthode suivie dans le texte est exposée, avec les généralisations qu’elle
comporte, dans un Mémoire sur la Théorie des coordonnées curvilignes et des
systémes orthogonaux publié par Pauteur (Annales de I’Ecole Normale supc-
rieure, 2° série, t. VII, p. 227; 1898).
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distances a 'axe des z et a 'axe des y, c’est-a-dire a deux droites
rectangulaires (ui se coupent, soit constante.
Silon prenait
m=—"n=—p=—1,

les équations des trois familles prendraient la forme

s xyzs = G,
(19)

— 3 3
3V3Vu = (22 -+ wy? -+ w2z2)? (22 4+ w2y? + wz?)?,

3
— (2?2 + w2y - w352)?,

ol

( 3V3VU = (22 + wy? 4+ w?s?)

o désignant une racine cubique imaginaire de I'unité. Ce résultat

est dtv a M. Gayley.

141. Revenons a la théorie générale. Les formules (2) prennent
une forme particuliérement remarquable si 'on suppose que «,
¢, o, au lieu d’étre simplement proportionnels aux cosinus direc-
teurs de la normale, soient égaux & ces cosinus que nous appelle-
rons ¢, ¢/, ¢”. Alors les formules (1) prendront la forme

(20) X =z +¢R, Y=y-+ R, Z —z-+c"R,

et définiront un point de la normale situé a la distance R du pied
de cette normale; cette distance R aura d’ailleurs un signe, elle
devra étre portée dans le sens défini par les cosinus ¢, ¢/, ¢, si
elle est positive, et en sens contraire si elle est négative. Les for-
mules (2) nous donneront les suivantes :

dr+Rde dy+-Rde  ds—+— Rdc

C C C

"

Ajoutons les numérateurs et les dénominateurs aprés les avoir
multipliés respectivement par ¢, ¢/, ¢’, nous trouverons, en tenant
compte de I’équation évidente

cdx + ¢ dy + ¢" dz = o,

que la valeur commune de ces rapports est égale & zéro.
On peut donc écrire les formules suivantes :

(21) dx + Rdc = o, dy +~ R dc = o, dz + Rdc" = o,

qui sont dues & Olinde Rodrigues et qui jouent un réle essentiel
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dans la théorie des lignes de courbure. R désigne le rayon de
courbure principal correspondant a la ligne considérée, et les
coordonnées du centre de courbure correspondant sont définies
par les formules (20).

142. On obtient aussi les équations d’Olinde Rodrigues en fai-
sant usage d’une notion trés importante qui est due a Gauss, celle
de la représentation sphérigue. Envisageons une portion quel-
conque d’une surface donnée et atiribuons un sens anx normales
en tous les points de cette région, en nous attachant a satisfaire a
la condition que les cosinus directeurs ¢, ¢, ¢ de la normale soient
des fonctions continues des deux paramétres qui définissent le
pied de celte normale. Construisons maintenant le point dont les
coordonnées rectangulaires sont ¢, ¢/, ¢”;il appartient évidemment
& la spheére de rayon 1 ayant pour centre l'origine des coordon-
nées, et 'on voit que nous établissons point par point une corres-
pondance entre cette sphére et la surface donnée. A un point M
de la surface correspondra un point 72 de la sphére, a une courbe
de la surface une courbe de la sphére, & une région continue de la
surface une région également continue de la sphére. Ce mode de
correspondance a regu le nom de représentation sphérigue on
d’image sphérique de la surface, et Gauss en a fait usage, nous le
verrons plus tard, pour établir et formuler une des propositions
les plus importantes de la théorie qui nous occupe.

Si nous considérons un point quelconque M de la surface ct
son image sphérique m, il résulte de notre définition que le plan
tangent a la surface au point M est parallele au plan tangent de la
sphére en m; les normales aux deux surfaces sont paralleles, et,
en ce qui regarde leurs sens, on voit qu’au sens positif de la nor-
male a la surface correspond celui de la normale extérieure a la
sphere.

Imaginons que le point M se déplace a partir de sa position ini-
tiale sur la surface et décrive un ¢lément de courbe MM/, le point
m qui lui sert d’image se déplacera a partir de m et décrira un
¢lément de courbe mm’. Cherchons la relation entre ces deux élé-
ments correspondants.

Il est évident d’abord que I'arc mm’ mesure en grandeur 'angle
des normales en M et M’ ou, ce qui est la méme chose, l'angle
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infiniment petit des plans tangents a la surface en ces deux points.
C’est la une premiére propriété trés importante de la représenta-
tion sphérique : elle permet d’étudier géométriquement la varia-
tion du plan tangent.

D’autre part, la tangente mm’ de la sphére et la tangente MM’
de la surface ont évidemment pour conjuguées des droites qui
sont paralléles, puisque les plans tangents aux points correspon-
dants des deux surfaces le sont toujours. Or, dans la sphére, la
conjuguée d’une tangente est perpendiculaire & cette tangente. On
peut donc énoncer la proposition suivante :

Langle des tangentes en m et en M aux deux courbes cor-

respondantes mm' et MM est complémentaire de U’angle formé:

par la tangente & la surface avec sa conjuguée.

Ou autrement :

A une tangente MY de la surface ayant pour conjuguée MT'
correspond une tangente mt de la sphére perpendiculaire a

MT.

Appliquons cette remarque générale aux cas particuliers les
plus intéressants.

Supposons d’abord que MT soit une tangente asymptoticque :
elle coincidera avec sa conjuguée MT’ et sera, par conséquent,
perpendiculaire & son image sphérique. On aura donc I'équation
différentielle des lignes asymptotiques en écrivant que les dépla-
cements correspondants sur la surface et sur la sphére sont per-
pendiculaires. On est ainsi conduit a 'équation

dx dc + dy d¢' + dz de” = o,

que ’on déduit, en effet, de la premiére des formules (24) [ p. 138]
en y faisant ¢ = 1.

Prenons maintenant pour M1 une tangente principale : MT
sera perpendiculaire a MT” et, par conséquent, parallele a m¢; et,
réciproquement, si MT est parallele a m¢, elle sera perpendicu-
laire & sa conjuguée. Ainsi, les tangentes principales sont caracté-
risées par la propriété d’étre paralléles a leur représentation sphé-
rique. En écrivant les conditions de parallélisme, nous retrouvons
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les équations
dr dv dz

= = ’
de dc' dc”

qui sont celles d’Olinde Rodrigues, d’ou 'on aurait éliminé le
rayon de courbure R ().

Nous aurons fréquemment 'occasion d’employer la représenta-
tion sphérique et nous nous contenterons, pour le moment, des
remarques élémentaires qui précédent. Avant de continuer I’étude
générale des propriétés des lignes de courbure, nous indiquerons
comment on peut former leur équation différentielle dans les cas
trés variés qui peuvent se présenter.

143. Supposons d’abord que la surface soit considérée comme
liea de points et que les coordonnées rectangulaires z, y, z solent
des fonctions données de deux parametres o, 3. On pourrait em-
ployer I'équation (4); la méthode suivante conduit au résultat
d’une maniére plus symétrique.

Les équations de la normale au point (x, », z) seront

ox Iy | 0z
(ngkﬁ [ (Y4‘7>£ -;——(Z—~)£~0,
or N e NG -
(X—w)a‘g (Y —» )fTB (7 _‘,)5?- = o,
ou
ox o 0z ar
(o) | X5 vzt — 5,
de Y()f/ ' 03 1
08 Trog o o3 T

en posant, pour abréger,

(23) re=

Exprimons que la normale engendre une surface développable,
c’est-d-dire qu’il existe un déplacement pour lequel un point con-

(*) Voir J. Bertrano, Traite de Calcul differentiel, pp. 665 et 6g7.
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venablement choisi (X, Y, Z) de cette droite satisfait aux

équations
0r dy 0z
_— 2 — 4 — — Z franaet 5
52 dX — ™ dY T2 d o
ox oy 0z
dX = 2% dY + = dl = o.
o8 d o8 d 5 a 0

Différentions les équations (22), en tenant compte des précédentes;
nous aurons

{ ox oy L, 05 or
\X(l(); ; Yd;)z——.—ztlaﬁddx——o,
(24) [ dx oy 0z or

L’élimination de X, Y, Z entre les formules (22) et (24)nous don-
nera I'équation différentielle des lignes de courbure sous la forme
d’un déterminant

0 ()T‘i ()CL “ o8

ox 08 o 08
or or or or
o0 5@ 0% o

et les formules (22) et (24) feront connaitre le centre de courbure
principal correspondant a chaque ligne de courbure.

Le résultat précédent peut étre encore présenté sous la forme
suivante. Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles
de la forme
920 920 920 00,00
pYE ~:—Bam)‘8 +CC7?>_2 —i—A'd—l -+ B 55 =0

)

(26) A

et exprimons qu’elle admet les quatre solutions particuliéres z,
¥, Z, r; nous aurons ainsi quatre équations qui détermineront les
rapports mutuels de A, B, G, A/, B'. I’équation linéaire pourra

’
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méme s’écrire sous la forme d’un déterminant

0?2 026 020 00 00

du? Jdx 03 JBE o ;)“"5

02x 02x 2w ox ox

02 0x08 08T 9x a8

o2y 92y

PrE J% 03 a I B
02z 02z

%2 020B T N

92 r ozp

o2 0% 08 ) ’ T

Il suffit de comparer cette équation au déterminant (25) pour
reconnaitre que l'équation différentielle des lignes de courbure,
ordonnée par rapport a dz, d3, pourra s’écrire

(27) Adp2r—Bdxdl + Cdax? = o,

A, B, C étant les coefficients qui figurent dans I'équation (20).
Nous pouvons donc énoncer cette premicre proposition :

Lorsqi’on aura obtenu, par un procédé quelcongue, ’équa-
tion aux dérivées partielles de la forme (26) & lagquelle satisfon?
a la fois x,y,5 et x*—+ y? + 32, Uéquation différentielle des
lignes de courbure sera donnée par la jformule (27). En
d’autres termes, les lignes de courbure seront les caractéris-
tigues de cette équation aux dérivées partielles.

(est la proposition déja obtenue par une autre voie au n" 103.
14%. Nous rattacherons au résultat qui précéde le théoréme sui-
vant :

Ltant donnée U'équation

020 0 00 .
;)1()3 — 4 (")‘1 —A‘Bd—‘g —7—60,

o A, B, Gsont des fonctions quelconques de «, 3, si l’on en
connelit cing solutions particuliéres liées par une équation ho-
mogene du second degré a coefficients constants, on pourra
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obtenir une surface dont on saura déterminer les lignes de
courbure.

Soient, en effet, 4,, 0,5, ..., 0; les cinq solutions satisfaisant a la
relation homogéne du second degré
(?(0‘1’ 027 637 0#; 0a> = 0.
On pourra, en effectuant sur ces solutions une substlitution

linéaire a coefficients constants, ramener la relation précédente &
la forme

(28) 0 +03 03 —20,0;5=o0.
Faisons dans I’équation en § la substitution
0 = 605;
o satisfera & une équation linéaire comme §, mais cette équation,
devant admettre la solution ¢ == 1, sera de la forme

02g

s
517():3 == z\[ %‘( - }31 5—

et ne contiendra plus le terme en o. Iille admelttra les solulions
particuliéres

. 01 _ 0-) o 0.‘{ . 0"
(29) -Z'—G) _)/——b—); S=5 l*'oﬁa

o
qui sont liées par la relation

x? -2 - 22

2

Donc, en vertu de la proposition démontrée au numéro précé-
dent, la surface lieu du point (x, 5, 5) admettra « et 3 pour para-
melres de ses lignes de courbure.

143. Pour donner une application du théoréme que nous venons
d’établir, nous choisirons I’équation

020 00 o
0pdpy | dp Un; =%

(30) 2(p — p1)
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qui admet la solution particuli¢re
0= AV(e —a)pr—a),

quelles que soient les constantes A, @. Nous allons prendre pour
ces constantes cing systémes de valeurs de la manic¢re suivante :
Posons

Su)=(u—a))(u—az)...(u— ay).

Les cinq solutions 0§; définies par la formule générale

Sla;—p)ai—p)(ar—h)

(31) 05:\/ S (es) . (i=T1,2, ..., 3)
satisferont a 'identité
07 ...+ 0 =0
Prenons
= 61, .272:0), Xy — 03,
I
Z‘;,,:”—j(oi’_{/o‘i), Ty == ]{(63&* 60’)7

R désignant une constante quelconque; les cinqg solutions z; satis-
feront a I'identité (28). Les formules (29) nous donneront ici

( P RO, . RO.{? . Rﬂi
‘ \ T 0, a0 YT 0, i T, - ihy
(32) ) 5 o
2 5 -2 9 % T 95
, :Z,—-w‘—)/— — & = — l{“‘)*,ﬁ7

et définiront une surface rapportée au systéme de coordonnées
curvilignes formé par les lignes de courbure. On peut d’ailleurs
trouver 'équation de cette surface de la maniére suivante

Les équations (32) nous donnent

O, 6, 0y 0, _ 05
z y s x4 — R a2 g2 4 52 R2
R T oRi

D’ailleurs les fonctions 6; satisfont encore a 'identité

=35

Ea;i‘"h‘ -

1=

en les remplagant par les quantités qui leur sont proportionnelles,
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on obtient I’équation cherchée sous la forme

{ z? ' V2 52
\ @ — h as—h - s — b
(33)¢ 22 92 4 52 — R2\ 2 2% - p? 4 52 4+ R2\2
) < 2R ) . < 2R ¢ >
a, — h o ay— h - o

On trouvera de méme les équations qui déterminent chaque
ligne de courbure. En effet, les radicaux 0; contiennent d’une
maniére symétrique les trois quantités /2, p, p,; 'équation précé-
dente devra donc étre encore vérifiée quand on y remplacera /A
par p et par p,. Cette remarque nous conduit immédiatement a la

proposition suivante :

Si, dans Uéquation (33), on considére I comme un para-
metre variable, les surfaces correspondantes a deux valeurs
distinctes de h se couperont mutuellement suivant une ligne de
courbure commune a ces surfaces.

Sil’on chasse les dénominateurs dans I'équation (33), on recon-
naftra que, lc coefficient de 2* étant nul, elle est du troisiéme
degré seulement par rapport a /i; par conséquent, si I'on donne
a /. toutes les valeurs possibles de maniére a oblenir une famille
de surfaces, il y aura trois surfaces de cette famille passant par
chaque point de ’espace. Ces trois surfaces, devant se couper
mutuellement suivant des lignes de courbure communes, seront
nécessairement orthogonales. Ainsi I’équation (33) définit un
systéme triple orthogonal, analogue a celui qui est formé par les
surfaces du second degré, et composé de trois familles représentées
par la méme équation. Sil'on suppose, par exemple, @, a2, a;,
a, réels et rangés par ordre de grandeur, les trois familles corres-
pondront aux valeurs de / comprises enlre «; et a,, entre a, et
s, entre a; et a,.

Les surfaces représentées parl’équation (33) sont du quatrieme
ordre et admettent pour ligne double le cercle de I'infini; elles
ont recu le nom de cyclides.

146. Nous indiquerons maintenant une application d’une autre
nature. Oun sait que l’inyersion, ou transformation par rayons
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vecteurs réciproques, définie, dans le cas le plus simple, par des
formules telles que les suivantes
K2r K2y

(3/ X = —— 1’ = —— —
) 4) x? —%—]’2‘—1—,52 x? —i-)"" g2

fait correspondre une sphére ou un plan a une sphére ou a un
plan, qu’elle conserve les angles, les rapports de similitude des
¢léments infiniment petits. Nouas allons montrer qu’elle conserve
aussi les lignes de courbure.

Considérons, en effet, une surface quelconque (), et soient g,
oy les paramétres de ses lignes de courbure. Nous savons que z,

¥, = satisferont a une équation de la forme

x 26 0 of
(35) o = A 5 B 7,

b

et cette équation se distingue de toutes celles qui seraient rela-
: 5 d ape o . conraté . déry sionalé
tives & d’autres systemes conjugucs par la propricte, dqu ngnalee,
d’admettre aussi comme solution x? -+ »? -+ 3%. Ces quatre solu-
tions de l'équation (35) s’exprunent, au moyen de X, Y, Z, de la
maniére suivante :

K27 K
X2 - Y2 727 Xz Yz 72

I’équation en s admettra les solutions particuliéres
X, Y, Z, 1,
et sera, par conséquent, de la forme

02z s 05
0505 = Mgy B

A ) 71

(36)

Drailleurs 1'équation (35) admettait la solution évidente § =1
et, par conséquent, ’équation (36) admettra, en méme temps que
X, Y, Z, la solution
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Il résulte de la que la surface lieu du point (X, Y, Z) aura p, o4 pour
paremetres de ses lignes de courbure. Ce résualtat est précisément
celul qu’il s’agissait d’établir.

147. On démontre d’ordinaire la proposition précédente en la
rattachant au théoréme de Dupin, relatif aux lignes de courbure
des surfaces qui font partie d'un systéme triple orthogonal. Nous
donnerons, en terminant ce Chapitre, une démonstration nouvelle
de ce théoréme.

Soient

(40) P:f(xa Jf75)7 Plzfl(xa.}'a 5)a PQZfz(%}’,- Z)

les équations de trois familles de surfaces se coupant mutuellement
a angle droit. Si ’on résout ces équations par rapport a z, y, s,
les relations

S dv _ dx Odxr  dy Jdy I3 05
g A i A R il Rt
ox or Ox oy dy dz 0z
(40 R il S SRk T o L
ox 0 ) 3 03z
S v 02 Or Gy gy 05 03
00, c)% 0py 9pa dpy 02s dpy dpa ’

T

ott nous employons le signe S de Lamé pour indiquer une somme
étendue aux trois coordonnées d'un méme point, devront avoir
lieu identiquement. 51 nous différentions la premiére par rapport
a g2, la deuxiéme par rapport a oy, la troisiéme par rapport a o,
nous aurons

dr OJ2x dx Oz

9 9p1 052 D) a1 Jp I

:0)

oxr 02x S 2xr
Jp 091 0pa Opz Op dp, s
ox x| S ox 2x

91 % 0pa " O pz Jpdar
et, par suite,
(42) or oz dr Nz dr N2z
! Op Op1dpa  Nps 0p0px  Wops dpdpy O

7 \ : . b} . 7
D’aprés cela, on voit que I'on aura trois systéemes différents de
D. — 1. 14
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solutions de 'équation en w, ¢, v

oxr . d)/£ 0z o o
- e g g =
dp dp dp ’
si I’on prend, soit
oxr 0 3
lL::)To:a @ == %7 W:T7
soit
ox oy 0z
1w = P = o=
0‘02 ()‘O_)_ ’ 092 ’
soit enfin
022 0?2 023
l(;:—‘r—, [ER— 7‘}/ 5 o = -—— .
()Pl ()lOZ 0?1 df’z ()01 ()97

Ces systémes ne pouvant étre linéairement indépendants, il faut
que le dernier soit une combinaison linéaire des deux premiers
c’est-a-dire que z, y, z soient des solutions particuliéres d’une
¢quation de la forme

. 20 00 n 00
(43) 0—-—~Pl oy 77185 o

{

Les variables o, p» définissent donc, sur la surface (p), un sys-
téme conjugué, et comme, par la nature de la question, ce systéme
est orthogonal, il est nécessairement composé des lignes de cour-
bure. On vérifie, d’ailleurs, aisément que I’équation linéaire (43)
admet aussi la solution particuliere

0 = 22 + y2 + 32,

148. La démonstration précédente conduit a une nouvelle mé-
thode de recherche des systémes orthogonaux. Nous venons de
voir que les coordonnées x, ), z et la somme z2 —- )% 4~ 32 satis-
font & I'équation (43), et il est clair que ces solutions satisfont i
deux autres équations semblables en p, s et py, p. Nous allons mon-
trer, réciproquement, que lorsque trois équations linéaires de la
Jorme

020 08 0f
,‘)ETl()f’Z = m 55; —+ n JPZ’
020 00 00
(44) ( m :””()lTaj_n] 0—9;
020 00 2L}
\ W = /11 ‘)—P - nz()Pi
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admettent trois solutions particuliéres x, y, z en méme temps
que la somme de leurs carrés x* - y? 4 32, le systeme de coor-
données curvilignes défint par les expressions de xz, y, s en
fonction de p, py, 02 est nécessairement orthogonal.

Considérons, en effet, 'une des surfaces coordonnées (p); le
syst¢tme de coordonnées curvilignes (py, p2), déterminé sur cette
surface par les deux autres familles, est formé des lignes de cour-
bure de cette surface; car x, ¥, 5, considérées comme des fonctions
de oy, p2, satisfont, en méme temps que x? -2 4~ 32, 4 la pre-
miére des équations précédentes. Les surfaces des trois familles,
se coupant mutuellement suivant leurs lignes de courbure, seront
nécessairement orthogonales.

149. Pour ne pas traiter ce sujet d’'une maniére incompléte,
nous remarquerons qu'on peut obtenir aisément les coefficients
m, n, ... quand on connait I’expression de I’élément linéaire

ds? = H2 dp? + H} dp? + HE dp3,

dans le systéme orthogonal. Sil’on différentie, en effet, par rapport
y 3 ’ ' P PP

Oox\?  [foyN\?  [/0z\® o,
() + (&) +(5) =m

a ¢, I'équation
HdH oxr O’x

on aura

dor — Wdp 0pdpy

2

et, en remplagant —— par sa valeur déduite de la derniére équa-
° ()P 091
tion (44),

Hd—Ezln2S<d—x>-+nz ()—“Z“()—J::”l"H?'
0‘31

On a donc

Si 'on substitue cette expression et les valeurs analogues
de na, m, n, ... dans les équations (44), on les obtient sous la
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forme
()264 o <I_ f)Hl 00 I ()HQ 00
do1 0ps  Hy dpy dp; Uy dpp 0oy’
(i5) 920 1 9H, 00 1 9OH 09
N 0p2 0o W, 0z 0py, M 0oy 05
020 OH 00 1 ol 90

1
92 0p;  H dmy 05 M,

qui est due a Lamé.

05

\

ETC.
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CHAPITRE VL

LES COORDONNEES PENTASPHERIQUES.

Du systéme de cinq sphéres orthogonales. — Relation avec une substitution li-
néaire orthogonale a cinq variables. — Formules principales relatives aux dis-
tances et aux angles. — Emploi des coordonnées pentasphériques dans la théorie
des lignes de courbure et dans celle des systémes orthogonaux. — Inversion. =
Etude du systéme de deux sphéres. — Les six coordonnées de la sphére com-
parées a celles de la ligne droite. — La transformation de M. Sophus Lie.

150. Dans I’étude des systémes conjugués nous avons vu que
I’emploi des coordonnées homogénes et tangentielles met en
évidence les propriétés projectives et dualistiques qui appar-
tiennent a ces systémes. Sil’on veut, de méme, donner une expo-
sition satisfaisante de la théorie analytique des lignes de courbure,
on est conduit a introduire un systéme particulier de coordonnées
auxquelles nous avons donné le nom de coordonnées pentasplé-
rigues. Nous nous proposons de définir, dans ce Chapitre, ce
systétme de coordonnées et d’indiquer son réle dans la théorie des
lignes de courbure. '

Considérons une spheére quelconque rapportée a des axes rec-
tangulaires

K(r2+y2+ 352)+2Aax+ 2By +— 20z + D =o.

Son rayon p sera donné par la formule

. A2 B2 C2— DK
or= K2 :

La forme quadratique qui figure au numérateur joue un role
fondamental dans la théorie de la sphére. Il est naturel de la ra-
mener a4 une somme de carrés; et, dans ce but, nous écrivons 1’é-
quation de la sphére sous la forme

o X4 y2 4 32— R2 22+ 2+ 32+ R2

(1) 2azx-+2B8y+o2vz-+0-—— R —}—is--——»»—T{
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Si 'on désigne par p le rayon et par z,, ), %, les coordonnées
du centre de cette sphére, on obtiendra les expressions suivantes

de ces quantités

' —aR L. —BR — R
Lo —= " = = — 3 ~ = — .
07T 3+ s LA R
'('Z) ¢
Ry/a2 -+ B2+ 2+ 92+ &2 , 5 5 3
(\::: ‘/ ‘8——}—;,'= > -1'3-'\—’)/5—}—53—92:—1{2

Si la sphére n’est pas réduite & un point, on pourra toujours
supposer que l'on a

(3) a2 B2 2 0222 =g,
et I’expression du rayon prendra la forme simple

) =5
Cette formule donne au rayon un signe déterminé; nous re-
viendrons plus loin sur ce point.
Si I'on substitue dans le premier membre de I'équation (1) les
coordonnées d’un point quelconque, ce premier membre aura
pour valeur

(5) 2,

S désignant la puissance du point par rapport a la sphére consi-
dérée. Remarquons une fois pour toutes que, si la sphére se ré-
duisait & un plan, on aurait

w

8 +iz=o0,
et le premier membre de 1’équation (1) deviendrail égal au double
de la distance du point a ce plan.

Supposons maintenant que ’on considére, en méme temps que
la sphére représentée par ’équation (1), une autre sphére (S') re-
présentée par I’équation semblable

’ 1 ’ 1 —_—
20'x + 28y +...=o.

Solent o’ le rayon et &’ 'z’ les coordonnées du centre de
y y 0 0’ 0




LES COORDONNEES PENTASPHERIQUES. 215
cette seconde sphére. Les formules (2) nous donnent

’

(wo— )2+ (Yo—y0)?+ (50— 5 )2 — p2 — p*
(6) o R2(ad B -y A3 e
(8 -+ £e)(8' +z2)

et, par suite, I’équation

(7) ax’ + BB vy + 08 2 =0

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les deux

sphéres se coupent a angle droit. Cette condition subsiste quand

’une ou 'autre des sphéres se réduit a un plan: sa forme nous
P I )

permettra de donner une théorie trés simple du systéme de cing

sphéres deux a deux orthogonales.

151. Considérons, en effet, cinq sphéres (Sy), (S2), «.., (S;)

de rayons R, ..., R; et écrivons leurs équations sous la forme

N 224 24 32— R2
2052 -+ 2By -+ 25+ Of R
8§ P hk=1,2,...5.
(8) . 224 y24- 52 R2 T
—+ 12 - R = 0,

Nous aurons d’abord, par hypothése,
(9) aj -+ BE+YE+ 0k + k=1,
et de plus, les sphéres étant orthogonales,
(10) ag g =+ BrBar - YaYa = 0404 - 2424 = o,

Ces deux groupes de formules rattachent la théorie du
systeme des sphéres a celle d’une substitution linéaire ortho-
gonale a cing variables. Toute substitution de ce genre fournira
un groupe de cing spheéres orthogonales et vice versa.

On sait que les relations (g) et (10) entrainent comme consé-
quence les suivantes

(r1) R et R e

- «2
(12) oy B+ .+

2
5
asﬁs"—‘ o,

et toutes celles que I’on obtiendrait en remplagant, d’'une maniére
quelconque, « et 8 par «, 3, v, ¢, «.

=1
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On déduit de cette remarque une premiére propriété, fonda-
mentale dans la théorie qui nous occupe. Désignons par Sy la puis-
sance d’'un point quelconque par rapport a la spheére (Sz); le

. ’ - S,‘ M r b
premier membre de I’équation (8) sera R_, Si Von éléve cetle
P

c

cquatlon au carré et si 'on 33011te toutes les equal;lons ainst ob-
tenues, on trouvera, en appliquant les formules (11) et (12),

. Sz \2 2 g2 1 22 R2\2
2<R/A (x R )

1
2 y2 52 R2\2
-+ <M)—L-~—*——

R S 4araqyra g2 = o

Ainsi il existe, entre les puissances d'un point quelconque par
rapport aux cing spheéres, la relation homogeéne

() -

Nous rappelons que, si une des sphéres (Sz) se réduit & un plan
S <A . - (s .
(Pr), EL; doit étre remplacé par 2P, P désignant la distance du

point («, y, z) a ce plan.
Si 'on multiplie de méme le premier membre de ’équation (8)
par oz -+ L&z, on trouve

~ . S
2 (0/.:_1-‘ Zo/c)iil:‘ = — 2R

S
(I/l) R]A =32,

ou encore

en remarquant que, d’aprés la formule (4), on a

R
Ry

~ .
O+ tep =

152. Nous pouvons maintenant définir le sysiéme de coor-
données que nous nous proposons d’étudier. Nous appellerons
coordonnées pentasphériques d’un point les cinq quantités

. < Sk
proportionnelles a ", et nous poserons

(15) p= D R/L
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Comme nous n’emploierons que des équations homogenes, le
facteur » n’aura aucune influence sur les résultats. On trouvera
d’ailleurs, en vertu de la formule (13),

(16) 23+ 23+, ..+ x} = o.

Ainsinos cinq coordonnées seront toujours, comme il fallait s’y
attendre, liées par une relation homogéne. Il est aisé de montrer
qu’il n’y a pas entre elles d’autre relation et que cinq quantités
satisfaisant & I'équation (15) déterminent un point et un seul.

Remarquons en effet que les équations (13) et (14) contiennent
toutes les relations possibles entre les quantités Sy ; car, pour dé-
terminer un point, trois de ces quantités peuvent étre choisies ar-
bitrairement. D’ailleurs, si ’on substitue dans ces relations I'ex-
pression de Si en zg, la premiére se réduit a I’'équation (16) qui
est vérifiée par hypothese, la seconde devient

;.
I — ,)\ — —
(17) 2 R,
ct fait connaitre le facteur de proportionnalité ).
Aureste, on peut obtenir les expressions de x, y, z en fonction
des variables a4 ; il suffit de résoudre le systéme

202 -+ 20y + 2Yi 5
_7;2_'_.)/‘2—}— 32— R2 N Z’Z—!—')/?—f—* 32+ R2 S/L' o
¥ — - —

+ Ok R R R, %

(18) 2

ot l’on donne a 4 les valeurs 1, 2, ..., 5. En ajoutant ces équa-
tions aprés les avoir multiplides soit par oz, soit par B3z, Yz, Sy
g on trouve

. 5
2hr = E Lf ),
1

5 5
. '
(19) 2Ny = E Bras, Ma? 4 y2+ 524 R2) = — /R : SR
1 1

3
9Nz = E 5T e
\ 1

Les deux derniéres équations feront connaitre, par soustraction,

i
!

*(@? 4 2 o 52— R2) = REa/ca“k,
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Je facteur X sous la forme
(20) 2A R =— S(o,+ i)z,

qui est équivalente a I’équation (17); les autres donneront z, y,
s et méme x? —++ 2 4 32 ().

n méme temps qu’un point M dont les coordonnées x, », s et
x sont liées par les formules (18), considérons un autre point
M’ dont nous désignerons les coordonnées par les mémes lettres
accentuées z', 3/, 3z’ et x. On trouvera sans difficulté

2

/ 2 . .
5 M =(x— 22 (y —y' P2+ (5—3)2

Ex/ﬂ‘z‘,/u - sz/;xl/.:

(21)

YV VR T TR N
Ry R,

telle est la formule ui donne la distance de deux points. Si l'on
tient compte des relations identiques entre les coordonnées, on
peut lui donner la forme

(22) MM = (TR )

VWA N ‘Z'/l.
Z Ry a

1} Si Pon voulait se livrer & une étude plus détaillée, il faudrait signaler un
P ) 8

cas d’exception. La formule (13) montre que les cinq rayons satisfont a la rela-
tion

! T
(20), — = 0;
};4 R} ’

si I'on cherche le point pour lcquel on a

T
Zy = i,
on trouvera qu’il est indéterminé et n’est assujelti qu’a unc condition, cclle d'¢lre
dans le plan de linfini.
D’autre part, un point du cercle de Vinfini a une infinité de coordonndes qui
sont déterminées par la formule

ou 7 est quelconque et ou les @, satisfont, en méme temps qu’a ’équation (16),
a la relation
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Lorsque les deux points sont infiniment voisins, on obtient
Pexpression suivante de 1'élément linéaire :

Y dx},
23 ds? = ——=— .
( ) = L\ ?
R,
11 est inutile d’insister sur ’analogie que présentent ces deux
formules avec celles qui se rapportent a la géométrie de Descartes.

133. Proposons-nous maintenant d’établir les relations d’or-
thogonalité dans le syst¢éme des coordonnées ;.

Quand les coordonnées sont fonctions de deux variables o, p,
les courbes (p), (pi) seront perpendiculaires si le coefficient de
dodpy est nul dans I'élément linéaire, c’est-a-dire, d’apreés la
formule (23), dans la somme

Sdx}.

Cette condition se traduit par la relation

ot dek oz
(‘ »‘-l) ()lo 091 i 0’

toute semblable a celle que V'on obtient avec les coordonnées
cartésiennes.

Etant données maintenant deux surfaces par les équations
homogénes

O(Z1y ov.y Ts)= 0, Y(zy, .... x5) = o0,

cherchons la condition pour qu’elles se coupent a angle droit.
Nous remarquerons d’abord les relations suivantes, qu’il est aisé
de vérifier, entre les puissances d’un point par rapport aux cing
sphéres orthogonales

[ oS, IS\ 2 0S,\2. .

| (56)" + (55)" + (52)" =atse+R),
{ \ \ ~

{ 0S; 0Si  0Sg 9Sp  0Sg 9w

(25)

oz ()T-]—().)f dy ' 0dz 0z

= 2(S/¢-—1'— S/g’).

D’apres cela, remplagons dans les équations homogénes des deux

S;

surfaces les x; par les quantités proportionnelles 5

et posons,
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pour abréger,
( \ _()'gdt{)_‘_dc?du‘d;?r)_tp
© Y Z Gn 0w oy oy T 05 0s

On aura évidemment

3 Jdo oL
I ! —_
(¢, 4) _ZZ()S/ d‘ﬁ//( ks Sw);
¢’esl-d-dire, en tenant compte des formules (25)
e oy
G =—
(o 0= Xse 7 ) (Xes)
e , 09 0V
- e F — .
2<ES’” 0b,>< osk> Z{’” oS 0Sy
Puisque les fonctions sont homogénes, on a
0w ob .
Eskds/i_lnf_o, ZS/;ag;v_—ng#O,

et la condition d’orthogonalité prend la forme

(¢, ) = ‘ZR" aS, db/L

ou, en introduisant les quantités xz;,

5
v do oY

oxy o0z
1

Plus généralement le cosinus de I'angle V, sous lequel deux surfaces
se coupent et qui est donné par la formule

(e, )
Ve, 0)(0, )

cosV =

aura pour expression

27) cosV =

154. Avant de continuer I’étude des coordonnées z;, nous indi-
querons leur réle dans la théorie des lignes de courbure.
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Considérons une surface quelconque et supposons que les coor-

données z; d’un point qguelconque de cette surface soient ex-
i I {

primées en fonction de deux variables indépendantes o, 3. For-

mons I'équation linéaire

026 S 026 A Nl L I
();24—])0;-“0?;—(4%2—*\— E—r];()—g—rre——o,

a laquelle satisfont les cinq coordonnées. Nous allons montrer

(28) A

que ses caractéristiques sont les lignes de courbure de la surface.

Si I'on pose, en effet,

0 = LT,

% étant le facteur de proportionnalité qui figure dans les formules
(15) et qui est défini par 'équation (17), I’équation linéaire prendra

la forme
2 )2 N )2 g )
J ° B ik Y Cr—‘rD’————}—11‘,'%?3—:o;
C

0
A o2 o 08 B ()‘@ 07

d’ou le terme en o a disparu, puisque X, étant une fonction linéaire
des z;, est une solution particulié¢re de I’équation (28). L’équation

v . . x; Sy . )
en o, admettant les cinq solutions 5= ou &= qui sont des fonctions
\ R

linéairement indépendantes de z2+ )2+ 3%, x, », 7, 1, devra
admettre comme solutions particuliéres les mémes fonctions

1, », ¥, 5, XA yr--zi

Ce sera donc P’équation considérée au n® 143 et dont les carac-
téristiques sont les lignes de courbure. Les caractéristiques de
Iéquation en o étant les mémes que celles de 1'équation en §,
notre proposition est démontrée. On en déduit immédiatement la
conséquence suivante, qui revient au fond au théoréme du n° 144.

Si Uon connait cing solutions particuliéres z,, ..., x5 d’une
équation linéaire
026 29 0t

lides par la relation
>z} = o,

les quantités x; sont les coordonnées pentasphériques d’un
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point d’une surface pour laquelle o et 3 sont les paramétres
des lignes de courbure.

De méme le théoréme relatif aux systémes orthogonaux, donné
au n° 148, recevra 'expression nouvelle qui suit :

L'tant données trois équations linéaires

20 o8 0 6
092 091 = 091 —+- n 092 +—=pu,
020 00 00
(3()) (‘ m = 7711—()—‘——92 ~- I’le? +])10,
20 _ o0 b
dpd‘ol'_nzdpﬁ« > 00, P27

st Uon en connait cing solutions particuliéres x; satisfaisant «
la condition
Sz} = o,
elles pourront étre regardées comme les coordonnées penta-
sphériques d’un point de l'espace, et o, p,, o2 seront les para-
metres de trois familles de surfaces se coupant mutuellement
3 4
angle droit (V).

Considérons en particulier les trois équations

026 00 08

2(91— \52) dpl oo — ‘%‘1— — a—pz = 0,
020 06 00
(310) ?A(PZ_P)Wfﬁﬁ T
S RO S S
S Pr T F R

qui admettent la solution commune

0= AvV(a—p)la—p)(a—pa);
st ’on pose

(32) flu) =(u—ap(u—a)...(t—ay),

(") G. Darpovx, Memoire sur la Théorie des coordonnees curvilignes et des
systémes orthogonaux (Annales de l’Ecole Normale, 2° série, t. VII, p. 297;
1878).
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les cinq solutions définies par la formule générale

o Slai—p)(ar—p)(ai— pa) Sy -
(33) x; == 7l (t=1,2...,5)

salisferont & 1'identité
E:I?:Z — O.

Les formules (33) détermineront par conséquent un systéme
triple orthogonal. Les surfaces qui le composent et qui ont recu
lenom de cyclides ne sont autres que les transformées parinversion
de celles quiont été définies au n°® 145; elles sont représentées par
P’équation unique

2

(31) E—"dzo,
cl[*)\

ot 'on remplacera A successivement par g, oy, 2. Au reste, on
vérifie immédiatement, en appliquant la condition d’orthogonalité
(26), que deux surfaces correspondantes a deux valeurs différentes
de % se coupent mutuellement a angle droit. En se servant des
formules (33), on trouvera la formule

7 9 (\ — P ) v ‘2 7.9
1 chx/—., = }(i) dp?

(1= p)(o1 = 22) yo , (22—

S(e1)

— 1)

(35) 5
o

dz

fSIe)

3

2
)

.
(p
!

)
(

~|o

jui permet d’obtenir ’expression de 1’élément linéaire dans le sys-
quip 3
téme orthogonal considéré. La formule (23) nous donnera

L2 sz — (B —p2) 5,

(36) 5 S(p) ‘
( (Ol'—o)<ﬁl_\2)(lofz 4’—(‘02 ‘—O>(A7_J1) 32
JS(e1) e S (pa) 2

M ayantl pour valeur

o —_— S (ap—p)(ar —p1)(ar—pa)
(J//) )]—ZEE\/ /’(a/,)
1

Si I’on fait, en particulier, o, = const., on obtient I’élément
7 > 0 ?

linéaire d’une des cyclides qui composent le systeme sous la

’
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forme

09— 0o
M2ds* = (p — p1) [ 70 ) 2 do? — »}(‘O—])dof]

On voit que les cyclides possédent la propriété, que nous avons
déja reconnue aux surfaces du second degré (n° 121), d’étre divi-
sibles en carrés infiniment petits par leurs lignes de courbure
On pourra donc faire la carte d’une région quelconque tracée sur
I'une de ces surfaces.

185. Dans la théorie des systémes conjugués et des lignes asym-
ptotiques, 'emploi des coordonnées homogénes nous a permis de
reconnaitre immédiatement et sans calcul que les propriétés de
ces systémes et de ces lignes subsistent quand on soumet la sur-
face a une transformation homographique ou a upne transfor-
mation par polaires réciproques. l.es coordonnées homogénes
d’un point quelconque ne changent pas, en effet, quand on effectue
une transformation homographique quelconque, pourvu que 'on
suppose cette transformation effectuée sur le tétraedre de référence
en méme temps que sur les points de ’espace. Le sysi¢me des
coordonnées pentasphériques jouit d’une propriété analogue par
rapport 4 I'inversion. Voici comment on peut le démontrer.

Rappelons d’abord que la théorie du contact des sphéres,
celle des centres et des axes de similitude, ont conduit les géo-
metres a considérer le rayon d’une sphére comme une quantité
susceptible de signe; de sorte que, dans beaucoup de recherches, 1l
v a le plus grand avantage a regarder comme distinctes deux
sphéres de méme centre, mais dont les rayons sont égaux et de
signes contraires. Nous allons voir, en particulier, que, si 'on sou-
met une sphére quelconque a une inversion, on peut déterminer
rationnellement le rayon de la sphere transformée en fonction du
rayon de la sphére proposée.

Soient, en effet,

k2 X
Xz 4+ Y272

les formules qui définissent 'inversion.
Par lapphcatmn de ces formules a la transformation d’une
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sphére (8), de centre z, ¥ 54 et de rayon R, définie par I’équation
(39) S=(2—20)2 (¥ —yo)t-r (53— 5)2~ri=o0,

on obtient l'identité

2 2 2 2
Ty =Yy F; — T [

(io) S = =537y 72

(X=X (Y — Yo )2+ (Z —Zo)*— R2 ],

Xo, Yo, Z, étant donnés par les formules

( < k2a,
BT S T s T o g
Xy A=y By — 7
N Y k2y,
(41) 0= 2 =2 27
Xy Ay s — 7
7 k2 .z,
R e e a2
: 0T X0 <9
= k2r
R= 5 2
Xy Yy v 8y — I'”

On pourra prendre un signe arbitraire dans cette derniére
formule; mais, si I’on convient de prendre constamment le méme
signe, par exemple le signe —+, les formules (41) et la suivante

(42) R= —

détermineront non seulement la position de la sphére transformée,
mais encore le signe de son rayon.
Dans cette hypothése, la formule (40) deviendra

s k2 s’
P T XY 2 R

>

S s y ) N ) .
S’ désignant la puissance du point (X, Y, Z) par rapport a la
sphére transformée, et I’on peut énoncer le résultat suivant : Si
lUon divise la puissance S d’un point par rapport a une sphére

par le rayon r de cette sphére, et que Uon soumette la figure

entiére a une inversion, le quotient = se reproduira multiplié
- ,

par une quantité qui ne dépend pas de la sphére et ne contient
que les coordonnées du point.

1 . ) .S, .

En particulier, les cinq quantités EL se reproduisent toutes

i
D. — L 15
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multipliées par le méme nombre et, comme les coordonnées x;
leur sont proportionnelles, on peut dire que ces coordonnées de-
meurent invariables, le facteur de proportionnalité étant seul
changé, pourvu que 'on rapporte la nouvelle figure aux sphéres
orthogonales qui dérivent des sphéres primitives par l'inversion
considérée. On voit ainsi que toutes les propriétés établies pour
une figure et indépendantes du choix des sphéres coordonnées
subsisteront nécessairement pour toutes les figures inverses de la
figure considérée.

Cette proposition étant admise, le théoréme du n° 154 montre
immédiatement que l'inversion conservera les lignes de courbure
de la surface.

156. Nous terminerons en indiquant les formules principales
relatives a la spheére. L’¢quation (21) qui donne la distance de
deux points nous permet d’écrire immédiatement ’équation d’une
sphere dont le rayon est p et dont le centre a pour coordonnées
oy, ..., %3, sous la forme

, 5 iz 293
(43) 2 or ) —+ P2 R R, =

Cette équation est linéaire par rapport aux coordonnées x;. Réci-
proquement, toute équation de la forme

5

(44) Z mpxyp =0

1

représente une sphére ou un plan. Il suffit, pour le reconnaitre,
de remplacer les x; par leurs expressions (18) en z, y, 5. Pour
obtenir le centre et le rayon de cette sphére, 11 faudra identifier
les équations (43) et (44). On a ainsi les équations

p* %k

4 . T= 9, 1 —t— —_
{45) LIy == 2.4 Ry R,

(/{:I, ey 5),
ou p désigne le facteur de proportionnalité.

Comme on peut multiplier les oz par un nombre quelconque,
on peut remplacer le facteur p par un nombre arbitrairement
choisi; nous ferons, par exemple,

= 2.
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. ) s . . 1 . . .
Multiplions I'équation (45) par i et ajoutons les équations

correspondantes aux diverses valeurs de l'indice /. En tenant

I
PP

déja signalée dans la note de la page 218, nous aurons

compte de la relation

Ak my.
Ry R

D’autre part, si nous ajoutons encore les équations (45) apres
avoir élevé leurs deux membres au carré, nous trouverons

5

042 2
m2 = 52 =} .
Smi=2 (i)
1

Le rapprochement des deux formules précédentes nous donnera

/Z o 2
(46) P =

o1 77
Zﬂ Ry

et, cn portant cette valeur de 3 dans I’équation (45), nous aurons

T Smj
=mj
4 Ap = M} — = .
(47) A 2R, ¥ my
Rz

Telle est la formule qui fera connaitre les coordonnées pentasphé-
riques du centre.

Une sphére est complétement déterminée si ’on connait les
rapports des cinq quantités m; que, pour cette raison, on peut
appeler les coordonnées homogenes de la sphére. Mais, dans
toutes les questions ou le signe du rayon entre en considération,
il est nécessaire d’introduire une coordonnée nouvelle propre &
faire connaitre la valeur du radical qui figure dans I'expression du
rayon. Nous poserons, en désignant par mg celle sixieme coor-
donnée,

(48) img = \/ E m?,
1
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afin que la relation entre les six coordonnées prenne la forme
trés symétrique
' 6

(§9) > mi=o.

1

Deux sphéres de méme centre et de rayons égaux et de signes
conlraires auront les mémes coordonnées m,, ..., m;; mais les
coordonnées m; seront égales et de signes contraires. On aura,
d’apres la formule (46),

img

(50) ;

I

ny

Ry
1

Cela posé, considérons deux sphéres (S), (S'), de coordonnées
my, mj vrespectivement, et soicnt  la distance de leurs centres,
0, ¢ leurs rayons. Les formules (21) et (47) nous permettent de

)

calculer d et nous donnent
S

— 2 E mymj,

; ; 1
(51) A?2— 2= = .
my my
R Ry
% &
1 1

Si done nous voulons calculer 'angle V des deux spheres, en le
définissant d’une maniére précise par la relation

(52) d? = p2--p'2— 2pp' cosV,

nous aurons, en appliquant les formules (50), (51),

5

N\ ’
my.my;

1
mgmg

(53) cosV = —

et, par conséquent
» P ) ]

E mymy,

~ . 1
(54) 28In2— = —— —
' 2 memy

Ces formules vont nous conduire a plusieurs conséquences et, en
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particulier, a la définition géométrique des coordonnées de la
sphere.

Supposons que la sphére (S') se réduise a la sphére coordonnée
(S#), on aura
m = o, ce my =1, ey m’y = o,
et la formule (50), ou l'on fera p = Ry, nous donnera
mly = —1;
I’équation (53) deviendra donc
myp = ing cos Vy,

V. désignant I'angle de la sphére (S) avec la sphére (S;).

Ainst, les cinq coordonnées m,, ..., my d’une sphére quelconque
sont proportionnelles aux cosinus des angles de cette sphére avec
les sphéres coordonnées. De plus, la relation entre les six coor-
données prendra la forme

5

E cos2Vy =1,

1

tout a fait analogue a celle qui relie les angles d’un plan avec les
trois plans coordonnés dans la Géométrie de Descartes. La for-
mule (53) pourra s’écrire aussi sous la forme

(55) cosV = 2 cosVy cosVi,
1

et son analogie avec celle qui donne le cosinus de I'angle de deux
plans est également évidente.

La formule (54), si on tient compte de la relation identique
entre les coordonnées, peut s’écrire

8
— E (my— my)?
1

.,V
(56) 4sm2—2— = .

mg nty

Si 'on suppose que les deux sphéres sont infiniment voisines
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leur angle dy sera donc fourni par la relation

Toutes les fois que deux sphéres sont tangentes, elles se cou-
pent sous U'angle zéro ou w; mais, dans les théories ott 'on tient
compte du signe du rayon, il y a avantage & considérer comme
tangentes seulement celles qui se coupent sous I'angle zéro. Ainsi
entendue, la condition de contact s’exprime par la relation

6 6
. N
(58) E (mgy —mp)2=—2 2 mymy = 0.
1 1

Quand les deux sphéres sont infiniment voisines, la distinction
relative au signe du rayon disparait et la condition de contact de-

vient
6

(59) E dm} = o.

1

157. La forme de la condition de contact conduit & un rappro-
chement capital entre la géométrie des spheres et celle des lignes
droites. Reprenons les équations de la ligne droite, écrites sous la
forme déja employée au n° 139

S‘ gs— 1y -+ py=o0,
rPX—pI 4= 0,

Py —qx—+r =o.

(60)

Les six coordonnées homogenes de la ligne droite satisferont,
nous l'avons vu, a I’équation identique

(61) PP1 -+ qq1 —+1rry = 0,

et réciproquement (n° 139) six quantités satisfaisant a cette rela-
tion définiront toujours une ligne droite. L’équation (61) est qua-
dratique, comme la relation (49) entre les six coordonnées de la
spheére, et ’on peut ramener ces relations 'une a’autre en posant

P = 1y —+ Ny 7= My - LI, r=1my; -+ im
(62) ’ 3 3] 3 6

P1=nmy — inlg, g1 = N3z — in‘lzg,, Py =my — il?’Lﬁ,
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ou, ce qui est la méme chose,

—+ p1 - T ry
my = ,p,_]__, msy = _9___9:, my; = ————
(63) 2 2 2
L PL— P . — ry— T
my = L—})—l‘——]—7 m,, :Lgl——q—; mg=101-——":-+
2 4 6
2 2 2

Les formules (62) ou (63), qui conduisent a I'identité

6
ppitqqy - rry = E mi,
1

font correspondre a toute droite une sphére et vice versa. De plus,
si ’on considére deux sphéres, de coordonnées miy, m; respective-
ment, et les deux droites correspondantes, de coordonnées p, ¢,
ryoo ph g, ', oo, 1l résulte de lidentité précédente et de la
forme linéaire des équations de correspondance I'identité plus gé-
nérale

(p —p)H(pi—2py) 6
(64) +(q—qg")Vgq1—q )+ (r—r')(r—r))= 2 (my— mp)2.

Le second membre de cette formule s’annule quand les deux
sphéres sont tangentes et seulement dans ce cas; le premier
membre s’annule quand les deux droites considérées se coupent.
On voit donc que la transformation définie par les formules (62)
ou (63) fait correspondre & deux sphéres tangentes deux droites
qui se coupent et vice versa.

Au reste, on peut définir cette transformation sans passer par
les coordonnées homogeénes qui ont été I'objet de nos études dans
ce Chapitre; car, si 'on prend les équations d’une droite sous la
forme
(65) z=az-+p,
y=20z-+q,

la condition pour que deux droites différentes se coupent s’ex-
prime par la relation bien connue

(a—a)(g—q)—(b6—=0b)Yp—p)=o0;
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. b
ct, s1Von pose
a =x -1 b=z +R
(66) i ’
q =r—yt, p=R—=z=
et, de méme,
a'=a' -+ y't, O'= '+ R,
(1’:1"*—*.)/’1:, [J’:‘-R’—Z/,
elle devient

(2 — @)+ (y—3 )+ (s — 3R — (R—R)? =o.

Si donc on considére les formules (66) comme établissant une
correspondance entre la droite arbitraire représentée par les
équations (65), et la sphére dont le rayon serait R et dont le
centre aurait pour coordonnées carlésienncs x, , Z, on voit que
ces formules font correspondre a4 deux droites qui se coupent deux
sphéres qui se touchent, et réciproquement.

Cette transformation, qui établit une liaison entre les lignes
droites ct les sphéres, ¢’est-a-dire entre les éléments les plus essen-
tiels de Uespace, est une des plus belles découvertes de la Géomé-
trie moderne; elle est due &8 M. Sophus Lie qui, dans un Mémoire
inséré au tome V des Mathematische Annalen ('), I'a présentée
avec ses plus importantes conséquences. Au nombre de ces con-
séquences, il faul surtout citer la suivante :

La transformation de M. Lie fait correspondre & l’ensemble
des drottes tangentes & une surface (S) Uensemble des sphéres
tangentes & une autre surface (S'). A toutes les droites tan-
gentes en un point M de (S) correspondent toutes les sphéres
tangentes en un point M' de (S"). Quand le point M décrit une
ligne asymptotique de (S), le point M' décrit une ligne de
courbure de (S'). Par suite, & toute surface dont on sait déter-
miner les lignes asymptotiques, on peut faire correspondre
par la transformation de M. Lie une autre surface dont on
connaltra les lignes de courbure et vice versa.

(') Soenus Lig, Ueber Complexe, insbesondere Linien- und Kugel- Complexe,

mit Anwendung auf die Theorie partieller Differentialgleichungen (Mathe-
matische Annalen, t. V, p. 145-256; 1871).
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Nous avons étudié ce théoréme avec tous les détails nécessaires
dans notre Cours de 1881-82, qui avait pour objet la théorie géo-
métrique des équations aux dérivées partielles. Nous y serons
conduit plus loin par une voie indirecte; mais, pour I’établir
avec toute la largeur désirable, nous serions obligé de développer
ici une théorie du contact qui nous éloignerait de notre objet et
que nous réserverons pour une autre occasion.
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CHAPITRE VIL

LES LIGNES DE COURBURE EN COORDONNEES TANGENTIELLES.

Cas ou la surface est définie par son équation tangentielle. — Application a la
surface de quatriéme classe, normale a toules les positions d’unc droite inva-
riable dont trois points décrivent trois plans rectangulaires. — Cas ou les coor-
données tangentielles sont exprimées en fonction de deux paramétres. — Pre-
miére solution du probléme ayant pour objet la détermination des surfaces
admettant une veprésentation sphérique donnée pour leurs lignes de courbure.
— Développements sur un systéme particulier de coordonnées tangentielles em-
ployé par M. O. Bonnet dans I'étude des surfaces.

158. Nous allons passer maintenant a ’examen du cas dans le-
quel la surface est définie parune propriété de ses plans tangents et
nous supposerons d’abord que 'on connaisse 'équation homogéne
qui relie les coordonnées du plan tangent

() Fu, o, w, p) = o,

les axes étant rectangulaires. Le point de contact du plan tangent

aura pour coordonnées

of of
_ Ju _ o9

() TEy YT
ap I9p

A
ow
oF’
op

et les cosinus directeurs de la normale seront proportionnels a w,
¢, w. Pour obtenir P’équation différentielle des lignes de cour-

bure, il suffira donc d’appliquer 1’équation (4) du n° 138, ce qui

donnera

F g _ O 4F

op  oJu Ju

f a% L

op  0dv op

o g
c)p[% dw

P

U

op
op

op

du

dy |=o0

dw
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ou, sous une forme plus symétrique,

3—{: d% w du
5{; dg—{v w dw
% d% o

Il importe de remarquer, en vue des applications, que I'équa-
tion précédente conserve encore sa forme, alors méme que I’équa-
tion (1) n’est pas homogeéne, pourvu que 'on suppose «, ¢, /v égaux
aux cosinus directeurs de la normale et liés par I’équation

w? == 92 4 w? = 1.

Pour le démontrer, supposons que ’équation (1) ne soit pas ho-
mogéne. On peut toujours la rendre homogéne et de degré zéro,
par exemple en divisant u«, ¢, ¢, p par la quantité

A =y uz 4+ 02 w2
qui est égale a I'unité. Alors il faudra mettre, a la place de %}—:7 %{7
Jd . .
(ﬁé dans I’équation (3),

U S U e A U
Ju oh B’ 9¢ oh 7’ ow o h

ce qui équivaut a ajouter aux deux premiéres colonnes du déter-
minant (3) les deux derniéres multipliées par des coefficients con-
venablement choisis, et ne change pas la valeur du déterminant.

159. Considérons, par exemple, la surface de quatriéme classe
définie par I’équation
au? -+ b2 4 cw?
(4) =
2
ol u, v, v sont les cosinus directeurs de la normale; p désigne
donc la distance de l'origine au plan tangent. En rendant, pour un
instant, ’équation homogéne et appliquant les formules (2), on
trouvera, pour les coordonnées du point de contact du plan tan-
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gent, les valeurs

(5) w=(p—a)u, y=(p—>0), s=(p—c)w

et, pour celles d’un point de la normale situé a la distance ) du pied
de cette normale,

(6) X=(p-+r—au, Y=(p+%—>)y, Z=(p-+h—c)w.

Les points ot la normale coupe les trois plans coordonnés corres-
pondent aux valeurs

(7) A=a-—p, N=0b—p, A=c—p,

dont les différences sont constantes. On a donc déja cetie élégante
.] o
proposition :

Lorsque trois points d’une droite invariable décrivent trots
plans rectangulaires et que, par conséquent, tous les autres
points décrivent des ellipsoides, la droite demeure constam-
ment normale & une famille de surfaces paralléles représentées
par une équation de la forme

(a+K)u2a (b +k)e2+ (¢ + k)w?
= —>

(8) P 5

ot k désigne la constante qui varie quand on passe d’une sur-

Jace a la surface paralléle ().

On peut d’ailleurs obtenir trés aisément une construction par
points de ces surfaces. Cherchons le pied de la perpendiculaire
abaissée de l'origine des coordonnées sur la normale. La valeur PN
correspondante 4 ce point sera déterminée par I’équation

uX +v¢Y +wZ =o,
qui donne, en appliquant les formules (6),
)\ :p.

Soient P ce point, M le point ol la normale coupe le plan des

(1) G. Darpoux, Sur une nouvelle définition de la surface des ondes (Comptes
rendus, t. XCII, p. 446; 1881).
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5 et qui correspond, nous 'avons vu, a la valeur A == ¢ — p. Le
milieu du segment PM correspond évidemment & unc valeur de &
qui est la demi-somme des valeurs précédentes et, par suite, égale

a Cette valeur étant constante, le milieu du segment décrira

une surface parallele a la proposée. Ainsi, si [’on considére toutes
les positions de la droite invariable mobile, le milicu du seg-
ment formé par le point ow cetle droite coupe U'un des plans
coordonnés et par le pied de la perpendiculaire abaissée de
Uorigine sur la droite décrit 'une des surfaces normales a la
droite dans ses diverses positions (').

Proposons-nous maintenant de déterminer les lignes de cour-
bure. L’équation (3) prend ici la forme

u du adul
v dv bdy | =o,

w dw cdw

et son intégrale, que I'on trouvera aisément, est définie par ’équa-
tion

w2 02 w2

v — 5
c¢—pr~pTc—p ’
ot p désigne la constante arbitraire. Ce résultat s’interpréte comme

il suit :

La représentation sphérigue des deux familles de lignes de
courbure de la surface est donnée par un systéme d’ellipses
sphérigues homofocales (*).

160. Supposons maintenant qu’étant donnée une surface quel-
conque, on connaisse les expressions des coordonnées tangentielles

en fonction de deux paramétres o, 3. Les coordonnées du point de

(') Dans un article inséré au Bulletin des Sciences mathematiques (2° série,
t. IX, p. 137; 1885), M. Mannheim a retrouvé tous ces résultats par des considéra-
tions de purec Géométrie.

(%) Nous ne voulons pas insister sur ceite étude particuliére, et nous nous con-
tenterons d’énoncer ici les deux propositions suivantes :
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contact du plan tangent satisferont (n® 96) aux trois équations

ur + 9y 4+ wsi -+ p =0,

ou op ow op
(9) | 25, Y G iy T ea =@
Z’%—‘L‘J/QY‘%—Z(E%—&—RZO

v 0B o8 08 0B

Considérons l’ellipsoide (E) défini par l’équation

a

!
—-

x® L"’
%

SE

La transformation homographique définic par les formules

/ Zx _ X
Va1 o InVZL_’
Y __Y
(=) Vmban  myb

E-1 Z
— =
Vme+n  myc
ow m et n designent deux constantes quelconques, fait correspondre aux nor-
males de (E) celles de ’ellipsoide (E)) ayant pour égquation

Xz Y? VA
4= -+ =1;
ma -+ n mb +n mc -+ n

st l’on pose
n = m2k2,

et si, laissant k* fize, on fait croitre m indéfiniment, l’ellipsoide (E,) se trans-
forme en une sphére de trés grand rayon, et ses normales deviennent les
droites invariables dont trois points décrivent les plans de symélrie de (E).
Ces droites dérivent des normales de (E) par la transformation homogra-
phigue
kX kY ___kZ
= —> Y = == 3 =
Va (44 yve

qui est comprise comme cas limite dans la premiére (&), et s'en déduit lors-
guon y introduit les hypothéses faites sur m et sur n.

La surface étudiée dans le texte peut donc étre considérée comme une surface
paralléle & un cllipsoide dont les axes ont grandi indéfiniment.

St une surface quelconque jouit de la propricté qu’il existe une transfor-
mation homographique, transformant ses normales dans les normales d’une
autre surface et conservant le plan de U’infini, les lignes de courbure de cette
surface peuvent toujours éire determinédes et admettent pour representation
sphérique un systéme d’ellipses homofocales.




COORDONNEES TANGENTIELLES. 239

Un point situé sur la normale a la distance ) de son pied aura
pour coordonnées

. (7N oA oA
(10) X:.’I)-——%—T, Y——J/—k‘“*];7 Z—Z—{—-Z/‘:
h désignant le radical

(11) ho= U2+ 92+ w2,

Remplacons, dans les équations (9), #, ), 5 par leurs expres-
sions tirées des formules (10); les équations ainsi obtenues

uX -+ oY + wZ + p = h),
‘ Ju oy ow  Op 3 oh

(12) X Yl T ow T
. ou de 0w op 0k
XO—B+Y0—Q . ZWB‘-{_O—‘B_)\@

définiront le point considéré de la normale. Pour trouver 1’équa-
tion différentielle des lignes de courbure, nous écrirons encore
qu’il existe un déplacement pour lequel le point correspondant a
une valeur convenablement choisie de A décrit une courbe tangente
a la normale, c’est-a-dire pour lequel on a

X dY dZ
(13) X 2 _ 2L o,
142 (4 w
db étant introduit pour ’homogénéité.
Si 'on différentie dans cette hypothése les formules (12), la pre-

miére donnera
wdX +odY+wdl +Xdu-+Ydo+Zdw+dp=\dh-+ hdh,
ou, en tenant compte des deux suivantes et des formules (13),

(14) k2 db = L dA, dh = hdb;

la différentiation des deux derniéres formules (12) nous con-
duira alors aux deux équations

oh

ow op
—rdga _)\dd—“-,

. o ou op
‘Xd5;+YdE?+Zd£
Gas) 0 ) 0 0 Py,
! o, oY ow [/ .
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Enfin, I’élimination de X, Y, Z, X entre les équations (12) et

(15) nous donnera I’équation cherchée sous forme de déterminant

o ou u l()u

ou ou ou a2

du. 08 o 0B

oo

oo

ow

o

op
r o

142

(16) o

A oh oh oh d oh

o o8 “oa pE

161. Cette équation différentielle offre la plus grande analogic
avec celle que nous avons formée (n° 143) pour les coordonnées
ponctuelles et la répétition des raisonnements employés aux
n° 143, 144 nous conduit aux propositions suivantes :

Formons Uéquation linéaire aux dérivées partielles

2 20 2
020 o 020 020 00

N 00
022 T T 0u 0B EEE

—0—:2+E0T8+F0:0,

(17)

qui admet comme solutions particuliéres les cing fonctions u,
o, w, p, h dea et de B. Lorsqu’on ’aura obtenue d’une maniére
quelcongue, les caractéristiques de cette équation, définies par
Uéquation différenticlle

(18) AdB2— B dadf + Cda2= o,
seront les lignes de courbure de la surface; par suite, si les

coefficients A et G sont nuls, o et 3 seront les paramétres des
lignes de courbure.

Cette proposition générale entraine comme conséquence lc
théoréme suivant :

Ltant donnée l’équation

920 Job b
(19) DTC)S T—:A —(E*:‘B 5’0" “."CO,

I

ot A, B/, C sont des fonctions quelconques de v et 3, si Lon
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en connalt quatre solutions particuliéres u, v, sv, I, liées par
la relation

(20) U4 02+ w2 = A2,
la surface enveloppe du plan
uX 4—-9¢Y +~wZ-4-0=o0,

NI [ : 1 5 . .
oit § désigne une solution quelcongque de U'équation (19), sera
rapportée au systéme de coordonnées curvilignes (o, 3) formdé
par ses lignes de courbure.

En effet, I'équation linéaire de la forme (17), a laquelle satis-
feront alors les cinq quantités w, ¢, o, p, I relatives a cette sur-
face, scra l’équation (1g) et, par conséquent, 2 et {3 seront les
parameétres des lignes de courbure.

Nous avons montré (n°® 98) que, lorsqu’on a obtenu sur une
surface un systéme conjugué quelconque, les coordonnées tan-
gentielles «, ¢, w, p, considérées comme fonctions des paramélres
o et B des deux familles conjuguées, doivent satisfaire a une
équation linéaire de la forme (19). I’équation lindaire relative au
systéme conjugué formé par les lignes de courbure se distingue,
on le voit, de toules les autres par la propriété d’admettre en
outre la solution

ho= w02 i,

162. Les théorémes précédents permettent de former, d’une
maniére trés simple, ’équation aux dérivées partielles dont dépend
la recherche des surfaces qui admettent pour représentation
sphérique de leurs lignes de courbure deux familles de courbes
orthogonales choisies arbitrairement sur la sphére de rayon 1.

Soient en effet «, ¢, w, h les coordonnées homogénes d’'un
point de la sphére, qui seront liées par I'équation

u? 4 92 - w2 = 12,

et que nous supposerons exprimées en fonction des paramétres «,

des deux familles orthogonales. Un systéme orthogonal tracé sur

la spheére étant, par cela méme, un systéme conjugué, wu, ¢, v, It
D.— 1. 16
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satisferont & une équation de la forme

020 00 00

(21) owo ~ Ao By G =0

équation qu'il sera facilc d’obtenir d’une maniére explicite, puis-
qu'on en connait les quatre solutions particulieres u, ¢, w, /.
Cela posé, le plan tangent de la surface, étant paralléle au plan
tangent correspondant de la sphére, sera représenté par une
équation de la forme

uX +~9¢Y +~wZ-+-p=o,

ot p devra satisfaire & la méme équation linéaire que u, ¢, v,
c’est-a-dire a l'équation (21). Il suffira donc, pour résoudre le
probléme, d’intégrer 'équation (21), et chaque solution parti-
culiére de cette équation donnera une solution particuliere du
probléme posé.

Supposons, par exemple, que 'on se propose de déterminer les
surfaces admettant pour représentation sphérique de leurs lignes
de courbure un systéme d’ellipses sphériques homofocales; o, p

oot
désignant les parameétres de ces ellipses, on aura ici

(@ —p)(a—e1)

(@ —b)(a—cy ° =T

bw(b 5 2 (¢ —p)(c—rp1)
(b—a)(b—c)

(¢c—a)(c—0>)

u? =

— (P =

L’équation a laquelle satisfont w, ¢, ¢v sera la suivante

029 08 00
(22) 2(9*6’1)@;***5*:0;

Jp 1

et il suffira d'intégrer cette équation pour obtenir la solution
compléte du probléme proposé.
La surface étudiée au n° 159 correspond a la solution

0 = o - pP1-
Nous aurons l'occasion de revenir sur le probléme général dont

nous venons d’'indiquer une solution.

163. Au lieu de poursuivre ces applications particuliéres, nous
allons montrer comment on détermine les rayons principaux et les
lignes de courbure quand on adopte un systéme spécial de coor-
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données tangentielles qui a été, avec plusieurs aulres systémes
trés dignes d’intérét, employé par M. O. Bonnet, dans le beau
Mémoire sur Uemploi d’un nouveaw systéme de variables dans
létude'des propriétés des surfaces courbes (Journal de Liou-
ville, 2° série, t. V, p. 153-266; 1860). Voici comment on esl
conduit a choisir les variables considérées par I’éminent géométre.

Lorsqu’on étudie la représentation sphérique, il est naturel de
rechercher la définition géométrique des courbes de la surface qui
admettent pour représentation sphérique les différentes généra-
trices rectilignes de la sphére. Soit d I'une de ces génératrices
coupant le cercle de I'infini en un point w. La courbe qui lui
correspond sur la surface sera évidemment le lieu des points de
contact des plans tangents paralléles & d; en d’autres termes, ce
sera la courbe de contact du cbéne de sommet p circonscrit a la
surface.

Ces courbes de contact des cOnes circonscrits dont le sommet se
trouve sur le cercle de I'infini jouissent, relativement aux lignes
de courbure, d’une propriété importante que nous allons signaler.
D’abord il en passe deux par chaque point M de la surface; car
soient A et B les points ou le plan tangent en M coupe le cercle
de Pinfini : les cOnes circonscrits de sommets A et B toucheront
la surface suivant deux courbes passant en M. Les deux tan-
gentes a4 ces courbes de contact auront pour conjuguées les gé-
nératrices de ces deux cdnes, c’est-a-dire les deux droites de
longueur nulle du plan tangent, MA, MB. Or ces deux droites MA,
MB sont placées symétriquement par rapport a deux langentes
perpendiculaires quelconques et, en particulier, par rapport aux
directions des lignes de courbure. 1l en sera donc de méme de
leurs conjuguées qui sont les tangentes aux deux courbes de
contact. De la le théoréme suivant :

Les courbes de contact des cdénes circonscrits ayant leurs
sommets sur le cercle de Uinfini déterminent sur la surface un
systéme de coordonnées curvilignes admettant pour image
sphérigue le systéme des génératrices rectilignes de la sphére.
Les tangentes aux deux courbes coordonnées qui passent en un
point quelconque de la surface admetient pour bissectrices
les directions des lignes de courbure.
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Par conséquent, si I'on emploie le systéme de coordonnées que
nous venons de définir, I’équation des lignes de courbure pourra
étre ramenée a la forme simple

Ad+ CdBz=o0

et ne contiendra plus le terme en da d3.

164%. Voici comment on vérifie cet important résultat. Désignons
toujours par ¢, ¢/, ¢” les cosinus directeurs de la normale en un
point M de la surface; ¢, ¢/, ¢” seront les coordonnées du point m
qui sert de représentation sphérique a M.

Les expressions de ces coordonnées en fonction des paramélres
%, B des génératrices rectilignes de la sphére ont déja été donndes
(n°13). Elles sont

1— af
1—‘«@’

, 1= a8

7+ 8
C —= 1 ——
Z—p

=

Nous écrirons I'équation du plan tangent sous la forme

’ C

('23> [

¢

"

cr +c'y—+ s+ P =o0
ou plus simplement
(24) (1—aB)r +7i(1+ 2By +(2+B)s+&=o.
On aura donc ict
w=1—af, 0= 7(1+ af), w = o+ 8, p=E¢.

L’application des formules (g) nous donne d’abord les coor-
données du point de contact. On trouve ainsi

22 p — B2
(25) wiy = Lt g,
G 7
b=,

p et ¢ désignant les dérivées premieéres de £. En appelant de méme
r, s, t les dérivées secondes, I’équation (16) des lignes de courbure




E=N
(S
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devient 1c1
(26) dp da —dq df = rda2— t dB? = o,

et les formules générales (12) et (15), qui font connaitre le centre
principal et le rayon de courbure correspondant, nous donnent

(27) aR = (s+ /7)) (2 —B)+p—q,
X — (Y = s -+ rt,
5 2Z = (o -~ B)(s +Vrt) —p —q,
X 4 iY =—af(s +Vre) +op + g —&,

(28)

X, Y, Z, R désignant les coordonnées du centre et le rayon de
. dag
courbure. Dans toutes ces formules, on a pris pour —=~ la valeur

\/;; en sorte que \/rt est mis a la place de

dg dz

L = -
dx dB

163. Les formules précédentes se prétent a une foule d’appli-
cations intéressantes, tant a cause de leur simplicité que du choix
des variables auxquelles elles se rapportent. On peut leur donner
une autre forme qui offre quelques avantages dans certaines
recherches.

Nous avons pris pour les cosinus directeurs de la normale les
expressions (23). Les variables «,  possedent ce grand avantage
de se transformer par la méme substitution linéaire quand on
effectue, soit un changement d’axes, soit un déplacement de la
surface. Mais, dans certaines applications ou il s’agit de surfaces
réelles & déterminer, les variables complexes o et 3 offrent un
inconvénient résultant de ce qu’elles ne sont pas imaginaires con-

juguées. Nous avons vu que, pour tout point réel, o a pour con-

. . I
juguée — = - Nous changerons donc, dans les formules (23), 3 en

B

I . . . . .
— 5 ce qui donnera pour les cosinus directeurs les expressions

suivantes, déja emplovées au n° 31,
y ¢€] pioy )

” a — 1

_B+“ ' '.8_1

(29) ¢ =

> C =l ————=> = 3
I+ a3 1+ af I+ a8
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et nous prendrons pour ’équation du plan tangent
(30) (2 +B)z+i(B—a)y -+ (2f —1)5 +E=o0;

£ sera maintenant une variable réelle et «, 3 des variables 1imagi-
naires conjuguées toules les fois que la surface sera réelle, et qu’il
s’agira de plans tangents réels.

Les coordonnées du point de contact du plan tangent auront
maintenant pour expressions

_E—pr—gf

~

T+ afB
o BE—=pr—qB)
{(31) x—iy =— e —p,
o 2E—pr—0qh)
x4y = — P —q-

L’équation différentielle des lignes de courbure sera
(32) dp do.— dqg df = r da? — t d3? = o,

comme dans le cas précédent.
Et enfin les formules faisant connaitre le centre et le rayon de
courbure deviendront

‘ 2R=E——]J1—(].8'1“([+“B>(S+\/r—t)’

2Z =t —pa—qB—(—af)(s+yri),
X —iY =—p + B(s + Vre),
VX Y =— g+ al(s 4+ /7).

Sous cette forme on reconnait immédiatement qu’elles four-
niront pour X, Y, Z, R des expressions essentiellement réelles.

On passera d’ailleurs du premier systéme de formules au second
en faisant la substitution trés simple

(34) p=—g  E=g

Enfin on obtiendra également sans difficulté I’équation différen-
tielle des lignes asymptotiques, qui estici

(35) 1+ uB)(rda? +25dadB +tdB?)+adadB({ —pz—qgB)=o,
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[
B
3

et I'expression de I’élément linéaire
(36) ds>= (3 dx =+ dq)(=s d3 + dp),

qui se présente ainsi décomposé en ses deux facteurs.

166. Il ne sera pas inutile d’examiner, en vue des applications
ultérieures, ce que deviennent les coordonnées o, , § quand on
change les axes coordonnés ou, ce qui est la méme chose, quand
on déplace la surface. Considérons d’abord le systéme primitif
dans lequel I'¢équation du plan tangent est

(1— o)X +-2(1+af)Y +~(a+ B)Z+E=o.

Quand on imprimera & la surface une translation de compo-
santes A, 1, v, il faudra, dans I’équation précédente, remplacer X,
Y, Z par X —%, Y-—u, Z—v;la nouvelle valeur & de £ sera donc

(37) g=5—2(a—aB)— ip(r-af) — (= B)v.

Imaginons maintenant que ’on fasse tourner la surface autour
de l’origine des coordonnées. Si nous remarquons que, d’aprés
leur définition, « et 3 sont les coordonnées symétriques du point
m qui, sur la sphére de rayon 1, sert de représentation sphérique
au plan tangent, il résultera des propositions développées (Livrel,
B
- . - - ,
s’obtiendront par une méme substitution linéaire effectuée sur «

et sur 3. On aura

Chap. III) que les nouvelles valeurs «,, B, des coordonnées o,

ma; -+ n
_— ’
poy+q

mp@,—+—n
Q—-¥, .

(38) 2% = = .

‘Désignons par &, la nouvelle valeur de &. La distance de l'ori-
2 I i
ine au plan tangent n’ayvant pas changé, on aura
P g Y ’
¢

‘ G &
<39> —’—'7’3‘ - o’ — p

A 21

ou, en remplacant «, 3 par leurs valeurs

§i(mg — np)

(o) T PP q)

J¥Y

La question proposée est donc complétement résolue, en ce qui
concerne le premier systéme de coordonnées.

248 LIVRE II. — CHAP. VII. — COORDONNEES TANGENTIELLES.

167. En reprenant la méme méthode pour le second, dans
lequel le plan tangent a pour équation

Xz +=B)+IY(B—a)+Z(aB—1)+E=o0,

ou en passant du premier systeme au second par la substitution
(34), on verra qu'une translation (A, p., v) de la surface donne la

nouvelle valeur de £

41) Ei=8 — A2+ B)— (B —a)—v(aff —1).

Et de méme une rotation autour de l'origine des coordonnées
sera définie par les formules

p L, Mt 8~'p~—qﬁl’
(42) h pal——i—q’ T nBi—m

, . &(mg—np)
(43) ST B (Pt )

oy, By, & désignant les nouvelles coordonnées. Si la rotation est
véelle, on pourra prendre (n° 29)

g = my, p =-— Ry,

ny, n, désignant les imaginaires conjuguées de m et de n. Les
équations précédentes donneront alors

m, B1 - 7o

L Mo n 6 —
s S ) ’ T T aBi+m’

— N0y + Ny

. s mmg -+ nng
£ = .
ST T = B (me— noay)

Ces formules nous seront utiles dans la théorie des surfaces
minima.
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CHAPITRE VIIL

APPLICATIONS DIVERSES.

Applications des formules relatives aux lignes de courbure données dans le Cha-
pitre précédent. — Transformation de M. Lie dans laquelle les lignes de cour-
bure d’une surface correspondent aux ligues asymptotiques de la transformée.
— Transformation par directions réciproques. — Relations entre les éléments
correspondants dans cette transformation. — D¢ linversion dans le systéme
de coordonnées («, 3, &).

168. Nous aurons a faire différentes applications des systémes
de formules développés dans le Chapitre précédent. Dés a présent,
nous allons étudier les suivantes, et, comme il s’agit de recherches
générales, nous emploierons de préférence le premier systeme de
formules étudié dans les n°s 164 et 166.

Remarquons d’abord que I'équation différentielle (26) [p.245]
des lignes de courbure est identique a équation différentielle des
lignes asymptotiques donnée au n° 110. De la ce premier résultat :

A toute surface dont on connatt les lignes asymptotiques on
peut faire correspondre une surface dont on saura déterminer
les lignes de courbure et vice versa ().

(1) Le rapprochement des formules données aux n°s 110 et 164 nous conduit au ré-
sultat suivant: Désignons par «x, ¥, 5 les coordonnées d’un point de la surface
dont on connait les lignes asymptotiques, et par p et ¢ les dérivées de & consi-
dérées comme fonction de @ et de y; soient X, Y, Z, P, Q les quantités analogues
relatives a la surface transformée dont les lignes de courbure correspondent aux
lignes asymptotiques de la premiére. On aura

X iY e m g PEAY L gm—
q—x x g
J 1
X —iy = 227, Q=—i 9%,
qg— z - q
g . PTGy
q—x

La théorie des transformations de contact permet d’ailleurs de déduire toutes
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Nous avons déja signalé (n° 137) cette belle proposition due 2
M. Lie; nous nous contenterons de remarquer ici que dans 1'é-
quation (30) [p. 140] des lignes asymptotiques, « et 3 désignent
des quantités réelles pour tout point réel de la surface, tandis que,
dans celle des lignes de courbure, o et § sont des variables com-
plexes, méme pour un point réel; par conséquent la correspon-
dance définie par la proposition précédente ne saurait exister
entre les éléments réels de deux surfaces réelles.

169. Envisagcons maintenant I'équation différentielle des lignes
de courbure

{1) dp do— dqg dB = r da2— t dB? = o;

elle posséde de nombreuses propriéiés qui donnent toutes nais-
sance a des théorémes de Géométrie.

D’abord elle ne change pas de forme si Pon remplace £ par la
nouvelle variable

(2) E=ft+Auf +Ba—+ CB D,

A, B, G, D désignant des constantes quelconques.
Proposons-nous de définir géométriquement cette transfor-
mation.
On peut évidemment 'obtenir par la composition des deux
suivantes

I

F=t+A(xa+B8)+Caf + D,
Y= h(a—B)

La premiére équivaut, on le reconnait aisément, & une trans-
lation de l'origine des coordonnées: laseconde remplace la surface
par une surface paralléle menée a la distance /o de la premiére.
On sait en effet que, sur deux surfaces paralléles, les lignes de
courbure se correspondent. Ainsi la premiére propriété qui se
présente a nous de I’équation différentielle des lignes de courbure

ces formules des relations
X+~iY=—35—xZ, (X —1IY) =7 — y,

qui contiennent seulement les coordonnées des points correspondants.
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n’est que la traduction analytique d’une proposition géométrique
importante, mais trés connue.

170. Le déplacement le plus général de la surface proposée sc
traduirait par une substitution linéaire quelconque effectuée sur o
et sur 3. Cela nous conduit & la proposition générale suivante que
I’on vérifiera sans difficulté :

Léquation différentielle (1) conserve encore sa forme si l’on
substitue & o, B, § les variables o', ¥/, &' définies par 'une ou
Uautre des substitutions

A +B A B B, , . .
(3) L__mp Bg—m, &—~I‘IE<C«C ‘T’—D)(Clg - Dl)y
AR +B Ao B,
[ — —— —_e—— ;’: ] ,—§— /"—'r—- r
(§) = cro Y= aweD. ¥ = HE(CB -+ D)(C o —+ Dy),

ot A, Ay, ..., Hdésignent des constantes quelconques.

Par conséquent les formules (3) ou(4) font connaitre une trans-
formation de surfaces qui conserve les lignes de courbure. Nous
laisserons au lecteur le soin de démontrer que cette transformation,
quand elle est réelle, peut toujours étre obtenue par 'emploi com-
biné d’un déplacement, d’une transformation homothétique et de
la suivante qui, au premier abord, pourrait paraitre trop parti-
culiére.

% désignant une constante quelconque, prenons

, 14k I— k&

() d=r b Fe e

-I\:‘
I
ans

Ces formules font correspondre au plan (P) défini par I'équation
(11— a)X +i(1 +af) Y+ (a+B)Z+E=0
un autre plan (P') ayant pour équation

1+ k 1— Ak
1 — k!t + k

(r—a)X + (1 +af)Y + [

Nous voyons déja que deux plans correspondants se coupent
dans un plan fixe, le plan des xy. Voici comment on achévera
de définir la transformation.
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Associons au plan (P) de la premiére figure le point 7,2 dont les
coordonnées sont les cosinus directeurs dela normale au plan

T — of P SA . a—+f

C = ————> P} Cc — .
a—8 % — 8 a—B
}

Ce point se trouve sur la sphére de rayon 1 et, sile plan (P) en-
veloppe une surface (X), il est la représentation sphérique du
point de contact de (P) et de (X).

Associons de méme au plan (P") le point 72’ dont les coordonnées

sont
1— o 3’ A-al B a —+ B
a—p A =g d—=g’

et dont la relation & (P’) est la méme que celle de m a (P). Les
formules (5) expriment, on le vérifie sans difficulté, que les points
m, m' sont en ligne droite avec un point fixe situé a la distance &
sur 'axe des z. De la résulte la définition géométrique compléte
de la transformation.

Sotent (%), (¥) deux surfaces correspondantes. Les plans
tangents aux points correspondants se coupent dans un plan
Sixe (). Les images sphériques des points correspondants sur
la sphére de rayon 1, placée d’une maniére quelconque dans
UCespace, sont inverses Uune de Uautre par rapport a un point
Size A, situé sur le diamétre de la sphére qui est perpendicu-
laire aw plan (II).

Cette proposition permet évidemment de construire les plans
tangents de (¥') quand on connait ceux de (). En ce qui concerne
les points de contact, nous ajouterons la remarque suivante que
Pon pourra vérifier, mais qui résultera aussi des propositions
établies plusloin :

La droite gut joint les deux points de contact correspondants
est parallele a celle qui relie les images sphériques de ces
deux points.

Les relations que nous venons d’indiquer entre les éléments
correspondants sont évidemment réciproques et, par conséquent, la
transformation est involutive. Cette propriété la rapproche de
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Pinversion; M. Laguerre, qui I'a étudiée d’une maniére détaillée,
lui a donné, pour cette raison, le nom de ¢ransformation par
directions réciprogues (') que nous adopterons dans la suite.
Mais la construction précédente donne lieu a une autre remarque
essentielle; la transformation n’est pas wunivogue et elle fait, en
général, correspondre a une surface (¥) deux surfaces (¥'), ou
plutoét deux nappes différentes d'une méme surface. En effet, si
Pon considére une région de la surface (X) pour laquelle le sens
de la normale soit parfaitement défini, chaque point de cette
région aura une représentation sphérique, complétement déter-
minée par le sens de la normale; et la construction indiquée
plus haut fera connaitre, sans ambiguité, le plan tangent de la
surface correspondante; mais cctic construction donnera évi-
demment des éléments différents s1 Pon change le sens de la nor-
male en tous les points de (). C’est ce que démontrent, du reste,
les formules suivantes, équivalentes aux relations (5).

Soient
Ux — 0y +— w3 -+ p = o,

w9y +wszs+p =o

les équations de deux plans correspondants; désignons, pour
abréger, par 2 et par [/ les radicaux

S1 nous posons
p=(1+28),

w=r1—af, w= o + B, p=E, o= 2 -8,

r

w=1—af, o=1(1+2p), w = 3, p=t, =g

les formules (5) nous donneront

’ ’ ’ 1= £

u' = u, w' =N = ;—_;—/(—_(W — h),

(6) v =y, w' — = =4 (w -+ ).
1 &

L P =p,

La présence du radical 2 montre bien qu'a un plan donné

(") Lacuerre, Sur la transformation par directions réciprogues (Comptes
rendus, t. XCII, p. 71; 1881).
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correspondent deux plans différents, qu’il sera impossible de
séparer analytiquement tant que la variable / ne sera pas un carré
parfait.

171. Puisque la transformation précédente conserve les lignes
de courbure, elle fera correspondre nécessairement une spheére a
une sphére. On vérifie cette proposition de la maniére suivante.

L’équation tangentielle d’une sphére dont le rayon est R et dont
le centre a pour coordonnées x,y, s est

(7) uxr oy -+-ws—p=N~RA,

/v ayant la signification déja donnée; car cetle équation exprime
que la distance du centre au plan tangent est constante. Pour
obtenir la surface correspondante, effectuons la substitution définie
par les formules (6). Nous obtiendrons I'équation

, U R e R e S 1=
ux—-i—v_)/—r[:j}(w~/c)fl /{((/V —}—]I,)];*;*—Z)

1
¥

R[I—Z—/{

o |1 — £

, 1 ’ I'—A‘ ro ’
5 (w' — Ry — I—'ﬁ—/:(W - N )]

ou, en ordonnant et effacant les accents,

T k2 o AR / okz 1= k2
L mm ey <1—/f2#_— 1—/c2>w_h(mwr:7m‘_21{).

Cette équation, de méme forme que I'équation (7), représente

une spheére dont le centre (z/, 3/, 5') et le rayon R’ sont définis

par les formules

o — 1=k 2kR
(s o ST 1— 2’
o) .

. nr . 2k3 1+ A2

y=r W= e
qui donnent aussi

SZ’—i—R':Lj:;:(z——R),

(9) g

el, par conséquent,

224 Y24~ 52— R2 = 22+ y2+ 32— R2,
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1l suit de la qu’a une sphére (S) de la premiére figure, repré-
sentée par I’équation ponctuelle

X2 Y2 Z2—o2X —2yY —23572 + 22+ y2+4+ 32— R2 = o,
correspond une sphére (5) de la seconde, ayant pour équation

z(1+Fk)—o kR

1 — A2

X2+Y2+Z2——2xX—2yY-—z[ ]Z—\—x‘l—n—)ﬂ—'r-z?—l{‘l:o.
On voit que les deux spheéres (S) et (S') coupent le plan des
zy, c’est-d-dire le plan (II) de la transformation, suivant un méme
cercle.
Appelons V, V' les angles, définis par les formules

7o =
cosV = B’ cosV' = I

2

-~

que font les deux sphéres avec le plan (I1). Les formules (9) nous
donnent entre ces angles la relation

1-+cosV' (1—{—k>2 ]——cosVY

—_— >
1—cosV’ 1—k/ 1-—cosV

que 'on peut ramener a la forme simple

7 /

11—k
10 tang — tang — =
(10) g g >

T+ A

Supposons que l'un des deux angles soit constant, il en sera de
méme de 'autre; de 1a résulte un moyen nouveau de déterminer
la surface (Z') correspondante & une surface (X) : On construira
les sphéres (S) tangentes & (X) et coupant le plan (1) sous un
angle constant . Par U'intersection de chagque sphére (S) et
du plan (1) on fera passer une sphére (S') coupant (11) sous
un angle donné B. L’enveloppe des sphéres (S") donnera la
surface (¥') correspondante a (X).

Une sphére de rayon nul doit étre considérée comme coupant
un plan ou une sphére quelconque sous un angle infini. La con-
straction précédente contient donc la suivante comme cas par-
ticulier :

On construira les sphéres (S) tangentes a (X) et coupant le
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plan (1) sous un angle constant o, (). Les sphéres de rayon
nul passant par Uintersection de chaque sphére (S) et du plan
() décriront une surface (X') correspondante a (%) avec con-
servation des lignes de courbure.

Bien antérieurement aux études récentes sur les transformations
qui conservent les lignes de courbure, et & une époque ol 'on ne
connaissait, parmi ces transformations, que I'inversion et la dila-
tation par laquelle on passe d'une surface a la surface paralléle,
M. O. Bonnet avait fait connaitre une transformation qui est
comprise dans la précédente et qui correspond au cas particulier
ou l’angle o, est droit (2).

Mais on peut, si 'on emploie les sphéres, obtenir une con-
struction géométrique encore plus simple de la transformation.
Les formules (9) nous montrent en effet qu’une sphére coincidera
avec sa transformée, toutes les fois que 1’on aura

1+ k
ou

z i
(11) =

Dapres cela, si l’on considére toutes les sphéres (S) tangentes
& une surface () et coupant le plan (I1) sous un angle con-

stant, de cosinus égal s elles envelopperont, en méme temps

que (%), la surface (¥') homologue de (X)) dans la transfor-
mation considérée ().

. . . V' .
(') Pour obtenir I'angle a, il suffit de faire, dans la formule (10), tang? ==
On a ainsi
L —1

T ol —
ang — =-=1¢ .
©'s I ~-1

(*) O.BoxneT, Note sur un genre particulier de surfaces réciprogues (Comptes
rendus, t. XLII, p. 485; 1856).
(3) Si laconstante k& est plus petite que I’unité, les sphéres (S) ne coupent pas le
. z .
plan (HI); mais le rapport } st toujours constant. C’est dans cette hypothése

qu’est tracée la fig. 12.
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172. La derniére proposition que nous venons d’énoncer per-
met de donner une définition géométrique simple de la transfor-
mation plus générale que l’on obtient si I'on soumet une figure
et sa transformée & une méme inversion. A toutes les sphéres qui
coupaient le plan (II) sous un angle constant, I'inversion fait en
effet correspondre des sphéres ou des plans coupant une sphere
fixe (S) sous un angle égal et constant. Ainsi:

St Uon construit toutes les sphéres tangentes a une surface
(A) et coupant une sphére fixe (S) sous un angle constant,
elles envelopperont, en méme temps que (A), une surface (A')
qui correspondra a (A) avec conservation des lignes de cour-
bure.

Si la sphére‘ (S) se réduit a un plan (IT), on retrouve la trans-
formation par directions réciproques.

Il ne sera pas inutile de démontrer la proposition précédente
d’une maniére tout a fait élémentaire. Nous examinerons en pre-
mier lieu le cas ou P’angle constant est droit.

Considérons toutes les sphéres (U), qui ont leur centre sur une
surface () et qui coupent a angle droit une sphére (S) de rayon
R. Le centre O de (S) ayantla puissance constante R par rapport
a toutes les spheres (U), les axes radicaux de trois sphéres quel-
conques (U), et par suite la corde de contact de chaque sphére
avec son enveloppe, viendront passer par le point O. De la résulte
la constraction suivante de 'enveloppe :

Les deux points de contact de la sphére (U) de centre M avec
son enveloppe se trouvent a U’intersection de cette sphére et de
la perpendiculaire abaissée du centre O de (S) sur le plan
tangent en M & la surface lieu des centres (X).

Soient p, ' ces deux points placés symétriquement par rapport
au plan tangent de (). On aura évidemment

_O—ﬁ. O = Rz,

R désignant le rayon de (S), et, par conséquent, les deux nappes
de l’enveloppe seront inverses l'une de l'autre par rapport au
point O.

D.— 1. 17

258 LIVRE II. — CHAP. VIII.

M. Moutard a donné le nom d’anallagmatiques (1) aux surfaces
qui ne changent pas quand on les soumet & une inversion déter-
minée. Les deux nappes de l'enveloppe précédente constituent
donc une surface qui est anallagmatique par rapport au pole O,
et, réciproquement, il serait aisé de le montrer, toute surface
anallagmatique peut étre obtenue par la génération précédente.
D’ailleurs, comme les deux nappes de 'envcloppe sont inverses
Pune de l’autre, les lignes de courbure tracées sur ces deux
nappes se correspondent une & une.

Etudions maintenant le cas général ot les sphéres variables (U)
coupent la sphére fixe (S) sous un angle constant qui n’est pas
droit. Nous commencerons par établir le lemme suivant :

Si des sphéres variables (U) coupent une sphére fixe (S) sous
un angle constant, différent de zéro et de =, on peut toujours,

“en ajoutant une constante a tous leurs rayons, les transformer

en des sphéres (U') qui coupent a angle droit une sphére fixe
(S") concentrigue a (S).

Soient, en effet, p et R les rayons des sphéres (U) et (S); d la
distance de leurs centres; o 'angle constant sous lequel elles se
coupent; on aura

d?= p?+ R?—2pR cosa,
ou encore
d? =(p——Rcosa)2+ R2sin2x.

Par suite, si I'on ajoute la quantité constante — R cosa au
rayon p de (U), ce qui donnera une sphére concentrique (U’),
cette sphere (U’) coupera a angle droit la sphére fixe (S') concen-
trique a (S) et de rayon R sino.

Ce lemme étant établi, si nous envisageons toutes les sphéres
(U) qui dépendent de deux paramétres et coupent (S) sous un
angle donné, elles envelopperont une surface a deux nappes (A),

(*) Mouraro, Note sur la transformation par rayons vecteurs réciprogues
(Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. III, p. 306; 1864 ).

Sur les surfaces anallagmatiques du quatrieme ordre (méme Recueil, t. III,
p. 536; 1864).

Lignes de courbure d’une classe de surfaces du quatriéme ordre (Comptes
rendus, t. LIX, p. 243; 1864).




APPLICATIONS DIVERSES. 259

(A’). Les sphéres concentriques (U’), qui coupent a angle droit la
sphere (S’), envelopperont une surface a deux nappes (B), (B")
respectivement paralleles a (A), (A’); et, comme les lignes de
courbure se correspondent sur les deux nappes (B), (B'), qui sont
inverses l'une de P'autre par rapport au centre commun des
spheres fixes (S), (5/), il en sera de méme en ce qui concerne les
deux nappes (A) et (A’). La proposition que nous avions en vuec
se trouve ainsi établie dans toute sa généralité.

Soumettons la figure précédente & une inversion dont le poéle
soit sur la sphére (S). Cette sphére se transformera en un plan
(IT); les deux nappes (A), (A’) se transformeront en deux nappes
(C), (¢, qui seront Penveloppe commune d’une famille de spheéres
(U") transformées des sphéres (U) et coupant par conséquent le
plan (I) sous un angle constant. En d’autres termes, les nappes
(G) et (/) se déduiront I'une de 'autre au moyen de la transfor
malion par directions réciproques la plus générale. Or on peut
passer de (C) a () en effectuant les transformations suivantes :
1° une inversion qui transforme (C) en (A); 2° une dilatation qui
transforme (A) en (B); 3° une inversion qui transforme (B) en (B');
4° une dilatation qui transforme (B’) en (A’); 5° une inversion
finale qui transforme (A’) en (C/). Ce résultat est conforme a une
proposition générale de M. Lie (') d’aprés laquelle toutes les

(') Dans le Mémoire déja cité, inséré au t. V des Mathematische Annalen,
M. Lie a fait connaitre toutes les transformations de contact qui conservent les
lignes de courbure; il a méme signalé (p. 186) le cas particulier de la transfor-
mation par directions rdéciproques; mais cctte transformation avait été déja
donnée dans différents travaux de M. Ribaucour. Voir, en particulier, Risaucour,
Note sur la déformation des surjfaces (Comptes rendus, t. LXX, p. 332;
1870).

Sous une forme différente, elle a été 'objet des études de I’auteur publides dans
les Notes V et IX du AMémoire sur une classe remarquable de courbes et de
surfaces algébriques, 1873.

Les transformations générales considérées par M. Lie dans son Mémoire peuvent
étre définies d’'une maniére élégante si I'on emploie les six coordonnées de la
sphére reliées par Péquation

6
Z m7> =0
1

ct définies au ne 156. Il suffit, pour les obtenir, de faire correspondre & une spheére
de coordonnées m; la nouvelle sphére dont les coordonnées m) se déduisent des

)

précédentes par une substitution linéaire orthogonale a coefficients constants.
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transformations de contact qui conservent les lignes de courbure
se raménent A des inversions et & des dilatations.

173. Revenons aux résultats que nous avons obtenus relative-
ment a deux sphéres qui se correspondent dans la transformation
par directions réciproques. Ils vont nous permettre de compléter
les constructions précédentes et de faire connaitre de nouvelles re-
lations entre les éléments correspondants.

Fig. 12.

!

|

Considérons dans la premiere figure une surface (X) et prenons
pour plan du tableau (fig. 12) le plan mené par un point quel-
conque M de cette surface perpendiculaire ala fois au plan (1I) de
la transformation et au plan tangent en M a (). Soit MC la trace
de ce dernier plan; si nous construisons la spheére (U) tangente en M
a () et coupant le plan (IT) sous un angle constant dont le cosinus
soit ';5’ nous savons qu’elle enveloppe, en méme temps que (2),
la surface (2') qui correspond a (X). Soit M’ le point de contact
avec (¥'); le plan tangent en M’ a (¥') et le plan tangent en M a
(%) devant couper le plan (IT) suivant la méme droite, le point M’
sera dans le plan du tableau et on l'obtiendra en menant du
point G, ot la droite MG rencontre le plan (II), la seconde tan-
gente au cercle suivant lequel la sphére (U) coupe le plan du
tableau. Il suit de la que le cercle décrit du point G comme
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centre avec CM pour rayon passera par le point M’ et coupera
normalement les surfaces (£), (¥') en M et en M'. Ainsi, st ’on
construit tous les cercles normaux a la fois a () et au plan
(1), la surface (¥') coupera tous ces cercles a angle droit.

D’ailleurs, comme les deux plans tangents CM, CM’ se corres-
pondent dans la transformation, on pourra leur appliquer la for-
mule (10) établie pour deux sphéres correspondantes quelconques
et, si 'on désigne par V, V'les angles de ces deux plans avec le
plan (II), on aura

v’ 1—k

tanggtang; =7
T

Silon tient compte du sens des normales aux deux plans, on
aura

et, par conséquent,

/\ /\
M'GS k1 MCS
tang — = g, tang——-

Cette équation qui définit le point M/, quand on connait le
point M, exprime que le rapport anharmonique formé sur le
cercle par les quatre points M/, M, S, S’ est constant et égal a
k—+r1
k—1
baucour et qui est compris comme cas particulier dans une pro-

. On obtient donc le théoréme suivant, qui est da a M. Ri-

position générale sur laquelle nous aurons a revenir :

Etant donnée une surface (%), on construit tous les cercles
normauzx & la fois a la surface et a un plan fize (II). Ces
cercles sont normaux & une famille de surfaces (¥') qui sont
définies de la maniére suivante : Pour chacune d’elles, le
rapport anharmonique du point ow elle coupe chaque cercle
normal & (T) et des trois autres points ot ce méme cercle est
coupé par () et par (I) est un nombre constant. Les surfaces
(2') sont celles qui dérivent de (2) dans les différentes trans-
formations par directions réciproques qui admettent le méme
plan (II).

On peut signaler encore d’autres relations géométriques. Si, du
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centre P de la sphére qui enveloppe a la fois (X) et (¥) on abaisse
une perpendiculaire PR sur le plan (II), elle coupe le cercle en un
point Q qui décrit une surface normale au cercle, comme il est
ais¢ de le démontrer. En effet, la tangente en Q et la ligne MM/
coupant ’axe SS’ en un méme point H, on a, en vertu d’une pro-
position de Géométrie élémentaire,

/\ /\ //\
QGCs MCS I'CSs
tang? = tang tang
2 2 2

ou, en tenant compte de la formule donnée plus haut,

PO —_ PN
Qcs k1 MCS
tang 5 = k_ltang 5 K

le rapport anharmonique des points Q, M, S, S’ étant constant
en vertu de cette équation, la surface décrite par le point Q est
bien normale au cercle et elle correspond a (X) avec conserva-
tion des lignes de courbure. On a d’ailleurs

MP” = MQ =< MQ' = PR’ — RQ"
ou, en remarquant que MP, PR sont liés par I’équation (11),
RQ = PR /T — &%

on obtiendra donc la surface lieu du point Q, en réduisant dans le

rapport de \/x — k2 a1 les ordonnées perpendiculaires au plan (IT)
de la surface lieu du point P. De la le théoréme suivant :

St l’on considére toutes les sphéres (U) dont les centres dé-
crivent une surface (S) et qui coupent un plan (II) sous un

. 7 .~ I
angle constant, de cosinus égal a 7> elles enveloppent une sur-

Jace a deux nappes (%), (') dont les lignes de courbure corres-
pondent point par point a celles de la surface (S') obtenue en
réduisant, dans le rapport de \/1— k* & 1, les ordonnées de
(S) perpendiculaires au plan (1I).

Si, par exemple, la surface (S) est du second degré, ce théoréme
permettra de déterminer immédiatement les lignes de courbure
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des deux nappes (2), (¥'); elles correspondront, en effet, aux lignes
de courbure de la surface (S') qui sera ict du second degré.

174. Nous allons maintenant chercher ce que deviennent les
formules relatives a la transformation par rayons vecteurs réci-
proques, quand on emploie le systéme de coordonnées (=, 3, £).

Soient

X Y 7 Iz

z Yy & ar—yit a2
les formules de la transformation. Au plan
(12) uX +0Y+-wZ-—p=o0
correspondra la sphére

ux +vy -+ ws -+ %(x2+y?+z2) = o.
Cherchons 'équation tangentielle de cette sphere, ¢’est-a-dire

la condition pour que le plan

x4+ 9oy +wis-+-p =o

lui soit tangent; l'application des méthodes élémentaires nous
conduit a ’équation cherchée '

’
2
—2PP w0 e = Vira- o2 w2 Ju'r - 92 40 w2 = o,
k2
Introduisons les coordonnées £, o, 3 ala place’de «, ¢, w, p et
&, o, B ala place de «/, ¢/, &/, p/. L’équation précédente prendra
la forme

288 " Y : ’
28 a2 B — (a4 §) = (2 B)(o — B) = o,
En prenant successivement le signe - et le signe —, nous

aurons les deux équations

(13) 8 =—/k (a2 —a)(B—P),
(14) g =—Ar(B—o)(a—f),

qui réalisent, en quelque sorte, le dédoublement de l'inversion.
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Ces formules se raménent I'une a Pautre quand on échange aet 3;
et cet échange ne modifie en rien I'équation d’un plan dans le
systéme (a«, 3, £); nous pourrons donc mnous borner a con-
sidérer une seule des deux équations. Nous choisirons la for-
mule (13).

Quand le plan défini par l’équation (12) enveloppe une surface
(%), £ est une fonction donnée de « et de 3, et la sphére définie par
‘équation (13)end’, ', & enveloppe la surface (¥') correspondante
a (). Pour avoir le point ou plutét le plan de contact de cette
sphére avec son enveloppe, il faut appliquer les principes généraux
de la théorie des enveloppes et joindre a I’équation (13) ses deux
dérivées par rapport a o et a 3, & étant considérée comme une
fonction de o« et de 3. En appelant p et ¢ les dérivées premiéres
de &, on trouve ainsi le systéme

(=R =),
(15) Y pt =12 (g ),
! g8 =—Fk2(a—d),

qui détermine o, ', & en fonction de o et de 8.
Si I'on différentie maintenant la premiére équation (15), en
tenant compte des deux autres, on trouve

EdE = k2(8— 8 da +k2(a— o) dB.

On aura donc, en désignant par p/, ¢’ les dérivées de & par
rapport a o/, {3/,

tp = k(B — @),

(16) fq' = k(o —a).

Les formules (15), (16) définissent toutes les relations entre les
éléments correspondants des deux surfaces. Elles fournissent le
tableau suivant :

Y R R -
Y=g 2= P r
, £ , k2 13 £
1 = U — — == — -— = =
(r7) a ik q 7’ 7 p
p=p—s
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d’ott 'on déduit, par un calcul facile,
dp' da’ — dg' df' = — g (dp doa— dg df).

Cette équation établit de nouveau que l'inversion conserve les
lignes de courbure.

Il importe d’établir nettement ce qui distingue, au point de vue
géométrique, les formules (13) et (14). Quand on échange o et
I’équation du plan tangent ne change pas et, par conséquent, on a
toujours la méme surface; mais le sens positif de chaque normale
est évidemment changé. Cela résulte des expressions

1— af L.I—!.~a{_3 , o+ 8

c = - =

«— g’ a—p’  C T B

des cosinus directeurs de la normale. Par conséquent, les formules

'

Cc =

(13) ou (14), qui se déduisent 'une de I'autre par I’échange de a
et de 3, font bien correspondre & une surface (X) la méme surface
(¥); mais 4 un sens déterminé d’une normale a la surface (%)
correspondront des sens opposés de la normale a la surface (X')
suivant qu’on adoptera la formule (13) ou (14). Pour caractériser
au point de vue géométrique chacune de ces formules, il suffira
donc de donner la relation entre les sens positifs des deux nor-
males, qui correspond par exemple & la formule (13). Pour cela
considérons deux surfaces homologues (), (¥'), et deux points
correspondants M, M/, sur ces deux surfaces. A un point de (%)
décrivant une courbe infiniment petite autour de M dans un sens
déterminé correspondra un point de (¥') tournant également dans
un sens déterminé autour de M’; attribuons aux deux normales un
sens tel que les deux courbes paraissent étre parcourues en sens
contraire autour de leurs normales respectives; on aura ainsi la
correspondance entre le sens des normales, définie par la formule
(13) et par celles que nous en avons déduites.

Pour le démontrer, il suffit de considérer la sphére (S) de
rayon R ayant pour centre 'origine des coordonnées et dont I’é-
quation est

E=R(2—B).
Les formules (17) nous donnent pour la sphére correspondante

F=2 o=f F=— R @)
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Les deux premiéres formules montrent que le sens positif de la
normale se trouve changé etla proposition précédente se vérifie dans
ce cas particulier. Cela suffit; car, sil’on déforme progressivement
la sphére (S) de maniére a 'amener a coincider avec une surface
quelconque (2), la proposition établie pour la sphére (S) doit né-
cessairement se conserver, en vertu de la continuité, pour la
surface ().
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LIVRE III.

LES SURFACES MINIMA.

CHAPITRE 1.

RESUME HISTORIQUE.

L’équation aux dérivées partielles de Lagrange. — Mdémoire de Meusnier sur la
courbure des surfaces. — Premiéres recherches de Monge. — Méthode rigou-
reuse de Legendre. — Détermination de quelques surfaces minima nouvelles,
par M. Scherk. — La surface minima réglée, le théoréme de M. Catalan. —
Recherches générales sur la théorie par MM. O. Bonnet, Catalan et Bjorling.

1753. Avant de continuer l’exposition des théories générales,
nous allons faire une application étendue des méthodes et des ré-

sultats développés dans les deux Livres précédents. Nous avons

choisi les surfaces minima dont ’étude présente un intérét véri-
tablement exceptionnel; car elle touche a la fois au Calcul des va-
riations, 3 la Physique mathématique et & la Théorie moderne des
fonctions.

Dans le célebre Mémoire intitulé : Essat d’une nouvelle mé-
thode pour déterminer les maxima et les minima des formules
intégrales indéfinies, qui est inséré dansle t. I des Miscellanea
Taurinensia, années 1760-61 ('), et qui contient les principes de
son Calcul desvariations, Lagrange, aprés avoir généralisé les ré-
sultats obtenus par Euler relativement aux intégrales simples, se
propose de montrer, dans ’Appendice I, que sa méthode s’applique
aussi aux intégrales doubles; et il choisit comme exemple celle
qui exprime ’aire d'une portion de surface rapportée a des coor-
données rectangulaires

S dedy VTP

(') Voir aussi OFuvres de Lagrange, t. I, p. 335.
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Il trouve ainsi que la surface minima passant par un contour
donné doit satisfaire a I'équation

o (P N_Oo(_ 2 _\N_,
T\Vi+prq*) P \Viwpag? '

« Le probléme se réduit donc, dit-il, & chercher p et ¢ par ces
conditions que

pde—qgdy e B —adZ

Vit p2tq?

solent des différentielles exactes.

» Ilest d’abord clair qu’on satisfera i ces conditions, en faisant
p et g constantes, ce qui donnera un plan quelconque pour la sur-
face cherchée; mais ce ne sera la qu'un cas particulier, car la
solution générale doit éire telle que le périmeétre de la surface
puisse étre choisi a volonté. »

Lagrange se contente des remarques précédentes; car le but
unique de son admirable Mémoire était la formation des équations
différentielles auxquelles doivent satisfaire les courbes et les sur-
faces qui donnent la solution des problémes posés; et il termine
I’Appendice consacré aux intégrales doubles en donnant I’équation
aux dérivées partielles de la surface dont I’aire est minimum parmi
celles qui circonscrivent des solides égaux.

La théorie si simple et si féconde que Lagrange avait substituée
aux méthodes d’Euler ne fut pas immédiatement acceptée par tous
les géométres. En 1767, Borda fit imprimer, dans les Mémoires de
U’ Académie des Sciences, un travail intitulé : Eclaircissement
sur les méthodes de trouver les courbes qui jouissent de quelque
propriété de maximum ou de minimum, et il crut faire une
ccuvre utile en démontrant par une voie nouvelle, et sans rien lui
ajouter, le résultat de Lagrange.

176. C’est dans un heau Mémoire de Meusnier (*) qu’est com-
mencée, et de la maniére la plus heureuse, ’étude de I’équation

(") Mcmoire sur la courbure des surfaces par M. Meusnier, Lieutenant en
premier, surnuméraire au corps royal du Génie, Gorrespondant de 'Académie, lu
les 14 et 21 février 1776 (Méemoires des Savants étrangers, t. X, p. 477; 1785).
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aux dérivées partielles de Lagrange. Ce travail contient une théorie
nouvelle de la courbure qui, a tous égards, aurait mérité d’étre
conservée & cOté de celle d’Euler; Meusnier, aprés avoir rappelé
qu'Euler avait publié en 1761, dans le Recueil de ’Académie de
Berlin, le Mémoire qui contient les propositions devenues clas-
siques sur la courbure des sections normales faites en un point
donné d’une surface, ajoute que « I’on peut présenter la question
sous un autre point de vue en la faisant dépendre d’une propriété
intéressante, savoir qu’il existe une génération qui convient & tout
élément de surface ».

La génération dont veut parler Meusnier, et qu’il développe avec
précision dans le cours de son travail, est la suivante : on peut, en
négligeant seulement les infiniment petits du troisiéme ordre, consi-
dérer tout élément de surface dans le voisinage d’un point donné,
comme engendré par la rotation infiniment petite d’un pelit arc
de cercle autour d’'un axe situé dans son plan et paralléle au plan
tangent de cet élément. Il nous est aisé, aujourd’hui, de retrouver
les propositions de Meusnier et de nous rendre compte de sa mé-
thode. Si, en effet, on considére ( ffg. 13) un point quelconque M
de la surface et les centres de courbure principaux G, C/ relatifs
a ce point, toute surface aura en M un contact du second ordre
avec la proposée si elle admet en M les mémes directions princi-
pales Mz, My, et si, de plus, elle a les mémes centres principaux
correspondants aux deux directions principales. Si donc on veut
obtenir un tore ayant un contact du second ordre avec la sphére
donnée, ce tore devra admettre comme cercle générateur, soit le
cercle principal de centre C et de rayon CM décrit dans le plan CM z,
soit le cercle de centre (' et de rayon CG'M décrit dans le plan
C'My. De plus, sil’on considére, par exemple, le premier cercle
décrit dans le plan CMz, le second centre de courbure principal
devra se trouver sur l'axe du tore. Cet axe secra donc assujelti a
la double condition de passer par le point (/ et de se trouver dans
le plan CMz. En raisonnant de méme pour le second centre de
courbure, on reconnait qu’il y aura deux séries de tores osculateurs
en M; tous les tores d’une méme série auront un méme cercle gé-
nérateur, décrit dans I'un des plans principaux ayant pour centre
le centre de courbure relatif a ce plan; leurs axes, tous néces-
sairement situés dans ce plan, passeront par l’autre centre de
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courbure. Le mode de génération considéré par Meusnier revient
asubstituer & la surface dans le voisinage du point M le tore oscu-
lateur particulier dont I'axe est paralléle au plan tangent; les axes
des deux tores qu’il obtient ainsi sont les droites D et A que
M. Mannheim a retrouvées et introduites récemment avec succes
dans la théorie de la courbure des surfaces. On s’explique aussi,
par les remarques précédentes, comment Meusnier, en partant
d’'un point de vue tout a fait différent de celui d’Euler, est con-

Y

duit néanmoins a considérer les mémes éléments géométriques.
Fig. 13.

M

o

Y

(D)

Comme application de sa méthode générale, Meusnier détermine
d’une maniére trés exacte la surface dont tous les points sont des
ombilics et 1l cherche a établir par la Géométrie I’équation aux dé-
vivées partielles des surfaces minima. Par des raisonnements, qui
sont & la vérité peu satisfaisants, il est conduit a cette condition
que la somme des rayons de courbure principaux doit étre nulle en
chaque point de la surface. C’est donc dans le Mémoire de Meus-
nier qu’apparait pour la premiére fois I'interprétation géométrique
de ’équation de Lagrange.

Pour trouver des surfaces satisfaisant & cette équation

(1) (1 +=g2)yr—oapgs + (1-+ p2)t =o,

Meusnier remarque que, d’aprés un résultat déja donné par
Monge, I'équation

(2) q?r—oapgs + p2t=o

est celle des surfaces engendrées par une droite parallele au plan
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des zy. En l’adjoignant a l’e’quation (1), ce qui donne
(3) ra-t=o,

on aura, s'il en existe, les surfaces minima engendrées par une
droite paralléle a un plan. L’intégration simultanée des équa-
tions (2) et (3) conduit ainsi Pauteur a I’hélicoide gauche a
plan directeur.

Enfin Meusnier détermine la surface minima de révolution, et
il démontre qu’elle est engendrée par la rotation d’une chainette
autour de sa base. On voit que son travail a fait connaitre, en
méme temps que linterprétation géométrique de 1’équation de
Lagrange, deux surfaces minima qui sont, aujourd’hui encore,
au nombre des plus intéressantes et des plus simples. La méthode
par laquelle est obtenu P’hélicoide est féconde et a été souvent
appliquée a la recherche de solutions particulieéres des équations
aux dérivées partielles.

177. C’est dans son Mémoire sur le calcul intégral des équa-
tions aux différences partielles(Mémoires de '’ Académie Royale
des Sciences pour 1784, p. 118) que Monge s’est occupé pour la
premiére fois des surfaces minima et de l'intégration de I’équation
aux dérivées partielles de Lagrange. Monge commence par in-
tégrer exactement I’équation différentielle des caractéristiques, ce
qui est le point essentiel; mais il commet ensuite quelques erreurs
de raisonnement qui le conduisent a présenter la solution sous une
forme inacceptable; car les coordonnées rectangulaires x, y, z
sont exprimées en fonction de deux paramétres «, ' par des qua-

dratures de la forme
S (M da +Nda'),

ou M, N sont des fonctions de @ et de @’ ne satisfaisant pas a la
condition d’intégrabilité.

Les erreurs commises par Monge pouvaient étre facilement
corrigées et, en effet, dans un beau Mémoire sur l’intégration
de quelques équations aux dérivées partielles (Mémoires de
U’ Académie des Sciences, 1787, p. 309), Legendre, aprés avoir
signalé les objections que l'on doit adresser a la méthode
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primitive de Monge, ajoute ces quelques mots : Depuis « ses
recherches ’'ont conduit a la vraie intégrale qu’il a bien voulu me
communiquer avec le procédé qu’il avait suivi; mais ce procédé
tenant & quelques principes métaphysiques dont les géométres ne
conviennent pas encore, j'ai été curieux de chercher la méme
intégrale par la voie ordinaire, et j’y ai été engagé par M. Monge lui-
méme. On verra que j'y suis parvenu fort simplement par un chan-
gement de variables qui peut étre utile dans d’autres occasions et
que j’appliqueral méme a des équations plus générales. »

Les « principes métaphysiques » dont il est question dans ce
passage sont sans doute les idées de Monge sur la génération des
surfaces par la méthode des enveloppes, idées qu’il a développées
d’une maniére systématique dans UApplication de U’Analyse
la Géométrie. Nous avons peine aujourd’hui a les comprendre,
sinon dans leur esprit, au moins dans leur enchainement et dans
leurs détails. Il ne faut donc pas s’étonner que le procédé nouveau
de Monge, qui coincide sans doute avec celui qu’il a fait con-
naitre plus tard dans son Ouvrage, ait donné naissance a de
sérieuses objections ().

178. La méthode de Legendre est élégante et irréprochable.
Elle consiste a remplacer les variables z, », z par p, ¢ et

O =pr+—qy — 3,

en considérant ¢ comme une fonction de p etde ¢; ce qui revient,
suivant une remarque de M. Chasles, a substituer & la surface sa
polaire réciproque par rapport a un paraboloide.

Legendre effectue la transformation de variables d’une manicre
trés élégante. Il substitue aux deux expressions de Lagrange

pdx—+qgdy, ——‘L—L————Bﬁy

Vi-+p? i g2

(*) Si nous nous reportons a une indication donnée en 1832 par Poisson dans
une Note trés courte que nous citons plus loin [p. 275], ces objections auraient
¢té formulées par Laplace et auraient donné naissance & de longues discussions
entre les deux grands géometres.
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’

qui doivent étre des différentielles exactes, les suivantes

xdp +y dg = dy,

q P
<\/i+p2+92> 7 <\/I+q2+p2>’

et tout se réduit & écrire que ’expression

op q dy p
9p Vi+ p2+ g2 Jq Vit p2t g2

est une différentielle exacte. On a ainsi ’équation linéaire

oy 2O 929 -
(4) (I =p pz qupd 09)‘— ’
qui, jointe aux suivantes,
(5 x~()u . 5 == ()—9+((z(i-v
5) =9’ 7~5§’ ~-~Pdp j()q ’

suffit & déterminer complétement la surface.

L’équation (4) est de celles qu’il est possible d'intégrer par
I'application des méthodes réguliéres; on peut obtenir les équations
en termes finis des caractéristiques etappliquer ensuite la méthode

de Laplace. Mais Legendre abrége beaucoup les calculs en for-
mant ’équation

gy P g PO e @00 9
+p op? —2PY S d_p q L9 ()qz p()ﬁ g()(j 0,

a laquelle satisfont z, y, z considérées comme fonctions de p et
de ¢; on pourra lire 'exposition compléte de cette méthode dans
le grand Traité de Calcul différentiel et intégral de Lacroiz,
(2° édition, t. II, p. 625).

Nous devons remarquer que Legendre, aprés avoir donné les
formules dont il devait la connaissance a Monge, fait connaitre
de nouvelles formules entiérement débarrassées de tout signe d’in-
tégration, et qui auraient pu servir de base & une étude fructueuse
des surfaces minima.

179. La méthode d’'intégration donnée par Monge dans 1'Ap-

plication de U’Analyse a la Géométrie n’est pas la seule que
D.—L 18
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nous lui devions; le Traité de Lacroix en contient une autre qui
repose sur une idée trés ingénieuse et tres féconde : elle consiste
a transformer une équation aux dérivées partielles en considérant
les trois coordonnées x, y, 5 comme des fonctions de deux para-
meétres a et b. L’équation des surfaces minima prend ainsi la

forme
dy\ 2 05 \2] [ 2w Oy 0%z
*(@) +<aa> ](X o Y gt lom >

ox\ 2
Ja \
ox oz 0}* oy 0z 03) 02y 02z
(6) - <()a b 9a 9b " da b (\ Yoa deZ ob)
Y 2y Z c)'—z> = o.

| G Gl v -

X, Y, Z étant les cosinus directeurs de la normale déterminés par
les équations

Q_,

+

lv “3 @&ﬁ

7 —
da? da?

- O

SK—(E;Y(Eél%

da oa Jda ’
(7) ( N Zr)z o
()_5 ob P

et Monge remarque qu’on peut y satisfaire en prenant

[ [ Ox oy ( (&z\‘l_*

| (Ga) () (%) =~

( ox\2 /Oy N? dz\?2
<JE ~\oo +<az -

LS 02y 0z
(9) dadb = daob = dmob —

(8)

ce qui donne
xr = A+ By,

7:A2+B27
z= A3+ Bj,

Ay, As, A; étant des fonctions de a et By, By, B; des fonctions
de b, assujetties & vérifier les conditions

dA? + dA3+ dA} = o,

(10) \
dB} + dB3 + dB3 =

Mais il est clair que cette méthode si élégante est encore sujette
a des objections; car, sil’on prend pour a et b les paramétres des
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lignes de longueur nulle, I'équation (6) donne simplement

r;
!

02 x ()2_)/ 02 7 o
Xoaow “Yoaor T Loaon =

et non les trois équations (9).

180. La méthode de Legendre et celle d’Ampére donnée en
1820 dans le X VIlI® Cahier du Journalde I’ Ecole Polytechnique
ont été pendant longtemps les seules conduisant sans objection
possible a l'intégrale dont la découverte constitue un des plus
beaux titres de Monge & notre admiration.

Si on laisse de ¢6té certaines surfaces imaginaires trouvées par
Poisson ('), on n’a connu, depuis 1776 jusqu’en 1830, que les
deux surfaces minima obtenues en premier lieu par Meusnier.
Pendant longtemps on n’a fait aucun wusage de l'intégrale de
Monge et, dans un article de deux pages qui n’était pas de nature
a encourager les géoméetres (), Poisson déclarait en 1832 que
« malheureusement on ne saurait tirer aucun parti de cette intégrale
qui se trouve compliquée de quantités imaginaires et exprimée
par le systéme de trois équations entre deux variables auxiliaires
et les coordonnées courantes de la surface ».

Deux ans apreés, en 1834, paraissait dans le Journal de Crelle
un travail de M. Scherk (?) qui ajoutait des résultals importants a

la théorie des surfaces minima et contenait les premiers exemples

de surfaces minima déduites de I'intégrale de Monge et de Le-
gendre.

I’auteur rentre d’abord dans la voie ouverte par Meusnier; il
décompose I'équation aux dérivées partielles de Lagrange en
deux autres qui auront des solutions communes. C’est ainsi qu’en

(*) PossoN, Remarques sur une classe particuliére d’équations aux diffec-
rences partielles ¢ trois variables ( Correspondance de I’Ecole Polytechnigue,
t. IL, p. 410; 1813).

(?) Poisson, Note sur la surface dont l’aire est un minimum entre des li-
mites données (Journal de Crelle, t. VIII, p. 36xr; 1832).

(*) H.-F. Scuerk, Bemerkungen tiber die kleinste Fldche innerhalb gegebener
Grenszen (Journal de Crelle, t. XIII, p. 185). Ce travail est la suite et le com-
plément d’un Mémoire couronné par la Société des Sciences de Leipzig et inséré
dans le tome IV des Acta Societ. Jablonoviance, p. 204-280.
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supposant
§ = 0,

il est conduit a la surface définie par ’équation

cosax
(II) eAd — ————— .
cosay
En prenant les coordonnées semi-polaires z, p, § et en sup-
posant
02z
g 00

:0,

il obtient tous les hélicoides qui sont des surfaces minimaj; ils
sont déterminés par I’équation

(12) s =>log|yp*+ a* + \/p*— b% | +a arctang byt a +ab ¢,
ay/p?— b

ou a, b, ¢ sont trois constantes quelconques ('), et ils com-
prennent comme cas particuliers a la fois 'alysséide et I’hélicoide
a plan directeur, qui correspondent respectivement aux hypothéses
a=o et b=o. L’auteur montre quelles valeurs on devra attri-
buer aux fonctions arbitraires qui entrent dans les formules de
Monge pour retrouver les surfaces précédentes. Mais de plus,
et ¢’est la I'un des principaux mérites de son travail, il déduit par
Punique emploi de ces formules des surfaces nouvelles, assez
compliquées mais réelles. A la fin de son étude, il se propose,
mais sans y réussir complétement, de déterminer toutes les surfaces
minima engendrées par le mouvement d’une ligne droite. Cette
question, dont nous avons déja donné une solution (n° 11), a été
résolue pour la premiére fois par M. Catalan (?) qui a prouvé que

(*) En appliquant les méthodes du n° 73 & ces hélicoides on trouve que leur
élément linéaire a pour expression

ds* = du*+ (u*+ a*-+ b?) dbe.

Tous ceux pour lesquels la somme a*—+ &* est la méme sont donc applicables Ies
uns sur les autres.

(2) Catavran, Sur les surfaces réglées dont l’aire est un minimum (Journal
de Liouville, 1*° série, t. VII, p. 203; 1842). Voir aussi J.-A. Serrer, Note sur
la surface régl ée don les rayons de courbure principauz sont égauz et di-
rigés en sens contraire (Journal de Liouville, t. X1, p. {51; 1846).
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la seule surface minima réelle engendrée par le mouvement d’une
ligne droite est I’hélicoide a plan directeur. On peut la rattacher
d’ailleurs & une proposition plus générale obtenue ultérieurement
par MM. Beltrami et Dini (') et d’aprés laquelle les seules sur-
faces réglées pour lesquelles il existe une relation entre les deux
rayons de ¢ourbure sont des hélicoides.

181. Nous laisserons de c6té différentes recherches que nous
aurons 'occasion de signaler au cours de cette étude et nous
passerons immeédiatement & une courte Note de M. O. Bonnet
insérée en 1853 dans les Comptes rendus (?) et qui contient des
résultats de la plus haute importance pour la théorie des surfaces
minima. L’éminent géometre y indique un systéme nouveau de
formules relatives a la théorie générale des surfaces. On peut ca-
ractériser la méthode de M. O. Bonnet et en méme temps rendre
compte des avantages qu’elle présente, en remarquant que les
variables employées pour la représentation analytique de la sur-
face constituent un systéme de coordonnées tangentielles. Or les
développements donnés dans le Livre précédent nous montrent
que, si les coordonnées tangentielles jouent le méme role que les
coordonnées ponctuelles dans la théorie des systémes conjugués
et des lignes asymptotiques, elles donnent naissance a des calculs
et a des propositions plus simples dans ’étude des questions
relatives aux lignes de courbure. lies variables choisies par
M. Bonnet sont les suivantes : Etant donnés une surface (Z) et un
point M de cette surface, le plan tangent est déterminé par sa re-
présentation sphérique m sur la sphére de rayon 1 et par sa dis-
tance au centre de cette sphére; quant au point m de la sphére,
il est déterminé par sa longitude ¢ et sa colatitude 0. L’équation
du plan tangent s’écrit alors

(13) X sinf coso + Y sinfi sine +~ Z cos +-3 = o

(1) Beutrami, Risoluzione di un problema relativo alla teoria delle super-
ficie gobbe ( Annales de Tortolini, t. VII, p. 105; 1865).

Dt (U.), Sulle superficie gobbe nelle quali uno dei due raggi di curva-
tura principale é una funszione dell’ altro (méme Volume, p. 205).

(*) O. Boxyer, Note sur la théorie geénerale des surfaces (Comptes rendus,
t. XXXVII, p. 329; 1853).
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mais l'auteur transforme cette équation en introduisant a la place
de § et de v les variables isothermes

an . 5
fsine“y’ §=% Tme o

et elle prend alors la forme
(14) X cosx 4+ Y sinxy + Zisinty = 3.

Ce ne sont pas, on le voit, les variables que nous avons con-
sidérées au Chap. VIl du Livre précédent; mais la suite des calculs
améne le savant auteur & introduire ces variables, trés voisines des
précédentes, au moins dans certaines applications. On pourra
consulter, en particulier, le Mémoire sur I’emplot d’un nouveau
systeme de variables dans [’étude des propriétés des surfaces
courbes inséré en 1860 dans le t. V (2° série) du Journal de
Lrouypille, qui contient le développement complet et systématique
de la méthode de M. Bonnet et I'on trouvera a la page 183 de ce
beau travail 'équation des lignes de courbure ramenée a la forme
simple ‘

rde?—tdB32=o.

Les recherches de M. Bonnet, avant d’étre développées dans le
Mémoire que nous venons de citer, ont été indiquées d’une
maniére trés nette dans la Note de 1853 et dans trois autres Notes
insérées aux Comptes rendus ('). Elles ont réalisé, on peut le
dire, un progrés décisif dans la théorie des surfaces minima.
Elles ont donné I'équation intégrale sous une forme qui a per-
mis d’obtenir toutes les surfaces réelles et un nombre illimité
de surfaces algébriques; elles ont fait connaitre surtout un grand
nombre depropriétés géométiriques communes a toutes ces surfaces;
elles ont enfin fourni la solution compléte du probléme suivant
qui est fondamental : Déterminer la surface minima passant

(*) O. Boxner, Sur la détermination des fonctions arbilraires qui entrent
dans (’éguation intégrale des surfaces minima (Comptes rendus, t. XL,
p- 1107; 1833). — Observations sur les surfaces minima (Comptes rendus,
t. XLI, p. 1057; 1855). — Nouyvelles remarques sur les surfaces a aire minima,
(Comptes rendus, t. XLII, p. 532; 1856).
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par une courbe quelconque et admettant en chague point de
cette courbe un plan tangent donné. Nous compléterons d’ail-
leurs, dans notre exposition, ces indications rapides.

La méthode de M. O. Bonnet est directe et indépendante de
I'intégrale de Monge. Dans un travail (') publié par extraits dans
les Comptes rendus en 1855, M. Catalan a fait connaitre diffé-
rentes transformations de cette intégrale et de I’équation aux déri-
vées partielles, qui 1’ont conduit, en particulier, & un systéme de

formules entiérement débarrassées d’imaginaires. 11 a aussi indiqué

les moyens d’obtenir un nombre illimité de surfaces algébriques.

182. Dans ces derniers temps, M. Lie a appelé I'attention des
géometres sur des recherches qui, malgré l'intérét qu’elles pré-
sentent, étaient restées ignorées. En 1844, E.-G. Bjorling, pro-
fesseur a I'Unmiversité d’UpsaI, a inséré dans les Archives de
Grunert (t. IV, p. 29o) un Mémoire de vingt-cinq pages intitulé
In integrationem cequationis derivatarum partialium super-
Jiciel cujus in puncto unoquoque principales. ambo radit cur-
vedinis cequales sunt signoque contrario. Ce travail mérite une
analyse détaillée. L’auteur y reprend d’abord la méthode de
ILegendre ; mais, en choisissant des variables nouvelles, il est con-
duit a I’équation

o 08 = a2— (2 Ja az-— B2 08

qui est plus simple que celle de Legendre et qu’il intégre par I'ap-
plication réguliére de la méthode de Laplace. Il obtient ensuite
des expressions tres simples des coordonnées x, y, z en fonction
des deux variables « et 3, et de deux fonctions arbitraires. Puis il
indique comment on détermine ces fonctions arbitraires de telle
maniére que la surface passe par une courbe donnée et y admette
en chaque point un plan tangent donné. La solution de ce dernier
probleme, que Bjorling a eu le mérite de poser et de résoudre le

(1) Une rédaction développée des recherches de M. Catalan a paru en 1858 dans
le XXXVII® Cahier du Journal de l’Ecole Polytechnique sous le titre suivant :
Mémoire sur les surfaces dont les rayons de courbure en chaque point sont
égaux et de signes contraires.

280 LIVRE III. — CHAP. I. — RESUME HISTORIQUE.

premier sans en apprécier peut-étre toute I'importance, est ramenée
dans son Mémoire a4 la détermination d’une fonction dont la
dérivée troisiéme est connue.

Bjorling examine ensuite quelques autres problémes qu’on peut
rattacher au précédent, par exemple le suivant : Déterminer la
surface minima qui coupe une surjface donnée suivant unc
courbe telle gu’en chacun de ses points p et g sotent des fonc-
tionsdonnées a l'avance de x, y, 5.

Le reste du Mémoire ne contient rien de nouveau.

183. Les importantes recherches de M. Weierstrass, publiées
en 1866 ('), reposent sur ’emploi des formules de Monge, mises
sous une forme extrémement élégante, et qui parait la plus com-
mode dans les applications. M. Weierstrass a résolu, le premier,
plusieurs questions essentielles : il a, en particulier, donné le
moyen de trouver toutes les surfaces minima réelles et algé-
briques. Ses formules établissent de la maniére la plus claire le
lien qui existe entre la théorie des fonctions d’une variable ima-
ginaire et celle des surfaces minima, puisqu’elles montrent qu’a
toute fonction de 'argument imaginaire correspond une surface
minima réelle. Mais, comme nous ferons connaitre les recherches
de cet illustre géometre ainsi que les principaux travaux publiés
depuis 1867, nous arréterons ici cet exposé historique en signalant
toutefois un Mémoire de M. Beltrami Sulle proprieta generalt
delle superficie d’area minima, inséré en 1868 dans le t. VII
des Mémoires de I’ Académie des Sciences de Bologne (2° série).
Ce beau travail, sur lequel nous aurons a revenir, contient une
Notice historique trés étendue qui nous a permis, du moins noas
Pespérons, de n’oublier aucun travail important publié sur notre
sujet avant 1860. On consultera aussi avec le plus grand profit le
Mémoire de M. Schwarz intitulé Miscellen aus dem Gebiete der
Minimalflichen, inséré au tome LXXX du Journal de Crelle
(p- 280, 1375).

(') WrierstrAss, Ueber die Flichen deren mittlere Kriimmung tiberall gleich
Null ist (Monatsberichte der Berliner Akademie, pp. 612, 855; 1866). Ueber
eine besondere Gattung von Minimalfliichen (méme Recuell, p. 511; 1867).
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CHAPITRE IL

LES SURFACES MINIMA EN COORDONNEES PONCTUELLES.

Premiére condition & laquelle doit satisfaire la surface minima passant par un
contour donné. — Intégration de I’équation aux dérivées partielles. — Formules
de Monge. — Formules de Legendre ne contenant aucun signe d’intégration. —
Double systéme de formules donné par M. Weierstrass. — Détermination de
toutes les surfaces minima algébriques et réelles. -—— Relation entre la théoric
moderne des fonctions et celle des surfaces minima.

18%. Considérons une surface quelconque, ou plutdt une por-
tion continue de surface (Z) limitée par un contour, et proposons-
nous de trouver la variation de I’aire quand on passe a une surface
infiniment voisine. Soient z, ¥, z les coordonnées d’'un point
de (2); ¢, ¢’, ¢’ les cosinus directeurs de la normale en ce point.
Nous prendrons pour coordonnées curvilignes « et ¢ les paramétres
des lignes de courbure de la surface. Alors, si ’on désigne par R,
R’ les deux rayons de courbure au point considéré, les formules
d’Olinde Rodrigues nous donneront

ox de oy oc’ 03 oc”
0 | 5% + Rz =0  sp+Ro =0 5 +RIL—o
I ¢
ox ,0c oy ,0¢’ dz  .,0c"
(%*Rx—m o TRy = 5 R =

On a d’ailleurs
‘ dc de | dc’ oc N oc” oc”

, '@EGTZ;;&W‘&;()V:O)

2 )

( oz 9z dy dy | 95 0z _
(()u;); ou dp ou s~ °

Nous poserons, pour abréger,

(5 )~ (52)
. [9c\? 9c'\2 . [dc"\2
) 8 “f(ao + (o *‘(53) ’
3
m:%y%%ﬁL%2
ou Ju "\ du
2 ,
o (2 (2 ()"
v oy v
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on aura évidemment

[~

E

et 'on obtiendra pour I'élément linéaire de la surface (2) I'ex-
pression
(4) ds? = R2e? du? +~ R'2g2dv?2 = E2du? <+ G2 dv2.

Cela posé, considérons une surface (¥') infiniment voisine de (2);
la normale en un point M de () rencontre (¥') en un point M.
Désignons par A la distance MM/; la surface (¥') sera, évidemment,

définie si I’on donne A en fonction de u« et de ¢, et les coordonnées
X, Y, Z d’un point de (¥') seront déterminées par les formules

X =2+ c}h, Y=y-+c2, 7 = z 4+ "),

qui donnent

! . de ) ;L o0c Y
dX = (h — R)EL—Ldu (A —R >$CZV - cdh,
(5) dY:()\—R)ic—,du ~+= (A »-R')(-)E:dv+c’d)\
' ou Jp ‘ ’

4 "
| dZ =(A—R) ?)j_(, du —+(h — R')%% dv —+ " dh.

On en déduit, pour I’'élément linéaire de (¥'), I'expression
(6) ds' = (A —R)2e? du? +(h — R')2g2do? 4+ d)2

et, pour I’élément superficiel,

(m) ()
CZS:EG'<I—~—?—\—> <I-——~)—\—) 1 ou _L__~~ﬂ)_,.f

R R T e —RE T 20— Ry

183. Supposons maintenant que l'on considére une portion
de () limitée par un contour (G) et que 'on veuille comparer
I’aire de cette portion a celle d’une surface infiniment voisine (¥')
passant par le méme contour. Alors A devra étre une fonction
infiniment petite s’annulant en tous les points de (C). L’aire de

(X') sera représentée par 'intégrale double’

\/ (‘dx )2 (01)2

A A Ju do

- — < _ —_— 4 l’,
(’>S_L/fEG<I R><I w)Y o Fh—Ry g —Rp
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étendue a toutes les valeurs de w«, ¢ correspondant aux points
de (X) situés a lintérieur de (C); et celte aire, développée suivant
les puissances de la quantité infiniment petite qui entre en facteur
dans A, pourra s’écrire

| s EG dud e (L Y dwae

s. :f/ al ()—‘u/!/‘ &R—+—P?>(,ucc
(8) ) <o)\>2 <Q>

, —,—f/\EG P Ju _ dy

\ RR " o T ag2R72

pPENTE due dy,

les termes négligés étant du troisiéme ordre seulement. St Uon fait

A = o, on trouve 'aire de (2). L'accroissement de l'aire quand on
’ {

passe de (X) a (¥') sera donc déterminé par la formule

/ . I 1Y
A —_ — u v — -
§ S ffLG) <l{ —+- R,)du dy
(9) : <‘L’> Q)
é +ffEG 2 RRACLY + Nl du dv,

RR’ 2 e2 R2 292 R2

au méme ordre d’approximation que précédemment.

Il résulte immédiatement de la qu’il faul, pour qu’une surface
soit minima, que la somme de ses rayons de courbure principaux
soit nulle en chaque point. En effet, supposons qu’il en soit autre-
ment et prenons pour A une expression de la forme

@ étant une fonction de « et de ¢ qui devra s’annuler en tous les
points du contour (C) et 7 une constante infiniment petite. L’ex-
pression (g) de AS prendra la forme

AS :—771'/‘/.EG%02<11{ -+ —II{—,>2(ZLL dy,

les termes négligés étant de 'ordre de m?2. L’intégrale précédente
n’est pas nulle, puisque tous ses éléments ont le méme signe. On
peut donc prendre m assez petit pour que les termes négligés, qui
sont de 'ordre de m?, soient plus petits que le précédent et, par
conséquent, pour que chaque élément de AS ait le signe de — m.
En donnant a m le signe positif, on trouvera pour AS une valeur
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négative; on obtiendra donc une surface dont 1'aire sera plus
petite que celle de (X).

Ainsi la premiére condition pour que l'aire de () soit la plus
petite possible est que la somme des rayons de courbure prin-
cipaux soit nulle en chaque point de la surface, ou, ce qui est la
méme chose, que l'indicatrice soit partout une hyperbole équi-
latére. L’usage a prévalu d’appeler surfaces minima toutes celles
qui satisfont a cette condition; mais la méthode que nous avons
sulvie montre bien que, si elle est nécessaire, eclle ne sera pas
toujours suffisante. Faisons en effet R'== — R dans la formule (9):
I'expression de AS deviendra

(a) ()
AS:/“)[eg e NOw/ N9/

(10) du dy,

2¢e? RV
S

les termes négligés étant du troisi¢me ordre par rapport a i; et il
faudra que l'intégrale double qui figure dans le second membre de
cette formule soit positive quand on y substituera une fonction
quelconque, assujettie seulement & s’annuler en tous les points du
contour de (X). Nous reviendrons plus loin sur cette condition
supplémentaire et nous nous attacherons d’abord a la détermina-
tion des surfaces pour lesquelles la somme des rayons de courbure
est égale a zéro.

186. Nous venons de voir que 1'on peut les définir encore en re-
marquant que l'indicatrice est une hyperbole équilatére ou que
les lignes asymptotiques se coupent a angle droit. Il y a avantage
a énoncer la propriété caractéristique des surfaces minima sous la
forme suivante : Les deux familles de lignes de longueur nulle
tracées sur la surface doivent former un réseau conjugué. On
sait en effet que I’hyperbole équilatére est la seule conique ad-
mettant pour diamétres conjugués les deux droites de coefficients
angulaires -+ ¢ et — (.

Ce point étant admis, prenons comme variables indépendantes o
et @ les paramétres de ces deux systémes de lignes de longueur
nulle. Puisqu’elles forment un réseau conjugué, les coordonnées
rectangulaires x, ), z seront trois solutions particuliéres d’une
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¢quation de la forme
020 0 b
92 9B o op T °
On aura donc
02x A ox oxr
02 08 T Oa 08 ’
2y 4 G _
(II) dﬁ-—adﬁh——A()_!Z__B%——O,
023 . 03z B 0_z -
0% 0B oz Cop T

et de plus, par suite du choix particulier de « et de 3

(o) ) (35 o
| ()= (&)= () -

Les formules (11) et (12) expriment évidemment toutes les con-
ditions résultant, et de la définition de la surface, et du choix des
coordonnées.

)

(12)

Or, si ’on différentie la premiére des équations (12) par rapport
a 3, la seconde par rapport a «, et que 'on remplace les dérivées
secondes par leurs valeurs tirées des équations (11), on trouvera

Qfdx+‘?lﬁl+§§9z> —
0z 0B 0w 08 oz oB) " T @
dz 9z | dy dy | 0% 0N p
Jx 083 oa 0f ou 08

Comme on ne peut avoir

ox 0z dy oy 0z 0z

22 98 " 02 08 T 3u 98 = O
sans quoi ’arc de toute courbe tracée sur la surface serait nul, 1l
faut que A et B soient nuls; les équations (11) se réduiront aux
sulvantes

02z — o 02y 0%z
ouodB — 7’ ou 0B

0,
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dont l'intégration est immédiate et nous donne

‘ z = fi(2) + o (8)
(13) Y =f2(2) - 22(8),
2 &= f3(2) + 95(3)

Mais, pour que les équations (12) soient satisfaites, il faut que
on ait

; J12 () + f32(2) + f37(a) = o,
(19)

22 (3) 92 (3) + 92 (8) = o,

Les formules (13) nous montrent que les surfaces minima
appartiennent a la grande classe des surfaces que nous avons
déja considérées (Lav. I, Ch. 1X) et qui peuvent étre engendrées
de deux manieéres différentes par la translation d’une courbe.
Nous reviendrons plus loin sur cette interprétation géométrique
des formules (13) et nous indiquerons tout le part qu’en a tiré

M. Lie.

187. Comme on peut, sans changer le systéme de coordonnées,
substituer & « et a 3 des fonctions quelconques de ces variables,
on pourra toujours supposer

Ji(a) = a, 91(3) = 8.
On déduira alors des formules (14)
i) =iyi+ 32 (a), ei (B)=1iV1-+09(B),

et, si I'on supprime les indices, les formules (13) prendront la
forme

r =oa-+ {3,
(15) y =)+ 9(B),

z=if Vi fr(a)da-+i [+ 2(B)dB,

qui est due a Monge ().

(') Analyse appliquée a la Géometrie, p. 211. La méthode par laquelle nous
avons obtenu les équations finies de la surface minima laisse de coté, comme la
plupart de celles qui ont été employées, le cas exceptionnel ot les deux systémes
de lignes de longueur nulle sont confondus dans toute I’étendue de la surface.
Alors. nous I'avons déja vu (n° 116), la surface sera une développable imaginaire
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Legendre et Monge ont aussi développé une autre maniére de
résoudre les équations (14). Supposons que l'on ait obtenu six
fonctions satisfaisant 4 ces équations et posons

fi(a) 2 (8) _ 4

JiCa) T ()

ce qui donnera
(o) = i fl(a) [+ a2 o, (8) =i, (8)y/1+ B3
J3(a) = ¢ f{(=) Rl o5 (B) =i (B) vV i+ P31,
Si l'on prend comme nouvelles variables «, et 3,, on pourra
toujours donner a f, («), ¢,(P) les formes suivantes

! " CZB
¢1(8) = ¢"(B) 3>

7 " d"
Fi(a) = () S
et les formules (13) deviendront alors
x = f'(a) +¢(B1)
Y=o f (1) —f(2) -+ Big'(31) — 2(B1),
5 = iﬁf\/[—&— o} [ (o) day -+ i‘/‘\/IT B} o"(B1) dB;.

2

Il y a encore des quadratures a effectuer. Voici comment Le-
gendre les a fait disparaitre. En intégrant par parties, on a

SV S ) da = f () T — L) S )

I+ a7y (I a%)?
Si donc on pose

Flan) = (1 + a2 F'(ay),

et de méme
3
o(B1) = (t+ BH2P(B1),

les formules seront débarrassées de tout signe d’intégration. On

circonscrite au cercle de l'infini; elle doit étre considérée comme une surface
minima; car elle satisfait a 'équation du premier ordre

1+ p*—+ g*= o,
et, par suite, on le vérificra aisément, a I’équation
(1+g)r—2pgs+ (1+p*)t=o,

qui caractérise les surfaces minima.
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les trouvera dans le Mémoire de Legendre et dans le Traité de La-
croix (t. II, p. 627).

188. Mais la solution la plus élégante des équations (14) est
celle qui a été indiquée par M. Enneper (') et complétement dé-
veloppée pour la premiére fois par M. Weierstrass dans les articles
déja cités [p. 280] des Monatsberichte.

Posons

S —ife(a)
—J3(2) ’

la premiére des équations (14) nous donnera

Sia) = ifi ey = L0,

u

et par suite les rapports des trois dérivées f|, f,, f, seront déter-
minés par les formules

fila) i@ fi(a)

(—u? 1+ w?) 2w

© est évidemment une fonction de «. Nous pouvons par con-
séquent, en écartant le cas exceptionnel ot u serait une constante,
représenter la valeur commune des rapports précédents par

Adu

j(”)a'

(S

Nous aurons alors
fi(a)y= = f(1— wr) F(w) du,
So(a) = 2f<1+ u?) 3 (u) du,
So(a)= fuF(u)du.

‘On trouverait de méme, en posant

o, (8) — i 9, (B)
(16) — 945 (B)

= Uy,

(') Exxeper (A.), Analytisch-geometrische Untersuchungen (Zeitschrift fiir
Mathematik und Physik, t. IX, p. 107; 1864).
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et en suivant une méthode analogue pour ce qui concerne 3,
wB) = [ updi(u) du,
©2(8) = — % (1~ u}) Fi(uy) duy,
03 (B) = f Fr(wr) duy.
Les formules qui définissent la surface seront alors
@ = :;—'/(I —u?)F(u) du + ;f(l— w}) Fi(wy) duy,
(17) ly = .f(l - u?) §(w) du — E-f(l—l— u?) F1(uy) duy,

5 = fug?(u)du —+ ful Fi(wy) duy.

Il suffira de remplacer &(u ) par la dérivée troisitme d’une fonc-
tion f(u) de u«, et de méme &, (u,) parla dérivée troisieme d'une
fonction f,(u,), pour obtenir les formules suivantes, débarrassées
de toute quadrature,

(u) +uf'(u)—f(uw)
-+ :;ﬁf{’(l&l)+ wy fi(w) — filw),

U8) 8 i ey g () i f ()

— u'f(ul)+iuif1'(ul)~if1(u1),
&= wfr(w) —f () ug fi () — fi (),

qui ont été données par M. Weierstrass.

189. Avant de poursuivre I'application des formules précédentes,
nous remarquerons qu’elles laissent de coté le cas ot l'une des
quantités «, w, définies par les formules (13) ou (16) ne pourrait
étre choisie comme variable indépendante et se réduirait & une
constante. Supposons, par exemple, que « soit constante. On aura
alors

S o Sa() _ fa(e)

T — u? t(1+u?) au
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et, si 'on désigne par - 0'(«) la valeur commune de ces rapports, il
2

faudra substituer aux formules (17) les suivantes :

11— u?

xr = -*—';AAO(C’)—‘— - f(l—lél) Fi(wy) duy,

y:il——‘—;—i 0(x )——~—f(17— u")éﬂ(ui)dul,
5 = ub(a) —+ fui F1(uy) duy.

Les courbes #, = const. seront des droites paralltles allant ren-
contrer le cercle de 1'infini. La surface correspondante sera donc
un cylindre imaginaire ().

Si w et u, étaient toutes les deux constantes, la surface, on le
reconnaitra aisément, se réduirait a un plan.

190. Aprés avoir signalé ce cas exceptionnel, revenons aux
formules (17) et (18). Nous allons indiquer d’abord comment on
en déduit toutes les surfaces algébriques.

Si les fonctions désignées par f(u), fi(u,) dans les formules
(18) sont algébriques, la surface minima correspondante le sera
aussi. Nous allons démontrer la proposition réciproque et prouver
que la surface minima ne peut étre algébrique que st les fonctions

f(w), fi(uy) sont algébriques.

Les formules (17) nous donnent les relations

ox .0y ox .oy

ou_ ‘om ouy - ouy
(19) 9 - = U, ) == - Uy,

ou duey

I

dont les premiers membres peuvent étre calculés, car ils se rap-

portent a des déplacements effectués suivant les lignes de lon-
gueur nulle de la surface; p et ¢ désignant les dérivées partielles
de z, les équations

) q
dz = p dzx + q dy,
(20)

dz?+ dy? +dz2=o0

(') Les surfaces de cctte nature sont celles qui ont été signalées par Poisson
dans le tome II de la Correspondance sur I’Ecole Polytechnigue. Voir p. 275.
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déterminent deux systémes différents de valeurs pour les différen-
tielles dx, y, dz. Soient

N N N Ny N7 D7
ox, 0}', 0,3" o x, O_y, (ot

ces deux systémes différents; u et u, seront évidemment définis,
soit par les formules

Sz — 3y o' +idy

(3.4

(21> ~ - u, X7 - = iy,
(o [o3P

soit par les suivantes

d’w— 8y S —4-idy
(22) — o = U, < =—1uy,
3= ¥

et seront par conséquent, dans le cas qui nous occupe, des
fonctions algébriques de x et de y. Réciproquement z, y et, par
suite, z seront des fonctions algébriques de w'et de u,. Soit

o(u) 4+ o(uy)

Pexpression de 'une quelconque des coordonnées; on aura une
relation algébrique

Flo(u)+ o (uy), u, u,] =o.

Il résulte de la, évidemment, que ¢ () et ¢, (u,) seront des
fonctions algébriques; car si, dans l’équation précédente, on
donne a u,, par exemple, une valeur numérique quelconque,
®y(wy) prendra une valeur constante et il restera une équation
algébrique déterminant o(u).

En appliquant cette proposition aux trois coordonnées, nous
voyons que les parties de leurs expressions qui ne dépendent que

de u
1 — 2

a= T ) e () — f),

LI 12

= L—2——~f"(u) -l f(u) -+ (),
v =uwf(w)—f(w),

sont des fonctions algébriques de «; il en sera donc de méme de
la combinaison

) - B ) 2 = 2 ),
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Comme le raisonnement s’applique également a la fonction

J1(uy), la proposition de M. Weierstrass est complétement dé-
montrée.

191. Recherchons maintenant a quelles conditions la surface
représentée par les équations (17) ou (18) seraréelle. Considérons
d’abord les formules (17); si 'on y prend pour F(u), §,(u) des
fonctions imaginaires conjuguées et si, de plus, les intégrales re-
latives & = et & w, sont prises suivant des chemins imaginaires
conjugués, les expressions des différenles coordonnées seront
évidemment réelles; car, a chaque élément de l'intégrale relative a
@, on pourra faire correspondre, dans chacune des trois formules,
un élément i1maginaire conjugué de 'autre intégrale. Nous allons
montrer que ces conditions, qui sont suffisantes, sont aussi né-
cessaires.

Reportons-nous en effet aux formules (20) a (22). Pour tout
point réel d’une nappe réelle, on pourra supposer que les deux
syétémes de rapports Sz, 8y, 8z; &'z, &'y, &'z définis par les for-
mules (20) se déduisent 'un de I'autre par le changement de 7 en
— ¢. Par suite les valeurs de u et de u; déduites de ’un ou 'autre
des systémes (21), (22) seront imaginaires conjuguées.

On déduit, d’autre part, des formules (17) les suivantes

%—i%:gf(u), §§1+i% = i (w).

Comme les premiers membres de ces relations sont imaginaires
conjugués, il en sera de méme des seconds. Les fonctions F(«),
§,(u,) doivent donc étre imaginaires conjuguées, ainsi que les
arguments u«, ;.

Il résulte de la que les mappes réelles de la surface minima
seront représentées par les équations

S z=R [ (1—u?)F(u)du,

(23) y=RJSi1+u2)F(u)du,

' z :C‘szuﬁ(u)du,

le signe R, déja employé (n° 126), indiquant que ’on prend sea-
lement la partie réelle de la fonction. Les deux variables réelles
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dont dépend la position du point sont alors la partie réelle et la

partie imaginaire de 'argument .

En ce qui concerne la recherche des surfaces réelles, les for-
mules (18) présentent une légére difficulté. Il est clair que, si l'on
y substitue pour f(uw), fi(u,) deux fonctions imaginaires con-
juguées, la surface correspondante aura des nappes réelles que 'on
obtiendra en donnant a u et & w, des valeurs imaginaires con-
juguées; mais la proposition réciproque n’est pas exacte. Pour
que la surface minima soit réelle, il n’est pas nécessaire que
S(u) et f;(uy) soient des fonctions imaginaires conjuguées. En

effet, les expressions de x, , z ne changent pas, on le vérifie
aisément, si 'on y remplace f(u), fi(u,) respectivement par

Slu)y +A(—u2)+Bi(1+u?)+2Cu =o(u),
Si{w)— A —u}) +Bi(x+u?) —2Cu;=9,(uy),

A, B, C désignant des constantes quelconques. En admettant
méme que f(u) et fi(u,) soient des fonctions imaginaires con-
juguées, la méme propriété ne saurait appartenir aux fonctions
o(u), vy (1) pour toutes les valeurs des constantes A, B, C. Mais
on peut démontrer que, dans le cas ou la surface minima est
réelle, parmi toutes les déterminations possibles du systeme des
deux fonctions f(u), fi(us), 1l en existe toujours une infinité pour
lesquelles les deux fonctions sont imaginaires conjuguées.
En effet, les équations

7 =R [(1—w?) f"(w)-+2uf(u)—2[f(w)],
(24) y =R+ w?) f'(u) —2uf (w) +2f(w)],
=R [2uf" () — 2/ (w)]

représentent évidemment une surface réelle; et pour toute
fonction f(u) satisfaisant & I’équation

(25) S (w) = F(w),

les différentielles des coordonnées déduites des formules (24) sont
identiques a celles que 'on obtient au moyen des formules (23);
par conséquent les équations (23) et (24) représentent deux
nappes réelles que I'on pourra toujours faire coincider par une

simple translation imprimée a 'une d’elles. Ce point étant admis,
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substituons a la place de f(«), dans les formules (24), la fonction
plus générale qui satisfait encore a I'équation (25)

Flw) 4+ A(—u?) 4 Bi(i+ u?) + 2Cu.

Les expressions de @, ), 5 s’y trouveront augmentées respecti-
vement de

—4RA, — 4R B, —4RC.

On pourra disposer des parties réelles des constantes A, B, C de
maniére 4 rendre identiques les deux surfaces représentées par les
formules (23) et (24); quant aux parties imaginaires de ces con-
stantes, elles demeureront enti¢rement arbitraires. On pourra
done, sans changer la surface, substituer a la valeur obtenue pour
f(u) 'ane quelconque des fonctions comprises dans I'expression
générale

Sy +ai(t— u?) + b(1 + u?) + ciu,

ol @, b, ¢ sont trois constantes réelles quelconques.

192. Revenons aux formules (23). Elles établissent, comme I'a
fait remarquer M. Weierstrass, le lien le plus étroit entre la
théorie des fonctions imaginaires et celle des surfaces minima. En
effet, a toute fonction §(u), ces formules font correspondre une
surface minima réelle dont les différentes propriétés donneront la
représentation géométrique la plus parfaite et la plus élégante de
toules les relations analytiques auxquelles la fonction donne nais-
sance.

Cette surface minima est pleinement déterminée de forme et
d’orientation, mais elle peut étre déplacée paralltlement a elle-
méme, si I'on ajoute des constantes quelconques aux intégrales
qui figurent dans les formules (23). On peut donc dire qu’a une
fonction 5(u) de Pargument imaginaire correspond une seule sur-
face minima, mais la proposition réciproque n’cst pas vraie en
général. 1l suffit, pour le reconnaitre, de remarquer que les for-
mules (21) et (22) du n° 190 nous conduisent a deux systemes
différents de valeurs pour w et w, et, par conséquent, a deux
valeurs,, différentes en général, pour la fonction F(u).

On arrive au méme résultat par le raisonnement suivant. Re-
prenons les formules (17) et cherchons si 'on peut leur substi-
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tuer d’autres formules semblables, ott « et , soient remplacées par
pet o, et S?(u), 51 (uy) par d’autres fonctions §(¢), G4 (¢). Les pa-
ramétres « et w, étant, comme ¢ et ¢, ceux des lignes de longuecur
nulle de la surface, il faudra que ¢ soit fonction de v et ¢, fonction
de w,, ou bien que ¢ soit fonction de wu, et ¢, fonction de u. La

premiére hypothese nous donnerait évidemment
Glo)y =5 (u),  Gilvr) =1 (w).

v = u, 01— U,

La seconde se traduira par les équations

(t—w)F(u)du = (1—93)Gi(vy)dvy,
(1—u?) Fi(w)) duy = (1— 92) G(v) dv,
(14 w)F(u)du =—(1+¢3)G1(e1) doy,
(1-+ u?) F1(wy) duy = — (1 + 02) G(o) do,
wF(w)du = v1 G1(v1) doy,

wy §1(wy) duy = v G(v)dp,

qui donnent
[ 1 y 1 1
Gi(v1) =— 75?<— *>7 {;(o):—-_"ﬁ(— )
1 1 (204 2

Sil’on se borne aux surfaces réelles, on voit qu’a une méme sur-
face minima on peut faire correspondre les deux fonctions

7 1 -/ 1
IS (u) et — ]“1(-—*—‘ )

qui sont différentes en général. Nous aurons a revenir sur ce
point trés important, pour I'étudier d’une maniere détaillée.
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CHAPITRE IIL

LES SURFACES MINIMA EN COORDONNEES TANGENTIELLES.

Formules relatives au plan tangent et & la normale. — Nouvelle méthode d’inté-
gration de I'équation aux dérivées partielles des surfaces minima. — Equation
de ces surfaces en coordonnées tangentielles ordinaires. — Détermination des
fonctions f(u), f (u,), j(u), F,(w,) quand la surface est donnée seulement
par son équation en coordonnées tangentielles. — Lignes de courbure et lignes
asymptotiques, théoréme de M. Michael Roberts. — Transformation que subis-
sent les fonctions f(uw), f,(u,), F(uw), Zﬁ(ul) quand on effectue un changement
de coordonnées. — Détermination de toutes les surfaces minima qui sont des
surfaces de révolution, des hélicoides ou des surfaces spirales.

193. Aprés avoir indiqué les formules qui définissent les points
de 1a surface minima, nous allons étudier celles qui concernent
le plan tangent et la normale.

Soient ¢, ¢/, ¢" les cosinus directeurs de la normale. 1ls seront
définis par les équations

( oz - 0,0_)’ c,,dz o
\ et ot =
(I) ‘ .
9w a0 w0E
del du; - du1 -

Si l'on remplace les dérivées de z, y, z par leurs valeurs tirées
des formules (17) [p. 289 ], on trouvera, en attribuant un sens dé-
terminé & la normale,

u-—uy ’ U — U o uuy — 1
(2) C= ————> ¢ =—— ) e = .
I+ Ui, 1 Uiy I+~ Ul

Sil'on écrit I’équation du plan tangent sous la forme
(3) (v u)X +i(uy —u)Y ~(uu; —1)Z + £ = o,

on aura
—t=(u—+u))w-+i(uy —uy -+ (uu,—1)3s.

En substituant & la place de z, y, z leurs valeurs déduites des
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mémes formules (17), on aura

4) —“5:f”(u‘*“)(l‘*—“141)5(0‘)65“’*‘]'[1(1&1~a1>(1”1‘“1ux)j1(“1)d“1

les intégrales relatives a « et & o4 devant étre prises suivant les
mémes chemins que celles qui se rapportent & « et & u,. Si, pour
ne pas avoir de quadrature, on emploie les formules (18), on trou-
vera

(5) E=ou flu)+2ufi(u)—(+ vu)| f/(w)+ fi(w)].

194. Les variables w«, u,, £ constituent ce systéme particulier
de coordonnées tangentielles que nous avons étudié au Cha-
pitre VII du Livre précédent. Avant de continuer, nous montre-
rons que les formules établies (n® 165), relativement a ce systéme
de coordonnées, permettent de déterminer toutes les surfaces mi-
nima par une méthode qui revient, au fond, a celle de Legendre.

Reprenons, en effet, ces équations en y remplacant o par u, 3
par z,. D’aprés la premiére des formules (33) [p. 246 ] qui fait
connaitre les rayons de courbure de la surface, nous recon-
naissons immédiatement que l’équation aux dérivées partielles
des surfaces minima sera

(6) Efﬁpu-—qujblw—'([—l._‘ U, )s = o,

P>, g, s désignant, suivant l'usage, les dérivées de . Cette
équation aux dérivées partielles s’intégre par les procédés régu-
liers et, en particulier, par la méthode de Laplace; mais on peut
encore opérer comme il suit :

Prenons la dérivée seconde du premier membre par rapport a «
et & u,; nous trouverons

0%s
(1 + uuy) oo, = 0;

s sera donc la somme d’une fonction de « et d’une fonction de ;.
D’ailleurs, en différentiant I’équation (6) par rapport & = ou par
rapport & u,, on obtient les deux équations

os
( - “> o’
dU1’

I

l

‘f‘
(7) ?t

I

173
I

Uy
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qui permettent de calculer r et ¢ quand s est connue. On pourra
donc trouver p et ¢ par l'intégration de deux différentielles a
deux variables.

Ecrivons s sous la forme

(8) s=f"(w)—uf(u)+fi(u)—uw fi(u);

nous aurons, en vertu des équations (7 ),

(7 =—(—uuw)f"(u),
b= — (1= wwy) f] (uy)

(9)

et, par conséquent,

p rf(r duw -+ s duy)

== 2 f1(u)— wg frlu)+uwy fl{u)— {1+ ww) f"{uw).
q :.f(s du — t duy)

=2 flu)—uwf'(uw)=wfi(w)— {1+ uw)f{(u).

(10)

1l est inutile d’ajouter aux valeurs de p et de ¢ des constantes
que 'on peut toujours supposer réunies a f(u) et fi(w,). Silon
porte ces valeurs de p et de ¢, jointes a celles de s, dans ’équa-
tion (6), on retrouve précisément la valeur de £ donnée par la
formule (5).

1935. L’équation (3) doit étre regardée comme I'équation de la
surface, écrite dans un systéme particulier de coordonnées tangen-
tielles; mais, si 'on prend I'équation du plan tangent sous sa
forme la plus générale,

UX+VY - -WZ+P =o,

on peut aussi obtenir la relation entre U, V, W, P, qui caracte-
rise les surfaces minima.
Enidentifiant I'équation précédente avec la suivante

X(u+u) +iY(u; —w)+—~Z(uu, —1)+ %= o,

“
S

on trouve, en effet,

w—+w, t(w—u) wu—i1

U \ WP E=J/UR V2 W
£ wiy =1
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et, par conséquent,

H désignant le radical
H=-+yU2+ V2 W2,

Portons ces valeurs dans I’'équation (5), nous trouverons

P=(U— iV)f(%.i:_‘%}f>
+ Ui (e i (Ew) i (r =8 ) |-

Si Pon suppose la surface réelle, les fonctions f et f; seront
imaginaires conjuguées. Posons

U-—+:V .
f(ﬁ«g) =T 4+ tF,,

F, et Iy étant la partie réelle et la partie imaginaire de /. On
obtiendra, par un calcul facile, I’équation

0 Uy + VE,
_— 3 s 2
() P=—-2l ()\V[H(\V—;—H)]’

d’olt les imaginaires ont complétement disparu. On peut aussi
employer la forme

) P =2UF; + 2VF Uz Ve ey (O 2
(12 =2UF; +2VF; —2(U2 4+ V2 )'W"T)'V)’

qui a été donnée par M. Weierstrass (article cité, p. 625).
Supposons, par exemple,

fluw) =
on aura
Fo_ U =30V g, — Vi3VUz
T (H— W)y’ 2T (H—W)
0 [ Uz—V2 oW — 4H,
Pe=—oHi__ M = 2 v,
211 d\V[H(H—W)?] T —wyelv =V

Pour f(u) = «™, on aurait

_(1—m)H+W

= W_“.\—‘V.)E:T—[(U -+ Vi)”t_l—‘“(U —_ \7L.>”l"'l].
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196. Nous présenterons encore une remarque sur 1’'équation en
coordonnées tangentielles des surfaces minima. Ecrivons-la avec
les variables u, wu,, &; les formules (9) nous permettront sans
difficulté d’obtenir les fonctions §(u), &, (w,) relatives a la sur-

face. On aura
_

|\ Fw=sw =

b

( 3) ) I+ Uy
I ¢

— .

>

I+~ Uuy

Fi(uy) = fi(w) =

il suffira donc de calculer les dérivées secondes r et ¢ et d’éli-

miner £ au moyen de ’équation de la surface pour obtenir les

équations qui donnent les deux fonctions F(u), §i(wi).
Considérons, par exemple, I’hélicoide

z = arc tang%a
dont ’équation en coordonnées tangentielles est
P = arc tang U 5
W= 8y’
si 'on remplace U, V, W, P par leurs expressions en fonction
des variables u, u,, &, elle deviendra

LU Uy uu, —1 . u
£ =(uuy; —1) arc tang? = tL(—)-
. u— uy 2

On aura 1ici

i(r—+ uuy)
= —_— I — T
2 u? aul
ct, par conséquent,
2
2u}

:7 §1(u1)=

F( ) —
F(u)= —

La détermination des fonctions f(u), fi(w«;) correspondantes a
une surface minima donnée peut aussi étre obtenue, mais d’une
maniére moins simple.

La combinaison des formules (5) et (10) nous donne la relation
nouvelle

g+ uw)—tu=2f(u)—2ufi(u)
+2u(1—+ vuuy) fi(u))—(a+ vug)? f(ur).
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Sil'on donne & u, une valeur constante quelconque @, le second
membre devient égal a 2 /() augmenté d’un polynéme du second
degré en w. On aura donc

gi+uu)—tu
2

stw)=| | pw,

P désignant un polynéme du second degré en u.
De méme, on pourra prendre

ﬁ(un::[p“'F“””“‘@“]uq;+Pluh»

2

Ecrivons P et P, de la maniére suivante :

Plu)y= A(r—u2)+ Bi(1+ w?2)+—2Cu,
Pi(ul): A1(1—~— u%)—Bll(I—F‘ 162>+ 201 Uy.

En substituant les expressions de f(u) et de f, (u«,) dans I'expres-
sion de § donnée par la formule (5), on trouvera un résultat de la
{forme

0(w, u, a, a1)=12(A + A)(u—+u;)
+2(B +By)i(u; — w)+ 2(C + Cp)(uwwy —1),

ot le premier membre sera complétement connu. Cette identité
permet évidemment de déterminer, autant qu’elles peuvent 'étre
(n° 191), les constantes A, A,, ... et par suite les fonctions f(u),
Ji(uy). Sl s'agit d’une surface réelle, on pourra supposer a et
a, imaginaires conjugués et prendre

A1:A, BIZB, CIZC,

les valeurs de A, B, C seront alors réelles.
En appliquant cette méthode a I’hélicoide, on obtiendra les
expressions suivantes :

w e

Flu) = %ZLu, Si(u)=— "L,

pour 'un des systémes de valeurs de f(u) et de fi (uy).

197. L’équation en coordonnées tangentielles obtenue pour
les surfaces minima conduit a la détermination la plus simple
des lignes de courbure et des lignes asymptotiques de ces surfaces.
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Lorsqu’on emploie les variables u«, u,, £, équation différentielle
des lignes de courbure prend la forme (n° 165)

rdu?—tdu} =o.
Remplagons 7, ¢ par leurs valeurs () et nous aurons
F(u) du2— Fy(wy) du? = o.

Les lignes de courbure s’obtiennent donc par des quadratures
el ont pour équation

(14) f\/iff}?) du:‘:f\/;fi(ui)dui: const.
Si Pon éerit

) . du o o <
§(u) g =V () Fiu),

cette équation déterminera le signe qu’il faut attribuer au radical
pour chacune des lignes de courbure etles formules (33) [p. 246 ]
nous donneront les coordonnées X, Y, Z du centre de courbure
et le rayon principal R correspondant a la ligne de courbure consi-
dérée. On a ainsi

g oR = (1 -+ wuy )2V F () Fo(wr),
- Z— 5o IV E (1) S (),
(1) < 2

( X—iY=o—iy+u (1+ uul)\/ﬁ(u)ji(ul),
X =i Y=o 4y +u(1+ uul)\/j(u) Fi(uwy),
x, ¥, z étant les coordonnées rectangulaires du point de la sur-
face.

L’équation différentielle des lignes asymptotiques s’obtient
également sans difficulté, soitavec les coordonnées ponctuelles, soit
avece les coordonnées tangentielles. Sil'on emploie, par exemple,

PPéquation (35) que nous avons donnée [p. 246] relativement au
systéeme (u, w,, &)

(14 vy )(r du=+2s duduy+ t du?) -+~ 2 du du, (8 — pu —qu;) = o,

le coefficient de du du, sera nul en vertu de I'équation aux dé-
rivées partielles de la surface, et il restera

() dur+ F1(uy) dui = o.
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On voit que les lignes asymptotiques se déterminent encore par
des quadratures (').
On a pour leur équation en termes finis

(16) f\/j(u)du:bif\/%i‘(zt) du, = const.,

et les quadratures sont celles qui figurent déja dans Uéqua-
tion des lignes de courbure.

Pour obtenir des surfaces minima algébriques dont les lignes
de courbure et les lignes asymptotiques soient algébriques, il
suffira donc de connaitre deux fonctions algébriques f(w), f1(uy)
telles que les quadratures suivantes

f\/jﬁm du, f\/f?’ (uy) duy

solent aussi algébriques.
s de cour-

w

Lorsque la surface est réelle, les équations des ligne
bure peuvent s’écrire

RSVF (W) du = const.,  Rif VF (w)du = const.,
et celles des lignes asymptotiques
C‘Rf\//éj(u) du = const., c‘?kf\ . ij(u) du = const.

198. Les formules relatives aux coordonnées tangentielles per-
mettent de résoudre simplement une question essentielle et de
reconnaitre comment se transforment les fonctions f(u), fi(w,),
F(u), 5, (w,) quand on effectue un changement de coordonnées
ou, ce qui est la méme chose, quand on déplace la surface en con-
servant les axes.

Supposons d’abord que 'on soumette la surface a une transla-
tion dont les composantes soient X, @, v. L'équation du plan

(%) La détermination des lignes de courbure et des lignes asymptotiques est due
4 M. Michael Roberts qui I’'a donnée dans un Mémoire Sur la surface dont les
rayons de courbure sont €gaux, mais dirigés en sens opposes, inséré en 1846
au Journal de Liouville, t. XI, 1™ série, p. 300. Ce beau travail contient aussi
des recherches sur Vaire de la surface ainsi que sur la surface minima réglée
laplus générale.
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tangent
(v +u)X+i(uy— )Y + (uuy—1Z +£=o0

deviendra
(e +w))X +=i(wy— )Y +(vuy —1)Z + £ = o,
£ ayant pour valeur (n° 167)
E=t—2u+-u)—ip(ug—u)—v(uu —1).

On obtiendra cette nouvelle valeur de & en substituant aux
fonctions f(u), fi(wy) les suivantes

)\ ) N
g o(u) = f(u) ***(lgu?)mlf/foju_uz)* i

(17) ¢ 4 4 >
/ i PN , T ) v,
fﬂﬂl(m):fl(ui)— Z([——uf)—'r—z(n—'rui —

qui sont imaginaires conjuguées si f(u), f,(w,) le sont aussi. Les
valeurs des fonctions S‘g(u), 5, (uy) ne seront pas changées, comme
cela était évident a priore.

Imaginons maintenant que I’on imprime a la surface une rota-
tion quelconque autour de l'origine des coordonnées. Un point
quelconque M de la surface viendra occuper une certaine position
M’. Soit

(¢ +01)X 4+ (01— 0)Y 5 (99— 1)Z —§ = o

I’équation du plan tangent en M’. On aura (n°® 167)

my —n MY -+ N

(18) U= g =

K
Mg— 1y 9 m — ny;

(19) £E=

, mmy - nn,
(m — nvy)(mo— ne¢)

dYY

Sil’on désigne par g(v), g1(v) les fonctions analogues a f(u),
fi(uy) et relatives a la surface déplacée, £ aura pour expression

E=2018(v) +20g1(01)— (1--00)[8'(¢) + &1 (v1)],
et 'on aura a déterminer g(¢), g, (¢,) par la condition

(m —no)(my— nyeq)
mniy—+ nity

gzulf(u)—{—zufl(zt1)—(1—}~ uuw)[f'(w) +fi(w)]
=2018(9) +2081(v1) — (1+901)[8(¢) + &1 (v1)].
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Pour déduire de cette équation les expressions des fonctions
. . a1t ] 4 AN é o .
2(9), g1 (91), on pourrait appliquer la méthode générale dun°196;
mais, avec quelque attention, on apercoit la solution suivante

&(v) = L(SZL) (mo— nyv)?,
g1(v1) = 'fi(gm(m — nvyp)?,

\

ot ¢ désigne le déterminant de la substitution
S = mmg -+ Ny,

et que l'on vérifiera aisément. Si 'on remplace u« et «, par leurs
expressions en ¢, ¢;, On aura

g(v) = (777,0——‘\710()>2/.< me 4+ n >,

o) my— nye

( g1l = 2 i (Moot n0>_

M — ne,y

(20)

199. La question que nous nous étions proposée est ainsi com-
plétement résolue; car, pour obtenir les résultats relatifs an dé-
placement le plus général, il suffira de considérer ce déplacement
comme résultant d’une translation quelconque et d’une rotation
autour de ’origine des coordonnées, et d’appliquer successivement
les formules (17) et (20). Illnous reste seulement a examiner ce que
deviennent les fonctions §(u), &, (u,) aprés le déplacement le plus
général et, pour cela, il suffira de différentier trois fois par rapport
a ¢ ou a g, les équations précédentes (20). On obtient ainsi, en dé-
signant par G(9), G,(¢,) les dérivées g"(v), g/ (1), les équations
suivantes

02 - 02 ./ my -+ n

Go)= ey F(u) = - o — ’
(my— ngv) (mo— nov) my— Ny

( Gi(o1) =

(21)

DY

N}
0= = G2 - moyevq -t Ny
——— () = = Jq ’
(m — neg)* (m — nvy)* m — ny,y

qui font connaitre de la maniére la plus simple la forme nouvelle
des fonctions ¥ (u), &, (w,). Il est aisé d’en déduire quelques re-
lations qui serviront de vérification & nos calculs.

D.— 1. 20*
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Si l'on tient compte de I'identité

8(14—091)
(myg— nge)(m— ILVI)’

1+ nwy =

on déduira des formules précédentes la relation
(1000 Qo) Gr(9)) = (1 4 ww, e F () Fy(2er),

que nous aurions pu écrire a priori, puisque chacun des deux
membres doit représenter quatre fois le carré du rayon de cour-
bure principal.

D’autre part, on a

du o duy 3
S .

dv (mg— 19 )2 doy (e — nep )2’

par conséquent les formules (2r1) conduisent aux relations sui-
vantes

(92) gf(u)du‘l:(j’(v)dw?,

59 (

ji(ul) du? = (31("1) dol,

et I'on reconnait ainsi que les équations différentielles (14) et (16)
des lignes de courbure et des lignes asymptotiques ne subissent
aucun changement de forme lorsqu’on effectue la transformation.

200. Nous allons donner une application des résultats précé-
dents en cherchant toutes les surfaces minima qui sont en méme
temps des hélicoides ou des surfaces de révolution. Il suffira évi-
demment d’exprimer qu’il existe un déplacement hélicoidal con-
tinu dans lequel la surface cherchée ne cesse pas de coincider avec
elle-méme. Prenons pour axe des 5 ’axe de ce déplacement qui
est aussi celui de 1’hélicoide. Si 'on fait tourner la surface d’un
angle fini 0 autour de cet axe, les formules (18) prendront ici la
forme trés simple

= pe—i0, wy = ¢, eid,
qui convient a ce déplacement (n® 28) et Von aura

0 ;0
m=-e 2, n=o, ny=e 2 79 = 0.

H

En substituant ces valeurs des constantes dans les formules (21),
on trouvera

(23) (o) = F(ve=0)e—210, Gi(o1) = F1(vgell)ex,
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et ces expressions de §(¢), G, (¢,) ne seront pas changées sil’on
imprime a la surface dans sa nouvelle position la translation pa-
ralléle 4 ’axe des z qui 'améne a coincider avec sa position pri-
mitive. On devra donc avoir

Go)=3(e),  Gi(v1)=Fi(01);

. -3 . . .
par suite, §(V), 5,(v,) devront satisfaire respectivement aux
équations fonctionnelles

F(o)= 5 (ve-0)e-20, F1(01) = Fy1(v1e0)e20,
et cela, pour toutes les valeurs de 0.
Ces équations expriment que les produits 025 (¢), 028, (¢,) de-
meurent invariables quand on y remplace ¢, ¢, respectivement

par ve 9, ¢, e et sont, par conséquent, constants. On pourra
donc poser

ael

- ae—io
(24) F(u)= -

’ j1(u1)::

2 ’

ui
« et o désignant deux constantes qui seront réelles si la surface
est réelle.

Les hélicoides qui correspondent a ces valeurs de 5(u), &, (u,)
sont ceux qui ont été obtenus par M. Scherk et dont nous avons
donné I'équation au n°® 180. Nous les retrouverons plus loin. La
surface minima de révolution, qui est I'alysséide déja étudiée au
n° 66, correspond a la valeur o de a; I’hélicoide gauche a plan

. N ™
directeur correspond (n° 196) a la valeur - de laméme constante.

201. Cherchons encore toutes les surfaces minima qui rentrent
dans la classe des surfaces spirales signalées au n° 89 et décou-
vertes par M. Maurice Lévy. Ces surfaces, nous l'avons vu,
jouissent de la propriété de reprendre leur position initiale si on les
fait tourner d’un angle quelconque 0 autour de leur axe et si on
les soumet ensuite & une transformation homothétique dont le
pole est sur cet axe et pour laquelle le rapport de similitude est
e®, o désignant une constante. Sil’on a pris pour axe des z |'axe
de la surface, il faudra donc que la fonction G(¢) relative a la po-
sition nouvelle que prend cette surface, aprés la rotation d’angle
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6, soit égale a
< i)
F(p)eal,

En appliquant ici les formules (23), on aura ’équation fonc-
tionnelle
eaO j(v) —_ 8'(’)(()671'0)6—2[0'
Posons
INED)

,T(p) = pm

on devra avoir
}(9)3@0: )\(96—1‘0)3—21'067)1[07

Si donc on prend
m =2 —ai,
il viendra
A(9) = A(ve—D),

et, par conséquent, A(¢) sera une constante.
On a donc

(25) F(0) = (A + Bi)o—2+ai;
on trouvera de méme
(26) F1(91) = (A — Bi)pp2—al.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’a ces expressions
des fonctions &, &, correspond une surface qui jouit effectivement
des propriétés que nous avons recherchées. Si I’on suppose @ = o,

on retrouve, comme il fallait s’y attendre, les hélicoides du nu-
méro précédent.




LIVRE III. — CHAP. IV. — REPRESENTATIONS CONFORMES. 309

CHAPITRE IV.

REPRESENTATIONS CONFORMES DES SURFACES MINIMA.

¥lément linéaire de la surface minima et de sa représentation sphérique. — La
représentation sphérique réalise un tracé géographique de la surface minima
sur la sphére. — Probléme de Minding. — Tracé géographique sur le plan dans
lequel les lignes de courbure sont représentées par les droites paralléles aux
axes. — Théoréme de Bour. — Recherche des surfaces minima a lignes de cour-
bure planes. — Surface de M. O. Bonnet. — Surface de M. Ennepcr. — Formes
diverses de 1’¢lément linéaire. — Représentations planes de la surface indiquées
par Riemann.

202. Les résultats obtenus dans les Chapitres précédents con-
duisent & un grand nombre de conséquences. Nous allons déve-
lopper d’abord celles qui concernent les différentes représenta-
tions de la surface.

Les formules (17) [p. 289 ] nous donnent d’abord pour I'élément
linéaire de la surface I'expression suivante

(1) ds? = (1-+ uwy )2 §F(u) F,(w,) du duy,

a laquclle nous joindrons celle qui détermine 1’élément linéaire
de la représentation sphérique

4du du,

(2 d2=dc?+ dc?+dc"? = ———— -
(2) - - (14 vy )?

La comparaison de cés formules met en évidence une proposition
du plus haut intérét, due a M. O. Bonnet : La représentation splié-
rique de la surface minima réalise une représentation con-
Jorme, un tracé géographique de la surface sur la sphére.

Il est aisé de démontrer que cette propriété caractérise les sur-
faces minima : Zoute surface autre que la sphére, pour la-
quelle Uangle de deux courbes est égal a celut de leurs
représentations sphériques, est nécessairement une surface
minima. Cela résulte immédiatement de la proposition énoncée
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au n° 142. Nous avons vu que, si I'on considére une courbe
passant en un point M de la surface et y admettant une tan-
gente MT, elle a pour représentation sphérique une courbe
qui passe au point m, image de M, en y admettant pour tangente
une droite perpendiculaire' a la tangente conjuguée de MT. Il suit
de la que, si deux courbes issues du point M y admettent les
deux tangentes MT, MT, 'angle de leurs représentations sphé-
riques en m sera égal a celui des tangentes MU, MU’ conjuguées
de MT, MT’. L’indicatrice de la surface cherchée doit donc étre
une courbe telle que I'angle de deux quelconques de ses diamétres
soit égal & celui des diamétres conjugués. Cette propriété n’appar-
tient qu’au cercle et a 'hyperbole équilatére; la surface cherchée
ne peut donc étre qu'une sphére ou une surface minima.

Plus généralement, s’il existe sur une surface un systéme or-
thogonal admettant pour représentation sphérique un systéme
orthogonal et ne se confondant pas avec celui qui est formé par
les lignes de courbure, on arrivera a la méme conclusion. Car
I’hyperbole équilatére estla seule conique pour laquelle deux dia-
meétres rectangulaires ne se confondant pas avec les axes puissent
admettre comme conjugués deux diameétres rectangulaires.

203. Imaginons, d’aprés cela, qu’étant donné un systéme or-
thogonal (S) quelconque tracé sur la sphére de rayon 1, on pro-
pose de trouver toutes les surfaces () telles que, silon effectuc
leur représentation sphérique sur la sphére précédente, les
courbes de la surface qui correspondent a celles du systéme sphé-
rique orthogonal (S) forment un systéme (S’) également ortho-
gonal. Le probléme ainsi posé sera susceptible d’une double so-
lution : ou bien le systéme (S') sera formé des lignes de courbure
de la surface et alors la question sera ramenée a la suivante sur
laquelle nous avons déja donné quelques indications (n° 162) :
Trouver les surfaces dont les lignes de courbure admettent
pour image sphérique les courbes d’un systéme orthogonal
donné; ou bien le systéme (S) ne sera pas formé des lignes de
courbure et, dans ce cas, la surface devra étre une surface mi-
nima qui sera d’ailleurs quelconque.

Les remarques précédentes expliquent certains résultats obtenus
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par Minding dans un travail (*) publié en 1852. Ce savant géo-
métre commence par généraliser et étendre a une surface quel-
conque la notion des méridiens et des paralléles. Les méridiens
sont les courbes pour lesquelles la normale & la surface est pa—
rallele & un plan vertical fixe; les paralleéles sont les courbes pour
lesquelles le plan tangent fait un angle constant avec le plan ho-
rizontal. En d’autres termes, dans la représentation sphérique de
la surface, les méridiens et les paralleles de la surface, tels que
nous venons de les définir, correspondent aux méridiens et aux
paralléles de la sphére. Minding se propose de rechercher toutes
les surfaces sur lesquelles les méridiens et les paralleéles forment
un systéme orthogonal, et 1l obtient deux classes bien distinctes
de surfaces satisfaisant aux conditions posées. Les unes sont les
surfaces-moulures déja étudiées par Monge, les autres sont les
surfaces minima. Ces résultats sont une conséquence directe des
remarques qui précédent; et nous pouvons ajou ter que, sur toute
surface minima, le réseau formé par les méridiens et les paralléles
sera toujours isotherme, car il correspond a un systéme isotherme
de la sphére. C’est ce que les formules (2) [p. 296] nous per-
mettent d’ailleurs de vérifier. Les paralleles seront définis par
I’équation

"

¢” = const. ou 1wy — const.,
et les méridiens par 1’équation

c 172
— == const. ou — = const.
c 1y

Si donc on fait
= peiw, u, = pe—iv,

I’élément linéaire de la surface aura pour expression
ds?= (1+ p2) F(pei®)F,(pe—iw)(dp? + p? dw?).

Les courbes p=const. sont les paralléles; les courbes v = const.
les méridiens de la surface, et I’expression de I’élément linéaire

(') MimpiNg, Ueber einige Grundformeln der Geoddisie (Journal de Crelle,
t. XLIV, p. 66; 1852).
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montre bien que ces deux familles de courbes constituent un
systéme 1sotherme.
En particulier, si I'on a

§(u): Awun, §1(1¢1):A1 w'lt,
1’élément lindaire deviendra
ds? = AA;(1+ p2)p2m[do? + g2 dw?];

la surface sera applicable sur une surface de révolution, les mé-
ridiens et les paralléles se correspondant respectivement sur les
deux surfaces.

204. Nous allons maintenant faire connaitre d’autres repré-
sentations conformes de la surface minima qui ont été indiquées
par Riemann dans un Mémoire important sur lequel nous aurons
a revenir (').

Faisons correspondre au point (u, u;) de la surface le point
d’un plan dont les coordonnées rectangulaires zy, ), sont déter-
minées par les formules

5 @+ Ly = f\/zj(u)du,

(3) —
( x,— iy = f\/zgﬂ(ui) duy.

I1 résulte immédiatement des formules (22), établies au n° 199,
que cette correspondance est indépendante de I'orientation de la
surface. C’est ce que mettront d’ailleurs en évidence les propo-
sitions que nous allons obtenir.

L’élément linéaire de la surface, déterminé par la formule (1),
prendra la forme

(§)  dst= > (1 w2V (w) §1 (w)(dwg + dy}) = R(dai+ dy}),

R désignant le rayon de courbure principal déterminé par la pre-

(1) Riemaxx, Ueber die Fldche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung
{ OEuvres complétes, p. 283, et t. XIII des Mémoires de la Socicté Royale de
Geettingue, 1867).




REPRESENTATIONS CONFORMES DES SURFACES MINIMA. 313

miére formule (15) [p. 3o2]. L’élément linéaire ds de la repré-
sentation sphérique aura de méme pour expression

(5) do? = [i{(dxp« dy?).

La premiére de ces deux formules démontre la propriété que
nous avons annoncée. La représentation de la surface minima sur
le plan constitue un tracé géographique de la surface, et, si nous
nous reportons aux équations (14) et (16) du Chapitre précédent
[p. 302 et 303], nous reconnaissons immédiatement que, dans ce
tracé géographique de la surface minima, les lignes de courbure
sont représentées par les droites

&y == const., 1= const.,
paralléles aux axes, et les lignes asymptotiques par les droites
&y -+ Y1 = const., 21— Y3 = const.,

paralléles aux bissectrices de ces axes.

Les formules (4) et (5) mettent encore en évidence une propo-
sition intéressante, que 'on peut d’ailleurs rattacher a celles qui
concernent le tracé géographique de la surface minima sur la
sphére : Les lignes de courbure qui forment, sur la surface,
un systéme isotherme, admettent pour représentation sphé-
rique un systéeme qui est ausst tsotherme. Mais cette propriété,
prise dans son énoncé le plus général, ne caractérise nullement
les surfaces minima, elle appartient aussi, par exemple, aux sur-
faces de révolution et aux surfaces du second degré (n° 121).

205. On obtient d’autres propositions qui méritent d’étre signa-
lées en introduisant dans les formules les deux fonctions

(C)) d = T 1= 1)1,

S = X — l:v')/l.

On aura alors

u :f<a') = A,

@ . I 0 . I
F(u)y= 7> 51(u1>_2_]-3—,§,

Uy :?‘(@):By
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A/, B/ désignant les dérivées des fonctions A et B; et les éléments

linéaires ds et ds auront pour expressions nouvelles

(r+ ABY dx df

4A'B' da dB

(8) st = G AB)

> ,ZG?' ==

De 1a résulte le théoréme suivant :

St Uon a mis, d’une maniére quelconque, U’élément linéaire
de la sphére sous la forme

do? = Adu dg,
U’élément linéaire

ds? = —;: da dB

sera celui d’une surface minima pour lagquelle o+ 3 et o — 3
seront les paramétres des lignes de courbure,

qui a été énoncé, pour la premiere fois, par Bour (') et qui résulte
aussi des belles recherches de M. Weingarten, sur lesquelles nous
aurons a revenir, pour les exposer dans tous leurs détails.

Introduisons dans les formules de M. Weierstrass les notations
nouvelles définies par les équations (6) et (7); ces formules se
changeront dans les suivantes

I— A2 1 — B2
€X = WC[“",— —4]—5',‘*d$3,
.1+ A2 . "1+ B2
) (=i [ e [ s,

A B

qui, sous cette forme, ont été données par Enneper en 1864, dans
larticle cité plus haut (2). Si on les rapproche du théoréme de
Bour, elles permettent de déterminer les surfaces minima admettant
pour représentation sphérique de leurs lignes de courbure un
systeme isotherme donné de la sphére. En effet, si ce systéme 1so-

(') Bour, Théorie de la déformation des surfaces (Journal de UEcole Poly-
technique, XXXIX® Cahier, p. 118-119; 1862).

(2) Elles se trouvent aussi sous une forme légérement différente dans le Mé-
moire de Riemann (OFuvres complétes, p. 292).
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therme est donné de forme et de position, on connaitra les fonc-
tions A et B et les formules précédentes donneront la surface
minima cherchée. Les surfaces homothétiques s’obtiendront en
remplacant o et 3 par ma et m (3, m étant une constante.

206. Proposons-nous, par exemple, de trouver les surfaces mi-
nima admettant pour représentation sphérique les systemes iso-
thermes composés de deux familles de cercles. Le plus général de
ces systémes, dans lequel les cercles de chaque famille passent
par deux points distincts, correspond, avec un choix convenable
des axes, aux valeurs suivantes de A et de B,

1— A K3 — A 8
1\ - \/’[ - ]Z tan%;, B = \/Tr/z tang;,

h désignant une constante réelle inférieure a 1. Les formules
précédentes nous donneront alors

T

xr = —/:—:)[/z(u+3)+ sinz -+ sin B8],
21— h?
‘ . .
(10} { = —[2a— B + A(sina — sin 3],
) y 2‘/Iﬁ_hz[ B+ A( 8]
I
\z_—g[cosoc+cos{3],

I’élément linéaire de la surface sera déterminé par la formule

ds? = ! - '[cosl_g -+ h cos E—B]_dz dg.
1-— h? 2 2 !

Sil'on pose
a=A-+Ip,

p:)"‘—i«l",

X et . seront les parametres des lignes de courbure. Multiplions

par y/1 — £2; les expressions des coordonnées prendront la forme
suivante

2 = h) —+ sink cosip,
(11) y =— -+ hisinipcosh,

5 =/1— k2 cos\ cos i,
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et ’élément linéaire aura pour valeur
(12) ds? =[cosip -+ h cosh]2(dA2 + dp2).

Ces formules ont été données par M. O. Bonnet ().

La surface précédente n’a pas encore été étudiée, croyons-nous.
Parmi ses propriétés, nous signalerons les suivantes :

La section par le plan des xy se compose d’un nombre illimité
de chainettes toutes égales, ayant leurs bases paralleles a I'axe
des y. Ces chainettes sont des lignes de courbure planes de la sur-
face. Par cette propriété d’avoir pour ligne de courbure une chai-
nette, qui suffirait, nous le verrons, a la déterminer, la surface se
rapproche de l’alysséide qui correspond & I'hypothése /= o.
Mais le plan de la chainette n’est pas'un plan de symétrie de la
surface et la coupe sous un angle constant, dont le cosinus est
égal a /.

Les lignes de courbure p. = const. sont des courbes analogues a
la cycloide et dont on obtiendra la forme en projetant une cycloide
allongée sur un plan paralléle a la base de cette courbe. Elles sont
définies dans leur plan par deux équations de la forme

x = hl—+ asink,

¥ =y a*— k2 cosA,

ol A est le paramétre variable, et elles sont rectifiables.

207. Sur une surface quelconque, leslignes de courbure planes
sont caractérisées, nous le verrons, par la propriété d’admettre
comme représentation sphérique un petit cercle de la sphere.
Pour obtenir toutes les surfaces minima a lignes de courbure
planes dans les deux systémes, il nous suffira donc de joindre a
la surface précédente celle qui admet, pour représentation sphé-
rique de ses lignes de courbure, le systéme particulier de cercles
dans lequel les cercles de chaque famille sont tous tangents en un
méme point et ont pour projection stéréographique deux sys-
témes de droites rectangulaires (2). La surface correspondante,

(") Comptes rendus, t. XLI, p. 1057; 1835.
(2) Il scrait inutile, on le démontre aisément, de rechercher les surfaces minima
4 lignes de courbure planes dans un seul systéme. En effet, toute surface minima




REPRESENTATIONS CONFORMES DES SURFAGES MINIMA. 317

qui est comprise comme cas limite dans la précédente, présente
les propriétés les plus intéressantes et mérite d’étre étudiée d’une
maniére détaillée. Elle a été signalée par M. Enneper ().

Dans ce cas, il faudra faire

_z&:OC7 B:B,

ou, ce qui est la méme chose, remplacer dans les formules de
M. Weierstrass J?(u), c%(u,) par une méme constante. Prenons
cette constante égale a 3. Nous aurons

(13)  @=REGu—w), y=RiBu+w) s=R3w,

et si 'on pose

—_— ey
uw=oa—1ig,

o et B seront les paramétres des lignes de courbure.
On a d’abord, en développant les expressions des coordonnées,

x = 3u -+ 3u32 — al,

(14) Yy =33-+328—f3
5= 3a>— 302

La surface est algébrique et unicursale. Dans le tracé géogra-
phique sur le plan, les sections planes sont représentées par des
courbes du troisieme degré qui n’ont aucun point commun et, par
conséquent, la surface est du neuvieme degré. ’

Les plans des lignes de courbure ont respectivement pour équa-
tions

r-+—o5-—3ua—2u3 =0,

(13) y—Bz—33—28%=o0.

admettant pour représentation sphérique de ses lignes de courbure un systéme
orthogonal et isotherme, on serait conduit & rechercher sur la sphére un systéme
isotherme dont une des familles seulement serait composée de cercles. Or, la pro-
position démontrée au n° 127, rclativement aux systémes isothermes plans dont une
famille est composée de cercles, s’étend immédiatement, par une simple inversion,
aux systémes sphériques; ct elle nous permet de conclure qu’il n’existe pas sur
la sphére de systéme isotherme dont une seule famille soit formée de cercles. Par
suite, il n’existe pas de surface minima & lignes de courbure planes dans un scul
systéme.

(1) Exxeper (A.), Analytisch-geometrische Untersuchungen (Zeitschrift fiir
Mathematik und Physik, t. IX, p. 108; 186%).
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Nous verrons comment on peut les construire géométriquement.
Il résulte d’ailleurs des formules (14) que les lignes de courbure
sont des courbes unicursales du troisiéme ordre; et nous allons
montrer qu’elles sont rectifiables.

En effet, le calcul de I’élément linéaire de la surface nous donne
icl

ds? = g[1+ a? + B2]2(da? + d32),

et si on fait, par exemple, 8 == const., on aura

ds = 3(1+ a2 - B2)da,
et, en intégrant,
s = 3(5—+ B2)a 4+ «3.

Laissant an lecteur le soin de démontrer que les lignes asympto-
tiques sont & la fois des hélices et des cubiques gauches recti-
fiables, nous allons chercher ce que devient ici la génération que
nous avons donnée au n® 105 pour toutes les surfaces a lignes de
courbure planes.

L’équation du plan tangent au point de paramétres «, 3 prend
ici la forme

(16) sux — 2By + (a2 —+ B2 —1)5 + 382 — 3% + B¥— ot = o.

Si, conformément aux méthodes du n° 101, on 1’écrit de la ma-
niére suivante :

(x—4qa) —:—yQ—k—(z'—ga?-;—x)? —(y — 482 —2? —(5+2082—1)2 =o,
on voit qu’il est le plan radical des deux sphéres de rayon nul

(x— Ja)2 4+ 92+ (3—2a2-+1)2 =o,

@24 (y — 4B) (5 -+ 282 —1)2 = o,

dont les centres décrivent deux paraboles qui sont focales 'une de
I'autre. L’application du théoréme du n° 105 nous donne donc la
génération suivante de la surface de M. Enneper :

Considérons dans Uespace deux paraboles qui sont focales
Uune de Uautre. La surface est Uenveloppe des plans élevés
perpendiculairement sur les milieux des cordes qui joignent les
points de U’une des courbes aux points de l’autre. Les plans nor-
maux aux deuzx paraboles aux extrémités de [’une de ces cordes
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sont les plans des lignes de courbure qui passent par le point
de contact de la surface et du plan perpendiculaire sur le
milieu de la corde. La surface ( fig.14) est ainsi construite par
plans et par points.

SURFACE MINIMA D’ENNEPER.

(D’aprés le modcle construit par M. G. Herting et faisant partie de la collection
de M. L. Brill, a Darmstadt.)

Le réseau rectangulaire figuré sur la surface est composé des lignes de courbure;
les courbes en diagonale sont des lignes asymptotiques.

L’équation du plan tangent nous montre d’ailleurs que, dans le
tracé géographique de la surface, les courbes de contact des cones
circonscrits a la surface sont représentées par des courbes du qua-
tri¢cme ordre ayant, on le reconnaitra aisément, 10 points com-
muns & I'infini. La classe de la surface sera donc égale a 42— 10
ou 6.

208. L’application du théoréme de Bour conduit, pour I’élément
linéaire des surfaces minima, a diverses formes que ’on rencontre
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dans les applications et qu’il est bon de connaitre. Nous allons les
signaler rapidement.
Prenons d’abord I'élément linéaire de la sphére sous la forme

4 dx dy
(2 —y)*

ds? =

SiI’on remplace x et » par des fonctions A et B de « et de 3, on

aura

4A' B dadB
g2 — __‘77, L
d (A —DB)

Par suite, on trouvera, pour ’élément linéaire de la surface mi-

nima, la forme
(A — B

g 2T P
ds 4A'B

da df.
En substituant a « et &  les variables

Ao db
w= i b= [l

(17) ds? = (A;— By)? day 8.

on aura

Cette forme a été obtenue par M. O. Bonnet et par Bour.
Si I'on emploie la forme
£
s ey

pour I’élément linéaire de la sphére, on sera conduit de méme a
I’expression suivante de 1’élément linéaire de la surface minima

(18) ds? = (1 -+ Ay By)2 duy dBy,
qui est due a M. Lie.
209. Nous terminerons ce Chapitre en signalant d’autres tracés

géographiques de la surface sur lesquels Riemann et M. Bel-
trami (') ont appelé I’attention.

(") RieMaANN (B.), Ueber die Fléche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Be-
grenzung (QFuvres complétes, p. 283).

Berrrayi (E.), Sulle proprieta generali delle superficie d’area  minima
(Mémoires de I’ Académie des Sciences de Bologne, 2° série, t. VII, 1863).
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Ils reposent sur la propriété suivante : Les sections de toute
surface minima par une série de plans paralléles constituent
une famille de courbes isothermes de la surface.

Employons, par exemple, les formules de M. Weierstrass.
Toute fonction linéaire des coordonnées z, », 5 d’un point de la
surface sera de la forme

ar +by +cz=>d(u)+ P (uy).

Par conséquent, les sections de la surface par les plans paralléles

ax + by + cz = const.

constituent une des deux familles du systéme défini par les équa-

tions
P(u)—- ®;(u;)=const.,
P(u) — ®;(uy)= const.,

systéme qui est a la fois isotherme et orthogonal. Si ’on oriente

Yy g

la surface de maniére que les plans sécants soient horizontaux, les
X b

trajectoires orthogonales deviennent les lignes de plus grande

] g 3 P
pente de la surface.

Il résulte des remarques développées au Chapitre II que 'on
peut, sila surface est donnée, obtenir par des différentiations et
des éliminations les fonctions ®(u), ®,(w,;). On pourra donc
toujours déterminer sans aucune quadrature les lignes de plus
grande pente de toute surface minima donnée.

Si l'on fait correspondre au point (u, «,) de la surface le point
d’un plan dont les coordonnées rectangulaires x,, 3, sont données

I 3 010
par les relations

&y + Ly = P(u), xy — iyo = P1(uy),

on aura les tracés géographiques dont nous voulions parler, et pour
lesquels une série de sections paralleles de la surface est repré-
sentée, sur la carte, par les droites paralléles a I'axe des y, tandis
que les droites paralleles a 'axe des x représentent les lignes de
plus grande pente de la surface.

Il existe évidemment une infinité de tracés géographiques de ce
genre, puisque l’on peut choisir arbitrairement la direction des
sections paralléles.

D, — I 21

322 LIVRE IIl. — CHAP. V.

CHAPITRE V.

LA SURFACE ADJOINTE DE M. O. BONNET.

Surfaces minima associées & une surface donnée. — Surface adjointe, formules
qui la déterminent. — Formules de M. Schwarz. — Propositions directes et
réciproques relatives & 'application et au tracé géographique des surfaces les unes
sur les autres. — Proposition de M. Bonnet relative aux lignes de courbure et
aux lignes asymptotiques de la surface adjointe. — Détermination de toutes les
surfaces minima applicables sur une surface minima donnée. — Surfaces mi-
nima applicables sur une surface de révolution ou sur une surface spirale.

210. Considérons une surface minima définie par les formules
générales de Monge,
2= A()+ Ay (0,
() Y = B(1)+ Bi(r),
5= C(7)+ Gy (=),

ou les fonctions A, B, G; Ay, B, G, satisfont respectivement aux
deux conditions
dA?2 4+ dB2 + dC2 = o,

(2) | dA? 4+ dB? 4+ dC3 = o.

L’élément linéaire de cette surface sera donné par la formule
ds? = 2(dA dA; + dB dB; + dC dCy),

par conséquent, il aura la méme expression pour toutes les sur-
faces minima définies par les formules

xr = e%A(t)+ e—i% Aj(T),
(3) y =el2B(t)-+ e B(1),
z = el CG(2)~- e—"2Cy (1),

ot o désigne une constante quelconque. Toutes ces surfaces
sont évidemment applicables les unes sur les autres, et les points
correspondants sur deux quelconques d’entre elles sont ceux qui
sont déterminés par les mémes valeurs de ¢ et de v. On recon-
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naitra aisément qu’en ces points les plans tangents aux surfaces
sont paralleles.

Nous dirons que les équations (3) définissent une famille de
surfaces associées. Pour o = o, on retrouve la surface définie par
les équations (1); pour « ==, on obtient la symétrique de cette
surface par rapport a Iorigine des coordonnées.

Parmi les surfaces associées a une surface donnée, on doit dis-

tinguer partlcuherement celle qui correspond a la valeur T de a.

Elle est définie par les formules

@ = i[A()— Ay ()],
(4) ¢ Yo =1¢[B(#) —Bi()],
50 = i[C(t) — Cy(x)]-

Nouas lul donnerons le nom de surface adjointe ala proposée.
Elle a été découverte par M. O. Bonnet ('). Ses relations avec la
surface dont elle dérive jouent un réle essentiel dans la théorie
des surfaces minima.

Si, dans les formules (1), on 1‘emplace A(t) par A(t)— im,
A, (<) par A,(x)+ im, m désignant une constante, la surface
primitive ne sera pas changée, mais la valeur de z, sera aug-
mentée de 2m. Comme on peut opérer des changements ana-
logues pour j, %y, on voit que la surface adjointe peut étre
déplacée parallelement & elle-méme et subir une translation quel-
conque. Si, d’ailleurs, on échange les termes relatifs a ¢ et a,
cette surface sera remplacée par sa symétrique relativement a ’o-
rigine des coordonndes. Ainsi, la surface adjointe a une surface
donnée n’est pas complétement définie de position.

Quand on emploie les formules de M. Weierstrass

x = Jn —w Sg(u)du—,—f
(5) y:i[i—z—z—[—éf(u)du—— f—‘—-—%ﬁ 1(uwy) duy,
5 = /‘uS‘O(u)du —‘.—fuig?l(ul)dul,

«Ti(ui)d“u

(*) O. Boxner, Note sur la théorie generale des surfaces ( Comptes rendus,
L. XXXVII, p. 529-532; 1853).
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les surfaces associées s’obtiennent en remplacant J(u), &, (uy),
respectivement par F(u)e’®, &, (u)e™ i (V).
En particulier, la surface adjointe est définie par les équations

Ty — lf

(6) Yo = — ‘f[—_z—lf:éf(u)du— fI—A—;—uTJ"l(ui)dul,

i/u F(u)du —i\fu;g?‘oi(ul)dul,

qui se¢ déduisent des formules (5) par la substitution de ij(u) a

“i L5 () duy,

)‘(u)du e

k3
I

:Tz(u) et de — ¢ &, () a j,(u, ). A chaque nappe réelle d’une sur-
face minima correspondra évidemment une nappe réelle de la
surface adjointe. Si la surface proposée est algébrique, il en sera
de méme et des surfaces associées, el de la surface adjointe.

241. Quel que soit le systéme de détermination employé pour
les valeurs de z, y, z; @4, ¥o) 50> les coordonnées X, Y, 7Z d'un
point de la surface associée correspondante & une valeur quel-

conque de o s’expriment de la maniére suivante :
5’ X = wcosa + zy sin z,
(7) Y =y cosu—+ ypsinz,

( Z = z cosa —+ Zg sin«.
En écrivant que le carré de 1’élément linéaire de cette surface

dX2 4 dY? + dZ12
est indépendant de o, on est conduit aux relations

; dx? + dy? + dz? = dor} <+ dy? + dz}
(%) dx dxy + dy dyoy + dz dzy = o,

qu’il est d’ailleurs aisé de vérifier. Ainsi, non seulement une sur-

face minima et son adjointe sont applicables 'une sur I’autre et
elles ont, comme deux surfaces associées quelconques, la propriété
que leurs plans tangents aux points correspondants sont paralléles;

(*) Ce moyen si simple d’obtenir toute une famille de surfaces minima appli-
cables sur une surface minima donnée est dit & M. Schwarz qui ’a donné dans
Particle déja cité [p. 2801, Miscellen aus dem Gebicte der Minimalfldichen
p. 286.




LA SURFACE ADJOINTE DE M. O. BONNET. 325

mais, de plus, les tangentes a deux courbes correspondantes sont
toujours perpendiculaires. Nous dirons alors que les éléments cor-
respondants des deux surfaces sont orthogonaux.

212. Avant de continuer 1’étude des surfaces associées, nous
remarquerons que les formules (8) ont conduit M. Schwarz a un
procédé tres élégant de détermination de la surface adjointe (').
Nous avons déja démontré que, si une surface minima est donnée
par son équation, on peut obtenir par des différentiations et des
éliminations, et sans aucune quadrature, les expressions des coor-
données en fonction des variables wu, «,. Ces expressions une fois
obtenues

2z = ¢(u) 4+ g1(2),
yo=b(u)+ g1 (1),
5=y (u)-+y1(u),

on en déduira immédiatement celles qui conviennent a la surface
adjointe et qui sont

zo = t[ () — o1 (w1)],

Yo = [Y(w) — Y1 ()l

ag = [y () — 71 (ewr)]

Les formules données par M. Schwarz exigent, au contraire,
I'emploi de trois quadratures, mais elles sont de la plus grande
élégance et ont des applications trés importantes. Nous allons les
faire connaitre. ‘
Désignons maintenant par X, Y, Z les cosinus directeurs de la
normale qui sont définis par les formules déja données [p. 296]

. u-+u (g — u g — 1
(9) X_— =27 Y:<———2, At B
I+ Wiy I+ wuy 1+ Wiy

Zy ¥, 33 Zgy Vo, 50 désignant les coordonnées de deux points cor-
respondants sur la surface minima donnée et sur la surface adjointe.
On aura

{ Xdz+ Ydy + Zdz =o,

(10) ) o
( Xdry+—~Ydyy—+7Zdz, = o.

(') Scuwarz, Miscellen aus dem Gebicte der Minimalflachen p. 28-.
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Sil’on joint la derni¢re des équations précédentes a la seconde des
formules (8), on pourra déterminer les rapports mutuels de dx,,
dy,, dzy; ce qui donnera

dz, B dy, n dz,
Zdy —Yds Xds—Zdr Ydo—Xdy’

La somme des carrés des numéraleurs est égale, en vertu des
formules (8) et (10), & la somme des carrés des dénominateurs. La
valeur commune des rapports précédents est donc égale a == 1.
Mais, si Von remplace dans 'un quelconque d’entre eux X, Y, Z,
dz, ..., dz,, ... par leurs valeurs déduites des formules (5),
(6) et (9), on obtient — 1 pour la valeur commune des trois rap-
ports. On a donc

dry = Y dz — 7 dy,
(11) dyy =1 dr — X ds,
dzy = X dy —Y dz;

et 2o, Yo, 5o scront déterminés. par U'intégration de ces trois diffé-
rentielles & deux variables indépendantes, que l'on peut toujours
former quand on connait I'équation de la surface.

Lagrange, nous 'avons vu (n° 175), avait déja remarqué que
V'expression
pdy —gqdr

X(l *—Yd‘z‘: —
4 \/1~i~p2—4—q‘1

doit étre une différentielle exacte.

213. Nous avons reconnu que deux surfaces associes sont
applicables 'une sur 'autre, et que les plans tangents aux points
correspondants sont paralléles. Réciproquement, si deux surfaces
sont applicables 'une sur Uautre et si les plans tangents aux
points correspondants sont paralléles, elles sont nécessairement
deux surfaces minima associées. Pour établir cette proposition,
nous emploierons le systéme de coordonnées tangentielles («, 3, &)
du n° 165, dans lequel I'expression de I’élément linéaire est

ds? = (5dB + dp)(5dx + dg).

Pour deux plans tangents paralléles, on peut toujours supposer
que les coordonnées « et B ont la méme valeur. Il faut donc re-
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chercher si deux valeurs différentes §, & de la fonction & peuvent
donner la méme valeur de 1’élément linéaire, c’est-a-dire si 'on
peut avoir

(12) (2dB +dp)(sda+dg) = (25, dB + dpi)(z, de + dg,),

z et 5, ayant d’ailleurs les valeurs suivantes, indiquées au n° 165,

z o —
(]3) Z_C'—px qB,

. E1MP1°‘—*91B.
B [+ af B

i 1-+ af3

L’équation (12) peut étre vérifiée de deux maniéres différentes.
On peut avoir, soit

z3d3 +dp = A (5,dB + dpy),

( ’
(13) Zda—+dg = %(zi da —+ dqn),
soit

5 zd3 +dp = X (5, da+ dg,),
(15) | 1

l 5 do + dg = 5 (21 dB + dpy),

A désignant, dans les deux systémes de formules, une fonction
inconnue. Le premier systéme donne les équations

‘z—&—s:k(zl—t—sl), z+s:%(z1+sl),
(16) ¢ .
( r= . rp, i = Xti.

Si donc la somme z+ s n’est pas nulle, il faudra que A soit
égal & “= 1. Alors la fonction

EFhH=E
devra satisfaire aux trois équations
R =o, T =o, E—Pae—QpB +S(1+aB) =o,
que l'on résoudra facilement et qui donnent
E=A(«f —~1)+Ba+CB,

A, B, C étant trois constantes quelconques.
On reconnaitra aisément qu’en imprimant une translation con-
venable 4 I'une des deux surfaces, on peut annuler & et avoir, par
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conséquent,
Exfi=o.
Les deux surfaces proposées sont donc égales ou symétriques.
Cette solution pouvait étre prévue a priori.
Mais, st 'on a
F+=8§ =0
et, par conséquent,
1+ §1= 0,

les deux surfaces considérées sont des surfaces minima (n°® 194).
Revenons aux notations du Chapitre III et soient

£ f(w) 2w fi(un) — (14 ww)[ /' (w) = f{(w)],

E=ouo(u) 29 () — 1+ vy )| o' (w) + o (u)]

les équations de nos deux surfaces. Si, dans les formules (16),
nous remplagons les dérivées r, ¢, ry, t; par leurs valeurs, nous
trouverons

I
F7(u) = re"(u), U(uwy) = I?”[(“l)-

Ces deux équations montrent que A est une constante. Si on la
désigne par e’*, on passera de 'une des surfaces a 'autre en rem-
placant F(u), &, (w,) par e F(u), e F (u,). C'est la substitu-
tion que nous étudions dans ce Chapitre.

Le systéme (15), que nous devons maintenant examiner, nous
conduit aux équations

,é—%-'S:)\tl, Z 8§ = )\*7
]"Z‘—(Zi-—]— Sl))\, = ——

d’ot 'on déduit, en particulier,
(&84 8)2—rt = rity— (5, -+ s;)%.

Cette équation exprime (n° 165) qu’aux points correspondants
des deux surfaces le produit des rayons de courbure principaux
prend des valeurs égales et de signe contraire pour les deux sur-
faces. D’apres le théoréme fondamental de Gauss que nous démon-
trerons plus tard, il est impossible que les surfaces soient appli-
cables I'une sur 'autre; et notre réciproque est ainsi complétement
démontrée.
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214. Les méthodes précédentes se prétent a l’examen d’une
question qui, sous un énoncé différent, a été 'objet des savantes
recherches de M. Mathet (').

Nous avons vu (Liv. 1I, Ch. IIl) que, dans le plan, on peut
imaginer une infinité de méthodes de transformation avec simi-
litude des éléments infiniment petits, dans lesquelles, a tout ¢lé-
ment linéaire passant par un point M correspond un élément
passant par le point correspondant M’ et faisant avec son homo-
logue un angle qui ne dépend que de la position du point M et
demeure constant quand le premier élément tourne autour de M.
Peut-on transporter ces propriétés a l'espace? Ist-l possible
d’établir, entre deux surfaces différentes (X), (Z;), une corres-
pondance point par point avec similitude des ¢léments infiniment
petits, pour laquelle I'angle de deux éléments correspondants
passant respectivement par deux points M, M’ des deux surfaces
ne dépende que de la position de M ou de M’ et nullement de
la direction de I'un des éléments? Telle est la question générale
dont nous allens chercher la solution.

Soient z, y, z; xy, V1, 3 les coordonnées de deux points
correspondants sur les deux surfaces, qui seront six fonctions
inconnues de deux paramétres. Les propriétés de la transforma-
tion se traduiront par les deux équations

dei+ dyt 4+ dz? = A(dr*+ dy?—+ dz?),

(17)

dz dri+dy dy+~dz dz; = NV dri+—dy* + dz? Vdzxi-+dyi—+— d33.

En tenant compte de la premiére, on peut remplacer la seconde
par la suivante :

(17") dz dzy—+ dy dy;+ dz dzsy = p.(dx?+ dy?+ d3?),

qui est rationnelle; A et w seront d’ailleurs des fonctions que
I’énoncé de la question n’assujettit a aucune condition.

Prenons comme variables indépendantes les paramétres «, (3

(") Marner, Solution d’un probiéme de Geometrie (Journal de Liouville,
2¢ série, t. VIII, p. 313; 1863). Etude sur un certain mode de generation des
surfaces d’étendue minimum (méme tome, p. 323).
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des lignes de longueur nulle de la surface (X). On aura

() (2 () =
[ G (3 = (3 =

Les équations précédenles nous donneront les relations

(18)

nouvelles

2 -\ 2 Dz, \ 2 )y Oy, 05 0z
()x1> _r_<%> ' <)zi) N ox 0x1+fy i 05y

. 0% ox ) =\ ox T 9z ou ox 0% = 0x 0z

0x1>2' IWi\? | [0m\? d,yd.x1+0y%lgf%~0
55) *(%5) ~(58) => 5595 “onog "B ="

Les deux premiéres de ces relations déterminent trés sim-

(19)

X § oxy Odyy 03
plement les rapports de S S ot En tenant compte des

équations (18), on trouve

da?l 0_)/1 ()51

(20) Ju  du 0a
or 9y - 9z
ou o ox

et on aura de méme

(21) o8 08 0%
N dy 0z
o8 0B 93

Si 'on désigne respectivement par § et 0; les valeurs communes
des rapports précédents, on pourra écrire
0z ox 0z,

oxr
(22) oz =% a8 = Yo

et les équations analogues en y et 5. En éliminant x, on ob-

tiendra I’équation
f)_ Od.r 9 0 dx
08\ oz/)  ox\ ‘0B )’

) 2w dl Jx 09, ox
O =055 “ B ox — oz a3 —*

a laquelle satisferont également y et 5. Par suite (n° 84), a et 3
seront les paramétres de deux familles conjuguées; et la surface




LA SURFACE ADJOINTE DE M. O. BONNET. 331

(2), admettant pour lignes conjuguées ses lignes de longueur nulle,
sera une surface minima. Il en sera évidemment de méme de la
surface (Z,). De plus, les formules (20) et (21) montrent qu’aux
points correspondants des deux surfaces, les lignes de longueur
nulle correspondantes auront la méme direclion; et, par con-
séquent, les plans tangents aux deux surfaces seront paralléles.

Réciproquement, si 'on prend deux surfaces minima quel-
conqgues et si l’on établit la correspondance entre les points de
ces surfaces par la condition que les plans tangents y soient pa-
ralléles, pour ces points correspondants les quantités u et u, qui
figurent dans les formules de M. Weierstrass auront les mémes
valeurs; et ces formules nous permettent de vérifier que toutes les
relations (1¢) seront satisfaites. Ces deux surfaces donneront donc
effectivement la solution générale du probléme proposé.

Si deux surfaces sont applicables 'une sur I'autre, la corres-
pondance établie entre leurs points détermine évidemment un
tracé géographique de 'une d’elles sur 'autre. La proposition
que nous venons d’établir, jointe a celle que nous avons ob-
tenue au-n° 213, nous permet donc d’énoncer les résultats
suivants :

St deux surfaces sont applicables 'une sur ’autre de telle
maniére que les éléments correspondants fassent entre eux un
angle constant, ce sont nécessairement deux surfaces minima
associées et les plans tangents aux points correspondants sont
paralleles.

St deux surfaces sont applicables l'une sur U’autre avec or -
thogonalité des éléments correspondants, elles ne peuvent étre
que deux surfaces minima dont U'une est adjointe a U'autre.

215. Nous mne quitterons pas ce sujet sans remarquer que les
formules (7) donnent un nouvel exemple d’une surface se défor-
mant d’une maniére continue sans cesser d’étre applicable sur
elle-méme. Lorsque o varie, chaque point de la surface décrit
une ellipse ayant son centre a 'origine des coordonnées. Il y a
ici une remarque essentielle a faire. Dans I'exemple du n° 77, une
portion de la surface ne pouvait se déformer indéfiniment sans
se plier ou se déchirer dés que ’on dépassait certaines positions
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limites; dans I’exemple actuel, rien de pareil ne se produitet I'on
peut continuer indéfiniment le mouvement de déformation d’une
portion quelconque de surface jusqu’a ce que celle-ci revienne,
lorsque o a crit de 27, a sa position primitive. Nous laisserons au
lecteur le soin de démontrer que cet exemple est le seul dans lequel
une surface puisse se déformer de telle maniére que ses différents
points décrivent des coniques, et nous insisterons sur les propriétés
géométriques suivantles, quiont été signalées par M. O. Bonnet.
Nous avons vu que, si ’on considére la surface minima corres-
pondante & un systeme de valeurs de §(u), &, () et si 'on pose

m1—1—iy1:f\/2j(za)clu, xy— 1y :/\/;?:(‘LEdui,

les lignes de courbure sont définies par les équalions

2y = const. Y1 = const.

et les lignes asymptotiques par les équations

Zy+Y1= const., Xy—Y1 = const.

Pour passer de la surface précédente a toute autre surface
., . 2 » e ; > —ie
associée, il faudra remplacer 5(w), 3, (u,) par F(w)e®, F,(w,)e
et les nouvelles valeurs 2, y|, de z,, ), seront définies par les

formules
g
xz, =iy, = e xi+Iy1),

’ L]

2z
) — i =e (x4 1)),
qui donnent

, 2

.o
Xy —= X1 COS— — S1n -~ »
! 2 1 2

—

~ ——

(23)

, . % o4
Y, =2 S]n; +y1 COS - -
. DY

Par suite les lignes de courbure de la surface associée seront
définies par les équations

7 7 7 7

2, COS— — sin- == const. 21 8in- -— ¥ cos— = const.
1 2 J1 9 ’ 1 2 }/1 2 3
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et les lignes asymptotiques par les équations

2% — TC S.Il QA — T

—— —yisin——
4 4

a4 — TC 22U — T

- ¥4 COS ———— — const.
4 o

4

&1 COS = const.,

.2
2 sin

On voit que, sur la surface primitive, elles correspondent aux

lignes qui coupent les lignes de paramétre z, sous des angles &
g q P g P 1 gles oo

122
=+

T T o« T . . . .
;—7 - 2: — 4~ . Silon considére en particulier la surface
4

2 2

.o T .
adjointe, on aura o= S les lignes de courbure de cette surface

correspondront aux lignes asymptotiques de la proposée et
vice versa. '
Traitons, par exemple, le cas oti I'on a

I
21}

F(u) =— Fi(uy) =—

2
2 U2

Les formules qui définissent la famille de surfaces assocides
sont les sutivantes

. el 1 e—i% 1
X = — U -+ — -+ - Uy -+ — )»
4 u 4 2

! rel% /1 te—i%/ 1 \
(24) LY = — <Z—L—~u>—— / 4—«161).
3 4 23]
el e—i%
Z=— ‘—Lu — Lu+ G
\ o 1 ?
\

C désignant une constante quelconque. Posons
Uy = e—P—1v, u = e—P+iv,
et nous obtiendrons

1
X = le-!*cos(v—%— a) -+ Ee-UL cos(v — a),

(25) v

N

1 . 1 .
= —e~Msin(v + a) + — e sin(v — a),
2 2
Z = p.cosa —+ v sina.
‘e T . ,
Pour o = o, on trouve l'alysséide. Pour « == -2 on obtient I'hé-

licoide gauche a plan directeur. Ces deux surfaces sont appli-
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cables I'une sur 'autre avec orthogonalité des éléments et les
lignes de courbure de 'une correspondent aux asymptotiques de
I’autre. Les surfaces qui correspondent a une valeur quelconque
de o sont les hélicoides déja rencontrées aux n° 75 et 180.

216. Apreés avoir obtenu une famille de surfaces minima appli-
cables sur une surface minima donnée, proposons-nous de re-
chercher, d'une maniére générale, toutes les surfaces minima
applicables sur une surface minima donnée (X). Soit

ds? = (1~ uwy )2 F(w) Fy () du duy
I’élément linéaire de cette surface et soit
ds? = (1 -+ 901)2G(9) §1(v1) do doy

I’é1ément linéaire d’une autre surface minima (¥'). Pour qu’elles
soient applicables I'une sur ’autre, il faudra que I'on puissc déter-
miner ¢, ¢, en fonction de « et de «,, de maniére a satisfaire a 1’é-
quation
(1490102 §1(9) G (01) dv oy = (1 =+ uuy)? F(u) Fi(wy) du du,.
Cette égalité ne peut étre vérifiée (n° 117) que sil’on a

v =o(u), vy = Y(u),
ou

vz“?(”l)a vy = b(u),

o et ¢ désignant des fonctions & déterminer. En donnant un sens
convenable aux normales des deux surfaces, on peut prendre

v = op(u), o= Y(uy),
et 'équation a vérifier prendra la forme
(1-+ 992 G(9) G1 (Y)Y = (1 -+ uw)? F(u) F1 ().

Egalons les logarithmes des deux membres et prenons la dérivée
seconde par rapport a « et a «,. Nous aurons

(.P, (#V 1
(1+od)? (1 + uuy)?

ou encore
4 dy dy,y 4 du duy
(1-+901)2 " (1 wug)?
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Cette égalité exprime que les représentations sphériques de deux
figures correspondantes sur les deux surfaces sont égales ou symé-
triques (Livre I, Chap. III). Comme, par hypothése, ¢ est une
fonction de w, ces représentations sont ici égales et, par consé-
quent, on pourra, en orientant convenablement la seconde surface,

prendre
Y= u, 1= Uy.

Il restera donc a satisfaire uniquement a I’équation
F(w) Ty () = G(w)G (wr)
et cette équation ne peut étre vérifiée que si Pon a

G(u) = F(u)el,

gl(ul) = 5‘01(161)6—59‘,

o étant une constante quelconque. Les seules surfaces minima
applicables sur wune surface donnée sont donc les surfaces
associées a la surface proposée ().

217. 1l nous reste maintenant 4 examiner une derniére question
qui se rapproche de celles qui ont été étudiées dans ce Chapitre.
Proposons-nous de déterminer toutes les surfaces minima appli-
cables sur des surfaces de révolution. Comme une surface de révo-
lution est applicable sur elle-méme d’une infinité de maniéres, il
suffira de rechercher les surfaces minima qui jouissent de la méme
propriété.

Reprenons les formules de M. Weierstrass et soient (u, u«,),
(v, v1) les valeurs de u« et de u,, relatives a deux points de la sur-
face. Nous chercherons s’il est possible de satisfaire a I’équation

(1 w2 () Fy () du dug = (14 9012 F(9) F1(91) do doy,

en prenant pour ¢ et ¢, des fonctions de = et de u,; qui devront
méme contenir un paramétre variable et se réduire, pour une va-

(*) La détermination de toutes les surfaces minima applicables sur une surface
minima donnde est due & M. O. Bonnet. ( Voir, en particulier, le Mcémoire sur la
théorie des surfaces applicables sur une surface donnée inséré au XLII* Cahier
du Journal de I’Ecole Polytechnique, p. 8 et suiv., p. 73 et suiv.; 1860, 1867).
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leur de ce paramétre, aux suivantes
Y = U, Py = Ug;

¢ ne pouvant dépendre que de u ou de u, sera, par suite, une
fonction de u et, en raisonnant comme dans le numéro précédent,

on trouvera encore
duduy,  dvdey

(1= wwy)? (1 vpp)?

La solution la plus générale de cette équation est donnée par les

formules
mu -+ n Moty = ng
y = - O == ——————
— Ry U —+ g — iUy +—m
et I’équation a vérifier deviendra
= = (mma == nny)* = mu -+ n = [ Mmyu, + ny
F(w) ¥y (u)= - - F Fi( ————— )
(M — ey ) (g — 1o U )t — 1y =+ M, —nn+m

Elle se décompose évidemment dans les suivantes :

/ . 2,
5( w0 = (mmy + nng) . mu -+ n e,
(my — npu)t — g U~ My
4
Foluy)e= (mmy + nny) %, mo Uy —+ Ny o—i0,
) (m— nu,)? — nu -+ m

(26)

ol § désigne une quantité nécessairement constante, puisqu’elle ne
dépend ni de u, envertu de la premiére équation, ni de  en vertu
de la seconde.

Les équations précédentes devront avoir lieu pour une infinité
de systéemes de valeurs de m, n, m,, n, fonctions continues d’'un
paramétre et se réduisant, pour une valeur déterminée de ce pa-
ramétre, aux valeurs suivantes : 1, o, 1, o. Différentions la pre-
miére, par exemple, par rapport a ce parametre. Nous aurons, en
désignant par des lettres accentuées les dérivées par rapport a
ce parametre,

a(mmy -+ nng)' 4({my — nyu) Ty
mmg -+ nry Moy — 1o U '
) F [ (m'u—+n)(my— nott)—(mu -+ n)(m)y — nyuw)
- =5 - - 0.
(mo— nou)?

g

Faisons dans cette équation

m = my =1, n=ny,=o,
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elle se réduira a la suivante

. F(u
grh e -+ a(m' — mly)-+ 10 -4 ° < )[m’u —n —u(my —nyu)]=o,

F(uw)

ot l'on devra regarder m,, m, n/, n), ¥ comme des constantes.
On pourrait intégrer cette équation et déterminer §(«); mais il
est préférable de montrer que ’'on peut toujours choisir les axes,
de telle maniére que les constantes m/, m, n', n/, prennent des
valeurs trés simples.

Reprenons les formules de substitution
mu -+ n i Moty = 7

[ =

o= —_—
— ngu -+ my m — nu,

Nous savons qu’elles définissent un déplacement a la surface de
la sphere. Si, en particulier, nous prenons les valeurs de m, m,,
n, n, trés voisines de 1, 1, 0, 0, elles définiront un déplacement
infiniment petit du point (u, w«,) a partir de sa position initiale.
Ainsi les formules

zcl(l == dmgy) ~+ dn,
— uy dn +(1+ dm)

(dm -+~1)u+ dn
b
— wdng + (1 + dmy)

0 —= Vl frnd
représentent une rotation do. autour d’un certain diamétre de la
sphére. Si nous prenons ce diamétre pour axe des 5, il faudra que
I'on ait

. du .dx
dn = dny = o, dm = {—, dmgy == — 1
2

P2

et, par conséquent,
! v n & m’ —7 «
=1 = O 7. -  — funnd - 2
0 ) > ? 0 o,

Portant ces valeurs dans ’équation a laquelle doit satisfaire 5(«),

nous trouverons )
., nr F(u) .,
202 + 10 4+~ =——idu=o0
F(w)
et, par suite, i
uJ (w) —
F(w)

’

k désignant une constante. En intégrant, on a

(27) F(u)= Cuk.
D. — 1. 292

338 LIVRE J1I. — CHAP. V.

On trouverait de méme
(27,> 5,’71(“1): Clu’f.

Les surfaces qui correspondent a ces valeurs des fonctions F(u),
§, (u,) jouissent bien de la propriété indiquée et sont, nous I'avons
déja vu (n° 203), applicables sur des surfaces de révolution. La
méthode par laquelle nous les avons obtenues a été indiquée par
M. Schwarz (').

Nous signalerons une remarquable propriété dont elles jouissent.
Remplacons dans les formules de M. Weierstrass §(u), &, (u,)
par leurs valeurs précédentes oti, pour plus de netteté, on aura
mis m — 2 a la place de 4, en sorte que 'on aura

Flu)=Cun—2,  Fi(uy) = Crup2.

Sil’on fait tourner la surface de l'angle « autour de Vaxe des s,
les nouvelles valeurs de §(u), ﬁ,(u,) seront, d’apres les formules
(23) du n° 200,

3?(9): Ce-—/;ziavzn—2,

5(1 (91 ) = C1 emio V’lll—?‘ .

On voit que, lorsque m n’est pas nul, ces nouvelles valeurs con-
viennent & une des surfaces associées a la proposée. Le cas ot m
est nul correspond, nous le savons (n® 200), aux hélicoides. On
est ainsi conduit au théoréme suivant :

St Uon considére toutes les surfaces minima, autres que les
hélicoides, qui sont applicables sur des surfaces de révolution,
elles sont superposables a leurs surfaces associées; st ’on fait
tourner la surface d’un angle quelconque autour de son aze,
on obtient l’une des surfaces associées.

Par suite, pour obtenir toutes les applications de la surface sur
elle-méme, 1l suffira de la faire tourner d’un angle quelconque
autout de son axe et de faire correspondre dans les deux positions
les points ou les plans tangents sont paralleles.

(*) Scmwarz, Miscellen aus dem Gebicte der Minimalflichen, p. 296. Voir
aussi Bour, Z7éorie de la déformation des surjfaces, p. 99.
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Si ’on veut de méme obtenir toutes les surfaces minima appli-
cables sur une surface spirale, il faudra prendre (')

(28) S?(u): Cum+ni g?i(ui):cluqn-—ni;

Papplication de la méthode précédente conduit, sans difficulté,
a ce résultat, que nous nous contentons de signaler. Le lecteur
démontrera sans difficulté que les surfaces obtenues sont sem-
blables a celles qui leur sont associées.

(") S. Lig, Beitrige zur Theorie der Minumalfldichen (Mathematische An-
nalen, t. XV, p. 503; 1879).

3j0 LIVRE III. — CHAP. VI.

CHAPITRE VL

LES FORMULES DE MONGE ET LEUR INTERPRETATION G]::O.ME'ZTRIQUE.

Recherches de M. Lie. — Génération de toute surface minima par la translation
de deux courbes minima. — Etude de ce mode de génération, détermination
nouvelle des surfaces algébriques et des surfaces réelles. — Surfaces minima
doubles. — Détermination des surfaces doubles réelles. — Courbes minima qui
sonl identiques & leurs conjuguées. — Les surfaces minima dans le premicr
systéeme de coordonnées tangentielles étudié au Livre II, Chap. VII. — Pro-
priété géoméirique qui distingue les surfaces doubles des surfaces simples. —
Surfaces découvertes par Mobius et dans lesquelles on peut passcer d’une face
a l'autre par un chemin continu.

218. Les Chapitres précédents contiennent ’exposition d'une
série de résultats qui reposent sur la forme particuliére donnée
aux formules de Monge par M. Weierstrass. Dans des travaux ré-
cents (1), M. Sophus Lie est revenu aux équations de Monge; il
en a donné 'interprétation géométrique la plus élégante et il a mis
en évidence tout le parti que I'on peut en tirer dans I'étude et
dans la théorie algébrique des surfaces minima. Nous allons déve-
lopper, dans ce Chapitre, les principes de la méthode de M. Lie.

Reprenons les formules de Monge

x = A(t)+ Ai(7),
(1) ¥~ B(t)+Bi(x),
z == CG(t)+ Gy,

ou les fonctions A, ..., A,, ... satisfont aux conditions

{ dA2 - dB?2 + dC? = o,

(2) dA? - dB? + dC? = o.

(1) S. Lig, Beitrige zur Theorie der Minimalfldchen : I. Projectivische Un-
tersuchungen tiber algebraische Minimalfidchen (Mathematische Annalen,
t. XIV, p. 331; 1878). — II. Metrische Untersuchungen iiber algebraische Mini-
malflcichen, méme Recucil (t. XV, p. 465; 1879). Les recherches de M. Lie
avaient déja été publiées en partie dans les Adrchiv for Mathematik og Natur-
videnskab (t. II, p. 157 et 338, 1877; t. IlI, p. 166, 224 et 340).
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Elles nous montrent immédiatement que les surfaces minima
sont des cas particuliers des surfaces étudiées au n® 80 et qui
peuvent étre engendrées par la translation de deux courbes diffé-
rentes; seulecment ces courbes sont ici imaginaires et leurs tan-
gentes vont rencontrer le cercle de I'infini. Nous obtenons ainsila
génération suivante des surfaces minima, qui sert de base aux tra-

vaux de M. Lie.

La surface minima la plus générale peut étre engendrée de
deux manieres différentes par la translation d’une courbe
imaginaire dont les tangentes vont rencontrer le cercle de Uin-
Jini, le déplacement étant complétement défint par la condi-
tion gu’un point déterminé de la courbe décrive une autre
courbe quelconque de méme définition que la premiére.

219. Cette interprétation évidente des formules de Monge offre
I’avantage de montrer immédiatement que la théorie des surfaces
minima dérive de celle des courbes dont les tangentes vont ren-
contrer le cercle de I'infini et auxquelles nous donnerouns, avec
M. Lie, le nom de courbes minima. En se placant a ce point de
vue, on peut retrouver facilement les différents systémes de for-
mules qui ne contiennent aucun signe de quadrature et déterminent
les points d’une surface minima.

En effet, puisque les tangentes d’une courbe minima rencontrent
le cercle de I'intini, la développable, enveloppe des plans oscula-
teurs de cette courbe, devra contenir le cercle de 'infini.

Sil’on prend I'équation d’un plan tangent a cette développable
sous la forme

@ ay + Y1+ 225+ f(2) = o,

le point correspondant de la courbe minima sera déterminé par
les formules suivantes

@ = o f(a)—f(2)= /" (@)1 + %),
(3) y o= f(a) () (1 22),
z=cf"(2)(1+ o@)%

qui conduiraient aux équations de Legendre (n° 187).
Mais, le cercle de l'infini étant une courbe unicursale, on peut
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prendre I’équation du plan tangent & la développable sous la forme
rationnelle

(4) (1——u2)x¥i—i(1+u2)y—a—2uz—a—2f(u):o,
qui donne, pour un point de ’aréte de rebroussement, les expres-
slons suivantes des coordonnées :

‘w=3§¥gﬂm+ufw>*ﬂu%

(5) { L1+ u?

’y=Lf;dWw—waH%ﬂm
— uf"(u)—f"(w).

]
1
|

Silon associe ce systéme au systéme analogue ou 1'on changera
{en — ¢, on retrouvera les formules de M. Weierstrass. Les deux
courbes minima qui interviennent dans ces formules sont les
arétes de rebroussement des deux développables, enveloppes des
plans

(1—w)z+i(1+u?)y + 2us + 2f(u) =o,

(6)

(Q—uP)or —i(i+ud)y +2u1zs-+~2f1(u1)=o0

220. Revenons aux équations qui déterminent la surface mi-
nima sous leur forme la plus générale et au mode de génération
employé par M. Lie. Si 'on veut éviter la considération d’une
translation imaginaire, il suffira d’appliquer le théoréme donné au
n° 82; ce qui donnera la proposition suivante :

Sotent les deux courbes minima (I'), (T'y) définies respec-
tivement par les équations

x = 2A(1), x=2A(7),
y=2B(1),  y=2Bi(x),
z=12C(t), 3 =20GC;(7).

Le milieu de la droite gui joint un point quelconque de l'une
a un point quelconque de l'autre décrit la surface minima la
plus générale définie par les formules (1).

La surface demeurera la méme si ’on substitue a (I'), (I'y) les
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deux courbes suivantes

x = 2A(tL)+ h, x=2A(t)— A,
y =2B(t)+k, y =2B((z)— £k,
5=2G(2)+ z=12C(z)—{,

ou &, k, [ désignent trois constantes quelconques, c¢’est-a-dire si
I’on imprime a la courbe (T') une translation déterminée uel-
conque, 4 la condition d’imprimer a (Ty) la translation égale et
contraire.

Soit MM, ( fig. 15) une droite dontles extrémités s’appuient sur
les courbes (T'), (I'y). Si le point M reste fixe, le milieu p de MM,
décrira une courbe minima de la surface, homothétique a (T'y), le
rapport de similitude étant 4. Si, au contraire, le point M, reste
fixe, le point p décrira une autre courbe minima homothétique
a (T'). Cette simple remarque, qui a déja été présentée d’'une ma-

Fig. 15.
M M1

)1/ My

niére générale au n® 82, suffit & montrer que, si 'on a obtenu
deux générations différentes de la surface au moyen de deux
courbes (T'), (T'y) et de deux autres courbes (I"), (T'}), ces der-
niéres ne sont autres que les précédentes déplacées parallélement
a elles-mémes. Soient en effet MM,, M'M, deux droites apparte-
nant aux deux modes différents et ayant leur milieu en un méme
point p de la surface. Sile point p décrit une des courbes minima
de la surface, I'un des points M, M, et ’'un des points M/, M, de-
meureront fixes. Supposons que ce soient les points M et M'. La
droite M; M/, demeurera constamment égale et parallele a M'M.
Par conséquent, la courbe (I",) se déduira de (T',) par une transla-
tion constante et égale a M/M. Sile point p décrit maintenant
P’autre courbe minima de la surface, M, et M/, demeureront fixes
et la ligne M'M demeurera constante en grandeur et en direction,

z 7

On voit donc que, si 'on a obtenu un mode de génération de la
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surface, on obtiendra tous les aulres en imprimant aux deux
courbes (T'), (T'y) deux translations égales et opposées.

Le résultat précédent joue un role essentiel dans les développe-
ments qui vont suivre. 1l permet en particulier de résoudre la
question suivante :

Considérons un mode de génération de la surface, obtenu au
moyen de deux courbes (I'), (I'y). Est-il possible que les différents
points de la surface soient donnés de plusieurs maniéres par cette
génération, c’est-a-dire soient les milieux de deux ou plusieurs
segments appuyant leurs extrémités sur ces deux courbes?

S’il en est ainsi, soient MM,, M'M (fig. 15) deux droites
donnant le méme point p de la surface. La trajectoire de I'un des
points M', M/, du point M" par exemple, se déduit de la trajec-
toire (I') du point M par une translation constante MM'. Cela
posé, si le point M/ appartient a la courbe (T'}), cette courbe devra
dériver de (T') par une simple translation. Ecartons ce cas intéres-
sant qui sera soumis plus loin a une étude approfondie. Si, au
contraire, le point M’ appartient & la courbe (T'), le point M, ap-
partiendra a (I'y) et les deux courbes (T'), (I';) pourront étre
soumises a4 deux translations égales et contraires MM/, M, M| sans
cesser de coincider avec clles-mémes. Elles seront deux courbes
périodigues et, par conséquent, transcendantes, admettant la
méme période (1).

Réciproquement, toutes les fois que les courbes seront pério-
diques et admettront la méme période, chaque point de la surface
sera le milieu d’une infinité de segments; car soient M,, N, deux
points pris respectivement sur les deux courbes. En appliquant
dans les deux sens la translation a laquelle on peut soumettre les
courbes, on en déduira deux séries de points en ligne droite
(fig. 16)

., M., M_, M, M, M,,
.eey N, N_j, Ny, Ny Nay ...

Les segments MyN,, M,N_,, M_,N,, ... auront évidemment le

(') Nous donnerons ici, et dans la suite, le nom de périodiqgues aux courbes
ou aux surfaces, nécessairement transcendantes, qui ne cessent pas de coincider
avec elles-mémes quand on leur imprime une translation déterminée.
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méme milieu et donneront le méme point de la surface. La consi-
dération des cordes M,N_,, M;N_, montre d’ailleurs que la sur-
face minima sera périodique comme les courbes, et la transla-
tion pp, a laquelle on peut la soumettre serala moitié de celle qui
convient aux deux courbes.

Fig. 16
M1 M., M,
o ik -
1 -,
/I/ \ /
>
e
- —— - ~
Pe P N
/

N2 N-1 No hYl

En dehors du cas que nous venons de signaler et de celui ou la
courbe (T',) n’est autre que la courbe (I') déplacée parallielement
a elle-méme, les points de la surface qui forment le lieu des milieux
de deux segments différents ne pourront s’étendre sur une nappe
et formeront tout au plus une ou plusieurs courbes qui seront des
lignes multiples et, en général, des lignes doubles de la surface.

221. Aprés avoir étudié d’une maniére géndrale la construction
géométrique qui sert de base aux travaux de M. Lie, proposons-
nous d’obtenir toutes les surfaces algébriques et toutes les surfaces
réelles. La surface sera évidemment algébrique si les deux courbes
(K), (K;), dont la translation peut engendrer la surface, sont
clles-mémes algébriques. Réciproquement, si la surface est algé-
brique, ces deux courbes doivent I’étre aussi; car soient (&), (A")
deux positions de 'une d’elles. 11 existe une translation quiaméne
(k) en (K'). Appliquée a la surface, cette translation ’'améne dans
une position nouvelle ou elle contiendra encore (4’). La courbe
(k"), étant I'intersection compléte ou une partie de I'intersection
de deux surfaces algébriques, sera donc algébrique. Ainsi :

Pour obtenir toutes les surfaces algébrigques, il faudra
prendre pour les courbes (T'), (I'y), ou pour les courbes (K),
(Ky) dont la translation engendre la surface, deux lignes
algébriques.

222. Proposons-nous maintenant d’obtenir toutes les surfaces
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réelles; soient (M) une telle surface et p un quelconque de ses
points réels; soient

z = A(¢), y = B(), 3 =C(2) -

les équations qui définissent l'une des deux courbes minima de la
surface passant par le point p. La courbe conjuguée sera définie
par les équations

x = A'(7), y =B'(7), z = C'(7),

ot A/, B/, (' désignent les fonctions conjuguées de A, B, C.
D’ailleurs elle se trouve évidemment sur la surface, passe par le
point p et y admet une tangente qui est imaginaire conjuguée
de la tangente a la premiére courbe. Elle est donc la seconde
courbe minima de la surface passant par le point p. Ce point étant
admis, désignons par z,, ), 2, les coordonnées du point p; les
équations

x—= A(t)+ A'(z) — >,

Yy =B() =B (=) =¥,
= G(t) 4+ C'(7) — 2

N

déterminent une surface minima qui contient les deux courbes
précédentes et coincide, par conséquent, avec la surface donnée

. @ - z
(M). St I'on augmente A, A’ de —2—(—)9 B, B de J_;‘O‘J G, C de 7(); on
peut les écrire sous la forme plus simple

x = A(t)+ A'(7),
y = B(1)+ B'(3),
3= C(t)+C'(=),

A, A’; B, B'; C, (7 désignant encore des fonctions imaginaires
conjuguées. Réciproquement, il est évident que les formules pré-
cédentes donneront toujours une surface réelle; car il suffit, pour
obtenir des points réels, d’y remplacer ¢ et T par des imaginaires
conjuguées. Ainsi ; ,

Pour obtenir toutes les surfaces réelles, on associera a une
courbe minima quelconque la courbe imaginaire conjugude,
qul est aussi minima. Le milieu de la droite qui joint un point
quelconque de la premiére courbe aw point imaginaire con-
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jugué, nécessairement situé sur la seconde courbe, décrira une
nappe réelle de la surface minima réelle la plus générale.

223. Les raisonnements précédents laissent toutefois de coté
une question dont 'examen offre quelque intérét. Pour que le
milieu de la droite qui joint deux points soit réel, il n’est pas
nécessaire que les deux points soient imaginaires conjugués. Ne
serait-il pas possible d’obtenir des nappes réelles en joignant les
points de la premiére courbe & des points de la seconde qui ne
seraient pas imaginaires conjugués des premiers. Les résultats
obtenus au n° 220 donnent la réponse a cette question.

En effet, soient M un point pris surla premiére courbe (I'), Ny un
point pris sur la conjuguée (I') (fig. 17), et soient M,, N les

0

M g

points imaginaires conjugués de M, N,, le premier se trouvant
sur la seconde courbe et le second sur la premiére. Si le milieu
de la droite MN, est réel, il coincidera avec le milieu de NM, et,
par conséquent, chaque pointide la nappe réelle étant obtenu de
deux maniéres différentes, il faudra, d’aprés les résultats du

© 220, que l'une des droites MM,, MN soit de grandeur et de
direction constantes. Si cette propriété appartient ala droite MM,
la courbe (I") se déduira de (I') par une translation déterminée;
nous avons déja réservé (n° 220) cette hypothése pour une dis-
cussion spéciale et nous pouvons admettre ici que la droite dont
la grandeur et la direction sont invariables est le segment MN.
Comme la figure MNN, M, est un parallélogramme, la droite MN
est égale et paralléle a sa conjuguée M, N, et elle est, par suite, de
grandeur et de direction réelles. La courbe (I') sera donc une
courbe périodique admettant une période réelle MN et il en sera
de méme de la courbe conjuguée (I"). La surface minima sera
aussi périodique et pourra étre soumise a la translation réelle
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M e . -

-~ sans cesser de caincider avec elle-méme. Quant au milieu p
de MN,, il se déduiradu milieu p’ de MM, par la méme translation.
Par suite, en joignant sculement les points imaginaires conjugués,
M, M, par exemple, sur les deux courbes, on n’aura pas toute la
partic réelle de la surface, mais on obtiendra du moins une portion
de la surface dont on peut faire dériver loutes les autres en la

. . !
soumettant a la translation =

2

224. Il nous reste & examiner ’hypothése particuliére, réservée
dans les raisonnements qui précédent, ou les deux courbes (T'),
(I'y) peuvent se ramener 'une a l'autre par une simple translation.
Cette étude nous conduira a la notion importante et nouvelle des
surfaces doubles, qui est due tout entiére a M. Lie.

Nous avons vu que ’on peut, dans la génération de la surface,
substituer aux deux courbes (I'), (T'y) deux autres courbes (T7),
(I')) qui s’en déduisentrespectivement par deux translations égales
et opposées. D’aprés cela, si nous désignons par () la translation
qui, dans le cas actuel, améne (I') a coincider avec (I'y), nous

pourrons imprimer a (I') la translation <;> et a (I'y) la trans-
. d’ . .. N
lation — <;>: nous obtiendrons ainsi une seule et méme courbe

(D) qui remplacera a la fois (') et (T'y), en sorte que la surface
proposée deviendra le licu des milicuxr de toutes les cordes de
cette courbe minima (D).

Réciproquement, si une surface admet la génération précédente
au moyen de la courbe (D), il résulte de la proposition démontrée
au n® 220 que 'on obtiendra tous les systémes différents de
courbes (T'), (T';) au moyen desquels on peut engendrer la surface
en imprimant & la courbe (D) deux translations égales et opposées.
Par suite, les courbes (I’.), (T'y) relatives a tout systéme de géné-
ration de la surface pourront toujours se déduire 'une de l'autre
par une simple translation.

Revenons a la génération de la surface au moyen de la courbe
unique (D), elle permet de reconnaitre que les deux courbes
minima dont la translation engendre la surface sont identiques
'une a T'autre. Si "on considére en effet une corde MM, de la
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courbe (D), les deux courbes minima de la surface passant par
le milieu de cette corde sont les homothétiques de (D), avec le

. ey T . y
méme rapport de similitude > par rapport aux points M, M,.
Elles sont donc égales et peuvent étre amenées a coincider par
une translation égale a —~ MM,, imprimée a P'une d’elles. Nous

pouvons ajouter que les deux séries de courbes minima tracées
sur la surface ne peuvent plus étre distinguées 'une de 'autre et
forment wne seule famille composée de toutes les courbes que
l’on obtient en prenant les homothétiques de la courbe (D) par
rapport a chacun de ses points. Ces courbes sont évidemment
tangentes a la courbe (D), chacune au centre d’homothétie qui
lui correspond, et elles admettent cette courbe pour enveloppe.
Mais, comme il en passe deux par chaque point de la surface, qui
est ainsi engendrée deux fois, M. Lie a donné le nom de surfaces
doubles & toutes les surfaces minima que nous étudions ici et que
Pon peut caractériscr, comme on voit, en disant qu’elles sont le
lieu des milieux des cordes d’une courbe minima (D).
Si la courbe (D) est définie par les équations

x = 2A(2), ¥ =92B(?), z=12G(2),

la surface double correspondante le sera par le systéme

x=A(t)+A(%),
y = B(2)+ B(7),
5= C(0)+C(n),

ol ¢ el = entrent symétriquement, en sorte que le méme point de
la surface correspond a deux systemes différents de valeurs de ¢
et de © se déduisant ’un de l'autre par ’échange de ces deux va-
riables.

223. La définition que nous avons adoptée permet de recon-
naitre qu’il existe des surfaces doubles réelles. Mais, pour faci-
liter cette recherche, nous commencerons par examiner s’il existe
des surfaces doubles qui soient le lieu des milieux des cordes de
deux courbes différentes (D), (D).

Nous pouvons appliquer ici les résultats du n° 220 en consi-
dérant (I') et (T'y) comme confondues avec (D), (I') et (T")
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comme confondues avec (D). 1l faudra que (D) puisse se déduire
de (D) par deux translations égales et opposées et, par conséquent,
que (D) soit une courbe périodique. Réciproquement, si la
courbe (D) est périodique, soit () la translation a laquelle on
peut la soumettre sans qu’elle cesse de coincider avec elle-méme.
On reconnaitra aisément qu’en lui imprimant une translation égale

A . .
seulement a <§), on obtient une nouvelle courbe (D’) qui donne

la méme surface que la premiére.

Un raisonnement analogue montrera que, si un point quel-
conque de la surface correspond a deux cordes différentes de la
courbe (D), cette courbe est nécessairement périodique.

IEn dehors du cas exceptionnel ot (D) est périodique, on peut
donc affirmer qu'a chaque surface minima double correspond
une seule courbe (D) et que les points de la surface qui sont les

milienx de deux cordes _ne peuvent former une navpe et se dis-
B " —

tribuent tout au plus sur certaines lignes, nécessairement mul-
tiples, de la surface.

Ce point étant établi, proposons-nous de trouver toutes les sur-
faces doubles réelles. Soit (D) la courbe au moyen de laquelle on
peut engendrer la surface; on reconnait immédiatement, en chan-
geant { en — 7, que la surface peut aussi étre engendrée au moyen
de la courbe imaginaire conjuguée (D’). Donc :

Pour que la surface minima double soit réelle, il est née-
cessaire que la courbe (D) coincide avec sa conjuguée ou puisse,
du moins, s’en déduire par une translation

Réciproquement, supposons que la condition énoncée soit
remplie. Sila courbe coincide avec sa conjuguée, elle contiendra,
en méme temps que le point imaginaire M, le point imaginaire
conjugué M,, et le milieu de la corde MM, décrira une nappe
réelle.

Si, au contraire, la courbe (D) ne coincide pas avec sa conjuguée
(D’), mais peut s’en déduire par une translation, la surface double
correspondante a la courbe (D) pourra, si elle est réelle, étre
engendrée aussi au moyen de la courbe (D), et la remarque faite
plus haut nous apprend qu’elle sera nécessairement transcendante
et périodique. Nous sommes ainsi conduits au résultat suivant :




LES FORMULES DE MONGE. 351

Pour obtenir toutes les surfaces doubles réelles non pério-
diques et, en particulier, toutes les surfaces doubles algé-
brigues, il suffit de déterminer toutes les courbes minimna qui
sont identiques a leur conjuguée (').

226. On peut signaler d’abord une solution évidente du pro-
bléeme ainsi posé. Considérons la développable circonscrite a une
surface réelle quelconque, transcendante ou algébrique, et au
cercle imaginaire de 'infini. Cette développable sera, en général,
indécomposable et, comme elle est définie par des équations
réelles, son aréte de rebroussement sera une courbe minima qui
coincidera avec sa conjuguée et donnera, par conséquent, naissance
a une surface double réelle.

Soit

(7) F(U, V, W, P)=o0

I’équation tangentielle homogéne d'une surface réelle quelconque.

(*) On peut ajouter les remarques suivantes relatives au cas ou la courbe (D)
peut étre amenée par une translation & coincider avec sa conjuguée. Si la
translation qui améne (D) en coincidence avec (D) est réelle, la surface minima
correspondante le sera aussi. Soient en effet, @, &, ¢ les quantités réelles qui sont
les composantes de la translation. A un point M (2, », 5) de (D) correspond un
point N de (D’) dont les coordonnées sont

z-+a, y+0, 5-+c.

Le point N’, imaginaire conjugué de ce point, se trouvera évidemment sur la
courbe (D) conjuguée de (D') et il aura pour coordonnées

Z,+~a, y,+b, 5 +c¢,

Loy oy B, désignant les quantités conjuguées de @, y, 5. Il suit de 12 que le mihieu
de la droite MN' qui est unc corde de (D) sera réel et décrira une nappe réelle
de la surface.

Si la translation qui améne (D) sur (D) est imaginaire, la surface ne sera pas
nécessairement réelle. Considérons, par exemple, la courbe (D) définie par les
équations

& =1 cost, : .
. z=1+a- B
Yy =1tsing,
Cette hélice peut ¢tre amenée a coincider avec sa conjuguée par une translation
= — 237 paralléle a axe des 5. La surface lieu des milieux de ses cordes n’est
réelle que si la constante § est nulle.
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L’équation d’un plan tangent au cercle de I'infini est
(8) (1—u)z 41+ u)y +—2us+ 25 =o.

Exprimons que ce plan est aussi tangent a la surface, nous
aurons 1’équation

(9) Fl1— u?, ¢(1+ u?), 2u, 28] = o,

ou plus simplement, en tenant compte de 'homogénéité,

I a
Pl - —u, t{ - +u)j, =0,
177 u ;

le symbole ® désignant une fonction réelle quelconque. La valeur
de & tirée de cette équation sera la fonction f(u) qui figure dans
les formules (5). En changeant 7 en — 7, on aura la fonction con-
juguée f, () etla surface minima correspondante sera pleinement
déterminée,

Supposons, par exemple, que 'on considére la développable
circonscrite & la fois au cercle de l'infini et a la parabole dont
’équation tangentielle est

INE AN

) U? = WP.
On auara ici
juf(u) = (1— u?)?

et, par conséquent
b b

/(uw) = —%u = J1(u).

En substitnant ces valeurs dans les formules (18) [p. 289], on
aurait les équations qui déterminent la surface. Clest la plus
simple des surfaces minima doubles; elle a été découverte par
M. L. Henneberg (*). Nous la retrouverons plus loin.

227. On peut se placer a un autre point de vue dans la recherche
des surfaces doubles et se demander, par exemple, & quelle con-

(") Hesxeserc (L.), Ueber solche Minimalfldchen welche eine vorgeschricbene
ebene Curve sur geoddtischen Linie haben. Zurich, 1875,

Ueber dicjenige Minimalfléiche, welche die Neil’sche Parabel zur geodati-
schen Linie hat ( Vierteljahrschrift der Ziircher Naturf. Ges., t. XXI).

Bestimmung der niedrigsten Classenzall der algebraischen Minimalfliichen
(Annali di Matematica, 2° série, t. IX, p. 54; 1877).




LES FORMULES DE MONGE. 353
dition doivent satisfaire, si la surface est double, les fonctions

F(u), F(u,) de M. Weierstrass. Si nous considérons les deux
courbes

Sm: éf(l—u‘l)g?(u")du, ’x: I;f([—u?)gﬂ(ul)dul,
= tfarweFdn, oy =—1 [ ud) filu) du,
z = [ui(u)du, 5 = /.u.l S‘hl(uﬁdul,

dont la translation engendre la surface, il faut exprimer que 1'une
d’elles se déduit de 'autre par une simple translation, c¢’est-a-dire
que I'on peut prendre pour #, une fonction de w permettant de
satisfaire aux relations

(1—u2)F(u) du = (1— u?) Fi(wy) duy,
i1+ u) F(w)du = —i(1—+ ul) Fi(uy) duy,

u juc) duw = ug 8':1(_1“) dug.

En divisant membre & membre, on trouve les deux égalités

{— u? 1+ u? u
- > - T T Y/ T
. I — u? 1= uj uy
qui donnent
' i
Uy — — =

172

Sil’on porte cette valeur de u,; dans 'une quelconque des équa-
tions précédentes, on obtient la relation

(12) Fr(ur)up =—u2§(u),

que 'on peut mettre aussi sous la forme

C’estla condition cherchée, et le raisonnement prouve bien qu’elle
est suffisante. )

Sil'on applique un raisonnement analogue au cas ou les deux
courbes sont définies par leurs plans osculateurs

(1t—u)z+it(1+u2)y +2us + 2f(u) =o,
G—ul)x—i(1+ul)y +o2u1z3+2f1(u;) = o,
D. — I 23
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on trouvera, en exprimant que ces deux plans coincident, les
relations
S(uw)y  filuy)
) S ),

i
u 172 I

(13) Uy = —

Le probléeme de la recherche des surfaces doubles est ainsi
compleétement résolu.

228. Sil'on veut que la surface double soit réclle, il faudra que
les deux fonctions f et f, ou &, &, soient conjuguées. On est ainsi
conduit & une équation fonctionnelle dont la solution est d’ailleurs
trés facile.

Posons en effet

A )

u

et désignons par 0, (u) la fonction conjuguée de O («). On devra

o(u) =0, <— J&)

Mettons en évidence la partie réelle P(u) et la partie imagi-
naire {Q(u) de la fonction ©. Nous aurons

Plu)= P<—th>>
Q) =—(—1)

avoilr

ct, par conséquent,

P(u?:p(u)—i—p <—l>7

u
Q) =g(w)—g (— 1)

les symboles p et ¢ désignant des fonctions réelles, d’ailleurs
quelconques. On déduit de la, pour ©(u), 'expression

1

o) =p(w)+p(—3 ) +ig—ig (— )

u

ou, plus simplement,

(4 M=@(u>=?<u>+cﬁ<— i)

24
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» désignant une fonction imaginaire quelconque p(u) 4 iq(u) et
o, la fonction conjuguée de o.
¢ 4

On trouverait de méme pour (u) I'expression analogue

u

(15) uzj(u)=9<u)_¢?l<_£>,

En s’appuyant sur les résultats précédents, on peut démontrer
que le procédé indiqué au n° 226 donne la courbe minima la plus
générale coincidant avec sa conjuguée. Prenons en effet I’équation
du plan osculateur de cette courbe sous la forme

LI R ¢ ! “+ 235+ 20(u) + 2¢ L -
x| uw —I:{, Ly U - ’L—L - CP ~P1 -_— },l, = 0,

ott 'on a rempliacé f(w) par sa valeur tirée de I’équation (14). En
identifiant I’équation précédente avec celle d’un plan quelconque

Uz +Vy +Wszs+ P=o,
on trouve

SWO T T aw o o woswa( g

U=V U—iV P < 1>

u

¢t, par conséquent,

P (Y UiV
wofTw o) T "W“)'

Cette équation définit évidemment une surface réelle a laquelle
sera circonscrite la développable, enveloppe des plans osculateurs
de la courbe considérée.

229. Jusqu'ici nous avons employé les formules de M. Weier-
strass, qui sont parfaitemenl appropriées a I’étude des surfaces
réelles. Dans la théorie des surfaces doubles, ou il s’agit de com-
parer les deux courbes minima dont la translation engendre la
surface, 1l sera avantageux de représenter les deux courbes mi-
nima de la méme maniére et de les considérer respectivement
comme les enveloppes des deux plans

(1—u)z+i(1+u)y+2uz + 2f(u) =o,
(h—ud)x +i(1+ul)y +2u 35+ 2f; () = o.
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Alors les deux plans seront paralléles si I'on a u, = u, et les deux
courbes seront identiques si l'on a

Ji(w) = f(w).

Les formules qui définissent un point de la surface seront les
sulvantes (1)

w= Ty wf () — flw)
o ) i) — fi),
8) y= i ) — duf () - i f ()
I YU B AT R VATV
\ s = s (u) = f () = s fi () — f{ (),

et le plan tangent aura pour équation

(17) (1 — uw)X -+ (1 + uwy))Y + (u+ uy)Z + £ = o,
£ ayant pour valeur

(18) E=of(u)+2fi(uw) — (v —u)[ S (u)—f1(uw)]

C’est Péquation de la surface écrite dans le systeme («, 3, &) qui
a été défini et étudié aux n° 164, 166. Elle se préte de la maniére
la plus simple a I'étude des surfaces doubles.

Dans ce cas, nous venons de le voir, on aura

(19) S(u) = fi(u),

et, par conséquent, § sera une fonction symétrique de w« et de u,.
Réciproquement, exprimons que £ est une fonction symétrique
de u et de u,;. Nous devrons avoir

o f(u) + 2 fi(w) — (w—u)[f'(w) — fi ()]
=2 f(uy) +2fi(w) —(w—u)[fi (@) —f (w1)].

S(w) —fi(u) = 20(u),

Posons

(') Ces formules sont, aux notations prés, celles qui ont ¢té données par
Bjorling dans le Mémoire analysé plus haut [p. 279].
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I’équation précédente ne contiendra plus que 0(u) et deviendra
20(u) —20(u;) — (u—u)[0(u) + 0'(uy)] = o.

La seule fonction satisfaisant & cette équation est un polynéme du

second degré, mais il est inutile de la rechercher. Car, si I'on in-
troduit la notation

S(a) —0(a) = fi(a) + 0(a) = o(x),
Vexpression de £ devient
t=o209(u)+20(u)—(uw—u)[¢'(u)— ¢ (u)l,

ct nous trouvons 'équation tangentielle d’une surface double, qui
correspond a la fonction ¢ (u). Nous pouvons donc énoncer la
proposition suivanté :

St lon emploie le systéeme de coordonnées tangentielles dans
lequel on écrit Uéquation d’un plan sous la forme
(20) (1—a@)X +7(1+aB)Y +(a+B)Z + & = o,
Uéquation tangentielle des surfaces minima sera
(21) E=2/(2) +2/1(B) — (= — B[S (2) — /1 (B)]-

La condition nécessaire et suffisante pour que la surface soit
double est que & soit une fonction syméirique de o et de B.

230. Nous sommes ainsi conduits & étudier d’'une maniére géné-
rale la distinction que l'on doit établir entre les surfaces dont
I’équation tangentielle est symétrique par rapport a o et a 3, et
celles dont I'équation n’est pas symétrique par rapport a ces va-
riables.

Envisageons une surface algébrique quelconque, représentée par
I’équation tangentielle indécomposable

(22) FU,V, W, P)=o;

si 'on y remplace U, V, W, P par leurs expressions en «, 3, &,
on aura I’équation

(23) F[l”_aﬁy i(14+aB), a+ B, E]=o0,
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qui est symétrique en o« et 3. Mais il peut arriver que, I'équa-
tion (22) étant indécomposable, il n’en soit pas de méme de la
précédente.

Supposons, en cffet, que 'équation (22) se présente sous la
forme

(24) SAU,V, W, P)—(U2+ V2 4+~ W2)o2(U,V,W,P) =o,
l'équation (23) deviendra

S B8 —(a— B ei(x B E) =0
et se décomposera dans les deux suivantes

fl(cﬁﬁ’ £>_<Uh—g)(?l(a7 p:s): 0,
J1(a, B,E)—F(““@)?i(% ?‘7‘2):0;

qui ne sont plus symétriques, mais qui se raménent I'une a 'autre
quand on échange o et 3. Elles donnent, 'une et 1'autre, tous les
plans tangents de la surface, mais avec des sens opposés pour la
normale.

Réciproquement, considérons une sarface définie par I’équation

(25) S(a, BHE):Oy

irréductible par rapport a £. Si cette équation n’est pas syméirique
par rapport a «, 3, on sera conduit, evec les variables U, V, W,
P, & une équation tangentielle de la forme (24) qui permettra
d’exprimer le radical /U2 4 V2 4~ W2 en fonction rationnelle de
U, V, W, P ou, ce qui est la méme chose, des coordonnées du
point de contact.

Si, au contraire, I’équation (25) est symétrique par rapport
a o ct a B, il sera impossible d’exprimer rationnellement le radical
en fonction de U, V, W, P. SiVon avait, en effet,
F(U, V. W, P)

2 2 72— SN T Y
(26) VUE - V2 o W2 = (U V, W, P)’

nous trouverions, en remplagant U, V, W, P en fonction de «,

2,5
(7'_ ﬁ)?l(“) l37 E) =:’:f1(“7 B; E):

J1 et o, étant symétriques en « et 3. Or il est impossible que
celte équation soit vérifiée par les valeurs de § racines de I'équa-
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tion irréductible proposée, & moins que ces racines n’annulent a
la fois f, et @,. Alors la valeur du radical donnée par I'équation

(26) se présenterait constamment sous la forme g et cette équa-
tion n’aurait aucun sens.

En appliquant ces remarques aux surfaces minima, nous obte-
nons la proposition suivante :

Pour qu’une surface minima soit simple, il faut et il suffit
que son équation tangentielle puisse étre ramenée & la forme
(24); st elle est déterminée par une équation en coordonnées
pozzctzcellesf(aé,y, z)=o0, il faut et il suffit que les deux dé-

terminations du radical

0F N\ 2 aF\2 OFN\ 2
A == —L —_ l —t— ,'f
ox oy 03z
soient des fonctions distinctes l’une de U’autre, c’est-a-dire
que le radical soit un carré parfait.

Considérons, par exemple, I'alysséide qui est définie par 1’é-
quation
2 492 az( :—‘i : _(E£>‘
.Z" =y = -4* ‘6 -— € .

On a ici

a2 22 ~£>l a( 3 ’LY
— = C a2 Sy [ — « — = a @ .
A i\/ AXE A4y 4 \6 e -3 et — e y

1’alysséide est donc une surface simple.

Nous pouvons maintenant compléter les remarques présentées
au n° 192 sur la représentation d’une surface minima par les for-
mules de M. Weierstrass. Bornons-nous, pour plus de netteté,
aux surfaces réelles. Nous avons vu qu’a une méme surface on
peut faire correspondre deux fonctions différentes

~ 1 = — 1
S et — — & —_ .
(&) wh ot < 172 >

Les résultats obtenus au n° 227 nous montrent que ces deux fonc-
tions ne seront pas distinctes, dans le cas des surfaces doubles, ou,
plutdt, ce seront deux branches différentes d’une méme fonction.
Si, au contraire, la surface est simple, ces deux fonctions seront
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irréductibles 'une a 'autre et nous aurons deux fonctions diffé-
rentes d’'une méme variable imaginaire se rapportant a la méme
surface. Ces deux fonctions correspondront aux deux courbes
minima distinctes dont la translation peut engendrer la surface.

231. C’est ici le lieu de présenter quelques remarques sur les
surfaces dont ’équation tangentielle est de la forme

o — (U2 + V2 - W22 = o.

Le radical /U2 4 V2 4+ W2 étant une fonction rationnelle de U,
V, W, P et, par conséquent, des coordonnées du point de con-
tact, on voit qu'il est possible d’attribuer aux normales en tous
les points de ces surfaces un sens bien déterminé. Si 'on prend,
par exemple,

Uy Ve Wy

¢ ? ?

?

pour les cosinus directeurs de chaque normale, et si I’on décrit
sur la surface un chemin quelconque pour revenir au point de
départ, on y reviendra toujours avec les mémes valeurs pour les
cosinus directeurs. En d’autres termes, ¢l sera possible de distin-
guer analytiqguement deux cétés de la surface. Cest ce qui
arrive, par exemple, dans le cas de la sphére ou dans celui de la
surface de quatriéme classe déja considérée au n° 159.
Supposons, au contraire, qu’il soit impossible d’obtenir pour

\/U2 -+ V2 4 W2 une expression rationnelle en fonction des coor-
données, soit ponctuelles, soit tangentielles; les cosinus directeurs
de la normale,

U v w
A — T 2 L
VUL Vi W2 JUR V2 W2 JU? - Vit W2

changeront certatnement de signe lorsqu’on suivra sur la sur-
face un chemin réel ou imaginaire convenablement choisi.
Seulement il y a lieu, dans ce cas encore, de faire une distinction
trés essentielle. Pour certaines surfaces telles que VPellipsoide, le
paraboloide, les hyperboloides, si l'on revient au point de départ
aprés avoir parcouru un chemin réel quelconque, on retrouvera
toujours le méme sens pour la normale. En d’autres termes, si
I'on imagine une petite sphére parcourant le chemin considéré,
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elle se trouvera, au retour, du méme cdté de la surface qu'aun
départ. Mobius a remarqué le premier qu'il existe un grand nombre
de surfaces telles que le sens de la normale se trouve changé quand
on revient au point de départ aprés avoir parcouru un chemin
réel convenablement choisi. Bornons-nous, pour plus de simpli-
cité, a considérer les surfaces algébriques. Il faut évidemment,
pour que la circonstance précédente se présente, que la surface
ait des lignes multiples réelles.

Considérons, en effet, la surface parallele a la proposée, ob-
tenue en portant sur les normales des longueurs infiniment petites

égales a p.. Tant que \/U2 -+ V2 4+ W2 ne sera pas un carré par-
fait, les deux nappes dont se compose cette surface ne constitue-
ront analytiquement qu’une seule surface et, si ’on considére les
deux points m, m/, situés sur la normale en un point M de la sur-
face donnée, il sera toujours possible de suivre sur la surface pa-
ralléle un chemin réel ouimaginaire qui conduise de m a m/. Mais,
si ce chemin est entiérement réel, la fonction

o (@, ¥, )

qui, égalée a zéro, donne I’équation de la surface proposée, aura
évidemment changé de signe quand on passera de m a m’. Comme
ce chemin est paralléle a une nappe de la surface, il faudra né-
cessairement qu’il en traverse au moins une autre et, par con-
séquent, que la surface proposée ait une ligne multiple ou, au
moins, un point multiple.

Il est remarquable que la surface la plus simple possédant une
ligne multiple jouisse de la propriété singuliére que nous étudions
ici. Cette surface est la surface réglée du troisieme ordre dont
nous indiquons ici la forme ( fig. 18). Si 'on part du point m en
suivant le chemin mk/lpsrm, on reviendra au point de départ
aprés avoir changé de coté (').

(1) Cet exemple nous avait été indiqué par H.-S. Smith, professeur Savilien &
Oxford, dont tous les géomeétres déplorent la mort prématurée. Les différentes
surfaces réglées du troisiéme ordre sont les transformées homographiques de celle
qui est représentée par I’équation

zxX? = 2.
La figure se rapporte a la surface dont I’équation est

2 (1 — 5) = 3y
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A cet exemple st simple d’une surface réelle n’ayant pas de
coté on peut en ajouter beaucoup d’autres trés généraux.

Prenons, par exemple, une courbe fermée réelle (K) choisie de
telle maniére qu’elle admette seulement un nombre limité de cou-
ples de tangentes parall¢les. Si I'on part d’un point quelconque A
de cette courbe avec un sens déterminé pour la tangente, la lo1 de
continuité déterminera le sens de cette droite pour tous les autres

points de la courbe. Par conséquent, si z, y, 5 sont les coordon-
. . . lx dy dz .
nées d’un point de la courbe, &L, Y %% seront des fonctions
ds* ds’ ds i
parfaitement déterminées en chaque point réel de la courbe.
Soient maintenant M, M’ deux points quelconques de la courbe et
prenons le lien des milieux de la corde MM'. La normale au point
milieu de MM/ aura pour cosinus directeurs
dy dz' dz dy' dz dz' dz dz' - dz dy' dy da'

ds ds'  ds ds ds ds  ds ds ds ds  ds ds
A ’ A ’ A i

A désignant la quantité

dz dx'  dv dy’ dzs dz'\?2
Aﬂ/‘“(’d—s ds'+zz:a?+zgm> ’

que nous prendrons, par exemple, avec le signe +-. Faisons main-
tenant tourner la corde MM/, de maniére que M vienne en M’ el
M en M, mais en évitant, ce qui est toujours possible, la coinci-
dence de M et de M’ et aussi les positions de la corde en nombre
limité, pour lesquelles les tangentes en M et en M’ sont parall¢les.
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Nous suivrons sur la surface lieu des milicux un chemin réel pour
chaque point duquel le plan tangent sera bien déterminé et,
quand nous reviendrons au point de départ, I'échange de M et
de M’ aura fait changer le signe des cosinus directeurs de la nor-
male ().

232. Considérons maintenant une surface minima double algé-
brigue ou du moins non périodique, et soit

(—u)e+i(1+u))y+ouz—-2f(u)=o0

I’équation du plan osculateur de la courbe minima au moyen de
laquelle s’engendre la surface. Soient M, M, deux points de cette
courbe. Le milieu m de la corde MM, décrira la surface consi-
dérée. Soient u et w, les valeurs du paramétre u relatives aux
points M et M,. Les cosinus directeurs de la normale en m auront
pour expressions

I — Ui L1 ny U —+ 1y
‘ e

2 2 2
w— uy u— uy U — uy

et ils ne seront réels (n° 15) que si 'on a

2

1
emT

¢’ étant 'imaginaire conjuguée de w. De plus, dans le cas qui
nous occupe, ou la surface n’est pas périodique, il faudra, pour
que le point m de la surface soit réel, que 'on associe ala déter-
mination f,(u«) de f(w), relative au point M, une détermination
So(wy) de f(uw,) complétement définie par cette condition que le
point M, soit imaginaire conjugué de M. Ainsi, a chaque systéme
de valeurs de w« et de f(u) correspond un point réel de la sur-
face et un seul.

Faisons maintenant varier # de telle maniére qu’il devienne

(') On rapprochera les remarcues que nous avons présentées dans cet article
de celles que Laguerre, notre regretté confrére et ami, a développdées dans une
suite de travaux intéressants sur la Geométrie de direction. ( Voir, en particulier,
le Mémoire Sur la Geométrie de direction publié en 1880 dans le tome VIII du
Bulletin de la Societeé mathématique de France, p. 196, et différents articles
insérés dans les Comptes rendus en 1881, 1882 et 1883.)
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égal a u, et choisissons, en outre, pour cette variable complexe, un
chemin tel que la détermination primitive f,(u«) de f(u) devienne
égale a la détermination primitive fo(u,) de f(u,). Le point M de
la courbe minima sera venu coincider avec le point imaginaire
conjugué M, et, par conséquent, le point M, sera venu en M. On
reviendra donc au méme point m de la surface minima. D’ailleurs,
dans le chemin réel que 'on aura suivi sur la surface, les cosinus
directeurs de la normale auront varié d’une maniére continue ; car
on n’a jamais
U = Uy,
c’est-a-dire
ur -1 = o.

Quand on reviendra au point de départ, on aura échangé les
valeurs de u et de «, ; les cosinus directeurs de la normale auront
changé de signe, comme le montrent les expressions données plus
haut de ces cosinus, et 'on se trouvera sur le c6té opposé a celui
d’ott Von était parti ().

(') Scurixg, Die Minimalflicichen fiinfter Klasse mit dem Stereoscop-Bild
eines Modells derselben. Geettingue, 1880.

Cet intéressant travail contient non seulement une démonstration de la propo-
sition que nous venons d’établir, mais encore une étude trés détaillée de la sur-
face de M. Henneberg. M. Schilling en détermine l'ordre, la classe, les singula-
rités principales et il montre qu’elle est le lieu des milieux de la courbe minima
définie par les équations

x:<r4uz\3’ y:i<1+u2>3, 533(“34_'h,
. \

T
72 122 w?

Elle correspond & la valeur

Tl — N a3t AL
a(u)_3<1 w/)_a(u u><“'u>w

\

de la fonction de M. Weierstrass. Cela nous conduit & signaler les surfaces doubles
correspondantes a la valeur plus générale

~ X%
eﬁ‘(u):(‘ ——u) <L +u>S-LZ:
172 172 u

ou $ désigne un nombre impair.
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CHAPITRE VIL

LES SURFACES MINIMA ALGEBRIQUES.

Détermination de la classe et de Vordre de la surface minima algébrique engendrée
par la translation de deux courbes minima données. — Application au cas par-
ticulier ou la fonction f(u) est rationnelle. — Détermination de la surface mi-
nima réelle, simple ou double, de la classe la moins élevée. — Points & linfini
des surfaces minima. — La section de la surface par le plan de l'infini se com-
pose exclusivement de droites simples ou multiples. — Points multiples & dis-
tance finie. — Surfaces minima a point conique.

233. Apres avoir exposé, en suivant les méthodes de M. Lie, la
solution des problémes les plus élémentaires de la théorie, nous
allons indiquer.comment cet éminent géométre a déterminé 'ordre
et la classe d’une surface minima algébrique, lorsqu’on suppose
données les deux courbes minima dont la translation peut engen-
drer la surface.

La détermination de la classe repose sur le théoréme suivant,
qui est un cas particulier d’une proposition générale déja énoncée
au n° 84 et relative aux surfaces engendrées par la translation
d’une courbe invariable.

La développable circonscrite a la surface en tous les points
de unedes courbes minima dont la translation engendre cette
surface est un cylindre dont les génératrices vont rencontrer
le cercle de Uinfint.

Soient (v) la courbe minima donnée, m un de ses points et (y,)
la seconde courbe minima de la surface passant par le point me.
La tangente en m a () est une des génératrices du cylindre cir-
conscrit suivant ().

Ce point étant rappelé, considérons le céne circonscrit a la sur-
face ayant pour sommet un point quelconque @ du cercle de I'in-
fini; soit w7 une génératrice du cOne, tangente en m a la surface.
1l passe en m deux courbes minima de la surface (v), (y,) dont
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I'une, que nous désignerons par (y,), est tangente a pm; et
il résulte du théoréme précédent que la développable circonscrite
a la surface suivant (vy) est un cylindre dont les génératrices
sont paralleles a pm, c’est-a~dire un cdne de sommet p. Donc :

Le céne circonscrit a la surface minima, ayant son sommet
en un point quelconque du cercle de l’infini, se décompose en
cones plus simples dont chacun est circonscrit a la surface sui-
vant une courbe minima.

Ce point étant admis, commencons par considérer une surface
simple et soit p un point du cercle de V'infini. Désignons par (K)
et (K’) les deux courbes différentes dont la translation peut en-
gendrer la surface. Les génératrices du cone circonscrit suivant
une des positions de (K’) sont tangentes aux diverses positions
de la courbe (K)). Le nombre des cénes de sommet 11, circonscrits
chacun suivant une des positions de (K'), sera donc égal au nombre
des tangentes que 'on peut mener du point . a 'une des positions
de la courbe (K). Ce nombre, que nous désignerons par M, est
¢videmment ordre de multiplicité du cercle de Vinfini sur la dé-
veloppable formée par les tangentes de (K). Il y a donc M cdnes
de sommet . circonscrits suivant une des positions de (K') et
M’ cénes de méme sommet circonscrits suivant une des posi-
tions de (K), M et M/ désignant les ordres de multiplicité du
cercle de Uinfini sur les développables formées par les tan-
gentes aux deux courbes. La classe de la surface sera celle
de cet ensemble de cones.

Envisageons 'un des cOnes circonscrits suivant une position de
(K"), par exemple, et soit () une droite guelcongue passant par
le sommet p. de ce cédne. Pour qu’un plan tangent & ce coéne con-
tienne la droite (d), il est nécessaire et suffisant que la tangente a
la courbe (K’), menée au point de contact de ce plan et de la
surface minima, rencontre la droite (d) en un point situé a dis-
tance finie. La classe du cdne est donc égale au nombre des tan-
gentes de (K’) qui viennent rencontrer la droite (d) a distance
finie. Or ces tangentes forment une développable dont I’ordre,
que nous désignerons par R/, a recu, comme on sait, le nom de
rang de la courbe. Cette développable est déja coupée par la
droite () au point p., qui est multiple d’ordre M'. Elie rencontrera
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donc la droite (d) en R’ — M’ points a distance finie et, par suite,
la classe du cOne considéré sera

R — M.

On trouvera de méme R — M, R étant le nombre analogue a R/,
pour la classe du céne circonscrit suivant une position de la
courbe (K). La classe de la surface, c’est-a-dire celle de 1'en-
semble des cones définis précédemment, sera donc

M (R — M)+ M' (R — M).

Tel est le nombre obtenu par M. Lie.

Dans le cas ol la surface minima est double, il n’y a plus lieu
de distinguer deux séries de cOnes circonscrits et la classe devient
égale a ’

M(R — M),

A

les nombres R et M se rapportant & la courbe unique dont la
translation engendrera deux fois la surface.

Sila surfaceé est simple et réelle, les deux courbes dont la trans-
lation engendre la surface sont imaginaires conjuguées. On a évi-
demment

ct la classe de la surface sera
oM (R — M).

On voit que toutes les surfaces minima réelles dont ordre est
premier ou impair sont nécessairement doubles.

Nous signalerons une relation d’inégalité a laquelle satisfont les
nombres R et M relatifs & toute courbe minima. La développable
formée par les tangentes a cette courbe est coupée par une droite

située a l'infini en deux points au moins, qui sont situés sur
le cercle de I'infini et sont multiples d’ordre M. On a donc

(1) R>2M, R—M>DM.

Il résulte de cette inégalité que, dans I’expression M(R — M)
de la classe d’une surface double, le plus grand facteur ne peut étre
que R — M. Si la classe est un nombre premier p, on aura néces-

sairement
M=1, R—M=p,
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ce qui donne
R=p-+1.

234. Passons maintenant & la détermination de l'ordre de la
surface, qui se fait d’ailleurs d’'une maniére moins précise. Nous
couperons la surface par une droite () assujettie & la seule con-
dition de ne pasrencontrer la surface a I'infini. Supposons d’abord,
pour plus de netteté, que cette droite ait été choisie pour axe des
z. Ses points d'intersection avec la surface seront déterminés par

les deux équations
Alt) = A (%) — o,

" B(¢) — By(x) = o.

Si I'on construit les deux courbes planes définies par les
équations

(“r) .Z'::A(t), y:B(t)
et
W x=—A(%), ¥y =—Bi(%),

le probléme sera ramené a la recherche de ceux de leurs points
communs qui sont a distance finie. Soient (K) et (K’) les deux
courbes dont la translation engendre la surface. La courbe (v)
sera laprojection de (K) surle plan des 2y ; (y') sera lasymétrique,
par rapport a 'origine, de la projection de (K/) sur le méme plan.
Les ordres de (y) et de (y') seront les mémes, en général, que
ceux de (K)etde (K'). Sidonc nous désignons ces ordres par m et
m', le nombre des intersections cherchées, égal a Pordre de la

surface, sera, en général,
mm'.

Toutefois, siles courbes (K) et (K’) ont des points communs a
I'infini, il en sera de méme de leurs projections. Soit w le nombre
des points a l'infini que 'on déterminera par les méthodes con-
nues ('). Dans ce cas I'ordre de la surface sera

mm' — w.

(1) Voir, en particulier, les différents travaux de M. Halphen insérés dans le
Bulletin de la Socict¢ mathématiqgue de France, le Journal de Liouyille et
la traduction francaise des Courbes planes de M. Salmon.
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Enfin, sila surface est double, chaque point de la surface corres-
pondra a deux systémes de valeurs de ¢ et de <, car les véritables
paramétres de chaque point sont les fonctions symétriques ¢ + =,
tt (n° 224). Le nombre précédent devra étre réduit de moitié et
I’ordre aura pour expression

é(mm’ — w).

Si1’on veut éviter le changement d’axes, qui consiste a prendre
8 ’ p

pour axe des z la droite donnée, on écrira les équations de cette
droite sous la forme
xr = mz—+p,

y=ns—+gq,
et I’on sera conduit a considérer le systeme

A +A(x) =m[C(2)+ Ci(=)] +p,
B(¢)+By(=) = n[C(¢) 4+ Ci(x)] + ¢,

c’est-a-dire a déterminer le nombre des points d’intersection
des deux courbes.

(2) .Z’:A(l)—-—)?lC(vt)*-[), y=DB(t)—nC(t)—gq
et
(3) x=mGC(t)— A (=), y =nC(t) — B (x).

Les résultats précédents, relatifs al’ordre el a la classe, peuvent
étre vérifiés dans chacun des exemples que nous avons étudiés.
Considérons, par exemple, la surface d’Enneper. Les courbes (K))
et (K') sont ici des cubiques gauches définies par les équations

xr=3u—ud,
¥y ==£i(3u -+ u?),
5= 3u2.

On a

M=M=r1, R=R =4, m=m =3, w = 0.

La surface est simple, d’ailleurs; son ordre sera g et sa classe 6,
comme nous 'avons déja reconnu (n° 207).

233. M. Lie a fait une application détaillée des méthodes pré-
D. — 1. 24
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cédentes aux surfaces engendrées par des courbes minima dont les
tangentes forment une développable contenant une seule fois le
cercle de infini.

Sil'on prend I’équation du plan osculateur a la courbe minima
sous la forme

{4) (1—1&2)@—}—5(14—lL?)y+2le—!—2f(zc):0,

JS(u), étant ici une fonction algébrique de «, sera déterminée par
une équation de la forme

F[f(uw), u] =o.

Le degré de cette équation par rapport a f(u«) donne évidem-
ment ’ordre de multiplicité du cercle de I'infini sur la développable
dont la courbe minima est ’aréte de rebroussement. Dans le cas
que nous voulons étudier, cette équation sera donc du premier
degré et f(u) sera une fonction rationnelle de «. Les résultats
obtenus au n° 198 en ce qui concerne la transformation des coor-
données nous montrent d’ailleurs que, si les axes sont quel-
conques, le degré du numérateur de f(u) sera supérieur de deux
unités seulement a celui du dénominateur. On pourra donc poser

Ai.)n,‘ AA[,In,j-——l Al',1 ]
- 2

—1
t—an)mi - (u— a;)mi—1 u—a;

(5) f(w)y=au+ Bu-—+v +2[(z

les termes du second degré n’auront aucune influence sur le ré-
sultat et peuvent méme étre supprimés si 'on imprime a la courbe
une translation convenablement choisie.

Sil’on substitue cette valeur de f(u«) dans I'équation (4), on voit
qu’il passera, par chaque point de I’espace, des plans tangents de
la développable en nombre égal &

(6) C=32Zm;+ 2.

Ce nombre est la classe de la courbe : son expression nenous est
pas nécessaire, mais elle interviendra pour simplifier les formules.
SiI’on substitue les valeurs de f(u), f'(«), f"(u) dans les for-
mules (5) [p- 342] qui donnent les coordonnées z, y, z d’un
point de la courbe, on reconnait immédiatement que les termes en

I I
u— ay Y2 ? (1 — ay)m:+2 ’
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figurent dans les expressions de x, 3/, 5. La courbe est donc uni-
cursale, et le degré du dénominateur commun de z, ), 5 sera

Em;+ 249,

g ¢étant le nombre des racines ;. Comme les numérateurs de z,
9y, z sont de degrés égaux ou inférieurs a celui du dénominateur
commun, 'ordre O de la courbe minima sera

(7) O=3m;+2q9g =C+2q9—a2.

Proposons-nous maintenant de déterminer le rang de la courbe,
c’est-a-dire le nombre des génératrices de la développable qui ren-
contrent une droite donnée.

Une génératrice de la développable est définie par les deux
équations

(1—wu2)x +i(1+ u?)y +—2us + 2 f(u)

1
|

= o,

—ux+ wy +~ 3 -+ ['(u) =o

Si I'on exprime qu’elle rencontre une droite donnée par les

équations
Bz —Cy = A,

C.Z‘*AZ ITB/, .AA,—*—‘B];’—FCCI:::O,
A)/ — Bx = G,,

on est conduit & une équation de la forme

Al —w2)f (u) +2uf(u)] + Bi[(t+ u?) f/(w) —2u f(uw))]
4+2Cluf (u) —f(u)] +Ai(1—u?) —B' (14 u?) +2iCu=o,

dont le degré donnera le rang cherché. Il suffit de se reporter a
Pexpression de f(u) pour reconnaitre que ce degré est

(8) R=2m;+qg+2=0C+gq.

Telles sont les formules qui font reconnaitre les deux nombres
dont dépendent I'ordre et la classe de la surface minima.

236. Proposons-nous, par exemple, de déterminer, parmi les
surfaces que nous étudions, celles qui ont la classe la plus faible.
Supposons d’abord qu’il s’agisse de surfaces simples. La classe
sera égale a
2[Z2mi+ g +1];
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q et m étant au moins égaux a I, il faut prendre

g =m=1;
on aura donc
A

U —a

f(w) = 4+ au—+ Bu -+ .
C’est la valeur de f(u) qui correspond a la surface d’Enneper.
Si'on veut obtenir les surfaces de huitieme classe, il faudra

prendre
Im;+ q =3.

Cette équation admet 'unique solution

. qg =1, m; = 2,
qui donne

A Ay

S(u) = (v —a)

w4+ Bu—+ .
U —a

L’ordre dc la surface correspondante sera 16.

237. Proposons-nous maintenant de rechercher les surfaces
doubles réelles les plus simples. L’équation a laquelle satisfait la

fonction f(u) (n° 227)

nous montre que, dans ce cas, & chaque infini @; correspondra un

. . 1 , e ., .. .
infini — — de méme degré de multiplicité, «; désignant la conju-
i

guée de a;. Les nombres m; étant deux a deux égaux, la somme
Sm; sera paire, ainsi que le nombre ¢.

La classe
Im; g1

sera donc toujours un nombre impair et, comme on a évidemment
Sm;+ qg24,

la classe sera au moins égale & 5. La surface double réelle la
plus simple correspond donc a I'hypothese

q =2, my = my;=1.
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On obtient ainsi, nous allons le reconnaitre, la surface de
M. Henneberg.

Au reste, on peut obtenir trés simplement sous sa forme la plus

r

générale la valeur de f(u) qui correspond aux surfaces doubles

réelles.

Nous avons vu, en effet, qu’a chaque infini @; correspond un
1

infini — — . Choisissons dans chaque groupe, d’'une maniére arbi-
i

. . . 1 , . .
traire, 'un des infinis a;, — — et réunissons tous les termes qui
i

correspondent & ces infinis. Sinous désignons par ¢ (z)’ensemble
de ces termes, la fonction

Flu)=/f(u)—o(u)+ u?o, <__. I_>,

147

ol o, désigne la conjuguée de o, satisfera encore a I’équation fonc-
tionnelle qui caractérise les surfaces doubles

F(u) _ Fi <_ ’il\)

>

u I

122

mais, comme elle ne contient plus les infinis «;, elle ne pourra

. . . 1 , . ,
- 7 2
pas contenir non plus les infinis et se réduira, par conséquent
a

’
:
a un polyndéme du second degré que déterminera I’équation fonc-

tionnelle précédente et qui sera de la forme
a(r—u2) + tb(1+ u?) + 2cu,

a, b, ¢ désignant trois constantes réelles. On pourra le faire dis-
paraitre, si 'on veut, par une translation réelle et 'on aura, dans
tous les cas, 'expression

J(u) =9(u) — w2y, <— %L—) 4+ a(t— u?) +1b (1 + u?) + acu,
qui définira toutes les surfaces doubles réelles.
Dans le cas de la surface de M. Henneberg, on peut, en choi-

sissant convenablement les axes, prendre

a
o(u) = >
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a étant réel, et 'on aura
(9) flu) = ;—z—m—azﬁ.

Si l'on applique a cette surface les méthodes indiquées plus
haut pour la détermination de l'ordre, on reconnaitra sans diffi-
culté que les courbes désignées au n° 233 par (y), (yi) sont ici
symétriques 1'une de I’autre par rapport & 'origine et qu’elles sont
de 'ordre 6. Les points a l'infini étant des points simples d’in-
tersection, il restera 3o points d’intersection & distance finie et
I'ordre de la surface sera, par suite, égal a 15.

238. Considérons une courbe minima (K), pour laquelle on
connait les nombres R, M. Si on la transforme par inversion, on

obtiendra une nouvelle courbe minima (K, ); soient R, et M, les

nombres relatifs & cette courbe. ‘

Une droite (d) rencontrant le cercle de I'infini coupe la dévelop-
pable formée par les tangentes de (K) en R — M points. L’inver-
sion transforme la droite (d) en une droite (d,) rencontrant
également le cercle de l'infini; elle transforme la développable
formée par les tangentes de (K) dans la développable formée par
les tangentes de (K,). On aura donc

R— M= R;— M,.

D’autre part, considérons un cercle passant par le poéle de I'in-
version; il coupera la développable formée par les tangentes de
(K) en 2R points; deux de ces points sont sur le cercle de l'infini
et comptent chacun pour M; enfin d’autres, en nombre que nous
désignerons par Q, sont confondus avec le pdle. Le cercle coupera
donc la développable en

2R— oM — Q
points & distance finie et ne coincidant pas avec le pole.

Si I'on applique maintenant 'inversion, le cercle se transforme
en une droite quelconque et le nombre précédent devient le rang

de lIa courbe (K,). On a donc
Ri=—=2R—a2M— Q.

La valeur de R, sera, dans tous les cas, positive et supérieure a
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quatre, car il n’existe pas de courbe dont le rang soit inférieur a
ce nombre; Q est nul si le pdle est quelconque, mais il devient
égal a deux si ce pole a été pris sur la courbe (K). On a donc,

dans tous les cas,
2R —aM--92>4
ou
R —M?=3.

Cette inégalité met en évidence les résultats suivants, qui sont

dus a M. Lie.

La classe d’une surface minima simple
M(R — M) M'(R — M)

est au moins égale a .
3(M + M),

c’est-a-dire au moins égale a 6. Parmi les surfaces simples, la

surface d’Enneper est donc celle dont la classe est la plus faible.
La classe d’une surface minima double

M(R — M)

est toujours supérieure & 3M, c’est-a-dire a 3.

Si l'on considére une cubique gauche qui soit une courbe mi-
nima, elle donne effectivement une surface double de troisiéme
classe, mais cette surface est imaginaire. En effet, une courbe mi-
nima ne peut étre identique a sa conjuguée que si elle est coupée
par un plan réel quelconque, en des points imaginaires conjugués
deux a deux. Elle doit donc étre nécessairement d’ordre pair, si la
surface double, lieu des milieux de ses cordes, est réelle.

Si 'on veut que la classe de la surface soit égale a 4, il faudra,
R — M étant supérieur a 3, que 'on ait

M—1, R=5.

Il existe effectivement une courbe minima répondant a la ques-
ion. Mais nous avons déja vu que, dans le cas ot M =1, la sur-
ace double réelle la plus simple est celle de M. Henneberg.

Ainsi, il 'y a pas de surface double réelle de classe infé-
rieure a 5.

239. Renvoyant, pour plus de détails, en ce qui concerne la dé-
ermination des-surfaces minima de classe ou de degré donné, au
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Mémoire de M. Lie, nous terminerons ce Chapitre en étudiant
les nappes infinies des surfaces minima algébriques.

Dans un Mémoire inséré aux Mathematische Annalen (')
M. Geiser avait établi, par une méthode intéressante et féconde,
que la section de toute surface minima algébrique par le plan de
I'infini ne peut se composer que de lignes droites et du cercle de
Pinfini. M. Lie s’est servi du mode de génération qui I'a guidé
dans ses belles études pour démontrer cette proposition et la
rendre plus précise encore.

Considérons en effet la surface minima comme le lieu des
milieux des segments dont les extrémités M, M, décrivent res-
pectivement deux courbes minima (I'), (T'y). Tant que les points
M, M, sont a distance finie, il en est de méme du milieu du
segment MM,. Si I'un des points, M, par exemple, s’éloigne seul
a l'infini, le milieu du segment s’éloigne a l'infini et vient a la
limite coincider avec M,. Supposons maintenant que les deux
points M, M, s’éloignent simultanément & I'infini et viennent coin-
cider respectivement avec deux points m, m, des deux courbes
(T), (Ty), situés nécessairement sur le cercle de linfini. Si les
points m, m, sont distincts, le milieu de mm, sera indéterminé
et pourra occuper toutes les positions sur la droite mm, (2). Nous
obtenons ainsi ce premier résultat :

(") Geiser (C.-F.), Notiz iber die algebraischen Minimumsflichen (Mathe-
matische Annalen, t. 111, p. 530; 18750).

(2) Soient, en effet, x, ¥, =z, t; &', ¥', ', t' les coordonnées cartésiennes homo-
génes des deux points M, M,. Lorsqu’ils tendent vers lecurs positions limites m,
m,, ces coordonnées auront pour valeurs limiles x,, ¥,, 2, 0; &, ', 5, 0. Cela
posé, les coordonnées homogénes du milicu de MM, ont pour expressions

X=—xt' + tx,
Y=ypt-+1ty,
Z= st +ts,
T =212t
Faisons tendre ¢ et ¢’ vers zéro, de telle maniére que l'on ait toujours
t'= \¢,

A désignant une constante. Les coordonnées de X, Y, Z, T divisées par ¢ auront
pour limites les valeurs suivantes :
o

TN Ty, Y h Yy, S A+ Ey, o,

qui contiennent 'arbitraire A et définissent un point quelconque de la droite mm,.
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Toutes les droites obtenues en joignant un point & l’infini

de (T) a un point de (T'y) situé aussi a Uinfini et distinct du
premier appartiennent a la surface.

On reconnait ainsi que, si les deux courbes (T'), (I'y) coupent
le cercle de 'infini en des points distincts les uns des auatres, la
section de la surface par le plan de I'infini se composera exclusi-
vement des droites qui joignent les points a I'infini de la premiére
courbe aux points & 'infini de la seconde. Si m et m' désignent
les ordres des deux courbes, ces droites seront au nombre de mm’.
Comme, dans ce cas, 'ordre de la surface est précisément égal a
mmt, il est évident que chacune des droites sera simple.

240. Il nous reste & examiner le cas o les deux courbes (T'),
(Ty) ont des points communs a l'infini et ot les deux extrémités
du segment MM, dont le milieu décrit la surface minima, viennent
coincider avec 'un de ces points.

Soit

(10) G—u)z+i(1+u)y +2uz+2f(u)y=o0

I’équation du plan osculateur de la courbe (T'). En joignant a cette
équation ses deux premiéres dérivées par rapport a u,

(r1) —u(x —iy)+ s+ f(u)=o,
(12) — @iy () = o,

on aura les trois relations qui définissent, en fonction de w, les
coordonnées d’un point de la courbe. Elles nous donnent
£

\
¢ z=uf"(u)—[f"(u),
(.2:+iy — w2 f () + 20 f (u)—2f(u),

(13)

ou encore

x — l‘}/ = J'j(u)du,
s=  fud(uw)du,

iy = ——j w2 f(u)du,

T —_—

en posant

S (u) = cT‘h(u)

Choisissons les axes de maniére que le point m de (I') situé a
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Uinfini corresponde a l'hypothése w = o0, et admettons que la
courbe (T') soit algébrique ou, du moins, présente en ce point une

8 { ) » P P
singularité algébrique. Alors f(2) sera développable suivant les
puissances croissantes de « et, si p et ¢ désignent deux nombres
entiers dont le second est positif, on pourra poser

r p+1 p+2 p+)\
flay=mpu! +ayu 7 +aqu 7 +—...= E:L)\u, q

=0

. -+ A
Nous supposerons toujours qu’aucun des exposants £—q——\ ne prend

P'une des valeurs o, 1, 2. On peut toujours, en effet, supprimer
les termes correspondants a ces trois valeurs particuliéres des ex-
posants en ajoutant des constantes convenablement choisies a x,
v, z, comme le montre ’équation (10) du plan osculateur; et ces
constantes pourront toujours disparaitre dans les formules finales
par une translation convenable des axes coordonnés.

En mettant a profit cette remarque, nous écrirons f(u) sous la
forme

P+

5 _ @, y
(13) f(”)“EpﬁL)\ p A NP A N
)

. q q q
qui donne

P4k

(16) A‘(u) Sayuw Y

et, par conséquent,

i s /14—7\_0
‘ r—iy = Z————\" w 9 5
ok
q
p -4
Z = 2 ~~——~————-a)\ ILT—l
<I7) \ ])—{—)\ 1 ’
q
P+
x#zy:—E p(:il w !

i q

Telles sont les expressions des coordonnées d’un point de la
courbe en fonction de .

Pour que le point m, correspondant a la valeur o de u, soit
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rejeté a 'infini, il faudra que I'un au moins des termes qui figurent
dans les expressions précédentes devienne infini pour # = o. On
aura donc nécessairement

< 2.

2N

Mais il y a ici plusieurs cas a distinguer
°Silon a

I<E<2,
q

f(u) et f'(u) deviendront nulles pour u == o. La tangente en m
a la courbe (T') sera définie parles deux équations (10) et (11), olt
Pon fera « = o et qui se réduiront aux suivantes

xr 41y = o, 5= 0}

elle restera donc a distance finie; il en sera de méme du plan os-
culateur qui est représenté par la premiére des deux équations pré-
cédentes.
2° Sil’on a
o < L <,
q
/'(u) sera infinie, mais non f(«). Le plan osculateur en m, défini
par 'équation
x -+ iy = o,
sera encore a distance finie; mais la tangente en 7 sera rejelée a
Pinfini et coincidera avec la tangente en ce point au cercle de
I'infini.
3° Enfin, sil'on a
L,

q
le plan osculateur lui-méme sera rejeté a I'infini; quant a la tan-
gente, elle sera la méme que dans le cas précédent.

En résumé, la courbe (I') ne sera tangente en 7 au plan de
Pinfini que sil'on a

£<I.
q

241. Si, comme on I'a fait au n° 229, 'on adopte pour la courbe
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(Ty) un mode de représentation identique au précédent et si

Pon pose
7 —!—7\1

(18) Fi(u)=3by,uy T ,

on obtiendra des expressions des coordonnées de chaque point de
la courbe en fonction de «, analogues aux formules (17) et 'on en
déduira les expressions suivantes des coordonnées X, Y, Z d’un
point de la surface en fonction de « et de w«,

L X g — -;,: . .,./: 7
X =Y S I (w) du+ [ 53 (ur) duy
p+)\ r +7\1
ay, 7 bm e 7 -2
= ——T——u - — ey ,
PT=r o, P A,
q g1
7 = j w3 () du + f wy Fy (wey) duy
! ;7—+~/\ P1‘+)\1 1
(19) ! _ Z ay, v LN Oy w, 7,
P+r pitd
q 91
X 7Y :—/u (u)clu—/ w23y () duy
p+A P [
S —
p+)\ P —}—)\1
q g1

Le plan tangent au point (u, «,) sera représenté (n° 229) par
I’équation

(20) X+ iY —uuy (X — YY)+ (uw—+u)Z+§=o,

et le calcul de § donnera [ n° 229, formule (18)]

p+A .
- ayw 7 [ 1y o 172
: pPHr pP+r v+r |
q 7 9
(21) Pt . ’
by wy 1t [~ 173 1y
- 2 - :
191—‘—)\1_I LP1+)\1 5 P+
g1 91

Il est a remarquer que 'on pourrait réduire a des polynémes les
séries qui constituent les seconds membres des formules (19)
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et (21) en y supprimant tous les termes de degré positif, qui s’an-
nulent et sont négligeables lorsque w et u, deviennent infiniment
petits.

242. Les formules précédentes étant élablies, supposons d’abord
qu'aucune des deux courbes (T'), (T'}) ne soit tangente au plan de
I'infini. On aura alors

2>

RN

>1, > 2e
q1

Lorsque u et u, tendront vers zéro, Z et X + Y auront zéro pour
limite. Quant 8 X — Y, comme il présente plusieurs termes in-
finis, les uns contenant w, les autres contenant w,, il pourra
prendre toutes les valeurs possibles. En égalant, en effet, la valeur
de X — 7Y & une constante quelconque, on obtient une équation
qui admet des solutions pour lesquelles « et u, sont aussi petits
qu’on le veul; car, sil’on y regarde « et «; comme les coordonnées
rectangulaires d’un point, cette-équation de condition représente
une courbe c_[ui. passe a I'origine des coordonnées.

Ainsi, dans le cas qui nous occupe, les points de la surface mi-
nima qui proviennent des points de (I') et de (T'y) infiniment rap-
prochés de m ont pour liea gédométrique la droite

Z:O, X+iY:(),

qui est tout entiére a distance finie. [.’équation (20) du plan tan-
gent se réduit a la suivante :

X +7Y = o.

On voit qu’il est le méme pour tous les points de la droite ().

(*) Si Pon restitue aux courbes (T'), (T',) leur position la plus générale en leur
imprimant des translations convenables, les résultats obtenus dans le texte
donnent le théoréme suivant, que 'on pourrait ¢tablir par la Géométrie :

St les deux courbes (T'), (T',) ont en commun un point m du cercle de l’in-
fini et si aucune d’elles n’est tangente a ce cercle, les points de la surface gui
proviennent des portions des deux courbes infiniment voisines de m forment
une droite située dans le plan des tangentes en m aux deux courbes et a
eégale distance de Uune et de l’autre. Le plan tangent en un point quelcongue
de cette droite est fixe,; il contient a la fois la droite et la tangente en m au
cercle de U’infini.
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Supposons maintenant que l'une des courbes (T'), (T,) soit
tangente en m au cercle de I'infini, ¢’est-a-dire que 'une au moins

des fractions g, qul soit inférieure a I'unité. Dans ce cas, les expres-
1

sions de Z et de X — Y contiennent, ’'une et ’autre, des termes
de degré négatif, et il arrivera généralement que l'une au moins
de ces deux quantités deviendra infinie quand u« et u, tendront
vers zéro d’une maniére quelconque.

Si une seule des fractions £, % est inférieure a I'unité, la coor-
7 9 ’

donnée Z deviendra certainement infinie quand u et «, tendront

vers zéro. Si, au contraire, les deux fractions g, g’% sont 'une et
1

Pautre inférieures & I'unité, X — 7Y ne pourra demeurer finie que
si les termes de degré le plus faible en u« et u, sont du méme
ordre, c’est-a-dire sil’on a approximativement

P Py
—_—2 ’71
1

aouq bQU,
-4
L, L1,

q ) g1

et, de méme, Z ne pourra demeurer finie que si ’on a approxima-
tivement

P P

£ _q — 1
aou? - boudt o
£, Ly
q9 91

Or ces deux éqguations ne peuvent étre compatibles que si 'on a
q P P {

L _ P
q9 91
et, méme alors, comme elles sont de degrés différents, 2 — p et
g — p, par rapport a u, il y aura toujours des solutions de l'une
qui ne conviendront pas a l'autre. On peut donc affirmer que,
dans le cas o l'une au moins des deux courbes minima est tan-
gente en m au cercle de l'infini, les points des courbes (T'), (T'y)
infiniment voisins de m ne pourront donner de point de la sur-

face a distance finie que st ’on aé—) = —;ﬂ et qu’ils donneront
1

toujours des points de la surface, situés a U’infini. 1l reste a
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indiquer le lieu formé par ces derniers points. Or, si 'on se re-
porte & I’équation (20) du plan tangent écrite sous forme homo-
géne

X+ — vy (X—eY) 2+~ (uw+u )L+ E§T = o.

on voit que, u et u; devenant nuls, la section de ce plan par le
plan de I'infini aura pour équations

X+iY=0, T=o,

Les points cherchés de la surface sont évidemment distribués
sur cette droite, qui est la tangente en m au cercle de I'infini.
Réciproquement, chaque point de cette droite peut étre obtenu
pour des valeurs infiniment petites de « et de w,; car, & chacun

de ces points, correspond une valeur déterminée du rapport

Z (o . "
7% ¢ I'on reconnaitra, en répétant le raisonnement donné au
— 1

début de ce numéro, que ce rapport peut prendre toutes les
valeurs possibles. Ainsi :

Toutes les fois que l'une des courbes (I'), (I'y) est tangente
en m au cercle de Uinfini, tous les points de la surface situés
a Uinfint et provenant des branches wvoisines du point m ont
pour liew géométrigue la tangente en m au cercle de Uinfini.

En réunissant les résultats précédents nous obtenons, par con-
séquent, la proposition suivante, qui est celle de M. Lie :

Lorsque les deux courbes ('), (I'y) ont un point commun &
Uinfini, les branches de ces deux courbes voisines de m ne
peuvent donner de point a U’infini de la surface que si l'une
des courbes est tangente en mau cercle de ’infini; dans ce cas,
tous les points a infini de la surface ont pour liew géomé-
trique la tangente en m au cercle de l'infini.

243. Mais la méthode indiquée dans les numéros précédents
nous permet aussi de résoudre une question nouvelle et, aprés avoir
étudié la section de la surface par le plan de I'infini, de déterminer,
quand ils existent, les points a distance finie de la surface qui
peuvent provenir des points & l'infini situés sur les courbes (T'),
(I'y). Nous avons vu plus haut que cette circonstance ne peut se
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présenter que si l'on a
P _ Py,

q 91

Supposons cette condition remplie, et reprenons les formules
déja démontrées
X»fiY::f j(u)dzc—k—./.j1(m)(lu1,
7 = fu F () du —+ ‘/'ui Fo(wey) duy,
qui donnent

(22) dl — ud(X —iY) = (u;— ) F1 (wy) du,.

Pour résoudre la question proposéc, nous couperons la surface

har le plan
P ! X Y = 4,

ot o désigne une constante quelconque et nous chercherons sl
existe, dans ce plan, un point de la surface a distance finie pro-
venant de valeurs infiniment petites de « et de u;.

Sinous substituons la valeur « de X — 7Y dans la premiére des
formules (19), nous aurons une relation entre u et w«, qui nous
donnera pour « un certain nombre de développements en série
suivant les puissances positives de «,, développements dont les
coefficients pourront contenir ¢, a partir d’un certain rang. Il
faudra que 'une au moins de ces valeurs de «, portée dans les ex-
pressions de Z et de X +4- 7Y, donne des développements de ces
quantités demeurant finis pour ©u,=o0 et ne conlenant, par
conséquent, aucune puissance négative de z,. Si Uon se reporte
a la formule (22) et si I'on y fait

X—2¢Y =aq, d(X —iY)=o,

on en déduira
d7

s =(u;—u) F4 (uy).

. \ . ..p dZ
Tous les termes de Z étant, par hypothese, de degré positif, T

ne contiendra que des termes de degré supérieur & — 1 et, si I'on
v 2t

o 3, on est conduit a
1

7 2
remarque que le degré de &, (w,) es
I'inégalité

degré(u—~u1)+§—1 —3>—1,
1
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qui donne
m
Q

(23) w—uy=0u, 7,

6 étant une fonction de u,; qui s’annule pour u, = o.
Portons la valeur de w tirée de I'équation précédente dans les
expressions de Z et de X - Y. On a

p+7\_1 V4 +)\-1 1_—£, ]74—7\‘1
u 7 = u,7 140w, 7/ 9
p+X . L p+A 2
= u, 7 <1"'“0'“1 ‘/*>:ul‘/ -+~ 0 ud,

%’ étant, comme §, une fonction qui s’annule pour «; = 0. On voit
donc que, dans tous les termes de Uexpression (19) de Z contenant
u, on pourra remplacer w par u,, en négligeant seulement des
quantités qui s’annulent pour z; = o et peuvent étre supprimées.
On aura ainsi la valeur approchée

7. :ful[jl(ul)+5?(ul)] duy,
et un raisonnement analogue donnera de méme
X 4 0¥ :w'/‘u%[dﬂ(ul) - F(w)]du.

Pour que Z reste finie, il faudra que tous les termes de degré
négatif en u, se détruisent mutuellement. Si donc on pose

Flu)y= ®(u) +¥(u),
Fi(wy) = ®(u) + Wi (uy),

® et ®, conlenant tous les termes de degré inférieur a — o, il
faudra que 'on ait
Pi(u)=—>(u).
Telle est la condition cherchée. On reconnaitra aisément qu’elle
est suffisante et que la somme X 4 7Y demeure aussi finie. En
réunissant les résultats précédents, on obtient la proposition

suivante :

Pour que les points a Uinfini des deux courbes (T), (T'))
donnent des points de la surface situés a distance finie, il faut
et il suffit que les termes de degré infériecur & — o dans les

D.— I 25
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Sonctions § (u), §,(u) solent deux & deux égaux et de signes
contraires. St cette condition est remplie, les points a distance
finie qui proviennent des deux branches infinies considérées de
(I'), (Ty) seront distribués sur une droite passant par le point
du cercle de Uinfini qui est commun a ces deux branches.

Pour terminer I’étude de cette question, il faudrait rechercher
I'ordre de multiplicité des différentes droites de la surface situées
soit a l'infini, soit & distance finie, qui proviennent des branches
infinies de (T') et de (T'y). Mais il suffira, pour obtenir ces ordres
de multiplicité, d’appliquer les méthodes connues.

244. Il nous reste a dire quelques mots des points multiples et
des lignes multiples des surfaces minima.

La surface minima la plus générale, ayant été définie par
M. Lie comme lieu géométrique du milieu d’un segment dont les
extrémités décrivent les courbes (I'), (T',), a, généralement, une
ligne double, lieu des points qui sont les milieux de deux segments,
et des points triples, situés sur cette ligne double, qui sont les
milieux de trois segments différents. Sans nous arréter a 1’étude
des singularités de ce genre, qui sont en quelque sorle normales,
nous dirons quelques mots des surfaces minima qui admettent des
points coniques.

Pour que la surface minima ait un point conique O, il faut et 1l
suffit que ce point O soitle milicu d’une infinilé de segments, c’est-
a-dire que les deux courbes (T'), (T';) soient symétriques 'une de
Pautre par rapport au point O. Cette proposition montre immé-
diatement comment on engendrera les surfaces minima a point
conique. Il suffira de prendre pour la courbe (I';) la symétrique
de (T') par rapport a un point déterminé. Un raisonnement géomé-
trique trés simple permet d’ailleurs de reconnaitre que le cone des
tangentes au point multiple est exclusivement formé des droites
qui vont rencontrer le cercle de 'infini (*).

(') Voir au sujet des points coniques, 'article déja cité de M. Geiser ( Mathe-
matische Annalen, t. 1I1). 1l peut arriver exceptionnellement, si la courbe (T')a
des points doubles, que le point conique soit sur la ligne double de la surface;
alors, au cone indiqué dans le texte viennent s’ajouter un ou plusicurs plans
tangents.
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La théorie des surfaces minima & point conique se rattache
immédiatement a celle des surfaces doubles. Nous avons vu au
n° 210 comment on passe d'une surface minima a son adjointe.
Les résultats analytiques déja signalés peuvent s’interpréter
comme 1l suit :

L'tant donnée une surface minima, lieu des milieux des seg- |

ments dont les extrémités s’appuient sur les deux courbes (T'),
(Ty), sotent ('), (I') les homothétiques de (I'), (I'y) respecti-
pvement, prises par rapport au méme pdle O, avec des rapports
d’homothétie respectivement égaux a + t et a — i. La surface
adjointe est le lieuw des milicux des segments dont les extri-
mitées décrivent les courbes (T'), (TV).

Par suite, si les deux courbes (I'), (T'y) sont symétriques 'une
de I'autre par rapport au point O, les courbes (I'), (T")) seront
identiques et vice versa. On est ainsi conduit au théoréme suivant :

Pour obtenir toutes les surfaces a point conique, il suffira
de prendre les adjointes des surfaces doubles.

On voit ainsi qu’il y a des surfaces réelles a point conique et I'on

salt commment on les obtiendra. Lie lecteur déduira facilement de

ce qui précéde la construction suivante :

Pourobtenir Uadjointe de la surface double lieu des milieux
des cordes d’une courbe minima (D), on ménera par le point
fize O des paralléles ¢ ces cordes, d’une longueur égale a la
longueur de la corde multipliée par i. Les extrémités de ces
paralléles décriront la surface cherchée, qui aura le point O
pour point conigue.
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CHAPITRE VIIL

LES FORMULES DE M. SCHWARZ.

Détermination de la surface minima tangente a une développable donnée suivant
une courbe donnée. — Application & ce probléme des résultats généraux que la
théorie des équations aux dérivées partielles doit a Cauchy. — TFormules de
M. Schwarz. — Leur démonstration par M. Lie. — Surfaces minima passant
par une droite réelle; la droite cst toujours un axe de symétrie de la surface. —
Surface minima réglée, détermination nouvelle de cette surface. — Surface mi-
nima passant par une courbe plane. — Cas ou cette courbe doit étre une ligne
de courbure ou une ligne géodésique. — Théoréme de MM. Henneberg et Lie.
— Surface minima admettant une conique pour ligne géodésique.

245. Dans les Chapitres précédents, nous avons développé les
propriétés les plas simples des surfaces minima. Il nous reste a
indiquer comment on peut déterminer une surface minima satis-
faisant a des condilions données. Nous examinerons en premier
lieu le probleme suivant : Déterminer la surface minima passant
par un contour quelconque donné et admettant en chaque
point de ce contour un plan tangent donné.

Nous ferons connaitre d’abord ce que nous apprennent, sur la
solution de ce probléme, les propositions générales relatives a I'in-
tégration par les séries des équations aux dérivées partielles. Ces
propositions, que 'on doit & Cauchy ('), peuvent étre appliquées
a I’équation aux dérivées partielles

(1+g*)yr—oapgs+ (1+p2)t=o0,

qui caractérise les surfaces minima. Elles permettent de dé-

(*) Les recherches de Cauchy sur ce sujet sont exposées dans différentes Notes
insérées en 1842 aux tomes XIV et XV des Comptes rendus. On pourra consulter
aussi un travail beaucoup plus récent, publié en 1875 par M=c de Kowalewski
sous le titre : Zheorie der partiellen Differentialgleichungen (Journal de
Crelle, t. LXXX, p. 1).
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montrer qu’il existe, en général, une de ces surfaces, et une
seule, passant par une courbe donnée et admettant, en chaque
point de cette courbe, un plan tangent donné qui passera né-
cessairement par la tangente ala courbe; ce probléme n’est im-
possible ou indéterminé que dans le cas ot la courbe est
une caractéristique de 'équation aux dérivées particlles, c’est-
a-dire une courbe minima. Mais la solution que l'on obtient
ainsi, en suivant les méthodes de Cauchy, exige que les coor-
données d’un point de la courbe, ainsi que les valeurs de p et
de ¢ en ce point, puissent étre développées en séries entiéres or-
donnéessuivant les puissances d’un paramétre et puissent, par con-
séquent, étre déterminées aussi bien pour les valeurs imaginaires
que pour les valeurs réelles de ce paramétre. Elle cesserait d’étre
applicable si le contour se composait de portions de différentes
courbes analytiques, ou st la loi de variation des plans tangents
s’exprimait par des fonctions différentes en différentes parties de
la courbe. Remarquons enfin que 'existence seule de la solution
est démontrée, puisqu’on ne connait pas la loi des séries au moyen
desquelles 'intégrale est obtenue.

Il est facile de prévoir que, lorsqu’on aura obtenu, par un
moyen quelconque, 'intégrale générale de I’équation aux dérivées
partielles, la solution du probléme posé par Gauchy deviendra re-
lativement facile, puisqu’elle exigera seulement la détermination
des deux fonctions arbitraires d’unc seule variable contenues dans
I'intégrale générale.

Comme nous 'avons déja indiqué, le probléme qui consisie a
déterminer la surface minima passant par un contour donné ety
admettant en chaque point un plan tangent donné a été résolu
pour la premiére fois par Bjorling et M. O. Bonnet. Les méthodes
suivies par ces deux géomeétres exigent seulement ’emploi des qua-
dratures. Nous allons faire connaitre ici celle que l'on doit a
M. Schwarz (') et qui repose sur I'emploi des formules dé-
montrées au n® 212.

246. Nous avons vu que, si #, ¥, z désignent les coordonnées

(V) Miscellen, ete., § V, p. 29r1.
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d’un point quelconque d’une surface minima et X, Y, Z les co-
sinus directeurs de la normale en ce point, les coordonnées x,, ¥,
%o du point correspondant de la surface adjointe seront déterminées
par les formules

(1) dry=Ydz— 1 dy, dyy= 71 dr — X d=z, dzp= X dy — Y dz,

ot les seconds membres sont tous des différentielles exactes. Par
suite, si 'on se reporte aux expressions (1), (4) [p. 322 et 323]
de x, ¥, 5; x4, Yo, %o, On voil que 'on aura

< x—ixg=a+i[(LZdy —Yds)=2A(t),
(2) oy —-iyory—}—lff(./\fdz -—Z dx) = 2B(t),
( 5138y = 5 —+ L'K/'(Y de — X dy) = 2C (1),

et de méme

| @ de i f (Zdy X ds) = A (),
(3) Cy - iye =y —if(Xds —Zdz)=2B,(7),
(\ 3+ L8y = 5 — [./’(Y dr — X dy) = 20C;(7).

Soit (Li) le contour donné; quand on se déplace sur ce contour, z,
¥, z; X, Y, Z deviennent des fonctions d’une certaine variable A
et les formules précédentes, ou les intégrales de différentielles
totales sont remplacées par des intégrales 4 une seule différentielle
dA, donnent les fonctions d’une seule variable A, B, C; A,, By,
C,, exprimées au moyen de A. Soient A (X)), W (X), (X); Ay (A),
Wby (), 4 (h) les expressions ainsit obtenues. Si le contour (L) est
réel et siles valeurs de z, y, z; X, Y, Z sont fournies par des re-
lations numériques ou des lois physiques qui ne permettent pas
de déterminer ces variables pour des valeurs imaginaires de 2, les
fonctions A, Wb, &, Ay, Wb, &, seront incomplétement connues
et les formules relatives a la surface

\ .ZJ = Q}L)()\) - e}t)l()\l),
(4) oyt = (0) =+ by (),

(e — 20+ 2,00,

permettront de déterminer seulement les points qui correspondent
a des valeurs réelles de A et de 7,. Mais, si le contour (L) est une
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courbe analytique, réelle ou imaginaire, et si les fonctions X, Y,
Z, qui doivent déja salisfaire aux deux équations

(5 X2 Y2 Z2=1,
%) Xde+Ydy+2Lds=—=o,

sont aussi des fonctions analytiques de X, c’est-a-dire si z, y, 5;
X, Y, Z ont une signification déterminée aussi bien pour les
valeurs imaginaires que pour les valeurs réelles de A, il en sera de
méme évidemment des fonctions b, Wb, &5 Ly, by, &4 qui devront
étre regardées comme complétement connues et fourniront la dé-
termination compléte des deux courbes minima dont la trans-
lation engendre la surface. En remplacant ces fonctions par leurs
valeurs dans les formules précédentes, on aura pour les coor-
données 2/, ', z/ d’un point quelconque de la surface les valeurs

suivantes
, A%
= e L (Yds — Zdy),
2 2./,
TR A e
(6) YA S a - B (Zdr — X dz),
2 2./,
Z) —+ Za [2 ha ,
&= "1 42 (X dy —Y dr),
\ 2 2

x4, V1, 2, désignant les valeurs de z, ), z pour k=172, et z,, ¥,
z, les valeurs des mémes variables pour X = %;. On pourra donner

a A et A Xy des valeurs imaginaires quelconques; en sorte que les
points obtenus dépendront, comme cela doit étre, de quatre para-
metres réels.

Si le contour (L) est réel et si I'on désigne par A, la valeur de A
correspondante & un point réel déterminé du contour, on pourra

prendre
/ . PN
' @L()\):fq—if (Zdy —Y dz),
s 2 2 >\u
) x
(7) / uh(k):%+%f (X ds — Z dw),
Ao
) 3 1 §
I () == + —f (Ydr —Xdy),
: 2 hy

2
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et la partie réelle de la surface sera définie par les équations

I~ X
=R (2A)=R x+if (Zd}/—de)],
i %o

. .
(8) y’:ﬁ(g\ih):é‘?\ ry—;—if (X dz—1Zdx)
; “ha

A
7 =R02) =N|z= +i/ (Y (va-Xd_y)],
) i

-

ol 'on devra donner & A une valeur imaginaire quelconque.

Il résulte évidemment de la méthode précédente que la surface
définie par les équations (6) ou (8) est la seule qui puisse satis-
faire a toutes les conditions posées et il reste seulement & démon-
trer qu’elle satisfait effectivement & ces conditions. Or, si l'on re-
marque que, d’aprés leur définition méme, les fonctions L (1), ..
Aoy (1), ... vérifient les relations

°

df? 4 db? + d22 =0, Xdb +—Ydh + ZdS = o,
doho? + dyb} + d2} = o, Xdhoy +Y dih; + Z d2y = o,

on reconnaitra aisément: 1° que la surface obtenue est une surface
minima; 2° qu’elle passe par le contour (L) et y admet en chaque
point le plan tangent donné; elle fournit donc bien la solution

unique du probléme proposé.

En résumé, la méthode de M. Schwarz repose sur les deux
propositions suivantes :

Une surface minima est pleinement déterminée quand on
donne une courbe analytique tracée sur cette surface et la
courbe correspondante tracée sur la surface adjointe.

Lorsquw’on connait sur une surface minima une courbe (L)
et les plans tangents en chaque point de cette courbe, la courbe
correspondante de la surface adjointe peut étre déterminée
par de simples quadratures.

247. Dans son Mémoire sur les surfaces minima ('), M. Lie a
donné pour les formules de M. Schwarz une démonstration nouvelle

(1) Mathematische Annalen, t. XV, p. 467.
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que nous allons faire connailre, parce qu’elle peut étre généralisée
et appliquée a d’autres questions analogues.

Reprenons les équations d’une surface minima sous la forme
générale

@ =A(t)+A(5), ' =B)+Bi(s), & =0>1)+ Cln),
ot les fonctions A, B, C; A,, B,, C, satisfont aux relations

(9) dA? -+ dB? + dC2 = o,
(10) dA? + dB? -+ dC3} = o.

Pour que la surface contienne la courbe donnée (L), il faudra
que, x, », z désignant les coordonnées d’un point quelconque de
cette courbe qui sont des fonctions connues d’un paramétre ), on
puisse déterminer pour ¢ et = des fonctions de A satisfaisant aux
trois équations

(11) x = A+~ Ay, y =B+ By, z = C 4 Cj.

D’autre part; si X, Y, Z désignent les cosinus directeurs de la
normale a la surface au point considéré (z, y, z) de la courbe (L)),
il faudra exprimer que le plan tangent contient les tangentes aux
deux courbes minima de la surface qui passent par ce point, ce
qui donnera les deux équations

(12) X dA+ YdB + Z dC = o,
(13) X dA,~+ Y dB,+ Z dCy = o,

qui, jointes aux précédentes, expriment toutes les conditions du
probléme. Différentions les équations (11) en supposant que 'on
se déplace sur la courbe (L); on aura

g dr = dA + dAy,
(14) dy = dB + dB,,
{ dz = dG + dCy.

En vertu de ces relations et de I’équation évidente
Xdr+Ydy +171Zds=o,

qui exprime que le plan tangent contient la tangente a la courbe
(L.), et qui doit étre vérifiée par les valeurs données de X, Y, Z,
les deux équations (12) et (13) se raméneront 'une a I'autre, et
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il restera seulement six équations distinctes (g), (10), (12) et (14)
qui permettront en général de déterminer les différentielles
dA. ..., dA,, ....

Déduisons en effet des équations (14) les valeurs de dA,, dB,,
dC, et portons-les dans la relation (10), nous aurons

ds?

o

(15) dr dA + dy dB + dz dC = >
s désignant I’arc de (L). Cette équation, jointe aux deux relations
(9) et (12), dont 'une est du second degré, va nous donner les va-
leurs de dA, dB, dC.

A cet effet, prenons comme inconnue auxiliaire (') le déter-
minant

X Y Z [
A=|dr dy dsz|;
dA dB dC ‘{

si on 1'éléeve au carré, en effectuant la multiplication des lignes
entre elles et tenant compte des relations précédentes, on trouvera

I o (o]
ds? \
A2 | © ds? — ds*
I 2. = —— = .
ds?
o o
2

On a donc

A= (Yds —Zdy)dA
t ds?

(16) - (Zdr —Xds)dB (X dy —Y dw) dC == =2

et 'on est ainsi ramené au systéme des trois équations (12), (15)
et (16) qui sont toutes du premier degré. Le déterminant de
ces équations étant égal a ds®, elles pourront toujours étre ré-
solues tant que le contour (L), réel ou imaginaire, ne sera pas

(1) Toutes les fois que I’on doit résoudre un systéme d’équations algébriqucs
dont la résolution peut se ramener a celle d’une équation du second degré a unc
inconnue, il y a avantage & preandre comme inconnue auxiliaire le déterminant
fonctionnel des équations par rapport aux inconnues; car ce déterminant, s’an-
nulant dans le cas ou les deux systémes de solutions se réduisent a un seul, ne
peut qu’étre égal a la valeur du radical qui doit figurer dans les formules défini-
tives et, par conséquent, son carré se calculera rationnellement.
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une courbe minima. On obtient ainsi par un calcul facile les
valeurs suivantes de dA, dB, dG :

arn =L Liyas —zay),

2 2
(17) dB:(—g—/ié(de—Xdz),
,) dc = ‘Lj = L (X dy — Y da)s

d’ou 'on déduit, a 'aide des formules (14),

s dA, = cix s %(‘Y ds — L dy),
dy v .

(18) ‘ CZBl:j :J;;(de—Xdz),

| dCy = - ;(,X dy — Y dx),

les signes se correspondant dans les deux systémes. Prenons, par
exemple, les signes inférieurs et supposons effectuées les qua-
dratures qui donnent les expressions de A, B, G; Ay, By, G, en
fonction de A. On peut toujours déterminer les constantes qui
entrent dans ces quadratures de maniére 4 satisfaire aux équations
(11), et 'on retrouve ainsi les formules de M. Schwarz.

248. La méthode précédente peut étre généralisée; elle s’ap-
pliquerait, par exemple, aux surfaces engendrées par la translation
de deux courbes dont l'une satisferait a ’équation différentielle

dr dy\
f<zlz: 32) = 0,

et I'autre a unc équation de méme forme

dr dy\
QP(({—Z, (Tz'>—0

Elle offre surtout I'avantage de bien mettre en évidence les cas
d’exception; ils correspondent, nous allons le voir, a ceux qui
sont indiqués par les théories générales de Cauchy.

Nos raisonnements supposent en effet que les trois équations
(12), (15) et (16) déterminent dA, dB, dC, ce qui n’aura pas lieu
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si leur déterminant est nul, c’est-a-dire si la courbe (L) est une
courbe minima. Dans ce cas particulier, la méthode tombe en
défaut, mais les résultats acquis nous permettent une discussion
directe el élémentaire. Il faut, pour que le probléme soit possible,
que la développable formée par les plans tangents en tous les
points de (L) soit un coéne ayant son sommet sur le cercle de
Pinfini (n° 233). Si cette condition n’est pas remplie, le probléme
sera impossible; sielle I'est, le probléme sera indéterminé, car on
connaitra 'une des courbes minima dont la translation peut en-
gendrer la surface : ce sera ici la courbe (L); mais la seconde
courbe minima sera assujettie & I'unique condition de couper la
courbe (L), d’admettre au point commun une tangente donnée et
pourra, d’ailleurs, étre tracée arbitrairement. La solution du pro-
bléme contiendra donc encore une fonction arbitraire, comme le
montrerait aussi la discussion des équations (g), (10), (11) et (12),
dans ce cas spécial.

Les raisonnements supposent aussi que X, Y, Z sont les cosinus
directeurs de la normale en un point de la courbe (L) et satisfont
a I'équation

Si la développable formée par les plans tangents en tous les
points de la courbe est circonscrite au cercle de l'infini, les for-
mules n’ont aucun sens. Mais on obtient encore une solution du
probléeme posé, fournie par la développable elle-méme qui doit
étre considérée (note du n° 187) comme une véritable surface
minima. Cette solution est la seule que l'on puisse obtenir dans
le cas ot (L) n’est pas une courbe minima; mais, si I'on a a la fois

ds? = o, X2+ Y2472 =0,

I'indétermination reparait et 1’'on obtient encore une infinité de
surfaces minima ('). Cette discussion ne présente aucune diffi-

(1) Linterprétation géométrique et la discussion du dernier cas que nous venons
de signaler conduisent & une propriété générale des surfaces minima que nous
nous contenterons d’énoncer.

Etant donnée une surface minima quelcongue, liew des milieux des droites
dont les extrémités s’appuient sur les deux courbes minima (T'), (T,), la
courbe de contact (C) de la deéveloppable circonscrite e cette surface et au
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culté, mais elle offre de l'intérét au point de vue de la théorie gé-
nérale des équations aux dérivées partielles.

249. Les formules de M. Schwarz conduisent a un grand nombre
de propositions intéressantes que nous allons faire connaitre suc-
cessivement.

Cherchons d’abord les surfaces minima contenant une droile
réelle donnée el admettant aux différents points de cette droite
des plans tangents donnés. Sil'on prend la droite pour axe des z,
les formules (6) deviendront ici

o = i/NYclA,——L—‘/‘~YcZ'~»',
2y 2y

(19) e Xzt [ X ds,
Y 2 0 2_0

2 - Sa
——
2

X et Y satisfaisant a la relation
20) X2 Y2=1.

On voit immédiatement que, si 'on échange sz, et 5., 5’ ne
b ?
change pas, x' et 9 changent de signe sans changer de valeur.
o] P ’ o o] o]
Donc :

Toute droite réelle tracée sur une surface minima est néces-
sairement un axe de symétrie de cette surface.

Cette proposition élégante, due a M. Schwarz, conduit & une

cercle de U’infini est aussi ’aréte de rebroussement de cette déeveloppable; on
l’obtient en prenant le milieu de tous les segments qui réunissent les points M,
M, des courbes (T'), (I',) ou les tangentes a ces courbes sont paralléles. Tous
les points de (C) sont des ombilics; cette ligne est une aréte de rebroussement
de la surface minima, elle satisfait a la définition des lignes asymplotiques
et aussi a celle des lignes de courbure.

Les deux courbes minima dont la translation engendre la surface ne cessent
pas, dans leur mouvement, d’étre tangentes ¢ la courbe (C), en sorte que lon
pourrait définir la surface minima comme engendrée par la translation
d’une courbe minima (K) qui, dans son mouvement, est assujettie a demeurer
tangente a une autre courbe minima (C).
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démonstration trés simple du théoréme de M. Catalan : La seule
p
surface minima réelle réglée est la surface de vis & filet carré.
Considérons en effet, si elle existe, la surface minima engendrée
) ) g
par le mouvement d’une droite réelle et soient (d,), (d,) deux
positions de cette droite. La droite (d3), symétrique de (d,) par
rapport a (ds), appartient encore, d’aprés la proposition précé-
dente, a la surface. En prenant de méme la symétrique de (d,
) p Y q 2
par rapport a (d3), et répétant indéfiniment cette opération, on
obtiendra une série de droites

(dl)r (d2)7 (ds), (da), e

qui seront toutes sur la surface et qui appartiennent évidemment
a tout hélicoide gauche a plan directeur qui contient les deux
premiéres (d) et (d,). Sinous considérons, en particulier, le plus
simple de ces hélicoides, celui pour lequel il faut faire moins d’un
demi-tour sur la surface pour passer de (d) a (d,), on voit qu'il
contiendra un nombre illimité de droites équidistantes de la sur-
face minima. Si les deux droites (d,) et (d;) se rapprochent sur
la surface, les droites communes a I’hélicoide et a la surface se
rapprochent indéfiniment : la surface doit donc coincider avec la
position limite de I’hélicoide, ce qui démontre le théoréme de
M. Catalan.

Nous allons exposer encore la démonstration que M. Schwarz a
donnée du méme théoréme, parce qu’elle repose sur une idée ingé-
nieuse et féconde. Lorsqu’une surface réglée contient une droite,
les plans tangents en tous les points de cette droite ne sauraient
étre choisis arbitrairement et sont assujettis a la loi découverte
par M. Chasles. Si I'on prend la droitc comme axe des z et si 'on
choisit convenablement les autres axes coordonnés, les plans
tangents de la surface doivent étre les mémes que ceux du para-
boloide défini par I’équation

-
&= A,
x

ou o désigne une constante. De la résultent, pour les cosinus di-
recteurs de la normale en chaque point, les déterminations

g — %

X: — Y
;/.z2+12

—

N y/zg—i—oc?
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et, st on porte ces valeurs dans les formules (19), on obtiendra
la surface cherchée.
En faisant, pour la commodité des calculs,

z = atsint,
ce qui donne
. —1
X = ztangt Y =
8 cost’
on trouve
[ oA
,
xx = ;(12*— ti)’
oz
( ¥y = —(cost;— costy),
2
oL, . .
7 = —(sint; +sinty)
2

et, par suile,

!
2’ = zarctang <1, > .
Z
Cette équation définit bien la surface de vis a filet carré.

250. Les formules (19) ne contiennent en définitive que deux
quadratures distinctes

vl fxas el fvas
2 2

dz?
dx?—+ dy? = —;
4

et 'on a

z (. .
5 sera donc I'arc de la courbe décrite par un point dont les coor-

données seraient x et y. Cela nous conduit a la proposition sui-
vante. Prenons, dans le plan des zy, une courbe quelconque (7).
La surface minima la plus générale passant par ’axe des z sera
déterminée par les formules

5 ' = (x)— 22),
Y= =02
' 5 = §;+ 83,

(21)

Zy, Y1 Xz, ye désignant les coordonnées de deux points différents
de la courbe, s, et s, étant les arcs de cette courbe comptés a partir
d’une origine fixe et terminés en ces deux points. L’interprétation
géométrique des formules est d’ailleurs évidente. Soient M et N
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les deux pownts de la courbe; par Uorigine des cordonnees on
ménera une droite paralléle & MN et égale a tMN, on élévera
a Uextrémité de cette droite une perpendiculaire égale a la
somme des arcs de la courbe terminés en M et N; le sommet de
cette perpendiculaire décrira la surface minima.

On peut donner encore l'interprétation suivante : Les deux
courbes minima définies par les équalions

l

(22) x' = w, Yy = iy, z
(23) r =— 12, Yy =—1zy, 3 =5

sont celles dont la translation peut engendrer la surface et elles
sont placées symétriquement par rapport a 'axe des s.

Pour que la surface soit algébrique, il faudra que les deux
courbes précédentes soient algébriques, c’est-a-dire que ) et x
soient des fonctions algébriques de s. En d’autres termes, la courbe
(v) devra étre la développée d’une courbe algébrique, d’ailleurs
quelconque.

251. Une autre application intéressante des formules de
M. Schwarz peut étre faite au cas ou la courbe (L) par laquelle
doit passer la surface est plane. Supposons, pour plus de netteté,
que le plan de cette courbe soit réel et choisissons-le pour plan
des xy; les formules générales (6) nous donneront ici

Xy

L @y 7y z
zr = ——— 4 - 7 d
5 5 &)
oy
, . X,
4
24) ),r:_%_tl‘z_{_f 7 dz,
2 >/,

z:ifme_X@y

Introduisons I'angle B que fait, en un point de (L), le plan

tangent a la surface avec le plan des z)y, on aura

25 X — _fl_}_fsin , Y:i,l'fsin Z =cosf3,
ds ds
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s étant Parc de la courbe, et les formules (24) prendront la forme
o

g - Xy 14 c
z' = — / cos B dy,
>,

ay

cos 3 dx,

(26) Y=

i T
5 = =~ / sin 8 ds.
\ 2,

2y

Si l'on veut que la ligne (L) soit une ligne de courbure de la
surface, les normales en tous les points de (L) devront envelopper
une des développcées de la courbe et 'angle 3 devra étre constant.
On aura alors

. . .
@y 1y cosf L T2 iy cos 3

X = 2
2 2
,  Yi— iz cosB | ya-tiaycosf
(27) Yy = 5 - 5 ’
, 7(81— $2) sin 3
5 = — .
2

Les deux courbes minima dont la translation engendre la surfacc
seront définies par les équations

sy sin 3

2122 iy cosB , Y1 Loy cos B , ,
—_—_— s Yy = — > Z == =
2 2 2

(28) o' =

Pour qu’elles soient algébriques, il faudra encore que (L) soit
la développée d’une courbe algébrique; on a donc le théoréme
suivant, dt a M. Lie :

Pour que la surface minima admettant une ligne de cour-

bure plane soit algébrique, il faut et il suffit que cette ligne

plane soit la développée d’une courbe algébrique.

Cette proposition générale explique pourquoi les lignes de
courbure planes de la surface d’Enneper sont des courbes recti-
fiables (n° 207).

P ! = . o A ;
Silon suppose 3 = - la courbe (L) devient une ligne géod¢-

sique de la surface. On retrouve donc le théoréme suivant :

Pour que la surface minima admettant comme ligne géodé-
D.— 1. 26
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sique une courbe plane soit algébrique, il faut et il suffit que
cette ligne soit la développée d’une courbe algébrigue,

qui est d&t & M. Ilenneberg et qui a été le point de départ des
travaux de M. Lie sur cette partie de la théorie.

. . T
Si, dans les formules (27), on fail 3 = 5> on trouve

Xy T3 YVi——Y2 S1— 83
(29) 2= Y= 22, =y
2 2

“on est ainsi conduit a la construction suivanle de la surface

minima :

Soit MN une corde de la courbe (L.). Ilevons en son milicu
une perpendiculaire égale au produit de v par la demi-diffé-
rence des arcs de la courbe terminés en M et en N. Le sommel de
cette perpendiculaire décrit la surface minima qui admet (L)
pour ligne géodésigue.

Sil’on échange les points M et N, le signe de la perpendiculaire
est changé; on a donc, dans tous les cas, ce théoréme

Si wune surface minima admet wune courbe plane comme
ligne géodésique, le plan de cette courbe est nécessairement
un plan de symétrie de la surface.

Ces propriétés de symétrie, que nous avons déja rencontrées
propos de la ligne droite, ont leur véritable origine dans le fait,
qui est mis en évidence par les formules de M. Schwarz, mais qui
résulte aussi des théorémes de Cauchy, qu’il existe wne scule
surface minima tangente a une développable donnée en tous les
points d’une courbe donnée. Car, soit (M) une surface minima
admettant la ligne géodésique plane (L) et coupant, par suite, &
angle droit le plan de cette ligne; la surface (M’) symétrique de
(M) par rapport au plan de (L) admettra, en tous les points de
cette courbe, les mémes plans tangents que M et coincidera par
conséquent avec elle; (M) sera donc nécessairement syméirique
par rapport au plan de la courbe (L). Ce raisonnement, que I'on
pourrait appliquer au cas de la ligne droite, permet de reconnaitre
que, si (L) a un centre, ce point sera aussi un centre de la surface,
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cl que, si cette courbe a un axe, le plan normal au plan de (L) et
passant par cet axc sera un nouveau plan de symétrie de la surface.

On peut donner encore la construction suivante de la surface
qui admet (L) pour ligne géodésique : Sur le cylindre ayant (L)
pour section droite tracons une courbe minima (y) et prenons la
symétrique (v,) de cette courbe par rapport au plan de (L). La
surface cherchée sera le lien des milieux des segments dont les ex-
trémités décrivent les courbes (), (v1)-

La surface minima admettant comme ligne géodésique une pa-
rabole a été étudiée dans les premiers Mémoires de M. Catalan.
St ’on prend les coordonnées d'un point de la parabole sous la
forme

(30) ; x =-—2psinio,

¥y = 2pising,
la partie réelle de la surface sera définie par les équations

R (2pisino),

- R [p(2?+ sin 2&;)]_

2

g z=N(—p sin2o),
(31) |
\

Sil'on donne & ¢ une valeur réelle, on reconnait que la section
de la surface par le plan des xz est une cycloide. Cette courbe,
située dans le plan de symétrie passant par’axe de la parabole, est
aussi une ligne Oveode&que de la surface.

La surfacc minima admettant comme ligne oeodes1que une
cllipse ou une hyperbole est nécessairement transcendante ; mais
clle admet, on le reconnait aisément, une famille de lignes algé-
briques. Elle a été considérée par M. Schwarz (1).

Nous terminerons 1ici ces applications des formules de
M. Schwarz. Comme I'a remarqué M. O. Bonnet, la solution du
problemc étudié dans ce Chapitre permet de déterminer une sur-
face minima lorsqu’on connait, soit une de ses lignes géodésiques,

(1) Scuwarz, Ueber diejenigen Minimalfldichen, svelche von einer Schaar von
Kegeln szweiten Grades eingeliillt werden (Journal de Crelle, t. LXXX,
pp. 301-314; 1855).
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soit une de ses lignes asymptotiques, soit une ligne de courbure,
soit enfin unc de ses lignes d’ombre ou une de ses lignes de per-
spective; car toules ces conditions font connaitre, en méme temps
qu'une ligne tracée sur la surface, le plan tangent en chaque
point de cette ligne.
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CHAPITRE IX.

SURFACES MINIMA ALGEBRIQUES INSCRITES DANS UNE DEVELOPPABLE
ALGEBRIQUE.

Cas ou la développable est un cylindre. — Le probléme n’cst possible que si la
section droite est rectifiable. — Solution analytique du probléme proposé. —
Premiére solution géométrique. — Construction générale des surfaces minima
algébriques inscrites dans une développable algébrique. — Théorémes relatifs
A des cas particuliers donnés par M. Lie. — Deuxiéme solution géomdtrique.
— G¢énération nouvelle des surfaces minima due & M. Ribaucour. — Le pro-
bléme se raméne a la détermination d'une surface réglée dont la ligne de stric-
tion doit satisfaire 4 une condition donnée.

232. Lesrésultats que nous avons exposés dans le Chapitre pré-
cédent conduisent naturellement & 'examen d’une question dont
la solution offrirait un grand intérét pour la théorie des surfaces
minima algébriques

A. Déterminer toutes les surfaces minima algébriques con-
tenant une courbe algébrigue donnée;

ou plus généralement

B. Déterminer toutes les surfaces minima algébriques in-
scrites dans une surface algébrique donnée.

Aucun de ces problémes n’a encore été abordé dans toute sa
généralité; mais, dans son second Mémoire inséré an t. XV des
Mathematische Annalen, M. Lie a soumis & une discussion ap-
profondie le probléme B, dans le cas olt la surface algébrique
donnée est une développable. Il résulte de ses belles recherches
que le probléme peut étre complétement résolu si cette dévelop-
pable est un cdne, et aussi dans le cas ou, la développable étant
quelconque, on connait déja une surface minima inscrite dans
cette développable. Nous allons reprendre ici I'étude de cette
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question, et nous montrerons que l'on peut obtenir la solution
compléte du probléme posé par M. Lie.

233. Commencons par considérer le cas ot la développable (A)
est un cylindre. La proposition suivante, due a M. Henneberg,
permet de reconnaitre immédiatement que le probléme posé n’est

pas toujours possible :

Lorsqiw’une surface minima est algébrique, la section droite
de tout cylindre circonscrit & la surface est la développée
d’une courbe algébrigue.

Soit en effet (X) la surface minima donnée; la surface adjointe
(3,) sera aussi algébrique (n°® 210), et I'on aura, entre les points
correspondants (x, ¥, 5) et (x4, ¥o, 59) des deux surfaces, les re-
lations différentielles

dx dxgy -+ d)/ dy,—+ dz dzy = o,

(1) 2

dx?+ dy? + dz? = da? + dy + ds3,

auxquelles il faut joindre les suivantes (n° 212),

Xde—+— Ydy + 7 dz = o,
Xdry+~Ydy,+Zdsy=o,

exprimant qu’aux points correspondants des deux surfaces les
plans tangents sont paralléles.

Considérons sur la premiére surface la courbe de contact du
cylindre circonscrit parallele a 'axe des z, a laquelle corres-
pondra la courbe de méme définition sur (Z,). On aura, en tous
les points de cette courbe,

7 = o,
ce qui donnera
Xdr+Ydy =o,
Xdry+Ydyy,=o0

ou, en éliminant le rapport 77

(2) dx dy,— dy dxy= o.

Si, entre les équations (1) et (2), I'on élimine successivement
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dury, dy, et dx, dy, on sera conduit aux deux relations

(3) Vdz? + cl]f—2 = dz,
(4) Vdzz - dy: = ds,

qu’il serait ais¢ d’obtenir par la Géométrie et qui démontrent le
théoréme de M. Henneberg; car la premiére, par exemple, ex-
prime que 'arc de la section droite du cylindre circonscrit a (X)
est égal a z,.

Il résulte évidemment du théoréme de M. Henneberg qu’une
surface minima inscrite dans un cylindre ne pourra étre algébrique
que si la section droite de ce cylindre est la développée d'une
courbe algébrique. Considérons un cylindre (CG) pour lequel cette
condition soit remplie et dont la section droite (S) sera placée
dans le plan des xzy; proposons-nous de déterminer toutes les
surfaces minima algébriques inscrites dans ce cylindre.

Désignons par x, » les coordonnées d’un point quelconque de
(S); le probleme sera résolu sinous parvenons a déterminer les
quantités déj.%jl définies zy, ¥4, Z¢, 5 en fonction de x et de ). La
formule (3) nous donne d’abord

Zy ==,

s désignant I'arc de la section droite (S); les équations (1) et (2)
nous permettent ensuite de déterminer dux,, d)’; et nous donnent
dz

fZ')"):——-C];)/‘~—'

dz
(5) dxo:—dx—.—> s’

ds
z sera donc, au signe prés, l'arc de la courbe décrite par le point
(x4, ¥o), €t U'interprétation géométrique des formules conduit sans
difficulté a la construction suivante

On associe, dans le plan des xy, a la courbe (S) une courbe
(So), assujettie a Lunique condition d’étre la développée d’une
courbe algébrique, et Uon établit une correspondance entre
les deux courbes par-la condition que les tangentes aux points
correspondants M, My soient paralléles. St Uon éléve en N
une perpendiculaire au plan de (S) égale et de signe contraire
a lUarc de (S,) terminé en My, Uextrémité de cette perpend:-
culawe décrira sur le cylindre (G) la courbe de contact de la
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surface minima algébrique la plus générale (T) inscrite dans
ce cylindre. St l’on éléve de méme en My une perpendiculaire
égale a Uarc de (S) terminé en M, Uextrémité de cette per-
pendiculaire décrira la courbe de la surface (Z,) adjointe a
(), qut correspond & la courbe de contact de (L) et de (G).

Nous savons d’ailleurs (n°® 246) comment on peuat déduire, sans
aucune intégration, des expressions x, ¥, 5; Lo, Vo, 5o les équa-
tions qui définissent la surface. Le probléme est ainsi complé-
tement résolu.

Si 'on suppose que le cylindre (C) se réduise & une droite, on
retrouve comme cas particulier la construction, qui a été donnée
au n° 250, des surfaces minima assujetties & contenir une droite
donnée.

254. Passons maintenant & I’étude du probléme général et pro-
posons-nous de déterminer toutes les surfaces minima algébriques
inscrites dans une développable algébrique donnée (A).

Si Pon écrit 'équation du plan sous la forme

(e + u))X +i(u— w)Y +(uwy—1)Z + & = o,
on a, pour toute surface minima, en vertu de 'équation (5)[p. 297 ]
(6) E=ouw f(u)+2uw fi(uy)— (1 vu ) [ f'(w) + f{ (ug)]

D’autre part, on définira la développable (A) de la maniére la
plus générale en supposant que, pour les plans tangents de cette
développable, wu, w«,, & soient des fonections algébriques données
d’une variable auxiliaire ¢; et, pour résoudre le probléme, il faudra
exprimer que U'équation (6) est vérifiée 1dentiquement quand on
v remplace u, u,, £ par leurs expressions en fonction de ¢. Cette
équation contient deux fonctions arbitraires f(w), fy(w,) avec
leurs dérivées f'(w), f/(w,); si I'on se donnait arbitrairement
I'une de ces deux fonctions, I’équation de condition a laquelle on
est conduit en substituant pour u, w«,;, & leurs expressions en
fonction de ¢ serait une véritable équation différentielle qui
n'admelttrait pas nécessairement de solution algébrique; pour
¢chapper a cette difficulté, nous introduirons la variable auxiliaire

du

(7) A= f(uw) C"i‘;? ”“'fl(Z‘i);_Z['
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Si 'on différentie cette valeur de %, on aura

du duy d?uy d?u

) e _a A
/") = fi(u))) - — = o — () g — il
et, en substituant la valeur ainsi obtenue de la somme
S(w) == S ()

dans I’équation (6), on obtiendra la relation

: ) {u du
£ ; — £ 0318 1
s s [E—owuy f(w) — 2w fi(u)] T dr
) = , ) d2 1y ) dzu d\
[ =G [ G e T = |

On peut maintenant déduive des équations (7) et (8) les ex-
P 1 7/ \
pressions de f(w), fi (), ce qui donne les valeurs suivantes

< 1 4 2w
[ O/(u) = )\[2 u%‘gl gfl; —+ (14 uul)iﬁg]
dw, du? (t -+ un )CD\ du
( ‘ dt de T e de?
9) /
) du du d2u
0f1(uy) =—»x l:fz wi 7[—5_1 = (1 - wwey) Wl]
du du? d\ du
[ I patdib et
codt de? (x uul)dt dt’
O désignant le dénominateur commun
o " du du . duy du? ( i) 2w duy A2u, du
@ == o g e — L - S (- - - — =)
2 de dt de? YN\ de de dir de

Prenons pour A unc fonction algébrique quelconque de ¢. Si,
dans la premiére équation (g), on exprime «,, ¢, & en fonction dc
w, on aura f(u); si, dans la scconde, on exprime de méme w, ¢, §
en fonction de w«,, cette équation donnera /f (u,).

Le probléme est ainsi complétement résolu; pour que la surface
soit réelle, il sera nécessaire et suflisant que la fonction X le soit,
s’il est supposé toutefois que ¢ soit un paramétre dont les valeurs
réelles donnent les plans tangents réels de la développable (A).

La solution précédente serait illusoire si la fonction © était
nulle identiquement : supposons que cette circonstance se présente
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et que l'on ait

O =90

dt ~dt?

du dut o1 duy du? (1 ) 2w du, du d?u,
dt dt? >y e U O T Ty

Cette relation constitue une équation différentielle dont on
obtient aisément 'intégrale générale, qui est

Au—+Bu + Cluu,—1) = o,

A, B, C désignant des constantes. Cette équation en termes finis
exprime que le plan tangent est parall¢le a une direction fixe; la
développable (A) sera donc un cylindre; et, en effet, une étude
directe nous a montré que, dans ce cas, le probléme n’est pas
toujours possible : la surface minima inscrite ne peut étre algé-
brique que si la section droite du cylindre est la développée d’une
courbe algébrique.

La méthode que nous avons suivie s’applique du reste & ce cas
pavticulier; si 'on suppose que le cylindre soit parallele a 'axe
des y, il sera défini par les équations '

w, = u, E=d(uw).

Si l'on prend ici ¢ = u, on aura

=S )+ i),

et 'équation & résoudre prend la forme

O.

d N
! 2y &4 —
blw)y+ G+ u )du 2 u )

Elle admet pour intégrale la suivante

A , "V(u) du

| — w2 (L—+ w2)r
il faudra donc, pour que X soit algébrique, qu’il en soit de méme
de la quadrature

(u) du

(r+ u?)? ’
et l'on retrouve ainsi, par un calcul facile, la condition a la fois
nécessaire et suffisante qui résulte du théoréme de M. Henneberg.

255. La solution que nous venons d’exposer est purement ana-
[ P
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lytique; la suivante offre 'avantage de conduire a une construction
géoméirique simple des surfaces minima algébriques inscrites dans
la développable (A).

Soit (R) I'aréte de rebroussement de cette développable : rap-
portons les points de ’espace, comme nous 'avons déja fait (Liv. I,
Ch. I), au triedre mobile (T) formé par la tangente, la normale
principale et la binormale a cette courbe. Les projections sur ces
trois axes des déplacements infiniment petits d’un point, dont les
coordonnées relatives a ces axes sont X, Y, Z, auront pour cx-
pressions (n'* 3 et 4)

dX - ds — }— ds,

0

(10) ¢ dY - <} - —f—) ds,

o] o
i

d7, — }rds.
\ -

Cela posé, le probléme sera résolu si 'on trouve deux courbes
algébriques (C), (C,), 'une (C) tracée sur la développable (A),
PPautre (G,) située dans l'espace, satisfaisant aux conditions sui-
vantes : les ¢éléments correspondants des deux courbes seront a la
fois égaux et perpendiculaires; de plus, si M et M, sont les points
correspondants de ces deux courbes, le plan tangent en M a la
développable (A) devra étre paralléle a la tangente en M, a (G,).
En effet, si 'on considére la surface minima inscrite a (A) suivant
la courbe (C), la courbe (C) aura pour conjuguée (C,) sur la sur-
face adjointe, et, ces deux courbes (C), (G,) étant algébriques, il
en sera de méme de la surface minima.

Soient , 0, o les coordonnées de M par rapport au triedre (1)
et xy, Yo 3o celles de M. Les projections du déplacement de M
seront, d’aprésles formules rappelées plus haut,

(11) da —+ ds, w ds

’ (62
¢

celles du déplacement de M, seront de méme

(12) dxy+ ds — %9 ds, dy,—+ <C% e ?) ds, dz,— %:2

5 %

En exprimant que la tangente en M, est parallele au plan des
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z)-, on trouve cette premiére condition

(13) dzy— 20 g5 = o.
T
Si I'on écrit ensuite que les deux déplacements sont a la fois
é¢gaux et perpendiculaires, on obtient les deux conditions nou-
velles

2 A2 / Ve 2 - 3 2
(dx =~ ds)? 4 z {ZS = ((lx0+cl3~—- Qg@> - [dyo+ <$0 - °>ds] ,

52
I\ \ i @

(dr + ds) <dx0+ ds — ZOP—(Z?> S %Z—S [(l)’o-l- <f;_° = f}) (ls] = o,
0 v R

i

que ’on rameéne facilement aux suivantes

{% o (dr + ds) = dy,—+ <€9 —+ ff’) ds,

o ; T
(1 )

) x ds Vo (s

o= o = dxy+ ds — —

P f

oit les signes se correspondent. Il est aisé de voir que les équations
(13) et (14) peuvent donner les valeurs de y4, =9, # en fonclion
de z,; car, st I'on difféventie la seconde des ¢quations (14 ) apreés
'avoir écrite sous la forme

] , dx, e
X — - — —
Jo S\ ds ’
on obtient, en tenant compte de la premiére, la relation nouvelle
o Zo d dag
15 —_ = —— ol —S— +1
(1%) o T ds[‘J<ds - ’

qui, jointe a I'équation (13) et a la seconde équation (14), nous
donne les valeurs suivantes de g, 59, & :

L <= _d dx, e
g%“-‘—-—'gl’o “wL P )]

6 D __day
(16) LT
—= - dxo_l_ A
. “JO*'(z 1)

Ces formules donnent la solution compléte du probleme pro-
posé. Si la développable (A) est algébrique, il suffira de prendre
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pour z, une fonction algébrique du parameétre dont dépendent
algébriquement les éléments de la développable; les fonctions
Zo, Vo, X el, par suite, la surface minima correspondante seront
également algébriques.

256. Les formules que nous venons d’obtenir s’interprétent
géométriquement de la maniére suivante.
Construisons (fig. 19) le triedre ('T) et soit PRQ e plan défini

par I’équation

Y

Quand le triedre (T) se déplace, ce plan enveloppe une dé-
veloppable (D); st @y, »', 5’ désignent les coordonnées d’un de
ses points, les projections du déplacement de ce point sur les
trois axes seront, conformément aux formules (10),

’ '\ ,
(17) dzy -+ dS(I'—— %)7 dy’ - <? —+ - )CZS, Az’ — %/:ds.

) ¥

|

1| b

<

Par conséquent, I'équation

’

dxy—+ dS(I—- I—) =o,

)

qui définit les points du plan dont le déplacement est perpendicu
laire & Oz, c’est-a-dire parallele au plan, représentera la généra-
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trice de contact du plan avec son enveloppe (D); la droite QS
ainsi obtenue est évidemment paralléle & Oz et I’on déterminera
son point de conctact S avec I’aréte de rebroussement (5) de (D),
en écrivant équation

dy’ = <.T40 —+ :’:~> ds = o,

P o

par laquelle on exprime que le déplacement de ce point est aussi
perpendiculaire a Oy . Les deux formules précédentes nous con-
duisent, pour les coordonnées du point S, aux expressions

P l;(lxo\
Fo= ' ds)’

o mxy  _dy!  omwe A dag\”
s 0 Cds T o “d.s'[‘d<l+ ds

v

(18) 5
?.

La comparaison de ces résultats avec la premic¢re des formules
(16) nous donne d’abord

'

( I()) Lo == 3 i
D’apres cela, si 'on porte sur SQ une longueur
ST = ===,

le plan HKT, mené par le point T parallelement au plan des xy,
aura pour équation

< <0

et, si nous désignons par 2z, y”, 5, les coordonnées d’'un quel-
conque de ses points, les projections du déplacement de ce point
seront

" 4 I
) v x Zg Vv
(20) dx" + ds < 1— 37 dy” -+ <—O - —> ds, dzy— “— ds;
I < <

f T

par suite, l’'équation

(2]> ‘)/”:‘; s = ¥

définira 'aréte de contact NN’ du plan avec la développable qu'il
enveloppe, développable que nous désignerons par (4,); et, sil’on
joint a la précédente la relation

dy” " S0
(22) “y. 4 -+ — =0,
: ds o) <
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ces deux formules (21), (22) définiront le point de contact N de
NN’ avec I'aréte de rebroussement de (4,).

Le point M, ot la droite NN’ coupe le plan PRQ a pour coor-
données xy, )70, 5o, il décrit donc la courbe cherchée (G,), tandis
que la droite NN’ engendre la développable (4,). Si Pon re-
marque enfin que la derniére formule (16) peut se mettre sous la

forme
x==L=(yo—y ) ===TM,,

on sera conduit a la construction suivante :

Itant donnrée la développable (A), on construit une courbe
algébrique (S) dont les tangentes sotent perpendiculaires aux
plans tangents de (A) et dont les plans osculateurs soient, par
suite, perpendiculaires aux génératrices de (A); sur unedroite
SQ tangente en S . (S), on porte la longueur

ST =:=r,

t désignant le rayon de torsion de [ aréte de rebroussement
(R) de (A) au point O ou cette courbe (R) est touchée par le
plan tangent de (A) perpendiculaire a SQ. Le plan mené par
le point T normalement a SQ enveloppe la développable (Ay)
et la touche suivant une droite NN/, nécessairement paralléle a
la tangente de (R) en O. La projection My de 'un des points
S, T sur cette génératrice de (A,) décrit la courbe (C,). Pour
obtenir la courbe (C), on portera sur la tangente de (R) en O

une longueur égale a
= TM,.

257. De cette construction générale on peut déduire toutes
celles qui sont relatives a des cas particuliers et qui ont éié
données par M. Lie. Supposons d’abord que la développable (A)
soit un cOne, son aréte de rebroussement, réduite aun point,devra
étre considérée comme homothétique a une courbe finie, le
rapport d’homothétie éltant nul. Il faudra donc supposer dans la
construction précédente

~ = 0.

Le point T se confondra donc avec le point S et le plan HK'T
deviendra le plan normal en S a la courbe (S). Par suite, la ligne
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NN’ sera 'axe du cercle osculateur ct le point M, le centre de
courbure de (S). On est ainsi conduit a la construction suivante,

(ui est due a M. Lie (') :

Pour obtenir lasurface minima algébrique la plus générale
inscrite dans un céne algébrique, on construira une courbe
algébrique quelconque (S) dont les plans osculateurs soient
perpendiculayres aux génératrices ducdne, et ’on portera sur
chacune des génératrices du cdne, a partir du sommet, une
longueur égale au rayon de courbure de (S) au point corres-
pondant. Lextrémité de cette longueur décrira sur le céne
la courbe (C) de contact d’une surface minima algébrique,
inscrite dans le céne; la surface adjointe de cette surface
minima contiendra le lieu des centres de courbure de (S).

258. Nous indiquerons une autre application particuliére re-
lative au cas ou la courbe (S), mentionnée au n°® 256, se réduit
d-un point. S’il en est ainsi, les composantes (17) du déplacement
du point S devront étre toutes nulles, et I'on aura a ajouter aux
équations (18) la suivante

7

! ’)/
dz' — — ds = o,
qui nous donne
d_"
, z
A A
J ds
Comme on a d’ailleurs
dr,
I
J'o ds ’

I’expression (28) de x prendra la forme

z‘__,_’_(i(zﬂ—z')
=N ——
ds

ou, en tenant compte de I’équation (1¢
’ p q 9)

d=
X =T
ds

(') Mathematische Annalen, 1. XV, p. 488.
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Cette expression de  donne le curieux théoréme suivant :

Ltant donnée une courbe algébriqgue (R), si ’on porte sur
les tangentes a cette courbe, a partir du point de contact, une
longueur égale a

on obtiendra une courbe (C) suivant laquelle une surface
minima algébrique (M) sera inscrite a la développable formée
par les tangentes de (R).

Remarquons une fois pour toutes que les propositions données
dans ce Chapitre sont applicables aux courbes et aux développables
transcendantes. Dans ce cas, au lieu de surfaces minima algébri-
ques, les opérations indiquées nous donneront des surfaces mi-
nima que ’on pourra déterminer sans aucune intégration. C’est
ainsi que le théoréme précédent nous conduit, si la courbe (R) est
transcendante, & une surface minima dont on peut écrire les équa-
tions sans aucun signe de quadrature.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier directement cette
proposition par 'application des formules de M. Schwarz. On
trouve ainsi pour déterminer la surface les formules suivantes

o dx . dx
=N |z+ at — +ix( b = +c¢ ],
'ds

dx

=R |y+ CLTZZ—;—!—ZT<Z) e >],

. dt . . ar ”
z4+a't 5 it b + ¢ ,
ds ds

b
ll
)
—

a,d,ads; b, V,b"; c,c, " désignant respectivement les cosinus
directeurs de la tangente, de la normale principale et de la binor-
male en un point de la courbe considérée. Ces cosinus directeurs
satisfont aux formules données par M. Serret [p. 10].

239. La proposition que nous venons d’établir dans le numéro
précédent donne une solution particuliére du probléme général
qui fait 'objet de ce Chapitre. On doit & M. Lie une construction
éléoante qul permet de le résoudre d’'une maniére compléte lors-

3 jul |
gqu’on en connalt une seule solution particuliere, obtenue d’ail-
I )

D.—1. 27
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leurs d une maniére quelconque; nous allons montrer comment
les résultats précédents conduisent a la proposition de M. Lie.

Reportons-nous aux formules (16) que nous écrirons sous la
forme suivante

{e d dx
g % Y 0
(ZO T @ d’ﬂ<9+ de)’
dsz,
(25) /\J’o~ a0’
- — _dz,
=Yo— P de

en introduisant les angles de contingence et de torsion, ds, dn; et
supposons que l'on ait déterminé la surface minima correspon-
dante A une valeur particuliére x|, de x,. Sil’'on veut obtenir la
solution correspondante a la fonction algébrique la plus générale
que nous mettrons sous la forme

s v
X'y~ Xy,

il faudra ajouter aux valeurs trouvées », 5,, 2’ de )y, 5,,  des
termes ', &, 2’ que I'on obtiendrait, par suite de la forme li-
néaire des équations (25), en remplacant dans ces équations x, par
& et supprimant les termes ===, — p qui ne contiennent pas 2,,
c’est-a-dire en faisant

"C:lO:O’

ce qui revient & supposer que la développable (A) se réduit & un
cédne. En particulier, la quantité x” qu’il faudra ajouter a x’ sera la
méme que sila développable (A) se réduisait & un céne; cetle re-
marque, jointe & la construction déja donnée (n° 257) pour le cas
particulier du cdne, nous conduit au théoréme de M. Lie :

Sil’on a obtenu une surface minima (M) inscrite dans la dé-
peloppable (A), on construira la courbe algébrique (G) la plus
générale dont les tangentes sont perpendiculaires aux plans
tangents de (A) et Uon portera sur chaque génératrice de (A),
a partir du point de contact de cette génératrice avec la sur-
Sface (M), une longueur égale au rayonde courburede la courbe
(C) au point correspondant. L’extrémité de cette longueur dé-
crira la courbe de contact de la surface minima algébrique la
plus générale inscrite dans la développable (A).
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260. Aux deux solutions différentes que nous venons de donner
successivement on peut ajouter la suivante, que nous allons déve-
lopper, parce qu’elle repose sur une génération nouvelle des sur-
faces minima, obtenue dans un important Mémoire de M. Ribau-
cour (').

Nous avons vu (n°® 220) comment on obtient la surface minima la
plus générale au moyen de deux courbes minima (T), (I'y); si M,
M, sont deux points appartenant respectivement aux deux courbes,
le milieu p. du segment MM, ( fig. 20) décrit la surface minima et

Fig. 20.

T

le plan tangent en p est paralléle aux deux droites MT, M, T},
tangentes en M et en M, respectivement aux deux courbes (T),
(T'y). Soit (P) le plan osculateur en M a (T'), nous désignerons
par (X) la développable qu’il enveloppe et dont (T') est I'aréte de
rebroussement; nous désignerons de méme par (P,) le plan oscu-
lateur en M, a (I'y) et par (X,) la développable dont I'aréte de
rebroussement est (I'y). Les deux plans (P), (P;) se coupent sui-
vant une droite qui touche respectivement les deux développables
en o et en o,; je vais d’abord prouver que celte droite ax, est
perpendiculaire au plan tangent en i a la surface minima.

11 suffit, pour le reconnaitre, de se rappeler la propriété carac-
téristique des plans tangents au cercle de l'infini : toute droite

(*) Russvcovr, Etude des élassoides ou surfaces ¢ courbure moyenne nulle,
Mémoire couronné par ’Académie de Belgique dans la séance publique du 16 dé-
cembre 1880 ( Mémoires couronnes et Memoires des savants e€trangers publies
par U’Acadeémie royale de Belgique, in-4°, t. XLIV; 188I).
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perpendiculaire & un tel plan lui est aussi paralléle et va passer
par le point de contact du plan avec le cercle de 'infini. Il résulte
de la que la tangente MT située dans le plan (P) lui sera per-
pendiculaire et sera, par suite, perpendiculaire a la droite oo,
située dans ce plan. Pour la méme raison, aa, sera perpendiculaire
a M, T,; elle sera donc perpendiculaire au plan tangent en p., qui
est parallele a la fois a MT et a M, T,.

Ce point étant établi, nous remarquerons de plus que le plan
tangent en &, qui est parall¢le aux deux droites MT, M, T, est
aussi & des distances égales de ces deux droites; il passera donc
nécessairement par le milieu 3 du segment de droite az;.

En réunissant tous ces résultats, on obtient évidemment le mode
de génération suivant des surfaces minima, qui a été donné par

M. Ribaucour :

Si Lon considére deux développables (%), (%), circonscrites
Uune et Uautre au cercle de Uinfini, la surface minima (a plus
générale est ’enveloppe des plans perpendiculaires a toutes les
langentes communes de ces deux développables, ces plans étant
menés a égale distance des deuzx points de contact de ces tan-
gentes communes.

Cette définition est moins simple et moins compléte que celle
de M. Lie, qui détermine a la fois le point et le plan tangent de la
surface minima; mais elle offre 'avantage de ne faire intervenir
que les plans tangents, et elle associe a la surface minima, lica du
point p., la surface lieu du point 3, a laquelle M. Ribaucour a donné
le nom de surface moyenne et dont il a fait connaitre un grand
nombre de propriétés remarquables.

Les droites au; dépendent évidemment de deux paramétres et
elles engendrent ce que 'on appelle un systéme de rayons rectili-
gnes ou une congruence. Gomme elles sont tangentes a la fois aux
deux développables (2), (¥,), il est clair que toutes les surfaces
réglées formées de ces droites qui contiendront, par exemple,
Pune d’elles aa; seront tangentes les unes aux autres aux points a
et ay.

Les plans tangents communs en ces deux points, étant ceux des
développables (A), (A,), sont, par cela méme, tangents au cercle
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de Uinfini. Or il est aisé d’établir, soit par U’Analyse, soit par la
Géomsétrie, la proposition suivante :

Etant donnée une surface réglée, si, par une de ses généra-
trices, on méne les deux plans tangents au cercle de U’infini, le
segment formé par les deux points de contact de ces plans a
pour milieu le point central de la génératrice; de plus il est
égal au paramétre de distribution multiplié par 27 (1).

Il suit de 1a que la surface moyenne est le lieu des lignes de
striction de toutes les surfaces réglées formées avec des droites
de la congruence, et que le paramétre de distribution est le
méme pour toutes celles de ces surfaces qui contiennent une
méme droite de la congruence. M. Ribaucour, 4 qui sont dus ces
résultats, les a obtenus par des méthodes qui en font moins bien
connaitre la véritable origine.

La génération précédente conduit 4 une solution trés simple da
probléme que nous avons & résoudre. En effet, si 'on considére
une développable (A) circonscrite & une surface minima, les droites
aa, perpendiculaires aux divers plans tangents de (A) formeront
une surface réglée dont la ligne de striction devra étre décrite
par le point de la droite a2, qui se trouve dans le plan tangent
correspondant de (A). Nous sommes ainsi conduits a la propo-
sitlon suivante :

Pour obtenir toutes les surfaces minima inscrites dans la

(*) Si l'on prend, en effet, la droite pour axe des z, le plan central pour plan
des s et si Pon place Dorigine au point central, lIa surface réglée a, en tous les
points de la droite, les mémes plans tangents que le paraboloide défini par I’é-
quation

3]

i

R
&l=

ol « est le paramétre de distribution. Pour un plan tangent au cercle de l'infini,
on doit avoir
Y
x

= =
On obtient donc pour z les deux valeurs
“+ai, —ai;

d’ott résulte immeédiatement le théoréme.
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développable (A), on déterminera toutes les surfaces réglées
dont les génératrices sont normales aux plans de (A) et qui
ont pour ligne de striction la courbe engendrée par le point
de rencontre de chacune de ces génératrices avec le plan
correspondant de (A). Les arétes de rebroussement des deux
développables circonscrites ¢ la surface réglée et au cercle de
U’infini seront les deux courbes (I'), (T'y) au moyen desquelles
on peut engendrer la surface minima.

Pour déterminer les surfaces réglées satisfaisant aux conditions
que nous venons d’énoncer, reprenons les méthodes du n° 2535 et
rapportons les points de 'espace au triédre (T) relatif a 'aréte
de rebroussement (R) de (A). La droite qui engendre la surface
réglée cherchée aura pour équations, relativement a ce triedre,

X = Tq, Y =1,

et le déplacement d’un de ses points (x,, », 7,), dans un mou-
vement infiniment petit du triédre, aura pour composantes

L as xy d. 34 d. , ds
)1 1 5+A1 37 dz1—‘yl_ .

e T T

dx)+ ds —

s d_)/1 -+

Le plan tangent en ce point a la surface réglée aura donc pour
équation

Ay ds — P19
X — Xy . o

y—xri

dy L& ds +z1 ds’
i

{ v

Quand z, varie, on obtient les plans tangents en tous les points
de la droite; en particulier, pour z, == %, on trouve le plan

X = &q.

Le plan central, devant étre perpendiculaire au précédent, cor-
respondra & la valeur de z; donnée par ’équation

dys -+ xipds L B ds Y

T

Comme le point central doit étre dans le plan des zy, la valeur
de z, déterminée par cette équation devra étre nulle; il faudra




SURFACES INSCRITES DANS UNE DEVELOPPABLE. 423

donc que l'on ait

d‘}/i"l—x—‘i}*d—szo
ou
d d
(26) Zy=—p Sl = L

Cette formule si simple résout complétement le probléme pro-
posé; on choisira arbitrairement y, et elle donnera z,.

Si l’on fait, en particulier, ; = y, = o, onretrouve la solution
particuliére, donnée au m° 238. On pourrait aussi prendre
x,=o0, v, = k, k désignant une constante quelconque, ce qui

1 » M ? o) ’

donnerait une solution particulié¢re nouvelle, un peu plus générale
que la précédente; mais il est préférable de résoudre 'équa-
tion (26) par de simples constructions géométriques.

Pour cela, nous construirons, d’une maniére quelconque, une
surface réglée (K’) dont les génératrices soient perpendiculaires
aux plans tangents de (A), et nous ménerons le plan perpendicu-
laire & chacune des génératrices de (K’) en son point central. Les
différents plans ainsi obtenus envelopperont une développable (A”)
pour laquelle on aura évidemment une solution du probleme
proposé, fournie par la surface réglée (K'). Comme les angles de
contingence et de torsion sont les mémes pour les arétes de re-
broussement de (A) et de (A’), la solution fournie par (K’) relati-
vement & (A’) fera connaitre les fonctions les plus générales x,,
4 vérifiant I’équation (26). Il suffira donc, pour avoir la solutior
générale du probléme posé, de construire la surface (K) dont
chaque génératrice a, par rapportau triedre (T), relatif a un point
de l’aréte de rebroussement de (A), la méme position que la gé-
nératrice correspondante de (K') par rapport au triedre (T') dont
les arétes sont paralleles a celles de (T') et qui est relatif au point
correspondant de l’aréte de rebroussement de (A"). En d’autres
termes, pour avoir la droite de (K), il faudra imprimer & la droite
de (K’) une translation égale a celle qui aménerait le triedre (T7)
en coincidence avec le triedre (T').
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CHAPITRE X.

LE PROBLEME DE PLATEAU.

DETERMINATION DE LA SURFACE MINIMA PASSANT PAR UN CONTOUR
DONNE COMPOSE DE LIGNES DROITES, OU DE PLANS QUE LA SURFACE
DOIT COUPER NORMALEMENT.

Historique. — Indication des travaux de Riemann, de M. Welierstrass et de
M. Schwarz. — Exposition générale de la méthode a suivre dans le cas ou il
n’y a pas de point de ramification. — Surface minima passant par deux
droites, — coupant a angle droit deux plans donnés et contenant une droite
donnée, — passant par trois droites dont 'une coupe les deux autres, — passant
par les quatre cotés d’un quadrilatére gauche quelconque. — Introduction des
points de ramification. — Propriétés géométriques relatives a ces points. —
Solution générale du probléme proposé.

261. Nous allons maintenant compléter 'exposition des pro-
priétés les plus simples des surfaces minima en indiquant les
principaux résultats qu’ont obtenus les géometres dans ’étude de
la question suivante, posée par Lagrange, et qui a donné nais-
sance a toute la théorie.

Déterminer la surface minima, parfaitement continue ou
assujettie a des discontinuités de nature connue, passant par
un contour fermé.

On sait que Plateau a résolu ce probléme par 'expérience en
plongeant le contour donné, réalisé physiquement, dans une dis-
solution de hqmde glycérique. L’Analyse mathématique n’a pu,
jusqu’ici, imaginer aucune méthode générale permettant de com-
mencer 'étude de cette belle question. Toutefois, dans le cas,
particuliérement intéressant, ot le contour est formé de lignes
droites, et dans celuil ot quelques-unes des portions de ce contour
sont remplacées par des plans que la surface doit couper nor-
malement, les propositions que nous avons fait connaitre rela-
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tivement aux diverses représentations conformes de la surface ont
permis de préparer la solution du probléme, et méme de le ré-
soudre d’une maniére compléte pour certaines formes simples du
contour. Les principaux résultals acquis a la Science dans cet
ordre de recherches sont dus & Riemann, a M. Weierstrass et

a M. Schwarz.

262. Nous avons déja cité plusieurs fois le Mémoire fonda-
mental de Riemann, présenté, le 6 janvier 1867, par M. Hatten-
dorf & la Société Royale de Goettingue et inséré dans le t. XIII
des Mémoires de cette Société (*). Ce beau travail, qui figure di-
gnement & cOté des plus importantes productions de son illustre
auteur, contient des applications trés intéressantes des vaes nou-
velles et profondes que Riemann a apportées en Analyse. On peut
le considérer comme composé de deux parties bien distinctes.
Dans la premic¢re, Riemann étudie d’unc maniére générale les
surfaces minima et il y fait connaitre, en dehors des propositions
que nous avons établies, une formule remarquable qui n’a pu
trouver place dans notre théorie, et qui est relative a I'aire d’une
portion limitée de la surface; il y emploie en particalier le
systtme de coordonnées dont la premiére idée appartienta M. O.
Bonnet (n° 181); c’est-a-dire qu’il détermine un pointdc la sphere
et le point correspondant de la surface minima par la valeur de la
variable complexe qui est I'affixe de ce point (n° 30 et 164). Les
transformations de coordonnées, dont Riemann fait usage a dif-
férentes reprises, mettent naturellement en évidence le fait si
souvent signalé dans les pages qui précédent : Toute transforma-

(') Dans unc note placée au commencement du Mémoire (Riemann’s gesam-
melte Werke, p. 283), M. Hattendorf nous apprend qu’il a du rédiger entiérement
e Mémoire d’aprés un manuscrit de Riemann qui ne contenait absolument que les
formules et les résultats. Ce manuscrit, qui est daté des anndées 1860 et 1861, a été
envoyé a M. Hattendorf en avril 1866. On sait que Riemann est mort en Italie au
mois de juillet suivant.

Dans un Travail présenté comme thése en 1880 a la Faculté des Sciences,
M. Niewenglowski a fait connaitre en France les principaux résultats obtenus
par Riemann. Voir le Mémoire : Exposition de la méthode de Riemann pour
la détermination des surfaces minima de contour donnég, inséré aux Annales
de U’Ecole Normale, t. IX, 2° série, p. 227.
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tion des coordonnées, ou tout déplacement, s’exprime par une
substitution linéaire particuliére effectuée sur la variable
complexe, proposition dont l'timportance et l'intérét n’ont été
pleinement reconnus que depuis la publication des beaux travaux
de M. Klein relatifs a I'intégration des équations linéaires du
second ordre, a I'icosaédre et a la résolution des équations al-
gébriques.

La seconde Partie du Mémoire est presque entiéremenl consacrée
a la détermination de la surface minima limitée par un polygone
gauche dont tous les cotés sont rectilignes ('). Riemann n’exclut
méme pas le cas ol le contour serait partiellement ouvert et ot la
surface devrait avoir des segments infinis, analogues a cette por-
tion de I'hélicoide gauche a plan directeur qui s’étend a l'infini
cntre deux génératrices rectilignes de la surface. Aprés avoir dé-
veloppé la solution générale du probléme, solution qui exige la
formation, toujours possible, d’une équation différentielle linéaire
et la résolution d'un systéme d’équations transcendantes dont
'étude est laissée de c¢Oté, au moins dans le cas général, Riemann
aborde les applications et examine successivement les conlours
sulvants

1° Deux droites infinies qui ne sont pas dans le méme plan.

Si l'on suppose que le secteur infini s’étendant entre les deux
droites n’a pas de discontinuité ni de point de ramification, on
trouve 'hélicoide gauche 4 plan directeur.

2° Trois droites, dont deux se coupent, la troisiéeme étant
paralléle auw plan des deux autres.

Sous les réserves précédentes, la solution, ici encore, est com-
y 1d ’ )
plete et les formules définitives sont obtenues.

30 Trois droites placées d’une maniére quelconque dans
lespace.

(') Riemann y montre aussi que l'on peut résoudre le probléme de Platcau
pour le cas ol le contour est composé de deux cercles quelconques situds dans
deux plans paralléles. Il suffit d’admettre que toutes les sections déterminées par
des plans paralléles aux plans des deux cercles sont des cercles. La surface ob-
tenue dépend des fonctions elliptiques.
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Pour bien se représenter le probléme résolu par Riemann, on
P )
peut imaginer un hexagone gauche. Si trois c6tés non consécutifs
de cet hexagone s’éloignent indéfiniment, les trois aulres restant
g 8 )
fixes, la surface minima qui était limitée par les six cdtés de
) q
I’hexagone tend vers une surface & trois secteurs infinis, dont
8 )

on aperc¢oit aisément la forme générale. C’est cette surface que
détermine Riemann.

4° Un quadrilatére gauche quelcongue.

Riemann forme I’équation linéaire du second ordre dont dépend
la solution du probleme. Cette équation, que nous donnerons plus
loin, a une forme trés remarquable qui la rapproche de I’équation
de Lamé. On n’a pu encore 'intégrer dans le cas le plus général;
Riemann considére le cas particulier ot les quatre c6tés du qua-
drilatére sont aussi les arétes d’un tétraédre régulier, et il obtient
alors la solution du probléme par une méthode directe et lrés
élégante, que les travaux déja rappelés de M. Klein nous aident a
comprendre dans tous ses détails.

5° Trois droites dont ’une rencontre les deux autres, en
sorte que la surface a deux sommets et un secteur infini.

6° Deux polygones rectilignes non étoilés situés dans deux
plans paralléles.

Ces deux derniers exemples ont été publiés pour la premiére
fois dans les OEuvres de Riemann ().

263. Les résultats précédents demeurent, aujourd’hui encore,
les plus complets et les plus généraux parmi ceux qui ont été
publiés sur le probléme qui nous occupe. Mais, quelques jours
avant la présentation du Mémoire de Riemann a la Sociéié de
Gbttingue, le 20 décembre 1866, M. Weierstrass avait commu-
niqué a I’Académie de Berlin, dans une Note de deux pages (2), le
résumé de ses recherches sur le méme sujet.

Les résultats annoncés par M. Weierstrass sont en parfait

(") Riemann’s gesammelte Werke, p. 417 & 426.
(?) Monatsberichte der K. P. Akademdie, p. 835; 1866.
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accord avec ceux de Riemann. Malheureusement cet illustre géo-
meétre n’a pas indiqué d’une maniére détaillée, au moins dans un
travail imprimé, la méthode qu’il a suivie et les cas particuliers
qu'il a traités. Nous devons signaler toutefois, dans le court
résumé qu’il a donné, une indication trés précieuse résultant
d’une forme remarquable, surlaquelle nous reviendrons plus loin,
donnée aux équations qui déterminent la surface minima.

264. Les premiéres recherches de M. Schwarz ont été publiées
avant les précédentes; mais elles sont relatives a un probléeme
particulier. Dans une courte Note insérée en 1865 aux Comptes
rendus de ’Académie de Berlin (*), M. Schwarz se reporte a des
études antérieures relatives a la représentation conforme de la
surface d’un polyédre sur la sphére, études qui ont été publiées
dans le tome LXX du Journal de Crelle; et il annonce que la
solution de ce probléme de la représentation conforme pour les
différents polyeédres réguliers permet de déterminer, par l'ap-
plication d’un théoréme de M. Weingarten qui sera étudié dans
la suite de cet Ouvrage, un certain nombre de surfaces minima
sur lesquelles se trouvent une infinité de droites. Ces droites ne
sont pas isolées les unes des autres; elles se rencontrent mu-
tuellement de telle maniére qu'un certain nombre d’entre elles
puissent servir de limite a une portion de la surface, simplement
connexe. C’est ainsi que la surface minima dérivée du cube, sur-
face dontla détermination s’effectue au moyen des fonctions ellip-

. T . . e 2 : p)
tiques de module —=, contient une infinité de quadrilatéres gauches
2

égaux; chacun d’eux est formé avec quatre arétes d’un tétraddre
régulier et permet de limiter une certaine portion de la surface.
On a donc une solution, obtenue il est vrai d’'une maniére in-
directe, du probléme de Lagrange et de Plateau pour le contour
formé par ce quadrilatére régulier.

Le second travail de M. Schwarz est un Mémoire beaucoup

plus étendu, couronné en 1867 par I’Académie de Berlin et publié

(') H. Scuwarz, Uecber die Minimums-fliche deren Begrenzung als ein von
vier Kanten eines regularen Tetraeders gebildetes, windschiefes Viereck ge-
geben ist (Monatsberichte der K. P. Akademie, p. 149-153; 1863).
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en 18751 sous le titre suivant : Bestimmung einer speciellen
Minimalfléiche ('). L’auteur y aborde, cette fois par des mé-
thodes directes, la détermination de la surface minima passant
par les quatre cotés d’un quadrilatére gauche, et il montre que
Pon pourra donner la solution compléte du probléme dans le cas
particulier ou le quadrilatére gauche est assujetti & I'unique con-
dition d’avoir un plan de symétrie, passant nécessairement par
deux de ses sommets opposés. 1l considére en particulier, comme
Riemann dont le Mémoire était encore inédit a I'époque ou
M. Schwarz communiquait son travail & I’Académie de Berlin,
le cas remarquable ou les quatre coOtés du quadrilatére gauche
sont les arétes d’un tétraedre régulier; il retrouve alors la surface
déja définie dans sa Communication précédente; on l'obtient en
faisant, dans les formules de M. Weierstrass (n° 491),

- 1
Flu) =

\/1 — 14wt = ud

Enfin, dans un Appendice qui termine le Mémoire, ’éminent
géometre fait connaltre cerlaines surfaces minima, pour lesquelles
la fonction §(u) est 'inverse de la racine carrée d’un polynoéme
du huitieme degré, et qui contiennent des droites avec lesquelles
on peut former des polygones gauches d’une nature spéciale,
limitant certaines portions de la surface. Supposons; par exemple,
que, dans un parallélépipede rectangle, on supprime les six arétes
qui aboutissent a deux sommets opposés; il restera un hexagone
gauche, par lequel on pourra faire passer une des surfaces définies
par M. Schwarz; la portion de surface limitée par cet hexagone
sera simplement connexe ct ne conticndra aucun point singulier.

265. Un autre travail du méme auteur, fortgesetsie Untersu-
chungen iiber specielle Minimalfldchen, imprimé en 1872 (?),
contient I'étude détaillée et la solution compléte d’un probléme
proposé en ces termes dés 1316 par Gergonne () :

(') Harrwitz und Gossmann; in-4°, Berlin, 1851,
(®) Monatsberichte der K. P. Akademie; janvier 1872.
(?) Annales de Gergonne, t. V11, p. g9.
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Couper un cube en deux parties de telle manicre que la sec-
tion vienne se terminer aux diagonales inverses de deux faces
opposées et que U’aire de cette section terminée a la surface du
cube soit un minimum. Donner en outre lUéquation de (a
courbe suivant laguelle la surface coupante coupe chacune des
autres faces de ce cube.

Fig. 21
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On trouve a la page 148 du tome VII des Annales de Ger-
gonne un essai sur ce probleme dd a Tédénat, recteur de I’Aca-
démie de Nimes, I’'un des rédacteurs les plus assidus de ce Journal;
mais la solution proposée est inexacte. Le calcul des variations
permet, en effet, d’établir que la surface cherchée doit couper a
angle droit deux des faces latérales du cube, et I'hélicoide con-
sidéré par Tédénat ne satisfait pas a cette condition.

M. Schwarz reprend le probléme de Gergonne, ou plutdt il se
propose de déterminer toutes les surfaces minima, parmi lesquelles
doit se trouver la surface cherchée, qui passent par les deux dia-
gonales inverses de deux faces opposées et qui coupent & angle

g
droit deux autres faces opposées du cube. Le résultat obtenu est

particulierement intéressant : de méme qu’il y a une infinité
d’hélicoides gauches a plan directeur passant par deux droites
données, 1l y a aussi une infinité de surfaces satisfaisant aux con-
ditions que nous venons d’énoncer. Il n’est pas difficile de choisir
parmi toutes ces surfaces celle dont l'aire est réellement un mi-
nimum.

Dans ce méme travail, M. Schwarz fait aussi connailre une
extension, trés digne de remarque, des résultats de Riemann et de
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M. Weierstrass; il substitue au probléme abordé par ces deux
géomeétres le suivant, qui est beaucoup plus général et se résout,

comme nous le verrons, par I’emploi des mémes principes :

On donne une chaine continue fermée, composée de segments
rectilignes, ou de plans, ou de segments rectilignes et de
plans; et l'on propose de déterminer une surface minima, a
connexion simple, ne contenant aucun point singulier dans
son intérieur, limitée par les segments rectilignes et les plans
de la chatne et coupant ces derniers & angle droit.

Par exemple, sil’on consideére (fig. 22) [p. 437] deux tiges AB,
ACréuniesen A etappuyant leurs extrémités BetC contre une lame
de verre, la surface que I’on obtient en plongeant le systéme entier
dans le liquide glycérique s’appuie sur les tiges AB, AC et coupe
normalement la lame de verre. Cette surface peut étre étudiée et
définie analytiquement par des méthodes toutes semblables  celles
qui avaient été employées antérieurement dans le cas spécial des
contours exclusivement composés de lignes droites.

Nous nous contenterons des indications précédenles et nous
ferons maintenant connaitre les principes sur lesquels reposent les
recherches dont nous venons d’exposer les résultats, en négligeant
les détails qui exigeraient beaucoup de développements et que
I'on trouvera dans les Mémoires originaux.

266. Au Chapitre 1V [p. 309], nous avons signalé deux tracés
géographiques différents de la surface minima. L’un d’eux est dé-
terminé par la représentation sphérique de la surface; si I'on
adopte les coordonnées u, u,, si souvent employées dans les pages
précédentes, la variable complexe w est Paffixe d’un point réel de
la sphére qui est 'image du point correspondant de la surface
minima, et la représentation ainsi obtenue constitue, comme I’a
montré M. O. Bonnet (n°202), un premier tracé géographique de
la surface minima sur la sphére de rayon 1. Si maintenant on
introduit la variable complexe définie par I’équation

(1) G:f\/lzsf(u) du,

et qu’on la représente sur le plan, on obtiendra un nouveau tracé
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géographique dans lequel, nous 'avons vu (n° 204), les lignesr de
courbure auront pour représentation des paralléles aux axes coor-
donnés, tandis que les lignes asymptotiques seront rcprésentées
par des paralléles aux bissectrices de ces axes.

La considération simultanée des deux représentations conformes
précédentes joue un rdle capital dans les raisonnements qui vont
suivre et conduit par une voie naturelle a la solution du probléme
proposé.

Si l'on découpe sur une surface minima un segment limité (M),
a connexion simple et ne contenant aucun point singulier dans son
intérieur, l'intégrale & sera, sous certaines conditions que nous
indiquerons plus loin, une fonction uniforme ayant une valenr finie
et bien déterminée pour chaque point de (M). La représentation
plane de cette portion de surface sera alors une aire plane, limitée,
a connexion simple, qui pourra, dans certaines parties, se com-
poser de plusieurs feuillets et qui se terminera a la courbe dont
les points correspondent a ceux de la limite de (M). Ov, si l’on
veut que (M) soit limitée par des droites ou par des plans
qu’elle coupera normalement, les différentes portions du con-
tour seront des lignes asymptotiques de la surface si elles sont
des droites, ou des lignes de courbure si elles sont dans les
plans que la surface doit couper normalement. Par conséquent,
il leur correspondra, dans le tracé géographique plan, des paralleles
aux axes coordonnés dans le second cas, et des paralleles aux bis-
sectrices de ces axes dans le premier. Ainsi ce tracé géogra-
phique se composera d’une aire plane (X) limitée par des
droites dont la direction aw moins sera connue et qui se suc-
céderont dans un ordre déterminé.

Etudions maintenant la représentation sphérique de (M). Elle
se compose d’'une aire (S), pouvant recouvrir plusieurs fois cer-
taines parties de la sphére; mais il résulte, comme nous le verrons,
des hypothéses faites sur o que cette aire (S) n’a aucun point de
ramification dans son intérieur. Ici encore on peut déterminer la
courbe limite de (S). En effet, pour chaque portion de droite
comprise dans le contour, la représentation sphérique sera un
arc, plus ou moins étendu, du grand cercle dont le plan est per-
pendiculaire a cette droite. S’il y a, dans le contour considéré, des
plans que la surface doit couper a angle droit, la courbe limite
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de la surface située dans ce plan sera représentée surla sphére par
une portion du grand cercle dont le plan est paralléle au plan
correspondant du contour. On voit donc que la représentation
sphérique (S) du segment (M) sera limitée par des arcs de
grands cercles dont la position sera connue et qui se succé-
deront dans un ordre parfaitement déterminé.

Les deux aires (Z) et (S) constituent deux représentations con-
formes de la surface (M). Si celle-ci était connue, 1l est clair que
Pon pourrait obtenir une représentation directe et conforme de
Paire sphérique (S) sur I'aire plane (X). Inversement, sil’on a pu
déterminer directement ce tracé géographique de (5) sur (I),
c’est-d-dire si’on a exprimé s en fonction de «, on aura

1 do?

-~

F(u)= - ——
(2> d( ) 9 dlb""’
et, la fonction J(u)étant ainsi connue pour toutes les valeurs de «
qui correspondent aux diverses parties de (5), le segment (M) sera
pleinement déterminé. Nous sommes donc ramenés a la solution
du probléme suivant :

Réaliser wune représentation conforme d’une aire sphé-
rigue (S), limitée par des arcs de grands cercles, sur une atre
plane (L), limitée par des droites.

Or, celte solution est contenue implicitement, au moins pour
les cas les plus simples, dans les développements donnés au Cha-
pitre IV du Livre I [ p. 170]. On représentera les deux aires ()
et (5) sur la moitié supérieure du plan, ce qui donnera s et « cn
fonction d’une variable ¢ assujettie a la seule condition que sa
partie imaginaire soit positive. Puis on portera ces valeurs de « ct
de o dans les formules de M. Weierstrass, ot ’on aura remplacé
5 (w) par sa valeur tirée de la formule (2); ce qui donnera

) I — u? ds?
r=J ) ——— ——,
2 du

(3) L= e O

2
2 du

u et o étant des fonclions connues de la variable ¢.
D. — 1. 9

»n
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267. Nous allons indiquer différents exemples auxquels on peut
appliquer la méthode précédente.

Proposons-nous d’abord de déterminer la surface minima (M),
nécessairement infinie, limitée par deux droites quelconques.
Construisons, sur la sphére de rayon 1, les deux grands cercles
COC'O, DOD'O’ se¢ coupant en O, O', dont les plans sont
perpendiculaires a ces droites; et soit ax I'angle COD de ces deux
cercles, égal & celui des deux droites. La surface cherchée (M)
aura pour représentation sphérique une aire limitée par ces deux
cercles. Choisissons, par exemple, pour cette aire, le fuseau
OCO'D, d’angle aux. Si l'on prend pour axe des z le diametre
O’0O et pour plan des )z le plan ODO’, I'origine des coordonnées
étant toujours au centre de la sphére, le point O correspondra
a la valeur zéro de la variable w« et le tracé géographique du fuseau
OCO'D sur la partie supérieure du plan sera déterminé par la
formule

(4) w = t%;

car on voit immédiatement que, lorsque l’argument de ¢ varie
entre o et =, celul de « varie entre o et ow.

Mais, il importe de le remarquer, on peut imaginer une infinité
d’aires sphériques ayant les mémes limites que le fuseau précé-
dent; si I'on fait tourner, en effet, le demi-cercle ODO’, dans tel
sens que ’on voudra, autour de OO, en continuant indéliniment
le mouvement, il viendra périodiquement coincider avec 'une
des moitiés du second cercle O CO/C/, et la ni*™¢ coincidence se
produira aprés que ODO’ aura fait 7 — 1 demi-révolutions.

L’aire sphérique ainsi engendrée par le demi-cercle se com-
posera de plusieurs feuillets superposés et pourra recouvrir la
sphere autant de fois qu’on le voudraj il sera évidemment permis
de la substituer au fuseau précédent et de la considérer comme la
représentation sphérique de la surface cherchée. On reconnait
d’ailleurs aisément que 'on embrasse tous les cas que nous venons
d’énumérer en augmentant «, dans la formule (4), d’'un nombre
enlier quelconque, positif ou négatif, ou, ce qui est la méme
chose, en convenant de ’désigner par o= une quelconque des dé-
terminations de 'angle des deux droites données.

r ’

Examinons maintenant le second tracé géographique, la repré-
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sentation plane (3) de (M). Sil’on suppose que les deux droites
qui limitent (M) appartiennent & un méme systeme de lignes
asymploliques, cette représentation se composera d’'une bande du
plan comprise entre deux paralleles a une méme bissectrice des
axes coordonnés. Cectte bande peut étre considérée comme un
quadrilatére dont deux angles opposés seraient égauxa «, les deux
autres étant nuls. Par suite, en appliquant la formule donnée au
n° 132 et en remarquant que les angles nuls correspondent aux
valeurs o, oo de ¢, on aura

. dt .
g == Celh —t— :CGZ/I‘IOgl’.

Lorsque la variable ¢ varie de o & w0,’argument de o doit étre
, . T N aT . . . ’ . ’
éeal 4~ oud — — - Le choix est indifférent, par suite de la pré-
g 4 4 )

sence du radical \/J’?(u) dans I'expression de s. Posons

. T
T
(5) c=Ce *logt.
On aura alors
C i
c= —e¢ *logu,
o

et, par suite, en prenant la dérivée par rapport a u,

— . T
\/2j(u) = Cf]ue_l*T
ou ]
j(u) = ij,

U

K désignant unc constante réelle. Nous retrouvons la valeur
de oT’(u) qui caractérise un hélicoide gauche a plan directeur
(n° 196).

Mais, si 'on veut déterminer la constante G, il vaudra mieux
substituer les valeurs de o et de u« en fonction de ¢ dans les for-
mules (3). On aura ainsi

z =R :&l

ogl.
o kel

Si 'onremplace ¢ par peid, o ct § désignant le moduale et 'argument
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de ¢, § variera entre o et = et 'on aura

Les deux droites, paralltles au plan des xy, qui limitent la sur-
face (M) correspondent aux valeurs o et = de 9. On a donec, en
désignant par A leur plus courte distance

o} I p ’

G2z

e

A =

?

et les formules (3) prennent ici la forme définitive

/ ) LR — % dL A
% x:sﬂfu\— = R (e ),

27 2 T
1% - =% de A
6 < = R A — = (% — (—«
(6) Y J\f 2T ¢ (ﬁ*zwu( );
tA dt r A
f 5 = J’\f— e = N — ‘2 loge,
v A T

ou tout est connu. Il suffira de donner a « toutes les valeurs de
Pangle pour obtenir tous les hélicoides qui contiennent les deux
droites.

268. Dans 'exemple précédent, il y a une certaine indétermi-
nation, relativement au moins a la représentation sphérique; et
cclte méme indétermination, qui se présente, comme nous 'avons
indiqué, dans les solutions st étudiées données par M. Schwarz
pour certains problémes particuliers, se reproduirait évidemment
dans les problémes plus compliqués que nous avons & examiner.
Voici comment on pourra opérer lorsqu’on voudra, négligeant
tous les cas possibles, obtenir, par exemple, la surface réellement
minimum, celle qui est réalisée par les expériences de Plateau.

Proposons-nous, par exemple, de déterminer la surface (M)
qui est limitée par deux droites AB, AC et qui coupe normalement
un plan MN ( fig. 22). Soit BCla courbe inconnue suivant laquelle
la surface cherchée coupe le plan MN. L’expérience apprend que
cette courbe, qui se réduit & une droitc quand le plan BAC est
perpendiculaire au plan MN, n’a pas d'inflexion et est placée, par
rapport a la droite BCG, du méme cdté que la projection de A sur
le plan MN. Les normales en A, B, G a (M) sont connues de
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direction; car la normale en A est perpendiculaire au plan ABC,
et la normale en B, par exemple, doit se trouver dans le plan MN
et étre perpendiculaire & AB. D’ailleurs le sens de la normale en
A détermine celui des normales en B, G et, généralement, en tout
point de (M). On voit donc que la surface (M) aura pour repré-
sentation sphérique un triangle sphérique dont les sommets se-
ront parfaitement déterminés.

Fig, 22.

Considérons maintenant la représentation plane. Les lignes AB,
AC auront pour images des paralleles aux bissecirices des axes
coordonnés, tandis que la ligne de courbure BC sera représentée
par une paralleéle a 'un des axes. Il faut donc admettre que cette
représentation est donnée par la surface d’un triangle rectangle
isoscele abe dont 'hypoténuse est parallele & 'un des axes coor-
donnés.

Soient Aw, pw, vr les angles du triangle sphérique qui sert de
représentation a (M). En conservant toutes les notations du n° 136
et en supposant que les sommets A, 1, v correspondent aux valeurs
o, 1, o de ¢, nous aurons, pour déterminer la représentation de ce
triangle sur la moitié supérieure du plan, la formule

UTYF(a+1—7,B+1—7,2—7,1)

@) = 0, By 0 ’

a, 3, v étant déterminés par les formules

a:é(l—)\—‘u—}—v), a+1~~(:é(|+7\-—p+v),

%) Bzé(l——l—wi—-v), @+l*—7:é(l+l—u—\'),

Y =1—A, 2 — v = 1-+ A,
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et le module /CC, de C ayanl pour valeur

— 1“(‘)‘—‘()\/< F(a) D) (y—a)T(r—B) .
(9 Ve =507V i TG — ) =) T 1= 1)

Quant a la représentation plane, on I'obtiendra en appliquant
la formule (14) dun® 132 [p. 179] au triangle rectangle isoscele.
En supposant que le sommet A corrcsponde au point de rencontre
A des deux droites et, par conséquent, au sommet « de 'angle
droit du triangle rectangle, il faudra faire dans cette formule

a = o, b=r, c = o,
I T T
1:59 18:—/, "{:77
4 4

ce qui donnera

— 4
(10) 5 = \/l&/ i (—it 37
. 2(t—1)"

K étant une constante réelle afin que I’hypoténuse du triangle

soit dirigée parallelement & 'un des axes coordonnés.

L’exemple précédent, qui a été traité pour la premicre fois,
comme nous 'avons indiqué (n°® 264), par M. Schwarz, a été, dans
ces derniers temps, étudié d’'une maniére approfondie dans un in-
téressant travail de M. Neovius (*).

269. On peut traiter de la méme maniére le cas, considéré par
Riemann, ou le contour est formé (fig. 23) par une droite AB
qui en rencontre deux autres AG, BC/. Ici encore la représentation
sphérique du segment (M) sera un triangle sphérique. La représen-
tation sphérique du point A sera située sur le rayon perpendicu-
laire 2 AB et a AC, la représentation sphérique de B sera située
sur le rayon perpendiculaire a AB et a BC' et enfin la représenta-
tion sphérique du point situé a 'infini, soit sur AG, soit sur BC/,
sera située sur le rayon perpendiculaire a ces deux droites. Nous
adoptons ici I'hypothése la plus simple relativement a ce secteur

(%) Neovius, Bestimmung zweier speciellen periodischen Minimalflichen auf
welchen unendlich viele gerade Linien und unendlich viele ebene geoddtische
Linien liegen. Helsingfors, 1883.
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infini; il faut concevoir le segment (M) comme étant limité par
une droite CC/ qui rencontre AC et BC! et s’éloigne indéfiniment.

Quant & la représentation plane, elle sera évidemment formée
d’une droite ab, correspondante & AB, parallele a I'une des bis-
sectrices des axes, et de deux droites ac, bc’ perpendiculaires a ab.
On peut envisager cette figure comme un triangle dont 'un des
sommets s’est ¢loigné indéfiniment. Sil’on suppose que les valeurs

o

P b

Fig. 23.

0, 1, o de ¢ correspondent respectivement aux points a, b ct ¢, ¢/,
la formule, déja rappelée, du n° 132 nous donnera ici

» . — i dt
(11) =Ke f\/—————-ﬁ(l =

K étant une constante réelle. Cette formule, jointe & celles qui
définissent la représentation sphérique, déterminera la surface
cherchée.

270. Il nous reste a étudier le plus important et le plus difficile
des problémes auxquels peut encore s’appliquer la méthode élé-
mentaire précédente. Supposons que le contour donné soit formé
par un quadrilatére gauche quelconque, ABCD. On apercoit ict
encore d’'unc maniére trés nette la représentation sphérique de la
surface. Elle est formée par un quadrilatére sphérique dont les
sommets sont parfaitement déterminés, et elle est la méme que
celle du paraboloide hyperbolique passant par les quatre c6tés du
quadrilatére gauche ('). On peut toujours supposer (n° 128) que

(*) On peut signaler 4 ce sujet un rapprochement trés curieux donné par
M. Schwarz dans une des notes du Mémoire déja cité: Bestimmung einer speciellen
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les sommets consécutifs du quadrilatére correspondent aux valeurs
1 o~ ; .

0y 1y 735 P de ¢, k désignant une constante réelle plus petite que r.
(S X

D’apres les méthodes développées aux n° 134 et 133, on obtiendra
le tracé géographique sur la moitié supérieure du plan du qua-
drilatére sphérique qui est la représentation de (M) en posant

(=>4

2
u =

[

2

D
[y

0y et 05 é¢tant deux solutions particuliéres, convenablement choisies,
d’une équation linéaire

dz0 b )
(12) ;Zl—.z—i—p‘m—rqe:o,

dontles coefficients p et ¢ doivent satisfaire & 'unique condition

. P dp o, 0.
(13) 29 — = gy T il
{ u, t} ayant ici la valeur suivante
I— a? I— a3 (11— al) i oy Jey Joy K2

14 w,t) = —31 = 3 e — Z :
(r4) % ’ g 212 o(1—2)2 o1 — k2¢)? ¢ t—1 ke —1’
avec les relations

( hy—+ hy—+ hy = o,

15 1 —a? 11— a2 I — o2 v 1— a2

(13) Lo 2 g S by e = L
2 2 2 Az 2

Dans ces formules, a,x, oy, a3«, o, désignent les angles du
quadrilatére qui correspondent respectivement aux sommets o, 1,

I . . .
73 P fy, ha, Ny sont des constantes arbitraires et inconnues
Ly

comme le module A2, assujetties uniquement a vérifier les re-
lations (15); il reste donc deux constantes arbitraires dont il faut
fixer la valeur. Les théorémes généraux établis par M. Schwarz

Minimalfliche. Dans le cas ou le quadrilatére est régulier et a ses angles égaux

a 3’ la différence entrc l'aire du paraboloide et celle de la surface minima est

s ol N .
inféricure a 800 de la valeur de l'une quelconque des aires; de plus, les deux
0

surfaccs sont tangentes Pune a 'autre au point central du quadrilatére.
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permettent d’affirmer (n° 135) qu’il sera toujours possible de dé-
termincr ces constantes de mani¢re a obtenir effectivement, par
le quotient de deux solutions particuliéres convenablement choisies
de Véquation (12), la représentation cherchée du quadrilatére
sphérique sur la partie supérieure du plan.

La représentation plane (X) du segment cherché (M) est évi-
demment limitée par les cOtés d’un rectangle; on aura donc

(n° 132)

T 1t
6 —He' * “ .
(16) v = VHe f\/t(l-—t}(t-— A2t)

H désignant une constante réelle.

271. On voit que la surface serait complétement déterminée
1 P

par des quadratures si 'on savait intégrer I’équation linéaire (12).

Parmi les formes différentes que peut recevoir celle équation,

nous signalerons la suivante. _
Adoptons pour la fonction ul peut étre choisie arbitraire-

P » qui p
ment, une expression de la forme

ey €z o+ e;/&
t—1 l2e—a

. 1 1 I
On démontre aisément que les termes en —, —
1 2’ (t—1)2’ (kPt—1)

pourront disparaitre de 'expression de ¢. Il suffit, pour cela,
ue e,;, s, €3 satisfassent aux équations
19 ’ 1

(e1—1)2 = ai,

Sil’on prend, par exemple,

o oy 1 y Gy 1
(17) t - {—1 A e —1’
on aura
N :(a1+1)(a2—|—1) (og 1) (a3 1) A2
(18) 7 t(t—1) t(k2t—1)
(’13-}-1)(12—'—1)/{2 ) ll_l o ]lg 4+ /{2/7/3
(¢ (ke =1) ¢ t—1 Rkt —1
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L’équation (12) peut donc se ramener ala forme suivante :

6120 T 49 (ZO LY 44 ’ —
gz (M¢ +Ntﬁ—P)E+(M t+ N)b =o,

(19) t(x—t)(x1— k2¢)

qui a ¢té I'objet d’un grand nombre de recherches; car elle est la
plus simple de toutes les équations du second ordre, aprés 1'é-
quation de Gauss dont elle peut étre considérée comme une géné-
ralisation ('). On n’a pu jusqu’ici 'intégrer que dans un petit
nombre de cas particuliers; et méme les résultats obtenus dans
celte voie ne seraienl pas toujours applicables a la question que
nous avons a résoudre.

272. Si le quadrilatére gauche a un plan de symétrie passant
par deux sommets opposés, la surface qui donne la solution du
probléme de Plateau devra nécessairement, si elle est unique
comme il est naturel de I'admettre, avoir le méme plan de symétrie
que le quadrilatére et, par conséquent, couper ce plan a angle droit.
Par suite, si 'on se propose de déterminer seulement la portion de
cette surface qui se trouve d’'un co6té déterminé de ce plan de sy-

métrie, on sera ramené au probléme que nous avons résolu précé-

(*) SiYon prenait pour p la valeur suivante

—l_‘-—"I + /\.!
2(¢—1) 2(/(3['—1)’

vl
-

p =
on obtiendrait I’équation méme donnée par Riemann (Gesammelte Werke, p. 308).
En substituant & ¢ la variable « définic par Péquation
t == sn’u,

ct qui ne différe de ¢ que par un facteur constant, on donnera a cette équation la
forme élégante
1\ k2cn’®u
—_— ) — _!_ o2
4/ dnruw

1 0 N I 1 > 1\ dn2ze
T g\ 7)o, T “5“7>*‘, s
0 dw? 4/ sn%w *  4/cn*u
! étant une constante arbitraire que 'on peut substituer & /,. Dans un article
inséré au t. XCIV (p. 1645>) des Comptes rendus, j’ai montré que celle équation
peut étre intégrée, par lapplication des belles méthodes de M. Hermite, de la
méme maniére que 'équation de Lamé, qu’elle comprend comme cas particulier,

Q

W
A

— ;) krsnu —+ I,
4

. 1 I I 1 .
toutes les fois (ue les nombres «, — 3 %2 50 %3 — 5> %, — ; sont entiers.
P2 2 2
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demment (n° 268). Telle est la méthode suivie par M. Schwarz
dans les Mémoires que nous avons analysés.

273. Ici se terminent les applications que nous voulions donner
de la méthode générale. Dans chaque cas particulier, nous avons
obtenu les valeurs de = et de u en fonction de ¢; il suffira de
porter ces valeurs dans la formule (3) et de donner a ¢ toutes les
valeurs dont la partie imaginaire est positive. Mais, pour compléter
la théorie précédente, il nous reste & démontrer que la surface &
laquelle on est ainsi conduit donne effectivement la solution du
probléme proposé. Voici comment on peut établir ce résultat
essentiel.

On reconnaitra d'abord aisément que le segment de surface (M)
n’a aucun point singulier dans son intérieur. Négligeons ce premier
point, qui apparaitra de la maniére la plus claire dans une autre
méthode que nous donnerons au Chapitre suivant, et qu’il est d’ail-
leurs trés aisé de démontrer. Il suffira donc de prouver que la
courbe limite du segment (M) se compose de droites ct de courbes
planes, et qu’elle peut éire identifiée avec le contour donné «
priore dans chaque cas particulier.

Pour le démontrer, nous donnerons a ¢ les valeurs réelles, qui
fournissent tous les points de la limite du segment, et nous sup-
poserons d’abord que ¢ varie seulement dans 'intervalle auquel
doit correspondre une des droites (<) du contour.

D’aprés la détermination de o, la portion considérée du con-
tour, étant représentée sur le plan par une parallele & I'une des
bissectrices des axes, seranécessairement une ligne asymplotique;
et, d’apres la détermination de u, cette méme portion du contour
aura pour représentation sphérique un arc de grand cercle dont
le plan sera perpendiculaire a la droite (d). Or toute ligne asym-
ptotique qui admet un grand cercle pour représentation sphérique
est nécessairement une ligne droite : car les tangentes d’une
ligne asymptotique sont perpendiculaires a celles de sa représen-
tation sphérique; et, par conséquent, elles seront ici toutes per-
pendiculaires au plan du grand cercle. Ainsi cette portion du
contour de la surface trouvée (M) sera une droite, paralléle
a (d).

Considérons maintenant 'un des intervalles pour lesquels la
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portion du contour doit se composer d’une ligne plane située dans
un plan (P). D’aprés la détermination de o, cette portion du con-
tour aura pour représentation plane une droite paralléle a 'un des
axes coordonnés et sera, par conséquent, une ligne de courbure;
d’apres la valeur attribude a wu, cette ligne de courbure aura pour
représentation sphérique un arc du grand cercle dont le plan est
parallele a (P). Donc cette portion du contour de la surface trouvée
sera bien une courbe plane située dans un plan que la surface cou-
pera normalement et qui sera paralléle au plan (P).

On voit donc que, dans chaque cas particulier, la surface mi-
nima obtenue sera limitée par une chaine composée de droites et
de plans, paralleles a ceux qui avaient été choisis a priori. Mais
ici se présente une seconde question.

274. Les directions des droites et des plans qui composent le
contour de la surface obtenue sont bien celles des droites et des
plans de la chalne donnée. Mais la solution ne contient plus
qu'une constante arbitraire, celle qui entre en facteur dans s et
qui est toujours réelle (K dans les premiers exemples, Il dans le
dernier): et, par conséquent, elle ne peut donner que les surfaces
limitées par un certain contour ou par tous les contours homo-
thétiques. Or il est évident que deux chaines, telles que celles
considérées par M. Schwarz, ne sont pas nécessairement iden-
tiques ou homothétiques deés qu’elles sont composées d’éléments
paralleéles. Supposons, pour fixer les 1dées, que le contour ne se
compose que de droites dont la direction soit connue. Le théoréme
des projections donnera seulement trois relations entre les lon-
gueurs des cOtés. Si le nombre de ceux-ci est supérieur a 4, si
Pon a par exemple un hexagone, il y aura une infinité d’hexagones
non homothétiques dont les cOtés seront paralleles.

On voit donc que les hypotheses faites précédemment sur la
surface cherchée sont trop limitatives. Alors méme qu’elles pour-
raient étre maintenues dans tous les cas, elles ne donneraient la
solution du probléme que pour des contours spéciaux. Elles pour-
ront étre acceptées et donneront certainement une solution du
probléme quand la forme de la chaine sera déterminée par la
direction de ses éléments : c’est ce qui a lieu dans tous les
exemples précédents; mais, dans le cas ouladirection des éléments
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ne suffit plus & déterminer les rapports de leurs longueurs, elles
seront trop spéciales et ne pourront conduire a des solutions
générales. Il faut donc reprendre la solution du probléme, exa-
miner la signification des différentes hypothéses que nous avons
faites et rechercher celles de ces hypothéses auxquelles il faut re-
noncer.

273. Nous avons admis que l'intégrale & ou f\/zj(cQ du est
une fonction finie et uniforme dans toute I'étendue du segment
(M) que l'on veut déterminer. Nous allons voir que, méme en
excluant le cas ou la surface (M) aurait des points singuliers, il
faut admettre qu’il peut exister des points particuliers du segment
(M) qui seront des points critiques de cette intégrale; en sorte
qu’elle cessera d’¢tre uniforme.

Imaginons, par exemple, trois plans, désignés par les numéros
d’ordre 1, 2, 3, se coupant suivant une droite () et formant ainsi

six angles diédres que nous supposerons ¢égaux entre cux, ayant,
. T .
par suite, pour valeur commune 7. Construisons un segment de
2

droite terminé aux plans 1 et 2. Sil'on prend le symétrique de ce
segment par rapportau plan 2, puis les symétriques des deux seg-
ments obtenus par rapport aux deux plans 1 et 3, on formera un
hexagone gauche doué d’unc certaine régularité, admettant la
droite (d) pour axe de symétrie ternaire. La surlace minima
limitée par les colés de cet hexagone jouira évidemment de la
méme propriété; elle sera normale en un point v a la droite (),
qui sera aussi pour elle un axe de symdétrie ternaire. Par suite, si
Pon porte l'origine des coordonndées au point p. en prenant la droite
(d) pour axe des z, il sera impossible que le développement de
3 suivant les puissances de z et de y commence aux termes du
second degré, aucune surface du second degré a courbures oppo-
sées n’ayant un axe de symétrie ternaire. 1l n’est pas impossible,
au contraire, que le développement de s commence aux termes du
troisi¢tme degré. Le point p ne cessera pas d’étre simple, mais
I"équation différentielle des lignes de courbure et celle des lignes
asymptotiques s’y présenteront sous une forme indéterminée.

276. 1l faut donc considérer ces points pour lesquels ’équation

446 LIVRE 1I1. — CHAP. X.

de la surface rapportée a des axes convenablement choisis prend
la forme suivante

(20) = 9a(2, ) + Gnva(2, ) 4.0,

9;(x, y) désignant un polyndéme homogéne de degré i, et r pou-
vant élre supérieur a 2.

On verra facilement, en prenant les termes de degré moindre
dans ’équation aux dérivées partielles des surfaces minima donnée
au n° 176, que l'on doit avoir

02w, 020,

T [ -~

ox? - oy

En choisissant convenablement 'axe des z, on pourra donc
prendre

9n = = [(@ +y i)t (z—y i),

a désignant une constante réelle. Posons

(21) x—+yi=E§, x—yi=nm;
on aura

. a. .,
(20 bis) z = ﬁ[g'l+'q"']—}—....

Les valeurs de « et de u, relatives a 'origine peuvent étre sup-
posées nulles. Pour reconnaitre comment s'expriment u et S‘(u)

dans le voisinage de ce point, on peut employer la méthode sui-
vante.

I’une des lignes de longueur nulle passant par l'origine est
représentée par les équations

(22) n = f F(uw)du,
0

z = f wd(u)du.
\ 0

L’équation différentielle de cette ligne est d’ailleurs

dé dn + dz? = o
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ou, en remplacant d, dn par leurs valeurs déduites des formules
précédentes,

w? = [—(atr=t .. Hu2+ant +.. ]2
On tire de 14, ¢ désignant 'unité positive ou négative,
eu =—(abtr—1t .. Hur+ant1t 4+...,
ce qui donne pour « une valeur de la forme
(23) u=aen?— +...,

les termes négligés étant, par rapport a £, n, de degré supérieur
a n — 1. Sil’on porte cette valeur de « dans I’équation

dE

dr,

— 2
._—L[,7

(24)
on aura P’équation différenticlle suivante
i
dn
La valeur de § qui satisfait & cette équation et s’annule pour
7, = o sera, comme on sait, de la forme
(25) ¢ =21 P (n),

P (1) désignant, suivant nos conventions, une série ordonnée sui-
vant les puissances entiéres et positives de 71 et qui ne s’annule
pas pour 1, = o. On déduit de la et de la formule (23)

w=mn""1Py(n),

P, () ayant la méme signification que P(#). En résolvant par
rapport a 7, on trouvera
1 1

(26) n = ZLmP2<1LF:1>.

Sil'on différentie maintenant cette équation, en remplacant dx par

sa valeur (u) du, on aura
2—n 1

(27) gT‘r(u):u;lT‘Pp)(zcm).

Telle est la forme de () qui convient au point considéré; et il

448 LIVRE III. — CHAP. X.

est aisé de démontrer que, réciproquement, toute valeur de cette
forme donne un point simple pour lequel le développement de =
a la forme (20).

Faisons en effet
= (;n.fl’

les formules du n° 191 qui définissent la surface deviendront ici

/ 8
Z’:(}L~—I)éPL[ (1— 0222 P3(p) dv,
<o
(28) y:(n——I)c‘P\fL‘([+V2’L_2)P3(V>d(),
<o
\z =(n—1RN / 202—1Py(p) dv.
/o

Comme P;(¢) contient un terme constant, les valeurs de x et
de y sont du premier degré par rapport a ¢ et a sa conjuguée o;.
On peut toujours les résoudre par rapport a ¢ et a ¢, et porter les
valeurs obtenues dans 5; les premiers termes de s scront bien du
degré n en x ct en ).

277. Imaginons maintenant que 'on ait représenté la surface
cherchée (M) sur la moitié supéricure du plan (*). Soit ¢ la va-
riable complexe représentée sur la moitié supérieure du plan ct
soit « la valeur de ¢ relative au point considéré de (M). Les coor-
données x et y de ce point seront développables suivant les puis-
sances de £ — « et de la quantité conjuguée ¢, — a, ; et elles con-
tiendront nécessairement les premiéres puissances de ces deux
quantités. D’ailleurs, comme la variable ¢ qui figure dans les for-
mules (28) est le paramétre d’unc ligne de longueur nulle, elle

(*) Etant donnée une portion de surface quelconque (M) a conncxion simple,
peut-on la représenter sur la partie supéricurc du plan? La proposition qui ré-
sulte d’une réponse affirmative a cette question n’a pas encorc ¢té établie; mais
nous croyons, avec M. Klein, que les recherches récentes relatives au principe de
Dirichlet pourraient, sans trop de longueurs, en fournir une démonslration ri-
gourcusc. Dans le cas des surfaces minima, clle a ¢té énoncée dans les articles si
souvent cités de M. Weierstrass, el l'on pourrait la faire dériver de l'existence ct
des propriétés de la représentation sphérique de la surface. Pour abréger, nous
I"admettrons ici.
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sera fonction soit de #, soit de ¢,. En échangeant, si cela est né-
cessaire, la partie inférieure et la partie supérieure du plan, on
peut toujours supposer ¢ fonction de ¢. Cela posé, il faudra que,
des deux intégrales

ng(v)dv, f =2 Py (o) dp,
0 0

qui entrent dans les expressions de z et de y et qui sont déve-
loppables suivant les puissances de ¢ — @, I'une contienne la
premiére puissance de cette quantité. Ce sera évidemment celle
qui est du degré le moins élevé, et I'on pourra poser

fng(v)cZo = (t— a)P(t — a).

En intégrant par rapport a ¢ et en résolvant, on déduira de cette
équation la valeur suivante de ¢

v =({t—a)P(t—a),
ou, en remplacant ¢ par sa valeur en fonction de u«,
{29) uw=(t—a)—1Py(t — a).

Comme on connait déja Pexpression (27)de §(u«) en «, on con-
clura de I’équation précédente

ds 2___ do 2 iLf 2_ - du\ 2
<Z.z? =\@u) \ar) =27 <%>
ou, en substituant,

(30) <%>2:(t—a)”“2}’3(t—a).

Telles sont les deux formules qui permettent de déterminer la
forme de u et de o dans le voisinage du point ¢ = «. 1l nous reste
a indiquer les propriétés géométriques qui cn résultent, et pour
la représentation sphérique (S), et pour la représentation

plane (X).

278. Désignons par « le point de (M) qui correspond a la
valeur @ de ¢ et par o' sa représentation sur la sphére; soient . un
point de la surface, trés voisin de «, et p’ le point correspondant

D.— 1. 29
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de la sphére. Lorsque le point p décrit un petit cercle autour de o,
I'argument de ¢ — @ augmente de 2w. D’aprés la formule (29)
I’argument de z augmentera de 2(n — 1)7 et, par conséquent, le
point p./ fera n — 1 tours autour de ¢/. On voit que le point &’ sera
2, de la surface de Riemann

un point de ramification, d’ordre n
qui forme la représentation sphérique de (M). Aussi, dans la

suite, donnerons-nous aux points tels que o le nom de points de
ramification d’ordre n— 2 ('). Si le point o se trouve sur le
contour de (M), le point y. de la surface, situé dans I'intérieur de
P'aire, ne pourra faire qu'un demi-tour autour de o, et cela quand
on passera de la partie du contour qui précede o a celle qui le
suit. Alors le point correspondant de la sphére fera sculement 2 — 1

demi-tours.

Supposons d’abord n égal & 3 ou, plus généralement, 7~ impair.
Lorsque le point p parcourt cette portion du conlour qui est
voisine de «, le point ./ parcourt un arc de grand cercle passant
par le point correspondant 2’. Si le point p décrit a Uintérieur de
(M) un demi-cercle, en passant de la partie du contour qui pré-
céde o a celle qui le suit, le point @' décrira un nombre entier
de tours, et reviendra, par conséquent, sur la partie de l'arc de
cercle qui précede o'. 1l y aura donc un rebroussement dans le
mouvement de p’ sur 'arc de cercle. Si la portion considérée du
contour de (M) est rectiligne, cela signifie que la normale a la
surface, aprés avoir tourné dans un sens bien déterminé et tou-
jours le méme autour de la droite, commencera a tourner en sens
contraire. Si cette partie du contour est une ligne de courbure
plane, le mouvement de la tangente changera de sens et l'on
passera par un point d’inflexion.

Supposons, au contraire, 7 pair; il y aura un simple stationne-
ment dans la rotation de la normale si1 le contour est rectiligne,
et un sommet de la courbe sile contour est une ligne de cour-

bure plane.

279. Relativement a la représentation plane (X) définie par la

(1) Riemann s’est borné a considérer le cas ot n =3, en indiquant que les
points les plus généraux peuvent étre formés par la réunion de plusieurs de ces
points particuliers.
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fonction &, on peut obtenir des conclusions tout aussi précises.

Si n est impair et si le point « est dans Uintérieur de I'aire, on
aura, d’aprés la formule (30), un point critique £ = @ pour l'inté~
grale . Par conséquent, cette intégrale sera multiforme, et la
représentalion plane se composera d'une série de portions se
repreduisant périodiquement. On voit ainsi que Iy pothése d’une
représentation plane parjfaitement limitée ne saurait conventr
a tous les cas. Sile pointa est sur le contour de I'aire, la fonction
o cessera d’étre multiforme, mais son argument augmentera de

n 7
e (; —_— I> lorsque ¢ passera par la valeur a. Par conséquent, la

portion du contour de (M) sur laquelle se trouve le point «, au
liea d’étre représentée par une seule droite, le sera par deux seg-
ments perpendiculaires I'un a autre.

Supposons, au contraire, n pair. Si le point o est dans l'in-
térieur de Paire, la représentation plane () admettra un point

. . 7 . . .
de ramification d’ordre S —1- Si le point a est sur le contour, il

y aura simplement un stationnement ou un rebroussement sur la
ligne droite parcourue par le point de (X).

280. Il nous reste maintenant a examiner les modifications,
d’ailleurs trés simples, qu’il faudra faire subir a la méthode géné-
rale par laquelle nous avons déterminé les deux fonctions u et o.
Si ’on reprend la suite de raisonnements développée au Cha-
pitre IV du Livre II, et si 'on tient compte des singularités qui
résultent pour u et pour o de la présence des points de ramifi-
cation, on verra que chaque point de ramification d’ordre 72 — 2

. . . da\\2
introduira simplement dans <%) le facteur
(t J— a)ll—‘l(t — a())n—‘l
(@, élant la quantité conjuguée de a), s’il est situé dans I'intérieur
de laire, ou le facteur
(t — a)r—2,

s’il est situé sur le contour et si, par conséquent, « est réel.

. , da\2 . N ,
D’ailleurs le degré total de <EZ> devra toujours étre égal a — 4
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lorsque la valeur £ — « ne correspondra ni 4 un sommet, ni & un
b
point de ramification.
Pour déterminer la fonction w, il faudra ajouter a 'expression
) J
de {u, t{, donnée au n° 134, dcs termes tels que les suivants

11— (n—ri)2 /3 T T— (n—r1)2 Teo

2 (t—a)? t—a 2 (t—ay)? t— a,’

si le point de ramification est dans'intérieur de (M), et seulement
la moitié de ces termes
11— (n—r1)2 h

+
2 (t— a)? t—a’

sile point se trouve sur le contour. Quantaux angles du polygone
sphérique et aux valeurs de n, on les déterminera dans chaque cas
en se faisant une idée de la forme de la surface cherchée, c’est-
a-dire en résolvant, pour éviter des tdtonnements, un probleme
plus ou moins difficile de géométrie de situation. On pourra
étudier & ce point de vue I’exemple donné au n® 275 : si I'on veut
déterminer la représentation sphérique de la surface, on peut
hésiter entre deux hexagones; mais on reconnait aisément, et de
différentes maniéres, qu’il faut choisir celui qui fait deux fois le
tour de la sphére.

Nous ne développerons pas davantage la méthode précédente
qui présente encore des lacunes et qu’il n’est nécessaire d’em-
ployer que pour un seul des exemples traités par Riemann, le
troisiéme de ceux qui sont signalés au n° 262. Dans le Chapitre
suivanl, nous allons proposer une autre solution, qui se rapproche
peut-étre de celle de M. Weierstrass, et qui repose dans tous les
cas sur de belles formules dues & cet illustre géométre.
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CHAPITRE XL

LES FORMULES DE M. WEIERSTRASS.

Forme nouvelle, due &4 M. Weierstrass, sous laquelle on peut mellre les équa-
tions qui définissent une surface minima. — Formules relatives a une transfor-
mation de coordonnées ou a un déplacement de la surface. — Equation linéaire
du second ordre a laquelle satisfont les deux fonctions G et H. — Définition
d’une famille de surfaces minima. — Application a la détermination de la sur-
face minima passant par un contour donné. — Formation de I’équation linéaire
correspondante a cette surface. -— Indication des questions qui resteront a ré-
soudre aprés la formation de cette équation. — Propriétés géométriques de la
famille de surfaces minima définie par cette équation.

281. Reprenons les équations da n° 191

x:&}f{[—u?)j(u)du,
(1) y:&/i([+u2)§(u)du,
z =<‘R/2 w3 (w) du,

qui définissent une surface minima réelle, et supposons que 'on
substitue a la variable indépendante « une fonction quelconque
¢ de u. Si 'on veut étudier, par exemple, une portion limitée de
la surface, & connexion simple, et si on la suppose représentée sur
la partie supérieure du plan, ¢ pourra étre l'affixe du point du
plan qui correspond au point de la surface; mais, pour le mo-
ment, nous supposerons que la nouvelle variable ¢ ait été choisie
d’'une maniére quelconque. Cela posé, si on introduit les nota-
tions nouvelles

(2) U=— F(u)du =—1iH2(¢) dt,
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les équations (1) prendront la forme suivante
= gﬁvfi[(}?(t) — H2(t)] de,

(3) Cr =R 1 -1,
= :g{jaziG(t)H(t)dl,

qui a été donnée par M. Weierstrass ().

Des formules (2), qui servent de définition 2 H(¢) et a G (¢), on
déduit les suivantes

) PN 1 :

(4 )= per—cir

et

(4a) F(w)dur=i(HG — GH') ds2,

G’ et I’ désignant les dérivées de G et de H par rapport a ¢. Par
suite, la fonction & définie dans le Chapitre précédent aura ici
pour expression

(5) s:f\/z—i(ﬁ’(—}’~GH’)dt;

I’équation différentielle des lignes asymptotiques (n°® 197) de-
viendra

(6) R I(HG — GH') dez = o,
et celle des lignes de courbure sera, de méme,
(7) R (HG — GH) dr2 = o.

Nous allons maintenant chercher comment se transforment,
avec les notations nouvelles, les équations relatives a un déplace-
ment de la surface ou & un changement d’axes coordonnés.

282. Reprenons les formules, données aux n° 198, 199,

IND

me -+ n

= ———— () :’:
(8) u P (y (0)= F(u)

(my— nov)ﬁ"

(*) Monatsberichte der K. P. Akademie, p. 612 et suiv.; 1866.
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qui définissent le déplacement. On peut écrire la seconde sous la
forme

~

3
(my— nyv)?

(9) G(o)dy = F(uw) du.

Sil'on désigne par G, (z), H,(¢) les valeurs nouvelles de G(¢),
H(¢), c’est-a-dire les valeurs de ces fonclions relatives a la sur-
face déplacée, on aura, d’aprés la définition méme de ces quan-
tités,

(10) o= G(o)dy = — iH2 (1) dt.
En portant ces valeurs dans la premiére équation (8) et dans
I’équation (9), on trouvera

G(t)  mG(t)—nH;(2)
H(t) moH. () + noGy(2)’
SH2(¢) H2 ()
[moH(2)+ noGi(2)]?

H3(t) =

ou, plus simplement,

G(t) = 2% Gy (6) — = Hy (1),
Ve V3
H()="2 Gy(2)+ 2 Hy(1),
R Ve Ve
le radical /3 pouvant étre pris, soit avec le signe -, soit avec le
signe —. Ce double signe devait naturellement se présenter; car
la forme (3) donnée aux équations qui définissent la surface n’est
pas altérée si 'on change a Ia fois le signe de H et celui de G.
Comme ¢ désigne, dans les formules précédentes (n° 198), le
déterminant

(11)

mmgy—+ nny,

on voit que le déterminant de la substitution linéaire définie
par les formules (x1) est toujours égal & ’unité. De la résulte
le théoréme suivant :

Un déplacement de la surface minima, ou plutét un déplace-
ment de la courbe minima définie par les éguations

(12) z=1 f(G—H2dt, y= [(G2+H2dt, = f2iGHde,
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setraduit par une substitution linéaire, aw déterminant —+1,
eflectuée sur G(t) et H(t), H, et G, désignant les nouvelles
valeurs de H et de G, on a

mo n

G(t)= —\/g 1(t)——‘/3Hx(t),
H(t) = 20 Gi(t) -+ T2H, (¢);
(6) = Z8 Gu(0) + T2 HL(0)

st le déplacement est réel, m, et n, sont respectivement les ima-
ginaires conjuguées de m et de n.

283. La proposition si simple que nous venons d’établir conduit
immédiatement & une conséquence importante. Formons 1"équa-
tion du second ordre

d20

dl
(13) P a0 =0,

qui admet comme solutions particuli¢res les deux fonctions G(¢)
et H(¢); il résulte du théoréme précédent que cette équation de-
meurera la méme lorsqu’on déplacera la surface d’une maniére quel-
conque dans I’espace. Il est donc naturel de se proposer la ques-
tion sulvante :

Considérons une équation linéaire du second ordre donnée «
priori, et prenons pour G(¢) et H(¢) deux solutions particuliéres
quelconques de cette équation. On aura ainsi.une infinité de sur-
faces minima qui dépendront de quatre constantes arbitraires, pou-
vant élre imaginaires. Nous dirons que ces surfaces forment une
méme famille. Peut-on passer d’une de ces surfaces a toute autre
par un simple déplacement? Ou, s’il n’en est pas ainsi, quelles
sont les relations géométriques entre les différentes surfaces de la
méme famille?

Pour répondre a cette question, il suffit de remarquer que l'on
passe d’une des surfaces a toute autre de la méme famille en effec-
tuant sur G et H la substitution linéaire la plus générale. Or une
telle substitution résulte toujours de la composition des deux sui-

vantes
G = aGy, H=aH;
et

G = 2 Gy, H = ei2H,,
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ol a et a désignent des quantités réelles, avec une substitution
quelconque au déterminant 1.

La premiére de ces trois substitutions définit une transformation
homothétique a pole el a module réel, suivie, si 'on veut, d'une
translation. Elle aura donc pour effet de remplacer la surface
minima par une surface homothétique.

La seconde définit une transformation homothétique a pole réel
et a module imaginaire; en sorte que les modules des deux trans-
formations appliquées aux deux courbes minima dont la transla-
tion engendre la surface sont imaginaires conjugués. S1 l'on se
reporle au commencement du Chapitre V, on reconnait immédia-
tement que les surfaces obtenues sont les surfaces assocides a la
sarface primitive. On aura, en particulier, la surface adjointe si
I'on prend

(rf) G, =ViG, H, = /7 H.

Enfin la substitution au déterminant -+ 1 définit un déplacement
qui est généralement imaginaire.

En réunissant les résultats précédents, nous obtenons laréponse
suivante & la question proposée.

Toutes les surfaces réelles d’'une méme famille se déduisent de
I'une d’elles par ’emploi des deux opérations suivantes : transfor-
mations homothétiques a pole réel et 4 modules imaginaires con-
jugués, appliquées respectivement aux deux courbes minima dont
la translation engendre la surface; déplacements imaginaires con-
jugués respectivement appliqués a ces deux courbes. La premiére
de ces opérations donne les surfaces homothétiques des surfaces
associées i la proposée. Quant a la seconde, elle n’a pas encore
été étudiée avec tout le soin qu’elle parait mériter. En général,
I’étude des surfaces minima qui correspondent & une méme équa-
tion linéaire du second ordre présenterait, au point de vue analy-
tique aussi bien qu’au point de vue géométrique, untrés grand in-
térét.

284. Nous venons de voir qu’un déplacement de la surface se
traduit par une substitution linéaire, au déterminant - 1, effectuée
sur G et H; on reconnait aisément que 'opération plus complexe
par laquelle, aprés avoir déplacé la surface, on prend sa symétrique
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par rapport & un plan, se traduit de méme par la subslitution, au
déterminant — 1,
m n
Vo Ve
1 1242
H(t) = 26, (t) — "2 H (1),
Ve V3
ot my, 1y sont les conjuguées de m et de n quand la transforma-
tion est réelle.

| ()= "2 Gi(0) + 2, (2),

(15)

Pour obtenir, en effet, par rapport a un plan donné (P), la sy-
métrique (F;)d’une figure (F) que I'on a déplacée d’abord d’une
maniére quelconque, on peut évidemment prendre la symétrique
(F"y de (F) par rapport & un plan particulier et soumettre ensuite
(F’y & un déplacement convenablement choisi. Or, si I'on effectue
ici la transformation

G(1) = Ga(2), M (£)=—H,(0),

la coordonnée = de la surface change seule de signe, el cette sur-
face est remplacée par sa symdéirique relativement au plan des xy.
Si l'on applique ensuite a G, et a H, les transformations qui ca-
ractérisent un déplacement réel, on obtient effectivement la sub-
stitution, de déterminant — 1, définie par les formules (15).

Nous aurons & employer dans la suite les formes canoniques
des substitutions linéairves (11) et (15); on les obtient sans diffi-
culté de la maniére suivante.

Nous avons déja remarqué que, sil’on considére la rotation dé-
finie par la substitution linéaire

me + n

U= —
moy— Ny ¢

et sil’on prend pour axe des 5 l'axe de cette rotation, on doit faire

e
i =

i i
, me=e 2,

ST

1= 1nyg= 0, mn = e

o désignant ’angle de la rotation. Si I'on introduit ces hypothéses
dans les formules (11) et (15), on trouvera

(Ila) G(t):sﬂ

H(z)=-:e
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pour la forme canonique de la substitution (r1), et

,

©lR

SG(z): ce ' Gy (1),

(154)

i

w0l R

f H(t)=—zce'2 H, (1),

pour la forme canonique de la substitution (15). Dans ces deux
systémes de formules, ¢ désigne 'unité positive ou négative. Les
derniéres mettent en évidence le théoréme suivant, auquel on
parvient aussi par la Géométrie : Tout déplacement suivi d’une
transformation par symétrie relative a un plan quelconque équi-
vaut & une rotation d’angle fini autour d’une droite, suivie d’une
transformation par symétrie relative & un plan perpendiculaire a
la droite.

283. Nous allons appliquer les remarques précédentes a la ré-
solution du probléme étudié dans le Chapitre précédent, c’est-
a-dire a la détermination du segment de surface minima (M)
limité par la chaine de plans ct de droites qui a été déja définie;
mais nous présenterons d’abord la remarque suivante, qui sim-
plifiera la solution.

Imaginons le segment de surface (N), adjoint a (M), et cher-
chons comment il sera limité. D’apres les propriétés données au
Chapitre V (n° 211), les plans tangents aux points correspondants
des deux segments seront paralléles, et deux éléments correspon-
dants seront toujours perpendiculaires. Il suit de la qu’a une droite
(d)limitant (M) correspondra nécessairecment sur (IN) une courbe

) dont les langentes seront perpendiculaires a la droite. La
courbe (C) sera donc située dans un plan (P) perpendiculaire a la
‘droite; et le plan tangent a (N) en chaque point de cette courbe
sera nécessairement paralléle a la droite (d), c’est-a-dire perpen-
diculaire au plan (P). Ainsi, a chaque droite (), limite de (M),
correspond une courbe plane (C), limite de (IN); et cette courbe
est située dans un plan que la surface doit couper normalement.

On démontrera tout aussi facilement qu’a chaque courbe plane,
limite de (M), correspond une droite, limite de (N); et I'on peut
énoncer la proposition suivante :

Le segment adjoint (N) est limité par une chaine toute pa-

460 LIVRE III. — CHAP. XI.

reille a celle qui limite (M) ; deux éléments correspondants des
deux chaines sont toujours d’espeéce différente et sont perpen-
diculaires Uun a Uautre.

Cela posé, considérons la représentation conforme du segment
(M) sur la partie supérieure du plan; et prenons maintenant pour
t la variable complexe qui réalise cette transformation, c’est-
a-dire l’affixe du point de la partie supérieure du plan qui corres~
pond au point de la surface; G(¢) et H(¢) seront alors des fonc-

tions qu’il faudra déterminer, au moins pour toutes les valeurs de

¢t dont la partie imaginaire est positive. Nous avons vu que, si’on
passe au segment adjoint (N), il faut les multiplier I'une et 'autre

par \/2.
Formons I’équation du second ordre
daz0 d0
(16) diz —*—_P—[']’tﬁ—'qe:O,

a laquelle satisfont G et . Les coefflicients p et ¢ sont des fonc-
tions de ¢ déterminées par les formules

__ GH"— HG” _ G'H' —H'G

(17) P = GH — HG' > q - GH’ — I—]G"_.

D’apres les remarques précédentes, ces fonctions nouvelles ne
changent pas lorsqu’on déplace la surface (M), ou lorsqu’on la
remplace par son adjointe. Ces propriétés sont trés importantes
au point de vue de la question que nous avons a résoudre; elles
permettent de substituer, avec de grands avantages, I’étude des
fonctions p et ¢ a celle de G et de H; on pourra, en effet, dans
I’étude de p et de ¢, orienter le contour donné de la maniére qui
sera le plus commode, ou encore substituer au segment (M) le
segment adjoint (N).

286. Prenons d’abord un point a I'intérieur de (M), correspon-
dant & une valeur imaginaire ¢ de ¢. On peut choisir ce point
pour origine et prendre pour axe des z la normale en ce point; les
coordonnées x, y, 5 d’'un point voisin de la surface seront déve-
loppables suivant les puissances de ¢ — a et de la quantité con-
juguée ¢, — a,; et les premiéres_puissances de ces deux binémes
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devront apparaitre dans 'un au moins de ces développements.
Par suite, les trois intégrales

L t

ftGﬂ(t) dt, f G()H(¢)de, f H2(t) dt

e a ~a
seront développables suivant les puissances entiéres de ¢ — «, et 'un
des deux développements au moins devra contenir la premiére
puissance de t— . Comme la variable « doit étre nulle ou infinie
a lorigine, d’aprésla direction attribuée a I’axe des z, il résulte de
I'expression (2) de « que I'une des fonctions G(¢), H(¢) sera infi-
niment petite par rapport a ’autre. Soit, pour fixer les idées, H ()
celle dont le degré est le moins élevé. La derniére des trois inté-
grales précédentes sera celle qui aura le moindre degré et qui

contiendra, par conséquent, la premiére puissance de {— a. On
pourra donc écrire

2

H2(t)dt =(t —a)P(t—a),

“a
ou, en différentiant,

(18) H(¢)=P(t—a),

P ayant la signification que nous lui avons toujours donnée, c’est-
a-dire représentant une série ordonnée suivant les puissances
positives de ¢ — « et ne s’annulant pas pour ¢ = «.

Quant a G(¢), il sera déterminé par la formule

t
f G(OH(t)dt = (t— a)P(t—a);

d’ott Von déduira, par la différentiation et la substitution de la
valeur de H,

(184) G(1) = (t —ay—iP(t—a),

n étant un nombre entier au moins égal a 2.

D’apres ces développements, on voit que le point ¢ = « est né-
cessairement un point ordinaire de I’équation linéaire toutes les
fois que n est égal a 2. Si n est égal ou supérieur a 3, ce sera au
contraire un point & apparence singuliére. Le point corres-
pondant du segment (M) sera alors un de ceux auxquels nous
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avons donné (n° 278) le nom de points de ramification. En
réunissant les deux cas, nous pouvons énoncer cetle premiére
proposition :

L’équation linéaire n’aura que des points ordinaires ou des
points a apparence singuliére pour toutes les valeurs de t qurt
sont représentées par des points de la partie supérieure du

plan.

Si, des expressions de G et de H, on déduit celles de p et de ¢,
on trouvera

[ n-—2

p=—- ——+A+-B(l—a)+...,
(19) S e

{ . /) N

R

les coefficients /o, A, B, ... pouvant étre nuls. On aura de
méme, en substituant les valeurs de G et de H dans les équations

(2) et (5),

(194) wu=(t—a)1P(t—a), <{%§>2:(t-—-a)”—2 P(t—a).

287. Examinons maintenant les points situés sur le contour de
(M), et supposons d’abord que la portion du contour considérée
soit une droite (d). Choisissons les axes de telle maniére que (d)
soit parallele a axe des . Si l'on se déplace sur la droite, ¢
prendra des valeurs réelles comprises entre les deux valeurs ay,
a1 qui correspondent aux deux sommets du contour situés sur
(d), et les différentielles dx, dz devront étre nulles. On sera ainsi
conduit aux deux équations

Ri(G2—H2) = o, RiGH = o,

ou, en désignant par G, et H, les imaginaires conjugudées de G et
de H,
G? — H? = G2 — W32,
GH = G H;.

On déduit de la 'un des systémes

G =G, G ——ciH,,
H=:H,, H= 2iGy,
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ol ¢ désigne l'unité, positive ou négative. Le secoird doit étre
écarté; car 1l conduirait a I’équation impossible
GG1 —t- HHl = 0,
et d’ailleurs il donnerait dy = o. Il reste donc seulement le pre-
mier, d’ou 'on conclut que les quantités

(1—e)iT (1—e)iT

e % G, e + 1

sont égales a leurs conjuguées et sont, par conséquent, réelles.

Ainsi I'équation linéaire doit admettre, pour toutes les valeurs
réelles de ¢ comprises entre a; et axyy, deux solutions particuliéres
réelles.

La méme conclusion a lieu lorsque la partie considérée du con-
tour est une des courbes planes situées dans les plans que la sur-
face doit couper normalement; car il suffit alors (n° 283), pour
retrouver Je cas précédent, de passer a la surface adjointe et de
remplacer G; H par G\/¢, Hy/Z. On est ainsi conduit a la régle
sulvante : '

Si la portion considérée du contour est une droite, supposons
que Paxe des y ait été choisi paralléle a cette droite; si elle est une
courbe plane, supposons que I'axe des y soit perpendiculaire au
plan de cette courbe; et soient G(¢), H(¢) les solutions particu-
licres relatives & cette position des axes coordonnés. Les inté-
grales

-1

&

ni — niE
TG,  ¢FFH(r)

seront réelles sur toute la partie considérée du contour, n étant
un nombre entiér, qui sera pair st la portion du contour est
rectiligne et impair st elle est simplement plane.

Il suit de la que, si 'on considére une chaine composée de s
éléments et si I'on désigne par ay, ds, ..., a; les valeurs de ¢ rela-
tives aux divers sommets de cette chaine, I’équation linéaire ad-
mettra deux solutions particuli¢res réelles pour chacun des inter-
valles (ayas), (asas), ..., (as_1as), (a;w a,), c’est-a-dire pour
toutes les valeurs réelles de ¢. Donc les fonctions p et q de la
variable t seront nécessairement réelles pour toutes les valeurs
réelles de t.
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288. On peut déduire des résultats précédents d'autres consé-
quences en adoptant la méthode de prolongement analytique due
a Riemann et & M. Schwarz et développée au n° 130. Nous avons
vu que, si une fonction est déterminée pour la partie supérieure
du plan et si elle est réelle pour des valeurs réelles de ¢, elle peut
étre définie pour la partie inférieure du plan par la convention ue
les valeurs de la fonction relatives & deux valeurs imaginaires con-
juguées de ¢ soient elles-mémes imaginaires conjuguées.

Appliquons cette méthode aux deux intégrales

=13

7 LT
*

671[ G(t), 6Ill

H(2),

qui ont ¢éLé reconnues réelles; mais supposons que l'on passe de
la partie supérieure a la partie inférieure du plan, seulement en
franchissant la portion de ’axe réel qui est comprise entre les deux
points ax, @zyy et qui correspond a la portion spécialement con-
sidérée du contour. Nous allons montrer que le prolongement
analytique des deux intégrales donne un segment de surface mi-
nima (M) qui est précisément le symétrique de (M) par rapport
a la droite ou au plan de la chaine; de plus, deux points des deux
segments placés symétriquement par rapport a 1'élément de la
chaine correspondent a des valeurs imaginaires conjuguées de ¢.
Pour plus de netteté, supposons que cet élément de la chaine soit
une droite; alors on pourra poser
_nim
G(ty=e 2 g(1),

ni T

H(t)=-e 2 (1),

g et /v étant réelles pour des valeurs réelles de ¢ et n étant entier.

Le segment de surface qui correspond aux valeurs ¢, de ¢ re-
présentées' dans la partie inférieure du plan sera défini par les
formules

[ 2= R [(—D)ni[g2t))— k2 (t;)] dts,
(20) Cy =R [0 g2 () + R ()] dby,
{ 5 = c‘Rf(—I)'Qig(ti)h(tl) dey.

Sil’on change 7 en — 7 dans les expressions soumises au signe
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R, ce qui ne change pas les parties réelles, on a

g’ =R f(—0n+ri[ g2(2) — ()] dL,
(21) ) y=RS=n0rlg2 () R (0] di,

=R J(—nrtaig(t)yhi(t)di.

Ce sont les formules qui conviennent au segment (M), mais o
I’on aurait changé le signe de « et de 5. On obuient donc, comme
nous I'avons annoncé, le segment symétrique de (M) par rapport
a la droite considérée du contour.

Les intégrales g(¢), /i(¢) de I'équation différentielle étant des
fonctions linéaires connues des deux intégrales qui correspondent
A une position déterminée, toujours la méme, de (M) par rapport
aux axes, on voit que ces deux intégrales peuvent étre prolongées
analytiquement; maisil y auraautant de prolongements analytiques
qu’il y a d’éléments au contour. Si Yon passe de la partie supé-
rieure du ptan & la partie inférieare en traversant le segment
aya, de I'axe réel, on obtiendra un segment (M) symétrique de
(M) par rapport au premier ¢lément de la chaine qui détermine
le contour; si l'on traverse le segment aya;, on obtiendra le
segment (M3) symétrique de (M) par rapport au second élé-
ment de la chaine, et ainsi de suite; si 'on traverse enfin lc
dernier segment a;o a;, on aura le segment (M{) symé-
trique de (M) par rapport au s et dernier élément du con-
tour. Dans tous ces segments, le point symétrique d’un méme
point de (M) correspond a une méme valeur ¢, de ¢, et cette
valeur est imaginaire conjuguée de celle qui définit le point
de (M).

On obtient ainsi s prolongements analytiques différents des
fontions G(¢), H(¢); mais, comme ces prolongements donnent
des segments tous symétriques de (M) et qui peuvent, par con-
séquent, se déduire les uns des autres, soil par des déplacements,
soit par des déplacements suivis d’unec transformation par sy-
métrie rclative a un plan, on doit conclure de la proposition du
n° 282 que les divers systémes de valeurs de G et de H
ainsi définis s’obtiendront en combinant lindairement les va-

D. —1T. 3o

4606 LIVRE III. — CHAP. XI.

leurs de G et de H relatives & 'un quelconque d’entre eux (').

Par suite, ’équation linéaire (16) demeurera la méme pour tous
ces segments, ou, ce qui est la méme chose, les fonctions p et ¢
ne peuvent étre prolongées analytiquement que d’une seule ma-
niére. En d’autres termes, les fonctions p et g doivent étre uni-
formes dans toute U’étendue du plan. Elles sont réelles pour des
valeurs réelles de ¢, et prennent des valeurs imaginaires conjuguées
lorsqu’on substitue a £ des valeurs imaginaires conjuguées. Comme,
d’apres les propriétés du prolongement analytique (n° 130), les
fonctions G et H ne cessent pas d’étre développables en séries
enliéres pour les différents points du contour qui ne sont pas des
sommets, on voit qu’en dehors de ces sommets 1’équation linéaire
ne peut avoir que des points ordinaires, ou des points a apparence
singuliére; et méme, si Uon exclut hypothése de points mul-
tiples de la surface situés sur le contour, une des intégrales parti-
culiéres devra rester finie pour chacun de ces points.

En résumé, l’équation linéaire dont dépend la solution du
probléeme doit avoir ses coefficients uniformes dans toute U’é-
tendue du plan, et réels pour des valeurs réelles de t. St l’on
exclut les valeurs t = ay qui correspondent aux sommets du
contour, elle ne peut avoir que des points a apparence singu-
liere pour lesquels une des deux intégrales particulic¢res
demeure finie et différente de zéro.

(1) S’il subsistait un doute sur ce point, on pourrait le lever de la maniére
suivante :

Nous avons vu que, pour chacun des intervalles (a, ), il existe dcux inté-
grales de l'équation linéaire qui sont réelles pour les valeurs réelles de £ com-
prises dans l’intervalle et qui, par suite, prennent des valeurs imaginaires con-
juguées pour des valeurs imaginaires conjuguées de ¢ lorsqu’on les prolonge a
travers Uintervalle (a,a,.,).

11 suit dc 1a que Yon peut prolonger analytiquement deux intégrales quelconques
de I'équation linéaire, et cela d’autant de maniéres qu’il y a d’intervalles diflé-
rents. Chacun de ces prolongements donnera évidemment pour G (¢,) ct H(¢,),
Z, étant imaginaire conjuguée de ¢,, des fonctions linéaires

aG,+b0H,, a'G,+ b'H,
des quantités G, et H, qui sont les imaginaires conjuguées de G (¢), H(¢). Par

suite, les différents systémes de valeurs de G (¢,), H(¢,) s’obtiendront en com-
binant linéairement ’un quelconque d’entre cux.
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Les points a apparence singuliére pourront étre réels; mais, s’ils

sont imaginaires, ils seront placés symétriquement par rapport a
I’axe réel.

289. Sile point correspondant a la valeur «o de ¢ n’est pas un
des sommets de la chaine qui limite le contour, il est aisé de re-
connaitre quelle sera la forme de p et ¢ dans le domaine de I'in-
fin1. Il suffit, pour cela, de faire la remarque suivante :

Soient ¢ une variable quelconque et G(¢), H(t) les deux fonc-
tions qui déterminent la surface minima; si ’on substitue a ¢ une
nouvelle variable ¢/, les nouvelles valeurs de G et de H seront

dt dt
G ——> H —=
dt dt
D’apres cela, si nous désignons par « une valeur réelle de ¢ qui

détermine un point ordinaire de I'équation différentielle, cette
déquation admettra deux solutions de la forme

P(t—a), (t—a)Pi(t—ua);
si I’on cffectue la substitution réelle

4

o= -
et sil’on applique la régle que nous venons d’énoncer, on trouvera
les deux solutions

I 1 I 1

?P<27>’ 'ﬁpl<z/>’

qui caractérisent le cas ot le point £ =0 n’est ni un sommet du
contour, ni un point a apparence singuliére. En portant ces deux
solutions dans les formules (177), on trouvera, pour les valeurs de

p etde ¢q,
[ 4 A
‘j) :'t—_ ’T‘ﬁ"‘[’. 3
(22) ] 2 A
[e=%+%

Il faut remarquer 1’égalité des coefficients de ~ dans p ct de —
= {3

dans ¢.
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290. 1l reste donc, pour terminer cette discussion, 4 examiner
quelle est la forme des intégrales G, H et des coefficients p, ¢ dans
le voisinage des valeurs ¢ = a; qui correspondent aux sommets de
la chaine. On peut employer pour cela deux méthodes différentes.
Voici la premiére :

Soit (fig. 24) t un point compris dans la partie supérieure du
plan, auquel correspond un point 7 de (M); soit ¢, le point sy-
métrique de £ par rapport a 'axe réel. Sion passe de ¢ a ¢, par

Fig. 24.

Af—1 Loy 7/' Uy

le chemin ¢z ¢; qui coupe l'axe entre «a; et az,,, on doit passer, sur
la surface, du point 72 au point 72, qui est’homologue ou le symé-
trique de m dans le segment (M}). Si, au contraire, on suit le
chemin ¢3¢, qui coupe 'axe réel entre ax_, et az, on obtiendra
le point m, symétrique de m dans le segment (M7_,). 1l suit de la
que le lacet ¢, Btat, effectuera sur les deux intégrales particuliéres
relatives au segment (MJ_,) précisément la substitution linéaire:
par laquelle on passe de ce segment au suivant (M?}).

Les deux formes canoniques de cette substitution ont été don-
nées au n° 284. Elles sont contenues dans les deux systémes sui-
vants

. G(t) = e tanGy(2),
(23) 3 H(z) == eom H,(2),

/ G(t) = e~ anGy (),
(24) g H(t)=— eizm Hi(1),

qui conviennent, le premier au cas ot les deux éléments du con—
tour qui se croisent au sommet a; sont de méme espéce, le second
au cas ol ces éléments sont d’espéce différente. On déduit immé-
diatement de la qu’il existe, pour le point critique @, deux inté-
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grales G et H telles que les produits

W R

(¢4
(t—ap)2G, (t— a/,.)_z’ll

pour le premier cas, et
24 11—

(t—azr)* G, (t—ay) * H
pour le second, soient des fonctions uniformes dans le domaine
du point «y.
Comme les quadratures

SGrde, f[fGHdr, [H2da,

qui entrent dans les équations par lesquelles se détermine la sur-
face, ne peuvent devenir infinies ou indéterminées dans le voisi-
nage de la valeur ay, il est inadmissible que les fonctions uniformes
auxquelles nous sommes conduits admettent le point @z comme
point singulier essentiel. Ce point ne peut étre qu’un pdle et,
par suite, l’équation linéaire devra admetire deux intégrales
réguliéres a exposants réels. On voit méme que la somme des
exposants de ces deux intégrales sera un nombre entier ou la
moitié d’'un nombre impair, suivant que les éléments du contour
qui se réunissent au sommet considéré sont de méme espéce ou
d’espéce différente.

291. On peut encore établir tous ces résultats en utilisant les
deux représentations conformes de (M). Supposons seulement que
la portion de (M) infiniment voisine du sommet «; ait une repré-
sentation sphérique (S) et une représentation plane (¥) parfai-
tement définies. Alors, en suivant la marche indiquée aux n°s 131
et 133 et appliquée déja dans le Chapitre précédent, on reconnait
qu'avec des axes convenablement choisis la valeur de «, dans le
voisinage du point ¢ == ay, est

U = (t —_ ak)'lk P(t —az),

axm étant Pangle dont il faut faire tourner 'un des c6tés du con-
tour dans la représentation sphérique (S) pour I'appliquer sur le
sulvant, en restant toujours dans la surface de Riemann qui sert
de représentation sphérique a (M). De méme, dans la représenta-
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tion plane (£) définie au Chapitre précédent, il faudra faire tourner

I'un des codtés du contour d’un angle 7 — pour I'appliquer sur le
30"

suivant; 7n sera pairsi les deux éléments consécutifs sont de méme
espece, c’est-a-dire si les portions du contour qui se réunissent
au sommet sont toutes deux des droites ou toutes deux des lignes
de courbure planes; il sera impair dans le cas contraire. On aura
donc

n

o= (t—a;) P(t—az).
Ces deux valeurs de « et de ¢ permettent de déterminer deux inté-

grales particuliéres G(z) et H(¢). On déduit en effet des formules
(2) et (5) les valeurs suivantes

‘ T P {
(25) Gy /L ude H:\/ié
) 2 Vdu dt 2 Vdu dt

de G et de II. En y portant les développements en séric obtenus
pour ¢ et pour u«, on trouve les expressions

11—2+%
G=(t—a)* 2P (t—ap),
n—2 oy

H=(t—az) * 2P ({—ay),

qui mettent en évidence la forme réguliere de G et de II. 1l sera
plus commode d’écrire par la suite

o
G=(t—a)* 2P (t—a)
1y, oLy

H=0—an* 2P (t—ayz).

(26)

Le nouveau nombre entier n2; se déterminera d’ailleurs comme
I’ancien. 1l sera pair si les deux c6tés consécutifs du contour sont
de méme nature : nous dirons alors que le sommet considéré est
de premiére espéce. 1l sera impair si les deux cotés consécutifs
sont de nature différente : nous dirons alors que le sommet est
de seconde espece.

Des expressions de G et de H, on déduit par les formules (17)




LES FORMULES DEE M. WEIERSTRASS.

E=N
)
-

celles de p et de ¢g. On a ainsi

npg
= 2 A =B —ag)
) (p»— i —ay T — D L)
-
o7 i %
16 4 foy.
= O T LA +B(t—ap) ...
q (T —an)? { —ay 1 1 i) )
A, B, A Ay, By, ... étant des coefficients qui pourront étre

nuls, mais sont évidemment réels.

292. Les formules précédentes dépendent de nombres entiers
qu’il ne sera pas toujours facile de fixer a priori. Nous donnerons
plus loin des relations auxquelles ils doivent satisfaire ; mais il ne
sera pas inutile de montrer comment on peut les déterminer imn-
médiatement lorsqu’on a une idée nette et unc vue générale de la
surface cherchée.

D’abord «; sera déterminé sans ambiguité si I’on apergoit nette-
ment la représentation sphérique de la surface.

En ce qui concerne n;, remarquons d’abord que, si le sommet
considéré est a distance finie, 1l faudra que les intégrales

JSG2(eyde, [H2e)de, [G(e)H(t)dt
demeurent finies pour ¢ = ;. Cela donne la relation d’inégalité

7 -
—F —ap--1>>0,
2
qui devra toujours étre véritiée.
D’autre part, si I'on néglige les termes de degré supérieur,
I’équation de la surface dans le voisinage du point a; est de la
forme

— O +1
’

'Lk

z=RAI(l—ay)?

(?8) — 41
2

nj,
y=RA (t —az)?

s = 0,

A étant une constante quelconque réelle ou imaginaire. Par con
séquent, lorsque la variable ¢ décrira, dans la partie supérieurc
du plan, un demi-cercle infiniment petit autour du point az, le
point correspondant de la surface décrira un petit arc de cercle

472 LIVRE III. — GHAP. XI.
égal A

g '
T — %y 1) = %, T

\ 2
Cet angle est donc celui dont tourne le rayon vecteur qui joint le
point de la surface au sommet infiniment voisin quand on passe
d’un c6té du contour au suivant. Il est évidemment connu si l’on
a une idée générale de la forme de la surface; sa valeur suffira a
déterminer ;.

293. Les formes de G, H, p, ¢ étant déterminées dans le voi-
sinage de tous les points du plan, il est aisé maintenant d’obtenir
les expressions générales de p et de ¢. Désignons par la lettre &
les valeurs de ¢ qui correspondent aux points & apparence singu-
liere réels et par n’/, 2/ les valeurs correspondantes de 'exposant et
du coefficient & qui figurent dans les formules (19). Désignons de
méme par les lettres ¢, ¢, les valeurs de ¢ imaginaires conjugudes
correspondantes aux différents points a apparence singuliére qui
sont deux a deux i1maginaires conjugués, et soient de méme n",
1", k', les valeurs de P’entier n et de la constante / relatives a ces
points. D’aprés les résultats établis plus haut et les formules (19),
(27), les deux fonctions

ny.
I— — r " 12
2, 2 — n 2 — 7t 92— 12
) —— —_ —— i —
/ Zt——ak Et——b Z<t—c t—c1>’
X

I 2

. Z 14 — % o Iy, n 2 n I
7 4 (t— ay)? t—ayn | t— 0 t——c+t———cl

demeureront finies et continues pour toutes les valeurs finies de ¢;
elles deviennent d’ailleurs nulles, d’aprés les formules (22), pour

t = ». Ces deux fonctions seront donc nulles pour toutes les va-
leurs de ¢, et ’on pourra poser

/ .
)#EI_‘)‘ N 2—n'+2<?;—~nz+z-~7;j>
L= t— ap | t— b t—c¢ ‘i —c¢ )’
ni

‘ L
(29) _ 2 T4 *h hy
7= 4 (t—ap)? - ar

~Ert B ()
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1l faudra de plus, pour que les fonctions p et ¢ admettent la
forme (22) dans le domaine de l'infini, que les constantes satis-
fassent aux équations

2(1 — ]—:iw +E(2 —n') - 22.(2—— n'y =4,

Ehk —;—E/z'+2(h”+ 1Y = o,

n o’ , " ,
(30) E[l—b’—~ Ti—/i—%—ct/flz/,] —i—Eb/l ~:~E(ch S+ i)y =2,

]7'2; l?;: 2 9 7! 9 U 9 "
E[< 8/ — é)ak — a;/m] —1~Eb~h *I—-E(C‘/L -+ ¢t Ity
= <1—— ]}£>a4,-+z(2-zz’)b +E(2——n”)(c+cﬂ.

2

Telles sont les relations qui déterminent, autant que possible,
I’équation linéaire; il faudra leur ajouter encore, pour chacun des
points & apparence singuliére, I’équation de condition, d’une for-
mation facile, par laquelle on exprime que l'intégrale générale ne
contient pas de logarithmes, dans le voisinage de ce point.

294. L’équation différentielle une fois formée, le probleme est
loin d’étre résolu. Il y a encore & examiner deux questions tres
cssentielles. Reprenons ces segments (M?), (M3), ..., (M) qui
sont les symétriques de (M) par rapport aux divers éléments de la
chaine; et soient, par exemple, G (¢y), I1(¢,) les valeurs des inté-
grales qui correspondent au premier segment. Pour passer de ces
valeurs a celles qui correspondent au second segment, il faut
suivre un lacet qui, partant du point ¢,, pénétrera dans la partie
supérieure du plan en passant enlre «, ct a,, puis reviendra au
point de départ en passant entre «, et 3. On reviendra alors au
point ¢, et les nouvelles valeurs de G et de H seront des fonctions
linéaires des anciennes. Or ces nouvelles valeurs, nous I'avons déja
remarqué, sont connues @ priori. On les obtiendrait en effectuant
sur les intégrales primitives la substitution, au déterminant —-1
ou — 1 suivant les cas, par laquelle on peut passer directement du
segment (MY) au segment (M9).

Comme ce raisonnement peut s’appliquer a tous les lacets dé-
crits autour des différents points critiques, nous sommes conduits
a la conclusion suivante :
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1! ne suffira pas de savoir former l’équation différentielle;
il faudra encore exprimer que deux intégrales convenablement
choisies subissent des modifications parfaitement déterminces
lorsqu’on suit un chemin quelconque ramenant auw point de
depart.

Ce probléeme est posé depuis la publication des recherches
récentes sur les équations linéaires, et il n’a encore recu de solu-
tion que pour certains cas particuliers.

Quoi qu’il en soit, supposons résolue cette premiére difficulté.
Une énumération de constantes que I’on trouvera dans le Mémoire
de Riemann, et que nous omettrons ici, montre facilement que 1’on
pourra disposer de celles de ces constantes qui demeurent arbi-
traires pour identifier le contour obtenu avec celui qui est donné
a priori, c¢’est-a-dire que I'on aura autant d’équations que d’incon-
nues. Maisle probléme qui consisterait & résoudre ces équations,
ou & démontrer au moins qu’elles sont possibles, n’a pas été traité
d’une maniére générale et n’a été examiné par Riemann que dans
un cas particulier, qui sera étudié plus loin au n° 307. Tous les
exemples complétement achevés donnés dans le Chapitre précé-
dent appartiennent, comme nous l'avons remarqué, a la classe de
ceux pour lesquels la forme du contour est entiérement définie
par la direction des éléments.

2935. On peut éclaircir encore les remarques précédentes en
supposant donnée a priori U'équation lindaire (16), dans laquelle
p et g auront les valeurs déterminées par les formules (29), et en
étudiant la famille de surfaces minima (n°® 283) définie par cette
¢quation. Pour chacune des surfaces de cette famille, il existe un
segment (M) correspondant aux valeurs de ¢ dont la partie réelle
est positive, segment parfaitement continu et limité par un con-
tour dont la représentation sphérique (S) est formée par des arcs
de grand cercle ou de petit cercle, se coupant consécutivement
sous des angles déterminés. Cette derniére propriété a été déja
donnée au n° 133 pour une équation linéaire plus générale et
résulte uniquement de ce que I'équation admet deux solutions
particuliéres réelles dans chacun des intervalles réels déterminés
par les points singuliers. Considérons maintenant la représentation
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plane (%) définie par la formule

‘ 1
do —ng dt

(31) (the

1 n"

[ =c]le— a/;)nT‘k_—ZH(t— bf;"_‘[[[(z —e)(t—en)?

Les portions du contour qui devraient étre des droites ont ici
pour représentation des droites (8), toutes paralléles ou perpen-
diculaires les unes aux autres; il en est de méme pour les portions
du contour de (M) qui devraient étre des lignes de courbure
planes; elles ont pour représentation plane des droites (3') qui
font avec les précédentes (3) des angles égaux a un multiple im-
pair de 77: Si donc on a choisi arbitrairement deux solutions par-
ticulieres, G et H, de I’équation linéaire, on pourra toujours, en
les multipliant par une méme constante, ce qui nc change pas
leur rapport et ne modifie pas, par conséquent, la représentation
sphérique de la surface minima correspondante, donner a la con-
stante C qui figure dans la formule (31) un argument tel que les
droites (&') deviennent, toutes, paralleles aux axes coordonnés,
tandis que les droites (8) seront paralléles aux bissectrices des
mémes axes. Alors toutes les portions du contour qui devaient
étre des droites seront au moins des lignes asymptotiques; toutes
celles qui devaient étre des lignes de courbure situées dans des
plans coupant normalement la surface seront au moins des lignes
de courbure.

Comme les lignes asymptotiques qui figurent dans le contour
ont pour représentation sphérique des arcs de cercle, elles seront,
on le reconnait aisément, des hélices tracées sur un cylindre quel-
conque si I’arc de cercle appartient 2 un petit cercle, et des droites
si arc appartient & un grand cercle (). De méme, les lignes de

(') D’aprés unc proposition énoncée au n° 142, les tangentes d’une ligne asym-
ptotique sont perpendiculaires aux tangentes correspondantes de la représentation
sphérique de cette ligne. Il suit de 1a que, si une ligne asymptotique admet pour
image sphérique un petit cercle de la sphére, ses tangentes secront paralléles aux
génératrices rectilignes du cone circonscrit a lasphére suivant ce cercle, ct feront,
par conséquent, un angle constant avec le diamétre perpendiculaire au plan du
cercle. La ligne asymplotique sera donc une hélice tracée sur un cylindre, d’ail-
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courbure qui figurent dans le contour seront des lignes planes
situées dans des plans coupant obliquement la surface si elles ont
pour représentation sphérique un arc de petit cercle, et des lignes
situées dans un plan normal ala surface si 'arc qui leur sert de
représentation appartient a un grand cercle. Ainsi :

Parmi les surfaces de la famille définie par U’équation li-
néaire, tl en existe une infinité (qui dépendent de quatre para-
metres réels) pour lesquelles le segment (M) est limité par des
lignes asymptotiques hélicoidales et des lignes de courbure
planes se succédant suivant le méme ordre que les droites et
les plans qui composent le contour donné a priori.

La premiére question proposée dans le numéro précédent s’in-
terpréte done géométriquement de la maniére suivante :

Peut-on choisir deux solutions particulieres G et H de I'équa-
tion linéaire de telle maniere que la représentation sphérique du
contour (M) de la surface correspondante soit composée exclusi-
vement d’arcs de grand cercle?

Considérons une surface quelconque de la famille, correspon-
dante a deux intégrales particuliéres déterminées G’ et H’, et pour
laquelle la représentation sphérique du contour sera un polygone
(P") composé d’arcs de petit cercle, polygone (P') que 'on saura
construire sil’on a intégré I'équation linéaire. Si l'on pose

G ¥
TN “eTT Ry

U = -

on aura ¢videmment

mu' - n
== ~
pu --q

(32)

m, n, p, g ¢lant des constantes arbitraires et inconnues. l.a ques-
tion proposée revient évidemment a la suivante : Peut-on, par
Pemploi d’une transformation de la forme précédente, substituer
au polygone (P’) un autre polygone (P), exclusivement composé
d’arcs de grands cercles?

leurs quelconque. Réciproquement, si la ligne asymptotique est une hélice, sa
représentation sphérique, on le reconnait aisément, sera un petit cercle de la
sphére.
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Or la formule (32) définit ce que nous avons appelé, au n°® 124,
une transformation circulaire, c’est-a-dire une transformation
qui résulte d’'un nombre pair d’inversions et dans laquelle, a un
cercle, correspond un cercle. Pour qu’une telle transformation
fasse correspondre au polygone (P’) un polygone (P) exclusive-
ment composé d’arcs de grand cercle, il faut et il suffit, comme on
sait, que tous les petits cercles qui forment les cotés de (P') soient
orthogonaux & un méme cercle, qui sera nécessairement imagi-
naire. On aura ainsi autant de conditions a écrire qu’il y aura de
cHtés moins 3. Ces conditions seront nécessairement transcen-
dantes ; mais, d’apres les recherches de M. Schwarz relatives au
principe de Dirichlet, elles peuvent toujours étre résolues et per-
mettront de déterminer un nombre égal de constantes.

Cette premicre difficulté une fois levée, on obtiendra effective-
ment des surfaces minima limitées par des contours dont les é1¢-
ments seront paralleles aux éléments correspondants du contour
donné @ priori; et il faudra disposer des constantes restées arbi-
traires pour rendre I'un de ces contours superposable au contour
donné. Cette derniére question est celle dont 'étude générale n’a
pas encore éLé entreprise.

On remarquera les caractéres distinctifs de la méthode employée
dans ce Chapitre. Les propriétés relatives aux deux représenta-
tions conformes de la surface n’y interviennent que d’une manicre
accessoire, et auraient méme pu étre complétement supprimées.

RN
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CHAPITRE XIL

APPLICATIONS DIVERSES DE ILA METHODE PRECEDENTE.

Méthode inverse dans laquelle on prend comme point de départ certaines ¢qua-
tions différentielles linéaires dont on connait Vintégrale générale. — Surfaces
que Pon peut déduire de I’équation a laquelle satisfait la série hypergéomé-

trique de Gauss. — Surfaces déduites de la forme AII(z— a)* adoptée pour
G(¢) et H(¢). — Surface minima limitée par une ligne brisée plane ct une
droite paralléle au plan de la ligne brisée: — Probléme de Gergonne. — Sur-
faces déduites de la forme ATl ©%(¢ —a) HHHE(z—b) adoptée pour G(¢) et
H(¢). — Surface minima limitée par deux polygones fermés situds dans des
plans parallé¢les. — Remarque générale sur les moyens de multiplier le nombre
des solutions du probléme. — Surface passant par trois droites situées d’unc

manicre quelconque dans 'espace.

296. Le probléme proposé ne pouvant étre complétement résolu
que dans le cas ol I'équation linéaire formée au n° 293 est inté-
grable, ou, du moins, appartient a la classe de celles pour lesquelles
on peut suivre la variation de deux intégrales dans toute I’étenduc
du plan, on est naturellement conduit & une marche inverse de
celle qui a été suivie dans les deux Chapitres précédents. Il semble
préférable d’étudier directement les équations du second ordre, en
trés petit nombre, auxquelles on a reconnu la propriété que nous
venons de rappeler, ¢’est-a-dire dont on sait déterminer le groupe,
ct de chercher ensuite quels sont les contours pour lesquels elles
peuvent donner la solution du probléme proposé.

Au premier rang de ces équations, il faut placer celle a laquelle
satisfait la série hypergéométrique

d20 b
(1) t(l—t)le4—[~(w(a—i—§3+1)l]%——aﬁezo.

2

Nous avons vu (n° 136) que, si «, 3, v sont réels, le rapport de
deux solutions particuliéres donne la représentation sur la moitié
supérieure du plan d’une aire plane ou sphérique, plus ou moins
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complexe, limitée par trois arcs de cercle. Dans le cas ou les trois
cercles limites sont orthogonaux 4 un cercle imaginaire, on peut,
en choisissant convenablement deux solutions, obtenir la repré-
sentation plane d’une aire sphérique limitée par trois arcs de grand
cercle. Ce cas est caractérisé (n°® 136) par U'inégalité

D(1—2) T B) Dot —y) T8 )

. o
(2) Iy —2) I(y —B) T(x) T(8) < 0,
a laquelle on peut donner la forme plus simple

(3) sinam sin @ sin(y — 2)® sin(y — B)=m < o.

Toutefois, I'équation a laquelle satisfait la série hypergéomé-
trique ne peut pas étre employée sans préparation. Nous savons que,
pour I'équation linéaire dont dépend la solution du probléeme et
qui a été formée au n° 293, la somme des exposants des deux
intégrales réguliéres relatives a chaque point critique doit étre
un nombre entier si le sommet correspondant est de premiére
espéce, et la-moitié d'un nombre impair dans le cas contraire. Or

les exposants relatifs aux divers points singuliers de ’équation (1)

sont
Pour le pointo........... 0, T—;
Pour le point r........... o, v—a—B;
Pour le pointewo .......... %, B,

et ne satisfont pas, par conséquent, a la condition que nous venons
de rappeler.

Mais il suffira de substituer a la fonction 9, qui satisfait a I’équa-
tion (1), la fonction plus générale

p—1 v —1

(4) O=1¢2 (1—1¢t) * 9,

qui est déterminée également par une équation du second ordre;
et 'on reconnaitra aisément qu’il est possible de déterminer p et v
de maniére a satisfaire, pour les trois points, a la condition indi-
quée. Car les trois équations auxquelles on est ainsi conduit

/ 7n— 92
11— = ——
2

N

Iﬁ'—"l/>7’1—~s: —‘,

{
2
n 6
A+B——v+o= —)
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sont toujours compatibles, pourvu que les nombres entiers 7, n/, n”
vérifient la relation

n—+n' -+ n" = o,

qui détermine " lorsque 7 et n’ sont connus.

Nous venons de multiplier § par des puissances de ¢ et de 1 - ¢.
On sait que, si ces puissances sont convenablement choisies,
on peut trouver trois fonctions qui satisfont & une équation de
méme forme que 1’équation (1), mais ou «, B, v ont d’autres va-
leurs. L’une quelconque des quatre équations ainsi obtenues pour-
rait étre choisie et conduirait toujours aux mémes valeurs de 6.
Pour ces quatre équations, les quantités 1 — v, v —a — 2, a — 3
ont les mémes valeurs absolues et ne différent que par le signe;
nous supposerons que 'on ait choisi celle pour laquelle les iné-
galités suivantes

.
(6) (v —a2— 03
sont vérifiées.

297. Conformément aux résultats du n°® 136, on obtiendra I'¢-
quation de la surface minima, ecn prenant pour G et Il les valeurs

suivantes
K E iy Yok
: ‘G:—Gz2 (1—0) 2 Fla+=1—7, B 4+1—vy,2—7, 1),
G | p-t v—1
{ H=—-Kz¢ ?2 (I““t) 2 F(“? 187 e [)7

C érant la constante dont la valeur est donnée par la formule (g)
du n° 268,

(8) C= m“”\/— )Ty =) T —8)
') Mo—a)P(i+a—y)P(t—8) 1+ —rv)

et K désignant une constante arbitraire.
Comme on a, d’aprés une formule connue,

(9) GH'—HG':“_“(_jﬁfﬁﬂ"g(xﬁz)?_g,

4
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on déduira de la

(10) 5= ilcil\/ngimfﬁ*‘(xhzﬁ”’dt.

On voit que, si la portion du contour relative aux valeurs de ¢
comprises entre o et 1 est une droite, il faudra prendre pour K2
une valcur réelle; sinon, K2 devra étre purement imaginaire.

298. La surface que nous venons de déterminer pourra avoir des
formes trés variées dans le voisinage des sommets du contour.
Cherchons d’abord a quelles conditions 'un quelconque de ces
sommets sera a distance finie.

. — 1
Pour le sommet (0), le plus petit des exposants est L}—— ; pour

que l'intégrale ng(t)dt qui lui correspond soit finie, il faut et

il suftit que l'on a1t
> o.

On trouvera de méme pour le sommet (1) la condition
v > o,
et pour le sommet (o) la condition
) o > o,
apres avoir posé
ptv—2-—a2f=—1—p;
ce qui raméne les équations entre 1, v, o, 2, 3, v a la forme

/ n
I —~ = -~ — A
\ i 9, [

(1) Cy—a—g=T

Nous allons d’abord examiner si les trois sommets peuvent étre

A distance finie.
Les premiers membres des équations précédentes ¢tant néces-

sairement positifs ainsi que 11, v, p, on aura, dans le cas qui nous

occupe, les inégalités

n>o, n'> o, e < 1,
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qui n’admettent que les trois solutions suivantes :

n =i, n=r, n'=— a;
n=rI, n'=o9, n=—3;
n=a9, n=r, n" = — 3.

Dans les trois solutions, le contour a un seul sommet de pre-
miére espéce. On peut supposer qu’il corresponde a la valeur oc
de ¢, et 'on voit ainsi que les deux derniers cas se raménent au
premier.

Les surfaces obtenues sont celles qui ont été étudiées aun°® 268
et leurs surfaces adjointes qui sont limitées par une droite et par
deux plans.

299. Silon veut que la surface ait un secteur infini, il y aura
une infinité de solutions. Il suffira, par exemple, de prendre pour
les entiers n et n' des valeurs positives dont la somme soit supé-
rieure 4 3. Mais on peut, avec Riemann, ne considérer que les
secteurs infinis ayant une forme particuliére, et semblables & un
hélicoide ou a la portion de I'alysséide comprise entre deux plans
méridiens. Alors il faudra que, comme cela a lieu dans I’hélicoide
A plan directeur, la somme des exposants des deux intégrales ré-
guliéres relatives au point considéré soit égale 3 — 1 ou a 1, sui-
vant que la valeur correspondante de ¢ est finie ou infinie. Si
nous supposons que le secteur infini correspond ala valeur o de ¢,
nous trouverons, en exprimant la condition précédente,

B — =y +2=1,
ce qui donne
n-+n'=4.
Prenons
n==1-+n, n' =oa—nh;

nous aurons, d’aprés les formules (11),

/ h
O e e
12 ! /e
(12) ,\{_1 Bt 2y,
2
: 1—f= —p.

Si les deux autres sommets du contour doivent étre & distance
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finie, on aura nécessairement
>0, v > 0.

On déduit de la et des équations précédentes

h h
P S <i1—(r—=2—=0)
el, par suite,
n>—a, < a.
Si Von prend /2 = — 1, on obtient le systéme suivant
/
T
s == —
13 ‘ 3
(3) }Y—“—@:;_"’
\ «—8= —p;
si I'on fait o = o, on trouve
T— =14
(t4) Y—o— =1,
a—B= —c.

[l est inutile de considérer le cas oti 4 =1, qui se raméne au
premier par I’échange de ¢ et de 1 — ¢.

Pour le premier cas, correspondant aux formules (13), les deux
sommets a distance finie sont de seconde espéce. La chaine se
compose, soit d’un plan et de deux droites qui coupent le plan et
ne se coupent pas, soit d’une droite et de deux plans qui coupent
la droite.

Dans le second cas, qui correspond aux formules (14) et a éié
considéré par Riemann (n® 262 et 269), le contour est formé de
trois droites dont 'une coupe les deux autres.

Dans 'un et 'autre cas, il y a une infinité de surfaces passant
par un contour donné.

En donnant d’autres valeurs aux nombres entiers qui entrent
dans les formules (11), on trouverait d’autres cas dans lesquels le
segment déterminé aura deux ou trois secteurs infinis. Mais deux
seulement de ces secteurs pourront étre hélicoidaux; car, si les
trois ’étaient, la somme des exposants des six intégrales réguliéres
relatives aux trois points critiques devrait étre égale & — 1, tandis
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que sa valeur est 1 dans tous les cas. Nous retrouverons plus loin,
et par d’autres méthodes, la surface passant par trois droites et
pour laquelle les trois segments sont hélicoidaux.

300. Nous allons maintenant nous donner « priore des valeurs
de G(t) et H(¢) qui permettront de résoudre le probléme proposé
dans un cas trés étendu.

Prenons

PN
-

b

p—s

‘ Goy=A[f—am
( H(t)::[%]i[(z__a)@

a et o, 3 désignant des constantes réelles, A, B des constantes
quelconques. Nous supposerons que les exposants soient liés par
les relations

(16) S =3S8=—r1,

par lesquelles on exprime simplement que la valeur co attribuée a
t n’est une valeur critique pour aucune des deux fonctions.

Les seuls points singuliers des intégrales G et H correspondent
alors aux valeurs de ¢ telles que «: et pour que, dans le voisinage
de ces points singuliers, G et H soient de la forme (26) (n° 291),
il faudra que l'on ait
(17) i =2,

I'entier n étant pair si le sommet correspondant du contour est
de premiére espéce, et impair dans le cas contraire. Les relations
(16) nous donnent alors

(18) Xn=—14;

examinons maintenant quel est le contour de la surface obtenue.
Le calcul de o nous donne

(19) (Z_:)zzziABH(t*“)gZ;{%'

D’autre part, la valeur de z est déterminée, en chaque point du
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contour, par I’équation

(20) EZE:cﬂj\QiABl—[(t—az)

dt

7

wi s

Supposons que les constantes A, B alent ¢1é choisies de telle ma-
niére que le produit A2B2 soit réel. Il est évident que le produit

AB_H([-——a)%

est, ou réel, ou purement imaginaire, dans chacun des intervalles
réels séparés par les valeurs singuliéres. Soit (a; ;) un des inter-

valles pour lesquels ce produit est réel; alors, (d_:> étant pure-

ment imaginaire, la portion correspondante du contour sera unc

. . T dz Yo N
ligne asymptotique; d’autre part, -, ¢tant nulle d’aprés la for-

mule (20), cette ligne asymptotique sera dans un plan parallele

au plan des xy : ces deux conditions ne peuvent étre remplies
que par une droite paralléle au plan des x).. Si, au contraire,

”

nous considérons un des intervalles pour lesquels AB I E (¢t — a}z

est purement imaginaire, il suffira de passer a la surface adjointe
et de répéter le raisonnement précédent; la portion du contour
de la surface adjointe relative a I'intervalle considéré sera une
droite paralléle au plan des xy. Donc (n° 285) la portion corres-
pondante du contour de la surface proposée sera formée par une
courbe plane située dans un plan paralléle a 'axe des s et que la
surface coupera normalement.

On obtient donc une solution du probléme proposé powur le cas
ot le contour est formé par des droites, en nombre quelconque,
paralléles & un plan fize (P) et par des plans, également en
nombre quelconque, perpendiculaires au méme plan (P). Il serait
aisé d’ailleurs de démontrer que cette solution est la plus générale,
au moins si 'on suppose qu’a 'intérieur, ou sur le contour et en
dehors des sommets du segment cherché, ne se trouve aucun point
ot le plan tangent soit paralléle au plan (P) ().

(') Pour établir @ priori la forme admise dans le texte, supposons que le
plan (P) soit horizontal et ait été pris pour plan des xy. Alors, sur chaque partie
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301. Nous indiquerons les deux applications suivantes.

Prenons d’abord tous les entiers n égaux & zéro, sauf deux
auxquels nous attribuerons la valeur — 2, pour satisfaire a la re-
lation (18); et supposons que les valeurs @ de ¢ correspondantes
a ces decux derniers exposants soient o et oo . Les valeurs de G et

du contour, la normale demeurcra paralléle & un plan vertical fixe et, par con-
séquent, 'argument de w sera constant. Donc la fonction

dlogu
dt

sera réelle pour toutes les valeurs réelles de ¢, Cette fonction a des poles qui
correspondent aux divers sommets du contour; d’autre part, si le plan tangent
ne devient horizontal en aucun point situé a4 Pintérieur du segment ou sur un
cOté du contour, elle ne devient infinie pour aucune valeur réelle ou imaginaire
de ¢ différente de celles qui correspondent aux sommets de ce contour. On a
donc

dlogu | o
dt _Zt-——a7

ct I'on déduit de 14, en intégrant,

= A'H(t—a)”-’.

. . dsz . .
De méme, la fonction i étant nulle sur toutes les droites du contour, le pro-

duit GH demecurera réel quand on se déplacera sur chacune de ses droites. La
considération de la surface adjointe montre que GIH sera, au contraire, purement
imaginaire sur chacune des lignes de courbure planes du contour. On déduit de
d log GH
de

GH:B’H(t-a);_Z.

Les deux formules précédentes donnent bien les valeurs de G ct de H admises
dans le texte. ‘

Si Pon veut faire intervenir des points ou le plan tangent soit horizontal et
situés soit a 'intéricur, soit sur le contour du segment, il suffira d’adjoindre.a une
des deux intégrales G, H des facteurs tels que

14, en considérant encore la fonction » que GH scra de la forme

(t - b)",:
olt b sera réel, et
(t—c)v(t—c)™,

ol ¢ et ¢, seront des quantités imaginaires conjugudes.
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de H prendront alors la forme suivante

‘ Gy =av [ —arm,
l H(t)= Bt—hh]—[(t —a)*

Si le produit AB est réel et si les exposants o sont tous infé-

(21)

. I
rieurs en valeur absolue a ~» tous les sommets correspondants aux

valeurs finies de ¢ seront a distance finie, tandis qu’il y aura deux
secteurs infinis correspondants aux valeurs o, oo de ¢. Nous dé-
terminons ainsi le segment (M) de surface minima compris entre
une ligne brisée plane composée d’un nombre quelconque de
cdtés et une droite qui est paralléele au plan de la ligne
brisée.

On trouve

=R [2iAB Y _ R oiAB loge¢.
: 4

Comme on a
logt = logp + to,

o désignant le module et ¢ I'argument de ¢ qui demeure compris
entre o et =, on voit que 5 varie entre o et — 2 AB=. On devra donc

prendre
2 AB’IT - — 8,

o étant la distance de la droite au plan de la ligne brisée. Les con-
stantes qui demeurent arbitraires se détermineront par la condi-
tion que les coOtés de la ligne brisée aient des longueurs données.

Cet exemple comprend comme cas particulier un de ceux qui
ont été traités par Riemann; il suffit de supposer que la ligne
brisée se réduit aux deux cdtés d’'un angle pour retrouver le
second des problémes signalés au n° 262.

302. On peut traiter de la méme maniére le probleme de Ger-
gonne (n° 265) et déterminer complétement la surface minima qui,
passant par deux diagonales opposées d’'un parallélépipede droit,
coupe a angle droit deux faces latérales opposées de ce parallélé-
pipéde. Pour plus de simplicité, nous supposerons le parallélépi-
pede rectangle (fig. 2r).
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On peut toujours admettre que les sommets a, b, ¢, d du con-
i
tour correspondent a des valeurs de ¢ que nous désignerons par

—b, —a, —+a, -+0,

@ étant plus petit que b. De cette maniére, les courbes planes b¢
et da du contour correspondront aux deux intervalles (— a, + @)
et (b, o, — b).

On doit poser ici

( ‘> S G:A(b+[)’1:((6+t)un(a—t)'lz(l)—-t)lz,
2 | H = B(b - 0):(a— 6)B:(a— t)B:(b— £)bs,

avec les conditions

n; . .

(23) 1["‘9!':;17 2n;=—4,

les entiers n; étant impairs, puisque tous les sommets du contour
sont de seconde espéce. D’ailleurs, comme tous les sommets sont
a distance finie, nous devons avoir

1
(24) dj=>— > Bi>— >
2 2
et, par conséquent, en ajoutant,
n; > — 2.
Les quantités n; doivent étre supérieures & — 2; comme leur

somme est — 4, on a nécessairement
n; =—I;

et les conditions (23) se raménent a la forme

(25) ai+gi:—;'

Si I'on tient compte des inégalités (24), on voil que o; et 3;

. . 1 . . ;
doivent étre compris entre o et — 3 Par suite, la différence a; — 3,
1
2

Or (o; — B;)= mesure, au signe prés, 'un des angles formés par
les deux grands cercles qui servent de représentation sphérique
aux deux portions du contour se coupant au sommet (Z); si l'on

sera inférieure en valeur absolue a
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désigne par owx l'angle de la diagonale ab avec le coté ad’ du
parallélépipede, ces deux cercles tfont entre eux les angles

aw, (11— ).
. . . LT .
Comme (o; — B,;)= est inférieur & =, il faudra prendre
> I
(n;— Bi)m == aw;

cette équalion, jointe A la formule (25), donne les deux systemes
de valeurs

i I o
U = —— - — — >
| =—373
26) /
( 1 24
’,Q[:~7}+:’
1 o4
U= — ~ -+ —>
) ) 4 ‘2
(27)
'D 1 24
Ry =/ —— = == —
\‘l 4 2

pour «; et 3;. On pourrait faire dilférentes combinaisons de ces

deux svystémes; mais our obtenir celle qui correspond a la
J ? k) p

Jig. 21, nous remarquerons que l'on a ici

A
U —= — 2z = — B—(b -t t)'11‘ﬁ1(a—l— t)ﬁ‘ﬂ“ﬁ:’(a — t)“s“ﬁz(b — t)'la”ﬁf.
Or, si 'on sereporte a la figure, on voit qu’en prenant un sens
déterminé pour la normale, on a

u = o, en a et end,

U=, en b eten c;
il faut donc prendre
oy > By, oy << Ba, az < Bs, o, > B,

ce qui détermine complétement les exposants et donne

G =A(a?—2)

i

(28) H:B(a‘l-—tﬁ)_

. A /02—
“‘“E(&-_——z .
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Si 'on suppose que le plan des xz ait été pris paralicle a-la
face ba'cd’! du parallélépidéde, « doit étre réelle dans U'intervalle

(—a, +a); il faudra donc que%

déterminer ce rapport par différents moyens.

soit réel. On peut d’ailleurs

Par exemple, on pourra exprimer que 'accroissement de x est
le méme en valeur absolue quand on passe du sommet &6 au
sommet ¢, ou du sommet 4 au sommet a. En se reportant aux
équations (3) [p. 454 ] qui définissent la surface, on est ainsi con-
duit & I'équation

2f (G2~H2)dt:2/ (G2—H2)dt,
0 b

Effectuons dans le second membre la substitution

- ab
— -
Un calcul facile donnera
. A SDN® T H() a\* ¢ G
e (B IO, B ()
2 B (\“ Vab ’ 2 \/(Lb ’

et I’équation prendra la forme

a R N Crp2 /a2 R A2/D 2,1.0 ‘
l/oﬂ (G~i}1~)dt——‘/[ [A?<l_7> Gr~—BZ<;6> H—](Zl,

ou encore

o — Az B2
T aan T b

x[“w?—t?)“% "o —"fé_iw‘"r)%' (a'%)] “

Tous les éléments de l'intégrale étant positifs, 1l faudra que
I'on ait

2o b2

On prendra donc, pour satisfaire a cette équation,

S S N
A=yiMa? ¥b ¥ &

S S B
B=\iMbz %a 2z ¥
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et les valeurs définitives de G (¢), H(¢) seront

1 [«4 ] o©L
3

1
Goy=va () (R

o
( (o) = vin (225

a

(29)

-+

(bz_tz\#z. 2

\

&l
Wi
ST

M sera une constante réelle : on le reconnailt immddiatement en
dz

exprlmant que T

Le rapport < se déterminera par la condition que le parallélé-
PP b p q p

est nulle pour chaque point de la droite ab.

pipéde a Vintérieur duquel se trouve le segment déterminé (M) soit
semblable au parallélépipéde donné. Dans le cas ou la base est

7 : . 1
carrée, il faudra faire o — 7 (").

303. Nous venons de montrer, par I'étude de deux problémes
particuliers, le parti que I'on peut tirer de la forme générale des
valeurs de G(¢) et H(¢), donnée au n° 300. En continuant 'appli-
cation de la méthode synthétique qui a réussi dans les exemples
précédents, nous allons étudier deux formes nouvelles des mémes
intégrales, qui dépendent des fonctions .elliptiques et nous donne-
ront une solution élégante de l'un des problémes étudiés par
Riemann. '

G(t) et §(¢) désignant les valeurs nouvelles des fonctions G

et H, prenons
g go=affrc—affetc—2,

E 5(t) = BHH“‘(; — a)H o Bz —b).

(*) SiYon cherche la valeur de la fonction F(u) de M. Weicrstrass relative a
la surface que nous venons de déterminer, on cst conduit & un résultat de la
forme

(30)

1
K 2%

V (o i)

Pour le cube, on a « = ~ et I'on retrouve la forme de j(u) donnée par M. Schwarz

4

dans le Mémoire que nous avons cité (n° 265).

—2

F(u) =
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Dans ces formules, A et B désignent deux constantes quelconques;
a, b, o, B, o/, B/ sont des constantes réelles, et le nombre des
constantes @ n’est pas nécessairement ¢égal a celui des constantes
b; enfin les symboles H et © désignent les transcendantes de
Jacobi, le module % étant supposé réel et plus petit que I'unité.
En répétant les raisonnements indiqués dans les numéros précé-
dents, nous reconnaissons immédiatement que, si 'on donne a ¢
des valeurs réelles quelconques, le contour de la surface corres-
pondant & ces valeurs réelles de ¢ se composera de droites paral-
leles au plan des zy ou de courbes situées dans des plans coupant
la surface & angle droit et paralléles a 1'axe des z; il suffira, pour
cela, que le produit A2B2 soit réel et que les exposants satisfassent
aux relations

n
R
2

ot n désignera toujours un nombre entier. Mais ici se présente
une circonstance tout a fait exceptionnelle : si I’on change ¢ en
t + K/, les formules bien connues

i

O(t+iK)=H(t)e *K

(20+iK" —2K)
’

I oK —2K)

H(t -+ iK')=0(t)e **

montrent immédiatement que §(¢) et 5(¢) ne changeront pas de

forme pourvu que les exposants soient liés par les relations
(31) Za— %8 = o, Za — Z8’ = o,

que nous supposerons. vérifiées. Alors toutes les fonctions I se
changeront en fonctions 0, et réciproquement; on aura

iﬂ. (anc—zbﬁ)
G(t+iK') = Ae?R I Ieu(z—a>| IH—S(t—b),
i

b 2B
5(t+1K’ —_:Be‘“‘( “ B 0% (t —a H-B(t—b
19}

Par conséquent, sil’on a

(32)

et sila somme
Ta(a+o')—Zb6(B+8")
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est un multiple de K, il y aura sur la surface un second contour
tout semblable au premier, qui correspondra aux valeurs de ¢ dont
la partie réelle est quelconque, mais dont la partie imaginaire est
{K'. Par suite, la portion de la surface ui contient tous les points
pour lesquels la partie imaginaire est comprise entre o et (K’
formera une espéce de bande, limitée par deux conlours dis-
tincts, de la nature de ceux que nous avons étudiés, c’est-a-dire
formés soit de droites, soit de plans que la surface coupera
normalement, les droites étant, toutes, paralleles au plan des zy et
les plans tous paralléles a I'axe des z.

Pour nous borner au cas le plus simple et le plus intéressant,
nous supposerons que les exposants soient liés par les relations

(33) o + o= o0, B+ 8 =o.

Alors, si le produit AB est réel et si les exposants o, 3 sont tous
inférieurs en valeur absolue a &, la bande de surface déja définie
sera limitée par deux lignes brisées situées dans deux plans paral-
leles au plan des zy. Les sommets de I'un des contours correspon-

dront aux valeurs
@y, iy,

de ¢ et & ces valeurs augmentées de multiples de 2K ; ceux du se-
cond aux valeurs
by iK', by iK', ...,

et a ces valeurs augmentées également de multiples quelconques
2 K.
La valeur de =, donnée par la derniére des formules (3) [ p. 4541,

de

devient 1ci

(34) s =R [f20AB dt = 2ABR it
S1 donc on pose

(35) 2 ABK' = — 3,

le segment de surface sera tout entier compris entre le plan des
zy et le plan

~
Z = 0.

La périodicité des fonctions © et H entraine d’ailleurs certaines
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propriétés de la surface; si, dans les expressions de § et de 5, on
change ¢ en ¢ -~ 2K, un calcul facile donne

Gt +2K) = e—imZa (1),

“l(" .
%) Bt 216) = e 5 (),

Ces formules définissent un déplacement paralléle a 'axe des s.
Si donc on considére seulement le segment (M) de la surface qui
correspond aux valeurs de ¢ représentées par des points & 'inté-
rieur du parallélogramme (2K, iK’) des demi-périodes, il suffira,
pour obtenir toutes les autres parties de la surface, de faire tourner
le segment (M) d’angles égaux aux multiples de 2w¥e autour d'un
axe convenablement choisi, paralléle a 'axe des 5. Nous allons
chercher la condition pour que le segment (M) forme une surface
annulaire fermée, qui sera alors nécessairement limitée par deux
polygones fermés, et dont chaque point correspondra ainsi a une
infinité de valeurs de ¢ qui seront ¢gales, a des multiples prés de
a2 K.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut évidemment que les valeurs de
G2(¢t), 52(¢) soient périodiques, ce qui aura toujours lieu d’aprés
tes équations (36), si I’on a 'unique relation

(37) o =N,
N désignant un nombre entier. La premiere des équations (31)
nous donne alors la relation
£8 = N,
a laquelle devront satisfaire les exposants {3.
Considérons maintenant une section plane quelconque dont le

plan soit paralléle au plan des zy. Elle correspond, d’apres la
formule (34), & une valeur de ¢

U+ th,
dont la partie imaginaire est constante. Pour que cette courbe soit
fermée, il faudra, comme le montrent les formules qui d(,terml—
nent la surface, que les deux intégrales

ih+2K
a)‘\f i(G2—
ik

ih+2K
52 dt, &f (G2 -+ 52y dt
ih




APPLICATIONS DIVERSES DE LA METHODE PRECEDENTE. 495

soient nulles toutes les deux. Il suffit d’intégrer le long d’un rec-
tangle pour reconnaitre que ces deux intégrales seront nulles pour
toutes les valeurs de £, si elles le sont pour 4 = o.

En résumé, si les trois conditions suivantes sont vérifiées,

121:2‘8:1\1.,
38 UL , ~ )
oY Eenf i(Gr—Sdi=o, R [(Grr5rde=o,
0o’ 0

la surface minima déterminée sera un segment annulaire (M), a
connexion double, compris entre deux plans paralleles dont la dis-
tance est S et limité par deux polygones fermés quelconques situés
dans ces plans. Ces deux polygones, qui n’ont pas nécessairement
le méme nombre de coOtés, seront, 'un et 'autre, de I'espéce N;
c’est-a-dire qu’un point mobile ne pourra revenir au point de
départ apres les avoir entiérement parcourus qu’apres avoir fait
N tours complets. On reconnait aisément que le nombre de con-
stantes arbitraires contenu dans la solution est précisément égal
& celul des arbitraires qui sont nécessaires pour la détermination
compléte du contour.

Cet éxemple est le dernier de ceux qui ont été traités par Rie-
mann (n° 262). On peut 1'étudier d’une maniére directe en sui-
vant la méthode indiquée plus haut, dans la Note du n® 300 ().

304. Nous développerons maintenant une remarque générale
qui nous parait de nature a faire mieux comprendre le caractére
propre des solutions précédentes. Soit

. 26 b
(39) o TPy mqb=o
Péquation linéaire dont deux solutions connues, G et H, doivent
étre substituées dans les formules qui déterminent la surface.
Substituons a la fonction G la fonction plus générale 6,, lide 2 6
par la relation

— /db
(40) 61:\/R<EZ—Z+SQ>J

(1) Riemann avait seulement indiqué que le probléme pouvait étre résolu; et
les développements si intéressants donnés sur ce sujet dans les OEuvres complétes
du grand géométre (p. 418 et suiv.) sont 'ceuvre de M. II. Weber.
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R et S étant des fonctions de ¢ qui seront réelles pour les valeurs
réelles de ¢, et que, pour plus de simplicité, nous supposerons
uniformes dans toute ’étendue du plan. Substituons au segment
(M) de surface minima déterminé par les deux solutions G et H
le segment (M) qui serait défini par les nouvelles fonctions

dG

B ) = /dG
(41) G1:\/R<dt +SG), H, = /R !

. dt

+~SG[>;

nous allons voir que ce segment (M,;) et le segment (M) sont
limités I'un et I'autre par des contours qui ne sont pas nécessaire-
ment superposables, mais qui sont au moins de méme espéce.

Soit, pour fixer les idées, (d) une droite du contour de (M),
qui correspond a un intervalle réel (ax, ar, () dans lequel varie ¢.
Si 'on améne Paxe des y a étre parallele a la droite (), il faudra
effectuer sur G et H une certaine substitution linédaire dont la
forme a été donnée au n° 282; 1l faudra aussi soumettre G, et H,
a4 la méme substitution linédaire, ou 4 une substitution dont les
(uatre coefficients auraient leur signe changé. Si donc on désigne
par g, /o, g1, /iy les nouvelles valeurs de G, H, G, H,, il suit de
la forme linéaire des relations (41) que P'on aura

oy = 2R (‘1[; +Sg>; by ==/ (.‘% + S/z>,
¢ désignant toujours I'unité positive ou négative.

Cela posé, donnons a ¢ la valeur réelle, comprise entre «; et
(trgr, qui convient a un point de la droite (d); g et /2 seront toutes
les deux réelles ou toutes les deux purement imaginaires (n° 287).
Puisque, par hypothése, R et S sont des fonctions réelles pour
toutes les valeurs réelles de ¢, g, et /i, seront, eomme g et £,
toutes les deux réelles ou toutes les deux purement imaginaires.
Par suite, la portion du contour de (M,) qui correspond a I'inter-
valle (ax, @y ) sera aussi une droite (), parallele ala droite (d).
La démonstration se ferait de la méme maniére si la portion con-
sidérée du contour de (M) était située dans un plan (P) normal a
la surface : la portion correspondante du contour de (M,) serait
dans un plan (P,) parallele a (P) et normal a (M,); on le recon-
nait d’ailleurs presque immédiatement en passant aux surfaces ad-
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jointes de (M) et de (M,). La proposition que nous avions en vue
est donc établie dans toute sa généralité.

Les fonctions R et S pourront s’annuler, avoir des podles ou des
points singuliers essentiels. Il en résultera, pour le segment (M,),
des singularités, ou des points de ramification, ou des nappes
infinies; certains sommets du contour pourront étre rejetés a
Pinfini, ou ramenés & distance finie; il pourra y avoir des station-
nements ou des rebroussements sur certaines parties du contour.
Nous n'insisterons pas sur toute cette discussion. Le point ecssen-
tiel que nous avons voulu mettre en évidence, et qui est important
pour la théorie générale des équations aux dérivées partielles, est
le suivant : on peut trouver une infinité de surfaces minima, dé-
pendant d’'un nombre limité ou illimité d’arbitraires, qui contien-
dront toutes un contour de nature donnée; en sorte que la condi-
tion, pour une telle surface, de contenir un contour donné ne la
détermine pour ainsi dire pas et ne permet pas, en particulier,
de fixer la valeur ou la forme des fonctions arbitraires qui entrent
dans son intégra'le. Le probleme est susceptible dune solation
précise et déterminée dans le cas seulement ot 'on ajoute les con-
ditions de continuité indiquées dans tous les exemples précédents.

303. M. J.-A. Serrct, dans un article inséré aut. XLdes Comptes
rendus ('), a montré qu’il existe une infinité de surfaces minima
passant par deux droites, et que ces surfaces contiennent dans
leur ¢quation une fonction arbitraire. On obtiendra toutes ces
surfaces en appliquant les remarques précédentes an probléeme
particulier du n® 267. Les hélicoides obtenus dans cet article cor-
respondent a des valears de H et de G qui sont de la forme sui-
vante

G = tm, H=(-1—m;

si on porte ces valeurs dans les formules (40), on aura

G, =1m /R <S -+ 7—? ) H, = (—m—1 /R <S L L 7 m)
-/

(*) J.-A. SERRET, Sur la moindre surface comprise entre des lignes droites
donndées, non situces dans le méme plan (Comptes rendus, t. XL, p. 1058; 1855).
La méme question a aussi ¢té traitée par M. O. Bonnct dans le Mémoire déja
cité Sur Uemploi d’un nouveaw systéme de variables, etc. ( voir Journal de
Liouyille, 2° série, t. V, p. 246).
D.— L 32
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ou, plus simplement,
Gy =17 /D, H,=¢t-1-mQyP,

P et Q étant des fonctions réelles pour les valeurs réelles de ¢.

306. Supposons encore que, @y, s, ..., s étant les valeurs de
¢ relatives aux points singuliers, on prenne dans les formules (40)

S:

0,
(42) I{:l}(f’—(‘/u)’lka

tous les nombres 7z étant entiers et ayant leur somme nulle. On
obtiendra la surface définie par les équations

\ =N /i(sz H2) R,
(43) L= R f((;z-;ﬁ I12)R dt,

5 = J\\fziGIIRdt.

Le segment de cette surface qui correspond aux valeurs de ¢
dont la partic imaginaire est positive est limité par un contour
dont tous les éléments sont paralltles & ceux du contour qui
limite la surface primitive. Ce segment n’offre d’ailleurs aucune
singularité; certains sommets seulement pourront étre rejetés a
Pinfini; d’autres ramenés a distance finie.

Sil’on prenait pour R une fonction réelle quelconque, on intro-
duirait nécessairement des singularités; mais elles pourraient étre
toutes 4 une distance finie du contour.

307. Nous appliquerons encore les remarques précédentes aux
différentes solutions du probléme que nous avons obtenues au
n° 297 par 'emploi de I'équation de Gauss. Nous avons vu que, si
I'on pose

U1 v 1

(44) 0=1¢2 (1—1)* F,

I désignant une solution particuliére de I'équation de Gauss, les
deux valeurs G et I1 de § déterminées par les formules (7) défi-
nissent une surface minima contenant trois droites dont les angles
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sont quelconques. Substituons a ¢ la fonction

0 = t(r — L)P(t)%—g -+ Q(2)0,

ou P(z)et Q(¢) désignent des polyndmes réels, de degrés m — 1 et
m respectivement, n’ayant aucun facteur commun. Les deux va-
leurs G, H, de 0, obtenues en substituant successivement G et
H a 0, définiront une surface minima contenant trois droites et
ne présentant, en dehors des sommets qui correspondent aux
valeurs o, 1, », que des points de ramification; car les intégrales
G, et H; sont partout finies et continues et clles ne s’annulent
jamais simultanément en dehors de ces sommets. Etudions le cas
le plus simple, celui ott 'on a

(45) mzcz(;—z)%% - [at = b (1 — 1)]9,

les constantes «, &, ¢ étant toutes réelles ou toutes purement
lmaginaires.
Alors les exposants des six intégrales réguli¢res de I’équation en

0, sont (')

. e | . — T
Pour le point o............. ey e — 3
9, 2
. . v o— 1 |
Pour le point 1............. -———> —— sy — a— B
2 2
. o WY — 9
Pour le point ec. ..o oL 6 e, o — Ty
2 2
51 doncon pose
n
Pomm X i ey T =
2
14
n
T
R n”
b+az—o—(pr-+v—2)= —>

n, n', n”seront des nombres entiers, pairs ou impairs suivant que
le sommet correspondant sera de premicére ou de seconde esptce,

(*) Pour certaines relations entre a, b, ¢, il est clair que quelques-uns de ces
cxposants pourraient s’élever. Par exemple, si la constante & est nulle, le premier
exposant relatif au point o cst augmenté d’une unité; et la somme des exposants
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et 'addition des trois équations précédentes nous donnera
n—-—n-+-n"=oa.

Si les deux premiers sommets sont a distance finie, les sommes

’
71 n .
—~ —1 et Pl des exposants pour ces deux points devront étre
5 p
supérieures & — 1. On aura donc

n--n >o0
et, par conséquent,

Le troisiéme sommet sera donc a 'infini, et la surface aura un
secteur infini, de forme plus ou moins compliquée. Nous laisserons
de c616 'examen de toutes ccs hypothéses et nous remarquerons
seulement que la surface peut avoir trois secteurs infinis logarith-
miques; ce qui aura lieu si 'on prend

n = o, n' = o, n' = o.

Les trois sommets sont alors de méme espéce et 'on obtient une
surface minima passant par trois droites dont aucune ne rencontre

les deux autres. On a
p=v—1 ve=—(y—a2—§)

et 'on détermine les valeurs de Gy et de H, qui font connaitre la
surface en substituant & la place de 8, dans la formule (45), les
deux valeurs de G et de H définies par les équations (7). Il faudra,
dans ces équations, remplacer et v par les valeurs précédentes
et prendre pour la valeur de K2 une constantc réelle quelconque.
Il est inutile en effet de conserver a K2 une valeur arbitraire puis-
qu’elle vient s’adjoindre comme facteur aux constantes @, b, ¢, qui
entrent dans l’expression de §;. Si I’on prend, par exemple,
— G

(46 K2 =

b
~r

]

des six intégrales réguliéres, au lieu d’étre égale & —1, devient égale a zéro.
Nous laisserons de coté ’étude de ces cas exceptionnels qui conduiraient, si nous
ne nous sommes pas trompé, a différentes surfaces parmi lesquelles se trouve
celle qui a deux secteurs infinis hélicoidaux et qui contient trois droites dont
deux se coupent, lensemble de ces trois droites n’é¢tant d’ailleurs assujetti a
aucunec autre condition.
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la formule (g) nous donnera

(47) GH'— HG' = ;;4“(;4 0
nous allons faire usage de cette relation.

Les fonctions G, et H; que nous venons d’obtenir, et qui déter-
minent la surface, dépendent de six constantes arbitraires «, 0, c,
a, B, 7. Il est aisé de reconnaitre que la forme du systéeme formé
par trois droites dépend également de six constantes : si l'on se
donne, par exemple, les angles de ces droites et leurs plus courtes
distances, on pourra d’abord construire le systéme formé par les
deux premiéres; et, pour déterminer la troisi¢me, il suffira de
mener a deux cylindres de révolution ayant pour axes ces deux
droites une tangente commune, paralléle a une droite donnée. Il
semble donc que la surface déterminée dans la solation précédente
pourra contenir trois droites quelconques : on peut mettre ce
point essentiel hors de doute en employant la méthode suivante,
qui a été dannée par Riemann.

308. Nous allons d’abord compléter les remarques générales
présentées au n°® 292, en les étendant au cas ott un secteur hélicoi-
dal infini correspond aux valeurs de ¢ infiniment voisines d’une
valeur singuliére, que nous supposerons, pour fixer les idées, égale
a zéro. Alors les deux intégrales réguliéres G et H, considérées au
n° 291, auront la somme de leurs exposants égale a — 1; ct I'on

pourra poser
1

{ G:Az_"if‘-‘lf%ut—%.‘.%
(48) < ' ’
H=1B¢ 2 2!

"I"l.—a t*l*...g-

W~

eI
JCIRS

En substituant ces valeurs de G et de H dans 'expression de =,

on aura
do\ 2 . , , 20AB A o R i
(49) th) =2{(HHG'— GH") = — ti——%l»;—9t+pt——;—...(:
ds\ 2 doit étr . L 1 al N
comme ( —- o1t €tre purement imaginaire pour les valeurs

réelles de ¢, on voit que le produit AB sera nécessairement réel.
Les coordonnées z, y, 5 d’'un point de la surface s’obtiennent
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en substituant dans les formules (3) (n° 281) les valeurs précé-
dentes de H et de G. On trouve un résultat de la forme

xrﬁrj—LJﬁLL'A?t*ﬁgt»*—()%,
5 oy L QA2 0
(50) Y = n Ju A?¢ /L{I 0 %7

2 =2ABN [{loge 0],

0, O, 67 étant des séries qui s’annulent pour £ = o.
En réduisant les valeurs de x et de » & leurs termes principaux,

oun aura
I .
x=— = RIEA2L ",
) ‘ 7, N :
(51) <
1 0D
= — = R A2,
( Y 7 Ju
ou encore
. L
ZAly =— 5 A2g—r,

Lorsque le point variable ¢ décrira, dans la partie supérieure
du plan, un demi-cercle infiniment petit autour de l'origine, x
et y seront trés grands et 'argument de x -7y augmentera de
hw. Comme on passe ainsi de 'une des droites du contour a la
suivante, on voit que 'angle du secteur infini sera égal en valeur
absolue a /.

D’autre part, la valeur de s, réduite a son premier terme

2 ABRilogt,

ou au produit de AB par Pargument de ¢ pris en signe contraire,
variera entre o et — 2 AB=. Sid désigne la plus courte distance des
deux droites qui limitent le contour infini, on aura .donc

(52) 3 = — 2ABm.
) . . I5\ 2
Le développement de 'invariant <%> sera donc de la forme
. ds\2 Shi 1 | 6.
{53) <E) = = 2—_;;1—1— N"”‘---$

et son premier terme s’exprimera complétement au moyen des
¢léments géométriques 3 et /o. Ce résultat, dit & Riemann, est trés
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essentiel et nous allons en faire I'application. Remarquons seu-
lement que, si le secteur infini correspond a une valeur infinie

. I r 1
de ¢, 1l suffira de changer ¢ en ; dans la formule précédente, ce

qui donncra

oy deN*_ ok (o 8 B )
(54) <clt) = 122[. £ g e

<

309. Appliquons a 'exemple que nous étudions ces remarques
générales. Les angles des trois secteurs hélicoidaux sont ici

(t=7)m (y—2—8)m (2—B)m

Nous les désignerons par (=, m=, n« respectivement.
D’aulre part, on a généralement

2
<§i;> — 2 (H, G — G, 1) ).

et un calcul facile donne ici

(35) <§%)2:2i(HG’—GII’)[A((—t)+Bt~Ct(I——t)],

A, B, C ayant les valeurs suivantes :

A (p—g) e
. 2 4

o _ € 2.# c2m?
C=(a—0b- ﬁ); ctn
\ 2 4

Si 'on remplace HG'— GH' par sa valeur déduite de la for-

mule (47), on a

(5 <d5>2:2L.A(r——t)—l—Bt:Ct\(ﬁlﬂ:—lA}.

dt -1

Pour ¢ = o, on doit trouver, en développant suivant les puis-
sances croissantes de ¢,

1 -

’dc>2_ 70l
7)) =

19

T U
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o désignant la plus ‘courte distance des deux droites qui limitent
le secteur.

On aura done, en prenant le premier terme de ce développe-
ment dans la formule (57),

(58) ol = amA.
La considération des deux autres points donnerait de méme
(58) d'm = 2% B, 8"n = 2w C,

¢’ et &7 étant les plus courtes distances des droites qui correspon-
dent aux secteurs 1 et oo.

On peut donc considérer A, B, C comme connues, et il reste a
déduire des formules (56) les expressions de b, «, c.

310. Ecrivons ces équations sous la forme

/ ct (2

[ e
s [)——;:“F-S‘/Ix—r—*»;i"';
\

-4 —

a —
a—b-+>°
2

', e’ désignant 1’unité positive ou négative; I’élimination de «
» g P 8 )

€,
:

et de b conduit a I’équation irrationnelle

c / c2 {2 / c2mn? / czn?
(6o) —  +e \/ A - -+ 5’\/ B4 — = N/ G —— =0,
> )

qui déterminera c.

Si I'on chassait les radicaux, on trouverait une équation du
quatrieme ordre par rapport a c2. Nous discuterons cette équa-
tion seulement dans le cas ou /, m, n sont inférieurs a 1, c’est-
a-dire ou les trois secteurs hélicoidaux ont des angles moindres
que . Alors si, par un point de ’espace, on mene des paralléles
aux trois droites en attribuant a ces paralléeles un sens conve-
nable, (=, m=, nw seront les suppléments des angles formés par ces
trois paralléles.

(=, m=, n= étant les angles d’un triangle sphérique, on a les




APPLICATIONS DIVERSES DE LA METHODE PRECEDENTE. 505

inégalités
‘ 1+ { —m—n >o,

(61) 1+m— I — n >o, 1——m—n<o.
2 I-—n — 1 —m>o,

Par suite, si, dans I’'équation (60), on fait d’abord

! n -
g ==& = -— g,

et si I’on substitue a la place de ¢* les deux valeurs « et o, le pre-
mier membre sera certainement négatif pour ¢ ==oo; mais, pour
¢ =o0, il aura un signe qui dépendra entierement de celui du
facteur . On peut donc choisir ¢ de telle mani¢re que les résul-
tats des deux substitutions précédentes soient de signes contraires,
ce quimet en évidence une premiére racine au moins de I’équation
en c2.
Si 'on fait maintenant, soit

I
l
(

soit

i
[
|

on trouvera encore deux autres équations irrationnelles, qui
auront chacune aumoins une racine réelle; ce qui donne, en tout,
trois racines réelles de I’équation en ¢?, convenant chacune a unc
forme connue de I’équation irrationnelle (6o).

Pour séparer la quatrie¢me racine, changeons ¢ en ¢'7; I’équa-
tion (60) prend alors la forme

SV TR PR Sa— R E— '
c'2 2 "2 m? c'2n? ¢

(60), —,——Aft\/ — — B = —C=*x ~=o.
4 4 4 2

Adoptons la combinaison suivante des signes
5 79 7 3 15 7
c'2{? c'2m? c'2n? c
a/v——fx+\/ ——B+\/ — C— — = o,
4 4 4 2

A d, . 1 l | b} d . A
en SUPPOSEID‘Z que 2-2 €signe la p us granae €s quantltes ﬁ

5 —
n

e Si nous substituons maintenant co et la valeur

c':;\/x
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le résultat de la premiére substitution aura le signe de

sl +~m-+n—i,

c’est-a-dire le signe de ¢, d’aprés les inégalités (G1). La seconde
substitution donnera un résultat

A R EVA
’”V'z-‘z et ”\/25 T 7

dont le signe est inconnu, mais ne dépend nullement de . On
pourra donc choisir le signe de ¢ de telle maniére que les résultats
des deux substitutions soient de signes contraires, et 'on aura
ainsi mis en évidence la quatriéme racine. En portant successi-
vement les valeurs de ¢ dans les formules (5¢), on déterminera les
valeurs correspondantes de « et de b, qui seront réelles si I'on
prend pour ¢ une des trois valeurs réelles, et purement imaginaires
comme c sil’on emploie la derniére racine. On voit que I'on sera
ainsi conduit a quatre surfaces différentes, pouvant toutes étre
acceptées.

Nous terminerons ici, avec le premier Volume de cet Ouvrage,
la théorie des surfaces minima et I’étude du probléme de Lagrange
et de Plateau. Ce probléme, qui doit compter au nombre des plus
intéressants que 'expérience ait jamais posés aux Géomeétres, est
aussi un de ceux dont les progrés sont le plus étroitement liés a
ceux de I’Analyse moderne; le lecteur l'aura certainement re-
marqué en étudiant les développements, peut-étre trop rapides,
donnés dans les trois derniers Chapitres.

FIN DE LA PREMIERE PARTIE.
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a la détermination d’unc surface réglée dont la ligne de striction doit
satisfaire & une condition donnde. )

CHAPITRE X.

Le probléme de Plateau. — Dctermination de la surface minima passant
par un contour donné composé de lignes droites, ou de plans que la
surface doit couper normalement.

Historique. — Indication des travaux de Riemann, de M. Weierstrass et
de M. Schwarz. — Exposition générale de la méthode & suivre dans
le cas ot il n’y a pas de point de ramification. — Surfaces minima
passant par deux droites, — coupant & angle droit deux plans donnés

ct contenant une droite donnée, — passant par trois droites dont 'une
coupe les deux autres, — passant par les quatre cotés d’un quadrilatcre
gauche quelconque. — Introduction des points de ramification. — Pro-
priétés géométriques relatives & ces points. — Solution générale du
probléme proposé.

CHAPITRE XI.

des formules de M. Weierstrass. .,
Forme nouvelle, due a M. Weierstrass, sous laquelle on peut mettre les
équations qui définissent une surface minima. — Formules relatives a

une transformation de coordonnées ou a un déplacement de la surface.
Equation linc¢aire du second ordre i laquelle satisfont les deux fonc-

tions G et H. — Définition d'une famille de surfaces minima. — Ap-
plication a la détermination de la surface minima passant par un con-
tour donné. — Formation de I’équation linéaire correspondante & cette
surface. — Indication des questions qui resteront & résoudre aprés la
formation de cette équation. — Propriétés géométriques de la famille

de surfaces minima définie par cette équation.

CHAPITRE XII.

Applications diverses de la méthode précédente. .. .. ... B
Méthode inverse dans laquelle on prend comme point de départ certaines
équations différentielles linéaires dont on connait l'intégrale générale.
— Surfaces que ’on peut déduire de l’'équation a laquelle satisfait la
série hypergéométrique de Gauss. — Surfaces déduites de la forme
Al (¢ — a)* adoptée pour G(¢) et H(¢). — Surface minima limitée
par une ligne brisée plane et une droite parall¢le au plan de la ligne
brisée. — Probléme de Gergonne. -— Surfaces déduites de la forme
Allo“ (¢t —-a) IIHE(¢ — D) adoptée pour G (¢) et H(¢). — Surface mi-
nima limitée par deux polygones fermés situés dans des plans paral-
Teles. — Remarque générale sur les moyens de multiplier le nombre
des solutions du probléme. — Surface passant par trois droites situées
«l’'une maniére quelconque dans I’espace.

FIN DE LA TABLE DES MATIERES DE LA PREMIERE PARTIE.

r

L~
[S3]
5V

ERRATA.

Page 174, ligne 17, au licu de =, lire 5 — z,.

Page 190, dans la troisieme et la quatricme formule, échanger partout e ct o,
betd.

Page 282, introduire le produit dw dv dans le second membre de la formule
qui donne dS et vient aprés 'équation (6).




