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INTRODUCTION.

Dans un meémoire inséré au tome IV des OEuvres compleétes,
Lagrange s'occupe des intégrales singuliéres (quil appelle solu-
tions particulicres) des équations différentielles et aux deérivées
partielles de tous les ordres. Pour ce qui concerne les équations
aux derivées ordinaires du premier ordre, il est conduit 4 la régle
m::_‘m::w :

Etant donnée une équation différentielle

F(z,y.)')=o0,
la solution particulié¢re devra satisfaire aux deux équalions
oF  F oF
wryY =0 y=o°
lesquelles, dit-il, devront s’accorder. Il ne précise pas mmﬁ::mm@
et n'indique pas ainsi si elles s’accordent nécessairement, ou s'il
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est nécessaire qu'elles s'accordent pour qu'il y ait une solution
singuliére.

Dans une autre partie de son mémoire, considérant les courbes
représentées par une équation générale contenant un parameétre
arbitraire, et qui satisfont par conséquent & une méme équation
différentielle du premier ordre, il fait remarquer que ces courbes
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auront une enveloppe qui satisfera necessairement a la méme
équation différentielle, sans étre identique & aucune d'elles et,
par conséquent, sans étre comprise dans ce qu'on nomme l'inte-
grale compléte ou générale. Toute la discussion de Lagrange re-
pose nécessairement sur Ihypothése qu'une équation différentielle
(uelconque admet une intégrale mm:mam_m finie et continue, dans
une étendue du plan suffisante pour qu'on puisse appliquer les
principes de la théorie des enveloppes. Cette hypothése, quoique
non justifi¢e, était universellement admise du temps de-Lagrange.
Tous les auteurs, et ils sont nombreux, qui ont écrit sur ce sujet,
font la théorie des solutions singuliéres en partant de I'intégrale
compléte contenant une constante arbitraire, et ils supposent tou-
jours, d'une maniére plus ou moins explicite, qu'elle demeure une
fonction bien déterminée de cette constante. C’est amsi que Pois-
son, dans un mémoire inséré au 13° cahier du Journal de IEcole
polytechnique, se préoccupe avant tout de reconnaitre si une solu-
tion donnée d'une équation différentielle est une solution singu-
liere, ou si elle peut étre complétée de maniére 4 contenir une
constante arbitraire et & devenir alors un cas particulier de I'inté-
grale générale.

La théorie de Lagrange consistant a considérer les solutions
singuliéres comme les enveloppes des courbes représentées par
I'intégrale générale constitue certainement ce qu'on a écrit de
plus simple et de plus net sur ce sujet difficile. Mais elle condui-
sait & cette conclusion qu’étant donnée une équation différentielle,
il y aura d'une maniére normale une solution singuliere, ne dis-
paraissant que dans les cas exceptionnels, et devant satisfaire aux
deux équations que nous avons données plus haut.
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Or il n'est pas difficile de se convaincre qu’étant donnée une

équation différentielle formée directement d'une maniére quel-
conque, les trois équations
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ne sont pas satisfaites en général, pour tous les points d'une
courbe; en sorle que Papplication de la régle méme qui semblait
établie pour la recherche des solutions singuliéres conduit & cette
conclusion qu'il n'y a pas, en général, de telie solution.
L’explication de ce paradoxe est facile 4 donner. Lagrange et
ses successeurs admettaient T'existence d’une intégrale compléte
finie et continue dans toute I'étendue nécessaire pour qu'on puisse
chercher I'enveloppe des courbes qu'elle représente. Ils excluaient
done, sans méme le dire, le cas ot ces courbes auraient des
points singuliers, cesseraient d’étre continues ou méme d’exister
au deld d'une région limitée du plan. Nous avons aujourd’hui des
notions plus précises sur les intégrales des équations différen-
tielles. Une fonction y satisfaisant 4 une équation différentielle du
premier ordre est, certainement, dans une étendue limitée, une
fonction continue 4 la fois de la variable indépendante et de sa va-
leur initiale, qui peut alors jouer le réle de constante arbitraire.
Mais cette intégrale compléte cesse précisément d’étre bien déter-
minée dans la région du plan ou la courbe qu'elle représente
serait coupée par la courbe infiniment voisine. Il résulte, en effet,
des principes établis dans le beau mémoire de MM. Briot et Bou-
quet, que cette courbe acquiert généralement un rebroussement

, v . d . .
aux points ou I'équation en %Y admet deux racines mmm_mm.

dx
En général, I'élimination de y' entre les deux équations
oF
F(x,y,y)=o0, Mwuo

donne le lien des points de rebroussement des courbes intégrales;
ce lieu ne devient une solution que si la forme de 1a fonction F a
été choisie d'une maniére convenable.
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I importe donc de distinguer soigneusement les équations dif-
férentielles formées par I'élimination des constantes, par exemple
entre les équations algébriques et leurs dérivées, et celles dont
origine est quelconque et tout a fait mconnue. Les premiéres,
la théorie de Lagrange le démontre nettement, ont généralement
une solution singuliére. Les autres n’en ont que d’une maniére
tout a fait exceptionnelle.

Une remarque bien simple explique pourquoti cette distinction,
qui, st elle avait été faite tout d'abord, et pu contribuer beau-
coup au progres de la théorie des équations différentielles, n’a
¢1é exposée que dans ces derniers temps. Les équations dont on
s'est surtout occupé, quoiqu'on ne les considére plus exclusive-
ment, sont celles qu’on peut intégrer, c’est-a-dire celles pour les-
(uelles il existe une intégrale générale qui, formée avec des fonc-
tions simples et entieres, est le plus souvent finie et continue et
donne, par conséquent, naissance a une intégrale singuliére. On
a ¢te amsi conduit & donner a la théorie de Lagrange une exten-
sion et une portée qui n’étaient sans doute pas dans la pensée de
ce grand géométre.

Les conclusions précédentes s'appliquent sans aucune modifi-
cation aux équations aux dérivées partielles. Ici encore, il importe
de séparer les équations obtenues par I'élimination des constantes
de celles qui ont été formées directement d'une maniére quel-
conque. Les premiéres ont le plus souvent une intégrale singu-
liere, qui est I'enveloppe des intégrales que Lagrange nommait
complétes; les secondes n’en présentent que dans des cas tout a
fait exceptionnels. De 14 résulte la nécessité de distinguer, dans
cette étude, ces deux classes d’équations. Jai commencé mon
travail par 'examen de celles qui résultent de I'élimination des
constantes, afin d’obtenir des résultats précis, permetiant de re-
connaitre et de définir la solution singuliére, quand elle existe.

La premiére partie est consacrée a P'étude détaillée et géomé-
trique des équations aux dérivées partielles a deux variables inde-
pendantes. Elle peut étre considérée comme une exposition com-
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pléte de la méthode des caractéristiques de Monge. Jetudie avec
soin toutes les espéces difféerentes d'intégrales d'une équation aux
dérivées partielles 4 deux variables indépendantes, les conditions
diverses auxquelles on peut les assujettir, afin de bien établir,
d’'une part, les caractéres qui distinguent I'intégrale singuliere de
toutes les autres intégrales, et, d’autre part, de bien reconnaitre
les relations de contact que présente 'intégrale singuliére, soit avec
les autres intégrales, soit avec les caractéristiques. Jindique ainsi
plusieurs propriétés de I'mtégrale singuliére. Elle est 'enveloppe
des intégrales completes; il passe en chacun de ses points et dans
la direction de chacune de ses tangenles une caractéristique; s
Pon trace sur elle une courbe quelconque, il y a deux surfaces
intégrales tangentes 'une & Fautre en tous les points de cette
courbe, I'intégrale singuliére et une intégrale générale, etc. Cha-
cune de ces propri¢tés conduit 4 la méme régle pour obtenir I'in-
tégrale singuliére au moyen de T'équation aux dérivées partielles
et sans passer par Intégrale compléte, supposée inconnue.

Je signalerat dans cette partie de mon travail quelques résultats
(ui me paraissent nouveaux. Les caractéristiques une fois connues,
il importe de savoir comment on doit les associer pour former
une intégrale. Ceci me conduit & dire quelques mots de la géné-
ration des surfaces par des courbes qui se déplacent et se dé-
forment d'une maniére continue sans se couper. Les unes sont
analogues aux surfaces gauches, etla distance de deux génératrices
infiniment voisines est du méme ordre dans toute 'étendue de la
surface. Pour les autres, qui sont m:&om:mm aux surfaces dévelop-
pables, les génératrices admettent une enveloppe, c’est-i-dire une
courbe qui leur est tangente. Généralisant alors un beau théoréme
de M. Bouquet, je prouve que, dans le voisinage de l'enveloppe,
la plus courte distance de deux courbes intiniment voisines n’est
jamais du second ordre, mais qu'elle est au moins du troisi¢me.
Dans ce cas, la courbe enveloppe de toutes les génératrices est
réellement une aréte de rebroussement, en tous les pomnts de la-
quelle deux nappes de la surface viennent se raccorder, qui, en un
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mot, est géométriquement semblable a celle des surfaces dévelop-
pables.

Si T'on associe les courbes caractéristiques de telle maniére
qu’elles aient une enveloppe, on obtient généralement une inté-
grale avec une aréte de rebroussement. Mais j'ai obtenu aussi une
classe nouvelle ct remarquable d’'intégrales, en associant les carac-
téristiques de telle maniére qu’elles aient un contact du second
ordre avec leur enveloppe. Ces intégrales se distinguent des autres
en ce qu’elles n'ont plus de rebroussement apparent. Par exemple,
si les intégrales complétes sont des sphéres, il y aura des Inté-
grales pour lesquelles les sphéres inscrites seront osculatrices a
une courbe, tandis que, pour les autres intégrales, les sphéres
inscrites ont seulement trois points communs confondus avec
I'aréte de rebroussement.

Un autre point nouveau de cette premiére partie consiste dans
I'extension & toutes les caractéristiques des propriétés des tan-
gentes conjuguées d'une surface. Un des caractéres déja signalés
de I'intégrale singuliére consiste en ce quil passe en chacun de
ses points el dans la direction de chacune de ses tangentes une
caractéristique. Cela posé, soient, en un point M de l'intégrale
singuliére, Mt, Mt deux tangentes jouissant de cette propriété
que, si 'on associe les intégrales complétes tangentes a l'intégrale
singuliére aux points d’une courbe ayant en M la direction de la
droite Mt, la caractéristique située sur leur enveloppe et passant
en M ait pour tangente M¢. Cette propriété sera réciproque, elle
subsistera quand on échangera M¢, Mt". Si en particulier on prend
comme intégrales complétes les plans tangents 4 une surface non
développable, les caractéristiques sont les tangentes & cette sur-
face, et 'on retrouve la propriété des tangentes conjuguées comme
conséquence d'une propriété générale de I'intégrale singuliére,
par rapport aux caractéristiques.

Jétudie aussi les questions relatives a 'ordre du contact des
intégrales générales et complétes avec I'intégrale singuliére. Siles
intégrales complétes touchent en un nombre limité de points I'in-
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tégrale singuliére, et qu'en ces points il n'y ait pas osculation, c'est-
a-dire si la courbe d’'intersection des deux surfaces n’a pas un
rebroussement au point de contact, ce qui est le cas ordinaire,
aucune intégrale geénérale n'aura un contact du deuxiéme ordre
avec l'integrale singuliére. Au contraire, si les intégrales completes
sont osculatrices a 'intégrale singuliére, toutes les intégrales géneé-
rales auront avec l'intégrale singuliére un contact du deuxiéme
ordre. Un exemple remarquable est offert par la considération
des sphéres osculatrices & une surface quelconque.

Un article spécial traite des intégrales singuli¢res des équations
linéaires ou plutét des équations qui se décomposent en plusieurs
équations linéaires.

La deuxiéme parlie traite encore des équations aux dérivées
partielles formées par ’élimination des constantes, mais en sup-
posant quelconque le nombre des variables indépendantes. Je
commence par la définition de l'intégrale singuliére. A cet effet,
je reprends, en la généralisant d’aprés M. Lie, la soﬁoa de I'inté-
grale compléte due & Lagrange. Ce point de départ parait con-
duire, on le sait, 4 plusieurs classes de solutions, suivant le nombre
de relations qu’on établit entre les constantes arbitraires. Pour
montrer que cette division est artificielle et tient au choix de I'm-
tégrale compleéte, jétudie la question difficile du passage d'une
intégrale compléte 4 toute autre. La conclusion de cette étude est
la suivante : la théorie de I'intégrale singuliére ne peut étre faite
d’'une maniére simple avec une intégrale compléte quelconque.
Une seule intégrale, celle d’ot T'on était parti, permet d’exposer
cette théorie avec nettete.

Pour rendre compte de la nature de ce fait, 1l me suflira d'in-
diquer ce quil devient dans le cas de deux variables indépen-
dantes. Imaginons que P'on considére un premier groupe d’inté-
grales complétes, touchant lewr enveloppe chacune en un nombre
limité de points. Toutes les autres intégrales complétes toucheront
nécessairement la solution singuliére, chacune en tous fes points
d’une courbe. Ainsi leurs relations avec l'intégrale singuliére sont
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tout a fait différentes de celles des intégrales primitivement choi-
sies. Une des conséquences consiste en ce que, si 'on associe ces
nouvelles intégrales complétes de maniére que leur enveloppe
donne une intégrale générale, cette intégrale générale comprendra
toujours en facteur dans son équation la solution singuli¢re. Pre-
nons, par exemple, comme intégrales complétes, les plans tangents
4 une surface () non développable. Si nous remplacons ces pre-
miéres intégrales complétes par les cones circonscrits a (X) ayant,
par exemple, leurs sommets dans un plan (P), toute intégrale
pourra s’obtenir en prenant I'enveloppe d'une suite de ces cones,
de ceux qui ont leurs sommets sur une courbe @cm_no:@:m du
plan (P). Mais cette enveloppe comprendra toujours évidemment
la surface () comme solution étrangeére.

Il m’a paru inutile de faire une théorie rationnelle de l'inte-
grale singuliére avec de telles intégrales complétes. Me bornant
donc a signaler ce fait si important, j’ai obtenu une proposition
precise applicable & tous les cas et permettant de déduire la solu-
tion singuliére de I'équation aux dérivées partielles. Voict quelle
est cette proposition :

Etant donnée I'équation aux dérivées partielles

HAJAN,.HT....ﬁavﬁ_.\uw...ﬁzvnog .
dont jécris la différentielle totale sous la forme
Ldz+Xdr 4 -+ +Pdp + -+ =o0,

la solution singuli¢re doit satisfaire, quand elle existe, aux
2n équations

NN.ITNE..MHO, P,=o, i,k=1,2,3, .- n;

en d’autres termes, pour chacun de ses éléments, les équations
différentielles de 1a caractéristique doivent étre complétement in-
déterminées.

La théorie de I'élimination des constantes parait donc conduire

, . . . . ..
d’une maniére normale 4 une solution m_cm:rmnm satisfalsant aux
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équations précedentes. Or 1l est trés facile de reconnaitre directe-
ment que, pour une équation aux dérivées partielles quelconque,
les équations précédentes ne peuvent conduire i une solution.
L’explication de cette contradiction est la méme que pour les
equations differentielles ordinaires.

En genéralisant une proposition déja établie dans la théorie des
équations différentielles ordinaires, je suis méme arrivé a un ré-
sultat qui paraitra plus singulier. Dans le cas des équations aux
dérivées partielles formées par I'élimination des constantes, les
an+ 1 équations

F=o0, X, +Zp,=0., P,=o0,

admettent, en dehors de la solution singuliére, une autre solution
commune, dans laquelle elles equivaudraient 4 deux relations seu-
lement entre les an 41 variables

Nﬁ&.wu ... .&.a,\fu Cee Py

Quoi qu’il en soit, la solution singuliére, quand elle existe,
devant satisfaire aux 2n+-1 équations déja indiquées

F=o0, P,=o0, X +Zp=o,

i

je prends cette propriété comme définition de Pintégrale singu-
liére, et j'indique comment on reconnaitra sl y a des intégrales
singuliéres et comment on les trouvera quand elles existent.

Dans T'exposition des résultats de cette partie, j'ai employé un
lemme di & MM. Lie et Mayer et employé par eux pour un autre
objet. La facilité avec laquelle la théorie des équations aux dé-
rivées partielles se deduit de ce lemme et s’y rattache montre
bien qu'il ne constitue qu'un changement de forme. Mais ce chan-
gement est trés Intéressant et m’a paru mériter 4 tous les égards
d’étre adopte.

Aprés avoir donné une définition précise des intégrales singu-
liéres, definition s’appuyant uniquement sur 'équation aux dé-
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rivées partielles, il importait d’étudier par une methode rigou-
reuse les relations de ces intégrales avec toutes les autres, en un
mot, d'Intégrer complétement P'équation aux dérivées partielles
dans le voisinage de la solution singuliére considérée. Clest a cette
ctude essentielle qu'est employée la troisiéme partie de mon tra-
vail, oui je reprends I'examen de la méthode de Cauchy pour I'in-
tégration des équations aux dérivées partielles par 'emploi des
séries. Je résous d’abord cette question en employant les caracte-
ristiques et en discutant le systtme d’équations aux dérivées ordi-
naires qui les definit. Je montre que, si 'équation proposée

F=o,

admet une solution singuliére pour laquelle wlw soit different de

zéro, il y aura une infinité de caractéristiques tangentes en chaque
point  la solution singuliére, retrouvant ainsi une des propriétés
des équations formées par I'élimination des constantes.

Dans le cas ol il n’y a pas de solution singuliere, 'équation en
z,y,z que I'on obtiendrait, par exemple, dans le cas de deux va-
riables indépendantes en éliminant p, ¢ entre les trois équations

F=o0, S—o, WIM =0,
est le lieu des points de rebroussement des caractéristiques.

Jexamine le cas ou I'on assujettirait Pintégrale & passer par une
courbe tracée sur l'intégrale singuliére. Dans ce cas remarquable,
la méthode de Cauchy ne suffirait pas & indiquer comment on doit
associer les caractéristiques pour obtenir une intégrale, et une
objection faite par M. Bertrand a cette méthode acquiert ici
toute sa valeur et ne peut étre levée que par des recherches spé-
ciales. L'intégrale considérée par Cauchy est réellement infinie
pour chaque caractéristique.

Une autre méthode d'intégration ou I'on n’emploie plus les ca-
ractéristiques, et qui, par conséquent, s'applique a tous les ordres,
est enswite étudiée. Je cherche les intégrales qui peuvent étre
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tangentes & l'intégrale singuliére, en essayant d’apporter la plus
grande rigueur dans cet examen, qui est fondamental pour I'étude
qui nous occupe. Voici quels sont les résultats obtenus.

Consideérons d’abord les mazmaosm aux derivées wmﬁmmzmm pour

s Qﬂ s r ry r
lesquelles 'équation 5= o n’est pas vérifiée par tous les éléments

de la solution singuliére. J'obtiens le résultat remarquable qui suit.
Soit

S ACRERES

‘équation de la solution singuliére.

Il y a n classes de solutions développables en série et, si je puis
m’exprimer ainsi, tangentes a la solution singuliére. Ces classes
sont représentées par des équations des formes suivantes :

N".\.?ﬁw, e HavlT:,w
z=f(x, - HL.T:.W.T:W

z=f(z, - .&L:T:wl_:mwlT e

ol u, . ..u, désignent des séries convergentes. Les premiéres,
tangentes en tous les points d'un lieu défim par une seule équa-
tion

contiennent les coefficients d’'une fonction arbitraire de n— 1 va-
riables. Celles de la k¢ classe contiennent les coefficients de &
fonctions arbitraires de n—k variables. La dermére dépend de n
constantes. C'est elle qui joue le réle de Iintégrale compléte.
Quelques-unes de ces classes disparaissent, en tant que solu-
tions développables, dans des cas déterminés. Prenons, par
exemple, le cas de deux variables indépendantes, et soit

F(z,y,2,p,q)=o0
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‘équation aux dérivées partielles. En général, il y a deux classes
de solutions, les unes représentées par ‘équation

z=f(z,y)+ ",
qui jouent le réle des intégrales générales de Lagrange, les autres
définies par 'equation
2= f(x,y)+ 0P +w,
tangentes en un seul point & la solution singuliére et tenant lieu

de I'mtégrale compléte.
Cette derniére classe disparait, si {a forme

»F
Apdg

dpdg+= dg?

2 dp*+ 2 T
est un carré parfait. Les deux classes disparaissent si cette forme
est nulle; ou plutét elles ne disparaissent qu'en tant que solutions
développables; les surfaces qu'elles representent continuent &
exister, mais acquiérent des points singuliers 2 la place du point

de contact.

. . . OF .
Je dis aussi m:m_mﬁmm mots du cas ol wln serait nul en tous les
[

points de la solution singuli¢re. Alors, si I'on trace une courbe
ﬁTZLooﬁmcm sur cette solution, on ne pourra pas, en mmsmamf
trouver d'intégrale tangente 4 la solution singuliére en tous les
points de cette courbe, & moins que cette courbe n’ait éte conve-
nablement choisie.

Par contre, il y a des solutions singuliéres pour lesquelles on
trouve toujours deux intégrales développables d’espéce tout a fait
différente, tangentes en tous les points de la méme courbe 4 l'inté-
grale singuliere. Je crois que c’est dans cette partie de mon travail
que sont, je ne diral pas complétement résolues, mais abordées
les véritables difficultés .de cette étude, et que toute la théorie
des solutions singuliéres se résume dans la solution de telles ques-
tions : Aprés avoir reconnu lesistence de cette solution, telle que
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nous l'avons définie, examiner les rapports de contact qu'elle peut
avolr avec les autres intégrales.

Je citerai ici la confirmation d’une remarque des plus curieuses
de Poisson. Dans la plupart des cas on peut mettre, par une sub-
stitution convenable, la solution singuliére en facteur et I'elimi-
ner de I'équation aux dérivées partielles.

La quatriéme et derniére partie contient la généralisation d'une
belle theéorie de Lagrange et de M. Serret sur les solutions sin-
guliéres des équations différentielles ordinaires. Je fais connaitre
une classe d’équations aux dérivées partielles, qu'on intégre en
les différentiant et dont le type le plus simple est la suivante :

E—PXy— .- l\w:&;”.\,A\:, L E:v,

genéralisation de celle de Clairault. Je montre que cette generali-
sation a des rapports étroits avec la théorie des équations aux de-
rivées partielles du second ordre, et qu'elle donne notamment la
solution des deux questions suivantes :

1° Trouvér toutes les équations du second ordre pour les-
quelles les équations différentielles de la caractéristique admettent
une intégration compléte;

2° Former les équations du second ordre ayant deux intégrales
premiéres du premier ordre.

La théorie précédente est équivalente a celle du contact du
premier ordre. Pour la généraliser, j'étudie les questions relatives
au contact de deux surfaces. Cette théorie présente des difficultés
particuliéres, parce qu’'on n’a pas toujours le nombre de para-
métres nécessaire pour assurer un contact d’'un ordre détermine,
et 'on en a trop pour établir le contact d’ordre immédiatement
inférieur. Jessaye de lever ces difficultés, mais la théorie du con-
tact ne m'a conduit a des équations intégrables par différentiation
que dans le cas des surfaces & quatre et a cinq paramétres. Les
autres cas paraissent ne pas se préter a la formation de telles équa-

tions aux dérivées partielles.
Dans ce travail, j'ai fait abstraction de toutes les difficultés te-
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nant au choix des axes ou aux valeurs infinies des dérivées de z.
On sait que, par un changement d’axes ou par une substitution
linéaire, on peut toujours les éviter. 'indique, en terminant, com-
ment on pourrait développer la théorie en employant des coordon-
nées homogénes, ce qui ne laisserait plus de place & des difficultés
de ce genre.
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PREMIERE PARTIE.

ETUDE DE LA METHODE DES ENVELOPPES DE MONGE.

5 1. DE LA FORMATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

PAR F,mn.gzz.PH_Oz DES CONSTANTES.
Sott

(1) V(x,y,2z,a,b)=

'équation en coordonnées cartésiennes d’une surface, contenant
deux paramétres arbitraires, a et 6. SiI'on désigne, suivant I'usage,
par p et g les dérivées de z considérée comme fonction de z et
de y, on aura

(2) mHPE—o, u<+%l<|o

Entre les mm:mtozm (1) et (2) éliminons « et b, nous obtiendrons
une certaine relation

(3) F(z, 2, p,q) = o,

qui constitue une équation aux dérivées partielles du premier
ordre, a Jaquelle satisfont toutes les surfaces représentées par
quation (1).

On a T'habitude de dire que I'équation aux dérivées partielles
exprime une propriété du plan tangent a toute surface satisfaisant
& cette equation. En effet, si «, y, z désignent les coordonnées
d’un point déterminé M de cette surface, et X, Y, Z, les coordon-

nées courantes, le plan tangent au point M aura pour équation
(4) L—z=p(X—x)+q(Y—y),

et comme p et ¢ doivent satisfaire a ’équation (3), on voit que le
plan tangent 4 toutes les surfaces qui passent au point M et qui
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satisfont a T'equation differentielle ne peut étre arbitrairement
choisi; il devra étre tangent au cone quon obtient en éliminant

p, ¢ entre les équations (3), (4) et la suivante:

(5) L

p oq
On peut encore raisonner de la maniére suivante : les equations de
la normale au wo:; (x.y, z) sont les suivantes :
(6) X—x+p(l—z)=o,
6
Y—y+4+qg(Z—2z)=o0.

En tirant de ces équations les valeurs de p et de ¢ et les portant
dans I'équation (3), on aura

X-— Y-y
(7) Flope —3=5 —773)=°

Cette m@:mcoc wmwwmmmim un cone, lieu des normales a toutes les
surfaces satisfaisant 4 I'equation (3) et passant au point (x,y. z).

Ainsi T'on peut dire que I'équation aux dérivées partielles ex-
prime I'une des propriétés suivantes :

Les surfaces satisfaisant 4 I'équation et passant en un point de-
terminé doivent avoir leur normale sur un certain cone, que nous
appellerons céne des normales, en le mmm_mbmi par la lettre (N},

Ou, ce AE revient au méme :

Les surfaces satisfaisant 4 I'équation et passant en un point sont
telles que leur plan tangent doit envelopper un autre céne, sup-
plémentaire du cone (N), et que nous désignerons sous le nom
de cone (T).

Ces remarques ont été faites depuis longtemps; on peut les
compléter de la maniére suivante :

Cherchons celles des surfaces satisfaisant a I'équation aux dé-
rivées partielles (3) qui peuvent étre tangentes & un plan.

Soit
(8) L=aX+BY+y
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"équation de ce plan. On devra avoir, pour le point de contact,

a=p, B=gq,

et, par conséquent, les coordonnées de ce point devront satisfaire
4 'équation

(9) F(X,Y,Z,a,B8)=o0,

qu'on obtient, en substituant dans I'équation aux dérivées par-
tielles a & p, B 4 ¢.

I’équation (g), jointe & I'équation (8), définit une courbe (C),
sur laquelle doivent se trouver les points de contact des surfaces
cherchées. Ainsi, au lieu de dire que 'équation différentielle fait
connaiire une ﬁwowlﬁm du Em: tangent, on Wm_: aussl remarquer
qu’elle exprime une propriété du point de contact, en ce sens que
les surfaces tangentes 4 un plan et satisfaisant 4 'équation devront
avoir leurs points de départ sur une certane courbe (C) de ce
plan, que Téquation différentielle permet de détermimer. Nous
pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Si lon considére les surfaces satisfaisant a 'équation aux dérivées
partielles comme lieux de points, cetle équation définit les surfaces
cherchées par une propricté du plan tangent que l'on peut énoncer
ainst :

Pour chaque surface passant par un point de U'espace, la normale
doi!l se trouver sur un céne (N) correspondant & ce point, ou le plan
tangent doit toucher un cdne (T) supplémentaire du cdne (N).

Mais si l'on considére la surface comme enveloppe de ses plans tan-
gents, l'équation indique une propriété du point de contact, c'est-a-

dire que toules les surfaces langentes a un plan dotvent avoir leurs
poinis de contact sur une certaine courbe (G) de ce plan.

La symétrie, ainsi introduite dans 'étude de la question qu
nous occupe, nous sera trés utile; dés a présent, elle donne la
raison de certains faits analytiques; elle explique, en particulier,

le succés de la transformation de Legendre, dans laquelle on

SAv. ETRANG. t. XXVII. —N° 2. K]
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substitue aux (rois variables x, y, z, les trois suivantes, p, ¢ et
u=pr-+qy —z.

Il est facile, en effet, de reconnaitre que les deux caractéres
(ue nous avons mis sur la méme ligne se transforment 'un dans
Pautre , quand on soumet les surfaces satisfaisant a Péquation aux
dérivées partielles & une transformation par polaires réciproques.
Prenons, par exemple, le premier, d’aprés lequel les surfaces qui
passent en un poinl doivent y étre tangentes 4 un certain cone
(T). Aux surfaces passant en ce point correspondront des surfaces
tangentes & un plan; au cone (T) correspondra une certaine
courbe (C') de ce plan; et, par suile, la proposition précédente
nous montre que les surfaces transformées satisferont, elles aussi,
4 une équation du premier ordre.

D'apres cela, considérons le plan tangent & I'une des surfaces

L=pX+qY —u.
ou l'on a
:Hw&«fﬁ\lm.

1l est facile de voir que p, ¢, u sont les coordonnées ordinaires
du pole de ce plan tangent par rapport a la surface

92 = X?4-Y?,

et Pon voit, par conséquent, que u considérée comme fonction de
p et de g devra satisfaire &4 une équation aux derivées partielles
du premier ordre. En prenant une surface quelconque du second
degré, on aurait des transformations plus générales, indiquees
pour la premiére fois par M. Chasles, dans I'Apercu historique.
L’équation (1) a été¢ nommee par Lagrange intégrale compléte
de I'équation aux dérivées partielles (3), et I'llustre géometre a
montré que la connaissance d'une intégrale de cetle espéce suffit
pour l'intégration compléte de I'équation aux dérivées partielles.
En effet, 'équation (3), étant le résultat de I'élimination de «
et de b entre les équations (1) et (2), peut évidemment étre rem-
placée par le systeme des équations (1) et (2), pourvu quon y




SOLUTIONS SINGULIERES DES —wOC?—éOZm. 19
regarde a et b non plus comme des constantes, mais comme des
fonctions quelconques de x et de y. D'apres cela, si 'on différentie
‘équation (1) en y tenant compte des équations (2), on aura
(10) & da+3 db=o.

Cette équation ne peut étre vérifiée que de trois maniéres diffé-
rentes :

1° En laissant a et 6 constants. C'est la solution d’oti 'on est
parti.

2° En supposant
A— _v hAY ) oV

La solution correspondante s'obtiendra en éliminant a et b entre
ces deux équations et P'équation (1). C'est le lieu des intersections
successives des surfaces correspondantes aux différentes valeurs de
a et de 6.

3° En établissant entre a et b une relation

@(a,b)=o,

que nous écrirons, en laissant de coté le cas ou elle se réduirait a
a=c*,

b= (a);

alors la solution correspondante sera donnée par le systéme
V=o,
V.V

(12) a5/ (a)=o,

b=f(a).

Cette derni¢re solution contient une fonction arbitraire, et La-
grange I'a appelée intégrale générale. La précédente, ne contenant
ni constante ni fonction arbitraire, a recu le nom d'intégrale ou
solution singuliére. Enfin I'équation (1) donne, nous I'avons dit, une
intégrale compléte.

La solution générale est donc définie de la maniére suivante.

3.
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Parmi les intégrales complétes on forme d’'une maniére quelconque
une suile simplement infinie de surfaces, en établissant une relation
entre a el b. L'enveloppe de toutes ces surfaces constitue une n-
tégrale générale de I'équation proposée. Il semblerait donc qu'il y
a trois classes d’intégrales : 1° les intégrales générales; 2° les inteé-
grales complétes; 3° I'intégrale singuliére. Il importe donc de ve-
marquer qu'aucune différence essentielle ne sépare les mtégrales
completes des intégrales générales.

Iimaginons, en effet, que, dans le systéme (12) la fonction f(a)
contienne d’'une maniére quelconque deux constantes arbitraires
a’, V', que I'on ait

b=f(a,a,b).
Le résultat de I'elimination de a entre les équations (12) donnera
une nouvelle équation
Vi(z,y.2,d,b')=o0,

qui jouera le réle d’mtégrale compléte par rapport aux constantes
a’, b'. Une des anciennes mtégrales complétes, celle, par exemple,
que I'on obtiendrait en faisant ¢ =a,, b =0b,, sera maintenant |'in-
tégrale générale qu'on obtiendra en établissant entre a' et ' la
relation
by=f(a,,a’,b").

Il n'en est pas de méme de la solution singuliére, et les caractéres
qui distinguent cette solution ne changent pas quand on passe d’une
intégrale compléte a une autre. 1l est clair, en effet, que les inté-
grales générales touchent la solution singuliére en tous les points
d’'une courbe, et, par conséquent, I'enveloppe de toutes les inté-
grales complétes qu'on pourra choisir sera toujours la solution
singuliére. Nous reviendrons, du reste, sur ce point dans la se-
conde partie de notre travail.

§ 2. DES CARACTERISTIQUES,

Nous déhnirons ainsi les courbes tracées sur toute surface nté-
grale et (qui, en ormmco pomnt de la surface, admettent pour tan-
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gente la génératrice de contact du plan tangent a la surface et du
cone (T) correspondant & ce point. Il est clair que, si deux surfaces
intégrales se rapprochent indéfiniment I'une de I'autre et viennent
se confondre, leur ligne d’intersection aura pour limite une carac-
téristique.

Nous allons d’abord trouver les équations de toutes les caracté-
ristiques.
Soient d’abord les intégrales complétes

V=o.

Leur intersection avec une intégrale imfiniment voisine a pour
équations

&<
(13) V=o, &a.TY

Ces deux équations définissent les caractéristiques qui se trouvent
sur les intégrales complétes; il est facile de voir qu'il n'y en a pas
d’autre.

Considérons, en effet, la solution générale

<Aa¢:m,a,$ﬂ
w<
u@ .\ A v" 0,
nxﬁad
qu'on peut écrire, en y posant
!
y=f"{a),
o< u<
V=o, S +yy-—
Ces équations, en y considérant a, b, y, comme des constantes,
représentent une des caractéristiques déja définies par la formule
e ’ 7 r I3
(13); intégrale générale est donc engendrée par ces courbes, et
comme il y en a une passant par chaque point de la surface, nous
voyons qu’il n’y en a pas d’autre sur chaque intégrale générale.

Donc, étant donnée une intégrale compléte, on peut en déduire
toutes les caractéristiques par les formules (13).

9 G. DARBOUX.

Ces caractéristiques dépendent, on le voit, de trols constantes.
On pourra non seulement les faire passer par un point quelconque
de T'espace; mais encore en ce point leurs tangentes prendront
toutes les directions des génératrices du céne (T). Nous verrons
plus loin la définition des caractéristiques indépendamment de
toute surface intégrale. Remarquons seulement qu’en méme temps
que la caractéristique est donnée par les équations (13)

v, v
<Hou uanTu\
on a
VY AV, av
(14) wPm=0 i =0

p et ¢ étant les coefficients angulaires du plan tangent a la surface
intégrale ou au cone (T) en chaque point de la caractéristique.

§ 3. DES DEVELOPPABLES CARAGTERISTIQUES.

Nous appellerons ainsi les développables circonscrites a chaque
surface suivant une caractéristique. D’aprés les formules (14) et
d’apreés la définition des caractéristiques, toutes les surfaces qui
contiennent une caractéristique sont évidemment tangentes en tous
les points de cette courbe. La développable correspondante a
chaque caracléristique est donc unique. Cest la limite de la dé-
veloppable circonscrite 4 une des surfaces intégrales et a toute
surface infiniment voisine. Il suit de Ja que la caractéristique jointe
a cette développable constitue un systeme qui se transforme dans
le systeme semblable, quand on soumet les surfaces intégrales a
une transformation par wo_mmwmm réciproques. De la aussi résulte un
moyen de former les ma:m:o:m de toute @méwowwmzm caractéris-

tique. Ecrivons I équation S:mm::m:o de I'intégrale complete
Wi(p. g . a, b)—

u ayant la signification déja donnée et la valeur u=pz+qy —z.
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On aura pour la caractéristique mmé_om%&&m les équations
W =0,
(15) W OW
YW =0
: W W W, W
(16) » =0 N + Y5, =0,

tout & fait pareilles au systéme (13) et (14).

De méme que toutes les caractéristiques passant en un point
ont pour tangentes les génératrices du céne (T) de ce point, de
meéme les caractéristigues développables tangentes & un plan ont
pour génératrices rectilignes de contact les tangentes de la courbe
(C) de ce plan. En effet, soient deux surfaces intégrales tangentes
4 ce plan en deux points m, m'. Les points m, m' sont sur la courbe
(C), et la droite mm' est une génératrice de la développable cir-
conscrite aux deux surfaces. Cela posé, si 'une des surfaces se
rapproche de l'autre, le point m' se rapproche de m etla droite mm’
vient se confondre avec la tangente en m 4 la courbe (C).

Donc

Les caractéristiques développables tangentes a un plan ont pour gé-
nératrices reclilignes situces dans ce plan les diffcrentes tangentes de la
courbe (G) de ce plan.

S 4. DE LA DEFINITION DES GARACTERISTIQUES INDEPENDAMMENT DE TOUTE SURFAGE
INTEGRALE.

Nous:avons vu que les courbes caractéristiques passant en un
pointy ont pour tangentes les génératrices rectilignes du céne (T).
Si donc

X—a Y-y\
@ (.02 =5 7=%) =0

est 'équation de ce céne, les génératrices satisferont & I'équation
différentielle -

de d
?.Nv - ﬁA&fv\qN. &lw.. M.IWV_HO
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Mais elles ne sont pas, évidemment, les courbes les plus générales
satisfaisant a cette équation. 1l est clair, en effet, que ‘équation
précedente doit admetire une solution avec une fonction arhi-
traire, 1l suffit 'y poser

lx
e=f2) o r(a),

et 'on aura a intégrer une équation différentielle ordinaire a deux
variables y et z, qui donnera des solutions, la fonction f(z) étant
arbitrairement choisie.

Quelle est donc la propriétée qui distingue les caractéristiques
de toutes les autres courbes que nous appellerons courbes inte-
grales, satisfaisant a la méme équation?

Pour répondre 4 cette question, nous commencerons par rap-
peler ce que nous avons dit des cones (T) et des courbes (C), et
par monirer comment on peut établir entre les courbes et les
cones une haison géométrique indépendante de toute intégrale.

Considérons un plan (P) et la courbe (C) de ce plan. II est
clair, d’aprés la déhnition de la courbe (C), que le céne (T) cor-
respondant & un point de cette courbe devra étre tangent au
plan (P). Ainsi la courbe (C) est le lieu des points pour lesquels
les comes (T) sont tangents au plan (P).

De méme, le cone (T) correspondant & un point M est I'en-
veloppe des plans pour lesquels les courbes (C) passent en M.
On voit donc que I'on pourra toujours deduire les courbes (C) des
cones (T) et réciproquement, en faisant usage des propriétes géo-
meiriques qui precedent.

Cela posé, nous avons vu que, si'on se déplace sur une carac-
téristique, le plan tangent enveloppe une développable dont les
génératrices sont les tangentes aux courbes (G). Amsi

Les courbes caraciéristiques se distinguent de toutes les aulres courbes
intégrales de Uéquation (17) par la proprict¢ suivante : Menons en
chaque point M de la caractéristique le plan tangent (P) au céne (T)
de ce point, ayant pour génératrice de contact la tangente a la carac-




SOLUTIONS SINGULIERES DES MOG.P.H_OZM. 25
téristique. Quand on se déplace sur la courbe, ce plan enveloppe une
surface développable dont la génératrice rectiligne passant en M est
précisément la tangente en M a la courbe (G) du plan (P).

On voit que, sans faire appel 4 aucune propriéte des surfaces
et en nous servant seulement de la remarque faite au début sur
le double point de vue sous lequel on peut considérer I'equation
aux dérivées particlles, nous obtenons une propriété des carac-
téristiques qui va nous permettre de former leurs équations diffe-
rentielles. Soit, en effet,

Fla,y.z,p.q)=
I'équation proposee. On aura d’abord

p J
S dy+ 5 de- 3 dp+ 5

(19) dz=pdz + qdy.

oF

(18) WM&.»TT &Qﬂo.

Le plan tangent suivant la tangente & Ia nﬁ,mo&lmza:m au cone
(T) a pour équation

(20) L—z=p(X-2)+q(Y—y),

mf%m?.,mmr_z&olommmm:‘\&ogﬁmdmme_mnm:._ommmooimi
avec le cone (T) s'obtiendra en ajoutant a I'équation précédente
la suivante
X—x Y-y

aF ~ OF

p oq
quon peut écrire en remplacant X —x, Y —y par les quantités
proportionnelles dx, dy

de  dy.
(21) 3F 3F°
p

mais les équations (19), (21), conviennent a toutes les courbes
intégrales.

Exprimons la propriété énoncée dans le théoréme précédent, et
cherchons d’abord la tangente & la courbe (C). Cetie courbe passe

Sav. ETrane, t. XXVIL — N° 2, 4
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au sommet du cone, elle est dans le plan tangent. Elle est done
définie par I'équation (20)

Z—z=p(X—-z)+q(Y—y)

jointe a la suivante

F(X,Y,Z,p,q)=

ou p et g sont des constantes, et X, Y, Z les coordonnées d'un point
variable de cette courbe; sa tangente au point (r.y, 2) sera done
définie par les deux équations

dr=pdr+qdy,

{29 OF OF

. v u.N.%&nTu%%_v\lT %,(l

qui donnent

(23) A,; |Tt v?)TAE‘ITQ,:AV&\Ho.

Il faut maintenant exprimer que, lorsque le plan tangent (20)
se déplace en roulant sur la caractéristique, son Intersection avec
sa position initiale coincide avec la tangente 4 la courbe (C) dé-
finie par les équations (22) ou (23). Pour avoir cette intersection .
différentions Yéquation du plan (20), nous trouverons

—dz=dp(X—x)+dg (Y —y)—pde—qdy.
ou

dp(X —x)+dq(Y —y)=o.
1l faudra donc que 'on ait
(24) dp éx +dg dy =o,

oy e . .
ou, en déduisant la valeur de Mm de Péquation (23),

- dp dq
(23) SFOF , aF
:Rlﬁ: ay

Cette équation acheve de définir la caracténistique. kn joignani
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aux formules (19), (21), (25), la différentielle totale (18), on ob-
tient le systéme suivant :

dr dy dz —dp —dq

(26) AL N ) %+ ¥ T 3F
S 95 SaTP 957

dz dy 0z

qu suffit a définir les variations de y, z, p, g.

Le théoréme précédent permet, on le voit, de définir com-
pletement les propriétés qui séparent les caracteéristiques de toutes
les autres courbes intégrales. 1l y a bien d’autres maniéres d’établir
les équations différentielles de la caractéristique. Nous allons en
donner une autre, en partant de l'intégrale compléte; Particle 24
en contiendra une ou I'on prend comme point de départ I'équa-
tion aux dérivées partielles. Celle que nous avons fait connaitre
ici nous a paru curieuse, en ce sens quelle n'emploie aucune pro-
priété des tangenles conjuguées ou de la théorie des surfaces.

3 5. D'UNE AUTRE MANIERE D'OBLENIR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DES COURBES CARACTERISTIQUES.

I m’a paru quil y aurait quelque intérét 4 retrouver les equa-
tions différentielles des caractéristiques en partant de leurs equa-
tions finies :

7 v v

ou a, b, b’ sont des constantes arbitraires,

A cet effet, nous ferons remarquer que I'équation aux dérivées
partielles proposée étant le résultat de I'élimination de a et de b
entre les trois mmcmzo:m

u< hAY RLY
<."O, ITE C‘H.ﬂvﬂl*lﬁw'Munog

On atira

dF =AdV +pdC+vdU’,
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A, ., v étant choisis de telle maniére que les multiplicateurs de

da, db, soilent nuls, ce qui donne

ov U LY QU uc
Awmv yuanT?unLnev‘I.O V,g+?é

“OF 0V 0F yav v 2V 2V »V
3K ﬂﬂ =T H AS& TPz JNV +v T. oy 1% :v

F oV Y hEAY hELY »V hRY
(29) wm."cm, JR v,y.v;..?ﬁdfdl_cw dydz VITeAE T &Nv,

3
LI i: +F§v+i ,Ll\u,v

dz dxdz dyd

et par suite

¢ JF 2V AELY AELY
ulmuTw A s+ 2p Su-nTE 5 v
.Jm< Uw Ou
P T&yﬂ.e «Zl-u 3 PERN A Buv
(30) F »V Y
ui,v\+euu AueduTw QU(+Q §1+\:\ ?.v
. *V Y 2 2V
A |TMQ uw&m+q u%v.

Revenons aux équations de la caractéristique. En vertu de la se-
conde des équations ?qv. les équations (23) ajoutées apres mul-
tiplication de la seconde par b’ donneront

o0 () () -,

ou

v, VY J
?A v+cﬁ fn_nqevﬂo.
Cette équation, comparée a celle qu'on obtient en différentiant la

seconde des équations (27) de la caractéristique, nous donne
de _dy
7 v

ou, h désignant une variable auxiliaire,
w=nhdz,

v =hdy.
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En portant ces valeurs dans les formules (30), on trouve

wri=td(Grry) -]

ou

: % ar
(32) = |T\~1U|\N &w
et de méme
oF oF
(32) 3 a\fllb &Q
’ A.H. “ ’ . —. Jm‘ loq
ety etant, en vertu des équations Awov waowoﬁ_o::m s a €. 3
on a
dx __dy
O’
» g

et, en vertu des équations (32),

dp dq
IF JF um,+ oF
2 o'y

Ces deux relations suffisent, jointes aux deux swivantes, qui sont
évidentes

dF=o0, dz=pdx+qdy,

et 'on retrouve ainsi les mazmmo:m différentielles de la caractéris-
tique, telles quelles sont données par les formules (26).

S 0. DETERMINATION DES INTEGRALES SATISFAISANT A DES CONDITIONS DIVERSES.

De tout ce qui précéde il résulte une propriété essentielle des
caractéristiques : si deux surfaces sont tangentes en un wo:: (M),
elles le seront en tous les points d’une caractéristique. Considérons,
en mm,m? une surface mmmmm:._“ en M et y étant amswmam A un cer-
tain plan tangent (P) du céne (T) de ce pomt. ]l est clair, d’apreés
la définition des caractéristiques, qu'elle contiendra tout entiére
celle de ces courbes passant au point M et qui y admet pour tan-

gente la génératrice de contact du v_wb (P) et du céne (T). En
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outre, en tous les points de cette caractéristique, elle sera tan-
gente a la développable caractéristique contenant cette courbe. Il
suffit donc que deux surfaces intégrales aient en un point le méme
plan tangent pour qu’eiles soient tangentes en tous les points d'une
caractéristique.

Ainsi, pour qu'une surface intégrale contienne une caractéris-
tique, il suffit qu'elle passe en un point de cette caractéristique
et ait pour plan tangent en ce point le plan tangent au cone (T),
suivant la direction de cette caractéristique. C’est ce qu'on peut
aussi établir par le calcul suivant. Soient

2V AV
<A&ffn;&.3“o. .{:T@au

les équations d'une caractéristique, et

(33) B=Jla), V(r.nz.af)=o, G+iglla)=o

celles qui définissent une intégrale. Pour A:,m:m contienne la ca-
ractéristique précédente, il suflit que les deux équations

b=f(a), b'=f(a)
solent satistaites. Donc une surface intégrale pourra contenir au-
lant de caractéristiques qu'on le voudra et renfermer encore une
fonction arbitraire.
Si deux intégrales correspondantes 4 deux fonctions f (a).
@ (@), contiennent en commun m caractéristiques, les fonctions

S (o), @(a) et leurs dérivées seront égales pour m valeurs de a;

nous dirons qu’elles ont en commun m caractéristiques infiniment
voisines quand les deux fonctions et leurs dérivées jusqu'a 'ordre
m seront égales pour une valeur détermmée a de o. Je dis que les
deux surfaces auront alors en tous les points de cette caractéris-
tique un contact d’ordre m. En effet, 1l suffit de jeter les yeux sur
les équations d'une intégrale générale

Vie.y,z,a,8)=0, S+f(a)=o.  F=fla):
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d’oti 'on déduit
i+wul<.lo +Qu<!o,
pour reconnaitre qu’en calculant les dérivées de z par rapport a
et 4y jusqu'a Fordre m, on introduira seulement les m premiéres
dérivées de f(a). St donc ces m premiéres dérivées sont les mémes
pour deux fonctions, il y aura contact d’ordre m pour les deux
surfaces correspondantes en tous les points d’une caractéristique
commune.
Voila donc une propriété essentielle des caractéristiques :

Si deux surfaces intégrales passent en un point et y ont un contact
d’ordre m, ce contact se maintiendra en lous les points d’'une caracté-
ristique passant en ce point et y admeltan! le méme plan tangent que
les deux surfaces.

Il était d’ailleurs évident, a priori, comme le montre le calcul
précédent, qu'il suffit de m conditions pour assurer un contact
d’ordre m entre deux intégrales en un point. Car la différentiation
de I'équation aux dérivées partielles donne déja entre les dérivées
d'ordre supérieur des relations dont il faut tenir compte.

Proposons-nous maintenant de rechercher les surfaces mnté-
grales satisfaisant & certaines conditions. Par exemple, cherchons
(’abord celles qui passent par une courbe donnée.

Si cette courbe se trouve sur I'intégrale singuliére, nous avons
une premiere solution, I'intégrale singuliére. Dans tous les autres
cas, il faut chercher une solution seulement parmi les intégrales
complétes ou générales.

Supposons que la courbe ne soit sur aucune des intégrales
complétes (et, dans ce cas, elle ne sera jamais une caractéristique):
il est clair qu'il suffira de constdérer les intégrales complétes tan-
gentes & la courbe, leur enveloppe donnera la seule intégrale gé-
:m.,m_m passant par la courbe.

Supposons que la courbe soit sur une intégrale compléte; alors,
st elle n'est pas une caractéristique, elle coupera les caractéris-
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tiques de cette mlégrale compléte, et, d'apris le théoréme donné
au commencement de cet article, la surface intégrale qui contient
la courbe devra contenir toutes ces caractéristiques et, par consé-
uent, se confondre avec I'intégrale compleéte.

Enfin, s1 la courbe est une caractéristique, nous savons que le
probléme sera mdéterminé.

En résumé, le probléeme ne sera indétermmé que si la courbe
est une caractéristique.

Si la courbe n’est pas une caracteristique et qu'elle ne soit pas
placée sur 'intégrale singuliére, 4 la vénité il pourra y avoir plu-~
steurs m:&mnm_mm passant par cette courbe, mais ces intégrales cor-
respondront aux divers plans tangents qu'on peut mener par les
tangentes de la courbe aux cones (T) de ces points, et se coupe-
ront sous un angle fini. Ce seront plutét des nappes d'une meéme
surface.

Enfin, si la courbe est située sur I'integrale singuliére, elle sera
située sur deux intégrales tangentes en fous les points de la courbe.
Cest 14 une propriété distinctive de I'intégrale singuliére. Ces
deux intégrales seront : 1°T'intégrale singuliére; 2° Venveloppe des
intégrales complétes passant aux difféerents points de la courbe et
qui y sont tangentes 4 I'intégrale singuliére.

Voici un autre probléme dont nous n’étudierons pas en détail
la solution : Trouver les surfaces intégrales tangentes & une sur-
face donnée en tous les points d'une courbe. Soit

Sz y,2)=

‘équation de la surface donnée. Cherchons la courbe de contact
de cette surface et de la surface intégrale demandée. En ses points
on aura

2 +pi

"’[\
1<
+
K
[l
@)

, dy

En substituant les valeurs de p et de ¢ dans I'équation aux deérivées
partielles, on obtiendra une relation entre z,y, z, qui, joinle ala
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précédente, déterminera la courbe de contact, et 'on sera ramené
au probléme précédent.

Une intégrale compléte trés remarquable permet d’exposer avec
élegance la solution des problémes précédents.
Soit
V(z,y,z,a.b)=0

une Eamam_m oowaﬂm quelconque. En exprimant quelle passe
par le point x,, y,, 2,, on aura une relation entre a et b, que jécris

b= (a).

En cherchant ensuite L'enveloppe de toutes les intégrales com-

plétes pour lesquelles cette relation est satisfaite, on obtient une
intégrale

AWN—V <AE¢_Y'N'HO..V\01NOVHHO.

jouissant de propriétés remarquables.

D'abord si I'on y considére z, comme un nombre, Yo» Zo COMME
des constantes arbitraires, elle peut jouer le réle d’intégrale com-
pléte.

En second lieu, z,,y,, z, étant considérées comme les coordon-
nées d'un point quelconque, elle donne le lieu géométrique des
caractéristiques passant par ce point. C’est donc la condition pour
que les deux points (2,y, 2) (%o, Yo, 2o) solent sur une méme ca-
ractéristique. Cette propriété nous montre quelle est symétrique
en ., y, z et &y, ¥, Zo- Or, si 'on appelle p et ¢ les coefficients
angulaires du plan tangent au point z,y, 2, on a

(35) T p¥ao, Wil

En appelant p,, ¢, les mémes coefficients angulaires au point z,,
Yo. Zo, ON aura donc

Awmv oV v oV v

oz, 002, Qy,

Les intégrales (34) ont évidemment au point x,. y,, z,, un point
Sav. Errane. t. XXVIL — N° 2. 5
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multiple dont les tangentes sont les génératrices du céne (T). On
pourrait donc les appeler intégrales a point singulier.

On pourrait de méme former des intégrales a plan singulier en
prenant Penveloppe de toutes les intégrales complétes tangentes a
un méme plan (P). L’intégrale ainsi obtenue sera tangente a ce
plan en tous les points de la courbe (C) de ce plan, et elle sera
engendrée par toutes les caractéristiques tangentes a ce plan aux
différents points de la courbe (C). On la déduirait de la précé-
dente par la méthode des polaires réciproques.

Servons-nous maintenant de la formule (34), par exemple pour
trouver les intégrales passant par une courbe donnée. Soient

y=e(=), z=vY(x)
les équations de cette courbe. Il suffira d’effectuer les substitu-
tions
Yo=@ (o), Zo=1P (o).

et de chercher enveloppe de la surface

V (@, y, 2, &y Yo 20) = 0.
lorsque varie ..
De méme, s'il s'agit de trouver P'intégrale tangente & une sur-
[ace, on adjoint & I'équation (34) les trois suivantes
N
dx, d
.\.Aﬁo.kc,wovuw. M.N”ut\.nnu\,
2

N

et on éliminera x,, y,, z,. Le résultat de I'élimination sera équa-
tion de la surface cherchée. Pour ne pas faire double em ploi, nous
n'entrerons pas dans la discussion de ces éliminations.

$ 7. EXAMEN DE QUELQUES EXEMPLES.

Avant de poursuivre cette élude, examinons quelques exemples
particuliers, pour y trouver la-confirmation des remarques préceé-
dentes.
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Prenons d’abord comine intégrales complétes tous les w_mbm
tangents & une surface non développable (Z). Les solutions géné-
rales seront des surfaces développables circonscrites & (X). Pour
avoir l'intégrale générale contenant une courbe, il suffira de faire
rouler un plan 4 la fois sur (£) et sur cette courbe, et de prendre
Fenveloppe de ce plan. Cette enveloppe se composera, en gé-
néral, de plusicurs nappes se coupant suivant la courbe et qu'on
pourra considérer, si I'on veut, comme des solutions distinctes.

Si la courbe (U) que doit contenir I'intégrale est tracée sur (Z),
il y aura deux intégrales distinctes Szmmamm I'une & l'autre en tous
les points de la courbe (U), & savoir (Z) et la surface dévelop-
pable qui lui est circonscrite suivant la courbe (U).

Les cones (T) sont ici les cones circonscrits & la surface (Z). Les
caractéristiques sont les intersections de deux plans tangents infi-
niment voisins, c'est-a-dire les tangentes de (X).

Quant aux courbes (C), il n'y a pas lieu de les considérer ici,
puisqu’il n'y a aucune intégrale tangente 4 un plan quelconque non
tangent 4 (2).

En second lieu, prenons comme intégrales complétes des
spheres tangentes & un plan (P) et passant par un point A. Les ca-
racteristiques seront des cercles passant par A et tangents 4 (P).
La solution singuliére sera le plan (P). Parmi les intégrales géné-
rales, nous distinguerons celles qui sont I'enveloppe des sphéres
passant par un point M. Ces sphéres, devant passer 4 la fois par les
deux points A et M et étre tangentes au plan (P), envelopperont,
comme on sait, une cyclide de Dupin. Par suite, le céne (T) cor-
respondant & un point quelconque M sera un céne de révolution.
De méme, si nous étudions celles des mwr.,:.mm qui sont tangentes
aun plan (Q), elles devront étre tangentes 4 la fois aux deux plans
(P) et (Q) et passer parun point A. Elles envelopperont encore une
cyclide et elles toucheront le plan (Q) en tous les points d’un
cercle. Ainsi les courbes (C) situées dans un plan quelconque (Q)
seront des cercles.

On pourrait multiplier les exemples: nous nous attacherons

5.
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surtout au premier, car il est trés simple et va nous meltre sur la
voie de belles propriétés appartenant dans tous les cas aux carac-
téristiques.

Dans ce premier exemple, ou les caractéristiques sont les tan-
gentes a la surface (Z), nous savons que toute solution générale ou
compléte est une surface développable. Or, parmi les surfaces for-
mées avec les caractéristiques d'une maniére quelconque, on doit
distinguer deux classes principales: 1° les surfaces gauches tangentes
4 (Z), 2°les surfaces développables. Ces derniéres seules sont des
intégrales; on sait qu'elles se composent de deux nappes venant
se raccorder en tous les points d’une aréte de rebroussement. En
outre, M. Bouquet a démontré qu'alors la plus courte distance
de deux génératrices mnfiniment voisines est du troisiéme ordre,
tandis qu'elle n’est que du premier ordre pour les surfaces gauches.
Ce sont ces propriétés que nous allons etendre aux surfaces for-
mées de caractéristiques.

$ 8. DES COURBES INTEGRALES; EXTENSION DES PROPRIETES
DES SURFACES DEVELOPPABLES.

Reprenons I'équation de la solution mmsm_‘m_m

Viz,y,2,a,b)=0, b=f(a), 3 f(a)=

r

Nous désignerons par le symbole ¢ toute dilférentielle par rapport
4 a,b étant exprimé en a, et par d toute différentielle prise en lais-
sant @ et b constants. Alors l'intégrale générale sera donnée par les
équations

kn_._o_mzoa ces équations la suivante

32V =o.

Les trois équations
(38) V=0, V=0, V=0

défintront une courbe que I'on ﬁ%mzmg aréle de rebroussemen! de
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‘intégrale considérée. Cette dénomination, que Monge a empruntée
a la théorie des surfaces développables, se justifiera dans la suite.
On peut d’abord démontrer que cette aréte de rebroussement
est tangente 4 toutes les caractéristiques situées sur I'intégrale. En
effet, s1 nous différentions les deux premiéres équations (38) en
y considérant « comme fonction de la variable indépendante, nous
aurons

dV+4éV=o0, ddV+ 8V =o,
ou, en vertu des mémes équations (38),
dV=o, dsV = o.

Ces équations définissent les rapports de dr, dy, dz, c'est-d-dire la
tangente a l'aréte de rebroussement. Or elles sont évidemment
les mémes que celles qu’on obtiendrait en différentiant les équa-
tions de la caractéristique

V—o, oV=0,

ot a doit étre traitée comme une constante. Ainsi 'aréte de re-
broussement peut étre considérée comme une courbe enveloppe
de toutes les caractéristiques situées sur 'intégrale.

Elle fait donc partie de ces courbes que nous avons appelées
courbes intégrales, et qui ont pour unique propriété d’admetire
comme tangentes en chaque point les génératrices du céne (T)
relatif a ce point.

Je dis que réciproquement toute courbe intégrale (U) peut étre
obtenue comme aréte de rebroussement. Pour le démontrer, je
mene en chaque point M de (U) la caractéristique tangente. Jai
une suite de caractéristiques délinies par les équations

IV, W
(39) V=0, S.+ryy=

ou b et y sont des fonctions de a. En passant d’'un point de la
courbe (U) au point infiniment voisin, z,y, z, a varient, et I'on a

V. dVdb
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Mais la tangente & la courbe (U) étant la méme que pour la carac-
téristique (39 ), on doit avoir

dV=o,

ce Asm entraine

iy
-
L

+ =0,

&l&
x| o

[
s
=

[44

Comparons a fa seconde des équations (39), nous vOYyons que )
db
da
intégrale sont bien celles qui engendrent une intégrale de Péqua-

tion aux dérivées vm:,mm:mm. Solent

V=0, dV=o0

doit étre égal 45—+ Ainsi les caractéristiques tangentes a la courbe

les équations de I'une de ces caractéristiques. En se déplagant sur
la courbe (U), on a

dV+dV=o0, ddV+4V=o.
Mais en marchant sur la caractéristique, on a
dV=o0, déV=o.
L.es tangentes devant é&tre les mémes, il faut que f'on ait
V=0, &V=o.

La courbe {U) est donc I'aréte de rebroussement de 'une des n-
tégrales, et elle est représentée par les équations

V=o, oV=o, 2V =o,

entre lesquelles il faudra éliminer a.

Nous voyons que, pour obtenir une surface intégrale, il sufhi
d’associer les caractéristiques de telle maniére qu'elles soient tan~
gentes 4 une courbe. C’est ainsi que, si, revenant a 'exemple de
l'article précédent, nous considérons le cas ou les caractéristiques
sont les tangentes d’une surface, nous voyons que, pour obtenir
une intégrale, il faut associer celles de ces droites qui sont les
tangentes a une courbe.
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L.a théorie précédente offre un moyen, que Monge n'a pas né-
gligé, d'intégrer une classe remarquable d’équations différentietles,
celles qui définissent des courbes par I'unique relation

o dy d:
AN—OV GA.\GJVJN' Mmu mﬁmvnc.

Cette relation exprime que les tangentes qui passent en un point
y forment les génératrices dun céne (T). Il suffira dintégrer
‘équation aux dérivées partielles définissant les surfaces dont les
plans tangents enveloppent les cénes (T), pour avoir aussi I'inté-
grale compléte de I'équation précédente. Voir le mémoire intitulé
Supplément, ot lon fail voir que les é¢quations aux différences ordinaires
pour lesquelles les conditions d'intéqrabilité ne sont pas satisfaites sont
susceplibles d’une véritable intégration, etc. (V).

Mais, pour généraliser d’'une maniére plus complete les pro-
priétés des surfaces développables, il importe que nous rappelions
quelques notions sur la génération des surlaces par les courbes, et
que nous les précisions un peu.

Sorent
‘ f(z,y,z,4)=0
(A1)

? (.3, 2,5) =0

les équations d'une courbe contenant un parameétre variable o.
Cette courbe engendre une surface dont on obtiendra "équation
en éliminant & entre les deux équations précédentes. En général, et
cest ce que nous supposerons dans la suite, deux courbes ¢orres-
pondantes 4 des valeurs différentes de a ne se coupent pas. Méme
dans ce cas, il y alieu de distinguer deux espéces bien différentes
de surfaces engendrées.

Supposons d’abord que chaque courbe soit rencontrée par la

courbe infiniment voisine, ce qui veut dire que le systtme des
(uatre équations

AN—MV .\.”O.. ﬂ“O“ mucﬁ

g

noJ

) Mémoires de I' Académie des sciences, 1784, p- Doo.
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est vérifié pour toute valeur de a, que ‘élimination de a entre ces
quatre équations conduit, non pas i un nombre limité de points,
mais aux deux équations d’'une courbe (R). Il est facile de voir que
la courbe (R) sera tangente a toutes les génératrices (41).
effet, la tangente 4 T'une de ces génératrices, au point ot elle ren-

contre la courbe (R), sera définie par les deux équations

o of o dr —
?M&TT dy+55dz=

Au contraire, la tangente a la courbe (R) sera définie en différen-
tiant les mémes équations (41) ot & sera considérée comme variable.

3F D
Mais comme les coefficients MM 20 seront nuls, on obtiendra le

méme résultat que pour les monmaﬁzoam. Toutes les mmcmwﬁzomm
seront par conséquent tangentes a la courbe (R). Pour éviter la
locution incorrecte : dewz génératrices infiniment voisines se renconirent,
nous dirons qu’elles ont une enveloppe, que nous appellerons aréte
de rebroussement de la surface engendrée.

1l peut se faire que la génératrice soil défnie d’'une autre ma-
niére, par exemple que les coordonnées z, y, z soient exprimées
en fonction de a et d'un autre paramétre {, variable sur chaque
courbe. Alors on aura

(43) z=fla.l), y=@(a.t), z=v(a:t),

et il est facile d’exprimer que les génératrices ont une enveloppe.

(B)

(8)

(7)

Soient en effet (y) Tenveloppe et (8), (8') deux génératrices. Si &
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partir du point M on se déplace sur 'une des génératrices, on aura

de=30dt,  dy=2a, &=

ot ’ 3

st on se déplace sur I'enveloppe, a et ¢ varieront & la fois; on
aura donc

=Yat+da, dy=2ar+324a, d—di+Wda.

dt Y

Les tangentes aux deux courbes doivent étre les mémes; il faudra
que T'on ait

dr dy &z
a At
 dy 2z
da Qe da

et cela en tous les points d'une courbe, c’est-a-dire en prenant
pour ¢ une certaine fonction de @, a restant arbitraire.
Nous sommes maintenant en mesure de généraliser le beau
théoreme que M. Bouquet a établi pour les surfaces réglées.
Reprenons les équations (43)

a=fla ), y=@(a.1). z=y(a.0),

qui définissent la génératrice, et supposons d'abord qu'il n'y ait
pas d’enveloppe.

Passons d'un point (e, f) sur la génératrice (&), et de coor-
données z,y,z, & un point (a+h, t-+k) situé sur la génératrice
(2+h) et de coordonnées 2,5, 2. On aura

&I&IIMNTTQ k+ ...

‘v\ .v\ Uﬁ}l_luﬂ\s ..

2 —z= \T_.E k+ -

Comme les dérivées par rapport & « ne sont, pour aucune valeur
de ¢, proportionnelles aux trois dérivées par rapport a 7, on ne
pourra pas annuler les termes du premier ordre dans les trois se-

Sav. ETRANG. t. XXVII, — N° 2, 6
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conds membres, et, par suite, la distance de deux points imfini-
ment voisins sera toujours du méme ordre.
Si au contraire les génératrices ont une enveloppe, 1l y aura

un point sur la génératrice « pour lequel une valeur convenable-

h

ment choisie de 3 mmwm disparaitre les termes du ?m::mw ordre,

et, par nozmme:w:? dans le voisinage de l'aréte de rebrousse-
ment, fa distance de deux génératrices infiniment voisines sera au
moins du second ordre, par rapport a leur distance en une région
éloignée de I'aréte de rebroussement. Je dis que cette distance
sera, en général, du troisiéme ordre.

Pour bien établir cette proposition, je vais choisir, & la place de
t et de a, des variables indépendantes, dont la signification géo-
métrique soit connue. Je définirai la position d'une génératrice
tangente en M a Paréte de re-
broussement (R), par farc
s=0M de cette courbe de
rebroussement, compté a par-
tir d’'une origine fixe O, et la
position du pomt P sur la

Fig. 2.

0

\

génératrice par Parc o=MP, compté a partir du point M. Alors
les coordonnées d’un point quelconque P de la surface engendrée
seront des fonctions de s et de o, et pour exprimer que la généra-
trice est tangente a Paréte de rebroussement, il suffira d’écrire
que I'on a

(]
g
te

&r_dr
ds ~ do’

|
J

8y
do

ulo
@
s
qQ

A _
ds
pour
& =0.
Remarquons, en outre, d’apres le choix des variables, que l'on
aura 8&0#3

B R

:ca_w que solent s et . En tenant no_:?m de ces relations et sup-
posant que la tangente au point M ait été prise pour axe des z, que
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l'origine O des arcs s ait été prise en M, on voit que s et & seront
infiniment petites dans la région de la surface voisine de M, et I'on
obtient sans difficulté des développements de la forme suivante :

T=S$-—4+0G- .
(44) y=a(s+o)2+bo2+ .
L z=a, s+ o)+ b+

en négligeant les termes du troisi¢éme ordre, qui n’ont aucune in-
fluence sur le résultat.

Cela posé, soit Pun point, pris sur la génératrice tangente en M,
correspondant aux valeurs (o, ¢) de s et de o, et P’ un point sur
la génératrice voisine, correspondant aux valeurs A =MM'de s et &’
de o. Supposons h donné, et
voyons si on peut disposer de
o etde o', de maniére arendre
la distance PP’ infiniment pe-
tite du troisitme ordre par
rapport & h. Pour qu'il en soit
ainsi, il est nécessaire et suffisant que les trois différences 2’ — z,

Yy —y. 2 —z des coordonnées des points P, P’ soient du troisiéme
ordre. Or ces différences ont pour valeurs

r—x=ht+0o —oc+.
Y —y=a[(h+0 )2 —0c*]+b(c2—0?)+ ...
Z—z=a,[(h+0' ) -0+ b (6?—0c)+ ...

en négligeant les termes qui seront du troisiéme ordre, si 7, o
sont du premier. Posons d’abord

(45) h+4-6' —o=ah®+
puis
{46) o'+ o=[Fh 4+
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les constantes &, § étant msm_oo:n?mm, on en déduira
' —_ I_I m\ﬁ e
ol |T _@w 4
et

o2 — o= (ah*— 1) BR+ .
(h+d')?—o?= =(h+0 —0)(h+0 +0o)=ah’ (h+Bh*) +

Ces dernieres différences étant au moins du troisitme ordre, il en
sera de méme de z —a’, u\l,v\. z—2/, et, par conséquent, de la
distance PP'.

On voit que les arcs o, ¢’ sont sensiblement égaux et de signes
contraires. Les points des deux courbes qui sont & une distance
infiniment petite du troisiéme ordre sont donc trés voisins du
point oti les génératrices paraissent se couper sur la figure, ou, si
Pon veut, paraissent se’ couper quand on les regarde d’un point
quelconque de I'espace.

Un point qu'il est intéressant d’examiner, c'est la forme de la
surface engendrée, dans le voisinage de l'aréte de rebroussement.
En remplagant s+ o par u et en choisissant de nouveaux plans des
zx, yr qui ne seront plus rectangulaires, on aura

L=l .
k(ay—az)=y,=Au+
K (by —bz) =z =Ba*+

. ey

les termes du troisiéme degré étant négligés; si I'on supposait u

et ¢ du méme ordre, l: M— seraient mnfiniment petits avec u, et

I'on aurait des points a&m que la droite quilesjoint 4 I'origine fasse
un angle tres petit avec I'axe des x, c’est-a-dire soit trés voisine
de la tangente a l'aréte de rebroussement. Pour avoir les points
de la surface tels que cette droite fasse un angle fini avec I'aréte
de rebroussement, il faut supposer que u soit de 'ordre de 2.
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>_9,me9.¢ fini et, en gardant les termes de degré moindre, on
aura

=0} ...
yi=Co%+ ...
z;=Bs*+ ...

d’ott résulte I'expression approchée
(47) p=()> n=C@)"

de I'équation de la surface dans le voisinage de I'aréte de rebrous-
sement. Cette forme de I'équation justifie bien le nom que nous
avons donné a la courbe (R). y; ne sera réelle que st z, est du signe
de B, et elle aura deux valeurs. On a donc deux nappes de la sur-
face venant se raccorder tangentiellement. Les génératrices, en
venant toucher I'aréte de rebroussement, passent d'une nappe sur
Pautre. Tous ces faits concordent avec ceux que 'on connait pour

wis

les surfaces développables.

L’application de ces remarques aux surfaces intégrales est évi-
dente. Nous voyons que I'enveloppe des caractéristiques a été
nommeée a hon droit aréte de rebroussement, et nous reconnaissons
aussi que ces courbes se succedent de telle maniere que la plus
courte distance de deux de ces courbes consécutives soit un infi-
niment petit du troisiéme ordre dans le voisinage de I'aréte de re-
broussement.

Nous terminerons cet article en démontrant quelques proposi-
tions (ui ont déja été signalées par M. Lie dans un Mémoire in-
séré au tome V des Mathematische Annalen, p. 153.

St deux surfaces intégrales contiennent la méme caractéristique
et qu'elles n’aient pas un contact du second ordre suivant cette
caractéristique, 1l n’y a aucune relation de contact entre leurs arétes
de rebroussement. Supposons, au contraire, qu'elles aient un con-
tact du second ordre suivant une caractéristique, leurs arétes de
rebroussement seront tangentes.
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En effet, soient
V=o0. déV=0, V=0
les équations finies de T'aréte de rebroussement, et
dV=o0, déV = o

ses m@:mio:m différentielles du premier orcre. Soit b= f(a) la
fonction de a qui figure dans F'intégrale. Si pour deux intégrales et

pour la méme valeur de a, les quantités b, m\w, m.w ont la méme
da’ da?

valeur, nous savons que les intégrales auront un contact du second
ordre en tous les points de la caractéristique correspondante. En
outre, les équations précédentes mettent en évidence que les arétes
de rebroussement des deux surfaces passeront au méme point de
cette caractéristique ety seront tangentes.

En général, si deux intégrales ont un contact du »*™ ordre
en tous les points d'une caractéristique, les arétes de rebrousse-
ment auront un contact d’'ordre n— 1.

Nous ajouterons une derniére et curieuse propriété des courbes
intégrales. Elles ont un contact du second ordre avec les surfaces
intégrales qui sont assujetties a la seule condition de leur étre tan-
gentes. Soient, en effet,

V=0, éV=0, V=0
les équations d’une courbe intégrale. On en déduit
dV=o, déV=o, d*V=o0.
Les trois équations
V=0, dV=o, d*V =0,
montrent bien que l'intégrale complete
V=o0

est coupée en trois points consécutifs par la courbe intégrale.
Ce raisonnement s’étend a toutes les intégrales, aussi bien géné-
rales que noswgﬁmm.




SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS. 47

S Q. D'UNE CLASSE REMARQUABLE DINTEGRALES.

Dans 'article précédent, nous avons étendu les notions relatives
aux surfaces réglées a toutes les surfaces formées de caractéris-
tiques et, en général, de courbes continues n_ﬁm_nouazom. ‘étude
ue nous avons faite va nous conduire a une classe nouvelle d’'mté-
grales, que 'analogie ne pouvait faire découvrir, et qui disparaissent
dés que les caractéristiques sont des droites. Nous obtiendrons des
intégrales sans rebroussement apparent, non encore signalées.

Si dans I'mtégrale compléte nous remplagons b par une fonction
dle a, nous obtenons une intégrale générale dont I'aréte de rebrous-
sement sera donnée par les équations .

(48) V—o, V=0, &V=o;

Je dis que I'on pourra toujours trouver une fonction b de a telle,
que I'équation

(49) M=o

soit satisfaite pour tous les points de aréte de rebroussement.
En effet, vm.m:m;wo: (49) peut évidemment étre remplacée par
la suivante

dd*V=o,

qu'on obtient en différentiant la troisiéme des équations (48) et
en tenant compte de I'équation (49). En vertu des équations (48),
(49), on aura en tous les ponts de I'aréte de rebroussement

V=0, dV=0, 8V=o0, dV—=0, &V—=po, d#V—o.

Si entre ces six équations on élimine a, b, ', b, on obtiendra deux
équations différentielles du premier ordre en x, y, z, définissant
les courbes cherchées. On voit qu’il en passera un nombre déter-
miné par chaque point de 'espace.

On peut aussi former, en employant exclusivement I'équation
aux dérivées partielles, les équations différentielles de ces courbes.
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Ce procédé aura méme I'avantage de nous en faire connaitre une
propriété géométrique.

En différentiant les équations {48) et tenant compte des équa-
tions (48), (49), on a en un point quelconque de l'aréte de re-
broussement

V=0, dV=0, d&V=0, &V=o0, )
V=0, dV=o0, d¥V=0, d¥V=o.
Si nous considérons la caractéristique définie par les équations
V=o, sV =o,

ol I'on regarde a comme une constante, on voit que les différen-
tielles premiéres et secondes de x,y, z, mais non les différentielles
troisiémes, seront les mémes pour cette caractéristique et pour la
courbe cherchée. Ainsi, st en prenant les équations de la caracté-

> M ﬁ&w &wN ros ’ A
ristique on calcule &Iam, T ces deux dérivées seront les mémes

(ue pour notre courbe; mais on verra facilement qu'il n’en est

plus de méme pour mlw. mm. En effet, p par exemple étant donné

par ,mmzmmo:

oV oV
Sz TP3:=0:

il faudra, pour avoir mm, différentier cetle équation, en laissant

a, b constants dans le cas de la caractéristique et en les traitant
comme variables dans le cas de l'aréte de rebroussement, ce qui

crpr |
donnera deux valeurs différentes de Mlm .

On a, pour toute courbe intégrale aussi bien que pour la carac-
téristique,

oF
dz— pdz+ qd; dy_ %
N”\w X —+ Q .v\- .«ml.».ﬁ" Mﬂ,
p
et, par oObmm@:osf en posant
of _of
=% =5
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on obtient
Q Q Q Q
R ORIOPRIG PRI
dzt ~  dw 3‘ dx p  dx dg dx’
dz dq dy d*y
ﬁwll & dn T Ia
dy dz &y d= dp dq

-=, mais non » sont les mémes

dz’ dx’ da?’ dx dz’ dx
pour {a courbe cherchée et la caractéristique. 11 faut donc que des

équations précédentes on ne puisse tirer dp dq. car, sans cela, ces
m w @ &emau , ,

Nous savons que

deux dérivées auraient la méme valeur pour les deux courbes.
Donc le déterminant des deux derniéres équations, considérées

comme définissant les deux inconnues Mﬂ NH doit étre nul, ce qui
donne
0 0
y (X Y (=
. BB
. op Yy %

Cette équation, jointe a la suivante,

(51) dr __Q

exprime, on le verra aisément, la propriété suivante :
Le systéme

5a) S(®.y,2,p,q)=0,

. dz=pdr+qdy,

étant considéré comme devant déterminer p et ¢ (z,y, z, dx, dy,
dz, étant supposés connus), admet une solution triple. I suffit, en
cffet, de substituer la valeur de p tirée de la seconde équation
dans la premiére, et les équations (50), (51) expriment que
‘équation en ¢, amnsi obtenue, admet une racine triple.

Or, considérer dansle systeme (52) p et ¢ comme des inconnues,
c’est chercher l'intersection du céne (N) des normales avec le plan

(X—z)dz+(Y—y)dy+(Z—z)dz=o0,

normal & la courbe cherchée. Ce plan, coupant suivant trois droites
Sav. Breane. t. XXVIL — N° 2, 7
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confondues, doit donc étre un plan dinflexion du céne des nor-
males, et, par conséquent, la tangente & la courbe doit étre une
aréte de rebroussement du céne {T). Amsi

Les courbes cherchées sont celles qui en chaque point admellent
comme langenles les aréles de rebroussement des cones (T, ou dont les
tangentes sonl perpendiculaires aur plans d'inflexion du cone (N des
normales.

On démontrerait comme précédemment gu’elles coupent en quaire
points confondus les intégrales de [équation aux dérivées partielles qur
leur sont langentes.
ginons, par exemple, que les mtégrales complétes sorent des
spheres assujetties & deux conditions quelconques. Alors les inté-

Ima

grales ordinaires seront obtenues comme enveloppes d’une suite de
spheres; chacune des sphéres coupera I'aréte de rebroussement en
trots points consécutifs, et les caractéristiques seront des cercles
sunplement tangents a cette aréte. Mais il y aura aussi des inté-
grales pour lesquelles les sphéres seront osculatrices a P'aréte de
S_%ozmmm_:mi les cercles carvactéristiques ~_¢<m:m5 les cercles os-
culateurs de ces courbes.

M. Serret a examiné en ?:,:o:r@w le cas od les spheéres ont
des rayons quelconques, mais ont leurs centres sur une courbe
donnée (C). Les intégrales nouvelles que nous signalons deviennent
et celles qui ont été cherchées par M. Serret, et pouwr lesquelles
la courbe donnée est le lieu des centres des sphéres osculatrices &
Faréte de rebroussement de I'intégrale. On sait, conformément a
notre proposition générale, qu'alors les plans normaux & I'enve-
loppe des caractéristiques sont les plans osculateurs du lieu des
centres des sphéres osculatrices et, par conséquent, les plans d’n-
flexion du cone (N) des normales. En effet, I'équation aux dérivées
partielles admettant comme intégrales compléles les sphéres con-
sidérées s'obtient évidemment en exprimant que les normales aux

Jouwrnal de M. Liouville, t. XVIIi, 1™ série, p. 31.
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surfaces intégrales rencontrent la courbe (C).Le céne (N) des nor-
males relatif & un point quelconque contient donc toujours la
courbe (C), et les plans d’inflexion de ce cone sont bien des plans
osculateurs de la courbe (C).

On pourrait essayer de continuer dans cet ordre d’idées. Mais,
en général, 1l n'existera pas de courbe intégrale pour laquelle on
ait

V=0, é&V=o, e otV =o0,

\

p étant supérieur & 3. Cela aura lieu seulement dans les cas ex-
ceptionnels.

M. Bouquet a montré que, si la plus courte distance de deux
droites inliniment voisines d'une surface réglée est d’'un ordre su-
périeur & 3, elle est nulle. Il n’existe pas de théoréme analogue
quand on prend des courbes quelconques. Nous allons poursuivre
‘étude de cette question.

Proposons-nous de trouver I'équation générale d’un systeme de
courbes (K) ayant avec une courbe fixe (R) un contact d’ordre n.
Supposons que les coordonnées d’'un pomt de la courbe fixe s'ex-
priment en fonction de I'arc par les formules

r=fls)  y=hl).  z=f(s).

Nous choisirons, pour exprimer les coordonnées des points des
courbes tangentes (K), les mémes variables que dans I'article pré-

Fig. 4.

=)

\. 0 (B3
cédent, c¢’est-i-dire I'arc 5= OM, compté a partir d’'une origine fixe
sur la courbe (R), et I'arc MP =0, compté & partir du point de
contact sur la courbe (K).

Soient &, y, z, les coordonnées d’'un point P infiniment voisin
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de M sur la courbe (K). St les deux courbes ont un contact d’ordre n,
on devra pouvoir choisir un point Q sur la courbe (R) & Ia dis-
tance MQ =v telle, que les projections de PQ sur les trois axes
soient de T'ordre n+ 1, par rapport i MP =0 Les projections de
PQ étant
r—f{s+v), y—=fils+v), z—fi(s+v),

il faudra que l'on ait

2 f (s} + 7 B (s ).

y=h{s+v)+o" " Pi(s, ), :

z=f(s4v)+0""" By (s, 0),

v étant une fonction de s et de o, dont le rapport & o a évidem-
ment P"unité pour limite et qui sera de la forme

V=0-+ B0+ w00 ... +®w, 0,

Wy, Ty, ... @,, désignant des fonctions quelconques de s. Nous
pouvons :mm_mmmn les termes en ¢"*', qui n'ont aucune influence
sur Pordre de PQ.

Ainsi, nous avons pour P'expression générale des coordonnées

d'un point P des courbes (K)

r=f(s+o+®@ot... +w o)+ a,, , + e, ...
(93) {y=h{s+o+ma*... 4@ )+ B+ B+
[ z=fo(s+0+m0%. .. + B )+ Yo O Y

Wos Way Wns %y s PBusor Yuso» otant des fonctions quelconques
de s. Réciproquement, 1l est évident que les équations précédentes
représentent bien des courbes ayant au moms un contact d'ordre n
avec (R). Voyons a quelles conditions elles peuvent avoir un con-
tact d’ordre supérieur.

A cet effet, considérons le point de I'enveloppe (R) correspon-
dant a la valeur de I'arc

s+o+we’. .. w0t +u.
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Il faudra, pour qu’il y ait un contact d’ordre supérieur a n, que
Ion puisse déterminer u de telle mameére que les différences des
coordonnées correspondantes du point de I'enveloppe et du point
de la courbe (K) donné par les formules (53) soient de Pordre
n+ 2 au moins par rapport a . La différence des valeurs de x, par

exemple, est

fs+o+ma?. . +wmo"+u)—f(s+o... +®0")—0a,, o

ou, en développant et gardant les termes de degré moindre,
S(u—0c"""0a,, .

Pour que cette différence soit de Fordre n+ 2, il faut que I'on ait

g“Q.:nT_ %y 4+ ..

S(8)

En comparant ce résultat 4 celui que donneraient les différences

des y et des z, on voit que I'on devrait avoir

Q=+_ . ma.r_ . v\=+_ N
(04) T fils)~ fuls)

Nous supposerons que ces équalions ne soient jamas satisfaites, afin
que le contact soit bien de 'ordre n seulement.

(R)

Cela posé, voyons quelle sera la plus courte distance de deux
courbes (K), (K'), dans le voisinage de I'aréte de rebroussement.
Soient s, o les coordonnées d’un point P de la premiére courbe,
s'=s+h, o’ celles d'un point P’ de la seconde. Nous supposons
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que h=MM soit donné. Alors &, ¢’ seront des fonctions inconnues
de I,

oc=ah-+bh?+ .

g —=ah4-b'h4 ...

qu'il s’agira de déterminer par la condition que la distance PP’ soit
de Tordre le plus petit possible. Soient x, y, z, les coordonnées du
point P 2’ y', 2/, celles de P’. On aura

¥ —x=f(5+0 +®0" . +®.0") — fls+ 0+ w0 ..+ w,0") +p
pr=""—o" o, + ...

14 r

@, ... w, désignant les fonctions @, ... w,, ol I'on a remplacé s
par s'=s--h; nous n’avons écrit que le premier terme de p,.

p1 étant du degré n+ 1, pour que la différence 2’ —z et de
méme y' —y, 2’ —z soient de l'ordre n+ 1, il suffira que la diffé-
rence

D=s+06+5,07... 4B 6" —s5s—0 — 0> ... — W 0O"

soit de cet ordre. C’est ce qu'il est toujours possible de réaliser. 1f
suffit, en effet, de substituer dans 'expression de D a ¢, o', o lewrs
valeurs en h et d’égaler & zéro les coefficients des premiéres puis-
sances de h. Par exemple, la premiére équation, celle qu'on obtient
en égalant les coeflicients de A est

(55) 14+d —a=o,

et les autres n'imposent aucune condition nouvelle 4 « et «'. Ainsi
on pourra ﬁo&oﬂam. disposer de o, o', de telle maniére que D soit
une fonction d’ordre n+ 1.

D=k Kk 4,

k, I/ étant absolument arbitraires et pouvant méme étre supposés
nuls.

Ainsi, deux courbes infiniment voisines sont toujours a une dis-
tance d’ordre au moins égal & n+ 1. Voyons si la plus courte dis-
tance peut étre d'un ordre supérieur.
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Les termes en h*** sont

dans v — &

Pk a5
mmzmv\ —y

_H\H A.wv\mu*l \/R::,._ )Ia=+_v m=+— A%vg \~=+.4
dans z' - z

A0 kot (o, () H
Comme on n’a jamais

Qzu.._ﬁ.wv m:;.wﬁ.wu l.\v\zl.—ﬁhv

Fs) T Ofis) T fisy

our que ces termes disparaissent, 1l faut que 'on ait
p | p ) q

fn-t1

k—=o, A"t — a*tt = o.

Il est toujours possible, nous Pavons dit, de satisfaire a la premiére
équation, mais la seconde

est incompatible avec 'équation (55) toutes les fois que n est pair,
au moins si [on se borne aux valeurs réelles. Ainsi nous obtenons ce
remarquable théoréme :

St des courbes variables ont un contact d’ordre n avec une courbe
fixe, la plus courte distance de deux courbes infiniment voisines dans
le voisinage de la courbe fixe ne sera jamais d'un ordre sapérieur &
n+1, st n est pair; elle sera loujours au moins de lordre n+ 2 si

n est impair, mais elle pourra éfre d'un ordre superieur.
Sans approlondir cetle question si générale, je donnerai seule-

ment un ewm_:Em ?mtmui la derniére partie de Ténoncé préce-
dent. Le systéme

v=f(s+o+mao’ ... wo" )+ Y(s)F(s+0)+0" P (s, o),

y=h( )4 Y (s)F (s+o)+0" @ (s, 0,
-y )+ Y (), (5 0)+ 0, (5, o).
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représente des courbes qui ont seulement un contact d'ordre n
avec leur enveloppe et telles que la plus courte distance de deux
courbes consécutives sera de 'ordre n+ 3 au moins, toutes les
fois que n sera impair.

Il y a & faire une remarque assez curieuse sur le théoréme pré-
cédent. Rien dans la démonstration n'exclut les courbes planes
situées dans le méme plan, et cependant le théoréme ne leur
semble pas applicable, puisque des courbes planes se coupent
toujours dans le voisinage des points de contact avec 'enveloppe.
Par exemple, d’aprés le théoréme, les cercles osculateurs d'une
courbe plane aussi bien que d'une courbe gauche doivent étre &
une distance infimiment petite du iroisi¢éme ordre, dans le voisi-

nage de leur point d’osculation.

Mais la contradiction n’est quapparente. Toutes les fois que
des courbes planes auront un contact d'ordre pair avec leur enve-
loppe, deux courbes consécutives ne se couperont pas en un point
réel, voisin de leurs points d'osculation. C'est ce qu'il est aisé de
véritier pour les cercles osculateurs. Car, soient O, O les centres
de deux cercles osculateurs infiniment voisins d'une courbe plane.
La distance OO des centres sera plus petite que la différence
des rayons, qui est I'arc OO’ de la développée. Ces deux cercles
ne se couperont donc pas, et leur plus courte distance sera bien
du troisiéme ordre dans le voisinage de leurs points de contact.
Cette plus courte distance est égale a 'arc OO’ de la développeée,
moins la corde O0'.

Appliquons les résultats obtenus aux intégrales exceptionnelles
étudiées au début de cet article. Alors les caractéristiques auront
avec leur enveloppe (R) un contact du second ordre. Les formules

(53) deviendront

r=[(s+o+w0?)+ Y (s, 0),
y=f(s+o+wet)+ Y (s, o),
=fils+o+w0%) +0° Yy (s,0).

t
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Pour étudier la surface m:@mz%mm, posons

[
~1

U=3s+ 0+ @, o2,
et nous aurons

zmflu)+o3( ),
y=hla)+ot( ),
e=flw) o).

Supposons que T'on prenne pour axe des x la tangente en un
point de (R), pour axe des y et des z des perpendiculaires a cette
tangente, nous aurons des développements en série de la forme
sulvante

r=u+bo’, y=auwr+b'od =au?+4b"0%,
ol nous avons gardé les termes de moindre degré. On peut méme

supposer que le plan des xz ait été choisi de telle maniére que
le terme en ¢® disparaisse de I'expression de z, ce qui donnera

z=au-+ba?,
(56) y=du*+b's,
/4
z=a"u*+b" o*,
les termes négligés étant de &mmam supérieur au mmm_.m de I'un des
deux termes conservés.
Si I'on veut avoir la forme de la surface dans le voisinage de

I'aréte de rebroussement, qui, on le sait, est tangente & Oz, 1l faut
établir entre u et o une relation telle que, pour les points correspon-

dants, w& = soient finis. 1l faudra donc que u et 5® soient du méme

ordre, ce ﬁ_:m donnera, en conservant les termes de moindre m&m&,
z=au+bo®, y=00% z=0b"c",

et, par suite,

= z Y - e

(57) =) —K() -

C'est 1a I'équation approchée de la surface. On voit que la forme
Sav. ETRang. t. XXVIL —— N° 2, 8
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générale de Ja surface serait la méme si I'on avait z =Ky2. Amsi, il
4

n'y aura plus de rebroussement apparent, z sera de l'ordre 2 au

liecu d’étre de P'ordre 2.

Par exemple, I'enveloppe des sphéres osculatrices d'une courbe
donnée n’admettra pas cette courbe pour ligne de rebroussement.
C’est ce qu'on peut vérifier par un calcul direct appliqué al'hélice.

Les intégrales dont nous signalons 1c1 Pexistence ont done des
caractéres remarquables; leurs relations avec Ienveloppe des ca-
ractéristiques sont tout & fait différentes de celles des intégrales

[ ’

ordinaires, que nous avions déja étudiées.

§ 10. ANALOGIES NOUVELLES ENTRE LES LIGNES DROITES
ET LES 0>W>OHWEHMH~OCHM.

Nous avons, dans les articles précédents, étendu aux caractéris-
tiques plusieurs des ?_owlmam des lignes droites. Voici une nou-
velle analogie qui nous parait digne de remarque. Nous allons
démontrer que la théorie des tangentes oos._.zm:mmm s'étend aux
om-,mo&__mmﬁwmﬂmw.

Partons de _,Eamw&m co:%x:m
(58) V(x,y,z,a,b)=o. .

On sait qu'on en déduit la solution singuliére en éliminant «
et b entre cette macm:os ot les stuvantes

o N
(59) <HnmNUO, =3 = 95

a et b peuvent donc étre regardés comme des coordonnées curvi-
lignes propres & déterminer la position d'un point sur I'mtégrale
singuliére.

Solent a,, b, les valeurs correspondantes a un point M de cette
intégrale. Il passera en ce point une infinité de caractéristiques
tangentes i 'intégrale singuliére. Car, sil'on constdeére toutes celles
qui sont données par les équations :

AAY oV
ﬁ@.ov <A&.qev\uNam~cq@3vHG- ua |*|®\.U|\e“oa
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i est clair que ces équations sont vérifiées, quel que soit &', par
les coordonnées du point M.

Ainsi, en chaque point de ‘intégrale singuliére, il passe une
infinité de caractéristiques tangentes a cette intégrale, de ménie
que, par chaque pomt d'une surface quelconque, il passe une
infinité de tangentes. En outre, la surface engendrée par toutes
ces caractéristiques est I'intégrale compléte tangente a I'intégrale
singuliére au point considéré, de méme que le lieu des tangentes
4 une surface en un point est le plan tangent en ce point.

Cela posé, supposons qu'entre a et b on établisse une relation
&:m_no:@:m satisfaite par les valeurs a,. b,

b=/f(a);
& cette suite de valeurs de a et de b amsi définie correspondra une
courbe My de I'mtégrale singuliére passant au point M. Cher-
chons la tangente en M & cette courbe. En tous ses points on a
/\ﬂw = v <..m =0 N

el, par suite,

hY 2V 4,
0V, (33 25 ) o,
VY

r NV ' )
&(me&: Auangumu b v =0
d’ot1, en éliminant da, on déduit
BV 2V b
A dv, da* " 9a db , ,
(61) m=w w, Y=Sla)

oag+uloln@

Cela posé, déplagons-nous a partir du point M sur une autre
courhe My, déterminée par I'équation

b=@(a),

et cherchons T'enveloppe des mbﬁm@n&mm complétes tangentes i
8.
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_,Eam_.&m singuliére en tous les points de cette courbe. Cette en-
veloppe sera définie par les deux équations

V=0, V,+bV,=

ol b, désigne maintenant @' (a). Les deux équations précédentes
représentent la caractéristique qui engendre cette intégrale. Cher-
chons Ia tangente & la caractéristique qui passe en M. En différen-
tiant les équations préceédentes on a

(62) dV =o, dV,+ b, dV,=o.

Si donc nous voulons que cette caractéristique soit tangente a la
courbe My, la comparaison des équations (61), {62}, nous don-
nera la condition

AR AEL Y
N& dat +~5 Qb b
1 Y N uwM__, o\,
da db ' abe

qui est nécessaire et sufisante. En chassant les dénomiateurs, on

trouve

[

. IR LY
(63) s T (O H0) A5 b b= o

La symétrie de cette relation en 0, b; nous condwit au théoreme

suivant :

Supposons que, lorsqu'on se déplace & partir du pont M de linte-
grale sinquli¢re dans une direction My, lintégrale compléie langente en
M soit coupée par Pintégrale compléte tangente au point mfinument
voisin suivanl une caractéristique admellant pour tangenic Mu, reci-
proquement, lorsqu'on se deéplacera sawanl la direction Mp, [lintc-
grale compléle fangente au point infiniment voisin coupcra Uinlégrale
compléle du point M suivant une caracicristiqgue ayant pour lan-

gente My

Cest bien, comme nous I'avons annoncé, la mm:meu:mu:o: de
la propriété des tangentes conjuguées d’unc surface; les plans
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tangents sont remplacés ici par des m:&ms&mm compleétes, les tan-
gentes par des caractéristiques.
La proposition précédente admet comme corollaire la générali-
sation de la théorie des lignes asymptotiques. Faisons, en effet.
1, . 12 14
dans I'équation (63) 0'=1b;, nous aurons

2V

a?

p)
~
<

ARLY ’ ,
s =0

t
+2b" o5

(64)

-/

équation diftérentielle qui définit les lignes tracées sur I'intégrale
singuliére et jouissant des propriétés suivantes. Les intégrales com-
plétes tangentes en tous les points d’une de ces lignes enveloppent
une intégrale générale admettant cette ligne pour aréte de rebrous-
sement et tangente en tous ses points a I'intégrale singuliére. Ces
ntégrales correspondent aux surfaces développables que I'on ob-
tient en menant des plans tangents a une surface en tous les points
d'une ligne asymptotique.

S 11. ETUDE DE L'INTEGRALE SINGULIERE.

La discussion précédente nous a conduit a plusieurs propriétés
caractéristiques de Pintégrale mmzmzmmeoq que nous allons résumer
ic1

1° Elle est 'enveloppe de toutes les intégrales complétes ou
générales.

2° n chacun de ses points et suivant toutes les directions il
P

vasse des caractéristiques tangentes a la surface.

f q 8

3° Par conséquent, le céne (T) enveloppe des plans tangents.
relatif & un point de cette surface, s’y décompose en un autre
cone et un plan, le plan tangent & cette surface. Il suit de la que
le cone des normales (N), supplémentaire du cone (T), aura, pour
tous les points de l'intégrale singuliére, une drotte double, la nor-
male a la surface singuliére.

4" Enfin, et cette derniére propriété est peut-étre celle a la-
uelle on doit attacher le plus d’'importance, si 'on considére une
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courbe (K) tracée sur la surface et les plans tangents en tous ses
points a la surface, il y aura, outre la solution singuliére, une sc-
conde intégrale contenant la courbe (K) et tangente en tous ses
points & 'intégrale singuliére.

Tels sont les quatre caractéres principaux qui résultent de nos
études,antérieures. A la vérité, dans ces études, nous nous sommes
attaché seulement a I'examen des cas généraux, et I'on sait qu'il
peut arriver que des surfaces n'aient pas d’enveloppe. Il pourra
donc arriver que la solution singuliére disparaisse.

Considérons, par exemple, des plans tangents a4 une courbe
comme intégrales complétes. Les intégrales générales seront des
surfaces développables contenant la courbe. Mais il '’y aura plus
d’enveloppe ou de solution singuliére, ou, si 'on veut, la solution
singuliére sera la courbe elle-méme.

Au lieu de ces ntégrales complétes, prenons des sphéres dou-
blement tangentes &4 une courbe ou des surfaces passant par des
points fixes. Dans tous ces cas, la solution singuliére pourra dis-
paraitre.

Il est vrai que, par une extension plus grande donnée au mot
solution, extension que nous développons dans la seconde partie,
on peut réduire beaucoup le nombre des cas exceptionnels, mais
il pourra cependant se présenter des cas ol la solution singuliére
disparaitra toujours.

Considérons, par exemple, les intégrales completes

(z4+ar+bxy+ b2+ (z+by+a)=(a*—y )
En égalant a zéro les dérivées par rapport a a et a b, on trouvera

z+ar+bry+b—o,
z+by+a=o,

équations qui, jointes a la précédente, donnent

22— y'=o0,
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On trouve donc ici non %_sm —.@E‘&OES proprement dite, mais le
lien des points mm:m::mwm des intégrales complétes.

Cest une circonstance de ce genre qui se présente d’une ma-
niére normale pour les intégrales générales d'une équation diffé-
rentielle ordinaire. Ces intégrales générales sont représentées par
des courbes ayant des points de rebroussement aux points ou elles
coupent une courbe fixe. On voit bien que le lieu des intersections
successives de deux courbes infiniment voisines se confondra avec
celut des points de rebroussement.

Toutefors, comme des surfaces 4 deux paramétres ont en général
une 9:8—035 quand leur équation s'obtient en égalant & zéro une
fonction toujours finie et continue, telle que les fonctions algé-
briques entitres, il résulte bien nettement de cette premiére
partie de notre étude, que, dans les équations aux dérivées par-
tielles formées par I'élimination des constantes, il y a en général
une solution singuliére qui posséde les caractéres (ue nous avons
signalés plus haut. Il nous reste & indiquer comment on déduirait
cette solution de I'équation aux dérivées partielles sans faire appel
a I'intégrale compléte.

§ 12, LINTEGRALE SINGULIERE DEDUITE DE L’EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES.

Les quatre _:.owlm&m que nous avons reconnues a ,mam,mam_m
singuliére nous donnent chacune la solution de cette question.
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Draprés la premiére, la solution mmsm::m:.m est Ienveloppe des
intégrales completes

(65) Viz.y.z.a.b)=o,

c’est-a-dire m:,m: tous ses wo:,:m on a
N, N,
m _ A QNV - .

Or on peut obtenir I'équation aux dérivées partielles, en tirant a
et b des équations

(66) =0, Hgi=o,

et les portant dans I'équation (65). Ainsi I'équation (65) est I'équa-
tion aux dérivées partielles, si I'on y regarde a et & comme des
fonctions de x,y, z, p, ¢, définies par les formules (66). On aura

donc
2V aVda  aVab AV aVda Vb
(67) TR s A R T T T
r wm' w|w\mo=~ nuls pour la solution mwbmzr_ﬁ,m. On aura donc ausst
aa  d
v vV
-0 ¥

ou, en considérant z comme une fonction de z, y, p, g, définie par
‘équation aux dérivées partielles,

s
4
b
(3]

= 0.

l
g
|

(68) -

-~
~
-0

Cette méthode n'est pas a I'abri de toute objection.

Mais employons les autres propriétés de I'intégrale singuliére.
D’apreés le second caractére que nous lui avons reconnu, nous sa-
vons qu'en chacun de ses points il passe une infinité de caractéris-
tiques qui lui sont tangentes. Si donc nous nous reportons aux
équations différentielles de la caractéristique

de  dy  —dp —dg
(69) PTQTNT YR
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nous voyons qu’en chaque point de la solution singuliére m devra

étre indéterminé, et I'on aura, par conséquent,
{ =
V7 (0] v P— 0, O = 0.

D'aprés le troisiéme caractére, ke cone des normales (N), repré-

senté par I'équation ,

Flz.y.z,p,q)=0,

ol p et ¢ sont variables, doit avoir pour droite double la normale

a I'intégrale singuliere. Cette condition s'exprime encore par les
¢quations :of que nous retrouvons de cette maniére.

Servons-nous enfin de la derniére propri‘té de I'intégrale singu-
licre. Si nous tragons une courbe sur cette intégrale, il doit y avorr
deux intégrales tangentes I'une  'autre en tous les points de cette
courbe. Soient

y=/fz), z=9(z)

les équations d'une courbe. Pour que F:&mﬁm_m conttenne cette
courbe, il faut qu'en ormmzm point de la courbe on ait

&N"ﬁ&&:_] qdy

(71) ¢ (&) =p+qf (r).

Différentions cette équation, nous aurons
172) @' (e)=r+2sf (x)+1/?(x)+q/" (2).

D'autre part,;en vertu de I'équation aux dérivées partielles, on
aura
(23 : m Pr+Qs+X+pZl=o,
79) , o
( Ps+Qt+Y +gZ—o.
Pour deux surfaces admettant le méme plan tangent en chaque
point de la courbe, r,s, t seront différents. Donc il faut que les
Sav. £TRANG. t. XXVII. — N° 2, 9
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équations (72), (73) nc puissent déterminer r, s, t. Leur détermi-
nant
U \9
(Bf'—Q}
doit donc étre nul, quel que soil f', ce qui exige que 'on ait

P—o, Q=o.

Il est vrai que le raisonnement cesserait d'étre exactsiles deux sur-
faces avalent un contact du second ordre. Mais alors les dérivées
d’ordres supérieurs ne pourront étre toutes les mémes. Or, on
le reconnaitra aisément, le déterminant des équations qui déter-
minent les dérivées d'ordre n est

(Bf ~ Q)

et, par suite, quel que soit Tordre a partir duquel les dérivées
cessent d'étre les mémes, on retrouve les mémes conditions.
On a donc, en tout point de I'intégrale singuliére,

P=0o, Q=o.

Mais, en vertu des équations (73}, on doit aussi joindre a ces
équations les deux suivantes

X+pL=o, Y 4 gl =o.

Ainsi nous avons le théoréme suivant :

Pour foule équation anx dérwvies partielles formée par lélimination
des constantes, il y aura 'une maniére normale unc sofalion sinquliére.
Les coordonnées d'un point et les coefficients angulaires du plan langent
en &:S:.m point de celle solution salisfont aux cing équalions

(74) F=o0, P=o0, Q=o0, X+pL=o, Y4gl=o.

Remarquons que les deux derniéres auraient pu aussi étre ob-
tenues en partant des équations différentielles de la caraciéristique.
Puisqu'il y a une infinité de caractéristiques tangentes en chaque

- . Jl \ t 14 A%NU NNQ - _, ' ‘ J I \
point a I'intégrale singuliére, 1o da doivent étre indéterminés et.
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par conséquent, les dénominateurs X +pZ, Y + ¢Z des équations
(69) doivent &tre nuls, aussi bien que P et que Q.

Il est 4 remarquer que ces équations sont en nombre plus que
suffisant. En effet, admettons que de trois d’entre elles on ait pu
déduire les valeurs de z, p, g, en fonction de z et de y. Si I'on
porte ces valeurs dans les deux autres équations, elles devront
étre satisfaites en général. Mais ic1 il y a une premiére question
quil est indispensable de résoudre. Supposons quon ait trouveé
des valeurs de z, p, ¢, fonctions de x et de y, et satisfaisant a ces
équations, donneront-elles une intégrale de P'équation proposée’
Comme ces valeurs de z, p, ¢ satisfont & cette équation, qui est la
?,m::mao du groupe (74), 1l suflira évidemment de reconnaitre si
p et g sont les dérivées de z.

Difféventions Péquation

nous aurons
75) Xdx+ Ydy+Zdz +Pdp +Qdg=o,

et cette relation est toujours satisfaite par les trois fonctions z,
P, ¢, qui satisfont & I'équation proposée. En nous servant des for-
mules

X+pl=o, VY+gl=o0, P=o, Q=o,

auxquelles satisfont aussi ces trois fonctions, nous pourrons éli-
miner \, Y, P, Q, et la relation (75) prendra la forme

Z (dz—pde—qdy)=o.

Donc, si Z n’est pas nul, on aura

dz=pdr+qdy,

c'est-a-dire p et ¢ seront les dérivées partielles de z, qui satisfera
par oosmmﬁ?ma a ,m\m:m:o: m:.o_uo,ﬁ,mo.
Quand Z sera nul, on pourra reconnaitre directement si p, ¢

sont les dérivées de z. Nous aurons, du reste, a revenir sur ce
sujet.

o
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§ 13. D'UN FAIT PARADOXAL QUI SE PRESENTE DANS LA THEORIE PRECEDENTE.

Tout ce que nous avons dit jusqu'ici de I'mtégrale singuliére
s'applique seulement aux équations aux dérivées particlles admel-
{ant au moins une inlégrale compléte a laquelle on puisse appliquer,
a_?:a toute leur élendue, les principes de la théorie des enveloppes.
Etant donnée une équation aux dérivées partielles quelconque,
admet-elle une intégrale complete de ce genre? Monge regarde
ce pomt comme absolument évident et ne juge pas méme néces-
saire de I'énoncer. La notion de I'intégrale compléte joue dail-
leurs un role fondamental dans la méthode de Jacobi. II semble
donc, &4 un examen un peu superhciel, que, pour une équation
aux dérivées partielles, il y aura, en général, une solution singu-
litre donnée par le systéme des équations

(76) F—o, P—o. Q-o,

qui entrainent, comme nous I'avons vu, les deux suivantes

,‘\I.Nv .%LITNHO. MITQNH“C.

Or un tel résultat est paradoxal. Car, bien que les équations (76 °.

(77) ne soient pas absolument indépendantes, qu'elles soient for-
mées au moyen des dérivées d’'une méme fonction, il est facile de
reconnaitre @ﬁ,m:mm ne sont pas généralement vérihides en prenant
pour z, p, ¢ des fonctions de x et de y. Voici une maniére trés
simple de le montrer.

Soit I'équation proposée

(78) Fiey, 2 psg)—a,

ol a est une constante. De cette équation et des deux suivantes
Umu Dmu

(79) Mmﬂwﬂo, uleHC.li,o.

tirons z, p, ¢ en fonction de z, y, a, et substituons dans les deux
suivantes

X+pl—o, Y +qgl=o.
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‘il est vrai que les équations (76), (77) sotent toujours compa-
tibles, on aura identiquement

30 X+ph=o, Y-+gl—o.

Cela posé, changeons a en une fonction de x, y, z, absolument
quelconque. Alors les équations (78), (79) conserveront la méme
forme et donneront les mémes valeurs de 2, p, ¢ en x, y, a. Mais
les équations (80) deviendront

xlT\R_I. xTEwmh MJ:\\le 7

¢l

e

Or, d’aprés ce que nous avons dit, la substitution des valeurs de
2. py g doit annuler leurs premiers membres. On aurait donc

da J:

O=5TPE :\+§.

quelle que soit la fonction a; résultat évidemment absurde.

Ansi le procédé qui devrait conduire 4 lintégrale sinquliére, appli-
qué a une équation aur dérivées parlielles quelconque, ne peul gené-
S%S%ﬁ\o:%% aucune solulion.

Etant donnée une cquation aux dérivées partielles quelconque, il

n'existe EQ.,_ d’une maniére normale &J:?.%ﬁb\m .23.@2\5#%.

Quelle est 1a conclusion a tirer de ce résultat? Est-il nécessaire

d’abandonner la notion de lintégrale compléte, m_o ne la conserver
que pour une classe particuliére d’équations? Evidemment non.
Mais le résultat précédent prouve que les intégrales complétes des
équations aux dérivées partielles quelconques, intégrales dont
nous démontrerons P'existence, ne sont pas finies et continues dans
une étendue assez grande pour qu'il y ait lieu de chercher leur en-
veloppe. Nous verrons que chaque intégrale cesse de définir une
fonction continue de . et de y dans le voisinage des points pour

lesquels on a
P=o, Q=

et que, par conséquent, il n'y a pas lieu de chercher une enve-
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loppe. On voit que, st la théorie des solutions singulieres avait
été étudiée d’abord a ce point de vue, elle aurait pu mettre sur la
voie de notions importantes sur la nature des intégrales des equa-
tions différentielles ou aux dérivées partielles.

Nous reconnaissons en méme temps que la question des solutions
singuliéres, pour étre.convenablement traitée, exige une étude
approfondie des différentes intégrales d'une ¢équation aux dérivées
partielles quelconques, de leurs points mEo.srmH.m des régions ou
elles ont des lignes multiples, etc. Nous aurons a refaire, en par-
tant de I'équation aux dérivées partielles, le travail que nous
avions entrepris en prenant pour point de départ I'intégrale com-
pléte. Mais avant de commencer cette nouvelle étude, nous dirons
encore quelques mots sur les équations formées par I'élimination
des constantes, sur I'ordre de contact des intégrales singuliéres et
des autres intégrales, et sur les solutions singuliéres des équations
linéaires.

l4. DE L’OKDRE DU CONIACT QUE CHAQUE SURFACE INTEGRALE PRESENTE
AVEG LINTEGRALE SINGULIERE AU POINT OU ELLE LA TQUCHE.

Wﬁu_.m:osm d@:m:o:

Virv,y,z,a,b)=o0,

et supposons que Félimmation de a et de 6 entre celte équation
et les suivantes

conduise 4 une m:.ﬁmm_.&m singuliere bien définie.
Dans une étendue suffisamment petite de cette surlace mnté-
grale singuliére, z sera une fonction bien définie de a et de y

s=f(r

En substituant dans 'équation .

Vir.y,z,a,b)=o0

\ v

ala —mem de -

S fla,y)+ 2.
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les dérivées par rapport 4 a et a b ne seront pas changées et la
solution m_:mcrmwm nouvelle sera le 1»:

IN.—”O.

Atnsi, par une transformation, toujours légitime dans une étendue
sufisamment petite des valeurs de x et de y, on peut toyjours ra-
mener la solution singuliére & étre le plan des xy. Quant & I'ordre
de contact de deux surfaces quelconques, comme il ne dépend
que de la différence des z des deux surfaces pour les mémes va-
leurs de . et de y, il ne sera pas altéré par cette transformation.
Remarquons enfin que les dérivées par rapport a a et & b jusqu’a
un ordre quelconque seront encore les mémes aprés la transfor-
mation.

En chaque pomt du plan des ay, solution singuliére, a et b
sont des fonctions, déterminées en général, de & et de y. Remar-
quons méme que ces fonctions seront nécessairement distinctes,
car, st I'on avait b—f(a), les intégrales complétes pour lesquelles
cette relation ne serait pas satisfaite cesseraient d’étre tangentes &
la solution singuliére.

Cela posé, en tout mo:; du plan des xy, on a
(81) oV oV 2V Qv

W= wTO mTO 5=

.:
gm_m,f sera différent de zéro; autrement les _E@mg_mv complétes
4

auraient des points multiples a leur contact avec I'intégrale singu-
liére. Les quatre équations étant satisfaites en tous les points du-
plan des .z, y, on aura en les différentiant

L »y »y Ry
:we\nu_. v db + % dx €y dy=o,

Qe oh daox dady
ARY QN/ »y
™ ST %.Té.w&nTZL.e&&rTé:\S\lo
, N da b DN g gy =
ua/waa éu& 3 &1753 y=20,
J;
y=o0:

>V 2y 2V
saay 44 sy 46 + gy

P
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da,db se rapportent dans ces formules aux accroissements que
prennent a et b quand on se déplace sur lintégrale singuliére. Comme
dr, dy sont arbitraires, les relations ?.mnmmm::wm doivent se réduire
an ECm 4 deux omﬁm:obm distinctes, ce A:_ entraine entre les déri-
vées secondes des relations quil est inutile d’écrire et qui sont
vérifiées pour tous les points du plan des xy.

ﬂm_m posé, considérons une intégrale quelconque définie par les

équations
,__ Vir,y,z,a,b)=o0,
(83) Ph=f{a), b= (a),
. N rOV
n

Le calcul de ¢?z ne présente aucune difficulté, et en effectuant ce
calcul pour les points de contact avec I'intégrale singuliére, on

trouve
Vg w 2\ i Jma
lm&t”m&\&. uﬂwv&ﬁ.&‘v
PRRY hEAY aray Z. :
Amm—v { _.ua u.&&&+um 3\5‘+m A mw SI uf&,vH_
- oy 1; ,
1151.|+ 20 mzavn*uv

expression qu'il serait facile de mettre sous la [orme d'un carré
parfait.

il existait une intégrale ayant avec la solution singuliére un
contact du second ordre, d*z serait identiquement nul. Il faudrait

donc que
LY
J «r

5

Sar xdy +

[t un carré parfait. Ce n_:m zqm pas lieu, en général. Donc, dans
le cas général, aucune intégrale Waura avec la solution singuliére un
conlacl du second ordre.

Supposons maintenant que P'on ait, en tous les ﬁom:_m du plan
des zy.

Auj_‘ Vm 2V
dxdy
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Cette relation, en vertu des formules {82), en entraine un grand
nombre d’autres. On peut la remplacer par le systéme

p 2 2y
dray AR

o o

L)

k étant une imconnue auxiliaire.

Cela posé, reportons-nous aux équations (32) qui définissent les
variations de a et de b sur l'intégrale singuliére, et ajoutons les
deux derniéres, aprés avoir multiplié la derniére par — k. On aura

Y 2y 2y ny
Ap — k< VNNQITA, —k V&@Ho,

dadx da dy e Moy

et comme «a et b sont des fonctions indépendantes, da, db étant ar-
bitraires, on aura

- »V 22y Y 2V
AWUV ’.\p hR =o0, d ll\..r<
dadxr da dy

\

ou, en introduisant une autre arbitraire A,

h‘mcv »y — oV 2V 2 Y
dedx TdbAar’ dady Tdbay

Ajoutons maintenant les deux premiéres équations, aprés avoir
multiplié la seconde par —2, nous aurons

(5r = hgoag) da+ (5y; — A5 ) db=o,

da db AR b2

ce qui donne, pour la méme raison que ?.m.omn_mb:smzf

_ »V 2V A Ay
(87) &,Hyufé, uagny%.

Enfin, la seconde et la quatriéme équation donnent, en y [a1sant
dy = — kdax,

2V 22V

MNMN NQ -+ MJI.@M N@ =0,
2V N

savy de+ gpay db=o;

da et db ne peuvent étre nuls ensemble, car, sans cela, lorsqu'on se

SAv. ETRANG. t. XXVI[.— N° 2, 10
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déplacerait dans le plan des ry sur les courbes définies par I'équa-
tion différentielle

dy=—kdr,

a et b demeureraient constants, et par conséquent sur la solution
singuliére a serait fonction de b, et cette hypotheése a été écartée.
On déduit donc des deux formules précédentes

~

WV W ey
da dy

(88)

e b° Yoy T

En continuant I'application de la méthode précédente, on trou-

vera de méme
S T A

adb dxdy” dady dbax’

[

et l'on sassurera aisément que, généralement, les coeflicients de
da,db, dx, dy, dans deux quelconques des équations (82), sont
proportionnels

Ainsi la seule équation

POV 2V v
(=) =0

I dy \owdy

entraine toutes celles que nous venons d’établir et celles qu'on
obtiendrait en éliminant k, k, A entre les équations (85), (86).
(87). (88). Remarquons, parmi ces équations, la suivante

Aoé VM 2V 2%y

———— == ()},
da db dar db?

(89)

qui, réciproquement, étant admise, entrainerait toutes les autres.
C'est cette équation qui caractérise le cas actuel, car elle aura
lieu avant la transformation qui remplace la solution singuliere par
le plan des xy, transformation qui, nous I'avons vu. ne change pas
les dérivées par rapport a a et a b.

Ces équations étant établies, si 'on s’en sert pour éliminer au-
tant de dérivées que possible de I'expression de &z, on trouve

d*z =o.
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Ainsi, foules les intégrales gencrales onl avec linlégrale singuliére un
contact du second ordre.
Voyons maitenant ;:&mam_@ compléte. On a pour elle
-
R

T J 7
V&AMH 4
: dudy

[N

d?z sera un carré Wml.m: et, par conséquent, I'intégrale compléte
sera osculafrice a I'intégrale singuliére. (Nous disons que deux sur-
faces tangentes en un point A y sont osculatrices quand elles se
coupent suivant une courbe dont les deux tangentes en A au point
de contact se confondent.) Ainsi :

Quand la distribution des tntégrales compléles est lelle qu'elles
louchent chacune I'intégrale singuliére en un nombre limité de points,
st elles ne sont pas osculalrices a liniégrale singuliére, il n’y aura au-
cune intégrale ayant un conlact du sccond ordre avec la solution sin-
quliére.

Au contraire, st les intégrales complétes sont osculalrices a l'inié-
grale singuliére, toules les intégrales générales auront avec lintégrale
sinquliére un conlact du second ordre.

Nous pouvons ajouter qu'en vertu de ce qui a été dit au para-
graphe 10, lorsqu'll y aura osculation, toutes les caractéristiques,
en nombre infini, wmim:: d'un point de l'intégrale singuliere, y
auront la méme tangente. Cest du reste ce que l'on vérifie aisé-
ment. Solent

_ ::
V=o, 5 .é

les équations d'une caractéristique, sa tangente sera déterminée
par les ma:m:czm

v .

dV=o,

S+ (553 Sdo+ s dy) —o,

qui, en tenant compte des mo_)_::_mm 85), prennent la forme

dz=0, (5s+V 5y (dy+hkde)—

o dy
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On voit que la tangente sera indépendante de b’ et la méme pour
toutes les caractéristiques.

Ces vésultats trouvent une confirmation remarquable dans
‘étude des sphéres osculatrices & une surface. On sait que ces
sphéres sont celles qui ont leurs centres aux centres de courbure
principaux. Considérons, par excimple, celles dont les centres sont
sur une des nappes (Z) de la surface des centres de courbure. Soit
(S) une sphére tangente en M i la surface et ayant pour ligne 'os-
culation la tangente Mt & I'une des deux lignes de courbure pas-
sant en M. L’axe radical de (S) et des sphéres infiniment voisines
sera cette tangente Mt. L’intersection de (S) et d’une sphére infi-
niment voisine sera donc un cercle dont le plan passera par M.
Ce cercle sera évidemment osculateur 4 la section de la surface
déterminée par son plan. Les caractéristiques sont donc ici les
cercles osculateurs des sections langentes aux lignes de courbure
d'un systeme déterminé. On voit bien d'abord que toutes les carac-
téristiques passant en un point de l'intégrale singuliére y ont la
meéne tangente.

Considérons, en second lieu, I'intégrale générale enveloppe des
sphéres tangentes & la surface proposée en tous les points dmme
courbe (C). Il est facile de reconnaitre (u'il y aura contact du
second ordre entre cette intégrale et I'intégrale singuliére, puisque
les deux surfaces sont tangentes en tous les points de la courbe (C)
et, qu’en chaque point _mEv sections planes, mences par la tan-
gente Mt ala ligne de courbure, auront méme cercle osculateur.

Nous étendrons les résultats de cet article au cas de n variables
par un calcul plus élégant, et nous indiquerons comment on re-
connait les propriétés signalées plus haut, en partant de I'équation
aux dérivées partielles et sans connaitre I'intégrale compléte. Ajou-
tons que la méthode précédente s'applique a I'étude du contact
d’un ordre quelconque.
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S 15. DES INTEGRALES SINGULIERES DES EQUATIONS LINEAIRES.

Les équations linésires admettent encore des intégrales com-
pletes. Par exemple, pour &@Cw:OB aux derivees ?ﬁim:mm des
cylindres paralleles a Faxe des -, I'intégrale compléte serait un
Q—_Er@ quelconque renfermant dans son Q_:NSOE deux variables
indépendantes. Mais les raisonnements qui précédent reposant sur
la notion un peu vague de continuité et d’enveloppe, on pourrait
craindre & bon droit que, dans ce cas, ils ne soient en défaut.
Quelques mots nous sufliront pour établir directement I'existence
de la solution singuliére.

Solent

*\.A.Fu\,u,a, SHO,
\ GA.N..WQN,Q«\;“ ,

les équations d'un svstéeme de courbes dépendant de deux para-
{ ) P P

(go}

metres. Si I'on veut que 'une des courbes du systéme passe par
an point M, a et b seront, en général, déterminés. La condition que
le plan tangent en M a une surface soit tangent a 'une des courbes
qui y passent conduira a une équation aux dérivées partielles qui
sera linéaire, ou plutdt qui se décomposera en équations linéaires.
Jene m'arréte pas a démontrer que 'intégrale générale sera formée
des courbes pour lesquelles b sera une fonction de a. JVarrive &
des propriétés de ces intégrales et a la recherche de I'ntégrale
singuliére.
Soit une intégrale définie par les équations

S(@® .z a,b) =0, b=Y(a)
@(r,y,z,a,b}=0, b'=y(a).

Le Em: tangent en un point sera déterminé par les équations
J hj d )
uwma+ \&,VFT \&Nllm %nlv ﬁv da,
J J b
® dz+ f: Pdz——(32+b'3F) de,

ay 2
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ou, en éliminant da,

u\&a._.o\ dy -+ o.\ u\+§u\

, da Xb
1) P -u% e
we Bt yy ot 15 SRy

La forme de cette équation donne liew o une propriété ires cu-
rieuse.

Considérons quatre surfaces intégrales passant par la méme
courbe. Dans I'équation précédente, pour chaque point de cette
courbe, ' variera seule quand on passera d'une surface & une autre
Or la forme de 'équation nous indique que le rapport anharmo-
nique des plans tangents aux quatre intégrales est égal i celui des
quatre valeurs de b’ et, par conséquent, constant en tous les ponts
de la courbe commune. Ainsi :

Si lon considére toules les surfaces engendrées par des courbes a
deux paraméires, pour quaire de ces surfaces conlenant la méme
courbe le rapport anharmonique des quatre plans langents est le méme
en lous les poinls de la courbe.

Mais revenons a ,ma:wmc: qui définit le w_m: tangent. Pour les
pomnts de o?:?m courbe tels que ['on ait

oOf L0 ﬂ

A@MV a.v'«u... w&

ﬁJ: ~

le plan tangent sera indépendant de &' et, par conséquent, le méme
pour toutes tes surfaces.

Considérons, par exemple, les courbes planes d'ordre m pour
lesquelles f'sera du degré m, @ du premier degré. Les trois équa-
tions (go), (92) définissent sur chaque courbe m (m—-1) points.
En ces points, toutes les surfaces mntégrales seront tangentes les unes
aux autres. Cest ainsi que, si les courbes sont des droites, les sur-
faces réglées correspondantes seront tangentes en deux points; sl
ce sont des coniques, toutes les surfaces passant par une conique
seront Ssmmamm €n six wo::P etc.

Si entre les équations (go), (g2), on élimine a et b, on obtient
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une surface () que nous appellerons surfuce focale du systéme de
courbes. Je vais démontrer qu'elle est la solution singuliére.
En effet, écrivons le systéme (go), (g2 ) sous la forme

(93) [f=o0, @=o, U p8 . M 28

da da b )

En un point satisfaisant i ces équations, équation du plan tan-
gent & une surface wammﬁ.&m quelconque est donnée par la for-
mule (g1) et devient

AONL Au\ »uﬂv &&uTA of \muﬂv dy 4+ A,lfl\mwlv dz—o.

ay dy ) - dz

JZ

Quant a la surface focale, elle est définie par les équations (93),
ou a,b, k sont considérées comme des fonctions & éliminer de .r,
z. Or, si 'on différentie totalement I'équation

J—hp=o,

combinaison des formules (¢3), les coeflicients de da, db, dk sont
nuls, et il reste 'équation (g4), qui est donc aussi celle du plan
tangent & la surface focale.

Cette surface focale, étant I'enveloppe de toutes les intégrales
générales, satisfera a leur équation aux dérivées partielles. On peut
aussi la considérer, si 'on veut, comme le lieu des intersections
successives de deux courbes voisines du systéeme. Toutes ces
courbes lui sont tangentes en un nombre limité de points.

Par exemple, Péquation linéaire qui exprime que le plan tangent
est normal & une surface fixe aura pour solution singuliére la sur-
face des centres de courbure.

On pourrait ajouter beaucoup de propriétés géométriques; je
me contenterai des indications précédentes.
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DEUXIEME PARTIE.
ETUDE DES EQUATIONS A UN NOMBRE QUELCONQUE
DE VARIABLES INDEPENDANTES.

S 16. PRELIMINAIRES ANALYTIQUES.

Apres avoir traité le cas de I'équation aux dérivées partielles a
deux variables indépendantes, il est mbﬁ:mvm:mwzo d’aborder la
méme étude dans le cas d'un nombre quelconque de variables et
de chercher a reconnaitre quelles sont les différentes solutions
d'une équation aux dérivées partielles, et quels sont les caractéres
distinctifs de la solution singuliére. Nous commencerons encore
en admettant, avec Lagrange et Jacobi, I'existence d'une intégrale
compléte, dont I'emplor nous conduira enswite a la distinction des
ufférentes classes de solutions. Il y a avantage a exposer cette
théorie en employant un lemme donné récemment par MM. Lie
et Mayer .

Lemme I, Sotent 2n+1 fonctions 4, X,, . ... X, Py, ..., P de an+
variables indépendantes z, &, ..., Ty P11+ - -+ Pu> dont les différentielles
satisfont identiquement & la relation

(1) dL—-DydX,— ... =P, dX,=p(de—p,de,— ... —p,dzx,),
on aura
(2) (X X)) =o, (ZX;)=o0

(3) (P;Py)=0, (PyZ)=pP;, (P;Xy)=0. (P;X;}=p,

en désignant par le symbole (UV) l'expression

h=n

(OV)= 25+ i) = (e )

h=1

Voir Mathematische Annalen, t. VIIL, p. 215 et 304.
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De plus ces an+-1 .\eaa:.o:u seront indépendantes, en sorte que z, a;,
pr pourront élre exprimes en fonction de Z,X;, P,.

Pour démontrer ce lemme et nous dispenser de différentiations
assez longues, nous emploicrons l'artifice de Cauchy, de Binet et
ile Jacobi, et nous désignerons par la caractéristique & un second
systeme de différentielles, que nous emploierons en méme temps
que le premier. On aura d’abord

4 L —PdX,— ... ~P.dX,=p (dz—pdr; — ... — Pad,).

St nous différentions maintenant cette équation dans le premier
systeme daccroissements, nous trouverons

BL— P, dSX,— ... —P,dSX,—dP,8X, — ... — dP,dX, —
dp(8z—p,dx,— ... —p.8x,)+p(ddz—-p, ddxy — ... —p, ddr,)
~p(dp,dz,+ ... +dp,dx,).

Echangeons, dans cette équation, les d et les 4, et retranchons
I'équation ainsi obtenue de la précédente, nous trouverons

dP, 8X, — dX, 6P, + ... +dP, 8X, — dX, éP,
=dp (de—pydey— ... —p,dz,)
—dp (dz—prdx;— ... — pudz,)
+ o (dpy by — dy 8p, + ... +dp, dx, — dx, Sp,,).

Supposons que dans les deux mv.m:_wsmm d’accroissements les diffé-
rentielles de z solent telles que l'on ait

5 dz=pydx,+ ... +p.dz,
0z =p1 0%, + ... +padz,.

L’équation précédente se réduira a la suivante

(6) dP,8X, — dX, P, + ... +dP, X, — dX, P,

—p (dp, 8y — dry 8p, + . .. +dppdx, — dx, Ip,)-

Cela posé, les variables X;, P; étant fonctions de u;, P> 2, cher-
Sav. ETRavng. t. XXVIL — N° 2, 1t
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chons leurs différentielles, en tenant compte de I'expression (5) de
dz. Nous trouverons

dp, , P, g

- dP; = iz, de 4+ - %w JP J? ‘dp,
7 dX, d»

&X..lma dx, + - NH |Ty? Ip, -+ +3 ‘dp,.
Nous avons posé pour .,L:.mmmﬁ dans ces formules,

d Q d

: T ro v
o Al . .., . ..
2 5, désignant les dérivées partielles ordinaires, et nous con-

L op, un

vm.,<9.o=m toujours dans la suite cette notation. Si nous portons ces
valeurs de dP;, dX; dans I'identité (6) et que nous égalions dans
les deux membres les coefficients de dr;. dpi, nous obtiendrons
les nouvelles formules

2, dx,
(8) lmw? %N l|mw -+ - IT&R g,a P,
X, L2,
m%ﬁ.lf X =g Py f 3 OP

Gela posé, dans les formules (8) remplagons & par d et substi-
tuons les valeurs ainsi obtenues de dp;, dz; dans les seconds
membres des formules (7).

Nous aurons

' pdP;=(P,P)dX, + ... +(P,P;) dX,— (X, P;) dP, —
— (X,Py)dP,
p dX= (P, X) dX, + - .. + (P, Xy) dX, — (X, X,) dP, — .
— (X.X,) dP,.

(9)

En général, u étant une fonction quelconque, on aurait

(10] pdu=(Pyu)dX,+ ... + (Pru) dX, — (X, u) dP, -

10
—(Xqu) dP,.

Or il est clair que les différentielles dX;, dP; sont indépen-
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dantes comme dp;, dx;, puisqu’a tout systtme de valeurs de dX;,
Py, correspondra par les formules {8) un systéme de valeurs de
dp;, dzxy. 11 faut donc que les relations (g) soient identiquement
vérifiées, ce qui exige que I'on ait

A__v aumwu»vno, Awmxmvn%, ATMN»VHO, AN..N»V”O.
C’est 12 une partie des relations que nous avions a démontrer.

Les autres s’en déduiront facilement. L’identité (10) nous donne,
en effet,

pdL=(P,Z)dX,+ ... -+ (P.Z) dX,~ (X, Z) dP, — ...

(12) —(X,Z)dP,,

et comme, dans le systéme d’accroissements choisi, on a
dz=p,dr,+ ... 4 p,dz,,

'identité (1) entraine la relation
d&. =P dX,+ ... +P,dX,.

La comparaison de cette formule et de I'équation (12) nous con-
duit aux qumaoum

(13) (P;Z)=pP;, (ZX;)=o,

qui complétent le systéme des relations que nous avions & démon-
trer.

Je dis maintenant que les fonctions Z, X;, P; sont indépen-
dantes; et pour cela je vais calculer leur déterminant fonctionnel.
Mais auparavant je remarquerai que l'identité (1) est évidemment
équivalente aux 2n+ 1 équations suivantes

2Z X X,
AnN_,v 3 ~IUM_II...I|HV=MNHT
2z X X,
(15) Zop R Py,
Y/ X, X,
(16) o T T =0
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qui donnent, en ajoutant a la seconde la premiére multipliée par
pis
dZ d\, ) . p o
A—.Nv Nﬁl_l.u ~m~l.|lﬁ.| T andr,

Cela posé, soit

A X X Py P
d{z, &, Ly ot oo Pa)
le déterminant fonctionnel. Ajoutons & chacune des lignes qui
contiennent les dérivées par rapport a x; celle qui contient les de-
rivées par rapport a z, multipliée par p;, A prendra la forme

o, MLdX AN, oP P,
DHNHMMMM,I__ e ﬁwﬂ” R

Si maintenant nous retranchons de la ligne qui contient les déri-
vées de Z celles qui contiennent les dérivées de X, ..., X,, multi-
pliées respectivement par P,, ..., P., nous trouverons, en vertu

des formules (14), (16), (17).

A=pA
on
: O dA dX, oP op
A N T de, dx, ap, ap,

Or ce déterminant A’ n’est pas autre chose que celui des formules
(7), considérées comme déterminant les inconnues dx;, dp;.., et
comme ces équations ne sont jamais impossibles, puisqu’elles sont
vérifiées par les valeurs déduites des formules (8), oti I'on rem-
placerait par d la caractéristique 4, nous voyons que A’ ne sera pas
nul.

On peut méme calculer le déterminant A'. En effet, les équa-
tions (7) devenant identiques par la substitution des valeurs de
dp;, dzy, déduites des formules (8), le produit des détermmants des
deux systémes de formules doit étre égal a I'unité. Or le détermi-

nant du systéme (7) est A', celui du systéme (8), compos¢ des
b\

L

meémes éléments divisés par p, est > - On a donc

P

A I 3
mq\—v .PIII@..
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et, par conséquent,

_d{Z. X X WP P
(18) A=TGa mampnp) P

k4

ce qui achéve notre démonstration.

Lemme [l. Réciproquement, st lon connail n+- 1 fonctions indc-
pendantes, L. X,, ..., X, des variables z, x;, px, satisfaisant aux équa-
fions

(ZX)=o0, (X;X;)=

on pourra toujours trouver, el d'une seule maniére, n fonclions p,....P,
telles que lon ail

dZ —P dX,— ... —P dX,=p(dz—pidx,— .. —pudx.).

Supposons, en effet, que les n+1 fonctions Z, X; satisfassent
aux relations indiquées. Les n fonctions Py, ..., P, devront satisfaire
aux équations (16), (17), au nombre de 2n. On démontre que
ces équations sont compatibles et quelles donnent toujours des
fonctions satisfaisant a T'identité (1). Mais pour ce point nous ren-
verrons au mémoire de M. Mayer (Mathemalische Arnalen, t. VIII),
tout en faisant remarquer que la condition indiquée par cet ha-
bile géomeétre, & savoir que I'une au moins des fonctions Z, X; con-
tienne z, nous parait devoir étre toujours satisfaite d’elle-méme.

Les formules (7) et (8) conduisent & certaines relations trés
importantes dans la théorie de la variation des constantes, et que
nous ne ferons qu'indiquer ici. Constdérons z, x;, p, comme fonc-
tions de Z. X;, P,..

Les formules (8) seront équivalentes aux suivantes

[ dp___dP, uﬁ.i.%r

Pax, = dz” ?F
A—®v &blwmul‘, . uuw»
@&Nriuwm, T op:

ala wmmbmm cation

d
K= c+Pug uN

ou le symbole %r
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Une remarque plus importante est la suivante :
Supposons @sﬁ s'agisse d'intégrer I'équation Iinéaire
Cw_. :v =0,
nous aurons les an solutions

N,xuivwm4 ....MW-:_”JT ...,wum.iwq—um.r_., ....wv:u

et comme ces fonctions sont indépendantes, nous obtiendrons ainsi
toutes les intégrales distinctes de cette équation.
On verra de méme que les intégrales de I'équation

(Zu)=
sonl

p P,
L UPEES O R

\ous aurons a faire usage de ces résultats.

Aprés avoir donné des propriétés des fonctions satisfaisant a
I'identité

dz—PydX,— ... =P, dX;,=p(dz—pide,— ... —padz,),

proposons-nous de résoudre cette 1dentité, c'est-a-dire de trouver
toutes les fonctions qui peuvent y satisfaire. Sous une forme diffé-
rente, ce probleme a été résolu par Jacobi.

Puisqu’il y a une relation linéaire entre les différentielles de Z,
Xiveooy Xas 2, &1, « 1 -y 2, 1] faut nécessairement que ces 2n+ 2 va-

riables soient liées par une ou plusieurs équations. Ecrivons toutes
celles de ces relations qui existent et QE sont distinctes, et solent

(20) Y1 (Z,X,, ..., Xps2,2), ooy ) =0, Yy=0, ..., ¥=0,

ces relations. On aura

=0, dYy=o,....dy=0
et I'identité

dZ—PydX,— ... —P,dX,=p(dz—p, de,— ... —padz)
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ne peut étre qu'une combinaison linéaire des relations précédentes.
On doit done avoir

dL—P dX,— ... =Py dXu—p(dz—pyde,— ... —padz,)
uﬂv: &JFIT ..TVLRE\T

Ay, ..., A étant des arbitraires inconnues. Comme W, ..., ¥, sont
nuls, on peut écrire

Adb+ A =d(AY A+ )=

en posant

(21)

ﬂ.“VJJFIT s ITvL_.,JFT

En égalant les coeflicients de chaque différentielle dans I'équation
(21), on trouve le systéme suivant :

QHHVJ.JN:IT I_TVN—JN::

w
Awwv ~“u’Nq Mv".lldrlg

Bl 3 dr

—P=R PPy

que I'on peut encore écrire

[ M, M, Y, b
@ Ayu v.’m st + y.?J%va yu ufw + Vﬁ_ u’«\ O
(23) | P, (A% a2 A By ...i%f?
) P4 ) i
(SR A B, M

Les derniéres équations écrites

(24) A»ul,vn_ ...+v,?r.vw+y2\_ ...+v:_guo,

12z kdz 19
jointes aux équations (20)

f@u“ov ...4.%\?”0'

détermineront Z,X,, ..,X,,A;, ..., A en fonction de 2, z;, p;. et
les autres équations (23) feront alors connaitre P, ..., P,, .
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Toutefois, il importe d’ajouter une remarque essentielle. Les
fonctions W, ..., doivent étre choisies de telle maniére que
le systéme des équations (20), Awbv permette de déterminer
Z,X,, ..., X,. Ce systéme ne sera jamais indéterminé, mais il pour-
rait se wm:.m quil fat impossible et qu il conduisit 2 un certain
nombre de relations entre z, 2y, py, et alors la méthode se trouve-
rait en défaut.

Le cas le plus important des formules précédentes, auquel on
peut du reste ramener tous les autres, est celui ot il n'’y a qu'unc
seule équation

(25) (LX), o, Xey 2,20, .00, Z) = 0.
Alors les formules qui donnent la solution sont les suivantes :
b o B oy
SZP Ty A P, |TM/1.H o,
et
. W
(26) 5 Pi T =0

Ces derniéres formules, jointes a I'équation (25), permettent de
déterminer Z, X, ..., X, Mais il faut quela fonction ¢ ne soit pas
choisie de telle maniére qu'on puisse éliminer Z, X, .. ., X, entre lex
n+1 équations (25), (26, c'est-a-dire il faut qu'elle ne soit pas
une intégrale compléte & n-1 constantes ('une équation aux
dérivées partielles ou d'un systeme d’équations aux dérivées par-

tielles.
"indiquerai, en termimant cet article, quelques propositions qu

nous seront utiles.

Lemme III. Toutes les fois quentre les différentielles de an+ 1
variables z, x;, px, on aura la relation

dz—prdey,— ... = pa dx,—

il y aura au moins n+4-1 relations distinctes entre ces variables, et
s'il n’y en a pas davantage, il suffira, pour les connailre loules, d’avoir
celles qui sont indépendantes de py, ..., P
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En effet, I'identité prouve quil y a entre z,z,, ..., ., une ou
plusieurs relations. Ecrivons toutes celles qui existent et sont dis-
tinctes et dont I'une au moins contiendra évidemment z,

u”%b&.? ...,.&:v‘
=, (@, ey L),

L T T S PO

Ty =Yy (ax, ceey Ty ) .

En substituant les valeurs des différentielles dz, d,, . . ., dz_, dans
I'identité

(27) dz —pyde;—. . . —pydz,=o,

il faudra que les coefficients de duxy, ..., dz, soient nuls, ce quit
donne

oy 2 .,

P b i

N

e, TPy =0
A

Yz - Pr=0

On voit que toutes les variables s'expriment en fonction de
Nwwq(..vN:nile Lhy o ooy Ty
ce qui démontre la proposition.

Lemme IV. Toutes les fols quenlre les différentielles de 2n va-
riables a;, b;, on a la relation

(28) byda,+ ... +b,da,—=o0,

ces an arbitraires sont lides au moins par n équations distinctes.
Cette proposition se démontre comme la précédente, & laquelle
elle pourrait étre ramenée.

Sav. ErraNG. t. XXVIE, — N° 2, 12
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$ 17. DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES A UN NOMBRE QUELCONQUE
DE VARIABLES INDEPENDANTES.

-

Rappelons en m_sm_ms@m mots le point de départ de Lagrange et
la notion de I'intégrale compleéte.

Soit
(29) Viz, 2, .. &y ay, ... a,)=0

une équation entre n+ 1 variables z,x,, ..., .x, et n constantes, et
supposons mc,mbﬁ.m cette m.azm&o: et les suivantes

. v oV hAY
ApWOV JN \y +/\N\._HC .. u( \wzl—lm/cd u

qui déterminent les dérivées p,, ..., p, de z, considérée comme
fonction de z,, ..., z,, on élimine les constantes ay, ..., a,. En gé-
néral, si la forme de la fonction V n'est pas particuliére, on sera
conduit & une seule équation

(31) F(z,2, «o o) By pryooespu)=0

entre z, .r;, p. Lagrange a montré comment on peut intégrer cette
équation.

Il est évident que I'on peut remplacer 'équation aux dérivées
partielles par le systéeme des équations {29), (30), pourvu que
dans ce systtme on ne regarde plus ., ..., q, que comme des
fonctions, déterminées de maniére i satisfaire A ces équatinns.
Ainsi toute solution de I'équation (31) pourra étre remplacée par
le systeme des équations (2g), (30),0ua, ..., a,seront considé-
rées comme des fonctions inconnues.

Cela posé, différentions "équation (29), en fenant compte des
formules (30). Nous aurons
(31 bis)

a&:+ 2V s da, = o.

d ua

Cette derniére équation admet plusieurs genres de solutions.




SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS. 91

Dabord, si 'on suppose que a,, . . -, a,soient des fonctions indé-
pendantes, 1l faudra que l'on ait

WV 2V

3 N _ o N

( v da, & > da, ©

Le résultat de I'élimination de a,, . . ., a, entre les équations (29),

(32) donnera une premiére solution, la solution singuliére.

En second lieu, on peut supposer qu'll existe une ou w?mmo_:.m
relations entre @, . . ., a, indépendantes de xy, . . .,x, Ecrivons
toutes celles qui sont distinctes :

(33) filay, .. a)=o0. ... fila, . ..,¢)=o0.

La relation entre les différentielles dqa,, . . ., da, devra étre iden-
tique 4 la combinaison

cm@i donne
f ue,'y u_\.,|*|. |va w.\.*,

Mlmm 1 N:.‘u_ »ua_ ’

S Rt

Si entre les équations (29), (33), (34), on élimine A, .. ., A,
i, ...,a,, on obtiendra encore une intégrale appelée intégrale
gencrale, st k<< n, et inicgrale compléte, s1a,, ..., a, sont liées par
n équations, c'est-a-dire sont constantes. On voit que ce premier
examen nous conduirait 4 distinguer n classes d'intégrales, suivant
le nombre des relations établies entre les arbitraires q,, ..., a,. La
solution singuliere, classée a part, serait en quelque sorte le der-
nier terme de cette série.

On peut encore, dans le cas des mntégrales geénérales, diriger le
calcul de la maniére suivante. Supposons que les équations (33)

L2,
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soient résolues par rapport a quelques-unes des arbitraires a;. par
rapport & @y, @y, .., a; par exemple, et solent

da,==by dag,+ ... +by,._rda,,

o s e v 8 & % v v e s v s . e v e e .o .

&Q»"@E ANQ»Lu 1 e —+ m:_: n--f &Q:.

En portant ces valeurs de da,, ..., da, dans U'équation (31 bis) et
mm&msﬁ 4 zéro les coefficients de dag.,. ..., da,, on aura les rela-

tions ‘
vV vV Y b hAY
- — e =0
?:@:1*(@5 vw_|T |Tu3. :«_12:.1
(35) e e
vV hiY N
— e L — ==0-
Qﬁ_ V_u:'PD\T ._IrJar. \..a n— >+M4Q= C
qui détermineront @y, ..., @, en fonction de z,z, ..., x, et qui

donneront la solution compléte du probléme.

Ce procédé de Lagrange donne lieu & plusieurs remarques.
D’abord il laisse de coté certaines intégrales complétes comme
celles que nous avons rencontrées dans la théorie des équations
linéaires, pour le cas de deux variables indépendantes. Dans ce
cas, nous I'avons fait remarquer, on pourrait certainement trouver
des intégrales complétes représentées par une seule équation;
mais la véritable intégrale compléte, ce sont les deux équations de
la courbe qui engendre les intégrales. Cette remarque sétend a
un nombre quelconque de variables V.

Supposons, par exemple, que T'on parte de h relations entre les
variables z, x,, ..., r, et n constantes «a,, ..., u,

(2,1, X, e By @y ) =0,
Solz @y, 2ay ooy Gy ey ) =0,
{

(36)

Ji(200y, g,y ooy Los Wy o Uy) == O,

® Voir S. Lie : Zur Theorie der partieller Differentialgleichungen, insbesondere
fiber eine classification derselben (Nachrichten de Goettingue, 1872, p. 430
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et que I'on détermine les dérivées de z par les relations

(37) (WL

) g e,

dz 1ox,

En élimmant «,, ..., a,, A, ..., A, entre les équations précédentes,
on sera conduit en mm:mn& a une seule relation

(38 Flz,x,pi)=o,

qui sera une équation aux dérivées partielles, a laquelle satisfera 2.
Cette équation est précisément celle que I'on formerait par le pro-
cédé de Lagrange si les k équations (36) se réduisaient & une
seule. Or on I'intégre encore par sa méthode.

Remarquons, en effet, que I'équation aux dérivées partielles
peut étre remplacée par le systeme (36), (37), ot I'on regardera
Ay, ooy tty, 2y, ..., Ay comme des inconnues 4 déterminer. Or si
'on différentie totalement les équations (36) et que T'on forme la
combinaison

Adfv -+ dfy=o,
il reste I'équation

(AL a3 da v (W2 3,20 e — o,

1dq, da, 1da, hda,

sur laquelle on peut faire les mémes raisonnements que dans le
cas examiné par Lagrange.

La solution singuliére sera celle pour laquelle les coefhicients
de da,, ..., da, seront nuls. Il y auraaussi des intégrales générales
obtenues en établissant entre ay, ..., a, une ou plusieurs relations.

Ce genre nouveau d'intégrales complétes défini par les for-
mules (36) ne conduit qu’a une classe particuliere d’équations anx
dérivées partielles, nous allons le montrer, mais 1l n'en est pas
moins intéressant.

D'abord, si les relations (36) sont au nombre de n, on pourra en
déduire ay, ..., a, en fonction de z, x, ..., x,, et I'équation (38)

deviendra linéaire ; soient

a:”.mvy.. ¢ ey Q:”f?:
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les valeurs de a,, ..., a, L'intégrale la plus générale sera alors :

S, o ) =o0.

Supposons maintenant que les relations (36} soient au nombre
de h, h étant plus petit que n. Si on en tire a,, ..., a; en fonc-
tion des autres arbitraires et de x,, ..., ,,z, et quon substitue
dans les équations (37), en éliminant A,, ..., A, on auran—h+
équations linéaires en p,, ..., p,, entre lesquelles il faudra encore
éliminer a@j.;, .. ,a,, si Pon veut avoir I'équation aux dérivées
partielles cherchée.

Par exemple, st k=n — 1, il reste deux équations linéaires qui
admettront une intégrale commune avec n— 1 arbitraires et qu
conliendront une derniére constante, @, par exemple, qu'il fau-
drait éluniner entre ces deux équations pour avoir I'équation aux
dérivées partielles cherchée. Nous voyons qu'ici, au lieu des deux
classes d’équations, qui se présentent dans le cas de deux variables
indépendantes, les équations linéaires et les équations non li-
néaires, nous en aurons n., La premiere sera formée des équations
linéaires, la A s’obtiendra en éliminant A — 1 constantes entre £
équations linéaires admettant une solution commune de la plus
grande étendue possible, cest-i-dire avec n—Ah+ 1 arbitraires.

L’intégrale compléte (36), formée avec un nombre quelconque
d’équations, comprenant celle de Lagrange comme cas particulier,
c'est sur elle que nous raisonnerons. Mais auparavant nous allons
faire une remarque qui nous sera trés utile et qui 1e¢ve les difficultés
qque preésente, dans bien des cas, 'absence d’une constante arbi-
traire dans une équation aux dérivées parlielles.

Si les équations {36) conliennent, en dehors des constantes q;,
une autre arbilraire a qui se retrouve dans I'équation aux dérivées
partielles, nous I'adjoindrons aux a;, en la mettant en évidence,
mais en lui faisant jouer un réle différent. S'il n'y a pas de telle
constante, on peut facilement Pintroduwire, sans faire subir aucune
modilication sérieuse aux solutions.

Supposons que z figure dans P'équation aux deérivees partielles
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et changeons z en z--a, nous aurons introduit: I'arbitraire que
nous cherchions. Si z n'entre pas dans I'équation, nous remplace-
rons I'une des variables x; par x;+ a. Enfin, si aucune des variables
x; ne figurait dans I'équation, nous remplacerions z par z+ az;, ce
qui remplacerait p; par p;+a et introduirait encore la constante «.
Dans 1a suite, quand nous aurons besoin de préciser, nous intro-
duirons la constante @ avec z et nous ne négligerons qu'en appa-
rence les équations ou z ne figure pas, puisqu’on peut toujours
faire reparaitre la fonction en prenant comme nouvelle variable
dépendante une des variables indépendantes x; qui figurent dans
cette équation.
Cela posé, soient

(Sl x, L a,a, ) =0,
)

-\NA Q\Hv...g&.ﬂagagha-..¢Q-v”ou

les & eéquations qui nous servent de point de départ, et

(4o) A u%m A u\,vtlTA» u\_ ...n_rv:ﬂwbv"o

13z, o,

les équations qui déterminent les quantités p;. Notre hypothése est
que 'ehmination des constantes a,, ..., a, entre ces équations con-
duwit 4 une seule relation entre les quantités z, x;, py, contenant a.
En d'autres termes, ces equations définissent @, aj, ..., a, comme
n+ 1 fonctions de z, x;, p;.. Cela posé, nous ne considérerons plus
P1s .- - pncomme des dérivées, maisbien les 2an+ 1 variables z, z;, Pr
comme indépendantes an méme titre. Les équations (39g), (4o)
définiront n+ 1 fonctions a, a,, ..., a,de ces 2n+ 1 variables in-

mmwm:mmiwm.
Introduisons les n fonctions nouvelles définies par les équations
) .» J 1 J I3
(41) (3L 2 b um ..i&mﬁ?

et formons ‘équation
Mdfi+ ... +Ndfi=o.
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Nous aurons, en tenant compte des formules (4o). (41)

—(AL A (e, )
— (A A (e b day - —b,day).
Si donc nous posons
d A ) ,
(ha) p(NEE+ - o nL) A L L=,

nous aurons
(43) da—byda,—...—byda,=p (dz—p,dz,— ... —p,dz,).

(’est I'équation étudiée dans les lemmes préliminaires. Du pre-
mier de ces lemmes nous concluons d’abord que les 2n+1 fonc-
tions a,a,, ...,a,,b,, ...,b, sont indépendantes, et que 'on peut
exprimer z,x;, py. en fonction de «, g;, b.

Jusqu'ici nous avons considéré :,x;, p; comme autant de va-
riables indépendantes. Supposons maintenant que, regardant :
comme une fonction des n variables x; et Pis - .- Pa COMINE seS
derivées, on veuille intégrer I'équation

a == constante,
on aura

da=o, de=pyde,+ ... +p.dz,.
et I'identité Q_wv nous donnera
(44) b, da, 4 byda,+ ... +b, da,=o.

Or nous avons vu (lemme IV) que, pour satisfaire a cette équa-
tion, 1] faut établir n relations entre les 2n variables a;, b,, en sorte
que n seulement de ces 2n variables peuvent étre choisies arbi-
trairement.

On pourra d’abord poser

AN—UV WH"O, @MUO. ...va;”o.
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En second lieu, si l'on suppose qu'il existe une seule relation
eatre a,, ..., a,,

=Y (ay, ... a,),

46
( ) @Wv.+®m”o,...,® w%lTFHo.

10a, 1da,

En général, si Ton suppose quil existe / — 1 relations entre
a;, . ..,d,, ON aura

a, =Y, (ay, s ),

&mﬂ.ﬁw?:, ...,azv.
A\_.Nv QTJ.;M\”%TJ#AQT ,UM.Lq
Fwﬂn#....l_cylw uN ITFHHO,
Q’F Al 0
@~u:=+...+®~l~ vawz |_|®="O.

—u&o.%_.omsm:_m:? supposons que I'équation (A44) ait été résolue de
I'une quelconque des maniéres précédentes qui laissent subsister
n arbitraires indépendantes, et voyons s1 nous aurons une solution
de I'équation aux dérivées partielles

a = constante.

Les an4-1 variables z, ;. Pr, qu étlaient des fonctions indépen-
dantes de a, a;, b;, deviennent maintenant des fonctions de n va-
riables seulement puisque @ est traitée comme une constante et
, . . .

qu'il y a n relations entre les a;, h;. Donc, en géneral, 1l existera
n- 1 velations entre

: 2y &gy ey Pry ooy Pus
qui permettront d’exprimer z, py, ..., p, en fonctionde z,, ..., 2,
Comme d’ailleurs en vertu de 'identité (43) onaici

h”\: &.&.nl_l o J*I\w:&&u:

P1s -+« s seront bien les dérivées de z. Donc, en général, la mé-
Sav. Errang. t. XXVIL — N° 2, 13
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thode de Lagrange conduit & une-solution. Voyons maintenant quels
sont les cas d’exception du raisonnement précédent.

Les fonctions z, x;, px étaient des fonctions indépendantes de «,
u;, by; mais lorsqu'on a écrit les relations qui existent entre les g;,
by, et traité « comme une constanic, elles deviennent des fonctions
de n variables seulement. Or il peut se faire que I'élimination de
ces n variables conduise & plus de n 4- 1 équations entre =, 4y, ..., 1,
P1s - - -, o Alnsi, en dehors méme des cas ‘impossibilité des équa-
tions que nous laissons de c6té, voila une premiére difficulté qm
peut se présenter et qui montre que, si la méthode d2 Lagrange doit
donner toules les solutions, elle ne donnera pas nécessairemeni des so-
lutions.

Considérons, par exemple, I'intégrale compléte

2+ a=a &} + A X] Ly
d’ot 'on déduit
h=3a, 2} + 2038, %y, b, =2a},
Pe=0as i, by — 23 x93
si I'on cherche la solution correspondante a _.gﬁomymmm

@H”OJ\ - @w".ou
on trouvera
Xy =0, Z=—0a, \ywuou \.G“O;

c’est-a-dire quatre relations entre z, z, ;. ps, au lieu de trois que

~Fon devait avoir seulement.

Mais ce cas d’exception se présente trés rarement; il y en a un
autre qu’il est plus important de considérer.
Nous avons vu que z, x;, p; deviennent en général, par la solution
de Féquation .
byda,+ ... +b,da,=o,

des fonctions de n’ variables-indépendantes. Supposons que ['éli-
mination de des n* varables indépendantes conduise a n-+ 1 re-
lations seulement entre

23Z15 vy Ty Pry v e Pae
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La méthode de Lagrange pourra encore se trouver en défaut si
parmi ces n+ 1 relations distinctes il y en a plusieurs contenant
seulement z, z,, ....x,. .

Par exemple, dans le cas de deux variables indépendantes. on
cherchait une surface; on trouve une courbe ou un point: la soiu-
tion disparait.

Remarquons que, dans le cas actuel, z, z;, p;. sont liéespar » + 1
relations, et d’ailleurs I'on a encore

dz=p de,+ ... +p,dr,

Donc, d'aprés le lemme III, pour avoir toutes les relations qui
existent entre les variables, 1l faut seulement connaitre celles qui
sont indépendantes de p,, ... p, et qui conduisent & exprimer n—+ 1
de ces variables en fonction des n autres.

Par une extension donnée au mot solution, extension qui esi
due a M. Lie, nous ferons la convention suivante.

Nous appellerons solution tout systéme de valeurs de z, z;i, px
dépendant réellement de n variables indépendantes -et pour lequel
on aura

de=p,de,+ ... +p.dx,.

Une telle solution est, d’aprés le lemme III, complétement défime
quand on connaittoutes les relations qui existent entre z, 2y, .. ., 1,

Par exemple, pour le cas de deux variables, nous considérerons
comme solution une courbe accompagnée de ses plans tangents.
un point accompagné de tous les plans qui y passent, et cette con-
vention diminuera beaucoup les cas d'exception de la méthode de
Lagrange.

On peut encore la présenter de la maniére suivante. Appelons
¢lément un systeme de valeurs des an+1 quantités z, «;, p;. Par
exemple, pour le cas de deux variables, P'élément sera un point ac-
compagné d’un plan qui y passe. Alors 'équation aux dérivées par-
tielles définit une propriété de I'élément, et nous appelons solution

V3,
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loul groupe d'¢léments dépendant de n arbilraires indépendantes el pour
lequel on a

dz=p,dz;+ ... + p,dz,.

Ainsi, dans le cas de deux variables, pour un point accompagné
de tous les plans qui y passent, p et ¢ sont arbitraires. D'ailleurs
la relation

dz=pdx4-qdy
est satisfaite, puisque, lorsqu’on passe d’un élément 4un autre, on a
dz=o0, dr=o, dy=o.

Donc, nous aurons ainsi une solution. Mais un plan accompagné
des plans tangents d’un céne ne donnerail pas une solution, parce
que I'élément ne dépendrait que d'une seule variable indépen-
dante.

Ces conventions nous paraissent offrir de grands avantages.
klles empéchent notamment certaines solutions de se perdre quand
on fait des transformations fort simples. Ainsi, supposons qu'une
équation aux dérivées partielles admette comme intégralc une
sphére. Transformons par rayons vecteurs réciproques, de maniére
a avorr un plan. C’est encore une solution. Mais si I'on transforme
maintenant par polaires réciproques, les points de ce plan se trans-
forment en plans passant par un point fixe, ce qu'on ne regarde pas
d’habitude comme une solution. Pour nous ce point, accompagné
de tous les plans qui y passent, demeure une intégrale.

Prenons de méme une surface développable, la méme transfor-
mation en fait une courbe accompagnée de tous ses plans tan-
gents.

Du reste, ces solutions nouvelles que nous proposons d'mtro-
duire ne compliqueront aucune de nos discussions, et méme, par
une transformation fort simple, on pourra toujours les ramener
aux solutions normales.
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Supposons, en effet, que 'une de ces solutions soit représentée
par les équations

N“fvﬁ.ﬁra ...,.N\.zv.

=Y (L5, - .., 2),

Lhey ".,F,..l ?:., e HL.
On aura, d’aprés le lemme 1II,
Z, X5 ooy Tp—1, Pk Pea1r oo o5 Pas
exprimés en fonction des n variables indépendantes

Pro-eePr_> Lho o vvy L.
S1 donc on pose

(48) =Py — o = Pre Tkt

/ ) . . - : '
Z pourra s'exprimer en fonction des variables mdépendantes, et
I'on aura

(49)

r

: | di'=dz—d(pyz) ...+ pe_ o))
l =—(xydp . 2 dpe—y) F prdat .+ pade,

ce qui donne, en prenant comme nouvelles variables indépen-
dantes

P1» ....\Er.ln_, Ly v o0y dp

1 3 1
et z' comme nouvelle fonction : 1° une seule relation entre 2’ et les
variables indépendantes; 2° les formules

\ wM.l;l& 3z’ .
(50) o v TPy, k=
dz' hFA

ﬂﬁn\;_ © .,wl.a__nﬁi

\

qui permettent de réaliser trés simplement le changement de va-
riables indiqué. Ainsi, on peut toujours ramener, par un change-
ment de variables des plus simples, une solution quelconque a étre
représentée par une seule équation.
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§ 18. EXAMEN DES DIFFERENTES GLASSES DE SOLUTIOGNS:
PASSAGE D'UNE INTEGRALE COMPLETE A UNE AUTRE.

Si nous nous contentions de I'examen rapide qui précede, la
solution singuliére n’aurait pas ‘importance exceptionnelle qu'on
doitlui atiribuer. I y aurait n+1 classes d’intégrales, suivant qu’on
établirait n,n— 1, ..., 2, 1, 0 relations entre les arbitraires a;. I.a
solution singuliére formerait a elle seule 1a derniére classe, cha-
cune des n autres devant étre étudiée avec le méme soin. En fait.
cette distinction est inexacte; les intégrales que nous avons appe-
lées générales et complétes appartiennent & un groupe unique. et
leur différence apparente ne provient que du choix de _,mm;mm,;_m
compléte qui sert de point de départ. Cest ce quon peut établir
en étudiant la relation enire deux intégrales complétes quelconques
de la méme équation aux dérivées partielles.

Rappelons rapidement les points établis. Des formules (39) dé-
finissant I'intégrale compléte nous avons déduit Tidentité fonda-

mentale
(51) da—b,da,—...-0, da,=p(de —pydey—. .. —pa day) .

oW dy, .., by, ..., b, psont des fonctions de an—+ 1 variables
indépendantes z, &;, pr, fonctions qui seront complétement déter-
minées lorsqu'on connaitra le groupe des formules (3g). Réci-
proquement, toute identité de la forme précédente vérifiée par des
fonctions a;, b, des 2n-+ 1 variables z, x;, px, donnera naissance
une intégrale compléte. Les relations qui existent entre les va-
riables z, %), «v s Tn> @, 4, .-, @, étant écrites constitueront le
systéme analogue aux formules (39) etsuffironta déterminer toutes
les autres fonctions b;, p;. _

Si donc a;, B désignent les fonctions qui jouent le réle des
a;, by pour une autre intégrale compléte, a;, B, devront satisfaire
uniquement 4 une identité de la forme :

(52) da—Bday—...—Buda,=p (dz—pidz—. .. — pad,).
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On.aura donc, en vertu de la formule (51),
Amw.v &glmw&gwi D lmz&gznqAﬁNQ\l@H ANH:XI. oy l@: ﬁﬁwﬂzv,g

ot la valeur de & est

o=

o,

La formule (53) contient et définit toutes les relations qui existent
entre deux intégrales complétes.

Elle est d’ailleurs identique a'équation traitée dans le lemme I,
quand dans le premier membre on remplace ¢ par a. itlle devient,
en effet, aprés cette substitution,

do—@day— ... — B, da,=0c(da—bida, — ... —b,da,),

et ne differe que par les notations de celle du lemme J. Pour la
résoudre de maniére que l'on ait a=a, il suffira de choisir con-
venablement 'une des relations entre-les o et les a. de partir du
systeme d’équations suivant

o=a,

’vu Aﬁuﬁwg ...,Qw: gw.. ...4Q\=v”0,

(54)

L A R R L L

(e, ay, a0, .. ) =0,

et I'on aura les guaniités b;, 3; par les formules :

w=Ala—a)+NY+ ...+ A

R ow T
(55) bt
P 2
mm.. Mmﬁo

Telles sont les formules. qui résolvent Iidentité (53) et qui nous
permettent.de. passer d’'une intégrale compléte.a une.autre.

Mais on peut en trouver de plus simples, en.imaginant que. la
constante arbitraire a ait été introduite d’'une maniére. spéciale
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par exemple en changeant z en a + 2. Alors toutes les dérivées par
rapport & a et & z seront égales, et la formule @:m defimit p nous

1

donne p=— 1. Par suile, I'identité (51) relative & chaque nté-
grale compléte ?,m:m la forme wrﬂm simple

..Aw &Nl\uwgﬁwl.-.l\v:&&.a
(56) =—(da—b,da, ... —b,da,).
et la formule (53) devient alors

(57) byda,+ ... +b,da, =g do, + ... + B, dota,

ou a ne figure plus.
Cette équation se résout comme la précédente; soient

(o =f1 @y oo Oy Ay, e, @)

(58) e e
Q.»|H”.\w,];9»,...,§s, a,, ....R:v

les k— 1 relations distinctes existant entre les variables «;. a; En

substituant les différentielles da,, . . ., dot;—, dans l'identité (57),
on aura

m J.\__.._l L |Tmr|~u.\a»1_.

1 da,

1

L T S S I R T T R Y

2 Moy,
bo— B 3t B,

Ha,
(59) {
~ Bkt o e
—f— pm_ PR Y

it

Telles sont les formules qui résoudront la question. Remarquons
que cette solution est toul a fait indépendante de U'équation particu-
liére choisie; elle sera la méme pour toutes les équations aux déri-
vées partielles.
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Les formules précédentes nous donneront powr oy, .
Biv ooy Be des résultats de la forme

w Q‘..“ﬂ..Aai .. .unz,.wl._f - ...M(“v,

b, b,

1 1

vos Kpyy

dont la forme donne lien & d’importantes conséquences.

Nous voyons d'abord que, pour la nouvelle intégrale compléte,
les différentes classes d'intégrales précédemment obtenues ne seront
plus distinguées.

Ainsi les anciennes intégrales complétes, celles ¢u’on obtiendrait
en laissant «,, ..., a, constantes, nous donneront pour o, ..., a,

des fonctions de ces constantes et de n— 1 variables 4 éliminer

b, b, . o .
v+ -13% 1l y aura donc, en général, une seule relation entre les
1

Nw_
arbitraires o, ..., a,, et 'on reconnaitra aisément que celte con-
clusion S'applique aux différentes classes d’'mtégrales générales.

Il n’en est plus de méme pour 'intégrale singuliére. Si nous
faisons, en effet, dans les n premiéres formules (59)

@~" Q5= e “@:”OJ

ces formules nous donnent

=i =i =0:

car tous les dénominateurs tels que

M.Hulgm ROV

oa, da, _,

ne peuvent étre nuls; sans quoi il y aurait, en vertu des formules
(58), une relation entre a,, ..., a,, ce qui estinadmissible. Les der-
niéres équations (59) nous donnent ensuite

Bi— Biwr =+ .= fu=o0.

Ainsi, I'integrale singuliére forme bien une classe a part, indé-
pendante de _,ms&wﬂm_o compléte choisie.

Sav, ETRANG. t, XXVIL — N° 2, th
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Mais, aprés la demonstration de ce point essentiel, nous avons
i signaler un autre fait curieux, relatif & Zimmem_m singuliére.

Supposons, pour fixer les idées, que, la premiére intégrale com-
plete ayant été choisie, a;, ..., a, soient des fonctions ayant des
valeurs déterminées pour chaque élément de I'mtégrale singuliére.
Clest ce qui arrive, par exemple, pour le cas de deux variables,
st les intégrales complétes touchent leur enveloppe en un nombre
limité de points et s1l y en a un nombre limité tangent en chaque
point & l'enveloppe. Alors les constantes a et b sont pour chaque
point de I'enveloppe des fonctions déterminées de z et de y. Clest
la, du reste, le cas général dans la théorie des enveloppes.

Mais si a;, ..., a, sont déterminés pour chaque point de I'enve-
loppe, il n'en sera plus de méme quand on changera d'intégrale

compléte. Les formules (60) nous présentent «,, ..., a, comme

fonctions de a; ... a, et de quantités wl, RN wﬁ qui sent tout a fait
1 1

arbitraires, puisqu’elles sont des rapports de deux quantités qui

deviennent nulles. En désignant par g, ..., u, ceux de ces rap-

ports qui subsistent dans les formules (60), on voit que ces for-

mules nous présentent «,, ..., a, comme des fonctions de la forme

(61) =Ci (@1 ey Oy Py ves fhr)s

ol l'on peut prendre arbitrairement w,, ..., p,.. Les nouvelles va-
leurs o; correspondantes 4 un élément de I'intégrale singuliére ne
sont donc plus déterminées, et, sil est permis d’employer ce lan-
gage geéométrique, parmi les nouvelles mntégrales completes, 1l y
en a une infinité (ui sont tangentes au méme point de Iintégrale
singuliére.

Ce résultat sera plemement confirmé et éclairci par les re-
marques géomeétriues suivantes relatives au cas de deux variables.
Soient des m:&m?;_am complétes I touchant, chacune en un nombre
limité de points, l'intégrale singuliére (X). Toute autre intégrale
compléte I' sera formée en prenant I'enveloppe des intégrales I
touchant (X) suivant les différents pomnts d'ane courbe contenant
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dans ses équations deux paramétres variables a et 8. Comme il
passe une infinité de telles courbes par chaque point de I'intégrale
singuliére, on voit que a et 3 ne seront pas des fonctions déter-
minées en chaque point de cette intégrale.

Par cxemple, si les premiéres intégrales complétes sont les
plans tangents 4 une surface (£}, soienta et b les paramétres qui
fixent la position de ces plans; a et b seront des fonctions déter-
minées des oooﬂmo::mmm du point de contact de chaque plan. Mais
st nous prenons comme nouvelles solutions compleétes les surfaces
développables circonscrites, par exemple, a (Z) suivant les sections
planes, paralléles a I'axe des z, dont I'équation est

.%"Q.N!T mq

a et Bne seront plus des fonctions déterminées en chaque point de
(Z) et, par conséquent, ne seront pas des fonctions déterminées
de a et de b, puisque, en chaque point de la surface, il passe une
nfinité de sections paralléles a I'axe des 2.

Le fait que nous venons de signaler entraine une autre conse-
quence. Les formules (61) contenant r arbitraires p,, ..., p,, si
nous établissons, pour trouver une intégrale générale au moyen
de la nouvelle intégrale compléte, r relations, ou moins de r rela-
tions entre ay, ..., ,, on pourradisposer des arbitraires p,, . . ., p,
des formules (61), de maniére 4 satisfaire a ces relations. Si donc
on prend pour ay, ...,a, les valeurs qui correspondent aux élé-

ments de I'intégrale singuli¢re, et que I'on fasse

bi=Br.=o,

les formules (60) seront vérifiées, et I'on trouvera la solution sin-
guliére. Ainsi, celte solution se trowvera en facteur dans toutes les
inlégrales générales pour lesquelles on établira r ou moins de r rela-
tions enire les nouvelles arbitraires a.,, . .., a,.

Par exemple, si, reprenant I'exemple déja traité, on substitue
aux plans tangents & une surface (X) les développables circons-
crites suivant les sections planes paralleles 2 Oz, toute enveloppe

1h.
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d'une suite simple de ces surfaces comprendra évidemment en
facteur la surface (Z).

Quoi quil en soit de ces remarques, il est établi que la solution
singuhiére, quand elle existe, satisfait, quelle que soit 'intégrale
complete, aux équations

N\—HO;-A-J~»§H o..
et cette propriéteé fondamentale va nous apprendre comment on

la déduit de P'équation aux dérivées partielles, sans passer par
aucune miégrale compléte.

$ 19. LA SOLUTION SINGULIERE DEDUITE DE L'EQUATION

AUX DERIVEES PARTIELLES.

Supposons toujours, pour plus de netteté, que la constante a

]

soit liée & z, en sorte que I'équation aux dérivées partielles soit de
la forme

(62) F(z+a,x 29, ..o propas +-- ,Pu)=0,

et désignons par

(63) Z(dz+da)+X,dr, ... +Xpde,+Pdp+ ... +P, dp.,
sa différentielle totale. L'identité (56) deviendra ici

(64) da—byday— ... —b,da,=—(dz—p de,— ... —p.dr,).
Cela posé, pour la solution singuliére on a

by=o0,....b,=o0.

\

Ainsi, les valeurs de z, x;, py correspondantes i un élément de
cette solution satisfont 4 ces n équations. Partons d’'un systeme de
valeurs z, z;, p, satisfaisanl & ces équations, mais donnons a dz,
dzx;, dpi des valeurs quelconques. Quelles que soient ces valeurs, la
formule (64) nous donnera pour la différentielle de da I'expres-
sion

(65) da=—dz+pyde,+ ... +padr,
indépendante de dp,, ..., dp,. OrI'équation (62), qui définit a consi-
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dérée comme fonction des variables indépendantes z, x;, p, nous
donne aussi sa différentielle. Nous en déduisons

%— ; H= .MU- n
&mﬂ|%|ﬂ&&_l ce IN&&«.IN&P — - —22dp,.
En comparant cette expression a la formule (65), on voit que nous
devons avoir

. P,=o0,....P,=0,
(66]

X,+pl=o,....X,+pL=o.

Ainsi, la solution singuliére doit satisfaire, en méme temps qu'a
‘équation proposée, aux 2n équations (66).

Nous sommes donc conduit & un résultat tout semblable &
celui que nous avons obtenu dans le cas de deux variables, et
nous voyons que, pour les équations aux dérivées partielles formées
par 'élimination des constantes, les 2n+ t équations qu’on obtient
en adjoignant aux équations (66) I'équation proposee doivent étre
vérifiées, en général, si l'on y remplace z,p,, ..., p, par des fonc-
tions convenablement choisies de r,, r,, ..., x, Nous reviendrons
sur cette conclusion paradoxale, mais auparavant nous allons en
signaler une autre du méme genre et qui mettra bien en évidence
la nature si particuliére des équations aux dérivées partielles for-
mées par 'élimination des constantes,

Reprenons, i cet ellet, les équations qui nous ont servi de point
de départ et, pour plus de netteté, bornons-nous a l'intégrale
compléte de Lagrange

Viz,2), o..sdp,a,0y, ..., a,)=0,

que nous supposerons méme entiére et algehrique par rapport aux
constantes @, , ..., d,, pour donner plus de force a notre raisonne-
ment.
Considérons les 2n ¢quations
¥V oV hiY hiY

UlNI\y..IT.uI.N‘I_.”Oq ulh@..lT..uJﬂl_.”O.

qui, jointes a la précédente, détermineront a, a,, ..., a, comme
fonctions des 2n - 1 variables indépendantes z, 2;, py.
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Exprimons que les équations

PAY ov

<”Ou wlw:wvm MM...“O;

sont satisfaites par deux systémes de valeurs des arbitraires «, «; :
Aoy, gy v ey,
! f !
Q;Q\_qﬁmw4 ceeaflly,
pour lesquels la valeur de a est la méme.
Nous obtiendrons ainsi 2n -+ 2 équations qui, par ‘elimination

des arbitraires @;, a; au nombre de an, nous conduiront a deux
équations seulement entre z, 2;, pj. Soient

By (z @i pa)—=o,  Fy(z. @i pia)=o0
ces deux relations. Comme on a |
&al@w&gwl P l@:&ﬁ:“?A&N'Nww&NJI P l\w:AN&q:v;

il est évident que la différentielle da de a, considérée comme fonc-
tion des variables z, x;, pi, aura deux valeurs suivant qu'on adop-

tera pour a,, ..., a Pun ou l'autre des deux systémes de valeurs
a, ... .,
I3 !

a, ...\,

Puisque cette différentielle da aura deux valeurs, il faudra que son
expression fournie par I'équation aux dérivées wma:mzmm soit mdeé-

terminée.
Or cette expression est donnée par la formule

Zda+Zdz +X,de,+ ... +Pydp,+ ... +Pydp,=o.
Il faudra donc que 'on ait
F=o0, Z=o0, X,=0, P,=o0,
et, par conséquent,
(67) F—=o, X;+pil=o, P.=o0, 1 —=o.

Ainsi, nous arrivons i cette conclusion que le systéme (66), joint &
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‘équation proposée et qui paraitrait 4 un premier examen étre plus
que suffisant pour définir la solution singuliére, est encore suscep-
fible d'une autre solution, dans laquelle il équivaudra seulemen! a deux
relations entre les 2n -1 vartables z, x;, py, et pour laguelle on aura,
en oulre,

7= o.
B8]

Cest la généralisation d’un résultat déja obtenu pour les équa-
tions aux dérivées ordinaires. On peut le confirmer et I'expliquer
par ﬁ?mE:mm remarques géomeétriques relatives au cas de deux va-
riables indépendantes. Démontrons-le méme directement pour ce
cas particulier.

Considérons une intégrale compléte quelconque. Les plans tan-
gents & celles des intégrales complétes qui passent en un point M
y enveloppent un cone que nous avons appelé cone (T), et les nor-
males a ce point décrivent un cone, le céne (N) des normales. Or
ces deux cones, étant formés par élimination, auront réguliérement,
I'un, le cone (T), des plans tangents doubles, et I'autre, le cone
(N), des droites doubles. Prenons, par exemple, comme intégrales
complétes, les plans tangents & une surface (X). Le cone (T) sera
le cone de sommet M circonscrit a (Z); 1l aura pour plans tangents
doubles tous les plans tangents doubles a4 la surface qui passent
par le pomnt M.

Ainsi, en tout point de P'espace, il y aura des droites doubles
sur le cone des normales, et, par conséquent, si

(68) F(z,y,2.p,q)=o0

est 'équation aux dérivées partielles, il existera des valeurs de p et

de q
(69) p=0(z,y,2z), q=Y¥(z,y12),
pour lesquelles on aura
F IF
(70) 5= 5S¢ =0

D'autre part, considérons I'une des intégrales complétes tangentes
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en M 4 ce plan tangent double. Pour cette integrale Péquation aux
dérivées partielles et par conséquent ses dérivées seront satisfaites.
En prenant les dérivées, on trouve

(71 EtpE=o, Higit—o.

Ainsi les trois mm:mmosm (68), (71). devront étre veérifiées par
les valeurs de p et de g déduites des formules (70). Clest, peur le
cas de deux variables, le résultat mm:mn& que nous avons obtenu

plus haut.

§ 20. pU BESULTAT PARADOXAL AUQUEL CONDUIT LA THEORIE
DE LA SOLUTION SINGULIERE.

Les conséquences de la théorie précédente relatives a I'inté-
grale singuliére nous conduisent & ce résultat trés remarquable
que, étant donnée l'equation

Aq\v —m‘ANu.,H_wq...,R.zi\,:g...a\vzvno,

elle admet une solution, la solution u._:m:_mmwm, pour tous les éle-
ments de _mmcmzm les relations suivantes

MVHHOJ-..J Hvauo.

3
(73) Xi+Z2p,=o,....\,+1p,=o0,

doivent étre satisfaites. Il suit de la que, si nous nous contentons
de I'examen du cas normal, celui ou la solution singuliére est re-
présentée par une seule équation entre z, 2, ..., r, (et nous savons
qu’on peut ramener tous les cas & celuida), les an+ 1 équations
(72), (73) doivent étre vérifiées en y mettant pour z, p,, ..., p, des
fonctions convenablement choisies dex,, ..., x,, et telles en outre
que p; soil la dérivée de z par rapport & 2;. Or un tel résultat est
tout & fait extraordinaire, car ces 2n--1 équations ne contiennent
que 2n+1 variables, et il semble qu'elles doivent les déterminer
toutes.

Toutefois, comme elles ne sont pas formées d’une maniére
quelconque , mats au moyen d’une seule fonction et de ses dérivées,
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il est indispensable de démontrer directement que, la fonction F
étant prise arbitrairement, elles ne peuvent étre, en général, véri-
fiées par des valeurs de z, p,, ..., p,, fonctions de z,, ..., x,.
Au raisonnement de l'article 13, qui s’applique ici sans modifi-
calion, nous ajouterons le suivant :
Soient

(74)

z=f(r,, ..., 2)
pi=filas 2

les valeurs de z, p; tirées des n+ 1 équations
(75) F=o, P,=o,... . P,=o0.

S'il y avail une solution singuliére, p; serait la derivee de z par rap-
port a ;. On aurait

\

[&

s
Or je dis que cela n'a pas lieu, en général. Supposons en cilet que
F contienne une constante a, qui figurera nécessairement dans
une des fonctions f, f.. Si I'on remplace a par une fonction quel-
conque de xy, ...,x,, la constitution des équations (75) ne sera pas
changée. On aura les mémes valeurs (74) de z, p;, mais a ne sera
plus constante. Si p; était toujours la dérivée de f par rapport a
x, on devrait avoir maintenant

of da

Ji=5t+

b
dx; ' da oz,

quelle que soit la fonction a, résultat évidemment impossible.
Par conséquent, nous obtenons la proposition suivante :

Une équation aux dérivées partielles, formée directement d’'une ma-
niére quelconque, n'a pas en général de solution singuliére.

Ainsi, pendant que, partant de la notion de l'intégrale compléte ,
nous avons reconnu comme un fait normal, confirmé par un grand
nombre d'exemples, I'existence de la solution singuliére, au con-
traire, en partant de I'équation aux dérivées partielles nous obte-
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nons cette conclusion qu'il 0’y a pas d'intégrale singuliére. Cette
contradiction ne détruit pas le mérite de la belle conception de
Lagrange; mais elle montre, elle fait préevoir que Fintégrale com-
pléte n’a pas dexistence dans un champ assez étendu des variables
ddont elle dépend pour qu'on ait le droit d'appliquer les principes de la
theéorie des enveloppes.

Nous voyons bien que les équations formeées par I'élimination
des constantes auront, en général, une mtégrale singuliére; mais
les équations, en bien plus grand nombre, qu’on ne sait pas inté-
grer dans le sens habituellement attaché a ces mots, celles qui ont
é1é formées directement et d’'une maniére quelconque, n'en au-
ront pas.

Pour donner une définition de l'intégrale singuhiére s'apphiquant
& tous les cas, nous adopterons la convention suivante :

Toute intégrale June équation aux dérivées partielles
F=o0
sera dite sinquliére, si pour chacnn de ses éléments les 2n relations
Mv~ﬂ“ J...a—”vznoq
Xi+Zp,—o,....X,+4p,=o0.

sonl 3:..%.5.&? et s'tl existe en outre des intégrales de [l'équaltion ne
satisfaisant pas a ces relations.

Celte derniére restriction a pour but d'éliminer, par exemple,
des équations dont les premiers membres seraient des puissances
m""* parfaites

Un—=o.
I est clair, du reste, que, si les an équations
~u,.HnO. vm»lTN\:,.nO

sont satisfaites en méme temps que la proposée, cela tient & ce
que T'on n’a pas la forme déhinitive et la plus simple de cette équa-
tion.
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Nous commencerons en indiquant les moyens de trouver les
solutions singuliéres, quand il y en a.

$ 21. RECHERCHE DES SOLUTIONS SINGULIERES.

Reprenons les équations
F=o,
Hu..”O, vm»...TN\:ﬁ”O.

auxquelles doit satisfaire toute solution singuliére, et examinons
les différents cas qui peuvent se présenter : .

1° Elles se réduisent a plus de n1 équations distinctes, et, par
conséquent, elles déterminent z, z;, pr comme fonctions de moins
de n arbitraires indépendantes. Dans ce cas, elles ne peuvent donner
une solution. )

2° Supposons qu'elles se réduisent 4 n 41 distinctes et qu'elles
permettent, par exemple, de définirz, p,, ...,p, en fonction de x,,
Ty, ..., %, [l pourra arriver que p,, .. ., p, ne soient pas les dérivées
de z, et alors il n'y aura pas de solution singuliére. Si au contraire
pi est la dérivée de z par rapport & ;7 nous aurons trouvé une so-
lution satisfaisant 4 la définition de la solution singuliére.

Je dis que, par suite du caractére particulier des équations (76),
cette derniére condition, que p; soit la dérivée de z, sera toujours
satisfaite tant que Z sera différent de zéro. En effet, différentions
‘équation proposée F=o, en y regardant z, 2;, p, comme autant de
variables indépendantes, nous aurons

Xydey ... +Zdz+Pydp,+ ... +P,dp,=o0,
ou, en tenant compte des équations (76),
(77) Z(dz—p,dz,— ... —p,dz,)=o0.
Si donc Z n’est pas nul, on aura
dz—pydr,— ... —p,dx,=o0,

et, par conséquent, p; est la dérivée de z par rapport a ;.
. 15,
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Supposons mamtenant que Z soit nul. Nous avons toujours
un moyen assuré : nous pouvons vérifier directement st p,, ..., P,
sont les dérivées de z. On peut aussi employer la méthode suivante.

Si les équations (76) conviennent a la solution singuliére, on
peut les différentier, ce qui fera apparaitre les dérivées secondes
de z. Ajoutons au systéme (76 ) I'équation

Z—=o,

qui, par hypothése est satisfaite, et supprimons F, dont la différen-
tielle est identiquement nulle. Nous aurons ainsi un systéme de
2n+ 1 équations, que nous écrivons

(77)" fi=0u + s fnsa—o.
Les dérivées de ces équations contiendront les dérivées secondes
9z
dx; dx,
les équations qu’on obtiendra, s'il y a lieu, par I'élimination des
dérivées secondes de z entre les n (2n-- 1) dérivées des équations
précédentes, sotent toutes vérifiées par les valeurs de z, p; déja don-
nées par les équations (76). Ce point étant admis, je reprends le
systéme (77)% et je le différentie sans y introduire les dérivées
secondes de z, mais en considérant z, p; comme des variables in-
dépendantes. Nous aurons des équations du type suvant

= pix- Je suppose qu'elles ne solent pas incompatibles et que-

3« &a_u_.. . .+u\n dp,+- - .+,<ae dz=o.

o, op, d2
Retranchons-en celles que nous avons obtenues en faisant
dz=p,dz,+ ... + padz,,
dpi=piadz, 4 ... +padz,,

et qui, par hypothese, sont vérifiées par des valeurs convenables
des quantiiés py. Nous aurons des relations de la forme

A e
%N (de—p do,—- - —p,dz,)
Afa
+ M _ %.. (dpi—p; dz,—- - - —p;,dz,)=o0-
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Ces relations sont au nombre de 2n + 15 lorsque tous les détermi-

nants formés avec les :mcmm

3 Ua . Ve,
%%, I,

ne sont pas nuls, elles nous donnent, si nous y considérons comme
des inconnues les fonctions linéaires

dz —pyde,— ... —padr,,
dpi—padxy— ... —pa dz,,

des valeurs nulles de ces inconnues. On a donc, en particulier,
lz=p, de;+ ... +p.dr,,

ce (ui prouve que pi, ..., p, sont les dérivées de z et que, par con-
séquent, nous avons une solution.

Si tous les déterminants que nous venons de considérer sont
nuls, on pourra appliquer au troisieme ordre une méthode ana-
logue. Comme nous avons déja la méthode de vérification directe,
nous n'insisterons pas davantage sur ce point. L’exemple de 1'é-

guation
az®+-qn+pr=o0

prouve que I'on pourrait étre obligé de continuer ainsi jusqu’a un
ordre quelconque. .

3° Examinons maintenant le cas ol les 2n+ 1 équations (76)
se réduisent 4 momns de n-+1 distinctes. L’examen de ce cas est
d’autant plus nécessaire que, d’aprés une remarque déja faite a
I'article 19, les équations aux dérivées partielles formées par I'éli-
mination des constantes jouissent de cette propriété que les 2n 41
équations (76) sont vérifiées quand on établit seulement deux équa-
tions entre z, z;, - Il importe donc de reconnaitre si 4 une telle
solution du systéme (76) ne pourraient pas correspondre des
solutions singuliéres.

Il vésulte d’abord de la forme particuliére des équations (76)

que, dans ce cas, Z sera toujours nul.
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En effet, ici encore 'équation (77) aura ieu, et si Z n'étail pas
nul on en deduirait

&N“‘: &.NJI_I. .-lT\v: &,N.:.

identité qui, d’aprés le lemme i, équivaut au moins i n+ 1 rela-
tions distinctes entre les quantités z, z;, p;.

Comme il y en a ici, par hypothése, moins de n—+ 1, il faut donc
que I'on ait

Solent

les relations distinctes auxquelles se réduit le systeme (76).

S'il y a une solution singuliére pour laquelle toutes ces relations
sont satisfaites, ces relations, considérées comme aualan!t {'équations au.x
derivces partielles, devront avoir une solution commune.

Or on sait reconnaitre si de telles équations sont incompatibles,
ou si elles admettent des solutions communes, et, quand elles ad-
mettent des solutions communes. on sait ramener la recherche de
ces solutions a I'mtégration d’une seule équation aux dérivées par-
tielles. On intégrera, sion le peut, cette équation et I'on aura les
solutions singuliéres.

[1 n’y a rien de particulier a dire sur le systéme d’équations si-
multanées que nous rencontrons ici. Quoiqu'il soit dérivé d'une
seule fonction, 1l pourra étre tout 4 fait général.

Soient, par exemple,

m‘HHOJ MH_M“O4 HﬂJHOJ
trois équations admettant des solutions communes. L'équation

alf?+ bF+cFl—=o

admettra ces solutions communes comme solutions singuliéres.
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Voici un exemple simple ou il y aura encore des solutions sin-
gulieres en nombre illimité. Soit

9 (2=t

une équation a intégrer. Toutes les équations (76) sont vérifices
par fe systéme

qui admet les différentes intégrales

=0,

Pl
2

Toutes ces solutions, satisfaisant & notre définition, sont pour nous
des solutions singuliéres.

Le point essentiel de la théorie des solutions singuliéres con-
siste maintenant dans la solution rigoureuse de la question sui-
vante :

Rechercher s'il y a des solutions ayant des éléments communs avec la
solution singuliére et comment elles sont disposées dans le voisinage de
cette solution; en un mot intégrer léquation aux dérivées partielles dans
le voisinage de la solution singuliére, afin de reconnaitre si les relations
de contact signalées pour les équations aunx derivées partielles formées
par Pélimination des constantes subsistent dans tous les cas.

Mais cette étude se lie a celle de I'intégration des équations
aux dérivées partielles par les méthodes de Cauchy, étude quti fera
Pobjet de notre troisiéme partie.

Avant de la commencer, nous examinerons encore quelques
questions relatives aux équations formées par I'élimmation des
constantes. ’
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$ 22. DE L'ORDRE DU CONTACT DES INTEGRALES GENERALES

AVEC L'INTEGRALE SINGULIERE.
Considérons I'intégrale compléte.
(79) Viz,e, ... mp a0, ... a,)=0,

et supposons que I'élimination de a,, ..., , entre 'équation pré-
cédente et les sulvantes

(80) vV IV

MM_IIO,. . JMN"O,

conduise a4 une relation
(81) z=f(x1, .0y 2),

qui représentera la solution singuliére. Nous supposerons que, pour
chaque solution de cette équation ou, si 'on veut, pour chaque élé-
ment de I'intégrale mmsmczmam, a, ...,a, soient desfonctions indé-
pendantes et déterminées de ,, ..., a,. Cest ce ui arrivera toutes
les fois que chaque intégrale compléte aura en commun avec la
solution singuliére un nombre limité d’éléments.

Si nous effectuons la substitution

N"IlNuI_I.\.,A.&.T ...;.\sz'

1 A

nous raménerons la solution singuliére 4 étre représentée par
‘équation
Z=0.

Remarquons que les dérivées de V par rapporta a, ..., a, demeu-
reront les mémes qu’avant la substitution. En outre, les dérivées
de z seront augmentées chacune d’'une fonction de z,, ..., z,, et
par suite cette substitution ne changera nullement, s1 I'on peut
s’exprimer ainsi, l'ordre du contact de deux intégrales, c'est-a-dire
Pordre de la difféerence des valeurs de z correspondantes, pour
chacune de ces deux intégrales, & un méme systéme de valeurs de

Zyy Tyy oney T
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Les valeurs
Z==0, Hw”ghq -.Jpﬂw:\“g:;

définissant un élément de I'intégrale singuliére, nous pouvons tou-
jours supposer qu'en remplacant x; par x;4-o; on ait ramené cet
élément a étre déterminé par les valeurs

Z2=0, I;=0, \:..“O.

Enfin, pour simplifier les calculs, nous allons elfectuer une der-
niére transformation.

Nous soumettrons 4 la fois les variables a; et les variables .
4 des substitutions linéaires différentes, choisies de telle maniére
que L'on ait

(32) % - ul =0

[ — =0
dx, dx, =0, da;dx, 0, dada, ?

pour Xy =¥y= ... =a,=2=0, Gy, -..,d, ayant alors les valeurs
qui sont données par les formules (79), (80). On démontrera
sans peine l'existence de telles sukstitutions *

Cela posé, p; étant défini par la formule

3 vV
JT Nw. vu
' En effet, jepuis toujours elfectuer sur &, ..., x, une substitution linéaire qui

ramene

“h 2

a.

N. drdx; dz, dz,

i la forme

dri+dui +... +da_,
Cela posé, puisqu’on a, en tous les points de la solution singulieére,
IV

dx

- Pk

=0,
on aura aussi, en difiérentiant,

>”u2

da, = o.
M 4& da,

=l.=+>
F” 1

Comme, par hypothése, les fonctions «; sont indépendantes, leurs différentielles
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on voit que pour tous les éléments de I'intégrale singuliére les
an relations
oV oV

o 0w T

seront satisfaites. Différentions ces équations en nous déplagant sur
la solution singuliére, c'est-a-dire de telle maniére que 2 soit tou-

peuvent prendre toutes les valeurs, et I'équation précédente ne peut subsister que si
l'on a

D'autre part, on aura, en différentiant les équations

v
UI\.HM =0,
ou i est au plus égal a n—p,
h=x
{a) 2 dx; +M il day=o
dx uS.
h=1

el par conséquent les n—p fonctions lindaires des différentielles e,

h=n

day
c.” M < ANQ‘..
' ox; day,

h=1

sont indépendantes. Car, s'il y avait entre elles une relation
LU MU 4t h, U, =0,
on aurait aussi, en vertu de I'équation (),
Adx,+...4 A, =0,

ce qui est impossible, les différentielles dz; ne pouvant étre assujetiies & aucune
condition.

On pourra donc soumettre les quantités ¢; a une substitution linéaire, réduisant
les fonctions U; & un seul terme et telle que I'on ait au point considérs

G_. =2 &ﬁ..-
Alors les ¢équations (a) prendront la forme
(3) dz,+da;= o,
et I'on aura
o
Yz da  °
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jours nul. En vertu des formules (82), nous trouverons simple-
ment

W »o 2V oo
um.mmmuTSu.ﬁ&n\lo“ Ja; J.&.un%ml.o¢
d’ot I'on déduit

PV 9V A 1V v».ﬂou

axr? oa? dx, da;

(83)
toutes les fois que i ne dépassera pas n—p et que k sera différent de ..
Différentions maintenant les équations

v

T —o.
Qa;

Si ¢ est supérieur & n—p, on aura, en remarquant que loutes les dérivées du premier
membre par rapport aux variables x, sont nulles,

h=n
hilY

un_. W«:.

h=1

&&: =0,

vu, en égalant 4 zéro les coefficients de chaque différentielle ,

»V
UQ;. m.::.

=0 pour i > n—p.

Au contraire, quand { est au w_zu égal A n—p, ona

h=n

1V
2 dx; + M Yo da, da,=o.

En remplagant dz; par sa valeur tirée de I'équation (b) et en égalant & zéro le coefhi-
cient de chaque différentielle, on trouve
»v 2V

T S=2

da? du; da,

= 0.

En résumé, on voit que, par deux substitutions linéaires effectuées séparément sur
les z; et les a;, on peut ramener la partie de la dillérentielle seconde d*V qui ne con-
tient pas dz a la forme

dai+...+dad_,+2 da, dx, +...+ 2 da,_, dZo-, + d} 4. .+ d2,_,.

p ¢tant un nombre entier qui, au moins dans le cas général, est égal & zéro. Cestle
résaltat que nous admettons dans le texte.

16.
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équation que I'on peut remplacer par le systéme des deux suivantes:

o2 fx,a;’ dx;0a; da;

Ambv »v !\. 2V v LY u;

Cela posé, considérons une mtégrale mm:m_,&m A:o—o:.ﬂﬁ. avant
en commun avec la solution singuliére I'élément considéré

supposons qu'elle soit définie par p velations, qui donneronta,, . . ..«q,
fonctions de a,..,, ..., a, et dontles différentielles seront :

, &2. == N\: &Q\T.L et m: "n—p ANQ:
(85)

—

= @EH &Q5V|T~ - .IT \wﬁ:.rlw &Q:.

La solution sera définie par les équations

V=o,

3@ +wwvﬁ+... —0.
(86) ‘ ’ 1

oV é v

. da, F:..;.(_I @?..1 da,

entre lesquelles 1l faudrait éliminer Upr1se -y dy. Mais nous garde-
rons le systéme (86). Quant aux quantités p;, elles seront données
par les formules

Différentions ces derniéres formules en y introduisant, aprés la

différentiation, les hypothéses relatives a I'élément de contact.
Nous aurons

» /
(87) I a2 d - Y dp=o.

Pour avoir les différentielles dp; il faudrait obtenir les da;. On les




SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS. 125

déduira de la différentiation des formules (86), qui, grace aux hy-
pothéses faites, devient trés mm:%_m et donne

v
(e o, +

s %, &evF~+ T%% +Jﬂﬂ&&v®_

hid")
_da ———dx, =0
ma.?r- Pl Ja\.+~u&n+_ p+1

2y Y 32V
As» da +§ oz, _VF:.I\._IT. T As. % ua um;&a vv?,.i,
hEY
5@ &FWTS %, dz,=o.

Ces formules (88), jointes aux relations (85), détermineraient da,
... da,, et en portant ces valeurs dans les formules (87), on aurail
dp,, ...,dp, Cela posé, cherchons les valeurs de dzx,, ..., dx,
pour lesquellesdp,, ..., dp, sont toutes nulles. I.’equation (87) de-
viendra alors

hia% i
dx,da, &ﬁ uau &&

ou, en vertu des relations (84),

(89) S 4o+ oy doy— o
Il faut maintenant éliminer les da; entre les formules (85), (88),
(89), ce qui se fera entirant les da; des formules (89) et les portant
dans toutes les autres. Les relations (88) seront identiquement veri-
Jides. Quant aux formules (85), elles assujettiront dz,, ..., dx, a
p relations. Les différentielles dp,,...,dp, ne seront donc pas
nulles pour toutes les valeurs de dz,, ..., dz,. En d’autres termes
toutes les dérivées secondes de z ne seront pas nulles.

Donc, dansle cas général, il n'y a aucune intégrale pour laquelle
les dérivées du second ordre soient les mémes 4 I’élément de con-
tact que pour I'intégrale singuliere. G’est I'extension du résultat

du paragraphe 14.
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Mais mﬂmkuOwO:m que k des @ﬂmbﬂnmm mum; wfa—:—u—m

uam ?
»V 1RV
Y7 D o

solent nulles. Alors, en vertu des formules (82), (83), (84). on
aura aussi

»Wo_ W KNV
e, 0 W T CoWwde T O @

par conséquent, les formules (8g) laisseront indéterminées

k des quantités da;
da,, da,, . .., da.
St donc p est égal ou inférieur & k, les équations (85) détermine-
ront ces m_m,mwma_m:mm ou quelques-unes d’entre elles et n’assujet-
tiront, dans tous les cas, dx,,..., dz, 4 aucune condition. En un
mot, il y aura contact du second ordre.
Quelle est la signification de ces équations

»V 2V
— = T==0:

o e

Elle exprime qu’avant la substitution linéaire, la forme

MM Jw Nw\s_ da;dg,

se réduit & une somme de n —k carrés. Nous obtenons donc la pro-
position suivante.

Si, pour tous les éléments de lintégrale singuliére, la forme

> ,M Ma da; da

se rédutt @ une somme de n— h carrés, toutes les intégrales générales
obtenues en établissant au plus h relations enire les arbitraires a; au-
ront avec 'intégrale sinquliére un contact du second ordre.

C'est encore I'extension d'un résultat du paragraphe 14.

Voyons comment on reconnaitra ces particularités sur I'équation
aux dérivées partielles, et pour cela introduisons avec z la cons-
tante @, en remplagant z par z +a.
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a, d, .. ,aysont définis en fonction de z, x;, p; par les formules
vV oV
< =0, wm. -+ \&. N.IN. =0,
qui, en différentiant pour ‘elément z =x;= p; =0, nous donnent
h 7
Y (da+dz)=
A @Ov umd\. vm< ua
S35, da.+ 5702 (dz+da)+5= 3 dp;= o.

On voit que ke dénominateur commun des valeurs de da, da,. ...,
da, tirées de ces équations se réduira pour cet élément a

NV 2V

dz dx,0a, " 2w, da,
Done, dans le cas exceptionnel que nous ¢tudions, il deviendra
nul. Comme, d'autre part, da est bien déterminé par la premiére
des relations (go), nous voyons: 1° que la valeur de da déduite en
différentiant I'équation aux dérivées partielles devra étre indéter-
minée; 2° que sa vraie valeur étant

da = —dz,
ou, avant la substitution (ui raméne ‘intégrale mmbmcrmwm aun plan,
(g91) dao=—dz+p, de,+. ..+ p, dr,,

i} faudra qu'en passant aux dérivées secondes on obtienne celte
valeur. Ainsi on aura pour cette classe de solutions mmsmianmm

P;=o, Xi=o0, l—o, F=o,

et la valeur de da, obtenue en égalant & zéro la différentielle to-
tale seconde de F, devra étre celle qui est donnée par les formules
(91), ce qui entrainera un grand nombre de conditions et en par-
ticulier les suivantes :
o o
op; APy ’ op;

Nous confirmerons ce résultat par une mum_%mm 1_=m rigoureuse.
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TROISIEME PARTIE.
ETUDE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

PAR L’EMPLOI DES SERIES.

$ 23. LEMMES PRELIMINAIRES.

Cauchy a, le premier, démontré I'existence de T'intégrale dans
les équations aux dérivées ?:.im:mm. Dans ces derniers temps,
M= de Kowalewsky et P'auteur se sont aussi occupés de cette
question. Nous allons ici, pour donner une hase solide 4 nos re-
cherches, exposer les principaux résultats de ces travaux.

Nous dirons qu'une fonction f(x,, ..., x,) est développable pour
un systéme 2y, ..., &, de valeurs des variables lorsque la fonc-
tion est développable en une série ordonnée suivant les puissances
des différences r, —x;, ..., x,— 2, convergente pour toutes les
valeurs de ces variables, dont les modules sont inférieurs a un cer-
tain nombre.

Théoreme 1 (de Cauchy). Soit donne le systéme d'équations aur
derivées partielles

:4 , , )
il V> M._*nTT_ (f=1,2,....p)

wﬂa MP v:.)TMww A\mun.m,....zu

U.H.:

)
ST Mk.» u__“;

contenan! p fonctions inconnues, uy, ..., u, de n+ 1 variables inde-
pendantes, t, x,, ..., x, et linéaires par rappor! aur dérivées des fonc-

\
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tions tnconnues, en sorte que les coefficients Ay, By sont des fonctions
des seules variables u,, ..., A AR

Il'y aura toujours des fonctions u,, ..., u, satisfaisant a ces équa-
tions et se réduisanl pour t=t, a des fonctions déterminées ¥y, ..., ¥
de x,, %y, ...,x,, sous les conditions suivantes :

P

1° Les fonctions { seront %cl@ﬁh&& pour le systéme de valeurs

0

&.w“.ﬁ

K — 0.
Lr e e XLy =X3

sotl Yy, la valeur de , pour x;=x°;

2° Les fonctions Ay, By seront développables pour les valeurs t, de
tox; de x;, ¥y de uy.

St ces deux conditions sont remplies, il existera un systéme de solu-
tions el un seul, formé de fonctions uy, ..., u, développables pour les
valeurs t, de t, x; de x;.

Ce theoréme donné par Cauchy a été démontré d'une maniére
extrémement simple par M= de Kowalewsky. Nous I'admettrons
dans ce qui va suivre. Mais nous remarquerons qu'au point de vue
des applications, on peut lui donner une plus grande utilité par la
modification suivante, qui ne porte que sur la forme.

Supposons qu'on ordonne les séries trouvées suivant les puis-
sances de (—{,. On aura pour les fonctions u; des expressions de
la forme

we=Y+ i (L= lo) + i (1 — L)+ ...

Le théoréme précédent nous montre (ue ces séries seront tou-
jours convergentes pour des valeurs suffisamment petites du mo-
dule de 11, tant que les fonctions initiales Y et les coefficients
A;x, By demeureront continus quand on y remplacera u; par Y.
Cette modification dans le groupement des termes offre 'avantage
de ne pas faire dépendre la convergence de ces séries des valeurs
attribuées aux variables ;.

Par exemple, s1 les coefficients Ay, B, sont toujours dévelop-
pables, ¢t qu'il en soit de méme des fonctions Vi, les séries
précédentes seront convergentes pour tout systtme de valeurs de

Sav. ETRaNG, t. XXVII. — N° 2. 17
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Ly, ..., Ty, tant que le module de r—/, ne dépassera pas une cer-
taine limite, variable d’ailleurs avec le systtme de valeurs consi-
déré des variables x;.

Theéoréme 11. Les équations

> du;
M%H%_A:E Xg, t, ?ﬁv
2 du,
L g AE: &m; :v

—L
P dxy
admettent un systéme unique de solutions developpables se rédutsant
pour =1, a des fonctions connues ; de x,. ..., x,, pouwrvu que les
conditions suivantes sotent remplies :
1° Les fonctions initiales y; sont développables pour le systeme de

. d ! d o
valeurs x;— x;; soient Yy, AWW&O les valeurs de w%h pour x;=1i;;
g &

29 Les fonctions § sont développables pour les valeurs x; de x;,

l, de t, .wa&m u;, Aul.,FVe de du,

Az, dx,

Sous ces conditions les fonctions u; seront deéveloppables pour 1 =1,
= H__e

Ce nouveau théoréme se déduit trés aisément du précédent.

Il est tout d’abord évident qu’en supposant les fonctions u; déve-
loppables, les conditions posées détermiment les coefficients des
séries. De plus, un raisonnement bien connu permet de démontrer
que, si les séries sont convergentes, elles satisfont au systéme (2).
Tout se réduit donc a4 démontrer la convergence des séries. A cet

effet, nous allons joindre aux fonctions u,, ..., u,, comme nouvelles
. P s Uz 3
inconnues, leurs np dérivées M\M par rapport & x,, ..., &

Différentions par rapport  a; une quelconque des équations (2),
NOUS aurons

2 (du\ _ 23, , 5, duy 23, PA,:::V
mAumﬂ_vl.MsJ_nTuzt dx, + ITJ AwBrv oz, \ oz, +

20z,
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c'est-a-dire un systtme de np équations, qui, jointes aux équa-
tions (2), définissent les dérivées par rapport & t des p fonctions
duy
dx,
tions en les considérant comme de nouvelles inconnues. Or ce
systeme de (n4-1) p équations est de la forme du systéme (1).
D'ailleurs, puisqu’on connait les <m_oE.m initiales des fonctions u;, on

inconnues u; et des np dérivées —*, que nous ajoutons a ces fonc-

connait aussi celles de leurs dérivées 2 u.s, - Le théoréme I s’applique
h

donc ic1 et nous montre que les séries seront convergentes.

Ici encore, en ordonnant suivant les puissances de {—1{,, on
verra que les séries demeureront convergentes pour des valeurs
suffisamment petites de (—{(,, pourvu que les fonctions %, de-

meurent continues quand on y remplace u et les dérivées 24 o par
h
leurs valeurs initiales.

Théoréme [II. Soit le systéme

l%w [ ) @:..
57 =9, :T.. E,Q. qu, QHT...,H;JM»I\.\”....

= U, ee U 00, w0 . t. . W:F
Y [ TR el R R g b 10 g.ﬁzeu.ﬁw,...

contenant q paramétres variables definis par les équations

/

du;
aﬂAﬁ_, cee,u, 0 ...,Qd,w,.ei e I, VHO

P’ n’ Jx,
. ou;
\a ...,Em:Q.T....,Qe,w.%_‘......ﬁa'ul.el:....v"O,

et p fonctions inconnues uy, ..., u, de n+4~1 variables, t, z,, ..., Zy;
les fonctions u; se délerminent comme dans le théoréme précédent, pourvu

1

que, aux conditions déja énoncdes, on @oi« les swivantes :
1° Pour les valeurs inifiales de u;.t, x;, ua » les équations (4) don-
k
neront un systéme de valeurs de a,, ..., a,.
2° Ces valeurs seront dcéveloppables pour les valeurs initiales de

17.
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u;, t, g, ua_., condition QE sera SEQEQ satisfaile st les fonctions &

sont développables, el st le %&..ESQE..,\;QE.:ezzl

«2‘8‘_. ..;\&.cv
dia, ..., a)

n’est pas nal au début, mais qui pourra l'éire dans d'autres cas.

3° Les fonctions § seronl développables pour les valeurs initiales de
loutes les variables gu’elles renferment. .

Cette proposition se ramene immédiatement a la précédente,
car les conditions énoncées permettent de tirer a,, ..., 0, des
équations (4) et de les substitucr dans les seconds membres des
formules (3).

Théoréme IV. Les hypothéses des théorémes précédents élant con-
servées, st dans les équations aux dérivées partielles il enire une ou plu-
sieurs conslanles arbitraires a,, ..., a,, que les fonctions F(elw,sily
a lien) demeurent continues quand o:..\.:: varier ces constantes enire
certaines limites, st, en oufre, les fonctions initiales sonl choisies de
maniére a conlenir ces paramétres et a en éire des fonctions conlinues,
on peut affirmer que les solutions lrouvées sont des fonctions conlinues

de ces paramétres aussi bien que des autres variables indépendantes.

La démonstration se fait d'un mot; il suffit en effet d’adjoindre
ces paramétres comme nouvelles variables mdépendantes aux an-
ciennes.

Corollaire 1. Si les fonctions initiales contiennenl des paraméires
ne figurant pas dans les équations el donl elles soient des [onclions
conlinues, les valeurs des intégrales seront continues par rapport a ces
paramétres tant qu'elles seront fonclions continues des variables inde-
pendantes.

En eflet, supposons que les séries soient convergentes pour des

1

valeurs inférieures a certaines limites des différences x;— ;. En
vertu du théoréme précédent, elles seront, tant qu'elles seront

convergentes, des fonctions continues des paramétres considérés.
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Supposons maintenant que nous voulions franchir les limites de
convergence des séries, nous prendrons successivement d’autres
développements, qui permettront de franchir ces limites. Comme
les nouvelles valeurs initiales seront des fonctions continues des
anciennes et des parametres qu'elles renferment, nous voyons que
le raisonnement pourra s'apphquer tant que les intég ales demeu-
reront continues.

Corollaive 1. Etant donné un systéme d’équations différentielles or-
dinaires du premier ordre déterminant des fonctions yy, ....y, de x,
Yis - «sYn S€TORL &8..\28:.2& conltinues de leurs valeurs initiales tant
qu'elles seront des fonctions continues de .

Cette proposition, simple cas particulier de la précédente, nous
permettra d’établir sur une base solide I'intégration des équations
aux dérivées partielles du premier ordre par la méthode des carac-
téristiques.

S 24. INTEGRATION BES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
PAR L’EMPLOIL DES CARACTERISTIQUES.

Considérons une équation aux dérivées partielles
(5) Fz,21, «cos@aspry ovau) =0,

dont nous écrirons toujours comme précédemment la différentielle
totale. Supposons qu'il existe une intégrale de cette équation déh-
nissant z comume fonction de x,, ..., x, l.es équations différen-
tielles

(6) dx, du, dx

e it
déteruninent complétement ce quon peut appeler un systéme de
courbes tracées sur cette intégrale, si toutefois 'on spppose con-
nue Pexpression de z en fonction de «,, ..., x,. Nous allons
d’abord montrer qu’il n’est pas nécessaire de connaitre cette ex-
pression et que 'on peut joindre aux équations (6) d’autres équa-
tions dilférentielles qui permettent de définir complétement la

variation des variables z, z;, p:.
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Supposons que, partant d’'un systéeme de valeurs ¢, x,, ..., x,.
ou, st Pon veut, d'un élément de I'intégrale, on donne d’abord a z,
Xpy vy dns Prs ooy po des accroissements infininient petits déhinis
par les formules (6) et I'équation de I'ntégrale, accroissements
(ue nous désignerons toujours par la lettre d. Donnons ensuite aux
mémes variables un autre systéeme d'accroissements § satisfaisant
a I'unique condition

(7) 8pydxy+ . . . +dp.dr,=o.

Tout le succés de la méthode repose sur ce fait analytique quon
peut donner a I'équatioun (7) la forme

(3) dpdx,+ ... +dpdx,=o0.

Ce fait est tres facile & établir. I'n désignant, en effet, par py les
dérivées secondes de z, on a identiquement

Sprda+...=dp, 8z, 4 ... = pydz,0r, + ..+ prg (da, S+ dy Sy ) + ..

Ainsi les équations (7) et (8) n'expriment qu'une seule et méme
relation entre les différentielles dx;.

Ce pomt étant admis, ditférentions I'équation proposée (5)
dans le systeme d’accroissements d. En tenant compte de I'équation

Oz=p, 0Ty 4 . . . + p,ox,,
nous aurons

(Xi+Zp) 8oy 4 ..o + (X, +24p) S, +P dpy+ ... P dp,=0.
Mais en vertu des équations (6) et (7) on a identiquement
Pdp+ ... +P,ép.=o.
I reste, par conséquent,
(9) (Xy +Zp,) oz, + . . . + (X, +Zp,) S, = 0.

Or entre éx,, ..., 0z, une seule relation a été établie, la relation
(7) ou son équivalente (3). 1l faudra donc que les équations (3)
et (g) expriment la méme relation entre les dillérentielles dur;, et
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par conséquent que les coefficients de ces différentielles dans les
deux équations soient ?.owoaao:s&m, On a donc

(10) dp, _ _dp. _ . __ 9P,

%—I—INE_ xml_le: .I,:ITNMV:
Ce nouveau systéme ’équations, joint au systéme (6) et a 'équa-
tion aux dérivées partielles, définit les rapports de toutes les diffé-
rentielles, et 'on a amnsi

T W T SR S

p mu.u ~U= ”\/~.+.N3—\I . .“.ﬂ:.._.nNﬁzl—u_wv_lT.....T—u:U:

Nous introduisons, on le voit, une variable auxiliaire ¢, dont 'em-
ploi nous sera trés utile et permetira de présenter la théorie de
ce systeme d’équations différentielles avec beaucoup plus de sy-
meétrie. _

Le systéme précédent est indépendant de toute surface inté-
grale, et cette remarque nous conduit au théoréme fondamental
qui suit :

Si deux intégrales ont cn commun le méme élément (2°, x;, i), elles
auron! aussi en commun lous ceux que lon obtiendra en intégrani le
systéme (11) et prenant pour élément initial ['élément commun.

Le systeme (11) peut s'écrire

B T e e

dt
(12) I
w=Pp+ - +0p,

8

Nous voyons que, tant que les seconds membres de ces équations-
seront finis, ce que nous supposerons constamment, ces équations
donneront pour z,x;, pr des valeurs fonctions continues de ¢ et
des valeurs initiales de z°, z;, p. Nous supposerons que la valeur
initiale de ¢ soit zéro. Un seul cas doit étre écarté, c’est celui o
Pon aurait 4 la fois pour les valeurs initiales

Pi=o, Xi+Zp=o.
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Alors la seule solution développable serait donnée par les for-
mules

a

z=2" Xy = %= i
» 1 in Pk P

et clle serait inacceptable.

Ainsi, en supposant que I'équation proposée soit mise sous
forme entiére, nous voyons, d'aprés le corollaire Il de larticle
précédent, que les équations (1 2) nous donneron! toujours pour
z, xi, pr des valeurs foncltions continues de t el des an—+ 1 valeurs
intliales z°, x;, pk, pourva que ces valeurs initiales ne donnent pas des

valeurs nulles de toutes les dérivées WMW, %w On voit que Pintro-

duction de la variable ¢ offre le grand avanlage de supprimer les
cas ou les coeflicients différentiels devicndraient infinis.

Puisque deux ::mm_.m_om qui ont en commun le méme élément
en contiennent une inlinité d'autres, définis par les équations
différentielles (1 1) et (12), 1l est claw que toute intégrale s'ob-
ttendra en mtegrant ces formules (12), qui donnent

c=f(1,20,2°pR)
=/ C,&w, 29, tmv
pr=@i (1, a3, 2% pg)

- o . . .
et y considérant a;, z°, p;, comme des fonctions de n — i arbitraires

T

Uy, Uy, ..., U, . Toute la difficulteé se réduit donc a savoir comment
on déterminera les 2n 41 valeurs initiales z7, z°, pi en fonction de
ces arbitraires u, de telle maniére que I'équation aux dérivées
partielles soit satisfaite.

Orle m%,mﬁw:.o (11) admet I'intégrale

F(z, 2y, ....py, ...)=constante = F (z°, 23, ..., ", v

Il faut donc d’abord que les valeurs initiales satisfassent  la rela-
tion

(13) F (2%, a2, p§) =o,
et si cette condition est remplie, on aura toujours.
(14) F(z,z,, ....,p), ...)=0.
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Il ne reste donc plus qu'a choisir les valeurs imitiales de telle ma-
niére que p; soil la dérivée de z par rapport a z;, ou, ce qui revient
au méme, que, lorsque ¢, u,, uy, ..., w,—, varieront, les différen-
tielles de =, &, ..., x, sotent liées par la relation

dz=p, 0,4+ . . . +p.or,.

[y

Or désignons par d les differentielles correspondantes & un dé-
Emnmimbﬁ sur la nmﬂ.moﬁm_.mmm@:m, ¢'est-a-dire relatives au cas ou
i varie seule. L'identité

d(de—p do,— ... —p,dx,)—d(8z—p,dx,— ... —p,dz,)
= dp, bz, — dx, dp, + ... + dp, Sz, — d, Ip,

nous conduit aux conclusions suivantes.
Remarquons d’abord que I'on a

dz=p, de,+ . . . 4 p.dz,,

et remplacons dp;, dz; par leurs valeurs tirées des formules (12);
nous trouverons

s pidm— . —pdu)=(X,4-Zp) S+ ..+ (Xat+Zp,) Oz,

“ +P,dpy ... +P,dpa. |

Mais z, a;, p vérifiant I'équation (14), on a
Z5:+ Xz, + ... +P,dp,=o0,

et par conséquent

(15) d(8z —pyox,— ... —p,dr,)
=L (dz—p,dx,— ... —padz,)dt,

ou, en intégrant cette equation,
t
. - ._> Zdt.
(15 bis) 2 —pdoi—... = p,ow,—(d2°—plda) —~...~pida) e Jo
Les équations de la caractéristique nous donnent z, x;, p, fonctions

. . . t ..
finies et continues de . Eﬁomﬂ&o,\, Zdt demeurera finie; 1l suf-
o

Sav. ETRanG. t. XXVI[, — N° 2, 18
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fira donc, pour que le premier membre de I'egalité précédente
soit constamment nul, que I'on ait

(16) 8z2° — pYdx}, — ... —pSdxs=o.

En résumé, les valeurs initiales doivent dépendre de n— 1 va-
riables indépendantes, satisfaire 4 'identité (1 6) et a'équation (1 3).
St ces conditions sont remplies, nous aurons une intégrale.

On peut satisfaire a toutes ces conditions en prenant

x, = constante,

of o S

22=f(23, .. ,x}), tmﬂui. R Pr=35"

et p sera définie par I'équation aux dérivées partielles. C'est la so-
lution de Cauchy, et nous allons d’abord 1a discuter.
Si dans I'équation

F(zo,27, ....2,p5, ....po)=o0.

la valeur de p$ n’annule pas P} » p; sera une fonction dévelop-

aps
pable de a3, ..., x3. Donc les <&Mcﬂm de z,2y, ... T, Prv -+ Pus
sont, d’aprés les théorémes préliminaires, des fonctions continues
de t, 23, ..., 2}, cest-a-dire de n arbitraires indépendantes. ILe
déterminant fonctionnel
X Xyo v e =0, )

u%.pvo"w.w. qu n’est pas nul par hypothése.

On voit donc que x,, ..., x, seront des fonctions mdépendantes,
que l'on pourra déduire des séries qui donnent x,, ..., x, les
quantités ¢, 23, ..., xy, en fonction de &y, ..., x,, et par conséquent
que z sera une fonction continue développable des variables
Ty, .., Zn Ce cas si simple ne présente donc aucune difficulte.
Mais la solution précédente n'est pas la seule que 'on ait a con-
sidérer. En prenant, par exemple, le cas de deux variables indé-

se réduit au début a A
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pendantes x, y, elle exprimerait que 'mtégrale doit contenir une
courbe plane située dans le plan

r=2x,.

Or il existe des solutions d’un autre genre. Par exemple, on peut
" demander que l'intégrale coupe le plan x==x, en un seul point,
comme ferait un céne dont le sommet serait en un point de ce
plan. On voit que, dans ce cas, la relation entre z, y, z, qui est
unique, doit étre remplacée par deux équations quand on coupe
par le plan qui contient le sommet du céne.
Pour étre sir de ne laisser échapper aucune intégrale, il faut
donc trouver les valeurs initiales les plus générales satisfaisant aux
conditions posées. La premiére de ces conditions est que I'on ait

820 - p2d8x} — ... —padrs=o.

Cette équation exprime qu’it y a entre z° 27, ..., 2, une ou plu-
steurs relations indépendantes de pg, ..., p;, et comme les valeurs
initiales dépendent seulement de n— 1 arbitraires, il faut quil y
en ait au moins deux. Cauchy a choisi les suivantes

a7 = constante,
22=f(a3, ..., ).
Prenons en un nombre quelconque &
w, (%5, ..., 2p)=0, ..., w(z°a},...,25)=0,

et, pour simplifier les calculs, supposons que, par un changement
de variables, on les ait ramenées a la forme simple

(17) 2°=o0, Iy =o0, ce T, =0.
Alors, pour que 'on ait identiquement

0z° == pS x4 ... + p 2z,
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il faudra que les coefficients de

axl, ..., dx°

sotent nuls, ce qui donne

o

1 yk”O; s ooy ), = O.
(18) / pe

Il restera donc n valeurs initiales

0 ¢ 0 [’}
\wﬂg ...u\w#l_.u_H._‘nJ .......N.”:g

qui seront assujetties 4 la seule condition de vérifier 'equation
aux dérivées partielles

A_@v m.?m,..j&n;%“...,tmlvﬂo.

Supposons que, pour ces valeurs initiales, quand elles varient entre
certaines limites, une des dérivées

0 "0 0 N
ke » oy n* HJ...uk—wv‘..,..

P}, par exemple, ne soit pas nulle. De 'équation (1¢) on powra
déduire p;, qui sera une fonction développable des autres varia-
bles. En intégrant les équations de la caractéristique on obtiendra
pour z, Z;, py des valeurs fonctions continues de

(]

Q
(T SRR PN o SR
Je dis que ces valeurs de z, x;, p; ne sont pas reliées par plus de

n -1 équations.
En effet, prenons le déterminant fonctionnel

A{@ Py o Py g e r By )
&:.Em. cena PR X e a)

Pour t=o0, ce déterminant fonctionnel se réduit a

u.ﬁ c
A wu_

qui, par hypothése, n’est pas nul. Donc les formules trouvées per-
mettent d’exprimer ¢, p3, ..., PV X5, .. .. x5 en fonctions contlinues
dex;,pys - sPiry Tky - - -» Ly, et les autres variables z, xy, ..., 2y ;.
Pks « -+ Pr Sexprimeront en fonctions développables des n pre-
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miéres. On sera donc assuré d'avoir des valeurs z, «;, p; satisfaisant
a I'équation
dz=p,de,+ ... +p,dz,,

et n'étant pas reliées par plus de n+- 1 équations, c'est-d-dire une
solution de I'équation dans le sens plus général que nous avons

donné i ce mot (article 1 7)-
Nous avons adms que toutes les dérivées

- 0
Xe, ... X P L P

ne peuvent étre nulles en méme temps.
Si elles le sont, les équations différentielles de la nmsmo&lﬂﬂ:m
donneront pour les valeurs initiales

&EHO, ey &?”O. de,—o0, ..., dxgp_,=o0,

équations qui coincident avec celles que Pon obtiendrait en diffé-
rentiant les relations (17), (18) entre les valeurs initiales.

Ainsi la restriction que nous avons faite a la signification sui-
vante : il ne faut pas qu'en différentiant les équations établies entre
les valeurs initiales 2°, x?, p}, les relations différentielles ainsi ob-
tenues soient des conséquences des équations différentielles de la
caractéristique. Tel est 'énoncé de notre hypothése, rendu mndé-
pendant de la forme particuliére donnée par un changement de
variables aux relations entre les valeurs 1nitiales.

§ 25. EXAMEN DU €AS DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES.

Appliquons ces conclusions au cas de deux variables indépen-
dantes, ol elles auront une signification géométrique trés nette, et
supposons d'abord qu’il s’agisse de faire passer une mtégrale par
une courbe donnée (U), ou plutét traitons directement ce pro-
bleme, et nous retrouverons les résultats établis.

Imaginons, ce qui est Thypothése la plus générale, que les coor-
données de la courbe solent données en fonction d’'un paramétre u.
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Alors les valeurs nitiales ., y., z, seront fonctions du paramétre a.
Les valeurs initiales p,, ¢,, seront données par les deux équations

F (%o, Yor Zos Pos §o) =0

(20)
dzo = po di¥o + go dys.

qui expriment, la premiére, que ‘équation aux dérivées partielles
est satisfaite, la seconde, que le plan tangent contient la tangente
a la courbe (U).

Cela posé, sile déterminant fonctionnel
(21) o &y — 5 da,.
relatif aux valeurs de p,, g, tirées des équations (20) n'est pas nul,
ces équations défimssent p,, g, comme fonctions développables de
u, et I'intégration des équations de la caracléristique nous donnera
Z,Y,z,p,q, fonctions continues de et de u. Du reste, la valeur
mitiale du déterminant fonctionnel

etant _

dy, dr,
mvo du ’Oo du

ne sera pas nulle, et nous voyons que les équations qui déve-
loppent x,y peuvent élre résolues par rapport a f et & u, et nous
donneront z fonction développable de z et de Y-

Or le déterminant fonctionnel (21) ne sera nul que dans le cas
ot la courbe (U) serait tangente 4 la caractéristique. Nous voyons
donc que, tant que intégrale sera assujettie 4 passer par une
courbe qui ne sera tangente en aucun de ses points a la carac-
téristique, cest-a-dire & une génératrice rectiligne du cone (T),
nous aurons une mtégrale donnant z fonction développable de z, y
et, par conséquent, ne présentant aucune singularité.

Cette intégrale n'aura, bien entendu, d’existence que jusqu’aux
points ot les caractéristiques présenteraient des singularités. Mais

nous examinerons i part ceite (question.
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Supposons maintenant que, pour un point de la courbe ini-
tiale correspondant a la valeur u, de u, le déterminant
dy. dz,
(22) P, dn Q, qu
soitnul. Alors'intégrale aura des singularités, mais elle ne cessera
pas d’exister.
Dans ce cas, en effet, les équations (20) ne définissent plus

Por §o comme des fonctions développables de u; mais, en géné-
ral, p,, g, deviennent des fonctions continues, développables, de
/\g. et, par conséquent, «, y, z, p, ¢ des fonctions continues
de t et de /\: — U,. Ainsi, il y aura deux nappes de I'intégrale ve-
nant se raccorder en tous les points d’'une caractéristique, celle
qui correspond a la valeur u=u,.

Cesrésultats sont bien confirmés par quelques explications géo-
métriques. Considérons P'intégrale qui doit passer par une courbe
(U). Pour avoir chacune de ses nappes, il faut mener par chaque
tangente en un point de la courbe (U) un plan tangent au céne (T)
de ce point; les caractéristiques ayant leurs premiers éléments dans
ces plans tangents mb<m_owwmwoa les différentes nappes de I'inté-
grale. Supposons que la tangente & la courbe (U), d’abord en dehors

“du cone (T), s'en rapproche. Alors deux des plans tangents ten-
dront 4 se confondre, et, 4 la limite, deux nappes réelles viendront
se raccorder. S1, sur les points qui suivent de la courbe (U), la
tangente est au dedans du céne (T), les deux nappes, aprés s’étre
raccordées, disparaitront et deviendront imaginaires.

On pourrait traiter d’autres hypothéses. Par exemple, supposons
que I'on connaisse une des courbes que nous avons appelées inte-
grales, en tous les points desquelles la tangente est génératrice du
cone (T). Alors p,, g, satisferont constamment aux trois équations

F A&.o.f\o. 254 Po, Qov”O¢
(23) dzo = po dx, + g, dy,,
Q. dy, —Pydx,=o,
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qui, en général, détermineront p,.q, comme fonctions dévelop-
pables de u. Il y aura donc une intégrale continue formée par les
caractéristiques tangentes a cette courbe.

Traitons maintenant le cas ot 1'on voudrait associer toutes les
caractéristiques qui passent par un point o, Y,, Z. Nous n'avons
encore qu'a appliquer la méthode générale; p,, ¢, seront assujetties
a I'unique condition

F A.Ho,e%o, o1 Pos QOV =U,

d’ot1 'on pourra tirer soit p, en fonction de ¢°, soit ¢, en fonction

de p,. Supposons, par exemple, que, dans une certaine étendue
oF

J
rﬁo
quation précédente permettra de développer p., et par suite,

T, ¥, z, p, ¢ deviendront des fonctions continues de ¢,, {. Le de-
terminant fonctionnel

des valeurs de p,, ¢,, la dérivée ne devienne pas nulle. L’é-

se réduira, pour les valeurs initiales, a
5P (X+pZ)+Q(Y+qZ)].

Tant que cette expression ne sera pas nulle, les équations qui dé-
i&om%oi petg wo_:,noa étre résolues par EEEZ al, Go. €tx,y, =
deviendront des fonctions développables de p et de ¢. 1l ne saurait
étre question évidemment de développer - suivant les puissances
de x et de y, car une série de ce genre ne wm:ﬁ_m:::m représenter

une intégrale 4 point conique comme celle qui est formée des
caractéristiques passant en un point.

Ainsi se trouvent établis, par une voie a I'abri de toute objec-
tion, les résultats que nous a donnés la premiére partie de notre
travail, pour les équations aux dérivées partielles formées par

élimination des constantes.
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$ 26. EXAMEN DE L'OBJECTION DE M. BERTRAND (U,

Nous avons trouvé la formule
i
%l % % ~0 o% o o% 0) .I.“ N&w
(24) 0z —pydr)—. . .—pudr,=(dz° —plday—...—podry)e Jo
et nous avons conclu que, siles conditions initiales ont été choisies
de telle maniere que T'on ait
82> —pléxy — ... — proxg=o0,
on aura de méme, pour tous les éléments de la caractéristique,
8z —por, — ... — pdx,=o.
Dans notre méthode, cette conclusion est évidente. Les équations
de la caractéristique, étant

dr, dp;
Amwv dr T dt Vﬁ.l‘N\v?

fourniront pour z, x;, p; des valeurs fonctions continues de .
. . ;. v e t

Z n'étant jamais supposé infini, 'intégrale R, Zdt conservera une
(4]

valeur finie. Un seul cas, nous I'avons fait remarquer, mettrait
cette méthode en défaut; c’est celul onl'on aurait pour les valeurs
nitiales

P;—=o, MN{TN?.HOM

car alors les intégrales continues fournies par les formules (25)
n'auraient aucune utilité. Elles seraient

, pi==pi- z=2°

et ne donneraient pas la caractéristique, s'il y en a une.

M L'objection dont nous voulons parler ici, et qui s'adresse & toutes les méthodes
completes d'intégration des équations aux dérivées wﬁ.ﬂo:mm, est bien connue des
géometres ayant ¢tudié cette théorie. Elle a été développée dans le tome XIV des
Comptes rendus de UAcadémie des sciences, p. 617, ct elle a donné lieu a différents
travaux, parmi lesquels nous citerons ceux de M. J. A. Serret, insérés dans les
Annales scientifiques de I Ecole normale, 1™ série, t. IlI, p. 145.

Sav. ETRANG. t. XXVIL, — N° 2. ]
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1l est facile de voir que Pobjection de M. Bertrand peut étre levée
sans I'introduction de la variable t. L'intégrale a examiner prend
alors la forme suivante

[
a P

Cette intégrale ne deviendra pas mfinie, au moins powr des valeurs
suffisamment petites de ., — x5, si son premier élément n'est pas
infini, c'est-d-dire si I'on n’a pas P, =o. Supposons P,=o; alors,
en vertu des équations de la caractéristique, on peut remplacer

..ww par I'un quelconque des rapports
dx, —dp,

P, X.+Zp,

i

Par suite, tant que les dénominateurs
P, Xi+Zp;

ne seront pas tous nuls pour les valeurs initiales, l'intégrale de
Cauchy conservera une valeur finie. Le seul cas & traiter est donc
celul o tous ces dénominateurs sont nuls en méme temps, et
nous retrouvons les conclusions auxquelles conduit naturellement
notre premiére methode.

S 27. DISCUSSION DES SINGULARITES DE LA CARAGTERISTIQUE
DANS LE CAS DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES.

Soit
(26) Flx,y,z,p,¢)=0
‘équation aux dérivées partielles, et soient
de dy dz —dp  —dq
(27) ﬂldlg+o¢lx+§|<+§!§

les équations de la caractéristique. Tant que tous les dénomina-
teurs ne seront pas nuls, ces équations nous donneront pour z, y,
z,py g des valeurs fonctions continues de ¢ et des valeurs mitiales.
Le seul cas d’exception est donc celui ot tous les dénominateurs
sont nuls: mais il y a des propriétés geomeétriques trés remar-
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quables de la caractéristique correspondante au cas ou quelques-
uns d'entre eux, convenablement choisis, sont nuls. Ce sont ces
propriétés que nous allons exposer.

On voit d’abord facilement que, si P est nul sans que Q le soit,
on pourra toujours changer les axes des x et des y de telle ma-
nié¢re que ni P ni Q ne soient nuls; et, de méme, st X+ pZ estnul
sans que Y +g¢Z le soit. La discussion est donc ramenée 4 'examen
des quatre cas suivants :

1° Aucun des dénominateurs n’est nul;

2° P=o, Q=o0, X+plZo, Y+g¢l=o:
3> P=o, Zo, X+pl—o, Y+ gl=o;
4 Tous les dénominateurs sont nuls.

Dans I'examen de tous ces cas, nous supposerons que F'origine
ait été placée au point imtial de la caractéristique et que le plan
des ry ait ¢té amené 4 se confondre avec le plan tangent; on aura
donc au début

p=0, ¢=o0, X=0, y=0, Z=0,

Nous prendrons toujours la valeur initiale de ¢ nulle.
Le mmé_owmemE de F sera de la forme

(28) F=ax+bytcz-+dp+bg+...

et, dans le premter cas, aucun des coefficients a, b, @', b’ ne sera nul.
Les équations différentielles de la caractéristique deviendront

dr dy —dp —dg —dt
3

@t b er aderr bxe.. dz=pdz+qdy.

On aura donc, pour les premiers termes des développements en
serie,
r=at4... p=—at+ ...
y=0bt+... g=—0bt+4 ...
H!?ang‘vm.T... E&:Tﬁln"l.?af_ug\vm.*l...

19.
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Ces équations caractérisent évidemment un point simple. 1l n’y a
a l'origine aucune singularité possible de la caractéristique, dont
les équations approchées sont

b IENF_, bb’

AM@V cv\uaﬂ.ﬁl*l... S = %I_HQIT...

Passons au cas ot P, Q sont nuls. Alors ', §' seront nuls, et la for-
mule (28) devra étre remplacée par la suivante :

(30) F=ax+by+cz+p(ac+by+c':)
Ap? Cy?

+gla'z+b"y+ ")+ +Bpg+=-+@(x, y,2),

@ désignant une fonction homogeéne du second degré de .y, :. et
les termes néghgés étant au moins du troisiéme degré.
Nous avons encore ici

p=—alt-+... g=—0bt+. ..

et nous trouvons sans aucune difhculté

.ﬁHlbmx_.qumnT..l RHIE%.T..J NHENwlT..J
? 2 3
px+qy — 2= (Ad’+ 2Bab + Cb*) £+ - -

Dans le cas le plus simple, celui ot les premiers coefficients éerits
ne sont pas nuls, nous voyons que .r, y sont de 'ordre de #, > de
Pordre de #. Les équations approchées de la caractéristique sont
de 1a forme suivante :

. y=hz+ ...
A.WHV 3

ze=hxi4 ...

La caractéristique est donc tangente au plan des zy et elle a un
‘SbwdzmthS%:N.

Quant 4 la développable caractéristique, elle n’offre aucune
singularité; son plan tangent est défini par I'equation

L—pX—gY=z—pr—qy.
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ou, en substituant les premiers termes des développements de
ZoYs 2o Py qs

Z+atX+0tY +5(Ad® + 2Bab 4 Cb*) ' =

et cette forme n'indique aucune singularité proprement dite de la

développable.

Nous obtenons donc la conclusion suivante, qui est la généra-
lisation d'une proposition connue de la théorie des solutions sin-
gulieres dans le cas des équations différentielles ordinaires :

La surface qu'on obtient en éliminant p, g entre les trots équations
F—o, P=o, Q=o0,

est en genéral le licu des points de rebroussemen! des caractéristiques.
A chague point de la surface correspond une caractéristique déterminée
ayant un rebroussement en ce point v,

Arrivons maintenant aux points pour _mmﬁ?&m on a
X-+pl=o, Y+ qgl=—o.

On raméne ce cas au précédent en transformant par polaires réci-
proques, et il est inutile de le traiter directement. La dualité re-
connue dans toute équation aux dérivées partielles nous montre
que, dans ce cas, la caractéristique développable aura la singularité
réciproque d'un point de rebroussement. Nous 'appellerons plan
de rebroussement. Ainsi :

La surface, lieu des points pour lesquels on «

est en général le licu des poinls pour lesquels il y @ une caracteéristique
développable ayant un plan de rebroussement; les courbes caractéris-
digues n'y offrent aucune singularite.

& Voir, pour la proposition analogue relative aux équations différentielles ordi-
naires. le Bulletin des sciences mathématiques, t. IV, p. 158.
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Nous désignerons ces deux surfaces respectivement par les let-
tres (R), (R'). Cest seulement quand elles auront une partie com-
mune, pour tous les points de rﬁsm:a on aura a la fois

X+pl=o, Y+4gl—=0, P=o, Q=o,

qull pourra y avoir une solution singuli¢re, et nous avons vu
d'ailleurs que cette solution existera toujours si l'on a Z=
Examinons, enfin, les points pour lesquels on a 4 la fois

P=o0, Q=o0, X+4pl=o, Y+ gZ=

ls sont généralement en co_:_s,m Hmité, puisque les quatre équa-
tions précédentes, ,_ozzmm a 'équation aux dérivées partielles, con-
stituent un systéme de GEA equations a omsm inconnues.

S1 nous choisissons toujours les mémes axes, le développement
de F sera de la forme

(32) F=cz+p(ax+by+kz)
+q(@2+0y+Kz)+ AL+ Bpg+CLy @ (z,y, 2)+
et les équations différentielles de la caractéristique deviendront

%.ﬂﬁ+3+§+@+w@+:

& =a's+by+kz+Bp+Cqg+ - .
d d
I%IA:+nvw+aQ+wm
1||§+:x+n:+@
dz

ilw%.+e

Les seules solutions qu soient fonctions mm<¢_ovwmvwmm de { sont
inacceptables; elles sont

r=y *Nj\w qg=0.

Pour trouver les autres solutions, nous allons réduire les seconds
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membres aux termes de moindre degré et intégrer par approxima-
tion. En vertu de la derniére équation, z sera infiniment petit par
rapport 4 p, ¢, x, y. Nous aurons donc, en gardant les termes de
degré moindre et posant

Q(x,y, 2)= >&+w§~+o .

les expressions suivantes des dérivées de x,y, p, ¢

mnw“aax_l by+ Ap +Bg

A \
H=a'z+b'y+Bp+Cq

lmw\?+avw+ae+>a+mu\

ll\g{T?FTq:.Tw_&lTOQ

L’intégration générale de ces équations fournira des valeurs de la
orme

2 =Mae” 4+ M, &+ M,y ' 1 Mya,e™
y = Nae™ -+ Nja, & N, a, & N,as ™
p= Pae’ + P, a, ¢ ‘4 Py, J.FQ& &
q == OQ@E +Qi ey w?ﬁ +Q, 0, & +Q; 04 m.?h

ot M,M,, ..., p, p1, pa, 5 seront des constantes déterminées et
®, &, Oy, oy les constantes arbitraires introduites par I'intégration.
On voit quil y aura quatre caractéristiques pour lesquelles p, ¢, y, z
seront des fonctions continues développables de x. Ce sont celles
pour lesquelles on ne garderait qu'une exponentielle.

Mais il est facile de reconnaitre qu'il y en aura une mfimté
d’autres passant au point considéré. En effet, remplagons ¢ par
(A+pi)t, A, n étant des constantes réelles quelconques, et sup-
posons qu’apres cette substitution les parties réelles de p, p,, par
exemple, solent positives et que celles de p,, p; soient zmwsmﬁwu.
Alors, en ne gardant que les deux exponentielles qui contiennent
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p. o1 et faisant varier { jusqu'a — co par des valeurs réelles, on
trouvera, pour {=—-cc et (uels que solent a,, &,

Te=Yy=z=p=¢=0.

Au contraire si, annulant &, &,, on conserve les exponentielles con-
tenant p,, py et dont les parties réelles sont négatives, on retrou-
vera I'origine en faisant croitre ¢ jusqu’a + o=

Mais je n’insiste pas sur ces indications, n'essayant pas de les
exposer avec plus de rigucur; 'examen détaillé de la question pré-
cédente est trés intéressant et merite d’étre fait complétement,
mais il est étranger au sujet de notre travail, et jarrive au cas
véritablement important dans cette étude, celui ot il y a une so-
lution singuliére.

§ 28. EXAMEN DES CARACTERISTIQUES DANS LE VOISINAGE
DE L INTEGRALE SINGULIELE.

Je supposerai que, par I'artifice déja employé, on ail réduit cette
solution singuliére & étre le plan des xy, et je supposerai que, Z
n’étant pas nul, on ait résolu par rapport a z.

L'équation prendra alors la forme

(33) =@ (2. ).p:q)

et comme, en tous les points du plan des xy, P, Q doivent étre nuls,
cette fonction @ sera nécessairement du second degré, au moins
par rapport a p et & g. Nous aurons, en désignant par X, Y, P, Q
les dérivées de @ par rapport ax,y, p, ¢, les équations suivantes de

la caractéristique:
dz _dy dp dq du

PTQ p—X q¢—Y u

. . . {lu
Ici nous représentons, non plus par dt, mais par w. la valeur

commune des rapports précédents. Les équations peuvent donc
étre écrites
d /)
ult P, :PNHO

Awbv da

mn p—X, :Q”Qi%.
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Quant & £, il sera donné par Iéquation (33).
Posons
p=pu. qg=qu
Alors, dans la fonction @, u? apparaitra en facteur, et I'on pourra
poser
@ (2. y,p,q)=u@ (z,).p, q u).
Si nous désignons par P', Q', X', Y' les dérivées de @' par rapport a
P4, %,y on aura évidemment
P=uP, Q=uQ,
X =u2X, Y=Y,

et les équations (34) deviendront

&.&l .. &.v\.li \
=P =

Elles sont ainsi ramenées 4 la forme ordinaire et donnent des va-
leurs de x,y,p', ¢’ développables en série suivant les puissances
de u.

Par exemple, si T'on a pour les premiers termes de @

2(@7.pq)=AE+Bpg+CL -,

on trouvera, pour les premiers termes des développements relatifs
aux caractéristiques passant par le pomt x—o0,y—o,

p=ou—+ ..., r=(Aa+BB)a+ ...,
g=fu+..., y=Ba+CBRu+ ...,
a et B étant deux constantes arbitraires qui sont les valeurs ini-
tiales de p' et de ¢'.

On voit done que nous retrouvons un résultat déja obtenu, dans
. AH . . -_
la premiére partie de notre travail, pour les équations aux dérivées

Sav. ETRANG. t. XXVIL —N°2, 20
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partielles formées par I'élimination des constantes, ¢t nous obte-
nons la proposition suivante :

Quand il cxiste une intégrale singuliére pour les poinis de laquelle
on a L= o, il passe, en chaque point de cette intégrale el dans la direc-
tion de chacune de ses tangentes, une caractéristiqgue ne presenlant en
gencral aucune h:nin:.&.

Il vésulte des remarques précédentes que, st lon veut avoir des
séries convergentes quand les valeurs initiales &y, yo, 2o, Por o
correspondent & un point de la caractéristique qui se trouve sur
intégrale singuliere, 11 faut adopter la variable auxiliaire u telle
que l'on ait

P~ Q X¥pL™ YF4¢2~ 7u’

et 'on pourra alors développer ., y, z, p, ¢ en séries convergentes
swivant les puissances de a.

§ 20. CONSEQUENCES DE LA THEOLIE PRECEDENTE
RELATIVES AUX SURFAGES INTEGRALES.

Nousavonsvuque les caractéristiques ont, en général, des points
de rebroussement dontle lieu constitue une surface (R), et que les
développables caractéristiques ont des plans de rebroussement
en des points dont le lieu forme une surface (R"). Voyons quelles
sont les conséquences de ces faits relativement a la forme des sur-
faces intégrales.

Soit (S) une surface intégrale. Elle vient couper la surface (R)
en tous les points d'une courbe (C). Mais les caractéristiques de

{8) n'ont pas toutes sur cette courbe des points de rebroussement.

En effet, pour qu'une caractéristique ait un rebroussement, il faut
que les valeurs de p et de ¢ satisfassent aux deux équations

P=o, Q=o,

qui, jointes & celles de lasurface (S), ne déterminent qu’un nombre
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limité de points. Dans le voisinage de ces points la forme de I'in-
tégrale est trés compliquée; nous la déterminerons plus loin.

Mais on peut former des intégrales particuliéres douées d'une
ligne de rebroussement, de la maniére suivante.

Sur la surlace (R), soient en chaque pomt g, Yo, 264 Pos ¢o les
valeurs de «x,y, z, p, g, correspondantes a la caraciéristique douée
de rebroussement.

Cherchons sur cette surface les courbes satisfaisant a I'équation
differentielle

dzo=podr,+q.dy.,

et soit (U) I'une de ces courbes. Associons les caractéristiques ayant
leurs points de rebroussement sur (U), les valeurs initiales z,, p.,
g.- Tos ¥, seront des fonctions continues d’'un parametre a, et les
valeurs de x, y, z, p, ¢ relatives 4 un point quelconque de la ca-
ractéristique seront de méme des fonctions continues de f et de a.
Donc ces caractéristiques formeront une surface intégrale admet-
tant évidemment (U) comme ligne de rebroussement. Onla retrou-
vera plus loin.

A ces intégrales aligne de rebroussement correspondront, si 'on
transforme par polaires réciproques, d’autres intégrales ayant une
ligne singuliére située sur la surface (R') et en tous les points de
laquelle le plan tangent aura un contact du deuxiéme ordre avec
la surface intégrale.

Examinons le cas, plus m:%oimi pour la question actuelle, ot
il y a une intégrale singuliére, pour laquelle nous supposerons
toujours que l'on ait Z=o.

Nous avons vu A:.mb prenant pour origine le point de la carac-
téristique situé sur l'intégrale singuliére, on devra ici introduire
une variable u telle que I'on ait

dr  dy dz —dp —dqg _—du

—_— = = ==

PTQ  Pp+Qq X49Z7 YF¢Z™ Za

Ces équations, étant intégrées, nous fourniront pour z,y, z, p, ¢

20.
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des valeurs, fonctions continues de u, de la forme

T==To+Au+ ... pP=pot+au—+ ...
(36) y=y,+Bu+ ... §=qo+ Pu—+t ...
=zo+Cu+ ...

maits 1l 1mporte de remarquer que les coeflicients de u dans p et
dans ¢ seront tout a fait arbitraires, et qu'il passera par chaque
point de 'intégrale singuliére une infinité de caractéristiques, toutes
tangentes a cette intégrale. .

Imaginons, d’aprés cela, qu'étant tracée une courbe quelconque
(U) sur I'intégrale singuliére, on cherche s'il y a une intégrale
tangente en tous les points de cetle courbe a I'intégrale singuliére.
Soient

%c”ﬁﬁev, .v\o”ﬂpﬁev, No“ﬂw?v.

les équations de cette courbe. Dans les formules (36), x,, y,. 2,
Pos Go, seront des fonctions de v; mais, pour chaque valeur de v,
les coefficients a et 3 seront quelconques, et, par conséquent, il
existera une mhnité de surfaces formées avec des caractéristiques
différentes qui toucheront toutes l'intégrale singuliere aux diffé-
rents points de la courbe (U). Pour toutes ces surfaces on a évi-
demment
dzo=podxy+ q,dy,.

et comme les valeurs initiales satisfont & toutes les conditions que
nous avons posées, on pourrait croire qu'elles donneront toutes
des intégrales.

Dans les formules (36) il entre deux arbitraires a et 3; mais

les équations différentielles de la caractéristique contenant u seu-

lement dans le quotient mﬂ:, il est évident que I'on pourra, sans

changer ces équations, remplacer u par hu, h étant une constante
quelconque dont on peut disposer de maniére 4 réduire a I'unité
I'une des quantités o, B, et, par suite, par chaque point de la
courbe (U) tracée sur Iintégrale singuliére il passe une infinité
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de caractéristiques correspondantes aux différentes valeurs du
rapport m. Si Ton prend pour ce rapport une fonction quelconque

de v, il est clair que l'on formera ainsi des surfaces engendrées
par des caractéristiques, pour lesquelles toutes les conditions in-
diquées précédemment seront satisfaites, et qu'un premier examen
nous porterait, par conséquent, 4 considérer comme des surfaces
intégrales.

Mais reprenons la formule de Cauchy

Z
%Nl\w%.&llﬁ%bxuﬁ%\\w:lﬁc%ﬁc .IQC%.V\: _\- &..N

On a bhien 1c1
Zo— PoO%o — §o0Yo =0}

mais, comme l'intégrale

e [

est infinie, le second membre de la formule précédente se pré-
sente sous la forme 0 X oo, qui ne permet pas de conclure que le
premier membre est nul. On voit que nous sommes dans un des
cas ou I'objection de M. Bertrand acquiert toute sa valeur. Nous ne
pouvons aftirmer que toutes nos surfaces sont des intégrales.

Pour résoudre cette difficulté, reprenons la formule (15), écrite,
pour le cas de deux variables,

d(8z —pdx — gdy)+Zdi (82— pdx — ¢gdy) = o.

Elle devient ic1, en remplacant les § par des dérivées par rapport

a vet Zdt par -~ mm

B AQN ox uwv

L\ PR TN lllwﬂml uc
ce qui donne, en intégrant,
22 dy
(37) g =Cu.
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Cette formule, on le voit, est bien vérifiée pour u—o, puisqu'on a

alors

dz, oz, Qy,
b =Po3y YY) W Qoﬂ ’

Mais on reconnait aussi que toute surface formée avec les caracté-
ristiques de la maniére indiquée ne sera pas une intégrale. 11 faut
associer les caractéristiques de telle maniére que la constante C
soit nulle, ce qui exige que I'on ait au point initial

u oz dx dy
Aé EerJQuev”o.
En développant les calculs et retranchant fa quantité identique-

ment nulle
2 Auu o P«\v o
v \du ou u/

il restera la condition

(38) P dx 2q dy_ dp dx_ g Ay
dv du ' v du du v du N

Cette équation déterminera, pour chaque point de la courbe (U),
. 3 s R > ’
la valeur qu’il faut choisir du rapport L. Il 0’y aura donc qu'une

intégrale tangente 4 intégrale singuliére en tous les points de la
courbe (U).

Supposons, par exemple, que, la solution singuliére ayant éte
réduite au plan des xy, on veuille trouver Pintégrale qui lui est
tangente en tous les points de I'axe des x. D’ailleurs on peut tou-

jours, par des changements de variables, ramener 4 ce cas si
simple tous les autres.

Les développements de z,y, z, p, ¢ seront de la forme

p=ou+ ... T=x,+Au-+ .
g=0Fu+ ... y=Yo+Bu+.

On aura 1c1, pour les points de la courbe de contact,

Ty==0, .V\CHO, So=10, \voﬂo, Q..HHOA
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et, par suite,
Ao __ oz, ©p, G,
Sv =0, mﬂ"O, .N.Im.ilo. M.H.IIO.

I.a relation (38) deviendra donc

I l||c o: Ruc.
dujoov

Ainsi, il faudra associer les caractéristiques pour lesquelles o — o;
quant & 3, on pourra le prendre égal a I'unité.

La formule (38) permet de démontrer encore un autre résultat
tres essentiel. -S1 P'on associe toutes les caractéristiques tangentes
en un point & l'intégrale singuliére, elles formeront une surface
intégrale. En effet, les valeurs initiales de p, g, x, y demeurant
constantes, leurs dérivées par rapport a v seront nulles, et la con-
dition (38) sera satisfaite.

Cette surface intégrale, formée par toutes les caractéristiques
wmmmma en un point, joue le role des intégrales complétes dans fa
méthode des enveloppes, et il sera bon que nous en disions quelques
mots.

Reprenons I'équation aux dérivées partielles, écrite sous la forme

z=AP 4+ Bpg+CT+.

et considérons les caractéristiques qui passent 4 I'origine des coor-
données. Nous avons. vu que, si 'on pose

(39) de o _du

.y, z,p, q sont fonctions développables de u données par les for-
:~=—®m

p=oud- .- - QH@TT..
(h0) { o=(Au+BBlut -+ y=(ButCBlut- -
.A>RM+GRE+O.®!V .

a et 3 étant deux constantes arbitraires. Je dis d’abord que z,y, z
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ne dépendent que des produits au, Bu. En effet, a et B étant les

Ip dqg
valeurs initiales de MNM &M si I'on change u en hu, elles sont chan-
lu
geées en? 7 m D’ailleurs, comme le seul E—%oiml entre dans les for-

mules Aw@v , 1l faut que les valeurs de x, ¥, 2, p. § ne changent pas
et, par conséquent, qu'elles ne dépendent que desproduits e, Bu.

Or la forme des équations (40) nous permet de reconnaitre
que des deux premuéres on pourra toujours tirer au, Bu en fonc-
tion de p et de ¢ et les porter dans x,y, z. Donc :

Pour l'intégrale formée par les caractéristiques passant en un point
de l'intégrale sinquliére, x, y, = sont toujours des fonctions développables
sutvant les puissances de p et de q.

Les premiers termes des valeurs de x,y, z seront

r=Ap+Bg+.-- y=Bp+Cg+ - nH%ITwE:Tnl..

Donc,sil'on a AC—B?Z o, on pourra tirer des deux premiéres de
ces équations p et ¢ en fonction de x et de y et, par suite, déve-
lopper z suivant les puissances de x et de y.

Mais si AC—B?=o0, z ne sera plus développable suivant les
puissances de x et de y; Iintégrale obtenue aura une singularite
d’une nature assez compliquée & son point de contact avec l'inté-
grale singuliére.

On peut caractériser la singularité obtenue en disant qu’elle
est la réciproque d'un point parabolique ordinaire.

§ 30. DE LA SOLUTION SINGULIERE DANS LE CAS D'UN NOMBRE QUELCONQUE
DE VARIABLES INDEPENDANTES,

Les résuliats obtenus dans le cas de deux variables indépen-
dantes s'étendent sans difficulté aux équations aux dérivées par-
tielles contenant un nombre quelconque de variables.

Imaginons que, par la transformation d¢ja indiquée, on ait ra-
mené la solution singuliére & étre représentée par I'équation

=0,
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Alors on devra avoir

P,—=o0, .... P,—o, X,=o0, ..., X,=o0,

pour r=p,= ... =p,=o0, et, par conséquent, si nOUS SUPPOSONS
encore Z=o0, on pourra résoudre I'équation aux dérivées par-
tielles par rapport a z et écrire

(4) 2= (Pra v Pur e ),

2 étant une série dont tous les termes sont au moins du second
degré par rapport i py, ..., p,, puisque {eurs dérivées doivent s'an-

nuler pour des valeurs nulles de p,, ..., p,. Si celte série est con-
vergente pour les valeurs de r,. ..., x, voisines de quantités
%. ..., o, en remplacant . par .r;+o; on la rameénera a dotre

convergente pour des valeurs suflisamment petites des variables x;.
On peut donc, par cette substitution, analogue 4 la translation des
axes dans le cas de deux variables indépendantes, ramener tous
les eas possibles a celui ot la série @ est convergente pour des
valeurs suffisamment petites des quantités x;, p;.

Par conséquent, le raisonnement déja employé a I'article pré-
cédent prouvera que les équations de la caractéristique

.

dx, dz, dp,

de, o dp.

P _u.. o Pi— V_ P -X

b
n

ou P;. X; désignent les dérivées de la fonction @, ont encore des
solutions développables en série, pourvu qu’on ait la précaution de

mz.mz%.m pour la valeur commune des rapports précédents, non dr.

- du .
mais — - Soient

les équations ainsi obtenues. Elles donnent naissance a des déve-

Sav. TRane. t. XXVII. — N° 2, 21
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loppements en série qui sont de la forme

*+H

p=ou+ - &,HH&_Jr e+
" +H

\vauQmEIT... Hw“&le ,NSIT...
0 m

Pp=0 04 - H:”,ﬁal_l plot e

Hu?
/ NI%JF ...
ty, %, ..., 0%, étant n constantes arbitraires, x{, ..., x; désignantles

valeurs initiales de x,, ..., x,. Il est encore évident que, les équa-
tions différentielles n’étant pas changées quand on y remplace u
par hu, les développements précédents ne contiennent que les
combinaisons a,u, ..., o, u.

Cela posé, supposons qu'on veuille associer les caractéristiques
précédentes de maniére a obtenir une intégrale. L’équation (15)

d(8z—p1dmy — oo — padm,) + Ldt (82 — pydy — ... — pudr,j=o0

du

nous donnera ici, en mettant - 4 la place de df et en intégrant,

8z —p, e, — ... — p,ox,—Cu.

C est une constante dont on trouvera facilement la valeur en cher-
chant le coeflicient de u dans le premier membre. Ce coeflicient
est

C=—0dr— ... —a,dr.

Ainsi, pour que les caractéristiques associées forment une integrale
il faudra que les constantes arbitraires a;, xf satisfassent identique-
ment a la relation différentielle

(43) o, 88+ ... o, dre = 0.

Orilya plusieurs manieres de vérifier cette équation. D'abord
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on peut supposer que, pour toutes les caractéristiques associées,
les valeurs de 9, ...,z soient les mémes. Alors on a

drf=o, ..., dr2=o,

etPéquation (4 3) est satisfaite. La solution ainsi obtenue correspond
o celle qui, dans le cas de deux variables, est formée des caracté-
ristiques passant en un point. Les formules (42) nous montrent
quon peut alors exprimer a,u, ..., a,u en fonction de p,, ..., p,

-et obtenir par conséquent z, x,, ..., r, développées suivant les
puissances de p,, p,, ..., p,. Cest le résultat déja rencontré pour le
cas de deux variables indépendantes.

Mais on peut aussi intégrer I'équation (43) en établissant un
nombre quelconque de relations entre 29, ..., 5. Nous suppo-
serons que ces relations soient au nombre de k—1 et qu'elles
alent été écrites sous la forme suivante

) —fi(xR, ..., x5)=0.

2y —fimr (2, . - . a)=0.

On pourra toujours substituer aux variables z,, ..., z;_, les sui-
vantes

(43 bis)y (... -
!
L) =Thk—1 [.\N?L (ks - v s &.zv
et, par ce changement de variables, on aura ramené le systéme
des relations entre les valeurs initiales a la forme simple
Bn=o0, ..., xTH,=oO.
On aura alors

0= ...=4d13.,=o,
et la relation (43 ) se réduira 4 la suivante :

o 0Ty + ... +a, dxd—o.
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Cette équation devant étre vérifiée, quels que soient Xy ..., or),
il faut que I'on ait

= u+ ... =)+ .

Py =0 24 ... Ly =I5+ .

et, par conséquent, on pourra tirer de ces formules a,u. ....

0
no

ap_ U, Ty, ..., I, et les développer suivant les puissances de p,,
eivs Ph—1s Tks ... I, En substituant ensuite dans les formules

relatives aux autres variables, on voit que T'on pourra développer
2, L1y Lgs ooy Lhgs Pha oo » Prs
suivant les puissances des variables
ProPas oo Plmis Thy oo os Ty

Toutefois, cette proposition ne parait établie que pour I'équa-
tion aux dérivées partielles que P'on obtient en faisant le change-
ment de variables défini par les formules (43 bis), et qui raméne
les relations entre les valeurs initiales & la forme simple

(s3] 0
B¥=0,..., T4_,=0.

Mais 1l est aisé de reconnaitre qu'il s'applique & I'équation aux de-
rivées partielles primitive.

En effet, sotent p, ps, . .., p, les dérivées de z apreés que lon
aura fait le changement de variables indiqué. Nous venons de dé-
montrer que

!

' ’ '
N;HH.. e, ,ﬁ»lFJN:a, .....\w:

sont développables suivant les puissances de

! !
Pioe e os Pr—1s Tho v o oy Zne
Ur, on a

demplds| ... +pi_rduhy+pidm+ . . 4 pldn,;
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st l'on remplace dz;, ..., dx,_, par leurs valeurs déduites des
formules (43 bis), on aura

dz Hul A&H_.).&\.L +.. .ITN:NI_ A&&.»\H l&\»‘Lv +3\n&&»+. . .,ATNV“&&.:,

ce a_:m donne

PL=DP1s - - o> Pk—1=Pi—1

of Of i
Pl?lw wl&hl c T Py ua»_
! w\._ w.\.»[~
Pn=D, ..l.\v-ll.?...ll\:_.iﬂ dr

On voit donc: 1° que, py, - . ., p, étant développables suivant
les puissances de R. cees Phiels Thy + = -y Loy OU, cequi est la méme
chose, suivant les puissances de py, .+ .5 Pr—1s Tks - - - Las il en
sera de méme de py, . . ., Pu3 2° que, &, - . ., &;_, étant dévelop-
pables suivant les puissances des mémes variables, il en sera de
meme de

L =2 4 fi(Thy o v os Ba)o oo on Te=Tp+filThs o - s Ta)-
Donc, avant le changement de vartables,
23Xy woog Lh_yy Phr oosns E:
sont bien développables suivant les puissances de
Pis v os Pe—1s They + 5 vy Ty
et'nous sommes ainsi conduits 4 la proposition suivante :
Il y a, outre la solution singuliére, n classes d'intégrales, la (k—1 Jiéme
classe étant formée d'intégrales pour lesquelles
ZyLyy ey Lhas Phr -+ s P

sont développables en série suivant les puissances de

ﬁ:; ...;\:q\lw...&.ﬁ.q ...¢.H.=
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el qui sont tangentes a la solution singuliére en tous les points d'un lieu

defini par k — 1 équations.

Pour l'étude ultérieure de ces solutions, il ne sera pas inutile
de donner plus de précision aux formules (42). Ecrivons I équation
aux dérivées partielles

Z=f(Xys coes B Prs oo Pu) Y

/ contenant fous les termes du second degré en p,, ..., p,.

Les formules relatives 4 une caractéristique pourront s'écrire,
en faisant u =1,

. o Af
p,=a,+ - L —Z .
o b}
ﬁan(..T... .&Il.&mllulﬁlal_l...
(BB) (e
o u.\.o
E:HQ.;lT. : Hal.&:"u&..!_l ’
et
ou l'on a posé
(45) Jo=f(a} ooy 0y ooy )

Rappelons qu'entre les arbitraires a;, 2} devra avoir lieu l'iden-
titée différentielle
o, 8r8 + ... +a,d2=o0.

§ 31. D'UNE AUTRE METHODE POUR LINTEGRATION
DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE.

La théorie précédente repose tout entiére sur I'emploi des ca-
ractéristiques. Mais on peut aussi déterminer directement les inté-
grales par une méthode qui sera applicable aux équations aux
dérivées partiellesde tous les ordres.

Soit I'équation

(46) Flz,2,. ... %0 ps. ... pa) =0,
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et supposons qu'elle admette une intégrale finie et continue. Il est
clair que, si l'on fait 2, =%, z se réduira, au moins en général, &
une fonction déterminée de wxy, ...,x, Réeiproquement, je dis
quil y aura une intégrale développable se réduisant, pour x, — 1,
4 une fonction @ de x,, ..., x,, sous les conditions swivantes :

Cette fonction @ sera supposée développable dans le voisi-
nage des valeurs a3, .. ,al de xy, ..., &, Soit p? la dérivée de @
par rapport a x; et @° la valeur de @ pour ;= x}.

2° L'équation
F(@ af, ....ad,p% «.ouph)=0

JF

30.“ ne sera mvbm

donnera

nulle, et la fonction F sera &mé?ﬁ@&bo pour
z=@°  Em=2x}, pi=pi

En effet, sous ces conditions, I'équation (46) définit p, comme
fonction développable de z,x,, ..., &, pas - o1 pr

P”.\.AN, Tyy «oos Tns Pos ..J?v,

et le théoréme Il des Préliminaires démontre I'existence d'une
fonction z satisfaisant aux conditions indiquées et développable en
série de pussances.

Mais la proposition précédente est Ioin de résoudre toutes les
questions qu'on peut se proposer sur I'existence de Uintégrale. Par
exemple, dans le cas de deux variables, les conditions auxquelles
nous assujettissons I'mtégrale expriment que la surface qui la re-
présente passe par une courbe plane, située dans un plan perpen-
diculaire i 'axe des r. Cette derniére condition a I'inconvenient
de dépendre du choix des axes; elle est d'ailleurs extrémement
particuliere. Ainsi, elle ne donne pas la solution de la question
suivante : Trouver une intégrale passant par une courbe donnée
plane ou gauche.

Pour obtenir toute la généralité voulue, il UGBB de faire le
changement de variables suivant, dont la théorie ne présente

| {1e) G. DARBOUN\.

aucune difficulte. Supposons que I'on recherche Pintégrale dont
‘équation sera vérifide identiquement lorsqu’on établira entre les
variables deux relations quelconques

z2=f(xq, 05, ..., 1),

_N\._ Np\w A.Nwmg .N,.u.. ... _..Nw:v.

On substituera aux variables 2, x, les deux suivantes

Z=z—f(x,. CeeaTy),
=, —f(x. ..., 2,),

) e , i . . .
et 'on sera ainsi ramené du probléme général au swivant : Trouver
une fonction satisfaisant 4 une équation aux dérivées partielles et
se réduisant & zéro pour r, — 0. Le probléme étant ramené & cette
forme simple, nous allons le discuter complétement.

Soit

Flz,o, ..oomupi, o pa)=o0
Y, - ' 1/ - . e
I'équation proposée, dont nous me_msmaosm toujours Ja différen-
tielle par
Zdz+Pydp,+ ... + X de,+ ... =0

,m?&m le théoréme déja rappelé, si, pour z—2,~ .., —z,—o0,
P, n'est pas nulle, il y aura une solution Lm<m_o~%mzm suivant les
puissances de z,, ..., z,.

Supposons maintenant que P, soit nulle et faisons la substitation

) N\”Nl\wﬂ.ﬂaw Il\wwpﬁ..w.
On déduit de la

(47) dz' = — 2, dp, — vy dpy —+psdrs . . .+ p,dr,.

Prenons comme variables mdépendantes

. PisPas Xza oo, Ty
Nous aurons

e D2

mlmlt 130, PJ
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Les conditions initiales posées nous donnaient, pour z,=o,

z=o0,
et par suite
Pa=0, -« -y Pp=0.

Nous aurons donc avec la nouvelle fonction, pour p;=o,

quelles que soient les autres variables p,, ;. ..., z.
La nouvelle équation aux dérivées partielles deviendra

F (a2 A S S Y=o
TR Ty T T )T

)

e . 0z’ .
et la dérivée par rapport a = du premier membre sera
APy

— Xy —Zpys

st donc elle n’est pas nulle, 2’ et par conséquent z seront dévelop-
pables suivant les puissances de

Pis Pas Tss « v oy Ty
Nous avons donc la ?.owOmEo: suivante :

Quand P, sera nul, si X;+ Zpy, k étant différent de 1, n’est pas nulle,
Z, Xky X1y Pas wevs Phm1s Pho1s -+-» Po Seront développables suivant
les puissances de

P1:Tos - a1y Pho LTha-19 o0 0y Tns

Mais il y a encore un autre point, déja signalé au paragraphe 24,
et dans lequel la théorie de Cauchy peut étre complétée. z étant
une fonction de a,, ..., @,, il peut se faire que la seule hypotheése
ry=1 introduise entre ces variables plusieurs relations. Nous
avons déja cité Iexemple de l'intégrale qui, dans le cas de deux
variables, serait engendrée par toutes les caractéristiques passant
en un point £==a,, y=y,, 2=2. La seule hypothése =1, exige-
rait que l'on et a la fois y=y,, z=2.

84y, ETRANG. t. XXVII, — N° 2, 22
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Par un changement de variables nous raménerons encore lous
les cas possibles 4 un seul, de la maniére suivante :

Supposons que I'équation de I'intégrale cherchée doive etre
verifice identiquement quand on établit entre les variables les
k équations suivantes :

2=f{Zp, ..., L),

.N\M”\WA%». L | &.:v_.

Ly H‘\wlw A.H\Z e e &.zv.

On substituera aux variables z, r,, . .., z;_, les smivantes :
'
Z=z—fl2p, ..., ),
=&, — [ (Lky oo L),
%v...]p“,ﬁ\—.l._, II.F\V«,I-A_NK:. L L.:v..

et I'on sera ramené avec les nouvelles variables au probléme swi-
vant : Chercher une intégrale dont 'équation soit vérifiée, quels
que soient Xy, ..., &y, quand on a

Z2=0, X =0, ..., Lp— =0O.
Alors la différentielle de :
dz=p de,+ ... +p.dr,

devant étre nulle, quels que soient &, .... x,. quand on a

L =...=rI_;=0, il faut que I'on ait

prdry+ ... +pada,=o,
quels que soient dx, ..., dx,, ce qui donne

Pr= ... =py=0.
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Prenons comme variables indépendantes
Ty, Pas Pae - .:M;lt Ty = oo Tns
et mtroduisons la nouvelle fonction
(48) —Z—Palg— . .. — Py Lk—1}

on aura
m\gnﬁ— &.ﬁ— :l.H.m &\ym T e e s Ium_»lw &\:nlw

l_l \»F A\.ﬁ> .I_| ... + \w: &nﬂ.zu

u sera donc une fonction des variables indépendantes qui, pour
r,=o0, devra se reduire & zéro, quelles que soient les autres va-
riables indépendantes. Nous sommes donc ramenés au probléme
deja traité en premier lieu. Du reste, comme on a

du ) u u
A\ v oz, \_,u.&.wi\w»,. ..Mn.&ﬂ;. Pr
C
49 u u T
R

on formera aisément I'équation 4 laquelle satisfait 1a fonction u , et
Pon reconnaitra par un calcul des plus simples que, pourvu que
P, soit différent de zéro, elle donne pour u une fonction déve-
loppable de

.ﬁ_,ﬁm, ...,ﬁrlf.ﬁw. vee g L

Les formules (48), (49) feront connaitre les autres variables.
Nous pouvons avoir ainsi ces intégrales nouvelles, que nous

avons introduites avec M. Lie, et qui sont représentées par plus

d’une relation entre z, z,, ..., z,. Soit, par exemple, I'équation

c=ap+bg+z—pxr—qy,

Asm mxm:,::m que fe Ems tangent & une surface passe par un point
fixe. Cherchons ﬁs&mg_m telle que, pour x=o, l'on ait

.%uﬂOJ Z=0.
2%,
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L’application des méthodes précédentes conduit au résultat suivant :
Posons
Z—qy=u,

et prenons pour variables indépendantes x et ¢; nous trouverons
pour u I'équation

:lnL.?L.svwmnT? = 0.

L’intégrale de cette équation se réduisant & o pour = o est

c—bg
a

U=.x

d’ott l'on dédut
c—byg

S\I.SHO, cr—az=o,

en sorte que x,y, z sont liées par les deux relations

xX
a

NS
~

qui repréesentent la droite passant par le point hxe et I'origine. Les
éléments & deux variables indépendantes dont se compose ['inté-
m.%&m sont un w?: quelconque passant par cetle drotle, associé a un
point quelconque de la droite.

S 32. EXAMEN DES SINGULARITES DES INTEGRALES, CORKRESPONDANT \ L'ETUDE
DES SINGULARITES DES CARACTERISTIQUES.

Apreés avoir examiné les intégrales en général, il sera utile d’étu-
dier les singularités qu'elles peuvent présenter. Mais nous nous
contenterons de traiter le cas de deux variables, ot les resultats ob-
tenus pourront s'interpréter géométriguement.

Nous allons d’abord étudier la forme des intégrales qui, dans le
cas général, sont tangentes en un point donné & un plan donne.
Le résultat obtenu nous servira ensuite de terme de comparaison.

Prenons le point pour origine, le plan donné pour plan des ry
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et cherchons les premiers termes du développement de Pintégrale.
En admettant que I'intégrale est développable, nous n’excluons que
les seules intégrales suivantes : 1° celle qui est formée des carac-
téristiques passant au point; 2° celles qui seraient assujetties &
contenir une courbe tangente a la caractéristique dont le premier
¢lément est situé dans le plan des xy.
Soit
(50) —axr—+by+cztoap+ B¢+ ...

"équation proposée. On peut supposer 8= o, ce qui revient a ad-
mettre que P'axe des r est la tangente a la caractéristique. Le calcul
des premiers termes de z n’offre aucune difficulté. On trouve

LA
2

- 70
(51) IIRNHqLIgCFT
h étant une constante arbitraire. On voit que 'intégrale a un point
ordinaire 4 Porigine, toutes les intégrales différentes étant oscula-
trices les unes aux autres dans la direction de la caractéristique.,
comme cela doit étre, puisqu’elles contiennent cette courbe.
Passons maintenant au cas ou 'on aura

P=o, Q=o, X+pl=o, Y+ gZ=o.

SiPon applique lesrésultats de Particle précédent, et que 'on prenne
comme fonction u=pzx + gy — z et comme variables indépendantes
p et g, on verra sans womzo que u et par ooammcmi &,y. 2 sont
developpables suivant les puissances de p et de g¢.

La forme de I'équation aux dérivées partielles est alors

O=ax4by+cz+p(dr+by+c'z)+q( )

Ce ...

2

Ap?
ou. en mettant en évidence les termes de degré moindre,

cﬂa.a+®u\+>%+wg+nm+ .
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a et b ne pouvant étre nuls en méme temps, car alors on aurait
X+pl=o, Y+g¢gZ=o.

Il est clair qu'on peut choisir les axes de telle maniére que b soit
nul, et I'équation prend la forme

(52) 8H>Ww+w3+om+...

Il existe une premiere intégrale, qui, si I'on réduisait I'équation
(52) aux termes écrits, s'obtiendrait en supposant ¢g=o0. ce qui

donnerait
22 2 2 |N

Nous retrouvons ainsi, quoique par une methode peu rigoureuse,

les intégrales 4 ligne de rebroussement signalées a Particle 27.
u

Voyons maintenant les intégrales genérales. Ona r — W et, par
suite, P'équation (52) devient
du pt P
En imtégrant on a donc, pour les premiers termes de u,
u=AZ BRI CEL HT 4
H désignant une constante arbitraire, et, par suite,
u—=AE L BPY Pe ...
:I>@+w - +C S +:m+
P ¢
AJ,NV du ﬁm Qw
Eu 2 9 Qu 9
e=Az+Bpg+Cpg+Hz+ - =z(prtqy)+- -

Si entre ces équations on veut éliminer p et ¢, le résultat est com-
pliqué. Ainsi, en chaque point de la surface (R) lieu des rebrous-
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sements des caractéristiques, celles des intégrales qui contiennent
la caractéristique ayant un rebroussement ont une singularité
d’ordre assez élevé.

Je n’examinerai pas le cas ou 'on a

X+pl=o, Y+4glL-—o0, PZo, Q=o.

Cette hypothése se rameéne 4 la précédente au moyen d’une trans-
formation par wc?m res réciproques. On aura alors des surfaces re-
présentées par ‘équation

= az® -+ b’y 4 cxy® 4 hy?,

¢'est-a-dire ayant un contact du deuxi¢me ordre avec leur plan
tangent.
Je ne traiterai pas non plus le cas ou I'on a

X+pl=o, Y4gl=o, P=o, Q=o.

Comme I'étude de ceite question est étrangére 4 notre sujet, jar-
rive au point essentiel, 4 I'examen du cas ou il y a une solution
singuliére.

§ 33. DES INTEGRALES TANGENTES A L'INTEGRALE SINGULIERE.

Supposons toujours que la solution singuliére soit le plan des
xy et que la dérivée Z du premier membre par rapport a z soit
différente de zéro. L'équation aux dérivées partielles, résolue par
rapport a z, prendra la forme

(54) e=Ap*+2Bpg+C@+ ¢ (p, g, 2, 7)),

Y étant une série dont tous les termes sont du second degré au
moins en p et en ¢, mais dont les termes du second degré s’an-
nulent pour x—o0, y=o.

Considérons d’abord l'intégrale formée de toutes les caractéris-
liques passant en un point, & l'origine par exemple, intégrale dont
Pexistence a été démontrée & larticle 28 et pour laquelle x,y, 2
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sont des fonctions deéveloppables de p et de ¢, dont les premiers
termes ont été donnés a l'article 2¢g et sont

r=Ap+By4 ...

y=Bp+Cqg+ ...

Nous voyons que, toutes les fois que AC — B? sera différent de zéro,
on pourra, des formules relatives & x et & y, tirer p et g en fonc-
tions développables suivant les puissances de z et de y et, par con-
séquent, développer z sulvant les mémes variables.

Nous avons donc démontré la proposition sutvante :

Toutes les fois que l'équalion aux dérivées particlles admel une in-
tégrale sinquliére pour laquelle on a Z=o0, il exisie des iniégrales
tangentes en un seul point a la solution singuliére et formées des carac-
téristiques tangenles en ce poinl, intégrales qui joucront par conséquenl
le rdle des intégrales complétes de Lagrange.

G OF 2F Au%

TTopr dg¢ \dp g
auront un point singulier a leur point de contact avec lintégrale singu-

v»ﬂ o, ces intégrales existeront toujours; muis elles

licre, et, par conséquent, ne donneront pas z fonction developpable de

r et de y.

Traitons maintenant des intégrales générales, de celles qui sont
tangentes 4 la solution singuli¢re en tous les pomts d’une courbe,
que nous raménerons i étre I'axe des y par les transformations déja
employées.

Les premiers termes des développements qui définissent les ca-
actéristiques tangentes a la solution singuliére dans le voisinage
de l'origine ont m.&.w été donnés. On a

p=ou-+ ... r—x,=(Aa+BB u+ ...
g=pFu+ ... y—-y.=(Ba+CElu-+ ...

St nous voulons que ces caractéristiques engendrent une mtégrale,
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il faut que T'on ait, entre les valeurs initiales, la relation différen-
tielle
adx,~+ Boy.=o.

Dans le cas actuel, la courbe de contact étant P'axe des y, on a
dr,==0, et 1l faut prendre 8=o0, ce qui donne

p=au+ ... T=Aau-+t ...
g=o-+Hu+ ... y=yo+Bau-+ ...

On voit que, toutes les fois que A ne sera pas nul, on pourra tirer
u ely, en fonctions développables de x et de y, et, par conséquent,
développer z suivant les puissances de = et de y. Or A ne peut
étre nul que pour des courbes de contact exceptionnelles, 4 moins
que, avant le changement de varjable qui a transformé la courbe
de contact en une droite, I'axe des y, la forme

To

P g
>m|+_wﬁa\+nw

ne soit identiquement nulle. Mais, dans tous les cas, au et Yo
peuvent étre déduites des équations précédentes, en fonctions dé-
veloppables de p et de y. Nous avons donc la proposition qui suit :

Toutes les fors quil extste une inlégrale singuliére pour laguelle
onalZo, ily aune infinité de solutions Jouant le réle des intégrales
générales de Lagrange et tangentes & lintéqrale sinqulicre en tous les
points d'une courbe.

Mais si, en un point ou sur toute I'étendue de la ligne de contact,
on a

»2F »F ' oF

P T By

—— o .
ces intégrales, sans cesser d'exister, auront des points singuliers a lear
contact avec l'inlégrale sinqulicre.

En chaque point de ;:&mqm_m singuli¢re, il y a, on s’en assu-
Sav. ETnang. t. XXVIL. — N° 2. 23
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rera par un calcul des plus simples, deux directions possibles de
la courbe de contact, qui, prises pour axes des y, feraient éva-
nouir le coefficient A. Par suite, sila courbe de contact était tan-
gente a I'une ou l'autre de ces deux directions, I'intégrale générale
ne serait plus deéveloppable et aurait une singularité. Clest la
confirmation des résultats donnés a I'article 10 de notre premicre
partie. Nous avons vu, en effet, quil existe des mtégrales ayant
une ligne de rebroussement sur Ja solution singuliére, et qui sont
analogues aux surfaces développables circonscrites a une surface
donnée en tous les points d'une ligne asymptotique.

On peut donner de belles propriéiés des solutions géneérales
dont nous venons de démontrer l'existence, en effectuant une
transformation remarquable de 'équation aux dérivées partielles:
et cette transformation nous feraretrouver, en I'étendant aux équa-
tions aux dérivées partielles, un curieux et intéressant résultat
¢tabli par Poisson(, relativement aux équations différentielles
ordinaires.

Quand T'intégrale singulitre est le plan des xy, I'équation pro-
posée, sans méme qu'il soit nécessaire de la résoudre, est de la
lorme

F ?.,wp 2,p.q)=o0,

F étant une fonction dont les dérivées P,Q, X, Y doivent s’an-
nuler pour p=g¢=2z=o0. On powrra donc la mettre sous la forme

(58) 2@ (&, y)z+Ap*+2Bpg - Cg2+Dp: +Egz + Fe2=o0.

A, B, G, D, E, F étant des fonctions quelconques. L'équation
précédente comprend du reste, comme cas particulier, la forme
sous laquelle se présente I'équation résolue par rapport & 2.

Gela posé, faisons la substitution

v 2

~ 1
2

" Porsson. Sur les solutions particuliéres des cqualions différentielles et des
equations aux duférences. (Journal de U'Lcol: polytechnigue, 13° cahier, p. o.)
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qui donne, en appelant p’, ¢’ les dérivées de 2,

!

p=p<,  g=97

nolre équation deviendra
2" Tﬂ (@, y)+Ap™+ 2Bp'q'+ Cy” +Dp’ MI|_1 Eq wl +F ml = 0.

La solution sinqulicre est mise en factear. Quant a la nouvelle équa-
tion obtenue en supprimant ce facteur, elle ne présente plus de
singularité en aucun point de la solution singuliére. Pour 2'=o0,
r=1r,, y=1Y,, elle devient

2@ (T.yo) + Aup?+ 2Bop’q' +-Cog? =0,

A,. B,, G, étant des fonctions de x., y,. Ainsi, pour chaque point du
plan des xy, le cine (T} des tangentes aux caractéristiques devient un
cone du second degré, et la solution sinqulicre a été complétement éli-
minée; clle ne satisfait plus a équation transformée.

Il serait facile de déduire de cette proposition une nouvelle
démonstration des propriétés des caractéristiques, ui sont, comme
nous l'avons vu & l'article 10, la généralisation de celles des tan-
gentes conjuguées.

Mais il est un fait plus important, que I'on peut conclure de
Ianalyse précédente.

Les anciennes intégrales générales, celles qui étaient tangentes
en tous les points d'une courbe & la solution singuliére, deviennent
maintenant des intégrales déeveloppables de la nouvelle équation.
On a donc le théoréme suivant :

S'il existe une solution singuliére

z=f(r.)

pour laguelle on ait ZZ= o, les intégrales qui lui sont langentes en
tous les points d'une courbe sont représentées par l'équation

. s
= flay) 2
?' étant une série convergente ordonnée suivan! les puissances de xt et
de y.
23.
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Cette proposition était loin d’étre évidente. Car toute série or-
donnée suivant les puissances de deux variables et dont le premier
terme n'est pas une constante n’est pas nécessairement le carré
d’'une autre série.

‘intégrale compléte donne lieu & un théoréme du méme genre:
on verra facilement qu'on peut donner 4 son équation la forme

e[y a4,

ou u et v sont deux séries de wimmmﬁomm entiéres. Je n'insiste pas
sur ce résultat, qui sera confirmé plus tard et genéralise pour le cas
«{'un nombre Asm_oosmcm de variables.

$34. DE LA SOLUTION SINGULIERE DANS LE CAS D'UN NOMBRE QUELCONQUE
DE VARIABLES INDEPENDANTES.

Nous supposerons toujours que la solution singuliére a été ra-
menée i la forme
=0,

el nous écrirons ‘équation aux dérivées partielles

(66) =@ (pispas s Pa) FY(Prae e P By oes ),

@ étant une forme quadratique dont les coeflicients sont des con-
stantes, et Y ayant tous ses termes du second momqm au moins en
Pis o~ Pu» mais de telle maniére que les termes qui sont seule-
ment du second degré en p,, ..., p, contiennent de plus en facteur
une des variables r,, ..., r,.

Cela pose, les formules (44), relatives & une caractéristique

quelconque, deviennent ici

[J uﬁ
p,=o, + - By =& Ag A

(57) ° ¢
E:MhQ\;rT... .~.=HH=+u|R|a.+|...

z=Q(ay, ooy t) + .-
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A la vérité, @ nest pas identique 4 la fonction que nous avons dé-
signée par f, dans les formules (44); pour avoir £, il faudrait ajou-
ter 4 @ les termes de Y qui, tout en étant du second degré par
rapport & py, ..., p., contiennent l'une au moins des variables
Ty, ..., X,; mais ces termes étant de degrés supérieurs a ceux de
2, st 'on considére les variables rf comme infiniment petites, nous
pouvons supposer qu'on les ait réunis aux termes non écrits dans
les formules precedentes.
Pour avoir une surface intégrale, il faut établir entre les arbi-
traires a,, ..., o, et les valeurs mitiales %, ..., r° des relations

telles que I'on ait identiquement

o, 017 - ... a, drd=o0.

Ces points étant rappelés, considérons d'abord I'intégrale formée
des caractéristiques qui passent au point

O ___ 0 ___ . i
T =If= ... =Tp=0

de I'intégrale singuliére. On a, dans ce cas,

.ﬁpl%l*l..., e ey ,N\.Ilwﬂl*l..‘

T da, T e,
Donc, s1 le déterminant des n fonctions linéaires

N2
a, ’

S

s R ]

s
=g

o

n

n'est pas nul, ou si, ce qui revient au méme, la forme @ n’est pas
réductible 4 une somme de moins de n carrés, on pourra tirer
&, ..., o, en fonctionde x,, ..., z,, et, par conséquent, dévelop-
perz,py, ..., p, suivant les puissances entiéres de xy, ..., .r,. Dans

3o

tous les autres cas, l'intégrale existera encore puisque, conume
nous 'avons déjaremarqué, o, ..., a, et, par conséquent, z, 1, ..., I,
peuvent se développer suivant les puissances de p,, ..., p,, mais
elle aura des singularités & son élément de contact. Nous avons

donc le théoréme suivant :

Toutes les fois qu’tl existera une solulion singuliére pour lagquelle
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on aura £ = o, i y aura une intégrale tangenie en un élément de la
solution sinquliére, et jouant, par conséquent, le rile d'une intégralc
compléte ordinaire.

St la forme

) ML
22 Sprop, %i

est réductible a une somme de moins de n carrés, celte intégrale exis-
lera encore, mais clle ne sera plus développable sutvant les puissances
de x,, ..., 2,

Examinons maintenant les différentes classes d'intégrales dont
nous avons reconnu l'existence a 'article 30, et qui sont tangentes
a I'intégrale singuliére en tous les éléments d'un lieu représenté
par une ou plusieurs ¢quations.

Supposons d’abord que Von ait, par Vartifice employé a Tar-
ticle 3o, ramené les équations du lieu des éléments de contact a
la forme

(58) B =0, Ly=0. ..., I=o.

Pour simplifier la résolution de la question que nous avons a trai-
ter, nous commencerons par effectuer une substitution linéaire,
définie comme 1l suit :

Considérons la forme quadratique formée avec les variables

N ST
: 2 L2
(59) 2fj=r] b -,
et la forme (uadratique qui mm:_.m dans I'équation (56)

Blpr. ) .

Il est évident que, de quelque maniére que l'on transforme £, en
une somme de carrés, on retrouvera, en égalant chacun de ces
carrés & zéro, un systéme de relations équivalent aux équations
(58) qui définissent le lieu de contact.

Or, lorsqu’on soumet les variables ;, ..., x, & une substitution




SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS. 183

linéaire, les dérivées p,, ..., p, sont transformées par la substitu-
tion inverse. Il y aura donc, en général, au moins une substitu-
tion linéaire qui aménera f; et @ & des sommes de carrés ),

Soit alors
(60) aP=pi+pi-- ... Py

Fexpression de @, A élant généralement égal & n, mais pouvant lui
otre inférieur. La forme la plus générale que puisse prendre f,

est alors

+a v oA 4a,T

g W -
= T4 2
.‘\_ Q_H_ + i Q?.HT n—p Tn-p

ou les p w_,m::mem carrés correspondent a des dérivées hgurant
dans @, les autres a des dérivées qui disparaissent de @. Le sys-
teme (58) sera donc remplacé par le suivant

(61)

X, =0, .....0,=0,

sur lequel nous allons raisonner. La condition

o u.e_;f cee n_..of%,w:]_l . +R=;x\%ﬁ.;n\+ -+, dr, =0

n’assujettil

3 aucune relation, mais elle ne sera satisfaite que si fes quantités

I 2

o N ,
7] - -

sont nulles.

¢ Dans l'étude de la question si étendue qui nous occupe, nous faisserons de
coté les cas exceplionnels ou cette substitution linéaire n'existerait pas. Gest ce qui
arriverait, par exemple, si les deux formes quadratiques étaient

Ji=xi,  @=pp.
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Les équations de la caractéristique deviennent donc

E_HQ._lT... HHHR~1T...
E?”Q‘?uT.. HT“Q.TlT...
o
=0 x — -

Poir + prt~ T
(62) ;

\v=|1\|_"0+... H:I?\l_”.&.:l?\l_l_l...

\v:lvﬂ”Qﬁl?lT... .H.:...?,HOIT...

\g:“gzl*l... .H,;”OIT...

Pl tp

t"{:*l...

On voit que I'on pourra déduire de ces formules

(o] (]

Qpyeney Oy Ty ooy T

, X O e, O

n—p'=1? “n—p n

©

qu seront developpables en series ordonnées suivant les puis-
sances de

Piv e oo P Cypin oo Tyt a Puyrn s o0 P

mais on ne peut conclure de i que = sera toujours développable
suivant les puissances de x,, ..., x,; car, les développements de
Tn—y's + -+, X, ayant leurs premiers termes nuls et commencant
par des termes du second degré, il ne sera pas possible d'obtenir
pour &, ', ..., &, des expressions développables suivant les puis-
sances de z;, ..., x,. Il faut donc, pour que ce développement
suivant les puissances de x,, ..., , soit possible, que les équa-
tions (61) de la courbe de contact contiennent seulement les va-
riables pour lesquellesles dérivées correspondantes figurent dans @.
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Alors les macmaozm de la courbe de contact seront

On aura, pour les om?o__mlmmmcmm.

\E_”Q._..T... L= -

P [ [

A@.Mv A \.VT+_\\“O+. © .ﬁ?+-n_&.1+~
pp=—0-+ -+ Hzﬂam+ e
NHE._..W+F.+...

et, par suite, les termes du second degre dans z ?65&.03 Ia
forme tres simple
_ atayt ..

2

2 4.

\ous obtenons donc la proposition suivante :

St l'équation aux dérivées partielles V
Flz,xz,pr)=o0

admet une solution sinquliére pour lagaelle onaZ = 0,1l y a, en dehors
de lintégrale singaliére et de l'intégrale compléte déja étudiée, n—1
classes d'intégrales, jouant le role des intégrales géncrales de Lagrange

") A la vérité, ce théoreme ainsi que le suivant paraissent démontrés seulement
pour le cas ot le lieu de contact est représenté par les équations particuliéres

1 =0y oo ny Ty = 0.

Mais on peut, comme nous I'avons déja fait a I'article 30, ramener tous les autres

Sav. ETRANG. t. XXVII, — N° 2. 24
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et tangentes a la solution singuliére en tous les points d'un licu repré-
senté par une, deur, ..., n—1 équations.

Si la forme quadratigue

X X5 dredm

est réductible a une somme de A carrés, loules les inlégrales pour les-
quelles le lieu de contact serait représenté par plus de A équations ne
cessent pas dexister, mais elles ne sont plus développables suivant les
puissances de x,, . ..,x,. Parmi celles pour lesquelles le licu de contaci
est défini par A ou moins de A équations, il y en a aussi plusieurs qut,
sans cesser dexister, cessent d'élre développables.

Mais nous pouvons ooE_L&m_. ces résultats et donner des expres-

cas & celui-la. En effet, siles equations du lieu de contact sont, d'une maniére ge-
nérale,

&£ H.\.~A.H.:+T ey _H:V,

B R R

£y = .L..E,.TL LR .&L ’

on substituera & .r,, .. ., &, les variables suivantes

Avec les nouvelles variables, les équations du lieu de conlact deviendront
X[ =0, ..., L,=0,

et I'on sera ainsi ramené & la queslion vmlmn::mam traitée dans le texte. D'ailleurs
toute fonction développable suivant les puissances de

a\ ! ~
R;. R | b::.»:TTt ...,.N.

n

I'est aussi suivant celles de

I TR ¥ ST

et réciproquement. Nos théorémes s'étendent done immeédiatement au cas ot le
lieu de contact est représenté par les équations les plus générales.
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sions remarquables pour les equations de ces différentes classes.
Reprenons 4 cet elfet dasm&os

PO e R ot S R

2

qui convient a I'une f—m_oo:a:m d’entre elles;

étant les équations du lieu de contact, il suit de la que, pour

L =Ty= ... =2p=0,

non seulement z, mais p,, ., ..., pu, seront nulles, et cela, quelles
que solent les variables x,,,, ..., r, qui figurent dans Pexpression
de z 4 partir des termes du troisiéme et du quatrieme degré. Or
cela ne peut avoir lieu que si tous les termes du développement con-
tiennent, soil le carré de une des variables x,, ..., x,, soit le produit
de deux de ces variables. L'expression de z sera donc de la forme

>~aw+ |_|> &?ATQMM_WN»&..H»,

(64)
Lh=1,2,....n

Ay, ..., A, By étant des fonctions quelconques dont le développe-
1
ment commence : 1° pour AL ... >: par une constante m“ 2" pour

By par des termes au moins du premier degré. Cette propriété
des développements de A,, By, résulte de expression déja trouvée
plus haut pour les termes du second degré du développement
de z.

On peut o_:.mz.:. une expression plus ¢légante par la décompo-
sition en carrés. Licrivons

B, 2y B s -
1 s . v +®(x,...,x,)
A VA VA A ?v
/\>T —— sont développables suivant les puissances entiéres et po-

VA,

24.

188 G. DARBOUKX.
sitives des variables x;, puisque le premier terme de A, est la con-

stante w Donc on a
‘2
=x, + D (xg, ovhmy),

x; désignant une série de puissances entitres. Quant 4 la fonction
®, elle contient une variable de moms que z, mais il est facile de
voir qu'elle jouit des mémes propriétés. Par exemple, le nouveau
coeflicient de r3 sera

Or, B, s'annulant avec toutes les variables, on voit que le nouveau
coeficient de 3 sera encore un développement commencant par

1 . A .
la constante 3 En mc:_.m:_éi donc le méme raisonnement on

mettra z sous la forme mFm,::m

! ! r
L) 9 Q
Z=x" i IR ;
. +am+ +ar

et I'on aura démontre le théoréme suivant :

Quand une équation aur dérivées partielles a n variables indépen-
dantes a une solution singuliére pour laquelle on a Z= 0, 1l y an classes
d’intégrales développables. St

=[x, - en, )

est U6 cquation de la solution singquliére, les mlegrales de la premiére
classe seront représentées par une équation de la forme

NH.\.A&T R A L

w, = o0 élant Uéquation du liew de contact. Celte premiére classe con-
tiendra les coefficients d'une fonction arbitraire de n— 1 variables.
ieme

Les intégrales de la k
de la forme

classe seront représentées par une équation

2

u”\?.t . v+= .T: e

k
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qui contiendra les coefficients de k fonclions arbitraires de n —k va-
riables.
itme

Les intégrales de la n
de la forme

classe seronl representces par une équation

«H\Aﬁi e HL..T:.M‘T R 'T:wz

el dépendront de n constantes qui sont les coordonnées du poinl de con-

lact avec N.S&%.a\m z.zui&wm.

St la forme
2F
> dp; dp,

0P 0Py,
est réductible & une somme de n—p carrés, les p derniéres classes
subsistent, mais les développemenls précédenls ne leur sont plus appli-

cables.

On peut, ici encore, étendre le résultat de Poisson et éliminer
la solution singuliére. En effet, I'equation aux dérivées partielles,
résolue ou non résolue par rapport a z, peut se mettre sous la
forme

(65) 2@ (x, .. .,.HavmlTMM?::?l;memFNJTN_O%Hc,

A, B;, C étant des fonctions quelconques de toutes les variables.
Effectuons la substitution

. ' ’ st ~ ' 2 .,
qui donne, en désignant par p; la dérivée de z' par rapport & x;,
L
piZ=p:

r.mm:mto: précedente deviendra donc

(66) 2*[@ (2. - )+ 2 X Awpp+ X Bip 7+ G | =o.

La solution singuliére est ainsi mise en facteur et ne satisfait plus
i la nouvelle équation qu’on obtient en supprimant 22, et qui, pour
¢ =0, ne présente aucune singularité. On retrouverait amnsi tout
de suite notre premiére classe de solutions générales. Car il est
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évident que la nouvelle équation admet des solutions dévelop-
pables =/, d'oti 'on déduir:

‘a
»'2

~ ==

2
l.es autres classes apparaitraient d'une maniere beaucoup moins
sunple.

Les résultats précédents nous paraissent établis en towle ri-
gueur; mais comme le caleul direct des termes du second degré
de : présente un intéressant probléme d’analyse, jai cru utile de

le traiter directement. Soit

22 =3 Faypipt =Py p)

‘équation aux dérivées _VE.:.W:mm. I.e calcul des termes du second
degré se ramene 4 la solution de la question suivante :

Trouver tous les polynomes homogénes du second degré satisfaisant
a léquation anx dérivées partielles

P (prs e pu)-

Pour résoudre cet intéressant problenic d’analyse, nous suppose-
P Y PP

o
2z

rons d’abord que, par une substitution liméaire quelconque, on ait
ramené @ a une somme de carrés. Alors 'équation & resoudre sera

: 2 2
AG.NV wv“\»_lT...lT\y».
Quoique z soit mconnue. nous admettons qu’il y aura toujours i

Y En effet, on peut toujours écrire {a valear incomue de z sous Ia forme

P . N N . N S

2=Q s Xy 2y P, Py ()
P,.... _uy étant des fonctions linéaires de Ty prr vy Effectuons sur les va-
riables 2, .. ., x, une substitnlion orthogonale qui raméne @ a4 une somme de

carrés, z prendra la forme

z=Aai+ A P .[Tby@w.T%,\,.pm}f R AR
ou ¢ est au plus égal 4 X et U'équation aux dérivées partielles sera tnujours
{a) 2I=pi+ - 5

Je dis que toutes les fonctions P, pour lesquelles & = g sont nulles. En effet. si 'on
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une substitution orthogonale, la ramenant 4 une somme de carrés.
et laissant invariable la somme

R:T Ce +ww.

Supposons effectuée cette substitution inconnue; z prendra la
forme

2Zz=0a L+ - o x
1 1 n n

et Pon devra avoir

2 .2 2 .2 2 b4
os%_Jr Cee Jray.%»lg_&_xT <. +9;&=,

ce qui donne les équations

2
ce 0 ==A, O, =0, ..., 0, = 0.

2
9_;1 A AT A g

~g

substitue la valeur de z dans 'équation précédente, le second membre ne con-
tiendra pas @, si h = p; il fuut donc que le premier membre ne le contienne pas
non mu_:w et, pat oo:mmpcm:". que I'on ait

P,=o0, st h=>p.

On peut donc donuer a z la forme suivante

=2+ A Py pp U )

Subystituons aux variables &y, les suivantes

-— P
&, VA, e =
2/A,
X <\>:l+|vﬁ)|”a\ .
rYV T mz\»: #s

les dérivées p,, ..., p, ne seront pas changées. L'équation aux dérivées particlles

“
conservera sa forme et z deviendra

2=A x4 .- 22 -
z=A a2+ +>:&:+%L&>+T..;&L.

Sil'on effectue entin sur By s - X, UNE substitution qui raméne la fonction ¥, a

une somme de carrés, on aura obtenu la forme de z qui va nous servir de point de

départ.
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Nous obtenons ainsi les diverses solutions suivantes

2 2
2=+,

22— - 41

La premiére oozammﬁo:@ évidemment & la solution singuliére. Mais
il faut maintenant effectuer en sens inverse la substitution ortho-
Wo:m_o qui a ramené z & une somme de carrés en laissant inva-
riable la somme
2 2
\ﬁ IT PN |T\gv .

A ;plll: arbitraires. Mais

lL.es substitutions de ce genre contiennent

pour avoir le nombre de constantes réellement distinctes contenu.
par exemple, dans la solution

MMUHTT c Jr&w,
il faut retrancher :
IH . . .
1° Le nombre EIWL de constantes arbitraires qui sont con-

tenues dans la substitution orthogonale effectuée sur z,, ..., z,,

substitution qui n’aurait aucun effet sur z;
A—pi(A—p—1
92

2° Le nombre ( ) de constantes contenues dans la

substitution orthogonale effectuée sur
2 9

Py T 0
qui laisserait cette somme invariable et ne changerait pas z. I
reste ainsi (A —p) constantes arbitraires ponr la classe consi-
derée.

Dans le cas général ol A=n, cela répond bien aux résultats
précédemment obtenus, p fonctions de n — p variables contenant
bien u (n — p) coeflicients dans leurs termes du premier degré.
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Signalons ce résultat curieux : ce n'est pas I'intégrale la plus

générale qui contient le plus de coefficients arbitraires dans les
termes du second degré.

§ 35. EXAMEN DES SOLUTIONS SINGULIERES EXGEPTIONNELLES.

Aprés avoir traité d'une maniére détaillée le cas o ZZo,
disons quelques mots des solutions pour lesquelles I'équation aux
dérivées partielles ne pourra étre résolue par rapport 4 z. Nous ne
nous occuperons que des intégrales pour lesquelles z est une fonc-
tion développable de «,, ..., z,. Soit

Flz,z,, ocos@uspis ooy pu)=0

’équation aux dérivées partielles. Puisque Z,P,, ..., P, sont nuls
pour z=p, =...=p,—o0, cetle équation ne contiendra que des
termes du second degré au moins en z,p,, ..., p,.

Ecrivons les termes de degré moindre contenant p, ..., p,,
ceux de degré moindre contenant 4 la fois p,, ..., p, et z, et enfin
ceux de degré moindre contenant z seulement. Nous aurons ainsi
une équation de la forme

(68) @(prs ooy pu) 2 (prs ooy pu) AN+ .. =o0,

ou les termes non écrits sont de degré supérieur par rapport 4
ceux que L'on conserve et oit A" est au moins égal a 2. D'ailleurs
le degré de ; ne peut étre supérieur a celul de @; car autrement
le terme z*; serait de degré supérieur & @; par conséquent, la
somme X z%y; se compose toujours d'un nombre limité de termes.
La méthode & appliquer étant toujours la méme, et reposant
sur I'emploi du parallélogramme de Newton, je me contenterai,
pour plus de simplicité, d’examiner le cas ou la somme Z 2A4; se
réduit & un seul terme. Alors I'équation aux dérivées partielles peut
.
s'écrire

(68 bis) @ (p,, -+ pu)+Z ¥ (p,, - s p)HAS + o =0,

A étant une constante. Soient [, ['les degrés de @ et de 4.
Sav. Etuane. t. XXVIL — N° 2, 25
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Si a est le degré de z, ceux des différents termes seront :

pour @(prs vvespn)s [{oo—1),

pour Y(p,, - - :?v%, C,._xSRlN_EJ
N '

pour z, Ao,

Cela posé, construisons sur un plan (fig. 7)les trois points A, B, C.
dont les coordonnées sont respectivement :

pour A, r=1, y=-—1,
pour B, r=(A410), y=-—1,
pour G, r=2N, y=o.
Fig. 7
y G
0 G L
// .
/ A
,

1

¥1 On pourrait faire i cette détermination du degré des différents termes unc
nbjection qui ne se présenle pas dans le cas d'une seule variable indépendante.
Quand on substitue dans chacun des deux termes @{p,, ....p,), 22¢(p,....p,).
I'expression de z, les degrés de ces deux termes sont, en général, I{a—1),
A+l)ya-1T, _,mmwonn?mgm:f mais on peut objecter que, si les termes de degré
moindre de z satisfont, par exemple, & I'équation

Y{p.....p,)=0,

le degré de z*{ pourra s'élever; ce qui metira en défaut les raisonnements qui vont
suivre, et qui s’appuient sur la détermination exacte de ce degré.

On reconnaitra aisément que cetle circonstance ne peut se présenter que si Fon
cherche les intégrales tangentes a I'intégrale singuliere suivant des courbes exception-
nelles. Nous laisserons de coté I'examen détaillé de cette question, car nous n'avons
pas l'intention d’étudier les intégrales singuhieres exceptionnelles d'une maniére
aussi compléte que dans le cas ou 'on a Z différent de zéro.
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Nous remarquons que le point A est sur la bissectrice de I'angle
des axes 20y, que le point B est au-dessus de cette bissectrice et
au-dessous de Ox, que le point G est sur Ox.

On verra facilement que, si par les trois points A,B,C on
meéne des droites de coeflicient angulaire négatif égal au degré de
z changé de signe, —a, les ordonnées & Vorigine de ces droites
donnent les degrés des termes conservés dans 1'équation, termes
dont I'un au moins sera toujours de degré moindre que ceux qui
ne sont pas écrits.

Cette remarque étant admise, considérons les différentes dispo-
sitions des points A, B, C. Supposons d’abord que les points B, C,
comme cela a lien dans la figure précédente, soient a la droite de
AG, ce qui équivaut aux inégalités

A=, V=1
Dans ce cas, toute droite menée par A et ayant un coefficient
angulaire négatif et supérieur 4 1 en valeur absolue laissera B, G
au-dessus d’elle, et, par conséquent, les termes de degré moindre
dans I'équation seront
P (Pirv-esPa)-

Donc les termes de degré moindre de z devront satisfaire 4 I'équa-
tion
(69) @ (Pis -erpu)=0.
Je dis que, dans ce cas, il ne saurait y avoir d'intégrale générale
tangente 4 la solution singuliére en tous les points d’'un lieu quel-
conque.

Supposons, en effet, que, par un changement de variables, on
ait ramené I'équation de ce lieu 4 la forme

X =0;

st le lieu de contact a été choisi d’'une maniére quelconque, la
forme @ (p,, ...,p,) sera compléte et contiendra notamment le
terme en p;. Cela étant, substituons les termes de degré moindre
de 2.
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z sannulant avec x,, son développement et, par conséquent, ses
premiers termes contiennent z, en facteur. Soit

z=2lf(x), oo, 1)

le premier terme du développement. On voit bien que, si on le
substitue dans ’équation

@ (pys --+1pu)=0,

le terme en p] sera de degré moindre par rapport a r,, et ne
pourra se réduire avec aucun autre. Il est donc impossible de satis-
faire & I'équation aux dérivées partielles.

Cette conclusion, dont nous aurons & faire usage plus loin, s'ap-
plique sans aucune modification & I'équation générale (68) toutes
les fois que le degré de @(p,, ..., p.) est manifestement inférjenr
4 celui de tous les termes conservés.

Remarquons bien que, si I'analyse précédente exclut les solu-
tions tangentes suivant un lieu quelconque, elle n'indique rien
sur le cas exceptionnel ol le lieu de contact serait tel, que le terme
en p; disparaitrait de la forme @. Nous montrerons plus loin sur
un exemple particulier quil peut exister de telles solutions, que
I'analyse précédente n’exclut pas.

Quot qu'il en soit, un point essentiel est obtenu : nous voyons que
la théorie des enveloppes ou de Uélimination des constantes ne nous
aurait pas conduits & de telles solutions singuliéres.

Examinons maintenant le cas (fig. 8) ou, le point C restant a
droite de AH, le point B est placé a gauche et, par conséquent,
dans T'angle OAH. Nous venons d’examiner les solutions dans les-
quelles les termes en @ seraient de degré moindre, et nous les
avons écartées. .

Mais 1c1 1l y en a de nouvelles, pour lesquelles les termes cor-
respondant aux points A et B seraient de méme degré.

Le degré de z sera le coeflicient angulaire, changé de signe, de
la droite AB. Il faut que ce degré soit entier, et 'examen de la fi-
gure montre qu’il sera alors au moins égal & 2. Soit « ce degreé.
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’
=%

Posons P
a

b

on aura, en désignant par p; la dérivée de 2’ par rapport a r;,

E_.”EMNAQI 1),

‘équation aux dérivées partielles contiendra z
deviendra, aprés la suppression de ce facteur,

GAR, ..:RvL_umw%AR. ...,wpv+>m‘»+...

k désignant la différence positive Ao —{ (& —1).

-1l an factewr et

o,

Fig. 8.

A

On voit que la solution singuliére n’est pas éliminée; mais
on est ramené & une équation qui admettra, en dehors de I'inté-
grale z’=o0, des solutions pour lesquelles p;, ..., p, ne seront
plus nulles, et qui seront par conséquent développables en série.
A ces solutions de I'équation transformée correspondront des so-

lutions de la proposée de la forme

z=U"

U désignant une série de w.:mmmm:oam.
Remarquons que la proposition wwmommmim m,mww:m:@:_ encore
st le point G, étant & gauche de AH, reste & droite de la ligne AB.
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Supposons maintenant (fig. 9) que le point Csoit a la gauche du
point B', ot AB coupe Ox. La solution précédente ne pourra plus

Fig. g.

convenir, mais il y en aura une, dans laquelle les termes corres-
pondant & A et C seront du méme degré. Supposons que ce degré
soit entier et égal a a'.

Si nous faisons

2z o 11— 1 ’
Z=—7 pi=2 P

‘équation aux dérivées partielles prendra la forme
s X ! ' St ! ! IWI I
(70) 2" [@ (P v o)+ Y (Pl ph) F | =0

La solution singuliére sera en facteur; mais ici la .mﬁ%ammmmos de
ce facteur I'éliminera complétement. Il restera une équation aux déri-
vées partielles ne presentant plus aucune singularité, et donnant des
solutions développables U, auxquelles correspondront des solutions
de I'équation proposée
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Un dernter cas trés remarquable (fig. 10) est celui ou la ligne
brisée ABG tourne sa concavité du c6té des y positifs.

Fig. 10.

=}
8

Dans ce cas, deux groupes de solutions distinctes pourront se
présenter dans la méme équation. Il y aura d’abord les intégrales
déja considérées en premier lieu, et pour lesquelles les termes
correspondant aux points A et B sont du méme degré. Mais il
pourra y en avoir d’autres encore, pour an?m:mm ce seront les
termes correspondant aux points B et G qui seront du méme
degré. C'est ce qui arrivera toutes les fois que le nombre déter-
miné par I'équation

A4 {a—1)=2~Aa

sera entier. Si I'on pose alors

- a
2=

*IN,

‘équation prendra la forme

Na ik / ! ! ! A ,
dE[EQ (P PP P+ e ] =0

r

Ici jencore, la nouvelle équation en 2/, aprés la suppression du
facteur =", n’admettra plus la solution singuliére, qui se trouvera
ainsi élimimée. Il y aura donc des intégrales générales de deux
espéces différentes, tangentes & la solution singuliére. Suivant la
méme courbe, il y en aura une de chaque espéce.
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Nous nous contenterons de ces indications trés rapides, et nous
ﬁ%:m:@wo:m les resultats précédents a Iexamen des cas les plus

simples.
Dans le cas ot 1l y a une solution singuliére formée du plan des

'

xy et pour wmacmzo Z est nul, la forme la plus simple de I'équa-
tion est celle dans laquelle les termes de degré moindre sont

(71) S Sauppot- 2 S pitcit

Dans ce cas, quel que solt le degré de z, les termes de degre
moindre en x,, ..., x, seront

M Mﬁﬁ.\n\wm\;.

et, par conséquent, il n'y aura pas d’intégrale tangente en tous les
points d'une courbe guelconque & cette solution.

Il ne sera pas inutile de confirmer ce résultat par quelques
exemples simples.

Prenons, par exemple, I'équation

plg—:)=o,

qui admet les deux espéces %E&mw&mm
=fl) i—pla)e

Les premiéres pourront étre tangentes au plan des xy, mais ce sera
alors en tous les points d'une droite paralléle 4 I'axe des x. Les
secondes pourront aussi étre tangentes au méme plan, si @ (z) et
@ (x) s'annulent pour une valeur de x. Mais alors elles seront tan-
gentes en tous les points d'une parallele a T'axe des y. On voit,
d’ailleurs, quil y aura une infinité d'intégrales qui ne seront pas
tangentes 4 la solution singuliére.
T'raitons encore I'équation

pg==:"

On reconnaitra facilement que, s'il existe des solutions dévelop-
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pables tangentes 4 la solution singuliére, & w,oEmEo par exemple,
leur développement est de la forme

P h41 h+2 2
=0T +R_a y4-a,x YA

ou de celle qu'on obtiendrait en échangeant x eny et y en x.
Le développement précédent peut s'écrire

z—a" @ (xy).

Cette remarque va nous permettre d’en déterminer les coeflicients.
St nous substituons en effet cette expression dans 'équation aux

=uxy et @' l&lﬁ,

do

dérivées partielles, nous trouvons, en posant o

hQQ' + a@?=@*(a),
¢ —h=/Fiim

(] 20

En prenant le signe + au radical, on trouve une valeur de @ res-
tant finie pour =0

ce qui donne

<_._ + hxy

p=C
CT_./;» N.a.v\

d’'oli résulte pour z 'expression
2= Cz El ,
—_—h
(k4R +hay)
qui représente toutes les solutions tangentes a I'intégrale singuliére
suivant I'axe des y. On aurait des solutions analogues pour toutes
les paralléles aux deux axes.
Examinons maintenant le cas ot les termes du second degré en
i+ + .-, p. manqueraient dans Péquation, et seraient remplacés par
les termes du troisiéme. L'équation deviendra

(72) M.a;%..P.PxTNM9?&+>>%+...Ho.
Sav. Ernane. t. XXVIL — N° 2. »6
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lci, conformément 4 la théorie générale, posons

"

9:=2", pi=1:"pi

L'équation deviendra

P (B awpipopit D bipi AT ) =0

On voit que la solution singuliére ne peut s’éliminer : elle subsiste
dans la nouvelle équation, mais comme solution ordinaire. Lia nou-
velle équation n'offre d’ailleurs aucune singularité. Pour z =1, =
... =x,=o0, elle se réduit a

N @i pipi+ Dby =

Il y aura donc une infinité de solutions développables pour 2’ et,
par conséquent, pour : une infinité de valeurs de la forme

—U
Supposons enfin que les termes en p; =, disparaissant a lewr tour,
solent remplacés par des termes du second degré enp,, ..., p,. On
aura I'équation
)
M A Pi PrP1t+ me byp:p+9AZ - - =o0.

En posant, conformément & la méthode générale, z—

lrouvons

(73) " (Dampipipi+< BbapipptA+---)=o.

La solution singuliére est mise en facteur et ne satisfait plus
Féquation transformée, quu, pour 7=

MF.:P pip+A=o0

et n'offre aucune mmsmimi&. Il y aura donc pour z des solutions
de la forme

I = ... =2X,=0, se réduit i

Nous ne poursuivrons pas ces mm%:om:obw de la méthode gé-
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nérale; mais nous ferons remarquer, en terminant, une consé-
quence des recherches précédentes.

A Tarticle 22, nous avons considéré certaines équations aux
dérivées partielles dont les intégrales générales ont, avec l'inté-
grale singuliére, un contact du second ordre au moins, suivant
une courbe que T'on peut choisiv arbitrairement; ces équations
sont telles que 'on a Z= o, pour tous les points de I'intégrale sin-
guliére, et par conséquent elles sont de la forme de ‘équation (68)
que nous venons d'étudier. D'ailleurs nous avons établi, 4 Tar-
ticle 22, que les dérivées secondes du premier membre d'une
telle équation, par rapport 4 p,, ..., py, dolvent s’annuler, quand
on y

W

substitue les valeurs de =z, x;, pj, relatives & un élément quel-

.

conque de lintégrale singuliére : cela signifie que, pour I'équa-
tion aux dérivées partielles écrite sous la forme (68), les dérivées
AL AR

i ap,opy
cest-a-dire que la fonction @ (p,, ..., p,) doit étre du troisieme

du ?.952. membre doivent s'annuler pour z=p;=o,

degré au moins, par rapport aux variables p; dont elle dépend.
Clest ce dernier résultat que nous pouvons maintenant confirmer
et démontrer d'une nouvelle maniére.

En effet, toutes les fois que la fonction @ (p,, ..., p,) est du
second degré seulement en p,, ..., p,, les termes @ (p,, ..., pa)
sont ceux du plus petit degré de I'équation aux dérivées partielles;
et les recherches précédentes nous ont appris qualors 'équation
ne peut pas admettre d'intégrale tangente swivant un lieu quel-
conque & I'intégrale singuliére. Toutes les fois qu'il y aura de telles
intégrales générales, ce qui a lieu pour les équations aux dérivées
partielles considérées a 'article 22, il faudra donc que la fonc-
tion @ (py, ..., p) soit au moins du troisieme degré.

(est ce qu'il est aisé de vérifier sur tous les exemples que l'on
peut former directement.

Considérons, par exemple, les surlaces

ce"?nl:vw..TC.Mom,

* 2
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qui sont osculatrices au plan des xy. Leur équation aux dérivées
partielles est

ou, en développant,

(est bien la forme que nous devons trouver, celle de I'équation
(68), ol les termes indépendants de z sont du troisiéme degré an
moins, en p, ¢.

D'une maniére plus générale, considérons le cas de n variables

et partons de Pintégrale compléte

—a,)  (x a (x,—a,y

:_|T||=7Tvu .. n nt
L

(x, —a,)?
(74) Pyl RenlY T
on aura icl
pi=x; —a;, pour i<<m+-1,
pi=(x;—a;)* pour i>m,

et, par conséquent, 'équation aux dérivées partielles admettant
‘intégrale compléte (74) sera, sous forme irrationnelle,

N”U”+...+ﬁ..sl_lﬁs+..+...+ﬁ=.

2 3
Si I'on rend cette équation rationnelle, on verra sans peine que la
fonction @(p,, ..., p,) est de ordre 3 x2»—™~?, toujours égal ou
supérieur a 3.
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QUATRIEME PARTIE.

ETUDE D'UNE CLASSE IMPORTANTE D’EQUATIONS
AYANT DES SOLUTIONS SINGULIERES.

La théorie des solutions singuliéres trouve son origine dans
‘étude de I'équation de Clairault

y-og=/ (%)

Jusqu'a T'époque de Clairault, les géométres avaient essayé de
résoudre les équations différentielles en lesmettant sous une forme
intégrable. Il fallait au contraire différentier I'équation précédente
pour en avoir la solution. Ce fait frappa vivement les géometres :
Euler, Lagrange, le citent dans leurs travaux sur les solutions sin-
guliéres; Lagrange surtout I'a beaucoup étudié, et il a fait con-
naitre toute une classe d’équations différentielles analogues & celle
de Clairault, qu’elles comprennent comme cas particulier, et dont
Pintégrale s'obtient egalement par une simple différentiation.

La théorie de Lagrange a été beaucoup étendue dans un des plus
beaux mémoires de M. Serret (Journal de Liouville, t. XVII, p. 1,
17 série). Mais rien encore de général n’a été fait dans cette voie,
croyons-nous, pour les équations aux dérivées partielles. Cette
partie de notre travail montrera que la théorie de Lagrange et de
M. Serret peut s'étendre aux équations aux dérivées partielles a
un nowbre quelconque de variables indépendantes.

Prenons d’abord I'équation de Clairault généralisée

A_v Nl.ﬁfﬁhulﬁm.ﬂml...Iwyz,ﬁzn.\.cv:..., -czv“
st on la différentie totalement, on trouve

of . of _
Auv AH_ITMEJV &EHIT ...:.TAh.szM.IBMv &E:.IO.
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Cette différentielle totale ne contient les dérivées du second ordre
que dans les n différentielles dpy, ..., dp,. Cette remarque suffit a
en donner la solution, surlaquelle je n'insiste pas, et qui se trouve
dans le mémoire déja cité de Lagrange. Mais elle va nous metire
sur la voie de la généralisation de cette théorie particuliére.

§ 36. GENERALISATION DE LEQUATION DE CLAIRAULT.

A cet effet, nous chercherons les équations aux dérivees par-

tielles
Z=o0

(ui jouissenl de la propriéié fondamentale de I'équation (1), c'est-
a-dire qui sont telles que leur différentielle totale soit de la forme

dZ.=P,dX,+ ... +P,dX,,

P, oon Py Xy, X, étant des fonctions de z, ), ..o, o, pysy - s Pue
Pour que dZ soit de cette forme, il faut que, dans _,mx?.mmmmo:

&Nlﬁuu&xul L !-Hu:&vmz,

ordonnée suivant les différentielles des variables x;, p;, 2, les coeffi-
cients de dp,, ..., dp, soient identiquement nuls, et que les coeffi-
cients dedx,, ..., dx, le deviennent aprés qu'on a remplacé dz par

prde; 4 ...+ poda,.

H faut donc, si I'on considere les différentielles de z, xr;, pr comme
indépendantes au méme titre, que 'on ait 1dentiquement

(3) dZ—PdX,— ... =P dX,=p(dz—p,de,— ... —p,dxr,).

(’est 'équation que nous avons traitée au commencement de la
deuxiéme partie, et dont nous avons donné la solution générale.

On sait que cette solution s'obtient en écrivant h relations
quelconques entre Z,X,, .... X,,z, 2, ....1,

.r“;”O._......_SN“O,,
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et en écrivant que I'équation (3) est équivalente 4 une combinai~
son linéaire

Myt A =0

des différenticlles des équations précédentes.

Nous avons vu aussi que l'intégration de toute équation aux
dérivées partielles permettra de trouver des fonctions Z, X;, P}, sa-
tisfaisant & l'identité (3).

Réciproquement, supposons qu'on ait trouvé 2an- 1 fonctions
Z.,X;, Py, satisfaisant 4 T'identité (3). Je dis que toute équation de
la forme

(4) U=/(Z,%. %5, ..., X,) =0

pourra éire intégrée et aura, en général, une solution singuliére.
En effet, on a identiquement

A= dz+ S dX, + - - - +5E dX,,

ou, en substituant & la place de dZ sa valeur déduite de l'iden-

ute (3),

(5) &GUM AWIWM._ITWFV dX;+p3z 2 (de—pdx,— - - - —p,dax,).

Maintenant, st I’'on considére z comme une fonctionde z,, ..., x,
et py, ..., ps COMME ses dérivées, on a

dz=p,dx,+ . . . +padr,,

et 1l reste
. O /0
() dU= 3, (3 P+ 3k) oX:
Puisque dU est nul, il faut qu'il y ait une ou plusieurs relations
entre X,, ..., X,. Solent

M_”\H ANNZ ey x-v‘
(7) ce e

toutes celles de ces relations qui sont distincies. En substituant les
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expressions de dX, ..., dX;_, déduites des formules précédentes,
et en écrivant que la différentielle de dU est nulle, on aura

W3 (P 3L %bl_.Tm_u,,JrKlo

X,/ X, X,/ X, X

)] A :
d 3 \Mfe, 2
(P ?p ) e Y P+ik =

Ces n—k-+1 relations, jointes & I'équation proposée (4) et aux
relations (7), établiront n 4-1 relations entre les 2n +1 indéter-
minées z, &;, pr. Du reste, en vertu de I'identité (5), ces relations
établies entre Z, X;, P donnent

dz—p,de,— ... —p,dr,=o.

Nous aurons donc une solution de I'équation proposée.

Dans ce qui précéde, nous avons negligé le cas ott, dans la for-
mule (6), on annulerait tous les coefficients de dX,, ..., dX,, ce
ui donnerait

(9) P, +,<

Ce systéme, qui, joint & 'équation proposée, définit généralement
Z, Pi» -+, P en fonction de x,, ..., x,, correspond a la solution
singuliére. En effet, si les équations (g) sont satisfaites, U consi-
dérée comme fonction des 2n 1 variables indépendantes z, x;, p;
satisfera, en vertu de I'identité (5), & 'équation

J
dU=p3f (de—p, de,—- - -=p,dz,).

ce qui est la définition méme de I'intégrale singuliere.

Toutefois, I'existence de la solution singuliére demeure évi-
demment subordonnée a cette condition que les equations qui la
définissent ne deviennent pas impossibles.

Remarquons aussi que, si la méthode précédente nous conduit
a une premiére solution singuliére, etle n'exclut pas la possibilité
d’autres solutions de méme nature.
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§ 37. APPLICATIONS DE LA THEORIE PRECEDENTE.

Prenons d’abord

L—pr4qy—z
X=p P—=r
Y=g Q=y.

On a identiquement
dZ —PdX - QdY =— (dz — pdx — qdy).

‘équation dont le premier membre est une fonction de X, Y, Z,
prend ici la forme

(10) c—pr—qy=£f(p.q),

et elle a généralement une solution singuliére, obtenue par I'éli-
mination de p et de ¢ entre 'équation précédente et les suivantes

of oo
(11) x-+L=o0, Y+5g=0
On sait que, le plus souvent, cest cette solution singuliére quu
donne la vraie solution de la question proposée. .
Soit maintenant
=7 pI
=p P=-=x
Y Q=y.

=~ <IN

I

On a
dZ. —PdX — QdY =dz — pdx— qdy.
m:,o.bwozﬁo_,mm:m:ob

(12) z—px=f(p.y),

sa différentielle totale sera

— H%ITQ&V\HP\%.TQ\.&?

p ay
Sav. Etranc. t. XXVIL — N° 2. 27
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rus&mg_m singuliére s'obtiendra en ajoutant a la proposée les
deux suivantes

(13) —z=3,  g=

=5y
el en éliminant p el ¢ entre les trois équations ainsi formées. 1.’éli-
mination de ¢ est immeédiate.

1 n’est, du reste, pas difficile de faire la théorie géomeétrique de
‘équation (12). Elle exprime que les tangentes a la surface cher-
chée qui sont paralléles au plan des xz sont aussi tangentes & une
surface fixe (Z). La solution générale sera donc la surface engen-
drée par une série de tangentes de (Z) paralléles au plan des zz.
et la solution singuliére sera la surface () elle-méme.

Prenons encore I'exemple suivant

N“N:+.l||~w.||||lil|4
Vitpite
Rp
N“.H..ll ) wuwg
Vitptg /
R
.‘H ‘I~ Q Y = (.
v A

On a identiquement
dZ — PdX — QdY =dz — pdr — qdy.
L’équation
(14) f(X,Y,Z)=o0
a une signification géométrique trés simple. En effet, X, Y, Z sont
les coordonnées d'un point situé sur la normale, 4 une distance R
du pied de la normale. L’équation (14) exprime donc que {a nor-
male a la surface cherchée vient couper la surface (2), représentée
par I'équation
flag.g)=o.

en un point situé 4 une distance R du pied de cette normale.

Les intégrales générales de 'équation (14) seront: 1° une sphére
ayant son centre sur (I) et de rayon R; 2° une surface-canal

ayant pour ligne des centres une courbe quelconque tracée
sur ().
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intégrale singuliére sera la surface paralléle menée & une dis-
tance R de (2).

[l est inutile d’insister; nous savons comment on résoudra d'une
maniére générale I'identité qui nous a servi de point de départ, et
il n'y aurait aucune utilité & multiplier les exemples. Je me con-
tenterai donc, en terminant, de traiter le cas ou, pour résoudre
I'identité

dZ —PdX — QdY =p (dz —pdr — gqdy),
on partirait des deux relations
X2 Y2 72— r? oy 22,

(13) Xr+Yy+Zz=o.

On aurait alors (article 16)
X+PZ+A(x+Pz)=0, —x—pz+A(X+pl)=o,
Y4 QZ-| A(y+Qz)=0, —y—gz+A(Y+¢Z)=o.

Ces identités expriment, on le verra facilement, que, si le point
m (x,y.z) décrit une surface, le point M (X,Y,Z) en décrit une
autre, définie par la propriété suivante. Pour avoir le point M, on
élévera, dans le plan passant par le rayon vecteur Om et la nor-
male, une perpendiculaire OM 2 Om, égale a4 Om.

(16)

C’est la transformation dite apsidale, par laquelle on passe de
Pellipsoide & la surface des ondes. On sait que cette transformation
est réciproque. L’équation aux dériyées partielles

SR, Z)=0

aurait donc 1ci la signification suivante : trouver la surface, ad-
mettant pour apsidale celle qui est représentée par I'équation

fle,y,2)=o0,
et la solution singuliére sera encore la véritable solution du pro-
bléme proposé. Les intégrales générales de I'équation aux dérivées
partielles seront des surfaces lieux de cercles, que I'on définira

aisément.

w.w-
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§ 38. suR UNE PROPRIETE REMARQUABLE DES 1t- 1 roNeTions Z, X,, ..., X,
SATISFAISANT AUX IDENTITES [ZX;]=0, [X;X)]=o0.

Au lieu de multiplier les applications, je préfére insister sur
une propriété remarquable des fonctions Z, X, ..., X, satisfaisant
a I'identiteé
(17) dZ—PdX,— ... —P,dX,=p(dz—p,dr,— ... —p,dz,).
Si F'on considére d’'abord le cas particulier des trois fonctions

S=pr—qy, P, 4,
on voit que les équations
z=pr—qy=[(p),
z=pr=qy=/(q),
p=/(q).

prises chacune séparément, sont des intégrales premiéres de la
méme équation du second ordre

rt—s’=o.

Je me suis proposé de rechercher si cette propriété s'étend aux
fonctions générales que nous avons oblenues.

Considérons, a cet effet, des fonctions Z.. X, .. .. X, satistaisant
a I'dentité (17). L’équation
(18) (X, ... X,)=0
sera une intégrale premiére de I'équation du second ordre
diX, X, X))
?wv dix,z,, ... x,) =0

Or, .omme on a
dZ =P, dX,+ . .. +P,dX,.

il est évident que le déterminant fonctionnel de Z et de n —1
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quelconques des fonctions X;, de X,, ..., X, par exemple, aura

pour valeur
diZ.X, . X,)__p d(X,....X,)
d(z,. ....x,)  1d{x,....x,)

Ainsi I'équation (19) s'intégrera en établissant deux relations, au
moins, entre Z, X,, ..., X,. Du reste, comme les équations aux
dérivées partielles du premier ordre ainsi obtenues sont celles que
nous avons intégrées complétement & larticle 36, on voit qu'on
aura, non seulement les intégrales premiéres, mais aussl les inté-
grales finies de I'équation (19).

Réciproquement, supposons qu'une équation aux dérivees par-
tielles du second ordre puisse admettre deux intégrales premiéres
de la forme

ﬂAxngwJ...JM:vuoa
(20) 1
ﬂwAvaw,...Jx:v” .

Pour que ces deux équations aux dérivées partielles soient compa-
tibles, quelles que soient les fonctions @, @, W, 1l faut que lon ait,
comme on sait,

(ZX;)=o0, (XiX})=o,

et, par conséquent, les fonctions Z, X; sont celles qui nous ont
servi de point de départ.

™ 1 est facile de reconnaitrc « prior que le crochet (@¢@,) doit étre identique-
ment nal. En effet, les deux équations

¢(Z. X, .. X,)

@_TA_. Mwu cy uﬁavn

étant par hypothése des intégrales premieres de la méme équation du second ordre,
celle-ci peut se mettre sous I'ime ou "autre des deux formes équivalentes
4z Xy oo X,) d(X,. X, ..o X))

=0,
diz,....x,) : d(x,, .. x,]

0.
o,

= Q.

il suit de la que, toutes les fois que I'équation aux dérivées partielles du premier
:—.Qg
Lo QL. X, ... X, }=0

sera satisfaite, et par conséquent aussi I'équation du second ordre, il y aura, -en
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Ainsi, nous obtenons le moyen de former et d'inlégrer toutes les
équations aux dérivées partielles du second ordre qui peuvent admeltre
deux intégrales premiéres de la forme (20) (W,

vertu de la seconde forme de cette équation du second ordre, et par consequent
comme conséquence de I'équation (a), une certaine relation

(B) @,(X,. X, ... X,)=o0

entre X, ..., X,. Cette relation doit dailleurs étre la plus générale possible, et la
fonction @, doit étre queiconque; car, s'il en était autrement, l'intégration générale
de T'équation (a) serait ramenée a celle d'un systeme de deux équations (a), (8) ne
contenant pas une fonction arbitraire de n— 1 variables; et I'on sail que T'intégra-
tion de ces deux équations simultanées ne pourrait donner I'intégrale générale de
I'équation (a). Il faut donc que les deux équations (@), (£) soient compatibles,
quelle que soit la fonction @,, et par conséquent que le crochet {@@,) soit nul; c¢
qui entraine les relations
(ZX:)=o0, (X;X;)=o0,

écrites dans le texte.

" On peut obtenir le méme résultat par une méthode toute différente.
Puisque I'équation du second ordre admet par hypothése les deux intégrales pre-
mieres (20}, elle peut prendre les deux formes équivalentes

diZ,X,, ..., X,)

dix,....x)

XX, X))

d{x, ..., x,)

{ai =0,

Ces deux équations (a), (8). étant du méme ordre et de méme forme par rap-
ort aux dérivées secondes de =, ne peuvent différer que par un facteur fonction
. M e . Hm m
des seules variables z. ,, p,. On a donc Fidentité

d(Z, X,, ..., X,) d(X; Xy ooy X,

< n

') _ == ] 5
” d{z,, ..., x,) Yodix,, e

ou P, ne mcmm:m que de z, @, P~ et ne conlient aucune des dérivées secondes de =

Cela posé, je dis que I'équation du second ordre admet, en dehors des deux in-
tégrales premieres (20}, n—1 autres intégrales premiéres, dont le type est le sui-
vant

ZeYX, o Nsn Xty o N,
Si l'on substitue en eflet cette expression de Z dans I'équation (a). on trouve

M diX, X, LN
X, day, .-

résaltat identiquement nul en vertu de la seconde forme (£) de la méme équution;
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Par exemple, dans le cas de deux variables indépendantes, nous
obtiendrons les équations aux dérivées partielles admettant deux
intégrales premiéres de la forme .

Z=2(X), Y=¢(X),

cest-d-dire celles pour lesquelles les équations de la caractéris-
tique sont exactement intégrables. Voici le théoréme qui résulte,
en ce qui concerne le cas de deux variables wcmmwgmmaom, des re-
cherches précédentes.

Pour trouver toutes les équations du second ordre admettant deux
intégrales intermédiaires de la forme
X=0¢(Z), Y-=y(Z),
on prendra d'une maniére quelconque cing fonctions X, Y, Z, P, Q

donnant naissance a lidentité &%&Eim&?

dZ —PdX — QdY = p (dz — pdx — gqdy).

en répétant donce le raisonnement qui nous a conduit a l'identité (y), nous établi-
rons de méme l'identité

&AN. xt veey %-.|~4¢ %...T_. ceny M;;lv &Ax_u cecy xn;
d{z,s ..., x,) T id(x,, )

() )
analogue a l'identité (y) et ou P, ne dépend, comme P, que de z, ;, p,, et ne con-
tient pas les dérivées secondes de z. On reconnaitra aisément que les identités (y),
|8) peuvent étre remplacées par la suivante

le) dZ=P dX + ... + P, dX..

A

I suffit en effet d'écrire, en égalant & zéro les coeflicients de dr,, ..., dx,, les n
équations comprises dans la précédente, et de les résoudre par rapport a P, ..., P
pour retrouver les formules (), (8).

D'ailleurs, comme P, P,, ..., P_ne dépendent que de z, x:, p,. il faut qu'en
ordonnant V'identité () par rapport aux différentielles de z, x;, pi. les coefficients
des différentielles dp, soient nuls, et que ceux des différenticlles dx; le deviennent
quand on aura remplacé dz par

N

pdx,+-- +p,dz,.

Clest la précisément le résultat établi dans le texte.
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Cela posé, Péquation aux derivées partielles du second ordre prendra
Pune des trois formes équivalentes

dX.Y) d{X, Z) d(Y. Z)

diz,y) o diz,y) o diw. vy 0.

et son intégrale finie s'obtiendra en éliminant p el ¢ enlre les trots

équations
X=@(z). Y=y(Z),
1=P@'(Z)4- QY (Z).

(est ainsi que les trois fonctions

l=c+— «w —,
Vi+pie-g

x”&i[‘—”ﬂru
Vit pig

Yoy

donnent naissance a P'équation aux derivées partielles du second
ordre _

R (11— ) + R\ 1+ p o+ [ (14 %) r—2pgs + (12 p2) 1]
4-(14-p* +q*)2=o0,

qui a été intégrée par Monge et caractérise toute surface-canal.
Une propriété importante de cette classe d'équations consiste
en ce que les deux systémes de caractéristiques sont confondus et

se ramenent a un seul.

$ 39. APPLICATION DE LA THEORIE PRECEDENTE A LA DETERMINATION DES EQUA-
TIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE QUI ONT DEUX INTEGRALES
INTERMEDIAIRES.

La théorie précédente va nous permettre de former et d'inte-
grer toutes les équations aux dérivées partielles a deux variables
indépendantes qui ont des inlégrales premiéres, correspondant cha-
cune a une caractéristique différente.
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Soient, en effet,
o X=0(U).
.-L M‘” _‘ A<Vl

ces deux intégrales premiéres. Les deux mm:m:o:m ?.m‘n@mm:_.mm
devant étre compatibles, quelles que soient @, 4, on aura

(22) [XY]=o0, [AV]=o, [UY]=o, {UV]=o.

Réciproquement, si qualre fonctions satisfont a ces équations, les
deux équations (21) seront toujours compatibles et, par consé-
quent, donneront naissance, par I'élimination des fonctions @, ¢
respectivement, a la méme équation du second ordre.

Les deux fonctions X, Y étant lides par la premiére des équa-
tions (22), 1] existera toujours une fonction Z satisfaisant aux deux
érpuations

(ZX)=o0, (ZY)=o,

et distincte de X et de Y. Nous ferons méme remarquer que,
lorsqu’on aura trouvé une fonction Z satisfaisant a ces équations,
la fonction plus générale @ (X, Y, Z) jouira de la méme propriété.
Cela posé, d’apres un lemme énoncé a la page 85, 1l sera possible
de trouver deux fonctions P, Q telles que 'on ait

dZ —PdX — QdY =p (dz — pdx — qdy).

Eftectuons maintenant la transformation de contact mi substitue
les variables X, Y, Z, P, Q aux variables primitives z,y, z, p, ¢.
Nos deux intégrales mtermédiaires prendront la forme

U=@(z), V=40,

et les équations (22) deviendront

(23) u<|oq W_ , (UV)=o.

=
Nous voyons que les fonctions U, V sont indépendantes respective-
Sav. £TRANG. t. XXVIL — N° 2. 2§
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ment de ¢ et de p. Quant a la derniére équation, on peut ‘éerive
sous la forme

dy dz z
UV
op dq

U ne dépendant pas de ¢, on voit que la valeur commune des deux
membres doit étre une fonction linéaire de ¢. Pour la méme
raison, V ne contenant pas p, cette valeur commune doit étre une
fonction linéaire de p. Elle est donc de la forme

Mpg +Ng+Np-+P,
ou M, N, N, P ne dépendent que de r,y,z; et I'on a

W_WNp+P), 2_(Ng+4P),

3y =P Y
U U VAV ‘
mmH%E\TTZf MHMAZEJ;:.

On déduit facilement de ces équations que U, V sont respective-
ment de la forme

cn%u??\wl*lwq ,.Hv“
<|||h.u_ (Cg+D,y)

ot A,B,C,D ne dépendent que de z,y, z. Par conséquent, nos
deux intégrales intermédiaires peuvent s'écrire

Ap+-B=U=9(x),

>4) Cg+D=V=1(y).

@ ct ¥ ne désignant pas d’ailleurs les mémes fonctions que preécé-
demment. II est aisé de voir que, si 'une des fonctions A ou (.
4tait nulle, on serait ramené au cas ol les deux caractéristiques
sont confondues. Nous supposerons donc dans la suite A et C diffe-
rents de zéro.
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Déterminons une fonction ¥ de z,y, z par 'équation

oF,

Az
on aura

oz

et si 'on effectue le changement de variables, évidemment permis,

qui consiste a substituer F a z, U prendra la forme p +B'. Nous
pouvons donc remplacer les formules (24) par les sulvantes :

U=p+B=0.(z)
V—=Cq+D=¥(y).

Ecrivons maintenant la condition (UV)=o0, nous aurons I'équation

1 E 24 (g3 ) € (Baie) —o

qui se décompose dans les suivantes :

aC oG oB D D B
Awav Muluo., M.MIIOMHO, MM:“Ou MM'OW.V,

Différentions par rapport a z la seconde et la quatrieme de ces
équations, en tenant compte des deux autres. Nous aurons

hE ) B
T T il
, B : ons d
el, par conséquent, 3~ sera une fonction de r. Nous pourrons donc
3z
poser
b (x) /
—W“Nmal_lmf_&..v\v,

et notre premiére intégrale (25) deviendra
Q
<5120 (z)]+0H=60.

Si Pon effectue un nouveau ormsmmsmi de variables et que I'on

substitue 20 (x) & z, cette intégrale conservera la méme forme;
28.
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mais B sera devenu indépendant de z. Introduisons cette hypothése
dans les formules (26); elles deviendront

v 2C Jn g
Amc?hv ST =01 W&HO, %”

O,

es deux ?.m::m_.mm m@:m:o:m nous donnent

C=/(y)-
Mais alors on peut diviser la seconde des mtégrales (25) par G et
ramener G a Punité. Faisant C =1 dans les formules (26 bis), il
resge
Al DAt

|||“O; —— =

S Yy

(=4
p—
~

La solution Mm:m_.m_m de ces équations est donnée par les formules

J

Al
B=s f(z.y) =5/ (xy)

et les m:&mqm_mm (25) prennent la forme

Sl S oy)]=e ),
e )= ()

Si nous effectuons un dernier changement de variables en substi-
tuant z-+f(x,y) & z, nous obtenons pour nos intégrales interme-
diaives 'expression définitive

(jui nous donne

\ous pouvons done énoncer la proposition suivante :

Pour obtenir toutes les équalions aux dérivées parlielles ayant deus
intéqrales intermédiaires, correspondant chacune @ une caractérisiiquc
différente, on formera d'une maniére quelconque cing fonctions satisfai-
sant a Uidentite

dZ. —Pd\ — QdY = A&u — ] dr — Q.Qv.
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Les deux intégrales intermédiaires de l'équation cherchée seront
P=¢'(X), Q=y/(Y);
son nlégrale finie sobliendra en éliminant p, q enlre ces équations el lu
siiivante
£ (N)+ ().
el Féquation elle-méme \:6:%.: lune des deux \S.Em,,. mﬁ:.ca?z%o.

dir,y) d{x,y)

O.

5 /10), GENERALISATION DES THEORIES PREGEDENTES ET LEUR EXTENSION

AUX DERIVEES D'ORDRE SUPERIEUR.

La théorie précédente, qui imdique le moyen de former une
mfinité d’équations semblables & celle de Clairvault, ne sapplique
(qu'au premier ordre. Nous allons maintenant indiquer comment on
pourrait I'étendre aux équations aux dérivées partielles d'ordres
supérieurs. Cette généralisation repose sur des idées nouvelles
concernant la théorie du conlact, dans le cas de plus d’une va-
riable indépendante.

Dans le cas d'une seule variable, la théorie du contact ne pré-
sente aucune difficulté. Si une courbe contient n paramétres, on
peut toujours disposer de ces paramétres de maniére a réaliser un

tme

contact du 2 — 1" ordre avec une surface donnée. Mais la ques-

lion se présente sous un tout autre aspect dans le cas de plus
d'une variable indépendante, pour les surlaces, par exemple.

Lime

Nous dirons que deux surfaces ont un contact du »n*™ ordre en

un point, lorsqu’en ce point commun les dérivées des n premiers

ordres de z considérée comme fonction de z et de y seront les mémes.

T nta)(n42
Or ces dérivées, eny comprenant z, sont au nombre de Al._'lvmﬁhml .
wme

Ainst, pour qu'on puisse assurer le contact du n“™ ordre d'une sur-

face m,mm_umom déterminée AMV avec une autre surface quelconque
en un point arbilrairement choisi, il faudra que I'équation de (X)

) (nta)

contienne au Moins paramétres arbitraires. C’esl ainsi

www Q.O,»EGOC./..
(ue, I’équation du plan contenant lrols parameétres, on peui lrou-
ver un plan ayant un contact du premier ordre avec une surface
donnée, en un point quelconque.

Pour bien faire saisir la liaison de la théorie précédente avec
celle que nous allons développer, nous allons montrer que ces
équations de Clairault généralisées que nous avons o_#m::mw dé-
rivent, de la maniére la plus simple, de la théorie du contact du
premier ordre. Pour plus de netteté, nous raisonnerons dans
hypothese de deux variables indépendantes seulement.

Considérons une surface (X) a trois parametres, que nous dési-
gnevons par X, Y, Z; x,y, z seront les coordonnées variables. Soit

SX,Y, Z,x,y,2)=0

I'équation de cette surface. Si I'on veut qu'elle soit tangente en un
point (z,y,z) & une surface quelconque pour laquelle p el ¢ sont
tes dérivées de z, on devra avoir les trois équations :

fX,Y,Z,2,y,2) =0,
2 4

dx

)

—
N
N ]
-

(ui permettront d’exprimer les paramétres X, Y, Z comme fonc-
tionsde z,y,2,p, g-

Par exemple, pour le cas du plan

z=Xr+Yy+1Z,
on a
X=p, Y =y, L=z—pr—qy,
el I'on voit que 'équation de Clairault s'obtient en établissant unc
relation entre ces valeurs de X,Y, Z
Z=0¢(X.,Y)
ou
z—pr—qy=2(p,q)-

Dans le cas ol la surface () est quelconque, X, Y, Z sont des

)
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fonctions plus compliquées que les précédentes; mais powr obtenir
I'analogue de P'équation si simple que 'on vient de considérer, il
suffira évidemment de considérer 'équation

(28) J(X,Y,Z)=o,

ot X, Y, Z sont données par les formules (27). Or cette équation
est préecisément celle que nous avons traitée dans les articles préece-
dents.

En effet, différentions la premiéve des ¢quations (27), et regar-
dons x,y,z,p, ¢ comme des variables indépendantes. En tenant
compte des autres équations (27), nous aurons

Yz 4+ aX 43 dY = 3L (de — pdx— g dy),

et en womui

0 AJL B} A Af df
w\.frmi u \HCJNI ° ,,NOLJAHP
I'équation précédente deviendra
(29) dZ —PdX — QdY =p (dz - qdy)-

Ainsi les fonctions X, Y, Z de notre équation (28) sont bien celles
que nous avons considérées, en prenant pour point de départl'iden-
tité (29), et 'on voit que les équations nouvelles que nous ajoutons
celles de Clairault sont precisément celles que Uon obtiendrait en sub-
stituant, dans la théorie du contact du premier ordre, & un plan une
surface quelconque & lrois paramétres.

Nous sommes ainsi conduit, pour étendre la théorie exposée
dans les articles précédents aux dérivées de tous les ordres, & étu-
dier les questions relatives au contact d'ordre supérieur au premier.

Or, pour assurer le contact du second ordre, il faudrait consi-
dérer des surfaces ayant au moins six parameétres variables. On
voit donc que, si L'on n'introduit aucune notion nouvelle, on ne
saurait faire jouer un role spécial aux surfaces ayant plus de trois
et moins de six paramétres.
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Une théorie mmportante, celle des lignes de courbure, montee

cependant que, par exemple pour les surfaces & quatre para-
métres variables, telles que les sphéres, on peut compléter lo

théorie du contact. Parmt les mwrmemm tangentes cn un ﬁom:_ a4 une

surface, 1 yena ﬁ—m:z,mo:m_: un role remarquable; ce sont cel
qui ont leur centre aux centres de cowbure, et qui se distinguent
de toutes les autres en ce qu'elles coupent la surface suvant une
courbe ayant un rebroussement au pomt de contact. Cetle re-
marque nous met sur la vole de la généralisation suivante :

Etant donnée une surface (S) & quatre paramétres, on pourra
loujours disposer de ces quatre paramétres de telle maniere qulelle
soit tangente en un point (uelconque & une surface prise arbi-
trairement et, en oulre, que la courbe d'intersection des deur
surfaces ail un rebroussement au point de contact.

Voyons comment s’exprimera cette condition. Prenons pour
origine le pomt de contact, pour plan tangent le plan des .xy: lex
équations des deux surfaces, résolues par rapport 4 z, seront

c=ax®+20xy +o+ . ..,

g =dx?+ 2oy + 'y +
Les tangentes a P'origine, & leur courbe d'intersection. seront don-
nées par I'équation

(a—d)a>+2(b—0)xy+(c— )y —=o.
Pour qu’elles soient confondues, 1l faut que T'on ait
(b—b)—(a—d)(c~c)=o0,
ou, mieux, quil existe une valeur du rapport W satisfaisant aux
écuations suivantes :
(a—adYe+(b—b)y=o0,
(b =) x4 (e—C),

ce qul exprime A:,z existe une direction pour laquelle les accrols-
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sements dp, dg des dérivées partielles p, g sont les mémes pour les
deux surfaces.

Ltant données deux surfaces tangentes en un point, dp, dg ne
sont pas, en général, les mémes pour les deux surfaces, dans
A:mECm direction que I'on se deplace & partir du wo:: de contact;
ic1, pour assurer le contact le plus intime, nous exprimerons qu il
v a une direction pour laquelle ces dilférentielles sont les mémes;
et nous voyons que cela ne peut avoir lieu que si la courbe d’'in-
tersection des deux surfaces a un rebroussement, et pour la direc-
tion de la tangente au point de rebroussement.

Soit donc
S(r,y,2z,a,b,¢,h)=0

equation d’une surface a quatre vmme._w_Hm.w. Nous déterminerons
ces parameétres de mameére a satisfaire aux mm:mmo:m suivantes :

fle,y.z,a,b,¢c,h)=o0,

J d p)
{30) dw.IJWl ) \+Q \
J u.\. of
d(3L+p5t) =0, ﬁ%iwvu q
les deux derniéres équations contenant le rapport = dy , qui sera

considéré comme une inconnue. Etant donnée une m_:%moo m:&-
conque, les équations (30), au nombre de cing, détermineront,

) . dy
pour chaque pont de la surface, a, b, c, &, I en fonction de

NerV\qhwquvwch “
La valeur de % mombn pour chaque point de cette surface, la

[}

direction de la S:moim & un systéeme de courbes qui jouent le
role des lignes de courbure, et que 'on pourrait appeler lignes
d'osculation!

M Cette géncéralisation de la théorie des lignes de courbure a déja été mmmzm_mm
par M. Lie dans son Mémoire Ueber Di .%.SS:S@?E?@% und Complexe (Mathema-
tische Annalen, t. V, p. 195); mais les remarques faites sur ce sujet par cet excel-
lent géométre n'ont que des rapports éloignés avec celles que je présente dans ce
travail.

Sav. krnavne. t. XXVII. — N° 2, 29
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Ce fait, que la théorie précédente comprend comme cas parti-
culier celle des lignes de courbure, ne parait pas laisser de doute
sur 'utilite des remarques que nous venons de faire. Mais nous
allons montrer aussi qu'en suivant la voie que nous avons indiquee,
on est conduit, comme pour le contact du premier ordre, & des
équations aux derivées partielles que I'on saura intégrer.

a,b,c,h étant des fonctions de x, y, de = et de ses derivées des
deux premiers ordres, déterminées par les équations (30), consi-
dérons I'équation aux dérivées partielles du second ordre

(31) Fla,b,c,h)=

Je dis qu'on pourra toujours w::mmﬂ er.

Différentions, en effet, ‘équation précédente, en supposant
(que T'on se déplace dans la direction de la ligne d’esculation, c¢'est-
d-dire en attribuant a dr et dy les valeurs qui satisfont aux deux
dernitres équations (30); on aura

(31 bis) a3y b+ de -3 dh—

Mais si, dans la méme hypothese, on différentie les trois premiéres
équations (30), en posant, pour abréger,

.\._ .\ITEQM \;a”&!T\\

"J

on trouvera, en tenant compte des formules (30).

u\&ax_u \&@.Tu.\.&n._uu\agio

Jc dh

(32) A da Mo ab 2L de 3 ah
ot a3

Ces troisrelations établissent une propriété fondamentale des fonc-
tions a, b, ¢, k. Car elles nous montrent que les rapports de da, db,
dc, dh ne dépendent que de a, b,¢, h,x,y, z,p, ¢, et nullement des
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dérivées du troisieme ordre. On en deduit pour les rapports de
da,db, dc, dh des expressions de la forme

da db de dh
3 —

— A !

Q9 Q

ct, par suite, les différentielles da, db, dc, dh peuvent s'écrire

(33) da=QH, db=QH, de=Q,I, dh=Q,I,
{I étant de la forme

II = Mdr + Ndy,

ot dr, dy sont les différentielles correspondantes a la ligne d'os-
culation, et ot M et N sont les seules fonctions contenant les déri-
vées du troisieme ordre de :.
Si P'on substitue les valeurs des différentielles, déduites des
formules (33), dans I'équation (31 bis), on trouvera
(34) M5 Q+3Q +5Q,+5Q,)=o,
et cette équation peut étre vérifiée de deux maniéres différentes.
On peut d’abord égaler I 4 zéro. Alors on voit que da, db, de,
dh seront muls, et, par conséquent, a, b, ¢, h constants, quand on
se deplacera sur la ligne d’osculation. Puisque ces fonctions de-
meurent constantes en méme temps, elles sont, sur toute I'etendue
de la surface, fonctions les unes des autres. On devra donc poser

.

(35) b=fla), e=fila), h=fla).

la derniére fonction étant définie par I'équation (31) et les deux
premiéres élant arbitraires; et il n'y aura plus qu'a chercher I'en-
<lo§5 de la surface wmm:.mm@amo par ‘équation

S(z,y,z,a,b,¢c,h)y=o0,

pour obtenir la solution générale, avec deux fonctions arbitraires,
de I'équation aux dérivées partielles proposée.

N@.
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Mais on peut satisfaire autrement & I'équation (34). Egalons a
zéro le second facteur : nous obtiendrons I'équation

F OF oF F
wmbﬁébll b.“+ Q =o,

de dh 773

qui, jointe & I'équation proposée et aux trois premiéres équations
(30), permet ‘¢hminer a, b, ¢, h, et conduit a une équation aux
dérivées partielles du premier ordre

(36) G (r,y,z,p, q)=0,

qui donnera, en général, les véritables solutions de la question
proposée.

Réciproquement, on peut se demander si toute intégrale de
‘équation (36) satisfait a Féquation du second ordre. La discus-
sion de cette question ne présente aucune difficulté, mais elle con-
duit & une consequence intéressante, que nous nous contenterons
d’énoncer, et que nous allons vérifier sur un exemple particulier.

‘équation (36), qui peut étre considérée comme une solution sin-
guli¢re de Péquation du second ordre, a elle-méme une solution
singuliére, qui est la seule des solutions de I'équation (36) ne ve-
rifiant pas I'équation du second ordre proposée.

Appliquons la méthode générale que nous venons d'indiquer
a la résolution de la question swmvante : Déterminer une surface, sa-
chant qu’il y a une certaine relation entre le rayon de courbure el les
coordonnées du centre de courbure correspondant, ou, ce qui revien! au
méme, entre les quatre paramétres dune des deux spheres osculalrices
en chagque point.

Nous ferons remarquer que, si cetie relation ne contenait pas le
rayon de courbure, la question proposée équivaudrait & la sui-
vante : Déterminer une surface ayant ses centres de courbure sur ane
surface (Z); probléme qui revient a celui-ci: Trouver les lignes géo-
désiques de (Z).

Désignons par R, a, 8,y le rayon de courbure et les coordon-
nées du centre correspondant. L’équation donnée est .

(37) fl. By, R)=o,
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et st 'on y remplace «, 3, y, R par leurs expressions en fonction de
z et de ses dérivées, on voit que I'on aura 4 intégrer une équation
aux dérivées partielles du second ordre.

Désignons par X, Y, Z les cosinus des angles que fait la normale
avec les axes. On aura

(38) a=x—XR, L=y—YR, y=z-IR
On sait que, si1 'on se déplace sur la ligne de courbure, on aura les
formules

dr=RdX, dy =RdY, z=RdZ,
dues & Olinde Rodrigues.

D’apreés cela, si nous différentions les formules (38), en suppo-
sant toujours que l'on se déplace suivant la ligne de courbure,
nous aurons

(39)  du——XdR, dB—=—YdR, dy——LdR.

Ce sont les formules qui, dans la question actuelle, correspondent
.aux équations (33 ). Les dérivées du troisiéme ordre ne figurent,
on le voit, que dans dR.

Differentions I'équation proposée (37), toujours suivant fa direc-
tion de la ligne de courbure, et substituons les expressions de da,
dB, dy, déduites des équations (39). Nous aurons

A \+<ﬂm Lmlwt.mv%ﬂo.

Le facteur dR, égalé & zéro, exprime que R et, par conséquent,
a, B,y sont constants en tous les points d’une ligne de courbure.
A cette hypothése correspond, comme solution, une surface enve-
loppe de sphéres, dépendant de deux fonctions arbitraires, que I'on
introduit en prenant pour lieu des centres une courbe quelconque,
et en déterminant ._w par équation (37). Cette solution de I'equa-
tion aux dérivées partielles est évidente géométriquement.

Mais si 'on égale a zéro le second facteur, on aura une nouvelle
solution. L'équation ainsi obtenue est

u.
XY 4+ Y4z 13 o
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Joignons cette équation aux formules (37), (38), nous aurons fe
systéine

' a=z2z—XR, B=y—YR, y=:—IR,

fla.6.7.R) =0,
_xYM_ vy g

w gl e

(ho)

r_/‘.'y

de cinq équations entre lesquelles on ¢éliminera a, 8,7y, R; et I'on
formera ainst une équation aux derivées partielles du premier
ordre " qui doit donner les solutions véritables du probléme pro-
pose.

Réciproquement, cherchons si toute solution de cette équation
est aussi une intégrale de I'équation du second ordre.

Pour résoudre cette question, il n’est pas nécessaire d’éliminer
o, 3,7y, R entre les équations (40). 1l suffit de regarder ces quatre
paramétres comme des fonctions auxiliaires déterminées de ma-
niére 4 satisfaire & ces équations. La forme des premiéres montre
déja que a, 3,y sont les coordonnées d'un point situé sur la nor-
male; il faudra prouver que ce point est le centre de courbure.

En différentiant la quatriéeme des équations (40) et tenant
compte de la derniére, on a

ry
S

I

(41) ¥ (de—RdX)+3L (dy—Rdy)+

38 Em

RdZ)—

u

2

) Si T'on porte les valears de a, 8, y dans I'équation

fla.8.7.R)=o0,

ou obtient
Sflz—=XR, y—YR, z—ZR, R)=o,

et pour former I'équation aux dérivées partielles cherchée, il suffit d'exprimer que
I'équation précédente, considérée comme devant déterminer Iinconnue R, a une
racine double.

On pourra consuller sur ce sujet et sur les questions analogues relatives a la ligne
droite, différents Mémoires de MM. Klein et Lie. Voir en particulier Mathematische
Annalen, t. V, et Géttinger Nachrichlen, 1871.
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Dailleurs X, Y, Z étant les cosinus des angles que fait la normale
avec les axes, on a

Xdx+Ydy+Zdz=o,
ou

(h2) X (de—RdX)+Y (dy—RdY) +Z (dz — RdZ) —

Supposons cue 'on n’ait pas
PP | P

A
ual..%lmb\
XY 7z

par exemple, que les deux derniers rapports ne soient pas égaux.
Alors, si Ton se déplace sur la surface dans une direction telle
que l'on ait

dr=RdX
en vertu des équations (41), (42), on trouvera aussi

dy—RBdY=o, dz —RdZ =o.

R est donc le rayon de courbure, et cette direction dans laquelle
on se deplace est celle de _m :mbm de courbure; a, B,y sont les
coordonnées du centre, et A:w:o: aux derivées partielles du
second ordre est bien satisfaite.

Cette conclusion cesse d’étre exacte pour la solution de I'équa-
tion du premier ordre qui satisfait aux relations

u.\. of  of
da um|u.u|\
XTY Z

On verra facilement qu'il y a, en effet, une intégrale satisfaisant a
ces conditions : c'estla solution singuliére Lm ‘équation du premier
ordre.

Cette équation du premier ordre peut dailleurs étre obtenue
sous une forme assez remarquable. Reprenons I'equation proposee

J(x. By, R)=o.

11 est clair que, si I'on connaissait une autre relation du méme

@ (a, 8.y, R)=o.

genre,
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la question proposée serait résolue. Il n'y aurait qu'a chercher
'enveloppe des sphéres dont les paramétres satisfont a ces deux
eéquations.

Nous savons que les mwrwumm seront osculatrices & cette enve-
loppe et, par conséquent, les deux points de contact que chaque
sphére a, en général, avec son enveloppe seront confondus ici en

un seul. Exprimons cette propriété; soit

(a4 (= B+ (o 3 =R
"équation de la sphére.

Les points de contact de cette spheére avec son m=<o_omwm sont
définis par les formules

En substituant dans 'eéquation de ia sphéere les valeurs de
xr—o., etc., on trouvera

(S + (3 O g = O3 )

equation qui, en général, determine deux valeurs istinctes du

_ A . .
_,ﬁ%oﬁ m, oowwmmwosmu:ﬁmm Hmmwmocésmi aux deux wo::m de con-

tact. Ici, 1l faut que ces deux valeurs soient égales, ce qui donne

'equation
uﬂ AJWVMI Awmvi

[y i%f? w 3 G2+

/\
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- On intégrera, si on le peut, cette équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre en @; et, une fois cette fonction obtenue,
la solution s’achévera par de simples différentiations et élimina-
tions.

Les théories précédentes s'étendent, sans aucune difficulté, a un
nombre quelconque de variables.

Considérons une équation déterminée, contenant n -+ 2 para-

metres

AN—WV ﬂ\;ANv.H,—J ey Ly @y s, Q,, Q:uTPJQ:..va“O.

On établira, entre ces paramétres, z et ses dérivees premiéres et
secondes, les équations suivantes

mv. U. U N«
6 fmo Yrdhpon ¥ po

v.&._ q..-'m..&.:

On exprimera ensuite que les équations

&Au.\.n_uw_wfm.v”o. .. J&Au.\sT?wLNMvﬂo,

oz, oz,

qui sont homogénes en dx, ..., dr, et sont au nombre de n, sont
compatibles. Gela nous donnera une équation qui, jointe aux for-
mules (44), permettra d’exprimer les n+ 2. paramétres en fonc-
tion de z et de ses derivées des deux premiers ordres.

Ces paramétres étant ainsi définis, toute équation du second
ordre

H..JAQ—J &Nw.. o.-qulev"O

sintégrera de la méme maniére que dans le cas, traité plus haut,
de deux variables mdépendantes.

§ 1]. DU GONTACT POUR LES SURFACES A UN NOMBRE QUELCONQUE
DE PARAMETRES.

La théorie ‘du contact des courbes planes a été généralisée,

3

pour les surfaces & quatre parameétres, dans larticle précedent.
Sav. ETrANG. t. XXVIL — N° 2, 30
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Nous allons montrer comment on pourra I'étendre, quand on em-
ploiera des surfaces & un nombre quelconque de parametres.

Considérons, par exemple, une surface a cinq parameétres (Z),
representee par &Azmmos

s=f(x.y, a, cees @),

Si l'on veut assurer le contact le plus intime de (2) avec une
surface quelconque, on assujettira d'abord (Z) aux mémes con-
ditions que précédemment, et Uon disposera des arbitraires de
telle maniére que z, p, ¢ solent les mémes pour les deux surfaces
el que dp, dg soient les mémes pour une direction détermineée; ce
qui donnera les conditions

=z, p=pn 4=,

5
(43) rde+sdy=r,dr+s,dy, sdx 4+ tdy = s, dr -+t dy,

z, désignant la fonction fetp,, g, r,,s;, t;, ses dérivees par rappor!
d.x,y. Mais les équations précédentes ne suffisent pas & determiner
les cing paramétres, en fonction de 2 et de ses dérivées des deux
premiers ordres.

Nous écrirons alors que, pour la direction, definie par les for-
mules précedentes, de la ligne d’osculation, direction pour laquelle
déja dp. dg, et par conséquent d’z, sont les mémes pour les deux
surfaces, d®z aura aussi la méme valeur; ce qui donnera, en ap-
pelant o, 8,5, €, &, B1, ¥1, & les dérivées troisiemes de z et de z,
respectivement, la relation

(46) (a—a) de*+3 (B~ B,)dady+3 [y —y)) dudy’ + (e~ &) dy*=o.

Cette équation, jointe aux précédentes, permettra d’exprimer les
cing paramétres en fonction des coordonnées du point de contact
et des dérivées des trois premiers ordres de z. Elle signifie, comme
on le vérifiera aisément, que la courbe d'intersection des deux
surfaces a, au point de contact, non un rebroussement ordinaire,
mais un point ott deux branches de courbe viennent se toucher.
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Les parametres étant considérés comme des fonctions des dé-
rivées, on pourra ici considérer encore une équation

(47) Fla,,a5, ... ,a;)=0,

(ui sera nécessairement du troisiéme ordre. Désignons par la
caractéristique d les différentielles prises en faisant varier ces cing
parameétres seulement. Si nous différentions les formules (45) en
supposant que l'on se déplace suivant la ligne d’osculation, nous
aurons, en tenant compte de ces relations (45) et de la formule (46),

%NH”O. %\w—”oa %Q—“Oa

dry dx?+- 285, dr dy 31, dy* = o.
Ces équations sont au nombre de quatre. Elles déterminent donc
les rapports de day, ..., da;, et nous montrent que ces différen-

tielles seront de la formne
&a.. = b_.ﬂ )

IT étant un facteur de la forme Mdx 4 Ndy et qui contient seul les
dérivées du quatriéme ordre, les quantités ; dépendant seulement

des cinq parameétres et de la valeur de mﬂm correspondante 4 la ligne

d’osculation.
Cela posé, différentions I'équation proposée (47). Nous aurons
oF
(48) E mmpvuo.

En egalant le facteur II azéro, nous aurons la solution générale.
Dans ce cas, les cinq paramétres demeureront constants sur chaque
ligne d'osculation; et, par conséquent, sur toute I'étendue de la
surface ils seront fonctions les uns des autres. On devra donc
~u0m®~.

aw”\?_v, auﬂﬁ?:v, Sm"%?:v,

a; etant défini par P'équation (47), et chercher I'enveloppe de fa
surface (X). On aura ainsi une premiére intégrale avec trois fonc-
lions arbitraires.

Jo.
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Mais s1 'on égale & zéro le second facteur de 'équation (48)

: oF
(49) 3 i =o
Pye e . ' &% ' .
on pourra éliminer les cing paramétres et = enlre les équations

(45), (A7), (Ag); et 'on sera amsi conduit a une équation du
second ordre, qui sera, en (uelque sorte, une mimm_ﬁ_@ singuliére
de I'équation proposée.

Ansi cette géneralisation nouvelle de la théorie du contact
donne lieu aux mémes remarques que dans le cas des surfaces &
(uatre wmwm_:m?mm.

St la surface (Z) contient six paramétres, on pourra en disposer
de maniére & assurer le contact complet du second ordre, et I'on
déterminera ainsi les six parameétres aj, ..., a;, en fonction des
coordonnées du point de contact et des dérivées des deux pre-
miers ordres; mais il est bien remarquable que, précisement dans
ce cas, ou la théorie du contact devient si facile, les équations
aux dérivées partielles que P'on doit associer a cette theorie ne se
prétent plus a _,mww:.ommos des remarques précedentes.

En effet, si les six paramétres ont été determinés comme on
I'a ndiqué, leurs différentielles satisfont aux seules équations

dz;=o0, dp=o0, dg=o0,

qui, il est vrai, ont lieu pour toutes les directions, mais ne per-
mettent plus, pour aucune, de délinir les rapports de day, ..., da,.

En continuant cette étude, nous allons conlirmer ce fait si inte-
ressant et reconnaitre que, toutes les fois que le contact sera.plus
complet que précédemment, les équations aux dérivées partielles
associées ne seront pas integrables.

Considérons, par exemple, les surfaces & sept, huit et neul pa-
raméires. On établira d’abord six relations par la condition que
les dérivées du second ordre soient les meémes pour les deux
surfaces. Alors la courbe d'intersection aura un pomt triple au point
de contact.
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Si Pon dispose de sept paramétres, on exprimera que deux des
tangentes en ce point triple sont confondues.

Si 'on dispose de huit parametres, on exprimera que les tan-
gentes aux trois branches de courbe sont les mémes et, dans ce
cas, I'équation approchée de la courbe d’intersection sera

&

u\ﬂa.ﬁw.
Si on dispose de neuf paramétres, on ajoutera & la condition
précédente une nouvelle équation, en écrivant que d*z est le méme
pour les deux surfaces dans la direction de la tangente unique au
point triple; et la courbe d'intersection se composera alors de deux
branches, représentées approximativement par les équations

3
y=ar*, y=azr

On s'assurera aisément que ces différentes conditions sont inde-
pendantes du choix des axes, qu'elles subsistent aprés toutes les
transformations auxquelles on peut soumettre les deux surfaces.

Mais elles ne permettent pas d’associer a cette théorie celle
d’équations aux deérivées wmaﬂm:mm complétement intégrables.

m__. Eﬂmlvl_l\m ﬂv@-

2
. ;e y ] . n—+1)(n+2
rameétres, k étant inférieur a n+4 2. On pourra établir (n1)(nr)

Considérons, en général, une surface (Z)

2

ordre avec une surface quel-

relations, assurant un contact du n®"
conque; mais on ne pourrait obtenir un contact d’'ordre n- 1.
Si k est inférieur & n+1, on etablira k relations en exprimant, par
exemple, que k41 des n-1 tangentes & la courbe d'intersection
au point de contact sont confondues. Si k est égal 4 n+ 1, on ajou-
tera la condition que d"+?z soit le méme pour les deux surfaces,
quand on se déplace dans la direction de la tangente & la courbe
d’intersection, et I'on aura ainsi les équations nécessaires pour
déterminer tous les paramétres. On verra facilement que les con-
ditions ainsi posées sont indépendantes du choix des axes.

On pourrait, d'ailleurs, substituer & quelques-unes des relations
posées d'autres conditions du méme genre. Supposons, par exemple,
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quapres avoir assuré le contact du n*™ ordre de deux surfaces, on
dispose encore de k parameétres. Il suffira de considérer I'équation
algébrique, d'ordre n4-1, dont dépendent les tangentes a la courbe
d’intersection, au point de contact des deux surfaces, et d’écrire,
entre les coefficients de cette équation, & relations, qui sevviront a
determiner les k parameétres laissés arbitraires. Nous avons choist
celles qui se présentent le plus directement, en exprimant que
k+-1 des tangentes sont confondues; mais on pourrait aussi écrire,
par exemple, qu'il y a deux groupes de tangentes, formés, I'un de
p et lautre de k<41 —p tangentes confondues. Pour que les rela-
tions ainsl eécrites alent quelque valeur géomélrique et qu'elles
puissent servic de base & des recherches intéressantes, 1l suffira
quelles soient invariantes, c'est-d-dire qu'elles subsistent et ne
changent pas de nature, quand on soumettra les deux surfaces a
une transformation homographique, et méme 4 une transformation
par polaires réciproques.

$ 49, REMARQUE SUR UNE NOTATION NOUVELLE QUE L'ON POURRAIT EMPLOYER
Q 0
DANS LA THEORIE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

Dans toute notre théorie, nous avons fait abstraction de toutes
les difficultes relatives au cas ol les dérivées partielles devien-
dront mfinies, difficuliés qu’on peut toujours supposer écartées
soit par le changement des axes, soit par une substitution Iiéaire.

Mais dans la géometrie actuelle, on considére des transforma-
tions qui peuvent faire disparaitre certaines surfaces et rejeter un
plan a I'infini. Imaginons, par exemple, qu'une équation aux dé-
rivées partielles admette comme intégrales completes des parabo-
loides dépendant de deux paramétres; ces paraboloides sont tous
tangents au plan de I'mfini, qui devient ainsi une partie de la solu-
tion singuliére et échappe aux méthodes ordinaires.

Pour lever toutes ces difhicultes, il suffirait d'employer des
coordonnées homogénes quelconques.

Soient z,, x,, 15, x, les coordonnées homogenes servant a dé-
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finir la position d’un point et dont {es rapports seuls sont déter-
minés, L’équation d’un plan @;&oo:mzo etant

my Xy -+ my Xy +-m3 X5 4-my X, = o,

my, my, my, my, seront les coordonnées tangentielles du plan.
Alors toute mmzumos aux derivées wm_im:mm se transformera en
une équation

D (o, oonyry,my, o my) =0,

ou, pour abréger,
(50) D (x;,m)=o,

homogéne par rapport aux coordonnées du point de contact,
Ty, ..., 2y, et aussi par rapport aux coordonnées tangentielles du
plan tangent, m,, ..., m,. Intégrer cette équation, ce sera trouver
pour les variables qui y entrent des fonctions de deux variables
indépendantes, telles que I'on ait identiquement

My )+ My Lo+ M3 X3+ My Ty =0,

m, dx, + my dry -+ my dry +m, dr,= o,
et, par conséquent,
(brvbis) - xydmy+ xydmy+ x5 dmy + x, ding = o.

On voit que cette maniére de poser le probléme met tout de suite
en évidence la propriété de dualité dont jouit toute équation aux
deérivees partielles; car, dans les formules précédentes, les deux
systémes de variables m; et x; jouent absolument le meéme role.

Les équations de la caractéristique prendront alors une forme
beaucoup plus symétrique. Elles seront

= dz, QD dm, QO ,
(52) q MM.ITET D T mm+TE...

Par un choix convenable de ¢ et du facteur de proportionnalite,
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qui figure dans les deux systémes de variables, on pourra les ra-

mener 4 la forme simple

3 d_w om0
(53) .Mm\?:.,. &Iu.&.

i

La solution mim::mwo sera definie par les équations

R NN T ST AL o

dm, dm, dm, dm,
—_— e T = Y — ———
. T x, x, x,
(54) 2
ALY o dD Ay

qui, en vertu du théoréme des fonctions homogénes, se redusent
a cinq distinctes.

Cette forme si simple que prennent les équations de la carac-
téristique nous met d'ailleurs sur la voie d’équations remarqua-

bles, que nous saurons intégrer.
Traitons, par exemple, ‘equation aux deérivées 1925:3 qui,

écrite sous forme ordinaire, serait
a o o B
Al—ztprt ) + A’y + A0y o+ 4 F =0

Avec les notations wam\o&oﬂmm. elle prendra la forme symétrique

a B a pB a @ a B
Ammv ES_&_+§Emaw+§sw§+z25.\Jﬂo.

Les équations (53) de la caractéristique deviendront
(06)

et elles sont évidemment intégrables. On en dedut, par exemple,

ax; dm; 4 Bm; dx;=o.
ce qui donne

a B
a; m; x; = const. = C;.
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En substituant la valeur de ;, tirée de cette équation, dans la pre-
miére des formules (56), on aura les moyens de trouver m;; et,
une fois intégrées les équations de la caractéristique, le probléeme
pourra étre regardé comme resolu.

‘équation (55) a d’ailleurs toujours une solution singuhiére,
déhnie par les equations
a—1 f—1 a—1 B—1 a—1 B—1 a—1 p—1

aym, I, =ayMm, Ty =dyMz Ty =M, T
qui, jointes & I'identité
my )+ My Tg 4 My T3+ M, T, = O,

donnent, soit I'équation ponctuelle, soit I'équation tangentielle de
la solution singuliére. On trouve ainsi

1 a—§ 1 a—p 1 a—p 1 a—p

=1 a—1 a—1 a-—1 a— L a—1 [: ) o4 -1
a, Ty +a; Ly +a; T3 +ay Ty =0,

ou, en coordonnées tangentielles,

! B—ua 1 g—« 1 B—a 1 -«
a_mi_ Sy.ml_ ..Tammi_ Sw.mi_ +:umi~ Swml_ +S,ml_ Sp_ml. =0.

Mais nous allons surtout nous attacher & une equation aux de-
rivées partielles qui est la généralisation de I'équation différen-
tielle de Jacob:

L (zdy —ydr)+Mdzr+Ndy=o,
ou L, M, N sont trois polynémes du premier degré en r,y.

‘equation analogue & la précédente pour le cas de deux va-
riables indépendantes est évidemment

L(z—-px—qy)+Mp+Ng-+R=o0,

ol L., M,N, R sont des polyndmes quelconques du premier degré
en r,y,z.
Sav. Brrane. t, XXVIL — N° 2. 3
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Notre systéme de notations la transforme dans I'équation sui-

linéaire 4 la fois par rapport aux deux systemes de variables.
Pour debarrasser la solution de cette mm_:wmo: de difficultés

vante

purement algebriques, ramenons-la, par une substitution linéaire,
A la forme

a,m, x, -+ ay,my Xo—+ a3 M3 X5+, my L, =0,

ce qui est, en géneéral, possible.
Les équations de la caractéristique deviendront

ut —at

pri=xie ", om;=mle ',

peto étant des facteurs de H:.o_ugios:m_:w. Pour obtenir une sur-
face intégrale, il faudra que les valeurs initiales 7, m{ satisfassent
aux équations

Par exemple, la surface integrale, formée des caractéristiques tan-
p 8 {
gentes a un plan dont I'équation est

gw.ﬁ.wl*l . e I+IRN»LN..F.|IHOJ

s'obtiendra en éliminant ¢ entre les deux équations

—alt — a,l

o, e 4 ... tare T =o0,

—a,t - a,t

a,a, e + ... Faere = 0.
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La théorie précédente s'étend évidemment 4 un nombre quel-
conque de variables indépendantes. Elle est la généralisation de
celle qui a eté proposée par Clebsch pour les équations différen-
tielles ordinaires.

Les indications bibliographiques données dans ce Mémoire se rapportent
uniquement aux travaux les plus récents, et je ne me suis nullement pro-
posé de faire l'historique de cette question des solutions singuliéres, qui a
donné naissance a un si grand nombre de travaux. Cependant, en terminant
je dois ajouter la remarque suivante.

La question traitée aux articles 38 et 39, a savoir: trouver toutes les équa-
tions aux dérivées partielles admettant deux intégrales intermédiaires, a été
aussi résolue par M. Lie, dans un Mémoire intitulé : Nueue Integrations-Me-
thode der Monge-Ampereschen Gleichung. 11 est vrai que ce Mémoire, publié
dans le tome I des Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, a paru i la fin
de 1876 ou au commencement de 1877. Il est donc postérieur a la pre-
sentation de mes recherches a I'’Académie, qui a eu lieu le 29 mai 1876.
Mais M. Lie veut bien m'informer que les propositions qui font P'objet de
son Mémoire de 1876-1877 avaient déja é1é énoncées par’lui dans une Note
présentée en 1872 a I'’Académie de Christiania, sous ce titre : Kurzes Resume
mehrerer neuen Theorien.

C'est au moment de terminer I'impression que j'ai eu connaissance de
tous ces faits, et je dois remercier M. Lie, qui a bien voulu me transmettre
les renseignements qui précédent.




