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INTRODUCTION.

'Dans son Mémoire sur les séries trigonométriques, Riemann fait la
remarque que la théorie de ces développements a été pour Fertain?s
branches de 'Analyse I'origine des plus importants progres. Aprés
avoir tracé Phistorique détaillé de cette grande théorie, apres avoir
reconnu toute la valeur du Mémoire célébre de Dirichlet, il fait remar-
quer cependant que la démonstration de Dirichlet ne s"applique pas
4 certaines fonctions exceptionnelles, et il cherche 2 resoudfe, sans
aucune limitation, le probléme suivant : Une fonction e’tar.zt a'gﬁme de
la maniére la plus générale, quelles sont les conditions qui assurent la
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légitimite de son développement en série trigonométrique? on, ce qui
est la méme chose, quels sont les caractéres distinctifs des séries trigo-
nométriques considérées comme servant de développement & une fonc-
tion ? , .

Le Mémoire de Riemann a rappelé I’attention sur une question qui
paraissait épuisée, qui I’était méme pour les fonctions ordinairement
employées en Analyse. Plusieurs des éléves de lillustre géométre ont
publié d’intéressants Mémoires sur cette théorie, en adoptant le point
de vue de leur maitre et en essayant de résoudre plusieurs difficultés
relatives aux fonctions singuliéres et 4 la convergence des séries qui
les développent.

Le point de départ de mon travail se trouve dans 'examen de ques-
tions toutes différentes relatives aux séries trigonométriques, questions
qui ont été un peu négligées depuis la publication du Mémoire de
Dirichlet. Avant lui, on avait essayé de démontrer la légitimité des
développements trigonométriques, en se rendant compte de 1'ordre
de grandeur des termes de la série. Cette évaluation n’est pas suffisante,
comme Dirichlet le fait remarquer ; car il fallait démontrer non-seule-
ment que la série est convergente, mais encore en déterminer la somme,
ce qui présentait des difficultés sérieuses, levées pour la premiére fois
et d’'une maniére compléte par Pillustre géométre.

On connait les résultats obtenus par Dirichlet. Toute fonction de la
nature de celles employées habituellement en Analyse sera dévelop-
pable tant qu’elle restera finie ou méme quand elle deviendra, pour
une ou plusieurs valeurs de la variable, infinie d’un ordre inférieur
a 1, son intégrale restant, par conséquent, finie. '

Dans le travail qui va suivre, je donne d’abord des caractéres précis
pour reconnaitre I'ordre de grandeur des termes d'une série trigonomé-
trique, j’applique ensuite les résultats obtenus & I'étude d’une belle -
question que.Laplace s’est proposée dans le Calcul des probabilités et
pour la solution de laquelie il a donné une méthode célébre : i savoir
Papproximation des fonctions de trés-grands nombres qu’onrencontre,
soit dans le Calcul des probabilités, soit en Mécanique céleste.

1l est facile de comprendre comment cette question se relie & celle
que jai indiquée plus haut. La plupart des fonctions de trés-grands
nombres entrent ou peuvent entrer comme coefficients des puissances
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élevées de & dans une série
Ay X+ o A X" -

ordonnée suivant les puissances entiéres de la variable. Or il suffit de
remplacer dans de telles séries par Re™ et de considérer o comme
la seule variable pour obtenir une série trigonométrique, et nos mé-
thodes se prétent alors 4 1’évaluation approchée des coefficients de
la série. :
Parmi les apphcatmns que ]al développées, j'indiquerai les sui-
vantes s
L’approximation des polynémes de Legendre. Je donne, en parti-
: culier, une formule qui permet d’obtenir une expression approchée,
Perreur commise étant de 'ordre d’une puissance aussi grande qu’on

X
le voudra de .
2° L’approximation indéfinie des dérivées n’™ de
. \ )
(t—2)" (1+ %)
et, en général, de
(x—a), ..., (x=— a,),

Gy - ey &p étant quelconques.
3° L’approximation de l'intégrale

JS () ¢"(x)dox.

Yétends le résultat de Laplace au cas ou les fonctions f et ¢ sont ima-
ginaires, aiusi que les limites de I'intégrale.
4° L'approximation du terme général de la série de Lagrange

,,x. = J(@) 7).

5° L’approximation indéfinie des polyndmes qui naissent de la
série hypergéométrique, et qui ont été étudiés par Jacobi et par
M. Tchebychef.

Ce dernier résultat m’a permis de résoudre une question intéressante.
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Les polynomes de la série hypergéométrique peuvent étre employés
dans les développements. On peut exprimer une fonction par une série
composée de ces polyndmes tout & fait semblables & ceux de Legendre,
qu’ils comprennent d’ailleurs comme cas particulier. Cette série est-elle
convergente el représente-t-elle la fonction ? '

L’étude de cette question m’a conduit & des résultats qui ne se pré-
sentent pas dans la théorie des séries trigonométriques. Pour plus de
nelteté, je les énoncerai ici en supposant que les polynémes qui entrent
dans la série'soient ceux de Legendre. En géuéral, si la fonction ne
devienl pas infinie, alors méme qu’elle serait discontinue, la série re-
présente la fonction de la méme maniére que si elle était une série tri-
gonométrique, c’est-i-dire que, si la fonction est discontinue pour
x = d, la série pour & = « aura pour somme

S tSer o fe—o)

Mais, si la fonction devient infinie pour I'une des limites extrémes + 1
ou — 1, la série ne sera convergente que si 'ordre de I'infini est infé-

rieur 4 2. Ainsi la fonction (x —1) ° ne serait pas développable en

une série convergente de fonctions X, quoique les intégrales qui dé-
terminent les coefficients de la série conservent un sens déterminé.

Aprés avoir examiné cette premiére question, j’étudie les mémes
séries en donnant 4 la variable des valeurs imaginaires, et je montre
que les résultats connus pour les fonctions de Legendre se conservent
pour les polynémes les plus généraux. Les courbes qui limitent la
région de convergence sont des ellipses homofocales.

Yintroduis des fonctions de seconde espéce, analogues 4 celles que
Ion connait pour les polyndmes de Legendre, et je montre en termi-
nant que la méthode employée dans ce Mémoire peut éire appliquée a
tous. les développements ordonnés suivant des fonchons formant une
suite de Sturm [*].

[*1 Ce travail a été présentéd I'’Académie des Sciences dans la séance du y fé-
vrier 1876,




APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES, ETC. 9

PREMIERE PARTIE.

I.
Considérons une fonction réelle ou imaginaire d'une variable réelle
x développée en série trigonométrique
(1) Fx) = a, + 2(a, cosnx + by, sinnx).

On sait que 'on a

“ 1 2%
Qg = ‘2—-“'/0‘ f(x) dx’
a,= qltf”f(x) cosnx dx,
b, =-1-I;fm f(x) sinnx dx.

Supposons que I'on se propose de développer la dérivée de la méme
maniére ; on aura
7" 1 .
f(%) = =(a,cosnx + b,sinnx),

ot1 les coefficients sont déterminés de méme par les intégrales
a=2"p nxde, b,=-= 27r_)"’(.yc)sinnacal?c
a,,=;j; S (x)cosnxdx, b,= | s
et, en intégrant par partie,
a,= ;—Ir[f(mr) — f(0)] + nbny b, = —-nay.

Ces derniéres formules supposent toutefois que f(x) ne soit pas dis-
continue et, par exemple, ne passe pas brusquement d’une valeur 2
une autre quand x varie de zéro A 2m; elles supposent, en outre,
que f(x) ne devienne pas infinie dans les limites de 'intégration.
Admettons de plus que f(x) soit une fonction analytique de pé-

riode am. Dans ces conditions, la dérivée sera développable en série

Journ, de Matk. (3¢ série), tome 1V. — Jaxvier 1878, 2
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trigonométrique, les formules deviendront
al=nb,, b, = — na,,

et, comme a,, b, tendent vers zéro, il en sera de méme de na,, nb,.
En étendant ce raisonnement au cas ot 'on considére plusieurs déri-
vées successives, on obtient la proposition suivante :

Si la _fonction périodique f (x) est telle que sa b — 1% dérivée et,
par conségquent, les précédentes demeurent foujours continues et finies,
les produits n*a,, n*b, ont pour limite zéro quand n croit indefi-
niment.

Examinons maintenant le cas ou la fonction réelle ou imagi-
naire f(x) devient infinie entre les limites de V'intégration, mais de
telle maniére que, si f () devient infinie pour 2 = a, on puisse poser

(@) S@) =g+t @)

¢ () demeurant finie pour & = @ et A étant une constante. Cetté sup-
position se réalise dans 'immense majorité des cas, toutes les fois que p
est plus petit que 1. Supposons d’abord pour plus de netteté qu’il y

ait'un seul infini de f(x) entre les limites o, 27, alors on aura

\ o A [*Tcosn(z—ode 1 [T §
a,,cosnx+.b,,smnx-;£ —(_':__:7)1'___*-;/;» $(¢)cosn (ax—t)dt.

¢ (x) demeurant finie, sa dérivée sera développable en série trigono-
métrique et, par conséquent, la seconde intégrale dusecond membre
donne un terme dont le produit par n tend vers zéro. Evaluons la
premiére. Si I'on y effectue la substitation

E(4
.

elle devient o

A npt 2RT—N2 a5 du
~—-—— cosn (x — a)
T —na uP
+ A np—t sinn (.Z' tl) 2RT—RE ginp du
w ~na at
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Les deux intégrales qui figurent dans cette expression tendent vers des
limites finies et déterminées quand n augmente indéfiniment. Ces
limites sont

3 +® oosu du +% sinude
( ) “w ! P

—0 . -0

On voit done qu’ici la partie principale des coefficients a,, b, est de

1 . 3. . _ er
Pordre de ~—» c’est-d-dire que son produit par '™ est une quantité

finie, quoique en général indéterminée, i cause de la présence des fac-

teurs cosnea, sinna.

Il est du reste facile de déterminer les valeurs des intégrales (3).
Elles se déduisent, en particulier, de celles que I'on trouve a la
page 197 du Calcul intégral de M. Serret, et 'on a

®°

s'—n-u—‘glf =[1— (—=1P]Tx -—p)cosﬁf--

f e mwdu._[l—i—(——l)l’]]:‘ 1—p) sin’—zf-,
+

En général, la détermination que V'on doit prendre pour (— 1) et qui
résulte de celle du radical (x — a)f est

(—ip=e#n

Dans ce cas, les formules (4) se simplifient, et I'on obtient

—_
f+°° cosuz du ™ ?3

= e
e up T(p) ?
—ipZ
% sinude __ —ix P
—w 4 T(p) )

Mais la valeur précise de ces intégrales nous sera inutile ; le seul point
qu’il nous importe de connaitre, c’est qu’elles sont finies.
Supposons maintenant que la fonction, tout en étant développable
en série trigonométrique, admette plusieurs infinis, nécessairement
2.,
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d’ordre inférieur a 'unité. Nous pourrons poser

@)= glog + gt (@)

a:-—rl

¢(x) demeurant toujours finie, et 'on -appliquéra la méthode précé-
dente 4 chacun des termes du second membre: La partie principale
des coefficients a,, b, s’obticudra en remplacant f(x) par le terme -
correspondant 4 Finfini de I'ordre le plus élevé, et, s’il y en a plusieurs
du méme ordre, par la somme des termes correspondant i ces infinis
de Pordre le plus élevé. .

On peut d’ailleurs étendre la méthode précédente de maniére &
obtenir une approximation indéfinie de a, et de &,.

En effet, il résulte des remarques déja faites que, si la fonction et ses
p —1 premiéres dérivées ne deviennent pas infinies, la pme dérivée
sera développable en série trigonométrique, les coefficients de sinnx,
cosnx étant n°a,,n”b,. Si maintenant cette dérivée d’ordre p devient
infinie de I'ordre v, le prodait des coefficients precedents par n'~7
demeurera fini quand »n croitra. Ainsi:

8t la premiére dérivée de la fonction qui devient infinie est la dérivée
p'meet sil’ordre de son plus grand infini est y, les produits

nPH—Yq,, pPH-Yh,

demeureront finis quand n croftra indéfiniment.

D’apres cela, si’on peuttrouver un groupe de termes ou uie fonc-
tion ¢ (o) se développant suivant la formule

(%) = @y + Z(apcosnx + Bysinnx),

et tel que la p®™ dérivée de f(x) — g(x) soit la premiéx;e qui devient
infinie, et qu’elle le devienne de 'ordre 7, on aura

13 ey
p— 0, = T-;l—-:'f-’ b - B" pywarty

h, h, désignant des quantités ﬁmes s [3,, représentent donc ar; b,
avec une approximation marquée par I’exposant p + 1 — - :
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Toutes les remarques qui précédent sont bien simples, et la méthode
précédente parait au premier abord peu susceptible d’applications
¢tendues. Nous espérons cependant que la suite de ce travail montrera
qu’elle valait la peine d’étre étudiée et proposée. :

Une remarque générale peut d’ailleurs nous faire prévoir le succes
de la méthode. La plupart des fonctions de trés-grands nombres qu’on
a i évaluer figurent comme coefficients dans les séries ordonnées
suivant les puissances de la variable ; or les rapports qui existent entre
ces séries et les séries trigonométriques sont bien connus. Dans le déve-

loppement ,
Ay + Az ...+ A2

il suffit de remplacer la variable z par Re®, Ret o étantle module et
I’argument de z, pour obtenir une série trigonométrique d’une variable
réelle w, R étant copsidéré comme constant, c’est-d-dire le point z se dé-
placant sur le cercle de rayon R. Ces rapports entre les deux classes
de séries ont méme été utilisés par M. O. Bonnet pour l& démonstration
du théoréme de Cauchy: le beau Mémoire sur la théorie générale
des séries couronné par I’Académie de Bruxelles contient, en effet, la
démonstration de la proposition suivante : ’

Si une fonction f (z) est finie et uniforme & Uintérieur d’un cercle et
que, sur le cercle méme, elle soit développable en une série trigonome-
trique ordonnde suivant les sinus et les cosinus des multiples de Uargu-
ment, elle sera développable & Uintérieur du cercle en une série conver-
gente ordonnée suivant les puissances de la wvariable z.

Cette proposition permet I'étude d’une question qu’on laisse en gé-

néral de c6té quand on s’occupe du développement des fonctions -

suivant les puissances entiéres de la variable. La série qui développe
f (=) étant supposée convergente pour tous les points situés 4 une dis-
tance moindre que R de I'origine, que deviendra la série pour un point
situé sur le cercle méme de convergence? Nous voyons que, sif(z),
considérée comme fonction de I'argument » de 5 sur le cercle de conver-
gence, est développable en série lrigono'métrique, la série qui déve-
loppe f (2) suivant les puissances de z demeurera encore convergente
surle cercle limite ; elle cessera de I’étre dans le cas contraire.

Cette remarque générale et confirmée par P'étude des cas parti-
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culiers; ainsi la fonetion log (1 -+ z) se réduit sur le cercle de conver-
gence a ’

i® . . ©
- + log2i + logsin -,

et cette fonction est développable en série trigonométrique. Donc la
série qui développe log(1 + z) demeurera convergente et représentera
Ja fonetion, méme sur le cercle de rayon 1. Il en est de méme pour
arctangx,arcsinx. Au contraire, la série du bindéme qui développe
(1 + z)™ ne sera pas toujours convergente sur le cercle limite. Si la
partie réelle de mest négative et supérieure & 'unité en valeur absolue,

(1+ z)™ deviendra infinie d'un ordre supérieur 4 1 pour z = —1 et

par conséquent ne sera pas développable en série trigonométrique con-

vergente. Ainsi la série du binéme ne demeurera convergente sur le

cercle limite quesi la partie réelle de m est supérieure & — 1, ce qui

est conforme aux résultats trouvés par Abel. ,
Imaginons d’apreés cela qu’étant donnée une série

(5) J(zB)=a,+ajz+ ay @+ ... + @2+ ...,

ordonnée suivant [les puissances de z, on veuille obtenir I’évaluation
a,pprochée du coefficient @, pour z trés-grand. Voici la méthode que
I'on pourra suivre et qui réussit pour la plupart des fonctions que 'on
a & considérer dans cette théorie.
Remarquons d’abord que, si Rest le rayon du cercle de convergence,
on aura ' '
lima, (R — %) = o,

R — £ désignant un module quelconque inférieur & R. Quanta la limite
de @,R”, elle dépend de la nature des séries et peut étre nulle, finie
indéterminée, infinie. S

Supposons d’abord que la convergence de la série cesse au dela du
cercle de rayon R, parce que la fonction f(z) admet sur le cercle de
convergence un ou plusieurs points 4 discontinuité polaire, c’est-a-dire

pour lesquels la fonction inverse }.—Zz—) demeure finie et continue. Con-

e r " £} Al . .
sidérons d’abord le cas ot il y a un seul point de ce genre. Soit 2 la
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valeur de z correspondant & ce pdle : onpourra poser, comme on sait,

(6) f(z) = (“fz)k_,_ = A.z)‘_ SRLTE A

-+ 9(3),

¢(2) demeurant finie pour z = « et étant par conséquent développable
en une série : ‘
o(2)=by+ b, 5+ ... + b, 7",

convergente dans un cercle de rayon p plus grand que R. En dévelop-

pant chacun des termes — suivant les puissances de z et égalant

(& —
les coefficients de z* dans les deux membres de I’équation (6), on

aura
anau:%;(n_*_[)(n—i—z)...(n—i' k—1)
R ) (b ) M

Or la série qui développe ¢(z) étant convergente dans un cercle de
rayon p > R, on a, en désignant par p — £ un nombre inférieur a g,
mais supérieur 2 R,
lim(p — k)*b, = o,
et par conséquent
En

b,,:m,
¢, tendant vers zéro avec % On a donc
a,,ac”::%}(n—}—l)...(n-i—h-—l)
(o +—%,—(n+x)...(n+/t—2)+...

| e

et ce developpement §€ compose :
1° D’une suite de termes qui sont par rapport a 7 des ordres de

nt, -, ..., n, n%
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- 7. o n
e (P—k) ’
qui est infiniment pelit par rapport 4 toute puissance de -, pmsque le

module R de a est inférieur 4 p — & )
Si 'on demande seulement le premler terme de l’expressmn ap-

prochée de a,, on aura

2° Du terme

a, o= ‘%(iz + f:)(n —{'—.2).—..(n +h—1)(1+¢) -

ou plus simplement ~ 7
’ - » i Ao ’l"-t
ar =~ (1 €),

g, & tendant vers z8ro avec — L

Il est clair que la methode s’applique au cas ol la fonction f (3)
posséde plusieurs points & discontinuité polaire sur le cercle de conver-
gence. On pourra alors poser

Pt ey T g e e

(z—2)
et 'on montrera comme précédemment que le développement de ¢ (2)
donne des terines d’ordre nul qu’on peut négliger, par rapport & ceux

f(z)=

. . , . 4, . .
qui proviennent du développement des termes simples ('To;)ﬁ reee Si
Pon veut avoir le premier terme seul de 'expression approchee de @
on pourra se borner & considérer celul des termes

4, B,
kY 134
e G—BF |
pour lequel l’expoSant du dénominateur est le plus grand, -ou, s'il y -
en a plusieurs de méme exposant, le groupe des termes correspondant &

sso,

r exposant le plus élevé.

Tout ce qui précéde est, on le-voit, un coroliaire des beaux résultats
que cette partie de I'Analyse doit 4 Cauchy. De méme que, pour dis-
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cuter la convergence d’une série, il faut reconnaitre quels sont les
points de discontinuité de la fonction qu’elle développe, de méme ici
la recherche de la partie principale des coefficients de la série dépend
de la maniére dont la fonction devient nfinie sur le cercle de conver-

gence.
Vexaminerai maintenant le cas ou la fonction admet sur le cercle de

convergence une discontinuité analogue a celle des radicaux algé-
briques. Supposons que, « étant la valeur de z i laquelle correspond
cette discontinuité, on ait

(7) J(zi= (5 — a)f'p(z; + (s}

¢ et ¢ désignant des fonctions développables snivant les puissances
entiéres de z — « et k un nombre fractionnaire positif ou negatif. En
développant ¢(z) suivant les puissances de 2 — «, on pourra écrire

p(5)=o(@)+z—a o a4 ... + (3 —af ™ —= - — (3 — aPw(z,,
~w(z) étant de méme nature que ¢ z , et par suite

f(z) = ¢(a)(z — «)'+ ¢'(2) (3 — a)™"...

: A
RN 4 .o P
+ }—‘fl—‘_};-_‘; /Z — 90’”‘1’"4 4= (z — Q)M@'?\Z} - qu s

égalité que 'on pourra écrire
(8)  S(5) = U= lam ) gin),
en posant, pour abréger,

— — )k r¢ V1 _ Pt &, paked
Uy = ()3 — @+ ¢/ (@) (3 — ' b o b B s g,
Dans la formule (8}, les deux membres sont deux expressions diffé-
rentes d’une méme fonction. Si 'on développe U, suivant - les puis-
sances de z en une série
Up=23a,7,

Journ. de Math. (3 série), tome IV, — Jaxviex 1878, 3
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le développement de cette fonction sera
(9)  S(2)—TUp=(z— s (z) + (2) = 3(a, — d,)s". -

De la premiére expression de la fonction f(z) — U, il résulte que
ce développement sera convergent a P'intérieur du cerclede rayon R,
comme celui de f(z), et que d’ailleurs ceite fonction ne pourra devenir
infinie ou discontinue sur le cercle de convergence que pour z = .
Si nous avons pris p quelconque, mais assez grand.pour que p + £
soit positif, il ressort de la deuxiéme expression de f(z) — U, que cette -
fonction ne deviendra pas infinie pour z = «, et par conséquent que
son développement ne cessera pas d’'étre convergent sur le cercle-.
limite. :

Posons
z=Re'",
la série (9)
(r0) (8 — a)**w(z) + ¢ (8) = 2(a, — a,) R*e™®

deviendra une série trigonométrique, et il est aisé de trouver 'ordre
de grandeur de ses coefficients. Désignons par e le plus grand entier
contenu dans p + £, on aura

p+hk=c+f,
f étant la partie fractionnaire. La premiere dérivée de.
(z — a)P+im(z) 4+ (2),

qui deviendra infinie, sera celle de Iordre e -+ 1, et elle deviendra in-
finie de I'ordre de , o
(2 — o)

pour z = «, les coefficients de la série (10) seront par conséquent,
d’aprés ce qui a été démontré, de I'ordre de

1\ e/ 1 \ ARt
W e )
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c’est-a-dire que I'on aura

k
( —a, )Rn Pk’
h érant une quantité finie, quand 7 croit indéfiniment.

En d’autres termes, a, R” représente a,, R"avec une approximation de

'ordre de On voit donc que, toutes les fois qu'on prendra un

p+lr+!
terme de plus dans U, c’est-2-dire qu'on ajoutera une unité i p, on
aura un nouveau terme de la formule d’approximation des coeffi-
cients de la série qui développe f(3z).

Il est trés-facile de trouver I'expression développée de 4. Sinous
nous reportons a 'expression de U, et que nous developplons chaque
terme suivant la formule du binéme, nous aurons

r

o"a, =¢(a)(— 1) k(k—1)...(d —n—+1)

1.2...n7n

Gy L |

ko (A n+2)+q)( (_[)k(k-i—z}...(k—-n-{—?})
v (et &

2.
+p—1)-'-(k+P—n) 9p1(2)
I1.2...7 I.2...p—1I

Le rapport de chacun des termes au précédent est de l'ordre de % La

partie principale de I'expression approchée des coefficients proviendra-

donc du terme en ¢ (). Il est du reste facile de reconnaitre I'ordre de
chacun des termes. En effet, si 'on supprime le dernier en Ppi{(&)s
c’est-a-dire si 'on change p en p— 1, lerreur commise sur a,a", en

. . I . I
prenant ,a” qui était de 'ordre de ——; deviendra de I'ordre de ——
‘Donc le dernier terme en ¢, (a) est précisément de ce dernier ordre,
et par conséquent le premier en ¢ (a) est de Fordre de —m » Clest du

reste ce qu’on établirait aussi en substituant aux factorielles leurs ex~

pressions approchées.
De tout ce qui précéde resulte le théoréme suivant :

Si sur le cercle de convergence la fonction f(z) devient discontinue
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a la maniére des radicaux algébriques, et que I'on ait
f(z) = (2 — a)'o(3) + ¥ (=),

¢ et ¢ étant deux fonctions développables suivant lés puissances de
2 — a, la partie principale des coefficients de f(z) s'obtiendra en sub-
stituant au développement de cette fonction celui de :

¢(a)(z —a/;

si U'on veut obtenir une approximation plus grande, on remplacera
f(z) par

[o()+ f—,‘—“-qo'(az)](z*~ a,
o) + T2 g+ =Ly (s —

e+ Sptar o

F
p%WH@—«ﬁ

Lerreur commise étant toujours de Uordre du dernier terme ajouté
dans U expression approchée, multiplié par = -
n

11 est clair que si, sur le cercle de convergence, il y a plusieurs

points de la nature précédente, il faudra les examiner séparément et
réunir les termes provenant de chacun d’eux.

II.

Appliquons les propositions précédentes a4 la fonction X, de
Legendre, qui nait du développement

T T ZZ”X'IH

et supposons d’abord la variable x réelle et comprise entre —1 et +1.
Posons x'= cosg, la fonction précédente devient infinie de Iordre %
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pourt = €%, { = ¢~?; car on a

I 1

Vi—atz e |i— ) (1— )

En appliquant les régles données, on voit que, pour avoir I'expres-
sion approchée de X,,, il suffira de substituer  la fonction proposée la

somme des deux termes
1 )

V(i—rze't) (1— ) + V({1— te—%) (I-—-e"'!’),

que l'on développe trés-facilement suivant les puissances de ¢; on aura

ainsi . '
1.3.5... an—1 eni? : ey .
Xn: > — 21 + G ?

2.4-6 .. 22 \/I'—‘e 203 VI___E 0

ou, en réduisant et remplagant le facteur numérique par son expres-
1

sion approchée —-

PP N

o _— l) 1:]
== 1 i - F 1
(I'I) . . Xp= \/wnsinzycos 2)? 4
1 . N
VPerreur commise étant de ’ordre de ey C’est I'expression connue
nyr

de Laplace.

La méme méthode s’applique au cas ot x est plus grand que 1 ou
imaginaire. Posons, en effet,

w+v’x“—1=<§,

et choisissons le signe du radical, de telle maniére que le module de &
soit plus grand que 1. Cela est possible dans le cas actuel. En effet,
aux deux déterminations du radical correspondent pour £ deux va-
leurs dont le produit est I'unité, et ces valeurs n’ont I'unité pour mo-
dule que si & est compris entre —1 et +1I. Dans tous les auires ?as,
Pune d’elles a un module supérieur & Punité. Ge module est méme
susceptible d’une représentation géométrique ¢légante. Cestla somme
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des deux demi-axzes de Iellipse ayant pour foyers les deux points

1, — 1 et passant par le point .

La plus petite valeur de ¢ qui annule \i — 22 x—+ 2est gi L’expres-

. I P ’ . -
sion ——=———-— sera donc développable en série convergente, tant
Vi—2tr4-2? -

que le module de ¢ sera inférieur ou égal & -?:- sur le cercle de conver-
. « . I «
gence; elle deviendra infinie pour ¢ = 7 et comme le terme simple

I

v{r— &) (1—E—)

Ia partie principale de %‘ sera donc le coefficient de #*dans le dévelop-

pement de ce terme suivant les puissances de ¢, et 'on aura

e gni

v;};{/',f—g‘—z(”"%)’

\

(12) X, =

p defneurant une quantité finie lorsque, & restant fixe, 7 croit indéfini-
ment. )

La méme méthode s’applique aux polyndmes trés-importants qui
naissent de la série hypergéométrique, et qui ont été considérés par
Jacobi dans un travail posthume, inséré au tome 56 du Journal de
Crelle, et par M. Tchebychef, dans un Mémoire de 1869 (Académie de
Saint-Pétersbourg). On sait que la série hypergéométrique est définie
par Péquation

3 o ) = “B gy 2le1) B(BT)
F(“sﬁ"}"x)—l"l‘ I_.‘;x-l— 1_2 Wm “+...
a{at1)...(a+p—1}) B...(B+p—1)
-+ 1.2...p 'y...(-y+p——_1) ¥ 2

Elle se termine si I'un des éléments «, 8 qui y entrent symétriquement
est un nombre entier négatif. Jacobi donne, pour les polynémes qu’on
obtient ainsi, I’expression élégante

z' {1 —z)r—e Py
yig+r1)dy+n— 1} d”

(13) Xn=F(GC+72,-f-II,'Y,x): P ettt (I—x)“"'”"'{.
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Il en fait connaitre une fonction génératrice qui a été aussi employée
par M. Tchebychef. On a, en remplagant, pour abréger, r — ax parsz,

S L T i o A e Vo AP N Ul Bt A LR M
et li—o 8
(14) { - My :)) v
=27 7 X,

1.2...2

Or supposons x comprise eutre zéro et 1, et posons x = sin®*¢. Le
premier membre est développable en série convergente, tant que le
module de ¢ est inférieur & I'unité, etil .devient infini de I'ordre { pour
deux poiunts du cercle de convergence correspondant aux valeurs
t= e*®, ¢ = ¢~**. Appliquons la régle de I’article précédent. On aura
les valeurs approchées des coefficients de la série en substituant 4 H la
somme du terme »
2t (1—a (e — 1 )1 (g1 )oY
(2e2t )1/ (1—te= 20 ) (1— %)

correspondant au premier infini, et du terme A’ correspondant au
second infini, que 'on déduit du précédent en y changeantien —i.
Le développement de ces deux termes suivant les puissances de £ s’ef-
fectue sans difficulté par la formule du binéme, et I'on obtient I’ex-
pression approchée du coefficient de ¢”,

1

I
7(7—}.() (7+E—I)X —sin¢_2~ cos?"‘“_;‘l.s.5---2ﬂ'— 1
I.2..e2

~ cos[(zn +a)p— 2(27 - I)] 1_”12 :
et, en remplacant les factorielles par leurs expressions approchées,

1
r ot ARt 4 y—e—g
X,= M n?* " sing? " cosg *

™
(15) o
cos[zn-&-a)go—%(z'y—x) —!—ﬁ’

expression qui comprend comme cas particulier celle qui a été donnée
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pour les polynémes de Legendre. Les dérivées des polynémes géné-
raux X, étant encore des séries hypergéométriques, on s’assurera aisé-
ment que ces expressions approchées peuvent étre différentiées jusqu’a
un ordre quelconque, mais fixe quand » croitra; nous avons utilisé
cette propriété dans notre Mémoire Sur les fonctions de deux angles, etc.
(Journal de M. Liouville, 2° série, t. XIX), pour obtenir les expressions
approchées des dérivées des polyn(‘)mes de Legendre. '

Si la variable z est imaginaire ou n’est pas comprise eatre zéroet 1,
nous poserons encore

z=1—2x, ZVE—1=E= I— 22+ J4x*— 4,

le signe du radical étant déterminé par la condition que le -module

de & soit supérieur & I'unité. Le développement de H sera convergent

tant que le module de £ ne dépassera pas é Sur le cercle de conver-

gence, H aura un seul infini correspondant i la valeur ¢ = ;; en sub-

mlu

‘stituant donc 4 H le terme unique

21 (1 — &)1~ (1 — EJ1~ (1 4 E)o-T
2% \/(—I——'_g:i)(l——”i)

et développant suivant les puissances de 7, on sera conduit pour X, 2
I'expression approchée

1 T
(16) - S e () T o ) T T (1 £)s
\/Tr : , ' ”
expression qui se réduit bien a celle que nous avons obtenue pour les
polynémes de Legendre quand on y fait « = y = 1. Elle est, on le voit,-
de la forme

(17) X»:=?(5)n;_75”(r%re), E= I—2x+¢l;a:'2 4L,

o {§) désignant une fonction indépendante de r et ¢ une quantité de

Yordre de %
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111,

Avant de continuer I'étude des polynomes précédents, nous allons
montrer que la méthode que nous avons proposée s’applique a la
plupart des exemples traités par Laplace et nous nous proposerons
d’abord de trouver P’expression approchée, pour n trés-grand, de la
dérivée ni®™e de l'expression (1 — x?)*. Cette dérivée, divisée par
T (n -+ 1), est le coefficient de ## dans le développement de

[1 — (= +2)'T

suivant les puissances de £. Or ce développement sera évidemment
convergent tant que le module de # sera inférieur au plus petit des
modules des bindmes 1 — 2, 1 + 2. Supposons d’abord que ces deux
derniers modules ne soient pas égaux et que le plus petit soit celui de
1 — a. L'expression précédente pouvant s’écrire

(1—x—t)*(1+2x+2"%

‘pour avoir I'expression approchée des coefficients des puissances de ¢
dans son développemeat, il faudra, d’aprés la régle donnée, la rem-
placer par le terme simple

(1—x—1t)y =2

qu'on obtient en remplacant ¢ par 1 — dans le second facteur. On
obtient ainsi —

1 ﬂ-([-—xﬂ'“: a(a+l\...(a+n—!)2_‘x(r+§)’

L2 ..rdz" (1—zp+er.2...n

p ayant la signification déja donnée, ou, en remplacant les factorielles
par leurs expressions approchées,

¥
[ g " B
(1 — = (—) P ().

2 {1 — )t

Si Von fait e = i, on retrouve le résultat de Laplace, résultat auquel ce

Journ. de Math. (3¢ série), tome 1V. — Janvier 1878. 4
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grand géometre parvient par une analyse assez longue, et moins rigou--
reuse que la précédente.

Il nous reste a traiter le cas ot les modules de 1 — &, 1 + x sont
égaux, c’est-a-dire ou x est de la forme zi, z étant réel. Alors il y
aura deux infinis sur le cercle de convergence; et il faudra réunir au
terme précédent celui qu'on obtient en changearit dans I'équation
x en — . On a ainsi ’ '

b4 .
v 2u_ {2 “_"n" -"\/7: T A L
(7;(' — %) *= (;) r(“) [([—z)"+‘+([ _L_z)ll-l-zJ'

Oa voit que, si l'on change x en iz, on aura, pour toutes les valeurs
réelles de x,

. _
L g 7\ “T 3 e yn " (= 7.
l{r"(‘ xty= <§) T (=) [(;—m)m'*‘ (1+u,;)n+a]

La méthode s’applique sans modification au produit suivant :

(x —a,)™ (2 —ay™...(x —a,)",

ct, sans qu'il soit nécessaire d’insister, on voit que 'on sera conduit a
la formule suivante :

(18) a5 n‘x a)™. . (x — ap"r =(a,— as)™. 'V'(“i "‘ap)m";—;(x_ a ™,

ou a, désigne celle des quantités a,, ..., @, la plus rapprochée de x.
S'il existe plusieurs racines également rapprochées, on prendra celle
qui correspond a I'exposant le plus- petlt. §’il y en a plusieurs égale-
ment rapprochées de x avec le méme exposant, il faudra faire la
somme des termes que-J’équation (18) donnerait pour chacune d’elles.
Du reste, ces résultats pourraient se justifier, quoique d’une maniére
moins simple, par l’app[icaﬁon de la regle de Leibnitz relative a la
différentiation d’un produit, et ils sont pleinement confirmés par ce
que I'on sait sur les dérivées des fractions rationnelles.

Nous allons maintenant examiner une question tout a fait-nouvelle
et chercher comment on peut déterminer 'expression approchée du
terme général de la série de Lagrange.
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Soit
{rg) y=x+1g(y)
une équation définissant y en fonction de x et de £. On aura

r

(20) f(f)%=zm = 7 () S ().

La série sera convergente tant que £ sera inférieur au plus petit des
modules pourlesquels la racine qu’on développe cesse d’étre uniforme.
Supposons, comme cela a lieu dans le plus grand nombre des cas, que
la convergence cesse parce que la racine devient double. Supposons
que, pour ¢t = k, y devienne égal 4 8 et racine double. On aura

(21) B=x+he(B), 1="ry(F)

Pour avoir Pexpression approchée de y dans le voisinage de (,
pOSOl’lS

(22) ]'.—.—..ﬁ—l—z., t:—.ﬁ—l—u,
z et 1 étant infiniment petites. Substituons ces valeurs dans I'équation

proposée, et développons en. sene, nous aurons, en nous bornant au
premler terme,

Az~ 1—td () Esy(p)’

d’ou, en substituant et remplacant u pari— /£ et & par sa valeur
déduite de. formules

S8
(

¢ (B)
o (B)¢" (B)

)
f(r)ﬂr Vas BILt— 29 (B)]

. . N ’ . . . I
Ainsi la fonction qu’on développe devient infinie de I'ordre sur le

cercle de convergence. En la réduisant au terme précédent, que 'on
développera suivant les puissances de ¢, on aura la partie principale

4..
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de chaque coefficient. On trouve ainsi

e 3.5...o0m—1 Fif)g7h
) 2 (@] = S

ou bien

. d oo FIg)_¢mHiB)
(33) s 2 @S] = S s g,

Si dans cette fommle on change n en n-—-—p,f(.r en f(x) cpp(ac)
on a

| S d_ P o '___f:{ﬁ)_ (p) ’"—P’“ g,
(24) Flu+1—p, deo? P (x}f(xd - Varr ‘/? (I+E

Si, en particulier, on fait p = 1, on a le terme général de la série que

. Ay .
développe non plusf(_y)é, mais f(y)

Ces formules, qui sont nouvelles, me paraissent intéressantes en ce
qu’elles font dépendre I'expression approchée d'une fonction de x
des valeurs d’une fonction d’une autre variable f3.

8i, quand la variable # atteint le module 2, il pouvaityavoir plusieurs
valeurs de ¢ pour lesquelles la racine qu'on développe devient égale &
une autre, il faudrait faire entrer en considération plusieurs termes
semblables 4 ceux que donne la formule (20).

Cest ce quiarrive notamment si, ¢ (x) et x étant réels, 8 est imagi-
naire; car supposons que, lorsque ¢ tend vers une valeur 2, la racine
qu’on développe tende vers la racine double 8. Lorsque # tendra vers
la valeur %' conjuguée de %, la racine y tendra vers la racine 8’ double
et conjuguée de 8. H faudra done, ajouter au terme que donnent les
formules (23), (24) le terme imaginaire conjugué, c’est-a-dire prendre
le double de la partie réelle de ce terme.

Laplace a déja traité par une méthode spéciale I’équation

u—esing =g,

que I’on rencontre dans la théorie des planétes.
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IV.

Une des applications principales que Laplace traite dans cette théorie
de I’approximation des fonctions de trés-grands nombres cousiste dans
la solution de la question suivante : Trouver I'expression approchée de

JSuu'w" , .. f(x)dx

lorsque les exposants s, s, ... sont trés-grands, u, »', v/, ..., f(x)

désignant des fonctions continues quelconques de x. Les exposants s,

s” peuvent étre mis sous la forme an + 3, ot « et 3 sont finis et
ol 2 est un entier qui seul sera suppose irés-grand. On voit que I'on
aura a chercher la limite d’une expression de la forme

(a5) o= [ g(a) f@) d,

n étant entier.

Ou peut trouver beaucoup de développements dont les coefficients
contiennent les intégrales précédentes. Par exemple, si 'on considére
une fonction = () développable suivant la formule de Maclaurin

w(x)=a,+a,x+ ...
on aura

b
f @ [59 (x))f(xc) dix = Ao00 + Guvit+ oo + Guonl” + .

Nous choisirons une fonction particuliére et nous étudierons le dé-
veloppement

i35 .. =1
(26) f\/l—-tq: =2 2.4.6 ...2n Unt”

D’aprés la formule de Wallis, 1'expression approchée du développe-

I 4
r —,
ment de ¢,1" est Von

Supposons, pour tratter le cas le plus important, que Ja fonction

30 G. DARBOUX.

o (x) ait un ou plusleurs maxima et que sa plus grande valeur ab-
solue ne corresponde pas i une des limites de I'intégrale. Supposons
que cette valeur soit atteinte une seule fois pour x = ¢. §'il n’en était
ainsi, on decomposeraxt Vintégrale en plusicurs autres jouissant de
cette propriété. La série

1 1.3 ...2n—1

‘/;—:,;(;;:z ad e L)

sera convergente dans les limites de I'intégration tant que £¢ () aura
un module plus petit que I'unité. Multiplions par f(x) dx et intégrons,
nous retrouverons la formule (26), et nous voyons que le développe-
ment en série sera convergent toutes les fois que # sera inférieur en

valear absolue 4 ?—(l“—)- Voyons comment I'intégrale devient infinie pour
X

7 Qa)

A cet effet, considérons la différence entre cette mtegrale et la sui-

vante :
_ (,, @—af
f\/' L9 ETICEE

En se rappelant que ¢ () est un maximum et que, par conséquent,
¢' () est nul, on verra facﬂement que la différence des deux inté- -

=

grales demeure finie, méme pour Z = ;ﬁ- En effet, la différence des
élémients correspondants peut alors s’écrire
fz) dz Sla) dx

S ———— T —

\/,..'*’_(‘?l (2 —a) \/———“’ =)

9 («) 29 (2)
et en réduisant cctte différence de deux fractions 4 un dénominateur
commun on reconnaitra sans peine qu'elle reste finie pour

x = «. Ainsi l'intégrale (26) devient infinie comme ['intégrale plus
simple

f «) dx ,
[ — ‘P (=) z— o)
\/ ‘ole ?(“)( )
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et, par conséquent, on aura la partie prineipale des coefficients de la
série (26) en remplagant P'intégrale du premier membre par le terme
précédent. Comme d’ailleurs I'intégrale précédente est la somme detrois
autres prises entre les limites suivantes :

x—h ek I3
f ’ f . f P
a a—£Fh wtFk

et que la premiére et la troisi¢me de ces intégrales demeurent toujours
finies, on pourra se borner, pour simplifier I’écriture, & la seconde,
o1 & sera supposé fixe, mais aussi petit qu'on le voudra. Celte inté-
grale a pour valeur ‘

S8 |0 AR+ Vi— 9 () + APK
e : 3
A — Ak 1 — L g(a) + A2

ol Y'on a posé, pour abréger,
A= \/ —¢" (4 .
2¢ ()

A sera une quantité réelle, puisque pour tout maximum en valeur ab-

solue ¢ («) et ¢"(«) sont de signes contraires. Si ¢ tend vers ;—(l;)-, le
dénominateur de la quantité placée sous le signe logarithmique devient
nul. En.multipliant par la quantité conjuguée, on a

(e
8 g T T T gy ol

La premiére partie de cette expression demeure finie, et il nous suffira
de considérer la seconde '

—fla — 3 V',
=2 log[1 — tp(@)] = — f( \/'—;3%,()—105 [r—tg{a)].

En la développant suivant les puissances de #, et prenant le coeffi-
cient de 27, nous aurons I’expression approchée des coefficients de la
formule (26)

1.3.5...22—1 0 ¢ a) —agla)
2.4.6...2n on=f(2) 7 \/ 9 (%) (r + ¢,

3a G¢. DARBOUX,

ou, en remplagant la factorielle du premier membre par son expression
approchée, .

(27) vn= f Siz)g(@)de=\/ £ f @) o)/ —?3&;.1“ o).

C'est la formule de Laplace. Elle est établie en toute rigueur et ne
suppose rien sur la nature de_*(x), qui peut étre réelle ou imaginaire.
On peut encore obtenir ie méme résultat par la considération de

l’intégrale plus simple

b fm)dz-

Al i I N 2% s ST o L) A RN
a 1— tg(z)

Remarquons d’abord que, si on la décompose en trois

x—*h w4k b
f Y f . ] [‘ b
a w—Fk voath

. 1
la premiére et la troisi¢éme demeurent finies pour £ = ;—(-;—), et tout se

borne 4 la considération de la seconde, ou % est fixe, mais pris aussi
1 1 4 .
petit qu’on le veut. Ainsi nous avons i rechercher une évaluation ap-

prochée de
ek fidg

o—Fk I— Z?(z)
Posons

1 —lgfa) =0t x— U=z,

cette intégrale deviendra

z ufie+uz dz
[ — u?
| pr Tl el T

En développant élément suivant les puissances de et nous bor-
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nant aux deux premi_ers termes, nous trouvons

d /..(I" " z? * v
S f+f°” e —i—u/—'r—...,
6, ¢ .
: /'z 23

—_»_.‘, )

2 \

et il serait facile de prouver, comme dans la méthode précédente, que
la difference entre l'intégrale proposée et la somme des deux précé-

. I 3 - .
dentes demeure finie, méme pour ¢ = - W La premiére devenant in-

“finie d’un ordre supérieur, nous pouvons négliger 'autre, et le calcul
de cette premiére intégrale nous donue

3f(a) \/ ??( )arc tang =i (e (“')a

u 29 (x)

ou, pour u suffisamment petit,

7 f(a) -—f?"“)__ ©f(«) —23(a)

u 9" e} —\/I-—t?{z) 7" (=)

Le développement de ce terme snivant les puissauces de ¢ conduit
au méme résultat que la premiére méthode. Nous voyons d’ailleurs
comment, en continuant le developpement suivant les puissances de
u, nous aurons autant de termes qu’on le voudra de l'expression ap-
prochée.

Il est & remarquer que la formule (27), établie pour » entier, s’ap-
plique au cas de 7 fractionnaire. En effet, soit ' la partie entiére de
et posons 2 = 7’ + k, on aura

b ! n' 2'9'\9€ |
[t (@) de = \ /2 ey () /22 (1 9.

En remplacant f(x) par f(x)o*(x), et remarquant qu’il est indif-
férent de mettre 7’ ou 27 en dénominateur dans le second membre,
nous retrouverons la formule (27), étendue au cas de # fractionnaire.

Laplace fait un grand nombre d’applications de cette formule. Nous

5

Jonrn, de Math, (3° série), tome IV, — Jaxvir 1878.
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indiquerons seulement la suivante. Prenons
flx)=x*", o¢(x)=xe".

Le maximum de ¢ (x) a lieu pour x = 1, et nous aurons
@
[ Qe gz dx —_ Z":;“ V\ —1 f
ou

(28) F(n4 a)= \am e "3,

C'est I’expression approchée de Stirling. La présence de Parbitraire
@ que nous y laissons est trés-commode pour les applications.
Nous avons fait usage plusieurs fois déja de cette expression appro-
chée pour réduire les factorielles ; mais remarquons que nous aurions
pu commencer par cette apphcatlon et que nous ne nous appuyons’

que sur le résultat
1.3.5...2—1 __ 1

T = =
2.4, . .20 ‘/7.’]1

déduit de la formule de Wallis:. Nous aurions méme pu ne pas I’ad-

mettre et le déduire de la comparaison entre les deux résultats fournis

par les deux méthedes que nous avons données successivement, mais
cela n’a pas d’importance.

Avec des modifications convenables, la méthode precedeme s’étend
dux intégrales prises entre des limites imaginaires ou pour lesquelles
¢ () est imaginaire. Reprenons le développement

Sflz)de s, 1.3.5...2an—1 o "
\/I-—tqz(z) - 2.4.6...2a L

ol f(x) et ¢ (x) sont maintenant des fonctions imaginaires définies
dans une certame région du plan.
Si Pintégrale est prise entre deux points A et B, la série

1 - gn3.5 can—r e
ficiglz)  246..2n ' on()

sera convergente tant que ¢ ¢ () aura un module plus petit que 'unité.
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Si cette condition est réalisée dans toute I'étendue de la ligne d’inté-
gration, on pourra multiplier par f(x)dx et intégrer; la série (29)
sera convergente. Il suffit donc, pour que la convergence de cette
série soit assurée, que ¢ soit inférieur & I'inverse du module maximum
de ¢ (x) sur la ligne d’intégration. ,

Imaginons maintenant que I'on considére toutes les lignes d’intégra-
tion pour lesquelles I'intégrale conserve la méme valeur. Il est clair
que la ligne la plus avantageuse sera celle pour laquelle le module
maximum sera le plus petit, car cette ligne donnera la plus grande
valeur de ¢ pour laquelle on sera assuré que la série demeure conver-
gente. Ainsi il faut chercher, parmi toutes les lignes possibles d’inté-
gration, celle pour laquellele module maximum sera le plus petit, c’est-
a-dire celle pour laquelle le module sera un minimum maximorumn.

L’¢tude des modules jouissant de propriétés analogues a été [aite &
propos de la série de Lagrange, et l'on sait que, s'il en existe, les
valeurs de x qui les donnent satisfout & I'équation

9'(x) == o.

Supposons donc, en nous plagant dans cette hypothése, que la ligne
d’intégration passe par le point 2, pour lequel on a

¢'(a) = o0, mod. 9 () minimum maximorum.

Alors les raisonnements faits dans le cas des variables réelles subsistent
entiérement. Si I’on suit une ligne d’intégration passant par le point ¢,

. r - ) . . ' I
Pintégrale demeure finie tant que le module de ¢ est inférienr & —
0 &)

. . . 1 N
et elle ne devient infinie que si I'on a £ = ——; alors elle devient in-

9}

finie comme 'intégrale plus simple

S aldx
Ix B /[
fv’ (—tgfa)— LA (2
' 29«

On est donc conduit 2 la méme régle que dans le cas des variables
réelles. La formule (27) s’applique encore aux intégrales imaginaires
ainsi considérées, pourvu que les conditions supposées sur la ligne
d’intégration puissent étre remplies.

»”

d..

- 36 G. DARBOUX.

Appliquons ces considérations générales & Pétude de Pintégrale

| [’f(w)f“—“—f'ﬂdw,

(z—x)"
ol y et f(x) peuvent étre imaginaires. On a ici

_z(r-—z). ' .
o(@)=—— . :

L’équation qui donne « est la suivante :

I 1 I

a_ o—1I e—Y

et 'on en déduit

a=yEyi—y.

Construisons les points correspondants aux deux racines de cette

F 4 -
equation.

Si nous représentons sur le plan les points o, 1, ¥ qui correspondent
anx valeurs o, 1, y de la variable complexe, on prendra sur la bissec-
trice de I'angle oy 1 deux longueurs égales y«, y «’, moyennespropor-
tionnelles entre les deux rayons oy, y 1. Les points a, & ainsi obtenus
représentent les deux racines de 'équation qui détermine «. Représen-
tons, pour plus de netteté, les courbes d’égal module de la fonction

z(1—a)
-y




.
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Ces courbes, pour de trés-petites valeurs du module, sont de petits
ovales décrits autour des points o, 1. Ces ovales grandissent avec le
module et viennent se réunir au point o pour y former une courbe &
point double; puis cette courbe continue 4 grandir jusqu’ace qu'elle
ait un point doubleen o', et ensuite elle se réduit 2 un ovale enve-
loppant le point y, entouré lui-méme d’un autre ovale grandissant
indéfiniment & mesure que la premiére se rapproche du point y. La
figure montre que le module minimum maximorum, pour toules les
lignes d’intégration allant du point o au point 1, correspond au
point «. Nous pouvons maintenant appliquer la formule (27).

On verra sans peine que, si 'on pose ’

E=1—ay -+ Vhy'— 4y,

le signe du radical étant pris de telle maniére que le module soit plus
grand que 1,00 a

' . 8
e om =gt

On aara done pour 7 trés-grand

B =V S B

Prenons, par exemple,
2 (1 — )T

flay =022,

et nous trouverons

fl xl+-{;l (I _;);+n—1 d"“
o (.1,‘—-]")"'“ : 3

2Q -2 ey .
(29) =22-“\/5<:_a~')’ gty E (e
L n -

Nous aurons A faire usage de cette formule.
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'V‘

Jusqu’ici nous n’avons recherché que les premiers termes des ex-
pressions approchées. Nous allons maintenant appliquer le théoréme
donné 2 la fin de I'article I**, pour obtenir différentes formules d’ap-
proximation indéfinie. Rappelons en quelques mots ’énoncé de ce
théoréme. Si une fonction f(z) est développable en une série

fz)=a,+az+ ...,

convergente dans Vintérieur d’un cercle de rayon R et que la série
cesse d’étre convergente, parce que’ la fonction présente sur le cercle
limite une ou plusieurs discontinuités, telle que pour I'une quelconque
d’entre elles, ayant lieu au point «, on ait - .

S(2)=(z—a)fo(z)+¢(2)

¢ et ¢ étant des fonctions développables suivant les puissances de z—«,
on aura 'expression approchée de ses coefficients en substituant & la
fonction f(z) la somme

(z—a)l’

35— o) + ¢ (@) (5 — @) + .. + 9,(a) L

étendue 4 tous les points de discontinuité, en développant chacun des
termes de cette somme suivant les puissances dez et rangeant par
ordre de grandeur tous les coefficients ainsi obtenus. L’ordre de I’erreur
commise sera toujours celui du premier terme qu’on aurait a écrire

silon voulait oblenir une approximation plus grande.

Appliquons d’abord ce théoréme aux polyndmes de Legendre, et
pour cela considérons leur fonction génératrice

I
' Vr —2tx 4+ 52.
Supposons d’abord x réel et posons x = cos¢. Sur le cercle de

. - - . X
convergence la fonction deviendra infinie de I'ordre S pour

t=e%® et £=c?.
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Nous aurons ici
I £
X NS NS
e = (1 — %) 32— ) 3
Ji—2tz+10 ( ) )
En appliquant la proposition générale que nous venons de rappeler,
substituons 4 la fonction les deux groupes de termes

I

(t——e"‘?)-—E 1/t —et 1.3 [t—ef?\2
————— I[——{== + = |\
Vaising 2 \2ising 2.4 \2ising
135 2p —1 [t—eR\P"
— 1 -
+ \ )p 2p (2z‘smq>) _]
t— e ; pt—e 1.3 [t—e o\ -
=t f——— I+=——t — |} T |
— 2ising 2 2ising = 2.4 \ 2ising
imaginaires conjugués et correspondant aux deux infinis, si nous ef-

fectuons ensuite par la formule du bindme le développement de chacun
des termes de la somme precedente, nous aurons

1.3.5...2n—1 I
2.4.6...22 \/2sin<9

{ [(n___%g_ P m[( %'4]

(30) ﬁ >\' cOSs

X, =

-Ezn—x 2sing
1.3 1.3 °°s[<"’"§> ‘°+34“]“
" 2.4 (2n—=3)[2r—5) (2 sing]?

La loi est évidente. L’erreur commise est toujours de Yordre du pre-
mier terme négligé. Ainsi, sil’on prend les p premiers termes, I’erreur

sera de 'ordre de
nPy\n

Si & n’est pas compris entre — 1 et - 1 ou s’il est imaginaire, la
fonction génératrice n’aura, comme nous 'avons vu, qu’une seule dis-
continuité sur le cercle de convergence et I’on trouvera de méme
1.3.5...0n—1 b1 [ n 1 1 gr—2

2.4.6...272 v/I___E—-z 32

Xn =

22— 11—5§3

1.3 1.3 gt ;_
T afpr—1) e —8) T "]’

E ayant la signification déja indiquée a P'article IT.
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Appliquons la méme méthode 2 la dérivée déja considérée

n

da®

(1 — 2%,

qui est le coefficient maultiplié par T'(n+ 1) de 1" .dans le développe-
ment de
[1— (222,

suivant les puissances de a. Si les modules de 1 — &, 1 -+ 2 ne sont
pas égaux et que celui de 1 — x soit le plus petit, nous avons va que
la fonction précédente n’a qu’un point de discontinuité sur le cercle
de convergenc eet, en apphquant le théoréme général, on trouvera sans

’ pemc

g et T (e n—1) @ a— T r—.z.‘.
pry ([ - xz)_a = g~% \; —zpe [

+uv{a+1) fa— 1) (@ —2) I—x 2+

1.2 {gd+n—1{e+nrn—2} \ 2 J ]
Si les modules de 1 — &, 1 + & étaient égaux, il faudrait réunir aux
termes précédents ceux qui en proviennent, en y changeant x
en — x.

VI.

Proposons-nous de méme de rechercher une formule d’approxima-
tion indéfinie des polyndmes de la série hypergéométrique. Comme
nous 'avons déja dit, on peut en donner 'expression remarquable

z=r ( 1— .7:)’1““'

X, =F(a+n, —nv7, )_Wm

pre xn+f—-7 (I s )n+‘(—a

analogue 4 celle quel on doita Olinde Rodrlgues pour les polyndmes
de Legendre et qui conduit aux mémes conséquences.
Sil’on considére I'équation du second degré

(3) - - y=a-+ty(t—7)
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la formule de Lagrange nous donnera, comme on sait,

t}l

JNE=S@)+ 2 el 2 fla) (i — )y

et, si 'on prend
fla)=atr(r — e,

on aura
- ay Ll a —
2 ) e =y @ T (L ),
ou
(32)  p*t(r =y sV ER Y e (e,

I.2...2

En remplacant, dans le premier membre, 7, % par leurs valeurs, on

aura la fonction génératrice considérée 4 'article 11, ot nous avons
donné le principal terme de la formule approchée de X,,.

Supposons que la variable & ne soit pas réelle et comprise entre zéro
et 1, alors nous avons vu que, si I’on pose

E=1 — 22 + V4x* — fx,
le signe du radical étant pris de maniére que le module de £ soit plus

grand que 1, la série (32) est convergente tant que ¢ est inférieur &

I . N v .
77 et, sur le cercle de convergence, le premier membre de cette équation.

admet une seule discontinuité et devient infini pour t—--—- Clest, du

reste, ce que I'on peut aussi conclure de Ia discussion de I équatlon (3r)
du second degré qui donne 7.

D’aprés cela, pour obtenir une approximation indéfinie des coeffi-
cients de la série (32) et par suite des polyndmes X, la méthode gé-
nérale nous indique qu’il faudra développer la fonction

Y- o df
=) 5

. . X .
suivant les puissances de ¢ — g Ou, ce qui est la méme chose, de

Journ, de Matk. (3¢ série), tome IV. — Février 1878. 6
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1 — &¢ en une série qui sera de la forme

A AT gt+A3(1—~§t) Cevs

\[r: g
et garder seulement les termes irrationnels; car les autres ne donnent
pas de coefficient pour ¢, = étant suffisamment grand, et d'ailleurs
leur ensemble constituera 'analogue de la fonction que nous avons
appelée ¢(z) dans le théoréme général.

Tout se réduit donc a développer y¥='(1-— y)*¥ g‘—: suivant les
puissances de £¢ — 1. En gardant les p premiers termes.irrationnels de
ce développement et en les substituant 4 la fonction qu’on développe,
on aura les p premiers termes de I'expression approchée des coefficients
de la série (32).

Posons
Et —1=1u?,

et introduisons « 4 la place de ¢ dans I'équation qm définit ] Elle
prendra la forme remarquable

(33) 7= =uy{i— 7

ou Pon a posé

et qui se préte encore a Vapplication de la formule de Lagrange. Si,
de I’équation (33), on tire %, ¥ étant considéré comme fonction de
x* et de u, on établira facilement 'identité

(34) 05~ 2u \y(i—y) 05
et le premier membre de la formule-(32) prendra la formule

e AR e T
by 4 2(1—7) p

On voit que, y élant considéré comme défini par T'équation (33), on
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peut, en mettant a part £, développer 'expression précédente suivant
. 28

la formule de Lagrange, et 'on obtient ainsi

£ 73 /-— ar
2a~7 (l ) o0z’
__E uf dar P+,—§ 13_._«_,_1
28 QT2 p &P e — ) K
p=90
ou, en remplacant x' par sa valeur 2’ = g,
’ P : p 2 v
: dr
yr a~y &
: (1=7r"5
(35) oyl 2 .
_ - r——Et ’ +r—z gy —
= ()Y 452 o ‘”(g ) 3(E 412 3,

En égalant les coefficients de ¢ dans ce développement et dans la
formule (32), nous aurons le résultat cherché. On trouve aiusi, en
remplacant x par sa valeur en fonction de &,

‘m:—_.__(._.l

4
et p par 2k, '
X, 7(v +r) (7+n—1)(§_1)27-2(g+1)2a—27€—n—a
(36){- “—-2 27—f— kt-y— a—y—=
=Y ) 2 ey T,

formule qui réalise 'approximation que nous avons en vue. En écri-
vant d’abord les premiers termes, elle prend la forme

X, 111‘_((17);;,(’_"_3%_(%(1 - g—a)z?jz(l i e

3 oy . gt w—y -t
=E—1) g+ a——;e_Tdi"—g,(s—:)’ A+

2(
3
1 “ Lo

+24(2n-—1)( dc‘(g— ) ( "

dont la loi est évidente.

On pourrait développer plus complétement cette formule en rem--

6..
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placant les dérivées quiy sont indiquées par leurs expressions, qu’il
est facile d’obtenir. Nous nous contenterons de donner les deux pre-
miers termes de la formule. On a ainsi

I‘E‘y-l—n )gn(l g._a 5(1—}—%"‘) +oc 7X.

3 — (27 —1)(2z—2y-+1) 1-4+Et(29—1)(29—3)
( 7) I | 4(2n—1) T — g 8(ar —1)
(2a— 29 +1}(2a — 29 —1) 1—§!
— 8(an —1] x—i—-‘g“‘—*—""

les termes négligés étant de I'ordre de =
/3

Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que x n’est pas réel et
compris entre zéro et 1; mais nous pouvons passer des résultats obtenus
4 eeux qui se rapportent i ce dernier cas. Alors la fonction

- —y 07
I e—r)r5

aura’ deux infinis sur le cercle de convergence correspondant aux

valeurs -
t=§, t=¢",
et il faudra réunir les termes relatifs 4 ces deux infinis. Si l'on pose ,
(38) x = sin*g,
on trouve

Emet, et

.Réunir les termes correspondant aux deux valeurs de ¢,&, &%, ce sera

donc prendre le double de la partie réelle dans les formules (36) et
(37). On trouve ainsi ‘ _

Ty +2)T(L) X, ——é oc--y-i—-z-

T(y)r(z -+1) A
ol =L~ St s (an+ g — (a1 — 1]
_ sm[(gn +a)p -‘%(27 _1)] )

> [27 —1) (2')‘ 3) cotip _fza— 273_2—21,2_(,_2_“i7 29 —1) tangc‘o]

sing?
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pour 'approximation du second ordre de X,, formule qui est bien
d’accord, d’une part, avec la premiére approximation, d’autre part,
avec le résultat obtenn & larticle précédent pour les polynoémes de
Legendre. A ) ’

Il est aisé de reconnaitre que la méme méthode sera applicable
toutes les fois que 'on recherchera une formule d’approximation in-
définie pour les coefficients de la série de Lagrange. Reprenons 1'é-
quation

(40) y=x+19(r)
qui donne

. " LA T Vu'
(41) Fp)=Y o = P20,

et supposons, comme nous ’avons déja fait (art. IIT), que la conver-

gence cesse, parce que, sur le cercle limite, la racine y qu’on déve-

loppe devient double. En appelant alors {3 sa valeur, on a

f=x+hof), 1=he(B),

h désignant la valeur de ¢ pour laquelle y devient racine double et
égale i 8. La méthode générale que nous avons suivie nous preserit
alors de développer la fonction F(y) suivant les puissances de ¢ — /
ou de 1— £ ¢'(f3) et de garder les seuls termes irrationnels. En déve-
loppant ces termes irrationnels, on aura les différents termes de la for-
mule d’approximation indéfinie des coefficients de la série (41). Or
I'équation (4o) peut s’écrire

(42) r—B=vi=ie@=(r),

en posantv »
: 2pa o(y)(r—B)
© (7)'——?(ri—mi)—(!*?)?’(ﬁ)’

et il est facile de voir que =(y) est une fonction demeurant finie pour
7 = B. Si, dans la formule (42), on pose ’

1— to'(B)=u
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elle devient

ry—B=us(y)

et, sous cette forme, on pourra appliquer la série de Lagrange a déve-
lopper F(y) suivant les puissances de z. On aura

E§

[}

Fiy)=F(gi+ + 3t 2Ry,

po = r 4 d
les dérivées e

&"(y)F(y) étant prises pour y = f3.

VII.

Les résultats relatifs 4 'approximation indéfinie des polynomes X,
sont si essentiels dans notre analyse que nous croyons utile de les
établir par une autre méthode, qui nous fera connaitre du reste une

propriété importante de lerreur commise quand on remplace ces po-
- lynémes par leurs expressions approchées. Cette méthode a été déja

employée par M. Bonnet pour les polyndmes de Legendre (voir Journal
de M. Liouville, 1™ série, t. XVII, p. 265).

Rappelons d’abord quelques propriétés de ces polynomes. Ils satis-
fout & Péquation différentielle

dX,
(43) x(x1— x)% +[y—(@+n)jx]— +n(a+n)X,=o.
On a aussi
f ‘2 (1 = 2K, X de =0
[
et

1 B 2 hy — Ll 14)1‘" Pa+n; +1)
(44) J’l:/; x (l-——x) '(X.”dx_. 2(Il'~||:a —(I{za—(i-n)l‘(y-zn)

Cette derniére propriété est forl importante. Si nous remplagons les T
par leurs expressions approchées, on trouve, pour 2 trés-grand,

 (45) I,=T(y)n'
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On a aussi
I, rlan+ae—2)(atnrn—9)
(46) . (2r+a)(etn—1)(y+n—1)

Cette expression de J,, conduit 4 une conséquence importante. Elle
ne permet pas de fixer pour chaque valeur de x P'ordre de X, mais
elle donne I'ordre de 'intégrale

)
fa o(x) X,dx,

ou a et bsont compris entrezéro et 1, et ou ¢(x) est une fonction quel-
conque que, pour plus de netteté, nous supposerons toujours ﬁme.
Comparons, en effet, cette intégrale  la suivante :

f X 2% (1 — ac)Ydlz,

qui est une fraction de J,, 67,. Divisons I'intervalle (@, &) en deux sé-

ries d’intervalles, séparés ou juxtaposés, les uns pour lesquels X, sera
1

T . .
inférieur 3 Hn® , Hdésignant un nombre positif quelconque, les au-
' i

- 2 7
tres pour lesquels X, est supérieur en valeur absolue 4 Hn® . On
aura, pour V'intégrale prise dans les premiers intervalles,

1_ i
So(x)X,dx < Hn® 1rfigo(ac)dx< An’ TH,

le signe == étant pris de telle maniére que I'élément de Vintégrale soit
toujours positif et A désignant une limnite supérieure, nécessaire-
ment finie, de cette intégrale..

Comparons maintenant I'intégrale [ ¢(x)X,dx, prise danslesinter-
i

....-v

valles ot X,, est plus grand que Hr® , 4 la suivante :
SXEX (1 — 2 Vde =163,

prise dans les mémes intervalles. On aura, d’aprésun théoréme connu,
une limite supérieure de la valeur de

Solz)Kndz
JEKio (1 — e tde’
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en prenant le rapport des éléments correspondants des deux inté-
rales pour une valeur &' de x, comprise dans les limites de V'inté-
g P
ration, on aura done
) ’

[olde o s, < o)

8.3, Xz (1—a ot 21— 2 )

: 1_.
et, comme X, est pluslgrand que Hr®  dans tout lintervalle de Iin-
tégration, on aura, en remplacant X/, par sa limite inférieure,

| fmite nf8
[ o(@) Xnde < 0,0, o tEL__ 2,

11—z )t B
Si F'on remplace J,, par son expression approchée, on a
i
So(x)X,de < I_]} n?

B étant un nombre fini. En réunissant les résultats relatifs aux deux
sens d’intervalles, on a, en valeur absolue,

e~

b 1
47) [ o) Xude < (am+ 5

A et B étantdes nombres finis et H quelconque. Cette formule montre
‘ ' i

que V'intégrale est au plus de 'ordre de n* Amsl, sans que [’on con-
naisse 'ordre de X, le résultat relatif & J, permet de fixer une limite
supérieure de I'ordre de toutes les intégrales ot X, entre en facteur,
puses entre denx limites fixes, comprises entre zéro et 1. C'est un ré-
sultat intéressant, dont nous allons faire usage.

Remplagons, dans I’équation différentielle a4 laquelle satisfait X,,
a par sin®¢. Cette équation deviendra )

&*X

(48) d?:-*-dx (oH—n-)X,,:o.

Pour faire disparaiire le second terme, effectuons la substitution

i i
Cam ey

b . 2 2
Vag) X,=using" cosg ,
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nous aurons

&u ya_ (1—29}(3—29)  (y—aP—1
—-—4u n 2_ L ! — 1=
dy* [(2 +a) fsin‘g cos’y ] o

Si nous posons
\ = (1—29)(3—2y) | (y—e)l—1%
- 4sin’g - costy

. Péquation prendra la forme

du
dy?

+u(2n+a)=\u.

Considérons Au commeune fonction connue de g, et proposons-nous

_ d’intégrer cette équation. L'équaltion sans second membre aurait pour

intégrale '
‘u=Acos[(2n+a)p+h],

A et % étant des constantes. En appliquant la méthode de Cauchy,
nous aurons pour 'intégrale de I'équation avec second membre

C e g
(50) u=Acos|(an-+a)p-+Al+ 1 fp #Vsin[(an+ a)(p —¢')]dy,

#'X désignant ce que deviennent x et X par le changement de ¢ en ¢/,
et p étant quelconque, Tant que ¢ n’approche pas des valeurs zéro,

;—:, ) demeure fini, et le terme complémentaire, qui est de la forme (47),

1
rad _1_
est au plas de Pordre de ———oun * ' On a donc
. 2n--a ;
(51) - u=A-cqs[(2n+a)go—!—/z]+p4n—’—7,

p: demeurant toujours au-dessous d’une certaine limite, tant que ¢
. . . ™ . .
ne s’approche ni de zéro ni de >, ¢’est-a-dire tant que x est compris

entre ¢ et 1— ¢, g, ¢ étant positifs et fixes quand 7~ croit, mais d’ailleurs
) P . q ’

aussi petits qi’on le veut.
Quant aux constantes A et %, il est inutile de les chercher par cette
méthode. Nos premiers résultats nous les ont fait connaitre. En effet,

Journ. de Math. (3¢ série), tome IV. — Fivarr 1878, 7
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deux expressions

Acos[(2n 4+ a)p + k], A’cos[(an + a)o + k]

ne peuvent représenter la méme fonction avec la méme approximation
pour une infinité de valeurs de ¢ que si A, A/, k, k' sont respective-
ment égales ou du moins différentes de quantités de 'ordre de celles
qu'on néglige. Ce que le résultat actuel ajoute d’essentiel porte sur la
limite de I’erreur commise. Nous voyons maintenant que ’on a

1 : .
T(y)z™ . 377 173
(7) sin '?2 cos ? *

< cos [(2fz+a)qa— 7—4'(27— 1)] —i——f_—b;,

ot p est un nombre qui demeure au-dessous d’un nombre fixe, méme
quand x varie, pourvu qu'il reste compris entre ¢ et-1— ¢, ¢ étant
fixes. Auparavant, nous savions seulement que ce nombre p demeure
fini quand, 2 restant fize, 7 croit indéfiniment, ce qui n’est pas équi-
valent au résultat actuellement établi.

Ainsi ces expressions approchées des polyndmes X, n’ont pas lien
dans le voisinage des valeurs o,1 de la variable x, et il est d’ailleurs
facile de se rendre compte de ce résultat pour les fonctions de
Legendre. Ces fonctions pour & =1 sont toujours égales a P’unité; or
leur expression approchée, si elle était exacte pour x =1, les rendrait
plus petites que toute quantité donnée, pour 7z croissant indéfini-
ment. ; : '

Si, dans l'intégrale

— ‘ o o
f "2t (1 — Y,
on remplace X, par son expression approchée, elle devient -
2T’ (v) 1-2y [ 2 __ 2I*(y) =2y (% __ a4, P
= futdy = —=n (Z“?*‘_Z)’

¢ étant de la forme ac, ot @ est fini. . S
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On a done

A ;+ l_ X;xY"(l—x)“;Ydr=J;, ac+ £),
o I—g »

ou a et p sont des quantités finies, d’otr il suit que le rapport de cha-

. fs f!
o I—s¢

a7, pourra étre rendu aussi petit qu’on le voudra dés que & sera pris
* suffisamment petit et z suffisamment grand. Nous aurons a faire
usage de ce résultat, qui supplée a 'expression approchée qu’on ne
peut obtenir des polynémes X, dans le voisinage des valeurs

Nous indiquerons maintenant comment on peut déterminer la
forme de la deuxiéme approximation des polynomes X, en partant de
I’équation différentielle.

De la formule (51) on déduit, en y remplagant ¢ par ¢',

#' = Acos[(an + a)¢'+ k] + -{—’—;,
! Ty
. n

p’ étant toujours fini, quel que soit 7, tant que ¢’ n’approche pas de
zéro oude g Substituons cette valeur dans I'intégrale de 1a formule (50),

nous aurons

u= Acos[(zn-i—a)tp—l—h]r
+ e f Neos[(272 + a)p’ + h]sin[(2n + a)(p — ¢') ]dy’

f? Vp'sin(arn 4 a)(p—e' )dy ,

(27 4+ a)n
- p' étant toujours fini; la seconde intégrale est de la forme 2 ou p,
2-l'
n

'est, comme p’, une quantité finie.
7..
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Quant 4 la premiére il:tégx'aie, on peut I'écrire
WH_“ f ()Jsm [(2n+a)p-+ 7] + X' sin[(2n + a) (p — 2¢ ) + k] dy,
ou

a) A ’ ! !
Asin{(on-- q’+]f ld + PPy f)\sm[(2n+a\(cp—2‘l’)+h]d9’

2(2r + a)

Une simple intégration par parties portant sur le sinus montre que la

_ e A A
seconde intégrale est de I'ordre de - ou, comme A est de Vordre de
1 . S .

# , de celuiden * . Cette seconde intégrale peut donc étre réunie

au terme déja trouvé du méme ordre 5. On a d’ailleurs
_+-{
f Ndy = a-—r)4(27—2a—|—r) (tang — tangk)
4 =2 829 ooep cotg).

4

Les termes en tang k cotk peuvent étre négligés; on les: ferait dispa-
raitre en modifiant convenablement la valeur de £, et 'on a pour « la
formule définitive

n=Acos[(2n+ a)p + h]—i— 5?.72_:3) sinf{(2n+ a)qb-l—h]
1 - .

(52) X [(27— 2a —1) (27 — 22 + 1)tange
i

~(1—29)(3 —27)coty] + ’—"—';,—a

dont la forme est bien semblable a celle de la formule (39): p; sera,
comme p, une quantité assujettie & demeurer an-dessous .d’une limite,

fixe tant que x demeurera comprise entre cet 1 — ¢, et cela quel que

soit 7. 7
En résumé, les termes de la premiére approximation sont de Pordre
de \T,; ceux qm s’ajoutent dans la seconde approximation sont de

JX

Pordre de Y2 ,enﬁn 'erreur commise est de 'ordre ——» ps élant fini

tant que ' n approche ni de zéro ni de 1, quel que soit z.
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Cette fonction inconnue p, de x et de » a encore une autre pro-
priété : sa.dérivée par rapport & x ou a ¢ ‘est de la forme rg, g restant
finie dans les mémes conditions que p. Pour établir ce résultat, il suffit
de se rappeler que, la dérivée de X, étant une série hypergéométrique,
‘on peut obtenir directement son expression approchée. Ainsi nous
aurons deux formules d’approximation pour cette dérivée :

- 1°.Celle qu'on obtiendrait en différentiant I'équation (52) ou (3g)
et qui contiendra la dérivée p', de p,; _

2° Celle qu’on établirait directement par I'application des formules
précédentes 4 cette dérivée.

La comparaison de ces expressions différentes nous donne le résultat
cherché relatif 2 'ordre dela dérivée p,, et nous montre qu’elle est de
la forme ng, ¢ étant au-dessous d’une certaine limite tant que & ne
s’approche ni de zéro ni de 1. Je ne développe pas ce calcul, dont un
peu d’attention fait reconnaitre le résultat.

On pourrait, du reste, obtenir ces propriétés de l'erreur commise
quand on substitue aux polynémes leurs expressions approchées en
employant la méthode méme quinous a servi a obtenir ces expressions.
Pour cela, nous allons reprendre I'étude du cas général et donner une
limite de V'erreur commise quand on substitue aux fonctions considé-
rées leurs expressions approchées.

Nous avons vu que, si une fonction f(z) devient discontinue sur le
cercle de convergence, dont nous désignerons encore le rayon par R,
de telle maniére que, pour le point ¢ de discontinuité, on ait

53, S (z) = (z - a)o(z) + ¢(2),

o et ¢ étant des fonctions développables suivant les puissances entiéres
de z — a, il faut, pour obtenir les expressions approchées des coeffi-
cients de la série que développe f (z), substituer & la fonction f{z:

I'expression

(Gp=rp(aj(z —a)t + ¢ (x)(z—a) g

(54) o . Ll _
| e

que I'on développe suivant les puissances de z.

54 G. DARBOUX.

Si donc on pose
f(3)= Za,",

U, = Z2a,%",

et que P'on désigue par = (z) la fonction

(55) _ o (2)=f(3) — U, = 2,7 .
‘on aura
(56) @y = O +

a, sera V'expression approchée de a,, ¢, 'erreur commise quand on

substitue A a, son expression approchée. _

La fonction =(z), d’aprés son mode de formation, ne deviendra pas
infinie pour z = &, et il en sera de méme de sa dérivée €™ sie désigne
le plus grand nombre entier contenu dans p -+ k. Différentions e fois

I'équation (55), nous aurons

d'w (z)
azr

n—

=3n(n=1)...(n—e+ 1)&3"",

et, la fonction du premier membre ne devenant pas infinie sur le cercle
de convergence, lasérie qui la développe demeurera convergente surce
cercle. Si nous multiphons les deux membres par z°~ et que nous in-
tégrions le long du contour formé par le cercle de convergence, nous

2“1;4 ‘z I' cee (Nl —.€ l & d'w (2
( ( : I) Ell _— fze n _ ( )dz

Si dans cette formule on remplace z par Re*”, elle devient
o mei EolE)
(57) a2rn(n—1)...(n—e+1)g= R‘""*'f gie-mwt -—Zz—zl ie” dw
i °

et n’est pas antre chose que celle par laquelle on détermine les coeffi-
cients des séries trigonométriques.

.o, dw{s . . .
La dérivée — . ,-—) ne devient pas infinie sur le cercle de convergence.

Désignons par p le module maximum sur le cercle de cette dérivée.
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Il est clair que, sila fonction f(2), qui peut contenir dans son expres.-
sion des paramétres variables autres que z, et les coefficients ¢(a),
¢’ (@), ..., ' («) demeurent finis sur le cercle de convergence quand
ces paramétres varient, on pourra trouver une limite supérieure p. de
p’ correspondant i toutes les valeurs de ces paramétres.

D’aprés cela, si nous remplagons dans ['intégrale du second -

( )

membre de 'équation (7)

une limite supérieure du module de cette mtégrale qui sera
2ﬂR¢—n+l‘p.

L’intégrale aura donc pour valeur
2w 559 R+t ,
¢ étant une quantité réelle ouimaginaire, dont le module sera inférieur

a V'unité. La formule (57) deviendra donc

9Re+|p_
- ]
r(R—1)u.(n—e-+1)

R* & = R",(a,, —_— an) g

ou, plus simplement,
(58) R* (a, — o) = £,

a étant une quantité finie quand n augmente.

La limite précédente est loin d’étre assez précise; mais, par un arti-
fice particulier, on peut en déduire une évaluation plus exacte de
Perreur commise. Supposons, en effet; qu’on change p en p + 2, ce
qui revient 4 ajouter deux termes a U,

?p(a) (z-—-u)l""" ?p+l (u) (,_a)p+k+n
I2...p S I12...p41

et deux termes a,,, ¢, 2 a, qui proviendront du développement suivant
les puissances de z de la somme précédente. Nous connaissons les
ordres de o, &, et nous savons, en mettant ces ordres en évidence,
que on a
A 3
& R'=——) o R®

,zp+lr+'.’ n i = np—!-k—i-.z'

par p et "% ¢ par g, nous aurons
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La formule (58) deviendra alors
r Ty _ ap ,
Ry —an — 0, — &) =

ce qu'on peut écrire

% b ap
(59) (an - “u)Bn——_’ vy -+ -;F_—!;,:-_;; e =t

Or, e + 2 étant supérieur & p + k + 1, le terme principal de cette
formule sera le premier, car on peut I'écrire

7 Ry an
(afl - “n) R = p+k+l (h + =+ ,‘e+x—p-—k> :
L’erreur est donc sensiblement égale au premier terme négligé.

S'il y avait plusieurs discontinuités sur le cercle de convergence, on
répéterait pour leur ensemble le raisonnement que nous venons de

- faire pour I'une d’elles, et I'on obtiendrait un résultat tout semblable.

Dans 'exemple que nous avons traité des polynomes de la série hy-
pergéométrique, la fonction = (2) et sa dérivée d’ordre e peuvent étre -
ramenées a des expressmns composées de radicaux et ne contenant en
dénominatear que sing, cosg. Donc, tant que x ne s'approche ni de
zéro nide 1, ces dénominateurs demeurent finis, et il en est d’ailleurs de
méme des coefficients de la formule d’approximation. La formule (59)
nous montre donc que l'erreur commise lorsqu’on prend les £ pre-
mierstermes de I'expression approchée est de la forme méme & laquelle
nous avons été conduits par I'équation différentielle, tant que x ne
s’approche ni de zéro ni de l'unité.

FIN DE LA PREMIERE PARTIE.
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Sur Uapproximation des fonctions de trés-grands nombres
et sur une classe étendue de développements en série ;

Par M. G. DARBOUX.

DEUXIEME PARTIE.
VIIL.

Revenons aux polyndmes de la série hypergéométrique et rappelons
quelques-unes de leurs propriétés qui sont connues, ou dont on trou-

vera facilement la démonstration. )
Voici d’abord différents développements de ces polynomes :

) + ,,(o:—{—n)...(a-l—zn—l) n
0 X,,.—:I——ﬂ%—'v—nz:t’-}-...-{-(—l) P Ry ey x

=F(— nya -+ n,5,x

- "————(”+“_7)x(t — X

X‘n =(l-' x)" 1‘7
: plet+n—g).c(e—g-+1) 4
(2) + (=0 qeeely +r—1) x

: al
(3) Xu=(—1) qeeo(y+r—1)
On a, en particulier,

: p (R+a—q).s(a—g+1)
(4) X,J!)::(—I) g.z;+:)7...(-y+:-x)’

Journ. de Muth. (3¢ série), tome 1V, — Noveusre 1878.
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~ valeur qui n’est égale & 1 que si « — y= 7 — 1 et, dans ce cas, la com-

paraison des développements précédents montre que le polynéme ne
change pas de valeur absolue, si 'on change x en 1 — x. La valeur
approchée pour z trés-grand de X,,(1) est

5 ‘ Xo(1) = e 7+ 1) peares

(5) () =" :

valeur qui peut étre nulle, trés-grande ou trés—petite. Ainsi l'on voit

que, dans le voisinage de la valeur x = 1,-'ordre varie brusquement.

Le polyndéme qui était de I'ordre de #2 7 devient de celui de n*-21+!

Par exemple, si a = 1, y={, il est fini pour toute valeur fixe de =

comprise entre zéro et 1, et il devient infiniment grand pour x =-1. -
Les développements, ou Péquation différentielle, montrent que tout

est symétrique par rapport aux deux limites. On peut changer x en

‘1 — x, pourva qu’on échange y — 1 et & — 7 : I'équation différentielle -

demeure la méme. Cette remarque nous servira souvent 4 abréger les

discussions. 4 A
On a, entre trois polyndmes consécutifs, la relation-

6) G (K —K) - (an+ @) 2Kt ST K — K)o,

qui est généralement du troisi¢éme degré en z; mais ce degré s’abaisse

dans certains cas. _
D’abord, si @ = 1, elle devient

(7 + ) (Xps — X)) +2(20 +1) X+ (n+1—7) (Xpey — Xp)=o0.
En second lieu, si 'on a ¢ = 2y —1,elle cievient

n-u
2

(Xn+| “‘Axn) -+ (211 +' a)xX,, - -:' (X,,_, ——X,,) = 03
enfin, si @ = 27, -
r+2y : n : .
27+ ay +1 (Xnos = X,) + 22X, + Py Sy (Xt ”Vxn) = 0.

Daus tous les autres cas, elle reste du troisiéme degré.
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D'ailleurs, de I'identité

P By )= S tille = e g (g )L (B p— )

X Fla+p.B+p,y+p,x)

I

on déduit

drX, _ x'—Y"P(l— t)l’“—l’(-——;)P

det T min—1)...(n—p—+1)
(7) ) {a~+a)...(24+n+p—1) dP
oy +1)e{yFHp—1) dze

xy-s-n-l ( 1 — x)a-l-n-q,

relation bien connue pour les fonctions de Legendre.
Citons encore les identités suivantes :

n (IX)[—-I
X
n4+a—1i dx -

2

(8) nX,,-;x%:nX,,_,—l—

o dX,
R RN
+ X, [(n+7) —x(2n+ a+1)],

dXpp __ n—+1
(10) (v+nr)—— “dr  n+a

— (n + 1)(2n + a+1)X,,

[n>+a—~'y+1—-(an+a+x)x]%

(n+1)(n+a-— l)fX,,da:

(n+a)(n+7)(n+a—x)x _r(n+1)(n4a—q)
(27 +a)(2n + 2 -+1) T 2n o) (20 +a—1)

+(2n+ a)[n(2y—a—1)+1—a*]X,=o0.

) \
(11 +

n—1

les fonctions X,,. Posons

%, _

dx

A eee - Ap Xy

Si nous multiplions les deux membres par X, 2! (1 — 2)*°Y et que
48..
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nous intégrions entre o et 1, nous aurons

p'ff:" (1 — ) dx.

Substituons ’expression de ‘%f’ déduite de la formule (), nous aurons

(e fr( X dr— 2 :u f—
= — MRl f K S [t — e,

. - X,
Decomposons en fractions snnples m’ nous aurons

(=) Py b ti)

5 Upas o= Plo+p)  Tle—y+I1]

U,-, désignant un polynome,de.degrt; p — 2 En intégrant-par partie -

jusqu’a ce que la dérivée n — 1" ait disparu sous le signe d’inté-
ration, U,_, disparaitra, et il restera

gration, U, p )

ll+7

A J (a4 n I‘('/)/ [a:.:{—l(I __4“.)u+lz—7
L (P gt (x )]
En remplagant les. m!egrales eulériennes par leurs valeurs, on trouve
- Yexpression de A, et l’on obtient la formule :

dX, _ Tfanda) o Xp o n+r) 'S T
dr L 2?;4—( T{a-+n) 2 (-l)
. . P’:o p=o

+r)

1 (2P +
En combinant cette formule avec celle qu’on obuent eny changeant
nen n -1, on trouve

-7 (n+x)(2rz+z)(2n+a+r) Xp
N T IR

(13) 14 +-l llX,. dX,;.H
.zt r dz dx

Les polynomes X, formant, d'aprés l’équation aux difféijem‘_:es a la-
quelle ils satisfont, une suite de Sturm, on peut leur appliquer la for-
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mule fondamentale de mon Mémoire sur le théoréme de Sturm |*], et
I'on obtient la relation

(n -+ a) (1’2 —I—'y] Z,,X,H.l — ann+x — xnzn th- ann
(14) Ju2r+a)(an+a1) — R -+ 7, Heee 7.

Z, désignant ce que devient X, quand on y remplace x par z. Telle
est la réunion des formules les plus essentielles de cette théorie. Elles
ne nous seront pas toutes utiles; mais j’ai cru devoir les calculer et les
réunir ici.

Je ferai remarquer que la démonstration de la formule (12) repose
sur la considération d’intégrales qui n’ont un sens que silonay> o,
& — -+ 1>0; mais le résultat, évidemment indépendant de ces
hypothéses, subsiste dans tous les cas. .

Parmi ces polyndmes, un groupe spécial se rapproche plus particu-

lisrement de ceux de Legendre : ce sont ceux pour lesquels on a
w—y=79 -1

‘Ils admettent d’abord une fonction génératrice spéciale, et on a, en

posant z =1 — 2%, :

g (3—3)-lr+n—3)
= Z[‘"‘ (r+r—1)...(27+28—2)

¢ 2=Vt — )Y [ (1 — )

(r —ahz + RB?)* !

(x5) |

Beaucoup des méthodes applicables aux polyndmes de Legendre sub-
sistent pour ces polyndmes et non pour les polynémes généraux. Par
exemp.e, en posant x = sin® o, on peut les développer suivant les co-
sinus des multiples de . La relation entre trois polynomes consécu-
tifs est du premier degré par rapport & z, etc.

*1 Bulletin des Sciences mathématiques, t. VII, p. g2.
riie 7 P9

on a
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IX.

Nous sommes maintenant en mesure de traiter d’une maniére com-
pléte la théorie d’une classe de développements en série, de ceux qui
sont ordonnés suivant les polynémes X, que nous venons d’étudier.
Nous avons vu que, sil'onsuppose '

7>0: a."'y+[>0,

f,, XX 2™ (1 — 2)*Vdx = 0, f Xyat (1 — &) =Vda'= I,

La valeur de J, a été donnée i I’article VII.

Ces points étant admis, étant donnée une fonction quelconque
J{) continue ou discontinue, supposons qu'on se propose de Ja dé-
velopper en une série de la forme suivante :

f(x_)=A.,X.,+A.X, +oe AKX,

Si nous nfult’lp]'lons les deux membres par X, 77! (1 — 2)*~Ydx, . et
que nous intégrions entre les limites o et 1, nous aurons

(16) AT, =f' x¥4 (1 — x)“‘Yan;(x)dx.

Tous les coefficients seront successivement déterminés par cette for-

mule. '
Un artifice particulier permet de sitiplifier,. dans bien. des cas, la.re-

cherche et le calcul de tous les coefficients A

; n
Reprenons P'équation: du second degré

Fy=x+ty(i—y)
et le développement

— —~ 7 r & _
OIS A ST (e

(r7)
&tr(y~+n
= E I"—(y.)_(l"’(n—-i-)l) Xp " (1 — 2T,
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auquel elle donne naissance, et qui est convergent pour des valeurs
suffisamment petites de ¢. Si nous multiplions par f(x)dx, et que
nous intégrions entre les limites zéro et 1, nous aurons, en nous rap-
pelant la formule (16),

[ flardmy=t(x =yt

__EA,,PMH"" AJ,,:EA,, Platn—y+r)

(r-+1) 2n+u) (7 4+ «)

Le premier membre est une intégrale dans laquelle ¢ est constant et y
fonction de x. Prenons y comme variable indépendante, on aura

x=y—tr(t —y).

Les limites de y seront encore zéro et 1, et 'on aura

[ ==yt =yt dy = It )

Ainsi il suffira d’effectuer la quadrature du premier membre ou d’ob-
tenir son développement en série pour connaitre tous les coefficients
A,. Cette remarque permet de trouver beaucoup de développements
en série. _

Supposons, par exemple, que la fonction f(x) se réduise 4 7,
p étant quelconque. On aura i effectuer la quadrature

Al G e AT CRS)

ou plutdt a la développer suivant les puissances de . Le coefficient de
{* sera

( ')nl’ —‘:‘-2--( :."'i")l/o‘ J,m-x—c(, __])aq-n-?d)r

),,p.... (p—r+1)r(p +7)I‘(a+n—7—}71)

=(—l L1.20440 F(¢+I!+P+l)
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et I'on aura par conséquent

IP=A0X.0 +A|X| +l.o’ o

(18) e el —1)...p—n1) D(n4a) pr k) P(p 1)
.2...2 . r(y)t{a+n+p-1)

La sitite (18) se termine toutes les fois que p est entier, comme on de-
-vait §'y attendre. En appliquant & chacun des termes d’un polynére,

on pourra remplacer ce polyndme par une suite formée d’un nombre
limité de fonctions X,- Elle nous sera trés-utile aussi quand on y fera P
fractionnaire.

: Apres celte remarque sur la détermination des coefficients, reve-
nons 4 la sérle qui sert de developpement a une fonchon quel—

conquef(.x),
(19) (=) 2"' [ = aerf s,

o1 Z, desrgne le polynome X,, dans lequel on a remplace x par z.-
Nous devous nous demander si elle est convergente et si elle repré-

sente la fonction. A cet effet, nous allons.étudier la somme des n + 1

premiers termes de la série et en: chercher la limite quand 7 croit.’
Cette somme éest .

(20 S, _"f zY"(l - z)““'(f(z)d (X’Z‘ X.Z; + F%;Zi')

D apres une formule donnee Iarticle precedent, elle peut étre rem-
placée par I'intégrale plus simple :

e o) (n+ e T K —KaTn
(a0S= e ), 0 — e R,

dont il y a 4 déterminer la limite -quand 7 croit indéfiniment, Nolu
pouvons,. en commettant une erreur relative d’autant plus faible que -
rz est plus grand, remplacer le coefficient numérique de I'intégrale par

4—~- Nous décomposerons en outre L'intervalle de zéro & 1 en trois : 'un.

de zéro a ¢, Pautre de e 3 1 — ¢, le troisiéme de 1 — ¢4 1, ¢ étant aussi
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petit qu’on le voudra, mais fixe quand 7 augmentera indéfiniment.
Ainsi, nous avons 4 chercher la limite de 'intégrale

an l_xuzn
(22) 4.]' fZT—'(l —Z a'-Yf( ——-}—:‘E——‘ﬂdz,

prise successivement dans les trois intervalles (o, ¢) (¢, 1 — &) (1 — &, 1).
Nous commencerons par considérer le second et le plus grand de ces
trois intervalles, et nous y remplacerons Xy Ziny Xty Znay par leurs
expressions approchées.

Posons -
x =sin*¢, z= sm’go,

2 et ¢ étant compris entre o et = =3 f(2)dz prendra la forme £, (¢)dyp.
On a

X, = \/ %sili;_y tpcosy-—u—; t;;COQ[(zn +a)y — %(27 - x)],
Xp = \/—le2 v.]:cosy__“_gq.: cos[(zn +a-+ a)q;—%(z-y—- 1)],

et des expressions analogues pour Z,, Z,.,. .En les substituant, nous
trouvons

3 1 sin (2n+z4—1)(q+\{;)-—7—5(27—1)-!
5 (eosg\erri o g L aAuniil
)T ER) T e TP g
sin 7-% cosg “*—'/"-'z; -‘in[(2”+¢+'}(?“—‘"’)]
(G @) Ve Ty

Ces mtegrales sont bien connues : on les rencontre dans la théorie
des séries trigonométriques. La premiére tend vers zéro, la seconde

vers la limite
LA+ 0) + i (4 —0) = 4[/{xx + o) + f(x — o],

lorsque f(x) est finie, ou devient infinie si f(x) est infinie.
Ainsi Pune des trois parties dont nous devons chercher la limite,
nous donne le méme résultat que si la série était trigonométrigue [ ].

[**] Au tome I (3 série, p. 194) de ce Journal, M. Laurent a déji indiqué, pour
le cas spécial des séries ordonnées suivant les polygones de Legendre, une méthode
semblable & celle qui est développée ici.

Journ. de Math. (3¢ série), tome IV, — Novemsre 1878, 4o -
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Toutefois, cette partie de la démonstration est sujette 4 une ob-
jection grave qu’il importe de lever. Dans le calcul de P'intégrale que
nous venons d’étudier, nous avons admis qu’on peut remplacer les
polynomes par leurs expressions approchées. Cette substitution est-elle
légitime? En Peffectuant, nous avons commis une erreur, et il est in-
dispensable d’examiner si cette erreur n’augmente pas indéfiniment
avec n. Désignons, pour abréger, par X, VT, Z, V3, les expressions
approchées de X,, Z,,. Nous avons établi, en toute rigueur (art. VII),

que l'on a

z,,_-_-\/T,,(z;-F’;’;). X, ._\/J,,( ,,+"')

P> p1 demeurant au-dessous d’une certaine limite, quel que soit #, si
x et z demeurent compris entre set 1 — & Il suit de 14 que remplacer
les polynémes par leurs expressions approchées, c’est neghger, dans
Pintégrale (22), un groupe d& termes de la forme

L[ e e R

Z—

P étant une fonction telle que p, p, demeurant au-dessouns d’un nombre
YT . P ) .

fixe quand 7 croit indéfiniment. D’ailleurs +—, demeure finie pour

x = z, puisque cette propriété appartient  la fois au terme

Zn+l Xn — Xu-Hzn .
D —

S—x

et 4 ceux que I'on a obtenus en remplacant les polynomes par leurs
expressions approchées.
Mais, si P a la propriété, comme p et p,, de demeurer au-dessous

d’une limite fixe, cette propriété ne peut s’étendre au quotient £,
- Tz — 2

au moins dans le voisinage de la valeur z = =, et I’on ne peut pas af-
firmer que la partie suivante de 'intégrale

1 P - " p
fo-/l 2 (¢ — 2YTf(z) - d,
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qui est d’ailleurs finie, tende vers zéro, et n’augmente pas indéfini-
ment quand # croit..

Pour résoudre la difficulté précédente, je ne vois d’autre moyen
que 'emploi de la deuxiéme approximation des polyndmes X,, telle
qu’elle a été donnée 4 la fin de la premiére Partie.

Nous avons remarqué que les formules qui réalisent cette api)roxi-
mation contiennent : 1° les termes de 'ordre de \/J, qui se trouvent

V3.

dans la premiére; 2° des termes de I'ordre de -

. 7T,
commise est de Pordre de 3/;:-‘-‘ On a des formules telles que les sui-

vantes :

o — z: ! .
Zi! - \r/‘]n (z:z +I_, +L>5

i

— ‘
X, = VT, (% 2 2
P P, demeurant toujours au-dessous d’un nombre fixe, et les dérivées
P, P, étant des formes nq, ng,, ou ¢, ¢, demeurent, comme p, p,, infé-
rieurs & un nombre fixe pour les valeurs de x et de z comprises entre
eet 1 —e. Il suit de la que, si nous substituons dans l'intégrale (22)
les expressions de X,, Zn, Xpiis Znsy, déduiles des formules précé-
dentes, nous obtiendrons le résultat suivant : '
_1° Les termes résultant de la premiére approximation ont été cal-
culés et nous donneront comme limite o

L[f(@ +0) +f(z — o)];

2° Les seconds termes des expressions approchées, combinés entre

eux ou avec les précédents, donneront des intégrales toutes pareilles &
celles qui proviennent des termes du premier ordre, mais divisées parn
ou par r? elles auront toutes zéro pour limite;
3¢ 1l restera enfin le groupe des termes contenant tous au moins

une des fonctions incounues, -telles que p et p,, et qu'on pourra
écrire

v [T ‘ P(z) .

;;;/: f(z)2r-t (1 — z)“—\'-m—_i_—; dz,

49.-

; 3° enfin 'erreur
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P(z) étant une fonction des quantités, telles que p, p,, sin 2n¢,
cos2n¢, et demeurant par conséquent au-dessous d’un nombre fixe
dans toute I'étendue de I'intégration. On a, en outre, P(x) = o, pour
Ia raison quia déja été donnée 4 propos de la premiére approximation.

D’aprés ce que nous savons sur les dérivées des fonctions p, p, et
sur celle des sinus, on peut affirmer que I'on a

P'(z}=nQ(z),

Q(2) demeurant au-dessous d’un nombre fixe, quel que seitz. D’apres
cela, si I'on remarque que 'on a '

P(z) —P(r P )

el = Plr) _ PG prip 4 (s — )] = nQ[a + 0(x — 5)],

Z—.r Z—

on voit que I'intégrale 4 examiner prendra la forme

L [fe)e (= erQLe 05 — @),

et Q demeurant au-dessous d’une limite fixe, on voit que cette inté- -
grale tendra vers zéro quand n croitra indéfiniment, ce qui compléte
notre démonstration. A

En résumé, la considération de la premiére partie de I'intégrale
nous donne des conclusions aussi étendues, s'appliquant & des fonc-
tions aussi générales que celles considérées par Dirichlet dans son tra-
vail classique sur les séries trigonométriques.

Examinons maintenant U'intégrale (22) prise entre les limites o, ¢;
1 —¢, 1. A cause de la symétr ¢ par rapport aux limites, signalée a

‘Iarticle précédent, il suffira de trouver la limite de 'intégrale prise

dans Pintervalle (o, €).

Dans cet intervalle, nous le savons, P'expression approchée de nos
polynomes ne peut plus éire employée, et un examen sérieux de cette
partie de l'intégrale est d’autant plus nécessaire que quelques-uns de -
ces polyndmes croissent indéfiniment avec . Reprenons donc Pex-

pression ,
o | B = e B = e £ ()

2 —x
]




' 38
APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES,v ETC. 9

et cherchons si cette intégrale peut étre rendue infiniment petite avec
g, quel que soit n. Ou peut I'écrire

{ € f{z) ,
Xoet [* 141 —3)*Y 1) 7, dz — —j—cif 2 (1 — z)“—Yz_(_xZ,,J,, dz.
t;;J_,l- A % © z—z 43, J, ,

4 bcé 8 ont multi-
Les deux intégrales precedentes ont la méme forme. ]i,l}Les s . |
pliées toutes deux par des coefficients de Vordre de n'"2. Si donc on »
pose, pour abréger,

/(3

q)(z) =

il suffira de prouver que V'intégrale .
(23) s f : 2 (1 — 2)* Y (2) Z,d3,

ot1 ¢(z)est une fonction finie, peat étre rendue infiniment petite avece,
méme quand 7 croit au dela de toute limite. L

A cet effet, imitdnt un procédé déja employé & Particle V;I, compa
rons-la i la suivante :

14 " I\z ) o
(24) f P14 (1 — TZ g = 03, = 0l e,

considérée au méme article ot nous avons prouve que § est infini-

ment petit avec ¢ quand z grandit saus limite. o s
Décomposons l'intervalle (o, ¢) en deux autres series d’intervalles :

i
les uns, pour lesquels Z, sera infériel}!‘.é Hn‘f'Y, H étant que.llc,onggz :
les autres, pour lesquels il sera supérieur a la méme quanti e.le o
les premiers intervalles, 'intégrale (46) sera p]u,s'petlte que | o
sultat obtenu en remplagant Z, par sa limite supérieure, ce qui .o

nera HfZY—‘ (I _ z)“-Ygo(Z-)dZ- = 6'H7

infini i i "inté scédente indé-
¢’ étant infiniment petite avec ¢, puisque 1 mtegra’le {)m
pendaute de 7 s’étend dans un intervalle au plus égal a e.
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Prenons maintenant I'intégrale (20) dans les autres intervalles, ceux

_ . i NETI
pour lesquels Z, est supérieur & Hn=™", et comparons-la 3 I'inté-
grale (24) prise dans les mémes intervalles, on aura

ST — 2P To(2)Z, e, 21— ' )19(2') 2, __70,1(3')
S =k T T i —gzr . Z

z' désignant une valeur de z prise dans 'un des intervalles de I'inté-

gration, 0, une quantité au plus égale 4 Iunité. Si nous remplacons

1. sy s ’ . .
Z, par sa limite inférieure Hn2 ™", nous déduirons de ’équation pré-
cédente ‘

S = 21 (2) Zads < W) gt prv-1(s — vz,

Pinégalité ayant lieu en valeur absolue. Or I'intégrale du second
membre est plus petite que I'intégrale (24). On a donc ainsi une limite
supérieure des deux parties dans lesquelles on a décomposé I'inté--
grale (20). En réunissant les deux résultats obtenus, on a I'inégalité
i e 2 !
n'f"'?f 4 (1 — 2)*Yo(2)Z,dz < HE + 6 Flrlelz) (7);(‘2 )>
A e ,

6,6’ étant infiniment petits avec ¢, quel que soit n. Si donc la fonction

']
o(z ou‘f—(zl
+ 3 —u

on voit que l'intégrale (20) est infiniment petite avec ¢, quel que soit
n, et, par conséquent, qu’on peut la négliger dans la recherche de la
limite de la somme S, des 7z premiers termes de la série. En nous rap-
pelant que les mémes conclusions s'appliquent 4 Pintégrale prise dans

le voisinage de la valeur 1 de z, nous obtenons la proposition sui-
vante :

demeure finie dans le voisinage de la valeur 2’ = o,

Toutes les fois qu'une fonction est telle que les coefficients de la
série sont des intégrales ayant un sens déterminé, sila fonction ne de-
vient infinie ni pour x = o ni pour x =1, la série représente la fonc-
tion avec'les mémes particularités que les séries trigonometriques.

Notre raisonnement ne s’applique pas, on le voit, au cas ot la fonc-
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tion deviendrait infinie pour une des limites, C'est qu’en effet, en exa-
minant cette hypothése, nous allons étre conduits & cette conclusion
inattendue que, dans ce cas, la série peut bien étre divergente.

Pour le prouver, nous traiterons le cas ou la fonction se raméne &
une somme de termes de la forme a2, en nombre limité, p étant né-
gatif, auxque]s s’ajoute une fonction finie pour £ = o. Cette fonction
finie, nous n’avons pas & nous en occuper : on lui appliquera les mé-
thodes precedentes. 11 suffira donc d’examiner chacun des termes tels
que ax? ou xP, le coefficient ne jouant aucun role.

Or nous avons déji trouvé les coefficients du développement de x?,
quand il est possible. Sil'on pose

x:-:-Ao,Xo + A(X| + ree gy

A, est donné par la formule (18), et il est de V'ordre de n~*~'. Comwme

2 1"-'7 4 . 7 7
X, est de Pordre de n; ™', on voit que les termes de la série précé-
dente seront de Pordre dez=2—~%-1. 1l faut donc, pour qu’ils tendent
vers zéro, que I’on ait

‘ ' : —r_ L
(25) p> 2 §
Pour que les intégrales, au moyen desquelles se calculent les coeffi~
cients A,, aient un sens, il faut déja que V'on ait p + y > o. Mais cette
derniére condition n’entraine la précédente que si 'on a y<C i-
On peut, du reste, prouver que, si I'inégalité (25) est vérifiée, la
série que développe x est effectlvement convergente et qu’elle a pour
somme Xx”.
Appliquons, en effet, 4 cette fonction particuliére la méthode géné-
rale. Nous aurons 4 trouver la limite de

L (" 2o Xt —KnZart p yor(y v
(26) —Z_J:—f -i——‘z—_-_—zLZPcY I(l —u).a de.
Posons
2P zP P+
x—z x (z—2)
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nous aurons d’abord a trouver la limite de

1 L .
- Mf(zn Xt =~ XnZpyy) 2P 27 (i - z)*Vdz

-t & )a—Y as.

e f Z, 47 (1 — 2)

Les deux intégrales précédentes sont du méme ordre que deux termes
de la série trouvée pour x7: elles tendent donc vers zéro. Il nous reste
a considérer

— 1 xf (1 — 2z)

wais celte intégrale ne différe que par la forme de Pintégrale (26); p y
est changé en P —+ 1, et elle est divisée par x. En répétant la méme
opération ¢ fois jusqu’ ce que p + ¢ soit devenu positif, on aura

I
— ), # A
n o

Pintégrale correspondra 4 une fonction zP*, qui ne deviendra plus
infinie et aura par conséquent pour limite

n+-1 —X Zn+l) dz’

nty T XnZlH-ll ‘{z)

s
ik
Ainsi, tant que p satisfait 4 'inégalité (25), la série qui sert de dévelop-
pement a #° est convergente et a pour somme x?.
On verra de méme que (1 — x)? est développable en série wnver
gente tant que g satisfait 4 lmegahle

(27) g>—=

Nous avons donc le théoréme suivant :

Pour qu’une fonction soit développable en une série convergente de
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fonctions Xy, il faut et il suffit : 1° que les intégrales qui déterminent
les coefficients de la série aient un sens; 2° que si la fonction devient
- . . o 42 s I .
infinie pour x = o, elle le soit d’un ordre inférieur '—;- + =3 3° que si

elle devient infinie pour x =1, elle le soit d'un ordre inférieur a
xa—9-+1 I

4

Par exemple, dans le cas des polyndmes de Legendre, toute fonction

. . - . . . . . 3
qui deviendrait infinie d’un ordre égal ou supérieur a 7 pour x = =5

ne serait pas développable en une série formée de ces polynomes.
Pour terminer ce sujes, il nous reste a dire quelques mots d’un cas

qui n’a pas été traité, et & voir ce que devient la série pour les valeurs

~ extrémes x = o, £ = I, par exemple, pour x = e; on aura, dans ce
cas, a chercher la limite de l'intégrale '

(28) o e OL R Gk i

z

a laquelle, en vertu des formules (13) et (14), on peut donner la forme

I
i (5 %) o
On examinera la limite de I'une ou de I'auntre de ces intégrales, limite
qui n'est pas toujours égale 4 la fonction f(o). J'ai déja fait la discus-
sion de cette question, pour le cas particulier des fonctions de Legendre,
dans mon Mémoire Sur les fonctions de deux angles, etc. (Journal de
M. Liouville, t. XIX, 2° série, p. 1).

Comme il s’agit ici d’une valeur particuliére, je me bornerai a exa-
miner le cas ou f(ax) — f(o) est del'ordre de x et je poserai

() =f(0) + @ o(x),

o (x) étant finie pour x = o. Alors I'intégrale (28) se raménera a
une somme de deux autres, 'une dans laquelle on remplacerait S(x)
par f(o) et qui donnera comme limite f(0), puisque, dansle dévelop-
pement d’une constante, la série se réduit 4 son premier terme f (0)X,,

Journ. de Math. (3¢ série), tome IV. — Noveuere 1878. 50
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I'autre daus laquelle la fonction f(z) sera remplacée par z¢(z) et qui
sera ‘ '

1

(29) — 75 [ s = Z) 9l2) 2171 (1 - )1 s,

et 'on appliquera 4 cette intégrale les méthodes que nous avons em-
ployées. On verra, comme précédemment, que I'on peut négligerla partie
de P'intégrale dans laquelle z est voisine soit de o, soit de 1 4u moins pour

;. I . Prra
7 supérieura —, et I'on pourra ensuite, en prenant I'intégrale entre les

limites ¢, 1 — ¢, remplacer les polynomes par leurs expressions appro-
chées, ce qui donnera une intégrale de la forme

«

s B G FOCS s .
v;l‘(v)»/-.;m poos ~f'(§°)d?sm[(°" +oa+1) —zlay— l)];

or I'évaluation de P'ordre de cette intégrale est le point de départ de
notre travail. On saura donc trailer cette question, sur laquelle nous
n’insisterons pas pour les raisons déja indiquées..

Nous terminerons cet article par une remarque essentielle. Il n’est
pas nécessaire que la fonction f(x) qu’on dévelbppe soit réelle; si elle
est imaginaire, il suffira de considérer successivement la partie réelle
et la partie imaginaire. Les raisonnements ne subirout aucune modifi-
cation. -

X.

Aprés avoir examiné les séries ordonnées suivant les polynomes X,
quand la variable & demeure réelle et comprise entre —1 et +1, on
peut se demander si elles:sont convergentes dans une étendue plus
grande et il est maintenant trés-facile de résoudre cette question.

Cherchons d’abord les limites de la convergence d'une série de poly-
nomes X,

A X+ A X .o+ A, X, + 0
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il résulte de 'expression approchée de nos polyndmes

Xa=o(E)n® &1+ g,),

donnée A P'article II, qu'on peut assimiler les séries de ce genre i celles
qui sont ordonnées suivant les puissances entiéres de la variable &. Les
courbes limitant la région de convergence scront celles pour lesquelles
£aura un module constant, c’est-a-dire que ce seront des ellipses ayant
pour foyers les deux points o et 1. Ainsi toutes les séries de fonctions
X,; quels ‘que soient les nombres. o et 7y, si elles sont convergentes,
le sont & lintérieur d’'une certaine ellipse qui peut, d’ailleurs, se
réduire & la portion de ligne droite comprise entre les foyers.

Admettons que la- convergence ait lieu & i’intérieur d’une de ces
ellipses, je dis que, dans la région de convergence, la série représentera
une fonction finie, continue, qu’elle pourra étre différentiée, inté-
gree, etc.

Soit, en effet, a le module de £ sur lellipse de convergence, a Vin-
térieur de toute ellipse correspondant au module @ — p plus petit que
a; la série de fonctions X, sera uniformément convergente, et, comme
ses termes sont des fonctions continues, elle sera elle-méme continue;
elle pourra étre différentiée, intégrée. On voit, d’aprés cela, que sil’on
développe sur le segment (o, 1), d’aprés les méthodes précédentes, unc
fonction discontinue, ou devenant infinie, ou telle qu'une de ses déri-
vées soit discontinue ou infinie sur le méme segment, la convergence
de la série ne pourra s’étendre au dela de ce segment.

Ces remarques nous permettent d’étendre, au moins pour unc
~classe lmportante de founctions, les résultats que nous avons trouvés.
Supposons qu’il s’agisse de développer une fonction f(z) suivant une
série formée de ces polynomes que nous avons écartés, et pour les-
quels 'une au moins des quantités 7, « — 7y + 1 est négaltive. Si la
fonction est continue et uniforme a l'intérieur d’une certaine ellipse,
le développement est possible; nous le démoutrerons plus loin. Soit

f (x) = 2A,X,
ce développement.
Pour en déterminer les coefficients, on remarquera que, si l'on
4
5o0..
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prend la dérivée d’ordre p, on a

& f(z)
dzf . ZA" dtP

. X, . - fg . .
Or les coefficients ‘—‘ZZ-—p—" sont aussi des séries hypergéométriques qui ne

différent des polynomes X, qu’en ce que y et « — 7 sont augmentés de p.
En prenait les dérivées jusqu’a un ordre convenable, on aura donc
des polyndmes, pour lesquels y et & — ¢+ 1 seront positifs, et aux-
quels on pourra, par conséquent, appliquer les méthodes précédentes
de détermination des coefficients.

XI.

Nous allons maintenant démontrer que, si une fonction est conti-
nue et uniforme i I'intérieur d’une ellipse donnée, elle est développable
en une série de fonctions X, convergentes & Pintérieur de cette ellipse.
A cet effet, nous emploierons la méthode suivie par MM. Neumann et

Heine dans le cas particulier des polynomes de Legendre, et nous dé-
—en une série de fonctions X,,.

velopperons d'abord —
Posons

(30) ' 1 =23 T, .

Les coefficients Q, sont des fonctions de y, qu’il s’agit d’étudier et de
déterminer. Si nous supposons encore 7, & — Y +1I positifs, nous
aurons :

(31)

Ces fonctions Q, seront appelées fonctions de seconde espéce. Elles
satisfont i une équation différentielle qu'on peut former de la ma-
niére suivante :

' Xzt (1 — z)*tdy
Q= [ Tl
0

z—Y

u désignaﬁt _‘_y: on peut établir une identité de la forme sui-
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vante :
2(1— &) 2%+ [1 — (a +1)&] o+ n(n + a)u

’u a
=y =) T fi(y) G Hu
1l suffit de prendre
f)=2—q+(a=3)y, B=(nan)(rra—i):

En substituant 4 la place de z son développement en série, et en tenant
compte de I'équation différentielle a laquelle satisfait la fonction X,

le premier membre prend la forme

3[n(n + a)— p(p + )] X;?’:

et ne contient plus le terme en X,,. 1l doit donc en étre de méme du
second. En égalant le coefficient de X, 4 zéro, on trouve

(32) ﬂ"”ﬁﬁ""'[ﬂ—v—l—(a—3)y]"d‘i~

+(n+l)(n+“_l)Qn=0s

équation différéntielle & laquelle satisfait Q,, et que Pon peiit vérifier
en prenant pour Q. l'intégrale (31).

Cette équation différentielle, obtenue par différents auteurs dans le
cas des polyndmes de Legendre, se confond alors (y=a=1) avec
celle qui caractérise les polynomes X,,. Dans les autres cas, elle en est,
comme on voit, différente par les coefficients. Mais, si I'on pose

(33) Qu =y (1= y ) "Uy,

un calcul qui ne présente aucune difficulté montre que Un satisfait &
la méme équation que les polyndmes X,. C'est 12 un résultat remar-
quable qui raméne la théorie des fonctions de premiére et de seconde
espéce & la considération d'une seule équation différentielle ; mais il
est utile de remarquer que les fonctions Q,, d’aprés leur expression
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(31), sont continues et finies dans toute I'étendue du plan, sauf surle
segment (0, 1), propriété qui, d’aprés la formule (33), n’appartiendra
que trés-exceptionnellement 3 U,,.

Si les fonctions Q, ne satisfont pas 4 la méme équation différentielle
que les polyndmes X,,, elles s'en rapprochent 2 un autre point de vue:
elles satisfont & la méme équation aux différences, c’est-a-dire il z;.
ent.re trois fonctions Q, consécutives la méme relation qu’entre {es
trois fonctions X, de méme rang. C'est ce que l'on établira de la ma-
niere suivante. L'équation (30) peut s’écrire ‘

Kp=1 = Z? (X, — rX,\.

Exprimons, au moyen de I'équation (6), xX, en fonction linéaire de
X,—15 Xps Xpyyy et substituons cette expression dans la formule précé-
dente, nous aurons

. . X, (r=+a) nf
(34) Xq ~—-'E.I,,(zn—i_»«)l: 2zz+(o;:l7)(Q:z"Qn+i)

nin «— ) -
e (Qy— Qu) — ](211+4}Q"j-

':'?ldﬂt que 7 est djfférent de zéro, le coefficient de X,, doit étre nul. On
on¢

( () (n+9) |
(55) (‘ oan - o -1 ( ""Qn-ﬂ)

n(n—+a— }
( + —2_;1?__.:) (Qn - Qn—l) - )"(271 + ,a)Q,, = o.

) A r . )

C ?st Ifl méme equat.lor.l, sauf.le changement de x en y, que pour les
polynémes X,; mais il convient de remarquer ‘qu’elle ne sapplique -
pas pour 7 = o. En effet, le coefficient de X, dans le second membre
de la formule (34) doit étre égal, non plus 2 6, mais 4 1. On a donc

s_ Q=Q, [1 "(“-I—I)y] -—-c-;—!lo

7

[ =[] edrrrle ey,

7 7 ' Tla-t1)




APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES, ETC. 399

Cette équation montre qu'il suffira de connaitre 'une des fonctions
pour en déduire toutes les autres.

On voit, que Q, s’exprimera en fonction linéaire de Q,, le coefficient
de Q, et le terme indépendant étant deux polynomes. De plus, le coef-
ficient de Q, dans I’équation précédente étant le polyndéme X,, ot
I’on a remplacé x par y, le coefficient de Q, dans Q, sera de méme le
polynéme X,(y). Cest, du reste, une forme de Q,, qu’on peut
meltre directement en évidence. La formule (32) peut s'écrire

' X,—Y, N T 2t — z)—idr
= [ 22T I vy — gt ki ?
Q. __.jo‘ e (1— xj dx—i—Y,,‘[ sy

Y, désignant le polynéme X, ol I'on a remplacé x par 7. On a
donc

Q)= [ BBy + 1,0,

En remarquant que X, — Y, est divisible par  — y, et posant

z

. ! Xn"'Yn - | A e
(37) Rn(f) = -___7‘”1' (1 —xj*Vde,
o
.~
on voit que R, est un polynéme en y d’ordre n —1, ¢t 'on a

(3§) Q.(7) = Y.Qu(») +Ru(r),

ce qui met en évidence I'expression de Q,{y) en fonction de Q,(y.
D'apres cela, si ’on veut résoudre complétement I’équation aux
différences 4 laquelle satisfont les. polynémes X,

(n+a)(n+y)
rerr (Un = Une)

(39) n(7 4+ — 1)

20 -+ . — (u)l ull—l.) - (2’2 -+ a)xl‘n = 0,

on a déja deux solutions :

1° X,(x), 2° Ru{x),

fioo G. DARBOUX.

et par conséquent la solution la plus générale sera
9(x) Xa(2) + ¢ () Bu(x)-
En parucuher, on aura Q,,(x) en prenant

o(2)=Qx), $(x) =75 .

»(x) en prenant

o(@) = Qu{@)a (1 — 2)%, () = 21 — )=

XIl.

Revenous a la formule qui donne Q,(r); remplaqons-y X, par son
expression comme dérivée n®"*, et intégrons n fois par partie : nous
aurons

(4o) Q, = Lz () f (1 afetner

Ty + n) (z—rp+t

Cette formule, donnée par Jacobi, est trés-importante pour la théorie

des fractions continues. Développons, en effet, 'intégrale suivant les
puissances de - 7 Le développement commence au terme en ,r_-’ et

L

P’on a

(47) Qn—( )n-H )I‘(';:(*;;)f‘*_(a;—:—n;)—V—f-!)J:ﬂF(7+h’ n41,2n+ b.—}-l,;l_-).

Si nous rapprochons ce résultat de la formule
(42) Qo-'—_——'l—.n—l—?""

on voit gue le deve]oppement de & v, suivant les puissances descen-
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1
dantes de y, commencera au terme en e On aura donc

(43) . Qo:.—ﬁ—i—ﬁ‘:‘-—}-““

Rn ’ . 7 i
Donc — 3 sera la réduite d’ordre n du développement de Q, en

n
fraction continue. Or, d’aprés la formule (41), Q, n’est autre chose,
a un facteur constant prés, que Pimportante série

T\
.F('y,x,oc—!- I,;),

qui comprend comme cas particulier le bindme, le logarithme, etc.

La forme si simple de la nouvelle expression des fonctions de se-
conde espéce nous indique un nombre illimité de fonctions généra-
trices pour les fonctions Q,. Ainsi ’on aura

Vot (f — ) wr(t —z) ey +—1)
(4h) [ U= [ e = 5, (0) TR Q)

z—y z—y

Eu particulier,

1 xy-—l(l__z)‘—‘rda: _ T(y+ n) n
w = X ¢ @)

o £ —r—ux(t —=z)

n

Pour les fonctions de Legendre, on trouverait

— ) f0? — — |
T log t—1+2y + Vi —2(1—2rv a1 :ZEHHQ”(]")-
Ve —2(t—2y)e+1 “u—i+o2y— V@ —2(1—2)yju-+1

Enfin expression (40) de Q, est trés-propre & nous faire connaitre
une expression approchée de Q, pour z trés-grand. L’intégrale qui
figure dans cette formule a déja été considérée (art. IV)et, pour avoir
Iexpression de Q,, il suffira d’appliquer I’équation (29) de cet ar-
ticle et de remplacer les factorielles par leurs espressions approchées.

Posons
(0 =+ 1)

y==p ==y +vhT- iy,

r
Journ. de Matk. (3¢ série), tome IV. — Dicexure 1878, « I
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le signe du radical étant choisi de maniére que le module de 4 soit
supérieur 4 P'unité; nous aurons ‘

Qu __ 2ot 1 -3 —1\"
46) &= VI () )

Nlm

'T“’% —it—1
q (-l -+ En):

ou plus simplement

(47) . T =wTEf(a)a, w=1—2y +JEF 47,

f(n) étant une fonction, toujours la méme, de 4. Cette formule est
toute parzille 4 celle de X,,, qu’on peut écrire, comme nous 'avons vu,

(48) Xyt g5, E=1— s VEE —ha,

@(&) étant une fonction connue par ce qui précéde (art. 1I). Z et 4
ont respectivement pour modules la somme des deux demi-axes des
ellipses de foyers o, 1 passant par les points qui représentent les va-
riables z, 7. C

Nous terminerons par une remarque sur I'étendue des résultats
obtenus. Notre point de départ supposait 7, @ — - 1 positifs ; mais
nous peuvons maintenant nous affranchir de cette supposition. En-
effet, la formule (40) est valable, quels que soient « et y, pour des
valeurs suffisamment grandes de r, et I’équation aux différences déter-
minera les fonctions pour lesquelles l'intégrale qui y figure n’aura
aucun sens. Dauns tous les cas, les fonctions Q,, ainsi déterminées satis-
font a I'équation différentielle du second ordre que nous avons donnée
pour elles. Nous trouvons ainsi, dans les résultats obtenus pour une
hypothése particuliére, un point de départ pour les appliquer A tous
les polynémes qui naissent de la série hypergéométrique. '

XIII.

Nous pouvons maintenant démontrer la convergence et déterminer
I

la somme de la série qui sert de développement 3 » en employant

€T —
la formule principale de notre Mémoire Sur le théoréme de Sturm.
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‘ Supposons que I'on désigne par ¢,(x), ¢.(x) deux solutions dis-
tinctes ou confondues de la méme équation aux différences

Up X iy + (0" + Wy x) X, +1, Xn-—l = 0,

OU U, ¥n, Wy, £, sont des fonctions de n. On peut toujours, en multi-
pliant par une fonction de 7, donner i cette équation la forme

ty Xpy + Upey Xy + (0 +w,,2) X, = 0.
Qn aura, en exprimant que les deux solutions satisfont i cette équa-
tion, |
Up Opory (.Z‘) -+ Upy Py (.’L‘) -+ ("n -+ an) Pn (x) =0,

UuQrer (7) + ey Yoy (1) + (00 4+ Wny) du () = o

Multxphqns la- premiére de ces équations par ¢, (), la seconde par
— ¢, () et ajoutons-les; nous obtiendrons la formule

.Z"—J'

g u, ?IL+I(‘1") Ya (r)—duws (.7) ?R(;t)
(49)

N 0 (2) Yot (1) — Fnr (2)du (
( Uy 7) = — Wy @n(x) 4 ().

zr—J

Le terme — w, ¢, (x) ¢,_, (y) se présente comme la différence de deux
expressions qui ne différent 'une de I'autre que par le changement
de n en n -- 1, et par suite la somme

EW 22 (%) 4 (7)

n="h

se rameénera toujours a la différence de deux termes semblables.
Appliquons cette remarque générale i notre équation aux diffe-
rences et aux deux fonctions X,,(x)Q,( 7). On trouvera

XaQn __ n(n--a— 7) X Quot — Xt Qn

I, T (2rtaj(22+a—1; M pp—
(rt1)(ptaz—g+1) X Qu—%sQun

(27 4+a+2){20+e+1] Japiz—7)

5y..
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L’équation aux différences admet comme solution Q, a partir de
n = 1. Faisons la somme des équations qu'on obtient en donnant
dans la formule précédente & n les valeurs r.2...n; nous aurons

X, Q X.Q. -t—l—u—--y_X.Q,—X.,Q.
B 3. (e+1)(z+2) ‘(a:———y).l.
(lz+|‘)(n+z—r7+l) xn-{-!Qn""'ann-H.

T erte+1)(2n+a+2) —J,+.(z—y)

. X -y
Ajoutons aux deux membres —;—Q—" et remplagons Q, par sa valeur tirée
o

de la formule (36), nous aurons

S§g+ L 50

» i Jo Je N

(DO) ' — 1 — (IZ-I— l) (”+°' —7+l) X;t+IQR—XnQn+I.
Tz—y (erntat+i)(2r+ax+2) {z —7)Inst

Cette formule peut étre considérée comme la généralisation de la
) ¥

9.2 . Y s - -v
propriéié bien connue que posséde le développement de —— suivant

les puissances de . Dans I'un et I’autre cas on peut ramener a la réu-
nion de deux termes la somme d’un nombre quelconque de termes
consécutifs de la série. La marche que nous avons suivie montre que
cette propriété subsistera pour tous les polynémes formant une suite
de Sturm. Nous reviendrons sur ce point dans le dernier article.

;. - r
Pour prouver que la série est couy‘ergeute et a pour somme z _y,

il suffira d’établir que le terme

(l!—l—l) (”4—“—"7_‘—‘) X!I-I-IQR_"XnQn-Qva
(27 + 2+ [){211-:-0:—1—2) (2 — 7) dnmt

tend vers zéro lorsque r grandit indéfiniment. Or, si nous remplagons
les polyndmes par leurs expressions approchées (46), (47), nous obte-
nons pour le reste la formule

ﬂ:’)i(f} (&)™ (I —F) i+ e
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1l tendra donc vers zéro toutes les fois que le module de £ sera infé-
rieur & celui de u, et il croitra indéfiniment dans le cas contraire. Ainsi
nous obtenons la proposition suivante :

La série

Lo Ko
] I

sera convergente et aura pour somme seulement si le point x est

a Uintérieur de Uellipse passant par le~ point y et ayant pour' foyers les
deux: points o, 1.

Si les deux points x, y étaient sur la méme ellipse, la somme de -

la série serait indéterminée.
En étudiant de méme la série

2 Qn(x)J?n(r) ,

on verra qu’'elle est toujours convergente et a pour somme

. Qu(2) —Quly),
z—y

XIV.

Considérons maintenant une fonction quelconque continue et uni-
forme dans Panneau compris entre deux des ellipses homofocales si
souvent considérées, et soit A le point représentant la variable 7.

D’aprés la formule de Gauthy, on aura

S(z)dzs : z)dz
21rlf(t)— c zi)—t - c,fz‘(—lt ’

les deux intégrales étant prises sur les contours C, C' des deux ellipses
supposées, parcourus dans le sens direct. Cette formule nous permet
de développer f'(¢). En effet, appelons T, ce que devient le poly-
néme X, quand on y remplace x par ¢. Nous aurons sur le contour C

-
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S

L P /c' F(2)Qu(5)ds.

c z—1

la série convergente

et par conséquent

Sur le contour €/ on aura, au contraire,

¥ _ ZuQu(t)
-y

la surie étant également convergente ; et, par suite,

,z_t ZQ" ff %) Zy dz.

En réunissant ces deux résultats, nous obtenons la formule

(51) f(=—15 37 ff(z)Q,, a)da— Y & fj (2) Zudlz,

G

c’est-a-dire le développement de f(£) en une série de fonctions de
premiére et de seconde espéce. L’emptoi del’équation (50) nous don-
nerait au besoin une limite de I’erreur commise quand on s’arréte 4
un terme de rang quelconque.

Si la fonction est continue & I'intérieur de I'ellipse (C) tout entiére, les
intégrales multiplicateurs des fonctions Q, sont évidemment nulles, et

-il ne reste que les fonctions de premiére espéce. Au countraire, si la

fonction est continue & Pextérieur de P'ellipse (C') jusqu’s I'infini,
sans point singulier 4 I'infini, la série ne contient plus que des fonc-
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tious de seconde espéce. Nous obtenons, comme cas particulier, la
proposition suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’ une fonction soit. déve-
loppable en une série de fonctions X, c’est qu'elle soit continué, uni-
Jorme et finie & Uintérieur d’une ellipse.

XV.

Nous terminerons notre travail en donnant diverses expressions de
la fonction Q,.
L’équation a laquelle satisfait X, peut s’écrire
d dy
_— Y — o—y+4 J b ___ — —4 _— oY,
dx’[x (1—x) iz | = —n(n+a)yxt' (1 — x)r
Nous en connaissons deux solutions, X,, et la fonction que nous avons
appelée U,. On aura donc entre ces deux intégrales la relation

or(s— e (0,2 x, 2% ¢,

En intégrant et se rappeiant que U, et Q, sont nuls pour x =%,
ob a )
® d
U, =CX, f A
z

x ( [ — x)z—‘(ﬂ X;’

et par conséquent

Q. = CX, &Y~ (1 — z)>Y f” dz
x

Pour obtenir le coefficient C, il suffit de développer suivant les puis-
sances décroissantes de x et de comparer le premier terme de ce dé-
veloppement 4 celui de la formule'(41). On trouve ainsi

C=(an+a)l,
(52) Qn(-r) = (2n + a)J,,X,,xY-‘,(I - ,z-)w—‘{fm dx

ZU (] — 2 X
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Il m'a paru intéressant de vérifier que cetie inlégrale se ramene a une

fouction linéaire de Q,. i s _
: i i ————— Si nous ap-
A cet effet, décomposons en fractions simples T 15 ap

n
A 3
pelons « une racine quelconque du polynéme X,, nous aurons

B I k B, A, .
(53) =-+ + ¥+ Y G

Zl—=z)%X2 & 1—%

En calculant A,, B,, et tenant 'compte de I'équation différentielle pour
é&liminer de V’expression de B, la dérivée seconde de X,,, on trouve

1 B — A («—7+7-1),

A":: 2(1—u)U? ©—1 «

On aura aiunsi

d Ay
1 A ‘ _
T D T e (R

- zT(T:I;T:m[I + P

(54) I . (¢ — 7) Ax
+ .'Z:T—‘(l—-m)"“‘("" [h 1+ 2 1—n

+ Z(I —u"r) Au],

t

i i i i —dans le

Le dernier terme disparait, car son coefficient est celui de — l
'é i 53), suivant les
développement du second membre de l'équation .(7 )s :
puissances de !, coefficient qui doit étre nul, car le terme em =

x . A
n’existe pas dans le développement du premier membre de la méme

i i ~_tirée de la le (54)
équation. En substituant 'expression de = tirée de la formule (54)

n

dans Vintégrale (52), et posant, pour abréger,

— 1) Ay
H,=1-+ 2-(1-—“)—‘,

nous aurons E
' AuXa
={an+¢)d =

Qu() = ( Va2 L

-+ (2n + a)J,,H,,anT"(I —.‘l))“'TL ;"—(:—-_J)T:‘f:“-
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On a d'ailleurs, en vertu de la méme équation {52),

- o dr .
Q“ = adyx¥ ‘(' - x)u ij a1 ——--D)w--'(+x'

En comparant cette équalion i la précédente, on trouve qu’en po-
sant

/ A, X,
R,(r)="{2an+2a)], E:.TT;
on a

xdg

C'est bien la forme générale que nous avons trouvée, et 'on voit que

la constante :

(2r + 2)T,H,
alt,

doit étre égale A I'unité. Toutefois, les intégrales précédentes n’ont
un sens que si 'ona « > o, La démonstration suppose donc remplie
cette condition.

Les fonctions de seconde espéce peuvent recevoir d’autres expres—
sions trés-élégantes.

Par exemple, si 'on différentie 7 fois ’équation différentielle 4 la-
quelle satisfont X,, et U,,,

x) &y [ v 4y G ae
x(1— dz,z'*'_/"(”-""/xj,z;’*‘”(”“*‘“)]—-0:
on frouve
dll+lr (lll+lly‘
x(1 — x) Tt [n+y (a4 2n+ 1)x] =5 =0,

équation qui admet deux solutions :

driy dty c

derrt 0 dzHt T (1 _‘z)et-f-z-}-H‘

La premieére dérive de X,, laseconde de U,. On a donc

(55) dn+lU_ c

T T (] = a e

Journ. de Math. (3¢ série), tome IV. — Dicemsre 1878, 52
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et, par suite,

- £\ a4+t dz C 7 dznt+ .
(56) Un=C<f) P P /; T — e

On en déduit

dertt

) 20
Qn = Ca¥! (' - x)d——Y[t x'l+T(I ——x)“+n-'{+l )

La constante G se détermine par la considération du premier terme
du développément, et I'on trouve

) * - A - wry [ =t ,
(57) Q"zr(/)r(n-i_rl():'g-:;n /_‘Fl)xy (1 —=) Yj_; P e Lt

ce qu’on peut aussi écrire, d’aprés un théoréme connu relatif aux in-
tégrations répétées,

(58) Q»"—-_—' I‘(7)F(a+n—7+1) x‘f‘.' (I — .Z')“—wa (y — =¥dy

—e— e
et a) FUEL [ — g e

équation toute pareille 4 celle de Jacobi et se prétant 4 la méthode

de Laplace pour I'approximation de Q. o
Nous donnerons enfin une expression de Q,, qui n'est que cu-

rieuse. . . o
L’équation (32), & laquelle satisfait Qp, est la dérivée ni®™ de la sui-
vante : ’
‘ fl_ .‘.i_‘[ a1 (1 — x)‘{-—a—u] = Cx‘Y‘”(I — x)y-‘-a-—rz—l—i ;
dx| dz

1l résulte de cette remarque la nouvelle expression de Q;,

n = dx
=C a ¥t (1 — 22 )* Y —
Qn, dx® « - T (I —_— z)ﬂr(—n e

comme dérivée nit=e. Le calcul de la constante G nous donne le ré-
sultat ‘

. r(y)f(e+r—y—+1) & VA=t (. g )%y m————ﬁ“—.—m :
(59) Q, =— r(2z +2) e L BT L — g e
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Eufin nous ajouterons cette remarque, que la formule de Jacobi peut
aussi s’écrire

(60> QII — —r\,i)” dn f’ x’f-l'-n—l,’l _J»)a-}-n_.-{ dy.
o

Ty +n) dzt y—=z

On voit que nous avons huit expressions différentes des fonctions Q,

XVI.

1! nous semble que la méthode employée dans cette partie de notre
travail va au deld du probléme que nous avons traité, et qu'elle
pourra s’étendre 4 I'étude d’une classe étendue de développements, de
tous ceux qui sont ordonnés suivant des fonctions formant une suite
de Sturm. Supposons, en effet, pour fixer les idées, que ces fonctions
soient des polyndmes de degrés o, 1, ..., X, Xy, ... . jouissant de
la propriété suivante :

11 existe une fonction f(x) telle que 'on ait

(61) fb"f(x)xmx,,dx =0

toutes les fois que m est différent de 7.

On peut d’abord démontrer, et cette propriété est du reste connue,
que ces polynémes forment une suite de Starm.

Remarquons d’abord qu'il résulte de la formule précédente que
ona

b '
(62) f (x)PX,dx = o,

P étant un polynéme quelconque de degré inférieur a 7.

Ce point étant admis, supposons, pour préciser, qu’on ait multi-
pli¢ chaque polynéme par un nombre tel que le coefficient de la plus
haute puissance de x soit I'unité. Le premier X, sera égal & 1. De

plus, le produit xX, pourra évidemment s'exprimer de la maniére
52..
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suivante :

xX,z =Xu+g -+ CQXn -+ C| Xn_g +. .+ C,,Xo.

Je dis que, dans cette formule, toutes les constantes sont nulles 2
partir de C,. Multiplions, en effet, les deux membres par

f() Xy,

etintégrons entre les limites a et b, nous aurons, en tenant compte de
’équation (61),

5 ' 5
L fla) 2%y, X,pdx =G, f X2, fla) dx.

Nous désignerons par J, 'intégrale
/] .
I, = L X2 f(x) de.

que nous supposerons toujours différente de zéro. ['équation précé-
dente deviendra )

(63) f Fl@)x X,y Xpdox = CpJ,p_pe

Or, si p est égal ou supérieur & 2, 2£X,,_, sera au plus du degré » — 1,
et, en vertu de la formule (62), le premier membre sera nul. On aura
donc :

C,, = 0.
Ainsi Péquation (62)est de la forme
(64) XXy =Xper + Co Xy + G Xy

qui montre bien que les polynémes forment une suite de Sturm. On
aurait de méme

(65) Xy =X, DX, + DX, o0




APPROXIMATION DES FONCTIONS DE GRANDS NOMBRES, ETC. 1.’|l3

Cela posé, dans la formule (63), fuisons p =13 on aura

5
) =f S(x)xX, X, dx.
[<3

Substituons dans le second membre la valeur de xX,_, déduite de
I’équation (65); on aura
Cidp= [flx)X3dax =1,,
et par conséquent
T,

(66) (‘, = J—“—'_—:.

L’équation (64) prend donc la forme

(67) x n - XIH-( + UnX + X,,_, .
ll--'
Désignons maintenant par Y, le résultat de ]a substitution de y & x
dans les fonctions X, et changeons & en y dans Péquation précédente.
Elle deviendra

T
]’Yn = YIH-I + Oy Yu -+ 7= Yn—l-

n—t

Multiplions cette équation par X,, la précédente par — Y, et ajou-
tons les résultats obtenus ; nous aurons

Xn Yn — Xn+| Yn - Xn Y,,_H . Xn Yn_.g - X,,_| Y,.
Jn Je(z—y) Jusi (2 — ).

Si dans cette formule nous remplagons successivement r par o, 1,
~2,.., et que nous fassions la somme des résultats obtenus, nous
trouverons

(68) ’ 5{5 + XtY( + e +-XuYn — Xu+1Yu—X’tYn+l.
' Jafz—7)

Jq Jx

Supposons maintenant qu’on veuille développer une fonction ¢(x) en
une série de polynémes X,

(X =A X, +A, X, + ... +AX,+....

414 G. DARBOUX.

En multipliant les deux membres par JS{(x) X, dx etintégrant, on aurd
ARJ,,=f:rg('x)f(x) X, dx.
D’ou il suit que I'on aufa pour ¢ (x) la série
o(x) =32 [ o) {7 Yadr,

dont il s’agit de démontrer la convergence et de déterminer la somme.
Or, en désignant par S, la somme des n ~+ 1 premiers termes, on aura

S,,=f NSl (XY°+...+§—2‘,E)117’

I

ou, d’apres la formule (68),

Xop1 Yo — K Yoy
—~f Mr)fv)———-———*—df

Toute la difficulté sera ramenée i la recherche de la limite de cette
intégrale.

LR VA . . - 1 -
Considérons, en particulier, la fonction —— et soit

.

1 . XoQo Xn Qn
=3, 5

On aura

(69) f f(:z: X,,d:c

Nous appellerons les polyndmes X, fonctions de premiére espéce et les

fonctions Q, fonctions de seconde espéce.

1l est aisé de reccnnaitre que les fonctions de seconde espéce satis-
font 4 la méme équation aux différences que les polynomes X,,. On a,
en effet,

Jn ll /

ou, en tenant compte de I equanon aux différences (67) pour les poly-
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noémes X,

3 b
Qe Qe f A f flz) X, Ky des

Jn R

le second »membre est nul tant que n est diftérent de zéro, et pour
n = o il se réduit & — 1. On a donc

rQ Qn+ — 4, Qp — Q_":':o, n>o,

Ju n+l n—l

(
(71)
( J’fu—; 2 Qo= — 1.

Ces formules permettent de calculer de proche en proche toutes les
fonctions de seconde espéce au moyen de la premiére.
En éliminant e, entre les équations (71), (67), on aura

xn Qﬂ — Xn+l Qn - Xu Qu+l . Xn Qu,—( - Xll—-l Qn

L, T L(z—7) Yoo (2 — ¥)
et par suite
X QI XSQQ 4 XnQn — XlH—l Qn_"XnQn-l-l — Xl Q"""'XO Q'
I o T (e —y) Ja{e — i

En substituant 3 X,, Q, leurs valeurs, on aura la formule définitive

' . Xq Qa X| Qn X.Qn T Xn Ql:+! - Xll-lv-l Qn
2 ——— e P = - -
(7 / Jo + Jl + + Jn r—y J"‘I —J!

et il ne restera plus qu’a chercher sous quelles conditions le dernier
terme du second membre tend vers zéro pour avoir dans tous les cas

les conditions de convergence de la série qui développe - : 7

Une fois cette recherche faite, le théoréme de Cauchy permettra de
développer toute fonction F(z) en une série formée de fonctions de
premiére et de seconde espéce.

C'est la méthode que nous avons suivie dans ce travail. Les rapports
de la théorie précédente et de celle des fractions continues sont & peu
preés évidents. '

D’abord; sil’on développe Q, suivant les puissances de 5, ledévelop-
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pement commencera au terme en . En effet, on a

J.n+l

f ) Xade
y-—a

= )X r/.r[-i-,ui-ff-.. = __i_]
j:f( o ¥y s + " +.7"(.r_—x) ,

ou, en se rappelant les propriétés des intégrales, [ f(x) 2P X, dx,

{73) ff ’(,,.r"dr )
2" z—3

__Qn___

formule qui met en évidence la propriété auuoncée.
D’autre part, on peut écrire

Q.= f/(x) "dx+Y ff"”"”

Le premier terme du second membre est un polyndme R,(y). Le
second est le produit de Y, par Q,. On aura donc

Qn = Eu -+ Yn Qo,
Qll
R,
Q=—3+3

I¢

Le développement de 32 Q" smvant les pmssances decroxssanles de y

I R,
commencera au terme e Donc — 3 est la 7' réduite du déve-
n
loppement de

Qp = f(.r) dz

e * —X

en fraction continue.

Cetteremarque établit le lien entre notre théorie et celle que M. Heine
a constifuée pour l'intégrale précédente. .




