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Amamerm—

Il presonte volume, che il lettore vorri riguardare come un comple-
mento alle mie Lexioni di geomelria differenxiale [2.* edizione in due
volumi, Pisa, Spoerri 1902-1903], & tutto dedicato allo studio delle su.
perficie applicabili sulle superficie generali di 2.° grado (quadriche). Esse
contiene up’esposizione pid completa, e semplificata al tempo stesso, delle
teorie fondamentali da me sviluppate in un lavoro che ebbe I'onore di
ossere accolto fra lo Memorie doll’Accademia di Francia Y.

La risoluzione completa del pit importante problema dell’applicabilita
che consiste nella doterminazions di tutte le superficie di assegnato ele-
mento lineare non & riuscita, come ben si sa, che in pochissimi casi par-
ticolari, Ma lo sviluppo dei metodi della geometria infinitesimale, dando un
nuovo aspetto al problema, ha condotto ad atéribuire un'importanza sempre
maggiore ad una spocie di procedimenti ricorrenti, o di parziale integra-
zione, mediante i quali, partendo da una superficie del dato elemento li-
neare, si riesce a costruirne infinite nuove, con un numero grande quanto
si vuole di costanti arbitrarie,

Il primo essmpio di siffatti procedimenti venne offerto dalla teoria
delle trasformazioni delle superficie & curvatura costanle, iniziata nella
mia tesi di abilitazione dol 1879 colla trasformazione complementaro e
goneralizzata poi folicoments da Biicklund nel 1888 colla trasformasions
che porta il suo nome, Lo sviluppo ed il perfezionamento di questa teoria,
a cui hanno principalmente contribuito Lie, Darboux e Guichard, si sono
protratii per tutto un ventennio ed i risultati scquisiti costitniscono ora
un importante capitolo, ormai ben noto, della geometria infinitesimale 3).

1) T, XXXIV des Mémolros des Savants étrangers.
*) V. Darsoux, Legims ecc., t. III, livre VII, chap, XII, XIII ¢ le mie
Lesion ecc., vol. II, cap. XXIV e XXV,
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Guichard fu il primo che si occupd di ricercare metodi analoghi di
trasformazione per le superficio applicabili sulle quadriche, Particolarmente
notevoli per eloganza geometrica sono i risultati da lui conseguiti per le
deformate delle quadriche di rotazione, risultati che git ho avato occasione
di esporre nel socondo volume di queste lezioni (Cap. XVII). Por quanto
riguarde lo quadriche gonarali, i metodi di trasformazione cho Guichard
ha fatto conoscere sin qui, in brovi comunicszioni all’Accadomia di Parigi
a cominciare dul 1897, si discostano notevolmente da quelli geometrici
gid noti per lo superficie & curvatura costante. Essi si fondano princi-
palmente sulle proprieth delle equazioni a derivate parziali del 2.0 ordine
del tipo di Moutard, che ammettono é’ruppi di soluzioni quadratiche, od
utilizzano considerazioni di geometrin infinitesimale & pitt di tre dimensioni,

Fin dai miei primi studi su questo argomento (1899) io posi la riceron
sopra tutt’alira via che, senza uscire dal campo dell’ ordinaria geometria
infinitesimale, mirava a costruire una teoria generalo delle trasformazioni
delle superficie applicabili sulle quadriche coi mezzi stessi che servono
per lo deformatoe della sfora. In particolare mi lasciai guidare dull’ides
che I'elomento essenziale geometrico por le trasformazioni dovesse anche
qui essoro fornito da congruenza rettilinee W colle due falde applicabili
sulla quadrica fondamentale,

Tale previsions venne pienamentd confermata dalla ricerca; o ne o
sorta la feoria dolle trasformazioni per lo deformate delle quadricho che
espongo in questo libro, '

Le relazioni fra le quadriche dol sistoma confocale a quella data o
lo singole trasformazioni, e principalmente In notevole logge di applica-
bilits delle due falde focali delle ricordate congruenze, che si risolve
nell’affinitd d'Ivory fra due quadriche omofocali, conferiscono, mi sembra,
alla teoria un aspetto geomotrico estremamente semplice,

N& meno notevolo d un secondo aspetto, che ho corcato di porre in
evidenza in pilt luoghi del presente volume, dimostrando come la tooris
stessa costituisca in sostanza un ulteriore svilappo delle nuove ideo ap-
portate da Lie nella teoria delle trasformazioni delle superficie & curvatura
costanto, che vennero ds lui riguardate queli trasformazioni infinitiformi
degli elementi piani o faccotte dello spasio,

v

I sombra probabile che la foconditd di questi concetti di 8. Lie debba
apportare nuovi frutti in ulteriori ricerche di geomeiria infinitesimale.

Avrei desiderato di poter completaro V'esposizione della teoria contonuta
nol presonts volumo coll’esamo dei metodi, gia sopra accennati, dovuti
& Guichard; ma il ritardo nolla pubblicazione della memoria premiata di
Guichard non mi ha permesso di fave. il confronto dei due metodi, che
non mancherd certo di condurre a consoguonzo interessanti,

Nonostante ho stimato opportuno di non ritardare la pubblicazione di
quosto volumo, parendomi che lo ricerche qui osposte costituiscano gia
una tooris in 3 completa. Lo trasformasioni per congruenze W, che ne
costituiseono il fondamento, sono, come gia si 8 detto, la naturale genora-
lizzazione di quelle delle superficie & curvatura costante, alle quali si
riducono se la quadrica fondamentale diventa una sfera. Esso posseggono,
80 non erro, tutti i carattori di trasformazioni geometriche elementari,
onde sembrs probabile che in combinezioni pit o meno complicate di
queste elementari debbano risolversi tutte le altre trasformazioni che si
potranno costruire per lo deformate delle quadriche.

Piga, glogno 1909,




CariToLO I

Lo trasformazioni per lo deformate Tigats delle quadriche

o —

§ L
Preliminari,

Le ricerche che 8i espongono in questo libro hanno per iscopo di
costruire per le superficie applicabili sulle superficie generali di secondo
grado (quadriche) una teoria delle trasformasioni perfettamente analoga,
nel metodi e nei risultat, & quella ben nota delle superficie a curvatura
costante (U, Queste nltime superficie possono anche comsiderarsi come
le deformate per flessione della sfera reale od immaginaria, secondo che
la curvatura & negativa o positiva; o, come per le deformate di questa
speciale quadrica, cos) per le deformate di ogni quadrics Q noi riusci-
remo ad ottenere degli analoghi procedimenti geometrici di trasforma-
zione che permettono, partendo da una deformata iniziale 8 dells qua-
drica Q, di costruirne infinite nuove, dapprima precisamente una doppis
infinitd; poi, ripetendo le trasformasioni, da ciascuna di queste ancora
infinite nuove, e cosl via di seguito illimitatamente.

L'elomento essenziale geometrico per le nostre trasformazioni viene
nuovamente fornito da specisli congruense refiilinee W, lo cui due falde
focali sono applicabili sulla medesima quadrica Q. Ogni deformata 8§ di
una qualunque quadrica Q d& luogo ad una doppia infinitd di tali con-
gruenze W, secondo il seguente teorema fondamentale:

TrorrMA A, — Per qualunque superficie S applicabile sopra una qua-
drica Q esistono o* congruense redtilinee W che, avendo S per prima
falda focale, hanno le lovo seconde falde focali 8, applicabili sulla mede-
sima quadrica.

() Lestond, wol, 11, cap. XXIV e XXV,

2 u CAPITOLO 1 — § 1

1! passaggio dalla prima falda focale S di una di queste congruenze
alla seconda S, dard appunto una delle nostre trasformazionl.

Ed  molto notevole che, quando la quadrica Q & reale e generale,
esistono sempre «° tali trasformazioni reall, che conducono dunque da
una deformata reale di Q & nuove deformate reali; laddove, se la qua-
drica Q diventa di rotazione, le trasformazioni reali possono sparire, 0
pid propriamente ridursi alla sola trasformazione complomentare, Si
presenta cosi il fenomeno, singolare a prima vista, che rispetto a questa
teoria delle trasformazioni sf comportano pid semplicemente le quadriche
generali che non le speciali di rotazione, come ad esempio la sfera reale,
Ma, pur restando nel campo reale; esistono molte classi di superficie
reali applicabili su quadriche immaginarie, per le quali le nostre tra-
sformazioni sono ancora reali, L'esempio pid semplice, che & stato il
punto di partenza di tutta I'attuale teoria generale, & quello della sfera
jmmaginaria lo cui deformate non sono altro che le superficie pseudosfe-
riche; in tal caso le trasformazioni generali si riducono appunto alle
trasformazioni di Bécklund.

Ritornando al caso geaerale, dicismo che le operazioni di integra-
zione necessarie per dedurre dalla deformata iniziale 8 della quadrica Q
le ® nuove deformate contigue S, consistono ancora nella integrazione

" di un'equazione differenziale del primo ordine del tipo di Riccati, preci-

samente come nel caso particolare delle trasformazioni di Bicklund delle
superficie psendosferiche.

Un perfozionamento notevole del processo d'integrazione risulta poi
ancora dal feorema di permutabilita, che, nell'applicazione successiva ed
illimitata dei procedimenti di trasformazione, permette, appena eseguita
I'integrasione della prima equazione di Riccati, di compiere 1'integra-
zione delle seguenti con soli calcoli algebrici o di derivazione,

1l teorema di permutabilitd permette altres) di utilizzare, nel campo
reale, le trasformazioni immaginarie, insegnando a comporle convenien-
temente in trasformazioni reali, precisamente come avviene per le tra-
sformazioni di Bécklund delle superficie a curvatura costante.

Abbiamo cost accennato ai principii fondamentali della nuova teoria.
La descrizione dei notevoli fatti geometrici che ne accompagnano lo svol-
gimento risulterd nel corso di questo libro. E si vedrd in particolare
come vengano ad introdursi quali elementi geometrici fondamentali,
nello studio metrico-differenziale della deformazione delle quadriche, il
sistema omofocale determinato dalla data quadrica Q e quella corrispon-
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denza (affinitd d’Ivory) fra { punti di due quadriche omofocali che viene
segnata dai loro punt! d'incontro colle trajettorie ortogonali del sistema,
corrispondenza ben nota pel suo significato in questioni di geometria
pura e di fisica matematica.

Fra lo deformate delle quadriche tengono un posto notevole lo de-
formate rigate, che rispetiu alle nostre trasformazioni formano un gruppo,
poiche le trasformazioni stesse, applicate a deformate rigate, danno sempre
nuovamente superficie rigate, D'altronde, mentre le propriet generali delle
nostre trasformazioni si conservano per il gruppo delle deformate rigate,
esse acquistano qui un significato pil semplice ed intuitivo, che permette
una pid facile traduzione in analisi del problema. Conviene quindi co-
minciare lo svolgimento della teoria dal caso pitt semplice delle defor-
mate rigate delle quadriche per elevarsi poi da queste al caso generale,

E poichd il nostro principale interesse si concentrerd sulle superficie
reali applicabili sulle quadriche (reali od immaginarie), in questo primo
capitolo, dedicato allo studio delle deformate rigate, noi supporremo che la
quadrica fondamentale Q abbia generatrici reali, ed avremo cosi g distine
guere i due casi del paraboloide iperbolico e dell'iperboloide ad una falda,

I caleoli che dovremo eseguire e le formole finali conservano natural-
mente il loro valore analitico se alle variabili reali adoperate si sosti-
tuiscono variabili complesse. E cosi anche i risultati geometrici appaiono
immediatamente estendibili al campo immaginario, senza che sia neces-
sario ripetere gli enunciati corrispondenti. Aggiungiamo che in tutto il
corso del libro verrd fatto dell’immaginario largo uso, perd sempre cosi
diretto che ad ogni momento della ricerca possa distinguersi quale & il
significato dei risultati ottenuti nel campo »eale, senza di che non sémbra
possa riguardarsi la trattazione come completa,

§ 2.
11 teorems di Chieffl,

Por non interrompere nel seguito il corso delle ricerche sars utile
che premettiamo la dimostrazione di un bel teorema, osservato nel caso
generale dal Sig. O. Chiefi, e relativo a tutte le superficie applicabili
sopra superficie rigate (4,

"} Veggasi 1l § 1 della memoria del Dott. 0. Ciuzurrr; Sulle deformate del-
Uiperboloide rotondo ad una falda e su alcune superficie che ss ne deducono.
Giornale di matematiche, vol. XLIII (12.° della 8,% serle), 1905, .

4 OAPITOLO I, — § 2

Bia 8 una qualunque superficie applicabile sopra una rigata R, allo
cui genaratrici corrisponderd sopra S un sistema di linee geodetiche che
indicheremo con g, Prendiamo sopra 8 una linea asintotica qualunque 4
e conduciamo nei punti di @, le rette » tangent! alle geodetiche g che
vi passano. Il luogo di queste rette » sard uns rigata R,, circoscritta
alla 8 lungo 'asintotica a, che sard pure evidentemente asintotica
di R,

1l teorema di Chieffi consiste nella proposizione seguente:

La superfivie rigata R, ¢ applicabile sulla superficie S ¢ nella appli-
casione di 8 sopra R, Vasintotics o rimane rigida (U,

Di questo teorema, che il Chiefi dimostra snaliticaments, daremo
qui una semplice dimostrazione geometrica che ci permette di distinguere
8e 'applicabilitd delle due rigate R, R, ha luogo per deformaszione con-
tinua ed ha inoltre il vantaggio di applicarzi senz'altro alle deformate
delle superficie rigate negli spazi di curvatura costante. Il teorema di
Chiefi sussiste quindi nella metrics ellittica od iperbolica come nella
euclides,

La superficie 8 8, per ipotesi, applicabile sulla rigata R ed alla as-
sintotica & di 8 corrispondera sopra R una certa linea «. Il ben noto
teorema di Beltrami sulla deformazione delle rigate (vol. I, § 121, p, 265)
ci assicurs che esiste una ed una sola deformazione comfinua della ri-
gata R in un'altra rigata R’ tale che la linea a di R divenga sopra R’
un'asintotica a', e qui osserviamo esplicitamente che il toorsma stesso
valo per la deformazione delle rigate negli spast a curvatura costante,
A causa della applicabilitd dells 8 sopra R’ le due curve a,a’ si corri-
spondono punto per punto, per eguaglianza d'archi, ed hanno in punti
corrispondenti la medesima prima curvatura, poiché questa eguaglia per
I'una o per l'altra la curvatura geodetica; esse hanno inoltre, pel teo-
rema d'Enneper, torsioni eguali in valore assoluto. Le due curve 6,d
sono quindi congruenti, ovvero l'una & congruente colla simmetrica
dell’altra,

Nel primo caso se sovrapponiamo con un movimento & ad a, la i
gata R’ risulteri circoscritta ad S lungo l'asintotica comune a, E poiché,
le generatrici di R’ incontrano la linea & (a’) sotto il medesimo angolo
come lo geodetiche g di S, esse saranno le loro tangenti nei punti di a,

@ Pel caso particolare dello deformate del catenoide questo teorema trovasi
gid osservato nel volume II di queste Lesioni (vedi § 877, pag. 899).
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ciod Id rigata R’ coinciderd con R,. Dungue: In questo prime caso la
rigata R, & applicabile per deformazione continua sopra R; nella appli-
cabilita @i 8 sopra B, Vasintotica a rimane invariabile,

Be poi le curve @, o' sono simmetriche invece che congruenti, sosti-
tuiamo p. e. alla B' Ia superficie simmetrica, sulla quale la nuova linea o

- sard simmetrica della primitiva e quindi direttamente congruente con a.
Ne segue, come soprs, che la R, & ancora applicabile sopra R; ma defor-
mando in modo continuo la R, si ottiene soltanto una superficie sim-
metrica di R,

11 teorema di Chieffi & cos} dimostrato e possiamo di pid gindicare
& priori so la rigata R, circoscritta ad S lungo l'agintotica a & applicabile
per deformazione continua sulla rigata R, ovvero sulla sua simmetrica,
Si presenterd il primo caso quando il segno della torsione della asinto-
tica @ concorda con quello delle asintotiche curvilinee di R, il secondo
se i segni delle due torsioni sono contrgrii.

Osserviamo ora che il teorema di Chiefi, appena nota una deformata
non rigata 8 di una rigata B, da il modo @i costruire in termini finiti
due serie di rigate applicabili sulla R (sulla 8), circoserivendo e rigate R,
lungo le singole asintotiche del primo ovvero del secondo sistema (¥,
In ciascuna delle due serie le rigate sono applicabili per deformazione
continua I'una sull'altra, mentre da una rigata dells prima serie non
si passa per deformazione continua ad una rigata dell'altra serie, sibbene
alla sus simmetrica. E chiaro poi che le rigate di ciascuna serie hanno
per inviluppo la superficie primitiva S, su cui sono applicabili, e le cui
linee asintotiche di un sistema sono le caratteristiche,

Consideriamo da ultimo il caso particolare, pid importante per moi,
che la superficie S sia applicabile sopra une quadrica Q. Siccome questa
& una superficie doppiamente rigata, potremo applicare la proposizione
di Chieffi in quattro diverse maniere, due per ciageun sistema di gene-
ratrici di Q. Se in fine supponiamo che la § sia essa stessa una rigata R,
avendosi qui un solo sistema di asintotiche curvilinee, potremo applicare
in due soli modi il teorema di Chieffi. L'uno di essi conduce alla su-
perficie R stessa, l'altro ad ! rigate R, applicabili sopra R.

® S{ pub anche dire che il problema di deformare la superficie 8, lasciando
rigida V'asintotica @, in una superficie rigata viene risoluto dalla proposizione
di Chieffi senza aleuna integrazione,

i

R TR SR T TR IR Y]

AEETEIIRT

6 CAPITOLO [, — § 8

§ 8.
Deduzione di alcune formeole fondamentalf,

A base delle nostre ricerche sulla deformazione delle quadriche por-
remo slcune formole generali relative ad una superficie qualunque 8 che,
deformandosi, trascina seco invariabilmente legati una doppia infinitd
di segmenti rettilinei, tangenti nel primo estremo alla superficie 8 di
partenza,

Sia 1a superficie 8 riferita ad un qualunque sistema curvilineo (u, v)
ed intrinsecamente definita dalle sue due forme quadratiche fonda-
mentali

" Edé 4 2F dudv -+ G dv®
1

Ddw' + 2D dudy + D' dv* .

Per ogni punto F==(,y4,2) di 8 tiriamo, nel piano tangents, un
segmento rettilineo FF, in direzione arbitraria, ma fissata col punto F,
Lo coordinate 2, 4,2, del secondo estremo F,, giacente nel plano tan-
gente in F alla S, saranno date da formols del tipo seguente

! oz o
fa=atls4m e

g1 Y LW
(2) =y tls om s
! o o
5\ pl==#+lé-t-‘+ma—v N
dove con !, m si indicano funzioni determinate delle coordinate curvi-

vilines %, » del punto ¥ (9, Supponiamo che la superficie 8, flessibile ed
inestendibile, 8i deformi comunque, seco traseinando i segmenti tan-

) Basta considerare che deve annullarst il determinante

l B Y-y

oz y o
| % o
[ @ oy

v v v
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genti FF,, o facclamo I'osservazione ben semplice ma fondamentale pel
seguito che: se nelle () si mantengomo fisse le funsioni 1, m di u, v, queste
formole daranno sempre le coordinate del secondo estremo F,, in qualungue
configurasione di S, Per convincersene basta osservare che, in questa
jpotesi, 1a lunghezza 4 doi segmenti FF, ¢ lo loro inclinazioni sulle
linee coordinata (v, v) non varieranno per qualunque deformazione. Ed
invero abbiamo

=(m -2+ @-9) + (0~ 9'=EF + 2FIim 4 Gm®;

inoltre indicando con e, o, lo inclinazioni del segmento FF, sulle linee
coordinate v=costante, w=costante, abbiamo

con o, =3 B Vl—fﬂ g-z—? (E1+Fm)
—z 1 1
wp oy =3, F 7 g: v Fl+Gm).

Come si veds, d, », 6 w, non variano al flettersi della superficie S.

Per ogni configurazione di 8 il Inogo degli estremi F, sard una su-
perficie S;, od eventualments una linea. Importa caleolare di questa
superficie 8; gli elementi fondamentali, in particolare le derivate di
%1, 4, £ rapporto ad wu,v. Basta per cid derivare le (2), applicando le
formole fondamentali della teoria date al § 65 delle Lezioni (vol. I,
pag. 116), Se poniamo

. gL___}_{nzMsz mel, M——--+,u$z+{12‘
SN A IS Je D

avremo cosl le formole

a”l /
gw a“+1\¢[ 7+ @I+D'm X

“
|

o ’ it
= 3“+Qa” + (Di+D'm) X,

ove si tralascia, come nel seguito, di scrivere le analoghe per y,, 2.

8 OAPITOLO I, — § 8

Esaminiamo ora se pud esistere una confignrazione della § nella
quale | segmenti FF, riescano tangenti nei secondi estremi F, alla su-
perficie 5, loro ltogo, nel qual caso la congruenza delle rette FF, avra
precisamente le due superficie S, S, per falde focali. Perchd eid accada
# necessario che sf annulli il determinante

=% Y-y H-2

o W W |

o o o |3

o o 9,

¥ W W
viceversa se & nullo questo determinante e non sono nulli simultanea-
mente i minori della matrice delle due ultime lines, il luogo dei punti F,
8 un'effettiva superficie S, tangente ai segmenti FF,. Se si annullassero
poi tutti i minori della detta matrice, la superficie S, si ridurrebbe ad
una linea ed i piani tangenti ad 8, alla doppia infinita di piani tangenti
& questa linea, sicchd anche in questo caso eccezionale la condizione
geometrica imposta & da rignardarsi come soddisfatts, colla sols parti-
colaritd che la seconda falda focale della congruenza rettilinea FF, si
riduce qui ad una linea (¥,

Ora lo formole (2), (4) dimostrano che il determinante seritto st yi-

solve nel seguente prodotto dei dne determinanti

W oy or

o om| |l ™0
%@ % %|.|L M Di+D'm |,
o b ¥ ,
.Yy z| |P Q@ DiD'm

6 di questi il primo, come eguale 8 YEG-F®, & certamento differente
da zero, Ne concludismo adunque:
Affinche in una configurasions di 8, individuata dalla seeonda forma
fondamentale
D du® 4- 2D’ dudv 4- D" do*,

la superficie 8., luogo dei secondi estremi F,, risults la seconda falda

) Trascariamo come privo d'importanza il caso ulteriore in oni la 8, sl
riduca ad un punto. La 8 sarebbe allora un cono col vertice in questo punto,
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focale della congruensa reltilinee FF,, & mecessario e sufficients che st
verifiché Vequasione

(6)

La- T )

o R 3
[
T
=)
3
fi
e

Enunciato del teorema fondamentale,

Entriamo ora subito in argomento ed occupinmoci delle deformate
rigate delle quadriche. Per fare intendere chiaramente lo scopo del cal-
coli che eseguiremo, premettiamo in questo paragrafo I'enunciato delle
proprietd fondamentali su cui risulterd fondata la teoria delle trasfor-
mozioni per le deformate rigate delle quadriche,

Supponiamo dapprima di considerare una coppia qualungue R, R’ di
superficie rigate applicabili e supponiamo di pill che I'applicabilita di R
sopra R’ abbia luogo per deformazivne continua, sicch® il sistema delle
generatrici di R’ sia destrorso o sinistrorso secondo che & destrorso o
sinistrorso quello delle generatrici di R. Consideriamo due generatrici
qualungue corrispondenti »,# di R, R. Se un punto M percorre la gene-
ratrice , il punto corrispondente M’ descrive, per tratti eguali, la gene-
ratrice + ¢ i piani tangenti in M o M’ ad 'R, R' compiono rotazioni eguali
© del medesimo senso attorno rispettivamente ad » e ', come segue p. e,
dalla formola di Chasles (vol. I, § 118, pag, 259-260). Segue di qui che
se muoviamo una delle due superficie, p. e, R/, nello spazio in guisa da
sovrapporre le due generatrici », # pel loro punti corvispondenti e inoltre
i due piani tangenti in due punti iniziali, futté i piani tangenti lungo »
di R verranno a coincidere coi corrispondenti di R; le superficie R, R’
si toccheranno lungo la generatrice comune ». Immaginiamo p. e, la su-
perficie R fissa nello spazio e, per ciascuna generatrice » di R, consi-
deriamo la superficie R' cosl collocats da toccare la R lungo . La R'
acquisterd cosl una semplice infinitd di posizioni, e noi diremo precisa-
mente che essa rofola sulla rigata applicabile R,

Cid premesso, consideriamo una quadrica rigata Q ed una rigata R
applicabile sopra Q, ¢ supponiamo che alle generatrici di R corrispondano
per deformazione continua p. e, le generatrici del primo sistema di Q.
Facciamo rotolare, nel senso sopra spiegato, Q sopra R, ed immaginiamo
che in questo rotolamento la quadrica Q trascini seco, invariabilmente

10 CAPITOLO I, — § 4,5

legata, una quadrica qualungue Q' confocale a Q. Mentre Q rotola sopra R,
le generatrici del 1.° sistems della quadrica omofocale Q' genereranno
unn prima congruenza rettilinea I', e similmente quelle del 2.° una se-
conda congruenza I'. Se consideriame una qualungue rigata R, della con-
gruenza T o della T, che da ciascuna posizione di Q' prenda una gene-
ratrice, potremo intenders stabilita unn corrispondenza fro i punti di R
e di R,, ad ogni punto F di una generatrice » di R facendo corrispon-
dere quel punto F, di R, ove il piano tangente in F alla R interseca la
retta corrispondente 7,

1! teorema fondamentale per la teoria delle trasformazioni dells de-
formate rigate delle quadriche sard il seguente:

TrorixA B, — Se la guadrica Q rotola sopra la rigata applicabile R,
le congruenze T, T, generate dalle rette del 1.° o déb 3.0 sistema della qua-
drica confocale Q', sono decomponibili ciascuna, in un modo unico e deter-
minalo, in una semplice infinita di vigate Ry, alle quali appartengono le
seguenti proprietd: a) ogni rigata R, forma insieme colla rigata R pri-
mitiva le due falde focali di una congruenza reitilinea W, costituita dalle
congiungenti FF, i loro punti corrispondenti; b) le rigate R, sono appli-
cabili sulle medesima quadrica Q e quindi sulla rigata R, Vapplicabilita
delle R, sulla R avendo inolire lnogo per deformasione continua,

Diciamo subito che le proprietd enunciate sussistono ancora quando
la quadrica omofocale Q' diventa degenere nella schiera e si riduce
(come inviluppo) ad una delle conicke focali, i due sistemi di generatrici
confondendosi in tal caso nelle tangenti della conice focale, Si ha allora
una sola congruenza I generata dalle tangenti della conica focale, che
la quadrica Q trascina seco nel rotolamento sopra R.

Nello sviluppo dei caleoli che conducono alla dimostrazione del teo-
rema fondamentale B), tratteremo separatamente i due casi che la qua-
drica fondamentale Q sia un paraboloide iperbolico, ovvero un iperboloide
ad una falda, cominciando dal primo ove le formole sono pit semplici.

§ &
Prime formole relative al paraboloide iperholico.

La quadrica Q sia un paraboloide iperbolico che indicheremo con P,,
di cul scriveremo I'equazione sotto la forma normale consueta

(6) ﬁ“%‘=2ﬂo’
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ove le costanti positive p, g indicano i pnrametrl delle dus pavabole
principali,

Riferiamo il pavaboloide P, alle sue generatrici rettilines (u, v) (asin-
totiche) col porre

4] Zo=YoWt0) , go=Vgl~1v) , = 2uv.
Per V'elemento lineare ds, del paraboloide abbiamo di qui
dsi=Ed -+ 2F dudv+ Geb*,

avendo E, F, G le espressioni seguenti

(8) Be=piq+dd', F=p—gt+duv, G ==ptq+dut.
Se poniamo

© He=p -9 + ¢ wto)' + pg,

avremo |

(9% EG-F==4H,

Calcolando i coseni di direzione X,, Yo, Z, della normale positiva
a Py, abbiamo subito

X, = V__q (QH"I) s Yo = vp (___H ) ' Zo sz__q '
Vi VH Vi
onde pei coefficienti Dy, D'y, D', della seconda forma fondamentale i trae

(10) Do D=0, Dye -2VPZ

VH '
La curvatura totale K di P, & quindi data da
Dy Dy Do pq

EG—F H’

talch® ponendo con una notazione consueta

K=

(11) . K=—%,
avremo

H
11% p== -,

Vrq

12 OAPITOLO 1. — § B

Occorre in fine serivere i valori effettivi dei simboli di Christoffel

pel nostro ds, che i calcolano subito dalle (8), ovvero anche dalle solite
formole fondamentali (I), vol. I, § 556 (pag. 116).
8i trova cos:

12) 311; 222; ill} ,22}__0 iw;_EEM !12} %%.

Prendiamo ora, nella schiera omofocale

z* A

48 P T A

=02~k
determinata dal paraboloide P,, un secondo paraboloide iperbolico, per
la quel cosa converra dare al parametro & un valore qualunque nell’in-

tervalle (~g, p)
-¢<kLyp

Indicheremo questo paraboloide omofocale con P, ed osserveremo
esplicitamente che, mentre intendiamo escluso dai calcoli seguenti il
valore & = 0, pel quale P, verrebbe a coincidere con P, non escludiamo
affatto i valori estremi %= -g, k=p, Per questi valori di% il parabo-
loide P si riduce rispettivamente al piano y =0, ovvero al piano =0,
ricoperto due volte, o meglio alle regioni di questi piani esterne alle
rispettive parabole focali

2
' y—-O,m-2a+q

z=0, ~—yf~= - 2e+p,

prtq

11 piano tangente a Py in un punto F==(z, y, #) sega il paraboloide
confocale P, in una conica C (o in una retta pei valori singolari %= -q

k=p) ed un punto qualunque F==(z,,¥,,2) di questa conica avrd, se-
condo le formole (2), coordinate della forma

@ =V (W+o+1+m)
(14) o=V (~v+1-m)

b= 2 (uv+vl+um),
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I coefficienti 7, m sarauno determinate funzioni df w,v e di un pa-
rametro A, che individua il punto mobile F, sulla conica C. Assumiamo
per questo parametro A quello di una generatrice variabile sul parabo.
loide Py sia nel primo, sia nel secondo sistema. Se indichiamo, per ab-
breviare, con ', ¢’ 1 parametri delle due parabole princxpali di Py, po-
nendo dunque

(15) ve=p-k, { =q+k,

saranno p’, ¢ positivi, e per le equazioni delle generatrici di P, avremo

Y- AW
o & = \Vp (a 2)+2)‘

yﬁl\/&"(#—'é)xga

il segno superiore riferendosi al primo, I'inferiore al secondo sistema
di generatrici, n

Ponendo in queste ultime formole per #, y, # i valori (14) di %, %, %,
otteniamo due equazioni lineari per determinare I, m.

Risolvendole ne deduciamo

a7 l=g , M=

ﬂ
s

dove U, V, W hanno i valorl seguenti
U=2(Vgr'+ Vpg) M —2 (Vo F V5'd) hus —
~ 3 WVap £ VPO M+ L (Var = Vo)
(18) ( V=2 (VaF £ Vo) ¥o'—2 (Vpg+ VFd) ho —
% VaBF Ve + | (Var £ Ve d)
\ W =22 [VPa— Vi@ ) h £V57 (w-9)A].

8i osservi che, in tutte queste nostre formole, il passaggio dai segni
superiori agli inferiori equivale a scambiare % con v,

14 OAPITOLO [, — § 6
§ 8,
Rigate R applicabil su P, e congruenze I,

Bia R una deformata rigata qualunque del paraboloide fondemen-
tale P, e supponiamo p. e, che lo generatrici di R corrispondane per

{deformazione continua alle generatrici v =costante di Py, La superficie R

sard definita dalle sue due forme quadratiche fondamentali (1) § 3, delle

quali la prima coiuciderd col ds} del paraboloide F,, menfre nella seconda -

Ddu'+ 2D dudy + D' dd*,

le linee (v) essendo ancora asintotiche, sard D=0 e conseguentemente,
& causa della equazione di Gauss

DD'—D* =D, D',—D7,

sl awrd
D"=D'5,

onde
D'ui D'o.

1'incertezza del segno 8i toglie per 1'ipotesi fatta c‘he le generatrici
di R provengano per deformazione continua dalle (v) di P,, e si ha de-

finitivamente
D o - = q
VE

Per calcolare D' ricorriamo alle formole di Codaszi (vol. I, § 56,
pag. 119), osservando i valori attuali (12) dei simboli di Christoffel; ne
deduciamo

3log D’ 3312} alog\/EG-J"
ou 2 du

¢ quindi : - '
=VEG-F.y(m)=2VH.¢ (),

indicando con ¢ (¥) una funzione arbitraria della v, La forma di questa
funzione dipende dalla speciale deformata R che si considera e la in-
dividua.
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Abbiamo dungue per la rigats R
(19) D=o, D’mD‘ow—%/—%—q , D'=2VH.¢0),

o per cid
Dll
(20) iy=-rel).

Cid premesso, e secondo le indicazioni del § 4, facciamo rotolare il
paraboloide P sulla rigata applicabile R e consideriamo la congruenza I
(o T) generata dalle rette del 1.°sistema (del 2.° sistemna) del parabo-
loide confocale P, trascinato da P, nel rotolamento. Si tratta in primo
luogo di scrivere le formole relative ad una qualunque rigata R, della
congruenza I'. Per ¢id nelle formole (2) (pag. 6)

w.-~:v+l +m 35 * 806

facciamo percorrere al punto (,y #) la superficie R ¢ sostituiamo per
{,m i valori (17), (18). Se diamo a v, A due valori costanti arbitrarii, la~
sciando variabile la sola w, il punto (z;,y:, #)) percorrerd un raggio ge-
nerico della congruenza I, precisamente quello in cui si trasporta la
generatrice () di Py allorguando il paraboloide P, tocea la rigats R lungo
la generatrice (v). Ristlta di qui che se nelle formole (2) poniamo per X
una funzione arbifraria dells sola v

h=h(v),

avremo appunto definita una rigata qualunque R, di T.

Ed ora, secondo 1'enunciato del teorema B) § 4, dobbiamo cercare di
determinare la funzione X (v) di v (¢ di una costante arbitraria) in guisa
da decomporre la congruenzs I nelle oo! rigate R, soddisfacenti alle con-
dizioni @), 8) enunciate. Ora si presenta qui una prima circostanza ben
favorevole al nostro scopo o ciod che: la decomposizione richiesta della
congruensa T in o' rigate B, é gié pienamente determinata dalla sola
condizione che ciascuna R, formi colla primitiva R le due folde focali della
congruenza rettilinea FF, delle congiumgenti & loro punti corrispondenti.
Le altre proprietd enunciate in 4) ne derivano poi come conseguenze.

HIRUTETS

(AR
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La condizione sopra enunciata &i traduce, a causa della equazione (5)
§ 8, & delle (19), (20), nella equazione seguente

I m 0
{21) L M m =0,
P Q 3w.m

Siccome nei secondi membri delle formole (3), che definiscono L, M,
P, Q, lo derivdzioni implicano anche la funzione incognita A (v), conte-
nuta in I, m, sardk conveniente separarne le parti che si ottengono riguar-
dando \ come costante, © noi porremo quindi, avendo riguardo ai valorl
attuali (12) dei simboli di Christoffel,

3 1 3logp _om , 13 p
L°-3u+2 2w ML M°""5§+§
@2) 1391 12
OgP _om 1 P
Po-"‘av + I, Q= 3 + ) I+1,
dopo di che avremo
L=L, , M=M,
(22%) a o m d\
P=htza: 0= %+mi
Cos! I'equazione fondamentale (21) divents
I m 0 ., m 0
@) |L M m|+ BZL;'MM;X’ ™ l=o,
P, Q 75.5\-%,“‘??@’)'"‘

ed implica la funzione incognits ) (v) colla sua derivata prima, ed in-
sieme apparentemente le due variabili &, v, Ma noi andremo ora a ve-
rificare che la variabile t sparisce in effetto dall’equazione stessa (9,
talché resta soltanto un'equazione differenziale ordinaria per A (o).

# Questa circostanza ben notevole & dovuta alla scelta del paraboloide
confocale Py come rigata trascinata da Py nel rotolamento. Soatituendoa Py uns
qualunque altra rigata, la circostanza steasa non si presenterebbe piti, come sf
pud sensa difficoltd dimostrave,
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§ 7
Equazione difforensiale di Riceat! per ()

L'equazione trovata (28) subisee una prima semplificazions pel fatto
che il primo determinante

l
O=|L,
P,
& identicamente nullo, Di questo possiamo renderci ragione a priori
semplicemente osservando che se si fa %()=0 e si prende A costante il
primo membro della (28) 8i riduce appunto a 8, Ora c¢id equivale a ri-
durre la rigata R al paraboloide stesso P, e la rigata B, ad ina retta,
ciod alla generatrice considerata (\) di P,; ma, secondo unosservazione
fatta al § 4, I'equazione (5), ciod la (28), deve allora risultare soddisfatta.
Giova perd verificare anche col calcolo effettivo che si ha 6=0 poichd
ne risultano dolle identitd utili nel seguito,
A causa delle equazioni (22), abbiamo

o R 3
N§Q

dlogp ,

—_m 1 31039
zM""’mL"““la“ a“+ — bm— —-—a-v--m-m

(29

@
[

——og—plm«l-l,

1
2
om 1 3logp 1
ZQO mPo===la—'~)——-ma”+ --§ %

@ per ¢id

o fom m ¥

che scriviamo

ovvero per le (17)
=Tl M-i-a)
POWa\U) " WH\T/ 7“0
Secondo le (18), 1a U non contiene esplicitamente v e 1a V non con-
tiene %, onde, indicando con U, V' le derivate esplicite di U, V rapporto
9
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agli argomenti u, v rispettivamente, la precedente si scrive

)
¥

Ma si verifica immediatamente, sui valori effettivi (18)di U,V, W,
che sussiste 1’ identita

(25) U++V4+2W=0,

o per cid in effetto 8=0, c.d. d.
Dopo cid I'equazione (28) si riduce alla

=-————-(U'+V’+2W)

191 i(l) 13 _»p
d 2%um P\m| 2w m
A \m
o ancors, poichd
1.0 1 W
m o V'm_ v
, U , V9
Nt aa
) & = Ve W _ 430 '
U Va
Ora si ba per Ia (11) ,
Pmp(u-v)’+q(u+v)'+pq,
Vre
indi
139 plu-0)+alwi) 1% _ glute)—plu-0)
20 Vg "2 Vg

dopo di che, se paragoniamo il numeratore ed il denominatore nel se-
condo membro della {«), troviamo la identitd
W 3U Ud vap]

(26) Ua—Var =He@+W =355 +35%
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che scriveremo anche sotto la forma ad essa equivalente pel caleolo
superiore

e
(28*) Mﬁ—lb—i’-—vuMo"MLo).

A causa di questa identitd, Ia (a) si riduce semplicemente alla se-
guente
@1 a__Ve@)

& k!

dove si vede che la variabile « & affatto scomparsa dal secondo membro,
come si era enunciato. Ed ors, sostituendo per V il suo valore effettivo
(18;), abbiamo l'equazione differenziale definitiva per la funzione inco-
gnita A(v):

LR R O W R R ) )

8i osservi che il secondo membro &, rispetto alla funzione 2, un po-
linomio di 2.° grado; cos} la nostra equazione differensiale fondamentale
(I) & del tipo di Ricoati.

§ 80
Lo superficle trasformate R,.

L’analisi sviluppata nel § precedente ci dimostra che, ove si prenda
per A(v) una soluzione della equazione di Riccati (I), le formole

w,__a:+l +mav, ecc.

definiscono una rigata R, della congruenza I' (o I'), che soddisfa alla con-
dizione seguente: Le congiungenti FF, le coppie di punti corrispondenti
Fe=F(z,y,s) , Fi=(n,n,4), ddle rigate R, R, formano una con-
gruensa le cut falde focali sono appunto le rigate R, R,.

Facendo variare la costante arbitraria nella soluzione M (v) della (I),
ne rests cosl umivocamente determinata la decomposizione della con-
gruenza I' (T) nelle o' rigate R, conformemente a quanto si & detto
al § 6.

Resta ors da dimostrarsi che queste o’ rigate R, soddisfano alle altre

" condizioni enunciate nel teorema B) § 4.

20 cAMoLo L —§ 7, 8

Una &i queste proprieta, e ciod Ia corrispondensa delle linee asinto-
tiche sopra R, R,, ¢ di immediata dimnostrazione, Basta infatti osservare
che B, R, sono le due falde focali della congruenza FF, e quando il
primo fuoco F descrive una generatrice (v) di R, I'altro fuoco F, descrive
su R, una generatrice corrispondente. Dunque sopra R, R, si corrispon-
dono gid le asintotiche di un sistema, ciod lo rette, o per cid (*) anche
quells del secondo sistema (asintotiche curvilinee); in altre parole la
congruenza FF, & una congruenza W.

Cosl, pel caso attuale del paraboloide iperbolico, la prima parte del
teorema B) & completamente dimostrata @ resta solo a dimostrarsi la
proprietd ivi enunciata sotto %), che ciod clascuns delle o' rigate R,
in cui, medisnte )’equazione differenziale (I), abbiamo decomposta la
congruenza I, & applicabile sul paraboloide fondamentale, Differiamo
questa dimostrazione, che richiede ulteriori sviluppi di calcolo, al pros-
simi paragrafi (§§ 10 a 12),

Ammettendola qui provvisoriamente, chiameremo frasformasione B,
il passaggio dalla deformata R del paraboloide P, ad una nuova de-
formata R,.

Queste trasformazioni B, contengono due costanti arbitrarie: la co-
stante % (posta in evidenza nel simbolo B, per la trasformazione) che
fissa il paraboloide confocale P, e figura nei coefficient! della equazione
fondamentale (I) di Riccati, poi la seconda costante che proviene dalla
integrazione di quests equasione differensziale. & ora evidente che, per
individuare una delle w® trasformate R, della deformata primitiva R del
paraboloide, basta

1. scegliere uno dei due sistemi di gemeratric

2. assegnare in grandesze ed orientazione un segmento focale ini-
ziale FF,,

Si hanno quindi propriaments due classi di trasformazioni ed «* tra-
sformazioni in ciascuna classe,

Fissiamo ora la prima costante %. La trasformazxone B, fa nascere

() In generale, per qualunque congruenga rettilines, sulle falde focali al
corrispondono gia { due sistemi confugati intercettati dalle sviluppabili della
congruensga. Basta quindi che si corrispondano altri due sistemi contugati perchd
tutll 1 sistemi confugati (le linee asintotiche) si corrispondano. In particolare

la corrispondensa sulle due falde delle agintotiche di un sistema assicurs qnella'

delle asintotiche dell'altro sistema,
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allora, dalla deformats rigata R del paraboloide P,, una semplice infi-
nitd di nuove deformate R;. I punti F, di queste .co* rigate R,, corri-
spondenti ad un punto F di R, hanno per luogo nel plano tangents s
R in F una conica C, precisamente 1a conica nella quals, quando il para-
boloide P, 8i applica su R, si trasporta la conica sezione del piano tan-
gente nel punto corrispondente F, di P, col paraboloide confocale P, .
Cosi ciasoun piano tangente di R porta una conica C e queste o coniche,
invariabilmente fissate nej piani tangenti di R, si trasportano, quando R
~ sl applica sopra P,, sul paraboloide confocale P,,

Consideriamo ora guatéro particolari superficie trasformate R, ; esse
corrisponderanno a quattro soluzioni particolari '

)'u)m)m)w

della equazione (I) di Riccati, il cui birapporto (A, %, %, )) & quindi
costante, Quale & I' interp)etazione geometrica di questo fatto per la
trasformazione B,? Basta riflettere che dal parsmetro A dipendouo ra-
zionalmente, per funzioni di 2.° grado (col medesimo denominatore), lo
coordinate #,,¥,,# di un punto mobile sulla conica C (*) per dedurne
che il birapporto (1, M, s, ) uguaglia quello dei quattro punti corri-
spondenti sulla conica C. Abbiamo dunque il teorema:

Quattro superficie R, trasformate della primitiva R per meseo di una
trasformasione B, incontrano le ©* coniche C, tracciate nei piani langenti
di R, secondo gruppi di quativo punti di egual biragporto, .

A questo teorema possiamo dare anche la forma equivalente:

Le superficie trasformate R, segano projeitivamente le w® coniche C.

Ritorniamo alla equazione (T) di Riccati per dedurne una semplice
ma importante conseguenza. Se invece di assegnare ¢(v) e determinare
M(v) per integrazione, assegniamo ad arbitrio )(v), ne avremo immedia-
tamente, in termini finiti, un unico valore di ¢(v)

k.
Nv)=775’

() Precisamento secondo le formole

w,=-w+lg%+mg~f ace,

0ve u,v abbisno valor! fissl & ) si lasol varlabile.

22 CAPITOIO L, — § 8,9

e ne risulterd individuata una deformata rigata R del paraboloide, Per
interpretare questo geometricamente, si osservi che assognare p in fun-
zione (continua e derivabile) di v significa fissare ad arbitrio una legge
di corrispondenza fra le generatrici di uno stesso o di diverso sistema
dei due paraboloidi confocali P,, P,, No risulta la proposizione seguente:

8i dabilisca ad arbitrio una corrispondenca fra wna generatrice g mo-
bile sopra i paraboloide P, ed una generairice g, (del 1 o del 32 sistema)

sul paraboloide confocale P,. Esisle allora una ed una sola deformasione .

del paraboloide P, in una rigata R, tale che le generatrici g, trascinate
ciasouna nvariabilmente dalla corrispondente g, hanno per luogo, dopo la
deformagione, una rigata B, trasformata di R per messo di una B,,

Per esempio se si prende A=costante ne risulta ¢(v)=0 o la rigata
R &i riduce al paraboloide stesso Py, mentre la rigata R, si restringe
alla generatrice (\) del paraboloide confocale P,.

Y
§ 9'
Lo trasformazioni singolari B_,, B, ,B,.

Abbiamo gid detto, al § 5, che le nostre deduzioni conservano il loro
valore comunque sia scelta la costante % (dapprima con esclusione del
valore &= 0) nell'intervallo (- ¢,p), inclusi i valori estremi k= -¢,%=p.

Esaminiamo pid da vicino queste trasformazioni B._,, B, che diciamo
lo trasformazioni singolari. Allora i due sistemi di generatrici del para~
boloide Py, dati delle formole (16} § 5, vengono a coincidere nelle tan-
genti dell'una o dell’altra parabola focale:

2*
=0, ——— 2 , or ke —
y=0 Pt #4q, per g

w=0, ;,—%;5=-2a+p , per k==p,
o le due classi di trasformazioni coincidono in una sola classe, La con-
gruenza I' & generats in questo caso dalle tangenti alla corrispondente
parshola focale trasportata col paraboloide P, nel rotolamento, Tutte le
formole trovate conservano per questi valori estremi k= —¢,k=p un
senso ben determinato. Cosi p. . per k= g, l'equazione (I) di Riceati,

e ot B

fi

b Y-
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essendo qui p'=p+g,q =0, diventa

(27)%+qc(v) %[2 \/@m%vm] x'«z‘\/gwr %Vé—?;=0

Questa fissa il modo come si deve prendere da ciasecuna parabola
focale una tangente in guisa da costituire una rigata R, trasformata di
R mediante Ia B_, . La proprietd che il birapporto (A;,As,25,A) di quattro
soluzioni particolari dells equazione di Riccati & costante riceve qui 1’in-
terpretazione geometrica seguente:

Sopra quatiro rigate trasformate R, quattro gemeratrici corrispondents
sono tangenti ad una medesima posizione della parabola focale ¢ formano
un birapporto costante,

Ma, oltre lo trasformasioni singolari B_,, B,, vogliamo ancora con-
siderarne una terza da indicarsi con B,, corrispondente al valore %=0
fin qui sempre escluso,

Ora faremo vedere che anche in questo caso, ove lé formole ottenute,
in particolare la equaszions (1), presentano singolarita, si conservano an-
cora le proprietd essenziali delle nostre frasformazioni. Nel caso che ora
consideriamo il paraboloide P, coincide con P, e le congruenze I, I sono
generate dalle rette stesse del 1.° o del 2.° sistema di P, mentre questo
paraboloide rotola sulla rigata applicabile R. Ora & evidente che la con-
gruenza I generata dalle rette (v) di P, si decompone appunto nelle oo
posizioni di P, che costituiscono altrettante rigate applicabili sul para-
boloide P,, anzi congruenti con questo.

Quanto alla seconda congruenza I', generata dalle rette () di P,, si
osservi che per ogni posizione di P, esse sono tangenti nei punti della
retta (v) di contatto fra P, o R alle geodetiche di R trasformate delle
retto w; o per ¢id la I non & aliro che Ja congruenza (normale) formata
dalle tangenti a queste geodetiche di R, Ed ora osserviamo quale signi-
ficato agsume 1'equazione differenziale (I) di Riccati nel caso attuale,
Siccome qui dobbiamo prendere le determinazioni inferiori dei segni e
porre k=0, i suoi coefficienti

v&?;—\/ﬁ _ Vq(p—k)-—k— Volg+¥
Ve = Vod _ Vo — V?‘-k) (@+h)

ik

OB
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si preseatano dapprima sotto la forma indeterminata g; m# un calcolo
elementare da subito

i VSVt
im Y24 =YL g-p
Yo k 2V g

onde 1'squazione di Riccati si riduce, al limite per k=0, alla seguente
ST S
= Vg ®-g)lo— [+ 9" +2g]N — 1 (0 + g} -

D'altra parte le formole (18) § 6, ove si scelgano i sogni inferiori o

. 8i ponga k=0, paragonate colle (7) del paragrafo stesso, danno

W=
2

onde l'ultima equazione diventa
=2 ip(u oF Hatw+ o+ 02,

ossia, per Ia (9) § 5,
— 50

dv 2\["
che si pud anche scrivers, per. le (19) § 86,
20 du -} D"dv=0,

Questa & precisamente 1'equazione differenziale delle asintotiche cur-
vilinee sulla rigata R. In questo caso adunque l'equazions (I) di Riccati
decompone la congruenza I' nelle o rigate R, che si ottengono asso-
ciando i raggi di I' (tangenti alle geodetiche di R trasformate delle
rette (¥)) lungo le asintotiche curvilinee di R. Ma queste rigate sono
appunto applicabili sul paraboloide P,, pel teorema di Chieffi § 2, onde
anche in questo caso la congruenza I' & decomponibile in o' rigate R,
deformate del paraboloide P,. Per tal modo noi abbiamo gis dimostrato,
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per questa trasformazione singolare B,, le proprietd di applisabititd (2)
cho ¢f restano ancora da stabilire nel caso generale, In fine si pud osser-
vare che la interpretazione geometrica del birapporto costante non da
altro qui che il teorema di P, Serret che le generatrici della rigata R
sono divise omograficamente dalle asintotiche curvilinge,

§ 10.
Elemento lineare delle superficie R,.

Ritorniamo alle trasformazioni generali B, nell'intento di dimostrare
la proprietd provvisoriamente ammessa della applicabilita delle super-
ficle trasformate R, sul paraboloide P,. Per cid occorre anzi tutto calco-
lare, nelle attuali coordinate % ,v, il quadrato ds? dell’slemento lineare
delle R, per verificare poi che esso & trasformabile nel ds* del parabo-
loide fondamentale P,,

Cominciamo dallo scrivere le formole (4) § 8 sotto la forma equiva-
lente, a causa delle (22*) 86,

—""Loa“ +Mo +D'mX

am _ 3 o oo (@3, dmdn\dh
?»"‘P°aa+Q°av+Dlx+ au+axav)do+D"

8e poniamo

ds}=2d¢:}=-E,da’+ 2F, dudv + G, dv*,
ne deduciamo:

=El§ +2FL, +GM; 4D

= EL,Po -+ F(LoQ +MP)+ GM,Qo -+ Dtm +

+ [(ELo + 1% 4 L+ oy %’—’;] 2 oo
®8) G, —EP} 1+ 3FP,Q 60 +D -+
az am d)‘ 7y
+ 2[R+ FQ) 5+ P+ 6Q) A LS

+elloram + o) (&) 4o

(*) Rispetto alle propriets espresse nella prima parte del teorema B), questo
6 evidentemente un caso degenere,
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Giova, per semplificare i caleoli, ricordare dal § 7 che se la rigata R
8i riduco al paraboloide stesso Py, la rigata R, si restringe ad una sola

generatrice () di P,. Indicando con @, ¥y, % ; %, g0, & cid che diven-
tano allora rispettivamente #,y,#; #,,¥,, 4 , avremo

BB,

™
(29) -

MBSt QIR 4 DK,
e ponendo

e )
8i ha quindi

Eo=EL + 2FLM,+GM} +Din

Fo==ELoPo+F(I‘oQo +M0Po)+GMoQo +D'”m

G,=EP; 4 2FP,Q, + GQ} D,

E, poiché D'=D', le formole (28) possono ora scriversi:

[ By=E, F=Fy+ [(EL°+FM0)8)\+(FL°+GM.,) ax] D

\
[ (”) +opm, G(a"')'] (d‘) +D"m,

m)] dX

289 | G,=G, + 2[(EP0+FQ,,)M+(FP.,+GQ°) o 2Dt +

l
an e

Ora, pel modo stesso come al § & abbiamo calcolato %, ,y,, %, ab-
biamo

o= d . k V}?
&y == )'V;(’o"" 5) +5
= A W(‘% ) vzz L]
o derivando queste, per 2 costants, ne deduciamo

Mo . aj7 08 o 2

(30)

(61
% _ vy B saygle,
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e quindi
. » \3
@ Bm140+0 (5) Bel1+0r01 B 32, G 14 40po(3)

8e formiamo poi effettivamente dalla (14;) § 5 il valore di 2
fo== 2(uv + E‘_Y_%‘_P_H) )
risulta

(88) 7= [£Vrd (4 -2) ~ Vg w+0)] 62 - 4 Vpguh + Va7 (w+0) £ Vod (4 -1)
w

Come si veds, £, & una funzione lineare s) di w che di v e derivando
si ottiene dopo semplici riduzioni

(84) o YmriG, Vi,
Sostituendo nella (82), otteniamo pei valori definitivi di Eo, Fo, G
. 3
(35) Eo= __,__16?4[1;;(‘P+¥)§st ,

F,- 16m[l+(p+q)h']kgvv Gy= 16?4[1+(?+Q))"])9U!

Por calcolare i termini restanti nelle espressioni (28 di E,,F,, G,
osserviamo che, formando le somme

(36)

(86%)

- (88)
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Ora prendiamo le formole
— 2 o,

e deriviamole rapporto & A, che nei secondi membri entra solo in Z,m,
onde

. o _Wdw | mim
7) TR T O

Dopo di cid moltiplichiamo le equazioni di ciascuna coppia (36), 86%),

la prima per gi, le. seconda per — 33)‘ © sommiamo, ¢id che di per le (87):

)
((ELMFMo)a L+ 09 32 = S0 [V o v e

(&P, +7Q) ¥ + 7B+ agy I . Vg YAl Z)

Al fattor comune ai secondi membri in queste formole diamo un'altra
forma, osservando che dalle (30) segue

I [ I NN 12

. 3
“—".—'in Jo— ) 2Al—)‘v_a?’

onde deducismo

k +2k
) V7 2 1 VLI 211 g e ipr g - SO
Ancora dalle (87), quadrando e sommando, abbiamo

(40) 2(?3%7)2 E(g’) ) AN ax),

Preparate tutte queste formole, sostituiamo i valori trovati nelle
espressioni (28%) di E,, F,. G, osservando che per le (19) § 6

DD'=—4Vpgp() , D" =4H.9*(0);
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abbiamo cosl in fine:

¥ =F, F.=Fo+a"° [V za“"“ £V 3~"° 3‘° -V o),

e VA v(v)+(d)‘) S+ amg Yo,

§ 11,
Laffinith d’Ivory e le formole d’applicabilitd.

I caleoli eseguiti al paragrafo precedente ci hanno fornito gli ele-
menti necessarii per esprimere il ds} delle superficie trasformate R, ed
ora si tratta di dimostrare che questo ds? & trasformabile nel 45 del
paraboloide Py, Se qui applicassimo i criterii generali per 1'equivalenza
dei due ds* (vol, I, cap. VII), i calcoli assumerebbero subito una grande
complicazions, a causa specialmente della presenza della funzione arbi-
traria ¢(o) nei valori di E,, F,,G,. Noi perverremo a stabilire le formole
effettive d’applicabilita, e ad avere insieme la loro interpretazione geo-
metrica, colle considerazioni seguenti,

Siano F,F, due punti qualunque corrispondenti di R,R,. Se disten-
diamo R sopra P,, il segmento FF,, trasportato nella deformazions,
risulterd tangente nel suo primo estremo M, al paraboloide P, e termi-
nerd nel secondo M, al paraboloide confocale Py, Cosl ogni punto ¥, di
R, dd un punto M, sopra P,. D'sltronde se R, & applicabile, coms vo-
gliamo dimostrare, sopra P, stesso, in questa applicabilita (Y ad ogni

(*) A parlare propriamente 1'applicability di Ry sopra Po sard determinata
solo & meno di un'applicabilith di Py sopra sé stesso. Ora basta osservare che
in una tale applicabilith i due sistem{ di generatrici debbono seamblarsi fra loro
o restare singolarments invariat! per riconoscere che vi sono tre sole applica-
bilité del paraboloide sopra sb stesso (oltre 1'identitd) corrispondenti rispettiva-
mente & cangiare (%,v) in (v.4) , (—v,—u), (—u,—v), Questesono rispet.
tivamente due simmetrie rispetto al piani principali a#,ys, ¢ 1a tersa un ribal-
tamento attorno all’asse Oz (asse del paraboloide). Insieme coll'identitd formane
il gruppo completo richjesto [Vierergruppe).
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punto F, di R, corrisponderd un punto M,'di P, ed avremo subito le
cercate formole d'applicabilit, se riusciamo a riconoscere la legge geo-
metrica di corrispondonza fra i punti M, ed M, delle due quadriche con-
focali Py, P, .

Ora fra i punti di due quadriche confocali vi ha una legge, per cosl
dire naturale, di corrispondenza, quella segnata sulle due guadriche dalle
traiettorie ortogonali della famiglia cul appartengono, Essa & semplice~
mente una projettivita, e pil precisamente una affinita che diciamo affinita
@Ivory, perchd considerata per primo da questo geometra in ricerche

che dovremo utilizzare anche pii avanti. Pel caso attuale del paraboloidi
confocali

P) “—p" — ?-; = 94,
2 _ 9
P e a1 -
k) - y d 28k '

le formole dell’affinitd d'Ivory sono semplicemente

Yo

VPV Vs

Ora noi dimostreremo appunto questo semplice teorema che: la legge
dapplicabilits delle due vigate R, R, ¢ data dalla affnits d'Ivory fra 4
due paraboloidi omofocali Py, P,, Questa fortunata circostanza vale poi,
come dimostreremo, in tutti gli altri casi delle trasformazioni B, per le
deformate delle quadriche ed 3 quella che conferisce alls teoria un aspetto
relativamente semplice.

Restando al nostro caso attuale, ed indicando con ,, %o, % lo coor-

dinate di M,, con #,,¥,,% quelle di M,, valgono le formole (M §be
le (16) del medesimo paragrafo

oot

pamacs

yo—-:hl\/q(#o~~) "'f

D'altronde se con &, 1, ¢ indichiamo le coordinate del punto M, di
P, che corrisponde nell’affinitd d'Ivory a M, abbiamo, come si & visto
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sbpra, ¢
¢ ;o n_ g
41* —— e '::*-' — = e Cal ——
“ Vo y#'Va 7' 72
e percld
-
Vp ’

A T
Ve *"(’“ 2)”'2;\'

Siano ora w;,v, i valori delle coordinate curvilinee «,v nel puato
M, =(¢,9, del paraboloide P,; per le (7) § 6 abbiamo

¢ @

) = ey . —

= TV

.._,.__.__19_’

WY VY

“clod

th + vy = k(;o"“é)—{-%
(42) ]

In queste sostituiremo per 4, il suo valore (33) § 10 in funzione di
4,v o ci resterd da verificare che: gueste formole danno precisamente le
cercate formole d'applicabilit delle vigate R, sul paraboloide P,.

Si dovrd dunque provare che il ds} di R,, gid calcolato in coordinate
u,val §10

dst = B, dw* + 2F, dudv - G, dv*,
si trasforma, nelle nuove coordinate w,,,, nel dst di P,
dst = Bydul + 2 Fy dwydoy 4 G v},
dove ,, F,, G, hanno, per 1 (8) § 5, 1 valori seguenti
(8) By=p+g+iot, Fi=p—g+in,o, G=pg+tiul

A questo punto diventa necessario separare la trattazione dei due
casi dei segni superiori o inferiori nelle nostre formole, secondo che
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dunque le rigate R, sono composte con raggi della congruenza I' o della

T (§4) generata dalle rette del primo o del secondo sistema di P, Ma
una semplico osservazione ci dimostra che possiamo limitarel al primo
caso, poichd il passaggio dall'uno all'altro caso equivale nelle (42) a
scambiare #, con v, e d'altra parte si & gii osservato, alla fine del § 5,
che i} medesimo passaggio equivale a scambiare % con v in tutte le for-
mole: basterd dunque compiere le verifiche pel primo caso, quelle del
secondo deducendosi da queste con un semplice cambiamento di notazioni,

Per altro si deve osservare che lo scambio di % con v nelle formole )
del § 5 ha per effetto di cangiare il segno di y,, ciod equivale ad una
riflessione del paraboloide P, sul piano . In questo caso adunque le
formole (42) d’applicabilitd equivalgono all’affinith d'Ivory congunta
con ung simmetria rigpetto al piano e,

Dopo queste considerazioni, sceglieremo dlora innanzi in tutte le
nostrs formole i segni superiori; cosi le (42) danno

~ k 1
(44) u;:)‘(po-——i) ’ v,=§i.

Sostituendo per 2, il suo valore (38), abbiamo definitivamente per le
cercate formole d'applicabilit

o Yar tu-+9) + Vg (4—9) — Vg (bwr -
(45) 2[Vod w—or — Ve e+ or + Vo
1
Y = ‘2“'i 1

© non ci resterd pid altro che da eseguire le opportune verifiche, Intanto
si osservi che v, risulta per queste formole funzione della sola v, come
doveva essere, poichd anche nell'applicabilits si debbono corrispondere
le generatrici di R e R,.

§ 12'
Yerifica della apblleabllith delle rigate R, sul paraboloide.

L'identitd ds}==ds} dei due elementi lineari che dobbiamo dimo-
strare equivale, poiché v & funzione di v soltanto, alle tre equazioni
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seguenti:
Oty O, ou A\
" E1=E.(§:) R=Ejpit @R, m)m,,,
- 8«1 301 3“1 da\ au; av; dl L

dove con =~ a;“’ ?v #f indicano le derivate esplicite di w, rispetto ad e v.

Dalle formole (44) e dalle (34) § 10 (pag. 27) si ha

o n eV
%
“n

g.“_*._;.a"’

Fr) = 4qu)"v )

onde, essendo per la (43,)
= 1
E, ==p+q + ‘X‘u

deduciamo intanto, osservando le (32) § 10 (pag. 27)

60 B -n Biken, 50 -a.

Confrontando queste colle (41), vediamo che Ia prima delle (46) &
gia verificata e lo rimanenti si riducono alle relazioni seguenti che con-
verrd verificare:

Gu, 301 a“; —; 3.% 3y axo 3: dk ’ V’

duy = dv)\om, 3, 3, dh\®
® .. 2(E' A "'F'ak)aud [E‘(;';) RS +G‘@1;~)1(55) B

az[\/m +\/¢ka§’ g?]aa:’d” 8V W"’(”(d»)z )+4Hw,¢(»)

Quanto alla («) osserviamo che, avendosi
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888 pud seriversi

(B + ERpemvir sy 2 80
od anche, per la (89) § 10 (pag. 28), l

w00\ .,

ax) [”(’”qn‘ ]'AM

a“l

(49)(E' +Ry +(p+q)7~( -5+,

Ricorrendo alle (44), abbiamo

3«; 3#0 k 31), 1
s R N T L

o d'altronde per le (48) !
=140 +9¥ , K=p—g+2(a—3),
¢id che riduce la (49) ad una identitd. Cosi la nostra prima equazione

(«) & verificata,
In forza di questa si ha altresl
90\ A 7 wma
( +F‘3A)Gv F 7 [V +W"ax”‘ax]a“§av

cosicchd la (B), che resta ancora a dimostrarsi, si riduce alla seguente

= = 0wy 9y ¥ dk § 350 (dl)
9 2 o
od anche, dividendo per (%) = —V——%—@- all’altra

) E )+2F,%‘;‘g’;‘+e,(;‘;) 2,(331) WH.

Por verificarla nel modo pid semplice si dsservi che, pel modo stessd
come furono calcolate al §11 i valori di w,, v, 8i ha

B) +erg e ) -2




AFPLIOABIFATA DRLLE R, SUL PARABOLOIDE 85
« indi per le (41"‘)

e perd

8“3301
E.(aa"k)«mr,a)~ axwx(;';) 2(9%) (;;

Dopo cid 1a (50) diventa

) R
Ma dalle formole

Ho_ ol g1
W"“"‘“zx’ﬁ"“‘ ax

l(?i)’_ﬁl:g’g.._%i‘ﬁ
7w ~im) =—v 7

© la (60% si riduce infine alla seguente

(51) 3”‘ 2@'3

La derivazione effettiva rapporto a A del valore (45) di w,, porge
o _ 2N [gru-9)* —pg/ (v —v)' —pg (duw4-B)]
) wt '

segue

Ma siccome
P""=2)—-k ’ d““""Q‘*‘k ’
8i ha identicamente
v (u+0)* ~pgf (4 = 0)* - po(duv+H) = ~k[p(4 ~ o)+ glu+0)+pgl = - RH,

cid che dimostra appunto la (51),
Tutte le nostre verifiche sono ora compiute e possiamo enunciare la
proposizione finale;
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Le ®' superficie rigate R,, dedote per trasformagione B, dalla defor<

mata rigata inieiale R del paraboloide P,, sono esse stesss applicabili ou

~ Questo paraboloide, ¢ la legge dapplicabilit fra R e R, ¢ data semplice-

mente dalla affinita d'Tvory fra i due parcboloidi omofocali Py, Py,

Un ultimo punto resta solo da completarsi perché risulti stabilito in
tutte le sue parti, per le deformate del paraholoide, il teorema B) enun-
ciato al §4, o clod che V'applicabilitd fra le due rigate R, R, ha Inogo
per deformazione continusa.

Dobbiamo provare che i loro due sistemi di generatrici hanno lo
stesso senso, sono oiod insieme destrorsi, ovvero sinistrorsi. Questo &
una semplice conseguenza del fatto che R, R, sono lo due falde focali
di una congruenza W, poich? in qualsiasi congruenza W colle falde focali
8,8, le asintotiche corrispondenti di S, S, hanno sempre torsioni di
egual segno. Nel caso nostro particolare di falde focali rigate R, R, lo
vediamo anche direttamente colle considerazioni seguenti. Siano #,#,
due generatriei corrispondenti di R,R, ed F,F, dne punti mobili cor-
rispondenti su »,r,. Essi descrivono manifestamente due punteggiate
projettive e perd le congiungenti FF, generano una quadrica che tocea
R lungo r ed R, lungo r,. Per cio, quando F,F, descrivono #,#,, i
rispettivi piani tangenti di R, R,, ciod quelli della quadrica considerata,
ruotano nel medesimo senso ¢. d. d.

§ 13,
Rolazione reciproca fira R o R,.

Abbiamo cosl completamente stabilito, per le deformate rigate del
paraboloide, il teorema B).

Ma ora ci si presenta un'altra questione bene importante, Ogni de-
formata rigata R del paraboloide di luogo, come abbiamo visto, per
trasformagione B,, ad ' nuove deformate rigate R,. Come dipende in-
versamente la deformata primitiva R da ciascuna di queste R,? B ben
naturale di pensare che la relazione sia perfettamente reciproca e ciod:
Sela R, proviene dalla R per una trasformazione By, inversamente la R
proverris dalla R, per la medesima trasformasione B,. Questo appunto ci

. proponiamo ora di dimostrare, per la qual cosa, a causa del modo stesso

come furono trovats le nostre trasformazioni, dovremo provare che:
Se la rigata R, si applica sul paraboloide P, ¢ ciasouna sua genera-
trice 1, trasporta sew, in sistema invariabile, la corrispondente generatrice
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v db R, gueste retie v si disporranno, o deformasione compinta, precisas:

mente sul paraboloide confocale Py,

La dimostrazione si pud far dipendere, colle considerazioni seguenti,
da proprietd elementari dell’affinitd d'Ivory,

Siano g,7 due generatrici qualunque corrispondenti di R,R, ed F,F,
due loro punti corrispondenti, Se si applica R su P, la retta g si 80~
veapporrd ad una retta g, di P, o la retta v, trascinata da g, verrd ad
occupare sul paraboloide confocale Py una certa posizione che indiche-
remo con gy; ogni segmento FF, si disporra in un segmento M, M;, di
eguale lunghezza, tangente & P, nel primo estremo M, e terminato nel
secondo estremo M, alla g, su P,. Ora siano g,,g le rette di P, ,P,
rispettivamente che corrispondono, nell'affinitd d'Ivory, alle 91,95, ©

medesimamente siano M, ,M; i punti di g,,g, corrispondenti a M, M,

nella detta affinits, Se la propriets enunciata sussiste, siccome applicando
R, 8u P, la 1 vi assume precisamente la posizione %, la g, trascinata da 1,
dovra prendere la posizione g, su P, ed i segmenti F, F dovranno adattarsi
sul segmenti M, M,. Dovrd dunque esisters un movimento invariabile che
trasportl la coppia di rette g,, g, coi rispettivi punti M, , M; nella coppla
1,0 © nel rispettivi punti &, , M;. Due di queste quattro rette g,,g,,9:, %
P.©. g1, g5, sono in sostanza perfottaments arbitrarie e siamo cosl ridotti
& verificare una proprieti elementare dell’affinitd d'Ivory, dalla quale
poi potremo inversamente trarre la proprietd enunciats delle trasfor-
mezioni B,,

Siano My==(21.4) , My==(#, s %) due punti qualunque del para-
boloide P, o siano M;=(x,5,4) , My==(z g %) 1 loro corrispondenti,
nell'affinitd d'Ivory, sul paraboloide confocale Py; avremo §11)

;l= g—;—ml,yl-'v-—“—.yuh=3s+"

= -—~——~wg,yo Vq s m=atl,

Osserviamo successivamente le proprietd seguenti:
1.* (Teorema d'Ivory) I segmenti rettilinei M, M, , M, M, hanno sempre

eguale lunghessa
E invero avendosi
@ 4 %
—_— e L0 e '--—---—=2 ’
p g MrpTgT e
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segue che I'espressione

2@—@«2@-@=d@~

8 identicamente nulla,

2 L'affinita d'Ivory fa corrispondere le generatrici per tratti eguali,
8i ha invero

04+

(=) + O — 9+ (1, — 9" = (1, — 2 + (g~ 4 -+ (0, — 2" +
(yl““ga)j__.(”z""%)
4 ]

»

e quando M,, M, sono sopra una stessa generatrice (quindi anche M,, M)
8i ha identicamente

B =’
» q
onde appunto M, M, == M, M, (%),

Infine ci occorre ancora osservare questa 3.* proprietd: Seil piano
tangente in M,, al paraboloide P, passa per M,, inversamente il piano
tangente a P, in M, passerd per M,,

K infatti le due espressioni

nty y""' (ﬂx+')»m’l B (gt 5)
) ¢

sono eguali fra loro od all'altra

\/.’7—5—1‘.w‘ws-\/g—?"ymw(:ﬁ:ﬁg),

e si annullano qumdx insieme, Ma 'annullarsi della prima esprime che
il piano tangente in M, a P, passa per M;, e quello della seconda che
il piano tangente in M, passa per M.

(*) Questa proprietd dell'affinita d'Ivory, che dA luogo alla costrugione del
paraboloide e iperboloide articolato (Henrlel), risulta anche dalla forma dell’ ele-
mento lineare, giacchd i coefficient! estremi E ,G [§ 5 formole (8)] contengono
P, ¢ nells gola combinazione p4-g e non varieno se si passs dal paraboloide
ad un paraboloide confocale.

[
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Premesse queste proprietd, prendiamo ora due generatrici qualunque
g1+ 9: del paraboloide Py, che possono appartenere allo stesso o a cone
trario sistema, ¢ siano g, ,gs le loro corrispondenti, nell'affinita d’Ivory,
sul paraboloide confocale F,. Stabiliamo una corrispondenza (projettiva)
fra-i punti di queste quattro rette, facendo corrispondere ad ogni punto
M, di g, quel punto M; su g, ove ge incontra il piano tangente s P, in
M. Allora i punti M,, M, corrispondenti & M, , M, nell'affinits @’ Ivory
descriveranno in modo determinato le rette g,,gs. Per quanto si & visto
sopra, la corrispondenza cosl stabilita fra i punii delle quattro rette
91185191, 9 godra delle proprietd seguenti:

«) Ogni segmento M, M; sard eguale in lunghezza al corrispon-
dente M, M,.

f) Gli stessi segmenti toccheranno rispettivamente P, in M, e M,

1) Le punteggiate g, g, descritte da M, , M, saranno eguali e me-
desimamente le g , gs.

Un'altra proprieta essensziale resta ancora da osservare o ciod che lo
due coppie di vette (g,,9:) , (5, ,9:) presentano il medesimo angolo e
momenti eguali, ovvero eguali e di segno contrario, secondo che le go-
neratrici g,,g, sono prese da uno stesso sistema o da sistema opposto.
Basta per accertarsene scrivere lo equazioni di queste rette ed applicare
le notissime formole di geometria analitica.

Tutte queste proprietd rendono ben evidente che la coppia (g; , g
coi suoi punti M, ,M,, sard sovrapponibile alla coppia (g,,4) ed ai
punti M,,M;. e pid precisamente con un movimento rigido nel primo
caso (quande g,, g, appartengono al medesimo sistema) ed invece con
una simmetria nel secondo. Questo del resto si verificherd nel prossimo
paragrafo col calcolo diretto.

Ed ora basta riprenders le considerazioni al principio di questo pa-
ragrafo per dedurne I'enunciata proprietd. Sia R una deformata rigata
del paraboloide P,, ¢ sia R, una sua derivata per trasformazione B,,
¢ supponiamo dapprima che R, prenda lo sue generatrici dalla prima
congruenza I', o come diremo che la trasformazione B, sia della prima
clagse. Indichino g , ¢ due generatrici qualunque cortispondenti di R, R,
o sopra di esse siano F,F, due punti qualungue corrispondenti. Appli-
chiamo R su Py; la retta g si sovrapporrd, diciamo, a g, e la ¢ (tra-
scinata da g) si disporrh sopra una certa generatrics di P,, di sistems
omologo & quello di g,, che diremo g,. Consideriamo le due generatrici
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91, 9¢ di Py, P, corrispondenti a g,, g, nell’affinith d’ Ivory. Un movimento
rigido sovrappone, come si & detto, la coppia (s, gs) ed i segmenti M, M,
alla coppia (9,gs) od ai segmenti M, M,.

Ora se applichiamo R, sopra P,, la generatrice o occuperd (per la
legge d’applicabilitd) precisaments la posizione g; ed ogni piano (F,4)
tangente in F, a R, si sovrapporra al piano (M, , g;) tangente in M, a Pq:
per cid tutti i segmenti F\F si disporranno sui segmenti M, M, ¢ la
retta g luogo dei punti F si collocherd adunque sulla generatrice g, del
paraboloide confocale Py, ¢. d.d.

Il risultato & ancora il medesimo quando la trasformazione B, ap-
partenga alls seconda classe. Allora nell'applicabilita di R, sopra P,
fissata dalle formole (42) § 12, la retta ¢ non si collocherd pid sulla gy
ma sulla sua simmetrica ¢, rispetto sl piano 2e, come ivi abbiamo os-
servato. E poiché in questo caso & una simmetria che sovrappone la
coppis (%1, g,) all'altra (g, gs), sard ancora un movimento rigido che
sovrappone la prima coppia alla simmetrica dell’altra.

§ 14,
Esprossione effettiva del movimento invariabile o simmetria.

Per non lasciare aleun dubbio circa le deduzioni del paragrafo pre-
cedente, andiamo ora & stabilire le effettive espressioni del movimento
rigido o della simmetria ivi considerati.

Suppongasi dapprima che le rette g,, g, appartengano ad un mede-
simo sistema di Py, p.e. al primo, e siano le loro rispettive equazioni

o="nVpa + 12/-‘)?; -1’:=7~9VI;’3+¥£
ge)
v‘é L

yx)
—_ . v q
yx—-"‘)\x'\lqﬂl“"‘“-‘“%l h=¥nh Q's—'——*z)\’o

Lo generatrici g, g di P, corrispondenti & g, g, nell'affinita aIvory,
avranno per equazioni

ixam/?s,+-¥§ Ty=)y VF::+3§/—{{
51) gx=)~nﬁh'—¥—% Et) §e=)~t\/?#s-“‘¥“‘z

;1=#1+*I2f ﬂ-;:#’-l—g
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od ai punti (@1, 41, #) , (%2,4,4) corrisponderanno { punt! (z,,4;, #7),

(wnyh"l)

Siano ora :
b= gty + o340

Ne=pyat-Bry+ha+p
(=net+nyt+nety

le formole che definiscono un movimento rigido, ove z,9,20¢,9,¢
indicano rispettivamente le coordinate di un punto qualungue dello
spazio prima e dopo il movimento. Affinchd questo movimento sovrap-
ponga, come vogliamo, 1a coppia (s, gs) ed i punti M,, M; alla coppia
(@1, 99 ed ai punti M, , M, occorre e basta che le equazioni superiori siano
soddisfatte ponendovi

F=) \ Y=Y , #=28,
t=n , 1=y, L=n,
qualungue sia #), ed ancora per
w=§2 ) yggl ) x"'—";ﬂ
Lb=un, n=Ys , {=2,

con qualungue &. Queste condizioni danno altrettante equazioni lineari
quante occorrono per determinare i 12 coefficienti incogniti «,8,7 e
dalla semplice risoluzione si trovano i valori seguenti,

Ponendo

A=V ar' +Vod) (M+3) +5(Vad - Vao) i - 2(Vag+ Ve d) s,
i coefficienti a,B, v risultano determinati dalle formole
g Aay=(Vog + VIO) 0+ k(V'd - Vag) MM - 2 (Vg + Vo )
Ay = k(N —~A]) + BN
A=A M (VI M - Vaks)
AR =k -N) + AN
A= (Vpg + VIT) (+1)+ 2 (Vg - Vo d) M- 2(Vap + Vo )M
ABy=2k0 2 (VPhe - VPN)
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A= 2M1N(VEAO“VE)“)
8= 28 (VM = VPN
Ar=(Vod + Vo) 03013 + 6 (Var - Vad)ih - 2(Veg + V) Mk

Ba=k (Y- Vor)+ BV
Ap=k(Vr'h - V1) - VoMl
b= 2|V + Vod) 01 =10)+ (V30 - V)M + 2V - VEDhM|.

Ora & facile verificare sui valori precedenti di o,,B;,7; (f=1,2, 8)
che essi rendono la sostituzione

@, Y %
@ [B B B
Tt T T

ortogonale e destrorsa (a determinante 1),

Le formole trovate definiscono adunque appunto un movimento rigido,
come si era asserito,

Suppongasi ora in secondo Iuogo che le rette g,, g appartengano a
sistema contrario e siano

e=nYp4 +\/j % = LVoa+ V”
o) - o)
*I&)':VW: Vq Y= "'74\/191“'"‘2/)q

le loro equazioni, Procedendo precisamente come ne] caso precedente,
8i trovano per i ceeflicienti o, ,8;,%; valori che si deducono da quelli
sopra scritti semplicomente mutandovi V4 in -\/q o cangiando di

seyno pl ) p’ ﬁ’
Questo ha evidentemente per effetto di cangiare la sostituzions or-

togonale «) da destrorss in sinistrorsa (determinante= - 1); per ¢id il
movimento rigido & sostituito da una simmetria.
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§ 15,
Posizione relativa del plant tangenti di R e R,.

Riprendiamo a considerare due deformate rigate R, R, del parabo-
loide fondamentale P, trasformate I'una dell’altra per una trasforma.
zione B, e i loro piani tangenti %, n, in punti corrispondenti F, F,, che
contengono il segmento focale FF, o passano rispettivamente per due
generatrici corrispondenti r , #,, Immaginiamo nuovamente di applicare
R sopra P, e che R trascini seco, in sistema invariabile, i segmenti FF,
ed i piani m. I termini F, dei segmenti si disporranno sul paraboloide
confocale P, ed i piani m sui piani m, condott! pei segment! stessi (dopo
la deformazione) e per I'una o per I'altra generatrice del paraboloide P,
che passa pel secondo estremo, ,

Precisamente si tratterd della generatrice del 1.° sistema o del 2.°
secondo che la trasformazione B, apparterrs alla prima o alla seconda
classe. Questi piani «, sono tangenti al paraboloide P, in un punto della
detta generatrice e siccome passano anche pel primo estremo M del
segmento essi sono tangenti al cono circoscritto da M al paraboloide P,,
Dopo cio, se volgiamo le nostre considerazioni alle c® rigate R, trasfor-
mate di R, potremo completare le nostre considerazioni geometriche come
‘segue, Immaginiamo le o* coniche C sezioni def piani tangenti del para-
boloide P, col paraboloide confocale P, e dualmente gli o* coni A cir-
coscritti dai punti di P, al paraboloide P,. Ed ora deformiamo il para-
boloide P, nells rigata R, supponendo che nella deformazione trascini
seco, in sistema invariabile, lo coniche C ed i coni A, La tripla infinita
di punti e di piani tangenti delle o' superficie trasformate R, & data
dai punti delle coniche C ¢ dai piani tangenti dei coni A, Riprenderemo
pitt tardi (§ 40) queste considerazioni che conservano il loro valore per
gualungque deformazione della quadrica come per le deformate rigate. Quj
noi vogliamo ancora trovare le formole effettive per la giacitura dei piani
tangenti =, alle superficie trasformate R, e dedurne alcune conseguenze
importanti per il seguito.

Indichiamo con

Xl L] Yl ’ Zl

i coseni di diresione della normale alla superficie trasformata R, nel- .

l'estremo F, del segmento FF,, Poickd essa & perpendicolare a questo

v
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segmento, avremo g
Y Xi@w—2)=0 :

od aggiungendo a questa condizione I'altra

potremo determinare X, , Y, , Z,, Ci converra scrivere X;, Y,, Z, sotto la
forma

o x
X1=A§+B§—J+GX

=AY g%
Yi=ag 4B 4oy

] 7]
Z,=A§+B~§V—+GZ

o determinare A, B, C. Siccome si ha (§ 10) X

o o
@)~ = ZE-{- "=

——

W gk
T =Lyt Mo +D'mX

lo due condizioni scritte si traducono nelle altre
(B +FmA + (Fl 4+Gm)B=0
(EL + FM,) A +- (FL, + GMy)B + CD'm==0,
onde risulta
A:B:C==D'm(Fl 4 Gm) : — D'm(El 4 Fm) : (EG -~ F*) (M, - mLs).
E siccome (pag. 11 e 15)

potremo scrivers, indicando econ R un fattore di proporzionalita,

3
(62) A= ~R(Fl+Gm), B=R(E+Fm), C=R. 23_(zm-mu)=

m pq [
-2 2V o, m
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e quindi

]
L. O o 9HY
(58) X,=R —-(F1+Gm)~3~§+(El+Fm)-d-v-+m(lMo-mLo)X

colle analoghe per Y, , Z,.
Per calcolare R® basta osservare che deve essere

2 Xi=1
o percid

(64) EA® 4 2FAB 4 GB* 4 C*==1.
Ora si ha dalle (52)
EA'+ 2FAB +- GB'=R'(EG - F') (EP + 2Fim -+ Q") ,
e poichd, indicando con & la lunghezza del segmento focale FF,, si ha
= (0, ~a) =EI" 4- 2FIm |- Gm®

la precedente pud scriversi

EA® 4+ 9FAB 4 GB* = R*, 4 H®
o dalla (64) segue quindi

1 ,

411[3' + 550, ~mﬂ'

(55) R'es

Come si vede, i valori (58) di X,,Y,,Z, non contengono pid traccia
dei coeficienti della seconda forma fondamentale di R, cid che corri
sponde al fatto geometrico della posizione relativa invariabile del piano
tangente =, alla R,.

Se indichiamo con Q I'angolo dei due piani focali x,x,, abbiamo

£ (M, - mLy

€08Q=C=

Vot £ ot - miy
¢ quindi

88 pl
g = L (Mo mLay,
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osgia
ag , 8
08) o =P+ 2Fm G 4 L (ML

Ricordiamo ora che la congruenza a falde focali R, R, & una con-
gruensa W, cid che secondo un teorema di Ribaucour (vol, II § 245 pag. 59)
8l caratterizza colla relazione

b 1
e v KK’
dove K, K; sono le curvature delle due falde focali, Ora abbiamo

-] o P —9 +aluto) +pg
K ;.- con p v;.q

o similmente

Pt - 0,) + glh +9) +pg
Vi‘q .

La relazione di Ribaucour ci fornisce adunque la seguente identitd

Kx=‘—'}§ con py==
191

2
(67) Er+zwm+em'+%(m.,-mm'=pp,,
la quale, a causa delle formole
W' W

o della identita (26%) § 7 (pag, 19), pud anche scriversi sotto 1a forma equi-
valente
1) ELYY

(57 EU’+2FUV+GV’+—1P(V 5 —Ug) =Wen.

Naturalmente si pud verificare anche direttamente quests identitd e

si ha cosl una nuova dimostrazione della corrispondenza delle asintotiche
sulla superficie primitiva R e sulla trasformata R;.

§ 16,
Formole relative all’iperholoide ad una falda,

Colle ricerche dei paragrafi precedenti abbiamo esaurita la trattazione
delle parti fondamentali della teoria per le deformate rigate del para-
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bololde iperbolico ed ora ci volgiamo all’altra quadrica rigata: l'iper-
boloide ad una falda.

I procedimenti di cui faremo uso sono affatto analoghi a quelli gia

impiegati pel paraboloide e potremo quindi abbreviarne I'esposizione
riferendoci al caso gid trattato,

Seriviamo I'aquazione dell'attuale quadrica fondamentale, che diremo
Q, sotto la consueta forms normale

JERC
dove, per fissare le idee, supporremo
F2,
e riferismola alle sue generatriei rettilinee (%, v) colle formole

14w Y=t 1=
(68) Wy = G 7 P s Yo= bu+v9”0—0“m"-

Por gli elementi fondamentali dell'iperboloide troviamo
dsy =Ed* -+ 2F dudv + Gdo*,

Qve
_ @+ t2(d a4 280 ot o
(w40
69) | P @I HC—0) 08+ —aBwtdto
(o)
(¢'+0’)"‘+2(0’-—a'+2b’)“'+aa+aa
(#4-v)*
indi
O S Ve ) e A Lt
(59%) EG—F=4 s

I coefficienti D, , D5, D% della seconda forma fondamentale hanno i
valori seguenti

(60) Dy==D"=0 ) Dy dabe

- o) VEG—F'

onde segue per la curvatura K

1 a’b‘ (1 —uvff - B*c* (1 + uv)* - a’c’(«-—-—v)'
(61) K==“"E'a y p= abo (u+ o)
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In fine si trova che i simboli di Christoffel hanno qui i valori seguenti:

[vl={al=—a s} =i}=0
zmt__lalogp {12}__131(&
vt

(62)

Prendiamo ora un secondo iperboloide rigato Q, confocale a Q,, e sia

e
Vo tem o=

la sua equazions, dove dunque % avrd un valore arbitrario nell'inter-
vallo (~3,¢")

-k,
Qui, come nel caso del paraboloide (§ 5), escludiamo bensl il valore
k=0, ma non i valori estremi k==—¥",k==¢" corrispondenti rispet-

tivamente all'iperbola ed all'ellisse focale. Indichiamo con o,d',¢ i
semi-assi dell'iperboloide Q,

(64) d=V&Fh, 8 =VFFE, d=V—k

e seriviamo le equazxom dei due sistemi di generatrici d1 Q, sotto Ia
forma

( m=:|:%sen0.s+a’cos0
(64) ,
(y=q:%coso.a+b'sene,

dove il doppio segno distingue i due sistemi, e 0 indica il parametro
variabile che fissa la goneratrice nel suo sistema.

Come al § 6, consideriamo la conica C sezione del piano tangente a
Qo nel punto (#oye#) colla quadrica confocale Q,. Un punto qualunque
(%0, Yo, %) di questa conica avrd coordinate della forma
- o 0
B=1 1+ mz- o,

@ dovremo calcolare i valori di 7,m in funzione di w,v,90.




(67)
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Dalle (68) risulta
(“+")(1 +u9) 4 ('~ DI 4 W —1)m
+v)*
— =b(u+v)(u—-v)+2d—-—2um
. (o)
(u+v)(1-——uv)-(u’+1)l~(u’+1)m
'\ (-v)*
e ponendo nelle (64) per #,y,# questi valori z,,¥,,% abbiamo due

equazioni lineari per determinare Z,m, che risolute danno le formole
seguenti

(66) b=t g, me=luko) o,

(68)

le funzioni U, V,W essendo espresse per u,t,9 colle formole
U= (:(: 7-—~—7)2ucosﬂ+(;tl77 —~—,)(u’~1)sen6+( ,b,rpc,)(u'+1)
ac b
v =._~(:Fa—,a—,-l7)2vcosﬂ +( 5048 )(v’ 1) sene+( AP )(v' 1)
b
W=—2[:}: %(uwv)cosﬂii:z,—%(l +uv)sen6+£b-,(l-~zw)J.

8i osservi che il passaggio dai segni superiori agli inferiori equivale
a scambiare in queste formole # con v, cangiando il segno di 9,

§ 17, .
Rigate applicabili su Q, — Equazione differenziale per 6 ().

Sia R una deformata rigata qualunque dell’iperboloide Q,, e suppo-
niamo p. e. che le generatrici di B corrispondano per deformasione con~
linua alle generatrici (v). Delle due forme quadratiche fondamentali di
R, la prima sard data dal ds; di Q, e per la seconda avremo (cf. §6)

£ T B L
D=0 , D'::_—-.D'o':.: ——-..YE%_:E '
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Ricorrendo poi alla seconda equazione di Codazzi, coll'osservare le
(62), abbiamo

SlogDl

= % log[(w-+v) VEG-1),

da cui
D=4+ VEG-Fob),

la forma della funzione arbitraria y(v) fissando la deformata R. Abbiamo
dungue lo formole

(68) D=0 , D’=D’o=~vﬁ;—:—ﬁ s D":—-(u—l—v)’VWFq:(v)
e quindi
(68%) 9—= — (w0 p. ).

Sia (#,y,4) un punto mobile sopra R e nelle formole

z;—-a:+l +m

poniamo per © una funzione arbitraria 9(v) di v; avremo cos) definita
una rigata R, della congruenza I' descritta dalle generatrici (del primo
o del secondo sistema) dell’iperboloide Q, trascinato dal confocale Q,
nel rotolamento di questo sulla rigata applicabile (cf. § 6). Si tratta di
scegliere la funzione O(v) in guisa che la rigata R, venga & formare colla
primitiva R le due falde focali della congruenza generata dalle congiun-
genti FF, i loro punti corrispondenti F==(2,y, &) , Fis=(®,%,4).

Per questo occorre e basta soddisfare I'equazione (5) del § 8 (pag. 9),
che per le (68), (68%) diventa qui

! m O
(69) L Mm ==0.
P Q l-plutv)ow).m

Procedendo come al § 6, indichiamo con L,, M,,P,,Q, ¢id che di-
ventano L, M, P, Q nell’ipotesi di O costante ed avremo, a causa delle
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(8) §8, e def valori attuali (62) dei simboli di Christoffel,
&€ 131logp am 13logp
- L= "m”’z a0 Ml Mosgit a5
ol lalogp am lalogp 2
Pye= E™ + —=2L] Q= 3 2 T e o m+1,
indi
L==L, M=M,
(10% om 9

P=ht 32, qu+ 8,

L'equazione (69) diventa dunque

I m 0 ] .m0
ay B Moy . | =o.
Po Qo 2 Bdo 0 ~Pet o). m

Per 1a ragione stessa addotts al § 7, si vede a priori che il deter-
minante
I m 0

=LOMom
P, Q 1

¢i annulla; ma conviene verificarlo anche ¢ol caleolo effettivo, mostrando
adunque che si ha I'identitd

(72) H(IMo—-mLo) =m(IQ—mPy).
E infatti abbiamo per le (70)

2] d [m 2 m 9 [m 2 m m
2=l 1)+ s 1] - —mls ()~ ]2 T
od anche per le (66)

§=U-—‘;-V[zu+2V~zw-(u+v) (U’+V')J,

indicando al solito U’ Ia derivata esplicita di U rapporto a « e simil-

53 catrroto 1. — § 17

mente V' la derivata esplicita di V rapporto a v. Ma dalle espressioni
effettive (67) di U,V, W segue appunto l'identitd

{18) w+o)(V+V)=2U42V~—~2W;
dungue 8=0, ¢.d.d,
Dopo cld 'equazione (71) resta .
a0 GmE—1%)= ) 0 mLy,
o per cid
om Ialogp _l_alogpm,__
d N 3u+( +u+v) “im "
™%
od anche
(u+9)* 3 1 (w+of'dp 2.0 (1) (uto)'p
a8 [ 2 a":?“'"”‘“*”)"]m"' 53 Y "au(m) “m
& =t 371
aim)
Biccome
1T wto W
m V' m V'

ne deduciamo

& ‘“;”’ ::+2(u+v)p]U (ut0)tpU’ - (“+)3"v (u+v)PW
%= Vol v
- 90~ -3

Ma si ha per la (61)
@B (1 —uv)® 8¢ (1+uv)* +a'c* (u - v)°

abop= (o)
indi :
abe dp _ Vo(1+uv) +-a’d (u~v)—a'bo(l ~w) g__bgp
K (Wt utv
abe 3p __ b'c*u(l+uv) —a'e'(u —v)—a' b u(l - uv) lb'i.p
kS (u+of wto
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o la formola precedente per ';3, utilizeando 1'identith (78), divesita

M Vo) N
@ e od0 v’
Ve-U%

ove si & posto
N=[a*¥(1 —uv)’+b’c’(l+W)'+a'0’(“-!’)']v';U +

+[0'd* v (1 +4) - a* ¢t (4 - 0) — a* BP0 (1 - ut) JU —
— [Btu(l+u)—a'e' (4 - v) — a’D'u(1 - uo) ]V,

- Se si calcola questa espressione N mediante le formole effettive (67),
o 8i paragona con quella di

)
v i U %’
si trove facilmente I'identitd
abo.dYd 9
N3 %0000 (V N _v a:)
Abbijamo dunque il semplico risultato
) d
) D =% vou;

e qui osserviamo che, dal paragone di quests colla (74), risulta I’identitd
1 ab'd A ,om
08 GOMe—mly= gLl (nZ 2%,
che dovremo utilizzare in seguito.
Tornando alla (75), sostitniamovi per V il suo valors (67,) (pag. 49)
od avremo per l'equazione differenziale che determina la funszione inco-
gnita 8(¢) 1a forma definitiva:

-0 [( - ook Flcby20 con0 + (bed' £ ¢ a) (- 1)sen0+(ab'o:tabd)(v’+1)]

B juesta I'equazione differenzisle che determina, nel caso attuale
delle deformate dell’ iperboloide, la decomposizione della congruensza I'
nelle ' rigate R, richieste, Si osservi che se, in Inogo di 6, si assume

54 ' OAPITOLO I, — § 17,18

per parametro tangg » Ovvero anche il parametro

1—send
)""—coso

dal quale dipendono razionalmente ls coordinate di un punto mobile sulla
conica C, I'equazione fondamentale (II) assume nuovaments la forma
di Riccati,

§ 18,
Le trasformazioni B, per le deformate rigate dell’iperboloide.

Abbiamo cos stabilito per le deformate rigate dell'iperboloide ad
una falda i medesimi risultati fondamentali come gid al § 7 per quelle
del paraboloide iperbolico.

Diremo anche qui, come al § 8, che ciascuna rigata R, deriva dalla
rigata R mediante una trasformazione B, e dimostreremo nei prossimi
paragrafi che sussistono ancora tutte le altre proprietd enunciate nel
teorema B) (§ 4). Dopo cid & chiaro come tutte l¢ deduzioni del § 8, re-
lative al paraboloide, valgano inalterate per I'iperboloide, Sarebbe inutile
ripetere qui gli enunciati di quelle proposizioni; solo osserveremo espli-
citamente l'esistenza delle trasformazioni singolari

By, Ba,
corrispondenti ai valori estremi
E=—,

del parametro k. Allora la congruenza I' diventa quella generata dalle
tangenti dell’iperbola focale

o &
y“-—=0 s a'_-—b—’~_-+—o'= sy por b= "‘b',

ovvero della ellisse focale
‘
#==0, g '+lc‘ +F__. !;.c’ =1, per k=¢c*,

quando queste coniche accompagnano I’iperboloide Q, nel suo rotola-
mento sulla rigata applicabile R,
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Consideriamo ancor qui il caso escluso k=0, pel quals valgono le
medesime deduzioni come sl § 9, E in effetto, se nell'equazione fonda-
mentale (IX) adottiamo i segni inferiori ponendovi k=0, i coefficienti si

presentano dapprima sotto la forma mdeterminata it ma, caleolandone

i veri valori, troviamo che 1a (II) &l riduce alla seguente

@A ¢

T = 2abe (B'e* - a'B® - a%c") 2vcosb - (B%¢* + a%F* - a'd) (v} - 1)send -
4 @@+ ¥+ 80 (4 1),

D’altra parte le equazioni (64) (cof segni inferiori) ove si faccia k= 0,
paragonate colle (58), danno

1+sen6
oo

Sostituendo nella precedents, si trova facilmente
dv rp(v) b (14 uv)* 4 ae* (u - v)® 4 a*B3(1 - wo)t{,

che si pud scrivere ancora

du g

@ TIp
¢ combina colla equazione differenziale delle asintotiche eurvilinee di R,
Dunque per ottenere qui la decomposizione della congruenza I' nelle
rigate Ry, conviene associare i raggi di T lungo le asintotiche curvilinee
di R. Ed appunto il teorema di Chieffi assicura che queste rigate R, sono
applicabili sull’iperboloide fondamentale, Esse debbono dunque conside-
rarsi come le trasformate di B per la trasformazione B, (Cf. §9).

§ 190
Elemento lineare delle superfleie trasformate R,.

Ritornando alla generale trasformazione B, , andiamo ora a dimostrare
che ciascuna superficio derivata R, 3 alla sua volta applicabile sull'iper-
boloide Q,. Cominciamo dal caleolare il ds? della R, in coordinate %,v,

b6 CAPITOLO 1. — § 19

imitando il procedimento del § 10, Limitiamoci per altro al caso in cul
si prendono in tutte le nostre formole i segni superiori, chd lo- verifiche
per l'altro caso non ne differiscono se non per mutamenti di notazione
{cf. §16 in fine).

Seriviamo in primo luogo le formole

9 ’
Lot + M, 2 | DX
o ! 9z , Omdx "
w “P°au +Q°av+mx+ %m T av) +D'm
alle quali, derivando esplicitamente le

ol ?ﬂ 3.%

=t t+15.+mz" ecc.,

rapporto ad «,v, associamo le altre

o 3z dty | -,
- W”Lo‘a—““{"Mo%"f'Domxo

-
=R+ 2 4 D,

Poniamo ancora
-3 255 -
ed avremo (cf. § 10)
[Bi=x, F,=F0+[(EI.°+FM°) S - (FLo+GM,) ] + DD
(18) { Gh=Go+2 [(EP0+FQ,.,) 30+ (FP.,+GO,0) 30 ]dv +2D'D"im 4

+[E(w rard g ae)( )1+D”’m’.
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Dalle equazioni (64)

' -
ans-graenh,-]-a’coao
(19)
y= —dcosw., - %' send
derivando si trae
! 3z ¢ YRR
%——-;se %‘:—% R a—yﬂw ~—g-coso?‘:
o0 ;
850 d a‘;; a!/o b' 330
l\b—v—zovsenﬂg, e o,coseav

Ora se. caleoliamo effettivamente #, dalla (65,)

(u+v) (14+u)W—(o*+1) U —(*+ l)V
w4+ o)fW

troviamo

—

@) =2 Pa +uv)cosﬂ+2;(u-v)sen0—-é—,‘%(ui—v) ,
¢ derivando abbiamo facilmente

(82) B dabe V d_ _dabe U
ST W w T T a W

Colle formole precedenti, calcolando E,, F,, G, risulta

¢ ]
B, == 16,,‘;},:’ z’ [a sen®0 +b‘cos’9+c’] %—;

(88) Fo= 12—,?;—,;‘1} [a‘sen’e <4 b*cos® 0 c’] %
G, = %‘;i,f.}? [a'sen'ﬂ 4+ 08?6 +o’] %

o cos) sono noti i valori def primi termini nelle espressioni(78) di E,, F, G,.
Per calcolare i rimanenti, formiamo dalle (77) e (80) le somme

3%, 92, oz, 32, 3, a:vo o2, 3;0
2. o 2303!4 2 23,,‘3-0"
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il che d
(ELo—i—FM.,za"“? enﬁa a7co 931’°+ ]
(FL,+GM°-—2—3°[5,—36110%€!—-, oa?/°+ J
/ .
SEP°-+:FQ°=?£°[E, son6 2 _ %cosﬂ%-{—g%’]
FP°+GQ,_..3’°[0, senb aﬁt—g- 03”°+3‘°]

Ora moltiplichiamo lo due equazioni di ciascuna delle copple prece-

denti rispettivamente per g% s 3_3_'%{ o sommiamo, tenendo conto che, s

causa delle formole

wﬂ%-{-l%ﬁ?—l—m%? 8¢,
8i ha

3, O, , Imdx,
4 BB T W O
cosl ofteniamo

((EL°+FM°)36+(FL<.+GM°)33': g:'[c' 5"’193:3 zmseayo %‘;’]
(88) (

m 2
(EP0+FQ,,)30+(FP0+GQo) < af;[o, enﬂaae G,cosﬁg‘? %’;0

In fine, formando dalle (84) la somma 2(33—%)’, abbiamo

(86) E(”)+2F9’ 3’”+G("” 2(”“)

Le formole (88), (85), (86) danno tutti gli elementi necessarii per il -

calcolo dei valori (78) di E,, 1, G,.

{
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s § 20’
Formolo ' applicabilith delle R, sull’ iperholoide.

Dopo questi preparativi andiamo a verificare che ciaseuna rigata R,
& applicabile sull'iperboloide Q,, ¢ dimostriamo nello stesso tempo che
ln legge d'applicabilita fra R o R, & data ancor qui dall'afinitd d’ Ivory
fra 1 due iperboloidi confocali Q,, Q, (¥

Al punto (;:(.;., a_v;) di Q. corrisponde, per l'efinitd d'Ivory, sopra Q,
it punto (§,%,¢) di coordinate
a - b - -
(87 €==;, .ﬂ=y!/o,C=§'o~
Se con ,, v indichiamo i valori delle coordinate curvilines %, v nel
punto (¢,%,¢), abbiamo per le (58)

o bolbn 1 wes € i-ue
6  wmtn 'O wmdy e h4v '’
e quindi )

1 o

141 144

“ETLT wos

(]

ates 17

I

O B

I

a+o ,‘f+i

(') 81 tenga presente che per dus quadriche a ceniro confocall
2.2
itptg=!

4.9, 4
Ltptg!

(A)~A=B,~B=C,—C) lo formole d'atfinits d'Ivery si serivono

wt“V%-“’*%“V?ﬂ"z"V%-# .
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Sostitaendo per a,gp 1 valorl (79), abbiamo

1-+86n 6 - og 0 %3
th = =
080+ (1 +sen 6) 3?-

(88) { ‘

&
1-8en 04-cos 0 7

U ==

080+ (1 sen9) %‘}

1-sen6  cosd

dove nella seconda, essendo st = T¥sem

0 v.' risults indipendente
da #, o precisamente

o = 1-—gon0
! s

.

Sostituendo nella prima per 4 il valore effettivo (81), abbiamo le
formole definitive :

—bb,—[—g;(l —~4v) ";;3” (144 0)] (1 +senﬂ)+% [u-v+-£; (u+v)]cos°

% =

(89) %[—g, Q —uv)+-§,—(1 +uv)] cos 6 +%,~ [u - - —Ib;,- (u+v)](1 -f-sen 0)

1-senb
L e

v
L T cos®

Noi dobbiamo ora verificare che queste sono in effetto le formle

d'applicabilitd, per la rigata R,, sull' iperboloide Q,, ctw ciod il dstdi
R, in coordinate w,v

ds} == By du* 4 2Fy du dv 4 G, &,
dove E;, F,, &, sono dati dalle (78), si trasforma in coordinate w;,
nel ds} di Q,

dst =B dut 4+ 2F, du, dv, + G, dv},,

ove dunque E,,F,, G, hanno i valori che risultano dalle (59) cangiando
in queste ,v in w,,v;, Ma pel nostro scopo basta osservare che, s
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causa delle (87%) si pud scrivere altrest
9¢\® %% e 9 \®
(90) E =2.( , Fi= Ea; S ”2(37‘ .

Cid premesso, I identitd da dimostrarsi dsi==ds!si traduce nelle
tre equazioni seguenti

3u1 30&; 3u, 30, amdﬂ
E'”E'(aau) ReB3l3) (E‘ae +R 30)8u @

3 3 3v

che dobbiamo duuque verificare essere equivalenti alle (78).
Dalla prima delle (90) abbiamo

36 3“1 '
) =2
ovvero se esprimiamo & per #,v, ricordando che v, & funzione dells

sola v,
5 (2o

Questa per le (87) ci da

B = A G h i+ 56
ossia, perchd a*=a'4-k , P'=b4-k, *=c'"—1%,
B G- 2 -G - @)
Ma dalle (80) segue

G+ =
¢ resta quindi

@) - E, 5%)’= 2(?—3%);&.

onde effettivamente combinano nelle (78) e (91) i due valori di E,.

62 OAPITOLO I, ~ § 20

Be consideriamo poi che , & funzione lineare di #, secondo 1a (88),
abblamo

o4, au, o0, My om o,

D T S AT i ind,

o 90, Ou' dv  dwy Ov '
© pord per le (83)

onde dalla (93) deduciamo lo altre

E15“~-=VE0 E(;';)a——Eo.

A causa delle (83)
yE=F, LE=0,
e quindi abbiamo '

029 E ) B, Ea—“ﬁ‘i&mx«‘o,m(x):m.

Queste ¢i dimostrano che anche la seconda e la terza delle (91) com-
binano, nei loro primi termini, colle corrispondenti (78) e tutto si riduce
quindi a verificare le due identitd seguenti

{93) (E

a“; 30, 31‘1 dﬂ 3 3!4.30. b 8] (d0\#
(94) 2(E,ae +F’86)30dv [ A ao) +aRGH +G.(3;e”(d—6)==

=2[(EP,+FQ0)39+(FP.,+GQ.,) J +2D'D"Im 4

+[eG) s 5% o GG o

3'3)2'.‘1?2=[(EL0+FM0)39+(FLo+GMo)ae]iq+D'D' i
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§ 21'
Verifiche relative all*applieabilith,

Be sostituiamo nella (98) i valori (68) &i D', D" ed il valore (85,) di

(BLy -+ FM) % + (FLo - 63t,) 22,

indi dividiamo tutta I'equazione per

a8 dvd
a;,-—-—-v ¢(),
essa diventa
(@) v\, (a' 3% 3y° 05\ 32, abe V
(E‘ae‘“F’ ae)au 7 senl - d““”ae ae)au -~k e
Prendiamo ora la formula
o8 3w 9t
B 5, 30 30,90
& 9

colle analoghe per 7 ,{, moltiplichiamole ordinatamente per 0 . P
¢ sommiamo; cosl

k]
S

=
g
+
=l
8¥

i
8! 32

2

e per le (87)

= Ot +F2 31;. aul zaeac 'az.,azo b® 3y03y¢,+ 0’3:.,3:,
130 TR0, 39u "0 o  b* 90 ou ' o 30 o

Questa, a causa delle (80), si scrive

30\ 3 P am B . an . o d\am
(E;aa +F; l) “l (5?88110—9-6———%10089%24-3;”0) ?

o riduce I'identitd (a) da dimostrarsi alla seguente

d o o (¥ 3y *\ 32,04, abo V
[(2‘"2?")“" F) (Z’ 17?)““ ] (1 W)ae:au""‘ab'd W
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od anche, perchd a®=a'+k, V*=b'+k , ¢*=c"-k, all'altra

®) ( senﬁaé‘;“ .;.,mo%%g 1?%:)3-’4 4?%%

Ma dalle (79) abbismo

g—? = £"nae Oa%«l-v o802, — a’ sen 0
(95)
3y., Zcosﬂa’°+0,sen0:o+b'cose
e percid
1o o%% b % 1dn
;senﬂw-?cosﬂ b L 1,

onde la (b)) diventa

e combina appunto colla (82,). Cosi abbiamo dimostrata I'squazione (98),
alla fine del § precedente, ed altro non resta che dimostrare anche la (94).
Intanto dalla (98) gis stabilita, ricordando che si ha

LL;’,;;(EPﬁF%)%%+(FR+G%)%’5‘
" m T, o T
sogue 'altra
B+ 5 e =[Pt 700 ot o+ 00 212y i,

per cui la (94) si riduce alla seguente:
3“1 3u,30, a9\*
B +raRa %) (@) -

=[Bf) 2% s o) (5 + D,
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Ma 8l ha
D" = (BG - F*) (u -+ o) ¢*(0) = 4

v

Bt (14 w0)+a'* (4 ~ 0)*+ aB3(1 - ue)f
(“ +,))H 7'(”)

m¥=(u Hr\%
o la precedente, divisa per

gj-2rpee

si riduce, & causa della (86), all'altra

o B 0N e
X [ Bt (14w} +a® ¢ (—0)*+-a®0* (1 —uv)?].
Dalle formole
BuiEn te

guadrando e sommando, viene

(aaue) +2F13'(;‘38'g+e ae) 2(38) @a t ae) P ae)'

e la (¢) si trasforma nell'altra
&\ (90, 45
(1) )"+ G+ 3 G+ e
X [b'a'(1+w)’ @t (u—v) +a*b} (i —uv)'] =0,
od ancora, riducendo o dividendo per %,
185\, 179\ 1(3\® 4k
00 5(%)+r(E) - 2(5)+ ¥
X [Bet (1 4-uv)t+a* é (u—0)* -+ a*b* (1 —up)¥] = 0.
Dalle (95) deduciamo

-3
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e la (06) diventa

W'33 2 3#0

(96%) —s W' £ + Wy ’b" .,[b'c'(1+uv)’+a’o'(u-«v)‘+a'b'(1——uv)']-0.

Ora abbiamo dalla (81)

yﬁ?az{-—.(l-}-uv)cose-{- . (u—v)sen — ——— ,c,(u+v)]

e dalla (67,)

ae be ab
W=12 [E? (44—~v) cos 9 — W.(1+uv) sen0 -4 o (a —uv)] .

Quadrando ¢ sommando queste due ultime, si trova

W’:% a'the*

LT L A L T LA

+2[fb,°.(u —v) (1—up) —

P 's(“’l"v)(l‘*'m))]cosa -

3| B0 (1) 1 +w0) + o) (o v)]sene;

Derivando Ia (81) rapporto a 6, otteniamo

4” FUT 7 (46—0) (L —wv) — i%(uh:) {1 +w)]cose-

[ ; (1) (1 +u9) + —57= zbbo',(u+v)(u—v)]sen0+

T e (ot 4 52 .

Sostituendo nella (96*), { termini contenenti cos®,sen6 spariscono
o 8i ottiene I'equazione

o [ P 4 o — oo P — S ] +

+;W[W(l+uv)’+a’o’(«~v)’+a’b‘(1—uv)*]-_-.
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od enche

(97) a%"* (4—0) 4 0" (1+u9)* — a*B%0* (1 —uv)® — a*B*o* (4t o)} =

. m= k[b’a'(l+w)’+a’c'(u—-—v)’+a’b’(l —w))’].

Basta qui sostituire per a®,3",c* i valori a®+k,b'+-k,c'—% per
riconoscere che & una identita.

Cosl anche per le deformate rigate dell'iperboloide tutte le verifiche
sono compiute e possiamo concludere: Le «' vigate R, derivate per una
irasformaxione By da una deformata riguta R dell’ iperboloide sono appli-
ocabili sull iperboloide stesso,

Ed infine la medesima osservazione fatta alla fine del § 12 dimostra
che l'applicabilitd di ciascuna rigata R, sulla primitiva R ha luogo per
deformazione continua.

§ 22,

Relazione reciproca fra R e R,,

Resta ancora che dimostriamo pel ceso attuale dell'iperboloide le
proposizioni corrispondenti & quelle stabilite ai §§ 18, 14 per il parabo-
loide, Basta per cid proceders nel medesimo modo, utilizzando il teorema
d'Ivory e le altre due proposizioni elementari del § 13, che sussistono
anche qui, come subito si verifica.

Adottando le medesime notazioni, siano g,,g, due generatrici qua-
lunque dell'iperboloide Q, e g;,gs lo loro corrispondenti, per I'affinita
d'Ivory, sull’iperboloide confocale Q,. Stabiliamo fra i loro punti
M,,M,, M, , M, una corrispondenza come al § 18.

Supponendo dapprima che le rette g, , g; appartengano ad un mede-
simo sistema, per es. al primo, scriviamo le loro equazioni:

@ == gsenﬂmﬁ-acosﬁ, Ty = gsenﬂ;z,-lr-acosﬂi
) > 99 5
y,::«;cosels,-{-bsen’), y,:-—~;cosﬂ,'a.+bsen9..
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Le loro trasformate g;,gs per I'afinitd d'Ivory avranno le equaziont

g.a = o sen%%-}-.a’uose, T = a'senO,%’ <+ cos b,
o) Jp=—vost 2 5ot B {g=—Foost¥ +vomby
;l 0’%‘ ;s = 0'%"

. Cerchiamo, come al § 14, i coefficienti per le formole di un movimento
rigido che sovrapponga la coppis (91,99 ed i punti My, M, alla coppia

* (g1,9+) ed ai punti corrispondenti M;,M,.
Ponendo

A = (ack'+- #o'b') cos B, con Byt (abo' + abo) sen 0, sen,— (abe'+-a'o),

avremo pel coefficienti «,f,4 1 valori seguenti
( 8oy = (abe'+q'bc) 08 B, 008 0,-+-(abe+a'b'c) sen 6, sen 0, —(ach'-+a'eh)

Aay = k(e cos 9, sen 6, — ¢’ cos 6 senby)

Aoty =k (b senb, ~b sen 6,)

A8, = k{0 c0s 6, sen 6, — ¢’ cos6, senb;)

AB, == (abo--a'b'¢’) c086, cos b+ (abe’ +abre) sen 0, sen b, — (ab'e’ -+ a'b)
AB, == k{a'c089,— @ cosb))

Ay, == k(b sen b, — ' senby)

Ay, =k(a' cosb;—a cos b))

Ay == (ab'c' +a'bo) c080,c080; - (ach+a'cd) sen 6, sen 8, — (abe+-ab'v)

Aa=k(be' co88,—b'c cosB;) , AB==A(ac' 8enB;—a'e sonb) ,
Ar=F(ab’ cosb, send,—a'd cosb; send, ) .
Anche qui si constata che la sostituzione

oy oy Gy
B B Bs
i} s Is
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¢ ortogonale destrorsa, cid che. dimostra P'esistenza del movimento in-
variabile,

8o lo generatrici g,,g, appartencssero a diverso sistema, scrivendo
le loro equazioni

@ a
® = Eenﬁ.z,—}-acosﬂ, x,=~—;sen0.¢,+acosﬂ.

) /]

y,‘:-—%cose,a,+bsen0. Y= ;cos9.4.+bsed0.,

8i troverebbero pei coefficienti «;,p,,7, dei valorl che risultano dai
precedenti cangiando in questi ¢ in —¢' e_cangiando i segni di 1,75, 7s.
La sostituzione considerata resta ortogonale, ma cangia da destrorsa ia
sinistrorsa, ed il movimento invariabile & sostituito da una simmetria
(ef. §19),

Da tutto ¢id si raccoglie: Se lo defmmata R, delliperboloide proviene
della R per una trasformasione B, , inversamente la R deriva ancora dalla
R, mediante una B, .

§ 28,
Posizione relativa del piani tangenti di R e R,.

"Le considerazioni geometriche svolte nella prima parte del § 15 in-
torno alla giacitura reciproca dei piani tangenti =, x, in punti corrispon-

denti di due deformate R, R, del paraboloide, trasformate 'una del-’

I'altra per una B,, si possono ripetere esattaments per lo deformate
rigate dell'iperboloide, ed & inutile insistervi,

Qui vogliamo trovare le formole analoghe alle (58) § 15 (pag. 45),
che danno i coseni di direzions X,,Y,, 2, della normale alla superficie
trasformata R,. Potremo porre anche qui

oz 33:
X,=A§“«+B50—+GX ece. ,
o determinare A ,B,C dalle due condizioni

Procedendo come al § 15, troviamo ancora
A:B:C=Dm(Fl+Gm): —~D'm(El+Fm): (BG-F*) (M,~mL,),
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ovvero, poichd

e = Sabop V@
B -F=arw ' Y= "G19 Vo
m=(44v) %,

AtB:C=— (FI+Gm) : El-+Fm: iu‘@;ﬁ“ (IMo—mLy).

Abbiamo quindi

(98) X, = B | ~(F1--Gm) 32+ (51+ F) o+ 2L 200 +,,;§;, U-mL)X],

dove il coefficiente R di proporzionaliti & da determinarsi ancora dalla
condizione

FA*+ 2FAB 4 GB* 4 C*=1,
Ne risulta una formola analoge alla (55) § 15, o ciod

(u+v)* 1
(99) s
“dabe. Py %(lM.,mmLo)‘

essendo ancora qui
3=V EFF 2Fim+ G

la lunghezza del segmento focale FF,.
Indicando con @ I'angolo dei piani focali, ne deduciamo nuovamente,
come al § 16, la formols (56) (pag. 46)

sen’ﬂ El"‘}‘ 2Flm+Gm’+ ’(zMo""an) N

indi, come condizione di corrispondenza delle asintotiche fra le due falde,
la medesima (57)

EP+2Flm- Gm*+§; (M, —m L) =pp, .
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Verificando questa direttamento si viene a stabilire nuovamente che
le nostre congruenze, aventi per falde focali la superficie primitiva R o
la tragformata R,, sono congruenze W.

§ 24,
Caso particolare dell’iperboloide di rotaszione.

Terminersmo questo primo capitolo coll’esame di un caso molto par-
ticolare che ci confermerd in un esempio semplicissimo la teoria generale,
Prendiamo 1'iperboloide rigato rotondo, dove dunque a==b, ¢ consi-
deriamo la trasformazione singolare B._gs, corrispondente al valore
=—a*=—b'., Qui I'iperboloide confocale Q, si restringe all’asse, nel
quale vengono & coincidere tutte le generatrici, o le tangenti dell'iper-
bola focale. Le o' superficie trasformate R, di una deformata rigate R
qualungue coincidono ora in une sola superficie: quella generata dall’asse
dell’'iperboloide Q, nel rotolamento su R. Ma quando la superficie R
diventa I'iperboloide stesso Q,, i segmenti FF, tangenti in Fa Q, ven-
gono & terminare in F, sull'asse; essi sono per conseguenza tangenti
alle iperbole meridiane. Se ne conclude che la superficie R, non & altro
che la complementare di R, rispetto alle geodetiche deformate dei me-
ridiani (vol. I, § 188) !). La trasformazione B.x acquists dungue nel
caso attuale il significato seguente:

!) La medesima cosa segne dalle formole generali, ove si osservi che qui
a=b , ke=—a?, indi

d=P=0, ==V Fe?,
Le formole (67) § 16 danno subito

U 14l V1041
W 81—w'W 81 —wup!'

indi le (66)

Dopo ¢id le formole

w,==w+l%+m%wecc.

vengono appunto & definire la complementare della superficie primitiva,
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Se si fa rotolare iperboloide rigato rotondo sopra wna gualungue si-
gata applicabile R, Uasse delliperboloide deserive una seconda deformata R,
dell iperboloide, che & la complementare di R.

Non sard inutile dimostrare come questo risultato, insieme ad altri
dovuti & Laguerre e Bioche, possono dedursi con considerazioni geome~
triche dirette dalle proprietd generali delln trasformazione complementare
per le deformate delle superficie di rotazione.

Prendiamo una rigata R applicabile sull’ iperboloide Q, e sia ¢ una sua
generatrice. Consideriamo i segmenti rettilinei FF, che toccano nei punti
Fdi g la R o negli altri estremi F, Ia superficio complementare, Appli-
cando R su Q,, questi segmenti, senxa cangiare la loro posisione relativa,
vanno a terminare all'asse dell’iperboloide. Dunque se F descrive una
rette g di R, il secondo fuoco F, descrive un'altra retta g,, che & la
posizione acquistata dall’asse dell'iperboloide quando questo tocea la R
lungo 9. La complementare della R & quindi una seconda rigata R,. Essa
¢ applicabile, pel teorema di Weingarten, sopra una superficie di rota-
zione la quale, come risulta dalle formole generali, non & altro che
I'iperboloide stesso *). Cos} abbiamo dimostrato direttamente il teorema
superiore,

Ma proseguiamo le nostre considerazioni geometriche, e prendiamo
sopra R, R, due generatrici corrispondenti g, e la loro minima di-
stanza MM,, di cui i punti M, M, siavo i rispettivi piedi. Applicando R
sopra Q,, la g diventa una generatrice dell'iperboloide e g, 1'asse; per
c¢io M si colloea sul eircolo di gola, Dunqus la linea « luogo del punto M
3 sopra R la trasformata del cireolo di gola (linea di stringimento); o
similmente la ¢, lnogo di M, sopra R,. Ora la MM, & normale comune
a R, R, e per cid normsle principale comune- delle dus linee geodetiche
f, 7. Queste sono dungue (vol. I, pag, 50) due curve di Bertrand coniun-
gate, Le binormali di queste due curve hanno evidentemente le direzioni
g1 © g o formano fra loro un angolo costante, che & quello d'inclinazione
delle generatrici dell’iperboloide sull'asse, Ed anche il segmento MM,
di normale principale comune a 7,y & costante (eguale al raggio del
cerchio di gola) ed indipendente dalla speciale deformazione considerata.
Cosl abbiamo dimostrato geometricamente il teorema di Laguerre (vol. I,

{) La medesima cosa si pud anche provare geomefricamente riducendo R
all'asse dell'iperboloide ed allora R, coincide coll’iperboloide stesso. (V. per una
dimostragione divetta il § 91).
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pag. 270): In ogni deformasions del}’ iperboloide In una superficie rigata
il circolo di gola s trasforma in curve di Bertrand della medesima fa-
miglia ¥),

Ma insiome abbiamo anche dimostrata l'altra proposizione (Bioche):
86 per ogni punto M, della curva v, di Bertrand si Yira la parallela alla
binormale nel punto M corvispondente della curva condugata +, la superficie
R, luogo di queste paralidle & applicabile swll'iperboloide rotondo,

Di pin risulta da quanto abbiamo detto che l'altra rigata R ottenuts
scambiando nella costruzione precedente 4 o 7, & complementare di R,
(Cf. vol. II, nota 1, pag. 676),

In tutto questo ci siamo limitati a considerare la sola trasformazione
singolare B..;s» delle deformate rigate dell'iperboloide rotondo.

Le trasformazioni generali B, potranno pure evidentemente riguar-
darsi come trasformazioni delle curve di Bertrand, che sono le linee di
stringimento delle deformate rigate di questo iperboloide.

Ed in effetto, quali trasformazioni di curve, esse furono gid studiate
prime in un caso particolare da Demartres ) poi nel caso generale da
Razzaboni 9),

Il caso di Demartres corrisponde all'altra trasformazione singolare
Ba per la quale I'iperboloide omofocale Q, sf riduce al circolo focale,
Le trasformagzioni di Razzaboni corrispondono alle nostre generali B,.

1) Ciod ls relazione lineare che lega le due curvature & sempre la stossa.

%) Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences 1888, T. 106,

3) Un teorema del sig. Demartres generalizzato, Attl del Reale Istituto Veneto
anno 1900-1901, t. LX parte 2.2

CariToLo II.

[reS——,

L trasformazioni B, per lo deformate gemeral
delle quadriche rigate

e —

§ 25,
Descrizione del metodu per la ricerca delle trasformaziont,

Dopo avere esposto nel precedente capitolo i principii fondamentali
della teoria dello trasformazioni per le deformate rigate delle quadriche,
passiamo ad occuparei in questo secondo delle deformate generali delle
quadriche rigate,

Premettiamo alcune considerazioni che hanno per oggetto di spiegare
il passaggio dal caso gid trattato delle deformate rigate a quello delle
deformate generali,

Un primo modo di eseguire questo passaggio si collega al teorema
di Chieffi (§2) e pud descriversi come segue.

Sia 8 una superficie qualunque applicabile sulla quadrica rigata fon-
dementale Q. Prendiamo le linee asintotiche @ di un sistema di 8 0 €0~
struiamo, secondo il teorema di Chieffl, le o* rigate R deformate di Q
e circoscritte alla 8 lungo le singole asintotiche a (§2). La 8 & allora
Pinviluppo di queste o' rigate R, applicabili I'una sull’altrs e sulla 8
stessa. Secondo i risultati del Cap. I, ogni trasformazione B, cangia
clascuna rigata R in ! rigate trasformate R, applicabili sopra Q. Ora
domandiamo: & possibile scegliere per ogni rigata R una rigata R, per
modo che le ' superficie R, formino un sistema come le R ed abbiano
quindi un inviluppo 8, applicabile sopra Q? Le ricerche geguenti stabi-
liranno appunto questa possibilitd e precisamente si vedra che di una R
iniziale 8i pud scegliere ad arbitriola corrispondente trasformata R, e
la trasformazione ne risulta cos} individuata. Per tal modo le trasforma-
zioni B, per le deformate generali delle quadriche appaiono composte
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di o' trasformazioni elementari B, delle loro rigate inviluppanti se-
condo i1 teorema di Chieffl,

Ma per Ia ricerca effettiva di queste generali trasformazioni B, ci
converrd applicare un metodo ben diverso che andiamo in primo luogo
& descrivere,

Nel sistema omofocale, determinato dalla quadrica fondamentale ri-
gata Q, prendiamo ad arbitrio un'altra quadrica rigata Q., e conside-
riamo le «* coniche C, sezioni dei piani tangenti di Q colla quadrica
confocale Q. .

Da ciaseun punto F, di una di queste coniche C escono due gene-
ratrici di Qy, fra lo quali fissismo per es. quella del primo sistema e
chiamiamo =, il piano determinato da questa generatrice e dalla con-
giungente FF,, Immaginiamo ora che la quadrica Q si deformi in una
qualunque supetficie applicabile S seco trascinando, invariabilmente le-
gate alle flessioni di Q, le coniche C coi loro punti F, ed i piani =,.

Per dimostrare 1'esistensa delle trasformazioni generali B, converrs
dimostrare che & possibile (e cjo in o' modi) scegliere su ciascuna conica
C un punto F, in guisa che la superficle 8, lnogo dei punti F, stia colla
primitiva 8 nelle relazioni seguenti:

a) La superficie S, abbia in ogni punto F, per piano tangente il piano
n, corrispondente, cid che ha in particolare per conseguensa che le due su-

perfisie 8,8, siano le due falde focali della congruensa FF, 3),

b) La superficie S, risulti applicabile sy 8 (indi sulla quadrice Q) e
la legge d’applicabilite di 8,8, sia data dall'affinita dIvory fra le due
quadriche confocali Q, Qu.

Le condizioni @) per sd sole, servono gid ad individuare le nostre
teasformazioni, ed allora le ) ne derivano come conseguenze. Ma anche
inversamente le condizioni b determinano gis le trasformazioni e trag-
gono seco le a).

No deriva che in due modi possiamo arrivare alle trasformazioni, ap-
poggiandoci sulle condizioni a) ovvero sulle ).

Nel caso delle deformate rigate (Cap. I) abbiamo appunto adottato
il primo modo, servendoci delle condizioni @) per dedurne poi le ) come
conseguenze, Qui, per le deformate generall, troviamo preferibile il se-
condo metodo e ciod cerchiamo di trovare le superficie trasformate S,

) T'ale congruenza & inolire una congruenza W, come sl vedra,

76 CAPITOLO I, — § 25

imponendo loro di soddisfare le b), o verifichiamo poi che anchele @) -
sultano soddisfatte. ‘

Le considerazioni esposte tracciano anche la via per l'analisi che do-
vremo applicare. Riferiamo la superficie S alle linee (u,v) trasformate
delle rette della quadrica Q, e indichiamo con @,y ,# le coordinate di
un punto F qualunque di 8, con %, ,# quelle di un punto F, sulla
conica C, situats nel piano tangente a 8 in F. Avremo allora

) w;=*-a:+%”+mg—: ece. ,

dove le funziont I, m avranno i valori assegnati dalle formole (17), (18)
§ 5 (pag. 13)ovvero dalle (66), (67) § 16 (pag. 49), secondo che la qua-
drica Q sard il paraboloide iperbolico ovvero I'iperboloide ad una falda.
Queste funzioni 7, m contengono, oltre le variabili % ,v, il parametro A
nel primo cuso, ovvero 8 nel secondo. Noi dovremo considerare Ao#@
come ung funzione incognita di «,v

N=hu,0) , O=0(s,0),

che si tratterd di determinare in guisa da soddisfare alle condizioni b).

Avvertiamo ancora, prima di cominciare i calcoli, che, pel modo di
trattazione da noi scelto, non vi & pid alcuna ragione di conservare i doppii
segni nei valori di U,V, W, Sceglieremo quindi sempre nelle formole

citate i segni superiori,

§ 26.
Elemento lineare della 8, nel caso del paraboloide.

Cominciamo anche qui dal caso del paraboloide iperbolico Py, con-
gervando tutte le notazioni del Cap. . Sia S ura qualunque superficie
applicabile sopra P,; essa avra per prima forma fondamentale il ds} di P,
o sard quindi intrinsecamente determinata associandovi la seconda forma
fondamentale ’

Daut 4 2D dudy - D'do.

Lo condizioni (necessarie e sufficienti) cui debbono soddisfgz_'e D,D’,D”,
per definire ‘unh deformata 8 del pataboloide, sono date dalla equazione
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di Gauss
@ DD D=~ D= — 32
e dalle equazioni di Codazzi [vol. I, pag. 119] che, a causa dei valori

attuali dei simboli di Christoﬁ'el dati dalle formole (12) Cap. 1 (pag. 12),
si scrivono qui

— e TS o

( D oD 10legp p +1 1 3logp Y

® ) u 2 W 2

8
g_g’: SD' lalogp lalogp '
( W v 2 Dl+ .

Immaginiamo di sostituire per A, nei secondi membri delle (1), una
doterminata funzione di u,v

A=)k (u, v},

Derirando rapporto ad u,v, avremo [§§ 8, e 6]
, 0w | Oom ow ,
% L kG2 L PR I D m]x

3 S mi . -
% P°au+Q°av+D'°’x+(axau+ax w)aﬁ‘[‘”‘"n)”n ]

dove Lo, M,, Ps, Qo hanno i valori (22) Cap. I (pag. 16). Ora supponiamo
come al § 8, di ridurre 8 al paraboloide P, e di dare a A un valors co-
stante qualynque. Indichiamo con %, ,% ; X0, Yo, Z, cid che diven-
tano allora #,y,2 ; X,Y,% o siano %, g, 4% i valori che assumono
@, Y, 4. La 8, 6 riduce in questo caso alla generatrice (A) del parabo-
loide confocale P, o si ha [cf. §10 formole (29), (37) pag. 26, 28]

W _ 1

% 1%y, 3R 4 Do

o, p, &% % | v

B n 221 Q52+ DK,
| _ ?.?‘io.;. m 3z,

7y o\ o SR
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Dopo cid, se attribuiamo ad E, , F,, G, i significati del § 10 (pag. 26),
8l vede che i coefficient! E;,F,,G, nel ds} della superficie S, in coor-
dingte % ,v

dsngld“"*' 2F1d“dv+G1dﬂ'

gi calcoleranno dalle formole segmenti:

A
3 T

=Bt 2|81+ P § + (FL + 60 3]
+267 - G + o1+ mr -

B, o= B+ (8P + Q) 5+ 02+ 60) 3] B+

i om] ok
® ! +[(ELo+FMo)aA+(FLo GM,) 3).]30’*‘

+2(%‘:‘4)’i . a)‘?v+(Dl+D'm)(D'Z+D"m) Dlim
=G+ 2|(ER+FQ)F + P, + 60) I B+

+3 (%.fx)’ . (g%)’ + D14+ D"m) — DI

Per quanto abbiamo detto al paragrafo precedente, dobbiamo ora
esprimere che questo elemento lineare

E, du* 4 2F, du dv -}- G, dv*
& trasformabile nell’altro
E‘-xd“f"{' 2de“1d”1 -+ al dvt

avendo E,,F, G, 1 valori (43) § 11 [pag. 81], ¢ le formole di trasforma~

zione essendo le (45) del medesimo §. Ora osserviamo che la (455) v, = ﬁl—’z
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dimostra che le derivate esplicite di v, rapporto ad %, v sono nulle. Ri-
sulta di qui che i valori (8) di E,, F,, @, debbono essere rispettivamente
eguagliali al seguenti;

nen (bR R 3) 22+
Bl om e a2y
R B ER G R
Hm G +ar i 2 a2
a=EG) +aE R+ Ry 2o+

+[El(%‘{-') +2R 35+ 3 ax)]@v)

¥ dunque da queste tre condizioni che noi dobbiamo ora cercare di
determinare la funzione incognita A (x,v).

§ 27.
Le equazioni differensiali fondamentali per la fanzione A (u, ).

I paragone delle formole (5), (5*) e quindi la deduzione dells equa~
zioni differenziali per A diventa facile ricordando le identitd seguenti, che
abbiamo dimostrato nel Cap.I:

..a 3
et B0 _n, B2y, | 5 (04 g

_ - — A 3 — O k
(e et W
d
& ~ — - " a"
S| (BB e =V R [P R Ve R+ Y
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9,
°a‘ L + M) 3+ L+ 630) 3= 4 Vi [V.’a% ~v7 el a;]

g )
Eg( (EP0+FQ0) +(FP0+GQ0) a;"'4v——q [ P35 a)g vq’ an )1\38’)?]

dalle quali deduciamo intanto le due identitd

wgV
(B +me)5- [<EL,+FM,) o+ Lo+ GM) aA]~-—*4'°V;,;-

U
(E, aa::, +F 3’;‘) M _ [@p,+ Fe) % N Lt (7P, +6Q0) 2 ax]”"“‘ V{wq*“"'

Ricordiamo in fine che sf ha

formola (80) oy Oy 4k‘H
$13 pag. & l(a“)+”F‘axax+G‘Gx> 2(?8?)

ed in fine pag. 15)
. 4pa
o-—-"—ﬂ—-,

Dopo cid, paragonando le (5), (5%), si hanno immediatamente lo #re
equazioni quadratiche seguenti per le derivate g% . g—% della funzione
incognita:

NRAZTAR + _DU+DYE _

a‘.?) 3 T 4FPH

AR VpUa quvax DD'U’42DD"UV4-D'D'V* —0
© 33~ kH 3 — EE W 4PH

Vg U ¢ — DU+
Gv) R TP '

Si osservi che nells prima o nolla terga i tre primi termini formano
un quadrato perfetto, onde possono sostituirsi colle due equazioni
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linear}
A_Vegy, v _ ’
, 3 'I?Hv+ngﬁ(DU+DV)
7
V_ vl

dove ciascuna delle due quantiti ¢,¢’ & eguale all'unitd, positiva o ne-
gativa, Ma resta ancora a soddisfare l'equazione media (6), la quale per
le precedenti si riduce alla

« (DU + DV)D'U + 'V) — (DDT* + 9DDUV + DY) = {2 Uy ,

Ora D, D', D” non rono legate fra loro da sltra equdzione finita che
dalla equazione (2) di Gauss, onde vediamo che, per soddisfare anche
la media delle (8), occorre e basta prendere ¢, concordanti in segno,
ciod

‘==S'=“-—‘-:f‘_' 1 .

Le equazioni differenziali per la funzione incognita » sono dungue,
sotto forma definitiva, le seguenti

»_Vrgy, s ;
= %H | Ty Pt
) n Yy (6= 1)
7T ,
3% = FH ‘V._. U+DV)

La scelta di e=+1 o di s= —1 equivale come vedremo, alla sepa-
razione delle nostre trasformazioni B, in due classi, corrispondenti le
prime al primo sistems di generatriei di B,, le seconde al secondo.

Si osservi che i secondi membri delle (I) sono lineari omogenei in
U,V e ancora lineari in D, D’,D”; come funzioni di A essi sono poli-
nomii di 2.° grado, perchd tali sono U, V.

Ed in fine si osserverd ancors che il passaggio da s=+1 ad e=~1
equivale a cangiare nelle (I) contemporaneaments il segno di D, D', D”,
clod o sostituire alla S la superficie simmetrica,
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§ 28,
Ilimitata Integrabilith del sistema (I).

Abbiamo trovato che la funzione incognita » deve soddisfare alle
equezioni simultanee (I), ossia alla equazione ai differenaiali totali (del
tipo di Riceati):

m[‘/_w - VH(DU-&-D'V)](IH[VMU-{- V_.(Wmm]a.

Noi vogliamo ora dimostrare che questa equazione & illimifatamente
integrabile, ciot che essa possiede una soluzione A con una costante arbi-
traria, Formiamo per cid l'espressione

9 [\/ g [\/ e -
g=p L2y, < V_(DU+D'V)] 2yt V__(DU+D V)]

dovremo provare che essa & identicamente nulla, in virtd delle (I) stesse.
Calcolando effettivamente €, abbiamo dapprima:

0= YA vy vmv S(5)-varu S {5)+

+ £ OU+DY) %‘(Vlﬁ) -2 U+D) a%(ﬁ) +
+-‘g—¥g¥ [VITQUJ,M V.ﬁ(D'U+D”V)]-
—-Yﬁl’ig‘{[ﬁv%wﬁ(vmwwﬁ .
+ﬁ_ﬁ(n§+n' m)["”wzkvww’mn”wj

\‘[ﬁ( U D’ﬂ)[-}{-;v V—(DU+D’V)]
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Ora si ha, per leo equazioni (8) di Codagai,

W _ 1 alogH 1 3103}1
it e D+3

" o 1 alogH 1 alogH
W wm =i Pty Y

e d'altra parte'la formola (2) di Gauss dimostra che il determinante

,3V U
DGA +D D +D"8)\

DU +1)' D’U+D"V

=ov-m)(Ve —03)

equivale &
dpg (. V U
TeF-—%)

Colla sostituzione di questi valori la @ diventa un’espressione lineare
intera in D,D’, D", diciamo:

Q=aD 4 D' 4 4D" 4 8.
Dopo alcune riduzioni evidenti, si trova

a={==0
o si ha inoltre

2s V. B~V—=s=v' ~v4yBE_y2eH 2;’H (ng--v )

Prendiamo ora l’identita (26) dimostrata al § 7 [pag. 18]

N LW 1ap 13 ]
ol —v¥=ile [(U'+W) Uiy
e, ricordando che p—v—_-, avremo '
oy qpdlogH 9l0gH 2\/;74( v
v-u+ Bty TR MMy )aU’+V’+2W.

Per 1'identitd (25) § 7 (pag. 18), il secondo membro & pullo e per
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¢id anche
p=2=0;
dunque €=0, ¢ 3.3,
Ne concludiamo: Le equasions differensiali fondamentali (1) formano
un sislema completamente integrabile,

§ 29,
Le trasformazioni B, delle deformate del paraholoide.

Le equasioni (I) ammettono, come si & visto, una soluzione A con
una costante arbitraria, per la quale” possiamo assumere il valore che
8i vuole attribuire a A in un punto iniziale Fo==(uv) di S. Se per A
gsostituiamo nelle formole (1) una tale soluzione delle equazioni fonda-
mentali (I), avremo definita una superficie §,, lnogo del punto (z,y2y),
che verra & soddisfare alle condizioni b) § 25 ¢ sard applicabile sul pa-
raboloide, la legge d'applicabilitd fra 8,8, essendo inoltre data dal-
I'affinitd d'Ivory. Diremo che la superficie 8, & derivata da 8 per una tra-
sformazione B,. Cosl ogni deformata 8 del paraboloide d& luogo per una '
trasformazione B, (fissato il valore di %) ad o! superficie trasformate 8,.

Conforme & quanto si & detto al § 25, dobbiamo provare che anche
le condizioni a) risulteranno soddisfatte, Cominciamo dal dimostrare la
proprieta:

I segmenti vettilinei ¥F,, che toccano in F la S, sono alfres) tangenti
alla 8, in By, onde 8,8, sono le due falde focali della congruenza FF,,

Secondo 1'equazione (5) del Cap. I (pag. 9), la proprietd enunciata
equivale all'annullarsi del determinante

) m 0

3 om 3 .
Lt 55 Yoty DitDm

4

3 o B
Pot 55 @ty DitDm

ossin al verificarsi della identitd

) + D )[ZQo mP°+(zaa';‘ g'k)gﬁ]
(8)

(m+n"m)[zm. mL.,+(33';‘ %)g%]
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Ors, come si & visto al § 7, il determinante

! m 0O
e'—'ﬂ Ih Mq m
P Q

#f annulla, clod si ha
(1)) m(1Qo - mPy) = I(IMy~mLy).

D'altronde, siccome

“’"W 1 m=z"

ge sl sostituiscono i valori (I) di & gﬁ nella (8), questa diventa

b 10~ wp,+ YLy (i2n_ -]

—D"Y [m - mLo+ V”-"v(z . -mgi)]so.

Mg si ha, a causa della (9),
7 (1Qo-mP) = 3 (My-mL
¢ 'equazione superiore pud scriversi

D0 - DV [ 0, - L ﬁ( x5 =0

Sotto questa forma risulta che essa & un'identitd, annullandosi a
causa della (26*) § 7 (pag. 19) il fattore fra parentesi [ ).

Concludiamo adunque che la superficie S primitiva e la sua trasfor-
mata 8, sono le due falde focali della congruenza di rette che uniscono
i loro punti corrispondenti,

Osservismo ancora un'alira proprietd delle trasformazioni B, che
risulta dalla forma di Riccati dell’equazione aj diﬁ‘erenziali totali in A
(of. § 8). Ne deduciamo:

Quatiro superficie trasformate della 8 per messo di una B, tagliano le
o* coniche C, tracciate mi piani tangenti di 8, in quatiro punti di birap-
porto costante,

86

§ 80,
Yorifiea delle condiziont ),

Coll'analisi del paragrafo precedente abblamo gid dimostrato che le
superficie trasformate S, soddisfano ad una prima parte delle condizionl
@) enunciate al § 25, e ciod che i loro piani tangenti =, contengono i
segment! rettilinel ¥F,, Per completare la verifica vesta ancora a dimo.
strare che se S si applica sul paraboloide P, e il piano tangente = di
8 trascina seco, in sistema invariabile, il piano tangente =, alla §,,
quest’ultimo viene a passare inoltre, compiuta la deformazione, per I'una
o per l'altra delle due generatrici del paraboloide confocale P, uscenti
da F,; e precisamente per la prima o per la seconda secondo che la
trasformazione B, appartiene alla prima od alla seconda, classe (§ 27).

Conviene pel nostro scopo calcolare i coseni di direzione X,,Y,, %,
della normale alla 8, in F,, che porremo nuovamente (cf. § 15) sotto la
forma

x,.-.-.=A +B ? 40X,

cercando di determinare A,B,C. Poichd la direzione (X,,Y;,%) &
normale al raggio FF, (§ 29), avremo in primo luogo

X (2 ~2) =0,
o basterd a questa condizione aggiungere per es, I'altra
2 X1 = = 0

per dedurne A,B,C, a meno di un fattore di proporzionalitd. Ora si
ha (§§ 25, 26)

o L
a:,-—w:lé—';-l- "

aw. (h+:i§;)w+(mo+ ax)av + DI+ D'm) X

onde le due condizioni sopra scritte si traducono nelle due equazioni

- = e
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linearl omogenee in A,B,C
(E!4-Fm) A 4 (F?-+-Gm) B =0

[(EMFM.H(E’HF% a“]A+[.(FLo+GM,)+( g’kﬁa';‘) ]B+

4 (DI4-D'm) . 0 =0,
Di qui si traggono le proporzioni
A:B:Q== (DI+D'm) (FI4Gm): —

— (D¥+-D'm) (Bl + Fm) : (EG - F’)[m" "’I‘°+( - gi)g:]

(10)

Ma, a causa dells (26% §7 (pag..19), si ha

o ol kH
"éf“'”a“i“““‘ vF.q(lMo—nLo),
® per cio
(om_ 3\ Vg, O
M- '"L°+( o 3)-)3» vv“(’M° "‘L')( V'au)

La prima delle equazioni differenziali (I) per A (pag. 81) dimostra
che il secondo membro dell’ultima equazione equivale

_VH o _SYEW

—3V v_, (DU+D'V) = V_._

sicch® dalle proporzioni (10) sparisce nei secondi termini il fattor comune
Di+D'm; o, poiché incltre EG —-F*=4H, resta

(D! +D'm),

3
(10 A:B:C= ~(F-+Gm): (B+Fm): 228 oM L),
nVpg
Aggiungendo alle proporzioni (10% la condizione tha 1, ovwvero
(cf. § 26)
EA*4-9FAB 4-GB* - C* =1,

risulta che { valori di A, B, non contengono esplicitamente D, D', D,
o per cid la giacitura relativa dei piani n,n rests sempre la medesima
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in qualunque flessione della 8. Cid posto se la trasformaszione B, ap-
partiene alla prima classe, ciod e==-41 (§27), le formole precedenti
combinano appunto colle (62) § 15 (pag. 44), onde segue che, applicata
la § sul paraboloide, il piano =, viene a passare per la prima gene-
ratrice del paraboloide P, uscente da F,.

Sia ora la trasformazione B, della seconda classe, s==—1, Per
vedero qui la posizione relativa di ,x, riduciamo 8 al paraboloide stesso;
allora

D=D’=0 , DDy LV

VH
o lo equagioni difforenziali fondamentali (I) con e=-—1 diventano

L 2\/qu 37~_QVFQU.

(11) Wo2ER YV BT CH

Troviamo immediatamente l’integrale generale di questo sistema
(ilimitatamente integrabile secondo il § 28) osservando che se nella
funzione w, di u,v, A data dalla (45,) § 11 (pag. 32) introduciamo per A
una soluzione del sistema (11), 1a %, diventa una costante. Poichd invero

denotiamo con (%':f) , (%%) le derivate totali di w rapporto ad u,v;

avremo
| By A \/ pq oy
(aa:') Eri v v + 2ZH W

N\ dw , O N qu 3u;
(%)‘“‘“a?l""ax'au » T2 Ua

Queste, a causa delle (47) § 12, possono anche scriversi

(aa“u)“‘ 2\/mv T

X 2kx’H
)= oG+

o sono nulle identicamente a causa della (51) § 12 (peg. 85). Abbiamo
quindi il risultato analitico: L'imbegrale generale del sistema differen~
siale (11) &

C % == cost.te
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Interpretandolo ora geometricamente, si ha appunto la verifica ri-
chiesta. E invero risulta che, riducendo S al paraboloide Py, la superficie
trasformete 8, si riduce ad una generatrice u,= cost.® del secondo si-
stema di P, !) o per questa generatrice viene quindi a passare il piano .,

Abbiamo cosi verificato in effetto che le superficie trasformate 8,
soddisfano a tutte le condizioni a) del § 15. Ma importa osservare che
fnversamente: Le condieioni a) bastano da sole ad individuare lo trasfor-
maeioni B},o

E infatti come dalle equazioni differenziali (I) seguono i valori sopra
calcolati pei coseni di direzione X,,Y,, %, della normale alla 8;, cosl
inversamente da questo espressioni di X,,Y,, 2, seguono le equazioni
differenziali stesse.

§ 81,
Corrispondenza delle asintotiche sopra S e 8,.

Dalle considerazioni superiori possismo trarre una prima dimostra-
zione del teorema: Le trasformarioni B, delle deformate del paraboloide
conservano le linee asintotiche, Diciamo ciod che sulle due falde focali 8,8,
della congruenza rettilinea FF, le linee asintotiche si corrispondono,
ciod ls congruenza stesss & uns congruenza W,

Secondo il teorema di Ribaucour, ricordato al § 15, basterda dimostrare
che fra gli elementi delle due falde focali ha luogo la relazione carat-
teristica

& 4/1
srd~ VR
indicando con & la distanza focale, con @ I'angolo dei due piani focali o
con K, K, le curvaturs
1

1
Km—s , Kj== -
dr ot T

delle due falde. Ora se la trasformazione B, appartiene alla prima classe,

1) Colle notazioni del § 11, il punto di coordinate
§= VP +2) ) 1=Vg([th—v) , C=2u 1

descrive la generatrice %, ==cost.t di P, ed il punto (i, ¥, %) di P che gli cor-
risponde nella affinitd d'Ivory descrive quindi la generatrice cdrtispondente.
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ivaloridi A,B,C combinano, come si & visto sopra, con quelli dati al
§ 15 o la relazione di Ribaucour colla (57*) (peg. 46):
EU* - 2FUV - GV* »7( v U%‘%)L Weep,.

Questa, come abbiamo avvertito al § 15, & un’identitd in u,v,r 6.
il teorema & dimostrato. Se poi la B, appartiene alla seconda classe,
nelle formole per A,B, C cangia solo il segno di C e Ia relazione di
Ribaucour si riduce alla medesima identitd (67%).

Un’altra conseguenza importante si pud trarre dai risultati del §
precedente, e ciod il teorema:

Se la deformata primitiva S del parabolozde & una superficie rigata R,
anche tulte le sue trasformate S, per trasformasioni By (di prima o di
seconda classe) sono rigate ¢ le trasformawioni B, diventano quelle del
Cap, 1,

Per dimostrarlo, supponiamo che 1a rigata R abbia le sue generatrici
corrispondenti per deformezione continua per es. alle generatrici (v) del
pareboloide; avremo allora (§ 6)

2Vpg
D=0,D=—"7%2 D"=2 H
,VH V— ().
1.° 8e la B, appartiene alla; prima classe si ha ¢= +1, o lo equazioni
differenziali fondamentali I (pag. 81) si riducono alle due
Ko R_Vob)
u 't B
Cosl \ & una funzione di v soltanto, che risulia precisamente deter-
mineta dalla equazione di Riccati al §7 per le trasformate rigate R,
dells R, cid che dimostra il teorsma.
2.° La B, appartenga alla seconda classe: allorale (I), essendos= ~ 1,
diventano

h_ Vey & Veay Voo
W= ¥ @= Ot

ed il calcolo stesso eseguito alla fine del § precedonte dimostra che w,
risulla funsione di v soltanto, avendosi identicamente

&)=+




CORRIBFONDENZA DELLE ASINTOTIOHE 91

Per cid sulla trasformata 8, lo geodetiche #,==cost.t* corrispondono
alle rette ve=costte di R e, pel teorema della conservazione delle asin-
totiche, sono quindi esse stesse asintotiche, conseguentemente rette,

Dunque la superficle trasformata & una rigata R, ,c. d.d.

§ 82,
Seconda dimostrazione della corrispondenza delle asintotiche.

Della proprieta delle trasformazioni B, di conservare le linee asin-
totiche andiamo ora a dare un’altra dimostrazione, la quale ci condurrd
altresi & stabilire altre importanti proprietd delle nostre trasformazioni,

Premettiamo la dimostrazione di semplici formole relative alle linee
asintotiche di una superficie 8 qualunque. Sia & una qualungue asinto-
tica di 8 ed s il suo arco. Colle notazioni consuete abbjamo lungo a

Ddw -+ 2D" dudy + D" dv* =0,
ovvero

(D du + D'dv)* = (D" —DD*) dv*,
od anche

D+ D’ doff = EGP’,‘F' a,

essendo K= — pl-; la curvatura della superficie, Possiamo dunque scrivere
D+ do = o Y—E‘;i:f b,

da cui segue anche
D a4 Do =F ——-—--”":‘”I"du,

i segni superiori avendo Inogo per le asintotiche di un sistema, gli in-
feriori per quelle dell’altro, Abbiamo dunque: Lungo una lines asintotion
a di ogni superficie S sussistono le relazioni

d, o VEG-Fa
DE+D£—-&:~ ; 7
vdu  do  YEG-Tdu

(12)
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4 segni superiori avendo luogo per lo asintotiohe di un sistema, glé inferiors
per quelle dellaltro,

. Quale relazione ha il segno della torsione dell'asintotica coi segni
nelle (12)? Facilmente 8 vede che i segni superiori corrispondono alle
asintotiche & torsione positiva (sinistrorse), gli inferiori & quelle a tor-
sione negativa (destrorse), ed anzl dalle formole {12) stesse si trae nuo-
vamente il teorema d’'Enneper (vol. I pag. 159), precisato nel segno Y.

1) Indichiamo qui raptdameni;e la dimostrasione, Se per la linea # si man-
tengono lo consuete notasion! della teoria delle curve (Lieuiont Cap. I) sl ha

e« B ¥
1_yedh (& b d
T“ZEE‘” ds as a8 |°

L S
Ma poichs la linea o & asintotica, abblamo
A=tX |, peedY |, vk,

ind
de - dy ds
% @ &
(@) %=dx day dz|.
B B b
X Y 4
Ora

de dwdu , dwdy

St S emae

rriask i Tt i

e per le formole fondamentall delle Loslont al § 55 (pag. 117) i ha

X FD'—GD3w , FD—ED o

5% = FG—F du T EG—F 3

oX _ FD'—GD'%2 , FD'—ED" %

dv EG—F® 9u ' EG—-F &’
Sostituendo in {(a), {1 secondo membro si seinde nel prodotto di due determi.
nanti, di cuf il primo

e . o

% W X

% % FE—
u e T |=VE-F,
o o3

m %% 2
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Supponiamo ors che la nostra superfleie 8 sia una deformata del
paraboloide P,, e applichiamo le formole (12) per formare, secondo lo
squazioni fondamentali (I), Ja derivata A considerats, lungo la lines 4,
come funzione di s, Abbiamo

d_ Ndu, v Vg vl du
ik St i [ v+2kV‘(DU+DV)]EE+

+ [‘FU+ WH(D’U+D’V}]

Le (12), essendo qui

VEG-F _ Vﬁq
P Ya'
danno '
o 2Ypgdn
DG+ UG = Vi @
e oy 2Vpg du
Pata= g a
o resta quindi
at_ Voa(( du dv dv o du
E‘”%‘H‘KV%"“UE)*‘(U&E“V&)%
o in fine '
& 2Vpg . dv
(18) &= V&’
o .
A 2Vpg . du
8 &= &
¢ resta quindi

[(FD’ ~an) % 4 @p”—a) d"] ""; .

Osservando le (12) del testo sl ha infine

{ ds+Edu)d“ +Gé—'1 dv; 1
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secondo che il segno di s concorda o meno col segno nella prima delle (12).
In altre parole la (18) vale per le trasformazioni B, di prima classe ed
asintotiche sinistrorse e per quelle di seconda con asintotiche destrorse,
la (13) nei casi opposti.

Ora, lungo la linea a, le quantitd ,v, U, V, H sono funzioni note
di s, e per cid la (18) o (13*) da per la funzione A(s) un’equazione diffe-
renziale del 1.° ordine de? #ipo di Riccati, che dipende soltanto dalle
espressioni delle coordinate curvilinee #,v di un punto mobile sopra a
in funzione dell'arco s,

Supponiamo ora che la superficie S si deformi, plegandosi attorno
all'asintotica ¢ mantenuta rigida ¥), Per quanto si & detto, l'equazione
differenziale (18) (o (18%) resterd sempre la stesss, e, se fissiamo di pid
il valore iniziale &, di » per un valore iniziale s, di s, anche la funzione
A(s) resterd sempre la stessa. Ma il valore iniziale ), fissato per A fissa
altresi, per ogni spsciale configurazione di 8, la superficie trasformata 8,
o, su questa, la linea @, che corrisponde ad a sard data dalle formole

a:;—w—{-l +m ece. ,

ove il punto (% ,v) percorre la linea a. Siccome lungo @ le quantitd

L]

oz o
%, ﬁ [ "é; ' A [ ! ) M
mantengono inalterato il loro valore, lo stesso accade di 2,,4,,4; la linea
& rimane dunque fissa e rimangono pure invariabili in grandesza e po-
sizione i segmenti FF, congiungenti i punti corrispondenti di a, a;.

Di pid, siccome il piano tangente a 8, in un punto F, di @, contiene
il segmento FF, e la tangente in F, alla a,, anche questo piano resterd
fisso. Dunque: la linea trasformata a, vesta fissa coll’asintotica o e la
superficie 8, conserva sempre, lungo a,, le stesse normali,

Ma fra le configurazioni di 8, ad asintotica rigids a, vi ha pure (pel
teorems. di Chieffi) quella della rigata R ottenuta conducendo pel punti
di @ le tangenti alle geodetiche g di 8 trasformate delle rette di un si-

%) 8i riecordi [Lezioni I pag, 248] che, rendendo rigida un'asintotics, la su-
perficle pué ancora deformarsi in infiniti modi. Precisaments queste deforma-
gioni dipendono da una funszione arbitraris di una variabile,

sl
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stema del paraboloide. La trasformata 8, & allora una rigata R,, sulla
quale la a, & un'asintotion; dungue quests linea a, & ancora asintotica
su tutte lo superficie 8,, Il teorema della conservazione delle asintotiche
nelle trasformazioni B, & cos! nuovamente dimostrato.

Di pid, mediante l'equazione differenziale (13) o (18*), noi abbiamo
come risolute le trasformazioni B, delle deformate della quadrica in
trasformazioni di singole curve: le loro linee asintotiche, precisamente
como le trasformazioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche pos-
sono risolversi in trasformazioni delle curve a torsione costante che ne
sono le asintotiche,

§ 38.
Propriethy ulteriori delle trasformazioni B,.

Proseguiamo le nostre considerazioni geometriche, sempre supponendo
che la superficie 8 gi fletta attorno alla asintotica rigida a. Per ciascuna
configurazione di S consideriamo la trasformata S, , fissata da un segmento
iniziale FF,, assegnato in grandesza e direzione nel piano osculatore in
Fda

Si & visto che la linea a;, corrispondente sopra S, alla a, resta sempre
la stessa o si conserva asintotica di 8,. Vogliamo ora dimostrare di pid
che la superficie 8, si deforma alla sua volta attorno alla asintotica ri-
gida a. Per cid osserviamo che qusndo la 8, in une qualunque delle
sue configurazioni, si applica sul paraboloide P,, la linea a occupa sempre
su P, una medesima posizione o, ed i segmenti FF, uscenti dai punti
F di avanno sempre a collocarsi nelle medesime posizioni, tangenti nei
primi estremi F' a P, e terminate nei secondi F, al paraboloide confocale
P,, sul quale disegneranno una Hnea fissn a,, Por la legge d'applica-
bilitd, data dall’affinitd d’Ivoty, segue che se si applica S, sopra P, la
linea a, andrd sempre ad occupare su P, la medesima posizione, quella
che corrisponde, nell’affinitd d'Ivory, alla ¢, di P, '), Abbiamo dungue
il teorema:

8e si deforma la prinia falda focale S di una delle nosire congruense
W attorno alla linea asintotica vigida a, e contemporaneamente si tiene

1) In altre parole le formole d'applicabilit (45) § 11 (pag. 82) faranno sempre
corrispondere ad un medesimo punto della linea @, un medesimo punto del pa-
raboloide P, .
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fisso un segmento focale inisiale uscente da un punto di a, anche la seconds
falda 8, st deforma atlorno alla corrispondente asintobicn a, mantenuta
rigida,

Un corollario notevole di questo teorema si ha considerando quella
particolare configurazione di 8 che & data dalla rigata R circosoritta
alla S lungo 1'asintotica a, secondo il teorema di Chief. Allora snche
la trasformata S, sard rigata o coinciderd colla rigata omologa B, cir-
coscritta & 8, lungo @,. Si ha dunque il teorema:

Le due superficie rigate R , R, circosoritle lungo due asintotiche coryie
spondenti a ,a, alle due falde foeali 8,8, di una delle nostre congruense
sono alla loro volta le due falde focali di wna tale congruensa.

8i osservi che per ogni coppia di asintotiche corrispondenti @, a, s
ottengono cosl propriamente due tali coppie di rigate (R ,R,) secondo
che per formare la R si tirano, lungo e, le tangenti alle geodetiche di 8’
trasformate del primo o del secondo sistema di generatrici del para-
boloide P,.

I risultati precedenti ¢i conducono ad un’alira importante conse-
guenza, che per le deformate rigate venne gis stabilita al § 18, ¢ ciod
al teorema: .

La relasione fra le due deformate 8,8, del paraboloide & resiproca ;
la superficie 8 proviene cioé per la trasformasions B, da 8, come la §, da S.

E infatti, considerando la coppia (R, Ry) di rigate circoscritte lungo
due asintotiche corrispondenti, sappiamo gis che R, R, si trovano in
relazione invertibile, .

Dunque, siccome nell’applicabilita di 8, sopra R, I'asintotica @, rimane
rigida, so si distende S, sul paraboloids, i segmenti FF, andranno a col-
locarsi cogli estremi F sul paraboloide confocale P,. Pel modo stesso
come abbiamo determinate lo trasformazioni B, dalle condizioni b) § 25,
ne risulta appunto che S, & trasformata della 8 mediante la B,.

§ 84, i
Corrispondensa def sistemi coniugati permanenti sopra §,8,.

Abblamo visto che ad ogni sistema coniugato di 8 corrisponde un
sistema coniugato di 8,. Ora fra i sistemi coningati di 8 ve ne ha uno,
perfettamente determinato, caratterizzato da cid che il sistema corrispon~
dente per I'applicabilits sul paraboloide & egualmente coniugato; lo
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diremo il sistema contugato permanents di S. Esso & formato da due
sistemi di linee reali od immaginarie, ma sempre distinti, salvo quando
la 8 & una rigata R, ché allora esso si riduce al sistema delle genera-
trici di R (contato due volte) ),

In ogni caso vale il teorema:

Nelle nostre congruense W, colle due falde focali 8,8, applicabili sul
paraboloide, si corrispondono sopra S, 8, i sistemi coniugati permanenti,

Per dimostrarlo cominciamo dall’osservare che le due seconde forme
fondamentali del paraboloide P, e della superficie S sono rispettivamente,
in coordinate u,v:

2D dudy
Ddut +2D'dudy 4 D" dv®

o per ¢id il loro sistema coniugato comune, la cui equazione differenziale
si ottiene eguagliando a zero il Jucobiuno delle dus forme, sard dato da

(14) Diaw —D'dv*==0.

Per l'altra superficie S, la seconda forma fondamentale & propor-
zionale, pei risultati dei §§ precedenti, alla stessa

Ddw-2D'dudy 4 D"adv® .

D'altronde, nella applicabilita di S, su Py, le trasformate delle rette
di P, sono le linee u, = cost.' , v, == cost.te, sicché la seconda forma fonda-
mentale di P, & proporzionale, in coordinate u,,v,, al prodotto du, dv, e

quindi, in coordinate «,v, essendo v, funzione di A ("‘='217\)’ & propor-
zionale all'espressione

3“, 3)‘ 3!&. atﬁ 3)»
[@u+ax E aﬁaxa» ] S +aud"]

che scriviamo
Adw® -} 248" du dv -+ A" 2ot

1) E infatti se questo doppio sistoms & di linee coineidenti, esso & formato
di asintotiche tanto sul pacaboloide che sulla superficie 84 queste linee di 8,

essendo asintotiche e geodetiche, sono rette.
7
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ponendo
I aN A ’ duy A\ O 3u,37\ )
=t au)au 3 =54 57 3u)30+ 3 T 55)3«
” 3&3)\ )N
A= v +3k av)av

L'equazione differenziale del sistema coniugato comune ad 8, e P,
{sistema coniugato permanente di 8,) & adunque

Ddu+D'dv Ddu+D'dv
Adut&dv ANdw+d&'do|

ossia
DA =DM+ DA —D')dudv4 (DA —D'A)d*=0.

Dobbiamo dimostrare che questa coincide colla (14), per il che oe-
torre ¢ basta verificare che si ha
DA'—D'A=0,
ossla

du, D\ 3N Ju, 93\ O
+axao)av D (5 3y 3u)3

Ma, per le formole (47), (61) del § 12 (pag. 83, 85), si ha

2
3u;=4v-—)‘v 8u1=¢v—ékU 3“1 276‘}’,11’

=0,

onde la identitd da dimostrarsi diventa
(2 VpU— ng)‘)a)‘ (QV_V-—-kHa)')—:—“)‘—::O.
Per le equazioni fondamentali (I) (pag. 81) la precedente si scrive
D[ﬁv-i@wwww] [\F‘U#VH @O+ |-
—D'[v,Tqv—?l’i(DU+n'v>] [ “/H(DU+D'V)]

=D [qu’—-I(D’U +D"V)’]-—D” [qu’—%(DU-{-D’V)’]mO.

’
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Riducendo, guesta diventa
EU-0'V. [ +5 oD~ 19| =0,
ed & una identitd, essendo per I'equazione di Gauss § 26 (pag. 77)
DY — D= 422

11 nosteo teorema & cosi dimostrato.

§ 85.
Superficie deformate dell’iperboloide ad una falda,

Veniamo ora alle deformate generali dell’ iperboloide ad una falda.
Riprendendo le notazioni del § 16 e segg., supponiamo che sia S una
deformata qualunque dell'iperboloide Q,, intrinsecamente definita dal
ds® di Q, e dalla cua seconda forma fondamentale

Ddw® 4 2 D' dude - D" dv*,
I coefficienti D,D',D" dovranno unicamente soddisfare all’equazione

di Gauss ed alle equazioni di Codazzi, che per le formole al § 16 di-
ventano ;ispettivamente

”‘__. "-...__ 4ab0 -
(15) D D = (“"H))‘ 9
3l 1
3313 32""1 ong+( alogp+ )
(16)
Q_D""_“gll' 13logp 13logp ..,
W (280+u+v)D Y D

Secondo il metodo gemerale descritto al § 25, consideriamo la su-
perficie S, luogo del punto (2, %1, #,), 1o cui coordinate sono date dalle
formole

(17) w,=w+l$~3:+m%~fecc.,
dove 7, m hanno i valori assegnati dalle (66), (67) § 16 (pag. 49) colla

determinazione superiore dei segni, e 6 & una funzione incognita di %, v
da determinarsi,
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Calcoliamo in primo luogo I'elemento lineare
MﬂEl d“‘"*" 2F,dudv+G; av*
di 8,. Derivando le (17), abbiamo
, 3w am il 30 'y
o A oz amaw]% [ T ]
av'”P°au+Q°av+D'°‘X+[ T mB® | [o-pirex

dove Ly, My, Py, Qo hanno i valori (70) § 17 (pag. 51).
Consideriamo in particolare la superficie 8 ridotta all' iperboloide Q,

e la 8, ridotta ad una generatrice (6) dell' iperboloide confocale Q.. Ado-
perando le medesime notazioni come al § 26, abbiamo

L I N RN 5 4

S R AR RS 13 4

0T, __ 31 %,

amaz.,
% =3 T W

Da queste formole deduciamo (cf. § 26):

By =y -+ 2| (L F) -+ (- rouy 3 2y
+3 (%?) : (a—") + (DI D'm)? — D'y

Fi=Fo+|(ER,+FQ) % rarrao) o). 2+

(18) 4{@&+@M&%+mu+ﬂuo%ﬂ.£+-
+2(3x°) aoa6+(DZ+D' m) (D'1-+D"m)—D'3im

0u=63 [P+ 7O F-+ R+ 00 |2

+ 2(%%") , @) + (D14 D'mp D32,
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dove E,, F,, G, hanno il medesimo significato come al § 19:

R\ o 3%, 9%, 9,\*
, E=3(5) b= S5 g Go=3(5)
ed i valori effettivi (83) ibid, (pag. 57).

Cid posto, noi dobbismo determinare la funzione incognita 6= 0 («,9)

in guisa da soddisfare le condizioni ) al § 25, ciod da identificare i duse
olement} lineari

3E,d«’+2F;dudv+G;dv’
E,du} + 2 F dudo+ G, ae?,

le funzioni w,, v, di %,v essendo date dalle formole d'applicabilita (89)

§ 20 (pag. 60) ed E,, F,,G, avendo i valori (90) ibid.
Dovremo dunque confrontare le (18) colle altre

E= Ex(:l) +2(E1 391+Fx?3) g:‘gz‘i'

+[E, +2th‘;‘§§‘+&,(§'{,)]

(&
R=F 2 %“+( S F, a”‘) (g”“* 2 2ud 2

+
+[E, (?—'1‘) +2FR Z‘;‘%"H(h(i"e) ]%'—;g

G.-E,(%ﬁ‘)«l»z( n%”%an”’) O, 38

3u1 801 b "
+[E, aF +a(3) ] (%9)
il confronto ¢i fornird lo equasioni differenziali caratteristiche per 0 (cf.

§ 27).

(18% ¢

§ 86.

Le equazioni differenziali per l1a funzione 6(u,v).
Per paragonare i valori (18),(18% di E,,F,, G; occorre jn primo
luogo ricordare alcune identita stabilite nel Capitolo I, e cioé le seguenti
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;; ( V5 '+ F, 80.)314, :,‘;ba \YP[“ x;enﬂae b’coaaay°+a’%:°+k]
83 o

E ) ( = +F %)a"'_.-é%‘jg, o senﬂaw%b 080 =5 a‘;"+o’ 3’;"+k]
(EI~+FM.,)30+(FI..,,+GM¢)--—-3—;‘,'I’~:,§,[a’seneai" b'cox;oafo 30]

{85) § 19(pag. 58)

U . O, 0%,
(EP°+FQ0)%+(FPo+GQo) %?—=-:%l%cw,[ sene?é" ¥ cosd a%i’w a:‘

dal cul confronto si rilevano le altre

(5 55+ B 5) B o 00 B et vty -—]~—-4k§§’i—

31)1) 3:0;
7]

o

o

Yy
ws

M, abe U
(B G+ B ) G~ [t P o 0opr 000 B | =~ 755
In fine ricordiamo la formola

To\? 4 K*abe (u+9)"p
(0)§21 (pog. 8 E,( ) +2F, g’;‘g';'-p(}, ae) 2(%”69)*"“30' (L‘W”,.)_

e le altre

4 abe

l—-(u—}—v)w, m== (“+”)w» (“*H’)‘

Dopo cio, paragonando le (18) (18%), risultano le seguenti tre equa-

6 o
gioni quadratiche inau ' 39
4 ¥ abe 30\3 8kalec,, 90 4dabe
{a"b"d'( +o)% ( ) avd V37+(u+v)’pv’.—
~ w0 DU+DVy¥=0
4 ¥ abe 030 4kabo( 30 »
@ drattiag, ~ 55 O+ Vi)~

— (u+v)’ (DD'U*4-2DD" UV D'D'V?) == 0
4 1 abe 9 8kabe 30
Frputoe o'e (ao)m_db' 3v+(u+v)'

— (40U D'V)* =0,
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La prima o la terza, risolute rapporto agg ) g, danno (cf. §27)

¥ qbd dvd
u ko) Vte 9 kVaTcVE(DU +D)
20 ale a¥d

W kw)p +82kVabon o'u 40'V),
dove s,¢ in valore assoluto sono egusli & 1. A causa poi della equa-
zione di Gauss
4 abo
+o)p’

si vede che per soddisfare anche la Inedia delle (x) occorre e basta as-
sumere s, ¢ concordanti in segno. Le equazioni differenziali cercate per
€ assumono dopo cid la forma definitiva:

% v oV ,
o T v+e2wabov~(nu+nv;
an (== 1)

20 a've ab'd ]
90=,‘(“.W),PU-{- ezkvmeU-}-D"V).

La scelta di e=--1 ovvero s= —1 corrisponde anche qui, come al
§ 27, alla separazione delle trasformagzioni B, in due classi,
Come si vede, le equazioni (II) hanno una struttura del tutto ana-

loga alle corrvispondenti (I) per le deformate del paraboloide e nel pa-

n o
rametro A = 1~ co:%—' 880 equivalgono ancora ad un’equazione ai dif-

oY — e -

ferenziali totali del tipo di Riccati,

§ 87
IMimitata integrabilith del sistems (II).

Andiamo ora a dimostrare che le equazioni simultanee (II) per la
funzione incognita 6 costitniscono un sistema completamente integrabile,
Dovremo dimostrare per ¢id che I'espressione (cf. § 28)

U 1 v
+”),9+2Vm‘r(nu+n V)]

~2 @t 2vaa;w,‘DU+D"”] i [
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si aonulla identicamente, se si ha riguarde alle (II) stesse. Col calcolo
effettivo troviamo dapprima

v-0, VvV N U 31, 2(U-vy) R
4 (u+v)'+(u+v)‘3v() (u+v)'§'u()+ (“+”)'9+ 2VabaV' =0+

* v (DU+D'V)% (VP) v VO g (\7?) +

& 9D _ D ]
+2VaTo\/E{ 3u) Vi 3,,) +
1 V[ db¥'d dbd )
+(u+v)*p'a‘e'[k(“+v)spU+ zk\/aba\/"(D'U+D v)]
1 3U ab’d a‘b‘ ) ]
" {wto)fp 30 [k(u+v)’ +e ok Vabe v-(DU+D V) +

V. LA [(D30+D'av) (D’%-&-D"%—z«)]—%
2kVabc(u+v)'9’

+ o oD (v~ U .

Ed ors, sostituendo per

b 9D’ D' I
v_.Tye .. L.l
Dp'—~D?, % 9w’ P

i valori dati dalia equazione (15) di Gauss e dalle (16) di Codazzi, ab-
bismo per @ un'espressione lineare in D,D’,D"
Qe=aD+BD' D'+ 3.

Troviamo subito
a=y==0
8 per §,3 lo formole

e v dlogp ., 3dlogp
2¢ YabeVopB=(uto)fip. 8=V - U+ 325 3 U5 V+“+v(U -V)+

2d'be [0V 98U
* kut)p (U ) -V 55) ‘

Quest'ultima espressione, moltiplicata per
abep (u+0)°,
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diventa
(V' =U") [0 (1 + ) + a*c®(u—v)* 4 a®B® (1 -w)'] 4
+ U@ o(l +w) + a*Flu—1) — a*Bo(l -uv)] —
— VB ou(l +4) — ' (U=0) — aBu(l—w)] &

]

essa & identicamente nulla, come risulta dal calcolo eseguito al § 17 per
determinare la quantitd ivi indicata con N, .
Se ne conclude che «,B,7,3 sono tutti nulli e per ¢id anche £, onde:
Le equagioni (II) formano un sistema completamente integrabile. La
sua 8oluzione generalo 0 contiene una costante arbitraria, che si fisserd
dando il valore iniziale 9, di 6 per un sistema iniziale (#,v,) di valori
delle variabili,

§ 88,
“Le trasformazioni B, per lo deformate dell’iperholoide.

Abbjamo cos) stabilite le propriets fondamentali che assicurano 'esi-
stenza delle trasformazioni B, per le deformate generali dell'iperboloide
ad una falda, d ora possiamo dedurne tutte le proprietd gid dimostrate
per le deformate del paraboloide. Cosl tutti i teoremi dal § 29 al 34
sussistono ancora per le deformate dell'iperboloide, Sarebbe inutile ri-
peterne gli enunciati; solo converrd indicare i punti ove le dimostrazioni,
a causs delle formole diverse, debbono essere modificate.

1.o Per dimostrare che la superficie S o la sua trasformata S, for-
mano le due falde focali della congruenza FY,, generata dalle rette che
ne congiungono i punti corrispondenti, bisogua verificare che si annulla
il determinante

! , m , 0

o 90 mab ,
Lot 355, Mot 3535  Di+Dn

ol 36 om 30 ,
Potsp3 + @t 353 » DV+D"m
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che ciod sl ha identicamente

(D! + D'm) [(lQo -mPd) + (l%o?"mg%)g]

= @7+ D) | (M -mL) + (10 "
Ora si ha, per la (72) § 17 (pag. 51)
1(IMy — L) == m (1 Q,— mPy)
o inoltre

lm(uw)% . h:(u-*-v)%,

o la identitd da dimostrarsi, osservando le equazioni fondamentali (II),
diventa
. at'd om J
DU{Qs - mPy) = D'V (IMy—mPy) + kT ore (DU?-D'V) (Z W "Mﬁ)r.- 0.

Quests, a causa della relazione

ZQo'—mPo.__ ZMo‘-mLo
v v !

pud scriversi anche

OT-2) [0 - L + 25 (10 —m =0

essa trovasi verificata a causa della identitd (76) § 17 (pag. 53).
2.2 Por calcolare i coseni di direzione X, ¥,,Z, della normale alls
8, (cf. § 80) si ponga

w e
X;=A37+B§v~+cx 6ce,
Procedendo come al § 80, si trovano le proporzioni
A:B:C=(DI+D'm) (Fl+Gm): — (DI+D'm) (Bi+Fm):
. Ly 4 (17 B\ 2
.(EG-F')[ZM° mL,,+(z o -—maa)é-;],
o servendosi della identitd gid sopra ricordata (76) § 17, e del valore di
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-gf dato dalls prima equazione fondamentale (II), si vede che i tre se-

condi termini della proporzione hanno il fattor comune DI+ D'm © resta

A:B:Cu— (FI+-Gm) : (B4Fm): 2:‘1“5’:’; (My—mLy).,

I valori di A,B,C non contengono quindi esplicitamente D,v,pn",
onde segue (cf, § 30) che la giacitura relativa def piani x, = tangenti
8 8,8, (plani focali della congruenza) rimane la stessa per qualanque
flessione di 8. Dopo cid basta continuare come al § 80 per rico-
noscere che lo superficie trasformate 8, soddisfano alle condizioni b
del § 26.

Segue di qui, come al § 81, che le trasformazioni B, per le deformate
dell’ iperboloide conservano le linee asintotiche, ed ancora segue che, ap-
plicate a superficie rigate, danno sempre come trasformate altrettante
rigate,

Anche la seconda dimostrazione per Ia conservazione delle asintotiche
(§ 32) conserva, il suo valore, appoggiandosi sulle formole (12), e da essa
si traggono le medesime conseguenze come al § 83,

8.° Per quanto riguarda infine la corrispondenza dei sistemi coningati
permanenti sopra 8,8, (cf. § 84), questa si tradurra da prima nella equa-

zione
D+ Enn Y (et B B,

Ma se si prende il valore di , dato dalla (89) § 20 (pag. 60) e si in-
dica per brevitd con ¢ il denominatore

q;-..—.g, [—3 (1—uv) +§, {1 +uv)] c0s0 4 %[u—w-— g—;(uw)] (1+senf),
si trovano facilmente le formole

Q‘q_l~2abol+sen0v 3&_2ab01+sel}_§U
W b7 P ' d¥ T ¢

8
33';' @vz%;}%ls ) ity
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cio che riduce la identitd da dimostrarsi alla seguente
a ., 0
D[2U——~;7-(u+ )'pav]-—-—-D [sv -;-r-(u+1i)’93“] B o,

Ed ora, facendo uso delle equazioni fondamentali (IT), queste si con-
verte nell’altra

[U*-‘“*") (D‘U+D"V)’] D"[v' bt p(DU+D'V)’]a
=DV~ D"v')[1+(“+") Wt onr- D")]go,

la quale trovasi identicamente verificata & causa della equazione di
Gauss (15) § 85.




CaritoLo III.

Le irasformazlonl B, per lo deformate delle altre specto di quadriohs

§ 89,
Considerazioni preliminari — Enunelato di un problema generale,

Nelle ricerche sulle deformate delle quadriche sviluppate fin qui si &
trattato esplicitaments solo il caso delle quadriche reali rigate: il para-
holoide iperbolico e 1'iperboloide ad una falda.

Ma & ben chiaro che tutta la parte analitica della trattazione, e quindi
anche il contenuto geometrico, conserva inalterato il suo valore per qua-
driche di qualunque specie, reali od immaginarie, Cominciamo qui ad
enunciare, sotto altra forma, 1 risultati principali della nostra teoris, senza
preoccuparci dapprima della distinzione fra reale ed immaginario, Sard
utile al nostro scopo di collocarci da un punto di vista pid generale e
riguardare le nostre trasformazioni come trasformazioni infinitiformi degli

elementi. piani o faccetle dello spazio. Seguendo i concetti di Lie, riguar- .

deremo come elemento piano I'insieme di un punto P e di un piano =
incidenti, e poiche il pid delle volte basterd considerare del piano = solo
un intorno infinitesimo del punto P, diremo anche I'elemento una fac-
cetta, di cul P sard il centro e « il piano,

Lo faccette £ dello spazio formano una varietd a cinque dimensioni,
dipendendo ogni faccetta da cinque coordinate indipendenti, per le quali,
riferendoci ad assi ortogodali, prenderemo colle notazioni di Monge le

quantita
2,Y:2:9,94.

Qui #,y,# indicano le coordinate del centro della faccetts, mentre
y g —1
Vitr+d ' Vied+d Vieg+d

danno i coseni di divezione della normale al suo piano.

110 CAPITOLO 111, — § 89

Ora consideriamo una trasformazione infinitiforme delle faccette dello
spazlo, cho ad ogni faccetta f==(z,y,s,p,¢) faccia corrispondere w*
faceotte f'=(,y,4,9 ,q).

Una tale trasformazione sard analiticamente rappresentata da quatévo
velazioni fra le coordinate di f e f:

Fi(w,y,6,0,0 ; 7,4,4,0,d)=0
Fe(z, . . .. ..+ . .¢)=0
Fo(2, . . . ... .. .¢q)=0
F(zy, . . . . o v o o g)=0,

)

Se facciamo percorrere ad f==(z,y,#,2,9) lo »* faccette piane di
una superficie #=2(2,y), ove dunque

AP
=% Ty

le corrispondenti faccette f' formeranno una tripla infinitd ed in generale
sard impossibile distribuire queste ® faccelte [* in una semplice infinita
di sistemi o® costituenti altrettamte superficie S'.

Porchd cid abbia luogo occorre e basta che, ponendo nelle (1) per
#,p,9 le loro espressioni per z,y, convenienti alla superficie B, ed eli-
nando dalle (1) le variabili #,y, le due equazioni risultanti in #,¢,,s,q

jq)l(dsy”‘dtp'si):o
‘1’:(ar’,$/,0”?',4')~"-‘0

conducano ad un sistema completamente integrabile (o in involuzione)

¢,(¢,y,¢,g§,g)=o

od.v 0.5 2)=0.

In tel caso si dird anche, per abbreviare, che la trasformazione infi-
nitiforme data dalle (1) trovasi in involuzione colla superficie S.

Cid premesso, pensiamo la superficie S come flessibile ed inestendibile,
ed immaginiamo che nelle deformazioni di § ciascuna sus faccetta piana
trasporti seco, in sistema invariabile, le o! faccette corrispondenti f’.
Ogni configurazione di 8 dard cosl una trasformazione (1) corrispondente
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delle faccette dello spazio, @ possiamo proporci il problema generale se-
guento:

Trovare buiti i oasi nei quali, deformando comunque la superficie 8,
la trasformaaions infinitiforme (1) corrispondente rimane sempre in involu-
#ione colla superficie,

§ 40,
Principit generall per le trasformagioni.

Noi ci limiteremo qui al solo enunciato della questione gonerale ed
osserveremo che la nostra teoria delle trasformaszioni per le deformate
delle quadriche corrisponde appunto ad una notevole soluzione del pro-
blema ora enunciato, che si ottiene colla costruzione seguente:

Brendasi per superficie 8 una qualungue quadrica Q (veale od immagi-
naria) e, soelta & piacere una seconda quadrica Q confocale a Q, si faccia
corrispondere ad ogni fuccetta piana f di Q una semglice infinits di fac-
cette f', oi comtri distribuiti sulla conica sesione dél yiamo © & f colla
quadrica confooale Q', ed i cui piant «' inviluppino i cono circosoritto dal
centro di f alla quadrica stessa Q'

Per ogni deformazione della quadrica Q in una superficie 8 lo o®
faccette f* corrispondenti si distribuiscono in effetto nelle faccette di oo
superficie §', ed ha-luogo di pid la proprieta che ciascuna superficie #ra-
sformata 8’ & applicabile sulla quadrica fondamentale Q, mentrs la legge
di applicabilita fra 8 o §' & data dall’affinitd d’Ivory fra le due quadriche
confoeali Q,Q'.

Collochiamoci ora dal punto di vista reale o domandiamoei quando
avverrd che siano reali insieme la superficie S e le sue trasformate §'.
E qui osserviamo subito che non & affatto necessaria per questo Ia realita
della quadrica fondamentale Q. L'esempio piit semplice e notevole delle
superficie reali pssudosferiche, applicabili sulla sfers immaginaria, basta
per dimostrarlo chiaramente. Le trasformazioni reali corrispondenti
sono allora le trasformazioni di Biécklund, primo esempio delle trasfor-
mazioni che nel presente libro vengono estese alle deformate di tutte
le quadriche.

Ritornando alla questione sopra proposta, supponiamo perd ora che Ia
quadrica fondamentule Q siareale ¢ che sia S una sua deformata reale. Per-
ché risultino reali le superficie §' trasformate, & evidentemente necessario
e sufficiente che siano reali le faccette f* trasformate, per la qual cosa:
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1.2 I piani tangenti delle quadrica Q dovranno prodarre sezioni (co-
niche) reali nella quadrica confucale ¢

2.0 I coni circoseritti dai punti di Q alla quadrica Q' dovranno pur
essere reali.

Por soddisfare insieme a queste due condizioni occorre e basta evi
dentemente assumere per quadrica Q' una guadrica reale rigata.

Dunque: Per offenere trasformasioni reali B, delle deformate di una
quadrica reale & necessario e sufficiente scegliers la quadrica confocale Q)
nella famiglia delle guadriche rigate.

81 osservi che, se la quadrica fondamentale Q & generale, nel sistema
confocale a Q esiste sempre una famiglia di quadriche rigate, e per cid
per quadriche generali si hanno sempre trasformaszioni reali B,. Per
quadriche particolari (di rotazione) esamineremo caso per caso la que-
stione negli sviluppi seguenti,

Ma vi ha un altro punto che importa qui di esaminare; esso riguarda
la specie dell'applicabilitt fra la superficie primitiva 8 e la sua trasfor-
mata §'. L’applicabilitd di cui parliamo deve intendersi nel senso che i
due ds* sono analiticamente equivalenti; ma tanto pud darsi che la cor-
rispondenza d'applicabilitd fra § ¢ S abbia luogo fra le loro regioni reals,
quanto invece che alla regione reale dell’uns superficie ne corrisponda
una immaginaria dell’altra. Nel primo caso diremo che le due superficie
sono realmente applicabili (in senso stretto), nell'altre che l'applicabilitd
& soltanto ideale ),

Por distinguere quando ha Inogo il primo e quando il secondo casoe
basta ricordare che la legge d'applicabilitd ¢ data qui dalla affinitd d'Ivory
fra Q e Q. Ora se la prima quadrica Q & rigata, come la seconda Q', esse
8i corrispondono (nell'affinitd d'Ivory) per regioni reali. Se invece la:
quadrica Q & a punti ellittici, la detta affinitd fa corrispondere alla re-
gione reale di Q' una regione immaginaria di Q. Per ¢id adunque: Nelle
nostre congruenze W a falde focali 8,S' applicabili sopra la quadrica Q,
Vapplicabilita di. 8,8' & realess Q & a punti iperbolici, ideale quando Q
¢ a punti cllithici,

1) La distinzione fra le due specie di applicability, che qui diciamo reale
o ideals, appare la prima volta nelle ricerche del geometra russo Peterson, Cf.
specialmente la memoria: Swur la déformation des surfaces du second ordre (Tra-
duit du russe par M. E. Davaux), Annales de la Faculté des Sclences de Tou-
louse 2. Serie T, VIL.
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Be si ricorda Ia relazione che esiste fra le congruenze W o lo defor-
mazionl infinitesime delle superficie (vol, IX § 242), no risulta che la de-
formata 8 della quadrica Q & suscettibile di una deformazione infinite-
sima nella quale ciascun suo punto i sposta parallelamente alia normale
nel punto corrispondente alla §', Possiamo quindi enunciare il teorema
seguente: Dai punti di una quadrica Q si circoscrivano i cons I ad una
quadrica confocale ', e siano I' 4 coni supplementari dei coni T, che im-
maginiamo invariabilmente legati alla quadrica Q nelle sue flessiont, Una
qualungue deformata S della quadrica Q & suscettibile di oo deformagiont
infinitesime nelle quali i punti &b 8 si spostamo secondo le generatrics dei
coné 1", B da questa singolare proprieta, che conservano le quadriche in
tutte le loro flessioni, che dipende I’esistenza delle relative congruenze W
e delle trasformazioni B, di cui ¢i occupiamo,

Dopo queste considerazioni generali ci volgeremo ora alla ricerca
effettiva delle trasformazioni reali B, per lo deformate delle varie specie
di quadriche. Le formolo generali svolte nei due capitoli precedenti ci
daranno il materiale analitico a cid necessario, ma dovremo adattarlo
alla trattazione dei singoli cas{ per presentare ogni volta i risultati finali
sotto la forma reale definitiva che abbiamo in vista.

§ 41.
Le trasformazioni B, delle deformate del paraboloide ellittico.

Cominciamo le nuove ricerche sulle deformate delle quadriche reali
prendendo a considerare il paraboloide ellittico, del quale scriveremo
'equazione sotto la forma normale

% | 9

— =20

p T =

qui 1 costanti p,g si intendono positive e, per fissare le idee, si sup-~
porrd per es.

r=q.

Le formole relative a questa quadrica si deducono da quelle del § 5

relative al paraboloide iperbolico, cangiandovi g in —g, indi Vg in i Vq.
In particolare le formole (7) § 5 (pag. 11) daranno tutta la regione reale

del paraboloide ellittico, assumendovi le variabili «,v coniugate immagi-
]

{
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narie. Separando il reale dall'immaginario, poniamo
- a—4f a4

Y ==

2 ! 2 !
con «,B reall, e le citate formole diventeranno

%

2
m=Vp.a, po=V4q.8, tm“jan;

pel ds} di P, avremo
(2) dsy = (¥ +) do? 4 2aB dx B+ (B -+ g) d° .

Conformemente alle considerazioni generali del paragrafo precedente,
dobbiamo ora scegliere nel sistema confocale & P, una quadrica rigata,
ciod un paraboloide iperbolico P,, la cui equazione scriveremo

2 y + 28 —F=90,

k—p gk
ed il parametro % potrd avere un valore qualunque nell'intervallo (p,q)
rk=gq.
Se poniamo
2% 1"57"‘"‘1’ ) dzq-‘ks

saranno p’ ,¢’ positivi e potremo dedurre le formole pel caso attuale da
quelle al § 5, cangiando in queste rispettivaments

V"V—o W:W
VF,‘VE,—"\/?, ‘.V?'

In particolare le formole per U,V, W date dalle (18) § 5 (pag. 18),
colla determinazione superiore dei segni, si muteranno qui nelle seguenti:

U=2(VaF —iVad) #ob -+ 2 (VFZ~ VRO (V& +1V RN+
+3 (V& —1V)

\V=2(Vad+iVar)it 2 (VT +iVa)o—E(Va —iVag)ie+

+5 (V& +iV3d)

W=2h[iVog— Var e+ +i Vg u—o)].

per es, in

(3

—
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Biccome #,» sono immaginarie coniugate, si vede che se al para-
metro A sf dd un valors puramente immaginario, la quantitd W sara reale
ed U,V immaginarie coniugate, Adottando, per abbreviare, Ia notazione

A per indicare la quantitd coniugata di una quantity A complessa qua-
lunque, avremo dunque

indi anche

Consideriamo ora una qualunque deformata reale S del paraboloide

ellittico P,. Le quantits #,y,# saranno reali e le loro derivate g ,g: ece.

coniugate immaginarie, come le variabili «,v. Le formole

w,-w—{—l +m ece,
dimostrano che #;,¥,,#, saranno reali, e per cid la superficio trasfor-
mata 8, sard pure reale, Per ottenere dunque delle trasformazioni reali B,
per le deformate del paraboloide ellittico basterd poter soddisfare alle
equazioni differenziali fondamentali (I) § 27 (pag. 81) ove faremo e= +1:

[ _ V_
. th My 1 . VH (DU+D'Y)
?% "_U+ VH(D'U+D"V).

assumendo per A un valore puramente immaginario,

Ora, essendo la superficie S reale, tale dovrd essere anche ls sua
seconda forma fondamentale

Ddu* - 2D'dudy + D*dv?,
o 8i avrd per cid
D=D", D'=D", i"=D.
D'altra parte la quantitd H data dalla (9) § 6 (pag. 11), ove si cangi
g in —g,
H=pu—9) — g(u+o' — pg= ~[ga®+pf + pq]
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8 essenzialmente negativa e nof porremo

H=—#, VH=ih,
' Con cid le (4) diventano

L l/;v+ 5 OU+DY)

4%

= Yoty 4 L ooy,

I loro secondi membri sono immaginarii coniugati per § A yeale, come
le variabili %,v. K dunque possibile soddisfarvi in effetto con un valore
reale di i)\, che resta inoltre inisialmente arbitrario.

Cost 1'immaginario nelle formole préecedenti & solo apparente, e be-
sterebbe, per presentarle sotto forma reale, introdurvi le variabili reali
«,f. Ne concludiamo adunque, conformemente alle osservazioni pit ge-
nerali del § precedente:

Ogni superficic reale S applicabile sul paraboloide ellittico generale
(p<<q) ammette, per ogni valore del parametro k nell intervallo (p,q),
trasformasioni B, reali,

Ed osserviamo che anche i valori estremi %=p, k=g sono permessi
e danno luogo alle trasformazioni singolari.

§ 42.
Applicabilita ideale delle trasformate §, sul paraboloide.

Becondo la teoria generale, lo superficie reali trasformate S, saranno
applicabili sul paraboloide stesso P,, nel senso che il loro ds} risulterd
trasformabile in quello di P,. Ma, per quanto abbiamo detto in generale
al § 40, quosta applicabilita sard soltanto ideale. Questo andiamo ora a
confermare pid da vicino nel caso concreto attuale, ricercando l'offettiva
espressione reale del ds}.

Intanto cominciamo dall'osservare che, allorquando la prima falda
focale 8 della nostra congruenza W, generata dalle congiungenti FF, i
punti corrispondenti di 8,8, si distende su P,, i segmenti FF, si di-
spongono coi loro estremi F, sul paraboloide iperbolico confocale P,
¢ ne ricoprono la regione reale. Ma l'affinitd d'Ivory fra i due pars-
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boloidi
Py %— +E =g

« y
P.) =p m=2ﬂ-—k

fa corrispondere i loro punti secondo lo formole (§ 11)

F) g k
Wy == v))“kw 1 Y= A\/quy y Hpmmf—— =,
ovvero

Ty =4 giow ) %=‘V§-9 s 50"—_'-"“;’

che cangiano la regione reale di P, in una immaginavia di P,.
Per avere poi sotto forma effettiva reale il ds} delle superficie tra-
sformate S, si osservi che, dai calcoli esogniti ai §§ 10 s. s., risulta

() dst = (p—g -+ 4vf) dui + 2(p—q+4w,) duy dv, + (p—gq +4ed e} ,

dave le variabili w, v, sono espresse per u,v colle formole (45) § 11
(pag. 82), nelle quali perd dovremo caugiare (§ 41)

Ve. Ve, V7. V¢
VE,‘W»-‘V?M'V?;

esse diventano per cid

oy = V_E("MHVTJ (—9)—4$Vpgdwo+R)\
2[4 Vad ti— o) — Vg (w-+0) A + Vg

in

(6)
oL
TN
Poichd A & un immaginario puro, ed %,v sono immaginarie coniugate,

si vede che le variabili w,,v, sono puramente immaginarie; poniamo
adunque

% ==iﬁ”‘2-al , aiﬂl;‘“x
con o, B, reali. La (5) diventa nelle nuove variabili
] ds} = (o}-4-g) dad — 2By dy B, -} (B} - p) dift
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o da il dsf sotto forma reale. Idue elementi lineari (2), (7) sl trasformano
Puno nell'altro colle formole

a=p, f==ia,

che implicano 1'immaginario, onde le superficie venli d'elemento lineare
(7) debbono dirsi applicabili ideslmente sul paraboloide ellittico, Abbiamo
dunque stabilito il risultato:

Ogni deformata reale del paraboloide ellittico appartiene, come prima
falda focale, ad o* congruenae rettilinee reali W, le cui seconde falde focali
sono applicabili idealmente sul paraboloide stesso, ed hanno Velemento Ui-
neare (7). ’

Dimostreremo reciprocamente, nel prossimo paragrafo, che: Ogni
superfivie reale applicabile idealmente sul paraboloide ellittico (delemento
lineare (7)) da luogo similmente, come prima falda focale, ad ®* con~
gruenge reali W, le cui seconde falde somo applicabili realmente sul para-
boloide stesso,

Cosi le trasformazioni B,, applicate alle deformete del paraboloide
ellittico, conducono sempre da una superficie applicabile realmente
(idealmente) sul paraboloide ad una seconda applicabile invece ideal-
mente (realmente), onde conviene ripetere un numero pari di volte queste
trasformazioni se si vuole che la superficie iniziale e la finale si corri-
spondano per I'applicabilitd colle regioni reali.

Abbiamo supposto fin qui il paraboloide generale (p+g¢). Che cosa
avviene nel caso particolare del paraboloide rotondo? Allora si annulle
I'intervallo (p,q) o resta per % un unico valore possibile

k=p=q .

Le nostre trasformazioni reali B, si riducono in questo caso ad una
sola: la trasformazione complementare. Cid & ben chiaro geometricamente,
poichd il paraboloide confocale P, si restringe qui all'asse (cf, § 23).
Analiticamente si conferma esaminando le formole (3) che, per essere
qui

p=q , ¥=¢=0 k=p,
danno
U=—2ipiu, U=—2iphv , W=2ip),
@ per cid
l=—4%, m=—v,
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Cos! le formole che definiscono 1a superficie trasformata S, diventano
o ==a:--ug—z-—-og-occ.

e colncidono con quelle che danno la complementare di 8 ).

§ 48,

Trasformasioni B, delle superficie applicabili
idealmente sul paraboloide.

A completare le ricerche del § precedente ci resta ancora da inver-
tire { risultati ottenuti e provare che ogni superficie d’elemento lineare
(7) ammette oo* trasformazioni B, in superficie applicabili realmente sul
paraboloide ellittico.

8ia dunque S una superficie reale d'elemento lineare (7), o, ¢id che
& lo stesso, col ds* dato dalle formole del § 5, ove si cangi gin-qe
si assumano le variabili , v puramente immaginarie, cid che esprimiamo
nelle nostre notazioni cos

(8) ey, T=—v,
Applichiamo a questa superficie S una trasformazione B,, colla co-

stante & presa ancora fra i limiti p e ¢. Vogliamo che per la super-
ficie trasformata S, data dalle formole

o:,_—=m+lg—:—+m%—tece.,

si verifichino le condizioni ssguenti :
1.0 la superficie S,, sia reale '
2. essa sia applicabile sulla regione reale del paraboloide.
La prima condizione esige, secondo le (8), che si abbia
(9) . I=—1, M=wm;

la seconda poi si traduce nell’altra che lo variabili , , v, definite dalle

Y) Le lines inviluppate dsi raggl della congruenza sono infatti le lines

%= cost.®, ovvero g-m cost.s, ciod a dire le trasformate del meridiani% == ¢cost,®

del paraboloide,

120 OAPITOLO 11T, — § 48

(6) siano coniugate, che si abbia ciod

i Vo —Vag (ot o)h+i Vod w-o)h
Var' (w-+)-+i Vod (4-v)-i Vog (duvk)A

(10)  Re==

Ponjamo

(1)A=Vpg(d wo+%), C=YVpg, B=Vpqd (t~v) i Vo (4-+v)
B=— Vo (u~v)+iVar (wtv),

¢ Ia (10) prende Ia forma bilineare in A, A
(19) ‘ AM+Br4+Bi+0=0,

dove & da notarsi che i coefficienti estremi A, C sono reali ed i medii
B,B coniugati immaginarii, a causa delle (8). Notiamo ancora che il de-
terminante

BB—AC=—pg (4 uv-+5) — gt (u-+9)* ~pq/ [u—v)*
¢ oguale identicamente &
(18) BB—AC=sk[p (4= v)' —q (w+v)f—pg] =kH.

Esso & dunque positivo, poichd % & positiva ed & puve positiva H1),
Dimostriamo in primo luogo che, verificata la relazione bilinesre (12)

fra A, X, si troveranno pure soddisfatte lo (9), ossia si avrd
T,0 v,V
(14) W+w—-0: *V——V:“I‘W—-O-

Prendasi la prima delle (14) che, avendo riguardo ai valori di U, W
dati dalle (8) ed osservando che

W==2i) (Br-C),

1) Ponendo come al § 42
u=i§£—;—5’ v=i8‘-—'§1—°’l,

sl ha
He=gp®—pae®—pyg,

quantitd positiva perchd di 1'E G—F* dell'clemento lineare (7).
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si sorive
2V +VPE)R =3 (VP2 VBT 0~ SV 4 VRO SV +VR)
() BA+0) =
2(quf —iVpd )M ' +2(VPg i Vpg) \u— —(Vq?’+i\/p¢)k'+ (Var —i Vﬂ)
ABAEF0)
Ora dalle (12) si ha
(16) N ﬁ%:—g '
indi per la (18)
BX4+C=— ﬁ-—% )
da cui
(16% 3B+ 0= 7%9.

Dopo ¢id, sostituendo anche nel numeratore del primo membro della
(1) il valore (16) di A, la (15) stessa si riduce all'altra

2(Vaz +i Vpo)* (BA+CP + 3(VEY +4 Vpg)u AN+ B) (BA-+0)—
— 3OV 4 VBl) Br+ 0P+ L (Ve +4 Vi) Ar + B
=HB(3(Va VB VT -+ VDb~ § (VB IVRD SV -+ Vi)

ora questa identitd fra i due polinomii di 2° grado in A si verifica fa-
cilmente, ricordando i valori (11) di A,B, C e i valori (2% di ¢,¢. In
modo affatto simile si prova che anche la seconda delle (14) & una con-
seguenza della (12),

Dopo cid non abbiamo pit altro da dimostrare che & possibile sod~
disfare alle equazioni differensiali (4) per A, in guisa che I'espressione
bilineare

@=AM+BrA+BY 40

si annulli, Per cid scriviamo, insieme alle (4), lo equasioni per la co-
niugata A, avvertendo che H & positiva come si visto, che inoltre,
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#,v essendo puramente immaginarii e la superficie 8 reale per ipotesi,
sono reali D, D', D"; cosl cangiando nelle (4) 4 in -4 si ha

au kH W“

an Vi
)N M=
5;,.w-WU»--Ek—‘;/-ﬁ(l) U+ V).

La nostra asserzione si riduce a provare che il sistema differenziale
formato dalle (4) e (17), insieme all’ equasione bilinears = 0, formano
un sistema completo, che ciod, in forza delle equazioni stessse, si annul-
lano le detivate di Q. Prendiamo p. e.

32 08, 9% 3B-
e axau"'axau*"au“ﬂu*"‘au“au'

che per le formole precedenti diventa

(AH—B)[ V”qv+ Mv_(DU-{—D'V)]-f'

(18) 4 (A) 4 B) [_\\_/_pg l.\/_ (DU +D V)] +

+ ¢ Vpg 23+ (Vod +i Vap) 2. — (Vg —i Vap)R.

Ed ors, per le (14), si ha

U_YV__¥_iBI+0)
UV W LEAL0)
od anche per la (16%)
U vV kH

—— . gaans

Ma 8i ha dalla (16)

BB — AC _ _kH

(19) AMHB=- +B  ANLB
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onde

=]
+
==}

|

< <

<
e

+
In forza di questa si elidono i termini in D, D', D” o resta

93% -9 ik T AR+ B)V-+4Vagonk + (Vag +VaDh— (Vad—i V)R,

Osservando la (16) e la (19), nonchd il valore (3, di V, possiamo
scrivere

(0+B) =24 VB2 (Vi -+ VT o'~ 2 (VFZ-+iVpg)ho —
—~ SV VRN + S (Ve +ivie)
— 4 Vpgor(BA+-C) + (Vrg +iar)n AN+ B)+(Vag—i Var) Bh+0) .

11 polinomio di 2°grado in A nel secondo membro & identicamente
nullo, & per cid %—ﬁ =0, Similmente si prova che ancheaa—g= 0.

Dopo cid arriviamo al termine delle nostve deduzioni osservando che,
per quanto si & dimostrato, basta integrare le equazioni (4) in A per
modo che la condizions @ =0 sia soddisfatia inisialments, per un par-
ticolare sistema di valori (), v) di u,v, ch allora sard soddisfatta per
tutti i valori di »,v. Ma per valori fissi di u,v la @=0 8, nel piano
della variabile complessa ), 1'equazione di un circolo, e questo circolo
& reale, poichd i1 determinante

BB —AC=EkH

8 positivo, come si & visto. Basta dunque scegliers per valore iniziale
Jodi X Taffissa di un punto reale di questo circolo, No segue che, per
ogni valore di % nell’intervallo (p, ), avremo «* superficie reali S, tra-
sformate di S ed applicabili sulla regione reale del paraboloide ellittico.
Questo & appunto il teorema enunciato nel § 42,

Aggiungiamo che il procedimento ed i caleoli sviluppati nel presente
paragrafo si potranno applicars in varii altri casi, la cui trattazione po-
tremo abbreviare, riferendoci alle proprietd qui esposte in tutti i par-
ticolard,
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§ 44,
Trasformazioni B, delle deformate dell’ fperholoide a due falde.

Passiamo ora alle quadriche a cenfro & punti ellitticl, cominciando
dall’ iperboloide a due falde Q,, di cul scriveremo l'equazione

n_%_&_
e B
¢ supporremo, per fissare lo idee,‘
Fsd.

Lo formole relative a questo caso si dedurranno da quelle al § 16
per 1'iperboloide ad una falda, cangiando in queste b in b cosl le for-
mole (58) § 16 (pag. 47) diveptano

gl 4= e lmw
G= @ Yo ‘b‘-—“_l_”.#o v

o mostrano che, per avere la regione reale di questo iperboloide, con-
viene assumere le variabili

14i Lo 1—5%‘-’

b
%N = g Y=
Lo % Do , %
a+c a+o

immaginarie coniugate,
Prendiamo ora 1'iperboloide confocale Q, ad une falds (of. § 40) di
equazione .
o ¥ LA
W Fntip st

ove il parametro % giacerd nell'intervallo (5, ¢%)

P<k<d,
o introdnciamo in fine le quantitd reali positive (semi-assi di Q,)

d=V&+k , b =Vi=F , d=Vo—%.

Le formole (87) § 18 (pag. 49), ove si adottino i segni superiori e &

=

il
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cangi soltanto b in b, diventano:

b

U= (——-;—-ib,)%coso-l-(i---»-—)(u’ l)sen0+( {.)(«'4-1)

ab
@t
b
v=( % ib)zvcosﬂ+(i-=-1+ )(w_x)sene+(¢§%+$)(¢+1)
W= 2[ (e— v)cose——sb..(l+uv)sen0+i ,b,(l uv)]

Be si assume 9 reale, o 8i ricorda che

U=y, T=yu, .
ne visulta
(%) U=eV, V=uU, W=—W,
e percid ' ,
{o*) T=m , m=l,

Cid posto, sia S una deformata qualunque »eale del nostro iperbo-
loide, onde avremo

(B) I_j=])” ) B’zD’ 3 W:DQ
L'equazione (61) § 16 (pag. 47), che da il valore di p, diventa qui

pe= b’a‘(1+tw)’ + a'b* (1 —wv)® — a*c*(u—~ o)
abe (u--v) !

e si vede che il coefficiento di 4 nel secondo membro & reale positivo,
Indicandolo con R?, avremo

¢=iR* (R reale),

e lo equazioni differenziali fondamentali (II) § 36 (pag. 108), ove si faccia
s==4-1 o si cangi b in ¢ diventano

) ., abd PRR.LL

i Yo Mk SkRyas U TD V)
“ 1 dvd

® A | pyLpr

%= " i el aﬂkw__a)uww.

A causa delle («), (8), i loro secondi membri sono immaginarii co-
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niugati per 0 reals, ed & quindi possibile soddisfarvi con un valore reale
di 0 inizialmente arbitrario.
Dopo ¢id le formole

m,ww-}-l +m ace,

daranno per le (o*) una superficio S, reale trasformata, onde concludiamo:
Ogni superficie reale S applicabile silla regione reale dell'iperboloide ge-
nerale a due falde possiede ©* trasformats reali 8, per trasformasioni B,

Queste superficie trasformate S, avranno certo un elemento lineare
trasformabile in quello dell'iperboloide a due falde; ma le considerazioni
generali al § 40 dimostrane gid & priort che la loro applicability sul-
I'iperboloide Q, ha luogo soltanto sulla regione ideale,

Anche qui troviamo la forma reale effettiva del ds! di queste super-
ficie 8, ricorrendo.alle formole d'applicabilitd (89) § 20 (pag. 60), col
solito cangiamento di b in i, cid che di:

,(1 —uv) __fi Q +tw)] (1sen 6)+—af—c—. u——v+i g,(u+v)]cosﬂ

(21)

{
] 1~sen0
\* = o8t

Siccome O & reals, ed %,v immaginarie coniugate, vediamo che le
nuove variabili w,, v, sono reali ¢ quindi:

L'clemento lineare delle superficie trasformate 8, si ottiene da quello
al § 16 velativo all’iperboloide ad una falda, cangiandovi b* in —b, e
lassiando le variabili « ,v reali,

Per altro & da osservarsi che queste variabili reali sono qui assog-
gottate a soddisfare la diseguaglianza

@t & (u—v)* > a®B* (1—uv)® - b (1 4 uo)?,

che esprime, come facilmente si vede, la condizione necessaria e suffi-
ciente afftnché il corvispondente ds? sia definito positivo,

Ed ora, con un'analisi del tutto simile a quella sviluppata nel § pre-
cedente per le deformate della regione ideale del paraboloide ellittico,
si dimostrerebbe inversamente che ogni superficie S coll’elemento linsare
sopra indicato (applicabile sulla regione ideale dell'iperboloide Q,) am-

(1—~uv)+ (l+uv)]cosﬂ+~—~[u P a—;(u+v)](1+sen0)

- b T A
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mette * superficie trasformate S, applicabili sulla reglone reals del-
I'jperboloide stesso a due falde,

A tal nopo converrebbe dimostrare che, nelle ipotesi ammesse, sf
pud soddisfare alle equazioni differenziali (20) con un tale valore di 6
che lo variabili ,,v, date dalle (21) riescano immaginarie conjugate,
dopo di che le superficie trasformate S, risulterebbero reali, Ci dispen-
siamo dal riportare qui i caleoli relativi tanto pid che avremo occasione
pid oltre (V. § 48) di sviluppare calcoli del tutto analoghi.

Resta in fine che vediamo quel che accade delle nostre trasforma-
zioni B, per le deformate dell'iperboloide a due falde quando questo
diventa rotondo, Allora, essendo &* = ¢*, resta il solo valore possibile per %

ke=lf = ¢,

e, come nel caso del paraboloide ellittico (§ 42), tutte le trasformazioni
reali B si riducono alla sola complementare.

§ 45,
Caso dell’ ellissolde — Cambiamento di notasione,

Per trattare il caso dell'ellissoide basterd cangiare nelle formole

del § 16 relative all'iperboloide ad una falda ¢ in ¢, cid che da dap-
prima

. 14u g Y~ T
B=a e W=boa s w=ie Wt !
onde risulta
3 R WY
1+b 1 b a+‘c
“Z% 50,1)::% 4’0: Yo !
ate ity

o si vedo che per la regione reale dell'ellissoide la variabile u & co-

niugata di %—. Conviene quindi modificare le formole al § 16, cangiando

la variabile v in w= %—; le formole per I'ellissoide diventano

gt =pt0 -1 PRI .
D=y Tuw ' ¥ 14+uw ' ™ 14w
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o 8i ottiene la regione reale dell'ellissoide assumendo %, complesse
conjugate:

Ge=w , W==u,

Nell' equazione dell’ ellissoide Q,
%0 - .
Qo) & + o + p 1
supporremo, come di consueto,

F=b=a,

o per quadrica confocale Q, assumeremo (§ 40) un iperbololde ad una
falda

FatEEtam=t
prendendo la costante % nell’ intervallo (-3, —¢)
-k~
In fine porremo
¢ =VFTE, ¥ =VFTE, I=V-CFH

esaranno 4, b, ¢’ reali (positivi); con questo nelle formole al § 16 avremo
soltanto da cangiare ¢ in ie.
Ora prendiamo le formole

oz o
m,..-—.-;y:-]-lﬁ-{—m—a-;ecc.,

che, nelle nuove variabili %, w, diventano
o o
(22) ”l=“’+zo§;+mo§‘;,

ove si ponga
=1, m,:—-w’m.

Dopo cid, ricorrendo alle (66), (67) § 16 (pag. 49) oo.lla determi-
nazione superiore dei segni, ed effettuandovi il detto cangiamento di ¢
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* in 4o, abbiamo

l+uw(‘75' 2)2"00394'( b%—- )(u’ 1)sen9+(—@i-—i-—-)(u'+1)
2

i &% {0 — l)cosﬂ-—iw (u+-w) aen0+a.~l—,; (w0 —u)

1+“w(‘;?-cg+:)2wcosﬂ+( 5et )(w’ 1)sen6— ( b. i )(w’-{-l)

2 i-—,—(uw 1)cosf~ 'b’ ,(u+u’)sen0+ 'b (w-u)

Siccome @, sono coniugate immaginarie, si vede che, per 0 reale,
le quantita ,,m, sono anche esse coniugate immaginarie, e le formole
(22), applicate ad una deformata reale S dell’ellissoide, dimostrano che le
superficie trasformate 8, sono reali. Resta dunque soltanto da esaminare
g0 & possibile, con O reale, soddisfare le equazioni di trasformazione,

4.
Trasformazioni B, delle deformate dell’ellissoide.
Le equazioni differenziali fondamentali (¥I) § 86 (pag. 108) diven-
tano qui, pel cangiamento di ¢ in i, e prendendo s=+1:

b e abvd

- == Y /

& kwrorp ' T SkVi ach‘(DU +0V)

b abd add

- = . U —— — D’U o 13

2 = F +zw Tl

Siccome il valore di p (61) § 16 (pag. 47) diventa ora

b’c’ (w +u) 4 a*c* (1 — uw)® — a*b® (u -—-w)’
p= abe (1 + ww)®

si pud scrivere evidentemente
p=4R" (Rreale);

per cid

90 , abd i abd
= R ® Y gy 0 T

abd U —i adbd

o0 , '
5= Fr U gy O U YV
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Cangiamo queste formole in coordinate u, w o sia, in queste cvordinats,
A d® 4 24" du duw + A" v’
la seconda forma fondamentale di 8, onde

l~~D’ "...‘D”
A=D , W=—ry , A=ip,

Poichd inoltre

B

1
W

é’lg

le equazioni per 0 si scrivono

N _ abd abe .

ga"i““‘k(1+mo)'n Y s (Ut )
(28)

® . abe . abe

Lo = i U gamya CU-AD

Dalle (67) § 16 deduciamo le espressioni effettive di U, %'V (can-
giando ¢ in dc):

U=(ig%—~:.)2uwsﬂ+( {:i,)(u* 1)sene+(,b, IS

b Lbe @ ab ¢
““37)2!00080*-—("5.—0‘&- E)(w’-l)sen0+(‘-z—.5,+i*g)(w'+1),

© queste dimostrano che, per 8 reale, le quantitd U, «*V sono imma-
ginarie coniugate come u,w. Poiché inoltre la deformata S & resle,
8i ha

K:N,&:N,@:A,

onde i secondi membri delle equazioni differenziali (28) sono immagi-
narii conjugati, ¢ possiamo dunque sod(hsfam con un valore reale di 0
inizialmente arbitrario.

Cosi anche per quest'ultimo caso di superficie applicabili sulla re-
gione reale di quadriche reali abbiamo stabilito 'esistenza di oo tra-
sformazioni reali B,, conformemente alle osservazioni generali del § 40,
E qui nuovamente, come negli altri casi di quadriche a punti ellittici,
le superficie trasformate S, saranno applicabili non sulla regione reale
dell'ellissoide ma bensi sulla regione ideale.

I

el

-
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L‘espressione effettiva reale del dsf di queste superficie trasformate
si otterrd ricorrendo alle formole d’ applicabﬂita (89) § 20 (pag. 60), che,

pel cangiamento di ¢ in 40 o di v in J’ diventano

[ (w—-u)—--(w+u)](1+sen0)+i ,,[uw—-l+b,(l+uw)]cose

==

[ (w—-u)+ (w+u)]cosﬁ i, ,,[uw 1-—([+uw)](l+sen0)

1 —-se_@_
cos0

h ==

Siccome .

H==y , W=y , §==0,

le nuove variabili «,,v, sono reali o quindi: L'demento lineare delle
superficie trasformate 8, si ottiene dall’elemento lineare delliperboloide ad
una falda (§ 16), cangiando in questo ¢* in —d¢ e lasciando le variabili
%, v reali,

8i noti perd che queste variabili reali sono qui assoggettate alla di-
seguaglianze

a*B (1 —u0)* > B (1 + w)®+ a*é* (u—v)*

per assicurare che il ds* riesca definito positivo,

Ed ora si pud dimostrare coi soliti procedimenti (cf. §§48, 44) Ia
proposizione inversa, ciod che ogni superficie reale applicabile sulla re-
glone ideale dell'ellissoide ammette w* trasformasioni reali B,, tali che
le seconde falde focali delle relative congruensze W riescono applicabili
sulla regione reale dell’ellissoide stesso,

Le nostre ricerche, per quanto riguarda le superficie applicabili sulle
regioni reali delle quadriche, sono cos! al termine e possiamo enunciare
il risultato finale (cf. § 40):

Ogni superficie 8 reale applicabile sulla yegione reale di una quadrics
generale Q appartiene ad o* congruense vettilinee reali W, le cui seconde
falde focali sono applicabili sulla regione reale di Q se questa quadrica
& a punti iperbolici, invece sulla immaginaria se & a punti ellithicd.

Ritorniamo ancors al caso dell’ellissoide per esaminare cid che ay-
viene quando esso diventa di rotazione. Qui dobbiamo distinguere le
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due forme '

1. ellissoide schiacciato (a* = 5>>d%)
1 ellissoide allungato (a*>8=d").

Nel primo caso le trasformazioni B, esistono ancora in una doppia
jnfinita come per I'ellissvide generale, potendo % avers un qualunque
valore nell'intervallo (—e®,—¢") %),

In particolare la trasformazione singolare B_, & la complementare,
onde futte le trasformazioni B, per le deformate 8 dell'ellissoide ro-
tondo schiacciato portano a superficie trasformate S, applicabili sulla
complementare dell’ ellissoide.

Se prendiamo invece Ia seconda forma {ellissoide allungato), I'inter-
vallo per k (—b*,—¢') si annulla ¢ tutte le trasformazioni reali B, si
riducono nuovamente alla complementare,

Riassumendo ancora i risultati relativi alla esistenza delleo® tra-
sformazioni reali B, per le quadriche rotonde, vediamo che esse persi-
stono solo per queste due forme:

iperboloide ad una falda
’ ellissoide schiacciato,

mentre per le altre tre forme

paraboloide
iperboloide a due falde
ellissoide allungato

esse spariscono, 0 meglio si riducono ad un'unica trasformazione, la
complementare.

La ragione di questo fatto sta in cid (§ 40) che nei rispettivi si-
stemi confoeali abbiamo effeftive quadriche rigate (iperboloidi) solo per
le prime due forme, mentre per le ultime tre queste degenerano nei
piani per 1'asse.

1) Naturalmente si esclude il caso della sfera, ove da capo tutts le trasfor
magzioni »eali By si riducono alla complementare.
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§ 47,

Trasformazioni B, delle superfiefe applicabili sulla regione ideale
del paraboloide iperholico,

Le ricerche del presente Capitolo sulle deformate delle quadriche a
punti ellittici ci hanno condotto forzatamente a considerare, insieme alle
superficie applicabili sulla loro regione reale, quelle reali applicabili sopra
una loro regione immaginaria. Questo ¢i pone in avvertenza che persino
per le superficie reali applicabili sulle quadriche a punti iperbolici il
soggetto non & ancora esaurito, Nelle relative ricerche del Capitolo II
si & frattato. invero soltanto delle superficie applicabili sulla loro regione
renle; ma esistono egualmente classi di superficie reali applicabili ideal-
mente sopra di esse, e per queste classi di superficie si hanno ancora
lo trasformazioni reali B,, come per le deformate della regione reale.
Sono questi i nuovi casi che andiamo ora a trattare.

Cominciando dal paraboloide iperbolico, riferiamoci alle formole del
§ 5 o definiamo la regione immaginaria del paraboloide con un ds* reale,
definito e positivo, assumendo le variabili ,v coniugate immaginarie,

Separando il reale dall'immaginario col porre

—~i
u=H;B s 9= 3 B {00, B -reali),
avremo ,
%=V5“9 yo*“\/aﬁ ' ’o=5“;;ﬂ::
indi .
(24) dsy = (5" +-p) de’ - 2o dxdp - (§*~q) B,
o basterd assoggettare le variabili «,f (reali) alla diseguaglianza
28> 90' + g
per avere un ds§ definito positivo.
La quantitd

He=p(u—1)' +g(-+o)' + bg = pg —1ff + ¢
risulterd negativa 6 nol porremo
(249 * He=~#, VH=ih (hreals).
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Abbiesi ora una superficie 8 reale d’elemento lineare (24) (applicabile
sulla regione ideale del paraboloide); la sua seconda forma fondamentale
in coordinate «, v

Ddut 4 2D dude + D" ®,
essendo #, v coniugate, soddisfers alle condiziont
(25) D=D",D=D, =D,
Prendiamo ora la costante % positiva e minore di »
0<k.s P

6 pastiamo, mediante la B,, dalla 8 ad una superficie trasformata S,
colle solite formole

w.=w+lg—§+m%§ 80e.

Noi vogliamo ora 1.° che Ia superficie S, sia reale, 2.° che esss abbia
I'elemento lineare (24), Per la prima cosa occorre che si abbia

T , =1,
cid che si traduce nell'unica equazione
U
26 = = o=,
(26) %
Per Ia seconda poi hisogna che le formole d'applicabilita (45) § 11

{pag. 32) assegnino valori immagingrii conjugati ad ,,v,, ciod che si
abbis

7 = Vit [Ved (v—0) — Vil (w02
Ved (=) + Vo ts+0) — Vrgdwo+ ).’

ossia che sussista fra A, 2 la relazione bilineare

(27 A4+ B 4-BR 4-C=o0,

ove .

oy |A=Vealwth) . B=Vafu—o) — Ve wto) , 0=V
l B=—Vog (4=1) ~ V& (u+).
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Biecome % ==v, T=u, i coefliciont! estremi A,C sono reali o i medii
B,B coniugati immaginarii, inoltre il determinante
BB — AC = gt/ (w-+v)" — pg’ (u—0)" — pg (duv+4) ,
ossendo p'=p—*k , ¢ =q+%, & identicamente uguale a

—k[plw—0)' + q(u+o) -+ pql,
clod
(29) BB— AC=— kH.
Dungue BB —AC & positivo, perchd % & positiva, H negativa, come
8i & visto 4. Dopo cid basterd imitare 1'analisi gik sviluppata al § 438
per arrivare al risultato in vista.

In primo luogo si verificherd che la (26), ossia sviluppam_lo secondo
lo formole (18) § 6 (pag. 18), I'equazione

s(Va~Vo7) P~ VAL~ VFD) o~ E (VT + VR R+ (Vi —Vd)
MBR+C]

2(Va + VRO~ 2 (Vi + VT Do — s (Ve ~ Ve + SV 4 V7d)
= ABr+0)

=

& una conseguenza della (27), Per cid basta osservare che si ha

EHA (BA4-C)

NBA4-C)=— (DI3r

e procedere come al § 43,
Le equazioni differenziali fondamentali (I) § 27 (pag. 81) si serivono

qui per la (24%)

== MV~ 00y
Ve, i

ty Appunto perché risultl BB —~AC>0 abblamo dovuto assumere k>0,
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da cul, cangiando ¢ in —i4,

I!

qu .
U+2kh DU+DV)

3" =t ?l?g

- -V—- V4 2kh(D"U+D’V)

Queste equazioni differengiali, insieme alla equazione bilineare (27),
formano un sistema completo, come risulta eseguendo un caleolo analogo
a quello del § 43,

Basta dunque soddisfare inisialmente alla (27). Ora questa, per valori
fisst di u,v, rappresenta nel piano complesso A un circolo reals, @ basta
quindi prendere per valore iniziale &, di A I'affissa di un punto della
sua periferia.

Da tutto questo risulta il teorema finale: Ogni superficie reale 8 ap-
plicabile idealmente sul paraboloide iperbolico (d'clemento lineare (24)) am=
mette * lrasformagioni reali B, in superficie S, della medesima specie.

§ 48.

Trasformazioni B, delle superficie reali applicabili
sulla regione immaginaria dell’ iperholoide rigato.

Passiamo ora alle ricerche analoghe per I'iperboloide ad una falda,
Qui perd abbiamo due classi distinte di superficie reali applicabili sopra
rogioni immaginarie dell’iperboloide, La prima classe si ottiene pren-
dendo nelle formole del § 16 le variabili w,v coniugate immaginarie,
cio¢

@) di==y , Py,

la seconda assumendo v coniugata dell'inversa di u:

b) ii==-1- . "l?=1.
v 1]

Ambedue le volte infatti basta assoggettare la parte reale ed il coef-
ficients dell'immaginario in u a soddisfare una conveniente disugua-
glianza per ottenere un ds® reals, definito e positivo. Per 1'una e per
I"altra classe esistono trasformazioni reali By; ma noi ¢i limiteremo alla

prima a), ché per la seconds 3) la trattazione procederebbe in modo




SUPERPICIE APPLICABILI IDEALMBRTE SULL' IPERBOLOIDE 187

anslogo. E d'altra parte le ricerche ulteriori de! Cap. V i daranno una
nuova trasformazione colla quale si passa dalla prima classe a) slla se-
conda 3).

Consideriamo dunque una superficie reale S d'elemento lineare del-
I'iperboloide ad una falda (§ 16), wa colle variabili % ,» immaginarie co-
niugate. Prendiamo poi la costante & positiva 6 minore di o

o<k = ¢,

e conserviamo tutte le altre notazioni del § 16, adottando nei valori di
U,V,W i segni superiori. Applicando la trasformazione B, alls 8, ot-
terremo superficie reali 8, trasformate, del medesimo elemento lineare,
se potremo far s} che 7, m risultino coniugate e le variabili u, , v,, date
dalle. formole d’applicabilitd (89) § 20, risultino ancora conijugate.

Le prima condizione di

(80)

Sl
R
s}l <

¢ 1 seconds, se si pone

1—sen 6_ cos 0

u =
(80%) hees cos 0 1+48en9’
- onde
22 1%
cos? T senﬂ...l_H,,

si traduce nella equazione bilineare fra X, A,
(81) AN 4BA+BR 4+ C=0,
i coefficienti A, B, B, C essendo dati dalle formole

A==—(1 “”)-I-w(l-i-m’) C"_a‘b 5 (1- W)+7(1+W)
(83)

. ae b w_ ae b
B———W[u-——v{-y(u—l—v)}, B-—W[u v— (u-l—v)]
che mostrano essere A,C reali e B, B immaginarii coniugati.

Anche qui il seguito del calcolo & affatto analogo a quello del § 43.
In primo luogo si osservi che EG - ¥, essendo le variabili u, v coniu-

. L 4

188 CAPITOLO i1, — § 48

gate e il ds* definito (positivo), deve avere un valore reale negativo Y,
clod per la (69*% § 16 (pag. 47) deve engere

a®b* (1 — uo)* + ' (1 + uv) -+ a%* (u — 0)* <2 0.
Ora pel determinante BB~ AC si trova subito

BB AC=— E'Tz,%? G (1 — ) 4 B9 (1+uo) -+ a*e* (u—o)f

e quindi‘

Dopo cid dalla (81) segue gia (cf. § 43) la (30), o resta solo da com-
binare 1a (81) colle equazioni differenziali per 8., Qui si osservi che la
quantitd

_ @B (1 —u) + 8¢ (1 +uv)® 4-a'o* (4 —9)°
- abe (4 -+ v)°

o reale negativa, e si ponga
¢=—R', Yp=1iR.
Le equazioni differenziali per 0 (II) § 86, pag. 103, diventano

0 abd ab'd )
- k(u+v)'R"V égkR\/“(DU.{-DV)

®___ dbd s 980 oo
R T ST EY

o scrivendole invece nel parametro A:

ax abéd ad¥e
2= h o B Vitig 2kR Y abe ")
(62) o _ avd abe

2= VB Vot — = (D'U,-+-D"V)) .

W kR Uitis 2kR
1) Se infattl si introducono variabili reali ponendo

“'“"(“"HP)' ””"(“ ),
ds* == E' dat + 38 da df - G' df®

ed &
8l ha 1
E' G 4 (B G — FY) a((:;;) ——1Ee-P).

‘.
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dove sf & posto
83 U=Q0+¥U, =04V, Wi=014+MW,

Berivendo, insieme alle (32), le coniugate ed aggregandovi I'equazione
bilineare (81), si vede, nel solito modo, che si ottiene un sistema com-
pletamente integrabile,

Anche per le attuali superficie applicabili sulla regione ideale del-
I' iperboloide ad una falda vale quindi la stessa proposizione finale del
§ precedente.

Cos) adunque per tutte le nostro congruenze reali W a falde focali
8 , 8, applicabili realmente od idealmente sopra una quadrica a punti iper-
bolici le due falde focali sono applicabili per Z loro regioni reali. Pre-
cisamente I'opposto accade per le quadriche a punti ellittici, come sopra
8i & visto,

§ 49.

Trasformazioni B, delle superfieie appleabili
sulla sfera tmmaginaria.

Esaurita Ia trattazione per le superficie reali applicabili sulle qua-
driche reali, ¢i dovremmo ora volgere a quella deile superficie reali ap-
plicabili su quadriche immaginarie. Esistono invero svariati tipi di ds*
reali definiti ¢ positivi appartenenti a quadriche immaginarie. Ma noi
qui non intendiamo di svolgerne una teoria complets, sibbene di scegliere
fra essi alcuni casi particolari pid notevoli E comincieremo da quella
classe che ha fornito il punto di partenza di tutta la teoria, ciod dalle
superficie applicabili sulla sfera immaginaria :

@ +y'+¢+R=0.

Le reali fra queste non sono altro che le superficie pseudosferiche
di raggio R, 0 a curvatura costante negativa, Ma in questo primo para-
grafo prescinderemo dalla condizione di realitid ed applichersmo le for-
mole generali del § 16 ove, assumendo per semplicitd R == 1, dovremo
fare

Cosi abbiamo (§ 16)

(34) E=@=0, F= .

2 =
wrop' P~
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4 du dv
(86) e = T

le linee coordinate somo qui le linee di lunghezza nulla (generatrici della

sfera),
Applicando la trasformazione B, sard

a=b=iVYI<k, ¢ =V1-F,
e la quadrica omofocale Q, diventa la sfera concentrica
Oyttt 1 k=0

di ragglo =iV 1—Fk, Ne segue éié. che nel caso attuale tutti i segmenti
focali F¥, hanno la lunghezza costante V. ‘ .
Calcolando mediante le (67) § 16, pag, 49, (segni superiori), Ifa quantits,
U,V, W abbiamo
1—-Vi<%k M Vo 1+VIi-k !
1—% 1+4senb’ =~ 1—~% 14s8end

2 14senb
V=12 T

U=
(86)

avendo posto per brevitd
(87 A==cos0 4 u(l +sen0)., =080 —v (14 senb).
Dalle (86) si ha

l==(u+v)W==-——§——- .
(38) YT
m=(uto) gy = VLR o)k,
indi ’
n k(u::i)__,

o per ¢id essendo
# =EPr42Fim 4 Gm*

il quadrato della distanza dei fuochi FF,, si ha
#=k, t=VE,

come gid sopra avevamo osservato.
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8e applichiamo poi la formola di Ribaucour (cf. § 15)

. VA
sen’@ ¥V KK,'
essendo gui
K =1 ’ K; == Y
viene per l'angolo @ dei piani focali
son@=VE, cs Q= V1-%,

come si otterrebbe anche dalle formole per A, B, C al § 88, Cos) adunque:

Nelle attuali congruense W colle falde focali applicabili sulla sfera im-
maginaria @ + '+ #* -+ 1=0 & costante la distansa focale 3, ed & in-
sieme costante Uangolo Q = arcsend dei piani focali,

§ 50,
Trasformazioni di Biicklund delle saperficfe psendosforicho.

Collochiamoci ors del punto di vista reale e supponiamo di avere
una superficio 8 reale applicabile sulla sfera immaginaria di raggio 4,
ciod una superficie pseudosferica (di raggio == 1). Volendo ottenero tra-
sformazioni B, reali, bisognerd che & ed Q siano reali, onde la costante
% dovra essere scelta reale, positiva ¢ <1, poniamo

k=cos*c
con o angolo costante reale, e avremo

d=zc080 Q== g —a,
1. elemento lineare della S si avri dalla (35) assumendo le varia-
bili %,v coniugate immaginarie, e ponendo
" t=a+if v=a—if, '
assumerd la ben nota forma
it L |

della pseudosfera, nella quale le B==cost.te sono geodetiche parallele e
le o =cost.t gli oricicli ortogonali (vol. I, § 158).
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Affinchd la superficie trasformata S,, data dalle formole

w1==w+l%+m%ecc. s
sia reale occorre e basta che I,m siano coniugati, Ma si ha dalle (88)

A B
l==a(l —sene)~, moa(l+senet
o) h ( )k

Im=cdtcot’o

onde, indicando con ¢ un angolo reale, potremo porre

(40) l==acosce®, m=acosse—t,
da cui
(41) ew._:l:_'_sfl‘il.

cosa

Alla fungione incognita 0 (1,) sostituiremo dunque (iui Ia funzione
(veale) p (4, v) e corcheremo le equazioni differensiali che Ia determinano,

Le formole (36) danno

l—sens ¢ l4sene pd
42) U="3se 1+sen6’ '~ “cosc 14send’

o lo equazioni differenziali fondamentali (II) § 36 per 0 t=+1)

30 _ sen® o . 8en’ s ,
% (w+o)icoss’ V'H2cos’c(DU+Dv)
(48) 2 . .
_____sen’s , son’a
®  (wtofcsts’ v ~}"2003':; D'U+D'V).

Ma, derivando la (41), abbiamo

1.’§1’m1~+-'sen 0+(u+v)(1+senﬂ) 20
e ) m u
i?2~ 1 +sen6+(u+v)(l+seu0) a0
5= Lad

® Ap o
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o sostituendo In queste i valori (48), coll’'osservare le identitd

1-+send 1 ( €08 6 __,w)

AT wFe\ itseme®
1+sen0==__1__( CBS_ i),
M #+v\l—seno-

otteniamo in fine le richieste equasioni per »

.gtgg_l_ e~  isens
0 t 3 u+v(1 co8 g -': C08 ¢ (4 +0) (%D + e~ D)

Do L(s ) pime gy
i30 %+ \cos g 1+coso,(“+”)(e D¢~ D).

Per riconoscere che si possono soddisfare con ¢ reale (inizialmente
arbitrario) basta trasformerle in coordinate reali «,B con che I’ imma-
ginario sparird dalle formole.

Indichiamo infatti con

Adat 2 A da df -+ A" dp*

la seconda forma fondamentale della superficie pseudosforica 8 in coordi- .

nate reali «,f; i coefficienti A ,A’, A" saranno reali, e poichd

Add 28 dxdB+ A" A =Ddu' + 2D dudv D" @,

avremo
A=2D'4D4 D, A =iD—D"), A'==2D —D~D",

Le (44), sommate e sottratte, danno le formole definitive sotto forma
reale

97 _ seng '
g a_m-i-atgo(/&cosy—l-l\ 8sen ¢)

(45)
( %: %ﬁ +atgo(d cosy - A'seng).

Esso formano, come & evidente, un sistema completamente integra-
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bile !) e, presa per ¢ una sua qualunque soluzione, I formole
(46) w,=w+ucoso(coscpg§+sen goaa—%)ecc. )

danno la superficie pseudosferica trasformata 8,, la quale colla primi-
tiva 8 forma le due falde focali di una congruenza (pseudosferica).

Dalle (46) risulta altres! il significato geometrico dell'angolo %, come
inclinazione del vaggio della congruenza pseudosferica sulle geodetiche
parallele f == cost.b di S,

Le formole (45) non sono altro che le formole per la trasformazione
di Biicklund (cf. vol. II, § 878); e goltanto qui per lines coordinate, in
luogo delle linee di curvatura di 8, sono prese le geodetiche di un fascio
pavallelo e gli oricicli ortogonali,

§ 51,
Paragone colle proprieth generali delle trasformaziont B,.

Le trasformazioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche sono
cosl nuovamente ottenute come caso particolare delle trasformazioni ge-
nerali By, B istruttivo osservare il significato delle principali proprieta,
segnalate per le trasformazicni B,, nel caso attuale particolare ; ritro-
viamo cost proprietd ben note delle trasformazioni di Bicklund.

1.° Sappiamo che sulle due falde focali 8, S, di una qualunque delle
nostre congruenze si corrispondono le linee asintotiche ed inoltre i si-
stemi coniugati permanenti (§§ 81-84). Ora per una superficie applica-
bile sulla sfera (reale od immaginaria) il sistema coniugato permanente
& quello delle linee di curvatura che si conserva ortogonale (coniugato)
sulla sfers,

!) Cid del resto st verifica anche subito, avendo rignarde alle equazioni di
Codazzl :

k) 3(as) _

* 3
Ay 3(aty
I B R

e all' equazione di (Ganss
bt (84° — A7) = 1,
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Ricadiamo cos! sulla ben nota proprieta :

Le trasformasioni di Bloklund delle superficle pseudosferiche conser-
vano le lince asimbotiche ¢ le lines di ourvatura,

L' ulteriore proprietd della trasformazione di Bicklund di conservare
la lunghezza degli archi delle asintotiche appartiene solo a questo caso
particolare e non ha riscontro nells trasformazioni generali B, delle de-
formate delle quadriche.

2° La logge d'applicabiliti delle due falde focali 8, 8, di una delle
nostre congruenze generali W & data, come sappiamo, dall'affinita d'Ivory,
Come si interpreta questa proprieta nel caso speciale pseudosferico? Qui
dobbiamo osservare in primo luogo che le due falde focali 8 , 8 non
sono pitt applicabili in un solo modo (in un numero finito di modi) ma
esistono «* applicabilitd di 8 sopra’8,, poichd queste superficie hanno
la medesima curvatura costante, L'affinitd d'Ivory fra le due sfere con-
centriche

4yttt 1=0
B+ +a+sento=0

dard qui una fra queste «® applicabilitd.
Le formole effeftive di corrispondenza

% =T8ONG, Y,==ySEN G, & == FSN O

fanno corrisponders due punti di queste sfere sul medesimo raggio. Se
la superficie pseudosferica S si applica sulla prima sfera, di centro 0,
il segmento focale FF;==cos ¢ diventerd un segmento MM, tangente
in M alla ‘prima sfera o terminato in M, alla seconda.

Il punto M’ sulla prima sfera corrispondente nell’ affinita @' Ivorya

M, sard nel piano OMM, e chiamando«?l’ angolo (puramente immagi-
nario) MOM' avremo

coso——-—itang(%)atanghs.

Ne risulta la proposizione seguente :

8e 8,8, sono le due falde focali (di curvatura costante = — 1) di una
congruensa pseudosferica col segmento focale FF, di lunghessa costante
== €08 0, -8i olliene una delle leggi dapplicabilite fra S e 8, nel modo se-

10
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guente. 8i prolunghi geodeticamente sulla superficie 8 & segmento FF, dé
una lunghessa geodetion costante ¥F, =3 tale che

(47) tangh §=cos o,

I punto ¥’ a cui si arviva sard il punto di 8 che nella detta apyli-
cabilita corrisponde a F,,

Questa & precisamente la costruzione data sl § 382 delle Lezioni
(vol. II pag. 410) e dedotta dallo studio delle reti di Tchebychsf sulla
pseudosfora, Qui essa appare come una semplice conseguenza dell’affi-
nita d'Ivory, che splega altresl la formola (47)Y).

Osserviamo poi che, dalle nostre formole generali d'applicabilita (89)
§ 36, possiamo dedurre quelle del casd attuale pseudosferico sotto forma
reale, Basta infatti porre nelle dette formole .

e b o1
o ponendo
th=o +if, vy=a, —iB

si trova subito per le formole cercate

___asns
H= T om0 cosp
(48) .

« 08 0 8en ¢

T—cosscosg’

f=f+ 9

1) In effetto questo caso particolare gis noto & stato per 1'A, il punto 4l

partensa per risalive alla legge d'afinitd d' Ivory nel caso gonerale,
%) 81 osservi che, eliminando ¢ fra le {48), sl ottiene

R P Rt

Interpretando («, f) come coordinate cartesiane ortogonali di un piano, si ha
precisaments la rappresentazione conforme (stereografica) della superficie pseudo.
sferica sul piano, che abblamu studiato al Cap. XII delle Lesioni (vol. 1§ 174),
Per a, B fisse I' equazione superiore rappresenta nelle coordinate variabili «,, B,
un cireolo che non taglia (in punii reali) la retta «=0, ciod sulla pseudo-
sfera un cerchio a centro reale e precisamente col centro nel punto (e, ). Cal-
colando il suo raggio geodetico & dalla formola & pag. 895 del vol. I

]
1 b sno 1
by e e o83 !

al ritrova nuovamente la formola (47), di cui abbiamo cost una seconda verifica,

[ <
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Queste formole d'applicabilita diventano illusorie nel caso speciale
o =0 della trasformazione complementare, poicha allora tutta la regione
reale di 8, verrebbe sopra 8 allontanata all infinito, In tal caso sf os-
sorvi che le (45) ri riducono alle

O seme Jdp 1l-cosy
" a "éﬁa [

o integrate danno

1 o to
tang2q> = T—F (c cost.b) ,
I raggi della congruenza inviluppano allora un sistema di geodetiche
parallsle, in particolare per la soluzione ¢ =0 (¢ = ) le geodetiche
stesse P == cost.te,

§ 52,

Trasformazioni B, delle superficie applicabill
sull’ellissoide immaginario.

Alla sfera immaginaria (§ 49) sostituiamo in generale I'ellissoide im-
maginario

S P
atyptyti=o

Esistono parecchi tipi di ds* roeali, definiti e positivi ridueibili al ds®
di questa quadrica !). Ma noi ne considereremo uno solo, quello che si
ottiene cangiando nelle formole del § 16 per I' iperboloide ad una falda
@, b rispettivamente in ia, b ed assumendo le variabili % , v complesse
nuovamente coniugate; per a=b=¢ si ottiene il ds* della pseudosfera, E per
le superficie reali S con questo ds* cercheremo le trasformazioni reali B, in
supetficie della medesima classe. Intanto si osservi che EG — F* deve
qui risultare reale negativo (¢f. § 48), e poichd dalla (59%) § 16 (pag. 47)

EG — Ftes 4 P8 (1 —0) —8'¢ (1 + uo) —a'* (4 —o)!
- (4 o)°

%) 1l Peterson nella memoria citata nolla nota al § 40 ne enumera nove di-
versi [m. ¢, § II}.
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ne risulta
{49) ' (w—v)t + Pt (14-uo)f > a* B2 (1 —u o),

Prendiamo ora la costante % reale positiva © minore di ciascuna
delle tre
a B,
¢ poniamo

A=V =k, ¥ =Vi"—Fk, ¢ =VF—k;

a\¥,¢ saranno reali (positive).
8ia S una superficie reale della classe considerata o cerchiamo se
le trasformate S,

m,aw+l%+mgecc..

mediante la B, , possono essere nuovamente reali e della medesima classe,
In tutte le formole del § 16 relative all’iperboloide ad una falda
dobbiamo cangiare

a,b,d, ¥
rispettivahente in

ia,ib,id W,

cid che lascla invariati i rapporti % , % . % Cosl e formole (67) § 16

(segni superiori) restano formalmento le stesse o la medesima cosa ac-
cade per le formole d'applicabilita (89) § 20.
Le condizioni imposte alla 8, si traducono nelle due equazioni (cf, § 48)

=
=W

=l e

le==m , o0

Py,

Nel solito modo del § 43 si prova che la prima & una conseguenza
della seconda, e questa, ponendo ancora

1—sen@
cosf °?

==
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prende la forma bilineare in \,A

(50) MR 4+B\+ B+ 0=0,

con

;[—} 1+uu)+g-,(1-uv)] , c—_-;i,[a,"- (1+uv)—§,(1-w)]

*
( #“—'i[u——v+b,(u+v)] ) §='-(?a~:r u-—v~§(«+0)]~

9-.

I coefficionti A, O sono reali e B, B complessi coniugati; il deter-
minante

BB—AC= d,——bk,,—é,—, a%e® (4 —0f 4 B¢ (1 -+-uv)f — a*B* (1 —-uv)’]

d positivo per 1a (49), essendo &>0,
Resta solo da combinare l'equasione in termini finiti (60) colle equa~

zioni differenziali per A, Ma se si osservs che qui

a6 =)' + B (1 + w0 — B (1 — o)’
- abe (6o

& reale positiva, e si pone
p=R*, V;=R '

le equazioni differenziali per ) prendono la stessa forma (32) come al
§ 48 o le verifiche per la completa integrabilitd del sistema procedono
nel medesimo modo.

Dunque: Ogni superfivie veale S della classe considerata, applicabils
sull'ellissoide generale immagimario, ammette ©* trasformasions reali B,
che la cangiano in superficie 8; della medesima classe,

81 noti che lo superficie S della classe attuale risultano applicabili
sopra superficie di rotasione quando =35,

Be nello stesso tempo a==b<Ce, per superficio tipica di rotazione
si pud prendere il catenvide aocorviato (vol. I §§ 269 e 390) o le tra~
sformazioni B, delle sue deformate vengono & collegarsi colle trasfor-
mazioni di BHcklund delle superficie psendosferiche.

150 CAPITOLO 111, — § 53

In fine 86 a=b==¢ ritorniamo alla sfera immaginaria, le superficie 8
gono le peeudosferiche o leo trasformazioni B, coincidono colle trasfor
mazioni di Bicklund (§§ 49, 50).

. § 58,
Trasformazioni B, per le deformate del paraboloides %+’§=2iy.

Nei casi .sopra considerati la quadrica Q fondamentale era bens) im-
maginaria, ma con equazione & coefficienti reali. Qui vogliamo ancora ad-
durre un esempio in cui I'equazione stessa della quadrica Q & & coeffi-
cienti immaginarii e scegliamo il paraboloide

i

2 9
pTg= t

con parametri ip,ig puramente immaginarii, avendo inoltre p,q il
medesimo segno, per es, il positivo,
Indicando con «,p due variabili reali, le formole

(51) o=Vpa yo=Vap so=——i°%"£g

definiscono una regione del nostro paraboloide il cui ds* €
(52) ds*= (p— o) da* — Sofdu d3 4 (¢ — ) dp*

& reale definito e positivo purch® sia soddisfatta la diseguaglianza

(68) 24— —qa’>0.

Consideriamo le superficie reali S con questo ds* o cerchiamo le loro
trasformazioni reali B, in superficie S; della medesima classe.

Basterd applicare le formole generali relative al paraboloide iper-
bolico (§ 5) colle considerazioni seguenti, Precisando i sensi delle radici

quadrate V7, V=3 col porre

— —4
(54) Vi=1ltt ymaod .
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faccinmo il canglamento dl variabili
(88) wtv=V=i.a, u—o=Vip;
le (61) diventano |

Zo=Yip @+1) , o=V "ig (4—1) , %=2uw

e coincidono colle formole (7) § 5 (pag. 11) ove Vp, Vg siano cangiate

in Vip, ¥ —ig. Notiamo poi che, & causa delle (54), le variabili u,v
sono assoggettate a soddisfare le equazioni

(56) =iy V=1iu;

vicoversa se queste hanno lnogo, le variabili «,§ definite dalle (55) sono
reali.

Cid premesso, prendiamo Ia costante % puramente immaginaria (po-
sitiva)

h=ik,
con ¥ positiva e minore delle due quantitd p,g, sicch® ponendo
(67 f=p—¥ , p=gq—¥,

saranno p', ¢’ positivi,

Abbiasi una superficie § reale d'slemento lineare (52) e cerchiamo
di trasformarla mediante Ia B, in un'altra superficie 8,, dats dalle
solite formole

o o
w,=w+l§“e+m§; e0¢.,

che sia reale o della medesima classe.
Nelle formole del § 6 dovremo cangiare

Ve, Ve, V7, V2 .k

rispettivamente in

V?’Z‘: V““’.QQVTI?1V:Wsws
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onde lo (18) del detto paragrafo (pag. 18), coi segni superiori, diventano

+3 V@ -V)

O V= Ve + VRO -V + VT (Vi VO

+ s (V& +V7d)

W=2\[Vpg— Ve @+ oM+ Vg i—o)].
Lo formole d’applicabilit (45) § 11 (pag. 82) si scrivono

= Y @+9) + Vg (4—0) — Vg (4wo-+il)
(©9) 2[Vod w—0)r — Var' @+ + V]
1
Y == e,

2

Le formole (56) dimostrano che la superficie trasformata 8, sard reale
solo quando sia

l=im , m={l,
ossia guando si abbia

.V

(60) =1 W .

gl

La condizione poi che Ia S, abbia il medesimo elemento lineare della
8 si traduce in questo che le nuove variabili %, v, definite dalle (59),
soddisfino alle (56), ciod sia

(61) Ty u=2 ithy ,

Ed ora basta applicare il procedimento pilt volte usato, a comimciare
dal § 43, '
La (61) d&

7 [Vod o) - Vol o+ o)A+ Vg
i [Var (w94 Vo w—o)] + Vg (K —diug) 2’

U= 2(Va ~ V3O -2 (Var— Vi )% (V@ + Vi)

e
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clod Ia relazion bilineare fra A, X

(63) AN 4B +Br Y 0=0,
ove si ponga:

. ANA=Vpg (K —diu , C=—4Ypg
@) Yo ( ) Voo

B=Vap (+0)—Vog (s—v) , B=4VYgp u+0)++Yad @w—v).

Lo (66) dimostrano che i coefficienti A, C sono reali ¢ B, B com-
Plessi conlugati; inoltre pel determinante BB—AG, & causa delle (57),
8i ha

BB — AC=i¥ [p(w—0)'— g (u-+9)'—ipg ] =¥ [pg— pf* —qo],
8 perd
BB-AC>o0.

Le equazioni differensiali fondamentali (I) § 27 (s=+1) diventano
qui

M Vegy i

=gV wvﬁ(bvﬂm
4 a 7 3

i YPly % gy

5= 7 U WV.}.I(DU+D"V),
con

H=pq +ip (6 —v)* —ig (44 0)* = pg—p* — ga®

regle e positivo,

Per scrivere lo equazioni coniugate delle (64) occorre osservare che,
essendo la superficie S reale, sard pure reale la sua seconds forma fon-
damentale

Ddw' -+ 2D'dudy 4- D'd#,
cid che, per lo (86), equivale alle relazioni
D=—0,F=—D, =~—D,
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Dopo ¢id, cangiando nelle (64) ¢ in —3, otteniamo

(B _Vag, 1 _pg.io
2¥VH

(04" . ;

GA_ P4+ 1 ¥y ! €

8i verifica facilmente, nel solito modo (§ 43), che lo equazioni diffe
renziali (64), (64*) insieme alla equazione in termini finiti (62), formano
un sistema completamente integrabile, tenendo conto delle identitd

V_.W_ . A4B

w +B’

==1{

o=

= if=]
<

che seguono dalle formole precedenti,
Abbiamo dunque il risultato finale:

Ogni superficie reale 8 applicabile sul paraboloide immaginario

%+gj = 218 (@elemento lineare (62)) appartiene come prima falda fooale
ad w* congruense rettilinee reali W, lo oui seconde falde fooali sono Ssuper-
ficie 8, della medesima classe,

1 notevole che lo attuali trasformazioni si conservano qui anche nel
caso del paraboloide rofondo p=g, mentre osse spariseono pel parabo-
loide rotondo reale (§ 42).

La classe di superficie applicabili 8 corrispondente & precisamente

. quella delle evolute delle superficie W di Weingarten col raggi principali

di curvatura r,, », legati dalla relazione

" —ry= E%senwp(ﬂ-l—r,)] Yy,

{) Per dimostrare l'asserzlone nel testo si osservi che per p=q si ha

ds® = p(da* -+ df*) — (ada - pap)t ,

@ slecomo o382 <p, sl faceia il cangiamento di varlabili
a=V}3wswcoa? y B=Vpeoswseny,

con che

dst en p3{gent wdu’ 4- cosd o dyd),
Quests & procisamente la forma dell’elemento lineare per le evolute delle su.
perficie di Weingarten (cf. vol. I, pag, 299).

:‘ P EEEA— ]
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8i sa che Weingarten ha determinato in termini finit questa classe
completa di superficle applicabili fino dal 1861 (Lezioni vol. I §186) e
Darboux ne ha dato poi un’elegante costruzione geometrica per meszzo
delle superficie di traslazione a curve generatrici di torsioni costanti
eguali o di segno contrario (vol, II § 245),

Dalle nostre ricerche risulta ora l'esistenza di classi di congruenze

W colle’ due falde focali appartenenti & questa classe di superficle ap- .

plicabili,

CariTOoLO IV,

——

o Il teoreme di permutabilitd ¢ le sue applicasiont

§ b4,
Considerazioni preliminarl sul teorema di permutabilith,

Gl studi sulle deformate delle quadriche che abblamo esposto fin
qui ci hanno condotto a costruire per ogni classe di superficie applica-
bili sopra una quadrica fondamentale Q, di qualunque specie, una teoria
perfettamente analoga, nelle sue parti fondamentali, a quella delle tra-
sformazioni di Biicklund delle superficie pseudosferiche, che ne & d'al-
tronde, come si & visto, un caso particolarissimo, Ma se ¢i facciamo a
considerare il vantaggio cosl ottenuto per la ricerca effottiva delle su-
perficio della classe, ossia per I'integrazione della corrispondente equa-
zione & derivate parziali del 2.° ordine della applicabilita, vediamo che,
al punto attuale, manca ancors quel perfezionamento dei metodi di tra-
sformazione, che per il caso delle trasformazioni di Bécklund delle super-
ficle pseudosferiche ci venne fornito dal teorema di permutabilita (vol. IT
§ 383 & 386). '

Data una superficie iniziale S applicabile sulla quadrica fondamentale
Q, se vogliamo determinare offettivamente le sue o' trasformate cone
tigue 8, per una trasformazione B,, abbiamo da integrare un’equazione
(a differenziali totali) del tipo di Riccati, di cui, nota una soluzione
particolare, 8i trova la generale con quadrature, Cos), conosciuts wuna
trasformata contigua S, si avranno tutte le altre con quadrature. Ors
ge di una qualunque di queste 8, cerchiamo alla sua volta le trasformate
contigue, fra questo troviamo la primitiva 8, e le altre si hanno quindi
con quadrature; e cosi via, applicando indefinitamente il metodo di tra-
sformazione. Cosl adunque, al punto attuale dells nostra teoria, ogni
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nuova applicazione del processo di trasformasione richiede sempre nuove
quadrature,

11 perfesionamento che vi arrecheranno le ricerche del presente Ca-
pitolo dipehdono, dal punto di vista analitico, della proposizione seguente:

Supposto di avere integrata la prima equavione di Ricoats perla tra-
sformasione B, , per un valore arbitrario della costante k, tutte le successive
equasiont di Ricoati sono insieme integrate in termint finiti, e 'applicasione
successiva ed illimitata del processo di trasformasione non richiede pits altyo
che calooli algebrici e di derivagzione,

Geometricamente poi i risultati enunciati si appoggiano sopra un
teoroma perfettamente analogo a quello di permutabilitd per le trasfor-
mazioni di Biicklund delle superficie pseudosferiche, che possiamo enun-
ciare sotto la medesima forma;

TROREMA DI PRRMUTABILITA, — Se dé ung superficie S, applicabile sopra
la quadrica fondamentale Q, si considerano due superficie trasformate con-
tigue 8, , 8, per meseo di due trasformagioni By, , By, o costanti k, , k, diffe-
renti, esiste una quarts deformata 8 della medesima quadrica, che si
trova rispeitivamente legata a 8, ,8, da trasformasioni By,, By, colle oo~
stanti invertite. Note le ire deformate 8,8,,8,, la quarta 8' & perfetta-
mente determinata e costruibile in termini finiti ®).

Per dimostrare questo teorema e stabilire lo formole relative, noi
comincieremo dallo studiare le proprietd relative al caso particolars delle
deformate rigate delle quadriche, o da questo poi risaliremo al caso
generale, '

Qui osserviamo ancora che, in ordine all'enunciato del teorema stesso,
Bi arriva dalla § alla §' sis eseguendo prima una B, che da § conduce
ad 8,, poi una By, che trasforma 8, in S, ovvero, passando prima con
una By, da 8 & 8, indida 8, a 8 con una B;,. Esso stabilisce quindi
che per la composizione di due successive trasformazioni By vale una
sorta di permutabilitd, onde il nome dato al teorema.

§ 5.
Nuove proprieth dell’affinits &’ Ivory.

Comincieremo Ia nostra trattazione dal caso delle deformate rigate
del paraboloide iperbolico & prima, seguendo un procedimento che pid

4) V. pitt avanti, al § 66, la costrusione effettiva,
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volte ci ha servito nelle ricerche precedenti, studieremo il caso nel quale
la superficie iniziale S si riduce al paraboloide P, e ls due trasformate
contigue 8,, 8, si restringono rispettivamente a due generatriet NG
dei paraboloidi confocali Ps,, Py, ; dimostreremo che in questo caso la
quarta superficle 8' del teorema di permutabilitd & data dal paraboloide
stesso, trasportato in conveniente posizione nello spazio. Le proprietd
da dimostrarsi si riducono allora a semplici proprietd della corrispon-
denza d'Ivory fra i paraboloidi confocali, delle quali dobbiamo in primo
luogo occuparei,

Siano g,9,,g. tre rispettive generatrici dei tre paraboloidi confo-
cali Py, Py, , Py, e supponiamole qui senz’altro tutte tre appartenenti
al primo sistema (v).

Se, colle notezioni del § 5, poniamo

n=p—k, q=q+hk
B=p -k, =g+ ¥

ed indichiamo rispettivamente con A, , ;i valori del parametro A ap-
partenenti a ¢,9,,4., le equazioni di queste tre rette si scriveranno

~ ¢1==)\1V5 C1+V_E
m=lﬁ5+‘¥% l 2k
9) _ 9 y:==hﬁ€;~¥%
y=k\’§z—-—¥%
\ '
31"—'-‘-c1+§'
P
%“MVI’:C:‘*“{&‘
o v Va0, — Y2
#,::C,-}--’-;!.

L'affinitd d'lvory fra i ﬁaraboloidi confocali Py, , Ps, fa corrispondere
ai due punti M= (2,9, 2), My = (%o yo.85) di Py, , Py, rispettivamente
due punti di Pg,, P, che indicheremo con

Mi=@E5%), =G,
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Mentre M, descrive Ia genvratrice g, di Ps,, il punto M, descrivers
8u Py, una generatrice §, corrispondente (per tratti eguall); e similmente
alla g, di Pg, corrispondera su Pi, una goneratrice . Per le formole
dell'affinitd d’ Ivory (§ 11), lo equazioni di queste due nuove generatrici
1> §r sono

§1=)‘1VECI+“\2{%' ‘Ez=la\/;?:c: +'¥%
i fi=nVE ...g_g. 7 g,:wm..\g.(__g:
ix=cx+7§"‘ fi.::r(,—f-g-!.

Sappiamo dal § 14 che esiste un movimento rigido M, pel quale la
coppia di rette (g,,gs) col loro punti M., M, si sovrappone alla coppia
(71,75 d ai punti corrispondentt M, , M, .

Considerjamo ors Ia quadrica determinata dalle tre rette 9101 93
cho diremo la quadrica (g,4,.g,). Essa ha & comune col paraboloide P,
la generatrico g o nessun’altra generatrice, come 3 facile intendere Y
priori & come risulterd confermato in seguito dal ealcolo, La prima pro-
Posizione che andremo a stabilire sard la seguente: S s wssoggetta la
quadrica (9 , 9, 9s) ol movimento rigido M ; che trasporta la coppia (g, , go)
nella coppia (3, , Gy, essa tagliers amcora, dopo i movimento, il parabo-
loide P, in una ed in una sola generatrice g del primo sistema,

Cominciamo dall'osservare che le generatrici del secondo sistema
della quadrica (9, 41, g) segnano sulle rette g, , s coppie di punti M;, M,
che generano due punteggiate projettive ; ad ogni punto M, corrisponde
cost un determinato punto M, di g,. Questa corrispondensa (projetti-
vitd) sard analiticamente espressa da una relazione bilineare fra &y, &,
sia

(1) A(:G+B¢1+"CC:+D=O'

Vogliamo anzi tutfo calcolare, in funzione di A ,);,2 i coefficienti
A ,B,C,D. Basterebbe per questo esprimere che ogni congiungento
M. M, si appoggia alla retta g, ma per lo scopo nostro & pid utile pro-
cedere nel modo seguente, Alla coppia di punti M, M, facsiamo corri-
spondere quel punto M==(zy 4) di g, ove il pisno di questa genera-
trice e della retta M, M, tocea il paraboloide fondamentale P..
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Scrivendo che il piano tangente in M== (v y#) a P, passa pel punto
M, = (&, 4)), abblamo la equazione

»ey  Yh
=T g g
? ¢ +a,

che, per lo equazioni sopra scritte di g, g, si traduce nella relazione
bilineare fra ze;:

(Ve ~ Va6 (Ve Vi) g~ Vil +
— —1, . Van—Vra, &
+ [(\/qm- Vra) %—Vm] G+ y—qﬂf;gxyg’-—— 3 Vee=o.
Similmente avremo fra # ¢ §; l'altra relazione
|Va~ Vomho. o (Va+ Vi) o~ V] o+
+ (Ve Vem) 3y~ v Y Ve ey,

ed, eliminando fra queste due la , ne risulta la relazione bilineare cer-
cata (1) fra §,,C coi valori seguenti pei coefficienti A, B, C,D:

A= (Veg— Vaas)hm+(Vam— Voo) Mo+ (Vi — Viz)

B=(Vaput Vo0 g + (Vam+ VaD) 35— (Voo VoD +
+ R (Vr— Ve n Ve

@) { O=—(Vamirt Vo) g5~ (Ve Vi) 3y + (Ve + Voo 3 ~
~ B (Vaa— VEu) b+ VrE

pVit—Vog, Vei—-Van , Voo —Vi ,

LYWW 42 42\
A —k;
+ 1 (Ve Vo0) g=—h (VER+ Voo - + 255 Ve,

8i osservi che, scambiando fra loro gli indici 1 ¢ 2, i coefficienti
estremi A, D cangiano segno, i medii B, C si permutano cangiati di segno
o la relazione bilineare (1) resta invariata, come era prevedibile a priori.
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g 560 .
Determinazione della quarta generatrice o,

Per dimostrare la proposizions enunciata al paragrafo precedente,
siccome la quadrica (g,4,,g,) dopo il movimento M diventa il luogo
di tutte le congiungenti M, M,, dobbismo provare che esiste una ed
una sola generatrice ¢’ di P, appoggiata a tutte queste rette M, M,. In-
dichiamo con V' il valore incognito del parametro A per questa genera-
trice ¢, e cerchismo di determinarlo, Siccome lo equazioni dells rette
1, 9, 8l ottengono (§ 55) scambiando % con k; e conseguentementse g,
con s, ¢, con gg, noi esprimeremo la condizione che la retta g’ sf ap-
poggi & tutte le rette M, M, medisnte la relazione bilineare

™ AGL+B L+ ClL4 D =0,

dove i valori di A, B, C, D' si ottengono dai valori (2)di A,B,C,D
cangiando in questi A in A’ e scambiandovi %, con %, , p, con g, e ¢, con

gs. Le due equazioni bilineari (1) e (1*) debbono coincidere ed il no- -

stro teorema sard dunque provato se dimostriamo che esiste uno ed un
solo valore dell’ incognita A’ che soddisfa simultaneamente alle tre equa-
zioni

@ ATBTT0TD

Indicando coné)—;:,t il valor comune dei quattro rapporti (3), ove {
sard una nuova incognita, e ponendo ancora
(4) §=2)%, g==2%,

le condizioni da soddisfarsi si traducono nelle gua#éro seguenti equazioni
lineari per le tre incognite £, %,¢:

©) (Vi Voz) b + Vot~ Ve | 6+ (Vi ~Vahrens
+{[(VaB—VER) o+ (Ve —Van)h |1 + (Vo= Vit =0
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N I R
+ VR + (Vo Vi) . +
[0V ViR V= VD]t~ [a Vi (Vi Vo
+(Vam+ Vaa) Wt =2 (Vi Ve,
(5 [ko(\/pqz Vao) b h+ (Vape+ Vp.tb)] [ 2Vpgh +(Vear+ VEE)M]H
][ OV~ VR0~ (V4 Vo o+ [V (Ve + V) i
= (Vap-+ Vo) ] =— 3 (Vi Vaz)
® [Vt Vet~ (Vo Va4
+ 20 B (Vinh + (Vi Vel +
| [ Vet Vaodh -1 (Va4 Vazo e

* 108 Vi + (Ve V@) (Vo Vb + (Vap~ V) M|

=2(Var—Vao)h + 3(Vam—V35) .

Noi dobbiamo dimostrare che queste quattro equazioni lineari in §,1.¢
ammettono una ed una sola soluzione per la quale risulta inoltre, con-
formemente alle (4),

T=2§,

Cominciamo per cid dal prendere lo prime tre equasioni (5,), (5,),
(65) o risolviamole colla regola di Cramer ; avremo

A A A
© t=gi=F =7

Per calcolare i valori dei determinanti A s 81, 4, A introduciamo lo
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tre seguenti quantitd L, P, N

L =(Vpai—Vam)h + (Vaps— Vo) A,
P ={Vap— Voa)\ + Var—Vam) &,
N=(Vep + Voa) ~(Vap + Voa) +

+ [ (Vs V) (Vs + Vi) - (Vi Vi) (Vo Vi) v,

e poniamo inoltre

8) h.._..,_L( a: + Vo) ““(VQP-*FVP%)
Yoos—Voigs

Osserviamo che si hanno le identitd, facili a verificarsf,
_. (Vs + Vo) (Ve + Vig) — 2 Voa (Ve V)
VI‘QI'*“ V!IP:

o (Vi + Vi) (Vi Vi)~ 3 VR (Vi VA |

Ve~ Vam
Tenendo conto di queste identitd ¢ delle altre
kh(Vapet Vra) _ b(Vapi+Vrg) _ (Vaot Vo) Vam+ Vre)
Veo—Van, Voo —Van rt+g
si vede primieramente cho la quantity N definita dalla (7,) pud anche

seriversi

® N=h (Vq 7~ Vo) [1 +Vepi—Va) (Van— Vpas), M] ’

Pty

e pei valori cetcati di A,4,, 4,4, risulta, dopo alcune rldnzioni ele-
mentari,

)
a=2Jon _ppy, Al—ﬁkhl.[L7~+(Vl’sz VM-)M"']

@)

(10) (A..-:zxov.[Lu(\/E{.—-Vq‘J.)m.]. (NA—AD),

Agf-‘: iad 2)\113 [hLP*{-(VFﬂ;M Vé—gpg))s;)\g N] ’
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E intanto evidente di qui che si ha

ossla v =2&, come si era asserito.
Resta ora soltanto da verificare che i valori cos) determinati colle
(6) per &,n,¢ soddisfano altres) la (5,), ossia che sussiste 1'identitd

(Ve + V"Eﬁ‘ﬁ” Vepy, 4 3 - 1) VE b (Ve ~Vo:z)| &y +

i( am+ V.P_q—l)(vqps + VP%) L [2 (ks - B ‘/qul Ayt (VQIPx V““' ];\“P‘Aa"

r+4a
—2LA=0,
Sostituendo qui § valori (10) per A, 4y, Ay, Ay, 8i ba nel primo mem-
bro un polinomio di 2.° grado in A, i cui coefficienti, come facilmente
si verifica, sono identicamente nulli.
La proposxzxone enunciata risulta cosl dimostrata ed abbiamo di pid
Ia formola effettiva che d& il valore cercato di N

v 18 LI+ (Vg — qul’!))‘l
(109 N=gg=h NA—hP

Sostituendovi per L,P,N i valori effettivi (7), (9), abbiamo la for-
mola definitiva

o o VBNV BATIN p + (Ve
== @ '
dove 8i & posto:

p+q

+ (Voar—Vap)h+(Vapi— Vg s
8e in queste sl fa k=%, indi py=p,, g1=g;, ne viene semplice-
mente N'=A o la generatrice ¢’ coincide con g stessa. Ne risults appunto;
come avevamo asserito al § 55, che la quadrica (g,9;,9,) ha a comune
col paraboloide P, la sola generatrice g.
Osserviamo poi che 1a formola (I), ridotta & forma intera, assume
la forma quadrilineare in A, ), 2,

@) (Voo Vagn)| Ver= V) (Van— Vo) AR A+

r+q
+(Vam— Vo) (¥ +22) + (Vagi— Vap) Ge N+ 1) = 0.,
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Essa non varla sia scambiando /£, con % e A con X, sia scambiando
fra loro A 29 @ A con X, proprieta di cui & facile rendersi ragione a prior,

§ 57.
Birapporto costante delle quattro vette g, 7,0, .

Consideriamo il movimento M~', inverso di M, che trasports la
coppia (f, 7s) nella primitiva (5, gs) © quindi la quadrica (¢/, 7, 7) nella
@91, 95). Esso trasporterd la generatrico ¢/ su quest’ultima quadrica,
in una certa posizione che indicheremo con 7. Le quattro rette

9999, g' [] .
come generatrici di uno stesso sistema sulla detta quadrica, formeranno
fra loro un certo birapporto
Re=0,9,9,9.
Noi vogliamo dimostrere la semplice ed importante proprietd :
i birapporto = (3., 91, 9,9) & costante (indipendente da X )\ ,)y)
e precisamente eguale ol rapporto%—:delle due costanti by, ks,

Caleoliamo effettivamente il valore di 8.
Una qualunque delle congiungenti M, M; incontrer le due rette g, §

in due punti che indicheremo rispettivamente con N, N, ed avremo

R=MMNN.
Indicando con m,# i rapporti semplici dei segmenti
MN _ MN
M= —, M=,
N NM;
sard
== g .
m

Ci basterd calcolare m, poichd un semplice cangiamento nelle nota-
gioni dard il valore di 7.
8¢ X,Y,Z denotano le coordinate di N, avremo

"y - o wy: -+ U i
K= m+ 1 » Y= m 41 1 &= m-1°
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Ma poiché il punto N & sopra g ed i punti M,, M; rispettivamente
80PTS g1, gy, dalle equazioni di queste tre rette (§ 55) si traggono le due
equazioni per m

()'x VEC:+V‘)+NVEC1+ Va AV (Cx+")+51+2+vp

w1 P31 T
Va ~  Ya B, R

( Vot - 43 )4‘7‘!\/%%*?&- v m(ﬁn+‘§“)+ﬁ+-§—yj
”'+1 | m+1 2’

onde deduciamo per m la doppia esp'ressione'

(k Vo-nVp)t+ 2E VP V-‘ kx)\\/? ( Vfl“"\x\/m)ﬁ'i'v— VE%’ L/ 8 YF

K 2k2 25 2

VR YE Y b (MV%1V~)5+\2/§ Yo buyg

L eguagliare questi due valori di m conduce, come & naturale, nuova-
mente alla equazione bilineare (1) fra {; e {;. Possiamo utilizzare questa
doppia forma del valore di m per semplificarne l'espressione. A tale
oggetto moltiplichiamo i due termini del primo quoziente per VE , quelli
del secondo per Vp e sottragghiamo; ne risulta

(VE—-\/E))\,C,MM+@

(11) m= -
(Vaps — Vog) uta + _\f@_ﬂ/ﬂg l’{;ﬁ

Ora per avere il valore di 7% si osservi che, indicando con N’ il punto
ove la M; M, interseca la g/, avremo
My
N' Mg
poichd il movimentoM sovrappone M,, M,, N rispettivamente a M, M,,N’.

Ne risults che il valore di 7% si deduce da quello superiormente calcolato
per m semplicemente scambjando %, con %, indi p, con p,e ¢, con ¢,
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e canglando ) in N'; dungue

(Vra— Ve, — Vit Vo | o
(Ve — VI’!I!)MC:-}-M V

Dividendo 1a (11) per 1a (11%), si ha dunque pel cercato valore di @

(11%) 1 o=

Vem — Vpgl)x,c,+V~+VMx VTE

z(qu:—qu.)A,c,-pl@ﬂms_@ X

N
Yo+ Voo,  Vmq
(VEZ——\/E)A.& VotV Vi
Ora 'squaszione bilineare (1) ¢ da
BL+D
b =—&T6’

e poichd @ & certamente indipendente da ¢,, possiamo caloolarne il va-
lore dalla precedente facendovi per es.

B

b=, e == — %,

onde segue

Va -Vr, (V—ﬁ{“‘*/‘p“@“ 27?—4 A+ (Vra—Vap)r. 2B

= i _ I____ — — T .

Vaps - Vg, (VQP:IVW:_2V_;?:Q)A+(VPE_V%)M.QB
Ricorriamo ora al valore (2,) di A, che per Ia (7,) pud seriversi

A=A+ (Voig— Vo) Wb,

e quindi per la (10%)

A_ MA—iP

¥ PRt
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cosl abbiamo
oV Vim, (Var+Vag)A+(Vog,— Vap)¥. 2B -2 Vg 2 7 (NA—hP)
Vq"’ Vra (qurl» Voa—2 Vg A’)M(\/me Vag)¥i.2B

Per dimostrave la formols enunciata

conviene verificare I'identitd

HV B~ Vo (Va+ VED)A-+ (VAT < Vi 282 YL o) -
=h(Van— Vam) | Vit Vom) -2 Y20 4 (Vig—Vai. an).

Ora se si osserva che identicamente

B(Var—~ Vo) (Ve +Vag) = b(Van— Vo) (Voo + Vg,

la precedente, moltiplicata per %, resta
2

[8:(Vare—Vra)' — b (Vap— V70.)') 220, B +28,V 5 (F gps— Vo)A +
+3h Va(Vag—Vam) (1) =o,

Basta sostituire qui per A,B,N,P i valori (2), (7) per verificare
che si ha nel primo membro un polinomio di 2.° grado in A identica-
mente nullo, Il nostro teorema & cosl dimostrato.

§ 58.
Conseguenze — Il teorema di permutabilith al limite.

Dai risultati ora ottenuti deduciamo alcune consoguenze che yengono
in sostanza & dimostrare il teorema di permutabilitd nel caso limite,
indicato al principio del § 65, ove la superficie 8 si riduca al paraboloide
P, e le due trasformate S,,8; si restringano rispettivamente alle due
generatrici g,, 9, di Py, Py,.

Se facciamo percorrere alla generatrice g il paraboloide P,, tenendo

- -

e
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fissi A1, 3 o rendendo variabile A, I'altra generatrice g percorre proiet-
tivamente !) il paraboloide stesso, e la quarta retta § percorre il pa-
raboloide congruente, che indicheremo con P'y, in cui si trasporta P, pel
movimento M. Ma abbiamo visto sopra che le quattro generatrici

61199, 9) della quadrica (91,4, g) formano il birapporto costante %

Se consideriamo dunque I'omografia biassiale ® di cui g, , g, sono le due

h

punteggiate di punti uniti e b la costante dell’omografia, possiamo |

dire:

L'omografia biassiale ® trasporta il paraboloide Py nel paraboloide con-
gruente P’y precisamente come il movimento M,

Cid equivale & dire che 'omografia ®M, composta di @ e di M, tra-
sforma P, in 88 medesimo o sui punti delle due rette g,,g; ha il me-
desimo effetto come il movimento M.

Cid posto, ricordiamo che ai due punti M,, M, di g,,gs corrisponde
quel punto M di g ove il piano M, My g tocca P,; e medesimamente ai
punti M, , M, corrisponde su 4/ quel punto M’ ove il piano M, M, g tocca
P, stesso, Dunque il movimento M, che trasporta M, , M,,¢ in M,, M,,j
o il paraboloide F, in P,, trasporterd M’ nel punto M ove il piano
M, M, 7 tocea F. Dopo cid 3 evidente che l'omografia & sopra conside-
rata fard corrisponders al punto M @ punto M. Per c¢id 1a retta MM s
appoggierd ad ambedue le rette g, , g; ¢ i due punti d'incontro di MM con

queste due rette formeranno con M, M il birapporto % Segue di qui

in particolare che i due piani (M,g,), (M, g) coincidono o cos) gli altri
due (M,gs), (M,g). Ma il movimento M trasports i punti M;,M,, M
rispettivaments nei punti M,,M,, M’ o le rette g,,g; in 7 ,s; esso
trasporta quindi i piani

(E»VI)E(M» o (ﬁoyt) =(M,q)
rispettivamente nei piani (M', 7)), (M, Js).

Enunciamo esplicitaments questa proprietd importante per il segnito:
Il mavimento M che trasporta la coppia (9, ,g:) ¢ 4 suoi punti M, , M,

t) 81 ricord! che per 1a (I) \' & fungione lineave di %,

‘
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nella coppia (s, §a) coi suoi punti M,, M, sovrappone alivest il piano
(M, 9) al piano (M', ) ¢ similments 41 piano (M, g,) al piano (M', 7).

Facciamoci ora a considerare i due paraboloidi congruenti Py, P,
posti dall'omografia & in corrispondenza di punto a punto, tale che i
loro piani tangenti in punti corrispondenti M, M incontrano le due rette
9119 nei medesimi punti M,, M,. La configurazione formata dal due
paraboloidi P, P, e dalle due rette fisse g,, g, pud considerarsi come
caso limite della configurazione @ (8,8', 8., S,) dell’enunciato teorema
di permutabilitd (§ 54), le superficie 8,, S, essendo rispettivamente con-
tratte nelle due rette g,,g;. X invero evidente (cf, § 8 in fine) che g,
rappresenta una trasformata S, di P, per Ia By, ed una trasformata di
P, per la By, o similmente g, una trasformata S; di P, mediante By,
e di P, mediante By,.

Da ultimo ritorniamo sull'osservazione gid fatta sopra che: Vomagrafia
M cangia il paraboloide in sé stesso ¢ trasporta la coppia (g, , gy) ed & suoi
punti M, | M; nella coppia (51, Js) e nei swot punti M,, M,, per darne
una nuova interpretazione in geometria non-euclides. Se prendiamo P,
per assoluto di una metrica del Cayley (a ds® indefinito), I'omografia
M=®M rappresenta in questa metrica un movimento. D’altronde la
schiera di quadriche confocali a P, nel semso euclideo & ancora una
schiera di quadriche omofocali nella metrica Cayleyana. Il movimento M
non-eunclideo compie precisamente, rispetto a questa metrica, il medesimo
ufficio come i1 movimento M euclideo nella metrica ordinaria. Questo
dipende dal fatto che tutte Je proprietd dellaffiniti d'Ivory valgono
egualmente nella metrica non-euclidea, come si pud facilntente dimostrare.
Ed anzi, servendosi di queste considerazioni di metrica non-euclides, si
riconosce & priori I'esistonza della omografia biassiale ®=MM-, che
sopra abbiamo dedotto direttamente dalle ricerche precedenti. Per tal
modo 8i giungerebbe ad una nuova dimostrazione dei risultati stabiliti,
con calcoli molto pilt semplici,

§ 59,
Preparativi pel teorems di permutabilitd,

Le considerazioni svolte nei paragrafi precedenti sono di naturs ele-
mentare e corrispondono & semplici proprietd dell'afiinitd d'Ivory. Per
prepararei la via alla dimostrazione del teorema di permutabilitd, con-
viene ora procedere ad altri calcoli di natura differenziale.

- " —r e e




CONSIDERAZIONS DIPFERENZIAL! 171

Bia R una deformata rigata del paraboloide fondamentale P,, siauo
R,, R, due trasformate della R per mezzo delle trasformazioni By, ,Bs,
o indichiamo con

9,7

una terns verishile di generatriei corrispondenti di R, R,,R,. 8o si
distende R sopra Py, Ia retta » andrd & sovrapporsi ad una certa gene-
ratrice g=(\) ) di P,, ele due rette r,,r;, trascinate in sistema in-
variabile da 7, si disporranno rispettivamente sui due paraboloidi Py,, Py,

1
in due loro gemeratriel g;==(\) , ge=0\). Seo ricordiamo che kaﬁ,
dalla equazione differenziale fondamentale (I) § 7 (pag. 19) vediamo che

A, considerata come funzione di v==-21i, soddisferd all’equazione diffe-
renziale '

1) H=t2(Van+ Vo) + B (Vi ~ Va3 (Vo Vo +
+3 (Vam+ Vp”&l)};
similmente si avrd l'altrs
129 5= 2Vam + Vom+ B Vot Vam)| -2 (Voa-+ Vg o.b +
| +iWa+ V).
Dividendo la (12) per la (12%) ed esprimendo » per ), ne segue

[(Vap+ Voa) + . (Voo — Vap) 18 —2 (Vog + Vg +
+ (Vao+ Vog ¥t

(Vazs + Viz)+ b (Vas— Ve s (VaL+ Vam)hh +
+(Vape+ Vog)»®

Supponendo adunque che ad una generatrice variabile A di P, si
facciano corrispondere rispettivamente sui paraboloidi confocali Py, , Py,

1y F=p

PN
B

1) Con questa notasione indichiamo che la genecatrice g corrisponde al
valore A del parametro.
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due generatrici A, A, vediamo che: se esiste una deformazione del pa-
raboloide P, in una rigata R tale che, ciascuns goneratrice (A\) di P,
trascinando seco in sistema invariabile le due Ny (0 di P, Pgy,
queste abbiano per luogo, dopo la deformazions, due rigate R,, R,,
trasformate di R mediante due trasformazioni Bz, , By, le due funzioni
M, 3y di A dovranno soddisfare la relazione differenziale (18). Ma quel
che pik importa pel nostro scopo & di osservare che questa condizione
8 anche sufficiente, ciod: Se le due funsioni MM di ) soddisfamo
la relaxione differensiale (18), esisterd una (ed una sola) deformasione del
paraboloide Py in una rigata R, tale ohe le generatrici (M), () dé Pr,, Pa,
vispettivamente, trascinate dalla corrispondente Ny avranno per luoghi,
dopo la deformasione, due rigate R,, , R, trasformate di R per due trasfor-
magioni By, , By,.

La dimostrazione segue facilmente dal teorema alla fine del § 8,
Esiste infatti, ed & individuata, una deformazione di P in una tale rigata
R che la generatrice (\,) di Py, trascinata dalls corrispondente (), abbia
per luogo dopo la deformasione una rigata R, trasformats di R me-
diante By,. La deformazione stesss & determinata dal valore di #(v), che si
ha dalla (12), Similmente esistora una seconda deformazione analoga scam-
biando £, con &% e A, con A;; ma le due deformazioni coincidono perchs, in
virtd della(13), alle due appartiene il medesimo valore per 1a funzione ¢(v),

Cid premesso, supponiamo ancora che R sia una deformata riguta
(qualunque) di P, e R,, R, due sue trasformate mediante le trasforma-
zioni By, , By, e indichiamo con

)‘ ’ A1 ’ )‘B

i valori del parametro A per tre generatrici corrispondenti « , v, , 7. Sa-
ranno A, ,A, due funzioni di A soddisfacenti alla (18). Ora prendiamo quella
fonzione )’ di A che & data dalls formola finale (1) del § 56, (pag, 164).

Dimostriamo che: considerando )\, , s come fungioni di N esse soddi~
sfano alla yelagione differensiale che viens dalla (18) cangiandovi X in N
e scambiando ky con ks, indi p, con £, com gs. Dobbiamo dunque pro-
vare che si avrd

[(Vaze+ Vo) + - (Vou— Vo) | —2 (Vag + Vag)hN +
kb +(Van+ Vag)re
k,

(Va4 Vaz)+ i (VET— VBN 1= 2(Vai+ Vod)mn 4+
+(Vam+Vpa)»»
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Paragonandola colla (13), e ricordando che per le ()

2)s"==%5 R 2X’==%5,

8i vede che la (18%) equivale alla relszione seguente

[2(Vam+Vr2) A+% (Voo —Vap) 0] 8 —2(Vog + Vaeg) b, +
+ (Fap+Fpg)a,

" (Ve Voa) + b (Vat—Var)RI— 3 (Vag+ Vo) hrt
+ (Voa + Vap) ¥
[2(Vaz+Voa) A+ b (Ve — Vap) 808 -2 (Vo + Vo) b A+
B | + (Vap+ Vog) &,
5[ (Vam+ Vor) +1 (Vos — Vap) M3 - 2 (Vg + Vesgs) 1ok + '
+ Vape+-Voz) ¥

8i osservi ora che, perle formole (7), (10), i valori di 4, A,, A, non
cambiano scambiando (\ , ), (k1 , &) , (21, 25) , (@1, ¢2) , onde il secondo

membro della (14), prescindendo dal fattoreg, si deduce dal primo
1

precisamente coi detti scambi. Ma se nel primo membro della (14) so-
stitaiamo per A, A, 4, i valori (10) i vede che il numeratore & un po-
linomio di 2.° grado in A come il denominatore, e il loro quoziente &
indipendento da A ed eguale alla espressione seguente

0= (Vi Vi) [(Vam— VG + (VEG— VERWT +

+ (Voo Ve [(Vaps+ Vow) + ke(Voge— Vam)M] +
+2(Vrg + Vo) Vot — Ve [ (Vam— Voa)h+ (Vg — Vaz)WM.

Se indichiamo dunque con 8, cid che diventa 1'espressione stessa
scambiandovi gli indici 1 e 2, la (14) si riduce all’ identits
KO=1I36,

che si verifica con breve calcolo.
Danque la relazione (13*) & in effetto verificata, onde deduciamo
pel teorema dimostrato pid sopra: Esiste una deformasione perfeitamente
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determinata del paraboloide P, in wne rigata B, dopo la quale le geng-
ratrici (M), () & Pu,, Pr, rispettivamente, trascinate in sistema invaria-
bile dalla corrispondents (\') di P, avranto per luoghi due nuove deformate
Ry, Ry di Py, legate rispettivamente a B da una By, ¢ da una Bi,.

Ed ora ci proponiamo di dimostrare che un medesimo movimento
sovrappone la coppia (R, R';) di superficie alla coppia primitiva (R;, Ry),
dopo di che il teorema di permutabilita sard dimostrato.

§ 60,
Congruenza delle due copple di superfiele (R.,R,), R\, R,

Pel modo stesso come, data la terna R, R, , R, di deformate del pa-
raboloide, abbiamo costruita l'altra R’, R, R’s, resta stabilita fra que-
ste superficie una corrispondenza di punto a punto. Siano

ror, e 17,7
sei loro generatrici corrispondenti e
FsFl’FI; F’,F’;,F’g

sei punti corrispondenti sopra queste, Se R si distende su Pyla generatrice
# prenderd la posizione g=(\}, e #, #, trascinate da #, prenderanno
su Py, Py, lo rispettive posisioni g, = (\), gy== (A . Distendiamo ora
R su Py: Ia # prenderd la posizione ¢ == (V) ed ¥, , s, trascinate da
#, andranno ad occupare rispettivamente su Py, , Pr, 1o posizioni §, == (\,),
9= () , ciod appunto quelle che corrispondono nell'sffinita d'Ivory a
9. Ai puti F,F,, Fy; F, F,, F, corrisponderanno cos) i punti M,
M,, M;; M, M,, M, sulle rispettive rette

9:9:9; 9,5, 5

e queste formeranno precisamente la configurazione del § 58,

Dopo ¢id possiamo vedere che: la corrispondensa stabilita fra t punti
Fi, Fy & R, R, & appunto quella dapplicabilits; e lo stesso vale per
la corvispondensa fra i punti Fy, ¥y di B, R, B infatti 1 due punti
M, M, di Py, Py, al quali vanno a sovrapporsi F,, F', quando R si di-
stende su Py, si corrispondono nell'afiinitd d'Ivory e per cid corrispons
dono anche nell'affinitd d'Ivory ad un medesimo punto di P,, ed in que-
sto punto, per la legge d'applicabilits, vengono dunqus a sovrapporsi
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tanto F, quanto F*,, se si distende R, ovvero R, su P,. Dunque, F, ¢ F,
8t corrispondono nell'applicabilits di R, sopra R).

D'altra parte segue dal § 58 che esiste un movimento rigido, pel
quale la coppia (r , ), coi rispettivi punti F, , F; si sovrappone alla coppia
(#1,7%) ed ai rispettivi punti F',, F, mentre il piano (F,r) tangente
in F, alla R, si trasporta nel piano (F,#)) tangente in F, ad R,, e si-
milmente il piano (F,#) tangente in F; alla R, sul piano (¥',,¢,) tane
gente in F's a R';. Tutti i segmenti F, F, hanno quindi vispetto alle due
superficie R,, R, (ciod rispetto ai loro punti F,,F; ai loro piani tan-
genti ed elementi lineari spiccati da F,, Fy) la medesima giacitura come
i segmenti corrispondenti F', F'; rispetto ad R, R's. Da tutto cid & fa-
cile inferire che la superficie R & congruente con R, , R, con R, ed un
medesimo movimento trasporta (R,, B,) in (R';, R’). Poich® infatti 1a R,
8 certamente applicabile sopra R, e se immaginiamo che in questa de-
formazione della R, nella R, i segmenti F,F, restino invariabilmente
legati alls R,, la superficie R, luogo degli estremi ¥ serba, per quanto
si & visto, il medesimo elemento lineare o la medesima giacitura dei
suoi elementi rispetto ai segmenti F, F,. 8i puo riguardare come geo-
metricamente intuitivo che in tali condizioni la detta deformaszione deve
ridursi ad un puro movimento. Ma per non lasciare alcun dubbio al pro-
posito procediamo ora analiticamente ed esaminiamo in generale se una
superficie qualunque 8, da ciascun punto M dells quale esce un segmento
rettilineo MM', pud flettersi in guisa che la superficie S' Iuogo degli
estremi M' dei segmenti, trascinati nella flessions, serbi lo stesso elemento
lineare ed i segmenti MM’ restino ancora invariabilmente legati ad '

Per semplicits riferiamo la 8 ad un sistema coordinato (%, v) orto-
gonale, le cui linee u= cost.' siano normali ai segmenti M M'. Adottando
le consuete notazioni (cf. in particolare vol. II pag. 91), per una qua-
lunque configurazione di 8, le coordinate «, i/, 4’ del’estremo M' del seg-
.mento MM’ saranno

d=w+AX1+BX,, ece,

dove A, B indicano due funzioni fisse di u, v. Derivando si ottiene (l. c.
formole (1)).

= (\/E+ E)x, (é_aywv(})x&@ +AVE)X.

(15)

- i e
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e per ipotesi restano invariabili nella deformazione considerata

r=3F), r=3¥¥ oo =3()"

Inoltre due qualunque elementi lineari spiccati da M, M’ rispettiva-
mente sopra S, 8' formano sistema invariabile col segmento MM’ ed i
due piani tangenti. No segue che serberd invariato il proprio valore
ciascuna delle quantitd

Z.Xn EX. 2&
ZX zxiav Zxﬂ

ciod ciascuno dei coefficienti di X,,X,,X, nei secondi membri delle (15),
o quindi anche
AD , AV, BD, BD', BD",

Dunque anche D, D', D” non variano 1) o la deformazione supposta
di 8 & un puro movimento,

§ 61.

Il teorema di permutabilith per lo deformate rigate
del paraboloide.

Le considerazioni del paragrafo precedente ci hanno dimostrato che
un movimento rigido porta & coincidere la coppia di superficie (R, R})
colla primitiva (R,,R,). Immaginiamo effettuato questé movimento;
avremo cosl la quaderna di deformate rigate del paraboloide

R,B,R, B ‘ ,
poste in corrigpondenza di punto a punto per modo che, se
M ) M) ? MS [] M,
sono quattro loro punti corrispondenti, le quattro congruenze rettilines
1) 81 osservi che so fosse B==0, savebbs certo A0 (altrimenti 8' eoinei-

derebbs con 8) ¢ perd non cangierebbero D, D', conseguentemente nem-
meno D,
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generate dalle congiungent!
MM, MM, MM, MM,
sono congruenze W della nostra specie, aventi per rispettive falde focali
®.R), ®,B), ®,R), ®R).

Le trasformagioni B, colle guali si passa da R rispettivamente ad
By, Ry hanno le costanti %, ks; quelle con cui si passa dalla quarta R’
alle medesime R,, R,, hanno ancora le stesse costanti %, , &, ma invertite.
Il teorema di permutabilitd & cosl completamente dimostrato nel caso
attuale.

Ma le ricerche eseguite ci danno altrest il modo di formulare una
semplice e notevole costruzione geometrica, colla quale dalle tre super-
fiie R, Ry, Ry, supposte note, si deduce in termini finiti 1a quarta R'.
8i ricordi (§ 67) che so

r, ’, s 1y
sono quattro generatricl corrispondenti di
B ’ R, ’ Rl L] Rh

queste quatiro rette sono generatrici di un medesimo sistoma di una
quadrica e formano il hirapporto costante

rhn,n,r ) "’)="‘L'

b

Possiamo dunque formulare il nostro risultato nel modo deﬁnit:vo'

seguente:

Siano R,RB.,R; tre deformate rigate del paraboloide fondamentale,
delle quali le due ultime R, , Ry provengano dalla prima R mediante due
trasformagioni By, , By, Presa una terna variabile v, , vy, v di generatrioi
corvispondenti di R,,R,, R, swlla quadrica (r,v,,r) determinata da
queste tre velte si determini quella quarta retla + de medesimo sistema,
che forma colle prime tre il birapporte costamie

)
h .
Questa quarta relta ¥ descrive la quarta superficie B del teorema di per-
mubabilita, legata rispettivamente a Ry, Ry da dus trasformagioni By,, By,
18

(rn,te,7r,1¢)==
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La costruzione superjore fornisce la quarta superficie come luogo di
rette; ma importa altresl, specinlmente per I'estensione del tevrema alle
deformate non rigate, formulare una costruzione per punti, che da cia-
scun punto M della prima superficie B conducn al punto corrispondente
M della quarta R'. Questo @ ora ben facile ove si osservi che ogni con-
glungente MM’, intersezione dei due piani tangenti MM,M', MM, M' ad
Ry, R; in M, M,, si appoggia alle due rette # ,7, ed anche manife-
stamente ad »,#. Essa & quindi una generatrico del 2.° sistema della
quadrica (r,7,,7;), o per ¢id i due punti ove #,,; incontrano MM’

formano con M,M' il birapporto ’Zj—’ La costruzione domandata & dun-
s

que la seguente:

Se M & un punto quolungue di R ed 1,7, le generatrici di R, Ry
wscenti dai punti corrispondenti M, , M;, si conduca per M la refta s ap-
poggiata in due punti N, Ny a r,,ry, ¢ s prenda su questa retta s i
quarto punto M’ tale che il birapporto

(N, Ny MM')

riesca costante ed uguale a %‘ Questo Mm punto M', variando M su
]

R, descrive corrispondentemente la quarta superficle B’ del teorems di
permutabilita, .

Come si vede, Ia nostra costruzione & data semplicemente da un’omo-
grafia biagsiale, ad invariante 7’2 costante, ma colla coppia di assi (r,,#)
variabile, che percorre le coppie di generatrici corrispondenti di R, R,.

8i osservi che se le due custanti %, %, sono eguali, la quarta super-
ficie R’ viene & coincidere colla prima, coms risulta dalla costruzione
stessa, Se %, & sono eguali e di segno contrario I'omografia biassiale
considerata & armonica. Cid accads per es, pel paraboloide equilatero
(p=gq) eperle due trasformazioni singolari corrispondenti alle parabole
focali.

Un’altra conseguenza importante si pud dedurre dal teorema di per-
mutabilitd: esso permette di wtilizsare anche le trasformagioni B, imma-
ginarie (a costante & complessa) per dedurns, mediante composizione, delle
trasformagioni veali.

E infatti prendasi per %, una costante complessa qualunque ¢ per ),
una soluzione, necessariamente complessa, della equazione fondamen-




TEOREMA DI PERMUTABILITA 179

tale di Riccati (12); Ia rigata R, trasformata di R mediante la B,, sard
immeginaria. Ora per la seconda costante % prendasi la coniugata di %

k% = El )
ed ai radicali
Vl’s ’ V!s
si attribuiscano i valori coningati di
VE H V_é; .

Potremo soddisfare evidentemente alla equazione differenziale (12*)
prendendo per A; la coniugata di A,

== Ay,

Lu nuova rigata B, serd la coniugata di R, ¢ due loro generatrici
corrispondenti #,, , sureuno rette coningate !). La nostra costruzione
dimostra che I quarta superficie R' sard reale come la prima R,

E infatti la retta condotta pel punto reale M od appoggiata alle rette
coniugate 7,7, & reale o le incontra in punti immaginarii coniugati
N, , N;; ma poiché il birapporto

(M6, ) =

¢ di modulo =1, anche M’ & reale,

A conferma di tutto cid si osservi che la formola fondamentale (1) § 56
(pag. 164) pel teorema di permutabilitd mostra chiaramente che N & resle
per ) reale poiché, nelle nostre ipotesi, il numeratore od il denominatore
nel-secondo membro sono puramente immaginarii, Ora A, )’ sono i valori
dei parametri delle due generatrici del paraboloide su cui vanno a di-
stendersi due generatrici corrispondenti »,+” di R,R’, quando queste
superficie si applicano sul paraboloide,

1) Per vederlo chiaramente basts riferirsi alle formole fondamentali

w1=w+lg—2 +mg§ m.,

i cul secondl membri assumono per le due superficie B, R, valori coniugatl,
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§ 62, .
Prime considerazioni pel caso dell’iperbeloide.

Passiamo ora alle ricerche analoghe pel caso delle deformate rigate
dell’iperboloide ad una falda. Troveremo che anche qui sussiste, e sotto
la medesima forma, il teorema di permutabilitd, ed in particolare la
costruzione finale data al paragrafo precedente per la quarts superficie R’
vale, senza alcun mutamento, per le deformate rigate dell'iperboloide.
Noi non staremo perd a sviluppare tutti i calcoli anche per questo caso;
basterd indicarve i punti principali della ricerca per la quale terremo una
via alquanto diversa da quella prima segulta, avendo in mira principal-
mente di trovare la formola che, nel caso attuale dell’iperboloide, tiene
il lnogo pel teorema di permutabiliti della (I) § 56,

Ci converrd quindi introdurre subito le considernzioni differenziali
analoghe a quelle del § 59, le quali ¢i permetteranno di stabilire facil-
mente la formola indicata.

Supponiamo data una qualunque deformata rigata R dell’ iperboloide
fondamentale ad una falda Q,, e consideriamo due sue trasformate (rigate)
R,, R, mediante due trasformazioni By, ,Bs,. Poniamo

alz\/;’:—]}: ' b1=vb"‘|‘kx ) 01—“‘-“"/?:7;';
a=Va+k , b=VF1k , a=Vi—F;

le due trasformate Ry, R, sarauno definite dalie formole del § 16 o pre-
cisamente la prima R, da quelle formole, ove per a',%,¢ si pongs
@, by, ¢ @ per 6 una soluzione 6, della corrispondente equazione di Riceati

(18)

%z ‘f{ﬂ % (boa,+ b, ¢, a) (v* — 1) senb, + (abe, + a, b, ¢) (v*+ 1) — (aeh, + a0, b) 2vcos6,!.

Similmente la R; dipenderd da una soluzione 6, dell'altra

%: E-gl (beas-+b;cpa) (V' —1)send, + (abes + azby ¢) (v*4-1) — (acb,+a,cgb)2vcose,}.

Se si divide la prima per la seconds, si vede che le funzioni 6, e
0, di v soddisfano alla relazione differenziale

@ — ]& (bca,+b;cla) (U’ bt l) sen 01 + (abc; +a;b;c) (U’+ 1) — (acb, + a;clb) 2vc08 9,
@ ky (beayt- b,050) (v~ 1) s B+ (abey+ adse) (oF+ 1) — (achy+-apesb ) 2 veosby *

(1)
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il cul significato & perfettamente analogo a quello che aveva la corri-
spondente (18) § 59, Mediante le funzioni 6,(v), 0(v) vien fatta corri-
spondere ad una generatrico mobile (v) sull'iperboloide Qo Ja generatrice
(6) sull'iperboloide confocale Q4 e la (8) sopra Qu,. La (17) esprime la
condizione necessaria e sufficiente perchd esista una deformazione di Q,
in una rigata R tale che le generatrici (8), (6) di Qu,, Qs, trascinate
nella deformazione dalla corrispondente (v), vengano ad aver per luogo,
a deformazione compiuts, due rigate R,,R, trasformate di R mediante,
rispettivamente, la By, e la By, :
Introducendo le nuove costanti

( cv=>boa,+beia , fr=cab, + erarb , 4= abe, + abye

18
ug) faszbca,+b.cga.ﬁs:cdb:+c.aab,'rs=abos+a;bso,

seriviamo 1 (17) cosd

ks (- oy sen6)v* — 28, co88; v+ (1,— o, sen 0)

(%) Tk, Gt opsenty) o — 28, co8ty 4 (73— az8en 6;) *

- Ed ora, se sussiste il teorema di permutabilita, avremo una quarts
superficie R trasformata delle medesime R,, R, mediante le By, By,
Indicando dunque con () il parametro di quella generatrice di Q, su
cui viene a sovrapporsi, nell'applicabilita, la generatrice di R’ corrispon-
dente alla (v) di R, dovrd sussistere la medesima (17*), ove si cangi v
in o/ e si permuti k, con ky, indi (a1, ), (B:,Bs) , (11, ). Avremo dungue
fra v o ¢ la relazione

’fg (’{1 + o, sen e;)?)’ "'2}3; co8 e; v 4 (‘{1 - o) Sen 61)
by (s + 92 8en 8,)0" - 2B, co8 0,0 + (i3 — g SEn By)

_ k(e + oy sen 0) 0" — 20, c086,. ¢/ + (7, — 0, 8en 6)
" k{11 + 21860 0,)v° - 28, c08 0,. ' + (7, — 2, 8en 0;) *

Ma qui perd, per maggior simmetria delle formole, converrd sosti-
tuire ai parametri 9,,9; dello generatriei di Qs ,Qx i corrispondenti
valori v, v, del parametro v, secondo le formole

— 20; 1~ v{
cose,-1+v, ) sen01—~—-—1+v¥
2 1-4

€08 0, == Tiad’ gon By = e
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cosl la formola precedonte si serive

ag) Fltnte)tin- =) ] - 4B nv+ln o) +(nta) o]
Fu [Cat o) + (1s - o) 0810 = 4B, g0 & [(1a — ) + (ot o) 98]
kx[(‘fn'*‘az)'i'('h"%)f"]vu 4Be0 + [ (12 = o) + (o + 29} ]

"'[(’h +a) & (=) 5]o* - dfnd +[(n—o) +(n+ )]’

Questa & per 1'incognita ¢ un'equazione di 2.° grado, ma le sue ra-
dici, come vedremo, sono razionali in v (ev,,v) anzi lineari in queste
quantitd talchd fra v, ¢, v,, v, sussiste una relazione quadrilineare, che
& l'analoga della (I*) § 56, e fornisce la formola del teorema di per-
mutabilitd nel caso attuals, Scriviamola sotto la forma

g
@0) = rv-ts’
e cerchiamo di determinare i coefficienti p,q,r,s in funzione di v, , %,
ricordando un’alira proprietd che, in analogia al caso del paraboloide
(§ 56), dovrd presentarsi anche qui e ciod che per &, =k, la (20) deve
ridarsi a ¢ = v, ossia debbono annullarsi ¢, e risultare p=s+ 0.
Per i caleoli che andiamo ad eseguire conviene tener presenti lo se-
guenti identith. Dai valori (18) #,,8,,%1;%,0,¥: ¢ dalle (16) risulta

n—d=KRe"+d), 1—d=HK"+
o percid I'identitd
(21) Ot — o) =R (3 —af)
che conviene anche scrivere sotto le forme equivalenti

k(4 + %) — R+ o)
ksli—a) By (e — o)

(@2 B+ 0~ 8 O + o) — Bl +a) B Kia+a)
Bin—a)f—RB(h—o) Bh—a)f BHip— — o)

(22)

§ 68'
Formole del teorema di pormutabilita,

Sostituiamo il valore (20) di v nella (19), che dovra ridursi ad una
identitd. Questo & espresso dalla eguaglianza dei sei seguenti rapporti
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che indichiamo con €y, 9y, 0,9, 5, % ¢

Q== [.(‘(: :Nz) +(a—a)ile’ - 4 Zvipr + [ Ctg—0) 4 {1y 1 0) o8]
R [0+ o) + (11 = o} 7]

Q= [Cnt-a) -+ (= o) o§l0* ~ 4 Buwapr + [ (11 = o)+ (10 + @) ]
Fi[(Ye + 03) + (s = tg) o]

g,= LUrtea)H(n—alollog— 4, (,294‘9")'1'[(’h""%)‘l"(‘fs'l'ﬂc)”’]f& .
—2kBn

0,= 1 +a) 4 br—2) i) pq— 4B,v;(ps +¢r) [ (=) + () v5)rs
! — kB0

(o} =[(’le‘i""x)'*‘ (’fr"“z)”ﬂqn“ 48e01g8+[1s—ats) + (1t 5) 3] 6*
Bl (h—a) + (nta)el]

9°=I(n+a;)+(n-az)v§]q’- 4B, v i+[('{x“‘°‘x)+(’{x+¢:)”§]3"

B[ (ra— ) (s -+ ots) %)

L'eguaglianza €=, di pel quoziente g l'equazione di 2.2 grado

(@3) P({i)'-20§+n=o,

dove, osservando le identitd (22), (22%), i coefficienti P, Q, B hanno le
espressioni seguenti

/P 2 B lret o)
| P (K et B 1y — )] [.,gvg_ 7&?1‘,!:“&;)’*’]

) Q=2 [11Bs (1ot e — 3B, (114 )0 ]+ 20,05 A3Bs (e — )0 — K3 R, (h—ew)n]
 R=[kHn 4 0o =3 (1 — o)t o - [ (g — et — B (- )% ] o2

Formando il discriminante Q*—~PR della (28), si vede che esso & il
quadrato perfetto della espressione

V@ —PR=2kk [ G Bave—(te-t-05) 3100 JHor0e] (r—ot) Betr~(rs—o) Bty ).
Avremo dunque

P Q-__.—-.__...‘i“‘/PQ’““PR, (e==£1)
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o poichd, osservando l'identitd

Fy (st e 0+ eles (yHede R Bitat-ay
shs(n—a) o+ ki (fe —andty hyp—oy’

si trova

S R s L e e g

abbiamo perg il valore

(24) P 2(klps'-‘ktpx)[kl('h"'de)”:'{"ka(‘h——dx)%]
r

(8 (o)’ — B (11— ,)f] .Iv.v, --s;:-; Tty

(e=1),
Tl"‘“l]

Si osservi ora che I'eguaglianza
Qo=

da pel rapporto 2 la equazione stessa (23) per g, ove perd nelle espres-
gioni di P,Q,R si cangino a,,e, rispettivaments in —a, , —ey; avremo
dunque

— 2 (FaBs— BB [ Crat-2a) e+ €' ls (11 + 2)9)]

(Rt B -+ ot 2

(25) (€=+1).

e

Ma 1'osservazione fatta al § precedente, che per k,=k; debbono au-
nullarsi 7, g e risultare p=s+ 0, ci dimostra subito che deve prendersi
e=¢=—1, In fine utilizzando una delle altre eguaglianze fra i rapporti
Q si vede che, disponendo del fattore di proporzionslity arbitrario nei
quattro coefficienti p,q,r,s, si pud prendere

{ p=2 (B + ksBy) [B1 (Ys— o) t4— Ko (11~ ) 9, ]

,._.._.Iﬂ'f""“? 2. $__ £ [ Iﬂ'{c"“%]
q km_i_al[kl((ﬁaz) k%(‘h-i—ou)Lvlv.+k’,‘-—~—‘_|~ml

r =k p—0)' —Bln—a)]. |t %%‘E‘%ﬂ

(26)

g 2%%;.2oc,p.+k,p.)[k,(u+«.)v,—lcg(1.+aov,].,
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vestando cos) eguali tutti i sef rapporti 9, La (20), cof valor! precedenti di
2.¢,7,8, 8 sctive sotto la forma quadrilineare annunciata in », ¢ 2 V1,058

114] [ki('rr«.)’—lé(xrm)’](Wv.%+l)+’,:~::f—%[k§ (re—0a)*—13 (tr—en)* J(ov' v, ) -+

2 (ra—ota) (Bl (00040 03)—2F, Cyy—ots) (e urt-Hefy) (w00 == 0

Essa & la formola dol teorema di permutabilitd pel caso delle de-
formate rigate dell'iperboloide, e corrisponde precisamente alla (I*) § 56
pel paraboloide, Come questa, essa rimane invariata scambiando % con
k6 v con ¢, ovvero scambiando fra loro v;, v, ed insieme v, v,

§ 64,
Vorifiche relative all’affinitd d’Ivory.

Resta ora da verificare effettivamente sulla formols trovata il teo-
rema di permutabilita, per la qual cosa sard da dimostrarsi che si arriva
precisamente & questa formola procedendo per 1'iperboloide nel modo
tenuto ai §§ 55, 56 per il paraboloide. Siano g,g,,g, tre generatrici
prese rispettivamente (nel primo sistema) sull’iperboloide fondamentale
Qo e sui dus confocali Qz,, Qu,. Indicando con 6,6,,6, i valori del pa-
rametro O per queste tre generatrici, le loro equazioni saranno

# == gsenﬂa + @ cos0
9 5
=:——~o~cosﬂa -+ bgent

@ = senys +a, o088, # = sonbs, + ac08t,
1 2

yl) 9:) \

Yy =— f—;—lcose,a, -+ 5, 86n6, ( Y m-—-g-:cosﬂ.z, ~+ Bysen by,
1

Nell'affinita d'Ivory fra Qu,, Qu, 8i punti M, =(2, ,4), My==(&, 4,45)
di Qx,, Qs corrispondono rispettivamente sopra Qz,, Qs i punti

=l

- b,
1=(z‘—:¢1 ’ ny ) :*f's)

= b
M, (g—:% ’ Z':yn ' %:‘n)

il
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e quando M,, M, descrivono gy,gy, i punti M;, M, descrivono le gene-
ratrici corvispondenti §,, Je

- P)
&) === a,senﬂ,?-}—a,cosﬂ, &y e a.senﬂ.zf—l—a,coso,
1

A g,=-—-b,cosﬂ,5—‘+b,sen0, ) g],zmb,cosﬂ,%:—{-b,seno,
1

- 2 4]
Z = cza 5:‘-=010—’-

Procedendo come al § 55, stabilismo la corrispondenza analogs fra
i punti di 9,9,,9: §., . Le conglungenti M, M, sono le rette del 2.°
sistema della quadrica (9,9, ,gs) , © noi dobbiamo provare che la quadrica
generata dalle altre congiungenti M, M, sega 1'iperboloide Q, in una
sola generatrice ¢'==(¢") di Q, (cf. § 55).

Ora la corrispondenza fra M,, M, & data da una relazione bilineare
fra #,,#,, che scriviamo

(27) At 4 4 Bey#y - Cogp+ 0, D=0,

8, col procedimento stesso del § 55, troviamo pei coefficienti A,B,C,D
i valori seguenti:
A = a(eb,c080;—csb, cos8,) send - b(a,co8en0, —azc, sen 0y) cogd -+

+ ¢ (b1as cos 8, sen 6, — b,a, sen 6, cos 0,
B = abe, ¢(a,b,80n0, 860 6, - a,b, cos b, (cosdy)—

— (bea, senb, +ac,b; sen ;) sen 6-— (ach, cos 6, +- bay ¢, €03 8;) cos 6
C =— abe,— ¢ (a;b, 306, sen 8, -I- 6, b, c0s 8, cos 0,) +

+ (beaysen;--ae;b sen 8,) send -+ (ach; cosd; -+ ba, ¢p c089,) cosd
D == a,b,c080,8en8,— ayb, cos b,sen6; + b(as c08 0, —a; cos 0,)sen 6+

+ a(b,8en9,—b,8en9;) cosh,

La (27) esprime altresi che la g si appoggia a-tutte le rette M, M,,

e per esprimere che la ¢ si appoggia & sua volta s tutte lo M, M, dob-
biamo scrivere la (27) stessa, scambiandovi 6, con 6,,8 con ¢ & can-

giando rispettivamente 4,4 in Z——:#,,g—'l;). Se indichiamo pertanto
1
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con A’,B',C',D cid che diventano A,B,C,D rispettivaments, quando
vi of muti Gin ¢ o si scambi 6, con 6,, la nuova relazione bilineare fra

& , % 88rd

(28) A'ﬂlﬂ’+B’01.ﬂg+C'0..ll +wl03D'=-‘~'0u
Esprimendo che questa coincide colla (27), abbismo le proporzioni
N_Wmﬂzy
(#9) E=F~c<p"

e queste tre relazioni fra 0,0',6,, 6, esprimono tutte le condizioni ne-
cossarie o sufficienti perchd la generatrice ¢ di Q, si appoggi & tutte

lo conglungenti M, ¥,. ‘ .
Ora nelle (29) si introducano al posto dei parametri 6,¢,6,,0, i
corrispondenti valori di v

l1—send , 1—sen®  1-—sgenb, 1—senf,

] Yy == e = —
cos ' cos6 ' sl ' % cos B,

.

Esse diventano altrettante equazioni di 2.° grado in ¢, che s8i con-
vertono in identitd sostituendo per o' I'espressione lineare (20) del § pre-
cedente, coi valori (26) dei coefficienti y ,4,7,s. Con un procedimento
analogo 8 quello del § 57, sl dimostra anche gui che il birapporto delle
quattro rette

9:9:91:9
' k
sulla quadrica (g,g:¢:) & costante e precisamente ancors eguale a Ic:

Dopo di cid nulla & pid da mutare ai successivi ragionamenti dei §§ 58, 60,
ed i teoremi finali del § 61 e la costruzione ivi data per la quarta su-
perficie del teorema di permutabilitd valgono senz’altro anche per lo
deformate rigate dell'iperboloide ad una falda.

§ 65.
Il teorema di permutabilithy per le deformate generall.

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema di permutabilita per
le deformate generali dells quadriche, come venne enunciato al principio
di questo Capitolo (§ 84); e di pid potremo assegnare una semplice co-
struzione geometrica per dedurrs da tre delle superficie 8, 8,, §;, sup-
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poste note, la quarta 8'. Procederemo per cid geometricamente, appog-
giandoci sul teorema di permutabilitd gid dimostrato per le deformate
rigate, e ricordando le proprietd delle trasformazioni B, stabilite al
Cap. 1L ‘

Sia dunque 8 una deformata qualunque della quadrica fondamentale
Q, e siano 8,, 8, due trasformate contigue di S per mezzo delle rispet-
tive trasformazioni By, ,By,. Consideriamo sopra 8 le geodetiche g tra-
sformate delle rette di un sistema di Q, e sopra 5,8, le geodetiche
omologhe g, , g;, e chiamiamo C, C,, C; le congruenze réttilines (normali)
formate dalle tangenti alle geodetiche dei rispettivi sistemi @, @), g
ed aventi rispettivamente per una delle falde focali le superficie 8,8, ,8;.

Siano ora M, M;, M; tre punti qualunque corrispondenti di S, 8, S,
o 8iano

rarl:ft

i tré raggi delle congruenze C,C,,C, che escono rispettivamente da
M, M, M,. Sulla quadrica (r,,7,,7), determinata dalle tre rette e, P,
prendiamo quella quarta generatrice # del medesimo sistema che forma
colle tre precedenti il birapporto costante
ry7, 7, o) = -;1’
2

Prendiamo inoltre su questa retts il punto M’, ove la incontra quella
retta dell’altro sistema sulla quadrica {r,,7;,#) che esce da M. Dimo-
striamo:

La superficie S’ Inogo del punto M’ & Ja quarta superficie del teo-
rema di permutabilitd, ed i raggi + generano la relativa congruenza C,
di cui Ja 8 & una falda focale.

Cominciamo per ¢id dall’osservare che se muoviamo M sopra 8 lango
un’ asintotica 4, per es. del primo sistema, i punti M,, M, descriveranno
rispettivamente sopra S,, S, le asintotiche corrispondenti a,,a, ed i
raggi r, 7,7, descriveranno rispettivamente tre rigate R ,R,, R,, cir
coscritte lungo @, @, a; alle S, 8,, 8,. Queste tre rigate sono applica-
bili sulla quadrica fondamentale Q, ed inoltre R, & trasformata di R
per una By, e similmente R, per una By, (§ 88). Mentre M percorre &,
il punto M' deseriverd una certa linea che diremo ¢’ ed il raggio ¥ de-
seriverd una quarta rigata R’ la quale, pel teorema di permutabilita delle
rigate, sard applicabile sopra Q e legata a R,,R, da trasformazioni

.
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By, By Inoltre la linea o' sard asintotica di R’ ed il piano M'M, M,
tangente ad R', sard il piano osculatore di o',

Ma, ricorrendo ora nel medesimo modo all asintotica @ di $ del se-
condo sistema uscente da M, avremo medesimamente sopra 8’ una se-
conda curva @, avente iu M' il medesimo piano osculatore M’ M M;.
Facendo variare le asintotiche a,@ nei rispettivi sistemi, vediamo che
la superficie 8’ & ricoperta dai due sistemi di curve &', @, che in ogni
loro punto M’ d'incrociamento hanno a comune il piano osculatore, Que-
sto & dunque il piano tangente di S’ e i due sistemi di curve o ,@
sono le asintotiche di 8'. Risulta inoltre che i raggi + della congruenza
C’ sono tangenti alla 8, che ne & una falda foeale, ed associati lungo
un'asintotica o’ del primo sistema, ovveré lungo un'asintotica &' del se-
condo, formano delle rigate R', R’ circoseritte alla §' lungo queste asin-
totiche ed applicabili tutte sulla quadrics fondamentale.

Dopo cid & facile concludere che la S stessa & applicabile sulla qua-
drica Q o deriva da S;,8, per trasformazion} By, , By,

Invero i piani tangenti in M,, M’ alle due superficio 8,, 8' sono gli
stessi che per le rigate R, , R', Se applichiamo S, sulla quadrica Q, mentre
8, trasporta in sistema invariabile i punti M’ ed i piani tangenti M'M, M,
della .superficie 8, questi assumono alla fine la medesima posizione che
operando analogamente per R, , R’, poichd nell’applicabilita di R, sopra
8, 1 punti dell'asintotica comune si corrispondono. Dunque il punto M’
8i collocherd sulla conica sezione del piano tangente a Q colla quadrica
confocale Qx, (poichd R’ & legata ad R, da una By) ed il piano tangente
M’'M, M, risulterd tangente al cono circoscritto alla quadrica Qg dal
punto di Q ove viene a sovrapporsi M,. L'osservazione finale del §80
(pag. 89) ci dimostra allora che la superficie 8’ ¢ trasformata della 8,
per una By, c.d. d,

§ 66.
Costrusioni relative al teorema di permutabilita.

Il teorema di permutabilith & cosi dimostrato in generale e possiamo
formulare i nostri risultati colla costruzione geometrica seguente che,
data una deformata qualunque § della quadrica fondamentale & note dus
sue trasformate 8,,8, per le rispettive trasformazioni By, , Bz, serve
& trovare, in termini finiti, la quarts superficie §':

Siano M , M, , M; una terna qualunque di punti corvispondenti sopra
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8,85:,8; ¢ si considerino quelle due tangenti v,,v; db 8,, 8, che eseono
da M, ,M; nelle diresioni corrispondenti, per Vapplicabilits, alle rette di
un medesimo sistema della quadrica Q. Si conduca per M la refta s ap-
poggiata alle dus retle v, , r, in due punti che disiamo Ny, N; e si prenda
sopra 8 il quarto punto M tale ohe il birapporte (N, Ny MM') sia costante

ed egudle & %‘ Questo quarto punto M descrive allora la guarta super-
2

ficie S’ del teorema di permutabililc.

8i osservi esplicitamente che se nella costruzione precedente si so-
stituiscono alle due rette #,,7; le altre due ¢\, ', tangenti ad 8, , 8; nelle
direzioni delle generatrici del secondo sistema, si srriva alla medesima
quarta superficie 8'. E invero le rigate circoscritte a $,8;,8;,S' lungo
quattro asintotiche corrispondenti, e colle generatrici corrispondenti alle
rette del secondo sistema di Q, formano sempre una quaderna del teo-
rema di permutabilitd ed il birapporto di quattro generatrici corrispon-

denti & sempre eguale & ;::

La costruzione precedente si applica in sostanza in tutti i casi, qua-
lunque sia la specie della quadrica Q; soltanto, se la Q & a punti ellit-
tici, Je due ,, 7, della costruzione saranno immaginarie,

Ma possiamo anche formulare la costruzione in altro modo che valga
per tutti i casi, senza far uso di elementi immaginarii, Per questo &
opportuno introdurre una denominazione, ricordando che per una qua-
lunque deformata S della quadrica Q, in relazione con una data trasfor-l
mazione By, abbiamo in ogni piano tangente = di S una determinata
conica C; la diremo la conica appartenente alla trasformazione B,.

La conica C & il lunogo di tutti i punti delle »® superficie 8,, tra-
sformate della S per la By, corrispondenti al punto di contatto di = ¥,
Cid posto, consideriamo una guaderna

(8,5,,8,,8)
di deformate di Q nella relazione del teorema di permutabilitd e siano
M,M MM
quattro loro punti corrispondenti e
My, Ty,

1) Essa & anche la posizione ocoupata dalls conica sesiohe del piano tane
gents alla quadrica Q colla quadrica confocale Qx quando Q #f applica su 8,
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i rispettivi piani tangentl, Diciamo C, la conica di , appartenente a By,
e C; quella di = appartenente a By,; poiché 8 & legata a S, da una By, e
2 8; da una By, queste due coniche hanno a comune il punto M e, come
facilmente si vede 1), questo soltanto, Per la medesima ragions, so di-
ciamo C, la conica di =, appartenente alla trasformazione By, 6 O, guella
di =, appartenente a By, queste due coniche si taglieranno nel solo
punto M', Possiamo dunque formulare la costruzione per la quarta su-
perficie S' del teorema di permutabilitd nel modo generale seguente:

Sia 8 una deformata qualunque della quadrics fondamentale Q ed
81, 8y due sue trasformate per le trasformacioni By, , By, ¢ siano M, M, M,
tre loro punti corrispondenti e «, %, ,m i rispettivi piani tangenti, Trac-
ciamo nel piano = lu conica C', appartenente By, e nel piano =, la co-
nica C'y appartenente a By,. Queste due coniche s'incontrano in un solo
punto M' della vetta (n,, %;), ed il luogo del punto M' & la quaria super-
ficie 8' del teorema di permutabilita,

£ ben naturale che, interpretando analiticamente questo risultato,
potremo determinare univocamente le coordinate del quarto punto M’,
poiche le due equazioni di 2.° grado che servono a determinare i punti
d’intersezione della retta (m,,w) colle due coniche C',,C, hanno una
ed una sola radice comune.

§ 67.
Applicazione successiva delle trasformazioni B,.

* Venamo ora alla pitt importante applicazione del teorema di permuta-
bilitd, gid indicata al principio del Capitolo (§54), al perfezionamento del
processo d'integrazions nell'applicazione ripetuta delle trasformazioni B, .

Supponiamo dunque che della deformata iniziale S della quadrica Q
si conoscano tutte le o* trastormate contigue per le trasformazioni B,,
ciod si sia completamente integrata la corrispondente equazione diffe-
renziale di Riceati ¢ol paramelro k arbitrario, Prendiamo una qualunque
di queste trasformate contigue, sia 5,, derivata della S per una parti-
colare By, . Dico che: della nuova superficie S, potremo trovare, in termini
finiti, sensa aleuna quadratura, tutte le o® trasformats contigue per ira-
sformasioni B,.

1) Per convincersene basta por os. ricorrore al caso pit somplice dolle tra-
sformagzioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche,
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La dimostrezione & la medesima come pel caso particolare delle
trasformazioni di Biicklund delle superficie paeudosferiche. Sia §' una
qualunque trasformata contigua di 8, per una trasformazione B, e sup-
poniamo dapprima %+, . Esiste, pel teorema di permutabilitd, una quarta
superficie & legata a § dalla B, e a §' da]la By,. Ma questa £ci & nota
per ipotesi, come contigua a 8; le costruzioni del paragrafo precedente,
applicate alle tre superficie note §,8,,2, faranno dunque conoscere,
in termini finiti, 1a quarta 8' ancors incognita.

Abbiamo escluso il caso k=%,; ciod il caso in cui della 8, si vogliano
determinare lo altre trasformate per mezzo della By, oltre 1a S; ma ¢
ora facile trattare anche questo caso per mezzo.di considerazioni al limite
(cf. vol. II, pag. 417),

Supponiamo per es.; per fissare le idee, che la quadrica fondamentale
Q sia un iperboloide ad una falda. Per la deformata 8 conosciamo, per
ipotesi, la soluzione generale 6 delle equazioni differenziali fondamen-
tali (IT) § 36, la quale contiene, oltre le variabili «,v, il perametro &
ed una costante arbitraria ¢, seriviamo

0=0(u,v;k,c).

Sia

61":0(“:” H kl’ol)
1a soluzione particolare corrispondente alla trasformata S,. Consideriamo
una semplice infinitd di soluzioni %, contenente la soluzione 0,, ossia,
geometricamente, prendiamo ad arbitrio, entro la doppia infinitd di su-
petficie ¥, una semplice infinitd contenente S,. Per cid basterd prendere
per ¢ una funzione arbitraria di %

e=g(k),

assoggettata alla sola condizione di ridursi a ¢, per k=#,,

Ora, finchd la superficie £ & distinta da 8, ls quarta supetficie §'
dopo (8,Z,8,) si ottiene (§ 66) colla costruzione seguente:

Siano M, N, M, tre punti corrispondenti di S,%,8, e =, x, | piani
rispettivi tangenti di I,8,; e si traccino nei piani =, lo coniche ¢, G '
appartenenti alle trasformazioni By, , B,. La retta (r,,) uscents da M
incontra le due coniche C',, G, in un solo punto comune M' che descrive
la quarta superficie §'. Ma se teniamo fisso M, gli »' piani tangenti =
delle ' % inviluppano un cono determinato I' col vertice in M o tan-
gente al piano =, poich® la 8, & una di queste I.Sia g la generatrice
di contatto di =, con I'; essa & evidentemente la posizione limite della
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retta (x,m) quando si fa tendere % verso k. D'altronde per k=P la
conica C, diventa la conica Cy, tracciata in m ed appartenente alla By,
conica che passa altresl per M, essendo B legats ad 8, dalla B, Ne
concludiamo che il quarto punto M converge al limite, per k=%, verso
il secondo punto d'intersezione della retta g, uscents da M, colla co-
nica Cy, . Possiamo dunque formulare pel caso attuale la costruzione geo-
metrica seguente:

8e di una deformata 8 della quadrica fondamentale Q si conosoono
tutte le ' trasformate contigue X per la trasformarione generica B., ¢
di wna speciale trasformata 8, per messo della By, si vogliono trovare le
wlberiors trasformate per la By, oltre S, si scelga ad arbitrio una semplice
infinita di superficie X contenente 8,, ¢ nei piani «, tangenti @ 8, si trac-
cino le coniche Ci, appartenenti alla By,. Preso un punto qualungue M
di 8, i piani tangenti nei punti corrispondenti alle o' superfisie S scelte
inviluppano un cono col vertice in M, tangente al piano m, lungo wuna retta
sscente da M. L'ulteriore punto M’ dintersesione di questa retta colla cor-
rispondente conica Cy, descrive una trasformata di S, mediante Iy By,.

In questa costruzione abbiamo naturalmente supposto di scegliers la
semplice infinitd di X con % variabile per una catena continua di valori
contenente %, e basta prendere o' di tali sistemi (£) per avere tutte
le w' trasformate di 8, per la By,.

Ma & facile vedere che la costruzione non fa nemmeno difetto se per
la semplice infinitd di £ si prendono le o' trasformate di § per meszo
della By, stessa, clod se si prende % fisso =F . Allora le dette coniche
Cs, toccano in M la corrispondente retta limite, ciod Ia generatrice del
cono circoseritto da M alla quadrica Qz,, i} punto M' coincide con M e
la trasformata della 8, viene a coinciders colla § primitiva,

§ 67*'
Configurazfoni di Mohins di 8,16,...,2" deformate
della quadrica Q 1),

Terminiamo questo Capitolo coll'esposizione di ulteriori proprietd
delle trasformazioni B, relative al teorema di permutabilitd, Questo

!) V. per ricerche piii generali la mis memoria: Sulle configurasioni mo-
bilt di Mbius nelle trasformazioni asintotichs delle curve e delle superficie (Ren-
diconti del Circolo matematico di Palermo, T'. XXV (1908).
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toorema stabilisce in sostanza V'esistenza di cicli di 29=4 deformate di
una medesima quadrica Q, cos) costituiti che ciascuna superficie nel ciclo
ne ha due contigue per trasformasioni By, ,Bg,. Procedendo ulterior-
mente nella ricerca, dimostriamo I'esistenza di cloli di 2°=8 deformate
della quadrica Q tali che ciascuna superficie nel ciclo ne ha tre contigue
per trasformazioni

BR\ ' BIA; ) BL‘:

6 in generale l'esistensza di cicli di 2* deformate tali che ciascuna su-
perficie & contigua per trasformazioni

By, , By ou. By,

ad altre m superficie del ciclo stesso. Se si considerano 2° punti cor-
rispondenti delle 2* deformate e i loro 2" piani tangenti, essi formano
una configurazione (2%),,, della geometrica sintetica, clod ogni punto
giace su n--1 dei piani ed ogni piano passa per n+1 dei punti, Ogni
tale configurazione (2%),, risulta dalla riunione di due configurazioni in-
ferlori (2", rispettivamente inscritte I'una nell'altra. In particolare la
configurazione (2% & 1'insieme dei vertici e delle facce di due fetraedri
di Mubius inscritti 1'uno nell'altro. Le dette configurazioni si diranno
per ¢id configurasioni di Mubius,

Basterd occuparsi delle configurazioni di 8 deformate, perche da questo
caso particolare si deduce facilmente il generale. Sia dunque S una de-
formata della quadrica fondamentale Q, e siano 8,,8;,S, tre sue tra-
sformate contigue per trasformazioni

By , Bkg y Bay,y
a costanti %, %, % differenti, Pel teorema di permutabilitd, la terna

di deformate
S ] S’ ) 88

¢ completata a quaderna (o configurazione (2%);) da una quarta defor-
meta, perfettamonte determinata, che indicheremo con S,. Similmente
siano S, , S; le deformate che completano Ie rispettive terne

(S’ sa’sl) (S ’81382)'
Abbiamo cosi le sette superficie
S!slisﬂisa)s-llg’,‘gﬂ
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8 nol dimostriamo che ne esiste una d#ava 8 logats ad 8, §;, §; ‘dalle
trasformazioni By, , By, , By, essa & il luogo del punto M ove si incon-
trano tre piani tangenti corrispondenti di §;, §,, 8;, ed altresl I'invi-
luppo del piano determinato dai tre loro punti corrispondenti. Il ciclo delle
8 deformate di Q cos} trovato ava allora appunto le proprietd descritte,
Por dimostrare il teorema basterd provare che se si considera la super-
ficle 8 completante, secondo il teorema di permutabilitd, la quaderna
(Sa ] §l ’ §l ’ §),
gli elementi di questa § si compongono simmetricamente: con quelli di
81,84, 8;, ciod non varia 8 se si permutano comunque fra loro 8,,8,, 8,3,
E per le considerazioni esposte nei paragrafi precedenti, ove abbiamo
dedotto il teorema generale di permutabiliti da quello relutivo alie rigats,
basterd provare la nostra asserzione per le deformate rigate, A questo
8oopo basta utilizzare convenientemente la formola del teorema di permu-
tabilita (I) § 56 (pag. 164) per le deformate del paraboloide e la corrispon-
dente (II) § 68 per quelle dell’iperboloide. Ma ci limiteremo al primo easo,
ché 1a dimostrazione pel secondo sarebbe perfettamente analoga, Siano
Fo1,75,%, 71,73, 7,
sette generatrici corrispondenti di
S,S“Sn Sg,§1.,§|,§3
e siano o
)"ll’kﬂtl3!)‘l’h’ll
i corrispondenti valori del parametro A.
Scriviamo le corrispondenti formole (I) § 56, introducendo per brevita
le 6 quantitd seguenti -

(ao)3°‘=\/zz?—\/q_p? v d=Vods —Vavr , ta=Vr0: — Vs

b= ‘\/M""V'Q_lis ’ bl = VF_S—QI*VQTPI [ ba=\/lrlb~\/ﬂu
tra le quali hanno luogo, come subito si verifica, le due seguenti identitd

3 by 4 a3by 4 asb; =0

(&) Gy 03hy + @31 b; -+ 4y 0sbs + bbby =0 1),

- 1) Per questa seconds 8i osservi che si ha
@830y - a3, by - a, Gy by = "‘Efgba =
= (p+9) [ (ks — k) YD1, -+ Pea ~ 1) VPottg + (%1 — Ks) Viags ]
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Allora per le espressioni di A, &y, & avremo

_ (k) . A Biledy
—b1(1+ x.k) A - Gohg — Gghg

i.' = (aal, o a;)\;) o A + bﬂls"l

Rachad]
(1 S A At ahe— ok

(“lkx — tds) . A Byl

( +;;‘_‘;x.x..) At ah—ah

(32)

Consideriamo ora la superﬁcie § completante 1a quaderna
(SS’ §11§!:§)’

e sia ) il valore del parametro della corrispondente generatrice. Siccoine
la tersa della (82), risoluta rispetto a A, da

A= (ayhy — “1%)73 bsh Ay
( ‘+’p+q)~1h)’\a+“ﬂ~1"‘axlt

cost avremo corrispondentemente

(39) 5 o (B0 — @) by B 1y
’ (1 +p+qx,x,)x,+alx,-m

In quests sostituiremo per A, A i valori (32) ed avremo cost A
espressa per A, ,he,}s, © tutta 1a nostra dimostrazione si riduce a
provare che questa espressione di X & simmetrica rispetto agli elementi
di 8,,8;,8;. Ora se nella (83) eseguiamo la detta sostituzione, poi li-
beriamo dai denominatori parziali, troviamo dapprima A come quoziente
di due polinomi di 2. grado in ), seriviamo

T AN 4-BA 40,

(84 =LY+ BALG’
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Introduciamo le due funsioni di Ay, Ay, A
Q= bhady o Bydsh + By )y

0 = B0 khh— Bk — B — by,

e pel coefficienti nella (84), osservando lo due jdentits (81), troveremo
faclimente

232
A=a (1 ..‘f’i‘;).g’ ( az)@)
1 1 dy +p+q A=ayqy 1+p+q
Gl““latl: . 8 ) 03““101’3 A ]
e inoltre

( 1=1,§a,<a;~a;+a:»,Ma,(a;—a:—-b:)m,+<a,qf—a,a:+alblbf~a,b,b,w..}

Byl (el o) | 22

a0 )\l

Le (85) dimostrano che i ha
A_G_ 90,
4 G 8

B_9
B, &’
poichd, a causs delle identitd (31), risultano le proporzioni

aghybyl05—al)+abd(0d—ail-Fabibii—al) _ a(i—aitb])  aa(ai-ai-b) _
bbb, b by
_‘“aaf“‘aaa;"l‘albxba—anbtb
= % .
Percid nella (34) il secondo membro & indipendente da A e rests
semplicemente

(88)

(88)

ma di pid si ha ancora

Biddg + Bgdah B Ay ,
T hby bt

espressions simmetrica rispetto alle tre superficie 8;,8;,8, ¢.d.d, V).

1) 8 notl che @ o 8 non canglano affatto per una permutaziono pad fra’
8,,8;,85 o canglano contemporancamento di segno per la dispari, a cause del
valori (80) di b, ,dy,b;.
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1] nostro teorema per le configurazioni di 8 deformate della quadrica
fondamentale Q & cosi dimostrato. Ed ora osserviamo che se

MthM!s Mhﬁh_ﬁh-ﬁhﬁ

gono 8 loro punti corrispondenti e

T,%,T, "‘;7;;’;!,;8:;
i rispettivi piani tangenti, ciascuno degli 8 piani contiene 4 def punti e
ciod

=M,M,M,M) , 7=0MM,5, ¥
n=M,M%,M , n=0,N4M4,M)
my= (M, M, M;, M) , m=(M;, M, M, M)
me= (M, M, M, M) , m=(M,, M, M, M),
o dualmente cinscuno degli 8 punti giace in 4 dei plani: i due tetraedri
MM, MM, , MM, MM,

hanno ciagcuno i vertici sulle facce corrispondenti dell’altro, ciod somo
due tetraedri di Mobius,

In generale, se di una deformata S della quadrica s} considerano »
trasformate contigue

Slnsﬁasai'";sn

per trasformasioni Bz, , B, ..., B, © si applica ripetutamente il teorema
di permutebilith e la proposizione precedente, si arriva ad un ciclo di 2*
deformate, costituenti la configurazione generale di Mobius (2"),.,. sopra
accennata *). Se si applicano questi risultati generali al caso patticolare
delle trasformazioni di Bicklund delle superficie pssudosferiche, le rela-
tive configurazioni di Mibins vengono allors a godere di speciali pro-
prietd metriche molto notevoli. In questo caso ogni vertice della confi-
gurazione dista dagli » circostanti, nel piano corrispondente pel vertice
gtosso, di »n lunghezze fisse

zl ] lﬂtmslm

) V. per i dettagli della dimostrazione la nota sopracitats.
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So si pensa congiunto ciascun vertice di una tale configurazione
(vegolare) agli n circostanti mediante # aste rigide, liberamente mobili
attorno al vertici, si ottiene un sistema articolato di . 2" aste, che
& ancora in alto grado deformabile.

E invero risulta che: un tals sistema articolato & susceitibile di un
movimendo a due parametri nel quale 3 vertici descrivono 8* superficie
pscudosferiche ed i 2* piant della configuracions restano costantements §
loro piani tangenti,

CariToLo V.

e

Lo quadriche confugate in deformazione @ la trasformasions H

§ 68,
Copple di superficie coniugate in deformasione.

Andiamo ora ad introdurre nella nostra teoria della deformazione
delle quadriche una nuova trasformazione di natura affatto diversa da
quella delle trasformazioni B, studiate fin qui. Questa nuova trasforma-
zione, che si troverd per molti rapporti assimilabile alla trasformazione
di Hazzidakis per le superficie a curvatura costante positiva, da il pas-
saggio dalle deformate di una quadrica Q & quelle di un’altra quadrica
Q, in generale distinta da Q, e combinata colle trasformazioni B, per-
mette in certo modo di duplicarne i risultati, .

Siamo condotti alla nuova trasformazione, che diremo la #rasforma-
ziome H, dallo studio di una questione generale relativa alla deforma-
zione delle superficie che andinmo dapprima a formulare 1),

Diciamo asintotiche virtuali di una qualunque superficie S ogni doppio
sistema di lines fracciate sopra B, suscettibili, dopo una conveniente
flessione della superficie S, di diventarne le lipee agintotiche effettive,
Un noto teorema di Bonnet (V. vol. I, § 114) ci assicura che dal sistema
di asintotiche virtusli la corrispondente deformazione risulta determi-
nata (intrinsecaments) in modo unico.

1) Della questione qui accernata mi occupaf la prima volta in queste due note;

1, Sopra un problema generale velativo alla deformasione delle superficie
{Bendiconti del Lincei aprile 1902).

2. Sulle quadriche contugale in deformagione (Ibid, aprile 19504),

Cf. anche la nota del sig. Ssrvaxt: Sur la déformation des surfaces (Comptes
Bendns de T'Académie des Sciences 2.m¢ sémestre 1902),
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Suppongast ora di avere uma coppia (8,8) di superficie, poste in
tale corrispondenza di punto & punto, che vi sia corrispondenza fra le
loro asintotiche affwali od inoltre: ad ogni sistema di asintotiche virtuali
sopra 8 corrisponda wn sistema, di asintotiche virtuali sopra §, ¢ viceversa.

In tale ipotesi & chiaro che alle deformazioni dell'nna corrisponde-
ranno biunivocamente le deformazioni dell’sltra, per modo che i due
problemi di deformare la S, ovvero la 8, saranno infrinsecamente equi~
valenti, Di due tali superficie si dird per cid che esse sono coniugate in
deformasione; ed & da osservarsi che ogni tale coppia (S, 8) viene tra-
sformata, per deformazioni corrispondenti, in altre copple (8',8) di su-
perficie nuovamente coniugate in deformazione,

8o le due superficie 8,8 sono reali, come generalmente supporremo,
e la corrispondenza fra i loro punti ha luogo fra le regioni reali, & chiaro
che le asintotiche, attuali o virtuali, saranno insieme reali od insieme
immaginarie per le due superficie S,S, lo quali avranno dunque in
punti corrispondenti curvature di egual segno, Se questo segno & il po~
sitivo le asintotiche sono immaginarie, e, per enunciare la questione
ancora sotto forma reale, bastera parlare della conservazione dei sistemi
coniugati,

Allors, per qualunque deformazione della 8, vi ha uno ed un solo
sistema coniugato, sempre reale, che si conserva coniugato dopo la de-
formazione e che diciamo il relativo sistema coniugato permanente di 8,
Sulla coppia (8, 8) di superficie coniugate in deformazione si corrispon-
dono i sistemi coningati attuali ed i sistemi conjugati permanenti,

Premesse queste definizioni o considerazioni fondamentali, il pro-
blema generale da trattare sard quello di deferminare tutte le coppie di
sugerficie (S, S) coniugate in deformasione. Soluzioni evidenti di questo
problema si hanno associando ad una qualunque superficio S una sua
omotetica S; ma una tale soluzione & tanto ovvia e cos) priva d'interesse
che l'intenderemo sempre scartata in seguito,

Un'altra osservazione jmportante vogliamo fare ed & che nulls d a
cambiare alle considerasioni precedenti se S ed 8, in luogo di apparte-
nere allo spazio euclideo, appartengono ad uno spazio a curvatura co-
stante, e pid in generalo a due spazii di diversa curvatura costante,
E I'analisi del problema che facciamo ora seguire, appoggiata sulle equg-
zioni di Gauss e di Codazzi, si applica appunto indifferentemente al caso
Euclideo, ovvero al caso pid generalo testd indicato.

202

§ 69.
Equazioni &l condizione,

Suppongasi che le due superficie 8,8, riferite punto per punto, sfano
coningate in deformazione, e siano

(1) ds* == B + 3 F dudv + Gdv*
(1% ds* = Edw* + 2Fdudv + Gav* 1)

iloro ds*, riferiti a linee cordinate ‘w,v corrispondenti, Ogni configu-
razione della 8, flessibile ed inestendibile, & infrinsecamente determinata
dalla sua seconda forms fondamentale

D + 2D dudy 4 D" dv®,

-

dove i coefficienti D, D', D' dovranno unicamente soddisfare alle rela~
tive equazioni di Gauss e di Codazzi. La nostra ipotesi che 8, 8 siano
coningate in deformazione equivale a cid che per ogni tale seconda forma
fondamentale della S ne esista una corrispondente proporsionale per la 8

Dau* 4 2D dudo 4 D' do®,
Pei calcoli seguenti sard perd pid opportuno sostituire a D, D', D"
le quantitd proporzionali
D ' DI ‘ Dn

= -
EG—F ' EG—F VEG-F

A=

e analogamente a D, D', D’ le alire

[ B R S
VEa_7 VEG—1 VEG—F

L' equazione di Gauss per la 8 si scrive allors

©) AN — A=K,

1) ¥ quasi superfiuc avvertire che lo notasion! &, F, & eco. non hanno pl

qui e nel seguito il significato introdotto al § 41 e seguenti,

o s A .
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dove K designa la curvatura assoluta di S se la 8 appartiene sallo spazio
euclideo, o la sua curvatura relativa se 8 & immersa in uno spazio a
curvatura costante (cf, vol. I, §218) Y. Le equazioni di Codazzi si scri-
vono poi in ogni caso (fhid):

2 -3 efalosfZes lms

e laaffe farmo

i simboli di Christoffel essendo costruiti per la prima forma fondamen-
tale (1) della 8.
Ora si ha per ipotesi

A=2A, A=A, &'=24",

(8)

dove A indics un fattore di proporsionalitd, che si vede subito restare
invariato per qualunque deformazione simultanea di S,S. Risulta in-
vero dalla corrispondente equazione di Gauss

5 — =k,
o quindi

K . _1/%
(4) A—"K sl"' —K--

Se scriviamo lo equazioni (8) di Codazzi relative alls § e ne sot-
tragghiamo ordinatamente le stesse moltiplicate per A, otteniamo lo due
equazioni di condizione:

o

(A”a“ v [31?-§—~ﬁ2 ]m+2“112f~{1f}]m’+[g111f-211‘f]w=o.

E siccome A non cangia di valore, comunque si deformi la S, queste
sono relazioni lineari omogenes in A, A’, A” che debbono risolversi in
identita (cf. vol. II, pag. 90). Troviamo cosl l¢ sei aquazioni di condizione

‘) K & adunqua in generale la curvatura della forma quadratica (1) dimi.
nuita della curvatara K, dello spazio,

‘Aa)‘—‘A' “22; %22‘])&_{_2[’12; 312 ]XA'—{-BH‘ ;11}]“\,“0
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che debbono aver lnogo fra i due d¢®

- -
o -V
HEHRREH]

queste esprimono manifestamente le condizioni necessarie e sufficienti
perché ai due ds*(1) e (1*) appartengano coppie di superficie coniugate
in deformazione, .

Osserviamo subito che, se siamo nell'ordinario caso enclideo, o sup-
poniamo A costante, le (6) ci dicono che le due forme (1), (1*) hanno
gli stessi valori dei simboli di Christoffel e lo curvatare in rapporto co-
stante,

Dalle formole (IV) al § 87 vol. I segue allors che

KE=KE , KF=KF, KG¢=KG,
ciod _

K
%gf=7\’=008t.“.

e lo duo superficie corrispondenti 8,8 coniugate in deformazione sono
omotetiche col rapporto A di omotetia. B il caso ovvio che abbiamo
escluso,

Se poi, sempre supponendo A costante, le due superficie §,8 ap-
partenessero a spazii di curvatura costante K,, K, si trarrebbe ancora
dall’ eguaglianza dei simboli di Christoffel

S =gosted),

s &k
dove &, % indicano le curvature dei due ds®, o le curvature assolute

b=K 4K, , k=K+E,

%) 81 vede subito che se due ds® proporzionall hanno { medesimi valor| pel
simboll 1‘-’53 di Christoffel, 11 fattore di proporsionalits & costante.
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delle due superficie, Ma, poichd anche = B é costante, se ne conclude, esclu-

dendo il caso ovvio della similitudine, che le due superficie 8 , 8 sono esse
stesse & curvatura costante. 8i ha cos) il risultato ben noto che il pro-
blema di deferminare le superficie a curvatura costante & sempre il me.
desimo qualunque sia la curvatura (costante) dello spazio ambiente,

§ 70.
Corrispondenze delle geodetiche,

Riprendiamo il nostro problema generale,
Dalle equazioni di condizione (6) risultano in particolare le quattro
rolazioni seguenti fra i valori dei simboli di Christoffel dei due ds*:

=L 7=

R e

Ora queste hanno un notevo!e significato geometrico, che troviamo
ricorrendo alla equazione differenziale delle geodetiche per un dato ds,
scritta sotto la forma del § 87 vol. I (pag, 188):

s H it FY R P O B MY
dove lungo Ia geodetica si suppone v espresso in funzione di %, 6

o

4_~ L d=13.

Osservando le (7), si vede che esse esprimono essere la medesima
Vequazione differenziale delle geodetiche pei due ds®. Dunque due su-
perficie S, 8 coniugate in deformazione si corrispondono di necessita
geodetioaments, ciod alle lineo geodetiche dell’ una corrispondono le geo-
detiche dell'altra.

Ma & facile invertire questo risnitato e dimostrare che se due su-
perficie 8, § s corrispondono geodeticamente, e si corvispondono inolive
le asinlotiche attuali, si corrispondono anche tutte le virtuali. B infatti
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indichino 40,4, a%; &, &, 4" 1 valori attuali di 4,4, A”; 4,a,8"
per 1a configurazione supposta di 8,8, II caleolo eseguito al paragrafo
precedente prova che A, A%, A%, soddisfano le (8), e poichd 8,8 s
corrispondono, per ipotesi, geodeticamente, hanno luogo necessariamente
le (7), onde le (5) si serivono

o 25 2] 2o ]
PR s Bl
Ma si ha, a causa dells (7) stesse,

(alogx+!11} %11‘__31037&_{_2’12} 2112

(alogk 122‘ ’22§ alogl+2,12‘___2{12‘

e lo precedenti diventano
[ 2 e
— &, {31081 {22} 122”_”, {alogk+{11} ‘11”__0'

.Ne segue che, se si suppone
8,8 — A= K$0,

sono necessariamente nulle le quattro quantit (@) ed, essendo verificate
tutte e (6), le due superficie 8,5 sono coniugate in deformagzione o.d.d.

Possiamo dunque enunciare il risultato colla proposizione seguente:

Affinché due superficie 8,8 dello spasio eudlideo, o pin in generale di
due diversi spasii a curvaluya costante, siano coniugate in deformacione
& necessario ¢ sufficiente che esse si corrispondano per sistemi comiugati
attuali e per linee geodetiche,

Il caso escluso K=0 corrisponde alle sviluppabili dello spazio eu-
clideo o a curvatura costante, caso questo ove il nostro problema perde
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ogni interesse, Ma si osservi che in questo caso ogni sistema di asinto-
tiche virtuali sf riduce ad un solo sistema o' di geodetiche arbitrarie
o basta far corrispondere geodeticamente le due sviluppabili nei due
spazii (cid che & sempre possibile come & ben noto, poichd le loro cur-
vature assolute sono costanti ed eguali alla curvatura dello spazio) e le
due superficie sono coniugate in deformasione. Il teorema precedente
vale dunque in ogni caso.

Il nostro problema & cosl ricondotto & trovare tutte le coppie di
superficie rappresentabili geodeticamente I'una sull'altra, coll'aggiuuta
della condizione che si corrispondane i sistemi coniugati attuali, B ben
noto come, sopprimendo quest'ultima condizione, il problema delle coppie
di ds* a due variabili in corrispondenza geodetica & stato risoluto dal
Dini !). Partendo dai risultati del Dini, & pud risolvere il nostro pro-
blema generale,

Nella prima mia nota citata al § 68 ho riscluto appunto in guesto
modo la questione pei ds* appartenenti a superficie di rotazione, Suc-
cessivamente il sig. Servant (n. ¢.) ha trovato che due superficie, coniu-
gate in deformazione, non applicabili sopra superficie di rotazione, sono
deformate di quadriche.

Indipendentemente dal sig. Servant io sono giunto per mia parte alia
nozione di quadriche conjugate in deformazione per una semplice via
geometrica che si lega nuovamente alla considerazione dei sistemi con-
focali di quadriche (V. 2.* nota citata).

Andiamo ora & riprodurre queste considerazioni geometriche perché
esse ci servono di base per lo studio della nuova trasformazione ‘H.

§ 71,
Quadriche coniugate in deformazione,

Consideriamo una quadrica qualunque Q e la schiera (Q) di quadriche
confocali a Q. Con una projettivits cangiamo Qin un‘altra quadrica Q e sup-
ponijamo che la detta proiettivita cangi la schiers confocale (Q) nell’altra
schiera confocale (Q). Dico allora che le due quadriche Q , § sono contugate

1) Sopra un problema che si presenta nella teoria generale delle rappresen-
taziont geografiche di una superficie su di un'aliva (Annali di matematica ¢, III,
pag. 269 (1869)).
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in deformasione. Bastera provare (§ 70) che s corrispondono sopra Q, Q
1 sistemi confugati e le linee geodetiohe, L prima cosa & evidente, poichd
la corrispondenza fra Q,Q & un'omografia. Per dimostrare anche la
geconda si osservi che la nostra profettivita, cangiando la schiera con-
focale (Q) nella schiera confocale (Q), ad ogui retta normale a Q inun
punto M fa corrispondere la normsle & Q nel corrispondente punto M,
perchd le altre due quadriche della schiera usconti da M s'intersecano
secondo una linea normale in M a Q (V. per es. Clebsch-Lindemann-
Vorlesungen, Band. II, pag. 269). Dunque ogni piano normele in M a Q
viene cangiato dalla omografia in un piano normale in M a Q

Ora una geodetica g di Q & caratterizzata dall’avere in ogni suo
punto il piano osculatore normale alla superficie, e la medesima pro-
prietd compete quindi sopra Q alla lines corrispondente 7, che & per
cid una geodetica c,d. d. Cos} possiamo enunciare il teorema:

Se due quadriche Q, Q si corrispondono in una proiettivits che cangi
il sistema confocale (Q), nel sistema confocale (), esse sono comiugate in
deformasione.

¥ ben noto che in una proiettivita, distinta da una similitudine, vi
ha une sola schiera di quadriche confocali che si cangia in un’altra tale
schiera, Essa traduce quindi ogni quadrica dells prima schiers in un’altra
coniugata in deformazione dells seconda.

Data una quadrica Q, per trovare lo sue conjugate in deformazione
basta quindi cercare le omografie che cangiuno la schiers confocale Q)
in un’altra schiera confocale. Una schiera confocale di quadriche & ca-
ratterizzata, come ben si sa, da questo che delle quattro quadriche limiti
(o singolari come inviluppi di piani) I'una si riduce al circolo assoluto
(circolo immaginario all'infinito) mentre le altre tre sono le coniche focali.
Affinchd una proiettivits trasformi la schiera confocale (Q) in un’altra
schiera confocale, occorre e basta che essa cangi una delle coniche focali
nel circolo assoluto, ovvero questo in s3 medesimo. Noi escludiamo perd
questo ultimo caso perchd la proiettivith sarebbe allora una similitu-
dine e si avrebbe il caso ovvio di quadriche conjugate in deformazione
omotetiche,

Tutto cid che abbiamo detto fino ad ora & assolutamente generale
e vale per qualunque specie di quadriche reali od immaginarie, Ma for-
miamoci qui particolarmente al caso pid interessante per noj di qua-
driche reali generali a centro, trasformate da omografie reali in quadriche
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confugate in deformazione, Seriviamo I'equazione del sistema confocale
sotto la solits forma

¥ s
@ a’+p+b’+9+°'+p=1
supponendo come di consneto
S>>,

Le quattro quadriche limiti sono qui il oiwblo assoluto p= o e lo
tre coniche focali

5’%"'5’?.’?“ 1, =0 (ollisse reals) p=-—o'

alf‘ T,ﬂ“'péj,i=' 1, y=0 (iperbola reale) p=—8

a'{b’_l_ a'_i_?+ 1==0, #=0 (ellisse immaginaria) p==—a?.

La proiettivitd reale corcata dovra dunque cangiare la terza conica
nel circolo assoluto, e per oid il piano =0 nel piano all'infinito,

Indicando con Z,§, % le coordinate del punto ove Pomografia tra.
sporta il punto (2,y,#), le formole dell’omografia saranno

U vV _ . w

Eﬂ; =-—’x.~_z.._.

]

i

dove U,V,W dovranno essere tali polinomii lineari in &,y,# che
I'equazione

B4PB=0
dell’assoluto equivalga & quella della tersa conica focale

(@-0)g + @8 - (@ —8) (@ — ) = 0.

Trascurando un fattore costante d'omotetia, dovremo dunque avere
identicamente

U+ V' W= (@) (@'~ o) 4 (6*— )9 + (a*— 1),

onde segue che U,V, W non conterranno la # e potremo porre, a meno
di una sostituzione ortogonale,

U=Y@=F) e~ , V=Va@—F.2, W=Vi—d.y.
"
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L'omografia cercata & data dunque, a meno di movimenti e omotetie,
dalle formole

(9) m“ =) (@) =V@—P b' zz\/m’é Y,

]

Essa cangia offettivaments il sistema confocale (8) nell'altro

1 bl 7 7 1
(10) @-N@'-d) — @=)+p) ~ @E=NF+tp
¢*+p a*+p a'+p

che & ancora un sistema confocale, anzi coincide col sistema (8) stesso,
come si vede osservando che se si pone

- _ b —d' (P4 -p)

la (10) si scrive
10*
(10% =ts +P+ v

Ai valori singolan di p
Cp=a, -, B, —df,

appartenenti alle quattro coniche confocali, corrispondono perla (11) i
valori medesimi permutati

5:-—6’,-—-1)’,-—-0‘, @,

onde P'omografia (9) scambia il circolo assoluto coll’ellisse focale imma-
ginaria e le due coniche focali reali fra loro, Essa muta evidentemente
Ia famiglia degli ellissoidi in quella degli iperboloidi a due falde, e la
famiglia degli iperboloidi rigati in sé medesima.

Se, in luogo del sistema confocale (8) di quadriche & centro, pren-
dessimo quello dei paraboloidi confocali

L ¥
R T ik

1) 81 vede subito che questa & un’'omografla biassiale armonica avente per
punteggiate unite le due rette

Wt V@) —0) , gV P T 8V A8 =0,
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e domandassimo ancora lo omografie reali che lo trasformano in un si-
stema confocale, siccome gui il eircolo assoluto & conica focale doppis,
non avremmo altre omografie che similitudini, solito caso ovvio che tra-
scuriamo, Ma nulla impedisce di utilizzare per la teoria generale delle
deformate delle quadriche (anche solo dal punto di vista di deformate
reali) omografie immaginarie. E cos! per es. se nel caso attuale ese-
guiamo I'omografia immaginaria

s-—-% _ d-—-p+g
%a;, g=""“‘w ,xﬂi'—w—"“,

che cangia Ia parabola focale

@=0, ¢+ (p—q) Qs —p) =0
‘nel cireolo assoluto, il paraboloide

a9
s T g2
viene trasformato nella quadrica a centro
o ”
26+ 297 G+7) + @0~ (7 + D) =0,

la quale, come facilmente si vede, & tangente in un solo punto al circolo
assoluto (V. vol. II, § 800). ‘

Queste quadriche tangenti in un solo punto al circolo assoluto si sono
presentate, come si sa, nelle ricerche di Darboux; le diciamo quadriche
& Darbouz.

Qui osserviamo inversaments che se Q & uns quadrica di Darboux
tangents in un punto P al circolo assoluto C,,, la schiera di quadriche
confocali (Q) & formata di quadriche che si toceano tutte in P ed il loro
piano tangente comune contiene una conica focale T (almeno) doppia,
Una omografia che cangi I' nel circolo C,, cangis dunque il sistema con-
focale (Q) in un sistema confocale di paraboloidi. Ne deduciamo: Ogni
quadrica di Darbour ammette come quadrica coniugata in deformasione
un paraboloide. In questo fatto risiede la ragione geometrica della pro-
prietd nota cho i due problemi della deformazione di una quadrica di
Darboux o di wn paraboloide sono equivalenti.
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§ 72,
Ellissoldt ed iporboloidi coniugatl in deformasione.
Ritorniamo all'omografia reale (9) che trasforma in s medesimo il

sistema omofocale (8). Se prendiamo un ellissoide della schiera, per es,
Pellissoide p=0

(12) NN S AR

vediamo che la quadrica confugata in deformasions 3 I'iperboloide a due
falde ) '

\

2 7 2
S Tt N o T e, L
a at @

o riconosciamo cosi senz'altro che sono problemi intrinsecamente equi-
valenti i due della ricerca delle deformate dell’ellissoide e delle defor-
mate dell'iperboloide a due falde coniugato. In particolare se si suppone

F>P=¢,

I ellissoide diventa di rivoluzione schiaceiato o la quadrica conjugata in
deformazione & un iperboloide rotondo a due falde. Abbiamo gia incon-
trato queste coppie particolari di quadriche rotonde confugate in defor-
mazione nello studio dei teoremi di Guichard sulle deformate di queste
quadriche (vol. II, § 405), ed abbiamo visto come si collegano alla tra-
sformazione di Hazsidakis delle deformate della sfera. ,
Prendiamo ora nella schiera (8) un iperboloide ad una falda

(19) FtE-F=wsm;

I' omografia (9), o cid che & lo stesso, l'altra.

(1 5= YEERIEHO) J=VI=F%, 2= VIFOL

lo cangia nell’altro iperboloide ad una falda coniugato in deformaszione
g _ F @

(A'—BY)(A*4-C%) ' (A'—-B)C* (A'+CY)B®
Al Ai Al

(18%

=],
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81 osservi che questi due iperboloidi sono in generale distinti e non
simili,

Solo quando

1 1 1

F=pte .
I'iperboloide, che dicesi allora ortogonale, coineide col proprio confugato
in deformazione Y), L'omografia (14) lo cangia in 88 medesimo o con-
serva ad un tempo le linee geodetiche, I due problemi di deformare
I"iperboloide (18) o il coniugato (13%) sono equivalenti: per I'iperboloide
ortogonale le deformasioni i presentano dunque a coppie di deforma-
zioni coniugate. * :

Imports osservave che 'omografia (9) trasforms fra loro le due re-
gioni reali delle due quadriche coningate in deformazione, ma cangia
anche nel medesimo tempo una regione ideale dell’una in una regione
ideale dell'altra; o se & queste regioni appartengono ds* reali definiti e
positivi, avremo ancora coppie reali di superficie corrispondenti coniu-
gate in deformazione,

Esaminiamo appunto a questo proposito come si comportano le re-
gioni immaginarie di queste quadriche, che abbiamo considersto nel
Cap. 111, appartenenti a ds* di superficie reali, Per I'iperboloide ad una
falda abbismo detto al § 48 potersi considerare due di queste regioni,
la prima corrispondente nelle formole

!) Nella schiera confocale (8) vi ha uno ed un solo iperbololde rigate ed
ortogonale, quello che corrisponde al valore di p

e =V (@) —a;

esso viens trasformsto in sb dall'omografia (9). Ma vi ha nella schiera una ed
un'sléra sola quadrica che l'omografia cangla in 88, cloé V'ellissoide immaginario
corrispondente al valore di p

pm = VPG a2,

Se sl prende quest'ultima quadrica come assoluto di una metrica del Cayloy
8i ha uno spagio ellittico nel quale 1'omografia (9) & un movimento. Due qua-
driche del sistema conlugate in deformasione sono congruenti per quells metries
ellittica (of. pih avanti § 78).
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ad assumere %,v complesse coniugate, Ia seconda ad assumers v co.
ningata di ..
Ma il primo caso corrisponde nelle formole superiori ad assumere
*g,sreali ¥ puramente immaginaria,
il secondo a prendere invece
#,y reali # puramente immaginaria,

o le formole dell'omografia (14) dimostrano come questa scambi appunto
fra loro le regioni delle due specie. I due ds* relativi sono quindi co-
niugati in deformazione onde basta limitarsi, come abbjamo fatto al § 48,
a considerare uno di essi.

Ancora per l'ellissoide e per I'jperboloide a due falde si sono pre-
sentate spontaneamente due loro regioni ideali (§§ 44 e 46) sulle quali
sono applicabili le seconde falde focali (8,) reali delle relative con-
gruenze W. Per 1'ellissoide si ottiene la regione in discorso assumendo

#,y reali & Immaginaria

o per l'iperboloide
#,2 reali y immaginaria.

L’omografia (9) cangia I'una regione dell'ellissoide nell'altra dell'iper-
boloide e i due corrispondenti ds* sono de capo coniugsti in deforma-
zione, come i ds* della regione reale,

§ 78,
La trasformazione H o le sue prime proprietd,

Consideriamo due quadriche Q, Q coniugate in deformazione. Ogni
deformata S di Q determina infrinsecamente una deformata § di Q, cor-
rispondente ad $ per sistemi coniugati ¢ linee geodetiche: la sua co-
niugata in deformazione. Diremo Zrasformasione H il passaggio da S a §,
E questa una trasformazione di caratters involutorio (s periodo 2), che
fa passare dalle deformate della quadrica Q a quelle dell’altra quadrica
Q, e viceversa, Essa non si traduce, come le trasformazioni B,, in una
costrnzione geometrica nello spazio colla quale si passi dalls prima su-
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perficie 8 alla seconda S*); ¢id non ostante essa ha colle trasformazioni
B, molte proprietd a comune, come ora deduciamo facilmente dalla de-
finizione stessa della H.

In primo luogo, osserviamo che, se la § 2 rigata, sard ancors rigata
la sua coniugata in deformazione §, poichd le rette di 8, essendo ad un
tempo geodetiche ed esintotiche, avranno per corrispondenti sopra §
lines che saranno pure geodetiche ed asintotiche, ciod linee rette.
Dungue:

La trasformasione H cangia ogni deformata vigata R di Q in una
deformata vigata R @ Q,

Discende poi immediatamente dalla definizione stessa quest’slira
proprietd, che abbiamo visto appartenere pure alle trasformazioni B,:

La trasformasione H conserva ¢ sistemi contugati ed in particolave
cangia, il sistena coniugato permanents di S nel sistema coniugato per-
manente di S,

Supponiamo ora che la S si deformi attorno ad un'asintotica rigida a.
Nella deformazione corrispondente di § la linea @, che corrisponde ad «,
si manterrd sempre asintotica e per cid rigida, perchd non varia nd la
sua flessione (curvatura geodetica) nd 1a sua torsione (teorema d' Enneper),

Segue di qui: Se la superficie 8 si deforma attorno ad un' asintolica
rigida, anche la sua coniugata in deformasione S si deforma attorno alla
corvispondente asintotica vigida,

Se in particolare deformiamo la § attorno all'asintotica rigids @ sino
a rettificare lo geodetiche g trasformate delle rette (di un sistema) di
Q, e a trasformarla quindi nella rigata R circoscritts ad S lungo a,
secondo il teorems di Chieffi, lo stesso avrd luogo per la § e si ha
quindi il teorema:

Se per i punti di due asintotiche corvispondenti delle due superfivie
coniugate in deformasione 8,8 si tirano le tangents alle geodetiche tra-
sformate di velle corvispondenti delle quadricke Q,Q, le due superfioie
rigate R, R che i formano sono ancora applicabili vispettivamente sopra
Q, Q, e coniugate fra lovo in deformasions,

Abbiamo detto, al principio di questo Capitolo (§ 68), che la trasfor-
mazione H delle deformate delle quadriche & assimilabile sotto molti

1) Fissata la posizione di 8 nello spazio, 1a § & determinata solo intrinse-
camente & meno di movimenti e simmetrie.
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rapporti alla trasformazione di Hazzidakis per le superficie a curvatura
costante positiva (deformate della sfers),

Vediamo la ragione di questo riguardando l'effetto della trasforma-
zione di Hazzidakis, anzichs sulle superficie a curvatura costante positiva,
sulle loro falde dell’evoluta, le quali costituiscono, secondo il teorema
di Weingarten, classi di superficie applicabili, Dimostriamo per cid la
proposizione seguente:

Se di due superficie a curvatura costante positiva, trasformate di Hos-
sidakis Puna dell'aliva, si considerano due falde omonime della evoluta,
queste st corrispondono per sistemi. coniugati e per linee geodetiche ¢ somo
quindi superficie coniugate in deformaziogw. _

Per dimostrarlo prendiamo le formole relative a due superficie X, %
di curvatura K=-1 ¢ trasformate di Hazzidakis 1'una dell’alira, date
al § 392 delle Lezioni (vol, II, pag. 486). 8¢ ne considerfamo le due prime
falde dell’evoluta 8,8, ne troviamo gli elementi lineari dalla formola
(9% § 126 delle Legioni (vol. I, pag. 275) che ci da

du? ae
@' = ot T senk¥
= du® i
05'= Cort®s T opntd”

Questi si riducono alla forma tipica di superficie di rotazione ponendo
rispettivamente «==coth@ nel primo caso, a=tangh® nel secondo, con
che

ds* = di® 4 (a*—1) dud
a8 = da® -+ (1 — ) Ao,

Secondo le formole relative alle geodetiche delle superficie di rota-
zione (vol. I, pag. 208), I'integrale primo di Clairaut dell'equazione delle
goodetiche per la prima superficie S &

(a® — senh®0) du* — @8* =0,

o per la seconda 8
(b® — cosh?8) du* — @8 == 0,

essendo @ ,b due costanti arbitrarie, Basta legare le due costanti colla
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relazione
Pomdd==1

per far coincidere queste due equazioni. Dunque la corrispondenzs fra
j punti di 8, §, fissata dalls corrispondenza stessa fra i punti delle evol-
venti £,%, trasforma le geodetiche di B in geodetiche di §, D'altronde
la trasformazione di Haszidakis conservs i sistemi coniugati sulle super-
ficle & curvatura costante positiva £,3Y), ed 8 questi corrispondono i
sistemi coniugati sulle evolute (vol, I, pag. 282). Per cit sulle 8,8 s
corrispondono, oltre alle geodetiche, i sistemi confugati e le due super
ficle sono quindi contugate in deformazione ¢. d. d,

Un altro ravvicinamento fra Ia trasformazione H per le deformate
delle quadriche e la trasformazione di Hazzidakis & gid stato ricordato
8l § precedente e si riferisce ad un ellissoide rotondo schiacciato o ad
un iperboloide a due falde coniugati in deformazions,

8§ 14,
Congruenze W corrispondenti,

Riprendiamo a considerare in generale due superficle 8,8 conlugate
in deformazione, '

Ad una deformazione infinitesima della § corrisponde una determi.
nata deformazione infinitesima della § e nelle due deformazioni s gor-
rispondono i sistemi coniugati permanenti. Possiamo ulteriormente pre-
cisare queste proprietd ricorrendo alla nota relazione fra le deformagioni
infinitesime di una superficie S o le congruenze W aventi 8 per una
delle faldo focali (vol. II, § 242). Consideriamo una congruenza qualunque
C di raggi tangenti ad 8: so pei punti di § tirlamo i raggi tangenti
nelle diresioni corrispondenti a quelle dei raggi di C, avremo una con-
gruenza G che st dird corrispondente a C. Ora dimostriamo il seguente
teorema:

SolacmwnmaNapﬁmafaldafocaleS&ummmemam

‘) Secondo ls formole citate del § 893, vol, 11, 1 dus superficie £,  hanno
infatt! 1a seconda forma fondamentals

senh 6 cosh 8 (dud4- dv¥)
& comune,
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anche la corvispondente C, avents per wna falda focale la contugata § in
deformagione, sari una oongruenaa W,

Per dimostrarlo prendiamo & linee coordinate sopra § le linee
v==cost.'® jnviluppate dal raggi di C ed a linee u== cost.* e loro linee
& tangenti coniugate !), sicché avremo D' =0,

Lo coordinate @,,y,,# del secondo fuoeo F, potranno seriversi (E))
]
m=o 15, =y +1¥, n=stiy,

ed applicando le formole del § 8, ove sard da farsi
m=20,D =0,
troveremo dalla (5) ibid,

Q=0
¢ dalle (3), (4)
om, Gz o
(15)
o ou
ove
al 11 _ju
= B B, e fl
(16)

=l amfilien,
@ siccome Q =0, ne verrd
-3

Per esprimere che la C & una congruensa W basta porre la condi-
ziono (vol. II §242) che esista una deformazione infinitesima della se-
conda falda S,, nella quale i punti (% 4 4) di questa si spostino nella

t) Con i escludiamo ii caso cho le linee (v) slano asintotiche, caso che non
fa perd eccezione al teorema del testo.

%) 81 oszervi di passaggio che se sf ha {1:‘=0 le sviluppabilt circosoritte
alla 8 lungo le linee () sono cilindri, ¢lod queste lines sone linee d'ombra.
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direzione (X, Y, Z) della normale alla prima falda 8. Siano

sRX, sRY, ¢RZ

gll accrescimonti subiti da #,,y,,#,, dove ¢ indica una costante infini.
tesima ed R =R (4, v) un fattore incognito di proporzionalita, che dovra
soddisfare (vol. II § 224) alle condizioni necessarie o sufficienti

23 (BX) 9z, =0, 23 (RX) az,

an W W
( 2‘3 (BRX) ax, za (RX) §_:_v_, =0,
A causa delle (16) e delle altre
oz 9X 092 90X

cEE I K
azax o 0z 0X
2

_“_.__D"

Ia setonda delle (17) & un'identitd e lo altre due danno

dlogR L 3133__2 11

ou '

ovvero per le (16)

gttt 3 [3

ou
(18) _3}%_5=g_;f1+312}+‘11}13:.

Come unica condizione affinch® la congruensza sia W si ha la con-
dizione d' integrabilitd delle (18)

w sl
e questa si suppone adunque soddisfatta.

Dobbiamo ora dimostrare che anche la congruenza corrispondente
Co W,perla qual cosa basterd dunque provare che esiste una fanzione
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R (v, v) soddisfacente alle due equasioni analoghe alle (18)

31;511 alogl'_’_’ll‘ ,12}

31;51% alogl' ilzz__l_lIlD“

Sottragghiamo da queste le (18) ricordando che, essendo 8, co-
niugate in deformazione, sono soddisfatte le (6) § 69 ed &

SiiSl
i
SIS

cosl 8i trova

3 102(B) = 2. 105 (F)_ 12310gA
0 108(5) = e g)— 1
]

1
2
log(g) = log( ) - % 3______1&37&

Queste si soddisfano gens'altro ponendo

R
ed il teorema & dimostrato.

Ma nel seguito & un caso particolare di questo teorema che ci interessa,
quello in cui 8,8 sono applicabili sulle quadriche Q,Je per con-
gruenza C si prenda una di quelle che corrispondono alle trasforma-
zioni By. Allora si vedrd cho auche la congruenza corrispondente C 3
della medesima specie e a4 quindi una corrispondente trasformazione
By di 8. Cos), in questo caso speciale, Ia proposizione viene vieppid
a precisarsi e pone in velazione le trasformasioni B, per le deformate
della quadrica Q con quelle delle deformate della confugata in deforma-
gione Q.

In fine si osservi che, insleme al teorems ora dimostrato, sussiste
I'altro:

Ad ogni congruensa normale C colla falda focale § corvisponde una
congruensa normale O colla falda foeale 8. Questa & una immediata, con-
seguenza della corrispondenza delle geodetiche sopra 8, §. Supponiamo
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in particolare che B sia applicabile sopra una superficle di rotazione e
prendianto per C la congruenza delle tangenti alle deformate dei meri-
diani, Questa & allora insieme una congruenza W e normale, e 1o stesso
accade quindi della congruenza corrispondente O; dunque in tal caso
anche la § & applicabile sopra una superficie di rotazione e sopra 8,8
le geodetiche trasformate dei meridiani si corrispondono.

§ 8.

Formole relative a due iperboloidl ad una falda confugati
in deformazione,

Veniamo ora allo studio delle proprietd che pongono in relazions,
come 8i & detto, la trasformasione H colle B, . Siano sempre Q, Q due
quadriche coniugate in deformazione e 8,8 due qualunque loro defor-
mato conjugate. Per mezzo di una trasformazione B, trasformiamo -la
8 in un'sltra 8, applicabile sopra Q, e consideriamo la congruenza
C formata dalle congiungenti FF, i loro punti corrispondenti. Se appli-
chiamo Ssopra Q, i segmenti focali FF, si dispongono col primo estremo
M tangensialmente & Q © col secondo M, sulla quadrica confocale @,
e i secondi piani focali (tangenti ad 8,) diventano i piani =, della retta
MM; o della generatrice della Q. (del primo o del sezondo sistema se-
condo che By, & della prima o della seconda classe) uscente dal punto M.
Ora Tomografia che cangia Q in Q, e I'intero sistema confocale Q) in
83 medesimo, cangia la quadrica Q, in un'altra quadrica Q;- dello stesso
sistema confocale, e muta quindi i segmenti MM, in segmenti MM, tan
gentl nel primo estremo alla Q o terminati nel socondo M, alla qua-
drica Qg, ed insieme i piani =, in plani =, pel segmento MM, e per
Ia generatrice di @ uscente da M, . Cid posto, prendiamo Ia superficie S
coniugsta in deformazione di 8 e deformiamo la seconda quadrica @,
che seco trasporti in sistema invariabile i segmenti MM, ed i piani =,
nella superficie applicabile 8. Il teorema finale, alla cui dimostrazione
ci accingiamo, & allora il seguente: La superficie 8, luogo dei nuovi ter-
mini M dei segmentt MM, avrd per pians tangenti i piani 7, dopo la
deformasiome ¢ insieme colla superficie 8 formerd le due falde focali della
congruenss MM, , talohd §, S, saranno trasformate Vuna del'altra per la
B Indire la B, sard cmiugata in deformasione della 8, come la S & 8,
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Per eseguire i calcoli necessarii alla dimostragione di questo teorema,
¢l riferiremo, per maggiore determinatesza, al caso di due iperboloidi ad
wna falda coniugati in deformazione; ma avvertiamo che il procedimento
analitico stesso conserva il suo valore per ogni altra coppin di quadriche
coniugate in deformazione.

Bia dunque

S+8-45=1 wom
I'equazione del primo iperboloide Q; il coniugato Q in deformazions
avrd per equazione (§ 72)

+

. =1'

nd
s

A3

dove abbiamo posto

(20) a=l’(‘"““b’__.__.a)_@‘_:t§, b=l VB, 5=§V6‘W‘,

e le formole dell'omografia che cangia Q in Q saranno

b_oh %

g %
“%' cu'?

(21) ba

| 3

&=

Esprimendo #,4,4 per le coordinate curviline %, colle formole
(68) § 16 (pag. 47), avremo per le espressioni corrispondenti di %,,F,, 7,

99 ..=“u+v 7o 1—up %o g YU
@2) D= rw B 5u+v’x i fw"

Calcoliamo di qui le quantita
E,F,G,5,0,, 0,7,
che sono per I'iperboloide Q lo analoghe delle
E,F,G,D,,D,,D,p

per il primitivo Q. Troviamo in primo Iuogo le formole

EG-P _ a (uto
38) EG=F = @ (15w
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(24) ‘ﬁo=ﬁo==0 ’ ﬁ'os—- - 455_‘1_
(1+u)' VG-

¢ quindi
- (1+w)'(EG-F)
4abs !

onde ricordando che

p = (400 (BG —F)
4dabe y

ed osservando la (28), segue

p_. 8bo (uto)
P abo(1+w)’
Ma dalle (20) si ha subito
@bo=abe
o resta quindi
E (o
@) e

Aggiungiamo che i valori dei simboli di Christoffel per il d&* del-
I'iperboloide Q sono i seguenti

F‘r"“ % 12} 13logp ogp tzz} —0
1
@6) Fuv ' 2
111‘ = .0 glzfz_l_alogp ;22};_____ 2 .
14uy
Confrontandoli coi valori corrispondenti (62) § 16 (pag. 48), si vede
subito che le condizioni (7) § 70 sono soddisfatte e si ha cosl una verifica
che sopra Q,Q si corrispondono le geodetiche ¢ Q, Q (corrisponden-
dosi gid i sistemi coniugati) somo coniugati in deformazione,
Ora prendiamo una deformata qualungue S di Q, e sia

Ddu’ 4+ 2D’ dudy 4 D" do*

Ia sua seconds forma fondamentale. Per la coniugata S in deformazione
la seconda forma fondamentale

Dant + 3D’ dudv 4 D" do*
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sard proporzionale alla precedente e precisamente sard

=‘ﬁ'&ﬁu=ﬁ;
P=F=D,

Ma per la (24), e per la corrispondente (60) § 18 (pag. 47)

ool

D, _ 453 (ute) VEG=F
D,  abo (1+w) yEG— '

onde per la (23)
I)' Sauty _Gute
Dy %0 1tw aitu’

¢ quindi

D_D'_adauty_a p

(@) b A ) e R Wil P’

oo

Se trasformiamo la 8 mediante una B, nella nuova deformata 8, di
Q, avremo per Ia 8, le solite formole

(28) w,==x+l?£+mg—-f, ece,

Indicando con Z,4,% le coordinate del punto M corrispondente di §
6 con %, %, % quelle del secondo estremo M, del segmento M M, otte-
nuto nel modo descritto al principio di questo paragrafo, potremo scri-
vere le formole corrispondenti
(28% ﬁ;=i+f%+m%§ ece.,
dove resteranno da calcolare i coeﬁcieﬁti 7, . Intanto, siccome i raggi

MM, , MM, delle congruenze C, G sono tirati in direzioni corrispondenti,
saranno 7, 7% proporzionali a 7, m, scriviamo

l=h, m=hn

e cerchiamo il fattore A di proporzionalitd. A questo oggetto, osserviamo
che se si indicano con &,%,{ cid che diventano ,,4,,# quando S si

applica sopra Q, e medesimamente con &, v, % cid cho diventano 2, g, , #
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quando 8 si distende su G, avremo

(e_—w.,+za"‘°+ m
[f=z4 1% +";,

e per cid
§ o) (+w) +16'—1) 4 m—1)
a (wv)*
f_to)ltw) — 10— 1) — 1)
@ (14-uo)®

D’altra parte si passa dal punto (¢,%,2) al punto { +1,¢) mediante
'omografia (21), e quindi

£ _a,
a ¢
ne segue
(w+0) (Atun)—h [1*—1) +-m (*—1)] (e4-v)*
(1 4-up)® T (uHe) (1) Ue=-1) Fm v 1)’
onde pel valore cercato di 4
(4-+0) (1 +uv)

T ) () 1) Fm@—1)

Sostituiamo gui i valori (§ 16)

l=(u+v)% . m::(u—i-v)%,

ed avremo
A4uW
(l+uv)W + @' ~-1)U 4 @1V *

Pej valori effettivi (67) § 16 (pag.49) di U,V, W (segni superiori)
si ha

1+ u) W + (* —~ 1)U - (@~ 1)V = (u-+0) R,
ove 8i ponga

(29) Q== 2[b,(1 up) cos 0 — ——, ¥ ,(u+v)sen0+ <(e—v)|;

10
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cosl il valore di A diventa

da cui
Tl (L) e e (1 490) %

e in fine per le formole (28*) che definiscono 8§,

(30) 7 = +1+“"(Ug—§+v%§).

§ 178
La superficle S, come trasformata della S per una B...

Per dimostrare il teorema enunciato dobbiamo in primo luogo dimo-
strare che le formole (30) ora ottenute definiscono una trasformata §,
della § mediante una conveniente B;-. Occorre anzi tutto calcolare questo
valore % in funsione di %, cid che si fa subito osservando che esso &
il valore del parametro della quadrica confocale Q,

z

2o 7 7
a’+7£+6'+ﬁ"‘a"-72" ’
in cui I'omografia (21) trasforma la quadrica Q, di equazione

at ¥ 8
FrEt o —a=l

8i ha subito di qui per la formola cercata

@k

Ed ora per compiere le verifiche indicate conviene trasformare le
formole relative all’attuale iperboloide Q nelle nostre primitive del § 16,
e cosl seriviamo, in corrispondenza colle (58) § 18,

g 187
MY

&t
<t

1—@¥
a9

{

&y == s = =} ) By== &

3]
<

e
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queste, confrontate colle (22), danno subito le semplici formole
% al y Jeso
%

pel passaggio dalle antiche variabili 4, alle nuove #,%.
Secondo lo formole del § 16, una trasformata §', della 8 mediante
la B sarh data dalle formole

(81%) 3’1~‘£+ka_+p.3_ 6ce. ,
dove

A
A= (4F) = , b= (H+7) =
(@+-%) 0 (+'v)w

S

ed U,V,W hanno i valori

ﬁa(«ai 3)2uw80+(58, -—)(u l)sen0+(~,—5—,~-) it 4-1)

(82) ’\7:(—-_“,_, g)2vcosﬂ+(§-;+d)(ﬁ’—l)sen0+(-5—+;~,-)(ﬁ'+l)

ac

\W=2[E§—,(u—'ﬁ)cosﬂ-—y——:,(l +uﬁ)sen0+.,5,(1-u~v)]

o lo costanti @' ,%',¢ gli altri
(88) F=Va+k, ¥ =Vi+k, e =VE—k.

Dovr3 inoltre 6(# , #) soddisfave le corrispondenti equazioni differen-
ziali fondamentali (II) § 86 in coordinate (i7, %) per la trasformazione B..

Dalle (33), osservando le (20) e Ia (31), si traggono intanto le seguenti

¢ B_
=a’ET—.

129

X
5

alﬁ

g
7T

Y ar
|8

(34)

!

¢

Se si sostituiscono poi nei valori (82) di U,V , W per 4,4 i valori

]
i
t
Y
<

o si confrontano colle (67) § 16 e col valore (29) di Q, si trovano subito
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le seguenti
e a*U 7 w4
G=—Gg V=5V, W=5E.
Ma, in coordinate «, v, le (81%) si scrivono
% %
e P — Agg? — ——
E’l T )‘“ a“ + P’ avﬂ v
mentre per le precedenti si ha
W= (ito) T =) ]

onde
& =&+ (1+u) —gg%-i-%%),

formole che coincidono colle (80).

Resta ora da eseguire la seconda verifica differenziale, ciod da provare
che la funzione 8(x , v), che soddisfaceva alls equazioni differenziali della
trasformazione B, relative alla superficie 8, ciod alle

d el a'bd ,

® _ a¥e v o,
ah“"uk(“+”)’9U+2kVabaV—(DU+D V),

(86)

soddisfa altresl alle altre

8_0_= ave Vs abe R,
C TORR 2EV’FVP(AU &)

(87) _ (e=%£1)
»_ ave ave

Rt Ry ae s G U,
relative alla trasformazione B, della S, ove con

A qi* 4 2 &' g dii - 8" gt
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si indica la seconda forma fondamentale di §

Dawt 4 2D'dudy + D' ao*

trasformata in coordinate a:l ¥=v, Basterd dunque provare che,l

scegliendo convenientements il segno di s nelle (87), queste vengono a
coincidere colle (86). Ma s{ ha

- P

=D, 8 =—u'D, & =D,
indi per lo (27)

N ViR SO N S
(38) Aa;u‘V%.D,A—--——Zu'\/%D ,A"--—;“/S.D',

ed essendo

le (87), ove 83 prenda s==—11), o si osservino lo (35) e (88), danno

o0 ave o ave ard
W= TRy @ aryamy @ PUHDY

a0 abe o abs "
%= TRy @ Ve O+,
Ed in fne, osservando le formole
e By 3802 abE &
T d  abe T @AV T a
(uto)*
P (1+W)'P’

vediamo convertirsi le precedenti nelle (88), cid che completa lo veri-
fiche proposte.

*) La scolta s=1 dipende dal segno preso nelle (27) per D, D', D*, cho
86 questo sl canglasse nell'opposto verrebbe allora ¢==-4-1, 8i ricordi a questo
proposito che la 8 determina la coniugats in deformaglone B solo a meno dl
moviment! e simmetrie.
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§71,
Conclusione. — Permutabilith della trasformazione H colle B,.

I caleoli del paragrafo precedente ¢i hanno dimostrata solo la prima
parte della proposizione enunciata al § 76 e ciod che la superficie 8,
luogo dei punti M, (data dalle formole (80)) & una trasformata della
S per Ia B;, onde segue poi che i suoi piani tangenti sono appunto i

piani m dellenunciato. Quello che ci rimane ancors da provare & che
la superficie §, & conjugata in deformazione della 8,. Questo dedurremo,
senza alcun calcolo, dalla legge d'applicabilitd per le due falde focali
di una delle nostre congruenze W, data come sappiamo dall’affinitd
d' Ivory,

Osserviamo per clo che, quando applichiamo S sopra Q, i segmenti
focali FF, si dispongono col primo estremo in un punto M di Q, tan-
genzialmente a Q, e vanno a terminare nel secondo M, alla quadrica
confocale Q,.

Ora, per il modo stesso come sl § 756 abbiamo costruito 8,, allor-
quando distendiamo S sopra Q i termini dei rispettivi segmenti focali
FF, si dispongono sulla quadrica confocale Q, nei punti M, corrispon-
denti ai punti M, nell'omografia (21). Trasportiamo ora, coll'affinita di
Ivory, il punto M; da Qi in N, sopra Q, e medesimamente M, da Q;
in N, sopra Q. Saranno allora rispettivamente N, ed N, le posigioni oc-
cupate da ¥, e F, quando si distende la S, sopre Q, ovvero la §; sopra
Q. D'altra parte I'omografia (21) cangia in s& medesima la famiglia
degli iperboloidi confocali ad una falda e perd anche quella delle loro
trajettorie ortogonali, onde segue che i due punti N,, N, si corrispon-
dono nell'omografia (21). E siccome questa cangia le geodetiche di Q
in quelle di @, ne segue che se F, descrive una geodetica sopra S, il
punto F, corrispondente su §, descrive pure una geodetica, Dunque nella
corrispondenza fra S, e 8, le geodetiche sono conservate; ma sono con-
servati anche i sistemi coniugati, poichd questi corrispondono ai sistemi
coniugati di 8,8, i quali si corrispondono fra loro. Goncludmmo per-
tanto che 8,, S, sono coniugate in deformazione ¢. d. d.

Possiamo enunciare la proposizione cos} stabilita anche sotto la forms
equivalente ;
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La trasformavione H oangia contemporaneamente le due falde fosali
8,8 di una delle nostrs congruente W nelle due falde focald 8,8,
un' altra tale nuove congruensa.

8i vede cosl che per passare da 8 ad 8, si pud eseguire prima la
B, da 8 ad 8,, indi la H da 8, ad §,, ovvero anche prima la H che
da 8 porta ad § e successivamento 1a B; che conduce da 8§ ancora ad

8. 8i pud dunque dire che il risultato ottenuto esprime la permuta-
bilitd della trasformazione H colla B, , nello stesso modo come il teorema
di permutabilitd (cap. IV) riguardava la permutabilits dells B, fra loro,

8o lo due superficie 8,5 coniugate in deformazione sono note, ed
& nota altres! una tresformata S, di S per una B,, si ottiene senz'altro
in termini finiti una corrispondente trasformata 8, di § per una B o

questa §, & al tempo stesso la coniugata in deformazione di 8,. Per
cid, nell'applicare le trasformazioni B, allo deformate di una quadrica
Q, conviene sempre associarvi le deformate dell’altra quadrica Q co-
niugata in deformazione, poichd i due problemi di trasformazione si
risolvono I'uno coll'altro. Per tal modo, in particolare, si passa dalle
deformate dell' iperbolojde ad una falda a quelle del coniugato in de-
formazione e cid tanto che si tratti delle deformate delle regioni reali,
quanto che si tratti invece di quelle immaginarie.

Similmente dalle superficie applicabili sulla regione reale o ideale
di un ellissoide si passa, colla trasformazione H, a quelle applicabili
sulla regione reale od ideale dell’iperboloide a due falde. Ed in fine
osserviamo che, siccome I'omografia, che cangia la quadrica Q nella co-
ningata Q, scambia fra loro le coniche focali, le trasformazioni singolar
per le deformate della prima quadrica vengono cangiate dalla trasfor-
mazione H nelle corrispondenti trasformasioni singolari per le defor-
mate dell'altra quadrica.

§78.

Cenno sulla estensione delle trasformazioni B,
alla geometria non-euclidea.

Tutte le teorie che abbiamo sviluppato in questo libro per le defor
mate delle quadriche nello spazio euclideo si trasportano inalterate (coi
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medesimi principli geometrici fondamentali dei sistemi confocali di qua-
driche e della affinitd d'Ivory) alle deformate delle quadriche negli
spazi di curvatura costante, positiva o negativa, Noi qui perd of limi-
teremo ad indicare un modo di effettuare questo trasporto, servendosi
della trasformazione H studiata in questo capitolo,

Promettiamo per ¢id le osservazioni seguenti:

Di due quadriche omofocali Q, Q' dell'ordinario spazio prendiamo
p. & la seconda Q come assoluto di una metrica del Cayh'ay. 11 ds* di
questa metrica appartiene, come ben si sa (vol. 1§ 192), ad uno spazio
di curvatura costante e la quadrica Q euclidea & al tempo stesso una
quadrica dello spazio curvo o, come diremo, una quadrica non-euclidea.
E ovidente che i sistemi conjugati di Q nel senso euclideo sono anche
coniugati nel senso non-euclideo. Ma importa di pid osservare che: la
quadrica Q ha le medesime geodetiche sia nello spasio euclideo sia nello
spasio curvo, Questa proprietd, osservata la prima volta da Darboux 1),
8i dimostra subito ricordando che il polo del piano tangents in un punto
» alla quadrica Q rispetto alla quadrica confocale Q & situato sulla nor-
male in p a Q, e percid ogni normais alla quadrica Q nel senso euclideo
& pure la normale non-euclidea. Ora una geodetics euclidea di Q
ha il suo piano osculatore normale nel senso euclideo s Q o per cid
anche nel senso non-euclideo, onde essa & altresi geodetica non-eu-
clidea, e viceversa ogni geodetica non- euclidea di Q & anche geodetica
euclidea,

Se a queste osservazioni associamo il teorema dimostrato al § 70,
vediamo che: '

La quadrica Q ha i medesimi sistemi di asintotiche virtuali tanto nella
melrica ordinaria come in quella del Cayley e per cid 4 due problems @i
deformare Q nel senso euclideo o nel senso non-euclideo somo intrinseca-
mente equivadenti,

Cosl adunque ad ogni deformata euclidea S della quadrica Q cor-
risponde una deformata 8 non-euclidea, che & coniugats in deformazione
della B; la trasformazione H da il passaggio dall'una specie di defor-
mate alle altre.

Ed ora si presenta ben naturale la domanda:

Dalle deformate delle quadriche euclides si ottengono cost tutte le

¥) Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, Parls 1878,
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deformate delle quadriche non-euclidee? Consideriamo la questione dal
punto di vista roale, e distingniamo secondo che si tratta di metrica
ellittica od iperbolica, Nel primo caso 'assoluto Q' sard un ellissoide
immaginario, nel secondo una quadrica reale a punti ellittici, Per quanto
precede, la questione & riportata alla elementare seguents : Si pud ese-
guire un’ omografia reale che cangi le due quadriche Q, Q in due qua-
‘driche omofocali ?

Be siamo in metrica ellittica ed adoperiamo coordinate di Weierstrass
Ty, @y, @y, %5 (vol. I, § 198), Pequazione dell'assoluto Q' &

Q) Atd+adta=0,

e con una sostituzione ortogonale reale su ,,#,%;,%, che rappre-
senta una trasformazione delle coordinate di Weierstrass (ovvero un mo-
vimento dello spazio ellittico), possiamo ridurre lequazione della qua-
drics Q alla forma normale

«

@ < .

dove le costanti A, B, C, D non saranno tutte eguali ; altrimenti Q coin-
ciderebbe con Q. Escludiamo inoltre il caso in cui queste costanti siano
a coppie eguali; allora la quadrica (reale) Q avrebbe l'equazione

% + ! —tang' o (2} + af) =0

con o costante realo o sarebbe 1 superfivie di Clifford *). Nelle nostre
ipotesi vi sard dunque una almeno delle quattro costanti diversa da tutte
le altre tre, poniamo p. e, A. Introduciamo coordinate cartesiane orto-
gonali ordinarie #,y,#, ponendo .

@
a:-.a;: y=b%:, PR

1) Be &l esprimono o, , @, , 23,2, per duo varlabili 4, v colle formole
y==COBGCOS U o &) ==COSTEON U , Xy =GN S COBY , Wy==gEN O BEN ¥,

si vede subito che queste rappresentano una superfiele di Clifford riferits alle
sue linee di curvatura u, v (circoli), .
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con a,b, o costantl, Le equazioni delle due quadriche Q, Q' diventano
2 9 Fy
@ptyotapti=0
A A A
x/' -
+84+ 8 41=0
o queste saranno omofocali se

———a’ o B e BF -o’ c’

A A
ciod se le costanti @,b,c sono prese in guisa che sia
@AA—~B) =l (A—C=cA-—D),

cid che & sempre possibile con valori reali per a,b,c se le tre diffe-
renze {non nulle) A —B, A— C, A —D hanno il medesimo segno. Se
B, C,D sono diseguali fra loro, e da A come 8i & supposto, basterd
scegliere per A la maggiore di esse per trovarsi nel caso ora detto,
Resta il solo caso che due delle B, C, D, sieno eguali fra loro per es.
B==C ¢ differente dalla terza D 1) e lo differenze

A—B,A-D

abbiano segno contrario. Ma allora le altre due
D—A,D~—B

hanno egual segno ¢ basta quindi scambiare A con D per ritrovarsi nel
caso precedente,

Concludiamo adunque: Esclusa la superficie di Clifford, ogni alira
quadrica dello spasio ellittico ha la sua quadrica (& centro) coniugata in
deformasione nello spasio euclides, ¢ quindi il problema di deformare una
quadrica, diversa dalla superficie di Clifford, in mebrica ellithica & perfet-
tamente equivalente al problema della deformagione delle quadriche a centro
dello spasio euclideo.

Che la superficie di Clifford faceia veramente eccezione, che ciod non

1) Se fosse Be==( =D lo differonze A — B, A C, A —D sarebbero egnali
¢ quind{ del medesimo segmo.
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enigta una quadrica Q euclidea coniugata in deformazione, si vede per
o8, osservando che la Q, corrispondendo geodeticamente alla superficie
di Clifiord che & a curvatura nulla, sarebbe (pel teorema di Beltrami)
a curvatura custante, quindi o una sfera o un cono o cilindro di rota-
«ione. Ambedue i casi sono da escludersi perché sulla superficie di Clif-
ford le asintotiche sono reali distinte mentre sono immaginarie sulla
sfera o coincidenti sul cono o cilindro.

Ricordiamo poi che il problema della deformazione della superficie
di Clifford & gid completamente risoluto, poichd le sue deformate sono
le superficie a curvatura nulla dello spazio elittico di cui si conoscono
le equazioni in termini finiti (vol. I, § 219).

Abbiamo qui esaminato la questione proposta solo per lo spagio ellit-
tico. Per I'iperbolico le cose procedono diversamente perche, a cansa
della reality dell’assoluto, non & pii possibile in ogni caso ridurre I’equa-
zione della quadrica Q a somme di quadrati, Converrebbe quindi sud-
distinguere varii casi parziali, nel cui esame non vogliamo qui adden-
travei,

Ritorniamo ora al nostro oggetto principale, al trasporto délla teoria
delle trasformazioni B, delle deformate delle quadriche dalla metrica
euclides alla metrica ellittica od iperbolica. Essendo dunque Q wna qua-
drica, e Q" una quadrica confocale, presa come assoluto di una metrics

non-euclidea, consideriamo, come sopra, una sua deformata euclidea 8-

e la corrispondente deformata non-euclidea S coningata in deformazione.
Applichiamo alla S una trasformazions B,, che la cangi in una nuova
deformats (euclidea) 8,, sicchd 8,8, sono le dus falde focali della con-
gruenza rettilinea FF, che ne congiunge i punti corrispondenti.

Applichiamo nel senso euclideo S sopra Q, dopo di che i termini F,
dei segmenti focali FF,, trasportati nella deformaszivne, verranno s dj-
sporsi sulla quadrica omofocale, Ed ora immaginiamo che la quadrica
stessa Q, trasportando i segmenti FF\, si deformi nel senso non euclideo
nella superficie §; il luogo dei termini F, dei segmenti cosl trasportati
sard una nuova superficie &,

Ora vale qui il medesimo teorema come nel caso euclideo (§ 75), o
ciod:

La superficie S, ¢ la § sono, nello spasio non euclideo, le due falde
focali della congruensa FF, ed ambedue risultano agplicabili sulla qua-
drica Q. Inoltre 8, sari coniugata in deformasgione di 8, come § di 8,
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Questo teorema, che ci limitiamo qui ad enunciare, mostra appunto
come la teoria delle trasformazioni B, sia estendibile dallo spasio euclideo
agli spazi a curvatura costante ed jl trasporto si possa effettuare per
mezzo della trasformazione H.

Un caso particolare ben noto & quello delle superficie a curvatura,
costante dello spazio non-euclideo, alle quali sono coniugate in deforma-
zione ancora superficie & curvatura costante nell'enclideo, Cosl la teoria
delle trasformazioni di Bicklund per le superficie a curvatura costante
sussiste indipendentemente dalla curvatura dello spazio. & questo un d-
sultato che stabilli per tutt'altra via la prima volta nella mia memoria:
Sui sistemi di Weingarten negli spast dé ourvatura costamds *).

1) Memorie della R, Accademia def Lincel, Serie IV, vol. IV, (1887),
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I sistend coningati permanenti sulls deformate delle quadriche

B

§ 19,
Sistemi isotermo-coniugati sulle quadriche,

Le trasformazioni B, delle deformate delle quadriche conservano,
come sapplamo dal § 84, i sistemi coniugati permanenti sulle due falde
focali 8,8, delle relative congruenze W. D’altronde una deformata 8
della quadrica fondamentale Q & intrinsecamente determinata quando si
conosce sulla quadrica Q il sistema coniugato permanente nel passaggio
da Q ad 8, ovvero il corrispondente sistema di asintotiche virtuali. B
quindi naturale di pensare che si possa fare uno studio delle trasforma-
zioni B, senza uscire dalla quadrica, ciod riguardandole come trasfor-
mazioni dei sistemi coniugati permanenti, o delle asintotiche virtuali. In
questo senso appunto, al § 881 delle Lezioni (vol. II, pag. 406), si sono
studiate lo trasformazioni di Bicklund per le superficie pseudosferiche
come trasformazioni delle loro reti di Tchebychef (asintotiche virtuali).
Stabiliremo nel presente Capitolo i principii fondamentali per lo studio
indicato e ne dedurremo, fra le altre, varie proprietd notevoli delle de-
formate delle quadriche, gid note per le ricerche di Darboux, Calapso
e Servant,

Premettiamo una ricercs sui sistemi isctermo-coniugati delle qua-
driche; e qui, estendendo la denominazione introdotta al § 79 delle Le-
zioni {vol. I, pag. 167), diremo isotermo-coniugato ogni sistema () di
una qualunque superficie che dia alla sua seconda forma fondamentale
la forma

*

D (ds* +d8"),

valendo naturalmente il segno superiore per una superficie (o regions)
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a punti ellittici, I'inferiore per una superficie a punti iperbolici. 8i noti
che le equazioni delle asintotiche saranno

o} $B==008tt , o — iB==costte

nel primo caso, ed
o f=cost.te , a— B==cont.te

nel secondo,

Consideriamo ora uns quadrica qualunque Q riferita dapprima alle
sue generatricl (w,v) (reali od immaginarie), Siccome esse sono ad un
tempo agintotiche o geodetiche, si avrd

1
De=D'=0 s !21}33212}&0,
onde segue per le formole fondamentali (vol. I, pag. 116) che le coor-

dinate #,y,% di un punto u, v della quadrica saranno soluzioni del si-
stema simultaneo

e ()% M (99)%
) =11l w7 )%

che, ammettendo la quarts soluzione §=1 linearmente indipendente da
%,y,#, sard illimitatamente integrabile, Si avrd quindi in particolare

?_‘11 __ 9[22
» 1‘“‘3:4’2!'
¢id che risulta anche dalla formola del Dini
3‘121_“3 12
w2 ""3u{ 1 l’
ricordando che si ha
@) alogVEG_-___i"ain‘_l_{m dlog VEG—F _ (23] , (12
u 1 2" _a‘u‘““"“{zg'*“l;'

Segue di qui che, indicando con L una conveniente funzione di %,v,
si potrd porre

{11;=2810gL 122 ____2810g£
1 u 2 ° !
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o il sistema (1) prenderd la forma
ol ] 3

Dalle coordinste asintotiche (4 ,v) passiamo ad un sistema isotermo~
confugato (¢, p) ponendo

a=2thtv , frmthp;

od anzi, stante l'arbitrarietd dei parametri asintotiel % ,v, avremo cost
fl pid genorale sistema isotermo-coniugato, Il sistema (1*), trasformato
in coordinate {(«,B) si scrive

A A 3logL o dlogL 3
( + T mTiTH %
( P¢ _ dogLdk | dlogLd

du3p B O« da a3’

Qui perd si osservi che se lo asintotiche u,v sono reali i parametri
@, 8 possono intendersi reali, ma quando le asintotiche sono immaginarie
converrd, per conservare «, f reali, cangiare p in 4f. Abbiamo dunque
il risultato:

Lo coordinate x ,y , 2 di un punio mobile sopra una quadrica, espresse
pel paramdri o, B di un sistema isolermo-coniugato, somo solusioni del
sistema simultanco Wlimitatamente integrabile

alogLae dlogL 3¢
0 aa' e ap' = BT R
ol dlog L 8¢ dlogL 3

5B % e T da B

dove £ = 4+ 1 secondo che le generalrici somo redli od immaginarie, ed L

¢ ung conveniente funsione di o ,f.
1 facile veders che, & causs della illimitata integrabilitd del sistema
(D), 1a fonzione L («,B) deve essere una soluzione della equazione di

Liouville

FlogL 8’10ng .
o ¢ g = kL (ks costaute),

o viceversa, se L, soddisfa a questa equazione, il sistema (I) & illimita-

240 oarIToLO VI, — § 79

tamente integrabile !). In tale ipotesi vale la proprietd reciproca della
precedente ;
8¢ x,y,4 smo tre solurioni indipendenti del sistema (), le formole

v=a,p),y=y,pf, s=2(,f)
%) Pongast per un momento Li=¢® o si considerino le equazion! simultanece
(I) ohe seriviamo colle notasioni di Monge (10-%-ae ,g=g§ s g',e 8= é?% s
t-ua'e)
%
8= m_éﬁp +3«
t= 2:§;p+23~p~q-~cr.
Per formare le condizioni d'integrabilith si traggano da queste lo

o 90 [0 0000 [0 7 20
o 3a3ﬂ+3a3[3J +[%‘{'+(§&)‘]“+%'
o _9s
da '

o da quest'ultima
a_r__ ?_‘_9__“ ﬁ 90\2 36 0 9096 a0
= [o5e 573G Bl R Er
Ed ora, formundo 5 )
52 o)~ 5 5 = A+ B+
le condizloni di illimitata integrabilith consistono nell'annullarsi det coefficlenti

0 #0 _905%0 a0
watiptina g'aag;
a0 &0 303’6 203%
3@ gt TN
Le condizgionl B=0 , C=0 si scrivono

9 [3’0 ) 30[3’0 o0

" A,B,C. Ma & trova

A=0,B=—

C=

5-0‘15&‘“633’ 23« 94 33'

[a*e Q0[0_ #6
T [a“&"‘ ‘a?]
209
3«’_.‘@

che & I'equasione di Liouville del testo.

¢ integrate danno
=ke?,
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definiranno una quadrica, riferita ad un sislema tsotermo- coniugato
(«,B)
E infatti avremo
D4sD'=0

e, ripristinando le variabili primitive u,v, risulterd
DeD'=0, ’121}__;22‘_4)

onde le linee u,v, essendo asintotiche e geodetiche, saranno rette e
la superficie sard dunque una quadrica,

§ 80.
Proprieth dei sistem! isofermo-coniugati sulle quadriche,

Supponendo la quadrica Q riferita al sistema isotermo-coniugato («,B)
ove
(9) D'=-—¢D, D'=0,

indichiamo con ,'zk ‘ i simboli di Christoffel pel
ds*==E do? 4 2F dadf + G df

in coordinate («,B). Dalle formole (I) paragonate colle fondamentali ab-
biamo subito

$l2z_alogL, 12%_?*12&!“
!11%_{_ i22;~2810gL l22;+ 111 alggL.

Associando a queste le (2) e introducendo la nuova funzione

0 VH = }/.EE __Ef
avremo pei valori dei simboli di Christoffel ls formole
’11} alogL+1alogH {12 alogL ,22 ealogH
92 '2 da ']1 } 2

%”; —_ $3logH 312 8logL lzo‘ 2alogr. 13logH
TTa27eg 2T 398
18
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Osserviamo che se della quadrica Q si considera una quadriea Q
coniugata in deformazione (cap. V), il sistema (2, ) sard ancora {so;ermo-
confugato sopra Q e varranno quindi formole come le (1.

Dalle formole (6) § 69 (pag.204)risulta poi che: passando dalla guadrica
Q alla coniugata in defoma:wne Q, la funcione H resta lo medesima ¢

la L si cangia in —=.
\/

Per lo (8), le equazioni di Codazzi danno

0 Lo ) 205 )

da cui
(5) chvliﬁ s D= — wvliﬁ {c costante) ,
indi per la curvatura
A\
(6) Ko — 5

HTLY

Vediamo adunque che per il ds* di una quadrics, riferita ad un si-
stema isotermo-coniugato («¢,8) qualunque, i simboli di Christoffel hanno
i valori (II), dove le funzioni L , H sono legate ad EG —F* ed alla cur-
vatura K dalle (4), (6).

Inversamente suppongasi che per un ds* reale, definito e positivo i
simboli di Christoffel abbiano i valori (II), e le funzioni L, H siano le-
gate fra loro dalla (4) ed alla curvatura X dalla formola

K. HL* == cost.te

Se la curvatura ha il segno opposto ad s, il valore della costante ¢
tratto dalla (6) sard reale ed i valori (5) di D, D" soddisferanno alle
equazioni di Gauss e Codazzi ed esisterd una superficie reale corrispon-
dente

] z=2(2,f , y=y(2,8), s=2(=,0),

che sard una quadrica & punti iperbolici se s==--1, a punti ellittici
88 g==—1,

Quando invece K abbia lo stesso segno di =, sard ¢ puramente im-
maginaria quindi anche D, D”; in tal casv si potranno prendere nélle
(7) per es. 2,y reali, # purainente immaginaria (vol. II, pag. 143 nota)
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e lo formole (7) daranno una quadrica immaginaria, ovvero una regione
jdeale di una quadrica reale.

Dalle formole stabilite deduciamo ora il seguente teorema di Servant:

Oyni sistema coningato isofermo di una quadrica & un sistema perma-
nente in una deformazione infinitesima della superficie V).

Per dimostrarlo ricorriamo al secondo metodo per la teovia delle
deformazioni infinitesime esposto al § 231 delle Lezioni. Converrd provare
che si possono soddisfare le equazionl (20), (21) a pag. 28, vol, II pren-
dendo

Va0, [Vs==sl's
Esse diventano
3 12 22 9 —z
3710gr==§ A ‘——s! ; }7.3—110g(LVH)
o 12 11 0
awﬁlogl‘m{ 1}"" A t-—gglug(LVﬁ)
o 8i soddisfano effettivamente cun .
I'=LYH,

Domandiamoci ora di pid se un sistems isotermo confugato (z,§)
della quadrica pud essere permanente non golo in una deformazione infi-
nitesima ma anche in una deformazione finita, nel qual caso esisterd una
deformazione continua ad un parametro che mantiene («, ) coningato
(vol. II, pag. 48), I valori dei simboli

212 / ,12 "
1)’ (2
per la rappresentazione sferica sono (vol. I, pag. 167)

112"_*__131 11%___131031{
1y~ D2}

O]
’12}'m__n 22) _ 13logH
2y T D1l T2

1) 81 osservi inolire che un tale sistema coniugato é sempre ad invarianti

eguall perchd
B4
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e lo condizion! richieste si esprimono colle equazioni (vol. II, pag. 42)
12{31{12 (o (12f 12;’
1 B2 ! { 1 “2 !

ou_
0293

]
da
ossia con

0.

La circostanza voluta si presenta dunque allora soltanto quando H

ha 1a forma
flz) -+ 9() .

Osserviamo una classe particolare notevole di sistemi isotermo-conin-
gati sulle quadriche. Si ottiene sempre un tale sistema intersecando la
quadrica con due fasci di pianii cui assi siano rette polari reciproche
rispetto alla quadrica. E invero la proprietd ha Iuogo per la sfera ove i
sistemi sono formati da fasci di circoli ortogonali, e dalla sfera traspor-
tiamo il risultato a qualunque quadrica con una trasformazione profettiva,
perché ogni tale trasformazione conserva i sistemi isotermo-coniugati
(vol, I, pag. 169 nota 2.%.

In particolare, se per asse di uno dei fasci di piani si prende un asse
della quadrica, la funzione H avrd la forma sopra notata

H={f()+¢@,
come ora constateremo,
§ 8l.
Casl particolari,

Sard utile, prima di procedere oltre, applicare lo formole stabilite ad
aleuni casj particolari, riferendo ogni volta la guadrica ad uno speciale
sistema («, B) isotermo-coniugato, e calcolare i corrispondenti valori delle
funzioni L, H nelle formole (1I),

. e &Y
1° Paraboloide ellittico 7 4 = 28

a) REGIONE REALE, Per sistema («,f) prendiamo quello delle sezioni
prodotte dai piani paralleli ai piani delle parabole principali, ponendo
come al § 41:

ﬁz\/;d y .’/=V§p s 3=a'-;-3',
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onde '

a8 = (a4 p) da® - 2aBdadi + (8 +g) dp°
EG —F*=ga’+ g3 -+ pg.

Pei valori di D,D’, D" abbjamo

v Vmg
D=D = D’:-::
VEG-F'

o per quelli del simboli di Christoffel
11) gzz; 1310g\/EG—~F‘ {22§ ,112 13108\/EG~F' 12}_112‘__0
=1gl=

Qui abbiamo dunque nelle formole generali del § precedente

g=—1, L=1, =§%;—Ff=%+%'+1.
b) Reatone mgate (cf. § 42).
Pongasi
w=‘V5I3: s y=ﬁ°‘1 ) #‘:g};‘;ﬁf’
onde

ds* = (i4¢@) dof — 2., dx, gy + (B1—p) dit
EG —F*=gf{ — pai — pg .

Ne seguono le formole

VEG—F '
iui 122! dlog VEG—F {22} ﬁ _dlog VEG—F 312‘ ’w‘
. e = = =0
1 39!1 331
Dobbiamo dunque prendere qui

' 7
2.2 Paraboloide iperbolico —I; — aﬂf,_.; 22

@) REGIONE REALE,
Poniamo

’——
g=ypa, ?/=V§B,#=a2 ﬂ”
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onde
ds* = (a-+-p) ds® — 2B dndd -+ (--g) A
EG—F =g +pf' + 0

Vi
= VW= L2 s D=
D=—D Vi 0

{11‘ ’22‘~310g\/EG —F izziz_u;!__alog\/m—w

Qui adunque & da farsi nelle formole generali
+1,L=1, =548
(=] =], = o R
' P g
b) Reatone IEALE (cf. § 47).
£ 2
e=Vp.e,y=iVq.8, ""‘9‘“;;?'

ds* = (o"-+p) da* + 2eBdadB + (§*—g) 4
EG—F* = g — ga* — g

A 'D'=o
VE —~
iu{ ;22} 1alog\/EG —F )22) {11 1alogV"E"G‘“ﬁ
B TR
I valori di s,L,H sono quindi
1 '
e=—1,L=1,8=F _%_
¢ p

@) REGIONE REALE.
Pongasi
cosf genf

% cosha * V=" sha’

=g

s=¢tangha

{12; ¥12;_~0 .

e
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o 8i troverd

} Bt :
| Ezmlh [(u’co %3+ 5'sen's) senh's _H,J F= (a*—b)senhasenlcos? G E e 34-Uleos’s

cosh’s, ! cushi

EG—F"= ¢*(a*sen®p+0* cos*s) 4-a* U'senlf 2
cosh’a

bo
D=D'=—2 , D=
cosh*a VEG—F* '

a*b'senh a 12) . {22|_  d‘d'senha
{ }”” 2tanghs +cosh°a(EG F?) ! I 1 ;_O’! 1 ‘“cosh"m(EG:F—')

11]_¢¥a’—0")senBeoss (12 o 22] _c'(a*—b")sen feoss
!2 %"'c'o'_sh‘a(EG'MmF’)" I— “‘“gh“'i I cosh®a (BG—I) *

Queste formole corrispondono a prendere nelle formole generali

1

s=—1, L= coshe ’

H=¢*(a"sen*3+- & cos’B) -+ a*l*zenha.
b) ReatoNg 1DEALE (cf. § 46)
Qui si ponga

cos3 senf

= w==p s=={otanga, .
cosa * V=0 cosa 84,

cid che corrisponde & cangiare nelle precedenti « in i=.

Si trova
(b*—a")senasenBeoss ,  a’sen'B-+bteos’s
._________ t 2 Ty —_
E prm (a*cos'3-+-b*sen’f) sen®a—e?|, F= os'a G o
EG— F* = ©0'800% —¢* (a" sen* B+ Beos'p)
- cos®a
iabe
D” L D Ee oo amrneeed D’=0
cos'a Y EG—F '

11 _a'b'sena 12 {22 _ a*V*sena
{ 1 f"“"‘g”m(—mmm : T;'zo’ 1 z""cos%(EG-—i"—)

11} _ é(@’~¥)senBeosp (12) 22) _ _ ¢*(a"—b")senfcosp
ie = coFz (EG—F) ’ 5-—“*“%!22 ~eoa (EG—T
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Esse con'ispondono a prendere nelle formole generali

— e o gen® o e 9
t==-1, L= o » H=2a"b"sen®a —0* (a"sen®§ - ¥ cos'p) .

Formole analoghe a queste si troverebbero riferendo le regioni reali
od ideali dei due iperboloidi al sistema coniugato (2,5) delle sezioni coi
piani normali ad un asse e dei piani per questo asse. Come negli esempi
superiorl, si troverebbe che la funzione H ha sempre la forma f(x) +4(@),
onde (§ 80) un tale sistema isotermo-coniugato di una quadrica & per-
manente in una deformazione continua,

Fu Peterson il primo ) che avvert) I'esistenza di queste deformate
delle quadriche. Le loro equazioni in termini finiti dipendono dalle fun-
zioni circolari ed iperboliche nel caso dei paraboloidi e dalle funzioni
ellittiche per le quadriche a centro.

§ 82,
Sistemi eoniugati permanenti sulle deformate delle quadriche —
Caso s== — 1,

Volglamoci ora all'oggetto proprio di questo Capitolo, allo studio dei
sistemi coniugati permanenti (u,v) sulle deformate reali delle quadriche,
E qui notiamo che la quadrica fondamentale Q pud essere reale o im-
maginaria e varranno sempre le formole (II) e le (5) del § 80, quando
la quadrica sia riferita 4d un qualunque sistema isotermo-coniugato («,B).
11 valore della costante ¢ nelle (5) pud essere reale o puramente imma-
ginario; nel primo caso si tratterd della regione reale della quadrica,
nel secondo di una regione ideale della quadrica reale Q, ovvero di una
quadrien Q immaginaria,

Sia 8 una deformata rcale qualunque di Q, e consideriamo il sistema
coniugato comune (x,t) 8 Q e ad S. Intendendo qui eseluso, come sempre
in weguito, il cuso delle deformate rigate, questo sistema coniugato co-
mune consta sempre di due distinti sistemi di linee w,v reali, ovvero
coniugate immaginarie. Esaminiamo quando potrd aver luogo questo se-
condo caso, La seconda forma fondamentale di Q in coordinate o,B 8

V- = (@t —ed .,

1) V. la memoria cltata al § 40,
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per cui indicando con

Dast 42D duap 4 Dap

quella di 8, peril sistema conlugato comune avremo 'equazione diffe.
renziale

Das+D'as Das4-Dag

=0,
da ~—sdp

ossla l'equazione di 2.° grado nel rapporto dz

7
B’(g—;)'+ (r)" + ;ﬁ)% oD =0,

86 s==—1 lo radici sono manifestamente reali, 6 per s=-}-1 sono
immaginarie solo quando

(D"+Dff~4 D* = (D"—D)* -+ ¢ (D' —D% = (D'-D)* 4- 4 K(EG ~F?)

risulta negativo. Dunque: il sistema coniugato comune {u,v) pud essere
immaginario solo quando s==—1 e la curvatura K & negativa,
Cid premesso, cominciamo a trattare nel presente paragrafo il caso
=-—1, dove valgono le formole

,11! alogL lalogH 1?% 3logL ’22} 13logH
2 2 oa

( ”11 IalogH {12} 3logL 122! SlogL 13logH
\ 378 el tim o

Per il sistema coniugato comune (»,v), certamente reals in questo

caso, indicheremo le rlspettive seconde forme fondamentali di Q e di
8 con

Adut L A"dt ... per Q
Bdw 4 A" ... per 8,

8i avrd quindi in primo luogo

" ____._.f_g_ 2
A du® 4 A"yt vﬁ(da + 4%,
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onde si ricava

el
) o= 7l
el

ed ancora
0292 | 93B3
(10) 5&3—5+3u 3v~0°
Ponendo
. _E’ ‘-gs
V= au) + au)
(11)

seriviamo le (9)

L oL
12 A == £—:: )\. A”& e ]
( ) V H ) VHP‘ )
Ed ora, continuando a indicare con i'zk }i simboli di Christoffel re-

lativi al ds* comune & Q e ad S in coordinate (x,8), introduciamo an-
che i simboli di Christoffel relativi al ds* in coordinate (4 ,v), che in-

dicheremo con’ t Le funzioni «,p di #,v dovranno soddisfare alle

equazioni del 2 ° ordine di Christoffel per I'equivalenza dei due ds® in
coordinate (x,8), e (u,v)[Vol. I pag. 64 equaz. (ID)]. Di queste consi-
deriamo solo le due relative alle derivate miste di «,8:

/auav ?11 g:g: 12‘(30.8;3 g:tg:) 22}333@
,12 adl 12}
19 P8 [11)dx0e, (12)0a3p 2a09) , (2219033 _
3-uav+§ }3uav+i ;(; avau { iauav

\ SHERHES
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le quali, a causa delle (8), (10), possono scriversi ancora

3'¢+23103L3u31 3logL aaap 3«3(3) !12 34 12) 8
Judv % udv 9 auao 50 3u T2 (5

P8, o 0gLIsan  dlogLGadp aaap ‘12‘ gmaa
Judo T TI8 umT e \oudv Fort

(18%)

og

Moltiplichfamo la prima di queste per g—sla seconda per. © som-
miamo, osservando la (10), cid che d&

ol + o [+ O35 P S G+ G-
=11+
ovvero, ricordando la posizione (11),
(14) 2{?;:%103 @),

Similmente, moltiplicando la prima delle (18% perg—:la seconda per
g—ge sommando, 8i dedurrd
12] 3
* v 2,8
(14% 2!2i_a“log(L wl).
Cio premesso, prendiamo le due prime equazioni di Codazzi relative
alle due superficie Q o S

e moltiplicando la prima per 4, la seconda per &, o sottraendo coll'os-
sorvare che, per l'equazione di Gauss;

(15) AN =44,
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ne viene
o =
D= @—a,
ciod per la (14)

A(AT— AY
T

Integrando si ha di qui

—@-ml 3508 (L°¥).

(16) A — 8= ¢ (u). L2 03,

dove ¢ () & una fuizions della sola . Escludiamo il caso in cui ¢ (u) ==
perchd allira sarebbe A* =A%, A=+ A, indi per la (15) A=+ &" ¢
la superficie S sarebbe identica a Q, caso ove il nostro problema perde
ogni significato.

Similmente dalle seconde equazioni di Codazzi dedurremo

(16%) 8" — A% =g (1), L,

con ¢ (v) funzione della sola v, e sard ¢ (v) 0.
Cangiando i parametri %, v in w, v, le funzioni ¢ (), p (¢v) risul--
tano, come subito si vede, rispettivamente moltiplicate per i fattori

()

dﬂl ! dv,

@ per cid, cangiando convenientemente i parametri, potremo dar loro
un valore costante qualunque, che potrd risultare perd positivo o nega-

tivo. Indicando con 4 il modulo della costante ¢ (reale o puramente
immaginaria), noi sceglieremo i parametri %, v per modo che si abbia

$w) =sd", pl)=dat,

dove s,¢ sono eguali ciascuna all'unitd positiva o negativa; con cio
avremo

(17) A= AV gt LA, A% =A™ ¢ a* LS,
ed ora, sostituendo qui per A, A" § valori (12), diventa necessario sepa-

rare i due casi di ¢ reale, ovvero ¢ puramente immaginaria ; nel primo
caso sard ds farsi ¢ =a, nel secondo ¢ =iaq.
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§ 88,
Separaslone del due cast ¢=q, c=is. Trasformazione del problema,

1.° cago c=a
Le {12) diventano

(124

‘ali
Aem Blys pr 8L
va©' T T yE"
o le (17)
As 27818 Mo s e L B
B e=df LN (e+ﬁ), B == gLy (s +ﬁ).
Ma per 1a (15) dobbiamo avere
AT A7 = AR A®
onde
ENFepided’ H=0,

Ora, H essendo positiva, come A%,p?, necessariamente s,¢ hanno
86gno contrario e si pud fare peres.s=+1,¢ =—1, chd il caso op-
posto equivarrebbe a scambiare w conv. Cost resta

(18) }L’——-)\’-—-H
- 2183
A= A”’:a.LH)\ l-";

o siccome qui A, 4” debbono avere lo stesso segno, come A , A", (perla
(15)), avremo
=~ = La
19 ey R L] A
(19) Vi
K importante osservare che inversameute, se lo funzlom a,Bdiv,v
soddisfano le due equazioni (10) e (18)

9209a | 3 33
53 dud

@%%%4@4®Fﬂw%

i valori (19) di A,A” soddisfano alle equazioni di Codazzi e di Gauss,
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¢ no resta quindi intrinsecamente definita una deformata S della qua-
drica Q, sulla quale le linee w,v tracciano il sistema coniugato per-
manente

20 caso ¢=ia

Qui abbiamo per lo (12)

[

tal, iaLl ,

A=— ), A=
Vi va"
onde le (17) diventano
A 2T 238 AN eY 8. ¢ p
A—aLk(e-——-ﬁ) B Lp( - H),

o siccome A, A" debbono essere reali, bisogns evidentomente che sia
s==¢'=-1, La condizione

A! A"l A! Aln
da
(20) V4pl=H
e resta

21842, 8
TR Am o SN
At==A T

Mg deve essere

—— 272
AA':AA"z._?-ﬁL- g2,

e per cid si pud prendere

— alln - a Ll
91 B 228 W 2E
. VE Vi
Il sistema (A) & surrogato in questo caso dall'altro
9a 32 | 9f 33
u M +

)+ Ge + G+ ()H“W

@ il problema della deformazione della quadrica Q & qui ridotto alla
integrazione di questo sistema,

I sistemi (A), (B) sono suscettibili di un’interpretazione geometrica
evidente, Riguardiamo «, B come coordinate cartesiane ortogonali in un
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piano = sul quale rappresentiamo punto per punto la quadrica ¥). La
prima equazione del sistema (A) o (B) dice che ad ogni sistema conlugato
permanente della quadrica Q corrisponde sul piano = un sistema orto-
gonale, cid che del resto ha evidentemente per conseguenza che o quul-
siasi sistema coniugato su Q corrvisponde un sistema ortogonale sul piano x.
Ma di pid, se il sistema coniugato di Q & permanente (in una defor-
mazione finita), deve verificarsi la secondn equazione del sistema (4) o {B).
Serivendo 1'elemento lineare del piano

== @ 4 4 = edu® 4 g dv*,
questa seconda equazione si serive
gFe=H(a,p).

Possiamo dunque dire:

1l problema di deformare la quadrica Q eguivale all'altro di ridurve
Velemento linears del piano «, in cui o, B sono coordinate cartesiane orto
gonali, a forma ortogonale

ds* =edu® 4 g *,

tale che la differensa o la somma dei coefficienti g, e sia eguale ad una
determinata fungione H di « ,B.

Ricordiamo che la funzione H(z,) dipende essenzialmente dal si-
stema isotermo-coniugato («,f), & cui la quadrica Q & riferita, o varia
con questo sistema (z, #). Di questa indeterminazione della H possiamo
appunto approfittare per dare alla H, in ogni singolo caso, la forma pid
conveniente, Del resto & molto facile vedere come varia la funzione H
quando si cangia il sistema isotermo-coniugato («, ), in un altro (o, B),
poiché dovrd essere evidentemente «'-+i5 funzione della variabile com-

!) Per es. nel caso del paraboloide ellittico (§ 81, 1.%) sl pud prendere por
questo plano rappresentativo 1l piano tangente nel vertice al paraboloide e lo
formole

=, f== &
V Vg
dimostrano che la detta rappresentazione si ottiene con una semplicissima co.
siruzfone geometrica, e ciod projettando prima ortogonalmente i punti del pa-

. A—
v?” 0 ‘/

¢ ==

raboloide su =, indt trasformando la figura coll'affinitd @, =
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plessa «-4i3 (o della coniugata «—4B); il detto fattore & quindi

e+ 5"
Per es, se la funzione H ha la forma

H={l(a) ¢ (),

si soddisferd alle condizioni (A) o (B) prendendo « funzione della sola
% ¢ B funzione della sola v per modo che

(g.g)’ T (g;)’= 110+ 5,

ciod determinando ¢, colle quadrature

B =yer+7, () =sbzru,

con % costante arbitraria. Questa osservazione conduce nuovamente alle
deformate di Peterson delle quadriche (cf. § 81 in fine).

*

§ 84
Sistemi coniugati permanenti nel eago ¢==--1,

Abbjamo fin qui considerato soltanto il caso che nelle formole gene-
rali del § 80 si abbia s==—1; dobbiamo ora trattare 'altro caso s=--1,
Qui il sistema coniugato (x,v) comune ad 8,Q pud essere reale, ovvero
immaginario, Ci limiteremo a trattare il primo caso; le formole relative
all'altro se ne dedurrebbero cangiando le variabili reali %, v in varmblh
complesse coniugate.

Riprendiamo )'analisi del § 82, adoperando le¢ medesime notazioni,
avvertendo perd che alle formole (8) debbono ora sostituirsi le altre

'11; 2alogL 193logH ,12! alogL ¥22 123logH

o 2—_-3'4__" T2 2
1y _‘lglogH ,12: 3logL 122! 2alogL 13logH
2y~ g 2"

Qui abbiamo

Adw® 4 8" ot == vE L @—am
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o per cid

N O R
(o= 25 (B~ @]

2 L

In forza di quest'ultima i due binomii

a\? T (da\?  (a3\9
RN
hanno segno contrario !), e senza alterare la generalits possiamo sup-

porre positivo il primo, negativo il secondo (in caso contrario si scam-
bierebbe u con v); poniamo dunque

. -
=gy

¢ lo (28) si seriveranno

¢L
26) D A== N, M= =,
‘ VE i
Prendiamo ora nnovamente le due equasioni (18) di Cristoffel, le quali,
& causa delle (22), (24), denno ancora le (13%), Su queste procediamo
come al § 82, ma per sottrazione anzichd per addizione e troveremo

nuovamente le formole (14), (14*). Se ne deduce ancors che, scegliendo
convenientemente i parametri , v, si avranno le medesime formole (1m

B=8p o IN, B'= A" (LY oo [o]=|¢|=

4

1) 81 ha fnvero
(& Goy e - -G - 333‘3 e -

M._.(a_“ﬁ?_.ﬁ?_a_?
' T \Gudw avau)

17
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Qui occorre nuovamente separare i due casi di ¢ reale o puramente
immoginaria;
o=a , ¢c=ia,
1° caso ¢=a,
Allora si ha per le (26)

L
A = *—: )\, A” S g—: 1
5 -
¢ perd
[ T ]
A= a‘L‘)\’(t+)—‘ﬁ) , A% == a’L'p.’(c’ +¥I—) .
Dalla condizione
AA" = A'A®
si trae
¥\ - op? o' H =0,
Qui manifestamente debbono &,s’ avere segno contrario e potremo fare
g=41, =1,

ché l'ipotesi contraria equivarrebbe solo & scambiare ) con  scambiando
(«,B) , (4,), Dopo cid abbiamo

@n W—N=H

©
- 31 8382
A'=Am: Lli__li—g'“,

indi estraendo la radice quadrats e badando che A, A” debbono avere
segno opposto, 8i avrd

(28) I v

Nel caso attuale adunque il problema della deformasione della qua-
drica & equivalente alla integrazione del sistema

9291 R 3?

(6 =Gl = (&) -Gl =

©
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A0 caso o==ig
Per lo (26)
ial,
Am—-——k’ A" ==
Ve Vi
o quindi

e £ 2
Al = a’L’k’(e—%) - a'Liy (e -—H) ;
Ne deriva che necessariamente
s=d =1,
dopoe di che I'equazione
ATAM = ASpM
da _
(29) M+MN=H,
© conseguentemente, avvertendo che A, A" debbono avers lo stesso
seguo,

(30) | Py L}_p. '
VH
Al sistems (C) deve allora sostituirsi I'altro
dade BP_
( MW udw
(-G - (@) =ren.
§ 8s.

Teoremi di Darboux e Servant.

Dalle formole sviluppate nei paragrafi precedenti deduciamo facil-

mente due notevoli teoremi, gid noti per le ricerche di Darboux e
Servant.

Abbiamo visto che per ogni deformata di una quadrica, riferita al
8uo sistema coniugato permanente (4,v), si ha sempre

A=2", ovvero A= — A"

[formole (19), (21), (28), (30)). Questo ¢i da il teorems di Darboux:
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Sopra qualunque deformate di wna quadrics il sistema comiugato per-
manente & isotermo-coniugato.
Ed ora dimostriamo 1'altro teorema dovuto a Servant:
Nota una deformats 8 di wna quadrica Q, il suo sistema coniugato
permanente si ha con quadrature,
Sia
ds* == Eydu® | 2F, dudo + G, dv*

il ds* comune 8 Q 6 8, in coordinate curvilinee qualunque u,v, o siano

Ddw® + 2D dudv 4 D'
D, dut - 2D, dudo -+ D"y o

le loro rispettive seconde forme fondamentali, L'equazione differenziale
del sistema coniugato comune gi oftiene eguagliando a zero il Jacobiano
delle due forme, od anche il covariante irrazionale

1 Ddu +D'dv D'du +D"dv

R .
VEG,—F [D,du+Ddv D'du+ D" dv

Ora dimostriamo quest’altro teorema:

La forma differensiale quadratica che si ottiene dividendo 4l covariante
Q per ‘\/TKT & a curvatura nulla, Il teorema di Servant ne segue allora
come corollario, per le proprietd delle forme & curvatura nulla (vol. I,
pag. 79).

Per la natura invariativa della proprietd ora enunciata, basterd di-
mostrarla per un particolare sistema (u,v), e prendiamo per questo ap-
punto il sistema conjugato comune.

Riferiamoci ad esempio al primo caso trattato al § 83; abbiamo

Q 1 Adu  A'dy
VE;G, Fl | Bau K"dy '
ossia per le (12%), (19)
L
e (W ) e dy
“HVEG_T ( — ) dudy,
ciod per la (18)
) ST $
— BTN s,
VEG-F
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Ore, siccome

Eidw' 4 2F dudo -+ G, do* = E da® +}- 2F dud3 + G d?,

si ha
da _3_9_&_’

W
T e - - — T8, 2
E\G,—TF} = (EG—F) ,_3_@_ % (EG—F)N%*,

T )
8 perd
a’l®
=~ Vie—p %
indi per la (4) § 80 (pag. 241)

2
Qo= 2 _dudv,
H (73

Ly

Ma, siccome per la (6) ibid. (pag. 242)

v Va
K= Y2,
v LVH
ne viene
Vqﬁ=an3dudv,

cid che dimostra I'ultimo teorema. ‘

Bi osservi che nel caso particolare delle deformate dells sfers il si-
stema coniugato permanente & quello delle linee di curvatura, e la di
mostrazione precedente si riduce a quella di Weingarten (vol. I pag. 284)
pel teorema di Lie sulle superficie W.

§ 86,
Nuova trasformazione del problema.

Andiamo ora a trasformare i sistemi di equasioni a derivate par-
sali (4), (B}, (C), (D) §§ 83, 84, alla cui integrazione si riduce il pto-
blema di deformare una qualunque quadriea, in altri sistemi equiva-
lenti. Questa trasformazione venne effettuats da Calapso nel caso dei
paraboloidi, ove essa riesce particolarmente utile, come ors vedremo.

1. ¢aso: Sistema (A),
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-

introduciamo come funzions ausiliaria un angolo w definito dalle formole 1)

Ponendo come prima

?f:—_g.._.)\aenw . gﬁ:).cosw
(8 u ou

du 3

5;)-.-.—..;3.;;030) , é—”-_-..-p.senw,

con che la prima equazione del sistema (A) riesce soddisfatta, o dob-
biamo al sistema aggregare 1’ ulteriore

(82) pf—N=H(a,p).
Coi ‘soliti processi generali dobbiamo formare l¢ conseguenze diffe-
renziali del sistema (31), (32). Le (31) derivate danno le due
22-()\sen )+2( cosw) =0
o AL -

3 9 .
a-;(kcosw)ma?(psenw)..-o,

ossia
M o B __ 20
cTRa VUL Ve ™
Derivando ora la (82) rapporto ad #,v, e ponendo per brevita

x'

oH oH
H1='§;s Hz‘="“3"73‘ )
8i ha
pg—%mkg—gzzu—glksenw—}- %’kcom
p%—k%:%pcosm-{- %’-’p.senw

%) 81 osservi che sul piano rappresentativo (§ 88) d'elemento linears
dste==da®- dft=23dut}-ptdv® 1'angolo’w significa 1'inclinazione delle linee (v)
sulle rette «=cost.b,
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onde, combinando colle precedenti, abbiamo il sistema

o8 H

o _ s A do o
(3“ Asenw,a—uicosw,a“

'senco B, cosw~-a;p, 5=

2
(a)
9 o n Q H, H 9
(5« = 008 1 'ag’*“’e“""av a':p.,g"' —eos w-! 2’senw+a‘:l

81 osservi che, se le funzioni «,8,),p, @ di u,v soddisfano al s+
stoma (a), ne segue

? 0
=M =0, 2 (-N_H)=0

o per cid
p— 2N =H - cost.te .

Basterd dunque che si abbia inizialmente, per un particolare sistema
di valori (t v)

(o) w—N==H per (4, 9) = (1, v)

e la (82) sard soddisfatta per tutti i valori di («,v).

La trasformazione del sistema (A) nel sistema. (a), coll'aggiunta della
condizione iniziale (@), & quella che volevamo eseguire,

Be si formano le condizioni d’ integrabilita pel sistema (@) ponendo

*H FH

#H
=5a Be=gz

33' ?

si trova unicamente 1' equazione del 2.° ordine in w

H, =  Hyp e O 11

(@) 3“.+a!w H";H”senwcosw-—%‘fcoszm.

Be la funzione H & un polinomio di 2.° grado in «,8, 1e H,, s Hye,
Hy, sono costanti, e questa & un'equazione del 2.° ordine implicante pu-
ramente o, 11 problema della deformazione & allora ridotto alla inte-
grazione della equezione (z) di tipo ben noto ed alla successiva inte-
grazione del sistema (a) Zineare omogeneo nelle quattro incognite «,8,h,p.

Procediamo ora in modo analogo per gli altri tre sistemi (B), (0),
(D), che basterd ora indicare.

22 caso: Sistema (B).
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Facendo le medesime posizioni come nel primo caso, otteniamo il
sistema

da 9 n_H H, dw ap= _do
. (a—“=—)\senw,a-§..kcosw,§;‘ ] seuw+ co:m+a p.,au avz
®)
) N o  H H, d0
(\:f._txeosm,;—-p.se no, s = a‘;p,a" ‘cosw+ = senw—-—é;)\,
colla condizione iniziale
(bo) P"+)"=’HP°1'(“9U)E(“M%)~

L' equazione («) & surrogata dall'altra

do 8' Hn Hu g_l_l_
®) WS g tenwcse + co82 @

8. caso : Sistems (C),
Qui introdurremo un'incognita ausiliaria 0 ponendo

9 3
5 = == Acosh 0 , 3 = Asenh 0
g—v:zv.senhe ) ¥=pcosh6,
ed avremo il sistema seguente
)y H,
-g-z~) cosh 0 ,gs—) senh 6 ,g o -%coshe - —’senhﬂ +
3 9p 90
+3vP' "3u 90
© 3 9, 30  H
£=psenh0,-a—i=pcosh0,av 5 p.,a’" ‘aenho +
+H’ cosh6+ 80
colla condizione iniziale
(o) P —2N=H per (4, v) = (o, %) .

L' equazione di 2.° ordine per 6 ¢

) g—i—g - g—’£= Hi%—}!ﬂ senh 0 cosh 6 + ~Zeogh 20,
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42 easo: Sistema (D).
Introducendo I'ausiliaria 6 come nel caso precedents, abbiamo il si-
stema ;

N_H 9 o a0
“""—)\ B-«- ! e §), e ST e
( coshd, lsenhﬂ,a cosh0+ senhe 3530 302\
(§~-psenhea@_lxcosh8,g:; g: 3"‘ H’senhe+ cogho__g_:),,

colla condizione iniziale
() ' P N=H per (4, ) = (4, %)
o I' equaziono di 2.° ordine per 6

0, 0 H,,-}-Hn

't 5 + Er i senh 6 cosh 0 +-}-{§‘-’ cosh2 6,

§ 87,
Caso dei paraboloidi.

Nel caso speciale dei paraboloidi i risultati precedenti assumono una
forms. particolarmente semplice perché, assumendo a linee coordinate
(#,f) le sezioni fatte coi piani paralleli a quelli delle parabole princi-
pali, 1a funzione H risulta un polinomio di 2.° grado in «, . E invero,
percorrendo gli esempi relativi del § 81, abbiamo:

2 2
He 5-—{— % <41 per la regione reale del paraboloide ellittico

_f_d
£l ....E — 1 per la regione ideale " »
a! ﬁ!
=§+E + 1 per la regiono reale del paraboloide iperbolico
N \
H.—.E- 7 1 per la regione ideale » n

Per quanto abbiamo detto al paragrafo precedente, questo fa si che
le rispettive equazioni («), (8), (), (2) diventano equazioni pure del 2.°
ordine in » 0 8, alle quali & da associarsi ogni volta il corrispondente
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sistema linears ed omogeneo in

a, B,

dato da (a), (b),(c), (d). 8i osservi perd che questa circostanza favore-
vole alla trattazione del corrispondente problema di deformazione non
si presenta soltauto per i parabolotdi (veali od immaginarii) ma ha luogo
ancors per tutte lo quadriche di Darboux tangontl in un punto al cir-
colo assoluto, perché ogni tale guadrica ammette per coniugata in de-
formazione un paraboloide (cf. § 71 in fine), ¢ per due quadriche co-
niugate in deformazione la funzione H (s ,f) resta la stessa (§ 80).

Scriviamo ora esplicitamente i sistemi differenziali da cui dipends
la deformazione di un paraboloide nei quatiro casi sopra considerati,
Per somplicitd di formole, cangiando il paraboloide in uno simile, por-
remo fra i parametri p , g delle parabole principali le rispettive relazioni

1 .ql. ==1 pel paraboloide ellittico

b4

1+§1 ==1 pel paraboloide iperbolico,

»

1. caso: Regione reale del paraboloide ellittico,
Siccome ¢e=—1 o D, D" sono reali (§ 81), siamo nel 1.° caso del
§ precedente, ed essendo

$
B=2484
1’+!l+
H1=—' Hy=-" psHumg,Hn=g:Hn==0,
P q
il sistema {a) d1vanta

da _ 4 A e B eosw— 20
5;_——).8911(0,3“&).003«),3“—? sen o — gcosw 3 P

o do

(83) 3““"""'5;)‘
da 3 A do psenw_’_

3y ShOSO, =g, o= a“p.,gm 08 0 =

colla condizione iniziale

TN
(38%) Bt L
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L'equazione (a) diventa semplicemente

{84) %';‘3'-’+%°3==senwcosm.

Da ogni solusione di questa risultano intrinsecamente determinate
©® deformate del paraboloide, che si ottengono integrando il sistema
lineare (38) in a,8,A,p, coll'aggiunta della condizione iniziale (83%),

2. easo: Regione ideale del paraboloide ellittico.

Qui abbiamo § 81) e=+-1,D, D" puramente immaginarii ¢ siamo
nell'ultimo caso del paragrafo precedente, ove & da farsi H= %-—— —z—:——- 1
o quindi ' '

24 2 2
Hl“""""&‘lt Hl""'—““g‘l: Hu":“"as Ha=§, HB=00

Dunque: Ia deformazione dells regione ideale del paraboloide ellit-
tico dipende dalla integrazione del sistema lineare

a4 a3 ) o
/ﬁ:l,coshﬂ , x:z).,senha, é-';‘:«—jcoshﬂ + %senhe —
Ay R =y
() a _ CUARAE TR
N, a6 '
-a%.:gn.‘senhﬂ, ?—%:u‘cosho,-a—”-‘=g—“p,,%=~§3senh0+
a0
+%cosh0—§—“h,

colla condizione iniziale

$
(5% M+M=§~%~L
essendo O (u,v) una soluzione della equazione a derivate parziali

$A.
(36) $+g=mwmm.

8. caso : Regione reale del paraboloide iperbolico.
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Por essere qui s =1, D, D reali, siamo nel torzo caso del § 86.
1 ]
Abbiamo H= %-{- % ++1, quindi : lo deformete della regione reale del

paraboloide iperbolico dipendono dall' integrazione del sistema lineare

gl‘r--)scoshe a-§=7.:seuh!9, LI coshf — EsenhO' +
M u P q

ou o
2 _2
- oot om0’
g—gspsenho ' g—gapcoshe ' %=§£u.§%=§mh° +

B 29
+q cosh6+a“).

colla condizione iniziale

87 =SB
(8™ pd= et
e colla equazione & derivate parziali per 0
2*6  3°0
(88) Ee s senh 0 cosh 6,

4. caso: Regione ideale del paraboloide iperbolico
Essendo ¢=—1, D, D" puramente immaginarii, siamo nel 2.° caso
‘rjl a!

de] § 86 e dobbiamo fare H = P 1.

11 sistema lineare (3) divents *

_ R s, 2 gm0t Boosw i 20, B 0
(39)‘5—“_-——). senw,a—t—‘ =) o8 » ’Sugp senm+q cos ® 4 30 13 = 3 A

(%:pcosm . g:usenm ,%——:Z—Ep,g—%m—-g o8 -I—g- sen o — %‘sx
colla condizione iniziale
(89*) spu=f_

- ¥ g »
ed » deve essere una soluzione della equazione a derivate parziali
o o

(40) 5 F = Wnecse.
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Bi osserverd che questa d la medesima equazione da cui dipende
la determinazione (intrinseca) delle superficie pseudosforiche [vol. II,
pag. 881 equazione (18)}].

§ 88,
Le trasformazioni intrinseche delle deformate dei paraboloidi,

Colla deduzione delle formole precedenti si collega naturalmente la
domanda : come si esprimono le trasformazioni B, delle deformate dei
paraboloidi mediante i sistemi di equazioni a derivate parziali del pa-
ragrafo precedents, che intrinsecamente le definiscono?

Prendiamo per es, una deformata S della regione resle del parabo-
loide ellittico.

Alla 8 corrisponderd una soluzione » della (84) ed una quaderna
(0,8,7,p) di soluzioni del sistema lineare associato (33); queste fun-
zioni o,B,A,p, @ di u,v si potranno calcolare, pel teorema di Servant
(§ 86), con quadrature appeua sia nota la superficie S, Viceversa, siccome
note «,B,A,p.,0 & individuata la 8, scriveremo S=(a,B,),1,0),

Sappiamo che dalla S, mediante uns trasformazions B,, derivano o
superficie 8, applicabili sulla regione ideale del paraboloide ellittico
(8§ 41, 42) e & ciascuna di queste corrisponderanno cinque funzioni
(1 Biyia,pa,9) di w,o delle quali la 0 sard una soluzione dells (36)
ed a,f M, integrali del sistema lineare (35). K bene evidents che
la trasformezione B, che porta da S ad 8, si deve tradurre analitica-
mento nel passaggio da una soluzione w della (34) ad una soluzione 6
della (36) e da un sistema integrale (x,8,2,p) delle (88) ad un corri-
spondente sistema integrale (x,, B, ,2,, ) delle (85). Sono queste 1s for-
mole che si tratta di stabilire. La via naturale per ristlvere Ia questione
proposta sarebbe manifestamente di cangiare le formole delle trasforma-
gioni B, dalle primitive coordinate asintotiche a quelle del sistema co-
niugato permanente, nella qual cosa dovremmo servitei del teorema al
§ 85 dal quale abbiamo dedotto il teorema di Servant. Qui, per abbre-
viare, sopprimiamo i calcoli intermedii e diamo le formole finali, sulle
quali & poi facile compiere lo opportune verifiche.

Data la costante %, compresa fra p e g,

p=k=gq (cf §41),

-
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e ricordando che qui si & preso

introduciamo un angolo costante reale o fia 0 e g tale che

O . T e 3
(41) sen'o = el cos’s o

dipendentemente dal -valore di & I'angolo o potrd avere un valore qua-

lungue fra 0 ¢ g, non esclusi gli estremi, che corrisponderanno alle tra-

sformazioni -singolari

ke=gq , k=p.
Cid posto, prendiamo il sistema simultaneo seguente fra w e 6

g——:—:- ——g—gm coso o8 genh — sen o gen o cosh

(42)

g;? + gz sen o cosw senh9 - cos s sen o cosho ,

8e deriviamo la prima rispetto ad « la seconda rispetto & ve som-
miamo, avendo riguardo alle (42) stesse, la 8 resta eliminata e troviamo
che © deve soddisfare la (34). Se invece deriviamo la seconda rigpetto
ad u, la prima rispetto a v, sottraendo si elimina w e ne segue che 0 deve
easere una soluzione dells (36). Inversamente se per 6 mettiamo nelle (42)
una soluzione della (36), il sistema in w & illimitatamente integrabile e
I'integrale generale w, contenente una costante arbitraria oltre o, & una
soluzione della (84). Similmente se nelle (42) mettiamo per ® una solu-
zione della (34), il sistema in 8 & completamente integrabile e il suo
integrale 6 soddisfa la (36).

Biano («,8) due tali funzioni di u,v legate dalle (42) e consideriamo
i sistemi lineari associati (33),(35). Allora abbiamo questo semplice 1
sultato: Da ogni quaderna («,8,) 1) di solugioni del sistema (38) si passs
ad una corrispondente quademna (o, By, py, M) di soluzioni delle (85) me-
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diante le formole di sostitusione lineare

&%
T R e 1Y band . 9,
Vi sena, f—cosh0.) 4 genho, p

B ==—0086¢, «~-s6nh0.\ 4 coshf.p

!

(48) {

a4

> g

=-senm.§+cosm.g——m+Bp.

=

I

L o= cosm.§+senw.g+m—0p,,

<
avl

dove si & posto

A = co80 cos® senh® — gen o senw coshd

B= 6
m cos ¢ sen w cosh @ |- sen s cosw senh 0

C == ¢80 cosw coshd -- gen o sen v senhd

D = cos o senw senh @ - sen a cosw coshd.

La verifica & ben facile: supposto che «, f,), p soddisfino le (38),
Ia derivazione delle (48) dimostra che a,§,A,p., soddisfano le (85). Ma
un'altra osservazione essenziale & da farsi, e ciod che si ha identica-
mente

I RO
et By,

per cui 8 «, @, A, . soddisfano Ia (33%), Ie « ,8, A, p, soddisferanno
la (85%).

Dobbiamo poi notare che, risolvendo le (48) rispetto ad @y B, 0, p
8i hanno le formole inverse:

o
——T; == 0086, f — 8enw .\ + cose.p,

<

=8N, % 4 080, A - senw .1,

a4

(43%)
:—coshﬂ.%+senh6.£3——m,+Ap.l

<f1= §[ >‘. '<I‘to

=—senho.3;l+eoshe.% —Bh+ C,

!
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le quali inversamente da una quaderna (o, By, A, ) di soluzioni delle
(85, , (35*) conducono ad una corrispondente quaderna (x,8,A,p) di so-
luzioni delle (38), (38%)

Le dette due quaderne (a,8,A,u) (#;, B, M, p) definiscono intrinseca-
mente due deformate 8,8, del paraboloide ellittico, la prima della re-
gione reale, la seconda dell’ideale, Si mostrerd nel prossimo paragrafo

che esse possono collocarsi nello spazio in guisa che risultino le due falde

focali della congruenza rettilinea che ne unisce i punti corrispondenti,
intendendo per punti corrispondenti F = (u, v) F,==(1,v) di 8,8, quelli
dati della medesima coppia di valori delle coordinate curvilinee u,9,
Allora sarés facile vedere che sf passa da S ad 8, colla trasformazione B,.

Diamo ancora le analoghe formolé di trasformazione intrinseca per
le deformate della regione reale del paraboloide iperbolico, Qui la co-
stante & della trasformazione B, pud avere (§ 5) un valore qualunque
fra —q e p; ma supponiamo per fissare le idee >0, bastando nel-
altro caso scambiare p con ¢, Prendiamo allora una costante o reale,
tale che

1 1
36 o= = e = 1),
» senh’o = = p)

=

cosh®o =

<4

Yy f e

Prendasi allora il sistema

) % + g—g == -~ (cosh s senh 8 cosh 6, 4 senh s cosh 6 senh 6,)
45

%% + g-g == (cosha cosh 6 senh 6, + senh o senh 9 cosh®,),

che lega fra loro due soluzioni della medesima equazione (38), come prima
il sistema (42) legava due soluzioni corvispondenti delle (34), (86). Pon-
gasi inoltre

A’ == cosh o senh 6 senh 6, -} senh o cosh 8 cosh 6,
B' == cosh o senh 6 cosh, - senh o cosh 0 senh 6,
C' == cosh cosh 0 senh 8, 4~ senho senh 6 cosh 8,

D' = cosh 3 cosh 8 cosh, -} senh o senh 0 senh 6,

(¢6)

1) 81 ricordi che k<p o %+$=1.

S0
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Da una quaderna (=,B,), p) di soluzioni del sistema (87) sl passerd
ad una quaderna (o, B, M, pe) di soluzioni del medesimo sistema, ove 0
sia sostituito da 6,, colle seguenti formole di sostituzione lineare:

%

ﬁ = cosho,.k+s§nh6,.p —genha.a

p‘.’E == gonh6, .\ - cosh8,.p - cosha.p
7

Vi
l‘—:—coshﬂf—-senhe'-ﬁ-—A’A-—-B"p.
V& P q

F& = sonh82 + cosh6f 4 04 4 D,
V& p q

Inolire si ha identicamente

o B « B

2B e ® P e '
P +q 48 —pf ? *f‘q + W e

per cui 86 la quaderna («,8, A, p) soddisfa la (37%), lo stesso accadrd
della quaderna (a;,B;, M, ). Le due corrispendenti deformate 8,8
del paraboloide, convenientemente collocate nello spazio, derivano 'una
dall'altra per la trasformazione B,.

§ 89.

Nuove formole per le trasformazioni B, delle deformate
del paraboloidi.

Por dimostrare quanto abbiamo asserito nel paragrafo precedente
daremo ora le formole effettive che, nota la superficie S, fissano l'altra
8, nella posizione voluta,

@) Per il paraboloide ellittico lo formole richieste sono le seguenti
(48) n=z—VEk C ) ace.

Se st derivano infatti queste rapportv ad %, v e si calcolano ghi ole-
menti relativi per la superficie 8, luogo del punto (z,4,2,), si trova che
essi corrispondono precisamente a quelli che definivano intrinsecamente
quests superficie,

18

L3
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11 lettore potra trovare sviluppati i calcoli relativi nella mia memoria
dogli Annali di matematica (Tomo XII della Serie III, 1908). Qui, sup-
poste effettuate queste verifiche, occupiamoci di constatare che in effetto
la 8, deriverd dalla S per una trasformazione B,. Bisogners dimostrare
per cid:
1. che, se si applica 8 sul paraboloide ellittico, i segmenti focali FF,,
trascinati nella deformazione, andranno a collocarsi coi loro estremi F,
sul paraboloide confocale P,
2.° che la legge d'applicabilita di 8 sopra S, & quella data dall’afi-
nitd d'Ivory fra i due paraboloidi.
Queste sono invero le proprietd caratteristiche colle quali, al Cap.II, '
abbiamo determinato le trasformazioni B,. I
Per quanto riguarda la prima, cominciamo dallo serivere le (48) in
coordinate «, £

(49) wp—w+l +m 7 ° '

Osservando le (33), ne viene *
I = V&(\senw—p, coso)
? m=—VE(\ cosw+p, senw) ,
ovvero per le (43)

l = k(Lcoso —--5) !
(60 t
m=k(Mseno-—-E),
\ q
dove 8i & posto '
L = cosh®, s — senh6.)

51
(61 M =cosh8 .} —senh6.p.

_ Ora quando S diviene il paraboloide si ha

— - 1
z=Vpe,y=Vgb, s=5+§
e dalle formole (49) per le coordinate dei termini dei segmenti, ricor-

dando che

E—1

[N

+ sen®s ==% — cod®s,

[ =
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si hanno le formole

@ =k Vpeoss (L — acosq)
(62) 9, =k Vg seno (M + §seno)
o A== %(a’+ﬁ') + & (2L co8 0-4- f M sen o) ~k(%+$~') .
8e osserviamo che per le (61) si ha identicamente

=g —n=% 18,
77 g

ne viene
KFpcoss  KPgsens +2p=1
ovvero
u} 4

g -5 T k=0,

che & appunto l'equazione del paraboloide (iperbolico) P, confocale al-
T'ellittico P,

2 o
—— ""‘=10
P+q

Il primo punto essendo cosl dimostrato, passiamo al secondo. Qui
Pafiinitd d'Ivory fra i due paraboloidi & data dalle formole

(58) w,-:i\/@—;-'—-pz y1=v qj.
Ma si ha

e Ie due prime equazioni (52), a causa dei valori (43) di o, + 81, 8i serivono

@ =Vkpeoso.fy, y1=—Vigsenoe.q,,
ossia

wn=V7;"_1"'pu yx=——V.q-_k.az
e il paragone colle (563) da
fr=1ta, qy=—8.

Queste sono precisamente lo formole d'applicabilits di 8,8, (§ 48),
¢id che completa la nostra verifica.
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Affatto analogaments si prova che, nel cago del paraboloide iper-
bolico, le formole corrispondent! alle (48) sono le seguenti

A (i
w.=w+\/73(—55;+ﬁ-‘5;)ecc.,

o 8i dimostra che le due falde focali 8,8, della relativa copgruenza
W derivano I'una dall'alira per trasformazione B,.

§ 90,
Estensione delle ricerche &l caso non-euclideo.

Indichiamo ora rapidamente come le proprieta dei sistemi coniugati
permanenti e le formole fondamentali ad essi relative si trasportano
senz'altro dallo spazio euclideo allo spazio a curvatura costante, Basterd
dimostrare come le formole (II) del § 80, relative ai sistemi isotermo-
coniugati delle quadriche, sussistono invariate in geometria non-euclides,
poichd & su queste formole e sulle equazioni di Codazzi, le quali con-

servano la medesima forma nello spazio curvo, che noi abbiamo fondato
le successive deduzioni.

Chiamiamo K, la curvaturs dello spazio e ponlamo per semplicits
K, = 1, secondo che si tratta di spazio ellittico od iperbolico, ed in-

dichiamo con @, %;,2;,, le coordinate di Weierstrass di punto, legate
fra lovo dalle identitd

At K@ tadtd=1.

Essendo S una qualunque superficie riferita ad un sistema curvi-
lineo (1,v) e colle due forme fondamentali,

Edut+2F dudo + Gdy*
D du* 4 2D’ du dv + D* v,
valgono qui le formole fondamentali (vol, I§ 213)
Y 1
G‘a:, 12 3%; 12 Bx; ¢
3~z;‘3~v==§1§3§+x2t3v-—K°F¢‘+De‘
Ly 22) & {22) oz p
\%=f13%+12§'§5“"~‘“*+""'
per ¢==0,1,9,3,
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dove &,&,4,% sono le coordinate di Welerstrass- del piano tangente,
legate dalla identitd quadratica

K8+ 8+8+8=1,

Supponiamo ora che Ia S sia una quadrica, che riferiamo dapprima
alle sne generatrici vettilinee {%,v); avremo

e 1) ’22 -
p=p'=o, {il= L] =0.
Dunque 7y, @, , 7,2, saranno quattro soluzioni del sistema (illimita-

tamente integrabile)
¥z (11) 0z
W ! 1 ; qu — KoF

g22§__~K°G

(o)

o 8l ayra in particolare (cf, § 79)
3 {ng: 3 ’22}
wll) oul2)’
onde potremo porre
illz alogL !22‘ alogL

Dopo c¢id, passando dalle variabili asintotiche alle variabili «,§ di
un sistema isotermo-coningato col porre

a==tt-v , f=y—y,
il sistema (a) prenderd la forma
Fx M — dlogl. 3z dlogL 3
WTF =25 i A
M dlogL oz dlogL d»
B — B T e 3B

dove A, B sono funzioni di «,B, che non importa precisare. Volendo
adoperare variebili reali «,p in tutti i casi, si seriverd

¢ alogL am alogba:v

Fz gLz dlogL 3z
B T T W m BT
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Come si vede, il sistema ha la medesima forma del sistema (I) § 79,
salvo I'aggiunta dei termini Aw,Bx nei secondi membri, Di qui, ragio-
nando come al principio del § 80, si traggono pel valorl dei simboli di
Christoffel in coordinate (z,f) le stesss formole (II), e solo naturalmente,
nella formola (6) ibid,, per la curvatura K devesi intendere la curvatura
relativa della superficie. Dopo cid tutte lo dedusloni, dal § 82 al § 86,
relative alle proprietd generali dei sistemi coniugati permanenti sulle
quadriche, si applicano senza variazioni di sorta alla deformazione delle
quadriche in geometria ellittica od iperbolica.
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Lo trasformazloni B, per lo deformate delle quadriche rotonde
¢ delle quadriche tangenti all'assoluto

S ——

§ 91,
La trasformazione complementave,

In quest'ultimo capitolo ¢i proponiamo di ritornare sulla teoria delle
nostre trasformazioni generali B, per le deformate delle quadriche e
di esaminare in primo luogo pid da vicino il caso particolarments interes-
sante delle quadriche di rotaziqne. I bei teoremi scoperti da Guichard nel
1899, al cui studio abbiamo dedicato il Cap., XVII (vol, II, pag, 87-129)
delle Lezioni, collegano, come si ss, la deformazione delle quadriche ro-
tonde a quella delle superficie a curvatura costante. S'intende quindi che
le trasformazioni B, per le deformate delle quadriche rotonde si debbono
tradurre in corrispondenti trasformazioni delle superficie a curvatura
costante, E nof dimostreremo che queste ultime non sono altro che le
trasformagioni di Bdcklund. Per altro sard pid opportuno allo scopo
nostro tenere qui il cammino inverso, ciod dimostrare come le trasfor-
mazioni di Biicklund delle superficie a curvatura costante, conveniente-
mente interpretate col teorsma di Guichard, si traducono nelle trasfor-
mazioni B, per le quadriche di rotazione.

Questa & in effetto la via per la quale giunsi la prima volta alle
trasformazioni B, nel caso speciale delle quadriche rotonde e lo studio

N I priml 8§ di questo capitolo fino al § 98 sono una riprodusione della
memoria dell'autore: Teorda delle trasformaziont delle superficie applicabilt sulle
quadriche rotonde., Memorie della Societd itallana dells Scienzo (detta dei XL)
Serie 8,3, tomo XIV (1905).
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delleZcircostanze geometriche che si presentano in questo easo, come
nell'altro direttamente trattato dei paraboloidi, mi permise di risalive alle
loggi del caso generale, confermate poi dai procedimenti di caleolo esposti
nei primi Capitoli di questo libro. .
Comincieremo la nostra ricerca dal caso particolare della ¢rasforma-
#ione complementare delle deformate delle quadriche rotonde per esami-
nare pitt da vicino Ia relazione fra t due ds® di due tali deformate com-

plementari. Prendiamo per asse dello # 'asse di rotazione della quadrica .

Q o indichiamo con »,# le coordinate rettangolari di un punto mobile
sulla curva meridiana, I8 cui equazione scriviamo

Pt

itE=t
significando A, B due costanti reali, che supponiamo perd dtseguali a fine
di escludere il caso delle superficie 8 curvatura costante. Poichd r & il
raggio del paralielo, I'elemento lineare della quadrica Q sard dato dalla
formola

A4 (B—A)#
A(A=A)

il parametro v indicando la longitudine,
Pel caleolo dell'elemento linears ds della superficie complementare

§ ricorreremo alla formola generale data nelle Lezioni (vol. I pag. 296),
ed avremo

ds® = @41,

s = 1*dt -+ p'de},
ove si ponga
,_\/ AT+ (B—-A)*
&) =V ras
Di qui, eliminando ¥, troviamo

e AE-1)
(8) ds* == mdf"*{'t"dﬂs

_ 6 questa ponendo

L v
[J:k" y U=y,

e determinando convenientemento la costante %, si riconduce nuovamente
alla forma stessa (1)
= A (B—-A)P -

. e A W9
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Basta invero assumere per questo k’=é—§}§, onde le formole per

I'identificazione dei due elementi linenri della deformata S e della sua
complementare § sono

A+B-NF A ;A
A "K-B’  Yi-B

Se ne conclude intanto: Ogwi deformata di una quadrica rotonda &
applioabile (nel senso genorale analitico) sopra la sua complementare, Questo
risultato ci era gid noto dalla teoria generale, poiché la trasformazione
complementave non & che una particolare trasformacione B,.

Ma conviene ors completarlo coll'esame della specie d'applicabilits
fra 8 o 8, o cid discutendo le formole (4) non solo riguardo alla loro
realitd, ma anche rispetto ai limiti entro i quali variano i nostri para-
metri, supposti reali, Distinguendo cosl le cinque forme di quadriche a
centro, troviamo i risultati seguenti

a) Ellissoide allungato: A=a*, B==b*, con a*< ),

Lo formole (4) dimostrano che #,% sono puramente immaginarii
quando #,v sono reali (essendo +*<Za®), ¢ quindi l'applicsbilitd delle
dus superficie complementari & soltanto ideale,

b) Ellissoide schiacciato A==a*, B=0b*, con o*>1*,

Allora 7,7 sono bensl reali con #,v; perd mentre nella regione reale
dell'ellissoide & #*<Ca®, si ha invece dalla (4)

G’ a‘_(ai__bt)rl

=T aF >

(4) P

74

Alla regione reale di 8 ne corrisponde una immaginaria di § e I'ap-
plicabilitd & ancora ideale,

¢) Iperboloide a due falde: A=—a®, B==}", '

La quantitd 7,7 sono (puramente) immaginarie per #,4 reali e
'applicabilitd & sempre ideale,

d) Iperboloide ad wna fulda: A=qa®, B==—}®,

Le formole (4) diventano

(@* %) * —a' . a
= ViEme—a = v

9 Qui ed in seguito a,b denotano costanti reali positive,
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© danno valori reall per 7,¥ quando r,v sono reali; ma di pit, essendo
nella regioné reale dell'iperboloide s*>>a*, ne risulta anche #*>a',
Dunque: Nel caso delle deformate dell’ iperboloide rotondo ad wna falda
Vapplicabilita delle superficie complementari ha Tuogo per le loro vegions
reali. E cosl & dimostrato direttamente quanto abbiamo asserito in nota
al § 24,

D'altra parte perd osserviamo che I'clemento lineare di questa
quadrica

(@+5) P —g

riveste forma reale anche quando

a‘
7‘<m<“"

ciod per una regione ideale dells quadrica stessa, Esiste quindi wn’altra
classe di superficie reali applicabili sulla regione ideale dell'iperboleide;
il loro ds* si scriverd sotto la forma )

@' —(d 5
a8 = T P

Noi I'abbiamo gia considerata per 1'iperboloide generale rigato al § 48
ed & facile vedere che essa appartiene al secondo dei casi ivi conside-

rati (ﬁ —-:—l”- ' 7 =%) o che pel caso dell'iperboloide rotondo il ds* si

riduce appunto alla forma precedente. i chisro che anche per questa
classe I'applicabilitd di una superficle sulla complementare & reale,
e) Ellissoide immaginario: A=—a¢* , B=—1P,
Qui abbiamo
SN o (it Lt

e le formole di trasformazione (4) sono
F——a\ /a4 @t . a@ v
IR AN R 1 IR V) R

Qui dobbiamo suddistinguere, come pel caso dell'ellissoide reale,
secondo che a*<¥*, ovvero &*>>1%,
¢;) Supponiamo dapprima a*<C*, e I'elemonto linearo precedente




. TRASFORMAZIONE COMPLEMENTARE 288

rivestird forme reale sia per »,v reali, sia per »,v puramente imma-
ginavil, Per #,v reali scriviamo

@ —(U'—a®)r®
¢ st = a,(‘a, ’;)——dr'—{—r’dv'
4
colla naturale limitazione #*< zé:—a,; cosl 7,7 sono puve reali e I'ap-
plicabilitd delle due superficie complementari & reale,
Per »,v puramente immaginarii, cangiandoli in ¥, v, scriviamo

a‘+(b -a')r’

colls limitazione #'>>a’, Qui ancora 7,% sono puramente immaginarii
o D'applicabilitd di 8, § & reale, Per superficie tipica di rotazione cor-
rispondente si pud prendere il eatencide accorciato (vol, 11, pag. 109)

p=Vo—a cosh(‘-;-) ,
V&=a

= ]
dove p= -+ = LA designa il raggio del parallelo,

&) Supponiamo ora *>b*; allora 7,7 gono puramente immaginarii
per r, v reali ed inversamente, Come superficie tipiche di rotazione cor-
rispondenti si pud prendere il sinusoide iperbolico (vol, I, pag. 109).

p=Va —b genh (’;‘)

¢ la sna complementare, L'applicabilith dell’una sull’ altra & ideale.

§ 92.

Deformazione di inviluppi di sfore colle due falde
& curvatura costante.

Per stabilire le relazioni enunciate fra le trasformazioni di Bicklund
delle superficie a curvatura costante e le trasformazioni B, delle defor-
mate delle quadriche di rotazione, dobbiamo dqui riprendere e generaliz-
zare la ricerca effettuata al Cap. XVII delle Lezioni sulla determina-
zione di quegli inviluppi di sfere pei quali, deformando comunque la
superficie 8, luogo dei centri, I'una ¢ quindi anche I'sltra falda dell’invi-
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luppo serba sempre la medesima curvature costante K. Allora si suppo-
neva reale non solo Ja superficie 8, luogo dei centri delle sfers, wa anche
reali lo sfore stosse e di pikt le due falde-dell'inviluppo. Qui lascieremo
solo la condizione che sia reale la supetficie S, luogo dei centri, potendo
lo sfere stesso essere resli od immaginarie, ed anche per sfere reali
potendo le due falde dell'lnviluppo essere immaginarie. Nella discussione
cosi completata del problema vedremo presentarsi, come & prevedibile
a priori, tutte le superficie applicabili reslments od idealmente sulle
quadriche & centro rotonde delle varfe specie,

La parte analitica della trattazioue, come & esposta nei §§ 253-259
delle Lezioni, resta naturalmente inalterata; solo conviene riprendere la
discussions delle formole finali al § 259 sotto il punto di vista pid gene-
rale attuale. Intanto la superficie 8, Inogo dei centri dovrd essere appli-
cabile sopra una superficie di rotazione ed il suo elemento lineare avrd
la forma (vol. II, pag. 107)

do*

() ds} =
csen'e (1 +K°'- sen'c)

+ cot*ade’

dove o, sono rispettivamente i parametri de paralleli o dei meridiani
nella configurazione rotonda di 8,, e ¢ indica una costante arbitraria.
1l raggio T della sfera, invariabile lungo ogni singolo parallelo, & dato
dalla formola (1.c. formole (81) ¢ (82)

© T= ‘/ csen’

Ora, per ipotesi, la S, deve essere reale ed il suo dsf ridursi quindi
alla forma reale di superficie di rotazione

a3 == du* - £ dv}.
Paragonando colla (5), si ha

r=Fk coto (% costante ),
indi
e

awd = P
o (% +v+¢)

dr;
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dunque 'espressions
q P! Bpr

Fe (Efc +;-—l:;'5

deve essere reale, variando  in un certo intervallo reale, per la qualcosa
& evidentemente necessario che tutte tre le costanti K, ¢,%' siano reali.
Dunque nella (5) dovrd o assumere tali valori che cot’o risulti reale
(positiva o negativa), e corrispondentemente il parametro ¢ sars reale,
ovvero puramente immaginario, La formola (6) dimostra poi che T® & in
ogni caso reale, e per cid il raggio T della sfera sard, secondo i casi,
reale ovvero puramente immaginario.

Siccome nella (5) possiamo aumentare s di un multiplo di « senza
che cangi la formola, la condizione che cotts, ovvero sen's, sis reale
dé luogo a8 questi tre casi distinti: 1.° & realo, 2.° ¢ puramente imma.

ginario, 3.° 6= puramente immaginario, 11 primo caso & guello gid
2

completamente discusso ne! Cap. XVII e -qui non avremo pid dunque da
occuparei che degli altri due che diremo
Caso o) o=:it ( reale).

Caso B) o=7 -+t (c reale).

§93.
Propriets comuni af fre casi,

Prima di intraprendere la discussione & opportuno ricordare dai §§

265, 266 alcune proprietd fondamentali, che valgono indipendentemente -

dall'essere reali o immaginarie le doe falde dell’ inviluppo di sfere.

Indichiamo con 2, yo, #, l6 coordinate del centro M, della sfera mo-
bile sulla superficie S, e con X,, Y,,Z, i coseni di direzione della nor-
male alla 8,, e siano

Me=(,y,9) , My= (3,93, )

i due punti simmetrici, rispetto al piano tangente di S,, ove la sfera
di centro M, e di raggio =T tocca le due falde dell’inviluppo, che diremo
rispettivamente lo superficie S,8,. Ponendo sotto forma invariantiva
le formole (5) a pag. 88 vol. II, abbiamo facilmente

) z2=2,—TV (T,2) +TVI-4T. Xec.,
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ove V (T,ay), 8, T sono i soliti simboli di parametri differenziali, cal-
colati rispetto all'elemento lineare di S,. Pel radicale Y1—4, T si pren-
derd nelle (7) uno qualunque dei suoi due valori ; l'altro dard le formole
per %, %, 4. Osserviamo che, siccome T & reale o puramente immagi-
nario, le (7) mostrano che 8,8, saranno reali o coniugate immaginarie;
od ancora sf noti che, pur essendo T reale, lo due falde S, 8, dell'in-
viluppo sarasno reali soltanto se A, T < 1.

At §§ 2605, 266 dolle lezioni abbiamo dimostrato che alle due super-
ficie 8,8, di curvatura costante K sono contigue, per trasformaszione
di Bicklund, due altre superficie 8,, S, colla medesima curvatura K o
le quattro superficie

(S,S;,SQ,Sa)

formano una quaderna del teorema di permutabilits, ed il quadrilatero
sghembo M M, M;M, coi vertici in quattro punti corrispondenti & una
losanga coi quattro lati di lunghezza costante

-Vl

Le coordinate #,,y,,# di M e quelle 2,y;,4 di M; sono date
dalle formole

T T 1
(® D S S

%=%+&%Xx—~tgc\/—- %ﬂ—- % X, 000,
dove (Xi,Y,,2,), (X,, Yy, Z;) sono i rispettivi coseni di direzione delle
tangenti alle deformate di meridiani e dei paralleli supra S,. E come
le normali a 8,8, in due punti corrispondenti M, M, si incontrano in
M,, cosl le normali _jn punti corrispondenti M,, M, a S,, 8, si incon-
trano in un punto M,., Se si tiene presente che i coseni di direzione
dalle normali di 8,,8, sono rispettivamente proporzionali ai binomii

R T S —

TsenGng:V"-%-——%x“ TSOROYglF “"l'—-%Yl,

X
Tsencz.:p\/—%i—-%z.,
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s trova subito per le coordinate ,, 7%, %, di M,

¢08 ¢

(9) fo”%+cvrsen!

X, ece.

Il lnogo di questo punto M, & precisamente la superficie 8, comple-
mentare di 8,, come risulta dalle (9) stesse ; le sfere deseritte col centro
in M, e di raggio T dato dalla formola

_Valitd
Vet

toccano in M, , M; rispettivamente le due 8, , 8;, lo quali formano dunque
I'inviluppo del secondo sistema di sfere. Ricordiamo poi I’ importante
proprietd : Sulle quatiro superficie a curvatura costante S,8,,S,,8; 4
sistems coniugati si corrispondono fra loro ed a quelli delle superficie 8, ,8,.

Notiamo ancora che dalla forma (5) dell'slemento lineare di S, ri-
sulta per la sua curvatura K,

(10)

dsenta
{11) K= e

1l numeratore & reale e positivo e quindi K, ha il segno di K.

§ 94,
Caso a) con K negativa.

Volgiamoci ora all'esame dei singoli casi possibili, cominciando dal
caso indicato con o) alla fine del § 92, ove o & puramente immaginario
=i, indi

seno==4igenh+t , cosc=coshs,

Allora nella (5) deve essere anche v puramente immaginario, e noi
lo cangiamo in ¢ kv, essendo la costante % ed il nuovo parametro v
reali. Cosl la (5) diventa
(12) ds} = o‘w 4 Beothtz, do*
csenh"c(—ﬁ gen htt — 1)
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o la (6) da l'altra

-%senh"c-—l
(5 =V “waw

Sotto il segno radicale abbiamo qui una quantitd che ha il segno
stesso del coefficiente di dv* nella (21) ed & per cib positiva ; dunque
nel caso attusle le quantitd

T

€083

sono reali. Ora dobbiamo scindere la discussione in due, secondo che
la curvatura K & negativa o positiva, Trattando in questo paragrafo il
primo caso, poniamo

1
K————P,

con & reale positiva. Manifestamente perchd il ds}, dato dalla (12), ri-
sulti reale occorre che ¢ sia negativa e noi poniamo

05 ey
a’

onde risulta
at dd

(14) ds; = Senb't (@ — B sen it ¢
Se diamo alla costante arbitravia % il valore

)+k'coth'tdv’.

b=l
Vote
¢ poniamo ,
(1) r:-_-kcotht=vzgﬁcotht,
la (14) divents
@+ ¥ —at
(14% ds == W a4 Fad,

Questo elemento lineare, secondo la (1) §9i, appartiene all'iper-
boloide ad una falda coll’ iperbola meridiana

Y 4

@
2 : O oL
E poichs, per la (14), deve essero sen b 'c< 7 indi cot h*+> o

=1,
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segue dalla (18) : #* > ¢*, Dunque la superficie 8, ¢ nel caso attuale
applicablle sulla regione reale dell’ iperboloide. Osserviamo pof che la
formola (18) per T cf d&
I CES=r B LEL
il valore del secondo membro ha un significato geometrico semplicissimo,
eguagliando il tratto di generatrice dell’ iperboloide dal punto M, che
si considera fino al circolo di gola,
8i avverta ora che, sebbene il sistema «* di sfore sia in questo
cago reale, lo due falde S,8; dell'inviluppo sono immaginarie (conine
gate), poich? 8, T == cos® o = cogh®+ > 1 (§ 93). Quando la 8, ha la forma
dell' iperboloide,' le due falde S, S, si riducono a due sfere di raggio
==4b coi centri nei due fuochi immagmarii dell’ asse di rotazione, In
fine la superficie §, complementare & applicabile sulla regione reale
stessa dell’ iperboloide e le due falde del relativo inviluppo di sfere coi

centri nei punti di 8, o di raggio T—.ﬂ——fﬂ, sono le altre due

superficie 8,, 8, pseudosferiche immaginarie (coniugate) che completano
con 8,8, la quaderna (S,8,,S,,8,) del teorems di permutabilits as-
soclata ad 8,, §,. Per questo primo caso enunciamo esplicitamente i
risultati ottenuti nella proposizione seguente: Se attorno ad ogné punto
dell’ iperboloide rotondo ad wna falda come centro, e con raggio eguale al
tratto di generatrice che intercede fra il detto punto ed il circolo di gola
8k desorive una sfera, indi si deforma comunque per flessione I iperboloide
che seco trascini lo sfere, I'inviluppo di questo sistema o® di sfere consta
sempre di due superficle immaginarie contugate 8,8, colla curvabura co-

stante K = —-%—, sessendo b la lunghessa del semi-asse immaginario del-

¥ dperboloide. Queste due superficie Pseudosferiche 8 , 8, sono completate ad
una quaderna del teorema di permubabilita (S,S,,S,, 8 da altre due
superfiie 8, , 8, della stessa specie, ottenute nel medesimo modo dalla su-
perficie complementare della deformata dell’ iperboloide,

Ed in fine si noti che la lunghezza d del lato della losangs del
teoroma di permutabilitd ha qui il valore

d=v:;=ia,

essendo & il ragglo del circolo di gola.
19
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§ 95.
Caso «) con K positiva,

Supponiamo ora sempre 6 =4+, perd K positiva, poniamo

1
=—b§’
o la formola (12) diverrd

a6  ag= Lia

¢ senh*v (ob* senh® v — 1)

Qui convieno suddistinguere secondo che la quantitd

<+ B coth®t dv* .

che figura sotto il segno radicale nelle (8) § 93, & positiva, negativa o
nulla,
Cominciando dal primo caso, poniamo

c=-$, con a* >

ed avremo
' i = & de
"~ senh*t (4® 4 i*senh’t)

Se poniamo

+ M ecth® e do?

o a*
k&\/a‘—-b’ R r=‘/“'_~a' coth¢,
questo ds rientra nella formola (1) § 91, ove si faccia

A=¢',B=}*,

ed appartiene quindi all’ellissoide schiaceiato rotondo di ellisse meridiana
o
;:?'l' F=10>8).

4 4
Perd, siccome 7%= a’zg——b‘ coth®e > %b’ >a', 1a superficie 8, & ap-

plicabile sulla regione ideale dell’ ellissoide ; la complementare 8, sard
applicabile (§ 91) sulla regione reale dell’ellissoide stesso. Si osservi poi
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che nel caso attuale il raggio T delle sfere del primo sistema, coi centri
nel punti di 8, & reale, ed invece quello T delle sfere del sistema
complementare & puramente immaginario, .

Le_ quattro superficie (8,8,,8;,8;) di curvatura costants Km—b-;

sono due a due conlugate immaginarie (8 di 8; ed B, di B;) e i lati della
losanga hanno la lunghezza

d==1ia,
Restano da considerare i casi %>~—b’ R %z — 1% ma vediamo su-
bito che essi conducono ai risultati gid noti del cap. XVIL E infatti
8o %>~b’, tutte le quantitd che figurano nelle formole (8) § 98 sono

reali (perché e=141) e le due felde 8, 8, del secondo inviluppe di sfere
sono reali. Rispetto alla superficie S, siamo dunque nel caso reale, onde
8, & applicabile sull’ellissoide allungato o sull’ iperboloide a due falde;
o invero se nella (8) § 91 che da l'elemento lineare della complemen-
tare si pone

k=21, p==cothr, =z—~-16, B==p,

si ottiene appunto la (16) attuale, onde risulta che avremo un ellissoide
allungato se ¢ & negativa, un iperboloide a due falde se ¢ & positiva.

In fine nel caso limite %z —* le due superficie S, , 8, vengono a coin-

cidere fra loro e colla 8, la quale & adunque una superficie a curva-
tura costante positiva.

§ 96,
Caso B): omg-}-ie .

Qui abbiamo

geng==cosht, cosea=—isenhr,
indi
a

an dgy=— p -+ K tghtc &
ocosh®s (l - b4 cosh® 'c)
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14 "ﬁ coshf¢

@s) T= ccoshft  °

1 raggio T della sfera & puramente immaginario, per cid -6.%-; un

4 Sonis & reale,
Per non ricadere nel caso di 8,, 8, reali, dovremo dunque supporte
1,1
(19) 'K“ + ‘a < 0 1

altrimenti i secondi membri delle (8) § 93 sarebbero reali. Cid premesso,
distinguiamo anche qui due casi, secondo che K &'positiva o negativa.
Caso §;): K>>0, poniamo

1
Kﬁ-b'i

o dalla diseguaglianza (19), o dalla forma (17) del d¢*, risulta che ¢
dovrd avere un valore negativo, e sia

[+ — Ry

&’
onde per 1a (19)
(19% >,

La (17) diventa
(20) i = ade + ¥ tghte o
°" cosh't (o' — b*cosh®s) g !
o 8o prendiamo
\ ]
21 et o
21) ‘Va’-‘b"f ktghe,
avremo
a—@—v
dsy= FE=A ar - a*

formola che coincide colla (1) § 91 ove si ponga A=a?, B=%*.La§,
& dunque applicabile sull'ellissoide schiacciato; ma questa volta, siccome
nella {20) il parametro ¢ deve assumere valori pei quali

]
008h’7<%0 tgh' s < G'_’a—‘;‘l_):’
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risulta dalla (31) #*<Ca'e la 8, & applicabile sulld regione Ideale del
Pellissoide, Indi la sua complementare sulla regione reals.
Manifestamente questo 3 lo stesso caso considerato al paragrafo pre-
cedente ; soltanto S,, S, sono permutate.
Caso f): K<< 0, poniamo

K:—?
o le (17), (18) diventano
art
@2 - = o cosh® = (ob® cosh®t - 1) + ¥ tgh'eds®
&b cosh® v — 1
(28) T= V_ “ecost’t

[}
Per la diseguaglianza (19) sard %<b‘, o dobbismo ancora suddi-

stinguere due casi secondo che ¢<Z 0, ovvero ¢>>0,
1° caso: Sia ¢ negativa, poniamo

1
la (22) diventa
o d+d
i = cosh*s (a® -} b* cosh®«

! + & tghtedd®,
e ponendo

L
kzrmm,f—ktght,

sl traduce nell’elemento lineare

a=L N oy

dell’ iperboloide ad una falds. Perd, siccome qui

Pl e O o
=P FEF<%

Ia §, & applicabile sulla regione ideale dell'iperboloide. I1 lato d della
losanga ha ancora qui il valore d=ia come nel caso del § 4 delle de-
formate della regione reale ; ma mentre allora il raggio T della sfera
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ora reale, qui & puramente immaginario

T=i~‘ff;’-‘l‘i'Va'-.r*

A2 cago: ¢ >0, poniamo

0=
(3’

o sard per la (19) o’ <5, Dalla (22) abbiamo
o'ds?
ds; = cosh*c (0*cos h¥c —
che ponendo

& + Atghte dv®,

k= , r=kighs

a!
Vo—d
si converte nella

o' — (' —a?, ,
ds§=«-———~a,(a~———,+_r,) a7 d

Questa forma del dsf appartiens precisamente a quells classs di su-
perficie applicabili sull'ellissoide immaginario contraddistinta nella for-
mola ¢)) § 91, II raggio T della sfera & puramente immaginario

= Yr=d pLAVE RN

6 il lato d della losanga del teorema di permutabiliti ha la lunghezza
reale d=a,
§ 97.

Formole relafive alla compostzione di due trasformazioni
opposte di Bicklund,

Ci occorre ancora pel nostro scopo riprendere e completare le for-
mole per la composizione di due trasformazioni opposte B, e B_, di
Biicklund, date al § 390 delle lezioni (vol. 11 pag. 429-481). Sia dunque
(8,8,,8;,8,) una quaderna del teorema di permutabilitd di superficie

a curvatura costante K-m-ﬁ,e relativa a due trasformazioni di B
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cklund B,, B, con costanti eguali ed opposte, e siano
ds* =R (cos® 0 du® + sen’ dv®) , ds} = R? (cos" 0, du® - sen*, dv")
dsi =R (cos® O, du’ +- sen® 6; &v*) , dst = R?* (cos® b du® - sen® 6, ")

i loro rispettivi ds' riferiti alle linee di curvaturs (w,v). La funzione
0; & determinata per 6,0, ,6, colla formola del teorema di permutabilits

o= .

seno 2

(24) gt 1 0—h

La losanga MM, My M, coi vertici in quattro punti corrispondenti di
§,8,,8;,8; ha il lato di lunghezza costante d

d=Rsa;

le normali in M, M, alle 8,8; si incontrano in punto M, e similmente
quelle & §,,8, nei punti M, M, si incontrano in un punto M,, e questi

due punti M,, M, descrivono due superficie complementari applicabili
sulla medesima quadrica rotonda (cf. § 93).
Calcolismo ora gli elomenti relativi alla superficie §,. Ponendo (1, ¢.)

(25) a=22% o 0,_?;9_, ,
abbiamo
(25%) zy=2 4 RsenascotQ.X; ece

6 86 poniamo ancora

A=coslsen Q4 senssenfcos

(26)

B==sen0sen Q2 —senccos6cosQ,
si ha
27 coso dQ=Acos Pdu-}Bsonddy,

Ancora & un differenziale esatto I'espressione

Asen®du—Beosddv,
e 8¢ s8i pone

2719 AV=Asen P du—Bcosd dv,
per 'elemento lineare della S, abbiamo

sen*s - cos® osen® av
(28) dst = R [ D ag ool

13
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Questo appartiene alla quadrica Q di rotazione colla conica meri-
ridiana definits dalle formole

iRcosa

&m—g—, 2=RecotQ

¢ colla longitudine v, data da
4y
NERAR

~goss '

Calcoliamo ora, in coordinate %, v, la secondn forma fondamen-
tale di S,
Fo == Do i + 2 Dlo dudy + Duo .
Per cid si osservi che i coseni di direzione X,, Y, , Z, della normale
qlla 8, sono
(28% X, 2enocos X, +senosen ® X, cos asen Q X,
Vsen® o - cos® 6 sen’ U

ece,

e calcolando di qui
Fo=—XdndX,,

dalle formole del vol, II pag. 391 e dalle precedenti si trovera facilmente

RAB
29 Fo= vt — i) .
(@9) *™ cosasen® Vsen' o -+ cos® g sen Q ( )

D'altra parte se con F,indichiamo similmente la seconda forma fon-
damentale della quadrica rotopds Q, abbiamo

- iR

= AVt 4 costod @
*" cosssen Vsen'o + cos® o sen® @v+ )
ossia per le (27),(27%
@ F,= R (' B ).

cos < sen © Vsen' o + cos? 0 sen®

Tanto nella (29) che nella (29% manca il termine in du dv o quindi
il sistema (u,v) & coniugato comune alla quadrics Q ed alla sua de-
formata S,. Se ne conclude 1'importante teorema: Alle linee di curva-
tura (u,v) delle quatiro superficie pseudosferiche (S, S;,8s,Ss) corri-
sponde sulle deformate complementart S,, S, della quadrica Q i sistema
coniugato permanente,
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§ 98,
Congruenze W con falde applicabili su quadriche rotonde,

Dopo tutti questi preparativi arriviamo al punto fondamentale della
nostra ricerca: alla dimostrasione della esistenea di congrumse W oolle
due falde focali applicabili sulla quadrica rotonda,

Per cid riprendiamo dal § 67* il risultato relativo al caso particolare
di una configurazione di Mobius composta di 8 superficie pseudosferiche
legato ciascuna @ tre nel ciclo da tre trasformasioni di Bicklund
Bo, s Bay , By, Questo teorema si pud enunciare sotto Ja forma seguento:
Ogni guaderna (8,8,,8,,8,) di superficie pseudosferiche del teorema di
permutabiliti; & cangiata da una qualungue trasformazione di Bicklund B,,
che cangi 8 in un'altra &', in un'altra tale quaderna (8, 8y, 8%, 8.

Applichiamo questo alle particolare quaderna (8,8, , 8;,8;) del §
precedente relativa a due trasformazioni opposte B,, B.. ..

Come le normali ad 8,8, in punti corrispondenti si incontrano nel
punto M, che descrive la deformata 8, della quadrica Q, cosi le normali
alle trasformate §', 8; s'incontreranno in un punto M', che descriverd
un’altra deformata 8, dells stessa quadrica. Le due superficie £, 8,
hanno una posizions relatifa nello spazio perfettamente determinata o
gono poste, pel modo stesso della loro generazione geometrica, in corri-
spondenza di punto a punto, Ora noi dimostreremo la proprietd fon-
damentale:

Le rette MyM', conglungenti le coppie di punti corvispondenti M,, M,
dellle due superficie 8,,8'y generano una congruenza W, di cui 8,,8', sono
le due falde focali.

Sicconfe gid nella corrispondenza fra 8, , 8% si corrispondono le asin.
totiche, perchd le une e le altre corrispondono alle asintotiche delle
superficie pseudosferiche, basterd mostrare che il sogmento M, M', tocca
8 in M, ed 8 in M'y; anzi basterd verificare la prima cosa, ch® 1'altra
ne segue allora permutando S,, S%.

Indichiamo con accenti le quantitd relative alla nuova quaderns
(8,8,,8%,8%) dedotta da (S,8,,8,,8,) colla trasformazions di Bi-
cklund B,, ed applicando la formola generale del teorema di permuta-
bilitd (vol, IL, pag. 416) alle successive quaderne

(Sssus') 'l) ' (S,S,,S’, ,t) ' (Saost:S'ssS't) ] (Saosn 'hsll)
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abbiamo le formole seguenti

’ cos 2° .
' —-0 2, 6,0 i -8 2 6,0
tg = o—ctg g ! '8 .2 — o 8 ’2
BBDT 8011"2—
(30) ¢ + .
C1-T g—
O—t_"® T2 08, 68 U7 -
tg 2 o~ttg 9 ! g 3 - o——ttg 9
BenT senT

B¢ dalle due prime formiamo il valore di

¥, & o, —6 9'-0
tg n2 ’-tg(’ 32 ).

deduciamo, con semplici trasformazionl trigonometriche, la formola se-
guents importante pel nostro soopo:

—%

3

€089 CO8 3‘2—0 — 08t €08 (0’ —_ 912i9!)

Ricordiamo ora che per le (25%)

6,
0’ 8ens ¢os rsen( - —‘—i’m)- 0BG 86N T Ben —+———

(31) tg

o
@o=# 4 Rseno cotel O'Xs,
indi similmente
w’-{—Rsenocot ’X,.

Ma poiché si passa da 8 a 8’ con una B, si ha (vol. II, pag. 891-392)

# =g Rcost(cost'X, -} sent’X,)
i X'y = cost 5en 0'X; — cos ¢ cos &' X; — sent X,

8 lo precedenti diventano quindi

-0

(32) oy 2y = Rcost[cosa’-}-senosena’cot X +

<4 Rcose [sen&'——-seno cos®’ cotL 1%,

0,—6, o) 20’,]

-—-Rseno[cot——-—{-sentcot X,
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D'altta parte pei cosoni di direzione X,, Y;,Z, della normale alla 8,

abblamo le formole (28%), ove R = =8 , &= %5,

5 5 « Se scriviamo
dopo ¢i0 la ‘condizione
2 xo (ml 0"‘1"0) =0,

la quale esprime che il segmento M, M’, tocea 8, in M,, troviamo subito
che essa coincide colla formola (31), e Ia nostra proposizione & cos) di-
mostrata,

Bi osservi poi che, fissata 8,, esiste una doppia infinits di super-
ficie trasformate S'y, poiché ogni quaderna (8,8,,5,8) ba appunto
. * quaderne trasformate (8', 84,8%,8%. Cos! adunque per una nuova
via slamo giunti, nel caso delle det’ormate delle quadriche rotonds, a
dimostrare il teorema fondamentale A) .enunciato al § 1. Ed ors altro
pid non ci resta che verificare come le trasformazioni cos! trovate coin-
cidono colle generali trasformazioni B, delle deformate delle quadriche.

§0 99'
Identith delle trasformazloni trovate colle B',‘.

Per dimostrare I'asserita coincidenza dells due specie di trasforma-
zioni no dobbiamo provare che se la superficie 8, si applica sulla qua-
drica Q, seco trascinando i segmenti tangenti M, M’:

1° Il luogo dei nuovi estremi M, sara una quadrica Q, confocale a Q.

2.° La legge d'applicability fra S, e §', corrisponderd all’affinita
d'Ivory fra Q e Q.

. Secondo quanto si 8 osservato al § 97, quando la S, assume la forma
della quadrica Q, le coordinate di un suo punto sono date dalle formole

4 coso
sendl

(33) %‘-‘-‘*Risc“"—o“s-SCOS')] ) yo=R

on®d senvy, , lo=R00t9

ove R
Acos® Bsend
dQ= cO8¢ du + COB G dv
54 ,Asend ]
sen 08
dl« == -—E—--——- d — iB ‘(',_0—8_0_ dt’ .

Poniamo le formole (32) sotto la forma

&
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ove ora per variabili indipendenti sono prese @ ,v,, in luogo di u,v, o
calcoliamo i coefficienti A, p.
So scriviamo dapprims

(35*) 1{0‘—‘¢o=—‘l%?+‘m?£; ece,

¢ ricordiamo che si ha (vol. II, pag, 481)

Oty A gons 39 ]
N =R senﬂx‘ sen®Q) 3w 5 59

o sens 99 ]
§J=R[s_€ﬁx’ wG W

dal confronto colle (82), viene

1A = cosrsen® [cos ¢ - senosen® cot o — . 9'.]

(36) -
mB = cosrsen&[senﬂ' — sen o cos b’ cot — 5 ’] .
Confrontiamo queste formole colle (34) e (35) e poniamo per brevitd
ne deduciamo per i valori cercati di A,
A= _.1._ (ZA cos®4-mBsend) = cos:::ng[cosqa +8enssen ¢ cot ']
o — (ZA sen® —-mBcosd) = =587 send [—sen¢-+senscosd cot’],

€080 €083
Per la (81) si ha

€08 3 ¢08 8 — Co8t co8¢
8ena cost sen -— cosssent senQ’

(87% cot Q =

onde i valori precedenti di A,y diventano
seno cos Q send—sentsenQ cosd
seno cosssend —cososent sen

.. $costsen Q sens coscosQcos h+-cos s sen tsenRseny—sens coss
089 sen oco8Tsend —cosssentsen ’

A== c08tBOoNS

(88)

o=
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Trasformate cosl lo formole (32) nelle (35), coi valori superior} per
A, 1, esse si applicano in qualungue flessione di 8,, e supponendo in

particolare che la 8, diventi la quadrica (88), ne deduciamo calcolando
2 ' y 0180t

r¢'o= 1 S8 c08t [sentcosf cosy+- senasen@send] —sentcos's

+Rcosoc0s':[sene cosQ¢os { 1-sentsenRsend) ~ sen 3 cos's
senscostsend —cososentsens !

Rcosocosr[sen'ccosgcosq;+senosenﬂsen¢]-sentcos’

(89) ¢
senacostseny — cosssentsend

~——

R S08cost [sen3c0sQcos ¢+ sentsenQseny] — sen o cos's
BeN3C08T8ENY — cosasent son 8

cosy,

082 ¢08¢ —coso
Zo=Rsent §—cosocos? .
senaccosteeny — cosogentsen )

Paragonando da queste formole #3+y} con #%, si trova subito la
relazione

Ai+yi
40) R*(cosa = cos’r) + R’sen'c +1=0,

mentre l'equazione della quadrica fondamentale Q dalle (88) &

404 lﬁc“:s’{; +—§+1+o

Come si 'vede, la (40) rappresenta una quadrica Q, confocale alla
.fondamentale Q e di parametro

(41) k==R%cos’t,

La prima delle nostre asserzioni 8 cos! dimostrata, ‘
Per dimostrare anche la seconda cominciamo dall’osservare che la
formola (28), applicata alla S, da per il suo ds*

» [sen*o + cos®ogen'sy
“2) di=F [ sen‘Q’ 4’ + sen’ﬁ'

ove ', V' sono le quantit analoghe ad Q, V. Ora I'affinitd d'Ivory fra
le quadriche (40), (40%) trasporta il punto (o9, #,) nel punto (% 7 %)

86113 c08t8enp —cososent senQ costr-+

seny, —
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della seconda, ove

c08 ¢ 7 co8¢ FA
) B ¥ costa—cos’t = Voore— cor's ==t enr

D'altra parte ze con ©,V indichiamo i valori di @,V in &, %, %o,
avremo anche per lo (83)

Reoss [ iV iRcoss iV
48%) T !-——cos( ) = = sen( ) Reot
8% &= senQ co8q B senQ coss ho=
o sard
. ¢ t £y 7]
2" =R {sen c+cos_osen. ) 4P+ avt
sen'Q sen*l{

11 confronto fra lo due ultime equazioni (43), (43%) da

€08 % CO8 § - €08 5 co8

cot Q@ =
sen3costsend - coss sentgen R’

onde, osservando la (37%),

B chiaro cho con questo § due primi termini nelle espressioni (43),
(42% di ds3, ds3 vengono & coincidere, Ed ora altro pilt non rests che
dimostrare la relazione

av'=av,

Por questo basterebbe calcolare dalle due prime (48%), confrontate

colle (48), il valore di V, indi verificare che ne risulta

AV = A’sen &' du — B'cos &' dv .

Cos} siamo giunti ancora, per mezzo delle trasformazioni di Bécklund
delle superficie a curvatura costante, alle trasformazioni B, delle defor-
mate delle quadriche rotonde. In questa deduzione perd noi non ci siamo
preoccupati della distinzione fra il resle e I'immaginario. Volendo per
questa via separare la discussione delle varie specie di quadriche ro-
tonde, saremmo condotti ad uno studio pid accurato delle quaderne
(8,8,,8,,8) di euperficie psendosferiche, reali od immaginarie, asso-
ciate alle deformate reald delle quadriche rotonde, Questo studio trovasi
esposto nella memoria citata dell’autore ') e conduce in particolare ai

1) Sooletd del XL, t. XIV.
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risultati gid osservatl nel § 46 di questo volume per le regioni reali delle
quadriche rotonde. Ma I'apparato analitico necessario a ragglungore per
questa via lo scopo indicato & ben lungi dall'offrire qualche maggiore
semplicitd in confronto di quello che & stato costruito nei Capitoli pre-
cedenti per le deformate delle quadriche generali.

§ 100,
Paraholoide tangoente nel centro all*assoluto.

Le trasformasioni B, per le deformate delle quadriche rotonde si dedu-
cono, come 8i & visto, dalle tragtormazioni di Biicklund delle superficie a
curvatura costante, dalle quall il teorema di Guichard le fa dipendere,

Ma vi ha un'altra classe di quadriche per lo cui deformate il me-
desimo fatto si presenta. Le quadriche rotonde possono caratterizzarsi
come bifangenti all'assoluto e le altre, di cui ora vogliamo trattare, sono
le quadriche di Darboux (cf. § 71) tangenti in un solo punto al circolo
assoluto. Esse sono necessariamente immaginarie, ma ne esistono perd
varie classi che ammettono deformate reali (cf. vol. II §§ 308-311) o
queste appunto ci interesss qui di considerare.

Cominciamo dalle deformate di quella quadrica (paraboloide) a cui
conduce il metodo di Weingarten (vol. II § 291), applicato alle super-
ficie & curvatura costante.

Prendiamo una superficie pseudosferica 8, il cui raggio R facciamo
per semplicitd =1, o riferiamola, come al § 373 delle lezioni, alle sue
linee di curvatura %, ¢, Avremo

ds® == cos® 6 du® - sen® 6 dv*
rn=—tgl, r,=cot

¢ varranno lo formole fondamentali (L ¢.):

o X, 9 3Xg X,
“@ auacoso .X, a“—a—vX,-se ox,,a avx.,a =sentX,
?’:se 0. X,,ax' X,,ax’—-——ngﬁ OX,,%~-—cosGX,.
Poniamo ora
(46) h=RoXy, p=2eX,a=2eX,

Bz @ o A =500++a),
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sicchd A, p, & sono le distanze algebriche dell'origine dalle tre facce del
triedro principale di 8, col verticein (z,y,#), e p & il semiquadrato
della distanza dell'origine dal vertice stesso. Secondo il metodo di Wein-
garten, formiamo le tre espressioni

46) dwy=wdp+Xd o, dyy=ydf+Y,da, dey==edp + Z da,

che sono tre differenziali esatti. Si hanno cosi le funzioni @, , o , # , de-
finite ciascuna & meno di una costante additivay il punto (w,y,4,) de-
scrive una superficie S, d’elemento lineare

(46% dei=do’+2adadp 4 2B dE.
Questo appartiene alla quadrica defthita dalle formole

(47) w4iy=§, s—iy=a' 4§, t=ua,

di equazione

(48) @tig+S=a—1iy.

Essa & come si vede, un paraboloide le cui generatrici sul piano
all' infinito
#tiytie=0,cfiy—ie=0

8' intersecano mel punto 2=1, y=1, #==0 del circolo assoluto, che
tocca dunque questo parsboloide nel centro.
Si osservi ora che le funzioni

A, w,a,B
di u,v, definite dalle (45), vengono a soddisfare, a causa delle (44), al
sistema lineare seguente :

on_ 90

Wit i -senf, o+ cos 0, 3~ w_ % az-senﬂ A ?E»-cosﬂ A

) 3 A mulF "Bu
n_ ae d_ 90 % %_
3= 3P 50 3 At-cos 8, m+senﬁ,a = ¢080, 3= senf, B

coll’ integrale quadratico
224 pt o of — 2 f=cost.te,

e, per quanto precede, la costante del secondo membro deve prendersinulls.
Le formole (46) possono ora scriversi

(50) ?-—— (zcos - Xssen 6)), ~—~=(wsen0 X, co8 0) .,
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o derlvate nuovamente danno le formole

o, 19Nz, 2909w,

W TN pw T 0
Py, 103z, 1300
* e Sy S SRS b Yo Sy
(60%) Jud Adv on v ov
o p 3097, | 19pds

Dalla medié di queste risults che D'y =0, clod il sistema (u,v)@
conjugato sopra 8,, Poichd inoltre, sommando le estreme ed osservando
che identicamente Y)

X, +X’P=cos& )‘a senoaa_:_io_ksenetacos-ﬂga_;wo'

segue che Dy 4- D=0, vediamo che il sistema (,v) & isotermo-co-
njugato sulla S, come sulla superficie pseudosforica S, talchd ai sistemi
coniugati di 8 corrispondono sistemi coniugati su S,

Osserviamo di pid che il detto sistema (u,v) @ il sistema coniugato
permanente di S, nella sua applicabilitd sul paraboloide (47). E invero
la seconda forma fondamentals di questa quadrica in coordinate «,B &
proporzionale &

da* 4 &3
e, trasformata in coordinate %, v, manca del termine in du dv, perchd

230\ BB_
audo Touan=0""

Nerisulta di nuovo, pel teorema di Darboux (§ 85), che il detto si-
stema permanente (4,v) & isotermo-coniugato.

1) 8i osservl che dalle (46) sf ha
pe=) X fpuX,+aX,.

- %) La stessa cosa segue dall*osservare che «,B,a% - B* sono tre solugioni
dell’equazione di Laplace
Fe _paNok 190
ud Aoudu wdvdv’ -
20
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§ 101,
Le trasformazioni B, per le deformate 8, del paraboloide (48).

Della superficie pseudosferica 8 prendiamo una teasformata di Bi-
cklund 8’ per la trasformazione B, (II § 378), e sia

ds™ == c08* & du® -}- sen® ' do® ;
indicando cogli accenti le quantitd relative, avremo le formole (. )
(51) # =% -} cos o (cos &' X, -} sen 0’ X,)

(X’1=AX1+BX,-—cosasen0X,
Xy=CX,+ DX, cosscos0X,
X’y ==coso8en & X, -~ cos s cos &' X; — geno X; ,

(52)

dove si & posto
== 0080 co8 0’ — seno sendzen®
(59) B =cos0sen?¥ |- sens senfcost’
C = sen 0 cos® + sens cosbpent’

D =geon 0 sen & — seno ¢osdcost’,
Calcoliamo ancora per la §' lo quantitd
N’ p") d’, 9’ [ *

analoghe alle A,p.,«,B per §; troveremo subito dalle precedenti le
formole di sostituzione lineare

Ne= Al Bp—cosssenOa- cosscosd
p==CA+4Dp 4 cosccos8a-cosagend
(54) o'==cosasend ) —cosscoslp—senoa

[1’=cosccosﬂ’l-]-cososenefp.-[—ﬁ—{-%cos’c.

Ed ora come dalla § abbiamo dedotto la S, cos! dalla 8 deduciamo
una seconda deformata ', del paraboloide (48), definita dapprime, a
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meno di una traslazione nello spazio, dalle formole corrispondent! alle (60)
(066) 3-5%’ == (2 co8 & - X'; sen ) ', ?%9,_. (< sen @ — X'yc08¢) ',
che per le (51), (52) possiamo scrivere

%?:——- (cos ¥ + cos o X, — senssen 0 X;) N
(58%)

J

—%’w (son 8’z - cos 0 X; - sen o cos &' Xg) '

Supposta fissata la 8, nello spazio, dimostreromo che: 2 possibile
fissare la 8, per modo che la congruenza generata dalle congiungenti My M,
i punti corrispondenti abbia 8,, S, per falde focali,

Basterd per cid provare che, disponendo delle costanti additive in
@y, Yo, 40, 8i possono determinare due tali funzioni 7, m di  , v da ren-
dere (§8)

_ 9z, oz,
do*‘wo+ljﬁ.+m~a-v—- .

Possiamo determinare facilmente I, m osservando che, siccome D',= 0,
8i avrd di qui colle notazioni del § 3

oz o, 3%,
(su—fabo;;—}-mo;,;wozxo

I 9 d "
3% 25,2 4 025 1 Dim,

e per cid dalle (55%

Dyl = zxo%"g? =N [cos ¢ 2x(. x| coso EXO X, -seno senB’EXoX,]

D'ym=¥Xs %’mu’[sen & NX, z - cos 6 B X, X, +son o cos & EX,X,].

Ma si ha per le (50)

ZX()”:O, szX;;:O,
indi per le (50%)

2 e .
D= BK, G =A BX X, Do 3% TR DX, X,
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e soatituendo nelle precedenti, abbiamo i valori per ,m

! ]
l=cosa;, m=cou£l,
e cosl )
- N 3z, &'.?_»)
(66) w‘o-—wo-l—cou(;\ > +!L 5 ) et

ossia per le (50)
(66*) @o= 2+ cos o (x cos 0 -+ X, 8en 8) X'+ cos o (z 50n 6 — X,co80) p! ece.

Ed ora si derivino queste rapporto ad %, v, osservando lo (44)ele
formole analoghe alle (46) soddisfatte da M, p/... sostituite ¢'af, e ri-
cordando inoltre che per le formole di trasformazione di BHcklund

. M0 B W 0 C
e W T e
8 verifica cosl senza difficoltd che i valori di %o, Y, 4, fissati dalle (56)

soddisfano effettivamente le (55*). Ed osservando ancora che si ha iden-
ticamente

(® 080 4 Xs86n 8) N - (2 86n § — X; co8 6) p’ ==
== (a/ 008 & - X'y sen ) A -+ (' sen & — X', cos #) g1, Y ece,,

vediemo che le (56) possono scriversi sotto la forma equivalente

wo=a!o-coso(%%—t—"—’+%§%).

Le nostre formole (56) collocano dunque effettivamente lo due de-
formate 85,8, del paraboloide in tale posizions nello spazio che Ia
congruenza generata dalle congiungenti M, M, i loro punti corrispon-
denti ha 8,,8', per falde focali, Questa congruenza & inoltre una con-
gruenza W, perchd i sistemi coniugati di 8,, §', corvispondono a quelli
delle superficie psendosferiche S,8’, e si corrispondono per cid fra loro.
8i osservi di pid che i sistemi coniugati permanenti di §,,8, corri-
spondono alle linee di curvatura (x,v) delle superficie pseudosferiche,
X evidente poi che, fissata 1a S, esistono co* congruenze della specie de-
scritta ed aventi 8, per prima falda focale.

!) Nel modo i semplice sf verificano queste formole osservando che g6 &i mol-
tiplies ordinatamente per X, , Y, , %, ¢ s somma, indi similmente per X,,Y,;, %,
pol per X, Yy, 2, tutte tre le volte visulta un'identita.
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§ 102,
V"orlﬂche relatlve_ al sistemn confocale,

Tutte le proprietd sopra descritte coincidono con quelle che abbiamo
dimostrato aver Iuogo per le trasformazioni generali B, delle deformate
delle quadriche, ed in effetto andiamo ora & constatare che le trasforma-
zioni trovate per le deformate del paraboloide (48) appartengono appunto
alla classe delle trasformazioni B,. Per questo converrd dimostrare che
hanno luogo le proprietd stesse gia enumerate al principio del § 99.

Cominciamo per cid dallo scrivere le formole (56) in coordinate «,8,
invariabili per le flessioni; siccome per le (49)

o dmde) 8022 4 et )
Eril 7 i 353:4'"" sen 8 75 - cos® %
o _dende 308 (o022 st 23
W 3w T et o085y +eend a,s)'
e (66) diventano

#ly == 2, -} cos o (sen A, )’ — cos ep.')%?ﬁ- cos o (cos 6)" |- sen 6 )

dm,
B’
ossia per le (54)

(7 w’oaw.,-}—coso[—bencsenﬂ'k+senccosﬂ'p.——cosca]%%-}a
+- cos afcos &' A }- sen®' p. - cos::]%%"ecc.

Ora, quando la 8, affetta la forma del paraboloide (47), abbiamo
Btito=p, Hm—igp=o"+f, o=ua,
e le (57) danno corrispondentemente ?)
& iy =8 cosa(cos &\ sen @ p +- cos o)
& -iy =a’+ 420080, 4]~ sencsend At-senocostd p— coso.aj+
~+2cos0.Bfcos® A sen € - cos o]
% ==o.gen’ ¢ -} 8en 6 co8 o [— sen ' - cos & pJ.

{58)

Se formiamo di qui 'espressione

@ i+

sen'c

(:&"-—-4'!/),

1) Qui, per somplicity di scrittura, abbiamo soppresso I'indice 0 a o', ', 2",
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ricordando 1" identity,
BWfpt=2p—do,
troviamo

]
(o -Hy)' 4 55—:17; — (2 —iy) = cos*a-+- 2 cos® 5 + 2 cos’a (cos &1 -+-send 1)

= 2008%a (& +i7f) — cos's,
Dunque: guando la S, si applica sul paraboloide (48), seco trascinando

i segmenti focali MoM'o, il luogo dei secondi estremi M, diventa la quadrica

A

(a/ + iy’)'+ P 2 cos®o (2 i) - (@ —iyf) 4 cos'o =0,

Ora questa & precisamente una quadrics confocale sl paraboloide (48),

poiché per I'equazione di Q' in coordinate tangenziali (cartesiane) t,v,w
troviamo !

859" 2w + Bu 4 Biv— 4 sen’s (1 +*-+-e0) =0,

che & l'equazione di una schiera di quadriche di cui fa parte, come qua-
drica singolare, 1'assoluto

W' uwf =0,
Il parametro % del sistema ha il valore k==4gen's, e per o ==§ 8i

ha i} parabolide fondamentale (48),

Cosl 1a prima proprietd (§ 99) & verificata; passiemo ella seconda,
Quando la seconds superficie S, si applica sul paraboloide, il punto
24,9, £, va nel punto di coordinate curvilinee («,§), od anche, se si

vuole, (-o, ). Diciamo #,7,% i valori delle coordinate cartesiane in
questo punto; avremo per le (47)

F4ig=f, F—if=a4§, T=—0o,
ossia per le (54) (o ricordando che 2t +p.=28— %)

Z+tifj=cogo(cos¥ .\ +sent ,u) 1B+ -% cog's

Z-dy=c08°(2h—o")+-5*a'geno 4 % cos'o—2 asen scogo(senfr—cos )+

+23c083(cos¥) +-sen Op) -+ cos’ (cos&h-4-sen ) +feos’s
Z=coso(—sent)-+costp)4-agens,




YERIFIOHE PEL SISTEMA CONFOOCALE 811

Paragonando queste colle (58), si trova subito

Ft-ff=a +iyf — —;— cos’s

(59) F—if =2 —iy’ 4 cos' (W + i) —-% cos‘e

ene’

w
il

Quoste formole definiscono un'’omografia, che cangia la quadrica Q
Q@ (B4H4)° 4 & — (E—if) = 0

nella quadrica confovaleQ; essa rappresents precisamente Vaffinité d Ivory
fra le due quadriche. E invero si scrivano le (59) risolute

#okif =B+ 3 oonts
(89% : I u 1
@ — i =F— i — cos®o (B4 i)+ i cos's

#=%seno,

Se, tenendo fisse Z,%,%, si fa variare o il punto (,y,#") descrive
infatti una traiettoria ortogonale del sistema confocale (Q), poiché calco-
lando dalle (59)

ar dy df

s’ ds *ds’

8i trovano subito proporzionali ai coseni di direzione della normale alla
quadrica Q'

Concludiamo che le trasformazioni date dalle formole (66) per le de-
formate 8, del paraboloide (48) non sono altro appunto che le trasfor-
mezioni B, della teoria generale,

§ 108,
Quadrica Q osculante 1’assoluto e famiglie pseudosferiche di Lamé,

Passiamo ora alle quadriche ¢ cenfro tangenti all'assoluto e trattiamo
in primo luogo di quella singolare quadrica Q osculante 'assoluto, che
gi4 incontrammo alla fine del vol. II. Le sue deformate reali si otten-
gono dalle famiglie (8) di Lamé costitulte di superficie S a curvaturs
costante, ma variabile dall'una all'altra superficie della famiglia, colla

812 OAPITOLO VII, — § 108

notevole costruzione seguente (1, ¢. pag. 568): nei punti di una @i queste
superficie S si considerino i piani oseulatori delle traiettorie ortogonali dla
famiglia (8); la superficie S, inviluppo di questi piani ha wn elemento li-
neare che dipende solo dalla curvatura K di S ed appartiene alla quadrica
Q osculante Vassoluto di equazione

§+ o oy Fief = .

Se la famiglia di Lamé @ costituita di superficie colla medesima cur-
vatura costante (sistemi di Weingarten), vale ancora il risultato prece-
dente, ma la superficie 8, diventa allora una complementare della su-
perficie & curvatura costante ed & applicabile sopra una quadrica Q che
iperoscula I’ assoluto (ha un contatte quudripunto coll’assoluto) (V. pid
avanti).

Per avers trasformazioni reali B, di queste superficie S, conviene
partive anche qui da superficie psendosferiche 8,

Bia dungue S una tale superficle pseudosferica (di raggio=1), per la
quale valgono le formole (44) § 100, Nel sistema triplo ortogonale pseudo-
sferico, di cui 8 fa parte, consideriamo la distanza normale infinitesima
sy fra In B ela superficie successiva nel sistema. La ¢, come funzione
di «,v, soddisfa ad un sistema simultaneo di equazioni del 2. ordine,
il sistema segnato (=) a pag. 566 del vol. II. Introducendo le-due nuove
funzioni

R IR T
=009 ' "= senb 3’
questo sistema si serive sotto la forma lineare

gz-:ggp.+cosﬂ . 1:—-089116 . %%:—g—:)\ , g—;—‘kzcose.h

(60)
L B R *

=" 5= "5 ).+send . $+ccosh, 3 =send,p.,

dove ¢ & una costante, che & nulla soltanto per i sistemj di Weingarten,

mentre nel caso generale, che vogliamo ora considerars, alterando ¢,,p.

di un fattor costante, si pud dare a ¢ un valore fisso qualunque e noi

prenderemo senz'altro

e=1,

1 piani osculatori delle traiettorie ortogenali della famiglia (S) nel
punti di S nonsono altro che i piani normali alle linee di livello ¢=cost.®
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di 8, I coseni di direzione della tangente a queste linee sono
o==[’-x_._;ﬂ_2:x. Y =l&Y;—)\¥g 7 = p-Zr—)Zg
Vidde " 7 yvp T i

e questi sono altresl i cosent di divezione della normale alla superficie S,.
Indicando con #, ¢, # lo coordinate del punto M, di S,, corrispondente
8l punto M=(z,y,#) di 8, si trova subito

(61) X

(62) fmx—-%(xx.wx, +Xy) ect,
onde derivando abbiamo

[ Oy 1
i {(’\Xx+uxs) cosf ., A - ($sen6 + cosO)xX,,}

(63) :
. ( 5 =.-’I‘—,i()\XV{‘P-Xg)BBne;P.+(-—-q;coge+sen0)l_.‘xa ]
Si osservi che, in forza delle (60), '

¢ 8i introduca una quarta funzione w, determinata a meno di una co-
stante additiva, dalle formole

. dw o

Si vede allora che 1'espressione

2 gt o 200
& una costante onde, scegliendo la costante additiva in ¢, possiamo fare
(64) Nfpt={ - 2w,

Ora, scrivendo le (68) sotto la forms
d%—~- (AXy+pX,) d + (pdw -} &) Xy ece.,
ne deduciamo subito per I'elemento lineare di 8,

dp e 120 + dhdo |- ¢ du?
¢ '

314 OAFITOLO VII, — § 108

Questo appartiene alla quadrica deﬁnita dalle formole
w-—1
¢

essa & Ja quedrica Q di equazione
@~y +idf + 4 o' 1==0

ed osculante 1'assoluto, come sopra si & detto.

Le formole precedenti sono relative al caso def sistemi pseudosferici
& curvatura variabile; per quelli di Weingarten invece bisogne fare nelle
(60) ¢=0, e allora si ha

Nbpl=@+C  (Coostl).
Per l'elemento lineare ds, il medesimo calcolo da
(' +C) dy*+ §* du?
4.4
6 questo appartiene alle complementari delle pseudosferiche (vol, I,
pag. 294), come @& evidente a priori perchd allora le linee ¢==:cost.te

sulla 8 sono circoli geodetici paralleli ¢ precisamente col centro reale a
distanza finita, all'infinito (oricicli), ovvero a centro ideale secondo che

C<L0, C=0, C>0.

Ma I’elemento lineare (85) 8l pud anche riguardare come appartenente
alla quadrica

@2 ==

(65) A8 =

questa ha I'equagione
# 49 8 — Oly-igff + 1=0

od iperoscula I'assoluto per C+0. Se C=0 essa diviene la sfera imma-'
ginaria,
§ 1040
Trasformasioni B, relative.

Della famiglia ‘psendosferica (S) consideriamo un’altra famiglia (8
trasformata di Bécklund della primitiva per mezzo di una B, (vol, I,

,§ 484). In particolare le due superficie pseudosferiche S, 8’ saramo le-
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gate fra loro dalle formole (51), (52), (59) del § 101, Bla «'la distanza
normale infinitesima della §' dalla successiva, e pongasi

l 34; . 1 aq‘l
cos® 3 ' ¥ T aen® 30
siechd A, ¢/ sono per Ia §' lo quantitd analoghe alle A, p,¢ del §
precedente per la 8. Se si prendono ora le formole effettive della trasfor-
mazione di Biicklund pei sistemi pseudosferici (1.¢.), si trova facilmente
che ¥, ', ¢’ dipendono linearmente da ) ,p, ¢ colle formole seguenti:

N==A\+4Bp --cosccosd.y —cosasenbd
(68) W=0\4Dp - coscsend,.¢ 4 cosscosd
¢/ = coso cosb'% 4 coss sen®p -+ ¢.

N e=

E del resto facilmente si verifica che questi valori di ¥, ', ¢ sod-
disfano alle equazioni (60), ove si cangi 0 in ¢ e sx prenda la costante
d=-—-sgena.

Ci0 posto, consideriamo insieme alla superficie S, 'altra 8%, inviluppo
dei piani normali alle linee di livello §/=cost.t* sopra §'; per essa
avremo le formole analoghe alle (62), che, a cuusa del valore attuale
della costante ¢ =--sene, si scriveranno

(67) a,’o-:w’-—- x %x °°“°

Ed ora andiamo anche qui o verificare che: le due superficie S,, 8',
sono le due falde focali della congruensa rettilinea M, M's. Per cid bastera
evidentemente dimostrare che si ha

zxo(w'o“%)’"os

che ciod il raggio M, M’, tocea 8, in M,, ch? allora per la medesima
ragione toccherd 8 in M’o. Osservando le (61) ,{69), (67) e le (51) § 101,
la relazione da dimostrarsi diventa

2 X, —2Xy) {cosc €086'X,}-cososent’ X,+%X.+%X,+ %X, —
- 3‘7 X’l""%‘X't’*' E%l_ﬁxag_o

o facilmente si vede, tenendo conto dells formole precedenti, che essa
8i riduce ad una identitd.

816 CAPITOLO VIL -7§ 104

Con un calcolo simile a quello eseguito al § 102 sl dimostrerebbe
poi: 1.° che applicando Ia prima falda focale S, della congruenza M, M’,
sulla quadrica Q il luogo dei secondi termini diventa una quadrica omo-
focale & Q, 2.° che la legge d’applicabilitd fra 8, 0 ', & data dall’af-
finitd d'Ivory fra le quadriche omofocali Q, ',

Possiamo dunque enunciare il risultato seguente: Se si considerano
due famiglie di Lamé di superficie a curvatura costomte, trasformate Puna
dell’ altra. per trasformazione di Bicklund, e per due superficie corrispon-
denti 8,8" si costruiscomo le rispettive superficie Sy, S, inviluppi dei plani
osculatori delle traictiorie ortogonali delle famiglie nei punti di 8,
gueste due superficie 8,,8'y sono applicabili sulla quadrica Q osculants
Vassolulo e trasformate Vuna dellaliva per trasformasione B,

La proprietd vale anche naturalments nel caso particolare dei si-
stemi di Weingarten ed assume in questo caso la forma seguente:

Siano 8,8’ due superficie pseudosferiche in trasformasione @i Blicklund
¢ si consideri quella speciale applicabilita delluna sull'altra data dal-
Vaffimits & Tvory (v, § 61 ¢ vol. 11 pag. 410): se si prendono due fasei di
geodetiche corrispondenti sopra 8,8, e rispetto a questi si costruiscono le
superficie complementari 8,, 8'y, queste ultime formano le due falde focali di
tna congruenza W e derivano Puna doll'altra per una trasformasione B, ,

§ 105,
Caso delle quadriche fangent! all’assoluto.

Veniamo in fine a trattare del caso delle deformate delle quadriche
& centro di Darboux semplicemente tangenti all’assoluto.

Secondo i risultati esposti nel cap. XX delle lezioni, esse si otten-
gono nel modo seguente, Si prenda al solito una superficie psendosfe-
rica § e, indicando con 7 una costante arbitraria ma +1, si consideri
il sistema linears complsto melle quattro funzioni A, ,¢,w

g,);-"g;,o‘l’«—l'(l )cosB,q,_..,sene.,o,g_E:__g_gl’

68 % 30-",€-=sen0.l
. %=%%“"a§$ + (1—1)sen 0.¢4-7cos6.10,
%g-ssena p.,%v == 0080,
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coll' integrale quadratico
(69) N gt 4 (0 —1) ¢ = C (costt?), ,
La superficie 8, inviluppo dei piani normali alle linee ¢==cost.'* & data
da
1

(70) %=$+mo\xx+l’-x:}+1wxs);

essa ha un elemento lineare dipendente soltanto dal segmo dells co-
stante C nella (69) ed & applicabile sopra una quadrica fissa di Darboux
tangente all'assoluto (cf. vol, II § 308),

Ora prendasi una superficie pseudosferica 8’ trasformata di Bicklund
della 8 per una B, o si consideri per essa il sistema lineare nelle funzioni

)"9 P”! q”’ w" .
ottenuto dal sistema (68) cangiandovi soltanto 9 in &, Si dimostra fa-
cilmente che si passa da una quaderna (\,p,4,w) di soluzioni del

primo sistema ad una quaderna di soluzioni pel secondo mediants lo
formole di sostituzione lineare

Ne==AN+4Bp+ (1 —1)cosecosd,y—cososen,w
We=CON+Dp+ (1 —+)cososend,d 4 ycosocosd, 0
¢’ =cosacos®rJ-cososenty ¢

' =cosegend A\—cosccost p—senocew,

(11)

Ed ora, come dalla 8§ abbiamo dedotto la 8, mediante le formole (70),
cosi dalla S' deduciamo la corrispondente §', mediante lo analoghe

ot e WX R K1 X,

Verifichiamo facilmente che 8, , S sono le due falde focali della con-
gruenza M, M'; che ne unisce i punti corrispondenti.

Besta per cid, a causa della relazione simmetrica fra S, e §', ve-
rificare per es. che si ha

zxo(w'o“'wo)“‘—-“os

DX —AX) @y — @) =0,

Introducendo in questa i valori effettivi di =, 2/, o tenendo conto
delle relazioni precedenti, si trova invero che questa condizione & iden-
ticamente soddisfatta.

ossia
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Cost si ottengono, anche per le deformate 8, della quadrica Q tan-
gente all'assoluto, delle trasformazioni per congruenze W, che si po-
trebbe dimostrare col solito procedimento (cf. § 102) appartenore allo
trasformazioni generali B, delle deformate delle quadriche.

Torminiamo il presente volume, tutto dedicato allo studio delle con-
gruonze W colle due falde focali applicabili sulla medesima quadrica,
coll'accennare cho esistono ancora congruenze W colle due falde focali
applicabili sopra quadriche di diversa specie, L' esempio pid semplice
di tali congruenze & fornito dalle congruenze delle tangenti ad un fascio
di geodetiche di una superficie & curvatura costante 8. Qui la prima
falda & la superficle S stessa applicabile sulla sfera, o la sua comple-
mentare S; & invece applicabile sulla quadrica Q, considerata alla fine
del § 103, iperosculante 1'assoluto. Similmente si dimostva senza dif-
ficoltd 1'esistenza di congruenze W,’la cui prima falda & applicabile
sopra una qualunque quadrica rotonda, mentre la seconda falda & de-
formata di una quadrica di Darboux tangente all'assoluto 1), Ma noi of
contenteremo qui di aver accennatv ad un nuovo campo di ricerche cho
resta ancora da esplorare,

Y) Cf. 1a mia memorla, Sulla deformazione delle quadriche [Rendicont! del
Circolo matematico di Palermo ¢, XXII 1906],
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Sulle trasformazioni B, della seconds classe

L o

Le trasformazioni 3’ per le deformate delle quadriche rigate sono
state distinte in due classi, corrispondenti vispettivamente ai due si-
stemi di generatrici della quadrica fondamentals [ef. particolarmente
pag. 81, 88 0 108], Da quanto abbiamo detto nei luoghi ora citati ri-
sultano in sostanza due diversi sistemi di formole per definire le tra-
sformazioni B, di ciascuna classe. Nel testo abbiamo fatto uso di uno
dei due sistemi di formole; qui vogliamo scrivere anche il secondo per
paragonare i due sistemi fra loro e riconoscere come si portano a coin-
cidere. Ci limiteromo al caso delle deformate del paraboloide iperbolico,
per l'altro caso delle deformate dell'iperboloide ad una falda valendo
considerazioni analoghe.

Riferendoct alle trasformazioni della seconda classe, ricordiame che
esse furono definite (pag. 81) mediante le equazioni differenziali

»_ Vg1 _
& WERE ok V‘ (DU +D'V)
A V— —_—

%= FH 2kVH‘DU+D"V)'

dove le funzioni U,V, W sono date dalle (18) pag. 18, coi segni su-
periori :

U=2(Var — Vpg) ¥t - 2(Vpg— \/")M-~(V'"+ Vod) ¥ +
+5 (qu Vrd)
®) V=z(vqp+\/“ NEo - 2(V'?z+quf)xv--(\/qp Veg)¥+
+§(V@+VM)
\W=2z[\/p?z-\/q‘z7(u+v)x+\/r¢(u~v)x].

830 NoTA 1,

Se si prende per ) una funzione di «,v che soddish le equazioni

fondamentall (), 1a corrispondente superficie trasformata 8, & data dalle
formole

©) n=at gt V2 o,

La seconda meniera di determinare le medesime trasformazioni B,
consiste (cf. § 30 in fine) nel prendere nelle formole (I) pag, 81 =41,
come per le trasformazioni B, della prima classe, assumendo invece
nelle (18) pag. 18 per U,V, W i segni inferiori, Per paragonare i due
sistemi di formole e mostrarne I'equivalensza, geriviamo nelle formole

corrispondenti alla seconda maniera A, Uy, V,, W\ ol postodia, U,V,W;
cost avremo le equazioni differenziali

M _ \/pq
Ju V'

3*1_V~. — Ty

e per U,, V,, W, lo espressioni
Uu=2(Var+Vpd) i - 2 (Vi + VA M- & (VaF~Val i+
+ 3 (Va+Vre)
By { Vi=2(Var~Vpd)M ot -2 (Vpg— p’e’)hv—"(qu +Ypg)+
+ 3 (Vap—Vpd)
Wi=2) [VE—~VE£' (u+9)}a ~ Vad (4~ v) M] \

mentre le formole (C) diventano

U, %
nanTw

81 riconosce in qual modo i riconducs il sistema delle formole
(A),(B), (C) all'altro delle (A), (B), (Cy), esaminando le formole d’ap-
plicabilitd (45) pag. 82 ; quests ¢i danno ), in funzione di u, v, colla
formola A

A4 B
1 Ny e
( ) S Ead +

+ VROV + DV
(A VH

(Cl) z —--m+ 'V, 33
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dové A, B,C,D hauno { valori seguenti:

A=Ypd —v)-VaF (w+1), B= Vg -
O=—~Ypa(duo+ 4 » D=V1g (4 —0)+ Ve (u-+9).

Ed ora, verificando direttamente che, mediante I (1), le (A1), (By), (Cy)
si traducono nelle (4),(B), (C), veniamo a riconoscere 1’equivalenza dei
due sistemi di formole,

Per ¢i0 si osservi in primo luogo che dalle (2) segue ' identitd

3 AD-—-BC=#FH.

(2)

Inoltre, osservando la (1), si trova

kH . kR

B
~oFop U V= o

@ Ti= ~ {0 D

V,W= O E P W,
onde gegue che le (C;) vengono ad identificursi colle (0).

Resta a verificare che, soddisfacendo X alle (A), la funzione ), defi-
nita dalla (1) verrd a soddisfare le (A,). Ma dalle (1), (2) e dalls iden-

titd (8) si tree

ax. ¥H 3 AA+B (Vod—Var)r
= [ON-FDF (cwn)f[“/"“* (V~+V”¢)J O kD

ax, BH 3, AMB [4‘,@““_(\/1)7__‘/@ (Vod+Var

= + D3 [ChiDP TS

Basta ora sostituire questi valori nelle (A,), avendo riguardo alle (A)
ed alle identitd (4), e si vede che le (A,) riescono identicamente sod-
disfatte, cid che di la verifica richiesta.

21

. Nora II

Sopta un ¢aso Limite dells trashhrmagtoni B, per 1o deformate
defle quadriche

D e o L

§ L

Consideraziont generall.

Nella teoria delle trasformazioni B, per lo superficie applicabili sopra
una quadrica, esposta in questo libro, si & sempre supposta la quadrica
fondamentale Q non degenere, Mi propongo di dimostrare nella presente
nota che tutte le proprietd essenziali di queste trasformasioni si con-
servano ancors nel caso limite in cui la quadrica Q diventa una delle
quadriche singolari nella achiera confocale, degenerando, come inviluppo,
in una delle coniche focali, le cui tangenti vengono a rappresentare i
due sistemi (coincidenti) di generatrici.

11 teorema fondamentale B § 4 (pag. 10) continua invero & sussisters,
convenientemente interpretato, in questo caso limite e da lmogo a tra-
sformazioni di quella classe di curve che si ottengono dalle coniche ordi-
narie, riguardando queste come curve flessibili ed inestendibili, e torcendo
comunque la curva senza alterarne la flessions in ciascun punto. Indiche-
remo per brevitd le curve cosl ottenute col nome di coniche distorte,
riguardandole come deformate delle coniche, od applicabili sopra queste,
I1. pit semplice esempio di curve di questa classe si ha nelle deformate
del circolo, ciod nelle curve a flessions costante (circoli storti secondo
Cesaro).

Supposto adunque che nel citato teorema B (pag. 10) la quadrica Q
sl riduca alla sviluppabile delle tangenti alla conica focale C, vediamo
in primo luogo cosa debba intendersi per una rigata R applicabile sopra Q
in guisa che le generatric si corrispondano, La R sard essa stessa una
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sviluppabile ed il suo spigolo di regresso I' sard una conica distorta de-
formata di C, nel senso sopra stabilito V),

Nel rotolamento di Q sopra R, la conica C rofola sulla sus deformata
I' in guisa che il piano di C si porta successivamento & coincidere coi
piani osculatori di I, Consideriamo ora una quadrica Q' del sistema con-
focale (avente dungue C per conica focale) e sia C' la conica, confocale
& C, sezione. principale di Q' nel piano di C.

Questa conica C, trascinata nel rotolamento, descrive una superficie
modanats, che indicheremo con 2, inviluppata lungo le coniche O’ dalle
varie posizioni della quadrica Q' Le generatriei (dell'uno o dell'sltro
sistema) di Q' descrivono uma congruenza, per la quale le sviluppabili
di un sistema hanno gli spigoli di regresso 1" sulla superficie modanata
Z, @ sono quells curve che seguono, in ogni loro punto, la direzione di
quella generatrice di Q' che vi passa. Se il teorema B rimane vero anche
al limite, come si & asserito, queste sviluppabill cogli spigoli di regresso
I" saranno distendibili sopra Q, le generatiici trasformandosi nelle tan-
genti della conica C; queste curve I' saranno dunque coniche distorte
deformate della fondamentale C, come T, )

Avremo dunque il seguente teorema: Se la quadrica ' viene trasci-
nate da una sua conica focale C nel rotolamento di questa cwrva sopra
una sua deformata T, le rvette (deli'uno o dell'aliro sistema) di ¢ gene-
rano una congruenza, le cui sviluppabili di un sistema hanno per spigoli
di regresso alérettante nuove coniche distorte 1" deformate della medesima C,

Dimostreremo appunto in questa nota il teorema ora enunciato, col
quale le trasformazioni B, delle deformate delle quadriche si cangiano,
coms s} era detbo, in questo caso limite, in trasformazioni delle toniche
distorte.

Le formole date nel libro pel caso di una quadrica non degenere
male si presterebbero al mostro scoBo attuale, e converrebbe anazitutto
cangiare tutte queste formole da coordinate di punti in coordinate di
piani. Ma, poiche I'attuale questione appartiene alla teoria delle curve ed
& di nature pil elementars, gioverd meglio procedere per via diretta, nel
modo che andiamo ora a descrivere in generale,

Consideriamo una deformata qualunque I' della conica fondamentale

1) In generale se una sviluppabile si deforma, conservando rettilinee le ge-
neratrici, il sno spigolo di regresso serba in ogni punto invariats la flessione,
canglando la torsione. :

324 NOTA 11,

C, e riteniamo per questa curva I' lo solite notazioni del Cap. I delle
Lezioni, indicando con % un parametro che fissa la posizione di wn punto
mobile su I'. Similmente sulla conica confocale ¢/ prendiamo un secondo
parametro v per individuare la pusizione di un punto mobile su ¢,
Quando Ia coniea C, rotolando sopra I', viene con essa a contatto in un
punto P==(x,y,4), corrispondente al valore u del parametro, le coor-
dinate 2, ',+" di un punto qualunque ¥’ di C, corrispondente al valore v
del parametro, saranno funzioni di u,v della forma

d=o4la4mé
(1) (z/'my+lﬁ+mn
F=gtly-mi,

Qui ,m indicano due fungioni di #,v, che restano sempre lo stesse
comunque si deformi la curva I'(ef. § 3 pag. 7), e per calcolarne i valori
bastgra assumere I' nella forma stessa della conica C.

K chiaro che, ss in queste formole (1) laseiamo #,v variabili indi-
pendenti, esse c¢i daranno la superficie modanata ¥ generata dalla co-
nica confocale C', quando C rotola sopra I',

Per una posizione qualunque di C, consideriamo la quadrica Q che
tocca & lungo C, o indichiamo con X,Y,Z i coseni di direzione delia
generatrice considerata di Q, uscente dal punto (u,¢). Seriviamo XY, 2
sotto la forma

X =La-M¢ 4P
@) Y =L§ 4 Mz - Py
Z =14+ M, Py,

dove L, M, P sono tre funzioni di w,v, la cui forma & indipendente
dalla forma di I

Le formole (1), (2) insieme definiscono la congruenza generats dalle
rette di Q' nel rotolamento di C sopra I, Noi dobbiamo cercare quells
sviluppabili della congruenza che hanno gli spigoli di regresso 1" sulla
superficie modanata £, luogo della conica C', o dimostrare poi chele curve
I’ sono altrettante coniche distorte deformate della conica C.

§ 2
Caso df una parabola,

Applichiamo dapprima il metodo generale ora descritto al caso che Ia
conica fondamentale C sia una parabola. Supponiamo questa parabola
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nel piano coordinato 27 e scriviamone l'equazione sotto forma normale
@) o' =2ps (p>0).

L'equazione di un qualunque paraboloide iperbolico @, avente C per

parabola focale, sard

2 ¥
(4) m*"k==2#~°k,

il parametro & giacendv nell'intervallo (0,p):

0<Zh<p.

Assumiamo a parametro » di un punto mobile sulla parabola C quello

definito dalle formole
$

(5) 2= p.u,yzo,xz-g-.

La parabola confocale ', sezione principale del paraboloide Q' nel
piano zz, avrd l'squazione

(8)

con

r

P =p-k.

Il parametro v di un punto mobile su C' sard quello definito dalle
formole analoghe alle (5)

(5" w’=\/§'.v,y'z0,x'=="—%-—l~‘:

E qui notiamo che i punti delle due parabole confocali C, C', corri-
spondenti ad un medesimo valore del parametro (w=1v), si corrispondono
altres) nellaffinite 4 Ivory, secondo le formole

< b
= b4 = —~
" \/E.a:,z' otk

Per I'elomento d'arco ds della parabola C abbiamo

(6) ds=Rdu, .
avendo posto
(6% R=VY+p,

326 NOTA 11,

e por il raggio p di prima curvatura si trova

3
0] pm}}:.
A7
Consideriamo ora una qualunque deformata I' della parabola, che
risulterd intrinsecamente definita quando alla espressions (7) del suo

raggio di curvatura si aggiungn quella del suo raggio T di seconds cur-
vatura

T=g¢ ().

La forma della funzione (arbitraria) ¢ (u) fissa la parabola distorta I'
che si considera.

Secondo lo osservazioni generali al § 1, cerchiamo ora ls espressiont
delle 7, m nelle formole (1), in funzione di w,v. Quando la curva 1' as-
sume la forma stessa della parabola C, i valori di &,y,¢; 2,y ,¢
sono quelli dati dalle (5), (5), e pei coseni di direzione del triedro prin-
cipale della curve si ha

=VP g gt
@ "E*,B"' 7“‘R
8 “ Vi
. = =P
&"‘ R 9.4“'0’C‘—'B
A=0 ,p=-1,v=0,

Ora dalle (1) si ha
I = —2)at/~9B + -2
m= (J—2)¢4 @'~y n+ ¢ 22,
¢ quindi per I,m lo espressioni effettive seguenti:
Z V2oV —uVp) +3 (=4 + 1)
= R

9
%;é W+o*+B)— Vo . w
: 8 =2 5 .

Per calcolare le espressioni di L, M, P nelle (2) cominciamo dall’os-
servare che le equazioni dei due sistemi di generatrici sul paraboloide
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Q' sono

/
(1o ;
\ Y 2

L y=ct —--—k-(z—lc):#:—‘—/él‘v,

i segni superior valendo per un sistema, gli inferiort per 'altro, 8i passa
dall'uno all'altro caso mutando il segno di V%, e percid nof seriveremo
le formole seguent! soltanto per i segni superiorl.

Quando la curva I coincide con C, i coseni di direzione X,¥,Z sono
per le (10)

(104 xag, Y=#, Le=g,
dove, conformemente alla (6%), si & posto .
(11) R'=Vi+p.
Dopo cid si hanno subito le espressioni di L, M,P dalle formole
L=Xa4 Y+ 2\
M=X§ + Yy 4Zp

P =Xy 4 Y{ 4 2,
osservando le (8) ¢ (10*), e si ha cosl:

(12) L,___..VW'{‘“" _vVp—uVy P ﬁ;

RR RE P EETR

Ottenute cosl le espressioni (9) di #,m o le (12) per L, M, P, os-
serviamo che sussistono le formole:

S%—M+R=o
[
(18)

am , Rl .
‘é;’{"‘p— ‘=0a

quests si constatano subito col caleolo diretto, ma risultano anche @
priori osservando che, quando I' coincide con C,le funzioni

z4latme, g+ 18-+ mn, o1y

sono indipendenti da «,

828 NOTA 1L

Abbiamo inoltre le altre

(149 :—5.—_-3'1., m _RM.

Cid premesso, facciamo percorrers, nelle formole (1)
== b la-mé oce,,

al punto (2 ,'y,s) la deformata I' della parsbola C, ponendo qui per
?,m i valorl {9). Le (1) ¢i daranno cos) la superficie modanata ¥ de-
scritta dalla parabola confoeale C’, che accompagna la parabola C nel

guo rotolamento sn I\
Derivando ora le (1) rapporte ad «, v, ricordando le formole di Frenet,

ed osservando le (6},(13), (14), troviamo

%  Rm, a7 ,
(15) 55=-~—-T’13x,§7~.=n(Lowrme),

colle analoghe per y/,#. Per l'dlemento lineare s’ della superficie mo-
danata £ abbiamo quindi

da”a—-'g;—;,"fdu’-{-ﬁ" (L* 4 MY) dv®.

Ma poiché
L4Me=1- P,
si ha
R*(L* 4+ M) =R —%,
e quindi
2an®
(16) =S @ — B

Cerchiamo ora I'equazione differenziale delle curve I' inviluppate,
sulla superficie Y, dalle rette coi coseni di direzione X,Y,Z. Spostan-
dosi lungo una curva I, si deve avere

dd :dy :dd = X:Y:Z -

e per ¢id
LA Y PR YIS 30
L T PER YOS
%+%%=H(L7+M€+PV).




L]
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dove H indica un fattore.di proporzionalitd. Osservando le (15), abbiamo

,dv Rm _ YV
R ;l—awﬁ, *“*T*EHP—‘—'ﬁTH»

o quindi, eliminando H, l'equazione differenziale cercata :

o do_ Bm _ Vo' +w+H—3Viur
d TVi 2TVE '

. Come si veds, questa & un’ equazlone del tipo di Riccati per la fun-
zione incognita v di w. Le curve I” definite da questa equazione diffe-
renziale si diranno le cirve trasformate di I per mezzo della B, e di-
mostreremo nei prossimi paragrafi che esse sono altrettante parabole
distorte, deformate dells fondamentale C,

La superficie modanata X contiene inoltre un secondo sistema di
tali parabole distorte I',la cui equazione differenziale si ottiene sem-
plicemente dalla (I) cangiando V%in — V£, ciod mutando il segno del
secondo membro. Esse corrispondono al secondo sistema di generatrici
del paraboloide Q.

§ 8'
Proprieth delle curve trasformate I'.

Una prima conseguenza che si trae dall'avere I'equazione differen-
ziale (I) la forma di Riccati si ha nel teorema :

Sulla superficie modanata 3 le ' parabole distorte [ trasformate db
I' per una B, segano projettivamente le comiche C', che sono i profil di &,

Una seconda osservazione & da farsi snlla (I). Se in luogo di fissare
la forma della funzione T (), diamo invece arbitrariamente v in fun-
zione di u, ne risulterd determinata univocomente ed in termini finiti
T; verrd ciod fissata una determinata configurazione della parabola di-
storta I'. L’ interpretazione geometrica si ha evidentemente nel teorema
(cf. pag. 22):

8% stabilisca wna corvispondensa qualungue (continua) di punto a punto
fra le due parabole confocali C,C' e i considerino i segmenti FF con~
giungenti le coppie di punti corvispondenti, come invariabilmente legatt alla
parabola nelle sue deformasioni per torsione. Esiste allora una ed una
sola deformasione di C in una parabola distorta I, tale che i termini F*
_dei segmenti hanno per luogo, dopo la deformasions, una seconds para-
bola distorta I', applicabile sopra C, e trasformata di T per una B,.

880 NOTA If,

Procediamo ora alle verifiche delle proprietd enunciate per le curve
trasformate I'. In primo lnogo I'elemento lineare ds’ delle I” sara dato
dalla (16), ove per du si ponga il suo valore

TV
du= ~m— dv

tratto dalla (I); risulta cosi
df=Rdv=Vo+p.dv.
Questa formola, paragonata colla (6)

ds=Ve'fpdu,

dimostra che se si fa corrispondere ad ogni punto di I' col valore v
del parametro v quel pmto di I ove il valore del parametro « & il me-
desimo, le due curve si corrispondono per archi eguali. E si osservi che,
per P'osservazione fatta al § 1 di questa nots, guesta legge di corri-
spondenza fra i punti i I', I" 8 data semplicemente dalla affiniti d’Ivory
fra le due parabole confocali C, C.

Ed ora, per dimostrare che I" & una parsbola distorta deformats
di C, basterd provare che il suo raggio ;' di prima curvatura & dato
dalla formola (7) stessa, cangiato « in ¢, ciod da

R
%) =V

A tale scopo caleoleremo gli elomenti relativi alla curva trasformata
I', che indicheremo cogli accenti, In primo luogo, pei coseni di dire-
zione «, f, 1 della tangente avremo

r_dd 1 o
¢=£~m md«—{-é;dv)ecc.,
o quindi, per le (16) e per la (I},
(18) d=La+ME+}PA.

Differenziando nuovamente colle formole di Frenet, e ricordando che

d'=Radv, ds=Radu,
viene

R, 2 du oL M, 3P
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cioé per la (I)

R, TVE 3 oL oM, 9P
~re o Gallet M+ PN+ ZatSr e+ 20,

Be si eseguiscono le derivazioni, avendo riguardo alle identitd
3L BRM oM RL

T e e

(19) 51—‘ —“‘s 3“ o ]
8i ottiene
R 3L

colle analoghe per 1, T,
Quadrando e sommando, abbiamo

R* AL\, OM , VEP?® , P ViMy
=l et G-
¢ la formola (17) da dimostrarsi si traduce nella seguente

o fo D)2,
Ora dalle (12) si ricava '

3L V?J(u\/“-v\/p) 3M _oVp+Vp.w ®_oVE
@) %= RR W B

(BL 8 (3M i kv’ ¥l (a )
& T —r w5
L’identitd (21) da dimostrarsi resta cosl

T ]

o siccome 8i ha

da cui

k) -2 2Vp.Rm
S +B’)R Varwe . ‘gm '

1a (21% & in effetto identicamente soddisfatts c. d. d,

332 NOTA 1L

~* Ne concludiamo che in effotto : Le curve I trasformate della paras
bola distorta T per una By sono altrettante paralbole distorte deformate
della primitiva C,

8§ 4

Rolazione reciproca fra I, I,

Un'altra proprietd essenziale che dobbiamo stabilive & questa che:
le curve T', I" stanno fra loro in relasione reciproca, e ciod la I' proviene 1
dalla T’ per una trasformasione By, precisamente come IV da I\, ‘
Bastera per cid continuare il calcolo degli elementi relativi alla curva
trasformata I, cid che in particolare ci fard conoscere I'espressions della
. 1
sua torsione e
Cominciamo dal far vedere che, insieme alle formole
#—t==latmé,
sussistono le analoghe
o —a' =l m'¢,
dove 7, m' indicano i valori stessi (9) di 7, m, ove si scambi % con v.

Se si confrontano le formole precedenti, avendo riguardo alle (17),(18),
(20), si hanno per ¥',m’ lo tre equazioni lineari

, R 3L
v ’ V%P
(28) UM A m vm( + )——m
R* P, VEM
IP+m V“’Bv+m) .

Dall'ultima di quests si trae

( o =5~ + B+ V3 (u V7 -vV5)

(9m’=12.—5(u’+v'+k)—~\/17uv,

indieando con € un fattore di proporzionalita. Sostituendo nelle prime
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due (23). of trova concordemente @ =R, cosiechd i seguenti valori di
Vo'
Ve(u VP -v¥a) 450~ ' +8)
= RI
1/2—?-(“*+n'+k)—~vz7w
m = oy

soddisfano in effetto alle (22); essi risnltano appunto dai valori (9) di
!, m per lo scambio di u con v,

Da quanto abbiemo dimostrato fin qui risulta intanto che ogni geg-
mento MM’ che unisce due punti corrispondenti

=(,y,4, M= =, y ¢)

di T', T giace ad un tempo nel piano osculatore di I in M e nel piano
osculators di I in M, onde le due parabole distorte I', I' sono asin-
totiche della rigata luogo delle rette MM’ ?Y).

Ma, prossguendo nel caleolo degli altri elementi dells curva trasfor-
mata I, troviamo facilmente i valori di ¥,p’,v da quelli gia calcolati
per o, f, €, 0\ ¥

( o =La+M{+ P2
(24) . R*pL M, ViP ?
e= oo+ G+ YD+ (- m“)x]

e risultano cosi le formole

V7¢+l\/k V—(u-{—v’ k) — \/~uv

* ’
(24% N= n

.\, ece. ?)
Ora, per dedurne il vilore dolla torsione-,il,-di I, basta differenziare

1) Becondo le denominaziont introdotte nells mia memoria ; Suile configu-
razioni mobilt di Mibius nelle trasformaziont asintotiche delle curve e delle su-
perficie (Rendiconti del Circolo matematico di Palormo, t. XXV, 1908), le due
curve I', I" sono da dirsi trasformate asintotiche 1'una dell'altra

%) Queate possono anche dedursi dalle due equaziont

Ne 4K v =0
N et mE+ W @B+ ma) £ (4 mE =0,

834 : foma 11,
dall'ona o dall'altra parte lo (24%), osservando che
T'é do.
Sostituendo qui per § il valore (24,) e paragonando nei due membri
il coefficiente di «, si ha

1R 3L uVk  1VE
Ty & d"—(‘ﬁr Rmp)d“’

ciod per la () e per la (22)
prpVa—oVg)="RrYp -1 —Vp.RI,
ma si ha facilmente
uRm— VoRl=uVp—v V7 R
e resta quindi
(26) FTT =R = V.- ( Pt R)—V D uv

Questa ¢f d& adunque il va.lore cercato della torsione della curva
trasformata

1 _ *T
T ~Bwt’
Ed ora si vede che l'equazione differenziale (I)

do_ Bm

d - TVE

pud anche scriversi
s Rm'
@ T'V k

che & l'equazione differenzialo stessa scambiato % con v, La simmetria
delle formole cosi stabilite dimostra appunto che le due curve I',I'
stanno fra loro nella relazione reciproca che abbjamo enunciato al prin-
cipio del paragrafo.
§ 5,
Le deformate della ellisse.

Prendiamo ora per conica fondamentale C la ellisse

3
fg+%=1 @=b),
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e considerlamo I'ellisse confocale minore C' di equazione

w's
wt =1
ove
=Yk, V=VF"%
oO<k<¥.
Per quadrica Q' prendiamo I'iperboloide rigato

2
L=,

R
e

avente C' per ellisse di gola, e C per ellisse focale,
Per determinare rispettivamente un punto mobile sulte ellissi C, ¢/
prendiamo { parametri # ,v definiti dalle formole

im-—-—:acosu , Y==bsent
o =qacosv , y=0Vsenv,
ed osserviamo anche qui che i punti di C,C’, corrispondenti ad un
medesimo valore del parametro (u=v), 8i corrispondono nella affinitd
d' Ivory,

Ed ora, procedendo in modo affatto simile a quello tenuto al § 2 per
la parabola, troviamo in primo luogo per I'elemento d'arco di C

(26) de==Rdu, con R=Yo'sen*n+0cos's,

e per il raggio p di prima curvatura di C
3
(27 p=r3.
I valori delle funzioni /,m ;L,M,P nelle (1), (2) risultano qui dati
dalle formole
(a®— %) senu cosu— aa’sen % cos v bb' cos wsen v
= R

ab — al' sef usen v— ba' cosu cosy
= R

(28)
m

836 Nora 1f,

L aa' senw senv -+ b¥ cogucos v
= RE

M= b4 cosusenv —ab’ sonu cog v
RE

(29)

L -
r e %-: » B =V d¥sen’v ¥ Foos'y ),

Sussistono inoltre ancora le medesime equazioni (13), (14) del § 2,
© quindi anche le (15), Per I'equazione differenziale delle curve I' tra-
sformate di I risulta quindi ancora

@ _ Bn
du VR’
ciod
dv __ ab—ab'senuseny—ba' cosu cosy
an buldg,
du TVE

Se al parametro v si sostituisce per incognita 1'altro
v
A== tg B

abbiamo anche qui un’equazione del tipo di Riceati,
Per verificare che le I” sono ellissi distorte deformate di C, comin-
ciamo dall'osservare che 'elemento d'arco di ung IV ¢

dd =R'dy,
Differenziando le formole

o ==La 4 M¢ J- P,
viene come al § 3

B, +(§M+IE)6+(%§-—-}%M))‘:

¢ ) 7 Tm

indi
R* _PLy M, VEPY P  yEMY
7=l + (%t G- LRy,

1) Queste (28), (29) &t riferiscono alle goner;uici di un sistema di Q'; por
aver quelle relative all'aliro sistema basta cangiare b’ in —¥',




TRABFORMAZIONI DELLE CONICHE DISTORIR. 8a7

e noi proveremo che la IV & un'ellisse distorta appliesbile su C dimo-
strando che ai ha

ciod che sussiste I'identita

Por cid basta tener conto delle formole

L _ ab(ba senu cosv— ab’ cosu senv)

o RR"?

M giﬁgmenv-}-b‘a COBY CO8Y
W RR"®

P Vi) senv w8y

F R

o delle altre conseguenti
(aL) (SM o’ k(a*sen®v--0'cos’y)

TR R®
(a ' k(a*sen*v +b'cos'v) _k
80 R* TRF
w8 _piM _ VE(a¥ sonusonv+ba’ cosu coss)
D) £ RR?
(ab'senu cosv—ba' cos u senv)® 4k (a*sent -+t b’cos’u)
. M’ + P' Ra R't

Sostituendo nella (30), la troviamo identicamente verificata, sicchd
in effetto 1" & un'ellisse distorta deformata di C.

LY Y Y 4

In fine pei coseni di direzione J',p/,v" della binormale & I" troviamo

, V& | 1VE, | a'V'—ab cosucosv—ba’senuseny
(31) )\-—-—- ¢+~R—m~e+ Rm A,
e 8i ha inoltre

-2 =Td+m¥,
avedo ', m' i valori che seguono da quelli (29) di I, m per lo scambio

di « con v,
]

838 . NoTA 1t

Differenziando poi le (31), troviamo che per In torsfone ;-
ancors, la formola (25) §4

(82) ETT = R*m?,
e per ¢id

'I“ di T vale

ga_o Rm R'm’
TTVE TVE
Cosl adunque, anche per le trasformazioni B, delle ellissi distorts,
le due curve I', IV sono in relaziono invertibile,

§ 6'
Lo deformate dell’iperbola.

Prendiamo in fine il caso che la conica fondamentale C sia un’jper-
bola o, per ulteriore confronto colle formole del § precedente relative
all'ellisse, seriviamone 'equazioune

*

Consideriamo un iperboloide rigato @', avente C per iperbola fucale,
¢ quindi di eguazione

i 72
_fciﬁ et 1,
ove
Ok B,

Poniamo altres)
@=YaLk ,V=VYT—F%,
e dell'iperboloide Q' consideriamo la sezione principale

7
L ikt

che & un iperbola C’ confocale alla fondamentale G.
Introduciamo ora i parametri @, sulle iperbole C, ' colle formole
Z= geoshéi , J = bsenh#
# =a'cosh¥ , § ==¥' senh¥,

e procediamo ai medesimi ealeoli come nei casi precedenti della parabola
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o dolla ellisse. Supponiamo che sia T una qualunque deformata del-

— 1
I'iperbola O, definita dall'espressione della sua seconda curvatura T in

funzione di @ Per 'olemento d'arco ds e pel raggio p di prima curva-
tura abbiamo .

ds=R dit , R =\ @senl®% - P cosh®si , p= ;%
Alle formole (28), (29) del § precedents si sostituiscono qui le ana-
loghe

I @i’ sonh & cosh 7 - bb’ cosh 4 senh ¥ — (7 - ) senh @ cosh it

R
_ b cosh & cosh @ — @b’ senh 4 senh & — ab
R = = :
R
i ad'senhiisenh®-+-bb'coshiicoshd Mo ba'coshisenhF—al'senhicosht
- 'Rl ! ‘R}

P=— ‘E , R'=Vasenh"7 + & cosh®®.

Per 1'equazione differenziale delle curve I trasformate si trova

dv__ Rin__ Td coshcosh ¥ — b’ senh it senh 5 —ab
- TVE TVE ‘ '

(1)

che nel parametro .
» == tangh g

ha la forma di Riceati.
8i verifica poi, in modo analogo come per ellisse al § precedente,

¢he si ha -
— - - B
d3'=R'dv,[J=‘&“~,

oude le curve I° sono iperbole distorte deformate dell'iperbola C.
E si trova ancora che per la torsiore % delle ¥ si ha 'equazions,

analoga alla (82),
(824 . KTT =Rt

*

340 NOTA 1L,

In fine si compiono nello stesso wodo le altre verifiche che provano
trovarsi I',T” in relaziono invertibile,

§7
Casi particolart,

Fra le trasformazioni B, delle coniche distorte I' @ notevole In tra-
sformazione singolare, che si ottiene quando la conica confocale ¢’ de-
genera nell’asse focale ricoperto due volte, e la quadrica rigata Q si
viduce quindi alla totalitd délle tangenti alla conica focale G di C. La
trasformazione singolare corrisponde al valore k=p del parametro, nel
caso parabolico, ed al valore k=0* nel caso ellittico od iperbolico,

Lo equazioni differenziali (I), (I1), (II11) delle coniche distorte trasfor-
mate IV diventano allora rispettivamente

dv_w+ov'4p )
= o ber Ja parabola

% = MM , per 'ellisse

% =8 (ecosh'e;‘ coshy—1) , per T'iperbola,

indicando con e I'eccentricitd,

In questo caso Ia superficie modanata ¥ luogo delle I & Ia svi-
luppabile generata dall'asse focale di C nel rotolamento su T Lo spi-
golo di regresso di & & quella geodetica della sviluppabile delle tan-
genti di T, sulla quale si distende I'asse focale di C, quando il piano
di C si distende sulla detta sviluppabile, applicando C sopra I,

Non sard inutile enunciare esplicitamente la proprietd geometrica
corrispondente 4 questo caso particolare sotto la forma seguente:

8i considerino due coniche C,T, focali Tuna dell'altra, e si faccia
rololare una di esse, per es, C, sopra una conica distorta I sua defor-
mata. Le tangenti dell'alira conica focale C, trascinate nel rotolamento,
generano una congruenza le cui sviluppabili di un sistema hanno eviden-
temente per spigoli di regresso le w* posigioni occupate du G le svilup-
pabili del secondo sistema hanno per spigoli di regresso I' altrettante co-
niche distorte deformate di C.
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Consideriamo ora in particolare il caso in cui la conica fondamen-
tale C sia un circolo di raggio ==a; I'iperbola focale degenera qui
nell'asse del circolo (nella perpendicolare elevata nel centro al piano
di C). Ognl deformata T del cireolo C & allora una curva s flessione co-

stante ‘%, e quando C rotola su I', 1'asse di C descrive la sviluppabile

polare di I'. Questa ha per spigolo di regresso la curva 1¥ lnogo del
centri di curvature di I', che & una curva colla medesima flessione co-

stante% ed in relazione involutoria con I'. La trasformazione singolare

Bas diventa qui adunque quella trasformazione delle curve a flessione

costante che gid abbiamo considerato al principio delle lezioni {vol, I
pag. 856). Del resto le nostre formole generali, essendo ora
a=b,a=l=0,R=a,

danno

l=0,m=aq,
onde

g=ztat,
¢id che confermo quanto ora si ¢ detto, Inoltre la formola (82) i can-
gia ora nella

;1&1«= *},@ (cf, vol. I, pag. 85).

Se per il caso del circolo considerinmo poi anche le altre trasfor-
mazioni B, non singolari, con %< «?, la conica confocale ' diventa un

circolo concentrico e minore di raggio Y%. La superficie modanata &

¢ in questo caso la superficie canale di raggio Y%, che ha per asse la

curva Ty Juogo dei centri di curvatura di I'; su questa superficic ca-

nale le curve I” trasformate, a flessione costante, sono le traiettorie
Vi

isogonali dei circoli, sotto 1’ angolo are cos (~a~~) . Ricadiamo cosl in

quelle trasformazioni delle curve a flessione costante di cui gia abbiamo
accennato nel vol. II (pag. 563) dolle lezioni.

§8.
Ellisse ed iperhola focale come conlugato in deformazione,

Lie ricerche precedenti ¢i hanno dimostrato come le proprietd fon-
damentali delle trasformazioni B, per le deformate delle quadriche si
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conservano al limite per le deformate delle coniche. I intoressanto os-
servare ulteriormente come anche le proprieta delle quadriche .coniu-
gate in deformazione (cap. V) sussistono ancora per le coniche distorte,
traducendosi in proprietd di deformazioni coniugate di due coniche focali
'una dell'altra,

Questo dimestiamo paragonando fra loro le formole stabilite ai §§5
8 6 per lo ellissi ed iperbole distorte.

Della ellisse

® P
0 5=

consideriamo I' iperbola focale di semi-assi trasverso ed immaginario
Ge=Va' =8, §=b,

e, collocando I'iperbola nel piano stesso della ellisse, scriviamo I'equa-
zione di C sotto 1a forma
~ &
C) '(?-‘ % =1,
Colla omografia Q data dalle seguenti formole

§0)] T =

wl g
&1 e

yYy=a=,

I'ellisse C si cangia appunto nell' iperbola C, e insieme la schiers omo-
focale determinata da C nella schiera omofoeale di C. Precisamente el
lisse confocale C' di equazione

¢ m” ‘
% =t
con
6= VT, ¥ =Vi'"k 0<k<l,

& cangiata dalla omografia 2 nell’iperbola €' confocale a G
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81 confrontino ora le formole (§ »)
z==qcesu y==bsenu
l&'=d'cony y'=Vsenv
colle altve
Z==dcoshii , §==bsgenhii
F=z@cosh¥ , §==Usenhv.
La corrispondenza data dalla omografia @ fra i punti delle due coppie

di curve si traduce nelle semplici relazioni seguenti fra 1 respettivi
parametri (x, @), (v, %)

1 o
coBh = ool senhii==tgu

(84) ]
cosh ¥ = L senh ¥ =4gv,
onde segue
d¥  cos u dy
(35) dii cosvdn’

Confrontiamo ora le due equazioni differenziali (I} e (1JI).per le
trasformazioni B, e B della cllisse distorta I' e della iperbola I'. Esse
coincideranno se si pud rendere

U@ coshiicosh¥—ab genh usenhv —& b
TVE
o8 ¥ ab — ab’ sen 4 sen v — ba’ o8 1 co8 ¥
= w8 TVE

¢id che per le (38) e (34) si serive

abi 1 ab'iisenusenv
& CO8u sy @' COSY CO8 v

= a
T.Vk7
costs ab — ab’ sen u senv — ba’ cosu ¢o8 v

T cosy’ ™V )
Riducendo, resta la semplice formola

_ oot

(36) =k

+3f —

844 NOTA I1.

Ponendo fra le torsioni di I' e di T questa relazione, lo equazioni
differenziali (II) o (I1I) per le trasformazioni B, e B delle coniche di-

storte I' o T vengono dunque & coincidere.
Consideriamo ora di pid le rispettive curve trasformate I'e T per

o cui torsioni %. . '%" abbiamo le formole (§§ 5 e 6 formole (32) , (32*))

kTT = (ab — ab’ sen u sen v ~ ba’ cos 4 cos v)?
ETT = (b@cosh @ cosh¥ — @5’ senh i@ senh & —a b,
Di qui, dividendo ed osservando lo (33), (84), troviamo

FIT & 1
ETT — o cos®ucos’y’

ciod

=3

T 1
TT ™ cos*u cos®y’

e dalla relazione (36) segue ora che la medesima relazione-sussiste fra

"lo torsioni di I' e T, o ciod

' 1 costv
(36) ? = '—T—.— .

Mediante la foriola (36), ad ogni deformaziune della ellisse C in
un’ ellisse distorta I’ corrisponde una determinata deformazions della
iperbola focale C in un’ jperbola distorta T, ed inversamente.

Diremo per cid che le due coniche distorte I', I* sono coniugate in
deformasione ed il passaggio dall'una allaltra curva equivarid alla tra-
sformazione H per le deformate delle quadriche. Le considerazioni su-
periori dimostrano poi che ad ogni trasformazione B, della I' in una
nuova ellisse distorta I' corrisponde una trasformazione della coniugata
in deformazione I in un'altra iperbola distorta T3 le due curve I, I sono
nuovamente coniugate in deformazione, come risulta dalla (36'),

Possiamo formulare questi risultati geometricamente come segue:

Siano I', I" due deformate dell'ellisse C, trasformate 1'una dell'altra
per una B,, e consideriamo i segmenti FF' che ne uniscono i punti
corrispondenti. Quando Ia curva I' si applica sulla ellisse C, seco tra-
sportando i segmenti FF’, questi si dispongono coi loro estremi F* sulla
ellisse confocale C', Colla omografia © le due ellissi confoeali C, C' si tra-
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sformano nelle due iperbole confoeali C, C' ed i segmenti FF* si dispor-
ranno secondo segmenti corrispondenti ¥ I, Si deformi ora I'iperbola G
nell'iperhola distorta T, coniugata in deformazione di T'; { segmenti F ¥,
trasportati in questa deformazione, si dispongono coi loro estremi F
sulla iperbola distorta T' coniugata in deformazione di 1°,
Queste propricta delle deformate della ellisse ¢ della iperbola fo-
- cale corrispondono perfettamnente, come si vede, a quelle delle quadriche
conjugate in deformazione,

§9.
Teorema di permutabilith,

In fine osserveremo che anche per lo trasformazioni B, delle coniche
distorte sussiste un teorema di permutabilita, affatto analogo a quello
per le deformate dells quadriche (Cap, IV), sussiste ciod la proposizione
seguente: Se F,, I’y sono due coniche distorte, contigue per trasformasioni
By, , By, dlla conica distorta T, esiste una quarta tale conica Y’ legata alle
medesime T'\,Ts da trasformagioni B't,,B's, colle medesime costanti k.,k,
permutate,

Basterd trovare la formola del teorema di permutabilita relativo per
es, alle parabole, ché gli altri casi si tratterebbero in modo analogo,

Nelle formole del § 2 indichiamo con w,, %, i valori del parametro v
per le trasformate I',,T di I'; 1'equazione differenziale fondamentale (1)
¢l da

ldw_ Voot —2Vpmu + Vo (s14-1)
du 2T\/7§l
(87)
duy _ Voo —2Vpmu+ Vo (4 +)
i du 2TV];,

(m=p—k , pr=p—k).

Se la guarta parabols distorta I” del teorema di permutabiliti esiste,
dovranno, per le condizioni di questo teorema, sussistere le formole
analoghe

[dn _ Vo' —2Vmud + Vp(ul-+h)
2T VE
o ) Vh

Vot — 2V puedd -+ Vplad +k,
2TV,

&.[&a

&I&a

346 NOTA 1L,

Paragonando le (37),(37), s ottiene I'equazione di secando grado inw's

Vpu"——.?\/p,u,u 4 Vp(u, + k) l, \/p U —2\’p,z¢.t¢+\/_(u,+k.)
Vou'—aVpne + Vo (4 k) ly Vot —2Vrmn + Voluith)

Se si indicano con ', u” le due radici, si trova facilmente che esse
sono razionali in «,u,, 1, e linearl in u; esse hanno precisamente lo
espressioni !

(88) W = = Yol Vi~ Vi) u (Vi — Vpsk,) (e + VET)
(\/?ik\ \/kat) -4 \/p (ﬂ, v e — 1, ‘V],,l)

(38) o VP (w \/’n +uy V) u— (VP!"H” VP:’w) (“l“: — Y l"t)
(VPJH" Vi) — VI’(“& th +uy ka)

che si deducono I'una dall'altra cangiando il segno di V'F;.

Di queste la prima, (38), che per X =15~ si riduce ad «, risolve la
questione proposts. Si pud verificare invero che questo valore di « sod-
disfa alle due equazioni differenziali

( .  Vp('+ul+k)—2 Vo

dy 2T, Vi
(du \/p (W 1 -F k) — VD we e
dus 2T, \/h

o che le due trasformate corrispondenti I, I hanno la medesima tor-
sione IT ¢ sono quindi congruenti, Ma di pid, applicando le formole
o' =z + la 4 mé ecc.,

si vedrebbe che I'\, I, coincidono assolutamente per la lovo posizions
nello spazio, cio che dimostra I'enunciato teorema di permutabilitd,

PINE,
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