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CAPITOLO XXV.

Spazi a » dimensioni - Superficie e curve di questi spazi.

Lo spazio 8, definito dal suo ds?, - Metrica lineare e metrica angolare. - Linee geode-
tiche. - Ipersuperficie geodeticamente parallele. - La curvatura per ogni orientazione secondo
RIEMANN. - Spazi a curvatura costante, - Le tre curvature principali di un 8; - Formole
generall per le ipersuperficie negli spazi eurvi. - Generalizzazione delle formole di GAUSs e
di Copazzr. - Le curve negli iperspasi. - Estensione del teorema di MrUsSNIER ¢ della for-
mola d’KULERO. - Linee di curvatura. - Rappresentazioni conformi e loro proprieta. - Si-
stemi n.upli ortogonali negli spazi 8, - Caso n=3 e teorema di DurIN-DARBOUX.

§ 429.

Spazi S, definiti dal ds2 - Metrica lineare.

In tutto il corso di queste Lezioni noi ci siamo limitati fin qui allo studio
delle proprietd geometriche infinitesimali concernenti P’ordinario spazio
(Euclideo) a tre dimensioni. Ci proponiamo ora, in questa seconda parte
del presente Volume, di porre i fondamenti per I’estensione di queste
ricerche agli spazii di quante si vogliano dimensioni e di natura
qualunque.

Censideriamo n variabili reali indipendenti

xly w29 LR xn,

ciascuna delle quali possa, da principio, assumere tutti i valori da
— . & 4+ o. L'insieme di »n particolari valori

0 0) 0)
@, &, ... 2

attribuiti alle variabili si dird un punto, e i valori 27 (s =41, 2,...n) pren-
deranno il nome di coordinate del punto ; spesso per denotare il punto use-

remo la notazione
@Mi=1,2,..n
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Latotalita dei puntisichiamera spazio S, a n dimensioni. Se x,, T, . . Ly,
invece che illimitatamente, variano entro certi rispettivi campi, parleremo
di una regione di S,.

Consideriamo ora iu S, I'insieme dei punti che si ottengono ponendo le
coordinate z, @, ...z, eguali a determinate funzioni di m < n variabili

%11 uE L] u’ma
poniamo

(1) Ty = Xy (uh UQ,,..’U/,”) 7/: 152'~'nﬂ

funzioni che si supporranno sempre in seguito finite e continue colle de-
rivate fino a quell’ordine che occorra considerare

La totalita di puntiin S,, rappresentata dalle (1), si dira una varieta o
spazgio subordinato in S, ; precisamente quando le funzioni z; (wy, %, . . . %,,)
i=1,2,...%n non possano esprimersi per menc di m variabili, diremo
che la (1) & una varieta V,, a m dimensioni. (*) In particolare le varieta
ad una dimensione si dicono curve, quelle a due dimensioni superficie e le
varietd ad »-—1 dimensioni ipersuperficie.

Se le (1) sono equivalenti ad un sistema di equazioni lineari nelle
coordinate z, diremo che la V,, ¢ uno spuzio lineare e la indicheremo
con S, in particolare lo spazio ambiente stesso S, sarad viguardato lineave.
Si avverta pero che queste locuzioni vengono usate solo per comodita di
linguaggio e sono del tutto relative al sistema di coordinate (x,) prescelto.
Lo spazio lineare S, della geometria sintetica & qui per noi soltanto uno
spazio rappresentativo.

Ora noistabiliamo una metrica nel nostro spazio coll’assegnare una forma
differenziale quadratica nelle » variabiii z '

l..n

f="7 a; ds, do,
i, k

che in tutta la regione di spazio da considerarsi supporremo a discriminanie
a = |a,;,| non nullo e supporremo inoltre che i coefficienti a,, siano, nella

(*) Lia varietad data dalle (1) ¢ a m dimensioni se la caratteristica della ma-
ED { i=1,2, s . . .
o 19 ¢ precisamente m. In generale il numero delle di-
4 AR
mensioni della varieti si riconosce dalla caratteristica di questa matrice fun-
zionale.

trice M
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medesima regione, funzioni reali finite e continue delle z, insieme almeno alle
loro derivate parziali prime e seconde. Per la realita poi della rappresenta-’

zione geometrica faremo anche l'ipotesi che la forma f risulti definita posi-
g D

tive in tutta la regione (*).
Definiremo come distanza ds di due punti infinitamente vicini dello
spazio (x), (x,+ dz,) ’espressione data dalla formola

Lo

(2) ds* =Y, @y, du; dz,
i,k
e diremo anche ds Uelemento lineare dello spazio. Cosi, se consideriamo in S,,

una curva C colle equazioni parametriche.
=z, () (E=1,2 =...n),

essendo ¢ il parametro che individua i punti della curva, arco s di questa
ceurva da ¢t =1, a t =1, sara dato dall’ integrale definito

\ Saukm xk'dt’
1/»
J oty

-dove gli accenti indicano derivazione rapporto a ¢ e il -radicale si assume
positivamente contando s crescente con 7.

In particolare, se chiamiamo linee coordinate (z,) quelle lungo le quali
varia il solo parametro z;, e indichiamo con ds; il loro elemento d’arco,
avremo manifestamente

= Va,; . da,,

¢ il radicale si assumera positivamente contando s; crescente con z,.

§ 430.

Metrica angolare.

Definita la legge per la metrica delle lunghezze in S, passiamo a defi-
nire quella per gli angoli. Consideriamo per cido due elementi lineari ds, ds

(*) Dal punto di vista analitico questa condizione, come 1’ altra della rea-
Jitd non sono necessarie. Il lettore riconoscera facilmente negli sviluppi se-

.guenti del testo quali continuano a sussistere nel campo generale analitico.




416 CAPITOLO XXxV. — §. 430

spiccati da un punto (z;) a due punti infinitamente vicini (z, + dz;),

(z; + oz;), talché

N U ~
das?= }fa“; dz; dz,, 9s* = Z @iy OF; Oy,
ik ik

Si vede subito che il valore assoluto dell’espressione

Y, Hi 0
e *ds s

& minore dell’ unita, (*) ed esiste per c¢io un angolo reale w, compreso fra o
e w, individuato dalla formola

(3) COS W = S‘ s axi 0%y

Quest’angolo o si dira ’angolo formato dai due elementi lineari ds,ds
o dalle loro direzioni. A giustificare questa convenzione & bene osservare (**)

che la distanza Ds dei due punti infinitamente vicini (z; 4 dz;), (z; 4 0x;)

¢ data, a meno di infinitesits d’ordine superiore, da
Ds? = 2}_0& (dw;, — 2x,) (dw, — dm,),
e

Ds? = ds* - 8s2 — 2ds 8s ¢os o,

precisamente come se si trattasse dell’ordinario spazio euclideo.
Dalla formola (3), indicando con w,, I’angolo formato dalle direzioni (po-
sitive) delle rispettive linee coordinate (z;), (z,) si deduce in particolare

. a
(3% COS @ = — =",
Va,

. ! v . . .
(*) La forma quadratica }_‘ a;x &: &r essendo definita, ’equazione di secondo-

ik

grado nel rapporto :L;

.
}]_: ain (N&i +pni) (M Fpme ) =0

1

ha radici immaginarie e quindi
N 2 3 \
(2}: aix ki "lh) < (Zk ain ki x ) . (zaik'fli M )
i B y

(**) BeLTraMI Parametri differenziali pag. 14 Opere Vol. I pag. 86.
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A complemento della definizione di angoli, conviene poi aggiungere
le osservazioni seguenti. Se mutiamo le variabili z in altri variahili y,
e corrispondentemente trasformiamo la forma quadratica fondamentale
(2) che da il ds?, le lunghezze e gli angoli, quali sopra li abhiamo de-
finiti non subiscono alterazione. ,

Inoltre, se in S, consideriamo una varietd subordinata V,,, e ponendo
nella (2) per le 2 i loro valori espressi colle (1) per le u, calcoliamo il ds?
della varieta.

(2%) dst = % b., du, du,,

le lunghezze e gli angoli misurati in V., secondo la (2%), -coincidono
colle lunghezze e cogli angoli, misurati secondo la (2), nello spazio am-
biente S, (*).

Oostanti di direzione. Una direzione uscente da un punto () risulta
fissata dai valori delle n costanti

_dz,

> (1 =1,2,..n),

Sen

che diremo costanti di direzione ; esse sono legate dall’identita

A\ R
},‘ a’z’l: &i &I: = 1
ik

Chiameremo per brevitd direzione (£,), relativa ad un dato punto (z;),
quella che ha le costanti di direzione &, &,, . . &,

Considerando due direzioni (&), (&?), uscenti da un medesimo punto,
pel loro angolo w avremo

Al & a3
c0s ® = 2, & &)
o

(%) Accenniamo di passaggio alla nozione di volwine (ipervolume) di una

regione finita di S,, pel quale s’intende il valore dellintegrale nPl°

Y =j /...[\L&ledxg...dm;_
o o
esteso alla detta regione R, . Questo & in effetto un invariunie integrale per
mutamenti di coordinate, e nel cago euclideo si riduce al volume ordinario.
Similmente dicasi per i volumi (od aree) delle varieta V,, subordinate.
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in particolare la condizione d’ortogonalitd sard

U . e
N, 8 E = 0.

th

Se (&), €).. (£)) sono m direzioni uscenti da un medesimo punto

(), possiamo considerare la varietd lineare di equazioni parametriche
(4) g =2V + & uy HEPuy ..+ Eu, 0=1,2,..n),

dove 1y, U, . . U, SONO i parametri ; questa sard ad m dimensioni, un 8

U]
se la matrice
1gm go 82”“! i=1,2,..m

avra caratteristica m, ed allora si dird che le m direzioni sono indipendent.
Se al contrario la caratteristica della matrice sard r < m, allorale m dire-
zioni saranno dipendenti e giaceranno in un §,.

Supposte le m direzioni indipendenti, consideriamo un’altra qualunque
direzione (&,) uscente da (zV) e giacente nell’S,, dato dalle (4), indivi-
‘duato dalle m direzioni. Per le costanti &, di una tale direzione abbiamo

dalle (4)
&i = )\1 E('/Jl) + )\2 S(?) _i_ o . + )\m E(é”) (7/: 15 2’ .. %)5

dove i parametri A, = - ;; saranno legati dalla identitd quadratica

NN+ R 20k ce08 0 4. .0 =1,

avendo indicato con o, angolo delle due direzioni (&), (&'%).

Ora si osservi che pér un punto (ordinario) di una varieta V,,, data
dalle (1), si possono condurre m direzioni indipendenti tangenti a V,,
p. e. le m che hanno costanti &; di direzione proporzionali alle derivate

g% ‘(7’ =1,2,..m), le quali saranno efiettivamente indipendenti se nel

punto la matrice funzionale {1 ‘| avrd la sua caratteristica generica m.
Uy,

Queste m direzioni individuano 1’S,, tangente nel punto a V,,. Ogni direzione
per quel punto che sia normale a tutte le m dire ioni individuanti S, &
pure normale ad ogni altra direzione in S, e dicesi normale ad S, o
alla varietd V,, Gli S; normali nel punto alla varietd formano un S,_,,
che dicesi IS, _,, normale a V,. In particolare se V,, & un’ipersuperficie
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(m = n — 1), si ha una determinata normale, se V,, ¢ una curva (m = 1)
un gperpiano normale. Per angolo di due ipersuperficie in un loro punto
comune s’intendera Pangolo delle due loro normali.

. Si consideri un’ipersuperficie coordinata x,=costte; 0 come diremo Di-
persuperficie «,; dette &, le costanti di direzione della sua normale, queste
saranno proporzionali ai minori della linea »™“ nel diseriminante, (*) e
qui, conservando le notazioni del Cap. 11, avremo

. A

COWAL
Ne segue che indicando con «, , I’ angolo delle due ipersuperficie
coordinate #,, z, si ha

5
;a,"l: A7'i As};
(24

cos Q, = o
VA, AL,
ossia
cos Q. = ——A;_
VA, A,

E importante osservare che, usando i parametri differenziali, questa
formola pud seriversi
V@, )

cos Q, = - S
‘ \/Alx,r \/Alxx

e per la natura invariantiva dei parametri differenziali ne risulta che se si
considerano due ipersuperficie qualunque di rispettive equazioni

U (331, Loy o« SU.,Z) = O
A% (xl’ Loy - « xn) = 0,

(*) 1 coseni di direzione della tangente alla linea (x,), sono:

1

— b 0,...0
vau

la direzione (%;) & normale a questa quando
|
Dy b = 0.
T

La direzione ( £; ) normale contemporaneamente alle direzioni (x,), (%,) .. (X» —1),
(@r41) - - (2 ) ha dunque le costanti &£; proporzionali alle quantita A,.; e il

. )
fattore di proporzionalita si determina da 2, aip ki & =10
i,k
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in ogni loro punto comune I’ angolo @ d’intersezione sard dato dalla for-

mola
(U V)

cosSZA — -
/8,U. VAV

In particolare : la condizione necessaria e sufficiente per " ovtogonalitd
delle due 1persuperficie é dato dall’ annullarsi del parametro differenziale ma-
sto v (U, V).

§. 431.

Linee geodetiche.

Colla legge di misurazione delle lunghezze in S, viene altresistabilito
il concetto di linee geodetiche, che definiamo come quelle linee di S, le quali
per due loro punti qualunque A, B presi sufficientemente vicini segnano il
pilt breve cammino, entro S,, fra A e B.

Basta applicare i primi principi del caleolo delle variazioni per otte-
nere le equazioni differenziali caratteristiche di queste linee. Immaginia-
mo una tale linea geodetica ¢ e le sue equazioni parametriche z, = z; (¢),
nelle quali ¢ rappresentera 1'arco di geodetica g contato da un punto fisso,
onde avremo

(5%) \; ahc dz,

“dtodt
Prendiamo ora il tratto di geodetica ¢ compreso fra due suoi punti’A, B,
corrispondenti ai valori &, ¢, di ¢, ed esprimiamo che sostituendo alla geo-
detica nel tratto AB un’altra linea qualunque infinitamente vicina a g, con-
giungente A con B la variazione dell’arco & nulla.
Da
as® = E @ dz; dz,,
ik
indicando col simbolo & le variazioni, segue

Qs du; dz, dz;
dds = = % 5‘3?’" 71_8# E‘g as 6»6; —r ‘}(L” zi—g 8d13;,

onde integrando dalle due parti ed eseguendo sull’ integrale

y
" dx

Y., % gsa,
J, 3

¢ b
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un’integrazione per parti coll’osservare che, per le nostre ipotesi, le varia-
zioni oz, ai limiti {,, {, sono nulle, otteniamo

5 1 1 cc&,k dz,; dxy, d v, (
[ds—/ ‘> ”LZSdcl ds ds ds“"”d ﬂdsasl

b
Dunque Je equazioni differenziali che esprimono 1’ annullarsi did [ ds
BV 7

saranno le seguenti :

d ~a dz, yda,, dz, dz,
a o WO B M g g g
(4) at =" ay ?; dx, dt dt I=1,2,..m),

e queste sono, sotto una prima forma, le equazioni differenziali cercate per
le linee geodetiche. Coi simboli di CHRISTOFFEL esse possono seriversi sotto
la forma equivalente

g [ R diy day,
(B) i [ZLdt at

=0, (I=1,2,..n),
T d td l 2t ( n,>
dove l'indice « apposto al simbolo di CurisTOoFFEL sta ad indicare che esso
& costruito per la forma differenziale ¥ a,, dz; dz,.

Risolvendo le (B) rispetto alle derivate seconde, vengono a introdursi
i simboli di CrrisTOFFEL di seconda specie e le (B) si pongono sotto la

forma equivalente

)\gx's dz, dz,

iV, dt dt =0 (@=12,..n).

* G2 3
(B%) Py i

Se integriamo le (B) o (B*) in guisa che le z; assumano per ¢ = {, va-
lori prefissati 2" e le derivate prime i t’ valori iniziali &, pure arbitrazii,
soddisfacenti perd alla condizione necessaria

X G, & ‘519 =1,

la condizione (b*) sard sempre soddisfatta, perché dalle (B) segue che iden-
ticamente

a dx da;,

TRy TR TR
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La linea corrispondente sara dunque una geodetica e ¢ sara il suo arco.
Vediamo di qui che : una geodetica di S, ¢ fissala quando sia dato un suo punlo
maziale (2 e sia data la direzione (&;) secondo cuv esce da questo punto.

Una volta ottenute le equazioni differenziali (B) o (B*) delle geodetiche,
si pud del tutto prescindere dal modo come furono ottenute (come equa-
zioni differenziali delle linee minimizzanti ’arco) e definire come linee geo-
detiche quelle appunto che soddisfano le (B) o (B*). Ma allora bisogna ve-
rificare il carattere invariantivo delle (B) rispetto a qualsiasi cangiamento
di variabili (trasformazione di coordinate). Cid & facile a farsi, ed anzi si
vedrd di pilt che ogni geodetica di S, ¢ altresi geodetica di qualungue
varieta V,, di S, che la contenga. Siano infatti

Ly = Ly (Upy Ugy - . U)o =1,2,.. 7

le equazioni parametriche della varieta V,, o in particolare se m = n le
formole di trasformazione delle coordinate. Pel ds? della varieta V,,avremo

1..m
ds? = ¥ by, du; duy,
ih
dove si & posto
L.n ax;, a.ﬂﬂ

L Az,

) bin = B du; duy

Se calcoliamo di qui i valori [Zﬂ dei simboli di CHRISTOFFEL per que-
b

sta seconda forma differenziale, troviamo subito

(6) (0 k ZS‘” [)\ puJ dw; dz, dw, N : -‘-9“ u 2z, dz,
= A A H AN A AL
1, e Ly du,; du, du, = du,; duy, U,
Ora, essendo le z funzioni delle u, e queste funzioni di ¢, si ha
dz; Wz, du;
at  Ju,; di
Bay, N Pw dus dwy, | G 0%, AP,
@ o o B T TR
a A= Qu, Qu, di di O, A2
Sostituendo nella (B), segue
le‘n “ L’S‘m 32,37 % @_’ + IE')L lﬁn “ a“i dzu,- +
o “r =t Qu; duy, At dt ot ot Quy R
G| g d Qa dudu
Al & du,; u, dt .dt ’
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¢ moltiplicando questa per i—;ji e sommando dav =1 a v = n, otteniamo
per le (6), (6%)

du; duy,

1..m dzu . 1.m ,L k
i du; duy, B 2 o
{ |, dt dt 0 (I=1,2..m)

\ \
‘:ﬂ i "Jtz»—i_ 1

1,k

Ora queste sono appunto le equazioni differenziali (B) delle geodetiche
costruite per la varietd V,,, c¢id che dimostra la proprieta enunciata.

§ 432.

Forma geodetica del ds2.

Supponiamo che le linee coordinate (x,) siano geodetiche, e inoltre che il
parametro z, sia I’arco di queste geodetiche, contato a partire dal corrispon-
dente punto d’incontro con una determinata ipersuperficie z,, p. e. colla
z,=0 talche le altre ipersuperficie z, siano il luogo degli estremi di archi
eguali staccati sulle dette geodetiche, a partire da z, = 0. Applicando le
equazioni differenziali (A) alle attuali geodetiche (z,), avremo subito, a
causa di @y, ="

a4,

(M) 3 =0, per [ =2,3,..n

1

Se supponiamo ora che le geodetiche (z;) siano ortogonali alla ipersuper-
ficie iniziale z, = 0, e si abbia quindi

ay, = 0perz, =0(0=23,..n)

allora siccome per le (7) «,, ¢ indipendente da z,, sard identicamente
@y, =0, cio¢ anche tutte le altre ipersuperficie z, sono normali alle geo-
detiche (x,) Di qui il teorema :

Se per ogma punto di una ipersuperficie S si conducono le geodetiche normali
e su queste, a partire da X, si staccanio archi equali, il luogo degli estrems é un’al-
tra tpersuperficie X ortogonale alle geodeliche stesse. Due tali ipersuper-
ficie ¥, X' si diranno geodeticamente parallele. '

Questo teorema ¢ evidentemente I’ estensione agli iperspazi del teo-
rema di Gauss relativo alle gedetiche di un’ordinaria superficie (I § 105), che

corriponde al caso n=2. Ma ¢ da osservarsi che inversamente, da questo
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caso particolare segue subito il generale. E infatti segnata una linea qual-
lunque L dell’ipersuperficie ¥, le geodetiche g normali a ¥ nei punti di L for-
mano una V,, una superficie a due dimensioni, sulla quale, pel teorema or-
dinario di GAUss, la linea L’ luogo degli estremi di archi eguali staccati sulle
g ¢ ortogonale a queste.}Ora la linea L’ pud essere una qualunque linea
di X/, e per ¢id questa ipersuperficie & normale a tutte le geodetiche g.

Ritornando alla forma dell’elemento lineare nell’ipotesi superiore, poi-
che

Uy =1, e = Q13 = .. = @y, = 0,

avremo

2...1
(8) dst = dat + Y, a,, dz, dz,

e questa si dird la forma geodetica dell’elemento lineare
Osserviamo che si ha

Ajzy=A,n=1;

e vicerversa dimostriamo che: s2 0 =0 (2, 2,...2,) é una funzione delle
z soddisfacente all’ equazione

(9) AD =1,

le 1persuperficie 8 = costte saranno geodeticamente parallele e la  distanza
geodetica-costante fra due ipersuperficie & = 0y, 6 = 6, sard data da 6, — 6,.
E infatti facciamo un cangiamento di variabili z nelle z', ponendo

=10

e seegliendo per linee coordinate (z',) le trajettorie ortogonali delle iper-
superficie 6 = costte onde le altre ipersuperficie coordinate ', = costte,
X'y = costte, , . 2/, = costte, saranno tutte ortogonali alle z’, = costt, e
per ¢io (§ 430)

v, 2s)=0, v(2', 45 =0,...y (@, 2,) =0.

Indicando con
.\
ds? = Z &', Az’ da’,
%

Pelemento lineare trasformato, avremo quindi

AI12 == 0, A113 = O, .. Al]“ = 0,
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e per cio
a’IIZ - O, “,13 = O, e a’m = (),
Inoltre da _

Aoy =Ay =1

segue
1
7
@1y = A,I’I =1 ,

onde il ds* riceve appunto la forma geodetica

2.0y

. Q)
ds* = da’} + Y, o, da', da’ .

r,s

In generale, affinché le ipersuperficie
U (1, s, . . 2,) = costle

siano geodeticamente parallele sard evidentemente necessario che sia A, B
funzione della sola U :

AU =f(U);

ma questa condizione & anche sufficiente, poiche se ¢ soddisfatta basta can-
giare il parametro U in
6 = [ at
J Vi)
e risulta
A6 =1.

Supponiamo ora che dell’ equazione a derivate parziali (9) A, 6 =1
si conosca una soluzione completa 6, contenente cioe, oltre un’evidente co-
stante additiva in 6, altre n — 1 costanti arbitrarie

a’b a’Z; LR @n,——l-

Poiché dalla (9), derivando rapporto al parametro a,, segue
26
() =0
36

€ .
— = cost'* sono ortogonali alle § = costte.
da

1

vediamo che le ipersuperficie
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Se si indicano quindi con by, b,, . . b,_, nuove costanti arbitrarie, si avra
I'integrale generale delle geodetiche sotto la forma

26 26 06

9* — == — == = N
( ) adl bl ’ aaz b2 LA I aa/” e bn-—l b

risultato che per » = 2 abbiamo incontrato al Vol. 1 (§. 111).
Se in particolare il ds* avra la forma di Liovviiie (Cf. § 112)

It = (Xo -+ Xa o ..+ X,) (daf + da ..+ da),

dove X, indica una funzione della sola z,, la (9) diventa

o, oz,

362 (20 20
(55)+( )+ +() X+ Xo oo+ X,

e si ha subito la soluzione completa richiesta ponendo
l..#n o L
O=c+ VX, + a; . dz, (¢, ay, . . a, costanti),

quando si leghino le n costanti a,, a, .. a, colla relazione

&y + g + ...+ a, = 0.

§ 433.
Le curvature in una data orientazione secondo Riemann.

Andiamo ora a stabilire 'importante concetto di curvatura dello spazio
secondo una data orientazione, dovuto a RIEMANN.

Consideriamo un punto M, = («?) dello spazio, e per esso due direzioni
(&), (€% ; queste determinano (§ 340) un fascio di direzioni (&)

(10) o=l 4 ped

giacenti in un S,, od anche, come si dird, un’orieniazione per M, in S,,. Le
geodetiche uscenti da M, secondo le oo! direzioni del fascio hanno per luogo
una superficie s, che si dird la superficie geodetica pel punto M, in quella
orientazione. Questa superficie geodetica 5 avra in M, una certa curvatura

11)
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K, quella che compete (Cap. II § 41) alla forma differenziale quadratica
che ne da il ds® calcolato in S,. Questo elemento K prende appunto, se-
condo RieMaxnw, il nome di curvatura dello spazio in M, per U assegnata
orientazione. '

Per calcolare K consideriamo una qualunque delle geodetiche del fascio
e sviluppiamo le coordinate z, di un suo punto mobile secondo le potenze
dell’arco {, misurato a partire da M,, arrestandosi, colla formola abbre-
viata del Tavror, alla seconda potenza di ¢, cid che ¢ lecito per Te ipotesi
fondamentali (§ 429). A causa delle equazioni differenziali (B*) pag. 421
delle geodetiche avremo

no— a0 et — 3 M e D

It v ‘a 2

avvero, sostituendo per le & i valori (10)
2y = 20 4 ED fo - ED 1B — 5},; ﬁ @ to 4 &2 18) &V ta + 718 4. ..

Se prendiamo sulla superficie geodetica s a variabili coordinate

Uy = T, Uy, = 1B

avremo per la formola precedente :

151 23 M £(1)

LA @ «(2) 2)
2, = a2 4 ED gy - EF ‘uo—z (E, w, + & us) (su Uy + & Ug) ...
l wl

Per calcolare la curvatura di s in M,, restiamo in un piecolo intorno di
‘M,, ove ¢ ¢ riguardato come un infinitesimo del primo ordine, e quindi an-
che u,, s, € i termini scritti nella (u) basteranno gia per calcolare i valori
in M, delle derivate prime e seconde delle a, rapporti ad u,, u, Contras-
segnando questi valori con un apice (0), avremo dalla (11)

N Fa;, \¥ SN g g
(11%) (q > &, (,,,,, ) — 2 R g

k=1,2).
duy, du, O Pl (R, f »2)

Indichiamo ora con

ds? = by; dud + 2 by, duy duy - by dud
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ds? il della superficie ¢ riferitc alle coordinate wu,, u,, e secondo le formole
(6), (6*) pag. 422 avremo :

aaig a.%
9 = i e 2
( 1) bin )%‘ al#aui 9 U

Y ] = p 32 o
I R R R R R T L

I . du, duy du, 000 duy duy, duy

La curvatura cercata K ¢ data dalla formola (34) § 41 (I pag. 101)

R
= 5= G b b

e conviene quindi caleolare i valori dei simboli [ilk J in M, e delle loro deri-
b

vate prime. Intanto dalle (12*), (11*), e dalle relazioni che legano i simboli
di CHRISTOFFEL a tre indici di prima e seconda specie, segue subito che tutti

i simboli [Zlk si annullano in M,.
b

§ 434.

La formola per la curvatura Riemanniana.

Dopo le osservazioni superiori calcoliamo il fnumeratore (12, 12)7
della (13) mediante la formola (28) § 38 (I pag. 92), che qui si riduce a
, o [11 9 [12]\¢

c o (Y 1
@ (12, 12" (8@@ [2]0 3 2}0) '

Uy

Ora dalla (12*) abbiamo

11 5 [ Q5 dx, 2%, %z, dz,,
LAt %
. b Aypayy

Uy Uy QUs = N du,
12] o 9z, dx, 2z, Rz, 2z,
[y = ‘ —-l_ Z ALL QA A b
Z 1y, A WUy Uy s Pt Quy Uy OUs

e nel formare la differenza del secondo membro nella (o) si distruggono i
termini colle derivate terze, e due termini colle derivate seconde prove-

2
nienti dalla derivazione dei fattori medii ax %m nelle somme triple, do-

| @ [ o it - v] (A X VT
12,120 — 3 | I \(H o
» 12); ;2"81 { v |, dzulv f,+ a1 3 l s l ; {
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po di che sostituendo per le derivate prime i valori iniziali (11%), siot-
tiene dapprima

) S 2 ]
. vy N C )\‘C (1 1) ()
(12,120 = > fff['}fa—w el e e ey
’ }V,;.ﬁli'.z 1o Le | VY a’/',, i
. ‘9 N o E(l) E( ) o K, | AN I i3 & a Ly +
& : o
v LT dudu, A v LT & Qul
L AN Da;u 2(2 &(2) 02 £, + ‘}W 02 &£ 82.[),,
T - S P i
/‘;"a:T ‘ 871 /u ”(8ulazté
N (AT 2) 2y, N 1N 9 w /’
Y &\ ﬁ( LY (h E( 2) b
P P )
P dur A v T QU Qs
V d a’}/l =(2) #(1) _92 £y \1 o o2 L5 & ’fu,
= dw, T Quy Quy S duy Qusduy Qs
Si osservi ora che per le seconde delle (11*), si ha
32 ) ke
22 3 wﬂ/‘»l 2) .02 vl k] Lo L
N, O b, NI g N A2 £2)
Yy, s =— 2, — S e gt gl
T L a ué % an = ' ;L \(z 2 T /F )\ , t ’

e similmente

N

2‘ )u, aa x’“ = 2 r‘ k:‘ E{l 53

Zy aln ik | A

sostituendo nella (§) e raccogliendo i termini contenentile medesime deri-
vate seconde delle z (per il che basta cangiare opportunamente gli indi-
ei di sommazione) si ottiene :

2 r)\
12.12)0 = ¥ § o AR
(220 = 2 law [V

o | ;
o [ e e e e

. 0%,

2, - R % g
+ P e da ) g Ea

Ly pey L aug oy v l > aul 3 Uy ’

Infine si pongano per le derivate seconde i valori iniziali (11%)

=210 = 2lY] e,

1 Uy ST,

e la formola precedente si muterd nell’altra

4

| .
) a0 g .
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Qui si osserva che il coefficiente del prodotto

gl gll) gl g2

sotto la somma quadrupla non & altro (I pag. 92) che il simbolo di Rig-
MAN (Av, pt), e si ha quindi

(12, 12)9 = % (v, o), & el &2 ¥

Ayt v,'r

dove la somma del secondo membro ¢ estesa a futte le combinazioni da 1 a n
dei quattro indici X, ., v, 7. Ma ora, se si ha riguardo alle proprieta del sim-
bolo di Riemany espresse dalle formole (I pag. 93)

Ay, pr) = —(@hpr)=—Q0y ) =Fhop), ()

la precedente pud scriversi

o W gl e gl 2
(14) 12,1200 = 57 (v, p.1), _
e e | e

(*) La deduzione di questa formola e della conseguente formola (C) del testo
per la curvatnra Riemanniana si pud abbreviare, risparmiando il calcolo ese-
guito sino a questo punto del paragrafo, col riferirsi alla proprietd dei simboli
Riemanniani espressa dalla formola (I1I) del § 87 (I pag. 91), di cui la (14)
attuale & una semplice conseguenza. Scelte n direzioni per M, fra loro indi-
pendenti

Gy, EDy @\,

pongasi in generale
(1) t2)
Ei =0 & oy 4+ ..+ % & z 7
e si introducano le variabili normali di RiemanN
Uy = tuy, Uy = tdy. . U, = tos,

e si abbia, in queste coordinate :

1.n
<
ds2 = % b du; duy, .

ERN

. . . L[tk . .
Si osserva subito che i simboli ’ lil sono tutti nulli in My, onde segue. che

il simbolo (12, 12)©® ha lo stesso valore in M, tanto caleolato perla forma com-
pleta in 2,, u,, .. %,, come per la superficie geodetica lungo la quale u,, u,.. u,

si. annullano. Dopo cid la formola (i4: attuale &
della citata (ITI) § 37.

un’immediata conseguenza
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Vaccento nella somma X wndicando che deve essere estesaw solo a quelle combi-
nazioni delle coppie N, v, u, © nelle quali st ha

)/\ <y, pP<Irt
Draltra parte si ha

2 N\ 1) (1 N 2) 12 N\ 1 22 \
bll b22 - blz‘z = Z a’i,‘u, &(}) gfz)- Z e &(v) ?-3 ) > “»1 C; ) si: )- o auv u év .

A z, ¥ ) T wv
ovvero
2 \ . (1) 2(1) £(2) £(2)
bll bZZ — b];, == S (6’12 I Aye ~— e a’lu ’V.) g3 ) E‘(L &'(v) é‘c

. dand

ly Uy VT
e poiché i minori a,, ¢, — s, ¢,, di secondo ordine del diseriminante ¢
godono delle proprietd stesse sopra ricordate per i simboli di Rizmaxnn,
vale anche la trasformazione analoga

) (2) 1) #(2
- RS Wy e gl ¢ E;c’ Ei«,)
1 Y2 — V2 — 4y . 1 1) #(2
vyt Uy Oy 1(, ) gs)) &i— ) E‘I )

Sostituendo nella (13) abbiamo la formola definitiva di RiEmany

) gl (1) £(2)
& & g, &,
,2’ (hv, p. 1), . '7: I 1 R '/2
).1, wt n &(Z) ‘ | &1] g( )
(C) K — g 7 | .ot T
| Gy Gy | g g2 | gl 2 ’
Z { 2 Wiz | | v &Z 7 E,u
T a0, | 188D DY

sulla quale sono da fare le osservazioni seguenti. I determinanti di secondo
ordine formati colle & che vi figurano non sono altro che i minori della
matrice

E(I) E”) . 1)‘i

|
R _’{;(jfa
cioé le coordinate dell’S, corrispondente alla assegnata orientazione, 2.2
La curvatura Riemanniana K, secondo la (C), ¢ il aquoziente di due forme
quadratiche in queste coordinate, e quella al demominatore (equivalente

A biy byy— 0.3) & definita positiva, come la primitiva Zamg &

% /»
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§ 435H.
Spazii di curvatura costante.

Diremo che lo spazio S, ¢ a curvatura (Riemanniana) costante K, quando
questa curvatura serba sempre lo stesso valore K, per tutti i punti, in qua-
lunque orientazione. Ma si vedra fra breve § 437) che I'invariabilitd della
curvatura K in ogni orientazionejattorno a ciascun punto, trae seco l'inva-
riabilitd assoluta da punto a punto. It facile trovare le condizioni cui deb-
bono soddisfare i coefficienti a,, del ds*affinche lo spazio abbia curvatura
costante K,. In tale ipotesi infatti, se manteniamo p. e fissa la prima dire-
zione (&) e lasciamo Daltra affatto variabile, sicche le corrispondenti co-
stanti &; di direzione non siano legate da altra relazione che daila

O P
z’:“ir: & & =1,

ik

la formola Riemanniana (C), posto K = K,, ei da una relazione quadra-
tiea omogenea nelle &, che dovra dunque ridursi ad un’identita ed avremo
quindi per tutti i valori degli indici X, v; p., = le relazioni

()\ Y, !J.,’C) = KB (a/ﬂ.lu, Uy — Qe a/w )~‘

Ma anche vieeversa, se queste condizioni sono soddisfatte, sara per la
(C) costante = K, la curvatura dello spazio. Dunque :
Le condizioni mecessarie e sufficients affinché lo spazio S, definito da

Qi . e
ds? = }‘, a,, dz, dz, sio a curvatura costante K, sono espresse dalle formole
]x'

(15) (}\ Yy ’:)u = KO (a’Z‘u Ay — Apy a‘zw

che debbono valere per tutti © valory degli wndici X, v, ., T da 1 a n.

La prima cosa che ora vogliamo fare ¢ di accertarci dell’effettiva esistenza,
per n qualunque, di spazii S, con curvatura costante K,, ¢id che (salvo il
caso K, = 0 ove basta prendere costantii coefficienti «,,) non ¢ evidente a
n? (n*—1)

12
n (n + 1) dei coefficienti disponibili @,,. Troviamo subito per gli spazi di
curvatura costante K,la forma tipica del ds®>data da RiemanN cercando

priori poicheé il numero N, =

delle condizioni (15) supera il numero
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di soddisfare le (15) col porre

2 2 o
(16) ds? = day + dos + ...+ da

Uz ’

e determinando convenientemente U in funzione di z,, z,, . . z, (*)
Premettiamo per cid aleune osservazioni generali che ci saranno utili
anche nel seguito. Quando il ds? dello spazio S, ha la forma ortogonale

ds? = H? do? + H2 .d:cZ + ... HE dad.

valori dei simboli di CrrISTOFFEL, Indicando con ¢, k, I tre indiei diversi,
sONno

ikl yolky 2 log H,

Vit T e T e

(16%)
[ kb _  HL.SH, bk _ 3log H,
T T HESa, kYT as

ed i valori dei simboli Riemanniani sono dati dalle formole seguenti, ove
7, k, 1, h signifcano quattro numeri diversi presi nella serie 1,2,..n:

i (rk,ih)=0

| @H,  10H,oH, 1 9H,0H,
Pz.3z, H,dz,3xz, H,dz, oz,

\.._9_(;1 QH) i( 1 °H, ¥ 1 oH,oH,
)3.7}, ax,: Hh ) Ly,

(rk,kn) = H,

WO ok k) = I B
(rk, kr) =H, H, \H, 72, = H2oz, %,
_LOHGH, 1 9H.3Hy

]’-I)Z 2 X, axr —H](z exy;v axh,%

Applicando queste formole alla forma (16) del ds?, le relative equazioni
(15) diventano :

2
=,
oz,.01;,
(18) ? 20U U U
. P
(5 + 5 =+ 2[5

(*) Con ¢id noi veniamo a ricercare le rappresentazioni conformi dello spa-
zio a curvatura costante K, sullo spazio euclideo (Cf. pit: oltre § 447).
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Da quelle della prima linea risulta
[T:X‘1+X2+--~+Xm

dove X, ¢ una funzione della sola z,. E indicando con accenti le derivate,
dalle (18) della seconda linea si ha subito intanto

Xlll — };//2 —_ ... = X”m

per cui queste derivate seconde eguagliano una medesima costante, diciamo
2. Integrando abbiamo

X, = a2t +20b; z; + ¢

con by, by, .. b, ; ¢y, Cy. . ¢, nuove costanti. Ma allora le (18) si riducono
all’unica

4 a(ccz 5+ 2}: b, z: + :’:c,-> = Ky + 42(@ z; -+ bs)
1 (2

che si risolve nella sola relazione fra le costanti

(19) Ko=4a e —4 2.
Se poniarho nulle tutte le b, e prendiamo ¥ e, =1, risulta

(2

Uzl%—%‘f;xi,

(2

onde la forma tipica di Riemann pel ds?dello spazio a curvatura costante K.

T 2 T 2 2
D) st dxd 4 das -+ ...+ dad, .
(2

KO 9 P 2
Wt @ )

Nel caso di K, negativa, poniamo
. 1
}\o = Ré )
e diciamo lo spazio pseudosferico di raggio R. Qui sipuo adottare un’altra
forma tipica del ds, estensione di quella che al Cap. XIV ci ha servito
agli studi di metrica non euclidea a due dimensioni. Soddisfacciamo la
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: 1 . S
(19) ponendo b, = 5T © tutte le altre costanti nulle; cosi si ottiene

R2
(da? + das + ... + dad).

2 —
(E) It =2

§ 436.

Applicabilita di due spazi S, colla medesima curvatura costante.

Al caso della ecurvatura Riemanniana costante siamo necessariamente
condotti cercando degli spazii per i quali la geometria di ogni regione sia
identica a quella di ogni altra regioné, vogliamo dire tali che ogni figura
in essi esistente, possa trasportarsi, senza alterazione delle lunghezze e
degli angoli, in un’altra qualunque regione dello spazio ed ivi orientarsiin
modo arbitrario attorno ad un suo punto fisso. Per esprimere questo fatto
in modo pilt preciso, introduciamo la definizione di spazi applicabili, come
al Cap. VII nel caso particolare » = 2. Due spazii S,, 5., col medesimo
numero » di dimensioni, si diranno applicabili se ¢ possibile porre gli spazi
stessi (o loro regioni convenientemente limitate) in tale corrispondenza di
punto a punto che le lunghezze corrispondenti (e percio anche gli angoli)
risultino eguali. Due spazii S,, 8, saranno applicabili quando le due forme
differenziali quadratiche che ne danno i ds?

dst= }; @y A, day, ds’? = }; a';, da'; da),
= -
siano equivalenti. I£ manifesto che per due spazi applicabili s le curvature
Riemanniane in ogni coppia di punti corrispondents, secondo orientazioni
corrispondenti, debbono sempre essere equali fra lovo.

Cid premesso, per gli spazii da noi cercati deve accadere che ogniregione
risulti applicabile su qualunque altra dello spazio stesso, in modo che un
punto P della prima si possa portare in un altro arbitrario P’ della se-
conda si da far coincidere un’orientazione qualunque per P con una qua-
lunque per P’ (un’angolo col vertice in P con ogni angolo eguale avente
il vertice in P’). In queste condizioni la curvatura Riemanniana dello spa-
zio deve dunque essere costante, cioé tutti gli spazi nei quali vige un’i-
dentica geometria in tutte le regioni (pei quali vige il principio della
sovrapponibilitd delle figure) sono necessariamente a curvatura costante.
Ma anche l'inversa ¢ vera come precisiamo col seguente teorema :
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Due spazii @ n dimensions colla medesima curvalura Riemannione co-
stante sono sempre applicabili Puno sull’ altro ; le formole &’ applicabilita

w(n-+1)

contengono ——s—" parametri arbitrarii, in quisa che si pud portare un punto

P dell’ uno in un punlto arbitrario P’ dell’ allro, e far covneidere un nev° or-
togonale col vertice in P con un ned° ortgonale arbitrario col vertice in P'.

Questo teorema & gia stato in sostanza stabilito al Cap. I1 § 39, e qui
non abbiamo che da darne 1’ interpretazione geometrica. Le due forme (de-
finite positive)

= z a;, da; dz,, f = 2 a,, da'; da',,
ik i

che danno i due ds* degli spazi S,, §', colla stessa curvatura costante K,
sono equivalenti, e per trovare le zin funzione delle #’ possiamo assegnare
ad arbitrio, per un sistema iniziale di valori delle z/, diciamo p. e. per

z'; = 0,1 valori delle z,, prendiamo ancora z, = 0, e inoltre possiamo an-
2
cora assegnare a arbitrio i valori iniziali delle derivate 57 purche soddi-
k3
sfacenti alle condizioni iniziali
A
N oz, Oz,
@y= Dy "
ile oxr a'x\

Ora, per maggior chiarezza, eseguiamo sulle z e sulle #’ una sostitu-
zione lineare in guisa da rendere nei punti iniziali (0), (0)

Qi = €53 alih = €y (*)9
siecché le condizioni precedenti diventano

2 dz; dx; .
AT AT T Brss
1 ax,k ax s

axlﬁ

o',

e posto = ¢/, dove

SRARSANINN 4

sono n coseni di direzione (ciod della direzione corrispondente alla (z'.)) si

traducono nelle altre
N ENED — ¢

rs

(*) Al solito con «'* si indica lo zero se i ¥ &, 1'unitd per i = k.

APPLICABILITA DI DUE SPAzI S, ECC. 437

che esprimono l'ortogonalita delle » direzioni corrispondenti. Questo nedro
ortogonale, del resto arbitrario, uscente da (0) in S, va appunto a sovrap-
porsi, per le formole d’applicabilita, all’nedo ortogonale coordinato col
vertice nell’ origine (0) in 8’, cio che prova il teorema. Le osservazioni
precedenti provano anche inversamente che, se nelle formole d’applica-

s s . -1 . . -
bilita di due spazi S,, &', entrano @‘@;: ) costanti arbitrarie, i due spazi

hanno la stessa curvatura costante, poiché ei troviamo nel easo d’illimitata
integrabilitd esaminato al citato § 39.

In particolare possiamo applicare il teorema a due diverse regioni del
medesimo spazio a curvatura costante, e se chiamiamo movimento in sé
di uno spazio S, ogni applicabilita dello spazio sopra sé stesso ne segue :

Ogni spazio a n dimensions di curvatura Riemanniana coslante ammette

n(n-+1)

un gruppo continuo di movimentt con ——-—=7 parametri; e viceverse I'esi-

2
stenza, di un gruppo continuo di moviments con '_n_(n%l) parametry implica

la curvatura costante dello spazio.
Osserviamo il caso particolare dello spazio S, a curvalura nulla, che

N

dieesi anche spazio euclideo. 11 suo ds* & riducibile alla forma tipica (la
(D) pag. 434 per K, = 0)

dst = da® + da? - ... 4 dad,
e le geodetiche (rette) sono rappresentate dalle equazioni
$L=a,t+bl (i:1,2,..n)

colle a,, b, costanti delle quali le prime % (coseni di direzione) legati dalla
relazione

o +a+ ... +a =1

N

Ne segue subito che la distanza geodetica ¢ fra due punti (z,), (z',) @
data dalla formola : v

02 = (x1““ mll)z "l‘ (xz — x’2)2 + . + (xn ——xln)z.
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§ 437.

Il teorema di Schur.

Abbiamo gid accennato, al § 435, ad un importante teorema, dovuto
a SCHUR, (*) che si enuncia :

Se la curvatura Riemanniona dello spazio atlorno ad ogni singolo punto
¢ la stessa in qualungue orientazione, essa mon varia nemmeno da punto
punto, cioé lo spazio é a curvalura assolutamente costante.

Alla dimostrazione data da Scuuwr (l. ¢) che procede in parte per via
ceometrica utilizzando speciali proprietd delle superficie geodetiche, so-
stituiamo qui una dimostrazione puramente analitica fondata su certe
identita differenziali, per s¢ notevoli, a cui soddisfano i simboli Rieman-
niani a quattro indiei.

Per stabilire queste identitd prendasi il valore effettivo di un simbolo
di Riemann (§ 38):

(rk, i k) — D [} L] - 2 Ir 71J+ N A, . [, h} [1- lg} B {,@J [h /ﬁk

f }u L S P

e si derivi rispetto ad una qualunque z sia z,, ricordando le formole (I
pag. 82)

3’\,‘ . t

"-:A/::_EAil‘Z ZAlLl

ox B

cosi si ottiene dapprima :

) . 2 [re 22 [rh rh] 9 [tk
ﬂ*m”“*”“‘[A‘@@wj y*2&~[Jm[ J*

axhazl e P
N k] @ [rh] o ri] o [hk hk)l 2 [re
— N, o . _
Z,A;"L« oxl[}\J ﬁA""‘{)\}axblp] %\;”[p.]ax 7)\}

A N A A

Ora trasformiamo i varii termini delle ultime somme triple nel modo
seguente, che indichiamo per esteso per uno di essi p. e pel primo :

SIWAL t% m [ch
/ut (&L

(*) Mathematische Annalen Bd 27.

e 2 fre iy wﬂz 2 [ik] ww,k; )

77777 vkoih)y= ——— | -y Y

3z, U ) a.»,;,l,axlllg} a,,b,a,,[ } ~| [tJ 1 1\,
e
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Siccome si ha

\> A/t[vh} _ :1th

\Z tl KN {l t}
| { Ai. 17 s
% TENC

'%ﬂ

cosi si puo serivere

lt rh
‘9
/(Lt A}IL' \l)}

{L' "ﬁff\ 7;#4 At i }J« .

Modificando nello stesso modo gli altri tre termini delle somme triple
con leggieri combiamenti nelle notazioni degli indici risulta :
rh
N

1
wl

Ora, in questa formola, tenendo fissi i due indici r, k si permutind due
volte cicolarmente 1 tre 4, h, [ e si sommino le tre formole. Si vede che nel
secondo membro si elidono i termini contenenti derivate seconde dei sim-
boli e ponendo insieme i termini che hanno a moltiplicatore il medesimo
simbolo a tre indici di seconda specie, si trova la seguente identita :

o,

v VAT R hEk L1
T sriga -

Lt

‘h/»a

ﬂ-‘?u

_\;UL;Q hk)
| i\ 2z, t

N \‘\kkl‘y A {mH ] yUhIZA Pk”l 1_\1 LLIRN N [rh‘}
i Lt ", At ‘ ‘.‘4*/11

.-“ t\iu . 71L _;‘" d) t‘ll( IN

m)1WhM+ mkw+—4%wv2ﬂ%mm+VY<mm+

+ ‘3‘%} ", h)LZ:kf‘( 1, hl)- 2;:":2‘(” z>+>‘3/”g( 4 i),

che vale per tutti i valori degli indiei
vk, vhl

dei gquali perd i tre ultimi, come i due primi, si prenderanno diversi fra loro,
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che altrimenti ci avrebbe una pura identita formale. (*) Sono- queste le
identita differenziali per i simboli di Riemann che si trattava di stabilire;
esse sono lineari omogenee nei simboli stessi ed hanno per coefficienti i sim-
boli di CrRrISTOFFEL a tre indici di seconda specie.

Ora si osservi che a queste relaziont differenziale (F) soddisfano anche 1
minort stesst di secondo grado del discriminante :

Qi Qpgy, — Qg Ay,

messt al posto del corrispondente simbolo di RIEMANN (rk, ¢h). Tale poprieta
si verifica subito per derivazione effettiva ricordando che si ha (I pag. 82)

ca” i w\’bll 'ﬁ;\\kl'
oz, “Zm D T ) g e

Da queste osservazioni risulta ora facilmente il teorema di ScHUR. Sup-
posto infatti che, attorno ad ogni singolo punto (z,, #,, . . z,), si abbia in
ogni orientazione la stessa curvatura K, questa sard a priori una funzione
di zy, Zs . . ., che dobbiamo provare ridursi ad una costante. E infatti susi-
stono le formole

(7k, ih) = K (@1, oy -« €,) (s Gy — @ bi3,)

ed applicando le identita (F), alle quali soddisfano come si & detto anche i
minori a,; &, — &,, @;;, resta manifestamente

oK
(@, s — 00, 0 z)') 7 + (@1 Oy — @y amh) + (am Qip— i Oy,) e =0,
h

(*) Introducendo secondo le idee fondamentali di CHRISTOrFEL sviluppate
dal Riccr i simboli a cinque indici
(rk, ihl) = — (rk, ih) — Z g“' ¢k, i) — Z ‘l {(rt, il

ANV
— % zltlz (rk, th)y - }tg glth). rk, it)

(derivate prime covarianti dei simboli di Riemann) Pidentita (F') del testo si
geriva semplicemente

(rk,ihl) 4+ (rk,hli) 4+ (rk, lih) = 0.
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Supposti i tre indieci 4, k, I diversi si moltiplichi questa per A, e si
sommi da v = 1 ar = n, e risultera

2z,

Se qui teniamo fissi k, & e diamo a ! tuttii valori da 1 a n, se ne conclude
che sara

altrimenti si annullerebbero tutti i minori della matrice

Apy g o o . @

T4

[ Qi Oy oo By,

indi anche il discriminante a. Dunque: tutte le derwvate della curvatura K si
annullano e K é una costante, c. d. d.

§ 438.

Le tre curvature principali in uno spazio S; (%).

Ritorniamo ora al caso di uno spazio curvo con una forma qualsiasi del
ds?, ma supponiamo n = 3 per studiare pitt da vicino negli spazii S; a tre
dimensioni la distribuzione delle curvature Riemanniane attorno ad un
punto, nelle diverse orientazioni. In questo caso la formola Riemanniana

(*) I risultati che qui esponiamo pel caso n=3 possono considerarsi come gia
implicitamente contenuti nella memoria fondamentale di CRISTOFFEL (1869), ove
¢ riconosciuta Vesistenza di tre invarianti differenziali per un ds% a tre varia-
bili j questi invarianti corrispondono appunto alle tre curvature principali. La
considerazione dei tre massimi (0 minimi) della curvatura appare, per quanto
sembra, la prima volta in una memoria di Sowwvorof: Sur les caractéristiques
des systémes de trois dimensions pubblicata in lingua russa (Kasan 1871); un’ana-
lisi di questo lavoro fu pubblicata dall’ autore nel T. IV del Bulletin des sciences
mathématiques (1873). Successivamente Sceur nei citati lavori (1886) ritorna bre-
vemente sulla legge di variazione delle curvature Riemanniane nelle diverse
orientazioni. 11 nome di curvature principali adottato nel testo venne introdotto
dal Ricei nella memoria : Sui gruppi continui di movimenti Societd dei XL T.
XII 1899). '




442 CAPITOLO XXV. — § 438

(C) per la curvatura (pag. 431) si presta ad una discussione hen semplice,
quando si ricerchino le orientazioni secondo le quali hanno luogo i mas-
simi e minimi delle curvature. [ssendo % = 3, possiamo definire un’ o-

rientazione, un S,, attorno ad un punto semplicemente col dare le tre co-
stanti &, &,, &, della direzione normale a questo S,. Se introduciamo le
coordinate omogenee 7, 15, M, di questo S,

CoED e Do) el g £
e S TR ’_153) O I RO
[)1 ° f"-z . f";g: 2) 2) < 2) ; ! 2 2}
SO C I T -CIN 22 gR)
&' & | &g & 5

avremo cvidentemente

(20)

dre

R ! AN N N
10320 &3 _:Z Ay B % Ay, 1 - }4 A, 1i:
K T 1 .

e la formola (C) dara K come quoziente di due forme quadratiche nelle tre
variabili indipendenti 1), s, 15 Ora le coppie di indici X, v 1 ., T s000 com-
poste, ciascuna, di indici diseguali e se con + indichiamo ii terze indice dopo
X, v, e cosi con s il terzo dopo ., t, invece di supporre come prima k < v,

p << t, converrd qui meglio prendere %, v, medesimamente ., t in guisa

che tanto la permutazione (x, v, #) quanto la (p, c, s) sia una permutazione
ciclica diretta di (1, 2, 3). Cio ¢ lecito evidentemente, poiche nella formola
Riemanniana (C) uno scambio p. e di A con v non altera il termine corri-
spondente. Con questa convenzione avremo

E raa
ii D L2 =" ( ;1) ‘v» = s
gl e -
W Ayz - g Oy = Ars ;
e se poniamo
ab,., = (v, u),
da cui
b, = } (hv, ut) = b,,,
a .
risultera
‘ 1 1 1
= - (23, 2 = (31, 31 = - (12,12
\ by B (23, 23), by u (31?31), by, = (12, 12)
@) 1 1 1
b= 0 (23, 31), by = " (81,12), by = a (12, 23).
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Cosi la formola Riemanniana (C) per la curvatura prendera, nel caso
n = 3, la forma

NG
Hb‘-s M {I-\'

{C) K = —

.3

Rieerchiamo ora le orientazioni per le quali hanno luogo i massimi e mi-
nimi della curvatura K, orientazioni che si diranno principali-e le dire-
zioni normali a queste direziont principali. Indicando per brevita con o la
forma quadratica al numeratore della (C*), con F quella (definita) al de-
nominatore, dovremo cercare i valori delle 7 pei quali si ha

OF 2
C c ¢ P
i, =F 7 (s=1,2,3),

o N
€10

oF 3 Ir

P S
. PP

T valori dell’incognita p sono le radici dell’equazione cubica :

VAL —p by A —pb A —p by

(22) | Ay — pbay Ags —p by Asy — p by i =0,

| A — p bsi Ase —p bse Agy — p by ;

che indicheremo con p,, p,, ps. Queste radici sono sempre tutte tre reali, e

. r 1 1 - . . - s
le loro inverse — , ~, — daranno i valori massimi e minimi della curva-
P1 P2 Ps
tura, ossia le tre curvature principali
1 .1 , 1
K1:—7 hzz", h?,:"-
P1 Do Ps

Se una radice p della (22) ¢ semplice, a questa corrispondera un solo
sistema di valori per il rapporto delle v da calcolarsi colle equazioni

(22%) )}] Aoy —pb)m =0 (G =1,23),

A

e quindi una sola orientazione. Quando invece la radice p sia doppia, ed
annulli quindi tutti i minori del secondo ordine del determinante (22),
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le corrispondenti 7 debbono soddisfare ad una equazione lineare omo-
genea, e le direzioni principali corrispondenti formano un fascio (giac-
¢iono in un S,). Se vi ¢ un sola radice tripla tutte le direzioni sono principali
e la curvatura, attorno a quel punto, € la stessa in tutte le orientazioni.
In generale se p, p’ sono due radici diverse e (M1, s, Ms), (01, 2 M's)
i valori corrispondenti per le 7, dalle note proprieta dell’equazione (seco-
lare) (22) si ha
5
};A,.S 0 =0.
7,8
Indicando con (&, &, &), (8'4, &4, &'5) le costanti delle due direzioni
principali corrispondenti, dalle (20) risulta
jZ: Ars ari ask Ei &’/L = 0,
r,8,1,k

ossia

}“A aik gv' glk = 07
ik

che esprime 1’ ortogonalitd delle due direzioni (¢;), (¢';). Dunque due di-

‘rezions, principali corrispondents a radici distinte della (22) sono sempre fra

loro ortogonali.

§ 439.

Triedro principale in S,.

Per uno spazio eurvo S; le tre radici ps, ps, ps dell’ equazione cubica
(22), relative ad un punto M = (z,, #,, 25), sono in generale distinte, ed
abbiamo conseguentemente per M tre e tre sole direzioni principali for-
manti una terna ortogonale, il triedro formato da questa terna si dira il
triedro principale relativo al punto M.

Se avviene che una radice dell’ equazione cubica, sia doppia (p, = p,),
e I'altra p, semplice, a quest’ultima corrisponde una direzione principale,
perfettamente determinata, mentre qualunque altra direzione normale a
questa pud riguardarsi come una direzione principale corrispondente alla
radice doppia. In tal caso si pud assumere come triedro principale di M
quello formato dalla direzione corrispondente a p, e da un’ altra coppia
qualunque di direzioni ortogonali a questa e fra di loro.
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Pud darsi in fine il caso ulteriore che I’equazione cubica abbia un’u-
nica radice (tripla) ed allora qualunque triedro trirettangolo col vertice
in M ¢ da riguardarsi come.triedro principale. Se questo avviene per tutti
ipunti dello spazio, siamo nel caso del teorema di Scuur, elo spazio S;
¢ a curvatura costante.

Colla nozione del triedro principale possiamo porre la formola (C*) per
la curvatura sotto una forma notevole affatto analoga a quella d’EviEro
per le curvature delle sezioni normali di una superficie nello spazio ordinario
(§ 75). Per cid, fissato un punto M, = (2¢) dello spazio, assumiamo le
linee coordinate (z,), (#.), (z;) in guisa che escano da M, secondo le tre
direzioni principali, ¢i0 che & possibile in infiniti modi.

Avremo allora

Uy = (15 = gy = 0, per z, = &

e di pilt disponendo dei parametri z,, ., £;, possiamo rendere
Uy = (gy = O35 = 1, per z, = 2.
Cosi le costanti di direzione &, &,, & pel punto M, coincideranno co-
gli ordinarii coseni di direzione e sard per le (20)

MuiMet s = &t &t &y
Siccome le direzioni delle linee coordinate in M, sono quelle principali,
dovranno essere soddisfatte le (22%), nelle quali si ponga successivamente

(01 N3y 0s) = (1,0, 0) pér p=~0m

(15 N2 7)3) = (0,1, 0) per p = p,

(1> N2> Ms) = (0,0, 1) per p = p,
onde segue

5; 2 3
Kﬂ;jﬁnwﬁ
geg+&8 7
cioe.
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indicando K,, I{,, K;, le tre curvature principali e &, &, &5 1 coseni de-
gli angoli che la direzione normale alla orientazione considerata forma
colle tre direzioni principali. Come per la formola d’Eviero s’introduce
la conica indicatrice di DuPIN, cosi quil’esame della legge secondo cui va-
ria la curvatura K coll’orientazione puo farsi introducendo la quadrica in-
dicatrice

Ky22 + Ky 2 4 Ky 22 = + 1,

i cui assi si facciano coincidere colle direzioni principali. La legge di varia-
zione della curvatura coll’orientazione & la stessa come quella della inversa
del quadrato del semidiametro della quadrica indicatrice nella direzione
ortogonale.

§ 440.

Congruenze principali. Spazi S, normali.

L nozione di direzioni principali in ogni punto di un S; conduce ad iu-
trodurre quella delle lineec principali di S;, come quelle linee che seguono,
in ogni loro punto, una delle tre direzioni principali. Se con &, &,, &; in-
dichiamo le costanti di una delle tre direzioni principali, saranno &,, &, &,
funzioni note di =, #,, z, e le linee integrali delle equazioni differenziali
simultanee

(/:L;1 dxy,  dz,
& & &

saranno appunto le linee principali corrispondenti. Corrispondentemente
a ciascuna delle tre direzioni principali, avremo una doppia infinitd di lince
principali che riempiono lo spazio e formano una congrucnza @ una eomn-
gruenza principale. Abbiamo cosi trecongruenze principali; per ogni punto
di S; passano tre linee, una per ciascuna congruenza, ed ivi si inerociano
ad angolo retto. Ma in generale non avviene che colle linee delle tre con-
gruenze principali si costituisca un sistema triplo di superficie ovlogonali,
poich¢ in generale una congruenza principale non ammette superficie or-
togonali, non & una congruenza normale.

Se colle tre congruenze principali si pud costituire un sistema triplo di
superficie ortogonali diremo che lo spazio S; ¢ normale. Ta ricerca degli
spazi curvi S; normali si lega con un’altra importante nozione, introdotta
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dal Darsoux nella geometria infinitesimale dell’ordinario spazio euclideo:
quella dei sistemi tripli coniugati di superficie, (*) nel modo che ora an-
diamo a dire.

Supposto che lo spazio S; sia normale, prendiamo a superficie coordi-
nate u, = costte, u, = costte, u, = costte quelle del sistema triplo ortogo-
nale costituito dalle congruenze principali, ed avremo

(24) dst = M du? + W2 dud + HE dug,

e siccome Ic linee coordinate (u,), (u.), (us) sono principali si avra (§ 439)
25) Ky = by, = l (23, 23), Ky = by = (31, 31), Ky = by = l (12, 12)

e inoltre by, = by, = by = 0, cio@
(25%) (23, 31) = (31, 12) = (12, 23) = 0.

Se per i simboli di RiemanN poniamo i valori calcolati per la forma
ortogonale (24), secondo le (16) pag. 433 le (26*) danno come condizioni
a cui debbono soddisfare H,, H,, H; le fre seguenti :

o, 1 oH, 9, ;1 9H, oH,

U, duy  Hoduws Qu, | Hydus dus

©6) \ eH, 1 09H, °H, 13H, 3H,
1 Qusduy,  Hyduy  dus | H,dwuy dus

o*H; 1 oH, 9H, 1 9H. 9H,
Quydus  H, 0w, dwu, | Hodu, Qus’

Soddisfatte queste, lo spazio (24) ¢ uno spazio normale, e dalle (2b)
si ealeolano le sue fre curvature principali ;

T S M <1 [ 1 OH.eH,
\ T UUH, H dwus Had ! T du,\H, 2 u )i COHEHLH, 0 4,0 u,

@7 - ‘_1___573”(1_ aZ_[_L) ? <_]_8H3), 1 9H,3H,
T UH, H 0w, Hydu,) | du\H, 9w\ HEH,H,d 1,0 u,

K RE (N_1__9_H2.Jr b (1 ai_!),‘ 1 OH,H,
R mwlow om0 w) — WEE 0w T

(*) Darnoux. Théorie surfaces IVsme Partie n. 1047 a 1052 Syotéme ortko-
gonaux Liore III Chap.TII (2.sme Edizione 1910).
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Le condizioni (26) che assicurano la normalitd dello spazio (24) sono
suscettibili di una seconda interpretazione. Essendo 0 una. funzione inco-
enita delle tre variabili u,, u,, us, si consideri il sistema simultaneo per 6.

%6 dlg H\26 | 2log H, 26

Saulauz_ Qu, duy | duy Qus

0 3lg H,36  dlogH, 96

@ | = st e dus

’Sugaug— dus duy | du,
%0  dlgH, o0 +along96‘

)
Qusduy + Uy U Qus  Quy

3

Se si forma dalle (G), nei tre modi possibili, la derivata terza mista
5&21%2?&34_3 eliminando colle (G) stesse le derivate seconde, si vede che a
causa delle (26), le tre espressioni sono identiche. 1l sistema (G) & dunque
completamente integrabile e ammette una soluzione generale 6 dvpendente
da tre funzioni arbitrarie, una di ciascuna variabile u,, u,, us; precisamente
scelto un sistema iniziale di valori per u,, u,, u; diciamo (0, 0, 0), si pos-
sono dare ad arbitrio le funzioni

0 (41, 0,0) = o (1), 0(0, u 0) = © (us)
6 (0, 0, us) = O (us)
e ne resta individuata la soluzione 6. Cio posto, si considerino tre so-
zioni indipendenti del sistema (G) siano z = y, #, e si interpretino z, y, 2
come cordinate cartesiane di un punto dello spazio : le formole
T = (U, Us, Us)y, Y = Y (U, Us, Us)y 2 = 2 (U, Us, Us)

danno allora lo spazio riferito ad un sistema {riplo coniugato (uy, Uz, Us)
di superficie .
%y, = costte, u, = costte, u, = costte,

cio¢ tale che le superficie di ciascuna serie sono tagliate in un sistema co-
niugato da quelle delle altre due. E infatti, a causa delle (G), sihap. e

A Fy e

iaulaf@’ QU dUs ~ UL O Uy

- o oy %z 1,
u, ’ du, Qu,y ’

\ dx RE) oz

I R T
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quindi sulle superficie u; = costte il sistema (u,, u,) ¢ un sistema coniugato
di linee, ece.

Cosi ad ogni spazio curvo normale S; corrispondono infiniti sistemi
tripli coniugati dello spazio euclideo. It I'inversa & pur vera, come facil-
mente si prova. (*)

§ 441.

Le ipersuperficie negli spazi curvi.

Ritorniamo ora agli spazl di un numero qualunque di dimensioni per
occuparci delle vpersuperficie in essi contenute ¢ dare per esse le formole
da considerarsi come le analoghe a quelle stabilite al Cap. IV per le ordi-
narie superficie dello spazio euclideo a tre dimensioni.

Cangieremo alquanto, per comoditd di scrittura, le notazioni: chiame-
remo # + 1 il numero delle dimensioni dello spazio S,,,, le coordinate cor-
renti di un cui punto saranno indicate con

x(b L1y oo o &y

e la metrica dell’S,,, sard determinata al solito dall’ espressione del suo

-ds?, che seriveremo
9

(28) it = S a,, do, dr,.
ik

Consideriamo in S, ,, un’ipersuperficie V,, definita parametricamente
dalle equazioni

z; =, (Ugy Ugy - - - U,)T =0, 1,2,...m)

e sia il suo ds® subordinato a S,
1..m

(29) dst = Y, by, duy du, .
At

di guisa che si avra

(*) V. DarBoux lc e i §§ 1, 2 della memoria dell’ autore nel T.o 23 Serie
32 degli Annali di matematica.

29
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(30) b — 8 gy 05 O

&
i,k au,, Uy,

*)

Consideriamo le ipersuperfieie parallele geodeticamente alla V, (§432)
e sia u, 'arco delle geodetiche ortogonali, contato a partire dalla V.

1’ elemento lineare di S,., in coordinate wu,,u, ...u, assumerd la
+ b
forma geodetica
(31) ds® = du;, |- }_: Cow o, dity,
%
dove le ¢;, sono. funzioni di w,, %,, s, . . . %,, che per u, = 0 si riducono
’ b I "

rispettivamente alle b, .

Per una funzione qualunque ¢ (u,, %, ... u,), adottando la notazione

b= (0, uy, Ugy . .. U,),
avremo dunque

bil: = CH;,-

Per ottenere le formole fondamentali in vista basta considerare, insieme
alla V,, la ipersuperficie parallela infinitamente vicina u, = &, con = co-
stante infinitesima che riguarderemo come del primo ordine. Calcoliamo
la, variazione del ds®:d ds? nel passaggio dalla V, all’infinitamente vicina
Uy = ¢, e trascurando le potenze superiori di = avremo

(32) 0 ds® = — 2z ‘:i Q. du, du, ,

ik

dove si & posto

(33) Q, - | ("’ “”").

2\ 9 u,

Allora noi chiameremo prima e seconda forma fondamentale dell’ipersu-
perficie V, rispettivamente le due forme differenziali quadratiche :

}_“ b duy duy , Q4 du,; du, .

i,k

Esse corrispondono appunto alle due forme differenziali introdotte
al Cap. IV per le ordinarie supetficie (1 pag. 166).

(*) Qui ed in. seguito adoperiamo due diversi simboli sommatorii S e Y ; nel
primo gli indici variabili prendono tutti i valori da o a ., nel secondo da 1 a s,
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Se in un punto di V, consideriamo la direzione normale e indichiamo
con X, X4, ... X, le rispettive costanti di direzione, avremo

e per cid le formole

\Sen ST X=0 (=12...m
c¢Uu,

ik U,

[Sa, X, X, =1

\ ik

(34)

Appena date le equazioni parametriche della V,, le prime equazioni,
lineari omogenee in X,, X,, ... X,, ne fissano i rapporti e la seconda
delle (34) determina (a meno del segno) il fattore di proporzionalita.

§ 442,

La generalizzazione delle equazioni di Gauss e di Codazzi.

Cid premesso, noi andiamo ora a stabilire le relazioni che passano fra
i coefficienti b,,, Q;, delle due forme fondamentali della ipersuperficie
V.. (ele altre quantita introdotte). Per questo applicheremo semplicemente
alle due forme differenziali equivalenti (28), (31) le formole generali di
CnristorreL al Cap. 1l

Indicando coll’apposizione di indici a, b, ¢ i simboli di CHRISTOFFEL,
costruiti per le rispettive forme differenziali (28), (29), (81), partiamo
dalle formole fondamentali (I pag. 81)

% x, Vrsp 0w, \ik{ dw, 0w, \v=0,L2 ...n
S o — S =]
/.','i{v ‘a auraus '7’,8:],2,.. .

@ s T i s

nelle quali facciamo wu, = 0, ponendo da s¢ i termini corrispondenti
al’indice zero. Ora si osservi che se ¢, k, I sono tre indici presi nella serie
1,2,...n si ha:

[k ok ik 20
K R e

VBl iR
- il

®

Loy, —rid,> loys
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e dalle (a) avremo le formole

K :\wsrs oz, SNtk Qu,da, v =0,1,2,...m
()au aw 11V, u +S““ ,b/!v\(,augt17q.7105..',,.b
y oX, QO o, yik) 9,
(n Uy '——% B}"‘Q"SSW o ?/lv\,,au Xi

le quali sono da riguardarsi come la generalizzazione delle formole fonda-
mentali al § 65 (I pag. 169).
Facciamo ora la medesima sostituzione nelle formole (11!) del Cap.
1T (1, pag. 91)
3 . 0, a z; o ,

(a8, B1). —-TS“y (rk, zh) S, s Sup ou,

b

ove supporremo o, 8, 7 diversi da zero.
Ricordiamo che il valore effettivo del simbolo (23, By), di RIEMANN &

dato da (I pag. 92).
o o 1] B0 o] [43] |
. dug [ 3 L a ;%,(” " )‘ml[ ZL_ 77nL]_ AN

e d’altronde avendosi

0

(03,80 = 5 |°F

0

Co=1,Cp, =0, per ¢ £0,

possiamo anche scrivere

anoo=[o] (5]~ [ 5] + s (3] s 3L+
ey 7L

Ed ora dobbiamo distinguere secondo che si prende ¢ F 0 ovvero
3 = 0. Nel primo caso, servendoci delle formole (b), troviamo le formole

.. 0z, 9z, 0,0
) — — . . I ' O Ln
(IlI) S.aﬁ 957 Q ay Sa/la (Otb {3 ),, 781 ) (7 ] . 0 h)n aua auﬁ a’l/b au,; ,

le quali valgono per tutti i valori degli indici =, 3, v,  da 1 an, e sono ma-
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nifestamente da riguardarsi come la generalizzazione dell’equazione di
Gauss

DD" — D*

— =K

EG—F
del caso m = 2 per le ordinarie superficie.

Quando poi si assuma 5 = 0, la medesima sostituzione porta alle e-

quazioni seguenti

Q ~r Q) ( -
(1V) 3Qaf  3Qay \'atﬁg o, Si#lg

. ux dz,dx,
o r',%,i,h <Ir k7 v h)“ 9 'c)u,:{ auyi ko

e queste, alla loro volta, sono le formole di Copazz1 generalizzate.

~Per altro, nel caso generale di uno spazio curvo qualunque S,,, le for-
mole (III), e (IV), 'che diremo equazioni di Gauss di Copazzi, contengono
oltre i coefficienti b,.., <, . delle due forme fondamentali della’V,, eloro deri-
vate, anche le derivate prime delle funzioni incognite z delle . Ma vi & un
caso assai notevole iu cui queste ultime derivate prime spariscono dalle for-
mole (I11) ¢ (1V), le quali si riducono allora completamente analoghe alle
equazioni ordinarie di Gauss e di Covazar. I” questo +l caso che lo spazio am-
biente S, abbia curvatura Riemanniana coslante K, del reslo qualungue.

I& infatti abbiamo allora

(Irlt.? 7;h){( = KO'(“;"L' alnl\' — ai/:,)’

e per cio
duw, dux, &y dx,duw,; da,dx,
S (ki) 5 ,,w,,:;v e Ko X B 5 S
rlerish dup U, OUs i ug dug T opp " du, us
dx, dw, dx, 0%
—Su,,, z 'XS(&Mf—#—P*%,
U, au,, il auﬁ au5 )

quindi per le (30)

S (rk, ih) dz.0 x, amhaw,

= bos b5 — by, b
ke, i,k “3 auﬁ au aua KO( ap Uys oy /3())
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E similmente si trova

f\ i Es (, e
S ki), STCCx o K M, S o 5 X -
'1',/x',i,l!( ) a Uy, »LL/J au,, £ u’ L I:k.l.' Itk C ) PA)
2,
—boy Suy, :— X, : =
i,k cUg

annullandosi per la (34) le -.due somme nel secondo membro. Abbiamo
quindi il risultato :

Se lo spazio ambiente S, ., ha curvatura costante K,, le equazions di
Gauss e Copazzi dwventano rispettivamente :

(T1T%) Qup Lo — Ry Qs = (93, BY)s— Ko(bus by ey bps)

. 5 <o 7 0.B,7,6=1,2...
8820{@ 8‘520.( i V\aﬂ Q, \\O'“(f 0Bl =0, ) B,
’LL,, Ou[)’ m' t ‘7, 7)’ t [

(1v*)

E molto notevole che in auesto caso le relazioni (I11%*), (1V*) fra i coef-
ficienti delle due forme fondamentali esprimono le condizioni necessarie
e sufficienti affinché esista una corrispondente ipersuperficie V,. Che siano
necessarie si ¢ visto, e la sufficienza risulta da cio che, supposte soddi-
sfatte le (I11*), (IV*), le equazioni fondamentali (I), (11), alle quali si ag-
greghino le (34) formano un sistema ¢llimitatamente integrabile nelle (n-1)
(n + 2) funzioni inecognite

2

. o
r ;
z; , )\., ,

Qb

Le (I11%*), (IV*), danno infatti, pel modo stesso come furono dedotte,
le condizioni d’integrabilita del sistema. Un’altra verifiea di tale impor-
tante proprietd risulterd in apposito Capitolo (Cap. XXVII).

Ritornando ancora al caso generale, importa osservare le formole che,
data |’ ipersuperficie V,, permettono di calcolare i coeflicienti Q.. della
sua seconda forma fondamentale. Per ¢id moltiplichiamo le (I) per a,,
X, ¢ sommiamo rispetto a p, v da o a n; otterremo

, ¥, vkl duw; duw,
(V) Quy o 8 o Xy 5| 8 X,
oy QU QU gy || Qu, QU

formole ehe raggiungono lo scopo prefisso. Avendo riguardo alle (34), si

S
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puo dar loro anche la forma equivalente

dr, O X Few.
(V¥) Q = S, TSR g {
INNT

a1 du, Quy

§ 443.

Le curve nello spazio S,i.

Consideriamo nello spazio S,,, una curva qualunque C, di cui siano

2o =2(01), 2, =2, (t),...2, =2z,

le equazioni parametriche, il parametro ¢ indicando l'arco di C misurato
a partire da un suo punto iniziale M,. Dobbiamo per prima cosa definire
un elemento geometrico che si dird la curvatura o flessione della curva C
e misurera la rapidita di deviazione della curva dalla geodetica. Per que-
sto procederemo con Voss (*) nel modo seguente. Se M, & il punto di C
di cui si tratta, tiriamo ivi la geodetica tangente ¢ e sull’una e sul-
Paltra curva stacchiamo, a partire da M, == (2) due archi infinitesimi,
di eguale lunghezza ¢ e sia M == (z,) 'estremo di detto arco sopra C, ed
M == (7,) quello sulla geodetica g. Indicando con d la distanza fra M, M
dimostreremo che il rapporto
24

o

al tendere di [ a zero, ha (in generale) un limite determinato e finito, Que-

| i (J d
— = im |
g =0\ 1?2 )

¢ chiameremo la curvatura o flessione della curva Cin M, (**).
Per calcolare questo limite sviluppiamo z,, ¥; per potenza di ! tra-

sto indicheremo con

(*) Mathm. Annalen Bd. 16,

(**) Si ricordi che per le curve dell’ordinario spazio euclideo S, la flessione
pud appunto definirsi in questo modo (I pag. ) e nel caso di una moltipli-
citd a due dimensioni il concetto corrisponde a quello di curvatura geode-
tica.
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scurando quelle superiori alla seconda ; avremo per la curva C

) dzy T (x|
i = '+‘t<dt)0 "3 (dt?))

e per la geodetica ¢, a causa delle equaioni differenziali (B*) pag. 421 :

N E (W (day, (lJu .
""“H(dt) 2;8,410\,,((11) (u)]

e quindi per le differenze », — ;.

B t (d? z, (A 1 (d:l; dl,f E L
1——§;—dt2 —I—i,:SAj ‘_ﬁt><) (\_th)u\ t

Trascurando le potenze di ¢ superiori alla seconda, abbiamo

K|

r; —

d=y§if@}%55@wvay

— - 1 .
e di qui pel limite cercato — troviamo

p
or 1 Az s (/:c, diy d*u, . \)\p; doy d,
(35 “S““ aE TS, aat| Lae TRk, d d

formola che da I'espressione cercata per la fHessione.

= . .. AN . . ;
K da osservarsi che la forma definita *, a,, &, &, si annulla solo pe
ik

valori tuttinulli delle &, e per ¢id dalla (3b) segue: soltanto per le geodetich
dello spazio risulta nulle lo flessione. Senza trattenerci qui a proseguire tutt
le analogie e generalizzazioni che spontaneamente si offrono dall’ordinari:
teoria delle curve (Cap. I), ci bastera fissare lanozione dinormaleprincipale
Le formole precedenti dimostrano che I’elemento lineare M M, al conver
gere di M, M verso M, (di ¢ a zero), converge verso una direzione limite
uscente da M,, colle costanti di direzione
EiZ jhi

_ /

di; du,,

, At dt

A questa direzione (§;) daremo il nome di normale principale in M, all:

N

curva C. E manifesto geometricamente che essa & normale alla curva C it

.
1
]

LE CURVE NELLO SPAZIO S,
M,, e questo si conferma subito an aliticamente osservando che si ha

dx,

Ty,
dt

S yp gb
et

Quella superficie geodetica, relativa al punto M,, che ¢ individuata
dal contenere le direzioni della tangente e dellanormale principale alla curva
puo dirsi la superficie geodetica osculatrice in M,. Facilmente si vedrebbe
che essa ¢ il limite di una superficie geodetica variabile che passa per la
geodetica tangente in M, e per un punto M di C prossimo a M, quando
M si faccia tendere a M,. La normale principale ¢ adunque quella normale
di C che tocca la superficie geodetica osculatrice.

§ 444,

Le curvature delle linee tracciate in un’ipersuperficie.

Consideriamo in S,,, un’ipersuperficic V,, definita dalle solite formole
(§ 441) ed una curva arbitraria C tracciata su V,. Hssendo M, un punto
qualunque di €, avremo ivi da congiderare questi clementi geometriei

T ... . .
10) la curvatura (assoluta) -~ di C vispetto allo spazio ambiente S, ,,
p

20) la curvatura relativa di C rispetto all’ ipersuperficie V,, o spazio
subordinato, nella quale ¢ immersa ; questa curvatura relativa si indichera
con ; e si dird anche (per la ragione che si vedra in appresso) la curvalura

y
geodetica di C rispetto alla V,.

30) la normale principale (assoluta) di C rispétto a 5,,,, le eui costanti
di direzione, si indicheranno, come sopra, con &.

40) la normale principale relativa di C rispetto a V,, le cui costanti di
direzione saranno indicate con £, .

Introdotte queste denominazioni e notazioni, osserviamo che, essendo
lungo C le # funzioni delle u, e queste funzioni dell’arco {, avremo

du, 3w du, @z, Pz, dw.du, 2 wy &y
at Hou, dt A mu.du, di di du, At
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A2 p .
Sostituendo in quest’ nltima per );» f?( i valori (I) pag. 81, si ot-
tiene: o
A, o dag duy v N du, du,
Qe T e o Y 5.
(@) at g, dtodt X’,"f; odtodit |

w

Lo [ N gk s d
Tu, |0 Tl At odt)”

2

11 primo membro di questa equivale, per le (36), a % , € per le for-
mole stesse, la quantitd fra parentesi nel secondo membro, sotto la se-

conda somma eguaglia 2—’ , indicando con 7, le costanti di direzione, nello

Y

spazio subordinato V,,, della normale principale (relativa) di C', onde segue

N 0 [dPu, N Z el du, du, 51

Fu, [de T AN, Al At p, )

e la formola (a) si serive finalmente :

& v vq dwodu, 2
37 DR

Applichiamo queste formole generali al caso in cui la linca C sia una

. . T | A 1
geodetica di V,, quindi - =0, e indicando con R la curvatura asso-
p,’/

luta di questa geodetica di V,, dalla (37) avremo

‘o o, du
o RX, Y T
: ‘X’z‘-'.".i odlodl

e siccome le &, e le X,, come costanti di (una medesima) direzione coinei-
dono, ovvero sono eguali e disegno contrario, attribuendo ora ad R non
solo un valore assoluto ma anche un segno. potremo fare

. du, du,
RY @ "2 22
= Al dl ’

ed avremo la formola importante

1 2 Q.. du,. du,
(37*) ol s

R N0, du, du,

7,8
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Di qui intanto deduciamo il teorema :

Una linea geodetica di un’ipersuperficie NV, é caratterizeata dall’ avere,
in ognt suo punto, la direzione della normale principale (assolula) covncidente
con quella normale all’vpersuperficie.

La (37*) ci da poi la curvatura (assoluta) di quella geodetica g di
V, che esce dal punto considerato nella direzione assegnata dagli incre-
menti du,. .

Ottenuta la (37%), la generale (37) si scrive

(m é . X’, 4 5,7

p R

’

dove %{ indica la curvatura della geodetica ¢ di V, tangente in M, alla eurva

C. Evidentemente le due direzioni (X,) (§;) sono fra loro ortogonali, e le
formole precedenti dimostrano che la direzione della normale principale
assoluta (&,) giace nell’S, individuato dalle due precedenti, cioe.

Per ogni curva C tracciata sopra un’ ipersuperficie V,, le dirézioni della
normale a V,, e delle due mormali principali, assoluta e relativa, di C giac-
ciono 1 un Ss.

Indicando ora con s 1’angolo che la normale principale assoluta (§;)
ta colla normale (X,) dell’ipersuperficie, abbiamo

coso=29Sd,,5 X,
il

e dalle osservazioni superiori si ha anche

sene = Sa,, & &
ih

per ¢io la (8) da luogo alle formole notevoli

1 cos 5
38 o T
(38) R 4
(38%) P} =00

La prima di queste da ’estensione del teorema di MEusNiER (I pag. 191)

al caso di uno spazio curvo di quante si vogliano dimensioni, perche R
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curvatura della geodetica di V, tangente a C, misura altresi la curvatura

di quella sezione normale di V, che si ottiene intersecando V, colla super-

ficie geodetica individuata dalla direzione della tangente C e dello nor-
male a V,,.

. .1 .

Quanto alla (38%), essa ci dimostra come la curvatura relativa — di

Py

C rispetto a V,, corrisponda esattamente all’ordinaria curvatura geodetica
(I §98). '
§ 445.

Curvature principali di un’ipersuperficie.
La formola (37%) pud secriversi

2 Q.

0 s =5
e ,
R b, 01,
7,8
dove 1, 1, . . . 7, indicano le costanti di direzione enlro I’ ipersuperficie

V., della geodetica ¢ considerata ; essa ci da la curvatura della sezione
normale di V, corrispondente alla detta direzione (v,).

Ora andiamo a riccrcare i massimi e minimi di queste curvature e le di-
rezioni secondo cui hanno luogo, cio che condurra alla estensione dei ri-
sultati al Cap. 1V. Per ottenere questi massimi e minimi dobbiamo egua-
gliare a zero le derivate rispetto alle 7 del quoziente delle due forme qua-
dratiche nelle 7 che figurano nel secondo membro della (y), di cui quells
al denominatore ¢ definila.

Questo ci da le » equazioni lineari omogenee nelle 1

(39) Y —RL) 7 =0 (2=1,215...n),

" . . . . :
essendo R precisamente la curvatura della geodetica di V,, spiccata nella

direzione (7). L’eliminazione delle v dalle (39) conduce alla equazione di
ben nota forma

by —RQ,y, by — R Q... 0,, —RQy,

(40) b21 - R Sa21 ’ b22 - R 922, LIRS b2n - R 92» _ 0 ,

° . . . . . . . . . . .

bnl _'R gnl 2 bnz - Rgnm © v . bvm - R San,n
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che prende il nome di equazione secolare. Essa ha le n radiei
Ry, Ry ..o R,
tutte reali e diverse da zero perche | b, | + 0, (*) e le loro inverse

11 1

R,”Ry’" "R,
danno i massimi e minimi richiesti. Ad una radice semplice R, della (40)
corrisponde una sola direzione, che si dira la direztone principale corri-
spondente della V., e le relative costanti di direzione 7 si indicheranno con

(R A A
esse sono da calcolarsi dalle equazioni
(39%) Y =R Q)M =0(@=1,2,..n)
S

aggiunta 1’altra
0 X 3
X b = 1.
o

Quando la radice R, sia multipla d’ordine #, nel qual caso cssa rende
il determinante
‘ [}rx - Rk Sar.\‘ !

precisamente di caratteristica n — h, le equazioni (39*) saranno sole n—~h
indipendenti ed esisteranno quindi oo "' direzioni principali corrispon-
denti distinte che individuano un S,. Si intende che il caso h > 1 si
presenterd solo eccezionalmente, cioe¢ le »n radici della (40) saranno, in
generale, distinte.

Supposto che le due direzioni principali
CONCH

corrispondano a due radici diverse R,, R, della (40) (semplici o multiple)
si sa che sussiste la relazione

(*) Possono invece una o pit radici diventare infinite ed allora si annul-
lano altrettante delle curvature principali considerate nel seguito del testo.
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Yol =0, (%)
7.8
la quale esprime lortogonalitd di quelle due direzioni.
Dunque per una qualunque ipersuperficie V, abbiamo in ogni punto n
curvature principali
1 1 1

R, R, 7R,
e corrispondentemente n direzioni principali

(s () - ()

che formano un n-edro ortogonale. Se indichiamo ora con oy, oy, . .. a, gli
angoli che una direzione qualunque (7,) forma colle » principali, avremo

N, = €08 oy NP -+ €08 ap, N - . .. - cos a, 7
1=1,2,...n
(cos? oy -+ cos? oy 4 ...+ cos? o, = 1),

e la formola (37%)

1 :
R Qe s

che d3 la curvatura della sezione normale di V,, individuata dalla direzione
(n:), ove si tenga conto delle identita

\ i) ! \ () (k) i
> Q. il = o Mt ) =0 per iEk
I Ri At

(¥) Cio segue subito dalle equazioni

Nr =y

\ k \ k ' 2 N I
}"brs n(.v)zR/: —Qv-x"f](s)7 L[)rx P( f= £, =~ 9, 'ﬂ(r):
s s I

»

onde si deduce
" 1) _{k N 1y _(k 3 1) (K
X by 7](/]‘)7]\3{) = Ry X Qo 7](7')7‘(.: P Ry X Qs 7'[(7‘) 'f]ls‘) s
s s 7,8
e per cio

(1 1 ) v () (1)
o ) Xb.emn Ny =0.
(Rh R r,s K
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diventa
I cos®a, L cos® o, [ . Gus®a,
R R R T R,

Questa & manifestamente I’analoga della formola I’Evrero (§ 73), gene-
ralizzata alle ipersuperficie di spazii curvi qualunque. Per rappresentare
geometricamente la legge di variazione delle curvature delle sezioni normali
della V, potremmo manifestamente servirei di una quadrica indicalrice

" U :
IS I e e e T T ’+'
R "R, !

nell’ordinario spazio euclideo a »n dimensioni.

La nozione di direzioni-principali della V, porta altresi a definire come
linee di curvatura della V,, quelle linee che seguono in ogni loro punto una
delle » direzioni principali. In generale avremo » sistemi di linee di curva-
tura, tali che da ogni punto di V, esce una linea di ciascuno degli » sistemi,
e le equazioni differenziali delle linee di curvatura corrispondenti alla di-
rerezione principale (1}') saranno

d u, du,
Sl BT NE
7 Ui
che per le (39%) possono anche seriversi
. Al E
(40%) Sy — R, Q) du, =0r=1,2,...n.
s .

Come al § 440, anche qui & bene avvertire che in generale non si puo
costituire cogli n sistemi di linee di curvatura della V, un sistema n-uplo di
varietd V,_, ortogonale. Quando una tale distribuzione sia possibile diremo
con DarBoOUX che 'ipersuperficie ha linee di curvatura coordinate, od anche
che & una V,, normale.

§ 446.

Casi particolari 7 =2, 72 = 3.

Fermiamoci a considerare alcuni casi pilt semplici dei risultati gene-
rali ottenuti.




464 CAPITOLO XXV. — §. 446

a) Prendiamo daprima n = 2, cio¢ consideriamo una superficie V, im-
mersa in uno spazio eurvo qualunque a tre dimensioni S;. Alla V, compe-
teranno due ragei principali di curvatura Ry, R, (le inverse delle curva-
ture principali) ; noi daremo il nome di curvatura relativa della superficie
V. al prodotto

1
RR,”

mentre riserberemo il nome di curvatura assolula K di V, a quella che com-
pete al suo ds* misurato nell’S;. (*)

Ora fra la curvatura relativa ¢ I'assoluta K passa una relazione

1
R, R,
semplicissima, che si trae subito dalla formola (I11) di Copazzi (pag. 452)
nel caso n» = 2. Si ha invero

o, 9 Z; O Ly Oy,
IR C R C W LR It 17 e T
R, R2 bn [)22 — bxz bu by - : bn bﬂz — blz

e si osserva che il primo termine del secondo membro & precisamente la cur-
vatura assoluta della V,, e per la formola (C) § 434 che da la curvatura Rie-
manniana in una data orientazione, si vede che indicando con K, la cur-
vatura dello spazio S, nell’orientazione del piano tangente alla V, si ha
appunto :

S (ok,in), S0 300 80 2
e T Q@ ey Qs
K, = LA h 1 ¢ TV
bu l)zz — /)l§ ’
onde risulta
1
=K —K,.
R, R, ¢

Si ha dunque il teorema : La curvatura relative in un punto di una su-
perficie Vs, entro uno spazio curvo S; a tre dimensioni, eguaglia lo diffe-
renza fra lo sua curvatura assoluta e la curvatura Riemanniana dello spazio
nell’orientazione che ha la V, in quel punio.

(*¥) Alcuni autori usano senz’altro il nome di curvatura per un’ipersuperficie
Vadi S,q41 peril prodotto delle n curvature principali RR,.. . Ry Sembrano
. 9 . iy
preferibili le denominazioni nel testo per non ingenerare confusmni col con-
cetto di curvatura Riemanniana.
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b) Prendiamo ora n = 3, e supponiamo di pit che lo spazio ambiente
S, sia a curvatura Riemanniana costante K, Per una qualunque ipersuperfi-
ficie V; di questo spazio'abbiamo da considerare, in ogni punto M, le tre
direzioni delle linee di curvatura e i tre raggi principali di curvatura
Ry, R, Ry Daltra parte la Vs, come spazio curvo a tre dimensioni, pos-
siede (§ 438) le tre direzioni principali rispetto alle curvature Riemanniane
nelle diverse orientazioni e le tre curvature Riemanniane principali K;,
K,, K;. Fra questi elementi sussistono delle relazioni ben semplici che tro-
viamo come segue. Nel punto in considerazione della V, possiamo rendere
simultaneamente

biy = by = b33 =1
by =9, =0 per &% k(*)),

e sard quindi
i 1 1

7933:§3'

Sostituendo nelle formole (ITT*) di Copazz1, si ottiene

1 1
(23 23)0 - - + Ko, (3] 31)1; == R R

(23, 31) = (31, 12) = (12, 23) =

+ Ko, (12, 12), = + Ko

b
R R,

Le tre ultime dimostrano (§ 438) che le linee coordinate (u,), (us), (%s)
hanno nel punto precisamente le direzioni principali di Vs, come spazio a
tre dimensioni ; e le tre prime danno per le curvature Riemanniane prin-
cipali le formole

K= g+ Ko K= g + Ko, K= o + Ko

Si ha dunque il teorema: Le tre direzioni principali di ogni spazio curvo
V., a tre dimensiont, immerso in uno spazio S, ¢ quatiro dimensions di cur-
vatura costanle Ko, cotncidono colle direziont delle linee dv curvatura (di V,
rispetto a S,), e le tre curvature Riemanniane principeli K,, K, K; dello
spazio Sg hanno coi raggl principali di curvatura R,, Re, Rs le semplici re-
lazioni :

(*) Basta per cio scegliere le linee coordinate in V, per modo che abbiano
nel punto le direzioni delle linee di curvatura e fissare convenientemente i
parametri.

30
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1 1 1
I<1 —_ K,, = m 3 K2 -_ Kg = ﬁ;vﬁ; 3 I{g - K() == E‘E; .

Si osservi che di gui risulta
: , : : . 1
(Ky — Kp) (K, — Ko) (K5 — K,) = ROR R
e il prodotto considerato ¢ quindi certamente positivo (o nullo) : In par-
ticolare si vede che : '

In uno spazio o quattro dimensioni di curvatura costante K, non esiste
aleuno spazio a tre dimensioni di cuirvalura costante K minore della curva-
tura K, dello spazio ambiente.

Cosi lo spazio S, euclideo (K, = 0) non contiene alcun spazio pseudo-
sferico a tre dimensioni (di curvatura costante negativa). Similmente non
esistono nell’S, euclideo spazii subordinati V, a tre dimensioni le cui cur-
vature Riemanniane principali siano tutte tre negative, ovvero due
positive ed una negativa.

In fine osserviamo che le ipersuperficie V; dell’S, a curvatura costante
con limee di curvatura coordinate non sono altro che gli spazii normali S,
(§ 440) immersi in questo S,.

§ 447.

Spazi in rappresentazione conforme Teorema di Liouville.

Ritornando al caso generale di un’ipersuperficie V,, immersa in uno
spazio qualunque S,,, ad # -+ 1 dimensioni, consideriamo un secondo
- spazio §', ., che corrisponda punto per punto al primo. in guisa che gli
angoli siano conservati, ciod vi sia rappresenlazione conforme dell’uno sul-
Paltro. Mantenendo tutte le altre notazioni e indicando con

ds® =8 o', dz; dr,

ik

il ds? di §',,,, perché abbia luogo rappresentazione conforme dovrémo
avere manifestamente proporzionalitd fra i coefficienti «',, a,,, seriviamo
adunque,

a i = U2 a;,.
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AlPipersuperficie V,, di S,,, coll’elemento lineare

ds? = ; Vb;,,t duy du,
it

corrispondera in §’,,, un’ipersuperficie V', coll’elemento lineare

ds'® = U2 Y, by, duy du, .
ip
Indicando con accenti le quantitd relative alla V’,, avremo intanto
0 =02y, Xp=

Ora pei simboli lz k} di CurisTOFFEL per la forma % a'y, dz; dz, tro-
1

a'

viamo subito

ik w2 [k o AU U o
L“‘L' - [ L + U (LIC,u + Qi 3~ 3z wiké—:?’: R

e se adoperiamo le formole (V) pag. 454 per costruire i coefficienti @',
della seconda forma fondamentale di V’,, avremo dapprima

v U U 3 U\duz; dm,
Y 4o S DA it
Q. =Ue. + 8 ("""‘a:c,- b, g )au . X
Ma si ha, per le (30), (34)
dx,; Omy oz,
g A = b, — =
St guzu, o Sty Xu=0
S Qiw ng XH 0,
Lyt ”
e resta quindi
Q. =UQ b..S X o u
re == Ul =008 X

Possiamo porre quest’ultima formola sotto una forma pil espressiva,
ricordando che le costanti di direzione X, della normale a V, non sono
altro che le derivate

oz,

uw

" a ut)
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delle z, nel senso normale all’ipersuperficie (§ {41), onde abbiamo

oU

] QO =TUQ  —p S
(41) @ = UL, —b. 5.

Dopo cid le equazioni differenziali (40*) pag. 463 delle linee di curvatura
della V’,, serivendosi
M@, —RQ Ndu, =0 (r=1,2,...n)

diventano

S /b, Q.. b., dlogU
2 (R’ U U dw > du, =0,

s

e si deducono dalle corrispondenti

b
}j( . sz,a\.) du, = 0

per la V, semplicemente ponendo
(42) oo Y

Abbiamo dunque il teorema generale: »
Se fra due spazii qualunqgue, di quante si vogliano dimensions, vi ha rap-
presentazione, conforme, sopra due vpersuperficie corrispondenti si corris-
1

R é , SONO

légate dalla relazione lineare (42), 1 cui coefficienti dipendono unicamente
dal modulo U della rappresentazione (*) e dalle sua dertvata normale.
11 teorema precedente puo applicarsi in particolare aglispazii euclidei
(a curvatura nulla). In questo caso ¢ facile risolvere la questione di trovare
tutte le possibili rappresentazioni dello spazio euclideo a n dimensioni so-
pra sé stesso ; il gruppo delle rappresentazioni conformi dello spazio eucli-
deo S,, appena n > 2, & infatti, come ora vedremo, un gruppo finito cioeé
(n+1) (n +2
2

spondono sempre le linee di curvalura e le curvature primcipaly

con un numero finito ( )> di parametri (**).

(*) Diciamo modulo U della rappresentazione il coefficiente di dilatazione

Z—Z = U (rapporto di due elementi lineari corrispondenti).
(¥*) Per n =2 il gruppo & infinito e dipende da una funzione arbitraria di

variabile complessa.
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Prendiamo il ds? dello spazio S, euclideo sotto la forma normale
ds? = do} - dad - ... - dad.

volendolo rappresentare in modo conforme sopra st stesso, dovremo
porre
dz? -+ daz 4 ... + d=z?

ds? Ue

e determinare U in guisa che il ds sia nuovamente a curvatura Rieman-
niana nulla. Tl problema & gid stato risoluto al § 435, e la funzione U, ap-
pena n > 2, ha necessariamente la forma

U=a@+ad+...+2)+2%b a3 +C,

dove le costanti, per la (19) pag. 434. sono legate dalla relazione
aC=X0b.

Se ¢ = 0 anche tutte le b, sono zero e si puo fare, applicando un’omo-
tetia, U = 1, nel qual caso la rappresentazione conforme & semplicemente
un movimento, e per C qualunque una similitudine. Se ¢ F 0 scriviamo

U =a }: (,r/. - _bj‘ )2

a .

L . b, . . .
e, cangiando z, in z; — z (applicando una traslazione), non cangiamo la

generalita ponendo
U=a(+ 2+ ..+ z)
Uodadpdat 4o 4 da?

([5" e g— e - e e T
(s A Al

A meno di movimenti, questa trasformazione si ottiene coll’inversione
per raggi vettori reciproci

w/ . ,xf
N 2 .
a}_ 5

A

Ne concludiamo quindi il teorema, dimostrato da LrouviLie pel caso
n=3:
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Le piu generali trasformaziont conformi dello spazio euclideo di n > 2
dimensioni in sé stesso si ollengono combinendo le inversiont per ragygi
vettors reciproci cot moviments e colle svmelituding.

Queste .trasformazioni formano un gruppo continuo con un numero
di parametri dato da

N

_(+1) (4 2)
2

come sopra si & asserito. Questo & il gruppo conforme dello spazio euclideo.
Ricordiamo poi, dal § 435, che ogni spazio §, a curvatura Riemanniana

N

costante & rappresentabile conformemente sull’euclideo e quindi ammette
un gruppo conforme simile a quello dello spazio euclideo.

§ 448.
Sistemi npli. ortogonali negli spazi curvi S, .
Dato il ds? di uno spazio curvo qualunque S, a n dimensioni
L..n
dst = ¥ a,, dz, de,
1.k

non &, in generale, possibile (appena » > 3) introdurre nuove n varia-
bili s, ¥s, . . . ¥, tali da ridurre il ds? alla forma ortogonale

(43) ds* = Hi dyt + H3 dy; + . . . + H, dy’.
Questo si intende facilmente riflettendo che le % funzioni incognite
Y1, Yo - - - Y. debbono per cid soddisfare alle %—@2:———1-) equazioni a deri-

vate parziali del 1.0 ordine

v @, y)=0 perik,

ed il numero ZL—(nQ—_B di queste equazioni eccede, quando n > 3, il nu-
mero » delle incognite.
La riduzione alla forma ortogonale (43) sard dunque possibile solo in

casi particolari. Ma, supposto che ci0 sia, diremo che le ipersuperficie
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coordinate (y,) (y,) ... (1,) formano in S, un sistema n-uplo di ipersu-
perficie ortogonoli. Ricerchiamo allora quali sono le linee di curvatura
delle ipersuperficie coordinate, p. e delle y, = cost.te. Cerchiamo per cio
quali sono i coefficienti Q,, della seconda forma fondamentale

i

-

Qi dy; dy,

—1

dred

]

per la y, = cost.te. Per quanto si & visto al § 430 (pag. 419) le costanti di
direzione della normale sono semplicemente

X,::;L}j‘,—f,,i:l,fz,...n,
\/Anm
e per ci0 abbiamo
X, =X, = =X,,=0 th-l
LN T QD T e . TE AN b ;u"_H”/’

Caleolando quindi le Q,, dalle (V) pag. 454 (col tener conto delle
mutate notazioni) troviamo subito

Q. = ’; E]I (r,s=1,2,...n—1)
e quindi
(44) Q. = :l[ O}; , Q=0 per 7 s

Hssendo dunque zero tutte le @ con indici diseguali, vediamo che le
linee di curvatura delle y, = cost'® sono appunto le linee coordinate
(1) (%) - . . (y.—). Di qui il teorema :

Se in uno spazio curvo a n dimensions esiste un sistema n-plo di 1persu-
perficie ortogonali, queste si laghano mutuamente lungo le loro linee di eur-
vatura. '

Enunciamo in particolare il teorema pel caso n = 3 sotto la forma :

In ogn' sistema triplo ortogonale di superficie in uno spazio curvo qua-
lungue Sy le superficie di diverso sistema st tagliano (07t()gonalmmte) lungo
linee di curvatura. ’

Questo &, per l'ordinario spazio euclideo, il celebre teorema di Dupin
che completeremo al prossimo paragrafo colla dimostrazione del teore-
ma inverso di DArBoUX.
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Tornando al caso di n qualunque, calcoliamo ancora, dalle formole (44)
perle Q,, i valori dei raggi principali di curvatura per le ipersuperficie
coordinate. ‘Per ¢id introduciamo la notazione seguente : éndichiamo con
5 0 raggio principale di curvatura dell’ ipersuperficie y, == eost.t* lungo
ta linea di curvatura (y,). Il raggio r,, per la y, = cost sara

1 O
| T G
ciog per le (44)
1 1 H
ra H,H, 9y,

In generale abbiamo dunque il risultato :
In un sistema n-uplo ortogonale

dst = Hi dyi + H; dy; + . . . + H dy.,

1 raggl principal di curvatura delle ipersuperficie coordinate sono date dalle

formole
1 1 D Hk

) e = HH 3,

Altre formole pure notevoli si ottengono cercando le flessioni delle

linee coordinate (y,) che indicheremo _con Rl .. Caleoliamo p. e. %2 dalla
formola (35) pag. 4566 che diventa qui
_ 1 e (Py W Ay, dyu\?
(46) R SH(dt%‘LlSﬂUGT t/’
e siccome df = H, dy, , indi
dy;_ _ dzy; .
i =0, EF_O per X Fmn
dyb_ 1 dzyi_____>1 aHn
dt — H, det B dy,’
da cui
g M dyr dyu _ Loywn 1 [nn)

wlildt dt T H iy HH| 6|
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ne risulta
S | dy. "y, o L 9oH, it
SVilar at HOHE gy, POCE
S Wi dy, dy, L 1 9H,

wim\dt dl H oy,

Dunque nella somma a destra della (46) si annulla 'ultimo termine
e resta

s

L. i‘ml 1 (ZI,{,:%>
R o~ HIH\Oy,)

formola che per le (45) si serive

1 1 1 |
R T e
e in generale
1 1
(4‘6*) R T ‘;’;' Ik

dove I’aceento nella somma indica che )\ percorre i valori da 1 a %, con
esclusione dv h = 1.

§ 449.

Caso degli spazi a tre dimensioni.

Applichiamo i teoremi dimostrati al caso degli spazii (curvi) a tre di-
mensioni, ove la ricerca si puo facilmente precisare e completare.

In primo luogo estenderemo a qualunque spazio curvo S, i teoremi sulle
linee di eurvatura che, per lo spazio euclideo, ahbiamo dedotti al § 70 dalle
proprietd delle curve evolute. ‘

Dimostriamo che :

Se in uno spazio curvo S; due superficie si tagliano lungo una linea C che
sia linea di eurvatura per ambedue le superficie, esse si tagliano sotto angolo
costante. Viceversa se due superficie si tagliano sotto angolo costante lungo
wna linea che sia linea di curvatura per una di esse, questa linea sard du
curvatura anche per Ualira.

Riferiamo lo spazio S, ad un tale sistema coordinato (z,, %., «s) che le
due superficie in questione siano p. e le due superficie coordinate z, = 0,
x; == 0, che si tagliano lungo la (x,). Sia
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L.

12

& ]
ds* = a;, d,; dz,,

e
ik
ed esplimiamo in primo luogo che sulla superficie z, = 0 la linea », = 0
¢ linea di curvatura. Per questo calcoliamo i coefficienti Q,,, Q,,, ©,, della
seconda forma fondamentale per la z; = 0. Intanto per le costanti di dire-
zione della normale abbiamo (pag. 419)

Xl = '—j,s, I }&_2 e T X_3 =

\//ASE \/A33

e le formole (V) pag. 464 danno quindi

1 “‘5!
# \/Ass}g‘

Ora l'equazione differehziale delle linee di curvatura sulla 2, = 0 &
data da

(27'3 = 2 [),S X

ya

@11 A2y + Gqp AZ2 ,  G1p ATy + Ggp diy

—0,
Qg dg + QLup dwy Loy dy 4 Qo day

e per cio la hnea 2, == 0 sulla superficie #, = 0 sard di curvatura quando
si abbia

Gyy Oy == @y, Yy pEF 2y = 23 = 0,
ossia

12y 11
(o) a,u«;% au:,‘ =) per z, = zy = 0,

Similmente la condizione perché sulla superficie z, =0 la linea x, =0
sia di curvatura sard (permutando z, con ) :

13 11 .
®) (hyy ; 5 : v-~~a,93 o : =) per x, = & = 0.

D’altra parte 1’angolo O sotto cui si tagliano le dette due superficie
coordinate ¢ dato da (pag. 419)
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e per esprimere che quest’angolo & costante lungo la (z,) basta scrivere che
¢ nulla la derivata di cos Q rapporto a z,, cioe

A '
¢ Au Ay (1\22 ﬁ"“' + Ay

¢ Ass O Ay
2 he B, = E )

Se alle derivate A;, sostituiamo le loro espressioni, secondo le formole
(B) del Vol. 1 pag. 82, troviamo

1t 11 \ 1
A22A33( AZ[:j:_’— A3/’\ ">:A22A232 3:"%\—1_

tel
1t
A As D An (g -
t !

Omettendo i termini che si distruggono, questa si trasforma nell’altra

112

11
A (A Ae— AwAi) oL A (A A — AR ]

.

\11( \13(

+ A33 (A-22 A13 - ‘A23 A12) ’ 2 ‘

+ A3% (Azz Aa3 — 23)

Tenendo conto delle relazioni che legano i minori del secondo ordine
del determinante reciproco (A,,) agli elementi del primitivo, la condizione
perche I’angolo Q sia costante si traduce nella equazione

{12 7 1]( ({13 N

(T) Ay, 1111",\ - u”f3§ 'ﬂli")\

4 Ay

= () pE‘]‘ &y == Xy = ()'

Questa ¢ una combinazione lineare delle (=), (8), con coefficienti A,,, Ay

diversi ambedue da zero (essendo la forma > 2, dz; do, definita); dunque
1l q

il verificarsi di due fra le tre equazioni (a), (B), (v) porta seco 11 verificarsi
della terza, e il teorema ¢ dimostrato.

§ 450.

Sistemi tripli ortogonali in un S..

Facciamo ora una seconda ricerca diretta ad invertire, nel caso n = 3,
il teorema di DupIN (§ 448). Supponiamo di avere in S; due sistemi oo ! di
superficie X, ¥’ che si taglino mutuamente ad angolo retto ¢ domandiamo
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quando accadrd che esista un terzo sistema X" ortogonale ad ambedue, si
da completare un sistema triplo ortogonale. Sappiamo gia che condizione
necessarie (pel teorema di Dupin), & che i due sistemi X, ¥/ si tdglino lungo,
linee di curvatura, ma ora proveremo che tale’condizione & pure sufficiente,
anzi proveremo le due cose insieme dimostrando cosi nuovamente il teo-
rema di Dupin.

Scegliamo per cio a superficie coordinate », = costtc. le superficie X
di uno dei due sistemi, a linee coordinate (x;) le loro trajettorie ortogo-
nali, in fine a linee coordinate (z,) le intersezioni delle ¥ colle X', che
saranno dunque le linee z, = costte. L.’ elemento lineare dello spazio pren-
dera la forma

(47) ds? = ay,; At + 2 aus Az, ATy -+ G99 dXs - gy ds

CON @by = by == 0, perche le linee (x,) sono ortogonali alle superficie
x5 = costte. ’

Supponiamo che sulle superficie z,=cost.te le linee (z,) 0 zy=costtc
siano di curvatura, ci0 che si esprimerd colla (o)

)12( . ‘g,ljl.')
“118%5—@12'?” s

1

ovvero, avendosi qui Ay = Ay =0, Ny = ,
hay

e svolgendo

(%)

Di qui integrando abbiamo
g == gy | (21, Ba)
dove | (z, 2,) non contiene z;. Indicando con i un fattore integrante di

dxl + / (xla '%‘2) dw%
possiamo scrivere

ds? = %1' (N dzy + X f dze)® + (B9 — Gy [2) A2 + Gy da;
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¢ basta introdurre la nuova variabile

Y, = / *(day |- [ dwy)

per avere il ds? ridotto alla forma ortogonale

Ay, s \
ds? = )’2’ Ay | (s~ gy [2) A0} + gy dh
N

senza avere cambiato le superficie coordinate z,=cost. z;=costt. Cosi
¢ dimostrato che la condizione eniuinciata & sufficiente, ma lo stesso proce-
dimento conduce a riconoscere la condizione anche come necessaria, cioe
da di nuovo il teorema di Durin. E infatti se, mantenendo le superficie
coordinate z,=cost.t z,=cost.te, deve essere possibile ridurrela (47) a forma
ortogonale, questo dovra ottenersi mutando solo la variabile z, in « (yi, )
cio che da

dw S w
g -+ a )_()
a ‘1/1 ‘ 11 3:62 + 12
. 0® .\ Ay . .
Ma s F 0 e per cid deve essere - funzione solo di z,, z,, onde la
Yy t11

(a*) & soddisfatta. Cosi abbiamo il teorema nella sua forma completa :

In uno spazio curvo qualunque S, la condizione necessaria e sufficiente
perché « due sistemi di superficie ortogonali fra lovo posse associarsene un
levrzo ortogonale ad ambedue ¢ che © due primi "incontrino lungo linee dv cur-
PAtUra.

I questa 'importante inversione del teorema di Durin effettuata dal
DarBoux nel caso euclideo e che qui abbiamo esteso ad uno spazio curvo
qualunque ;.

Da quanto ¢id abbiamo detto al § 448 s’intende che in un S, curvo qua-
lunque esistono infiniti sistemi tripli ortogonali; il problema analitica-
mente considerato equivale alla ricerca di tre funzioniincognite yi, ¥z, ¥s
delle tre coordinate z che soddisfino al sistema delle tre equazioni a derivate
parziali del primo ordine

Y W ¥2) =0, V(Y2 45) =0, v (¥, 1) = 0.

Ora ¢ assai notevole che ad un tale sistema si puo sostituire un’ unica
equazione alle derivate parziali terze per una sola funzione tncognita. Que-
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sto importante, risultato venne stabilito dal DarBoux per lo spazio eucli-
deo, e facilmente si estende ad un qualunque S,.

- Per questo andiamo a ricercare la condizione affinché un sistema o
di superficie, dato da

1

(@) Y (&1, Ty %5) = ¢,

dove ¢ & un parametro variabile, appartenga ad un sistema triplo ortogo-
nale, nel qual caso diremo che il sistema (a) costituisce una famiglia di LaMk
Se questo & il caso, ciascuno degli altri due sistemi, completando con (a)
il sistema triplo ortogonale, dovra avere per trajettorie ortogonali le linee
di curvatura di un sistema di tutte le superficie (a). Viceversa sele linee di
eurvatura di uno dei due sistems sulle (¢) ammettono una serie di super-
ficie ortogonali, queste taglieranno ortogonalmente le (@) lungo linee di
curvatura e quindi, pel teorema di DARBOUX, esisterd un terzo sistema or-
togonale ad ambedue: Per esprimere adunque che le superficie (a) formano
una famiglia di Lami hasta porre la condizione che la doppia infinitd di
linee di curvatura di unoder due sistewi sulle (¢) ammetta una serie di su-
perficie ortogonali. Se indichiamo con X,, X,, X; le costanti di direzione
delle tangenti a queste linee di curvatura, le superficie ortogonali, se esi-
stono, saranno date dall’integrare 'equazione ai differenziali totali

.
E a;, X, do;, =0,

i,k

OVVvero
Y1 dwl + Y2 dxz + Ys dms = O,
pOStO Yz - 2 ai};, X-h .
h

La condizione & dunque che questa equazione sia completamente in-
tegrabile, cio¢ sia soddisfatta identicamente la condizione d’integrabilita
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Ma, secondo le formole generali sviluppate nei paragrafi precedenti
Xy, X, X3, e per cido anche Y,, Y, Y, si esprimono per le z,, 75, 2, e le de-
rivate prime e seconde della funzione y (.. z,. 2,) Sostituendo nella ()
questa diventa appunto per la y un’equazione alle derivate parziali terze,




CAPITOLO XXVL

Geometria degli spazi a curvatura costante.

Forme tipiche del ds? per gli spazi di curvatura costante. - Rappresentazione conforme
dello spazio pseudosterico sul semispazio euclideo. - Immagini delle linee geodutiche e delle
varietd geodetiche.- Rappresentazione geodetica del BELTRAMI. - Metrica del Cayley e co-
ord:nate di WEIRSTRASS. - Movimenti nello spazio iperbolico a tre dimenzioni rappreseuntati
dalle sostituzioni sopra una variabile cowmplessa colle formole di PoINCaRE.- Movimenti
nello spazio ellettico. Seorrimenti e parallelismo di Clifford. - Parametri di scorrimento. -
Le rigate a curvatura nulla e la superficie di CLirFORD. - Formole di FRENET in geowmetria
ellittica ed iperbolica. - Curve a torsione costaute.

§ 451.

Equazioni simultanee di Weingarten.

(i proponiamo, nel presente Capitolo, di svolgere i principii fonda-
mentali della geometria degli spazi di curvatura Riemanniana costante,
in un numero qualunque » di dimensioni, estendendo gli studi che nel Ca-
pitolo XIV Vol. I abbiamo esposti, nel caso particolare n = 2, per la geo-
metria pseudosferica a due dimensioni. K in primo luogo dimostreremo, in
un nuovo modo, il teorema (§ 436) che due spazi S, colla stessa curvatura

costante sono sempre applicabili 'uno sull’ altro (in o ———2 modi di-
versi); nello stesso tempo verremo a far conoscere particolari forme tipiche
importanti per il ds? di questi spazi.

Partiremo da un’osservazione fondamentale di WEINGARTEN che ad
ogni ds?

1..n
(1) dsz = 2 1209 dt’Ll dxh
i1,k

»

di curvatura Riemanniana costante associa un notevole sistema di equa-
zioni a derivate parziali del secondo ordine per una {unzione incognita
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U (21, 25 . . . z,) delle n variabili. Il sistema si scrive

(A\) P ;15'.773;,»‘; = ‘I‘ ' l \ a,’)}L — K (4% U (74 . k= ], 2. ... 'n/)

ed esprime tutte le derivate seconde delle U linearmente perla U e per le
derivate prime. Ksso ¢ illimitatamente integrabile appunto a causa delle re-
lazioni

(2) (rk, th) = K (@.; ty— @, @5y)

le quali esprimono che il ds® dato dalla (1) & a curvatura Riemanniana co-
stante K. Per vedere questo si osservi che, adoperando i simboli a quattro
indici di seconda specie, le (2) equivalgono alle altre

{ vk, th{ =0 per kF 4, h

2% X
@ l \rk, ikl = K a,, ,

mentre coi simboli delle derivate seconde covarianti il sistema (A) di WEIN-
GARTEN si scrive

(A%) U,, = — Ka,, U.
Basta allora far uso delle identita (I pag. 99)

d Uiy ol N 9[ . \1\Ll{ . V’Zk' r
S, I Uy U

EEEE? k]

e delle (2*) per vedere che le condizioni d’integrabilita sono identicamente
soddisfatte. Segue di qui che, per individuare una soluzione U del sistema,
(A), basta assegnare ad arbitrio, in un punto di S,, i valori iniziali di U e
delle sue n derivate prime.

Osserviamo di pilt che, se U, V sono due soluzioni, distinte o coinci-
denti, del sistema (A), sussiste la relazione

(3) v (U, V) + KUYV = cost.te

Si ha infatti (I pag. 100)

v (LV) N ARSI Uy
""%? """" - ;‘_: A)’.s' A_‘: L ir ] ‘)_; A;'s 'c‘x,. \ sy

81
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e quindi per le (A)

° ) | CAl ouU N AV
3 (v U, V)-+ KU VS = KT ar, -+ K Vé},‘;; — KU ,T‘A a5
o N oU
— KV }, A, a;, 5z = 0.
Dalla (3) segue in particolare per V = T
(3%) A, U + KU2 = cost.te

e questo dimostra che: se U ¢ una soluzione del sistema (A) di WEIN
GARTEN, le ipersuperficie U == cost.te sono geodeticamenle parallele. Dimo-
streremo ora di pit che queste ipersuperficie U = cost.t® sono esse stesse
spazii ad n — 1 dimensioni di curvatura Riemanniana costante e di qui
si dedurra facilmente la nuova dimostrazione cercata.

§ 452.

Forme tipiche del ds? per gli spazi di curvatura costante.

Scelta una soluzione U del sistema (A), prendiamo le ipersuperficie
U = cost.t, geodeticamente parallele, a ipersuperficie coordinate z, =
— cost.te, scegliendo a parametro z, 1’ arco delle geodetiche ortogonali
(z,) contato a partire da una di queste ipersuperficie fisse. Il ds® assu-
merd cosi la forma geodetica

1..i—1

dgt = da?, + Y by dz; day
7.,k

e sard U funzione della sola «,.
Ora qui abbiamo

B,.=1, B,.=0 nperrFmn,

quindi
O 11
(nY,  [n|, 2 23z,’
, _au @l .
e calecolando le (A), posto U’ = iz’ U =0 si trova
(4) U = —KU
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2b, U U’
* C k )
() Tt = 2 Ko b= 2 b e

Ora la (5*) diventa
) U2+ KU2=C (Ccostante),

e le (4%) integrate danno

(6) b, = U"? Cirs
dove le ¢;, sono funzioni sollanto di x4, sy . . . 2,1
D’altra parte, se indichiamo con Q,, (4,=Fk1,2,....) 1 coefficienti

della seconda forma fondamentale per l'ipersuperficie z,, abbiamo (§ 441)

12b,,
S'L]( =3 i_i E]
ossia per le (4), (4*)
(7) Q,.=K —U— bis.

Se sostituiamo questi valori nelle formole (LII*) § 442 di Gawss,
(pag. 454) ne deduciamo

, U2
(30, 810 = (K 1K) (s — B b
ossia per la (5)
) KC
(8) (a‘a‘, . ’()/) - C‘j-[{*ﬁ (b(/ﬂ b«/d —_— Z)(W Z)ﬁa ) .
Queste formole ci dimostrano : Le ipersuperficie U= cost.t* sono spaeii
ad n — 1 dimensiont colla curvatura Riemanniana costante.

_KC
C-—KU"
a)Se K =0 sara U2 =C, e possiamo fare U’ =1 indi

L..—ael

ds* = dal, + ¥ by dog da,
s
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dove le b;, sono indipendenti da z,, e la forma

1..k—1
s v
.\.4 by dr,; dz),
th .

¢ a curvatura nulla. Basta dunque ridurre questa alla forma normale

ik,
by day doy = dyi - dys AL F dy

Lo
e sard conseguita la riduzione analoga pel caso superiore
ds? = dyi + dys + . ..+ dy, 7+ di.

b) Sia ora K negativa, poniamo
K= —-=,

e si tratterd dello spazio pseudosferico S, di raggio = R. Disponendo dei
valori iniziali di U e derivate in un punto, possiamo rendere nulla la co-
stante C del secondo membro nella (50), talche avremo

Eam

=0k

bl
indi
20,

15 l..i—1
ds* = dz* + e R Y e de; dz,

ih
1..n-—1
4 Al . . op .
e la forma : ¢ dz; dz, nelle n — 1 variabili z,, 2.,
ik

quanto precede, a curvatura nulla. Si pud dunque ridurre alla forma

. &, ¢, per

.

dyt + dys + . .. dyi,

dopo di che si avra

22,

ds? = da’ + ¢ R (dy,‘ —|—dy§ 4+ ...+ dyi—l) .

e ponendo
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troviamo la forma tipica determinata

@ ds® = Re dy: + dufs 7+; by

pel ds? dello spazio pseudosferico di raggio R, gia segnalata sotto la forma
(E) § 435. {pag. 435).

Quando la costante C nel secondo membro della (3*) o (5) non ¢ nulla,
dovremo distinguere secondo che C ¢ negativa o positiva. Nel primo caso,
senza alterare la generalita, possiamo fare

R cosh [
U = R cosh (R)

e nel secondo
U = R senh (E) .
Il ds® prendera per la (6) la forma
) R xL l./:z;l
(1I) ds® = dz® -+ senh? (R) Y e de, da,
A
rispettivamente 1’altra

7 Ioon—1

(111) ds?* = dz* -}- cosh? (z;{) : ¢ dz, dz,,

essendo le ¢;, indipendenti da z, ¢ la (8) dimostra che la forma inn — 1

e N } . . 1
variabili > ¢ dz,; dz, ha curvatura Riemanniana costante = 4- se-
-74 Rz’
s :

. condo che siamo nel primo caso o nel secondo. Si osservera che le forme

(11), (1II) del ds* corrispondono alds* di forma ellittica ed iperbolica per
una superficie pseudosferica, mentre la (1) appartiene al tipo parabolico.
C) Supponiamo in fine K positiva, e poniamo

- |
K= _R,')‘ .

La costante C nella (D) ¢ positiva e facendo (cio che non altera la gene-
ralita) :
z

z,\ . .. ' z, _
U=Rcos(i> indi U = sen(R>,C 1
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avremo

2..n—1

. z, .
ds? = da® -+ sen? (ﬁ) e, du, dz,

L1 1

la forma 2 ¢, Az, dz, essendo essa stessa a curvatura R2
ek AY

do a questa la medesima formola di riduzione, e cosi di seguito, giungiamo
manifestamente alla seguente forma tipica del ds? per uno spazio a n dimen-

. 1
sioni di curvatura K = R :

. Applican-

(IV)  ds® = dxz? + sen? (

L
R

) dz?_, 4 senz (";{—‘) sen? ("t{—‘) s _, ...+

Zy, L1 Lo
- sen? (R) sen2 <_R ) ... sen2 (E) dax?.

Ridotti cosi i ds® degli spazi a curvatura costante a queste forme tipi-
che determinate (I), (II), (I1I), (IV), ne risulta nuovamente dimostrato
il teorema dell’ applicabilitd di due spazi colla medesima curvatura co-

ey

stante e fissato il numero dei parametri in

§ 463,
Rappresentazione conforme dello spazio pseudosferico

sul semispazio euclideo.

Per studiare la geometria degli spazi pseudosferici a » dimensioni (geo-
metria pseudosferica a » dimensioni) cominciamo dall’estendere al caso di
n qualunque le proprieta della rappresentazione conforme che ci ha ser-
vito nel Cap. XIV nel caso n = 2.

Partiamo per cio- dalla forma tipica (1) del ds? pseudosferico, nella quale
porremo inoltre per semplicitdh R = 1:

2 2 N Y
(1) gs — T+ dye —i—o;'_’_i_iyi’ )
Yo
Riguardando y,, s, . . . 4, come ordinarie coordinate cartesiane orto-

gonali di uno spazio euclideo d’elemento lineare:
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dsi = dy; 4 dis + . . . + dy,

la (I) stabilisce una rappresentazione conforme dello spazio pseudosferico
(di raggio R == 1) sullo spazio euclideo. I punti reali del primo spazio
hanno per immagini nell’euclideo punti situati tutti da una parte dell’i-
perpiano limite 4, = 0, i cui punti rappresentano punti all’ infinito dello
spazio obiettivo. Per fissare le idee riterremo che la regione dello spazio
euclideo rappresentante punti reali del pseudosferico §, sia il semispazio
Yo > 0.

Per prima cosa ricerchiamo la soluzione piu generale U del sistema
(A) di WeINGARTEN per P’elemento lineare (I). A causa delle formole (16%)

§ 435 (pag. 433), tutti i simboli {blkt di -CurisrorreL sono nulli tranne i
seguenti

§nk‘$ _ 1 kk 1 gnnl _ 1

eV ysné_y n) g

onde il sistema (A) si riduce alle equazioni simultanee

BT _ sU_ 190, 0

s .y, 0 per 7 + s, 5y oy + m , .

ajg — 1 awU ai—U o 1 Eig 11 (/r’ S=l,a,.00¥— )
aynayf‘ o yn ay7 ? a!/?b - yﬂ ayn yfi .

Si trova subito che la soluzione generale U, a meno di una costante
moltiplicativa, & data dalla formola

1 5
9 U ':y_ %(2/1 — ) A (Yo — w2 A oo A Yoot — O Y 02 9
indicando @, @, . .. @,_,, ¢ costanti arbitrarie, e di qui si trae
(10) AU=LUz—4c¢.

Le ipersuperficie U = cost.te, indicando con 2a, la costante del se-
condo membro, hanno per equazione

(11) (y1 - a'l)z + (yz - aZ)Z + .. _l— (yﬂ - a’)zjz = 7?

r? = a‘?p — ¢
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ciod nello spazio rappresentativo sono ipersfere di centro e di raggio arbitra-
rio. Pel teorema dedotto al paragrafo precedente dalla (8), queste sono
immagini di spazi subordinati ad » — 1 dimensioni e di curvatura Rie-
manniana k costante. K siccome per la (10) abbiamo qui

C=—4c¢c e K= —1,
ne risulta
; 4¢ ¢
b= i T
o in fine
a;, —- 1*
(12) =~ S

Dunque : Ogni tpersfera dello spazio euclideo rappresentativo é Uimma-
gine di uno spazio subordinato ad n — 1 dimensioni di curvatura Riemon-

2
. : .~ 1% . . . .
niana costante k = —Lﬁ———w , essendo 1 il raggio dell'ipersfera ed a, U ovdi-

nata del centro rispetto all’iperpiano limite. St ha quindi k >0 quando U'iper-
sfera rimane tutta mel semispazio positivo y, > 0 (quando al>r?), invece
k<< 0 se Uipersfera attraversa Uiperpiano limite (a2, << ) in fine k=0
quando l’ipersfem'tocm Z’@'peo'pmno limate. -

In quest’ultimo caso l'ipersuperficie obiettiva dicesi un’orisfera dello
spazio pseudosferico ; la sua metrica & quella euclidea.

Notevole & il caso di , = 0, quando l'iperstera ha il centro sull’iper-
piano limite. Allora la (12) da k = - 1 e I'ipersuperficie ha la curvatura
stessa dello spazio ambiente ; essa &, comeora vedremo, un’ ipersuperficie
completamente geodetica, cioe tutte le sue geodetiche sono geodetiche
dello spazio ambiente.

§ 454.

lmmagihi delle geodetiche e varieta geodetiche.

E’ facile integrare le equazioni differenziali delle geodetiche per 1’ at-
tuale forma (1) del ds?, applicando le osservazioni alla fine del § 432. K in-
fatti posto

Yl S Y e e i €/ 8 Y i /1

U= . T
Yn
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con a, da, ..., , costanti arbitrarie, la formola (10) da

AU =17
onde posto

5 / au loa U
SSvau T

abbiamo in 6 una soluzione completa colle n—1 costanti effettivea,,a,,...a,_,
della

A6 = 1.

Si avranno dunque in termini finiti le equazioni delle geodetiche egua-
gliando ad altrettante costanti- arbitrarie by, by, . .. b, , le derivate di 6
rapporto ai parametri a,, a,, . .. a,_;, il che da

b; "
(o) Yy, —a; =—=vy,.U @=1,2,...n—1),

2

e inoltre I’arco s delle geodetiche sara dato, a meno di una costante addi-
tiva, da 6 stessa, onde avremo

(B) U = C RS7

essendo C una costante di cui potremo disporre ad arbitrio. Colle pre-
cedenti possiamo esprimere y,, y,, . . . ¥, per s. Quadrando e sommando
le (a) coll’aggiungere 32, otteniamo

h2

y, U= b

avendo posto
b= b b ..

Dalla (8) risulta
Cer
Y =g

”’_’1"' 62” + .I.

e ponendo, s¢ b £ 0, C= 2 avremo

/Z — 771,,77
Y= beoshs”
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Dopo di cio la (o) diventa

b, ¢
b* cosh s’
ciod

Y, = b' tghs—4c:,

colle ¢; nuove costanti. Ne concludiamo :
Le linee geodetiche dello spazio pseudosferico hanno, i funzione dell’ ar-
co s, le equaziont paramelriche

‘%:Z—;tghs-}—ei G=12...n—1)
13
(13) ? .
Y.

= boosh 5

essendo by,ba, ... b, 1, €1, Co,. .. C, 1 coStants arbitrarie e b2=0*-b3--...+b° .
Si & supposto nel calcolo precedente b + 0 ; ma quando » = 0 indi
by = by =...=10,_, ritornando alle (a), si hanno le corrispondenti

geodetiche rappresentate dalle equazioni
(13%) oy, =a, (t=12,...1n—1)4y,=C0Ce
e qui le iminagini sono le rette (y,) normali all’iperpiano limite.

Nel caso generale (13) 'immagine della geodetica giace nell’ S, deter-
nminato dalle » — 2 equazioni :

b (2/1— ¢1) = by (Y2 _"Cz), by (!/1 — ) =b (y:s — 03); coiby (!/1 - Cl) =
—_ 'bl (:{/174—1 - 6:Lv—l)1

che rappresentano ciascuna un’iperpiano normale all’iperpiano limite.
La linea immagine ¢ dunque piana e di pil, avendosi

! . 1
(y'i - 0)2 —‘:— !/fv, = bE )

tutti i suoi punti distano egualmente dal punto (¢, ¢s, . .. ¢,_,,0) di que-
sto S, Tale linea ¢ un circolo che incontra ortogonalmente 1’ iperpiano li-
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mite y = 0 nei due punti corrispondenti a s = 4

\

b b b,
(Clib%702i§7"'cr7/—li bZ}’())'

Dunque : Le immaging delle lince geodetiche dello spazio pseudosferico
sono circoli (o rette) normali all’iperpiano limite, e vieeversa.

L attuale rappresentazione estende, come si vede, al caso di » qualunque
le proprieta studiate al Cap. XIV per n = 2. Ripetendo le medesime o0s-
servazioni allora fatte, si vede che due punti dello spazio pseudosferico
individuano, senza eccezioni, una linea geodetica, e la loro distanza geo-
detica effettiva ¢ misurata, nella nostra rappresentazione, dal logaritmo
del birapporto che sul circolo immagine formano i due punti immagini-
coi punti d’incontro del circolo coll’iperpiano limite.

Consideriamo ora un’ipersfera £, _, col centro sull'iperpiano limite

(yl - al)z + (yz - a2)2 + LRI + (ywml - “71~—1)2 + %2« = 7'2)

e tagliamo Y, _, con un’iperpiano normale all’iperpiano limite. La sezione
sard una varietd sferica ¥,_, il eui centro sara il piede della normale abbas-
sata dal centro di ¥, _, sull’iperpiano segante, e situato quindi nuovamen-
te sull’ iperpiano limite. Intersecando nuovamente X, , con un.iperpiano
normale ¢ y, = 0 avremo una nuova varietd sferica X, 3 col centro su
1, = 0, e cosi continuando arriveremo alle ordinarie sfere X, col centro
su y, = 0. Ogni tale sfera contiene una doppia infinitd di' circoli ortogo-
nali all’iperpiano limite e rappresenta quindi una superficie geodetica rispetto
ad uno qualungue dei suoi punti, Per ¢id stesso & manifesto che queste su-
perficie geodetiche hanno curvatura costante ed eguale a quella dello spa-
zio. Kd ora, risalendo per le altre varieta sferiche

\Y \ Y
8y =p e e s =]

sopra considerate, & chiaro che esse rappresentano altrettante variela geo-
detiche rispetto a tutti i loro punti, cio¢ le loro geodetiche sono geodetiche
dello spazio ambiente ; di pili esse hanno tutte curvatura Riemanniana
costante eguale a quella dello spazio.
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§ 45b.

Rappresentazione geodetica di Beltrami.

Dalla rappresentazione conforme dello spazio pseudosferico sullo spazio
euclideo sopra studiata possiamo facilmente dedurre un’altra importante
rappresentazione che ha servito al BErTramI nelle sue ricerche sugli spazi
di curvatura costante e nella quale le geodetiche hanno per immagini rette
dello spazio euclideo. Abbiamo gid avuto occasione di esporre pel caso
n = 2 le ricerche analoghe nel Cap. XIV (V. §236), e come il lettore os-
servera le attuali ne costituiscono l'estensione ad un numero qualunque
n di dimensioni.

Prendiano lo spazio pseudosferico di curvatura K= —1, con n + 1
dimensioni, definito dal ds* della forma

o da A dat + ...+ da,

(I* ds ,
rappresentato conformemente sullo spazio euclideo (z,, z;, z,... z,) al
di sopra dell’iperpiano limite xz, = 0. Consideriamo in questo spazio rap-
presentativo l'ipersfera

(14) z o =

col centro sull’iperpiano limite z, = 0, che rappresentera quindi, per quan-
to si & ora visto, un’ipersuperficie geodetica, cioé uno pazio pseudosferico
a n dimensioni colla stessa curvatura K = 1.

Le geodetiche di questo spazio sono rappresentate per le (13) da equa-
zioni della forma :

l b,. h e . ¢
(1) & ba, = cosh s’ n = ty hs I" c. r=12,...m
!

b == OF - b5 4. .. b,

dove perd attualmente, trattandosi di geodetiche sull’ipersfera (14), do-
vremo aggiungere fra le costanti le due relazioni seguenti

(15%) Noboo=0, o+ =1
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Ora riguardiamo 2z, &, . . . z, come coordinale cartestane ortogonali in
wno spazio euclideo S, rappresenlative ¢ n dimensioni (cio che equivale a
projettare ortogonalmente sull’ iperpiano limite z, = 0 i punti dello spa-
zio pseudosferico a n dimensioni (14)). Lo spazio pseudosferico (14) sara
tutto rappresentato entro 'ipersfera

i A S N el |

mentre i punti di questa ipersfera rappresentano i punti all’infinito. A

‘causa poi delle (15), le geodetiche saranno rappresentate dalle n — 1

equazioni lineari nelle z,, z,, . . . %,

b

L=

S lghs + e,

ciod da rette dello spazio euclideo S ; ne consegue che le superficie geode-
tiche saranno rappresentate da piani, e in generale ogni varieta geodetica
da uno spazio lineare subordinato.

Importa ora osservare la legge secondo cui, presi, nello spazio rap-
presentativo euclideo S, due punti (z;) («';), interi all’ ipersfera limite
4+ 24 ... - 2t = 1, viene misurata nello spazio pseudosferico la
distanza geodetica 3 dei due punti obiettivi. Per ¢i0, misurando nelle
(15) Parco s a partire dal punto ('), avremo

e siccome per le (15) (15%)

o
o= c,

i

Nl VR
y e A L, = PPt

la precedente puo seriversi

cosh 8 = 7771—2x,,x7‘ ,
\/1 — 2 f)"i \/1 . }: m/g

e ponendo per brevita

P Q1 Yak = Q..
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avremo in fine

16 cosh § = ——2
( ) \/g,r;:v’ QJ;’.U‘

Consideriamo ora la congiungente i due punti immagini (z,), («.)
che incontrera I’ ipersfera
9

bl ba=1

in due punti e calcoliamo il birapporto M che questi due punti formano
con (z,), (z';).
Ora se (y,)@&uno dei due detti punti d’incontrosi ha

e per determinare A I’equazione di secondo grado
)\2 Q;,L,” + 2 )\ gﬂ;‘,,« "‘I" Q',:'mv = 0,

11 rapporto delle due radici A, A, ¢ precisamente M, onde risulta

5 [+ v é): S S
? C ) e velen

e quindi per la (16)
1 1
Mz 4+ M™% = 2 cosh 3,
o in fine

(17) 5= % log M.

Se al raggio dello spazio pesudosferico volessimo dare il valore R (an-
ziche R = 1) basterebbe scrivere invece

(17%) d = 1; log M.

Vediamo dunque che: Nella rappresentazione geodetica dello spazio pseu-
dosferico entro Uipersfera la distanza geodetica di due punti ¢ data, salvo
un fattore costante, dal logaritmo del birapporto che questi due punti for-
mano sulla loro congiungente coi due punti d'inlersezione coll tpersfera limile.
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Si noti ancora che la formola cuperiore del birapporto M pud seri-
versi :

(18) M= "%

§ 4H6.

Metrica del Cayley.

11 risultato testé conseguito ¢i conduce a parlare della melrica del Cayley,
come gii abbiamo fatto nel caso delle due dimensioni al § 236. La metrica
del Cayley equivale in sostanza alla metrica degli spazi a curvatura co-
stante e di un’immagine molto chiara e completa della geometria di
questi spazi.

All'ipersfera di Beltrami

g+, +2=1

sostituiamo una quadrica arbitraria con equazione reale aggiungendo per
altro la condizione che essa non contenga retle reali ed esista pertanto
una regione dello spazio (tutto lo spazio se la quadrica ¢ immaginaria)
dai cui punti non partano tangenti reali alla quadrica.

" Presi ora due punti arbitrari P P’ dello spazio della regione considerata
defintamo come loro distanza il logaritmo, moltiplicato per una costante,

del birapporto
(P P" A B),

avendo indicato con A B i due punti ove la congiungente P P’ sega la qua-

-drica. Restando nella regione dello spazio dai cui punti non partono tan-

genti reali alla quadrica, i due punti A B non possono coincidere e la di-
stanza si annulla soltanto quando P, P’ coincidono. In particolare assu-
mendo P, P’ infinitamente vicini, troveremo per il ds* una forma differen-
ziale quadratica, e questa per quanto precede non potendo annullarsi,
per valori non tutti nulli dei differenziali, sard definita conformemente
alle convenzioni fondamentali.

Notiamo poi che i punti della quadrica fondamentale rappresentano,

~-nella metrica Cayleyana, punti a distanza infinita ; la quadrica dicesi

anche per cio Passoluto della melrica.
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I facile vedere « priori che la metrica del Cavrey ¢ quella di uno spa-
zi0 & curvatura costante. I infatti una quadrica arbitraria in S, ammette

come ¢ noto, un gruppo continuo, con n-(n;|—1.) parametri, di collineazioni
2

in st medesima ; e siccome le collineazioni conservano i birapporti, indi

le distanze in questa metrica, per lo spazio col corrispondente ds® questo

& un gruppo continuo di movimenti e la curvatura dello spazio ¢ in conse-

cuenza costante (§ 436).

Dimostriamo inoltre facilmente che, nella metrica del Cayrey, le linee -

geodetiche sono rappresentate da rette. Prendasi infatti una qualunque
retta (un S ) non tangente alla quadrica ed il suo spazio lineare polare S, .,
che non ha punti a comune con S,. Si consideri 'omologia assiale armonica
che ha per spazi di punti uniti S,, S,_,; questa ¢ una collineazione della
quadrica in sé, nella quale tutti i punti di S, rimangono fissi, ma nessun
altro punto nell'intorno di S,. Ma allora se A, B sono due punti qualunque
di S,, la geodetica che li unisce dovendo pure rimanere fissa coi suoi punti,
coinciderd con S,.
Introducendo coordinate omogenee

xO» xlv R m‘n
seriviamo ’equazione della quadrica

Q.=8Sa,, z;, z,=0.
ik

Siccome non debbono esistere rette reali sulla quadrica, riducendo
nel noto modo, con una sostituzione lineare reale, la forma quadratica €.,
a somme di quadrati, dovranno i coefficienti dei quadrati o avere tutti il
medesimo segno, ovvero tutti tranne uno.

Senza alterare la genealita potremo dunque porre, dopo una trasforma-
zione omografica

Q. =g+ +...+ 2,

ovvero

Sz.v.v:_*x3+x‘f+'~-+xi-

Nel secondo caso (assoluto reale) ritorniamo evidentemente alla rappre-
sentazione geodetica del BELTRAMI per lo spazio pseudosferico e si ha la
metrica tperbolica (non euclidea in senso stretto). Nel primo caso invece
(assoluto immaginario) abbiamo la metrica che si dice ellittica, di cui ora
andiamo ad »nceuparci ed allora lo spazio ha curvatura costante positiva.
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§ 4b7.
Metrica ellittica e coordinate di Weierstrass.

Posto
O...n
Q.= S ¢
i

per la distanza 3 di due punti, secondo la metrica Cayleyana, avremo dalla
(18)
/7 ) ) ‘1 . T ST e
5 —nhlog (9 ne /Y-S,zgf @
Q.. —1VQ,, Q..

con / costante; e poiché la quantita sotto il segno logaritmico & complessa
di modulo = 1, per avere 3 reale converrd prendere s immaginario puro,

. R
facciamo h = ~- con R reale, onde avremo
v

cos ( ; \ == —
R/ - \/sa.v’,ugau:’.u; .

Fissiamo ora il fattore arbitrario inerente alle coordinate omogenee
coll’assumere
(19) a2t =1

e la precedente diviene

8 ]
(20) cos (E) =8z 2, =md +ud+...+ 2 .
’ i

Dopo ¢io caleoliamo il ds* del nostro spazio nel modo seguente. Sopra
una curva qualunque prendiamo due punti infinitamente vieini (z,) e
(x; - dz;), e sia h incremento infinitesimo dell’ arco nel passaggio dal
primo al secondo punto. Ponendo nella (20)

, dz; d*z; h?
8—;1/, xr,; = x.i—f—'ds h+4d§2 é +...,
avremo
h? dz, h? a2z,
]-“‘ZRTZ_F." ——1+hSw, ds+27§$,”dé2 *i‘...,

32
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da cui per la (19), paragonando i coefficienti di A?

gy BE gz L
D s T \ds) T R
e quindi per il ds® del nostro spazio
21) dst = R (dz + da} + ... + da?),

cssendo %, %y, Zs, . - . T, legate dalla (19) Sz% = 1. '
Di qui appunto vediamo facilmente che 1’attuale spazio ha la curvatura

costante positiva = Re

Se infatti, cangiando per un momento l'interpretazione geometrica,
rignardiamo Rz,, Rz, ... Rz, come coordinate cartesiane ortogonali
(non omogenee) di uno spazio euclideo S,,, di elemento lineare (21), la
(19) ¢ l'equazione di un’ipersfera di raggio = R, che & appunto in S,

. . .. 1
uno spazio ad n dimensioni di eurvatura K = Re
Ma ora ritorniamo all’interpretazione primitiva di @, Z;, Zs, . . . €, come

coordinate omogenee (normalizzate colla (19)) per un S, rappresentativo

ove le geodetiche dello spazio ellittico sono rappresentate da equazioni

lineari ; diremo z,, 2y, %, . . . z, le coordinate di WEIERRSTRASS di punio.
Consideriamo un iperpiano di equazione

(22) gox1)+£1x1+---“|" &n xnzo

e normalizziamo ancora le coordinate omogenee &, dell’iperpiano in guisa
che sia

SE=8+E+... +8=1;

diremo le &; le coordinate di WEIErsTRASS dell'iperpiano. (*) Ma possiamo
anche riguardare le § come coordinate di un punto il quale, per la (22),
non & altro che il polo dell’iperpiano rispetto all’assoluto

g4+, +a2t=0
della metrica CAYLEYANA. Ora se consideriamo i due elementi lineari ds,

(*) Nell’ interpretazione nell’S,41 le £ sono i coseni di direzione della nor-
male all’iperpiano.
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9s spiccati dal punto (z;) ai-due punti infinitamente vieini (z, - dz.),
(¢; - Sz;), la condizione d’ortogonalita dei due elementi sara espressa da

S dz; oz, = 0,

come si vede ricorrendo all’interpretazione mnello spazio S,.,, od anche
direttamente osservando che se si esprimono le z per n variabili indi-
pendenti w,, s, . .. u, © si ha

2 \
S dat = X a,, du, du,,
i 7,8

ne segue

5
S dz,; dw; = Z @, du, Su, .
i ”,8

Se il primo elemento ds appartiene all’iperpiano (§,) sara
Sé& de, =0,

e d’altronde gli incrementi &z, delle z nella direzione che unisce (z;) al
polo (&;) dell’iperpiano sono proporzionali alle §;, e per ¢id questa dire-
zione & normale a tutte le direzioni nell’iperpiano. Dunque : nella metrica
Cayleyana la normale in un punto (z;) ad un iperpiano (§,) ¢ la congiun-
gente (x;) col polo dellvperpiano rispetto all’assoluto.

*Possiamo definire una retta dando le coordinate (z;) di un suo punto
¢ le coordinate (&,) dell’iperpiano normale in (z,) alla retta, sicche

Sz, & = 0.
i
Le coordinate #'; di ogni altro suo punto saranno

=Nz, + g

con A2+ p® = 1. Se 3 ¢ la distanza di (z',) da (z,), avremo per la (20)

X =co > n = sen o
L =008 5], )
indi

P AN L
(23) z'; = x, cOS <R) - &, sen (R ),
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e similmente le coordinate &, delliperpiano normale nel punto (2/,) alla

retta saranno

. 5\ S
3% .’. — . ) & 08 | -],
(23%) &' z; SGH<R) g, C(JS(R)

Se in queste formole si fa crescere & con continuitd da o a ©R, mani-
festamente il punto (z’,) descrive, a partire da (z;), I'intera retta e ritorna
al punto stesso, perche dopo I’ aumento di =R risulta z', = — z;, e nello
spazio rappresentativo S, si ritorna quindi al medesimo punto. Per cid se
riguardiamo come coincidenti due punti dello spazio curvo aventi la me-
desima immagine nell’euclideo S,, e chiamiamo spazio ellittico semplice 1o
spazio a curvatura costante positiva cosi considerato, possiamo dire che:
Nello spazio ellitiico sempluce di raggio R la retta ha la lunghezza fintla wR.

Quando, al contrario, si riguardino come distinti due punti dello
spazio curvo con coordinate eguali e di segno contrario, la retta si
chiudera soltanto dopo un giro doppio di 2 = R.

E, mentre nello spazio ellittico semplice, due rette che si tagliano
hanno un solo punto comune, nello spazio ellittico doppio invece due
rette che si incontrano in un punto tornano ad incontrarsi nel punto
(diametralmente opposto), distante dal primo di = R. "

Notiamo ancora, in metrica ellittica generale a » dimensioni, le
due formole che seguono dalle superiori e danno 'angolo ¢ di due
iperpiani (§;), (£.) e la distanza & del punto (z;) dall’iperpiano (§,);
esse si scrivono

(24) cos ¢ = S¢&; &,
(25) sen (—g—) = §Jc € .
§ 458.

Metrica iperbolica (o non euclidea).

Diamo ora le formole relative alla metrica del Cayley con assoluto
reale, la cui equazione scriviamo in coordinate omogenee:

e at—al=0.
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Questa metrica (iperbolica) coincide come gia si & detto colla me-
trica del Beltrami (§ 456), e solo le formole sono trasformate in coor-
dinate omogenee. ’

Stabiliamole direttamente col procedimento usato mnel paragrafo
precedente. Lo spazio iperbolico viene rappresentato mnella regione
interna all’assoluto (§ 456), cioé le coordinate di ogni punto a distanza
finita dello spazio iperbolico soddisfano alla disuguaglianza

2 2 2 2
a/l) _"1/1 T Jv’;l PR T J/,b / 0 Pl

e noi qui normalizziaino nuovamente le coordinate omogene disponendo
del fattore arbitrario di proporzionalitd in guisa che si abbia (Cf. per
n=2 Vol. I. § 237).

< 5 5 9 N\
(26) 25— 1} xﬁ.’..mxizméﬁz;p‘izl.
7
Posto ora
B Q P 4
Q.. = ai— Z 22, Q= 2y 2y — 2 z; %
7 3
abbiamo per la (18)
QL
M o= T

o~

2
e per la distanza 6 dei due punti

S = %5 log M.,

ossia

G ’ q :
(x7) cosh (R—) == Ly Oy — :: z,x.
\ (3
Se 1 due punti si suppongono infinitamente vicini e si procede come
al paragrafo precedente per calcolare il ds? si trova:

(28) ds* = R* (da} +das + . .. + dal, — daf),
elemento lineare che gia dal § 455 sappiamo appartenere allo spazio
iperbolico di raggio R.

Consideriamo ora un punto di coordinate omogenee &, &, ....¢&,
esterno all’assoluto per modo che & -+ & . ... - & > & e normalizziamo
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anche qui queste coordinate fissando il fattore di proporzionalitd in
guisa che sia

(29) e g

S

L’iperpiano polare del punto (&;) rispetto all’assoluto ha I’equazione

(30) Yt &y =0
- ;

esso soleca la regione accessibile della metrica e rappresenta un’iper-
superficie geodetica.
Diremo anche qui-le (z,), legate dalla (26), le coordinate di
Weierstrass di punto, e le (&), legate dalla (29), quelle di un iperpiano.
Se consideriamo due elementi lineari spiccati dal punto (z,) ai
due punti infiinitamente vicini (z;, + d ;) , (z; + 0 2;), la condizione
d’ortogonalita dei due elementi si scrive (cf. § prectte.)

da, dw, — da, 38 = 0,

l
e se ne deduce nuovamente che, nella metrica del Cayley, la normale
in un punto all’iperpiano ¢ la congiungente il punto col polo dell’iper-
piano. E allora, se definiamo una retta dando le coordinate:(s;) di un suo
punto e le coordinate (&) dell’iperpiano normale alla retta nel punto,
le coordinate z'; di ogni punto della retta saranno date dalle formole, ana-
loghe alle alle (23): ’

N

) )
(81) %', = x; cosh (R) - &, bbllh( ) (t=0,1,2,...n),
e similmente le coordinate &';, dell’iperpiano normale in (z',) alla retta

dalle altre
) -+ &, cosh (%>

Nella metrica iperbolica la retta ¢ infinita ed ha due puntidistinti al-
I'infinito, i suoi due punti d’incontro coll’assoluto; da ogni punto dello spa-
zio partono ad una retta data due distinte parallele (nel senso non-euecli-

'_'(0/)

(81%) ¢ =, bLllh(

deo), per I’angolo di parallelismo vale la formola gia trovata al Cap. XTV
(§ 229) ecc.
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Se due iperpiani si segano internamente all’ assoluto, formano fra
loro un angolo = dato da

(32) cosp = X & & —&8;
per la distanza ¢ di un punto (z) dall’iperpiano (§) abbiamo poi la formola
(33) senh (R) 31 2 & — @y & .

La formola (32) ci conduce a parlare dell’-elemenlo angolare che corri-
sponde dualmente all’elemento lineare. Se consideriamo unasemplice in-
finitd d’iperpiani le cui coordinate &, siano espresse in funzione di un para-
metro ¢, potremo considerare I’angolo infinitesimo dp che forma un iper-
piano del sistema col successivo. Per calcolare dy, che chiamiamo elemento
angolare, diamo al parametro { nelle (32) un incremento infinitesimo % e
sviluppiamo, dall'una e dall’altra parte, per potenze di & ; avremo

ds B B de
Q—h(dt>—|— ce=gpnlti MO,
indi
e (de: Ve dEs
(d.) J_—*Q <El_t) "I"... <> Sldt Eodt)_l

<y d‘tz -5 %l‘ét‘;) R

Y o ,
g =1,

1

Ma siccome

ne segue

e, dt N © g
\\ ()____: . o___ . 0
e by =0, X6 dtz Yie '(-*( ) (dt))

e il paragone dei coefficienti di 4% nella (o) dd quindi la formola richiesta
(34) dgt = Y dgt — dé.

Questa formola si applica a due iperpiani qualunque infinitamente
vicini, sicche se esprimiamo le coordinate &, per n variabili indipendenti
Uy, Uy o . . Uy, il secondo membro della (34) ¢ una forma differenziale
quadratica (indefinita):
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.
Yl du, du,

r, 8

la cui curvatura, come subito si vede, ¢ costante = - 1.

§ 459.

Le equazioni di Weingarten per le coordinate di Weierstrass.

Facciamo ora per lo spazio a curvatura costante di » dimensioni la
medesima ricerca che al § 238 (1 pag. 649) abbiamo compiuto per lo spazio
pseudosferico a due dimensioni. Supponiamo cio¢ dato soltanto il ds2

. . . Lo . 1
di uno spazio a n dimensioni e di curvatura costante K = + Re che

seriviamo
ik
ds2 = R Y a,, dy, dy, ,

sl

1..4n

talehé la curvatura Riemanniana della forma 2 @, dy,; dy, sard costante
7

ed = 4 1; domandiamo di stabilire in questo spazio un sistema di
coordinate di WEIERSTRASS, ci0 che equivale ad integrare le equazioni
differenziali delle linee geodetiche. Bastera eseguire il calcolo per il caso

K= +} ché¢ una’trattazione analoga vale per 1’altro caso. Dovremo

1
R2
dunque determinare le » - 1 funzioni incognite z,, z,, z, . . . z, delle y
in guisa che si abbia

Szl o= |
\

(35) ,
v,. ik

cio che sappiamo « priori essere possibile. Dalle equazioni

00, 3a, _

35% O T
( ) r OY; oYy

ik

si traggono subito le altre (*)

(*) Per brevita da questo punto omettiamo nella scrittura 'indice » per la
ar , rispetto al quale & eseguita la somma S.

LE EQUAZIONI DI WEINGARTEN ECC. b0h
) ¢ Oz ik
(36) Sa%a%aw“{x”’

e dalla prima delle (35) derivando

2 x
YA 3 S D~ P
(':))b ) z ay7 ay/: a/z,h
Tenendo nelle (36), (36*) fissi gli indici 4,k e dando a X isuoi » valori
1,2,...mn, risolviamo queste n -+ 1 equazioni lineari rispetto alle
n -+ 1 incognite
2 2, 222, 2z,

?

coll’osservare che il determinante dei coefficienti non & nullo, perche il suo
quadrato eguaglia per le (35), (35%) il determinante delle «,;, Avremo cosi
manifestamente formole del tipo seguente

Zz
- == ) Y L
ay, ayk + Pl’. ﬂ',

02z y OL(,!]. 9
‘Z‘ (23 a:}/,

che valgono per qualunque delle » + 1 coordinate z, rimanendo fissi i

coefficienti oY), 3,,. 1 valori di questi si calcolano subito sostituendo

nelle (36), (36*), cid che da

N0 ik ooy ik
o) ap =" da cui of) =1
T L o td,
ﬁ = (11 ik
Ne concludiamo :
Len - 1 coordinate z, z,, @, ...z, di WEIERSTRASS sono soluzioni

del sistema differenziale di Wrincarten (§ 451):

2 ki 9
(A" o2 :-‘\;}LIC] o0z

39,3 V1, 8y, e

T facile vedere che,per trovare le coordinate di WEIERSTRASS Ty, %1,...,%,,,
data soltanto la forma differenziale a curvatura K = - 1, & necessario
e basta conoscere -del sistema (A’) n 4 1 tali soluzioni particolari che 1
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loro valori iniziali per i, = »?, ¢ quelli delle loro derivate, soddisfino le
equazioni :
oz, o,
Sa2 =1, S - =an pery, =yi.
I r oY a’!/k

11 caleolo per la curvatura negativa & precisamente lo stesso e si trova
che le coordinate di WeIrrsTRASS soddisfano in questo caso alle equazioni
simultanee

2 k) ow
CE N e
(A") 3y dye T i,y T
che sono ancora le equazioni (A) di WEINGARTEN, questa volta per K =—1.

Applichiamo queste osservazioni ad un esempio interessante prendendo
il ds® sotto la forma Riemanniana (D) del § 435 (pag.434) che scriviamo con
un leggiero mutamento di notazioni

. A+ dit + .. Ay
(D) dsp — Re YT T T

.1
@ﬂ+%+m~+%iz>

il segno superiore valendo per la curvatura positiva, 'inferiore per la nega-
tiva. Chiamiamo 4y, ¥s, . . . 4, le coordinate di RiEMANN di un punto dello
spazio di curvatura costante e proponiamoci di esprimere le coordinate
Ty B, Ty . . . T, per quelle di Riemann. Le formole effettive di passaggio
sono le seguenti: esse possono dedursi nel modo indicato in generale, e si
verificano del resto immediatamente. Nel caso della curvatura positiva

abbiamo :
:
TREL ’
() £y = ‘17——7”—'—'—7———— =g o (r=1,2,...m0),
E N . N,
1 -+ }.4 Yi 1 + }.4 Wi
T 1 E 1
¢ per la curvatura negativa
,
2 yi + 1 y
(™) By = - B = e
2 2 17 y 2 ],
: iy T4

LE BQUAZIONI DI WEINGARTEN ECC. H07

e da queste si deducono subito le inverse

, Iz
b =
®) Y 2 2,41
1 =,
b* = = T
(%) Y 2 &£y —1
Se si riguardano ., ¥, .. . 4, come coordinate cartesiane ortogonali

di uno spazio euclideo rappresentativo, la formola Riemanniana (D*)
da una rappresentazione conforme dello spazio a curvatura costante sul-
Peuclideo. Si vede subito che le immagini delle linee geodetiche sono circoli,
i quali nel caso iperbolico tagliano ortogonalmente I'ipersfera limite

(o) A Y R B

)

==

entro la quale viene rappresentato tutto lo spazio. Nel caso ellittico le im-
magini delle geodetiche sono ancora circoli che tagliano ortogonalmente
la ipersfera immaginaria

2 2 ~)‘ ]
Yttty =0

o, per restare al reale, incontrano la ipersfera stessa () in coppie di punti
diametralmente opposti.

§ 460.
Rappresentazione della metrica iperbolica a tre dimensioni nel

semispazio.

Dal caso generale degli spazi a curvatura costante a » dimensioni pas-
siamo ora a considerare il caso particolare n = 3, specialmente per trat-
tare del gruppo G, di movimentiin questi spazi. Cominciamo dal caso dello
spazio iperbolico S, servendoci della rappresentazione conforme del § 453
sul semispazio euclideo, al di sopra del piano limite. Dette &, 1, £ le coor-
dinate cartesiane ortogonali nello spazio rappresentativo, e posto il raggio
R dello spazio pseudosferico = 1, assumeremo il ds® della metrica iper-
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bolica sotto la forma

2p e

37) g — T80

(X

o
&

Per le ragioni gia addotte al Cap. X1V, questa dicesi anche la metrica
non-euclidea a tre dimensioni, perche rappresenta appunto la geometria
dello spazio quando, supposta sempre la retta infinita, non si ammetta il
postulato d’Evcripr sulle parallele. '

Ricordiamo che in questa rappresentazione :

1.0 le geodetiche della metrica (rette non-euclidee) hanno per imma-
gini i cireoli ortogonali al piano limite, giacenti cioe in piani perpendico-
lari a questo, e col centro sul piano limite stesso (in particolare rette ordi-
narie normali al piano limite).

2.0 la distanza non euclidea di due punti P, P’ nel semispazio & data
dal logaritmo del birapporto (PP’A B), essendo A, B i due punti
d’incontro col piano limite del circolo che passa per P, P’ ed ¢ ortogo-
nale al piano.

3.0 una sfera col centro sul piano limite (ortogonale al piano limite,
in particolare un piano ortogonale al piano limite) rappresenta una super-
ficie geodetica o piano non euclideo. La sna metrica, calcolata dalla (37),
¢ quella iperbolica a due dimensioni con K = — 1, nella quale il cireolo
d’intersezione della sfera col piano limite (equatove della sfera) rappresenta
il eircolo limite. '

Prendasi ora un cireolo qualunque C dello spazio rappresentativo (che
solehi almeno in parte il semispazio { > 0). Pel circolo C passa una sfera
ortogonale al piano limite, la quale rappresenta un piano mnon-cuclideo
ed il cireolo € ¢ pure un circolo non-euclideo dello spazio iperbolico. Que-
sti cireoli non euclidei sono di tre specie (Cap. XTIV § 2382): ) circoli a cen-
tro reale con immagine O tubla interna al semispazio € >0, ) circoli a een-
tro ideale rappresentati da circoli che attraversano il piano limite, ¢) ori-
sicli con cireolo € immagine tangente al piano limite. 1 circoli della specie
a) sono linee a flessione costante é > 1; quelli della specie b) hauno in-

veee flessione costante << 1, e precisamente

= €08 1,
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indicando con ¢ I'angolo d’inclinazione del circolo immagine (¢ sul piano li-
mite. In fine gli oricicli hauno flessione = 1.

Si consideri ora una qualunque sfera S nello spazio euclideo, di cui sia
7 il raggio e b I'ordinata Z del centro. Secondo la formola (12) § 453, lasuper-
ficie obiettiva della metrica iperbolica ha la curvatura costante

(38) p= "0,

e questa & positiva quando la sfera immagine S giace tutta nel semispazio
¢ > 0, negativa se la detta sfera attraversa il piano limite e nulla se ¢ tan-
gente. In ogni caso la superficie obiettiva contiene una doppia infinita
di circoli e dicesi una sfera non-euclidea.

Nel primo caso si tratta di una sfera a centro reale, el’immagine del cen-
tro & il punto del semispazio { > 0 per cui vengono a passare tutti i eir-
coli ortogonali alla sfera immagine ed al piano limite. Nel secondo caso la
sfera non-euclidea ¢ a centro ideale, ossia ¢ una superficie geodeticamente
parallela ad un piano non-euclideo, rappresentato dalla sfera descritta
sul circolo intersezione di S col piano limite come circolo massimo. Per la

curvatura k la formola (38) da

k= ——sen® ¢

essendo ¢ 1’angolo sotto cui S attraversa il piano limite.

In fine nel terzo caso si ha un’orisfera o sfera limite, col centro a distanza
infinita. La metrica delle orisfere nelld spazio iperbolico ¢ quella del piano
ordinario.

§ 461.

Movimenti nello spazio iperbolico. Formole di Poincaré.

Un movimento dello spazio iperbolico sard rappresentato. da una tra-
sformazione del semispazio immagine (&, v, {) in s, che deve mutare in s¢
stessa la forma differenziale (37), e per ¢ido sard una rappresentazione con-
forme dello spazio, nella quale il piano limite { = 0 & cangiato in sé mede-
simo. Ma siccome ogni sfera ortogonale al piano limite deve mutarsi in

un’altra tale sfera, & chiaro che nella detta trasformazione (conforme) del
piano limite ogni circolo deve mutarsi in un circolo, e si tratta per cio di
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un’affinita circolare di Mosius (I § b8). Se distendiamo sn questo piano i
valori della variabile complessa.

g =235+,

ad ogni movimento dello spazio iperbolico corrisponderd dunque una so-
stituzione lineare

V) g =

sulla variabile complessa z, ovvero sulla coniugata z, :

* /__70'207_}:_[3_
(V) ? BTN

Ma se ci restringiamo dapprima a considerare i movimenti diretts, che
si possono generare in modo continuo con movimenti infinitesimi, dovremo
escludere la seconda formola (V*), e attenerci alla prima. I coefficienti a,(,7,0
della (V) saranno in generale costanti complesse qualunque e naturalmente
il determinante

ad—2r

sard diverso da zero. Senza alterare la generalitd, possiamo moltiplicare
a, B, 1, & per un fattore tale da rendere’

a8 — B =1,

0, come diciamo, la sostituzione (V) unimodulare.

Cosi adunque ad ogni movimento diretto dello spazio iperbolico corri-
sponde una determinata (*) sostituzione unimodulare (V); e che inversamente
ad ogni tale sostituzione corrisponda un movimento sara provato ora subito

colle formole di Porncart (Acta Mathematica Bd. 3) che danno 'effet-

tiva trasformazione del semispazio corrispondente alla (V).

Indichiamo con &, 7, ¢ le coordinate di un punto qualunque P del se-
mispazio { > 0, con &, 7', quelle del punto P’ in cui P & trasportato
dal movimento (V). Partiamo con Poincart dall’osservazione che le sfere
ortogonali al piano limite e passanti per P' debbono mutarsi nelle sfere per
P ortogonali al piano limite.

(*) A meno di un cangiamento simultanco di segno di o, §,775.

MOVIMENTI NELLO SPAZIO TPERBOLICO. FORMOLE DI POINCARE D11

Sia nelle solite notazioni
(m) A, +Be B2, FC=0
Pequazione del circolo sezione di una di queste sfere per P’ col piano
limite, talche posto
pl'l —_ &!2 ]« 7]72 +_ C,23
sard
(a™®) Ap®" + B 4+ B2, + C=0

lequazione della sfera stessa. Per la sostituzione (V) il circolo (@) si muta
nell’altro

(Adﬂ»u -+ B‘df{n -+ Boo’-o"{ -+ C’{’(n) 22, -+ (A“@n -+ Bad, 4 B(»Sl)’|'+ C]'Bo) z +
+ (Ao 4 Byay® + BBy + Cyod) 2, -+ (ARB, -+ BRgs + Byl + C385)=0;
e siccome la sfera che ha questo circolo per circolo massimo deve pas-

sare per P = (£ 7, €), si avra
A (oo p* 4 2Bz - B2y 1 58) - B (210p” -+ 202 + Brizo + 88) +
+ B, (“«)’e"f’g + a,02, + Bove -+ Bd) -+ ('l'TOPQ ez v 02 - 880) = 0.
Ogni qualvolta le costanti A, B, C soddisfano la (a) dovranno pure

soddisfare quest’ultima ; dal confronto risultano le formole di POINCARE
sotto questa prima forma :

w OO P + _aﬁqz + aBze + BP0

v Tio p° 802 -+ (082, + 99,

(39) Lo a'{upg + adyz + 13'«'03(1 - B0,

2 = L N LT

i ‘(ang 82 002 89,

) agip* -1 %820 4 Borz + Bl
TTo P2 41082 + 70620. + 89, °

Sicecome si ha

P2 — (::2 _7}_ ZZO, pl'z — CIZ + Z/ zlo,
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possiamo anche scrivere

2008 + (a2 - B) (o +Fo)
108 -+ (12 4 9) (1020 4 B0)
Y — a1l (02 -+ B) (120 + )
Tl - (e - 3) (g - D)
o ’/'u’i';z “|‘i (O‘U_Zu - @o) ('(3 -+ 6)
77(1':2 -1 (IZ -l (\)) (“l'“ 2y -+ af‘) '

=19 ’
e, =

da cui risulta

[0+ (024 B) (020 + B (1708 (i 8) (Yoo Do) | oo 0+ 02+ B) ozt Bo) [ CH et ) (r2-+(3)]

:770C2 + (12 +0) (102 -+ 80):?

Riducendo al numeratore viene

o (03 —B ) (%% —F1) &
Voo & A (e 4 8) (rozo + S0P

e poiche la sostituzione (V) si prende sotto la forma unimodulare, mentre
e

¢, ¢’ sono ambedue positive, possiamo scrivere le formole di PoINcaARE
sotto la forma definitiva :

o X a'focz "i" (aZ 4 13) (’(uzo |’§0)

d o . ™
T () (g -+ 3)

(VT) o oy -+ (aozo -+ Qn) ('IZ + ’3) \ z=§ |1 1
V0t (e F3) (e - Be) 2= i
¢ ¢

v - 770? -+ (‘(Z -+ 6) (7030 -+ 80)

Con queste formole si vede ora subito inversamente che a qualunque
sostituzione lineare (V) corrisponde un cffettivo movimento nello spazio
iperbolico. Basta invero verificare questo per le sostituzioni delle tre forme
elementari

/

1
Z=z+c¢c, d=ke, z=é (¢, k costante),

N

per le quali la verifica ¢ immediata, mentre d’altra parte ogni sostitu-
zione lineare si decompone in elementari.

MOVIMENTI NELTLO SPAZIO TPERBOLICO. FORMOLE DI POINCARKE b14

Tn conelusione le formole (V1) dii Poincaris mettono in relazione d’i-
somorfismo oloedrico il gruppo G, di movimenti dello spazio iperbolico col
gruppo totale a 6 parametri (reali) delle sostituzioni lineari sulla varia-
hile complessa z.

Se in fine, accanto ai movimenti diretti, che cangiano ogni figura in
una congruente, vogliamo considerare anche quelli inversi, pei quali ogni
figura si cangia in un’altra nversamente congruente, bastera ricorrere alla
sostituzione lineare (V*) (di seconda specie) sulla coniugata, e scambiare
nelle formole di Poincaric la variabile z colla coniugata z,.

§ 462.

Classificazione dei movimenti nello spazio iperbolico.

Consideriamo un qualunque movimento diretto dello spazio iperbolico,
e distinguiamo secondo che esiste una superficie geodetica (piano non eu-
clideo) che nel movimento strisci sopra sé stessa, senza inversione delle
facce, oppur no. Nel primo caso il movimento & gia perfettamente deter-
minato da quello deila superficie geodetica in sé e dicesi per cio -ellittico,
iperbolico o parabolico secondo la specie & cui appartiene il movimento in sé
del piano non-cuelideo (§ 230). Se nessuna superficie geodetica striscia
in s¢ medesima, il movimento si dira lossodromico.

Per distinguere, dai valori dei coefficienti a, B, 7, 0 della sostituzione
unimodulare (V), la specie del movimento si pud cangiare la sostituzione
(V) in una qualunque sua trasformata, cio¢ il dato movimento in un
movimento affine, nella qual cosa occorre ricordare che la somma oo
del primo e quarto coefficiente ¢ un invariante, che diciamo j.

Ora se nel movimento vi ¢ una superficie geodetica che striscia in s
medesima, sostituiamovi un movimento affine nel quale striseii sopra
stesso il piano 7 = 0. La sostituzione corrispondente acquistera coefficienti
o, B, 1, 5 reali, e siccome la variabile complessa & -4 sul piano
7 = 0 subisce la sostituzione stessa, avremo che in tutti tre i casi I'inva-
riante j ¢ reale e si ha:
un movimento ellittico per |j = |« + 8| < 2,
un movimento parabolico per [j| =2,
un movimento iperbolico per [j| > 2.

Viceversa se questo invariante § e reale, il movimento sara di una di que-
ste tre specie, e cio¢ non lossodromico. Infatti se i due punti fissi della so-

33
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stituzione lineare (V) nel piano limite sono distinti, potremo cangiare la
sostituzione data in una sua trasformata di forma normale

2 =<z (a0 =1),

e quando invece quei due punti fissi coincidano, nell’altra
d ==zt 3

Ma, in quest’ultimo caso, le formole di Porncarf danno nello spazio rap-
presentativo una traslazione e vi sono infinite superficie geodetiche, rap-
presentate da piani paralleli normali al piano limite, che strisciano in s¢
stesse ; il movimento ¢ parabolico. Nel primo caso poi, essendo = - o reale
e ad=1, saranno o, 3 reali ovvero coniugati immaginarii con modulo =1 ;
corrispondentemente il movimento ¢ iperbolico ovvero ellittico.

Riassumendo : Il movimento ¢ lossodromico se 'invariante j = o + &
¢ complesso ; se j ¢ reale il movimento ¢ ellittico, parabolico od iperbolico
secondo che |j! <2, |j|=2,0 4§ >2.

Osserviamo ora che, escluso il caso parabolico, vi sono sempre due punti
fissi distinti A, B nel piano limite (i punti fissi della sostituzione (V)), ed
il circolo ortogonale a questo piano nei due punti A, B rappresenta una geo-
detica dello spazio iperbolico che nel movimento striscia sopra s¢ stessa
(asse del movimento). Se riduciamo da capo la sostituzione alla forma
normale

a
z’=8z, a0 = 1,

I’asse del movimento ¢ rappresentato dall’asse OZ e si rilevano allora le cir-
costanze seguenti:

Nel caso ellittico tutti i punti di questo asse rimangono fissi ed il mo-
vimento ¢ una pura rotazione attorno’a questo asse. Posto

o= v, 5=l

& 2/ = ¢?vz, e ampiezza Q della rotazione & data da Q = 2z, ¢ sicecome
j= o -+ 8 =2cos v siha pel calcolo di Q la formola

\

(40) j =2 cos (;3) .

CLASSIFICAZIONE DEI MOVIMENTI NELLO SPAZIO IPERBOLICO H1b

Nel caso iperbolico 1’ asse del movimento scorre. sopra s¢ stesso di un
certo tratto ¢ (misurato nella metrica iperbolica) che diciamo lampiezza
del movimento stesso, e contemporaneamente scorrono in se stesse tutte
le superficie geodetiche per I'asse. Anche quiI'ampiezza d dipende solo dal-

da

¢ siccome per la geodetica rappresentata dall’asse { si ha

s = d,c ;
indi o
d = Zoq%—; =21log 3,
ne risulta ;
j=ati=dt .,
100
(40%) i = 2 cosh (ff ).

chie e la corrispondente alla (40).

Nel caso lossodromico infine Passe del movimento scorre in sé stesso,
¢ nel medesimo fempo lo spazio ruota attorno all’asse ; il movimento si
compone chiaramente di un movimento ellittico e di un iperbolico col me-
desimo asse.

In fine fra i movimenti di seconda specie noteremo quelli a periodo 2,
che si dicono 7iflessions e si distinguono in due categorie. Quelli della prima
sono effettive simmelrie rispetto ad una superficie geodetica, quelli della
seconda si ottengono combinando una tale riflessione propria con una ro-
tazione di un angolo piatto attorno ad un asse geodetico normale alla su-
perficie geodetica di riflessione.

§ 463.
Movimenti in geometria ellittica. — Scorrimenti.
Veniamo ora ai movimenti dello spazio ellittico a tre dimensioni. Riferen-

doci ad un sistema di coordinate di WEIERTRASS #,, 2, %, %5, legate dalla
relazione (§ 457):
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(41) at ewl e oal oboal = 1,
avremo per il ds®

(41%) ds* = R* (doi + dai - dws + dx3).

Ogni movimento nello spazio ellittico & dato da un’omografia dello spa-
zio euclideo rappresentativo, per la quale la quadrica assoluto si trasforma
in s¢ stessa; esso ¢ quindi rappresentata da una sostituzione lineare omo-
genea
2y = toy Ty - gy Ty - Gon Ty - o Ty
#'y = Uy Ty A+ Gy T +»a12 Lo - g Ly

(42)
@'y = Qoo Ly~ oy Ty~ Qop Ly - Aoy T3

P ; ” B
'y = Qgy Ty 4 Qg1 Ty ~F Oz Ly | Aag Ty 5

e siccome deve essere S 22 = S22 = 1, & manifesto che la sostituzione
deve essere ortogonale, e I’ inversa ¢ pur vera. 1l gruppo continuo dei mo-
vimenti nello spazio ellittico & dunque rappresentato. dal gruppo G, delle
sostituzioni ortogonali quaternarie (42), con determinante = +4- 1, o se
si vuole dalle rotazioni dello spazio cuclideo a quattro dimensioni attorno
ad un punto fisso (origine).

TFra i movimenti dello spazio ellittico ve ne ha una classe di particolare
importanza, che non ha riscontro nello spazio iperbolico, ed ¢ invece assi-
milabile sotto molti rapporti al gruppo delle traslazioni nello spazio ecu-
clideo. Definiamo questi movimenti come quelli nei quali tutti i punti dello
spazio distano egualmente dalle rispettive posizioni che vengono ad oceu-
pare dopo il movimento ; essi diconsi scorrimenti (ted. SCHIEBUNGEN).
Per dimostrarne Iesistenza e trovarne in pari tempo Pespressione anali-
tica basta porre la condizione che, secondo la formola (2'0) § 457 (pag.
497), la quantita

wy &'y 4 2 2y A 2y - 2y &,

calcolata dalla (42), sia costante. Se indichiamo con & il tratto costante (am-
piezza dello scorrimento) di eui ogni punto dello spazio si sposta, troviamo

Moo = 1y = gy = (33 = A = COS<R‘) >

e inoltre
a;, +a,;, =0 peri+ k.

MOVIMENTI IN GEOMETRIA ELLITTICA. — SCORRIMENTI 17
Poiché d’altronde la (42) deve essere una sostituzione ortogonale, ne

deduciamo

gy (hoy ~ gy Uy = 0

2 2 2 2
(3 + 30 = G ~+ dy
da cui

oy = £ gy, Ugy = F U

Distinguendo i due casi dei segni superiori e degli inferiori, troviamo
due classi distinte di scorrimenti dati dalle rispettive formole :

xy = Ary — Bz, — Cuy, — Dy

i S 2y = Buy + Awy — Da, -+ Cuy
) z'y = Cxy + Dz, + Az, — B,
\ 2y = D, — Cz, - Bz, + Axy,
e dalle altre
[ &y = Az, — Bx, — Cxs — Du,
5 ', = Br, + Az, — Dx, — Cay
) x'y = Cxy — Dz, + Az, + B,

&'y = Dy - Cxy — Bx, - Ay,

(VII*)

essendo ambedue le volte A, B, C, D costanti reali qualunque, legate dalla
relazione
A - B - CF A D= L

Evidentemente si puo dare a queste quattro costanti il significato se-
guente : esse sono le coordinale del punto i cus st trasporta il punto (1, 0, 0, 0,)
dopo lo scorrimenlo.

Come si vede, uno scorrimento di prima specie (VI1), o di seconda spe-
cie (VII#), ¢ perfettamente determinato quando si fissi la posizione che
deve occupare, dopo lo scorrimento, il punto (I, 0,0, 0), ovvero un altro
punto fisso qualunque dello spazio.

Consideriamo uno scorrimento qualunque, p. e uno di prima specie
(VIT) ; per esso ogni piano (&, &, &,, &) si trasporterd in un nuove piano
(801 &1, &5, &'5), € si troverd subito che le formole per la trasformazione
delle coordinate di piano sono identiche alle (VII) per coordinate di pun-
to scrivendosi:




518 CAPITOLO XXVI. — § 463

£, = A§, — B, — C&, — DE,

: ¢ = Bg ++ A& - D&, - CE,
(Vﬂ’) ) 1 ‘» ”‘1 2 -
gy = C& - D&, - A&, — BE,

&y = DE — & + Bl - A&,

Di qui risulta che se consideriamo un piano (2) che passi per la congiun-
gente il punto (z) colla sua nuova posizione (x'), eseguito lo scorrimento,
il nuovo piano (&) passerd ancora per la stessa congiungente (z) (&),
E infatti supponendo

(02
o
%%\
l
;O
2}
S r;
=
I

¢ dalle (VII)

clog

Ne concludiamo : In ogni scorrimento le relte che congiungono due punli
corrispondenti scorrono ciascuna sopra se stessa ; ogni punlo  sopra wni
tale congiungente st sposta (sulla congiungente stessu) ; del lratto coslanie
8 = Rarcos A ed ogne piano condotlo per essa ruoln atlorno o quesla velln
dellangolo costate © = — |

! R

Se vogliamo considerare la semplice infinita di scorrimenti che fanno

muovere il punto fisso (1, 0, 0, 0) lungo una medesima retta, bastera porre
A=cosl, B=03senl, C=yseni D = dsend

essendo { un parametro variabile e B, 1, o tre costanti tali che

A
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Sostituendo questi valori di A, B, C, D nelle (VIT)ovvero nelle (VIT*),
si verra a definire un gruppo continuo ad un parametro f di scorrimenti,
ed in tale scorrimento continuo le trajettorie dei singoli punti saranno al-
trettante rette, formanti una congeruenza, che si dice una cbngmmza di
CLIFFORD.

Come si distinguono le due specie di scorrimenti (VII) o (VI1I*)? Du-

rante lo scorrimento continuo un piano pud ruotare attorno ad una retta

della congruenza nell’uno o nell’altro senso, da sinistra verso destra, o da
destra verso sinistra rispetto ad un osservatore disteso lungo la retta.
Di qui la distinzione degli scorrimenti in destrorsi o sinistrorsi, o cid che
¢ lo stesso delle rispettive congruenze di CLIFFORD in destrorse o sinistrorse.
Supponendo una conveniente orientazione al tetraedro delle coordinate
di punto coi vertici in

(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1),

noi diremo destrorsi gli scorrimenti (V1I), sinistrorsi quelli dati dalle for-
mole (VII*).

§ 464.

I movimenti come omografie dell’assoluto.

Ogni movimento in s¢, diretto, dello spazio ellittico ¢ un’omografia dello
spazio rappresentativo che trasforma la quadrica assoluta in s¢ medesima,
che dovra quindi cangiare le generatrici della quadrica in generatrici, ¢ pre-
cisamente ciascun sistema in s¢ medesimo ; (¥) e le generatrici di ciascun
sistema saranno scambiate projettivamente fra loro.

In particolare in uno scorrimento, siccome tutti punti si muovono ret-
tilineamente, dovranno rimanere singolarmente invariate le generatrici
dell’una o dell’altra serie, poniamo quelle della prima. Allora nella seconda
serie le generatrici si scambieranno projettivamente ¢ vi saranno due par-
ticolari generatrici (coniugate) che rimarranno fisse, insieme evidentemente
ad ogni loro punto. Uno scorrimento non ¢ altro aduque che una omogra-
fin biassiale avente per assi due generatrici coniugate di una medesima
serie, e viceversa si vede subito che ogni tale omografia biassiale ¢ uno scor-

(*) T movimenti diretti formando un gruppo continuo, non possono scam-
biare i due sistemi di generatrici.
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rimento. Le o ® vette di una congruenza di Crrerorn sono dunque carat-
terizzate dall’appoggiarsi a due generatrici coniugate dell”assoluto.

Considerati ghi scorrimenti sotto questo secondo aspetto, ¢ evidente
che due scorrimenti defla stessa specie si compongono in un terzo scorri-
mento ancora della stessa specie, inoltre, tragformando uno scorrimento
S per mezzo di un gualunque movimento M, il movimento trasformato
M~'SM ¢ nuovamente uno scorrimento della specie di 8, perche lascia in-
variate le singole generatriei del medesimo sistema. Risulta di qui che gli
scorrimenti della medesima specie formano, entro il gruppo totale a 6
-parametri dei movimenti, un sottogruppo invirriante a tre parametri.

Di piltt facilmente vediamo che : qualsiasi movimento M si decompone
e due successivl scorriments di specie opposta. 1 invero se M non & uno scor-
rimento, esso lascia invariate due e due sole generatrici gy, ¢, (coniugate)
nella prima serie, e altre due coniugate ¢';, 9’, nella seconda. Queste quat-
tro generatrici formano un quadrilatero gobbo le cui diagonali sono rette
reali, polari rispetto alla quadrica, e queste due rette strisciano nel movi-
mento ciascuna sopra sé stessa. Dunque : in ogni movimento M vi sono due
asst del movimento a, a’ che sono retfte polart rispelto all’ assoluto.

Sia ora ¢, un’ altra generatrice della prima serie (di ¢,, g») che per M
si trasportiin f,; se combiniamo M con uno scorrimento S’ di seconda specie
che lasci fisse le generatrici ¢, ¢. e trasporti g, in ¢,, il movimento com-
posto MS’, lasciando fisse le tre generatrici ¢y, ¢, ¢s della prima serie, la-
seia fisse anche tutte le altre, ed ¢ per cio uno scorrimento S di prima spe-
cie. Se ne deduce

MS =8, o M=2385"

formola che da la richiesta decomposizione del movimento M in due scor--

rimenti di specie opposta.

B poi da ossevare : due scorrimenli i specic conlravia S, S sono sem-
pre fra loro permulabili, cioé S8 == 8’85,

Difatti due movimenti 88’ 8’8 producono sulla stessa serie di gene-
ratricl il medesimo efletto, quello di 5" o di 5. Anche segue di qui che la
decomposizione di ogni movimento nel prodotto di due scorvrimenti ha
lubgo in modo unico. (*) Tutte queste proprieta che abbiamo qui dimo-

(*) Da S8 ==15,;5,, a causa della permutabilita, seque SS;—! =S85 =1,
indi S=8,8 =58

ora vengono a coincidere nella polare

II. PARALLELISMO DI CLIFFORD H21

strato per via geomefrica si possono facilmente verificare sulle formole
(VII), (VII*) per gli scorrimenti.

§ 465.
Il parallelismo di Clifford.

Le singolari pm]t)riefﬁ che abbiamo visto appartencre agli scorri-
menti in geometria ellittica hanno condotto Crirrorp ad introdurre
in questa geometria 1'importante nozione di parallelismo di due rette. (*)
Se volessimo, come in geometria euclidea ed iperbolica, definire due rette
parallele quelle che hanno un punto comune all’ infinito, .dovremmo dire
che nello spazio ellittico, non essendovi punti reali all’infinito, non esi-
stono rette parallele. Ma le parallele della geometria iperbolica solo in parte -
possegaono le proprietd delle parallele della geometria euclidea, alcune delle
piu semplici fra queste proprieta andando realmente perdute: Cosi in geome-
tria euclidea, prese due parallele, possiamo muovere tutto lo spazio in guisa
che le due parallele striscino ciascuna sopra se stessa; due parallele hanno
infinite perpendicolari comuni, proprietd che cessano di sussistere per due
parallele nello spazio iperbolico. Invece possiamo ritrovarle nuovamente
nello spazio ellittico, se ricorriamo alla seguente definizione del parallelismo
di CLIFFORD :

Due vetle dello spazio ellillico si dicono parallele quando si appoggitno
ad wnw medesima coppin di generalrici convugale dellassolulo, ossia quando
apparlengono ad wna medesime congrienze di CLIRFORD.

Si osservera subito che, al contrarvio di quanto accadeva in geomeltria
euclidea ¢ nella iperbolica, due rette parallele nel senso di Crirrokrp non
sono mai complanari. Come le congruenze di Crrrrorp si distinguono
nelle due specie, cosi il parallelismo deve distinguersi in destrorso -e
simistrorso. Da ogni punto P dello spazio. ad una data retta », partono
due parallele una nel senso destrorso Paltra nel sinistrorso, ¢ le due paral-
7|

i

5

=

lele sono distinte, salvo quando P> dista da » di un quadrante , che al-

/

rivpetto  all’assoluto.
B chiaro che, fissate due rette parallele nel senso di CLirroRrD, vi ha uno
scorrimento dello spazio che fa scorrere le due rette ciascuna in s¢ stessa.

(*) Le idee di Clifford su questo. argomento vennero fatte particolarmente
conoscere e sviluppate da Klein (V. Klein Math. Annalen Bol. 37, e le lezioni
litografate: Nicht Huklidische Geometrie Goltingen 1390).
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Se da un punto A* della seconda retta o’ caliamo il segmento A’ A per-
pendieolare in A alla prima «, questo segmento A’A, mnello scorrimento
continuo, striscierd coi suoi due estremi A, A’ sulle rette a, «’, ¢ resterd
di lunghezza costante ¢ normale ad ambedue le rette. Dunque, come in
geometria euclidea, tutti i punti di una retta distano egualmente da ogni
parallela alla retta e le due rette hanno infinite minime distanze, tutte
eguali fra loro.

Un altro ravvicinamento fra il parallelismo euclideo ¢ quello di Crrp-
rorD si rileva dalle osservazioni seguenti. In geometria euclidea, applicando
ad una retta una traslazione si ottiene una retta parallela ; cosi pure in

. geometria ellittica ad una retta » applicando uno scorrimento, p. e destrorso
la nuova posizione ¢’ di » ¢ parallela alla », peronel senso opposto sinistrorso.
B infatti nello scorrimento destrorso tutte le generatrici del secondo si-
stema sull’assoluto scorrono in sé medesime e per cio anche le due (coniu-
gate) g., g, & cui sl appogeia; dunque anche 1’ si appoggia a ¢4, g, ed e
quindi parallela nel senso sinistrorso a r.

Segue di qui che se due rette parallele r, +* sono tagliate da una mede-
sima p, esse formano con p nei due punti d’incontro A, B angoli (alterni)
ecuali, come nella geometria euclidea. W i fatti, se il parallelismo di #, o
¢ p. e destrorso si faceia uno scorrimento sinistrorso che trasporti A in B;
la p scorrerd in =& medesima e la retta » si sovrapporra alla »'.

§ 460.

Parametri di scorrimento e angolo di parallelismo. (%)

Risolviamo ora il problema di trovare le due parallele che ad una data
retta  escono da un puinto D dello spazio.

Supponiamo delinita la retta » nel solito modo, collassegnare le coor-
d'nate (z,) di un suo punto e quelle (£,) del piano normale in (z,) alla retta,
ossia individuiamo la retta » mediante le coordinate (x,) (&) di due suoi
punii coniugati rispetto all’assoluto (distanti di un quadrante).

(*) Le considerazioni che seguono furono svolte dal Fusixi nella sua tesi
di laurvea: Il paralielismo di Clifford neyli spazi ellittici Annali della R. Seuoia
Normale Sup. di Pisa Vol. IX 1500). Indipendentemente, dal FusiNi apparvero
poco dopo le pubblicazioni dello Stuny sull’argomento.
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La retta r individua due scorrimenti di ampiezza eguale ad un qua-

drante ﬂz' , che portano ciascuno il punto (2) in (&) ; indi (&) in (x). Per
ambedue gli scorrimenti si ha nelle relative formole (VII), (VII¥*) pag. 517

A = cos 5 =0, e i tre rimanenti parametri B, C, D, legati dalla relazione

B4 (4 D* =1,

risultano determinati p. ¢ nelle (V11) dalle formole

e

= — Bz, — Czy, — Day

S &, = Bz, — Dz, -+ Cuy

?&2=:C%)+—Dx1-Bx3
¢, = Dx, — Cz, + Bz, .

Queste, risolute rapporto a B, C, D, col tener conto delle relazioni

Szt =1, Sz & =0,

danno subito le formole

\' B = (wu El — &y Sn) "F (xz g:} &g ‘iz)
(Vlll) \ (‘/ : (SC,, éz """ "’;2 Q;,,) "I" (933 &[ - &y E:})

D= (& — 2 &) F (B &2, &),

che definiscono i paramelri di scorvimento destrorsi della retta r. Questi
sono precisamente le coordinate del punto ove la parallela destrorsa tirata
pel punto (1,0, 0, 0) alla retta incontra il piano polare z, = 0 del punto.

Similmente, indicando con B, y, & i parametri di scorrimento  sini-
strorsi della retta r,. troveremo

\ g - (T &1 - 20 &) = (2 & 25 &)
(VILI*) = (B €y @y &) — (W & — 7y &)
( 0 = (5’51\. & — 25 & — (xl Co — 2 &1)

Come si vede, questi 6 parametri di scorrimento (B, C, D), (8, i, 9),
legati dalle relazioni

B4+ CDP=1, By =1




~
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Do

sono semplici combinazioni, per somma e differenza, delle 6 coordinate

usuali della retta
pi}: = xi él; - x/; é/ ;
precisamente si ha

(43) \ B = Po1 + Pes C = Yoz + Ps1 s D = Pos + Pz
/ B = Do —Pos», 7= Poz— Ps1, J = Pos — P

1 sei parametri di scorrimento (B, C, D), (8, ¢, 8) sono in sostanza coor-
dinate normalizzate della retta e la individuano. Per due rette parallele
nel senso destrorso la prima terna ¢ la stessa, per due parallele nel senso
sinistrorso la secconda.

Dati i 6 parametri di scorrimento di una retta 7, si risolve subito fa que-
stione di trovare le due parallele tirate per un punto (y, ¥, ¥, y;) dello
spazio alla retta data. Indicando infatti con =, 1., 1s, 15 le coordinate
del punto situato p. e. sulla prima parallela alla distanza di un quadrante
da (y,), avremo
VMo = — By, — Cyo — Dz, = Cyy + Dy — Buyg

(44) ,
Py = Byo — Dy -G, 0y = Dyo — Cy - By

¢ analogamente per le coordinate v, del punto alla distanza di un qua-
drante da (y,> sulla seconda parallela :

x Mo .8//1 Y 6.’/:; Mo = o — a,//l - B.//:z .

(447%)

? LT Bifo -0y it My = Sify iy = Bife

Applichiamo queste formole al caleolo dell’angolo i 2 di porallelisimo,
cioe dell’angolo che le due parallele tirate alla retta » dal punto (y,)
formano fra loro. 15 chiaro « priori che quest’angolo © non pud dipen-
re che dalla distanza « del punto dalla retta; poiche se il punto P ha
dalla retta » la stessa distanza che il punto ™ dalla retta . possiamo
con i movimento dello spazio portare » su ¢ I' su P, dopo di che le
due parallele tirate per P alla » si sovrappongono a quelle tirate da P’
alle #. '

Prendiamo allora per retta r la congiungente i due punti (1, 0,0,0)
0,1,0,0); le sue coordinate p,, sono tutte nulle, tranne la py =1, e
i suoi parametri di scorrimento calcolati dalle (45) sono

(Bv C, D) = (17 0; 0): (Ba I 6) = (17 0, 0)

PARAMETRI DI SCORRIMENTO E ANGOLO DI PARALLELISMO Y

Consideriamo il punto di coordinate

R . N

’ | \a?/ﬁ:()a

! [
Mo == CO8 (H) s =0, ¥y, = sen lR)

il quale dista dalla retta » appunto di d; applicando le (44), (44*) abbiamo

P d
My = 0, 1y = €08 ,R() 2T 0 sen (Ji)

- S d : d
o =0 7 == cos <R> oty =0,y = - sen (ﬁfi) -
L’angolo © delle due parallele, ossia dei due piani (4;), (4,) normali in
(y; a queste due rette & dato da:

cos @ =8, n; = e,og(,,-,
: 1 R

Di qui il semplice risultato : L angolo L2 delle due parallele tirate da
un medesimo punto P ad wna retla v dipende dalla  distanza d di P da v
secondo la formola
, 24d
IX) I =
(IX) R
Si osservera che non solo per d = 0 le due parallele coincidono (come &
: TR
naturale), ma ancora per d = 5
osservato sopra, coincidono nella retta polare #' di » rispetto all’assoluto.

Un’ ultima osservazione relativa ai parametri di scorrimento ci sara

e in quest’ultimo cago, come gid abbiamo

utile nel seguito. Siano r, ¥’ due rette uscenti da un medesimo punto («')
e rispettivamente normali in questo punto ai due piani (£), (&'); siano
B, C, D, B, ¢/, D' i relativi parametri di scorrimento, p. e. destrorsi, di
queste due rette e 6 I'angolo che esse formano fra loro, onde

cos 6 = S &
Dimostriamo che ¢ anche

(2) cosh = BB 4 CC + DD'.
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Difatti

B = Por -t Pos O = Doz -+ Psr D = Doz Pie
B = Por P, O =00+ 9, 1Y = Pos -+ D2

¢ siccome le due rette sono incidenti si ha

\ Po ?9/23 + Do P's1 + Pos P =0
’ 7)/()1 Pes |- Plnz a1+ Pos Pra =0,

indi
BB + CC" + DD = pys o1 -+ Doz 0oz + Dos P'os +
A= Do Plos 4 Vs P + Pro Piws
ciog
; . Ly @y Ty Ty | Ly @y Xg T3
BB’ 4 ¢’ DD = X e e a
- ™ én &1 82‘53 gf)éli‘zéx‘
1 p & 1
= Src = ! ().zcosb, e d. d..
Sag S¢& 0 cost

Segue di qui: Due coppie di rette incidenti vispettivamente parallele (nel
medesimo senso) formano lo stesso angolo.

§ 467.

Le rigate a curvatura nulla e la superficie di Clifford. (%)

Un’altra notevole analogia fra il parallelismo in geometria euclidea e
quello in geometria ellittica si ha considerando nello spazio ellittico una qua-
lunque rigata le cui generatrici siano tutte parallele p. e. destrorse, cioe
una qualunque rigata entro una congruenza di CLiFrForD. Lo scorrimento
continuo individuato da questa congruenza {a scorrere la rigcata R in se
medesima. Dunque 1’ elemento lineare di R, riferito alle generatrici
u = costte e alle trajettorie ortogonali v = costte, prenderd la forma
(I pag. 343) '

ds® = du’ + 9° (u) dv’.

(*) Cf. la memoria dell’ autore: Sulle superficie a curvatura nulla in geo
metric ellittica. Aunali di matematica (1895).

L. RIGATE A CURVATURA NULLA ECC. Hh2v

Ma poiche le lince u = costle sono geodetiche, sara o (u) = cost, ¢ il
ds’ ha la forma del piano cuclideo. (*) Ne risulta il teorema : Ogni rigata
dello spazio elliltico, con generalrici parallele nel senso di CLIFFORD, & una su-
perficie a curvalura (assolula) nulla. Con questo teorema le rigate di Crrr-
ForRD (contenute in una congruenza di Crirrorn) vengono assimilate
alle superficie cilindriche dello spazio euclideo.

Come si vedrd piu avanti, vale in geometria ellittica anche il teo-
rema inverso che ogni rigata a curvatura nulla ¢ una rigata di Crirrorp.

Consideriamo in particolare la rigata di Crirrorp le cui generatrici g
escono dai punti di una medesima retta 7, non appartenente alla congruenza
di Crirrorp. Esse formano una particolare rigata (quadrica) sulla quale esi-
stono due diversi sistemi di generatrici (g), (7) parallele fra loro le prime in
un senso, le seconde nell’opposto. In ogni quadrilatero formato da due
coppie di genetratrici (¢4, ¢2) (71, 72) 1 lati opposti e gli angoli opposti sono
eguali ( nella metrica ellittica). Questa superficie, che dicesi superficie .di
Crirrorp, possiede evidentemente due scorrimenti di diversa specie in se
medesima, fra loro permutabili, Da questa ultima circostanza CLIFFORD
traeva appunto la conseguenza che la superficie hanulla la curvatura asso-
luta, proprietd che pilt in generale appartiene, come si ¢ visto, a tutte le
rigate con generatrici parallele.

Si ottiene un’altra notevole generazione della superficie di Criwrorn
colle considerazioni seguenti. | due scorrimenti in s¢ che possiede la super-
ficie di Crrrrorp individuano due rette, polari rvispetto all’assoluto, che sono
parallele tanto alle generatrici dell’'uno quanto a quelle dell’altro sistema.
Siano 1, ¥ queste due rette, che diciamo gli assi della superficie di Crir-
PORD ; questi per I'uno e per I'altro dei due scorrimenti strisciano sopra s¢
stessi, e quindi anche per qualunque movimento combinato dai due scorri-
menti. Ora si combini uno scorrimento destrorso lungo » con uno sinistrorso
diegualee contraria ampiezza angolare lungo +'; tutti i pianiper »scorreranno
in sé stessi, e con essi le sezioni che producono nella superficie di CrLirForD,
la quale scorre pel movimento considerato in s¢ medesima. Ma nel movi-
mento del piano ellittico pel quale una rettascorre in sé stessa tutte le altre

(**) In modo pitt geometrico cosi: Lo scorrimento scambia fra loro le trajetto-
rie ortogonal delle generatrici e per cid gli archi intersecati su queste trajet-
torie ortogonali (f) dalle generatrici sono eguali; dunque le () stesse sono
geodetiche. Ma ogni superficie con un doppio sistema ortogonale (od anche
isogonale) di curve geodetiche & a curvatura nulla (I pag. 272).
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trajettoric dei punti sono cireoli, geodeticamente paralleli alla retta, col
centro nel polo della retta. Dungue tutte le sezioni fatte nella superficie di
Crrrrorp con piani per Passe + (e quindi normale al secondo asse #') sono
cireoli di raggio eguale coi centri distribuitisul secondo asse 7’. i evidente
che una pura rotazione attorno ad » scambia i circoli considerati fra loro,
si pud quindi formulare la seguente costruzione geometrica della superficie
di CrarrorD @ Preso un cireolo e tracciata nel suo piano la rétla r polare del
cenlro, st faceia rotare attorno o quesla retta v il prano ; il cireolo  descrive la
superficte di CTLIFFORD.

La superficie di Crarrorp possiede manilestamente un secondo sistema
di circoli nei piani per +' e coi centri distribuiti sopra 7. Questi due sistemi
di circoli, i cui piani sono ortogonali alla superficie, ne sono le linee di cur-
vatura e, come tali, sono le bisettrici del doppio sistema di generatrici.

Possiamo infine generare la superficie di CLirrorp nel seguente modo
equivalente : La superficie di CLIFFORD ¢ ol luogo di un circolo di raggio co-
stante il cui centro descrive una refta e tl cur piano resta normale alla retla.
Cosi questa singolare superficie a curvatura nulla dello spazio ellittico viene
a ravvicinarsi al cilindro circolare retto euclideo.

§ 468.

Le formole di Frenet in geometria ellittica ed iperbolica.

Le ultime ricerche del presente capitolo saranno volte ad estendere la
teoria delle curve, esposta al Vol. I Cap. 1, alla metrica ellittica ed iper-
bolica. Ci limiteremo a stabilire le formole di FRENET in questi spazi, e col
sussidio di queste formole fondamentali sara facile al lettore riprendere le
singole ricerche del Cap. I e riconoscere le lievi modificazioni che vengono
ad introdursi nei risultati finali a causa della curvatura dello spazio.

Cominciando dal caso dello spazio cllittico a tre dimensioni, conside-
riamovi una curva qualunque C, che definiremo dando le coordinate z,,
By, oy %5 di VEIERTRASS di un suo punto mobile in funzione dell’arco s.
Se con

Oy, Oy Olg. Og

indichiamo le coordinate del piano normale in (z,) alla curva, avremo

(45) =R (1=0,1,2,3),
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e le a, si diranno anche i coseni di direzione della tangente. Calcoliamo in

. . . 1
primo luogo la prima curvatura o flessione - della curva C secondo la de-
‘I

finizione generale del § 443, come limite del rapporto %;d, significando d

la distanza dei due punti M’, M che si ottengono staccando sulla curva e
sulla tangente in M due archi infinitesimi di lunghezza = {. Abbiamo con
notazioni evidenti
, t &t do;
x,; = x;‘l“R“af +2—RZ§+
_ ¢ ¢ ¢ £
r;, = x; cos(E) “+ sen(E) =z; —{~—P: oy ‘§ﬁ5xi 4oy

ove abbiamo trascurato di serivere le potenze di { superiori alla seconda.
Ne segue

, _— £ (da, | =z
“&“ﬁﬂm+ﬂ+m
indi:

2

L ! da, 2\
o mvs ey =S /o3

|24 4 /oda &y
54%7~V#%+Ef

Anche qui, come in geometria euclidea, converremo di dare alla fles-

e per cio

. 1 . .
sione — un valore assoluto e prenderemo per cid, nella formola superiore,
p

il valore positivo del radicale. Da quanto abbiamo osservato in generale
al § 443 risulta inoltre che i coseni di direzione §&, &, &, &5 della normale
principale alla curva sono dati da:

do., z; -
(46) éi:p(ds+ﬁ),z~0,1,2,3.

La tangente e la normale principale individuano il piano osculatore,
e noi indicheremo con

)\Oa >‘17 )\2’ )\3
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le coordinate di questo piano, ossia i coseni di direzione della binormale alla

curva. Il determinante

Ty Ty Ty Ty
Oy Og Oy ’/~3‘
& & & &
Ao A ha Ay

(47)

¢ allora il determinante di una sostituzione ortogonale e, per fissare com-
pletamente le A anche in segno, conveniamo che il valore di questo deter-
manante debba essere polsitivo, ct0é = - 1.

L’equazione del piano osculatore in (z,) ¢ data da

X() I Xl 9 XZ 9 X3
xO 9 ' Z1 9 x2 9 x3
L dx, dz dz, dey ' _
| 220 2 e =0,
ds ’ ds ' ds ’ ds
L dPzy dPmy dPa, d*a,
LdstT o dst’ dst T dst
avendo indicato con X, le coordinate correnti di punto. In modo analogo
come al § 3 si proverebbe che si possono adottare per questo piano le altre
definizioni di quel paragrafo.
Fissata la nozione di piano osculatore, si definira la seconda curvatura
. 1 . . \
0 torsione T precisamente come al § 5 pel caso euclideo, e se ne dedurra

pel valore della torsione

(48) %g==s<¢l)f

ds

Dopo di ¢id stabiliamo subito le formole di FreneT in geometria ellit-
tica, che danno le derivate rispetto all’arco s degli elementi del determinante
(47) in una stessa colonna, espresse linearmente ed omogeneamente per

gli elementi stessi e per le due curvature % , % Le (45), (46) danno gia

due gruppi di tali formole. Ora dalle identita

San =0, Seh =0, SN =1,
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derivando rapporto ad s, coll’osservare le (4D) (46), segue

Iy ax in
e quindi
i,

dg_—_KEl (1;20,192,8)7

con K fattore di proporzionalitd. Ma dalla (48) risulta % = K? enoi po-
nendo

veniamo ad attribuire alla torsione un valore algebrico, dopo di che le for-:
mole precedenti diventano
dh _ &

ds T °

1

Rimangono solo a calcolare i valori delle derivate %és , €id che si fa su-

bito ricordando le proprietd del determinante ortogonale (47) (*) e facendo

-uso delle formole gia ottenute. Riepilogando, abbiamo per le formole di

FreENET in geometria ellittica il quadro seguente :

dog _ oo dop & @ A& o hodhe &
UX) s =R’ ds —p R’ ds o T’ ds—7T
i=0,1,2 3.

Da queste formole fondamentali, precisamente come in geometria
euclidea (§§), si deduce che anche nello spazio ellittico una curva ¢
perfettamente determinata di forma dalle sue equazioni intrinseche :
L_ 7(s), % = ¢ (s) le quali possono venire assegnate ad arbitrio.

p

Un procedimento del tutto analogo a qiiello sopra tenuto per lo spazio

ellittico serve per stabilire le formole di FrRENET nello spazio iperbolico. (**)

(*) Ogni elemento del determinante ¢ eguale al proprio complemento alge-
blico ; piu in generale qualunque minore eguaglia il suo complemento alge-
brico.

(**) V. per i calecoli sviluppati la nota di A. Razzaboni. Le formole del Fre-
net in geometria iperbolica e loro applicazioni (Bologna Gamberini 1897).
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Mantenendo le notazioni stesse, queste formole si serivono :

(xy e b by

ty dm, & @ bz odh 6
ds R’ds p "R ds>  p T’ ds T

r=0,1,2,3,

le relazioni fra le =z, #, §, » essendo attualmente

2 \ y 2 2 ; Y g2 2 ' 52 32
@ =1, Mol —nd =1, e —E=1, 20 —nN=1
r r I ”
\ Al
S xo, —zpy=0, So, & —o& =0, ecc. ecc.
” »

Del resto, analiticamente, le formole (IX*) di FRENET in geometria
iperbolica si deducono subito dalle corrispondenti (IX) in geometria el-
littica cangiando R in ¢ R(i = \— 1) e corrispondentemente z., s, s
in —1¢ &y, —12,, — 125 5 o, &, ko 1N 104, 1€, thy, rispettivamente.

§ 469.

Formole.del Fubini pei parametri di scorrimento principali.

Le formole (IX) di Frener in geometria ellittica vennero trasfor-
mate dal FuBINI (tesi citata al § 466) in modo molto notevole introducendo
al posto delle quantitd che figurano nel determinante ortogonale (47) i
parametri di scorrimento destrorsi o sinistrorsi dei tre spigoli del triedro
principale. Riferiamoci dapprima ai parametri destrorsi e indichiamo con

ty, tay ts 1 parametri destrorsi della tangente
Ny, Ny, Ny 1 parametri destrorsi della normale principale
by by by 1 parametri destrorsi della binormale,

onde avremo per le formole (VIILI)

bz, 2y Loy Zg | Ty Xy Ly Zs
49) b= | o= L+ b
[ Oy 9%y Y Oy | i & & | & &
Ly 2 | 2 s i
b1 - i i !
!)\” )\, i}\z /\}!
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colle analoghe per (f,, n,, b,), (f5 13, bs) che si ottengono da queste tenendo
fisso l'indice o e permutando circolarmente (1, 2, 3). Notiamo che, per

N

quanto si & visto alla fine del § 466, il determinante

R
(50) ! Ny Ny Mg i
by by by |

¢ un determinante orfogonale ternario, ed il suo valore ¢ ancora = - 1.
Deriviamo ora la prima e la terza delle (49) rapporto ad s utilizzando le
formole (IX) di FrENET e troveremo subito

dty, 1 (| o 2, | Ty ~:c3’( My

T gl [ -+ = >

ds  plig & e &l
aby _ 1 \log o | Lo os | | 1 @ @] | % @
ds R, xli+fxz xg!~+T!‘feo el'frl@ & |\

Ma, per le proprietd del determinante ortogonale (47), si ha

1 i %2 s —_ ' xo xl |
, ‘
|

N | | |
Che Ag P& & |

'I:czxs
!)\0115 1 & &

onde la precedente si scrive

dbj_(/l_ 1
ds 1T R/™

Per calcolare in fine 781 si derivi la identita

i+ mi + b = 1,

tenendo conto delle precedenti, e si avra

G Y

o T R/

E se, insieme alle formole cosi ottenute, si scrivono anche quelle de-
dotte con permutazione circolare degli indici avremo le formole di Fre-
NET poste sotto la forma data dal Fusini:
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‘ dt, 1 dm, 1 o1 db, (1 1
® To=gmods =gt w)b G =lr w)
(i =1,2,3)

Se poi introduciamo anche i parametri di scorrimento sinistrorsi, che
indichiamo con 7, , b, 77 essendo

Z__]xoxl lxzw?,! = | % x]l fxzxs‘
1= B ] 1"y = !_\ [
Loy o | P2 %3 | L& & & & |
51=lxo x1!_‘ Ly s ’
Ao A | P Ag |
lo stesso caleolo eseguito sopra ci da
at, 1 dn 1 1 1\ db 1 1
* LA 7 . S — R b, — == - =7,
XD a5 =0 o b (T +R>b"’ s (T FR)”ﬁ
=1,2,3

Queste formole (X), (X*) equivalgono alle formole (IX) del FRrENET,
e scritte in questo modo hanno il vantaggio di avere la stessa forma come
nella geometria euclidea (§ 6). E chiaro infatti dalle (IX) che il determi-
nante (50) & il determinante dei nove coseni delle direzioni principali di
una curva I';, dello spazio euclideo di cui s sia 1’ arco e le due curvature
1

—, =, abbiano i valori
9 9
P1 T,

(51) 2 =

Similmente per le (10*), (Z, t4, t3), (7iy, 7is, i) (01, Ds, bs) danno i ri-
spettivi coseni di direzione della tangente, normale principale e binormale
di una seconda curva @', dello spazio euclideo, di cui I’ arco sia ancora s

: 1 1
e le curvature o T, vengono date da
2 2

e r 1 1 1 1
Y e e LT TR

Si ha quindi il notevole risultato del Fusint :

Ogni curva C dello spazio ellittico individua una coppia di curve (I'y, I',)
dello spazio euclideo che hanno eguale arco ed egquale flessione della curva C e
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. .11 y . S
le cun torsiont T, Sono equali a quella di C aumentala o diminuita della
41 2
costante R o cosent delle direzions principali di 1y, Ty sono ¢ paramelri di

scorrimento destrorsi e sinistrorsi degli spigoli del triedro principale di C.
Inversamente si vedrd subito che ogni coppia (I'y, I';) di curve dello

spazio euclideo che ad eguale arco abbiano eguale flessione, e le cui tor-

sioni differiscono di una quantitd costante ];{ , individuano una curva cor-

1

*R"é .

Si osservi che se, mantenendo fissa nello spazio euclideo una delle due
curve p. e I'y, si assoggetta I'altra T', ad un qualunque movimento, che
possiamo limitare ad una rotazione attorno all’origine, la curva C nello
spazio ellittico subisce uno scorrimento destrorso giacché (f;, n;, b,) restano
fissi. Similmente ad una rotazione di I', attorno all’origine corrisponde
uno scorrimento sinistrorso di C. I se I';, T', subiscono due movimenti in-
dipendenti, la C subird un movimento decomposto in due scorrimenti (Cf.
§ 466).

Come caso particolare si osservi che se la eurva C dello spazio ellittico
¢ una curva piana qualunque, le due corrispondenti I';, I'y dello spazio eu-
clideo sono inversamente congruenti, con torsioni costanti eguali e di segno
contrario.

rispondente C nello spazio ellittico di curvatura K =

§ 470.

Applicazione alle curve di torsione costante.

Prendiamo una qualunque rigata di CLIFFORD (a generatrici parallele).
Sappiamo che la superficie ¢ a curvatura nulla e le trajettorie ortogonali
delle sue generatrici sono geodetiche della superficie, congruenti per
scorrimento. Queste geodetiche hanno dunque per binormali comuni pre-
cisamente le generatrici (parallele) della rigata. Se il parallelismo & de-
strorso, i parametri di scorrimento destrorsi by, b,, b; della binormale sono

costanti e la terza delle (X) dimostra che si ha

==
=)=
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nel caso invece di parallelismo sinistrorso si avra dalla (IX*)

r_ 1
T R’
Inversamente se per una curva C dello spazio ellittico la torsione & co-
stante = + % segue dalle (IX), (IX*) che sono costanti by, b,, b; ovvero

b1, by, bg, secondo che vale il segno superiore o inferiore; per cid le binor-
mali della curva sono parallele nel senso destrorso ovvero nel sinistrorso.
Abbiamo dungue il teorema :
In ogni rigata di CLIFFORD a generatrici parallele le trajetiorie oriogonali
1
TTERS
condo che il parallelismo ¢ destrorso o simistrorso. Viceversa ogni curva colla

delle generatrici sono curve (congruenti) a torsiome costante

. 1 . .
torsione costante T= + R ha le sue binormali parallele nel senso destrorso
o svmstrorso e la rigata delle binormali ¢ una rigata di CLIFFORD.

Segue di qui che, per avere la piu generale curva a torsione costante

% = + % dello spazio ellittico, basta prendere ad arbitrio una rigata di

CrirrForD e determinare (con una quadratura) le trajettorie ortogonali
delle generatrici.
Dimostriamo ora che le rigate di Crirrorp posseggono un secondo.si-

stema di curva a torsione costante -,1f= + Il{
curvilinee, le quali sono manifestamente congruenti fra loro per lo scor-
rimento stesso. Per questo proviamo che se per una curva C dello spazio
ellittico le parallele destrorse condotte per punti di C ad una retta fissa giac-

Co . . 1 :
ctono mei rispettive piamy osculatory la curva C ha la torsione T = % 1
coseni di direzione delle supposte rette parallele tirate pei punti di C nei
piani osculatori saranno

quello delle asinlotiche

o, €0Sc -+ & sens, o, coss + & sen 6, «, co0sc + &, sens, a; coss - &, sens

dove s=o0 (s) & ’angolo d’inclinazione sulla curva. Ma allora i parametri
di seorrimento destrorsi di queste rette, diciamo B,, B,, B; saranno

B, = cosc i, -+ sens n; (t =1, 2, 3).
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Dovendo le B, ridursi a costanti sard dci = 0, indi per le (X)

sero < ;l% +l> n ,-"*Sel'lﬁ(1 *]; )b'[ =0 (’b = 15 2’ 3)7

5 GOSG

e per cio avendosi

s 11
(2) is~ .01 RO

dalla seconda formola risulta l’asserto.

Le rigate delle binormali delle curve a torsione costante }I‘: :Ell%
sono, come si & visto, le rigate di CLIFFoRrD, e come tali applicabili sopra
una superficie di rotazione, p. e sulla superficie di Crirrorp. Pill in gene-
rale dimostriamo che : Nello spazio ellittico ed iperbolico (come nell’euclideo)
le rigate delle binormals delle curve colla medesima torsione cosiante sono ap-
plicabili Tuna sull’alira ¢ sulla stessa superficie di rolazione, le qenemtmm
distendendosi sui meridiani.

Consideriamo infatti, dapprima in geometria ellittica, una curva C
qualunque e la rigata S delle sue binormali e per individuare i punti di S
prendiamo a coordinate curvilinee: 1° I’arco » della C, 2¢ il tratto u che in-
tercede sopra una generatrice (binormale) fra il punto (z;) della curva e
il punto (7,) che si considera sulla S. Le equazioni parametriche della S
$010

X, = Z; COS (E) -}~ X, sen (R)

da cui derivando rapporto a u ¢ v coll’osservare le formole (1X) del FrENET.

glu Jl% ;-—— x; sen (1%) - N oeos (119:
dr; 1 u' R \
v = R-'a,u)b <R)}— &, sen (R) i
Di qui per il ds* della superficie dato da
ds’ = R? S d z*
si trae

* 2 — du? Yoos? X R2 2 2
(52*) as*= du —}—'cos <R>—|—T2 sen < )%dv )
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e analogamente nel caso iperbolico

u

R

2 2 \ ) 2
ds® = du® + 'cosh ( i §5

) -+ E senh?® /E)E avt.

Come si vede in ogni caso questo ds® & indipendente dalla configurazione

della curva, purche  rimanga la stessa funzione di u. E in particolare se

T= cost.te, questo ds* appartiene ad una superficie di rotazione di cui le
v = cost.te sono meridiani.

§ 471.

Eliche in geometria ellittica. -— Curve di Bertrand.

~ Terminiamo questo Capitolo con alcune altre semplici applicazioni
delle formole del FreENET. @) ITn primo luogo studiamo, in geometria ellit-
tica, le relazioni che intercedono fra una curva C e la sua curva polare C’
rispetto all’assoluto, cioé la curva i cui punti sono poli dei piani osculatori
di C e che ha quindi per piani osculatori i piani polari dei punti di C. Indi-
cando con accenti gli elementi di C’ si ha

' =N,
da cui derivando colle (I1X)
o'y _ &
ds T’
indi
ds™y  RE ., R
(;z?) = B = ds,

dalla quale formola risulta intanto che : lulle ¢ sole le curve @ lorsione co-
1 1 . . . oo

T + R corrispondono per equaglianza d’arco alle lovo polari.

Proseguendo in generale le derivazioni, si ottengono le formole

stante

xvi =k, ) a'i =£i, 511 = —0; , )\'i =,
(53) R, 1T 1 11
Codd = mds, = i T pes
T ° R'p > TT R

che pongono in evidenza le proprietd metriche involutorie delle due curve.
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b) Sopra una rigata a curvatura nulla consideriamo una qualunque
geodetica che diremo un’elica della geometria ellittica. Una tale curva ¢
caratierizzate. dalla proprieta di tagliare sotto angolo costante s una serie
o ' di rette parallele, proprieta che si traduce subito in una relazione lineare

fra le due curvature 512 , ,1], . Supponiamo infatti che dai punti di una curva
C parta una serie di rette parallele p. e nel senso destrorso, tagliate sotto
angolo ‘costante o dalla curva. Siccome C ¢ certamente geodetica della ri-
gata a curvatura nulla generata, queste rette sono normali alla normale
principale di C e i loro coseni di direzione possono quindi assumersi
dati da

a; c0s 6 + hsens (1 =0,1,2,3);

conseguentemente i loro parametri di scorrimento destrorsi saranno

B, =1t,c085+b;senc (i, =1,2,3),
indi per le (X)

La condizione necessaria e sufficiente perche¢ B,, B,, B, risultino co-
stanti & dunque

(54) COSG

e questa equazione intrinseca ovvero 'altra

(54%*). 9(389 -+ sens (?1‘ -+ %) =0

pel caso sinistrorso, caratterizza dunque le eliche della geometria ellittica. (*)
Dalle (53) risulta poi subito che: le curve polari delie eliche sono nuovamente

eliche

(*) Si puo anche scrivere, per migliore ravvicinamento col caso euclideo

-

——— = costte,
+

= el
=/l

dove al denominatore figura la torsione 7idotta destrorsa o sinistrorsa della
curva.
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¢) Le eliche sono casi particolari delle curve di BrrTRAND caratteriz-

zate dalla proprieta di avere le due curvature : ,‘}—r
)

mente. Come nel easo euclideo, si arriva alle curve di BERTRAND cercando

legate fra loro linear-

le coppie di curve (C, C) aventi a comune le normali principali. Se k & il
tratto, necessariamente costante, delle normali principali compreso fra le

‘due curve, indicando con un soprassegno gli elementi di C avremo :

_ k . k
(65) £, = &; CO8 (—R> -+ &, sen <E>
(55*) + éi,;: T, sen (%) J— Ei CcoS <%)

Derivando le (55) colle formole (IX) di FrRENET risulta

az; _ a 1 cos (k> 1 sen (Z{;—)' — L sen (E
ds = L IR R T p B \R \ t T R

e ponéndo
1 c0s ( k) 1 cen k
R IR/ ¢ R
(56) C0S 6 = /kl cos (@) 1 <on kP N i . (k )7
K’/'R R " TS R
L sen (lﬁ)
T \R
senc = " o
/i1 (k 1 A
X/ J‘R cos \R) - {) Sen'-{;\ ’7 ing sen (R/
ne viene
(57) o; = o, 60S 6 -+ A; sen 6

S

Zi - H\/ PR cos (%)——l sen (]Pﬁ%

Ma derivando le (57) rapporto ad s colle (IX) ed osservando le (5b*)
ne risulta subito che s & costante, cioé ¢ due piant osculatori delle curve

(C, C) in punti cowispondenii famno fra loro Uangolo costante .
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Ora segue dalle (56) che le due curvature di C sono legate dalla relazione
lineare

(58)

p T R

sens COSG senc k
— = — - cot ;
R

e viceversa da questa, retrocedendo, si deduce che la C ha a comune con
C le normali principali (Cf. § 27). Anche qui una coppia di curve (C, 0)
aventi a comune le normali principali sidira una coppia di curve coniugate
del BErTRAND. Ed '¢ facile dimostrare che sussiste pure in questo caso la
proposizione di LaGUerrE e di BiocHE : Se pei punti della curva C sy
conducono le normali ai piani osculatori di C, la rigata che si forma & ap-
plicabile sulliperboloide rotondo, e la curva C ¢ la deformata del circolo di gola.

Per questo si calcoli I’elemento lineare dS della detta rigata assumendo
a parametro v 1'arco s della curva C, a parametro « il tratto di generatrice
misurato a partire da C. Siccome, per le formole precedenti, le coordinate

A; del piano osculatore della coniugata C sono

A; = 0o, 8en 6 — A; COS G,

indicando con X, (i = 0, 1, 2, 3) le coordinate di un punto generico della
rigata avremo

X, = z,; cos (%) + (o; sen 6 — X, 608 o) sen (%)

e derivando colle formole di FrENET ¢ tenendo conto della (58), viene

, oX: U uy w
\ R F z; sen <R) -+ o, sen 6 cos (R) Xh; COS G COS R
| g3 X _ w (v Y ot (F
R o = z; sen 5 sen (ﬁ) -+ o,; cos R) -+ sen ¢ sen (R) cot (R> &;
e quindi

, sen® ¢ sen® (71\
dS* = du* + 2 sen 6 du dv + | cos® e +
\R sen? (E)

R

.

In questa formola pel dS* non vi ¢ piu traccia della particolare curva
di BerrrAND della classe (08), sicehe variando la curva C, tutte le rigate
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ottenute risultano applicabili. Se in particolare facciamo nella (58) }T =0,

ne risulta p = Rtgh ( E) , cioe la curva C si riduce ad un cireolo di raggio

k, indi la rigata all’ iperboloide rotondo ad una falda avente questo cir-
colo per circolo di gola.
In modo perfettamente analogo si stabilirebbero le proprietd corrispon-
denti in geometria iperbolica facendo uso delle formole (XI*) del Frenet.
d) Da ultimo, ritornando al caso ellittico, osserviamo due casi particolari
notevoli di coppie di curve coniugate di Bertrand che si hanno rispetti-

T TR . .
vamente supponendo s = 5o Ovvero k= R Nel primo caso si han-

no le curve a flessione costante che hanno per coniugata la curva luogo
dei centri di curvatura ; nel secondo easo le curve che hanno. costante il
rapporto delle due curvature, e le curve coniugate distano fra loro di un
quadrante. Le due specie di curve come risulta dalle (563), sono polari
I'una dell’altra.

Una costruzione geometrica semplicissima conduce da una curva C

. L . T .
a flessione costante alla coppia di curve coniugate con o = costte. Si

riporti a partire da ogni punto M della curva C , sulla tangente e sulla
TR
—2_ ’
luogo degli estremi formano una coppia di curve coniugate della seconda

binormale, un segmento eguale ad un quadrante le due curve

specie (Z = costt") .

CAPITOLO XXVII.

Le ipersuperficie negli spazi di curvatura costante.

Formole per le ipersuperiicie nello spazio euclideo.  Indeformabilitha delle ipersuperficie
supposte flessibili. - Liinee di caurvatura e ipersuperficie evolute. - Ruppresentazione iper-
sferica e coordinate tangenziali. - Ipersuperficie normali con data rappresentazione iper-
sterica. - Ipersuperticie negli spazi di curvatura costante. - Lo superficie in geometria ellit-
tica ed iperbolica a tre dimensioni.- Sistemi coniugati e linee asintotiche. - Superficie ri-
ferite alle loro linee di curvainra. Le due falde dell’evoluta e i teoremi di WREINGARTEN. -
Superficie riferite alle loro asintotiche. - Determinazione di tutte le superficie a eurvatura
nulla nello spazio ellittico cowme superficie di scorrimento. - La doppia rappresentazione
sferica nei due casi. - Superficie a curvatura nulla e superficie a curvatura media costante

+E in metrica iperbolica. -~ Formole per uno spazio rappresentabile conformemente sul

l’euclideo. - Le trasformazioni Br delle deformate delle quadriche nelle due geometrie.

§ 472.

Le ipersuperficie nello spazio Euclideo.

Abbiamo stabilito nel Cap. XXV (§ 441 s. s.) le formole fondamentali
per le ipersuperficie negli spazi curvi qualunque. Nel presente Capitolo
andremo a sviluppare maggiormente i risultati pel caso che lo spazio am-
biente sia a curvatura costante, con un numero qualunque di dimensioni,
per fermarci poi piut particolarmente sulla estensione dei principali teo- -
remi relativi alle superficie dello spazio ordinario alla geometria -ellittica
ed iperbolica a tre dimensioni.

Cominciamo la nostra ricerca dal caso delle ipersuperficie V,, immerse
nello spazio euclideo S,,, ad » 4 1 dimensioni. Stabiliamo in S,,, un
sistema di coordinate cartesiane ortogonali '

Loy L1y o o X

2]

scrivendo il ds® sotto la forma
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onde la distanza D fra due punti (z;) («';) sard data da

Dt = 8§ (2, — ).

2
Colle notazioni del Cap. XXV, siano

‘) by du; du,, , ‘2 Q. du; du,

U

le due forme fondamentali dell’ ipersuperficie V,. I coefficienti b,,, ©;, sa-
ranno legati fra loro dalle equazioni (II1*), (IV*) di Gauss e Copazzl
(pag. 4H4) ove si faccia K, = 0, e ciod dalle :

ey (03, B1)s = Qup Qs — Loy Lo
; Dgaﬁ ES s @' O ~ \CX.*” o, _
(D du, ‘aup 2 [t 7" ; 4y, =0

(a,@,*{,é:l,Z,...n).

Note le due forme fondamentali della V,, se denotiamo al solito con
Xo, X4, ... X, i coseni di direzione della normale all’ipersuperficie, espressi
per le variabili «,, qualunque coppia (z, , X, ), per v=20,1,2,..b, do-
vra soddisfare alle equazioni fondamentali (1), (II) pag. 452

it \w \7 8| dx o
() duou, = w11k, su T X
] X RN 0w
(B) Gu, © e B S

Notisi poi che le formole pel calcolo dei coseni X e dei coefficienti
Q,., q ando siano date le equazioni parametriche di V,, sono (§ 442)

(C) SXyg%:O (7'=1,2,...7L), SXi=1
¢ & Ly . SX,, Z-ch,.
(D) Q,,.S = % X, a,uja,/'ji\ — §au: é_ut .

Nel caso che ci occupa andiamo maggiormente a precisare quanto gia si
& detto al § 442, e cioé che, se i coefficienti b,.,, 2, soddisfano alle equazioni
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(D), (IT) di Gauss e Copazzr, il sistema differenziale (A), (B) per z, X & il-
limitatamente integrabile. Per questo riduciamolo al 1° ordine introdu-
cendo, come altrettante nuove funzioni incognite, le derivate prime delle
ponendo

e considerando (A), (B) quale sistema ai differenziali totali lineari ed omo-
geneo per le n -+ 1 funzioni incognite : p', p?, ... p», X

g dp = ¥ (‘>‘ ;' S0 @, X)du

(%) » 1
( dX=— :L (Z B ]0(")> A,
\ s Ayt

Se si formano le condizioni d’integrabilita per questo sistema, tenendo
conto delle equazioni (I) (IT) e delle (a) stesse, (*)si trova faellmente che.
esse sono identicamente soddisfatte.

Cid premesso, prendiamo n + 1 diversi sistemi di soluzioni

P X, (v =0,1,2,...n)

individuati rispettivamente dai loro valori inziali, presi ad arbitrio. Pon-
gasi allora

Boo=8p"p—b., (rs=1,2...0); o =8 X, (r=1,2,..n)
r=8X2—1,

e dalle (o) avremo per le n (» + 1) + 1 funzioni 8,, =,, v il seguente si-
stema differenziale lineare ed omogeneo :

8., 7
D T TS A PP
I)

du,

do, 157’9; \ y .
( au z ) l\ - ?LL B/ Iz zls B)‘.u, + s‘rs {
o _

\\ au = QZB}MSH}Q i -

(*) Per il calcolo indicato si tengano anche presenti le formole

aBl,u —_— X lf'

N
au, fu.‘,, B””— 7 3

§ Bt
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Basta dungie scegliere i valori iniziali, diciamo per u, = u{, in guisa
che siano nulle inizialmente le

Bz'x s %oy

e queste risulteranno nulle per tutti i valori delle u, (*). Dopo cio risultera
per tutty v valori delle u;

Sp e =b,., SPX, =0, SX, =1

"

Ed ora poiche, in forza delle («), le espressioni

> du, (v=0,1,2,...m)

sono altrettanti differenziali esatti, poniamo

(1) vo=[ 2p du, (v =0,1,2,...n)

e consideriamo queste come equazioni parametriche di un’ipersuperficie
V,, Si vede subito che questa V, ha precisamente per forme fondamentali
le due forme assegnate

}: b, du, du, , O du, du, .
7,8 s
Dimostrata cosi I'effettiva esistenza dell’ ipersuperficie V,,, dalla dimo-
strazione stessa risulta anche l'unicita, poiché 'arbitrarietd che resta nella
scelta del determinante ortogonale iniziale (e delle costanti additive nelle z, )
corrisponde precisamente alla liberta di muovere comunque 1 ipersuper-
ficie V,, nello spazio S,,,. Concludiamo quindi :

(*) Per vedere con maggiore chiarezza come possono effettivamente sce-
gliersi questi valori iniziali, si renda p. ¢ con una sostituzione lineare sulle

0,
Dps = g5 (per Uy :u(i))
e allora bastera scegliere come valori iniziali delle

o2
W X 6 =0,1,2,.. . m)

i coefficienti di una sostituzione ortogonale in 7 -1 variabili.
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Affinché a due date forme quadratiche fondamentali

1..n 1.0

Al Al
Mob, du, dug, Y Q. du, du,

7 FAN

corrisponda  un'ipersuperficie 'V, wello spazio euclideo S,,, & mecessario
e sufficiente che siano soddisfatte le equazioni (1), (1) di Gauss e CopAzzi;
Pepersuperficie ne risulta individuate a meno di movimenti nello spazio.

§ 473.

Indeformabilita delle ipersuperficie in generale.

Nel risultato ora conseguito appare perfetta I’analogia colle proprieta
delle superficie nello spazio ordinario. Ma, appena il numero delle dimen-
sioni dello spazio supera 3, 1a moltiplicita di vincoli fra i coefficientib, ; Q,,
delle due forme fondamentali, imposti dalle equazioni di Gauss e Copazzi,
da luogo a circostanze affatto nuove e a profonde differenze che e¢i conviene
ora esaminare. ,

Dimostriamo in primo luogo : Un’ipersuperficie V,, in Sy, é gid in ge-
nerale pienamente determinata di forma, appena n > 2, quando sio data lo
sua prima forma fondamentale X b, du, du.,.

A causa delle equazoni (I) di Gauss, appena data la prima forma fon-
damentale, si conoscono tuts 1 minors di (secondo ordine) nel discriminante

‘ Sz11 912 LI an

e noi deduciamo la veritd della proposizione enunciata dal seguente lemma
sui determinanti :
Se due determinanti dordine n > 2

a. | al

i

9

uno almeno dei quali abbia caratteristica p = 3, hanno equali tutly © minory

corrispondenti di secondo ordine, gli elementi o, delluno saranno egual ai
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corrispondenti a,., dell'aliro, salvo al massimo un cangiamento simulianeo di
seqno.
Per dimostrare questo procediamo con Kirnrine (*) nel modo seguente.
Supposto p. e. il determinante '« | di caratteristica p > 2, 0SS0 AVIA
almeno un minore del terzo ordine non nullo, quindi anche qualeuno del
secondo, che scambiando opportunamente gli indiei possiamo supporre

sia p. e.
Ly Qs

HEO.

oy Qoo |

Pel noto teorema di KRONECKER, fra 1 minori del terzo ordine non nulli
in |a,,| ve ne sard uno almeno che contiene il precedente come minore
del secondo e, senza alterare la generalita, possiamo supporre che sia
‘ Q113 Qy1a Qg
A=

Qa1 Ooz Qg | + 0.

i
G371  (3p  Ohs |

Indichiamo eon A, (1, k = 1, 2, 3) i minori di secondo ordine in que-
sto determinante di 3° ordine A, e notazioni analoghe teniamo pel corri-

spondente
a'yy @'y Ay |

Al =|a'y a'yn a5y
La'y, a's 'y ‘
Siccome per ipotesi
A,ik. = Am
sara
AIE — AZ,
indi
Al=2sA (= +1)

I determinanti di secondo ordine formati colle A;, sono eguali ai corri-
spondenti formati colle A’;,, onde, per le relazioni che intercedono fra i
minori del secondo ordine del determinante reciproco cogli elementi del
primitivo, segue

Aoy =Aa;,, (G, k=1,2,3),

(¥) Nicht - Kuklidische Rawmjformen in analytischer Behandlung (Teubner
1885) pag. 236 - 237.
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!

sy =c0;, (0 k=12, 3).

Ora si ha per ipotesi per qualungue r :

Lo : ; |
O @i G G Wo @y O Qo i
I , | = ) L= )
[ Gy B | @1 Qo L0 0y L0y Gy |
ossia
Uiy (0 — & @) — Gy (@0 — ¢ a'ny) =0
/ /
Uoy (Brg — € @ ,3) — g (@, — e 0',5) = 0,
. Dy Gy |
e siccome | 1 | # 0, ne segue
| Qo Qgo |
/ . ’
arl =&, , Qpg = € a » 29
ossia

'y =20, &y =2¢20,.;
ed affatto similmente

!

@'y, =€, , By = & (g, .

i

Finalmente, essendo r, s due indici qualunque, si ha per ipotesi

’ I |
la'yy a'yy | | @11 Oy

' 14 4 |
a r1 a ”s ‘ arl a/-s

che per le precedenti si riducono alle
0411 (a'l"S —¢& a"s) = O (h1s (alv-x — & a’rs) = 0,

dalle quali, non avendosi insieme @, = a;, = 0, risulta

., =¢a,,.

Dimostrato cosi il lemma, segue che se una seconda ipersuperficie V',
ha a comune colla V, la prima forma fondamentale, essa ha comune
con V, anche la seconda forma (salvo tutto al piliun cangiamento simulta-
neo di segno nelle Q,.), e quindi le due ipersuperficie V,,, V', saranno con-
gruenti per un movimento nello spazio, ovvero inversamente congruenti.
Unico possibile caso d’eccezione ¢ quando per la V,, il discriminante della
seconda forma abbia caratteristica < 3.
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I significato geometrico di questa condizione si desume facilmente
dal § 445. Se nel discriminante /Q, | si annullano tutti i minori del 3¢ ordine,
'equazione (40) ibid. pag. 460, le cui radici in R danno i raggi principali di
curvatura della V, si riduce al massimo al secondo ordine, cioe n — 2 al-
meno delle curvature principali si annullano. Possiamo dunque enunciare
il risultato :

Nello spazio euclideo a piiv di lre dimensiont ogwi ipersuperficie évndefor-
mabile (non pud flettersi) ; un’eccezione puo presentarsi soltanto nel caso che
tutte le curvature principali dellipersuperficie, tranne due al puir, si annul-
lino.

Sullo studio interessante dei casi posifivi di ipersuperficie deformabili
non vogliamo qui addentrarci. (*) ’

§ 474,

Le equazioni dell’applicabilita.

Si & visto sopra che la prima forma fondamentale di un’ipersuperficie
fissa, in generale, la seconda ; ma vi ha ben di pilt e cioé¢ che: nemme-
no la prima forma fondamentale puo darsi ad arbitrio, o in altre parole,
entro lo spazio eyclideo 5,,, non puo realizzarsi, in generale, un dato

loon
ds* = 2 b,, du, du, ad n dimensioni. Questo s’intende facilmente dalle
AR

discussioni precedenti, poiche i valori delle Q,., tratti dalle equazioni (1)
di Gauss, dovranno ancora soddisfare alle equazioni (11) di Covazzr
Se affrontiamo direttamente il problema di realizzare nello spazio S, il
dato ds* a n variabili «,, dobbiamo determinare le » + 1 funzioni inco-

(*) I primi risultati notevoli in questo indirizzo sono quelli ottenuti da ScHUR
nel vol. XXVII dei Math. Annalen (1886), che por le iporsuperficie deforma-
bili nell’S,, ridusse il problema all’altro delle superficie nell’S, ellittico defor-
mabili in modo continuo con conservazione di un sistema coniugato.

Segue la memoria dell’autore. Swulle varietc a tre dimensioni deformabili
ecc. (Societd dei XL. serie 3.* Tomo XIII) i cui risultati vennero notevolmente
estesi dallo SBRANA.

Piu recentemente si sono occupati della questione il BomPranNt ed il CARTAN,

quest’ ultimo perd senza riferimento ai lavori precedenti.

LE EQUAZIONI -DELL’ APPLICABILITA’ Hb1
gnite z,, z, . ..z, delle u in guisa che risulti
da + da? -+ +ode = 2 b, du, du, . (¥)
!l 1 L Wi T md TS Ay s

8

Ma & facile eliminare »n di queste incognite e formare un sistema diffe-
renziale del 20 ordine a cui deve soddisfare la restante. Per una qualun-
que di esse z, espressa per le u, la forma differenziale in » variabili

l..n )
() » (b,.x — g; i?f) du, du,

deve infatti riuscire a curvatura Riemanniana nulla e inoltre definita po-
sitiva ; e viceversa se cid accade abbiamo una soluzione del problema
(Ct. §§ 135, 134). Trascuriamo pel' momento le condizioni (che si tradu-
cono in diseguaglianze) perche la forma (a) sia definita positiva e osser-
viamo le equazioni differenziali che consistono nell’ annullarsi dei rela-
tivi simboli Riemanniani a quattro indiei, e si traducono in altrettante
equazioni del secondo ordine a cui deve soddisfare la .- Noi formiamo
queste equazioni nel modo pitt semplice procedendo come al § 133 per P’or-
dinaria equazione dell’ applicabilitd. Le equazioni fondamentali (A) pag.
544, coi simboli delle derivate seconde covarianti, si scrivono

z,, = Q. X,
¢ d’altra parte si ha come nel caso ordinario
X=Vl—Az.
Questo si prova rendendo p. e nel punto (u) ove si calcola A, z
bin = ks
come © lecito, dopo di che in (u) il determinante

oz, dz, o, 7
s s S B R
Tu 3 U 3 X v == (), 1, 2 n

#) Il numero 72(72;12 delle condizioni supera (per 2 > 2) il numero delle
( P p

incognite 7 41 e il problema & in generale insolubile.
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¢ il deteminante di una sostituzione ortogonale e si ha quindi

¥ @”il ) Aya, =1 — X2,

Quando dunque sia nota z = z (4, s, . . . u,), i coefficienti @, della
seconda forma fondamentale si calcolano subito da

x'/'.\'

) Q Vi

Questi valori delle @, ., introdotti nelle equazioni (I) di Gauss, danno
luogo alle equazioni cercate che diciamo le equazioni dellapplicabilita :

(111) o Ty — Tay Lps = (20, By), (1 — A, 2)
OL,B,’,’,BZ]_,?,. 4

Ma se ora introduciamo i medesimi valori nelle equazioni (II) di Co-
paAzzl, facilmente dimostriamo che, supposte soddisfatte le (1iI), le equa-
zioni di Copazzr risultano identicamente soddisfatte. E infatti abbiamo
cosi :

-~ as‘u/} NQU N\ ap' N \a7
g% Cap ey Lo, SV o
(&%) du, | dug 3 L, B, e
1 .5
i T off  Olay AN ’ag‘ \1 ‘ B .
TOVL A ldu,  dwy g,

.,i 1 1042 1932

/
e 7 P S
1A (20w Y 20w T

i

Ora, in virtlu delle identitd generali stabilite al Cap. I1 (I pag. 99),
abbiamo

aa/aﬁ Oa:ay 5 \g@' o \,xh‘,(
-+ —_ ) - o % _
du,  dug et gy, Tt gy T %rxt,‘ fb”'
) 5 9 1 dx
B % BM ('XO ’ @Y)h 91//_/ - Iv:_iﬁqfx ‘['" (5007 Lps —— Lo p yb) _‘—,

e d’altra parte

laA:c dx 194z dx
- 3‘ gl ~ B
2 du, Byt @y u,’ 23w T Bro Zp QU

t
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Sostituendo nela (2*), vediamo che il secondo membro identicamente
si annulla, c. d. d.

Affinche adunque esista nell’S, ;, euclideo un’ipersuperticie V, col dato

ds? =Y o by du, du, © necessario e sufficiente che possegga soluzioni il si-

1, S
stema differenziale del secondo ordine (1IT) per I'unica funzione incognita
2. Questa inoltre, a volere che 1'ipersuperficie V, risulti reale, dovra anche
verificare la diseguaglianza

A z<< 1.

Cosi ¢ dimostrato indirettamente che le equazioni (I1T) dell’applica-
bilita esprimono le condizioni necessarie e sufficienti affinche la forma dif-
ferenziale (o) risulti a curvatura Riemanniana nulla. La diseguaglianza
A, 2 < 1 basta poi ad assicurare, per quanto precede, che la forma stessa
riesce definita positiva.

Insieme alle formole precedenti notiamo ancora quella che assegna il
parametro differenziale secondo A, z:

Ay 2 = :;: B.,z.,=X E B,, Q...

s 7,8

La somma E B, Q,,, per la (40) § 445, non ¢ altro che lasomma delle

7,8

n curvature principali della V,

L
Rl R2 ' —l{‘m
e si puo quindi secrivere
@) A 1= ( L - L + + ! X
< 2 -‘RJ R}Z E)i’
0vvero
@y A, — (1 L VA
2 ‘Rl R2 [P Rn L Xy

formola che generalizza quella del BeErrramt al § 82 (1 pag. 219). Si potreb-
bero scrivere evidentemente formole analoghe per gli altri parametri
differenziali secondi espressi per la somma dei prodotti due a due, tre a
tre delle curvature principali.
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§ 475.

Spazi V,, a curvatura costante entro I'S,, euclideo. — Ipersfere.

Come esempio delle circostanze generali sopra osservate cerchiamo se
nell’S,,, euclideo sono contenuti spazi V, a n dimensioni (ipersuperficie)
che siano a curvatura Riemanniana costante K, diversa da zero. Per le
formole (1) di Gauss dovremo avere

Qs Qs — oy Qs = K (b bys — Doy bps ) 5
ed ora, con una sostituzione lineare sulle u, possiamo rendere
by =1, b,y =Q, =0 per ¢+ £
e le precedenti restano

Saii (--)/:/.-v = Km

. \ 1
ovvero, siccome £, da appunto la curvatura principale R

11

1:_\_),: R’) = J.{() (’l/ Z#: k = [, 2, .. n).

Ma se supponiamo » > 2 da tre di queste

1 1 1 1 11
RR KRR TR R TR
s1 trae
1 o
g = Ko

e s¢ ne dedurra

R,

I
&
I
I
o
I
&=
@
I
I+
=

sPAzZI V, A CURVATURA COSTANTE ECC. bbd

N QU .0 .
Per cio la seconda forma fondamentale 2_ Q.. du,; du, non differisce
ri/.v
. . £ . .
dalla prima che per il fattore costante R E allora, se ricorriamo alle

formole fondamentali (B) pag. 544, ne deduciamo

OX Ny 2F Sy, 98
RITA R~ TS S R 7 %
cioe
dx L oX
au, ~ o Ba

s v Ws

Integrando risulta

z, =¢ —¢RX,, (v=0,1,2,...mn)

essendo le ¢, costanti, onde segue che le ipersuperficie richieste sono uni-
camente le ipersfere di raggio = R.

(@ — ¢)? + (@ — ) ...+ (2, —¢) =R

Abbiamo quindi il risultato :
Nello spazio euclideo a pit di tre dimensioni non esiste alcuna ipersuper-
ficie che sia uno spazio di curvatura Riemanniana costante negativa ; e di

ipersuperficie o curvalure Riemawniana costunle positiva estsle soltanto

R?
Pipersfera di raggio R.

Le iperstere di raggio R dello spazio euclideo hanno in ogni punto e-

. . : 1, PR
guali fra di loro e alla costante R le » curvature principali. I facile vedere

che non esistono altre ipersuperficie che abbiano egualiin ogni punto le »
curvature principali ; cioe queste, se cid accade, sono necessariamente co-
stanti e l'ipersuperficie ¢ un’ipersfera. Se infatti in ognipunto sono eguali
le » curvature principali risulta dal § 445 che le Q,, sono proporzionali alle

DU
b, pel fattore = P

Qup = b

ma allora sostituendo nelle equazioni (I1) di Copazzi, alle quali identi-
camente soddisfano le b;,, sequono le relazioni

b ap_b dp

aff aT,(/y oy all//; : 0 (o(, B’ — 1’ 27 L 7’&)
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e di qui col procedimento stesso che ha servito nel § 437 per la dimo-

strazione del teorema di ScHUR si trae che p = R ¢ necessariamente

una costante. Itd ora le formole (I) di Gauss danno

5 1 ,
(C(b, 37)(1 == Ré (Z)aﬁ byﬁ - buy b/)’(s)

e dimostrano che la nostra ipersuperficie V,, & uno spazio a curvatura Rie-

ed & quindi un’ipersfera di raggio R.

. . 1
manniana costante positiva =ps

§ 476.

Linee di curvatura e ipersuperficie evoluta.

Riprendiamo ora, pel caso euclideo, lo studio delle proprieta delle linee
di curvatura di un’ipersuperficie. In questo caso le linee di curvatura sono
suscettibili di una seconda definizione, che ¢ la generalizzazione di quella
da cui siamo partiti per lo spazio ordinario (§ 70): Una linea, tracciata sopra
un’ipersuperficie V,, nello spazio S,., euclideo é linea di curvatura se le
‘normali all'ipersuperficie lungo la linea risultano tangenti ad una curva nello
spazio ; il valore (algebrico) del segmento che intercede fra il piede della nor-
male ed 1l punto ove questa tocca la curva rappresenta <l -cow'ispondente
raggio principale di curvatura.

Supponiamo sulla ipersuperficie V, una linea L a cui appartenga I'e-
nunciata proprietd, ed essendo M il piede della normale sopra L, ed m
il punto di contatto della normale colla curva C inviluppo delle normali
lungo L, poniamo

p = 1m M ,

assegnando dunque a p il valore positivo o negativo secondo che la dire-
zione da m verso M procede nel senso positivo o negativo della normale. Il
punto m si dira il relativo centro principale di eurvatura.

Procedendo precisamente come nel caso ordinario (1 pag.186 ), tro-
viamo che una tale linea I, & caratterizzata dalle equazioni

dz, = pd X, (r=0,1,2,...n),

LINEE DI CURVATURA E IPERSUPERFICIE EVOLUTA 5H7

i differenziali essendo presi lungo L. Se scriviamo queste equazioni in
coordinate curvilinee wu,

A AN
AN ow, wyw [V N

—" du, = ~— du,
“du, ¢ =,

indi le moltiplichiamo per 5, © sommiamo rispetto a 7, osservando che
g
2%, 0,

» QU Oy

== b.p N A = S./.]‘
T T duy, duy, o

otteniamo le equazioni perfettamente equivalenti

Yy +p)du, =0 (k=1,2,...m)

che coincidono colle (40*) § 445 (pag. 463), ove si faccia p=—R, e questo
dimostra il teorema enunciato. Osserviamo poi che, sopra ogni normale
all’ipersuperficie V,, avremo da considerare gli n centr: principali di curva-
tura my, my . . . m,, il cui luogo, composto di » falde, diciamo Iipersupesr-
ficie evoluta. Le considerazioni geometriche al principio del Cap. IX sono
immediatamente estendibili al caso di un numero qualunque di dimensioni.
Ne risulta che sopra ciascuna falda X, dell'ipersuperficie evoluta, corrispon-
dente al raggio principale p,, le linee inviluppate dalle normali dell’ipersu-
perficie primitiva lungo una linea di curvatura corrispondente sono geode-
tiche di ¥, ed esse ammettono in X, una serie di varietd ad n — 1 dimen-
sioni ortogonali, varietd che hanno per equazione p, = costte. La veri-
fica analitica di queste proprieta si fa semplicemente (Cf.,§ 157). Prendiamo
infatti a linee coordinate (u,) sopra V, le linee di curvatura di un sistema
e sia p, il corrispondente raggio principale di curvatura. Se con .z, indi-
chiamo le coordinate del relativo centro di curvatura avremo

.71, = x1. - pl X,: 9

ed essendo per ipotesi

oz, X,
duy . P ouw
ne verra
o7,  p 0w, o, X,  dp o
Su T N dw T uw P aw aw ™

(s =2,3,...n)
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Indicando dunque con b, i coefficienti del 75* per la falda X, dell’ e-
voluta, ne deduciamo

by (S8) 5, - dmle

T Qu, Y Qu, du,
- dpidp e 2%, X, (a x, X,
U dum, duy (a w, O Su,,) Qu, o Y.

(r,s=2,3,...n),
¢ per cio
2.0
A5t = dpt + Y o, du, du, ,

le o, essendo funzioni di uy,u,...u,. Questo ds* ha cosi la forma geodetica
(§ 432) e si vede che sulla X, le varietd p,= cost.t* sono geodeticamente
parallele ed hanno per trajettorie ortogonali le linee (u,), le quali sono dun-
que geodetiche sopra Y., c. d. d.

Inversamente, tracciando ad arbitrio entro un’ipersuperficie V,, di 5,,, un
sistema o' di varietd » —1 dimensioni geodeticamente parallele, se si ti-
rano in S,., le tangenti alle geodetiche ortogonali alle dette. varieta, que-
ste tangenti riusciranno normali ad una serie d’ipersuperficie (parallele)
Y, ciascuna delle quali avra dunque per una falda dell’evoluta la V, data.

§ 477,

Rappresentazione ipersferica delle ipersuperficie.

Ci proponiamo ora di estendere allo spazio euclideo a pilt dimensioni
la teoria della ordinaria rappresentazione sferica di Gauss (Cap. V), nella
qual cosa basterd limitarsi alla generalizzazione delle formole fondamen-
tali.

Data un’ipersuperficie V,, in S, ,,, consideriamo D'ipersfera
2t =1

col centro nell’origine e di raggio = 1, e preso un punto M =(z, z,...%,)
sopra V, tiriamo per Porigine il raggio dellipersfera parallelo alla normale
(X) in M. Questo raggio incontrera Iipersfera nel punto M’ di coordinate

x/i:Xi(i:—"O,l,g...'ﬂ),
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e riguarderemo M’ quale immagine sull’ ipersfera del punto M di V,. Se M
si muove su V,, M’ si muovera sull’ipersfera descrivendo 'immagine di V,.
Ma affinch¢ quest’immagine abbia lo stesso numero # di dimensioni oec-
corre escludere il caso che una o pit delle curvature principali di V,, si an-
nullino; poiche il numero delle dimensioni dell'immagine ipersferica & << n
solo quando le funzioni X, (4, ... u,) possono esprimersi per meno di n
variabili. E allora, se cangiamo le variabili in modo che p. e. le X, siano
indipendenti da u,, si annullano tutte le Q,, (r="1,2,... n) e per ciod la (40)
pag. 460 ha almeno una radice R infinita. Supponiamo dunque che ['i-
persuperficie V,,, di cur facciamo la rappresentazione ipersferica, abbia tutte
le curvature principali diverse da zero.
Indichiamo ora con
4) ds? = Y v, . du, du,

Gl
.8

il ds* dell'immagine ipersferica di V,, ponendo cio¢

) y _gdX X,

ps TR AT AT
» OU, QU

La forma quadratica (4) si dira la terza forma fondamentale dell’ iper-
superficie V,, ; il suo discriminante | b',, | & nelle nostre ipotesi diverso da

zero, come quello della prima, perché esso eguaglia appunto il quadrato
della matrice

oX, aX, X, |
’797%?-8/{227...97” 1—0.1,2,...7’/,

la quale ha caratteristica n.
Cerchiamo le relazioni che legano questa terza forma fondamentale alle
altre due, per la qual cosa sostituendo nel secondo membro della (5) i va-

lori di °X, , oX, tratti dalle (B) pag. 544 deduciamo
du, T du
o J axv A ) Z, o
b rs T Sy(% BA/L Ql,u 51:07 %' Bl " Qﬂ's aa;) =

Q)
== 2 , Bl;t BZ'H' 9/.1,’[‘ Q,u's bl/‘.' =

Aud'u

v Q
T e Sud B/’."u’ Q;u' Q‘u's = Z B‘u,u,' 9,&&7' qu's ’

wh'p! oo
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ossia
(6) b’?w: = 2 bz’k 5.31, ka"

i,k

Daltra parte le formole (A) applicate all’ipersfera stessa danno le cor-
rispondenti
(A%) X v gzks

: 0 X,
Qu; duy, = i
Pindice b' apposto ai simboli di CurisTorrer indicando che questi sono co-
struiti per la terza forma fondamentale (4).

Ora deriviamo la formola

dz 90X dz 0X

Q. — _ g% dA  go%TOIA
o du; My, du,, du;

rapporto ad u, tenendo conto delle (A), (A*) e troveremo subito

R, _ \D \7' L WL k1 9]
() dul o S R
39,,-,1 B \; 'kl[ ! ”’ Z'
0 Su e, SR e

che sono le formole di WrINGARTEN al § 85 estesc alle n dimensioni. Se per-
mutiamo in (a) k& con ! e combiniamo per sottrazione colla seguente ot-
teniamo

A o .

2 Qi_’i 3‘9”7 BN /\’L]»( Q, N |2 l)
du, du, Ty, ),

S—

che sono le formole (11) di Copazzi. Ma se procediamo nel medesimo modo

sulle (b), otteniamo le altre perfettamente simili rispetto alla terza forma
fondamentale

94U, 9

2

am -

O, 7k (71
vl VY ( 3 \ \?' '
4+ L S ¢ QL e
a u, Z kit 0 ?

U?/‘]; ) t ' t sl)' T t ) t sb:

e queste si diranno le equazioni di Copazzl per la rappresentazione iper-
sferica.

RELAZIONI CARATTERISTICHE ECC. Ho1l

§ 478.

Relazioni caratteristiche fra la seconda e terza forma fondamentale.

Date due forme quadratiche differenziali
1..n
> Q. du, du,, V b, du, du, ,

delle quali 1a seconda definita e positiva, affinché esse appartengano come
seconda e terza forma fondamentale rispettivamente ad wun’ipersuperficie
V. ¢ certamente necessario, per quanto si & visto, che siano soddisfatte le
condizioni seguenti :
3 .. . . .
10 la forma 2. b, du, du, rappresents il ds* di uno spazio ad n dimen-

siony di curvatura Riemanwiana costonte = 1.

20 Le Q,, soddisfino le equazioni (11*) di CopAzz.

Dimostriamo che queste condizioni sono anche sufficienti e, supposte
soddisfatte, 'ipersuperficie V, ne risulta determinata a meno di movi-
menti. Supponiamo note le X, in funzione delle u, e fissata cosi nello
spazio I'immagine ipersferica. Intanto, essendo il determinante

19X, X, X, o
;?7/‘;,au2...’é’“'a;,X,,i\'——0,1,2...%

diverso da zero (perché il suo quadrato eguaglia |¥’, |, potremo certamente
esprimere le derivate delle funzioni incognite z, come aggregati lineari ed
omogenei degli elementi della riga scritta nel determinante, poniamo

ax,, 5 8

_:‘} =

Per determinare i coefficienti o;,, 8, osserviamo che si ha

o2z, X, 0 X, 9X,
v -0, v v
Sau d uy, o ?a% 9 u, o
X, 2% g, gxi—
du, ”

36
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e ne dedurremo subito

2

|l !
Bo=0, Sl =0,
7

da cui risolvendo rapporto alle «,,. segue

o
3!
Ky == = 2/ -!) rhk '(‘21'1:. ’

I

e le formole richieste sono quindi

) Zy S T o X,
— 7 = Q. -
(TV) au{ 2_],: B rh ==ilk a u, .

(v=0,1,2...n, t=1,2,...n).

Tssendo cosi determinate tutte le derivate delle z, D’ipersuperficie (se
esiste) sara individuata a meno di una traslazione nello spazio, che com-
binata con una rotazione dell’immagine ipersferica da appunto il piu ge-
nerale movimento,

Che poi l'ipersuperficie esista effettivamente vediamo osservando che
le condizioni d’integrabilita delle (IV)

d (*\1 B0 BX) ) (2: B0 SX\ —0

g rkoSEek AT ) T AT T
u, \ 7 "ou,)  du \/% *
N r,

sono identicamente soddisfatte, in virtu delle (A*), delle (I1*) e delle note
formole (I pag. 82)

B

| o it
du, :—;B”' , 2B,

’k\h’ t " 'T‘()' ’
Osserviamo poi che dalle (IV) formando

dx, 2%,
QuU; 9wy,

bﬂ: = S
si ottengono le formole da raffrontarsi colle (C)

(7 b, = 2 B Qi Q.
s

RELAZIONI CARATTERISTICHE ECC. H63

Stabiliamo ancora le formole che esprimono i raggi principali di cur-
vatura dell’ ipersuperficie V, e le équazioni differenziali delle linee di
curvatura per mezzo della seconda e terza forma fondamentale. Per cid,
prese le equazioni differenziali caratteristiche lungo una linea di curva-
tura (§ 476)

A axy . V 3X, - ’
; Su, du; = p Y du, (v=20,1,2,...n),

A

si moltiplichi per 5" e si eseguisca la sommazione S rispetto a v, onde
o Uy,

si muteranno nelle equivalenti

(8) N©Q Fpb)du, =0 (F=1,2,...n)

Eliminando le du, si ha I'equazione di »n»° grado in p
(9) ‘Sth +pb’ih l =0

le cui » radici p, py, ... p, (tutte finite) sono i raggi principali di cur-
vatura. Pud darsi perdo che la (9) possegga una o pil radici nulle, il
che avviene quando ¢ nullo il determinante ¢, [; allora 1" ipersuper-
cie V, si riduce in effetto ad una varietd di un numero minore di di-
mensioni accompagnata da tutti i suoi iperpiani tangenti, e in corri-
spondenza le formole (7; mostrano che si annulla il determinante |b,,|.
Notiamo infine che dalle (9) segue per la somma dei raggi principali di
curvatura la formola :

(10) [ +---'+P>L:__>;-B’ih Qi
. -

§ 479.

Coordinate tangenziali.

Estendiamo ora le formole di WrINGARTEN relative alle coordinate
tangenziali (I § 95), riguardando I'ipersuperficie V,, come inviluppo dei suoi
iperpiani tangsnti. Daremo allora le coordinate X, X, ... X, del punto
immagine sullipersfera in funzione delle variabili indipendenti e mede-
simamente la distanza (algebrica) W dell’iperpiano tangente dall’origine

(11) W=2S8zX,.
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Cosi 1'ipersuperficie ¢ individuata parametricamente come inviluppo
mediante le coordinate metriche

(X, Xi. .. X, 3 W), SX2Z=1

del suo iperpiano tangente, nella qual cosa potra anche accadere, in casi
particolari, che l'ipersuperficie si riduca ad una varietd V, di un numero
r << n di dimensioni accompagnata da tutti i suoi oo"~" iperpiani tan-
genti in ogni punto (Cf. sopra).

Per un’osservazione gid fatta al § precedente potremo determinare le
coordinate z, del punto di contatto dell’iperpiano tangente con formole del
tipo seguente :

(12) z, = o X, + 2 B, 2};” v=0,1,2,...m),

le 8,, o essendo funzioni delle  indipendenti dall’indice v. Dalle (11) risulta
subito & = W ; e poiché dalle (11) derivando si ha

(13) W _ o, X

Quy, o Quy
le (12) danno per determinare le 8, il sistema lineare

" W
;bikpi:@uk (k::l,2,...n),

e risolvendo abbiamo

o v, oY

A 2 2 ’

Sostituendo nelle (12) risultano le formole richieste

oX, oW
- D3 s A
x"’_WX’V—I—ﬁB'Ikauz au,{‘,

le quali possiamo scrivere per parametri differenziali
V) z, = WX, + v (W, X),

dove il parametro differenziale misto ¢ (W, X, ) s’intende calcolato ri-
spetto al ds® dell’immagine ipersferica.

COORDINATE TANGENZIALI H6b

Determiniamo facilmente i coefficienti ©,, della seconda forma fonda-
mentale con una nuova derivazione delle (13), il che avuto riguardo alle
(A*) pag. 560 da

oW

| oW _
‘b’ a7/L/ b

® W ik ,
}l: 3 l ka - gik. ]

Qdu; duy
ovvero coi simboli delle derivate seconde covarianti W, :
(14) — -2ih = Vvil: + b/ik, Ww.

Le formole (7), sostituendovi questi valori delle Q,, danno per il calcolo
dei coefficienti b,, della prima forma fondamentale :

(14*) bik = 2 :B:,rs W'ir Vvhs + 2 VV'H\' .‘V —}_ blik W2 .

Cosi abbiamo tutte le formole per il calcolo degli elementi dell’ipersu-
perficie in coordinate tangenziali. In particolare ¢ da osservarsi la formola
per la somma dei raggi principali py, ps, . . . p, di curvatura, che si ottiene
dalla (10) ove si sostituiscano i valori (14):

prFpet+ ...+ p. = 2]: B W, + W z B b,

7
alla quale si puo dare la formbla notevole
(VL) pr+pe+ ... Fp. =8, W4 nW

Per n = 2 queste formole si riducono alle formole del § 95.

§ 480.

Ipersuperficie normali e loro rappresentazione ipersferica.

Abbiamo gia introdotto al § 445, in generale, la nozione di ipersuper-
ficie V,, normali, nelle quali le linee di curvatura si distribuiscono in un si-
stema nrle di varieta V,_, ortogonali. Ricerchiamo le ipersuperficie nor-
mali V,, dell’S,,, euclideo. Il loro ds® riferito alle linee di curvatura (u,),
() . . . (u,) assumera la forma ortogonale

ds® = H? du? - H dui - ...+ H2 dud
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e per le proprietd delle linee di curvatura avremo

dx 90X
F— (=1,2,...m),

MU, b U, @ ’ ")

onde risulta immediatamente che anche il ds* dell’immagine ipersferica

avra la forma ortogonale

(10) 0 = It B dut A R A,
ove si & posto
(16) hI:.H,,}y hz:ﬁj,...h,bzﬂﬁ'.

P1 P P

Cosi adunque ad ogni ipersuperficie V, normale nell’S,,, corrisponde
un sistema nele ortogonale (15) nell’ipersfera rappresentativa.

Ma ora andiamo a dimostrare inversamente il teorema di DARBOUX:
Dato un qualunque sistema nr° orlogonale nell’ ipersfera, esistono infinile
ipersuperficie normali (dipendenti da m funzions arbitrarie di una variabile
ciascuna) di cui quel sistema mrl° ortogonale da T immagine delle linee di
curvatura.

Suppongasi dato un sistema nplo ortogonale nell’ ipersfera, definito
dalla (15), é si cerchi un’ipersuperficie V, che lo ammetta per immagine
delle linee di curvatura, onde sussistendo, le formole

oz oX
== (. -
u, i ou,

la V, sard certamente normale. Per questo, adoperando coordinate tan-
genziali (X,, X;,...X,; W), avremo da determinare la funzione inco-
gnita 'W in guisa che risulti

Q=0 vper 1+ £k

ossia in modo che W soddisfi alle@(nz—jl——) equazioni simultanee del 2° or-

dine
W =0 (per % + k).

A causa della forma ortogonale (15) del ds”® queste si scrivono (cf. § 435
pag. 433 formole (16%)):

IPERSUPERFICIE NORMALI ECC. D67
) FW 3 log b IW  3log B 3W
du; du,  du;  u, duy,  ou;

@CF+Fhk=1,2,...m).

Il sistema assegna tutte le derivate seconde miste espresse linearmente
ed omogeneamente per le derivate prime, ed ora proviamo che le condi-
zioni d’integrabilitd, ottenute col formare nei due modi la derivata terza
mista

PW

du; du, du, ’

sono soddisfatte in virth delle (17) medesime, che ciod si ha identica-
mente per le (17)

Su/,

E)
(18) W(au du, du, du,

dlog hy dW | 2 log h; aW) : \
du; u, o uy auz

3 (2logh, W dlogh, aW)

Per questo si ricordi che la forma (15) ha curvatura Riemanniana = 1
e percio, essendo 4, k, I tre indici diversi si ha

(ik, kl) = b,m b'):,l, - b,fL b,kh = O,
cioé per la seconda delle formole (17) al citato § 435 (pag. 433)

Fhy 13k My 19h, dh,

Qu,du, h,du, du, ' h, du, du,’

colla quale formola si verifica subito che la (18) si risolve in un’identita.

Da noti teoremi sui sistemi di equazioni a derivate parziali, ai quali
avremo piti volte occasione di ricorrere in seguito, risulta che il sistema (17)
possiede una soluzione generale W dipendente da n funzioni arbitrarie, e
precisamente, scelto un punto arbitrario (u}") dellipersfera e considerate le
linee coordinate (u,), (u,)...(u,) uscenti da quel punto, puo darsi ad ar-
bitrio lungo ciascuna di queste linee (u,)il valore di W come funzione di ..

La ricerca delle ipersuperficie normali V,, entro lo spazio S,,, euclideo
¢ cosi ricondotta a quella dei sistemi wrli ortogonali mnello spazio ellit-
tica a n dimensioni, o cid che torna lo stesso dei sistemi np ortogonali
nell’S, euclideo (*), poiché i due spazii si rappresentano conformemente

, (*) Di questo problema in generale tratta il seguente Capitolo.
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I'uno sull’ altro ; e successivamente all’ integrazione del sistema comple-
tamente integrabile.

In particolare st deduce di qui : Nello spazio euclideo a quatiro dimen-
stons esistono tnfinili spazit normali Vs a tre dimensions e la loro ricerca
dipende da quella dei sistems tripli ortogonali nell’ ordinario spazio.

§ 481.

Formole generali per le ipersuperficie nello spazio ellittico.

Possiamo ora a stabilire le formole generali per le ipersuperficie ne-
gli spazii a curvatura costante non nulla. Sara opportuno, tanto per
lo spazio ellittico che per l'iperbolico, fare uso delle coordinate di WEIER-
sTRASS, le formole risultando allora affatto simili a quelle per lo spazio
euc ideo. (*)

Cominciando dallo spazio ellittico S, a n dimensioni, di curvatura

K

= Riz , definiamo il suo ds® colla formola

(19) dst = R* (dag + dat + . . . + da?) = R* S da?

essendo z,, %, Z,... %, le coordinate correnti (di WrIERsTRASS) di punto
legate dalla relazione

(20) Sa? = 1.

II p Ut spesso gioverd considerare z,, z; ... %, come coordinate omo-
genee (normalizzate) in uno spazio euclideo §’, rappresentativo ove &
stabilita una metrica di CAYLEY rispetto all’assoluto

(21) 24+ +...+ a2, =0.

Prendiamo in S, un’ipersuperficie V, , definita parametricamente
dalle equazioni

Ty = & (Ug, Up o . . U,) (v=0,1,...1)

(*) Per il caso delle tre dimensioni e per una forma ortogonale del d s2
queste formole furono date per primo dal Fiss1 nella sua tesi di abilitazione.

1 sistemi doppiamente infiniti di raggi negli spazt di curvatura costante. (An-
nali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa T. VII. (1895).
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e indichiamo al solito il suo ds® con

L.—

(22) dst = N by du, du, ,
ik
dove si & posto
X, &
— RSN
(23) b;» = R Svauf Su,
Siano poi &, &, ... ¢&,, le coordinate di WrirrsTrRASS dell’ iperpiano

tangente in (z;) a V,_,, definite, a meno di un cangiamento simultaneo
di segno, dalle equazioni (§ 457) :

@4) S&=1, S&a =0, ss,.g%j:o (i=1,2,..n—1)

Esprimiamo ora per mezzo delle z, & e delle loro derivate i coefficienti
Q,, della seconda forma fondamentale di V,_,. Per questo dobbiamo cal-
colare (Cf. § 441 formola (32) pag. 450) la variazione & ds* del ds* nel pas-

saggio dalla ipersuperficie V,,_, alla infinitamente vicina V,_, da
vit—1

1,
0ds* = — 9 ¢ 2 Q; duf duh ?

2k

avendo indicato con ¢ il tratto infinitesimo di normale fra V,_, ¢ V,_ . Ora

_ g . g
I, = %, COS (R) 4 &, sen (R)
e trascurando le potenze superiori di =

I, =, : &,
-+ R &
ossia

s§,

o, =

Variando la (19) si ottiene

5ds* =2 R*Sdx, 6de, = —2 ReSda, 8¢, ,
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e quindi
dx, &, >,

(@) Qo= — RSy 5~ B35 g a

Ora se osserviamo che il quadrato del determinante

| 9, oz, o,
26) R, R:-",...R Lz,
™3 u, Uy MU,y

(v =0,1,2,...n)

eguaglia per le (23), (24) il discriminante | ,, | della prima forma fonda-
mentale, ed & quindi diverso da zero, potremo scrivere le derivate seconde

>z, . . .

aa—-f—u—- , e le derivate prime delle &, espresse linearmente ed omogenea-
i Uy,

mente per ¢gli elementi della riga scritta del determinante (26), con coef-

ficienti indipendenti dall’indice v. Ma se si osservano le identita

o a?x by Pz dz 1 z‘k]
So%, =% S5 00, T TR Sauia‘a,;a?;—ﬁe[t
che seguono derivando le (20), (23) e si tiene conto altresi delle (24),
(25), si trovano subito le formole seguenti :

R 5 \'Lkl Qx b.x Qi . .
E) (MQ@_%zWE“ﬁ”+RE@h”ﬂ“%1)
( S RYBLO. T (=12, .. 01)

aul == ‘;/_““ At == aul T oy Ay e e WAl

le quali valgono sostituendo per z, & una coppia qualunque (z, , & ) per
v=0,1,...n, e sono da confrontarsi colle (A), (B) § 472 per lo spazio eu-
clideo. Se si scrivono le condizioni d’integrabilitd del sistema (E), con un
calcolo simile a quello indicato nel § 472, si trova che esse si riducono alle
equazioni di GAuss e Copazzi (I11%) e (IV*) § 442, e cioe alle seguenti :

. 1

() Qap Qs — Loy Qg = (a8, §7), — R (D bys — bay bgs)
. 39(‘/3 L’}.E_‘/ 1 \O(.m \y o) 0. _

(&) Ju,  dus JFZ g g, =0

E medesimamente si dimostra che, date inversamente le due forme

fondamentali
l..h—1 l..n—1

2 by du; duy, , 3 Qyy du; duy, ,

Tk ok

FORMOLE GENERALI PER LE IPERSUPERFICIE ECC. hyal

soddisfacenti alle equazioni (F) di Gauss e alle (G) di Copazz1, esiste nello
spazio ellittico una corrispondente ipersuperficie V,_,, determinata a
meno di movimenti nello spazio.

Jome per lo spazio euclideo, si osservera anche qui che le ipersuper-
ficie nello spazio ellittico a » dimensioni, appena # >3, sono in generale
indeformabili ; anzi di pitt non si pud in venerale collocare entro lo spazio
ellittico S, uno spazio V,_, ad n—1 dimensioni con ds* assegnato. Cosi p. e
non esistono in S, ipersuperficie di curvatura Riemanniana costante

< o ° di ipersuperficie con curvatura Rilemanniana costante >

eistono solo le ipersfere.

1
R

Non lascieremo di osservare che nello spazio ellittico sussiste una legge
completa di dualita metrica sostituendo ad ogni ente il suo ente polare ri-
spetto all’assoluto. Cosi ogni ipersuperficie V, , individua la sua polare
V'._, rispetto all’assoluto che & geodeticamente parallela alla V,_, e di-

stante da essa di un quadrante 7?23—, talché indicando con accenti gli
elementi di V’,_, si ha

x';':&)" ) &lviwv.
E se corrispondentemente introduciamo la ferza forma fondamentale:

ds* = R*S d& = 27, b dus du,

valgono insierne alle formole fondamentali (1), (K), (G) le altre che se ne
ottengono scambiando dappertutto le z colle & e i coefficienti b,, della
prima forma con quelli ¥';, della terza.

Osserviamo in fine, che, dalle seconde delle (K), pei valori dei coef-
ficienti b’,, si ha

¢
V= RresSs 08
VQw; du,
. dx, dx,
= R'S 2 Biu Buw iy =
v l;:’}?‘y B D = au; Ou,

2 3 .
=R 2 Bﬂ.u Bl',u' b/’,l' Sz,ui Q/L’/.:-

Aud'u'
Ma siccome
.
D b Bi = s
7
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resta pitt semplicemente :

(26*) ’)’il: - R‘Z 2 Bl,u Qli {")/L/)' .

A
§ 482.
Formole per le ipersuperficie nello spazio iperbolico.

Affatto analogamente procederemo per lo spazio iperbolico, ove il ds*
& dato (§ 458) da

(27) ds* = R* (dsi + dai + . . . 4 dxl, — dz),
le coordinate x,, z,, %, . . . z, di WEIERSTRASS essendo ora legate dalla
relazione
1.0
(28) — V i =

Considerando nell’S, iperbolico un’ipersuperficie V, , definita para-
metricamente dalle formole

Ly = %y (ula Ug 5 o v o u/r»—l),

indichiamo ancora il suo ds® con

Lo.on—1

(29) dst = ¥ by, du; du,,
ik

avendosi ‘

oz, dxa Qx, 0
3 o= 2('}9 0B 08 o)
(30) b= R i du,  Ou,; 0%,

Le coordinate &, &, &, ... ¢, delliperpiano tangente sono definite
dalle equazioni simultanee
RE 3 oz,

Lo
(1) }: & —&=1, Zaf"i &i— 4 &=10, .XE,,\ 503‘" =0
r=1,2,...n—1),

Un caleolo simile a quello eseguito nel paragrafo precedente da pei
coefficienti ©Q,, della seconda forma fondamentale

dx,
;0 Uy,

Fay |
WU auk‘

.. 1.2 29z, JE,
g' _ ) \ Cxo xo xl
(82) 2 Rl\ S’a u, du, = du, auks

_508
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e per le formole corrispondenti alle (E) dello spazio ellittico :

/ V—1
- %-: Z yiky 9 +—i +1-L"e G lb=1,2,...n—1)
ox

@y ) 2w 1, 2,
) (a& ——REB 0. 9%
' auz - A P et aul ’

le quali sono nuovamente soddisfatte per tutte le coppie (&, , & )
v=20,1,2,...mn
Le equazioni (F) di Gauss diventano qui

(F) Qup Lo — Loy Qps = (a8, B7), + Rz (bap bys — bay Dps ) 5

mentre quelle (G) di Copazz1i restano immutate di forma.

Anche in questo caso iperbolico si possono considerare le formole di
un secondo gruppo che corrispondono alle (I£), (F’) secondo una legge me-
trica di dualitd vigente in questo spazio quando al ds® dell’ipersuperficie
si associ la considerazione dell’elemento angolare dp di due successivi iper-
piani tangenti dato, secondo la formola (34) § 458 (pag. 503) da

1.0
dep? == 2 ags — dg;
i
Esprimendo le & per u,, s, . . . %,,, introduciamo come terza forma
fondamentale
R’) d:’ = \ b/ik dui duk ’
avendo posto
96, 3, 3434

O 2\
33 ip == = R? \‘ Ry Ty i
(33) " [ = Qu,; duy uuqcu\

Potremo allora esprimere le derivate

TR TIRY:
aul C’ug' ) .au,z¥1
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e si otterranno cosi, come formole duali delle ('), le seguenti :

I S SR LR S ST _
(F”) k au au ‘ 2/" l ‘b' auL R ¢ P (7’ k—‘] 2...1m 1)
‘ a X l..n—1 , , aa
( éqj R Z Bi/r == éq;,; .

K Ayre

Quanto alle condizioni d’integrabilitd, esse si riducono nuovamente
alle equazioni (G) di Copazz nella solita forma coi simboli ?@lk : costruiti
.
perle db’,,, e le equazioni di GAuUss sono sostituite dalle altre

bu b J ba b)J
(B Qup Lys — Ly Qps = — (0, By)yr + —2—2 2 &

§ 483.
Le linee di curvatura in geometria ellittica ed iperbolica.

Abbiamo osservato, al § 476, che le linee di curvatura di un’ipersuper-
ficie nello spazio euclideo. a pilt dimensioni possono ricevere una defini-

zione analoga alla ordinaria. Ora dimostriamo che la medesima cosa ac--

cade per uno spazio qualunque a curvatura costante, e cioé: Una linea L
tracciata sopra un’'ipersuperficie V,_, di uno spazio S, a curvatura costante
é linea di curvatura quando le normali all’ipersuperficie lungo L riescono tan-
genti ad una curva C nello spazio.

Comineiando dal caso ellittico, supponiamo la curvatura di S, eguale

RZ , ¢ indichiamo con w la porzione di normale a V,,_, lungo L, compresa
ra il piede (z;) ed il punto (x, ) ove la detta normale tocca la curva
C ; avremo

', =z, cos w) ¢, sen )
v R i’ R

e lungo L tutte le quantitd saranno funzioni dell’arco s di L. Derivando
rapporto ad s, abbiamo

dw, _ 4o, cos (W)—dg’i— sen(?g) ! 'z, sen( ) + & cos( >? o
ds — ds R ds R R (™ R){ds

LE LINEE DI CURVATURA IN GEOMETRIA ELLITTICA ED IPERBOLICA H7H

/

dsj sono proporzionali ai coseni di direzione della tan-

gente in (z', ) alla curva C, cioé per ipotesi alle coordinate dell’iperpiano
normale in (2', ) alla congiungente (z, ), (#',+), che sono date dai binomii

z, sen( > -+ &, cos G‘;)

Le precedenti si mutano quindi nelle altre

N CANIS AT AW (&4
s cos(—R—> — i sen (E) == )\gac,, sen (R) 4+ &, cos R)5

(v=0,1,2,...n),

Ora le quantita

dove X & un fattore di proporzionalitd indipendente dall’indice v. Molti-
plicando le precedenti pei binomii stessi, e sommando rispetto a v, si vede
subito che si ha A = 0, onde si conclude che, spostandosi lungo una linea
L, hanno luogo le equaziohi caratteristiche

dx, = tg (be0> dg, .

Supponendo riferita I'ipersuperficie V,_, ad un sistema di coordinate

curvilinee 4, s, . . . u,, queste si serivono
Lo, 2w 3&{
W g i du; = 0,
oDy R/2u,\

e col solito processo si cangiano nelle equivalenti
V"bl, +Rtg( ><> g =0,
le quali paragonate colle formole generali del § 445 dimostrano appunto

I'identita della nuova definizione delle linee di curvatura colla antica ed
assegnano di pil al corrispondente raggio (ridotto) p di curvatura il signi-

p = Rtg(%).

ficato geomefrico
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Corrispondentemente agli n—1 raggi principali di curvatura

Pla (199 « o« pn—l

avremo quindi sulla normale all’ipersuperficie V,_, » — 1 centri di cur-
vatura distanti dal piede delle lunghezze w,, w,, ... w,_, definite dalle
formole

.
(34) pi =Ry (‘R")

ove (la retta chiudendosi nello spazio ellittico dopo un giro di #R) potra
assumersi w, fra o e TR. Se invece dello spazio ellittico si prende a consi-

derare quello iperbolico di curvatura K = — si trovano risultati af-

1
R
fatto analoghi ; soltanto la relazione (34) fra p, e w, deve modificarsi
sostituendo alla tangente circolare I’iperbolica per cui & da scriversi

w,
34% = R tgh | =X
(34%) o= Rugh (%)

ove p; avra il segno di w,. Per altro w, sara reale soltanto quando |p,| <R
e nel caso contrario w, sard immaginario e con esso il centro corrispondente
di curvatura. Ma nella rappresentazione geodetica, colla metrica del Cavy-
LEY, 'incontro della normale (non euclidea) colla successiva avviene an-
cora, perd in un punto esterno all’ assoluto, irraggiungibile (ideale) nella me-
trica iperbolica.

Volendo definire qui le linee di curvatura in modo sempre reale, basta
porre la condizione che le normali all’ipersuperficie lungo una tale linea L
formino una superficie (a due dimensioni) sviluppabile, cioé di curvatura
assoluta eguale in ogni punto a quella dello spazio ambiente.

§ 484,

Le superficie nella geometria ellittica ed iperbolica a tre dimensioni.

Volgiamoci ora al caso particolare degli spazii a curvatura costante
con tre dimensioni, all’oggetto di estendere a questi spazii i principali teo-
remi dell’ordinaria teoria delle superficie.

LE SUPERTFICIE NELLA GEOMETRIA ELLITTICA ED IPERBOLICA Ecc. 577

Consideriamo nello spazio a tre dimensioni di curvatura costante K,
una superficie qualunque S, e per migliore confronto colle formole dell’or-
dinaria teoria, indichiamo con #, v le variabili indipendenti, o coordinate
curvilinee sulla S, e usiamo le solite notazioni :

( E du® +2 F du dv 4 G dv®

(35) ; .
| Ddu® 42D dudv 4+ D" dv?

per la prima e seconda forma fondamentale. Introduciamo anche la terza
forma fondamentale
(36) E'dw -+ 2 F du dv + G do*,

che rappresentera il quadrato dell’elemento angolare della primitiva S,
ovvero anche, nel caso della geometria ellittica, il ds® della superficie §'
polare di S.

I coefficienti delle due prime forme fondamentali sono legati in primo
luogo dalle equazioni di Copazzi sotto la solita forma (I pag. 175), che qui
trascriviamo :

Q.D oD' \12( "\ll’t 12
"av—a"u'“‘e1sD+bu—3
D" D' 22 22 (12(], |
HuD‘Fst“‘ns,D“—az,

du v
o sotto Pequivalente (I pag. 176):

(V1)

24BN o2 12] (o (11 40 _
i av"aquaz(A_ggwAHZEA =0
A" aA/_ sgg‘i 12, gll y_
S N FI LI R ER M EEE
ove

D N Dv DH

"

= T A =, A = .
VEG—F* VEG —F* VEG —F*

Quanto alla equazione di Gauss, indicando con K la curvatura as-
soluta della S, essa si scrive :

DD" — D*
N 1 | . 1 . .
dove sard K, = B nel caso ellittico, e K, = — R nel caso iperbolico.

37
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Il primo membro della (VILL) ¢ il prodotto delle due curvature principali
della superficie, che gia al § 446 abbiamo indicato come la curvatura
relativa della S. Denotandola con % abbiamo

kF=K-—K,

conforme alla formola piut generale del paragrafo ora citato.
Insieme alla curvatura relativa %, ci converrd considerare anche la cur-
vatura media H, somma delle due curvature principali:

Y
P1 P2
Siecome P’equazione di secondo grado in p le cui radici sono i raggi prin-
cipali (ridotti) di curvatura ¢ la solita (I pag. 190)
(DD" — D) p* 4+ (ED" + GD — 2 FD’) p 4+ EG — F2 = 0,

avremo anche qui la formola:

I 1 1 2FD — J'LD” GD
(VI11L*) H:E+é;_ RO

Le relazioni fra E, F, G; D, D/, D’, espresse dalle equazioni (VII),
o (VII*) di Copazz1 e dalla (VIII) di Gauss, danno le condizioni ne-
cessarie e sufficienti perché esista la corrispondente superficie S, come si
& osservato piit in generale al § 481. Date le due prime forme fondamen-
tali (soddisfacenti alle dette condizioni), per trovare la superficie,
abbiamo il sistema completamente integrabile (F) od (E') §§ 481, 482,

che nel caso ellittico K, = 1%281 serive :

/8_2_ oz ez E D
5= i1iauti2iae T RS

s (1292 1290z F D'

(37) ?auav (1$8u+$2ﬁ80~R2x+E£
o200 @230 G D

| 3 l1\9u+?2§ rReZTt R
9¢_ L (FD'—GD3s  FD—ED'3g
38) du <EG F*ou " EG—F 9y
0 _ p(FD'—GD'2s  FD'—ED'3s

v (EG~F2 st HG—F 5'1})'

LE SUPERFICIE NELLA GEOMETRIA ELLITTICA ED IPERBOLICA EcCC. D79

Per lo spazio iperbolico con K, = —:R1~2 abbiamo un sistema del tutto

simile nel quale anzi le (38) rimangono le medesime e le (37) cangiano solo
in questo che nei termini linears in x bisogna cangiare il segno del coefficiente
nellopposto (E, F, G in — E, — F, — G).

Osserviamo che ancora qﬁi la terza forma fondamentale

E du? 4 2 B du dv - G’ do?
¢ una combinazione lineare delle prime due, anzi & data dalla formola per-
fettamente analoga a quella del caso Euclideo :
(39) o 4 2 dudo + G o) =
=—k(Edu+2F dudv+ Gdv*) —H (D du® 4+ 2 D' du dv 4 D" dv®).

Applicando infatti la formola generale (26*) § pag. 572 che vale tanto
per lo spazio ellittico che per I'iperbolico abbiamo

b’ik o 'b22 Szli Szlh - b12 (le th + 91)& s22%’) + bll Q?i 9279

R biy by — b ’

e di qui deduciamo appunto :

E _ 2FDD'—ED*—GD* _ E(DD'—D*)+D@FD'—ED'—GD)

TRTOEG—F EG — I =kl + HD
_F _ FDD'+D*)—EDD'~GDD' _ FDD'—D*)4D/@FD'—ED'—GD) _ o oo
R BG — , EG —I° =k

G/ _ 2FDD'—ED"—GD” _ G(DD"—D")+ D/(2FD'—ED'—GD) _ ]
R EG—F EG —F =kG+HD",

onde la (39) ¢ dimostrata.

§ 485.

I sistemi coniugati e le linee asintotiche.

Le definizioni di tangenti coniugate ad una superficie S nello spazio
euclideo (§ 75) si trasportano invariate alle superficie degli spazi di curva-
tura costante; anzi si puod osservare che la rappresentazione geodetica de-
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gli spazi a curvatura costante nell’euclideo (metrica del CayLEY) tra-
sforma senz’altro i sistemi coniugati della superficie obiettiva nei sistemi
coniugati della superficie immagine.

Se ora, col processo medesimo del § 75 (I pag. 199), si ricerca la condi-
zione affinche due elementi lineari ds, 3s, spiccati sulla superficie da un
medesimo punto, siano coniugati, si trova subito che questa si serive

Sdx, 3¢, =0
nel caso ellittico, e invece
1.3
2 dx; 08, — da, 88 = 0

nello spazio iperbolico. Introducendo coordinate ecurvilinee u, v, questa
si esprime in ambedue i casi, come nello spazio euclideo, coll’annullarsi
della forma bilineare

D du du + D' (du dv + dv du) + D" dv 3v.

E cosi, in particolare, le linee coordinate (u, v) formeranno un sistema
coniugato quando sia D’ = 0 ; allora dalla media delle (37) risulta il teo-
rema :

Le funziont x,, ., L, %5 dv u, v S0n0 quatiro soluzioni di una medesima
equazione di LLAPLACE.

F0_12/06 (12 i)
dudwv 11V3u " 1213w R

legate dall’identitd a3 -+ 27 4 «5 - 25 = 1 nel easo ellittico o dall’altra
X — a2} — a5 — 23 = 1 nel caso iperbolico.

Da questa osservazione fondamentale, che si puo immediatamente
invertire, si traggono le stesse conseguenze come nel caso euclideo.

Colla nozione di sistemi coniugati viene introdotto nel medesimo tempo
quella delle linee asiniotiche, con tangenti coniugate a sé stesse, caratte-
rizzate dalla proprieta di avere in ogni punto il piano osculatore coincidente
col piano tangente della superficie. L’equazione differenziale delle asinto-
tiche & ancora qui

Ddu? + 2 D' du dv + D" dv? = 0,
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onde le asintotiche sono reali od immaginarie secondo che la curvatura
relative k & negativa ovvero positiva. Esse coincidono soltanto quando
k = 0, vale a dire K = K, e in tal caso la superficie ¢ applicabile sul piano
del corrispondente spazio ellittico od iperbolico. Chiamiamo in tal caso
la superficie sviluppabile e dimostriamo facilmente che la superficie & un
luogo di rette tangenti ad una curva dello spazio (spigolo di regresso), la
quale perd pud anche essere, nel caso iperbolico, totalmente immagina-
ria. Assumiamo infatti sulla sviluppabile S a linee coordinate v=cost.te

le asintotiche e le loro trajettorie ortogonali per linee « = costte; avremo
F=0, D=D'=0

e naturalmente D” £ 0, altrimenti la superficie, a causa delle (38), a-
vrebbe le & costanti ciod sarebbe un piano, caso evidente.

Orala prima formola (VII) di Copazz: si riduce a 31212 = ( e dice che le
asintotiche v=cost.t sono inoltre geodetiche, e per cio linee rette. (*) Di-
stendendo la sviluppabile sul piano, queste rette avranno un inviluppo
che nel caso iperbolico potrd anche tutto trovarsi nella regione inacessi-
bile della metrica. Alla curva corrispondente sopra S sono dunque tan-
genti tutte le generatrici, c. d. d.

Ritornando alle linee asintotiche sopra una superficie qualunque, e-
stendiamo il teorema di BerLrrAMI ENNEPER (§ 77) che qui assume la forma

(*y A questo punto la dimostraziore si potrebbe proseguire analiticamente
ricercando la condizione affinché una semplice infinitd di normali ad una cur-
va formino una sviluppabile. Servendosi delie formole di FreNeT (§ 468) si
trova che indicando con t 1’angolo d’inclinazione della normale richiesta sulla
normale principale, bisogna prendere come in gecometria euclidea (§ 120)

“ds
T== T 5
la quale formola include tutta la teoria delle evolute.

La distanza w che intercede fra 1’evolvente C e 1’evoluta I' si caleola dalla
formola

wy .. ¢ wy P
ly (R) ~ Reost  ° tgh (-R) Rcost

secondo che siamo nel caso ellittico o nell’iperbolico.
In questo secondo caso 1’evoluta I' & reale solo quando il secondo membro
ha un valore assoluto < 1.




582 capiToLo xxvil. — §§. 48b, 486

seguente : Il quadrato delln lorsione delle linee asintoliche in ogni punito

equaglia la curvatura relativa k della superficie, presa col seqno conlrario.
Per dimostrarlo ricordiamo che i "coseni di direzione della binormale

all’asintotica coincidono con quelli della normale alla superficie e si ha

quindi

1 Edw+2F dudv+ G dv®

1 _ g9y _ 1 Edu’ 21 dudv+ G dv”
™ ’”) T REd+2Fdudv + G dv®

, \ ds
Ma, siccome la linea & asintotica, si ha lungo di essa
Ddu® 4 2 D'dudv + D" dv* = 0

e per cio la precedente si muta, secondo la (39), nella formola

=k
cio che dimostra il teorema. Si potrebbe precisare anche qui il teorema
in riguardo ai segni, provando che le due asintotiche uscenti da un punto
hanno sempre ivi torsioni eguali e di segno contrario, cio¢ differiscono per
il senso, sinistrorso nell’'una destrorso nell’altra.

§ 486.

La superficie S riferita alle sue linee di curvatura.

Le formole fondamentali stabilite ci permetterebbero di riprendere
I'intera teoria delle superficie e svolgerla nel caso ellittico ed iperbolico
parallelamente al caso ordinario euclideo. Ci limiteremo a rilevare alcuni
punti principali della facile ricerca e in primo luogo ¢i occuperemo di e-
estendere (*) al caso ellittico ed iperbolico il celebre teorema di WEINGAR-
TEN sulle evolute delle superficie W (§§ 163, 164), come quello che da uno
dei pitt importanti risultati della teoria.

Cominciando dal caso dello spazio ellittico, riferiamo la superﬁeie data
S alle sue linee di curvatura (u, v), e siano

ds* = E du®* + G dv’, Ddu* + D" dv’
(*) Estensione data la prima volta dall’autore nel 1887 nella memoria: Sui
sistemi di WEINGARTEN negli spazi a curvatura costante (Acc. dei Lincei Serie
IV Vol. IV, pag. 221).

LA SUPERFICIE S RIFERITA ALLE SUE LINEE DI CURVATURA 583

rispettivamente la prima e seconda forma fondamentale, e p,, p, i raggi
principali (ridotti) di curvatura. Tndichino al solito =z,, z,, z,, 2; le coor-
dinate del punto (u,v) di S e &, &, &, & quelle del piano tangente. Avremo
in primo luogo le formole (§ 483)

0¢ _Roz 0t _Roaz.
du  pou’ 9w p dw
omettendo per brevita gli indici alle lettere z, &, e di qui deduciamo intanto.

. dzd & B dzdE G
= —— — e IS e e )’ == g e P —— I
D Rsauau o 1 0, D Rsam@ 5

Ora introduciamo anche i coseni di direzione delle tangenti alle linee
di curvatura v = cost.', u=cost.te, che indicheremo rispettivamente con

Tos My N2y Ms
CO’ Ql, C?’ C.ﬂ?

e rappresenteranno anche le coordinate dei due piani principali, normali
in (u, v) alle dette linee di curvatura. I valori effettivi delle v, { saranno

_ R o R 0z
1= VEdw ~ T yaav’

ed applicando le formole (37) pag. 578, potremo scrivere il quadro delle for-
mole seguenti, fondamentali per la nostra ricerca :

da_VE 9t \/E eq__ VE_ VB, 1oVE ot 13yE
(40) du_ R TouT 2w R p. = VE 20 3w VG 3o 1
Za_w VG, 2t VG o Lave, dc_ VG VG, Lava,
dv REY ;3w VE 2w 3w R ST VEaw

Affatto analogamente si procederd nel caso iperbolico e si avrd 1’altro
quadro affatto simile al precedente :

g’ax VE 9t VE eq_VE_  VE, 13VE, a¢ 1 3VE

(407 adziﬁw’ﬁf:7§n’ﬁfszx"” VG 30 “au— VG 30
| (a?-—y_é_“ a_é_y,gc a") \/G aC \/G \/G _1 a\/G
BT RO e \/E du v T VED
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e che ne differisce soltanto pel segno mutato nei termini lineari in z nei
secondi membri.

Notiamo poi che le equazioni di Copazz1 conservano in ambedue i casi
la stessa forma che per l'euclideo e cio¢ si scrivono :

(1 1)alg Ve 2 (Y=o
o v dwlp)

(1 1)alg\/G 2 (1)
— )@Y ) =0.
P P2 ou du\p

Quanto all’equazione di Gauss, essa prende la forma

(41)

1 1
42 — == K — K( = K D2 ?
(42) o o =R R

valendo il segno superiore pel caso ellittico, I'inferiore per ’iperbolico,

§ 487.

Le due falde dell’evoluta.

Come in geometria euclidea, abbiamo anche in geometria ellittica, sopra
ogni normale della superficie S, due punti M,, M, (sempre reali) che sono
i centri principali di curvatura. Il luogo di questi punti M,, M, é I’evoluta
S composta di due falde ¥,, ¥,, che sono altresi le due falde focali della
congruenza delle normali ad S. Per le distanze w,, w, dei centri di cur-
vatura dal piede M della normale si hanno le formole

w (),
o= Rtg(ﬁ‘>, pe = Rty'u{)-
Anche in geometria iperbolica valgono formole analoghe; ma siccome
w,, W, sono allora da calcolarsi colle formole

w,

W,
o= Rtgh(R), b = Rtgh(ﬁ”),
cosi un centro di curvatura & reale soltanto quando il corrispondente p
¢, in valore assoluto, << R, e pud quindi darsi che una o tutte due le falde
dell’evoluta siano nella regione inaccessibile della metrica,

LE DUE FALDE DELL’EVOLUTA H8H

Calcoliamo ora ¢li elementi relativi alle due falde dell’evoluta, preci-
samente come al Cap. 1X § 157 per il caso euclideo. Sviluppiamo i calcoli
pel caso ellittico indicando le modificazioni da introdursi nel caso iperbo-
lico. Denotiamo con

Loy Ly Loy L'y

le coordinate di un centro di curvatura, sia M;, ed avremo (§ 483)

P — Wy i
'LH%COS<R> &sen(R>,

da cui derivando ed osservando le (40), deduciamo :

dr \/E ‘0, R wi\| 1 w, wy\| @ w,
5 = R [‘cos (ﬁ) 0 sen (Rﬂ —g [:csen (E>+ € cos (ﬁ)J S

(43)
? zsen (%3) -+ ¢& cos (@ﬂ 9w, .

o

dv. T R

R/| 9w

Le coordinate & del piano tangente in (#) alla prima falda ¥, dell’evo-
luta coincidono quindi colle ¢, e questo piano coincide col secondo piano

principale della evolvente S, come poteva vedersi geometricamente colle
considerazioni del § 154.
Se indichiamo con

ds? = B, du® + 2 T, du dv -+ G, dv®
D, du* + 2 D5 du dv + D", dv*

le due forme fondamentali di ¥,, osservando le (40), (43), troviamo :

o (W1 —W
sen® ( EN -?)

o R ) dwq\? W oW dw, . (%w 2
S ) o =3y 6=(3)
k)
(44)
, D, = i 2 I_{_a%?’ D,=0. D __ﬁ\,/g ,f,;l,,,,i,a'“fl
R GseIl2 %Y)U Sk sen (! 8v
R R

Ne deduciamo intanto :

son® (J)
= dw, + B2 /g
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onde segue che sopra Y, le linee u = cost.t sono geodetiche, e le loro
trajettorie ortogonali sono le w, = cost.te, (0 p; = cost.te). Per la se-
conda falda avremo similmente

VE 1 w
* I S 1 "
(44%) D,= R . (w2 Du D/,=0, D",
£
(wl w)
sen? R
dsy = dw + G —————L dv*.
sen® (fq‘-
R

Indicando poi con k,, k, le curvature relative delle due falde, se ne trag-
gono le formole notevoli :

Jw,

1 dv
—w,\ dw,’
— ) o

(45) = ——
sten (

Non staremo a scrivere le formole corrispondenti pel caso iperbolico,
che si deducono dalle precedenti cangiando i seni circolari in iperholici
quando le due falde sono reali, e reali quindi w,, w,. Se invece p. e w; @
reale, ma w, immaginario per essere | p,| > R, converra lasciare nelle for-
mole precedenti il valore p, invece di introdurvi w,.

Osserviamo infine che, se si calcola la curvatura geodetica L delle

linee w, = cost.te sulla ¥,, p. e colla formola di Bonner (I pag. 269), si
trova la semplice formola

1 | Wy 10y

§ 488.
La superficie W ed il teorema di Weingarten.
Come nel caso euclideo (§ 160), siamo condotti anche qui alle superficie

W dal ricercare : quando accade che sulle due falde dell’ evoluta si corri-
spondono le asintotiche ?

LA SUPERFICIE \W ED IL TEOREMA DI WEINGARTEN H87

Le formole (44), (44*) danno subito per la condizione richiesta ’annul-
3 (wy, ws)
d(u,w)
0 : la condizione necessaria e sufficiente perche sulle due falde della evoluta
st corrispondano le asinlotiche é che la superficie evolvente S abbia 1 ragge

larsi del determinante funzionale e quindi, come nel caso eucli-

principali di curvatura legali da una relazjone, sia cioé wna superficie W.
Per una tale superficie W le (45) diventano

1 dwy o 1 dm
- - Wy - — 10\ dw, ’
R*sen® ( 1,{{, )

e moltiplicate danno la formola corrispondente al teorema di HALPEN (§
160) :
1 4
(47) bilog = [ Pl I
1— W2
‘Rsen(- R )

Dalla formola (46) applicata al caso di una superficte W risulta che in tal

1 . . . .
caso - - ¢ funzione di w; soltanto ¢ questa funzione dipende unicamente

dalla relazione o (py ps) =0 che lega i rageil di curvatura della evolvente.
L’elemento lineare della prima falda dell’evoluta assume quindi la forma:

ds; = dwi + * (w,) du®,

che possiamo realizzare, nello spazio ellittico ed iperbolico, con superficie
di rotazione (*). Abhiamo cosi esteso agli spazi di curvatura costante il teo-
rema di WEINGARTEN :

(*) Se nello spazio ellittico si fa rotare una curva piana attorno ad un asse
nel suo piano, e si indica con « 'arco di meridiano, con » il raggio del pa-
rallelo che sard una funzione della sola «, per il ds? della superficie di rota-
zione si trova subito

. »
ds? = du? - R? sen? (§> ag,

indicando con 3 la longitudine. Nello spazio iperbolico vale la formola analoga

ds? = ds? + R senh? <J7>) dag?
A
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Ciascuna folde dell’evoluta di una superficie W é applicabile sopra una
superficie di rotazione la cui forma dipende unicamente dalla velazione che
lega © raggi di curvatura p,, o, delle evolvente V.

Ora le eonsiderazioni geometriche di Beltrami per dimostrare il teorema
reciproco (§ 164) si trasportano inalterate al caso attuale, sicech® vale anche
qui il secondo teorema di WEINGARTEN, quando si escludano le superficie
rigate applicabli sopra superfici di rotazione in guisa che le generatrici si
distendano sui meridiani. Come si & visto al paragrafo 470, tutte le super-
ficie luogo delle binormali alle curve a torsione costante appartengono a
questa classe ; ma & facile vedere che esse 1’ esauriscono completamente.
Per dimostrarlo supponiamo di avere, p. es. nello spazio ellittico, una su-
perficie rigata che, riferite alle generatrici v = cost.t> ed alle traiettorie
ortogonali, abbia il ds* della forma tipica

ds® = du® + ©* (u) dv* .

Le v = cost.te essendo qui asintotiche, avremo D =0, e la prima

equazione (VII*) di Copazzr ci da
D e
e

— S,

]

con ¢ costante e la (VIII) di Gauss

DIZ 'D” + 1
7 = } n2
? . R
ossia
o 1 ¢t
s TR T g

Moltiplicando per 2 % ¢’ ¢ integrando una prima volta, ne risulta

con % nuova costante. Se poniamo ¢* = 0 possiamo scrivere

02 =4h0*0—4¢ _% R
ossia

> 2
_ x/(h‘ 32—402)—(%3—}@21%) :
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da cui integrando nuovamente
f = ¢ = R 4 VAR~ 4 ¢ cos 2u)|
AaEal RN

Confrontando questa formola colla (52*) § 470 (pag. b37) si vede che
la rigata & applicabile su quella delle binormali di una curva a torsione
costante, ed & quindi essa stessa una rigata di tale specie. (*) Pel caso
iperbolico 1a dimostrazione ¢ affatto analoga onde concludiamo che sussi-
ste per qualunque spazio a curvatura costante il teorema reciproco di Wien-
GARTEN :

Escluse le superficie rigate delle binormaly alle curve di torsione costante,
ogni alira superficie applicabile sopra una superficie di rotazione puo con-
stderarsi come una falda dell’evoluta di una superficie W.

§ 489.

Le superficie riferite alle loro linee asintotiche.

Applichiamo ora le formole generali del § 481 al caso in cui la super-
ficie S dello spazio ellittico od iperbolico sia riferita alle sue linee asin-
totiche u, v, che supponiamo reali distinte, per il che occorre e basta
che la eurvatura relativa &k = K — K, sia negativa. Se poniamo

k=——62,
avremo
DD =0, 2 1
VEG — ¢

e le formole (VII*) di Copazzt diventano

dlogp 112 alogp_ ({12
4% R LI PR FR

(*) Sulla rigata luogo delle binormali di una curva C la C & geodetica e
deformando la rigata, con generatrici rigide, queste restano le binormali della
curva C che conserva la medesima torsione.
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Vieeversa se la curvatura K della forma differenziale
(48%) ds* = B duw - 2 B dudv 4 G dv®

& tale che ponendo
, 1

(49) K=K, — e
sussistano le (48), esisterd una superficie dello spazio ellittico od iper-
bolico secondo che K,>0 o K, < 0, il cui ds* riferito alle asintotiche
u, » sard dato dalla (48%).

Applichiamo queste osservazioni generali a due casi particolari.

10 Cerchiamo le superficie d’area minima o a curvatura media nulla,

Siceome qui
2F D’
H=ge_w

sarda F = 0, le asintotiche sono ortogonali. Ma per le (48) deve essere

dlogp o \12) _dlgG  dlogp (12 by Lk

du (2 duw 7 Qv (1Y dw
¢ si potra fare quindi, cangiando i parametri u, v:
E=G=nq

Ne segue : Su tutte le superficie minime degli spaziv a curvatura costante
le linee asintotiche formano un sistema ortogonale isotermo.

Formano quindi anche su queste superficie un sistema isotermo le linee
di curvatura, onde le immagini di queste superficie nella rappresentazione
conforme dello spazio curvo sullo spazio euclideo, sono particolari super-
ficie isoterme.

Quanto alla ricerca effettiva di queste supeficie minime in geometria
ellittica od iperbolica, si vede che, ponendo p = ¢* , dipendono secondo
la (49) dall’equazione di 2.° ordine per 6

du

~ = 20 K, e20
v

6 26 i
o
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Nel caso ellittico K,> 0, cangiando 6 in 6 -} cost.te, questa si riduce
in sostanza all’equazione stessa
R o) 2 w)
N -+ o —+senh (2 w) =0
da cui abbiamo visto dipendere la ricerca dalle deformate della sfera (o
delle superficie a curvatura media costante) nello spazio euclideo; e nel
caso iperbolico K, << 0 dall’ altra equazione

¥ (20)
out

FQRow) .
+ Y cosh (2w) .

2.0 Consideriamo in secondo luogo le superficie a curvatura costante
dello spazio ellittico od iperbolico. Siccome ora p = cost.t, segue

e le asintotiche (u, v) formano, come nel caso euclideo, una rete di TEHEBY-
cHEF. Scrivendo il ds* sotto la forma tipica

(50) ds® = du® + 2 c0s 2 o du dv - dv?,

valgono le conseguenze stesse del caso ordinario. Ed anche I'equazione a
derivate parziali da cui dipendono le superficie a curvatura costante, con
asintotiche reali, in geometria ellittica od iperbolica, & la stessa come nel
caso euclideo. La (49) applicata al caso attuale da infatti

o (20) _

(D dudv

(plz — KO) sen2 o =— K sen (20),

che & la solita equazione dai cui dipendono le superficie pseudosferiche
nello spazio euclideo.

§ 490.

Le superficie a curvatura nulla in geometria ellittica (*).

Applichiamo le formole sopra stabilite alla ricerca di una notevole
classe di superficie dello spazio ellittico, alle superficie di cui & nulla la cur-

(*) Cf. la memoria dell’A. citata al § 467.
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vatura assoluta K, che hanno cioe la geometria del piano euclideo. Abbiamo
g & studiato al § 467, una classe di queste superficie, le rigate di CLIFFORD,
che sono altresi le rigate delle binormali delle curve colla torgione costante
1 L. . .

) (§ 470). Cominciamo ora dal provare che queste sono le uniche
rigate dello spazio ellittico a curvatura assoluta nulla. (*) Riferendo la ri-
gata supposta a curvatura nulla alle sue asintotiche, di cui le v=cost.te,
siano le rettilinee, avremo per il ds* la forma (50) e di pill, le » = cost.t

ow
— = (, onde avremo

essendo geodetiche, sara
ou

ds® = du® + 2 V' du dv - dv*,

con V funzione di », V' = g—g . Ma allora ponendo u; = u 4+ V viene

ds®* = dui + (1 — V") dv*,

e le trajettorie ortogonali delle generatrici sono tutte geodetiche onde hanno
per binormali le generatrici stesse. Le formole (52*) § 470, pag. 537 di-
mostra che esse sono curve (congruenti) a torsione costante %’l‘ = 4 E} .
Dungque : le rigate a curvatura nulla dello spazio ellittico sono tutle e sole le ri-
gate d¢ CLIFFORD.

Passiamo ora a considerare le pilt generali superficie a curvatura K
nulla dello spazio ellittico. La (1), essendo K = 0, s’integra immedia-~
tamente e da

20=U-+1YV,

dove U, V sono due funzioni arbitrarie I'una di «, I’altra di V. 11 ds* prende
quindi la forma caratteristica.

(52) ds* = du® ++ 2 cos (U + V) du dv -+ do*

delle reti di TcueBYCHEF sul piano ordinario (§ 63), sul quale le curve u,
come le v, sono congruenti fra loro per traslazione. Ma ora dimostriamo

(*) La dimostrazione seguente nel testo prova anzi di piu che: soltanto
nello spazio ellittico esistono rigate a curvatura costante, e queste sono a curva-
tura nulla (rigate di CLIFFORD).
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che la stessa cosa ha luogo nello spazio ellittico, dove le asintotiche u o v
di un medesimo sistema sono congruenti fraloro per uno scorrimento. Per
questo cominciamo dal dimostrare il teorema : Le tangents condotie per 1
punti di un’asintotica u=cost.®*, della superficie o curvatura nulle alle asin-
totiche dellaltro sistema sono rette fra loro parallele (nel senso di CLIFFORD).
Questo si pud dedurre dalla formola («) calcolata al § 470 pag.b37); ma per
evitare un’incertezza di segno che potrebbe rimanere riconduciamo la di-
mostrazione a quella antecedente provando che la rigata di queste tangenti
& a curvatura nulla.

Indichiamo con ¢ il tratto di generatrice contato a partire da u= u,,
con y, 21, ¥, '3 le coordinate deli’ estremo. I coseni di direzione della

o

tangente alla linea v = cost.t essendo m(z =0,1,2,3), avremo

, 3 ox; t
x; = Z; co8 (R—) —+ I sen (E) y

da cui derivando rispetto a v coll’osservare che a causa della media delle
(37) pag. b8 &

1 .
o= = (—cos oz F sen o
du Rr? ( + O

risulta
RE oz, ¢ 1 t
3o =3 08 (R—)—I— R sen (R—) (— cos oz +sen o §).
I& poiché inoltre

W L@ g (1) (1)
0 R hu R ””’iseI'(Es’

per il ds® della rigata abbiamo

\ \ cos(U+V v
ds® = di* -2 f(fR——) dat dv -I- RE

e la forma del seeondo membro & appunto a curvatura nulla.

38
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§ 491.
Le superficie a curvatura nulla come superficie di scorrimento.
Dopo cid & facile dimostrare che due asintotiche di uno stesso sistema

sulla superficie a curvatura nulla sono curve congruenti fra loro per
scorrimento. Per eid osserviamo che le flessioni di queste asintotiche

. 1 .
coincidono colle rispettive curvature geodetiche o e per le quali
dalla (52) abbiamo

}ngﬁ):v/, }_2 2§9=U’.
P o 0, du

Se confrontiamo allora due asintotiche del medesimo sistema p. e.
u = u, ed u = u,, vediamo che queste, ad eguale arco v, hanno la mede-
. . 1 1 . .
sima torsione = + R ed anche la medesima flessione
1 1
Py [,

e per cid sono curve congruenti (§ 468). Ma nel movimento continuo che
porta a coincidere successivamente un’asintotica con tutte quelle del me-
desimo sistema i varii punti descrivono archi di asintotica di eguale lun-
ghezza. In particolare nel movimento infinitesimo che porta un’asinto-
tica nella successiva i punti descrivono tratti eguali in direzioni parallele ;

quel movimento infinitesimo ¢ adunque uno secorrimento, ¢. d. d.
IE poi da osservarsi che le asintotiche dell’un sistema sono tutte a tor-

sione positiva -|- ’][{ , quelle dell’altro sistema con torsione opposta — ; ,

e la superficie a curvatura nulla si genera sia collo scorrimento continuo
di un’asintotica del primo sistema nel quale un suo punto descriva un’a-
sintotica del secondo, sia collo scorrimento continuo di senso contrario
di un’asintotica del secondo lungo una del primo

Le superficie a curvatura nulla dello spazio ellittico appartengono per-
cid ad una classe di superficie, assimilabile a quelle di traslazione dello
spazio euclideo, che indichiamo col nome di superficie di scorrimento. Per
definirle prendiamo le formole (VII) del § 463 (pag. 517) relative ad uno

LE SUPERFICIE A CURVATURA NULLA ECC. 5H9H
scorrimento p. e¢. destrorso :

Iz’ = Az, — Bz, — Cz, — Dz,
S %'y = Bz, + Az, — Dz, + Ca,
/ z'y = Cz, + Dz, + Az, — Bz,
' 'y = Dz, — Cz, + Bz, -+ Az,

(63)

nelle quali per le z, poniamo quattro funzioni arbitrarie di un parametro u,
sicche le equazioni
z; =z, (u)

definiscono parametricamente una curva I' nello spazio, e le (53)la curva
stessa dopo lo scorrimento (A, B, C, D). Supponiamo ora che i quattro
coefficienti A, B, C, D siano variabili, e funzioni di un paramento v

A=y, B=uy5(®), C=y0), D=y,

le quali alla loro volta definiscono parametricamente una curva I colle
equazioni
Yi =Yy ().

Sostituendo nelle (53), avremo definita parametricamente una super-
ficie che nasce dallo scorrimento continuo destrorso della curva I' lungo
la curva I"V. Ma se ordiniamo le (53) rapporto a y,. 41, Y. ¥s, scrivendo

F Xy =Ly Yo — Ly Yo — Ls Yo — T Ys
5x1=w1y0+:coy1+wayz—xz3/a
'4zc'z=x2y0——x3y1+x0y2+x1y3
LB =T Yo+ B2 Yo — L1 Yo + LY

(63%)

vediamo che queste per u costante e v variabile definiscono uno scorrimento
della specie opposta (sinistrorso), pel quale la curva I scorre lungo I'. Le
superficie definite da queste formole sono appunto le generali superficie di
scorrimento delle quali chiamiamo I', I’ le curve generatrici. A definire
una tale superficie basta dare le due curve generatrici I', I' uscenti da un
medesimo punto.

- Tutte le superficie a curvatura nulla nello spazio ellittico si ottengono
dunque colla costruzione geometrica seguente: Prese due curve I', 1 a tor-
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stone costante - R Duna, — 1R per Ualtra, e del vesto arbilrarie, sv collo-

chino nello spazio n guisa che abbiano un punto comune M ed i lo stesso
piano osculatore : se si dd a 1" uno scorrimento continuo destrorso lungo 1,
ovvero o I wno scorrimento conlinuo sinistrorso lungo 1', si ottiene la pid
generale superficie a curvatura nulla.

Le curve a torsione costante -+ ; essendo tutte note, come trajet-
v

torie ortogonali delle generatrici in una rigata di CLIFFORD, ne risultano
cosi determinate, in termini finiti, tutte le superficie a curvatura nulla dello
spazio ellittico.

Osserviamo in fine che se delle due curve arbitrarie I, 1" (con tor-

sione = 4- ;) , una si riduce ad una retta, per il che basta prendere co-

stante una delle due funzioni U, V, la superficie diventa una rigata di CLir-
FORD, € pill in particolare se ambedue la curve 1", IV si riducono a rette, si
ha la superficie di CLIFFORD.

Ulteriori proprieta delle superficie a curvatura nulla.
Troviamo altre notevoli proprietd delle nostre superficie applicando

le formole dei §§ 486, 487.
Se diciamo p,, p, i raggi principali di curvatura, essendo K = 0, indi

1 1 .
= — ., abbiamo
P1 Pe R?
0y Wy -
(ot g [2) = —
’”(R) "(R,) L
cioe
_ =R
Wy wy =
TR 1 1
E viceversa da w, —w, = - - segue — = — — , K =0, onde
1 2 5 g D1ps R

concludiamo : La superficie a curvatura nulla dello spazio ellittico sono
caratterizzate dalla proprieta che, sopra ogni normale, i due centri prin-

)

T . . T
cipali di cwrvatura distano di un  quadrante PaE

ULTERIORI PROPRIETA DELLE SUPERFICIE ECC. H97

Ne risulta in particolare: le superficie parallele ad una superficie
a curvatura nulla sono tutte a curvatura nulla.

Osserviamo ora che, nella metrica Cayleyana, la congruenza delle
normali ad una superficie qualsivoglia & rappresentata da una congruen-
za in cui i due piani focali di ogni raggio sono coniugati rispetto
all’assoluto; e di pit, nel caso speciale che ci occupa, anche i due
fuochi sopra ogni raggio sono coniugati. Cosi: nella metrica Cayleyana
la congruenza delle normali ad una superficie a curvatura nulla gode
della proprieta (caratteristica) che i due fuochi sopra ogni raggio sono
coniugati rispetto all’ assoluto, come i piani focali pel ragyio.

Consideriamo poi le due falde focali dell’evoluta di una superficie
a curvatura nulla. Le loro curvature (velative) k,,k, calcolate dalle
(45) § 487 (pag. 586) sono

k] = kz = - ég 9
e in queste formole & contenuto il teorema:

Le due falde dell’ evoluta di una superficie a curvatura wnulla sono
ancora a curvatura nulla.

Ora i valori (44) pag. 585 pei coefficienti D,, D’;, D", della prima
falda dell’ evoluta sono :

. Wy
1 E sen (R)@wl

i , o , VG 1w,
Di=Ryve myze D=0 D ey
cos*| g )
R R
e siccome
. EA N E w, _— . G B G w!>
= pz_Rtg(R")’ D'=0,D —--—vElw—Rcot<R ,

ne segue la proporzione
D:D':D"=D,:D,: D",

indi il teorema: Alle asiwntotiche della evolvente a curvatura nulla
corrispondono le asintotiche sulle due falde dell’ evoluta. (*)

(*) Come nello spazio euclideo questa proprietd vale pitt in generale (quale
proprietd caratteristica) per evolventi a curvatura costante,
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- . 1
Applicando ora la formola (46) pag. 586 al caso attuale, abbiamo — =0,

o

ciod le w, = cost.te sono geodetiche sulla prima falda dell’evoluta (come
sulla seconda); e poiché le u = cost.' sono geodetiche ortogonali a queste,
le une e le altre formano un sistema di geodetiche parallele nel senso or-
dinario euclideo. Viceversa, se prendiamo sopra una superfieie a eurvatura
nulla un sistema di geodetiche parallele nel senso euclideo, esse costituiran-
no, pel teorema reciproco di Weingarten, le normali di una superficie W,
la quale, come risulta dalla (46), ha ancora curvatura nulla. Dunque :
tracciando sopra una superficie a curvatura nulle wn sistema qualunque dv
geodetiche parallele nel senso euclideo, le rette tangents a queste geodetiche hanmno
per superficie normali (evolventi) alirettante superficie a curvatura nulla.

Osserviamo poi che, mentre la superficie di partenza S & la prima falda
dell’ evoluta della evolvente X, la seconda falda se ne ottiene staccando

sulle dette tangenti, a partire dal punto di contatto, un segmento = 7%{ (*).

Abbiamo quindi il teorema :
Staccando sulle rette tangenti alle geodetiche dv un sistema parallelo sopra
una superficie S a curvatura nulla, a partire dal punto dv contatto, un se-
7R

gmento equale ad un quadrante 5

, 4l luogo S’ degly estremi é una nuova su-

perficie a curvatura nulla.

Con questa costruzione, da una superficie 5 a curvatura nulla ne deri-
viamo una semplice infinitd di complementari ', le quali facilmente ve-
diamo che sono parallele ed hanno per normali le rette polari, rispetto
all’assoluto, delle normali alla primitiva 8. Ed infatti la normale in un
punto M’ alla S’ giace nel piano tangente alla S nel punto corrispondente

M ed & perpendicolare in M’ al segmento MM’ = 5 ber eid essa o, sul

detto piano tangente, la polare del punto di contatto, vale a dire la po-
lare rispetto all’assoluto della normale in M alla S. Ne councludiamo : La
congruenza delle normali ad una superficie duv curvatura nulle ha per con-
gruenza polare una congruenza della medesima specie.

Si vede subito del resto, con congiderazioni di metrica Cayleyana, che
& questa una proprietd caratteristica di siffatte congruenze, poiché se una
congruenza normale ha per congruenza polare un’altra congruenza nor-

(*) I1 senso ¢ indifferente tornandosi al medesimo punto.

ULTERIORI PROPRIETA DELLE SUPERFICIE ECC. H99

male, nell'una e nell’altra i fuochi sono coniugati rispetto all’assoluto, e

distano quindi in metrica Cayleyana di un quadrante _7;2

§ 493.

Preliminari sulla rappresentazione sferica. Formole del Fubini.

Ci proponiamo di proseguire ancora il confronto della geometria ellit-
tica ed iperbolica colla euclidea in riguardo alla rappresentazione sferica
di Gauss delle superficie, di cui conosciamo I'importanza fondamentale
nella geometria ordinaria. E in primo luogo dobbiamo domandarci in quale
senso tale estensione debba farsi. E ben naturale che si debba per cid mo-
dificare la costruzione di Gauss secondo le corrispondenti definizioni di
parallelismo, nel nuovo senso della geometria ellittica od iperbolica. Se
si ha adunque una superficie qualunque X, nello spazio ellittico od iperbo-
lico, si sceglierd una sfera col centro in un punto O dello spazio, sulla quale
si rappresenterd ¥ conducendo alla normalein un punto generico M di X le
due parallele per O, nel senso di CLiFFoRD nel primo caso, e nel senso non
euclideo nel secondo. Cosi ogni punto M sulla superficie avrd due punti
immagini M,, M, sulla sfera rappresentativa (i punti ove le dette parallele
incontrano la sfera), e quando M descrive S, i due punti M,, M, descrive-
ranno le due tmmagint sferiche di X.

Descritto il principio comune della rappresentazione, conviene ora trat-
tare i due casi separatamente, poiché le proprieta della rappresentazione
sferica ordinaria danno Ilnogo a proprietd di natura ben differente, secondo
la diversa natura del parallelismo.

Cominciando dal caso ellittico, (*) osserveremo che, cangiando il rag-
gio della sfera rappresentativa, le due immagini sferiche subiscono sol-
tanto un’ordinaria similitudine. Prendiamo allora il raggio della sfera e-
gualeiad un quadrante ZC;
centro. Le due immagini eosi ottenute si diranno le smmagint dv CLirrorp
della superficie X. Per stabilire le formole relative occorre in primo luogo
trasformare le formole fondamentali (40) pag. 583 in altre, dovute al FuBint,

, ¢ la sfera sard ridotta al piano polare del suo

(*) La rappresentazione di cui ora andiamo a trattare venne studiata dal
Fusint nella sua tesi (citata al § 466) e denominata rappresentazione di CLIFFORD,
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nelle quali figurano i parametri di scorrimento, destrorsi o sinistrorsi, per
gli spigoli del triedro principale della superficie. Indichiamo rispettiva-
mente con

(Xla Yl> Z])7 (Xz, Yz, Zz)a (X37 Ya, Z3)

i parametri di scorrimento destrorsi della tangente alla linea v = costte, 20

della tangente alla linea wu = costte, 30 della normale alla superficie, ed
avremo (§ 466)

(54) Xl = o o 1’ + ’ wz i ’ Rz = ’xo o + \ T2 L3 9
Mo M | ' Mo M | ] & G LG G
Ly & Ty X3
X; = +
S L&

colle analoghe per (Y., Ys, Ys), (Z1, Zs, Zs), che si deducono da quelle ora
seritte tenendo fisso l'indice zero e permutando circolarmente (1,2, 3).
Se ora deriviamo le (54) rapporto ad u, v, tenendo conto delle (40) e delle
proprietd del determinante ortogonale

Ty @ Ly Ly |
Mo M M s ‘ -1,
CO Cl C2 :3 1
& & & &
troviamo subito le seguenti formole :
__ 1 avVEx VEx X LoyEy \/1* Xa, \/E X, \/E
VG v P2 o u \/G dv
_ 1 oVex, Vay K. 1ayGy V“x \/(’X + \/(’
VE du R o VE du

Se, insieme ai parametri destrorsi, introduciamo anche i sinistrorsi,
indicandoli con un soprassegno :

(X.,Y,,%) i=1,2,3

PRELIMINARI SULLA RAPPRESENTAZIONE SFERICA ECC. 601

abbiamo le formole :

|

L @ | @y Xy | L”“ o | lccg ba |
O X= % Mo T _—l T T3 ;= l L G ' Sl Ll
. lzy, ! L&y X l
Xy = & ! & & %

e lo stesso calcolo sopra eseguito ci da le formole corrispondenti :

(9% LoVEy VEg X, S 3VEy VEy
Cdu T VG e T e T B T VG e TR T
X, _VEy | VEg
du Pe R
(IX*) ¢ - <
X aVoy Yoy, 3K WGy Viy
20 VE 0w TR 2w VE duw T 2
-
353=~Y§ +‘/ X, .
v o
§ 494.

Le due rappresentazioni di Clifford.

Applichiamo le formule (IX), (IX*), al calcolo degli elementi lineari ds,
A%, delle due immagini di Crirrorp della nostra superficie X, prendendo
come centro O di projezione il punto (1, 0, 0, 0) indi per piano rappresen-
tativo il suo piano polare z, = 0. Su questo piano (ellittico), a causa del
significato dei parametri di scorrimento (§ 466), le coordinate dei due
punti immagini del punto (u, v) sulla superficie sono precisamente

(Xay Yo, Za), (Xa, Ya, Zy),
¢ si ha quindi

ds; = dX3 + dY -+ dZ;
dsy = dX3 + dY3 + dZz.

Questi due ds, appartengono alla sfera ordinaria (di raggio = 1), la
cui geometria & appunto quella del piano ellittico e .calcolandoli secondo
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le (IX) (TX*) risulta

e wfl 1) » , 2VEG 1) (1 1)
(55) dss—E(p5 + pe du? + —— R (pg—pl du dv + G + dv?
ol 1y, 2 VEG
(5% asi=B( +VR~2)du2 X2 ’(EJ — T)d u dv +(I( +RZW2

Da queste semplici formole andiamo a dedurre alcune conseguenze.
In primo luogo osserviamo che le due forme quadratiche (55), (b5*) dif-
feriscono solo per il segno del coefficiente medio ed hanno per discriminante
comune

FG%@*‘)Q

il quale si annulla soltanto per le superficie a curvatura nulla, avendosi
allora
e u]
PiP2
Come dunque nella rappresentazione sferica di Gauss delle ordinarie
superficie bisognava escludere le sviluppabili, cosi qui, nel caso ellittico,
bisogna escludere le superficie a curvatura assoluta nulla perche le loro im-
magini di CrirrorRD non occupano pilt un’estensione superficiale ma si
restringono a due curve, come era evidente a prior: dalla proprieta, esclu-
siva di queste superficie, che le loro normali si ordinano lungo le asinto-
tiche in due serie di rigate (di Crirrorp) a generatrici parallele.
HEscluso il caso delle superficie a curvatura nulla, le (55*) pongono in
evidenza le proprieta seguenti :
Le due tmmaging dv CLIFFORD dv una superficie X (¢ curvatura non nulle)
sul prano ellittico danno una rappresentazione equivalente dv questo prano

(*) Si osservi che il rapporto del discriminante comune delle due immagini
di CLirrorp a quello per la superficie obiettiva Y & dato da

i+ me)
'(TP?—T'RZ 9

la cui radice quadrata & la curvatura assoluta di Y. Per le superficie a cur-
vatura costante, e per queste soltanto, 1’area dell’immagine é proporzionale
all’area della superficie.
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(della sfera ordinaria) sopra sé stesso. Alle linee di curvatura della superfi-
cie X corrispondono le linee isoperimetre della rappresentazione.

Non & difficile invertire questo risultato e dimostrare che due figure
sferiche in rappresentazione equivalente possono sempre considerarsi
come le due immagini di CrLirrorp di una superficie X dello spazio ellittico
le cui linee di curvatura hanno per immagini le linee isoperimetre della rap-
presentazione. (*)

Consideriamo in particolare il caso che la superficie ¥ sia una superfi-
cie W, cioe abbia i ragei principali di curvatura legati da una relazione. Le
formole di Copazz1 essendo le stesse come nello spazio euclideo, valgono
le formole di WeinearTEN (I § 165, pag. 435) e si potra quindi porre

1 1

Foee CTeg
1

IONEEIOBR IO

onde nelle immagini di Crirrorp (55), (55*) i coefficienti estremi e, g sono
dati da

1, 1
=g (@ ge) 0= g OB B0 @ +

e per il medio f si ha

1
f=ky -

Come per lo spazio euclideo, i coefficienti e, g sono funzioni I'uno dell’al-

. L . R 1
tro, ed il medio f (nullo nel caso euclideo), & ora una costante = - R
Viceversa se ’elemento lineare

ds"? = ¢ du? -+ 2 [ du dv -+ g dv?

appartiene alla sfera ed © f = cost.tc ed e funzione di g, lo stesso avviene
cangiando il segno di f, ed i due ds? sferici danno le due immagini di Crip-
rorD di una superficie W dello spazio ellittico (Fusint L ¢.).

(*) Cf. FuBiNT {. ¢ ¢ la nota nei Rendiconti dei Lincei del 5 Gennaio 1904,
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§ 494 *,

Applicazione alle coppie di superficie applicabili

dello spazio euclideo (¥).

Delle formole (IX), (IX*) per le due rappresentazioni di Crirrorp di
una superficie nello spazio ellittico si pud fare un’applicazione alle coppie
di superficie applicabili dell'ordinario spazio cuclideo fondata sulle osser-
vazioni seguenti.

Cerchiamo quattro funzioni

& ;&M

di u, v tali che risultino differenziali esatti le espressioni
() (EX) +1X o) du + (& Xy + 1y Xyp) dv

colle altre due per Y, Z, come anche le analoghe

(2") EX, 1 X,) du + (& Xy 4+ X,) do

per gli scorrimenti di senso contrario. Le condizioni d’integrabilita, calco-
late mediante le (IX), (IX*), danno luogo alle quattro equazioni seguenti

1 cCl ERYE
T VE duw \/G ER

0 Ml £23Ya | G aVE
w TVE 3w VG 30
v JdUu \G Qv

aVG+mVE=0

k()

@

‘ @

@

|
I

In forza delle ultime due possiamo esprimere &, v ; &, n, per due sole
funzioni incognite X, p. ponendo

- Ry G E
é=%vmm=—wVG¢«:J%v:u¥y

(*) Cf. la nota dell’A. citata sopra.
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e sostituendo nelle prime due, coll’aver riguardo alle formole di Copazzi

M(VG) pza\/é, a;a, (YE) 1 2VE

o du D2 o Qv

vediamo che A, p. debbono unicamente soddistare al sistema seguente del
1o ordine :
AN CVE VGop  2p3VG

\/Fj.\ —}“2)\ pl a’[l, pzwa*&—:()

® IVG | VE2p | 2p2VE

\/GW +2%*a‘& p v pp dw

Si hanno dunque infinite soluzioni del problema dipendenti da due
funzioni arbitrarie. Scelta una qualunque coppia (*, 1) soddisfacente alle
(B), le espressioni (a), (o) colle analoghe diventano differenziali esatti. Noi
ne indichiamo rispettivamente con z, y, z; «, y, * gli integrali, ponendo
dunque

3= {\\/E ()\ X, + X du ++ VG (w —)\Xg) d vs
(1)
\ .F =f3\/E ()\3(1 +§ i)du +1VG {‘— 7777 -)\‘{\dv , ecc.
L 2 P

Se rignardiamo =z, ¥, 2 ; ¥, ¥, % rispettivamente come coordinate car-
tesiane ortogonali di due punti P, P mobili nello spazio euclideo, questi

deserivono due superficie S, S applicabili, coll'elemento lineare comune
52 P‘z 2 Yanta 1 1 2 !"‘2
clszzE()\ +—2) A2 +2 VEG [ = — = ) dudv -+ G2 + %) de?,
P2 P1 P2 Py
e Xs, Ys, Zs sono i coseni di direzione della normale per S, similmente
X, Y;, Zs quelli per la S.
Calcolando ora i coefficienti D, D, D"; D, D/, D’ delle seconde forme

fondamentali per S, S, (*) troviamo

(*) Dalle formole
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__E L I I _Z\N_ P //__G‘( ®
D= o (=) = VG ) =
©) E (v IN . G n
D= —E(8 o), 0 viels — ) 0= S h),
P2 (R + \/ R Pupe P +R

¢ da queste seguono le due identita :

D" —|—-—G—D=O, ~E-35”'+9’]5’=0,
g ) 21

E
P2

le quali esprimono che alle asintotiche di X corrisponde un sistema coniu-
gato tanto su S che su S, ciod il gistema coniugato comune delle due su-

perficie applicabili S, S. Cosi: le due immagini di CLIFFORD delle asintoli-
che di una qualunque superficie £ dello spazio ellittico danno le vmmagini
sferiche del sistema coniugato comune di infinite coppie di superficie appli-
cabili dello spazio euclideo.

E il risultato pud anche invertirsi dimostrando (Cf. n. c.) che da ogni
coppia (S, S) di superficie applicabili dello spazio euclideo resta individuata
una superficie X dello spazio ellittico, che ha per immagine di CLIFFORD
delle asintotiche quella del sistema coniugato comune a S, S. Anche si pud
dedurre di qui che i sistemi coniugati permanenti di una qualunquesuper-
ficie S sono caratterizzati da cio che la loro imagine sferica da altresi una
delle immagini di Crirrorp delle asintotiche per una superficie X dello
spazio ellittico.

Di questi risultati generali limitiamoci qui a fare un’applicazione alle
notevoli coppie di superficie applicabili del BoNNET (*) con conservazione
dei raggi principali di curvatura. Per questo prendiamo nello spazio
ellittico una qualunque superficie X isoterma, onde nelle formole prece-
denti potremo fare

VE = VG = ¢

Nel caso attuale si ha subito una soluzione (X, 1) delle (2) prendendo

(*) V. Journal de I'Keole Polytechnique (42¢une Cahier 1867).
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ed il ds® delle due superficie applicabili S, S diventa
ds? = =20 (dw® + dv®),

e le formole (8) danno

[ 1 1 S |
[ JEI N ) (U, ) S
\ P R oy
( 1 1o 1

D=—>,D=+4+=,D=".
P2 }—R (Y

Le due superficie applicabili S, S hanno quindi, in punti corrispon-
denti, la stessa curvatura media

aomow(l 1)
P2 P

e per cid anche gli stessi raggi principali di curvatura. E viceversa si
puo dimostrare che ogni coppia di superficie applicabili del BoNNET
nello spazio euclideo deriva in questo modo dalle superficie isoterme
dello spazio ellittico (¥).

E’ manifesto di qui che le trasformazioni D, di Darsoux delle super-
ficie isoterme (nello spazio euclideo o nell’ellittico) possono anche in-
ter'pretarsi' come trasformazioni delle coppie di superficie applicabili
del BoNNET.

§ 495.

Rappresentazione sferica nella geometria Iperbolica.

Le ricerche precedenti hanno posto in evidenza che le proprieta
della rappresentazione di CrLirForD in geometria ellittica diversificano
notevolmente da quelle della rappresentazione sferica ordinaria; a que-
ste si avvicinano molto piu le altre che ora andiamo ad esaminare in
geometria iperbolica.

Qui la rappresentazione sferica, il cui principio abbiamo descritto
al § 493, si connette immediatamente colle trasformazioni di RIBAUCOUR

(*) Cf. Servant Comptes Rendus t. 134 (2 Juin 1901) e la nota dell’A. nei
Rendiconti dei Lincei (6 Dic. 1903).
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delle figure sferiche. (§ 345), nel modo che ora andiamo ad indicare.
Ricorriamo alla rappresentazione conforme dello spazio iperbolico nel
semispaz o euclideo ed anzi, con un’inversione per raggi vettori reci-
proci, cangiame questa rappresentazione entro una sfera limite (Cf. §
228); le rette non euclidee vengono allora rappresentate dai circoli
ovtogonali alla sfera limite e i due punti A, B ove un tale cerchio
incontra la sfera limite sono le immagini dei due punti all’infinito
della retta. In particolare le rette per il centro O della sfera rap-
presentano rette non euclidee e le sfere ordinarie concentriche e in-
terne alla sfera limite rappresentano sfere .non euclidee, ed & da os-
servare che i ds®-di queste sfere, misurati in metrica non euclidea
ovvero euclidea sono proporzionali per fattori costanti (*). Prendiamo
una qualunque S di queste sfere e sopra di essa effettuiamo la doppia
rappresentazione del § 493, conducendo pel punto O le due parallele
alla normale (non euclidea) .della superficie ¥ in considerazione in un
suo punto generico M. Questa normale ¢ rappresentata, come si e detto,
da un circolo normale a ¥ in M ed alla sfera limite nei due punti
A, B, e le parallele in questione sono rappresentate dai raggi OA, OB.
Questi incontrano la sfera S in due punti A, B' che sono le due im-
magini di M. E siccome A’, B' descrivono due figure rispettivamente
simili (nel senso ordinario) a quelle descritte da A e B possiamo con-
cludere :

Nella rappresentazione conforme dello spazio iperbolico entro la sfera
limite le due rappresentazioni sferiche di una superficie % si formano
semplicemente conducendo @ circoli C normali a % ed alla sfera limite ;
i due punti A, B ove ogni tale circolo incontra la sfera limite descrivono
le due immagini sferiche di X.

Dalla teoria dei sistemi ciclici sappiamo che questi «?* circoli for-
mano un sistema ciclico, cioé ammettono una serie o' di superficie
ortogonali, proposizione che nell’attuale interpretazione non euclidea da

(*) In coordinate polari il ds? dello spazio euclideo &
ds? = dp2 - p? do?,

essendo ds? il quadrato dell’elemento lineare della sfera unitaria. In metrica
non euclidea, prendendo questa sfera come sfere limite si ha (§ 452)

ds?— du? - R?senh? (%) ds®,

formole dal cui confronto risultano subito le osservazioni del testo.
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la serie di superficie parallele geodeticamente a ¥, ed & quindi alla
sua volta deducibile da questa proposizione nota. Ed ora, se interpretiamo
nel nuovo senso non euclideo i risultati del § 364 relativi ‘ai sistemi
ciclici normali ad una sfera (congruenze rettilinee normali non eucli-
deo), -troviamo le seguenti proprieta della doppia rappresentazione sfe-
rica :

Se di una superficie ¥ nello spazio iperbolico si fa la doppia rap-
presentazione sferica, alle linee di curvatura di ¥ corrisponde, in ciascuna
delle due immayini sferiche, un sistema ortogonale, e le due figure sferi-
che sono trasformate di RIBAUCOUR l'una dell’altra. Viceversa se due fi-
gure sferiche sono trasformate di RIBAUCOUR l'una dell’alira, esse danno
le due immagini di una Serie di superficie parallele non euclidee, alle cui
linee di curvutura corrispondono le linee principali della rappresentazione
sferica.

Cerchiamo ora le formole effettive della doppia rappresentazione
sferica, il che ci dara la conferma analitica dei risultati precedenti, e
condurra insieme a nuove conseguenze. Riprendiamo per cio la rappre-
sentazione colla metrica del CAYLEY e utilizziamo le formole del § 486
per la superficie X, riferite alla sue linee di curvatura (u, v). Come
centro O della. sfera, su cui effettuiamo la doppia rappresentazione
sferrca, prendiamo il centro stesso dell’assoluto

o —a— a2 —2i=0,

ciod il punto (1;0, 0, 0). Una retta r == (z, &) rappresenta una geodetica
della metrica e i due punti A, B in cui incontra 1’ assoluto sono le
immagini dei suoi due punti all’infinito, talche i raggi OA, OB danno
le due parallele alla » condotte per O. Se la retta 7 descrive una con-
gruenza, i due punti A, B descrivono, nella metrica ordinaria, due fi-
gure sferiche che sono appunto le immagini della nostra congruenza.
Troviamo le coordinate ordinarie X, Y, Z dell’ uno o dell’ altro di que-
sti due punti A, B cercandone dapprima le coordinate omogenee
Xy, X, Xy, X3 € ponendo

X=%, Y=

Ora abbiamo
X'i == )\ Z; +P~&1 (1: = O, l, 2, 3)

39
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e da X3 — X} — Xi — XI =0, essendo
& F by sl — a6 =0 ) —at—ax} —=1 §+8+E—§&=1

risulta A2 = p2, indi p = ek, con ¢ = - 1, e per le formole cercate di rap-
presentazione sferica

901+ & Ty +e & Ty + e &
H6 X = ' Y="r—F, 2= " -
(66) zy + ¢ < &, %y + ey x, +¢ 8§,
secondo che prendiamo ¢ = 4 1, ovvero ¢ == — 1, avremo 'una o I'altra

delle due rappresentazioni sferiche. Applichiamo queste formole al caso che
la retta r descriva la congruenza delle normali alla superficie X, riferita
alle sue linee di curvatura. Per calcolare il ds™ = dX2 - dY2 -+ dZ2 della
rappresentazione sferica deriviamo rapporto ad u, v le (56) colle formole
(40%*) § 486 ; troviamo

— /1
93X VE (‘ %)5 :
S au = (70‘+?£)2 '(xo +3‘io) Tn”_‘(wx -+ e 1)”00}

VE (3 )
2Y .
af"%+ﬂﬁm+%mmm+mm

/1
VE (3 +3)
VA R
T e A LSRRl

ov — |
ov (xo +¢ &))2 l(xo +2&) ¢ (2, +¢ &l)cog

5 oX ( pl)
o)

Y < T , .
m=<w+@e%+%W~%+%M
, VG(g -+

LN/

v (xo<+e5)§—3( + &())C*(%-H&s)ﬁol-
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Di qui, tenendo conto delle solite identita, troviamo facilmente

‘(,a??y_ E (} e} gdX3X
du)  (m-+e& ) \R  TQJu e

Pz

?;X_f _ G (1 ey
'(av C(xte &))2(3 + Pl) ’

e separando le due rappresentazioni ¢ = -+ 1 ed ¢ = — 1, i cui ds? indi
chiamo con ds;, dsj, avremo per le formole richieste

5 1 { x.,], e (]_ 1 ¥ 2ol
(57) ds? = (o Lep 'T ( ) du? + G i + Pl) (l’v2§
. 1 5 1 1\ 1 TV )
Rk o2 ) 2 . L [ 2}
(.)v‘ ) dsy = (az, &0)2 E( Pz) qu? 4+ G (R Pl) dv i

Come ¢i vede, conformemente alle considerazioni geometriche premesse,
le immagini sferiche delle linee di curvatura u, v sone ortogonali nell’una
e nell’altra rappresentazione di cui formano le linee principali.

§ 496.

Applicazione alle due classi di superficie

1t 112
P12 TR P1 P2 R ’

Delle formole (57), (57*) facciamo due applicazioni che permettono di
trovare tutte le superficie W di due particolari classi in metrica iperbolica.

a) Domandiamo in primo luogo : quando & che le due immagini sfe-
riche di una superficie X sono fra loro in rappresentazione conforme? Dalle
formole (57), (57*) abbiamo come condizione necessaria e sufficiente

1 1\V/1 1\ 1 1371 1V
k+alk—a) (R +o)lm—0) =0

4 (_1_ _ l) (i - ,_L) -0
R \p, Pe R? P1pP2

Escludendo il caso ovvio p, = p, delle sfere, resta quindi quale condi-
zione :

ossia
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1 _1
P1P2 R*’

ossia, a causa della formola generale (42) § 486

1l
P12 )

w!

K = 0. Dunque : le superficie dello spazio iperbolico le cui due tmmaging
sferiche somo i rappresentazione conforme sono tutte e sole le superficie
curvatura nulla.

Si & dimostrato, al § 345 (pag. 184), che due figure sferiche in rappresen-
tazione conforme (diretta) sono sempre trasformate di RiBavcour I'una
dell’altra, onde risulta che esse individuano una corrispondente superficie
a curvatura nulla della metrica iperbolica. Cosi le superficie a curvatura
nulla in questa geometria sono tutte note, come associate alle rappresenta-
zioni conformi della sfera in s¢ medesima.

Osserviamo poi che, se questa sfera si assume come agsoluto della me-
trica del CAYLEY, la congruenza delle normali alla superficie ¥ di curvatura
nulla & rappresentata dalle corde AB che uniscono due punti corrispon-
denti A, B délle due figure in rappresentazione conforme e le sviluppabili
di questa congruenza corrispondenti alle linee di curvatura di X, tagliano
sulla sfera le linee principali della rappresentazione costituenti un sistema
isotermo. Pel teorema generale di CossEraT al § 351, i due fuochi I}, F,
sopra ogni raggio dividono armonicamente il segmento AB, e quindi coneclu-
diamo come al § 492 pel caso ellittico, che : nella metrica Cayleyana vper-
bolica le congruenze delle normali alle superficie dv curvatura nulla sono date
da tutte e sole le congruenze v cut fuochs ed 1 cur prani focalt per ogni raggio
sono contugals rispetto alle quadrica fondamentale.

~ b) Domandiamoci ora in secondo luogo: Per quali superficie X della me-
trica iperbolica accade che X sia rappresentata conformemente in una delle
sue immagini sferiche ?

Dalle (55), (5656*) abbiamo, quale condizione necessaria e sufficiente
per questo, la proporzione

ossia
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1 1\ [2 1 1\
= — |2 ~ -\l =o0.
<Pz Pl)[R +8<pl 1 '2)}

Tscludendo nuovamente il caso ovvio della sfera, abbiamo di qui

che si serive

1 1 2
H8 e =4,
(8) O * P2 R

¢iod : le superficie domandate sono tutte e sole le superficie a curvatura media
costante + R Se si considera ora che la superficie ¥ e la sfera su cui ¥ viene
ad essere rappresentata conformemente sono trasformate 1'una dell’altra
per una trasformazione di RiBaucour, vale a dire per una D, di DAr-
BOUX, siamo ricondotti ai risultati del § 351 e le superficie ¥ di curvatura

. 2
media costante -+ g vengono ad essere rappresentate dalle trasformate
della sfera o del piano per trasformazioni D,,.

Le formole che danno in termine finiti tutte le superficie di questa classe
non sono altro che le formole del Caro’ (§328) colle quali si ¢ risoluto il pro-
blema di trovare, in geometria euclidea, tutte le generazioni del piano o
della sfera quale superficie di rotolamento. Riferendosi p. e alla rappresen-
tazione conforme della metrica iperbolica possiamo formulare I'identita dei
due problemi colla proposizione seguente (cf. nota § 328) :

Se in metrica ordinaria euclidea rotolando la superficie S, sopra una sua
applicabile S, un punto O satellile di S, descrive un piano w, s considerino
le sfere cot centri sopra S che toccano =. La seconda falda X dell’ inviluppo,

riguardate tnmetrica vperbolica di curvatura — R dv cut sia © ol prano li-

<

mite, ¢ una superficie « curvatura media costante - R ¢ viceversu ogni tale

superficie con pl + pl = 4+ B ottiene nel modo descritto.
1 2

Analogamente nel caso in cui il piano limite sia sostituito da una sfera
limite. In sostanza adunque le formole del Caro’ § 328 danno in termini
finiti le superficie della metrica iperbolica di curvatura media costante

£ » come le formole di WeIesTrASs le ordinarie superficie minime, colle

quali le prime superficie hanno a comune la proprieta di avere una rap-
presentazione sferica conforme.
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§ 497.

Formole per le superficie nello spazio curvo in rappre-

sentazione conforme coll’euclideo.

Nello stabilire le formole per le superficie in metrica ellittica ed iper-
bolica ci siamo serviti della rappresentazione geodetica colla metrica del
Cavrey. Vogliamo ancora aggiungere le formole relative al caso che si ado-
peri invece la rappresentazione conforme suilo spazio ordinario. Pili in ge-
nerale, le formole che andiamo a scrivere valgono per le superficie di tutti
gli spazi curvi §; che consentono una rappresentazione conforme sull’eu-
clideo, e per conseguenza ammettono un ds? della forma

1 2
(59) ae — @ = el
con h = A (z, ¥, 2).

Basta al nostro scopo riprendere la formola generale (42) del'§ 447
(pag. 468) che lega le curvature principali corrispondenti %{ R” di due
ipersuperficie corrispondenti in due spazii rappresentati conformemente
I'uno sull’altro. Indicando qui con r, r, i raggi principali di curvatura
della superficie immagine nello spazio euclideo, con p, p, quelli della su-
perficie obiettiva nello spazio curvo (59), dovremo sostituire (pel modo
come sono ora misurati i raggi di curvatura) nella detta formola a R, R/

. . 1 .
rispettivamente —#,—p e al posto di U dovremo porre x Ne risulta la

formola fondamentale

(60) L=

Oh . .. . . -
dove ™ indica la derivata di 7. presa nel senso della normale positiva

alla superficie considerata, cioe

o\ _—Es ok  ,2h

FORMOLE PER LE SUPERFICIE ECC. 615

Se scriviamo I'equazione della superficie immagine nello spazio eucli-
deo sotto la forma

e=z(rY),

e adoperiamo le consuete notazioni di MoNGE avremo

R 9 . 1
N YV — /A

Vitrte' Vitwre' " Vitpr e
indi

on_ 1 (ax LI

in Vitptglae pax~qay)

Ed ora dalla (60) abbiamo

P Al R (3_)

(61) pllp2 ]7'17'2 13n A:,\ . on,
S == ) —22,
[ +p2 (7‘1 _I_m) on
ossia (§ 83 I pag. 221)
Fd e rt—s8 H(N or @ ><1i93>% 2pgs +(1 +9°)t
Loee e Mo T PaeT Yoy (1 +9° + @2
(a 3_5 a)\
9,, Pao " 15y)
(62) /! 1+ p2+ ¢
ax+ AN A
1 +_1__)\21)qs——(1 —}—qz)r—(lv—l—p?)t_{_z?éﬁx ay Vaz
o e A+ + @) (L 4+ 42)2

Se applichiamo queste formole al caso della metrica iperbolica, nella
rappresntazione conforme nel semispazio euclideo, avremo da porre

Z
A=

e le formole diventeranno :
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‘1 _ 2 = e (e —2pgs (1 4 ]
\me R EpgP T RE (1 +p*+gp R3(14-p* ¢
63) y1 1 e2pgs—(+gr—( 4+ 2

_ e -
b R R(L+7 + )

) L+ + @F

Consideriamo p. e. le superficie a curvatura media costante dello spazio
iperbolico e per le loro immagini nello spazio euclideo avremo I'equazione
caratteristica del 20 ordine :

2\ 9Nt 9
(64) 1 \, (L) (1 +p°)t—2pgs +2$ — cost.te,

Vit el T

Ora le superficie a curvatura media costante dello spazio iperbolico
(od ellittico) hanno linee di curvatura isoterme come accade nello spazio
euclideo ; anche le loro immagini conformi nell’euclideo hanno quindi linee
di curvatura isoterme. Si ha per cio il risultato: Le superficie integrali dell’e-
quazione a derivate parziali (64) formano una classe dv superficie isolerme.

Particolarizziamo ancora e consideriamo le superficie a curvatura me-
dia nulla, o superficie minime, dello spazio iperbolico che abbiamo visto
dipendere (§ 489) dalla equazione a dirivate parziali

2?6 %6

R cosh 6 .

Le loro immagini nello spazio euclideo sono gli integrali dell’equazione
a derivate parziali
L2rgs—(+@)r— ({0 +r@1_ 2
5 =
L+ +a)°

K

T 1
(L+72 + )
ossia indicando con H la curvatura media di questa immagine
(65) 2 =--1.

Per interpretare questa geometricamente si introduca con 7hybaut (*)

(*) Surfaces isothermiques Annales de I’ Ecole Normale 3.7mm¢ Sgrie t. 17
(1900).

FORMULE PER LE SUPERFICIE ECC. 617

la nozione di evoluta armonica di una data superficie S ecome luogo, sopra
ogni noymale in M alla S, del punto M coniugato armonico di M rispetto ai
due centri principali di curvatura ; per le coordinate 7, 7, ¥ si ha subito

‘w*”i[’xa 17:!/_“

z

Dunque la (6D) esprime la seguente proprieta : Le superficie dello spa-

210 euclideo che hanno per evoluta armonica un piano © sono superficie 1s0-

terme ; esse sono le tmmaging delle superficie minime di una metrica vper-
bolica avente = per piano limate.

Se questo piano w si allontana all’infinito le dette superficie diventano
le superficie minime ordinarie.

§ 498.

L]
Notizie circa le trasformazioni B; delle deformate delle

quadriche in geometria non euclidea.

Terminiamo questi studi sulle superficic in geometria ellittica ed iper-
bolica coll’indicare come si possono estendere a questi spazi le trasforma-
zioni B, per le deformate delle quadriche, studiate nei tre Capitoli XX11
a XXIV pel caso ordinario euclideo.

Per questo cominciamo ad estendere la nozione di coppie di superficie
S, S coniugate in deformazione (§§ 423-424) al caso in cuile due superficie
appartengono, anziche allo spazio euclideo, a due spazi diversi, ciascuno
di curvatura costante. La discussione dei paragrafi citati, fondata sulle
equazioni di Copazz1 e di Gauss, conserva il suo valore in ‘questo caso piut
generale, solo che alle curvature assolute delle due superficie si sostitui-
scano le loro curvature relative per lo spazio in eui sono immerse. Due tali
superficie S, S saranno dunque coniugate in deformazione quando si eorri-
spondano per sistemi coniugati e per linee geodetiche ; e allora i due pro-
blemi di deformare I'una o Daltra superficie nel relativo spazio saranno
intrinsecamente equivalenti.

Cio premesso, prendiamo nell’ordinario spazio euclideo due quadriche
Q, Q' omofocali, delle quali p. e. la seconda si assuma come assoluto di una
metrica Caylelyana. Allora la quadrica Q euclidea ¢ al tempo stesso una




618 CAPITOLO XXVII. — §§. 498

quadrica della metrica di CavyrEy, ed & chiaro che i sistemi coniugati nel
senso euclideo sono anche tali nel senso non euclideo, e viceversa. Ma vi
ba di piw: lo quadrica Q ha le stesse geodetiche euclidee come non-euclidee. (*)
Per vedere questo basta ricordare che il piano tangente in un punto p alla
quadrica Q ha il suo polo, rispetto alla quadrica confocale Q', situato sulla
normale in pe percid ogni normale a Q nel senso euclideo & anche normale
nel senso non-euclideo. Dunque ogni geodetica euclidea di Q avendo il piano
osculatore normale a Q nel senso euclideo, lo ha anche nel senso non-eucli-
deo e per cid & anche geodetica di Q nella metrica del CAvLEY.

Di qui risulta : I1 problema di deformare la quadrica Q nel senso eucli-
deo equivale all’altro di deformarla nel senso non-euclideo.

Ed ora si presenta ben naturale la domanda se dalle deformate dalle qua-
driche euclidee si ottengono cosi tutte le deformate delle quadriche non eu-
clidee. Considerando la questione dal punto di vista reale, distinguiamo
secondo che si tratta di metrica ellittica od iperbolica ; nel primo caso la
quadrica Q' sard un ellissoide immaginario, nel secondo una quadrica reale
a punti ellittici.

Per quanto precede la questione & riportata alla elementare seguente :
esiste un’omografia reale che cangi le due quadriche Q, Q' in quadriche
omofocali ?

Se siamo in metrica ellittica e scriviamo 'equazione dell’agsoluto Q' in
coordinate di WEIERSTRASS

Q" i I . e Ry ey | B

con una sostituzione ortogonale reale su z,, %, %, %, che rappresenta una
trasformazione delle coordinate di WEIERSTRASS (0 un movimento nello
spazio ellittico (§ 463)), possiamo ridurre 'equazione della quadrica Q alla
forma normale

3 ¢ 3 Tz
(@ ATEB "}“'Cr“{ 15—0,

dove le costanti A, B, C, D non saranno tutte eguali perché Q non coincide
con Q'. Escludiamo inoltre il caso in cui queste costanti siano a coppie e-
guali ; allora la quadrica (reale) Q avrebbe ’equazione

(*) DARBOUX sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algé-
briques (Paris 1873).

NOTIZIE CIRCA LE TRASFORMAZIONI ECC. 619
zy -+ of — 9P o (25 + %)

con s costante reale e sarebbe la superficie dv Crirrorp. (*) Nelle nostre
ipotesi vi sard dunque una almeno delle quattro costanti diversa da tutte
le altre tre, poniamo A. Introduciamo allora coordinate Cartesiane orto-
gonali z, y, 2, ponendo

o T 3
zr=0—, y=>b-—-, z=0c--
Z, z

0 Lo

con «, b, ¢ costanti. Le equazioni delle due quadriche diventano

x2 yz 22 .
@B rcTEp T
A A A
x2

2 2
+&E+5+1=0

a2

e queste saranno omofocali prendendo le costanti @, b, ¢ in modo che si
abbia
a*B C D

2 — B2 2 2 2
@ =0 — 0 = — ®

A A A’
o0ssia

@A —B)=1A—C)=e(A—D),

ci0 che & sempre possibile con valori reali per le costanti a, b, ¢ se le tre
differenze A—B, A—C, A—D hanno il medesimo segno. Ora se B, C, D
sono disuguali fra loro, e da A come si & supposto, bastera prendere per A
la maggiore di esse ed A—B, A—C, A—D saranno tutte tre positive. Egual
segno hanno pure le tre differenze se B=C=D, sicche resta da considerare
solo il caso che sia p. e. B=C ¢ le differenze

A-—B, A-~D
abbiano segno contrario. Ma allora le due
D—A, D—B

(*) Parametricamente si pud scrivere
Xy==C0STCOSU , X, ==COSTSENU , L —SENICOSV, «X3==SeNssenov ,

cquazioni che definiscono la superficie di Cuirrorp riferita alle sue linee di
curvatura (circoli).
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hanno egual segrt e basta quindi scambiare A con D per ritrovarsi nel caso
precedente. Ne concludiamo : Esclusa la superficie di Crirrorp, ogni al-
tra. quadrica dello spazio ellitlico trova lo sua quadrica (a centro) coniugala
w deformazione nello spazio euclideo e quindi il problema di Jdeformare una
quadrica (diversa dalla superficie di CLIFFORD) in melrica ellittica equivale o
quello per le quadriche a centro dello spazio euclideo.

Ma al contrario la superficie di CLiFFORD, essendo a curvatura nulla
e con asintotiche reali, non pud possedere una quadrica Q coniugata in
deformazione nello spazio euclideo. Infatti questa quadrica Q sarebbe rap-
presentabile geodeticamente sul piano ordinario, quindi (pel teorema di
BELTRAMT) una superficie a curvatura costante, vale a dire o una sfera
o un cono o cilindro ; ma sulla sfera le asintotiche sono immaginarie, sul
cono o cilindro reali e coincidenti mentre sulle gsuperficie di CLIFFORD
sono reali e distinte. D’altra parte ricordiamo che tutte le deformate della
superficie di CLIFFORD sono note in termini finiti (§ 490 s. s.).

La questione proposta ¢ cosi risoluta pel caso ellittico. Per il caso iper-
bolico le cose procedono in modo alquanto diverso perche, a causa della
realitd dell’assoluto, non & pilt possibile ridurre in ogni ceso 'equazione
della quadrica Q a somme di quadrati.

Id ora, venendo alle trasformazioni B, per le deformate delle quadri-
che in geometria ellittica od iperbolica, aggiungiamo che esse valgono qui
come nello spazio euclideo fondandosi sui medesimi prinecipii descritti al
§ 376, e laffinitd d’Ivory fra le quadriche omofocali da ancora qui la legge
d’applicabilita delle due falde focali per le corrispondenti congruenze, W.

Del resto poi la trasformazione H che cangia una quadrica dello spazio
euclideo nella coniugata in delormazione dello spazio ellittico od iperbolico
serve anccra qui per cangiare le trasformazioni .B, dello spazio euclideo
in quelle corrispondenti per la metrica ellittica od iperbolica. (*)

(¥) I principii indicati nel presente paragrafo vennero sviluppati dal Signo-
rini pel caso ellittico nella sua tesi di laurea: Sulle trasformazioni B, delle
deformate delle quadriche in gcometria ellittica (Anunali della R. Scuola Nor-
male Sup. di Pisa.

V. anche Annali di matematica.

CAPITOLG XXVIIIL,

I sistemi n.»'" ortogonali nello spazio euclideo a » dimensioni.

Formole fondamentali. - Rotazioni iz di un sistema n.plo ortogonaie e relative equa-
zioni earatteristiche. - Trasformazioni di CoMpescurE e inversioni. - Trasformazioni di
RIBAUCOUR, - T'corema generale di permutabilitd. - Sistemi w.pli ortogonali B simmetrici
nelle rotazioni. - Trasformazioni T e teorema speciale di permutabiliti. - Sistemi di ro-
tazioni associate (£4 i, pr i) e relative trasformazioni Tm. - Sistemi Il di GUuicHARD-DAR-
BOUX, - Sistemi n.pli ortogonali Q e loro trasformazioni Rm. - Sistemin. pli ortogonali nel-

lo spazio 8, a eurvatura costante. - Extensione ai ds? indefiniti.

Formole fondamentali pei sistemi n.pli ortogona].i

nell’S,, euclideo. (%)

Nel presente Capitolo noi ci andiamo ad occupare sistematicamente
deisistemi n.2Y ortogonali di ipersuperficie nello spazio euclideo ad » dimen-
sioni, ed ¢ subito da notarsi che tale ricerca comprende anche l’analoga
per ogni altro spazio curvo a n dimensioni rappresentabile conformemente
sull’euclideo ; questo vale in particolare per gli spazi di curvatura costante,
che abbiamo visto appunto rappresentarsi conformemente sull’euclideo
(§ 43Db).

In queste ricerche sara utile che ci serviamo di speciali notazioni il cui
significato andiamo subito a spiegare. Le n coordinate cartesiane orto-
gonali di un punto generico delle spazio si denoteranno, anziché con let-
tere affette da indici, con lettere diverse : z, y, 2, ... {, e il simbolo som-
matorio S si userd sempre per una somma estesa agli » assi coordinati ;
€08l avremo

1) ds®* = Sda? = de? 4-dy* + ... +d,

(*) Cf. particolarmente: DARBOUX Lecons sur les systémes orthogonaux (2.emn¢
Edition 1910).
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e per la distanza d di due punti (z, v, ... t), (¢, ¢/, ... 1)
@ =S (x— a)p

Si otterrd un sistema nrle ortogonale nell’S, ogni qualvolta siesprimano
z, Y, ...t per n nuove variabili indipendenti u,, %, ... u, in guisa che
la forma differenziale (1) si cangi in un’altra di forma normale

(&) ds? = HEdu? + H2dug +. .. 4+ W2 dut, = 2 HY du
2

e le ipersuperficie costituenti il sistema nr'? ortogonale saranno le u, =costte,

- . . Q) . .
Uy = cost.be . .. u, = cost.te. Useremo il simbolo }_‘ per una somma in cui
) 2

I'indice variabile A percorre {uiti i valori nella serie degliindici 1,2,3...n;
ma spesso accadrd che h dovrd percorrere questi valori, escluso uno parti-
colare 1, ovvero esclusi due %, k, ece. ed allora adotteremo la notazione

Si* (escluso 1) (i];“) (esclusi 1, k), ecc

ral o B

a) 11 sistema nr'e ortogonale corrispondente alla (2) ¢ individuato, a
meno di movimenti, dalle espressioni di H, H,, ... H, (*) in funzione di
Uy Uy, ... U,. Le condizioni necessarie ¢ sufficients a cui debbono soddisfare le
H, per definire un sistema nr'c ortogonale (2), consistono, come sappiamo,
nell’annullarsi di tutti i simboli Riemanniani a quattro indici (r k, 1 k), co-
struiti per la forma di differenziale (2). Sviluppando queste condizioni colle
formole (17) del § 435 (pag. 433), sitrova il sistema seguente di equazioni
a derivate parziali del secondo ordine cui debbono soddisfare le H,
o H, 1 oH, 2H, 1 oH, oH,

/

{S du,du, H,du,dwu, ' H,du; du,
(3) )
|

3 (1 3H, 3 (1 °H,\ , && 1 3H,°H, _
s (i 5ue) T (B 2 2w

Gtkfl=12,...n),
nelle quali formole 4, k, [ indica una qualunque terna di indici diverse,

(i, k)
presi nella serie 1, 2, ... u, e il simbolo » ha il significato spiegato sopra.
A

(*) Con H; intenderemo la radice quadrata positiva di Ha.

FORMOLE FONDAMENTALI ECC. 623

11 problema dei sistemi n»'' ortogonali dell’S, euclideo dipende adunque

dal sistema (3) di equazioni a derivate parziali del secondo ordine (in numero

di @an;—l)) per le » funzioni incognite H,, H,, . . . H, di w;, 4s,... u,. Ma
per lo studio analitico di un siffatto sistema, allo scopo principale di rico-
noscerne la compatibilita ed il grado di arbitrarieta delle soluzioni, come
anche per Dlinterpretazione geometrica, conviene (conforme ai prineipii
generali dell’analisi) ridurre il sistema ad uno del primo ordine aumen-
tando convenientemente il numero delle funzioni incognite. Per questo
si introducano con DarBOUX, quali nuove funzioni incognite, le derivate
prime delle H, che figurano nelle (3), e precisamente le n (n—1) quantita.
B, che diremo le rotaziont del sistema e saranno definite dalle posizioni

1 9Hy

@) B =1, 2w,

Allora il sistema (3), viene a scindersi in due sistemi, il primo dei
quali vincola le sole rotazioni e si scrive :

/ I

\ au/— = {3'/ @lh
(]) ’ 95”; aBM ([‘\ﬁ.] L, (7/11:7(7:’}: l)
du, + du, + s B B =

Successivamente, supposte note le §,, soddisfacenti a queste, le H,
debbono poi soddisfare al sistema lineare omogeneo

oH,
9 Uy,

b) Supposte soddisfatte queste equazioni (1), (II), o ¢id che ¢ lo stesso
le (3); risulta individuato un sistema nrle ortogonale (X) corrispondente alla
forma (2) del ds®. In ogni punto (u,, u,...u,) dello spazio abbiamo una
nrle grtogonale formata dalle direzioni ivi tangenti alle linee coordinate
(u) (M) . . . (u,), cioe alle linee di curvatura delle ipersuperficie di (¥);
queste direzioni formano I'nedr principale relativo al detto punto. Consi-
deriamo una qualunque di queste % direzioni principali, sia la ™2, e

denotiamo
Xiy Yoy ool T,
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i relativi coseni di direzione cogli assi coordinati ; avremo

o : 2y . o1
5 == .LT. - = B . e . = F T,
) = H X, L oHY, G —ET

¢ sara

S Xl Xk, = &4y (*)'

Ora le formole di CurisTorreL per 'equivalenza delle due forme dif-
ferenziali (1), (2) :
Fr Nkl
du; dw, T Ir{du;

si traducono pei coseni di direzione dell’ne® principale nelle formole se-

guenti :
(6) a_“_] = B X ) ﬁ = ?_‘ B’-i X (?" k=1,2,... %)
(i % k)
colle analoghe per Y,. ...T,. Questo ¢, per le incognite X,, X,...X,, un

sistema di equazioni ai differenziali totali illimitatamente integrabile, poi-
ché appunto, in grazia delle (I), le condizioni d’integrahilita per Ie (6) sono
identicamente soddisfatte.

Tntroduciamo altresi le » -1 Tunzioni

(7) W, =82X,,2p=522,

delle quali le prime », W,, W, ... W,, sono le distanze (algebriche) dell’o-
rigine delle coordinate dalle n facce dell'ne® principale, mentre p & il se-
miquadrato della distanza del vertice dell’origine; ed & anche

2p = z\VF)
7

Se si derivano le (7), osservando le (5) e le (6) si hanno subito le formole

oW, .
(8) o =Ba Wi (per (i k)

(*) Si ricordi che z;4 =0se &i F k&, ;s = 1.

FORMOLE FONDAMENTALI ECC. 625
) oW, @
* A ‘oW, =
(8 ) 3, -+ ;‘ (31, W, H,
) °0 {1, w,.

In fine dalle formole generali al § 448 per i raggi principali di curva-
tura 7, delle ipersuperficie coordinate, nelle quali pero, conformemente
alle convenzioni fatte al § 476 per lo spazio euclideo, introdurremo un can-
giamento di segno, avremo

1 _ 1 °H,
i H; Hy dw,’
ovvero -
(9 v T OH
e la formola (46) ibid (pag. 472) per la flessione ]1 della linea coordinata
(u;) si serivera
1 (U
e B \1 . )
R Y
cioe
114 L.
(1]) Rg = 1 ; ?'}.7' .
§ 500.

Richiamo dei teoremi d’esistenza per classi di sistemi differenziali.

Prima di procedere oltre nei nostri studi troviamo conveniente richia-
mare dall’analisi i teoremi di esistenza per quelle classi di equazioni simul-
tanee alle derivate parziali che si presentano pilt frequentemente nelle ap-
plicazioni alla geometria infinitesimale, particolarmente in quella n di-
mengionale.

Sistemy A) di DaArBOUX. Abbiasi un sistema di equazioni a derivate
parziali del 1° ordine per m funzioni incognite

Uy Us 90 e um

40
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din variabili indipendenti; che supponiamo risolubile rispetto a tutte le de-
rivate prime che vi figurano, riducibile cioé alla forma

)

U,
(A) 37,

= diy (4, )

in modo che di ciascuna delle funzioni incognite sia data una o piu delle
derivate, e i secondi membri siano funzioni finite e continue delle u e delle «,
insieme alle derivate rispetto a questi argomenti. Per- ciascuna u, diremo
variabili principali quelle rispetto alle quali fignrano le derivate nel sistema,
variabili parametriche le altre. Delle derivate d’ordine superiore delle u.,
quando si suppongono esistenti, si diranno principali quelle in cui le va-

riabili di derivazione sono principali, in particolare avremo da considerare
32

le derivate principali seconde miste o aa suppcesto che per la u,; siano
1 ¢ Ly,

Zny %, due variabili principali diverse (h#£k). Ora supponiamo:che il sistema
(A) sia cosi costituito che il calcolo delle derivate seconde principali miste
non introduca, eseguito a destra, alecuna nuova derivata prima delle « oltre
quelle che figurano gia in (A), ed in secondo luogo che le condizioni d’in-
u, CRTE
du,dz, > dmdux,
derivate miste principali siano identicamente soddisfatte in virth del sistema
(A) stesso.

Quando queste condizioni siano verificate diremo che siamo in pre-
senza di un sistema A) di DArRBoUX. Per un tale sistema vale allora il
teorema fondamentale d’esistenza degli integrali : (*)

Secelto un sistema wniziale di valors (24 per le variabili indipendents,
esiste uno ed un solo sislema integrale (u), s, . . . U,,) del sistema (A) tale
che clascuna w; si riduca ad wna funzione arbitrariamente data delle
sue vartabilt parametriche quando le rispettive variabili principali assu-

tegrabilita ottenute dall’eguagliare i due valori delle

mono © valors tnizials.

La dimostrazione di questo importante teorema si compie col metodo
delle approssimazioni successive, supponendo soltanto verificate le abituali
condizioni di continuitd e le condizioni di Lipschitz pei rdpporti incre-
mentali (DarBoux L c.).

(*) V. DarBoUx Systemes orthogonaux (2.e"m¢ E’dition) Livre III. Chap. I
n. 180 s. s.

RICHIAMO DEI TEOREMI D’ESISTENZA ECOC. 627

Sistemi B) di Bourrer (*). 1l successivo caso che andiamo a consi-
derare sard di sistemi della forma

du,

du
(B) axk = q)'i,k, ('M, x, a—xl‘ . .)

dove nei secondi membri figurano anche linearmente derivate parame-
triche, perd sotto queste condizioni che le derivate parametriche nei se-
condi membri abbiano un indice ! di derivazione =k, e se I = k l’indice
.lella rispettiva v sia superiore a 7. Inoltre nel presente caso la dimostra-
zione del teorema d’ esistenza si compie nell’ ipotesi di funzioni analitiche
oJomorfe ed i secondi membri delle (B) si supporranno funzioni olomorfe
dei rispettivi argomenti. '

11 sistema differenziale (B) si dira allora un sistema B) (di BoUuRLET)
quando, come nel caso precedente, le condizioni d’integrabilita ottenute
dal)’eguagliare i due valori di ogni derivata seconda mista principale sieno
ver ieate in forza del sistema (B). Vale in tale ipotesi il teorema di esistenza

fusiste uno ed un solo sistema integrale olomorfo (uy, us, . . . u,,) nell”in-
torno dei valori iniziali (2 29 ... 22), lale che ciascuna w; st riduca ad una
funzione olomorfa arbitrariamente data delle sue variabily parametriche
quando le sue variabile principalt assumono v valort inizials.

§ 501.

Applicazione ai sistemi differenziali (I), (II).

Esaminiamo, colla scorta dei principii sopra ricordati, i sistemi diffe-
renziali (I), (11), dai quali dipende la ricerca dei sistemi nr'' ortogonali, e
cominciamo dal sistema (1) caratteristico pel sistema delle » (n—1) rota-
zioni 8,,. Se dalle (I) isoliamo quelle della prima linea soltanto

aoi ke
(“) aié: == B Bux

queste formano, per s¢, un sistema del tipo A) di DarBoUX, nel quale per
ciascuna incognita B3,, tutte le variabili sono principali salvo le due u;, u,,
che sono parametriche, e le condizioni di coincidenza dei due valori di

(*) Annales de I’E’cole Normaie Supérieure T. 8 Serie 3. (Suppl. 1892).
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una derivata seconda mista principale

e

du, du,

sono verificate, perché calcolandola dalla (a) stessa, derivata rapporto ad
Uy (M F 7, k, 1), troviamo

;?t,%k;t,,,' = ﬁim (3,,,1 sz + Bil« Blm. Bmk
ed il secondo membro non muta per lo scambio di [ con m. In effetto adun-
que le () formano un sistema diftevenziale del tipo A) e nella sua solu-
zione generale (8,,) si possono prendere affatto ad arbitrio (*) le funzioni
G (w;,u,) & cui si riducono le @8;; quando tutte le variabili principali
u; (M £ 4, k) assumono i valori iniziali .

Ma se ora aggreghiamo alle (¢) anche le (I) della seconda linea, siamo
in presenza di un sistema differenziale del secondo tipo B), al quale daremo
la forma canonica di BourLET risolvendo le (I) della seconda linea rispetto
alla derivata con indice di derivazione minore, p. e supposto 7 << k seri-
veremo

algik apil- (&%)

t ! PR y
e TP N (1<)
o u; o uy, i . ( = )

Ora se deriviamo la (@) rispetto ad u,, la superiore rispetto ad u,, il

confronto fra i due valori della derivata seconda mista

"B esige per
Qu,du,’  ° p
la loro coincidenza Pannullarsi dell’espressione

(SLL BH) 4~ @k i [ l’ 3 ‘JJJ HU 3
au
e questa, facendo uso delle (I) stesse, si trasforma nell’altra

(i ky0)

0= F g (e 5 B Bu) b g S B
—a‘a(ﬁuﬁm) auh Pri Pri auL 1i Pk au; i Pk

08,0 | i
= B gai + ; ’—|—gmpkz+ 2 Bh@lls—|—
el B b S bl

(*) Purché soddisfino alle condizioni di continuitd del § precedente.
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che possiamo scrivere

0—g 19 4 2Bu

23 ?au' +c +Z Fhwl
0B % & .
+ B i, +au,, -+ 2}1‘ B Bu % ;

ma i coefficienti di §,,, B,; si annullano separatamente in causa delle ()
nella seconda linea. Tl sistema (I) & dunque un sistema della classe B), e
risulta cosi accertata I’ esistenza delle sue soluzioni e fissata la loro arbi-
trarieta.

Ora se le rotazioni 8,,, soddisfacenti alle (I), sono fissate, il sistema (IT)
nelle » funzioni incognite H,, H,, ... H,, & nuovamente un sistema A),
dove le condizioni d’integrabilita :

d d
aul (fu I Hh) = % (BM I'Ir,)
sono soddisfatte in virth delle (IT) e delle (T) della prima linea, poiché

)
au‘ (Bm‘ Hk) = pm, ﬁz, i Hk + Bn,f Bu: TL
/

ed il secondo membro non muta scambiando ! con k. In questo sistema (II)
per ciascuna H, vi ha la sola variabile parametrica u;, le altre sono prin-
cipali, onde la soluzione generale

(H), Hy, ... H,)

dipende da » funzioni arbitrarie, di una variabile ciascuna.
Insieme al sistema (II), conviene considerare I'altro dato dalle equa-

zioni (8) cui soddisfano le W, e che scriviamo, indicando con 7, vz, . . . 7a
n funzioni incognite

s o L
(IT*) 3, —B,, 1 (@ Ek).

Questo chiamiamo il sistema aggiunto del sistema (II); esso ¢ un si-
stema A) come il primitivo (II) (*) e gode, in relazione con esso, delle
proprietd seguenti :

(*) Si ha
2]
S0, Berr ) ="PBirBrntn + BinBrrye s

espressione simmetrica in (k, ).
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o) Se (Hy, Hy, . .. H,) ¢ un sislema qualunque di soluziony delle (1I) e
(t1s Y2y - - - 1..) una soluzione dell’ aggiunto (11%), Uespressione

> H, v dw
A
¢ un differenziale esatto.
Difatti
0
S (Hz “{z‘) =, Hov: + Bin o, s
Uy,
non muta scambiando 4 con k%

B) Se da un sistema qualunque ({1, s - « « 1,) &0 soluziont delle (11*) si
formano le n espressiont

) T
auk

-+ z Barta

0, =

queste sono soluziont del sistema (II), cioé

Difatti
éif) 3 Ban vz

s (1) e Boe )+ 3 5 () =

N T T \/ ' +
MCTSRTTN Bl
o, +5
+ Bz" : 7777 L ‘{ @f‘b T }-J Sli o ; )
A

11 coefficiente di v, a destra & zero per le (1) e quello di 3,, ¢ appunto ©,,
da cui in effetto

o6,
é“@T/. = tqm 0

i

1) Dal conironto delle due proprietd ), 8) risulta questa -terza : Se
Cus oy -« 1)y (Fs 9y o« o 40) somo due sistems di soluzions delle (11%) Ve-
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spressione

(0 ()
U 1/ Q) . ( o du
> ?au/ -+ /Z ﬁ/), T2 \ {2 aUy

¢ un differenziale esatto.
In particolare se si fanno le ¢’ eguali alle v, I'espressione precedente &

il differenziale esatto di % A, avendo posto

A == 2 '{%.
2

§ 502.

Trasformazioni di Combescure-Inversioni.

Nelle formole fondamentali (§ 499) pei sistemi nrli ortogonali si di-
stinguono le proprietd inerenti soltanto all’orientazione: dell’ nedr prin-
eipale, le quali dipendono unicamente dalle rotazioni B,,, da quelle indi-
viduali del sistema X) in considerazione. Le prime sono contenute nelle
equazioni (1) caratteristiche delle rotazioni e nelle (6) cui soddisfano i co-
seni X, delle direzioni prineipali. Si puo anche dire che queste prime pro-
prietd dipendono unicamente dalla rappresentazone ipersferica delle iper-
superficie coordinate. Cosi p. e. le ipersuperficie coordinate u, = cost.te
hanno per coseni di direzione della normale X,,7Y,, oy T,, pei quali
sussistono le (6)

0X,, .
é_'l[ - Bnr X (7’ # /n)

e il ds? della loro immagine ipersterica ¢ quindi dato da

(ll) ds?» == ?ﬂ du? + {3?&2 duz + Bn —1 dui«--la

formola che implica soltanto le rotazioni. Si osservi che se qualeuna delle
rotazioni si annulla, poniamo la 8,,, cid significa che I'immagine ipersferica
della u, = cost.t* occupa meno di n— 1 dimensioni.

Date le rotazioni 8,,, soddisfacenti alle condizioni (1), esistono per quanto
si ¢ visto sopra, infinite soluzioni (H,, H,, ... H,) del sistema (II) dipendenti
da n funzioni arbitrarie e quindi infiniti sistemi #r!i ortogonali aventi a
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comune le rotazioni B;,, vale a dire 'immagine ipersferica. Per ogni sin-
gola soluzione (H,, H, ... H,) delle (II) si ha secondo le (5) il corrispon-
dente sistema (X) per quadratura delle formole

(12) = /g} H, X; du;

dove in effetto per la proprietd o) I'espressione sotto il segno / ¢ un diffe-

J

renziale esatto. Un secondo modo equivalente di determinare questi si-
stemi (X), con rotazioni asseghate, ¢ di ricorrere invece alle soluzioni
(W), W,,... W,) del sistema aggiunto (I1*); allora si hanno i sistemi (X)
in terming finite colle formole

(12*%) z= 2 W, X;.

Si vede adunque che ogni sistema nr!* ortogonale (¥) ne determina in-
finiti altri, dipendenti da » funzioni arbitrarie, colle medesime rotazioni
Bix, cio® aventi a comune con (X) Porientazione dell’n*®™ principale (I'im-
magine ipersferica). Tutti questi sistemi (¥) si diranno trasformati di Com-
BESCURE l'uno dell’altro, od anche qualche volta pilt brevemente, col DAg-
BOUX, sistemi parallels per significare che in punti corrispondentii loro
ned'l prineipali hanno eguale orientazione.

Accanto alle trasformazioni di CAMBESCURE, le quali richiedono Pinte-
grazione del sistema (I1) o dell’acgiunto (11*), abbiamo le altre pin semplici
ed elementari date dalle trasformazioni conformi di tutto lo spazio, che si
riducono appena n = 3, secondo il teorema di LiouviLLe (§ 447), alle in-
versioni (per raggi vettori reciproci) combinate con omotetic ¢ movimenti.
Queste trasformazioni, appunto perla proprieta di conservare gli angoli,
cangiano manifestamente ogni sistema nv'e ortogonale X in un altro sistema
n'* ortogonale X’.

Ora, per le proprieta elementari delle inversioni, si ha immediatamente:

In due sistemi me'' ortogonali ¥, X' dedotti per inversione Puno dallaltro,
se st considera una coppia qualungue P, P’ di puntt corrispondenti, nei
due neW principali coi vertici in P, P, ogni coppia di spigoli corrispondenti
consta di due rette incidents in un punto equidistante da P, P’.

T manifesto che gli » punti d’incontro P,, P, ... P, delle coppie di spi-
goli corrispondenti determinano un iperpiano (un S, ,) rispetto al quale
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i due neti prinecipali di X, ¥’ sono simmetrici. (*) Per cio le n ipersfere che

hanno i centri punti nei P, (4 = 1,2, ...n) e passano per P, P’ toccano
in questi punti le due ipersuperficie coordinate u, = cost.te.
§ 503.

Trasformazioni di Ribaucour di sistemi »pli ortogonali.

Le semplici proprieta sopra osservate per le inversioni conducono na-
turalmente ad estendere la nozione di {rasformazioni di RiBaAucour delle or-
dinarie superficie (§ 340 s. s.) ai sistemi nr!i ortogonali nello spazio S,. Di-
remo che due sistemi nrli ortogonali ¥, ¥’ sono trasformati di RiBaucour
I'uno dell’altro quando si corrispondono punto per punto in guisa che abbiano
Iuogo le proprietd sopra descritte e ciod: in due nedt principali corrispon-
denti X, X' ogni coppia di spigoly omologht é formata di retle incidents i un
punto equidistante dai due vertice.

Dato un sistema n»'© ortogonale qualunque ¥, tutti quelli che se ne de-
ducono per inversioni sono certamente suoi trasformati di RIBaAucoUR;
ma come ora vedremo ne esistono infiniti altri, dipendenti da » funzioni
arbitrarie. Per la loro ricerca serve 1’ analisi stessa adoperata nei citati
§340-342 per le superficie, debitamente estesa ad n variabili, e 'estensione
& abbastanza semplice perché possiamo limitarei ad indicarne i punti prin-
cipali.

11 sistema nrlo ortogonale ¥ sia individuato dalle formole dal § 499 e
pei sistemi X’ trasformati di RiBavcour di X adoperiamo le stesse nota-
zioni con accenti ; avremo le formole

r+ R, X, =2"+R, X, (¢0=12,...%0)
ossia
, . I .
.A\in B 1\,5 ”;" _RT (a,' - x’) (/(/ == 1’ 2, - n)

7
dove R, ¢il raggio dell’ipersfera che tocca simultaneamente in P=(z, y, ...t),
P = («,y,...t)le due ipersuperficie u, = cost.te.

(*) 1. esempio piu semplice si ha quando questo iperpiano ¢ fisso, cio¢ X, Y

sono simmetrici rispetto a gnesto iperpiano che rappresesenta allora la sfera
d’inversione.
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Procedendo come al § 340, introduciamo i coseni di direzione &,7,...t

della congiungente PP’ = T due punti corrispondenti scrivendo

& 1 B Al \
z;:}da;_X;‘, ‘q:Za;_Y;,,...r=2‘a;,T;b,
7 7

e le formole pel sistema trasformato saranno

x’::w—}—'].‘z‘;=:c+T2az X, , ece.

A
dove assumiamo per funzioni incognite
Oy ab--‘am;T ’

le prime n legate dalla relazione

Za} =]
,
Se ne deduce
R, = g%{ 5 X’,‘ = X,‘ —2 [ ] ; a., X}v

(i=1,2,...n)

. . N Yy 2 N
e le seconde formole, comunque siano prese le o purche Y ai=1, danno
2

una sostituzione ortogonale di determinante = — 1.
Assoggettando ora le » - 1 funzioni incognite

Oy Ogy oo n Oy 3 T

alle condizioni del problema che si traducono nelle equazioni

w gy O L
b}”éﬁ}:o’ per ¢ % k,
troviamo (cf. § 341)
1T | \_ L [,
T(% +2'Hia'f/ = ’J—1<M — B di) >

che deve valere per tutti i valori degli indici 4, k. Il primo membroe essendo
indipendente da¢, se introduciamo le nuove »n funzioni ausiliarie , ponendo
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1T
®,; = T (ajul _,—2 I{,‘A,‘) 5

dovranno sussistere insieme le equazioni

Sa:‘E =w, T—2H, a,
(13) ;
Zikt=0)idk Fhuo CFk=12,...m),

che esprimono (insieme alla %, oF = 1) tutte le condizioni del problema. Ma
A

se paragoniamo due equazioni della prima linea nelle (13) e costruiamo
la corrispondente condizione d’integrabilita

0 0 .
e ("31 T —2H, af) = e (‘Dk T—2H,o0),
ke 7

troviamo subito per le (13) medesime a causa delle (II) pag. 623

dw; owy
du, ;-
- . . ) o (o .
Dundue intanto Pespressione X, o du; deve essere un differenzicle esatto
A
e possiamo quindi esprimere le o (¢ = 1,2, ... %) per un’unica funzione
incognita A che scegliamo (a meno di un fattore costante) ponendo

A
u[ ’

®; = —

QWD

1
2A
cosiccheé le prime (13) diventano

(14) (TVA) = —2H, VA.a,.

2

o ;
Ed ora alle n funzioni incognite o, sostituiamo le » definitive v, definite

da

(15) 7 =VAa,,

. .. N 2 - .
per cui la condizione Y oj = 1 si traduce nell’ altra
A
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(16) A=2d

che esprime la A per le 7,.

Ed ora se introduciamo i valori (15) delle 7, nelle seconde equazioni
(18), queste diventano
(17 o

auk = Bik 183

e combinano colle equazioni del sistema aggiunto (11*) pag. 629. Se in fine
alla funzione incognita T sostituiamo l'altra - definita da

le (14) diventano
(18)

2
= =Hi'{7‘-
U

i

Wi U

Ma in effetto, per la proprietd o) pag. 630, soddisfacendo le v, al si-
stema aggiunto (17), Je condizioni d’integrabilitad per le (18) sono soddi-
sfatte e ne risulta definita = @ meno di una costante additiva :

Inversamente se le 7y, 7o, . . . 7., soddisfano al sistema aggiunto (II%*),
e ¢ si calcola con una quadratura dalle (18), basta prendere

Ti T —_ _2 (F
e tutte le nostre condizioni sono soddisfatte.

§ 504.

Elementi relativi al sistema trasformato '

Coll’analisi sopra sviluppata la ricerca di tutte le trasformazioni di
Risaucour di un dato sistema nrlo ortogonale) & ridotta in sostanza alla
integrazione del sistema aggiunto (II*)- cio¢ equivale analiticamente alla
ricerca delle trasformazioni di COMBESCURE, circostanze che preciseremo
fra breve geometricamente. Fissiamo intanto che :

St otltengono tutie le trasformazions di RIBAUCOUR di un dalo sistema
nmle orfogonale X prendendo n -+ 1 funzions trasformatrice.

TisMzs e e Tas @
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che soddisfano al sistema differenziale lineare omogeneo

s o9 T .
(IIT) au;‘ = Bik ) 9-7,;,] = ]IL £
(i % 1)

(che appartiene alla classe A) § 500). Diremo le (III) le equazioni di trasfor-
mazione e le n -+ 1 funzioni (y,, ) le funzioni trasformatrici ; da queste
risulta individuata la trasformazione che indicheremo col simbolo mede-
simo (7, ) avvertendo che non cangia la trasfermazione alterando le
funzioni trasformatrici per un medesimo fattore costante.

Fissate le funzioni trasformatrici (v, Ye,...7.; ), il sistema tra-

sformato X’ & definito, per i calcoli del paragrafo precedente, dalle formole

2 U
(19) o =n—— XX, A=21
e l'orientazione del nuovo n®° principale dalle altre

29 AN
(20) X, =X, - AL Su X .
A
Per calcolare gli altri elementi del sistema X’ trasformato (*) cominciamo
dall’osservare che, essendo le 5, soluzioni del sistema aggiunto (I1*) ,se po-
niamo
- — ! — 4 -
(21) ;I/'Z;‘,’;_ X;,, !/:Z‘{;,Y;, g s e e

’

queste definiscono un sistema nrl° ortogonale, che diremo }‘:, trasformato
di ComBESCURE di X (§ b02), 0 parallelo a X. Siccome si ha

or 2 O ,
~~~~~ = (X)) ESN — (¢
U, U, (1 X) ?._, u, (i X2 ),

esecuendo le derivazioni colle (III) e colle (6) § 499, si ha

o a‘{{ , Q
T (N )L X,
Qu, (9%1 - e 4 ’

(*) Cf. § 3421 calcoli analoghi relativi al caso particolare delle trasformazioni
di Rizavcour delle superficie.
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od anche, essendo (§ 501)

K

JA ;L

= 2 <§@'&j -+ 2 B 1 ) ,
K 2

possiamo scrivere

(92) 0T 1 9A
N du, 27

Con queste formole si ha la verifica che il sistema X ¢ tragformato di
ComBuscURE di X ¢ inuovi valori dei coefficienti H;, che indichiamo con un
soprassegno, sono dati da :

_____ e Y L A

e derivate rapporto ad u; danno per le precedenti

da 20\ 2y )N [ 2 o,
o 2 (x -2 (%

Queste confermano che X' ¢ un nuovo sistema nr'© ortogonale e pei
valori H’; dei corrispondenti coefficienti del ds? forniscono le formole

He=H —3 U =" —7 5,
ossia ,
2@ a.‘,i (@)
7 e EE— L B N T
(v) o= (G S ).

Similmente derivando rispetto ad u, la formola

X/ =X, —

si trovera subito che le rotazioni B’;, del sistema trasformato ¥’ sono date
dalle formole

2y, (Ot | .
U L NG,
(V) lazh Pin A <auk }E pl/v V2
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§ 505.

Composizione mediante trasformazioni di Combescure e inversioni.

L’equivalenza analitica osservata fra la ricerca delle trasformazioni di
RiBavcour e quella delle trasformazioni di COMBESCURE viene espressa
geometricamente colla proposizione seguente :

Se (£, X) ¢ una coppia qualungue dv sistems w' oviogonali in lra-
sformazione di RiBAUCOUR, esiste wna coppia (X, ¥7) di sislemi tnversi Puno
dell'altro, rispettivamente trasformate di CoMBESCURE dv X, X',

La dimostrazione, affatto analoga a quella del § 344 pel caso delle su-
perficie, risulta dalle considerazioni seguenti. Si & visto che le formole (21)
definiscono un sistema nrlo ortogonale ¥ trasformato di COMBESCURE di
Y ed avente quindi a comune con X le rotazioni. Possiamo dunque subito

trovare un sistema ¥’ trasformato di Riaucour di ¥ colle stesse prime n

funzioni trasformatrici vy, s . - . 7, determinando la (n -+ 1)m@ é; dalle
equazioni N

9 _ H, v, = LoA

wm, "2’

da cui integrando risulta
20 =A—c,

con ¢ costante arbitraria. Ma allora, applicando a Y la trasformazione

(11 s « - - (a3 ©), @VIEMO con notazioni evidenti :
L, - 2% CF
o= I L = -

A
29 _
X2

B siccome dalle (21) segue
3= ' 2
S 72 = 2:_“ = A,

possiamo serivere
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Il sistema Y/ ¢ dunque trasformato per raggi vettori reciproci di X
rispetto alla sfera
24y 2=0

e nello stesso tempo trasformato di ComBESCURE di ¥/, ¢. d. d. Risulta al-
tresi da queste formole che, reciprocamente, se X, ¥’ sono due sistemi npli
ortogonali inversi 'uno dell’altro, e del sistema ¥ si prende un qualunque
trasformato di CoMBESCURE X, esiste wuna serie = ' di sistemi X' che sono
ad un tempo trasformati di Risavcour di ¥, ¢ trasformati di Compe-
SCURE di ¥.

Cosi in sostanza : le trasformazioni di RIBAUCOUR si compongono con
wwersiont e trasformazioni di COMBESCURE.

Le inversioni sono del resto particolari trasformazioni di RIBAUCOUR,;
pitt precisamente la trasformazione (Y., 7.)...v. ;%) di RIBAUCOUR per X
¢ un’inversione quando le v, eguaglino rispettivamente le distanze algebri-
che W, di un punto fisso dello spazio dalle n facce dell'ne®o principale di X.
Importa ancora che, analogamente a quanto abbiamo fatto al § 342 nel caso
delle superficie, risolviamo la questione seguente. Siccome la relazione frai
due sistemi ¥, ¥’ & perfettamente involutoria saranno determinate, a meno
di un fattore costante, le funzioni trasformatrici nel passaggio inverso da
Y a X, che indichiamo eon

Pyl . F, ;b

Per caleolarle si ogservi che i ragei R;, delle n ipersfere invlluppanti

essendo dati da
R, — __{i , (1=11,2,...n)
quindi anche da l

si avrd certamente

I'i=My,, =Moo (1=1,2,...n0)
essendo M un fattore di proporzionalitd che si tratta di determinare. Per
questo prendansile formole

b
%2H1115
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che osservando le (IIT) e le (IV) diventano

_____ ] v (8 OAY
¢ +MH,; 1, = (HL AT aui)M [£3)
ossia

1 oM 19A

M au, =—A§?:L_1 ('L=1,2,...’n:).

A meno di un fattore costante risulta quindi integrando

e quindi : Le funzions trasformatrici inverse I';, @ pel passaggio da X' a X
sono date dalle formole

A .
(24) I = A’ P A
Si osservi che da queste formole seguono subito le altre

Sr =l N~ L

onde le (19), (20) possono anche seriversi

2P
&= — oy 21 X
Tt
2T N\ o
X, = X/, 1, X/,

TN (2
20T

che sono le formole stesse (19), (20) scambiati fra loro i due sistemi X,
NG

§ 506.

Il teorema generale di permutabilita.

Andiamo ora ad estendere alle trasformazioni di RiBaAucour dei sistemi
npli ortogonali i risultati e le formole del teorema di permutabilita svi-

(*) Inversawente dalle formole superiori, paragonate colle (19) , (20), pos-
gono trarsi le formole d’inversione (24).
41
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luppati nei §§ 352-854 pel caso particolare delle trasformazioni di Risav-
couRr delle superficie. Bastera in queste ultime formole sostituire, alla qua-
derna di funzioni trasformatrici (., 7 w; @), le m --1 funzioni della
trastormazione in n variabili

(Trs f2n o v v Ty %)

e si avranno le nuove formole di facile verifica.
a) In primo luogo poniamo, come al § 352, la nozione di fascio di tra-
sformazioni, osservando che da due sistemi

C(tse)  (Fase)

di funzioni trasformatrici, soddisfacenti alle equazioni fondamentali (111),
si compone linearmente una serie o' (o fascio) di soluzioni

(25) A(T= C1 7 +es '{; = @ + ‘P,,

nella quale il rapporto ¢, : ¢, delle due costanti arbitrarie rappresenta
il paramentro ¢ nel fascio. Escscluderemo perod il caso eccezionale che
Y1 1's -+ .1 siano proporzionali a v, 7, ... 7., nel qual caso il fattore di
proporzionalitd, a causa delle (Il1), sarebbe necessariamente costante.

Se diciamo Y/, M i due sistemi nP ortogonali contigui a X per le
rispettive trasformazioni (7., ©), (v';, z), indicheremo con ¢, X' +-¢, X" il
sistema variabile nel fascio, corrispondente alla trasformazione

(:fC: —C,;) = ((31 Tis + 02 7"5 ? Cl <P + 62 (PI)-
Poniamo

(26) A=37, B=2n1, =21
ed avremo dalle (2b)

(@7) K=§ﬁ=Aﬁ+Mm%+N@

Indicando con &, 7, ... le coordinate del punto generico (u,, s, ... u,
nel sistema variabile z, X' -+ ¢, X" nel fascio, avremo le formole corrispon-
denti alle (74) pag. 201

_ 2 tay)
Ac¢ -2Bec, +A ¢

(28) E=2z 301 }}_:'(z Xp +e X,
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Fissati i valori di «,, s, . . . u,, queste sono le equazioni parametriche di
un circolo Cluogo del punto (u,, us, .. .u,) nel sistema ¢, ' 4 ¢, 2. (*)
Questo circolo passa pel punto corrispondente (uy, u, ... u,) del sistema
iniziale ¥ e le coordinate &,, 7, ... del suo centro sono date dalle formole
(78) § 353 pag. 204

Bo —A'w _  Be—As

(29) &1) =T + - "('pA,' —-——Bz X - A"[&,—;—-—:B—z nr 9 €CC.
>

dove il denominatore

i”'z---',
AAI—-B2= i (K23
- '

¢ differente da zero, non essendo le 7', proporzionali alla 7,. Il raggio del
circolo C & dato dalla (79) pag. 204

; /N aBre A
(0 “\/““ TAA B

Vediamo adunque che : Due sistemi neli ortogonali X', X', contigui per
trasformazions di RiBAUcOUR ad wun medesimo X delerminano un fascio
e, X e, X' di tali sistems tutty contigur a X. 11 luogo det punts corrispondenti
net sistems del fascio é un civeolo C che contiene anche il punlo corrispondente
di X

Nel caso escluso che siano le ¢, proporzionali alle v, si pud prendere
senz’altro ', = v, indi ‘

o =1 4k (k costante),
e le formole (19) provano che i cireoli G degenerano in rette ed i sistemi
del fascio sono per le (20) tutti paralleli.

b) Stabilita la nozione di fasci di sistemi trasformati, possiamo ora e-

(*) I1 lettore verifichera subito queste asserzioni riprendendo gli sviluppi
del § 352 coll’osservare che nel secondo mambro delle (28) figurano linearmente
i due parametri

71— 2¢ (6946 9) “m 2¢ (1o +0¢)
S— =-=— 2 TRV
A +2Bec,+ Ach

Aci+2Be e+ A’lcg ’

onde il luogo descritto da (&, 7, ....) giace in un piano (in un Sy), ece.
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nunciare il teorema generale di permutabilitd nella sua forma completa
(Cf. § 354 pag. 207):

Il fascio ¢, X' -+ ¢, X' di sistems nY ortogonals, tutti trasformats di¢ Ri-
BAUCOUR dell’iniziale X, indwidua un secondo fascio, a cui appartiene ¥
stesso, ed ogni sistema S del secondo fascio ¢ legato ad uno qualungue del primo
fascio da una trasformazione di RiBAUCOUR; tnolire © circoly C del secondo
fascio cowncidono con quelly del primo.

Due tali fasci, in relazione perfettamente involutoria fra loro, si diranno
fasci consugati. Noto uno di essi, Paltro si ha con una quadratura mediante
le formole seguenti perfettamente analoghe a quelle per le superficie (§ 354).

Posto come al § 501
(31) 0 = ot S, 0= 1 S,

U 2

Pespressione
§ ’
}7_‘ @; 12 dUl .

per la proprietd v) ibid. & un differenziale esatto, pongasi
(32) c=—2( X0, dus

dove per la costante additiva arbitraria in t intenderemo fissato un va-
lore qualunque. Allora le formole corrispondenti alle (V) § 854

¢ Nt Ty TPy
@ 0= (), o =5 a5 ),
dove a, ¢ sono costanti arbitrarie danno un fascio (I';, I'y, . . . IV,;; ®) di fun-

zioni trasformatrici pel sistema X'. Questo & precisamente il secondo
fascio coniugato del teorema di permutabilita. Si osservi che per a = 0 le
(33) si riducono precisamente alle formole (24) d’inversione che da X’ ri-

conducono a ¥, il quale ultimo sistema appartiene, come sappiamo, al
secondo fascio (¥). Escluso questo valore speciale ¢« = 0, possiamo fare
@ = 1 e includendo la costante ¢ arbitraria in t, data dalle (32) con una
quadratura, seriveremo le formole del teorema di permutabilitd sotto
la forma definitiva

¥

I -—’F:{J’ wl_ —_— rr'
‘ i T A +l17 P = A +~,J
(VI) ?

T=—2 [2 @;, ’{’l du;u
Jod
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Quanto alle verifiche geometriche delle proprieta enunciate, esse si
compiono con facile estensione alle » variabili di quelle effettuate al § 354 ;
qui ci limitiamo ad alcune verifiche analitiche utili per il seguito.

§ 507.
Verifiche relative al teorema di permutabilita per le rotazioni.
Importa specialmente confermare il contenuto analitico del teorema di

permutabilitd in quanto riguarda l'integrazione del sistema differenziale
(1) caratteristico per le rotazioni

3!
g ;Sjl;: = z/ B//
(]) a@ ag (i, %)
,,,i'f_’ ,,,hl N
Za ) au,+.\F;'B;/~0

dove dunque delle n -1 funzioni trasformatrici (7;, ) entrano in consi-
derazione le prime # soltanto

. ~ .
l’l? P2y * ¢+ dny

assoggettate a soddisfare al sistema (completamente integrabile)
7
Iu. = 0,5 {5
Tz

Fissato un sistema ({1, ¥s . - . 7,) di tali soluzioni, si ottiene un nuovo
sistema di rotazioni §’,,, cio® un nuovo integrale del sistema (I) dalle
tormole (V)

[5 ’ 2’,7‘,@{,
('34) Bin :Bih“"*‘A ..

Se prendiamo ora un secondo sistema di funzioni trasformatriei
({13235« - ') ne dedurremo similmente un secondo sistema di rotazioni
g”;, dalle formole

24,0,
(34%) Ben = Bur —
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Poniamo, secondo le formole (VI) del teorema di permutabilita :
(35) F . T4 + N

la funzione t essendo determinata ( a meno di una costante additiva) dalle
equazioni compatibili :
ot )

¢ — =—20,7,.
(56) au’t 01, [

Se deriviamo la (35) rapporto ad w, (k + ¢) osservando le formole
precedenti e I'altra

A

(37) Su =

al‘i . 271. ®k. o Tir o N
I (@ih — N )(. v ‘K) = B,

onde la verfica che (I'), Ty, . . .I',) sono funzioni trasformatrici per il nuovo
sistema di rotazioni (8';,). Si osservi ora che, derivando rispetto ad u;
Pespressione media nelle (26)

<
& ’{k G)I:, ?

troviamo

B= ; TR
si ottiene
B a(, oy 9 &
’a;;- +”a7z_t; +a‘,’z;l’l(l~‘
. 'a“{’i li)1 . (
=" O?LZ "l‘}l_‘ﬁu”{)s 4“(1)&)‘“; Bmglfa
ossia
2B
B = O 0,
(38) e A BRI
Ne segue che ponendo
(39) T = —(t+2B),

questa nuova funzione t' soddisfera alle equazioni analoghe alle (36)

o

*
(36%) M,

=-2@’i7£$
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e sard per cio l'analoga della t, scambiate fra loro le v,, ;. Per cid le
formole

s AT

corrispondenti alle (35), daranno un sistema di funzioni trasformatrici
pel passaggio dalle rotazioni (8",,) ad un nuovo sistema di rotazioni. 11 ri-
sultato analitico del teorema di permutabilita, in quanto concerne le
rotazioni, consiste appunto in questo che si ottiene il medesimo sistema
di rotazioni trasformando le (f';,) colle ('), I, ...1I,), ovvero le
(B";1) colle (T}, Iy, . . . IT',).

Per verificare questo indichiamo con (Em) il sistema di rotazioni otte-
nute p. e, nel primo modo ; avremo per le (34)

_ , or, e, - o, Y
(40) B =B — S O =5y, T 2Eu
L 2 ; o

2

Costruendo dapprima colle formole precedenti 8, troviamo

o T a’(h Tr Q. 'Enl a{k /0)1 tl(i @j) T:l’_l_
O;L—A—@;——'K.g()k{h—‘Az- 07{*]— +> ﬁ;h— A A
7) 2,0, ,
4+ (pm — —‘% g >‘(z .
e riducendo
@k = (')'1; el T*j_;‘lz B @h 9
ovvero anche
(40) 0, =0, A
D’altra parte abbiamo dalle (35)
v T 2Bt . , AAlfff
;Zl;,—K—}——K—%—A_ 4A T

e sostituendo nelle (40) otteniamo

n 1 ’ ! ! ’ ! !
(42) B = By — AN 17 Ay, 0, +A Y0, oy, 0, 17, 0,,
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dove il secondo membro resta invariato permutando fra loro le 1 colle +/,
indi A con A’, T con ¢/, ® con ®'. Per tal modo & ottenuta la richiesta veri-
fica.

§ H0S.

I sistemi n.pli ortogonali E simmetrici nelle rotazioni (§:x = fn: ).

Passiamo ora a trattare alcune classi particolari notevoli di sistemi
!t orfogonali per le quali il teorema di permutabilitd, ulteriormente
specializzato, consente di dedurre con operaziont in terming finiti un numero
illimitato di sistemi della classe, come abbiamo visto accadere in molte
altre teorie di trasformazioni della geometria infinitesimale. (*)

Cominciamo da una classe caratterizzata dalla proprietd che, per una
scelta conventente dev parametri w,, presentano la simmelria nelle rotazioni,
ciod 3, = B;. Pel caso dello spazio ordinario (n = 3) questi sistemi
vennero studiati da varii autori: Darsoux Kcorov ece, e dal primo
denominati sistems I, (**) denominazione che qui conserveremo per n
qualunque.

Per accertare |’ esistenza ed il grado di arbitrarietid di questi sistemi K,
basta introdurre nelle equazioni fondamentali (I) lipotesi £, = 3.
Allora abbiamo nelle 13&5_2_41—) funzioni incognte 3,, (+ << k) il sistema
differenziale seguente :

r a 1k ’ a ik
(VL) q%: =B Bir s }.1 5%1 = 0.
¢y % i

Questo appartiene alla classe B) § 0O ; per ogni incognita 3, (2 << k)
tutte le variabili sono principali, salvo la w, parametrica, e le due espre-s
sioni delle derivate seconde miste principali sono identiche. Il sistema (V1)

(%) Citiamo in primo luogo la tcoria delle trasformazioni (asintotiche) di
BackrLunp delle superficie pseudosferiche, poi la teoria estesa alle trasforma-
zioni By delle deformate delle quadriche; le trasformazioni di Risavcour per
le superficie minime, per le superficie a curvatura cestante, per le superficie
isoterme, ecc.

(**) DarBoux S. O. 2.8 ediz. Chap.
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.o i . n(n-—1 S .
ha quindi un integrale generale dipendente da " (n ‘9'**”) funzioni arbi-

trarie.
Si osservi ora che, essendo 8, = B,;, le equazioni (6) pag... dimo-
strano che ciascuno dei coseni X, soddisfa 'equazione a derivate parziali

L3F OF AF T
\,"—-—::»——r— — —— =
5w ow Tou T T, =0

ed & per cio funzione delle sole differenze u, — u,. Ne segue che ciascuna
X, resta invariata se tutte le variabili u; aumentano di una stessa costante,
onde I'ned0 principale di un sistema E conserva la medesima orientazione
assoggettando le variabili w alla trasformazione continua ¢, = u, -+
-+ costte; in altre parole : Ogni sistema E ammette un gruppo continuo Gy
ad un parametro di trasformazioni di COMBESCURE tn ¢ medesimo. (*)

Osserviamo poi che le condizioni di simmetria 2, = 8,; si scrivono
anche

OH; oM

du, du;

. . A N
¢ sotto questa forma dimostrano che Pespressione d@ = > H; du; @€ un
'y

differenziale esatto. La ricerca dei sistemi E equivale adunque all’altra :
ridurre Uelemento lineare dello spazio S, euclideo alla forma

26 | o0 20
2 9% g 90 gy o 4 90 g
ds? = Su, du? | o dui--. .. - S, du? .

Da ultimo osserviamo che, nel caso dei sistemi K, il sistema difiereziale
(IT) pag. 623 coincide col proprio aggiunto (I1*) e da questa osservazione si
ottiene subito il procedimento ricorrente di Ecorov (DarBoux S. O. nn.
242 s. s) che permette di ottenere da ogni sistema E infiniti altri suoi tra-
sformati di ComBESCURE. Ma ora, applicando trasformazioni di Risavu-
COUR, potremo passare ad altri sistemi E con diverse rotaziont .

(*) Nelle notazioni di Lie la trasformazione infinitesima generatrice del G,
oF

& appunto la XF=§ 3up © lungo le trajettorie del grupo 1’nedro principale

non varia di orientazione.
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§ 509.

Trasformazione T, dei sistemi E.

Dato un sistema E (o meglio un sistema di rotazione 3,, simmetriche),
domandiamo se esistono trasformazioni di Risaucour che lo cangino in
un altro sistema E’, tale cioé che le nuove rotazioni f’;, soddisfino, alla
loro volta, alle condizioni di simmetria ', = £’,,. Per questo occorre e
basta, secondo la (34), che le funzioni trasformatrici -, vs, ..., siano
tali da rendere

100, =100, (k=12,...n).

Dovremo dunque avere, indicando con y un fattore di proporzionalita

O, =pyv;, =1,2,...n).

A~

Ma allora siccome %if = B, 7, € per la proprietd £) § 501
k
a@i
870;{ - BI; 1 @h = i’aih . P‘ 77;,7

derivando la precedente rispeito ad w, risulta

L0
£ auh 2
AT " . - . .
da cui = 0 (*) onde si vede intanto che p. sard necessariamente una
T:

costante m.
Le funzioni trasformatriei v,, a volere che il sistema trasformato
sia ancora un sistema I, dovranno soddisfare al sistema (lineare omogeneo)

Ofi _

O _
ou,

(@)
VIl ~ ) [P N\ -2
( lll) ﬁih [ aui = MmM; ? B“ T«

Questo &, per le 7,, un sistema ai differenziali totali completamente
integrabile, a causa delle (VII), come subito si verifica, per qualunque va-

(*) Escludiamo qui, come sempre in seguito, i casi di ovvia trattazione in
cui si annulli qualche rotazione o qualcuna delle funzioni trasformatriei.
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lore della costante . K inversamente se (7, s, - - . ¥,,) € una soluzione

delle (VIII), il sisftema derivato & nuovamente un sistema E, perche le
(34) essendo O, = my,, danno

< 4 rr ~r
Y o 3 KT

o ="0n —2 -7,
A

e ne risulta ', = 8'.,.

Si osservi che se nelle (VIII) poniamo m = 0, queste si riducono alle
equazioni (6) pag. 624 cui soddisfono i coseni di una direzione fissa nello spa-
zio colle direzioni principali ; questo caso m = 0 si intendera escluso per-
ché le rotazioni non verrebbero allora cangiate e si avrebbe il caso ov-
vio di un sistema K’ simmetrico del primitivo rispetto ad un iperpiano
fisso.

Importa anche osservare che, inversamente, se un sistema n®o ortogo-
nale X ammette una trasformazione (y,, 7z, ... v,; @) nella quale le v,
soddisfano le (VIII) con m + 0, questo & necessariamente un sistema E.
Poiché infatti avendosi ®, = m 7, sara

37[ =m B tr (2 F k)
¢ d’altra parte per la (B pag. 630)

20,
du, = Bri 0, = m Bri 't s
%

da cui
i (Bon — i) =0,
0 Bk = Pu.

Fissato il valore della costante m (non nulla) nelle (VIII) ogni corri-
spondente trasformazione di Risaucour si dird per abbreviare una {ra-
sformazione T,,. Egsa contiene, oltre m, altre n costanti omogenee, ciod di-
pende, come trasformazione delle rotazioni, da n — 1 costanti essenziali.

E chiaro che la trasformazione inversa dalle rotazioni (§’,,) alle (B:n)
sara una trasformazione della medesima specie ed ora andiamo a consta-
tare che : la {rasformazione nversa ¢ wuna 1_,, col valore opposto del
parametro m.
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E infatti se nelle formole generali (41) (pag. 647) poniamo nulle tutte le
'+, indi prendiamo secondo le (V1) e la (39)

dopo di che le I, diventano le funzioni trasformatrici inverse, ne risulta

~H-~_ Gh__ Ykr____
O; ____g,Ka__—-—m—A——--——’/an.,

¢io che prova la nostra assersione.

§ 510.

Il terema speciale di permutabilita per le T..

Andiamo ora a dimostrare che il teorema generale di permutabilita
(§ 506), applicato al gruppo dei sistemi E e delle loro trasformazioni
T,., da luogo ad un teorema speciale di permutabilitd affatto analogo a
quello che sussiste nelle altre teorie citate in nota al § 508.

1l teorema si enuncia : Se da un sistema I sono dedotti due sistemsi
contrgur E', B per le rispetlive trasformaziont T, , T, non opposte
(m' + — m), nel fascio del tearema generale di permutabilitd, coniugato al
fascio ¢, B ¢, B, esiste uno ed un solo quarto sistema E : Questo ¢
legato rispettivamente ad ¥, B’ da due trasformazioni T, ,T, colle
costanti m, m’ wnvertile ed 1l sistema K st ha wn lermine finiti.

Per dimostrarlo applichiamo la formola generale (42) pag. 647 che da le
rotazioni #,, di uno qualunque dei sistemi ¥ nel faseio coniugato; nel caso
attuale avendosi

O, =my,, O =7,
risulta
. 2 )

i = B — o W AT T A b S

Affinché questo sistema X sia un sistema E occorre che si abbia
Bih = Bhi 9 CiOé

(m't—m<) (it —"17:)=0,
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e siccome le ', non sono proprorzionali alle ,, dovremo avere

mt—mt =0,
ossia per la (39)
(43) m+m'c-+m2.B=0.

Di qui, essendo per ipotesi m —m' + 0, si trae per t il valore unico e
determinato

(44) S

del quale resterd a dimostrare che soddisfa in effetto alle equazioni (36)
che definiscono <
ot

%—l:————z(@l:‘—zmu/th("

Ma dalle (38) abbiamo nel caso nostro

OB

45 = Nt

(45) U, (m—l-m)(f(

e le equazioni per t sono dunque verificate, onde risulta provata la prima
parte della nostra proposizione. (*) -

Per provare anche la seconda si applichi la formola generale (41), la

quale da nel caso nostro

oI

o 3 (/i; Al YN mr
0, = a% -+ ; EM- I =m T ‘I“—A Tr s

cioe, a causa di m<' = m' 1.

A, () T .
G} O R/ A 7 ! i /
W = w1 +»ﬁ~) =m' T,
du, ' 4 B 1 (‘ BTOA "o

o questo prova appunto che il quarto sistema I & legato ad E’ da una T,,,

(*) Si osservi che mentre nol caso generale la determinazione del fascio
coniugato del teorema di permutabilita richiede la quadratura (32), nel caso
attuale questa quadratura ¢ gia eseguita in termini fiiniti. La stessa circostanza
si ripeterd nei casi seguenti del testo ove sussiste un teorema speciale di per-
mutabilita.
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e per la ragione analoga (scambiando le 7, colla v',), sard legato ad E’
da una T,, secondo l'ultima parte dell’enunciato.

Le conseguenze che si deducono da questo teorema speciale di permu-
tabilita, per 'applicazione indefinitamente ripetuta delle attuali trasfor-
mazioni T, ai sistemi E, sono le medesime come negli altri casi analoghi
incontrati in questo libro, in particolare nel caso tipico (Cap. XVI) delle

tragformazioni di Bickrunp delle superficie pseudosferiche. Iisse si rias-

sumono nel risultato : Se di un sistema nr'o orlogonale I si conoscono
utle © contigue per trasformazions T, Vapplicazione . successwa ed tllimi-
tata  del processo di lrasformazione ai nuove sistems, i derivate di
queslt, e cost via, si compie senza alcun calcolo d’integrazione.

[0 questo in sostanza un risultato analitico che riguarda I'integrazione
del sistema differenziale (VII), caratteristico per le rotazioni dei sistemi E.

Le stesse circostanze si presentano per gli altri sistemi differenziali ana-
loghi che ora tratteremo e pei quali sussiste ancora un teorema speciale
di permutabilita.

Osserviamo in fine che, nell’enunciato e nella dimostrazione superiore,
si & escluso il caso m' = — m ; ma i calcoli eseguiti sino alla formola (43)
sussistono ancora in questo caso e la (45) dimostra che allora B = cost.te.
Se questa costante ¢ diversa da zero la (43) non & soddisfatta e nel fascio
coniugato I'unico sistema E & I'iniziale, col quale viene a coincidere il quarto
K. Ma quando sia B = 0, vale a dire quando le funzioni trasformatriei
(t:), (/7)) siano legate dalla relazione

T1 “l”l V'}“ T2 h{’? + o .. —}— T ».,'ﬂ = ()7

allora la (43) & un’identitd e {uits © sistems del fascio consugato sono sistems Ii.

§ 511.
Sistemi a rotazioni associate (Pix , Bv:)-

Si ottiene una notevole generalizzazione dei sistemi E colle conside-
razioni seguenti. Nel sistema differenziale caratteristico (I)pag. 623 per le
rotazioni §,, di un sistema wnrlo ortogonale X qualunque, le equazioni della
prima linea sono simmetriche negli indici, cioe restano invariate scambiando
in ciascuna £ i due indici, mentre cido non avviene per le equazioni della
seconda linea. Se si pone adunque

ﬁik = Bm‘ 9
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queste nuove {3, soddisfano le (T) della prima linea, ma in generale non
quelle della seconda. Se queste gi aggiungono alle (I) come nuove condi-
zioni, si forma il sistema seguente :

a(;rl .n n
au = Vit Pk
I
AR Rl (4,h)
Vk“” Blv A
A + 3 3 i B =0
(4) / du, ' du M
3@/, i _ "ﬁtl i" l’£ {3‘) B/) _— 0
/ i Pk == .
Qu,; o Uy, ot

Supposto che le 3,, soddisfino a questo sistema, ingieme alle 3,; formano
un altro gistema di rotazioni, per una clagse di sistemi n?'' ortogonali pa-
ralleli, le {Bi-hzﬁ,‘. ; In tal caso diremo che si ha un sistema di rotazioni as-
sociale (Biry Pu:)- Che esistano effettivamente di tali coppie di rotazioni as-
sociate lo dimostra gid il caso dei sistemi E, ove B,, = B,, e I'integrale ge-
nerale del gsistema (A) dipende in questa ipotesi $,, = {,; (§508) da
%—(@—2——)- funzioni arbitrarie.

Ma ora andiamo a provare che il sistema (A) possiede un integrale ge-
nerale molto pilt ampio, dipendente cioé da un numero doppio n (n—1)
di funzioni arbitrarie. Se si applicano infatti a questo sistema (A) le osser-
vazioni generali del § 500, e si risolvono le equazioni delle due ultime linee,
supposto p. e ¢ << k, rispetto alle due derivate

agrk aﬁkz
du, du,

con indice di derivazione minore, il sistema acquista la forma canonica e per
ciaseuna incognita B, si hanno »n — 1 variabili principali ed una sola pa-
rametrica, e cioe le u, se 1 << k, la u, se ¢ > k. Se verifichiamo che coineci-
dono le due espressioni di ogni derivata seconda mista doppiamente prin-
cipale sara provato che il sistema appartiene alla seconda classe B) § 500,
e ne seguird appunto lesistenza dell’integrale generale con altrettante
funzioni arbitrarie n (n — 1) quante sono le incognite. Per questo, essendo
{ un terzo indice qualunque diverso da ¢, k, deriviamo rapporto ad u, 'e-
quazioni aggiunte della terza linea in (A) e formiamo cosi 'espressione
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0 (3B, 3 (OB
U= () s () + S g B ) —

P - 2 . d . (i,kil) d
= W(pm Mf) I‘Ou; (B l@lk) “i‘a—?; (B i'kz) + ; 3717 (B‘il ?‘Uf) .

Eseguendo le derivazioni colle (A) della prima linea e raccogliendo i

termini risulta

du, du,

‘ i | Afiy | GIP
U= B/;/, <” + £t "|“ z (cl HIA hl/h ik ']“

O
' 2 BB 8 Bui |-

du, du, -

+ B <allm+

Ma i coefficienti di B,,, B, a destra sono nulli, in virtu delle (A) della
terza linea, e per cid U = 0, onde il sistema (A) & illimitatamente integra-

bile ¢. d. d.

Quanto al problema della integrazione effettiva del sistema (A), esso
appare ancora pill complicato che nel caso particolare dei sistemi K ; ma
anche in questo caso le trasformazioni di RiBaucouUR, convenientemente
applicate, ci forniranno dei metodi di integrazione successiva semplificati
dal teorema di permutabilita.

§ 512.

Trasformazioni T,. dei sistemi (§;.,0:.) di rotazioni associate.

Estendendo ora la ricerca del § 509 pel caso particolare dei sistemi E,
proponiamoci la questione seguente. Supponiamo noto un sistema iniziale
di rotazioni associate

ﬁik ) B{k:Bki1

e domandiamo se & possibile applicare alle prime rotazioni (8,,) una trasfor-
mazione di RIiBAUCOUR (yi, s -..7.) € alle seconde rotazioni ((37 x)
un’altra (), 7e, - - - 1), in guisa che le rotazioni derivate (%), (B':1)

formino un nuovo sistema di rotazioni associate, ove cioé sia B, = B, ?

TRASFORMAZIONI T,, DEI SISTEMI ECC. 657
Per questo le 2n funzioni incognite
’{h ‘(29'- -Yn ; Yl’ Y?"' . Yna

dovranno in primo luogo soddisfare alle equazioni (I1*) § 501 del rispet-
tivo sistema aggiunto :

37{, R {7 8 -
) i auh — Mk Tro

a . k) - a .
“+ZMw,m “+ZMn,

avremo per la (34) pag. 645

o 27,0, i o 2”{:‘ Ok
pu; = ﬁm - *x 2 @zk = PR T T,

A

.. - 215 O
e la condizione {';, = §'h; = fi: ——»»~~K< ci dara le ulteriori condizioni

che debbono sussistere per tutte le coppie (¢, k) con ¢ + k. Ne risulta che,
indicando con p., p. due convenienti fattori di proporzionalita, avremo

(46) O, =py, , O, =py, (1=012,...m)
(46%) wA = pA.
Ma ora se applichiamo la formola (pag. 630)

20, 20,
auk ki ®k gﬁv = fbh ko

42
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ne segue
Jd 4 — dp
du, 1) = Gy, 1 PR = B
o a;L :
({)u'h (P‘ ‘(1’) = auk i IJ Binn = Bik PTn oy
e per ci0
A L
[ auh 9 [ Lu, )
.o 0 d1 . _—
indi a—g— auﬁ =0: % fatlory p., p. sono necessarigmente due coslants
T I

m, 7m. Ma vi ha di pili : senza alterare la generalitd possiamo prendere e-
guali queste due costanti m, /7 che, a causa della (46*)

3

m X =N

A A
hanno certamente il medesimo segno. E infatti se moltiplichiamo p. e.
tutte le v, per un fattore costante b, ciod equivale per le (46) a cangiare

_ . . . m . . .
m, m rigpettivamente in bm, b costanti che si rendono eguali prendendo

=\/2

La soluzione piut generale del problema proposto si ottiene adunque

agssumendo le 2n incognite v, v in guisa da soddisfare al sistema di equa-
zioni ai differenziali totali

dv; 75 \

N ~ L ~ [T

3 = Jir Tn o =MmY; )

S c‘u,;, ik Ik o9 au1 i TV}[ {2

(®) )
AT . N

Bl
3 .
& ~ ‘ y o]
Y= B Ta L=m— N ¥
\auh i ’ ) Vi i

(m costante arbitaria),
al quale sia aggregata per la (46*) Pequazione in termini finiti

(B¥) e Ng=0.

Ora dai caleoli stessi eseguiti risulta che, essendo verificate le (A)
sistema (B) ¢ completamente integrabile. Di pilt essendo

TRASFORMAZIONTI T,, DEI SISTEMI ECC. 659

O, =mr,, @)[ = M"Yy ,
risulta (§ 501)

JA
au;: 207 =2m; v,
3A -~
90,y =2 sy
Su, 20,7, mf
o
e g; = 3;\, onde il sistema (B) ammette I'integrale quadratico

A — A = cost.te,

e si pud quindi soddisfare alla (B*) vincolando corrispondentemente i
valori iniziali delle 7,, 7.

Concludiamo quindi : Dato un sistema miziale (31, Bi:) di rotazions as-
sociate, se ne ottiene uno nuovo (B, B's.) tntegrando il sistema lineare as dif-
ferenzialy iotals (B) neile 2 n funzioni incognite (7, 1:), colia condizione ai
limiti (B¥) e le nuove rotazioni ' ;. si caleolano da le formole

Indicheremo ancora con T, la trasformazione di RiBavcour che
conduce dal sistema di rotazioni associate (%), &) al nuovo (5,4, &'xs),
ponendo in evidenza come nei caso particolare B, = §,, dei gistemi
E (§ 509) la costante m (diversa da zero) contenuta nella trasforma-
zione. In T, sono inoltre contenute, a causa della omogeneitd, altre
2 n — 2 costanti arbitrarie.

Se si osserva poi che nel passaggio inverso da (&';y, 5%:) @ (Bin, Bri)
le funzioni trasformatrici sono

si troverd subito colle formole precedenti
()
e Nt = i

il che dimostra (cf. § 509) che: la trasformazione inversa di una T,

¢ una T_,.
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Questi risultati si applicano anche evidentemente al caso in cui il
sistema iniziale associato (2;,, £,:) sia un sistema E dal quale, mediante
la T, ora considerata, si derivano oo ¥ cistemi di rotazioni associate.
ed entro questa moltiplicitd soltanto una moltiplicita subordinata

n—1

"t & composta di sistemi E.

§ b13.

Il teorema speciale di permutabilita per le nuove T, .

Anche il teorema speciale di permutabilita, che al § 510 abbiamo sta-
bilito per le particolari T,, dei sistemi E, puo ora estendersi olle T,, dei si-
stemi associati di rotazioni (B,,, 2:.). Da questo sistema iniziale, con due
diverse trasformazioni T,, T, siansi ottenuti i due nuovi (¢'., 54 ),
®"ins B'0e), € supponiamo che sia m'® £ m? Dimostriamo che : esisié un
quario sistema di rotazions (B, By:) legato @ (55, 5wi) da una T, e
allaltro (52, B'1:) da una T,,.

Per questo cerchiamo le effettive formole (,he individuano questo quarto
sistema, sulle quali sard poi facile compiere ie verifiche. Indichiano

con (1, 7) le funzioni trasformatrici per la prima T,, e con (y';,7",)
quello per la T,. onde le (y;,7;) soddisferanno alle (B). (R*) e le

'+, %'; alle analoghe :

ai i ' aYI'i 1 N
W AR P
auk QLR [ aul f Tpll {2
27

", kil ko9 au1 1 “ &
| 72 12
;_ '{Il = 2‘ [

L %

Ore applichiamo ai tre sistemi di rotazioni (3,.), (3';x), (§':1) il teorc.na
generale di permutabilita (§ 506) e siano (I',, I',. . ...I',)) le funzioni trastor-
matrici nel passaggio da /%';,) al quart» sistem: (B,,), e similmente
(T, Ty, ... 1",) quelle pel passaggio dal sistema (5',;) associato al primo,
all’altro (B,,;) associato al secondo. A causa delle (VI) pag. 644 avremo

ﬂ

— ":{1

@) Po=Ty, To=S0 4y

IL TEOREMA SPECIALE DI PERMUTABILITA ECC. 661

dove t, t dovranno soddisfare alle condizioni

a . ' DT -

é—’—"—2(10i9 ——-—2(1(’91,
cing

o , = aTC T
(48) 5@713—2”’5{1(7 ) 3@?12_2 My Ts -

D’altra parte si passa, per ipotesi, dal sistema associato di rotazioni
(#.,,3,,) all'altro (B,,, B,,) mediante una T, e dovranno quindi essere
ver ficate le relative equazioni (B), (B*), fra le quali dopo le verifiche ef-
fettuale in generale al § 507, basta tener conto delle seguenti

ar. (@) o
K2 rl
(49) \u, 2Pl =T
lor. &, .
. 5JQ'+ZB¢1F; =m T,
(49%) 7 — D17 =0.
7 7
Ma per la (41)
or, 9, 7O, —omr
u, ’l‘;i{aﬁ =0, ‘|“ ““—-ml’(’i +_A"Yz'

e similmente

T,
du,

WL‘L'

1—3@,1 Fy= ' o+ 10

onde le (49), osservando le (47), restano

(50)

Ma, colle posizioni
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si ha (§ 507)
V=—(x+2B), “=-—(-+2B)

e le (50 diventano le due equazioni lineari in =, ¢ :

mr+mec=—2mB
(50%) B
mt-+mc=—2mB,

da cui, essendo per ipotesi m'® — m? ¥+ 0, risultano per =, ¢ i valori

2m 2m

B  t= e B B), s =g (B —m'B)
e conseguentemente per </, </ gli altri
2m' 2m'

(1% = _p - s(mB—m'B),

9

= (mB—m' B).

Resta a provare : 1° che i valori (51) di t, = soddisfano alle (48), 2° che
¢ soddisfatta Pequazione in termini finiti (49*). Per la prima cosa basta os-
servare che dalle (38) segue
/9B

i oy
g S, =M s

(62)

aB Y2 ]
T = " M
{Sui m s M

e da queste per le (51) seguono le (48). Quanto alla seconda si ha dalle (47)

2 ? 2B
D S PR
. s (3 = S8 = Y
N2 »’75_ L v’c ' , ), 3
b=+ A,

e la (49%) diventa
2 4+2Bct—2Bc¢=0,
o anche
t{t +2B) =1 (: +2B)

che ¢ un’identita.

IL TEOREMA SPECIALE DI PERMUTABILITA ECC. 663

Se si osserva in fine che le (51*) sono le (51) stesse scambiate (m, m'),

(. ©) (5, ) ne risulta evidente che dal sistema associato (3", ¥"x) si passa
al medesimo finale (B,,, B,,) con una T,. Quanto ai valori effettivi delle
rotazioni (B,,) del quarto sistema, risultano dalla formola generale (42)
pag. 647, che danno :
(®3) By =8 — '“**‘2" - ’MA,T:'{/’ —+m' Ay’ '?7' +m,77"?;; +mr'y tjka.l .
* AA —<7 - i l o

In questi risultati & essenziale Iipotesi che sia diverso da zero
m? — m2; perd anche in questo caso sussiste in una certa misura pei
sistemi associati di rotazioni il teorema di permutabilitd. Supponiamo
p. e. m' = m, che I’altro caso m’ = —m si riconduce a questo
cangiando di segno tutte le 7’;. In tal caso le (50*) si riducono a

t+rt=—2B,t+1=—2B
e danno come condizione necessaria
B =B.

B 0B . R
~~ = .-, ne viene che ¢& certa-

N
. . ¢
Ma siccome le (52) dimostrano che

Qu, ou;

mente
B -— B = cost.te

¢ basta quindi, una volta scelto il primo sistema trasformato (8':y; 8':.:),

disporre del secondo in guisa che i valori dniziali delle +',, ', soddi-
sfino alla condizione

Dopo ¢id non resta pilt che prendere « in guisa da soddisfare alla (48,)

ot —
1

éu" = — 2 mh!"{f ,‘,1_ ,

7

cid che lascia in © una costante arbitraria. Ed allora prendendo

t = — (v 42 B) = t’ tutte le condizioni sono soddisfatte e si ha quindi
una semplice infinitd di sistemi trasformati (B;,, B,;) di rotazioni
associate, nelle condizioni del teorema di permutabilita.
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§ 514.

Sistemi H di Guichard Darboux e loro trasformazioni T,,.

Ad ogni sistema (3,,, %,,) dirotazioni associate corrispondono infiniti
sistemi wr! ortegonali trasformati di ComBESCURE l'uno dell’altro. Fra
questi ve ne ha una classe particolarmente notevole studiata (pel caso
n = 3) prima da GUICHARD, poi in modo pil completo da DarBoUX, (*)
e noi li diremo sistemi di GUICHARD-DARBOUX, 0 sistems H.

Definiamo sistema H un sistema nrl° ortogonale

= Hdu? +Hdui ... - H: du?
che soddisfi alla condizione
(54) H? +-H: ... -+ H? = cost.te

B facile vedere che le rotazioni ,, di un sistema H soddisfano neces-
riamente alle equazioni (A) pag. 65D caratteristiche pei sistemi (P;u, Fi:)
di rotazioni associate. E infatti, se deriviamo la (H4) rapporto ad u;,
abbiamo

OH, | Q. OH; _ ‘aH __
o H Y HE = Hon + z i Ha [ =0,
o dividendo per H,.
OH, (i);
(55) = N, H,.
a u, % A 2

Derivando ancora rispetto ad w, (k + %), abbiamo
o [oH, 0 . (k3
B bty 2 (B, 4+ ¥ (B, =
i () + o (B ) + S g () =0,

ed eseguendo

(i,k) (2, k)

(ﬁm H,) + (@m H,) + 2 Bir B Hy + Z Bir B Hy =
7

OB”‘
C Us,

— aPkl E)H,
H (au + (

4.4 @m @M) + Bin 3u, + G Hy +2BI?H7)

(*) Systémes orthogonaux Chap. X Livre III (2.6me Fdition 1910).

SISTEMI DI GUICHARD, DARBOUX ECC. 665

Ma il coefficiente di 3,, & nallo per la (55) stessa, onde deve essere pure
nullo quello di H, cido che d& precisamente le equazioni della terza linea
in (A).

Viceversa, se (F,z, ,':,”i) & un sigtema di rotazioni as-.ociate, esistono sem-
pre dei sistemi B con queste rotazioni. E infatti, aggregando le (55) alie
generali (IT), si forma il sistema ai differenziali totali

oH, °oH, )
(56) Yy, T H,, du T ;‘ Bri Ha s

che & completamente integrabile a causa delle (A), e possiede I'integrale
quadratico

N 2
}_‘ Hj = cost.te
3

Determinando le H; dalle (56) .i ha quindi in effetto un sistema H (di-
pendente da » costanti arbitrarie). A causa della simmetria delle condizioni
(A), sara pure completo il sistema ai differenziali totali per » funzioni in-

cognite H,, H, ... H, che si otiiene dalle (56) collo scambio degli indici nelle
rotazioni

dH, . 0H, @
* S == 9, ) — = e ;
(56*) Y B Hooo g .. ; B Hi ,

¢ diremo ancora associaty due tali sistemi di GUICHARD-I)ARBOUX:

H = (H49 H2 9. e Hw,) ) == (Hl, Hg . n),

con rotazioni agscciate.

Ora le trasformazioni T,, dei sistemi associati dv rotazioni (§ 512), che
portano da un primo sistema (8, 2.,) ad un secondo (&', #'.;) possono
estendersi alle coppie assoeciate (H, H) di sistemi H, che da una tale T,,
verranno convertite in altre coppie associate (H/,H) per modo che H' sara
trasformata di Risavcour di H e medesimamente M’ di H. Per questo
basta completare le nr'e di funzioni trasformatriei

(Yl) 727' . "Yw)’ (T{U {Z .. "?'n)

con due rispettive (n—f—l)me funzioni :o, z, tali che sussistano le equazioni :
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34 o )
(57) QuL =H. 7 , 8ui = H, 1,

e ingieme le altre
(58) Ymi= Y, Y= Y.

Ma si ha in generale per le (IV) pag. 638

H'}, = Hl _— A ‘:‘)l = 1 7 — ¥,A _ (;
T 22 - 2m o
H}. = H; -_— '"-A—' ("); = H;_ - _A“ r«U
e per ci0
12 2 47’}’&'0 z
;(H?—H§> ="A (mep EHI )
4 mo

20— = Ty — X)),

2

Per soddisfare le (b8) bisogna dunque prendere
(59) o= 1Y oy, o= Lyg 1
Y m 7‘ S VA m 7.4 YR VA

e restera a vedere se questi valori di ¢, = verificano le (7). Ora abbiamo

3 Ny ~ (eH, (. o (e W,
ad’ ; I{} T =T (au ""— ; i ]:Il "I‘ JVI[T aqi _+_ ?‘_: ljfl W2 5
ma per le (56) il coefficiente di v, ¢ nullo, ¢ quello di H,; per le formole
(B) eguaglia m 7,, onde
|
1% . . -
Ju ; H, v =mH,
e la prima delle (57) & verificata dal valore (58) di «; similmente la seconda.
11 risultato ottenuto, per quanto riguarda la trasformazione T, di un
sistema H in un nuovo H’ (indipendentemente dagli associati H, H’) pud
formularsi nel modo seguente :

SISTEMI DI GUICHARD DARBOUX ECC. 667

St determinino le 2n  funzions wncognire vy, dal sistema ai differen-
ziali totali (B), al quale sia aggregala lo (B*) in termini finiti, e si prenda
1w

o= — X H 7.
t m 7‘ 2 T2

La trasformazione di RIBAUCOUR ({1, 2. . -1 3 %) cangia il sistema H
d1 GuicHARD-DARBOUX wn un altro H' definito da

2mep
H, = B — 20

Una tale T, contiene evidentemente (oltre m)2 n —2 co:tanti ar-
bitrarie.

In fine dimostriamo che per queste trasformazioni T, dei sistemi H
sussiste ancora il teorema speciale di permutabilita :

Se ad un sistema H sono contigui due nuovi sistems H', H", per rispettive
trasformazioni T,,, T,,., supposto m'® £m?, esiste un quarto sisiema H conliguo
ad H' per una T, e ad H" per una T,.

Siano

- I\ -
Tis iy -5:m ‘TH} {2
le funzioni trasformatrici per la T,, nel passeggio da H ad H’, e medesi-
mamente

. — 1 ,
R Sy S T Y =
{ i ( iy v Qn‘ “;”" :H.;’ (’)u

quelle per la T, da I ed H". Secondo Ie formole (47) abbiamo
I =t 1y 1y = E'le + 1",

le funzioni t, © essendo determinate dalle (b1). Se a queste '), I'y. .. 1%,
aggiungiamo la (n -+ 1) funzione trasformatrice & del teorema generale
di permutabilitd

TO

C =ty

-6

sard provato che il quarto sistema wnr'° ortogonale dopo (H, H', H') & an-
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cora un sistema H di GuicHARD-DARBOUX, ove si provi che questa ® veri-
fica I'equazione corrispondente alle (59)

o= WH L,
mo 7z

v
1,

ossia

;[TP AN 2’}%(‘9—‘ t'?j_ o
m<K —}—r?)—%(H;.« A n)( A 4;,)-

Ma questa sviluppata diventa
mrt+me=—2mB

ed & verificata, come seconda delle (50%*).
Anche qui il caso m' = 4 m si presenta come eccezionale ; ma se pei
due sistemi s1 verifica la condizione

N

allora I'intero fageio (H', H') & composto di sistemi di GurcrARD-DARBOUX
e lo stesso accade del fascio coniugato del teorema generale di permuta-
bilita.

§ 515.

Sistemi H traslatori. — Loro trasformazioni T,..

Supponiamo in particolare che le rotazioni associate coincidano (8,,=8;,)
cioé il sistema H sia al tempo stesso un sistema E. In tal caso dimostriamo
che : esiste una direzione fissa mello spazio lale che una traslazione continua
m questa direzione trasforma il sistema H on sé medesimo, scambiando fra
loro le vpersuperficie dv una medesima serie.

Per dimostrarlo osserviamo che in questo caso alla equazione

yiF g

7wy

soddisfano non soltanto i coseni X, (§ 508), ma ancora le H,, a causa delle
(56), e per cid anche le H, sono funzioni delle differenze «, — u,, cioé sono

S1STEMI H TRASLATORI. — LORO TRASFORMAZIONI T, 669

invarianti del gruppo G, ad un parametro XF:Z; uF di trasforma-
2 7

zioni di ComBESCURE del sistema E in s¢ stesso. Nel caso attuale questo
gruppo G, & un gruppo di movimenti, anzi & un gruppo ¢raslatorio come
proviamo dimestrando che le trajettorie del gruppo sono rette parallele.
Queste trajettorie hanno le equazioni differenziali

du, = duy = ... = du,,

. FRPEN 0 2 . . . . .
e se supponiamo per semplicitd >, H7=1, vediamo subito che i coseni di
2

direzione &, v, ... delle tangenti a queste trajettorie sono

E=2HmX: , 1=2HY,,...

Ora, se formiamo le derivate di queste espressioni abbiamo

2

oH. X, i)
0 _y MM 3K,

U, o u; >,

+

S 7

(@)
Bo H Xi + 2 B Ha X5,
7

(e

ciod per le (6) pag. 624 e per le (H6)

xS nom n
(60) w, = X S (B —fo)H, +H, )

2 4

(Fin — P ) Xa

espressione nulla perche 3; =@, . Dunque i coseni §, 1,... sono costanti
e la direzione & fissa nello spazio, c. d. d.

Per questa proprietad daremo a questi particolari sistemi H il nome di
sistemi traslatorii. Inversamente dimostriamo : Se un sistema nP'° orfogo-
gonale X ammeltte un gruppo traslatoiio ad un parametro wn sé, che scambis
fra Toro le wpersuverficie Av una medesima serie (senza lasciarle singolar-
menie invariate), ssso e wun sistema L traslatorio (*). Svu nfatu

g. oF
XF—;&Mi
la traslazione infinitesima supposta generatrice del gruppo. Dovendo la
XF cangiare in sé medesimo il sistema delle ipersuperficie u,; =cost.te, rara
¢, funzione solo di u,, senza ridursi a zero, e allora, con un cangiamento
di parametri u;, possiamo rendere

(¥) Cf. pel caso n =3 Darsoux S. O. n. 237.
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Ora il movimento infinitesimo porta il punto (u,, g, . . . u,) In (u, + 0%,
U, +90¢ . .u, +9t) alla distanza 0&s data da

Bst == o X HY ,
i

. . . . Al 2
ed, essendo costante, si tratta di un sistema I avendosi ¥ H; = cost.te,
A

Valgono quindi le formole

oH, 0l

o= — ¥ BaHi,

Qu; “

e d’altra parte dovendo essere XH, == 0, perché la traslazione XTI tra-
sforma 1l sistema in s& stesso, valgono anche le altre '

OH, &
— = — 1}1 plf H;v 9
cu; -

e per cio

()
(B — B ) H, =0.
P

E siccome i coseni di direzione &,7, ... della traslazione debbono es-
sere costanti, le formole (60) ci danno

3

(¢)
2(@1‘1“@U)X1=0, E(Biﬂ.”‘ﬁli)Yﬂ=0,....
7 3

Se queste si moltiplicano ordinatamente per

Xh!Yh""

e si eseguisce la somma S, ricordando che S X; X, = ¢, ne deduciamo
subito 8., = P, ed il sistema H & un sistema E, ¢. d. d.

Combiniamo ora i risultati dei §8 509, 510 relativi alle trasformazioni
T, dei sistemi E di rotazioni con quelli del paragrafo precedente pei siste-
mi H.

Se il sistema H & traslatorio, valgono le proprieta dell'uno e dell’altro
caso e quindi se alle n funzioni trasformatrici (y,, 71z, . . . 7,.) del sistema

SISTEMI H TRASLATORI. — LORO TRASFORMAZIONI T, 671

(VII1), ovvero del sistema (B), ove si facciano le +, = 7,, aggreghiamo la
(n 4 1) » data, secondo la (B9), da

H, Ty

SRR
>

(61) o =

dal sistema H traslatorio otterremo un nuovo sistema H’ che sard ancora
traslatorio. Anzi & facile constatare che la direzione della traslazione &
rimasta la medesima, che cio¢ i coseni di direzione della nuova :

' \
izle'AXIz,’Q'ZZ‘H';,Y'A,...
L i

coincidono con quelile &, 1, . . . dell’antica. Difatti abbiamo p. e.
o A 2 m e 2 a AN \ QU
C*“é:}_‘ H, — 7 Xl———~-~‘;~(in)——ZHle=
7 A \ A g 7
2 x\ . y
:K(m%’ ,é.;(/‘.Xl)o.}_g“(i.Xla

e lespressione a destra & nulla per le (51).

Similmente dal teorema speciale di permutabilita per i generali sistemi
H si avrad qui un teorema speciale pel gruppo dei sistemi H traslatorii.

Se dal sistema traslatorio H sono stale dedolts © due nuovs traslatoric H', 1’
colle trasformazions

1 =
Tm = (‘I’l’ Moo -Ib/n; % ; H?- 2 )
r ' ! 1 \}
L= (‘.'1*('2--.‘(,,1 w4 H, *r>,

supposto m' + m2, il quarto £ dopo (H, H', H") del teorema al § 510 sard
esso stesso un sistema H traslaiorio. (*)

(*) Nel caso n =23 le superficie delle tre serie capaci di generare per fra-

slazione una famiglia di LaM® sono caratterizzate geometricamente per questa
proprieta che: le congiungente i due centri di curvatura geodetica & ortogonale
ad wna direzione fissa, la direzione della traslazioné (Teorema dovuto a PEror
Comptes Rendus t. 118 pag, 1411. Cf. Darsoux S. O. n. 53). Manifestamente
le nostre T, sono traformazionidi RiBAtCcoUR per queste superficie. (Cf. piu
oltre § 526).
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§ 516.

Sistemi n.pli ortogonali Q.

Passiamo ora a considerare una terza classe di sistemi neli ortogonali,
che definiamo nel modo seguente. Supponiamo che un sistema n»!° ortogo-
nale ¥ ammetta una trasformazione di RIBAUCOUR (71, s, - - .7, ; @) Della
quale le » -1 funzioni trasformatrici sono legate fra loro dalla identita
quadratica omogenea

ey e e et Faet =0,
con (¢, ¢y ... cC,; @) costanti, o pitt generalmente da un’identita della forma
(o) U +Ued 4. + U2+ agt =0

con ¢ costante ed U; (¢ = 1, 2, . . .n) funzione della sola u,. Diremo allora
per abbreviare che il sistema nrl® ortogonale & un sistema Q, e si trattera
in primo luogo di dimostrare Peffettiva esistenza di questi sistemi Q e valu-
tarne il grado di arbitrarieta. Intanto osserviamo che le formole (24) § 505
per le trasformatrici (I',, I', . . . I",; @) della trasformazione inversa dimo-
strano che queste soddisfano alla medesima identitd e percio : se ad un
sistema Q si applica la trasformazione relativa (Y1, e, « « - (ny §) 1 sistema
trasformato ¢ un allro sistema Q.

Per compiere la ricerca indicata dobbiamo aggregare la (=) alle altre
equazioni di trasformazione (III) § 504 ed esaminare la compatibilita del
sistema. Effettuando una prima derivazione della () rapporto ad u., ot-
teniamo

s ()
(62) Uié”ﬁ;—F; B Us vz 'i—“H’ﬁ—l‘ U.vw=0,
, au; .. ,
dove U'; = au Deriviamo nuovamente rapporto ad wu, (k + 7) ed

avremo

P (i, k)
(l i1 lh) +Uh ? Bhi ‘s'n) +BM T UIZ:. - ?’ki Z Sﬂ./c U, 1+
A

i, k)

(i . 1.,
+ 15 Z @).L‘ BLA-UJ. +apm Hh',ﬁ +a H, Hn’{h""’z’ Uixeik =20,
A
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formola che, eseguendo le derivazioni e raccogliendo i termini, si serive

(R‘IJ a@”‘ 9@,“

| + U,

_’— Z ?ll Pk II}“‘,“[J)“ U/ + Blk II’ +a F[ Hk "‘l“
+ B plk Ui + 1, ° a L y B U 12 +aH, so' =0.

Ma, per la (62) medesima, il coefficiente di 8,; entro la seconda paren-

tesi eguaglia «%'{k U’,, e la precedente si cangia nell’altra
o a@,, (i 1 ,
(63) U, —i—U, o Y B B Us +§(B;7«U i B U') +aH H, =0,
A

condizione simmetrica in ¢, k. Se a questa associamo 1’ equazione gene-
rale per le rotazioni nella seconda linea delle (I} § 499:

aﬁik a@}‘z
Su. + Ju, fm P =0,
aB ik a pk 7 .
possiamo risolvere rispetto alle due derivate Su. P3u escludendo 1l ca-
i k

so ecceztonale che si abbia U, = U,, la qual cosa pud avvenire soltanto
quando U,, U, si riducano ad una medesima costante.
Risolvendo otteniamo

9Bin i (i’#) }i}:‘,:ﬁgf; @ B _ﬁm U’ +Bir U, +2a H,; H,
au,‘, - 7 U1 _‘Uh HRE 2 (Ui“‘Uk,) ’

(64)

insieme alla formola simmetrica che si ha scambiando ¢ con k. Aggre-
gando questa alle altre equazioni fondamentali (I), (II) pag 623), otteniamo
nelle »2 funzioni incognite (H,, 8,,) il sistema seguente :

H, 3Bin _
\ 87447 pki Hk, ) au" piLﬁH:

65 .

( ) / ajfi (&, /“ ) U, r—Us U, 8 Br U/k_"'ﬁik- U, +2a H, Hy
' du, *HU—-U o B — 20, —Uy) '

Esso ha la forma risoluta rispetto alle derivate, e per ciascuna funzione
incognita vi & una sola variabile parametrica la «, per H,, la u,, per 3;.,

43
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sicche, se proviamo che le condizioni di integrabilitd rientrano nel sistema
stesso, sard provato che il sistema ¢ della pitt semplice classe A) §500 e
possiede quindi un integrale con w? funzioni arbitrarie.

Tenendo conto delle verifiche gid effettuate in generale, sard dimostrata
Pillimitata integrabilitd del sistema (6D) se, paragonando le equazioni
della terza linea colle seconde della prima, proviamo che Uespressione

0 =— (aﬁm) Su, (g i”) = % Bio Bo) +

o u,

1 0 (A 1
™ T 2., v v 3 / rj I{
+Ui__ kaut ‘;_‘( Uk)l?lpl/ +2(U ——U)D L(F/LU ,—-‘,,‘U)+

a
Tu, E)u (L )

si annulla in virtu delle (65; medesime. Ora seriviamo

— Uy U,
(thBH)+ - U Du (PL:PH)—,“ U'Hh@”\_l"
1 (i’/ﬂ’w“ . . 2 0
+ :[L,_:IL }}‘ ([ ST l‘)c) é&[ (Plz Bi./.‘
AUII: alekz .[]li q[;ll e a” )
To(U, —U)ou, T2(U, —U,)du T, U (H ).

Eseguendo le derivazioni colle (65) e raccogliendo i termini, troviamo
che si pud scrivere

a N (IIZU
_pM)FHBH +U ——U gl }-A IJ U F}/[J)l "

2

Q/:L U//; + pm Ul/ al[; 1[, '

’ . PO

2 (Ijq - Ul;) ) 'U'i, - Uk\

V9B Ul = U og | OG0 U —
Tl F, TU ST 0w T2 U= U, i B+
_}_LJLLU +BL7. U/ . aH Hl'
29U, —U,) U, =T

Ora se nel coefficiente di §,, entro la prima parentesi sostituiamo per

B . . v
Q%M il valore dato dalla corrispondente (65) dell’ ultima linea, vediamo
12
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che identicamente siannulla, e se ealeoliamo nello stesso modo il coefficiente
di 8,, nella seconda parentesi troviamo che esso si riduce alla quantita

1

"y
U, U (U, __U) (T =13 ) (U —T0) +

4+ U, —=U)(U— U;) (U, —U;) (U, — 1z ): Bri Bar -

g GBI (D o)
ma il coefficiente di £;; P & nullo, in virth di una identita elementare,
ed anche l'ultimo termine manifestamente si annulla.

Concludiamo quindi: ¢l svstema differenziale (65) é completamente in-
teqrale (sistema A) § 500).

Esiste dunque una classe di sistemi el ortogonali, dipendenti. da #?
funzioni arbitrarie, pei quali i coefficienti H, e le rotazioni 3;, soddisfano
alle condizioni (65) ; ma per accertar:i che si tratta di sistemi Q bisogna
risalire alle equazioni (62) per le (1., ») ed esaminare se possono soddi-
sfarsi. Per cid, in aggiunta alla condizione gia ammessa, che le U, siano
fra loro diseguali, dobbiamo supporre ancora questa che : nessuna delle
U, si annulle.

§ b17.
Le trasformazioni R, dei sistemi Q.
Siccome U; + 0 dividendo la (62) per U,, ed aggregandola alle altre

equazioni (I11) di trasformazione, si ha il sistema di equazioni ai diffe-
renziali totali per le 4, 7s ... 7, ;¢ (lineare omogeneo)

/ ;,)L _ 7 9»(1, ( )\ Bai UL af,Hi‘? p’rl ‘s

g auh i h lk’ aul < ’L 2 — U,Lv 2 UL
) } 2w

\ au, - Hl T

e si verifica subito che questo sistema, in virth delle (65), & completamente
integrabile e possiede l'integrale quadratico

U111+U9(2+ +Un. +a” = cost.te
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talche, disponendo dei valori inziali, possiamo annullare la costante del
secondo membro e rendere cosi soddisfatta la (o) : 7 sisteme neli ortogonale
soddisfacenti alle (65) sono dunque in effetto sislems Q.

Ma si osservi di piii che le (65) restano inalterate se si aumentano le n
funzioni U, di una medesima costante, sicché un sistema ortogonale sod-
disfacente alle (65) & vn infinii mods un sistema Q. Per porre meglio in evi-
denza tate circostanza, introduciamo una costante arbitraria m diversa da
Zero e poniamo

U, =1--mV,, a=—mb,

dove V, sard una funzione della sola u,;, e b una nuova costante. Le equa-
zioni differenziali (65), caratteristiche pei sistemi Q, assumono la forma
affatto indipendente dalla costante m :

a_l:[ aslk

\ aul' ”—igki }I/: ? a - BI/ B!I
¢) .
O e SRR LA, S L T
au V/ ___V AN O(V; —'V) .
Invece la relazione quadratica («) diventa
(67) Y —m V) =i —mb?=0
2

ed involge la costante m, che & pure contenuta nelle relative equazioni dif-
ferenziali (66), le quali si scrivono

i o it D1 —mV, m b m V', m V',
o gaﬂ =B g, +21 T, Py, B 2(1—mV,)
(%) ) R

\ éa‘y‘ = ]:i, Ti e

Una trasformazione di RiBaucour del sistema Q, corrispondente a que-
ste formole, si dira una {rasformazione R,,, ponendo anche qui in evidenza
la costante m in essa contenuta ; la R,, contiene, oltre m, altre n costanti
arbitrarie. La sua inversa ¢ ancora manifestamente una R,,.

Dimostriamo che vale per queste trasformazioni R,, dei sistemi- Q il
teorema speciale di permutabilitd: Se ad un sistema Q sono contigus due
sistemi Q', Q" per le rispettive trasformazioni R, R.. con m £ m', nel fa-

2 D .
2:2' ; (4 —m' V, )45 —m' b «é
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scio coniugato al fascio (Q, Q") esiste un quarto sistema Q legato o Q' da
una R,., ea Q" da una R,,.

Siano (y., ») le trasformatrici della prima R,, soddisfacenti alla (67)
e alle (C*); e siano (7', 3;") le trasformatrici per l'altra R,., che soddisfe-
ranno alla loro volta all’equazione in termini finiti :

(67%) N Vi) —m' b =
A

ed alle altre differenziali :

s .o He Q1 —'Vy . m'D L m Y
) \ 3w, =dintn g, T 21 P T T, H”“za-mV)
[ 3¢ _ g
u, — M

Secondo le (VI) § 506, le trasformatrici (I';,, ®) dal sistema Q ad un

qualunque quarto sistema Q del teorema generale di permutabilita (dopo

Q, Q’, Q") sono

(69) Po=gt+70, ®=4¢+¢,

dove © soddisfa alle condizioni
(70) =2y, X +z Bur e |

Secondo I’ enunciato dovranno inoltre le I';, ® soddisfare alla rela-
zione quadratica
; (L —m' V)T —m' b ®* =0,
ed allora la trasformazione (I, 1’5, ... 1, ®) da Q' a Q sard appunto

una R,,. Ora se in questa sostituiamo i valori (69), avendo riguardo alle
(67%), risulta :

Z (L—mV; )(2 (2 —m b‘?‘P =
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Ma, a causa della (67), si ha

;“‘mwﬂﬁmww“ﬂm—WHEWﬁ+bﬂ=

Il NP e L
m m
e quindi se si pone
(71) S = }; A —m' Vi) —m' b,
dobbiamo avere
2m
(72) i

e perche siano soddisfatte le (70) occorre che S soddisfi alle altre

(78)

m){7< _I—SS)L]}):O'

Ora in effetto dalla (71), derivando, risulta

as \ % / 2‘)(,_" 1HT ! m/V,i ‘//7

aut ?;‘ —m V;_ )Blb (g +(1~—m V ) w, m bH,— r - **'*2**“
(0) R

+ 1 ; Y (L—m'V; Yo 12 +H1—m'V; ),W_ —m’ b H,; <p—mr—gf ,,”{ .
p

ed il coefficiente di v, nel secondo membro & nullo per le (68). Sostituendo
nella (73) e sopprimendo il fattore 7', resta da verificarsi 'equazione

(i

ms m V" T
(%

i .
L —m Vi)Bu + L —m'V,) aT‘h —~m' b, v — —g | -

i

-+ (! —m)(u -+ ZBN {A):O’

%
che si riduce alla

(1) » _—
1, YA —m Vi) B —mbH o __???,\Z)L i —o,
2’ b

’)(1—mV)
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e questa & appunto un’identita a causa delle (C*). Se ne conclude che pren-
dendo

2m

(74) s= S A V)t —m by,

si ha in effetto una trasformazione

Ry =y ...0,;®).
In fine avendosi
== +2B) == +2NnT),
risulta

r':/—%w — %yﬂ——mV;).z Ta—mbogt,

che ¢ la (74) stessa scambiate le (7,, ©) colle (1';, ©") ed m con m' ; e questo
dimostra che il sistema Q ¢ legato a Q" da una R, e. d. d.
Dal calcolo stesso eseguito risulta che nel caso escluso m’ = m il quarto

sistema Q viene a coincidere con Q stesso, a meno che la quantita

2‘1 A—mVi)yuir—mbey,

la quale & generalmente una costante, non s¢ riduca o zero. In questo caso
tutti i sistemi del fascio coniugato sono sistemi Q.

§ 518.

I sistemi n.pli ortogonali nello spazio S, a curvatura costante.

Tutte le teorie che abbiamo svolto fin qui nel presente Capitolo tro-
vano le loro analoghe pei sistemi n®!i ortogonali nello spazio 'S, a cur-
vatura costante K,, della qual cosa ¢ facile rendersi ragione a priors ricor-
dando che questi spazi sono rappresentabili conformemente sull’euclideo.
Giova per altro estendere le formole sviluppate pelecaso euclideo al caso
non-euclideo, specialmente percheé si giunge per tal modo ad una genera-
lizzazione dei varii sistemi speciali, come sistemi E, sistemi H, o sistemi Q
che, interpretati nwovamente nello spazio ordinario, danno luogo ad al-
tre classi di distemi nrU ortogonali che ammettono un feorema speciale
ds permutabilita.
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Cominciamo dall’estendere le formole fondamentali del § 499 al caso

dello spazio S, colla curvatura costante K, = dove sard s = -1

€
R2”
nel caso ellittico ed ¢ = — 1 nel caso iperbolico. Supponiamo di avere
in questo spazio un sistema np'° ortogonale X di ipersuperficie che dia
al ds? la forma

('75) dst = H: du? + Hi du} - ... + H2 du?,

¢ seriviamo in primo luogo le condizioni a cui debbono per cio soddisfare
le H,, sviluppando le formole

.. g
(rk, th) = RE (@i Wy, — @y, @yy)

mediante le (17) § 435. Introducendo anche qui le rotazioni {,,, le equa-
zioni per le H, assumono la forma seguente :

, aH1 == ap/l\ _n
(IX) s 5&; = f: Hi du, Pie v
3B | OBur | U . . . -
? aul aul + ;Z @M (Jl/u' -+ RZ H,H, =0 ,

le quali si riducono naturalmente alle (1), (1I) per lo spazio euclideo se si
1 0
suppone R? = U.
Prendiamo ora in S, un sistema di » -~ 1 coordinate di WEIERSTRASS
che, per non moltiplicare le notazioni degli indici, denotiamo qui con
Ty Yy 2y ... le

Queste sono legate fra loro dall’identitd quadratica
(76) e+ 4. )+ =1,
e il ds? & dato da
(70 ds* = R (dz® 4 dy? + ... + e di?).

Introduciamo anche qui in ogni punto (u,, u,...u,) dello spazio I'nedro
principale, relativo al sistema X, formato dalle direzioni delle linee di
curvatura coordinate (u,), (u,), . . . (u,). Denotando con X, Y,,...T,, i
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coseni della ¢ direzione principale, dal confronto delle (75), (77) abbiamo

oz H, oy H; ot H,

~ = g A\ ~— = = i e AT = == T1 9
(78) aui R ‘{-1 ’ aul R Y: ’ auf R
e quindi per le relazioni d’ortogonalita
(79) v e X, Fy Y, oo Fet T, =0

' X Xy + Y. Y. +... + ETz'Tk.: €ik

Le n 41 coordinate di WEIERSTRASS z, ¥, . . . t sono altrettante solu-
zioni del sistema differenziale di WeINGARTEN (§ 459) :

3:"6 Nk o6 € Ay

AR , __ Sy
duw; 2w, TN uy R
e nel caso nostro ove a,; = H%, a,, = 0, per ¢ & k, si traducono mnelle
equazioni fondamentali pei coseni X,, Y,,...T,:
(80) °X_oox  9Xi g, X _eH
du,  TETE dw, ~ vh S R 7

colle analoghe per le altre coppie

(Y, %) ...(T,1.

§ 519.

Le formole per le trasformazioni di Ribaucour.

Per presentare le formole per le trasformazioni di RiBaucour dei si-
stemi P! ortogonali dello spazio S, a curvatura costante sotto la forma
analoga a quella trovata per lo spazio euclideo, collochiamoci dapprima
dal punto di vista intrinseco e, supposto dato un sistema X definito dalle
formole del paragrafo precedente, prendiamo n -+ 1 funzioni tra.forma-
trici

N I I P
assoggettate a soddisfare al sistema differenziale

94 de H, 7.
D i g 9F AT
( ) auh B ik Tk s 8“1 R

@+ k.
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Questo & un sistema illimitatamente integrabile a causa delle (IX), e~
se (1, ®) ne & una soluzione, ponendo

S @, eH,
(81) Oz - aui -}_ % BZL VA + R

-G

(82) A=2;4*(;2L+8<{>2,

si trovano subito le formole

20, L
QA
A =9~ .M.
(89 u, 2T 0, .

Ora dalle funzioni trasformatrici (v, 7, . .7, ; @) risulta definito un

nuovo sistema nele ortogonale X/, i cui elementi, indicati con accenti, si
caleolano dalle formole

, 2R
y=H, —22 e,
. H H A ]
( ') ! 2’{7’ 0
Bik = B[k — "K’ o

Mediante le formole precedenti si verifica sibito in effetto che questi
valori delle H',, £’;), soddisfano alle equazioni (IX).

Cosi il sistema X’ & intrinsecamente definito; ma se vogliamo di pilt co-
struire X’ come trasformato di RiBavcour di Y, nella sua effettiva posi-

zione nello spazio, dovremo ricorrere alle formole seguenti. Se poniamo
N Q C 0 - J) \
86)Q, = %1, Xi +eo 2, Q=21 Y1 +ery,.. -53/=,}f‘(1 Ty +ewt,
A 2

le coordinate i Veiersrrass 2/, y', ... del nuovo sistema X' saranno
date dalle formole

(87) x’:xm-f Q., y = y/~%£ Q... =t —=FQ,

e i coseni di direzione X';, Y,,...T’, delle nuove direzioni principali
dalle altre
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) R . 2.“ %,
I<:1'—"—“ s .,‘: L, — gy » o e IL'= ;T 52.
(88) X' =X, A Q,,Y, =Y A Q, T T A
Osserviamo ancora che i raggi p,, p,. . .p, delle n ipersfere tangenti
a ¥, X’ si caleolano nel caso ellittico dalle formole
Pi) _ %
) off) =~
e nel caso iperbolico dalle altre
* Py F
(89%) lgh (R) L

Naturalmente, in quest’ultimo caso, I'ipersfera avrad centro reale sol-
tanto sec il valore assoluto del secondo membro nella (39%) sara < 1, altri-
menti sard a centro ideale o eventualmete col centro all’infinito.

In fine presentiamo le formole relative al teorema generale di permu-
tabilita. Dal sistema X supponiamo dedotti due nuovi sistemi X/, X" colle
rispettive trasformazioni di Risaucour

Cris Tas oo« @) s (Fia oo e et @)

Si determini, con una quadratura, la funzione ¢ dalle condizioni compa-
tebeld

ot
— == — A /,. ("‘ .
(90) a/ML 2 { 7 )z 2
e nelle funzioni
T T®
l‘- — (X o~ — T ’L'
(91) T A f_ [ (I) A + T

1=12,...n)
si avranno le » - L funzioni trasformatrici
Iy, Ly ... 1,5 P)
pel passaggio da X’ al quarto sistema ¥ del teorema di permutabiliti. Que-

sto sistema, al variare della costante arbitraria contenuta in t, descrivera
il fascio coniugato al fascio (L', X") (Cf. § 506).
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§ 520.

Estensione ai s? indefiniti.

Accenneremo da ultimo ad un’ulteriore estensione che si pud dare alle
ricerche del presente Capitolo, ove accanto ai ds* definiti positivi, di cur-
vatura Riemanniana nulla o costante, si introducano dei ds?® indefiniti a
curvatura Riemanniana costante. Limitandoci al caso della curvatura nulla
(Pestensione al caso della curvatura costante qualunque compiendosi in

modo analogo), consideriamo nelle n variabili z, v, . . . ¢ la forma differen-
ziale indefinita
(92) As? =g, da? s, dy? ... +¢, A2,

dove ciascuna delle =; rappresenta 1'unitd positiva o negativa, forma che
diremo della segnatura

(sla Sy 0o en)-
Supponiamo che, esprimendo le n variabili =, y, ... ! per le » nuove
Uy Usy - - . U, la forma differenziale nelle u, trasformata della (92) con-

servi la forma canonica (o ortogonale).
(93) As? = HY duy 42 H dus +. .. ¢, H, du, ,

dove H,,H,,...T, sono funzioni real? delle u,, mentre la segnatura (e, ... 2,)
a causa della legge d’inerzia, € rimasta necessariamente la stessa.

Le formole per I'equivalenza delle due forme differenziali (92), (93)
si deducono subito dalle generali di CaRrISTOFFEL, ovvero semplicemente
dalle ordinarie del § 499 corrispondenti alla segnatura (1,1,...1), cangiando

in queste H, in H, \/&i. Introducendo pertanto anche qui le rotazioni

g, — . o
Pin — H1 du, ’

si avranno in primo luogo le equazioni per le 3,, corrispondenti alle (1)
pag. 623

9 fBa 8. B,
( aul B:LFM.
X)
a 1R a R
agl+h p’»+$elﬁnm—0
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mentre le equazioni (IT) per le H, serberanno la stessa forma

oH,
Q Uy,

(X*) = B,; H;.

Le trasformaziont di RiBAUCOUR per le rotazioni $3,, si otterranno nel
caso attuale come segue. Prendans, » funzioni trasformatrici

Tis T2s e oo T
soddisfacenti al solito sistema
o
a-u'k' = ﬁik Th )
e si consideri la quantita
. ).
(94) A= ; €17,

che dovremo sempre supporre diversa da zero. Pongasi
M, §
(95) 0, =¢, . + ;)_‘ @ But,

e si avrd subito per le (X)

20, oA
(96) a'uk” @M ®k ) aui = 2 (i Oi .

Con queste formole si verifica immediatamente che, ove si prenda

o7)

queste nuove rotazioni ';, soddizfano al sistema (X). Se infine consideriamo
un determinato sistema mr'e ortogonale (93) nell’S, euclideo indefinito,
colle rotazioni B, ne troveremo co! trasformati di Risaucour calecolando
con una quadratura la (n + 1)®* funzione trasformatrice ¢ da

Qv
(98) o P T
e ponendo quindi
(99) W, = H, —2%0,.
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In modo analogo si procederebbe nel caso in ecui il ds? indefinito dato
dalla (93) avesse curvatura Riemanniana costante non nulla.

Dopo cio le proprieta delle varie classi di sistemi nrli ortogonali, con-
siderate nel presente Capitolo, pogsono estendersi facilmente al caso di un
ds? indefinito a curvatura costante. In particolare la nozione di sistemi di

rotazioni associate (§ H11) si estende al caso in cui ponendo Bon = B,
le E,{ ; danno le rotazioni di un ds? euclideo indefinito. Corrispondentemente
quella dei sistemi H (§ 514) nell’ ordinario spazio euclideo si estendera al
caso in cui la relazione quadratica fra le H sia

e H? - ¢, H: ... ¢, H? = cos.t

Per questi sistemi H generalizzati esistono pure trasformazioni T,, ¢
vale un teorema speciale di permutabilitdh come nel caso ordinario.

CAPITOLO XXIX.

[ sistemi tripli ortogonali nello spazio euclideo.

Triedro principale e curvature delle lince coordinate. - Linee d’equidistanza ed equa-
zione del CAYLEY per le famiglie di T.ant. ~Sistemi cicliei osenlatori di RiBAUCOUR. - Equa-
zione alle derivate parziali terze per le famiglie dl L, - Famiglie di I.adi che ammettono
un gruppo continuo G; ad un parametro di movimenti o di trasformazioni conformi.
- Famiglie elicoidali e soluzioni permanenti dell’ equazione del CAYLEY, - Teorema generale
di DarBoUX per gli elementi caratteristici di nu sistema triplo ortogonale. - Famiglie par-
ticolari di Liaai: di sfere, piani o superficie di rotazione. - Sistemi cicliei e famiglie a tra-
jettorie piane.-Sistema confocale di quadriche.-Teoremi di Cmastrs e di LrouviLLe e
geodetiche delle quadriche,

§ 521,

Triedro principale e curvature delle linee coordinate.

Dopo avere studiato, nel Capitolo precedente, le proprietd generali
dei sistemi n.»li ortogonali, veniamo ora ad occuparci particolarmente
dei sistemi tripli ortogonali nello spazio ordinario, supponendo qui dun-
que n == 3.

Pei coseni di direzione (X,, Y,, Z;)1=1,2,3 degli spigoli del trie-
dro principale, avremo le formole :

X,

i a ;sz‘, _
duy

= Bm '1771: 9 au - “*@ki Xz; = Bl,i X/, 9

;

(1

indicando (¢, k, 1) una qualunque permutazione degli indici (1,2, 3). Le

curvature principali o delle superficie coordinate saranno date dalle
ik

formole (§ 499)

©) ==l
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1 1 1 . . . .
e le curvaturo assolute — , — , — delle linee coordinate avranno i valori:

oy P2 P3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 2T 3 *,T:*;‘;T-f):’ —3 .
®) I + Ty Py T A rs T ops T + T3

Troviamo ora gli altri elementi delle linee coordinate, p. e. della (u,),
ossia u, = cost.te, u, = cost.te, per i quali useremo le solite notazioni del
(ap. 1, aflette dal corrispondente indice 1. L’elemento d’arco delle (u,) ¢

ds, = H, du,
e i suoi coseni di direzione della tangente
4) =X, =Y, n=1%.

Se deriviamo queste rapporto ad w,, a sinistra colle formole di
FrenET, a destra colle (1), troviamo

colle analoghe per 7, {,. Quadrando e sommando ne risulta nuovamente
la prima delle (3), e se poniamo

() 'senm1:~?}, cosml:rﬁp—‘,
T T3

avremo

(6) g = sen o, X, -+ cos o, X,

onde il significato geometrico di w, come angolo d’inclinazione della nor-
male principale della curva (u,), nel suo verso positivo, sulla tangente alla
curva (u). Dalle (4), (6) seguono ora i valori dei coseni di direzione della
binormale della (u,)

@) N = — c0s o, X, + sen o, X

Se deriviamo nuovamente queste rapporto ad wu,, abbiamo per le for-
mole di FRENET :

& _ 12

Tl = ]HA_ a—u: (—*- [CURNON Xz + sen w, X-;)
1
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e ricorrendo nuovamente alle (1), sieccome per le ()

X, O X

cos o, == gen o
o Uy

DD

1y
resta semplicemente
& 1 2o,
T s O
da i
1 1 2w,
TOH QT
Riepilogando dunque le formole ottenute, abbiamo il quadro seguente

=X, =Y, n="7%
(@) § & =senw, X, cosm, Xy, 1= seno, Y, -|-cose, Xy, {==5en0,Z,--c0s0,Z;

LA =—C0sm, X o+ senw; X, v,==—C0s®, Y ;-senw, Y, v;==—Cc0s0,Z+senZs,

\

colle analoghe dedotte per permutazione circolare degli indici 1,2, 3, oli

“angoli m,, wy, o, essendo dati dalle formole

T3 Tia 12
(/') If/ Wy == I ,’/ Wy ~= - : ) /l/ Wy = *
T Ty

Tz

e in fine alle formole (3) per le flessioni delle linee coordinate sono da aggiun-

cersi le seguenti per le torsioni :

1 1 v, | 1 Qs 1

e Ll o = o
() T A 0 Ty w0 T

Linee d’equidistanza ed equazione del Cayley. Sistemi ciclici osculatori.

w) Bguazione del Cavumy. I’clemento d’arco
dsy = H, du,

delle curve coordinate (u;) pud anche riguardarsi come la porzione infi-
nitesima di normale alla superficie coordinata w, (0 15= cost.t), intercetta
dalla suceessiva 16, - dus nel medesimo sistema. Sulla superficie wu, le li-

44
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nee H,= cost. sono dunque quelle lungo le quali & costante questa por-
zione infinitesima di normale, e si diranno per cio le linee di equidistanza
della u; = cost.te (¥)
Ora osserviamo che i coseni di direzione della tangente alle linee di e-
quidistanza H, = cost.te sulla u,, di equazione differenziale
oH d

3 H, .

sono proporzionali ai binomii

oH; 902z  °H;0z : o .

‘a‘u‘z ’a“a‘"l - 5’7‘1“1 5772 - Hl Hz (Bz:z }\1 —‘Bw X2) ’
coi due analoghi, ossia per le (5), (7) a Xg, s, v5. Ne deduciamo il teoremas:
La normale principale della linea coordinata (us) & divetta normalmente alla
linea dv equidistanza.

Osserviamo di pitt che la formola (3;) per la flessione o sl pud serivere
3

r_1 <ﬂ‘!E§)2 1 (3..?&153)2
o2 H:\ 2w, B\ Qu, )’

ovvero
1 S [
(8) o = VA lg Hy = VA, log ¢,
3

dove con A, indichiamo il parametro difterenziale primo calcolato rispetto
al ds? della u, = costte, e con ¢ ¢, essendo & una costante infinitesima, de-
notiamo la porzione di normale alla u, intercetta dalla successiva nel si-
stema. I notevole che il teorema superiore, come anche la formola (8),
valgono piit in generale, come ha ogservato il MorERrA (**) per un qualun-

(*) Solo nel caso in cui H, fosse assolutamonte costante, o funzione della
sola u,, le linee di equidistanza sarebbero indeterminate. Ma allora avremmo

onde le linee coordinate (u.) sarebbero rette e si avrebbe il caso ovvio di su-
perficie ug == cos.'® parallele.
(**) Rendiconti dell’ Istituto Lombardo marzo 1886.
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que sistema oo di superficie e le loro trajettorie ortogonali. Anzi tali pro-
prieta sussistono ancora in qualunque spazio eurvo S; a tre dimensioni (*).
Ma nel caso attuale in cui le superficie u;=cost.t® formano (secondo la

locuzione gia introdotta al § 450) una famiglia di Lamé,la distanza infini-
tesima s¢ deve soddisfare ancora ad un’altra importante condizione che ri-
sulta dalla formola di Laumt (3) § 499) (pag. 622)

O H, 1 9HoH, , 1 0H,0H,

Qu,dus Hidudu,  Hydu duy’
e cioe alla equazione

* ¢ 1 9H,9¢ 1 9H,9¢

M Sudm =W owow THIw dn

(*) Tanto deducesi facilmente dalle formole generali al § 443, numerate
(35), (36), procedendo nel modo seguente. Prendasi nello spazio curvo S, il
dato sistema oo ! di superficie come superficie coordinate x; e le loro trajettorie
ortogonali per linee coordinate (x;), onde avremo

ds® = aiy dxt + 2 a2 doey daes 4 az de -+ ass (loc§ ,
indi per 1’elemento d’arco dt delle (x;)
dl = dS3 — \'/533 dl‘g 3 \/6—133 = ¥,

Posto nelle citate formole (36) pag. 456

sdzfl,'t_ _ S \7‘\}1} f{ai,_ dm‘ur
A FE 1—;.,1!1'\ dt dt’
se ne trae
] k=2 dlogd . .
1i '~'—k§1A1k’m‘ (1 "la-',)
fig = 0,
e per cio
1 12 dlg b dlg b ;
[ L] L= d
Pz //.4 Alm a-’L’L E‘)ncm Allg‘l)7

m

che & appunto la formola (8) generalizzata. Inoltre dalle formole superiori per
le 7., considerando che le costanti di direzione delle linee di equidistanza
b == cost.t* sono proporzionali alle tre quantita

Suh _dlgy

: 0
Qa, 7wy’

segue l'ortogonalita di questa direzione a quella della normale principale delle
linee (x3) e. d. d.
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Questa & I'equazione stessa che abbiamo incontrato nella teoria dei si-
stemi ciclici al § 362. Nel significato attuale, come equazione a cui soddi-
sfa la distanza normale infinitesima, in una famiglia di Lame, {fra una su-
perficie del sistema e la successiva, venne data dal CAYLEY e si dira per ¢id
Uequazione del CavLEY.sSe la superficie in discorso S, anziche alle linee
di curvatura, & riferita ad un sistema curvilineo qualunque (u, v), adot-
tando le solite notazioni, abbiamo gia visto (§ 363) che 'equazione de! Cay-
LEY si serive :

% (I)l‘l ‘Pzz 1‘
(%) E F G =0,
D D D

b) Sistemi ciclict osculators. L’identitd sopra notata dell’equazione del
CAYLEY con quella del § 362 per la determinazione dei sistemi ciclici nor-
mali ad una data superficie S trova la sua espressione geometrica nell’ele-
gante teorema di: RIBAUCOUR -

Se in un sistema triplo ortogonale si considera una superficie S di uno dev
tre sistems e net punti di essa si- costruiscono i circoli osculatori delle frajet-
torie ortogonali delle superficie del sistema di S, questa doppia infinita di
erreoli forma un sistema cicleo.

Questo si dira il sistema ciclico osculatore del sistema triplo lungo la su-
perficie S.

Per dimostrare analiticamente questo tcorema basta paragonare le
formole precedenti con quelle del § 362, in particolare le formole

Lo 1 @lgHs\ 1 /oly Hye
( H

ol I\ dw \du, )
___p o H, _ Pl H,
O8O =—9 2u """ TH 2

colle (16), (16*) del § 362 (pag. 232), colle quali, salvo le mutate notazioni,
vengono a coincidere.

Geometricamente si arriva al medesimo risultato utilizzando le pro-
prietd generali del § 195 (I pag. 51.7) relative ai eircoli osculatori delle iinee di
curvatura. Se si considera infatti la doppia infinita di circoli osculatori
delle linee (u;) lungo una superficie u, = cost.t, ne risulta che associando
questi circoli lungo le linee di curvatura (u,), ovvero lungo le (u.), si
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hanno due sistemi di superficie (), (¥,) che hanno questi circoli per linee di
curvatura e lungo ogni cireolo C del sistema si tagliano ortogonalmente,
poiché le loro normali nel punto M ove C incontra ortogonalmente la
1y = cost.'® sono precisamente le tangenti alle due linee di curvatura
della u, = cost.te Dunque, pel teorema inverso di Durin (DarBOUX), i
circoli C cosiituiscono un sistema ciclico.

§ 523.

Formole del Weingarten.

Consideriamo un qualunque sistema ' di superficie w (2, 9, 2) = cost.t°
e le loro trajettorie ortogonali (w), e sulle superficie S del sistema w ri-
guardiamo come punti corrispondenti quelli segnati dalle loro trajettorie
ortogonali. Indichiamo al solito con

( Edu? +2F dudv 4 G do?
' Ddu? 2D du de - D" do?

le due forme quadratiche fondamentali della superficie generica S del si-
stema, dove dunque I8, K, G ; D, D/, D" saranno funzioni di u, » e di w.
Stabiliamo le formole che danno le derivate normali di questi coeffi-
cienti, cio¢
OE oF 9G _oD 9D’ D
Yw 3w dw 3w dw ' dw
espresse per la distanza normale infinitesima e¢ fra la superficie S e la suc-
sessiva.
L’elemento lineare dello spazio nelle coordinate u, v, w essendo

9) ds? = BEdu? + 2F du dv + Gdv® + §* du?

noi troveremo queste formole esprimendo che questo ds? appartiene allo
spazio ordinario, che cioe sono nulli i 6 relativi simboli Riemanniani

(0, 79)
per la ferma ternaria (9). Ora qui abbiamo

ay =B, a0, =¥, a,=0G, a;3 = 432, sy = Ga3 = 0,
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indi
1

Aasz’q’)g"

A73 = A»zs = 0.

Le costanti di direzione della normale alla superficie S (w = cost.te),
secondo le formole del § 472, sono

e quindi pei coefficienti Q;, (¢, k = 1, 2) della seconda forma fondamen-
tale abbiamo

o 'ilcj 1 da,,
SEik = = 5T A
b3 BL]) dz,
ogsia nelle attuali notazioni
oK oK ¢ ! oG 5 "
S = 20D, 5= 24D, = —24 D",

P w

che sono le prime formole domandate. Per calcolare ora i valori dei sim-
boli Riemaunniani per la (9) comivciamo dall’ogservare che i simboli di Curi-

. . [aB]. . . C e .
srorrel di [.* specie ]f} in cui uno almeno dei tre indici ¢ = 3 hanno,

per le precedenti, questi valori:
1k 13 13 4
(10) [‘J ‘PQ”, ]VkJ:“‘“HbQikﬁ[gJT:‘q)E%’
33 . 9
3] Yaa,

E da notarsi poi che i simboli di CurisTorreL tanto di prima che di

33] Rl

.7/.

seconda specie [Zlk } , ;zlk 2 quando messuno degli indict sia = 3 hanno gli
stessi valori per la forma ternaria (9) come per la binaria :
E du? + 2 Fdu dv + G dv®.

Cio premesso distinguiamo i 6 simboli Riemanniani («8,70) secondo che
il simbolo stesso :
@) non contiene alcun indice = 3

(1)
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b) ha un solo indice = 3

¢) due indici = 3.

L’eguagliare a zero i simboli Riemanniani nei due casi @) e b) da preeci-
samente I'equazione di Gauss e le due equazioni di Copazzi (Cf. § 442).

Resta solo da considerare il terzo caso ¢) dei simboli del tipo

(Bk,13),1,k=1,2.
Ma si ha (I pag. 92)

G asy— 2 (31 B[] [ik] (el [3k])
A A R E B B
S BB
;: 'M w Miwlt
indi per le (10)
. 3‘1)) A eq 00 209 90|
(8K, 13) = (4) “a) +im < axk * o | L dmy ¢ Om;0my)
L2 ik 0 3
—q»% L“}am s A o i

Eseguendo le riduzioni e introducendo i simboli di seconda specie viene

aozk
¢ 2. Asye iz Qe — 52,

3 .

o iy
3k, %3)—“4)1356 E)x A-zwaaj

ed eguagliando a zero abbiamo, colle notazioni delle derivate seconde

covarianti :
2L, 1,2
AN T "Pik - 4) }: Al/t Q’U. (-pk;(. .

d L3 A, e

Ed ora, riprendendo le notazioni usuali anche in queste formole, ed as-
sociandovi quelle gid sopra caleolate, abbiamo le formole domandate :

IR 3R 3G _
[ =921 =940 D — —2¢ D
s dw 29D, dw 29 D%, w 26D
D oD’ 9D” . "
(9D g (KR FHD)Y, § =g H(KFEHD)Y, S = o H(KG-HHD) (%)

() H, K hanno qui il solito significato di curvatura media e totale della
superficie S.
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Esse possono considerarsi come formole infinitesimali che danno le
variazioni subite dai coefficienti delle due forme fondamentali di una super-
ficie S quando ciascun punto di S subisce uno spostamento infinitesimo
in direzione normale alla S e variabile da punto a punto, ed in questo senso
furono stabilite da WERINGARTRN.

Nelle nostra deduzionc csse hanno perduto il loro carattere infinite-
simale e, pel modo stesso come furono dedotte, esprimono, nsieme alle
equazions di Gauss e Copazzi, le condizioni necessarie e sufficienti atffinche
Pelemento lineare (9) appartenga allo spazio ordinario. (*)

Dalle (II) seguono le altre formole notevoli

Qé%hﬂEG—Fﬂ:2¢H

(1 ( 2% = @K —H)4 —2,4
OK  Du D 2D
Vow TG — 2 e

La prima di queste, nell’ipotesi T = 0, dimostra: Sopra wuna serie o’
qualunque de superficie d'area winima le trajellorie orlogonali seqnuno rap-
presentaziont equivalenli ; ¢ inversamente se le lrajeltorie ovlogonali segnuno
rappresenluzions equivalents le superficie dells serie sono ad wrew minima

Allultima si pud anche dare ly forma

2R | L /.2 L3N
=\ EREAVTSA A A B R T
Jw  VEG- -F2ou dw o du |

\ v /)

ed e qui interessante Uosservazione (gia fatta da  WwiNcarTEN) che sup-
ponendo la superficie della sevie colla cnrvatura I assolutamente costante,
Pequazione che ne risulta per ¢ coincide con quella per le deformazioni
infinitesime (§ 282 equazione (I) pag. 8).

(¥) Per la generalizzazione di queste formole agli spazi di un numero
qualunque di dimensioni, a curvatura nulla o costante, V. la nota dell’ A.
nei Rendiconti dei Lincei (gennaio 1911).
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§ 24,

Applicazione alle famiglie di Lamé.

Le formole (II) consentono di dimostrare nuovamente il teorema di
DuPIN sui sistemi tripli ortogonali coll’inverso di DarBoUX, ed ancora di
stabilire il significato completo dell’equazione del Caviey, nel modo se-
guente.

10 Suppongasi che il sistema (u, v, 1) sia triplo ortogonale e quindi nella
(9) sia F=0. Allora, per la media delle (IT), nella prima linea ¢ anche D’= 0,
cio® su ciaseuna superficie w le linee (u, v) sono quelle di curvatura, e que-
sto dimostra il teorema di Dupiw.

20 In secondo luogo suppongasi che sulle superficie w = cost.ic le
linee v = cost.t siano di curvatura, ossia che i due sistemi di super-
ficie % = cost.t* w = cost.t* si taglino ortogonalmente lungo linee di
curvatura. Siccome equazione differenziale delle linee di curvatura
sulle w = cost.t* & data da

(12) (ED' — ED) du? -|- (ED" — GD) du dv - (FD" — GD") dv? = 0
sard per la nostra ipotesi
LD — FD == 0.
Ne risulta dalle prime equazioni (11)
oK
| [p———
dw Jw
cioe o ¢ indipendente da w, ¢ per cio I equazione differenziale delle
L)
linee di curvatura del secondo sistema

Bodu 4 IFdo =0

¢ anche indipendente da w. Dunque nella corrispondenza segnata sulle su-
perficie w = cost.' dalle loro trajettorie ortogonali I'ipotesi che si corri-
spondano le linee di curvatura del primo sistema porta che si corrispon-
dano anche quelle del secondo. i cosi nuovamente dimostrato il teorema
inverso di Dupin (DARBOUX) : Se due sistems dv superficie si tagliano orto-
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gonalmente lungo linee di curvatura, esiste un terzo sistema ortogonale ad am-
bedue (*).

3.0 Cerchiamo ora di esprimere la condizione perché una serie ool di
superficie w=costt® costituisca una famiglia di Tawd. Occorre e basta per
¢id che nell’equazione differenziale (12) delle linee di curvatura i rapporti
dei tre coefficienti ED’ — FD, ED -— GD, FD” — GD’ siano indipen-
denti da w, ossia che questi tre binomii siano proporzjonali alle loro deri-
vate rapporto a w. Ma dalle equazioni (IT) di WEINGARTEN abbiamo :

{ S (BD - TD) - By~ ¥y, | TLED - FD)
/. é%o (ED— GD) = & by~ G by, - H (ED — GD) &
d

3w (FD" —GD') = F &y, — G by, -+ H (FD” — GD’) ¢.

Nei secondi membri ¢li ultimi termini sono gia proporzionali ai dett:
binomii e per ¢id il sussistere delle proporzioni richieste equivale all’annul-
larsi del determinante

4’1 1 4) 12 4’22
1D F (v
D D D

Cosi troviamo di nuovo 'equazione del CAYLEY sotto a sua forma ge-
nerale (I*), ma questa volta in significato pitt completo come caratteristica
per le famiglie di LamE :

La condizione necessaria ¢ sufficiente affinché una serie oot di superficie
forms una famiglie di Lawik ¢ che lo distanza normale infinitesima fra una
superficie generica S del sistema ¢ la sua successiva soddisfe all’ equazione
(1*) del CayLEY.

Riferendoci ai sistemi ciclici oseulatori di Risaucour (§ 522), possiamo
dare a questa condizione anche l'altra forma :

Una famiglio o' di superficie (S) ¢ una famiglia di Laui allora ed allora
soltamio che i circole osculators delle trajettorie ortogonali, lungo ogne super-
ficie S formano un sistema ciclico.

(¥) Si confronti la dimostrazione data al § 449 cue vale per un S, curvo
qualunque.
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E infatti, che la condizione sia necessaria risulta dal teorema di Rmsau-
couR. D’altronde, se si suppone soddisfatta, il raggio p, del cireolo sara
dato dalla (8) § 522, e poiché il sistema & ciclico, dovra b soddisfare pel
§ 362 alla equazione del Cavrey e le superficie (S) formeranno quindi una
famiglia di Lawmi.

L’equazione alle derivate parziali terze per le famiglie di Lamé.

Si ¢ gia visto in generale, al § 450, che le famiglie di Lawi, in uno spa-
zi0 qualunque curvo a tre dimensioni, sono caratterizzate da un’equazione
alle derivate parziali terze. Per il caso dello spazio euclideo questa equa-
zione del terzo ordine si ottiene facilmente. dall’equazione del CavLEY.

o
e
&

w(x, y,2) =w  (costante)

Pequazione della seric ot di superficie, che vogliamo riconoscere se forma
una famiglia di Lami. Riferiamo lo spazio ad un sistema di coordinate
curvilinee qualunque wu, », w, di cui le superficie w = cogt.' siano quelle
della, nostra serie :

o= 2, v, w), 4=y, v,w), z=ziu,v,w),

e denotiamo nel solito modo, per la superficie w:==cost.t le due forme fon-
damentali, i cui coefficienti E, ¥, G ; D, I, I’ saranno funzioni note di
u, v, w. Nel passaggio dalla superficie w alla w -} dw, le componenti dello
spostamento del punto z, ¥, £ sono

2o 3 3.,

Qx 9 2z .

— dw, Y dw, — dw,
dw 2w

e quindi la componente secondo la normale sara

[y 0% dy Loz /
P[Zw—(_&é'w -E—Yéw —I—A%) dw,
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da cui
[ ay az
o u Ju du
"H""""]' L dy dz
VEG —F2 | dv Qv Qv
oz oy 2z
Jw ow dw
ovVvero

L d(z, 9, 2)

1") = T - oo - ST TV e
(13) \/EG — F2 o(u, v, w)

-

Se si serive che questa ¢ soddisfa all’equazione’ del Cavimy

Hbu ’1’)12 ‘Pz‘z
(14) R I G | =0,

D D’ D
si ba la condizione perchd le superficie w == cost.t formino una famiglia di
Lami. K chiaro che, siccome ¢ contiene gid dalla (13) le derivate prime,
questa ¢ un’equazione alle derivate parziali terze.

In particolare se per variabili «, » prendiamo le z, 4 stesse, scrivendo

Pequazione della serie oot di superficie

o=z (0, Y ;w)
avremo nelle solite notazioni di monce (§ 83):

E=1+4+9p4 F=pg, G=1+¢

D == “’:if—:f:‘, 9 Dl = —¥,i*‘:' ——— D” = *T:ﬁ'j'i*’;
VL4 ¢ L+ 4 Vit

(11 P 512; . P 522( T

VT i@ 1Y Tt 1T I

(1 g ;124 _ q s 122 q

P2 T i+ 12l T Ik 2 T 4 g

(I11)
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Daltronde dalla (13) si ha subito

oz
Qw

o YTV

e sostituendo nell’equazione (14) del CAYLEY si ha

(o g jihod &4 312€3_4’ ey e (2219 p (2319 4
L1402z 121y oxdy [1Vaa 1210y ar l1ldz 1213y
; =0
L7 ; P4 , L+q
7 , $ , { |
che pei valori seritti dei simboli di CarisTovrrEL si semplifica nella
A T A
i dar 7 dzdy T P
| =0.
R A A
; » , S , 14
Serivendo per disteso si ha la formola
Vot 1 sl &8 oYy ey S8 2o parl &Y

nella quale, ponendo per ¢ il valore (15), risulta 'equazione alle derivate
parziali del 20 ordine sotto Ia forma che venne data da M. Livy. (*)

§ 526.

Famiglie di Lamé con un gruppo continuo G, di movimenti

o di trasformazoni conformi.

Applichiamo questi risultati generali alla ricerca delle superficie X che
generano una famiglia di Lamk quando siano assoggettate ad un gruppo
continuo ad un parametro di movimenti. Distinguiamo i due casi ben noti
che il guppo sia traslatorio, ovvero elicoidale (in particolare rotatorio).

(® Cf. Darsoux S. O. pag 83.
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a) Gruppo lraslatorio. Prendiamo l'asse delle z nel senso della trasla-

zione e 'equazione della serie «o* di superficie si potra serivere

z=2z(z,1) +w,

onde la (15) diventera semplicemente
(15) 4) e et

e sostituendo nella equazione (II) di M. Livy avremo un’equazione a de-
rivate parziali del terzo ordine di cui tutte le superficie integrali godranno
della proprieta richiesta. Questa equazione esprime soltanto che la distanza
normale infinitesima fra la superficie X e quella che ne risulta per trasla-
zione infinitesima nel senso Oz soddisfa all’equazione del CAYLEY.

Basta dunque che la circostanza voluta si presenti per la traslazione
infinitesima e la superficie X, assoggettata alla traslazione continua, gene-
rerd una famiglia di Lawmi. Se si considera poi che la traslazione conti-
nua che scambia fra loro le superficic delle seric muta anche le trajettovie
ortogonali in trajettorie ortogonali, risulta evidente che anche le superfi-
cie delle altre due serie nel sistema triplo ortogonale godranno della mede-
sima proprietd e saranno per ¢id altrettanti integrali della equazione del
30 ordine, (*) Si osserverd che i sistemi tripli ortogonali qui  considerati
sono an caso particolare, per n = 3, dei sistemi H traslatorii del § 5156 per
n qualunque.

Le singole superficic nel sistema traslatorio sono caratterizzate dalla
proprieta geometrica gia rilevata nella nota al § 515.

b) Gruppo elicoidale. Prendiamo pev asse Oz I'asse del movimento elicoi-
dale, di parametro . Se la superficie iniziale X ¢ la z = 2z (2 y), le equa-
zioni parametriche della serie ool generata nel movimento elicoidale sa-
ranno

T = &£ COS 1 —1f SCN 1w, ¥ = T SCN W -4 COS w, ¥ =2 |- mw
e prendendo nuovamente per parametri u, v le z, y stesse avremo

(*) Qui escludiamo il caso ovvio di superficie che striscino in sé medesime
per la traslazione, cio¢ di cilindri paralleli all’asse 0. .

FAMIGLIE DI LAME CON UN GRUPPO CONTINUO ECC. 703
[ cosw sen w P i
3(a,p,2) _| / _
a(u,—v’m—‘wsenw COS W q }—m~{—py»~qx,
—7 T m |
indi dalla (13)
V1 +p*+¢

T.e superficie cercate sono quindi tutte e sole le superficie integrali della
equazione del 3° ordine che si ottiene dalla (13), ove per ¢ si ponga il valore
dato dalla (16). Colle considerazioni medesime del caso precedente, si vede
che anche le altre due serie di superficie, completanti il sistema triplo or-
togonale, apparterranno alla medesima classe, a meno che il movimento

_elicoidale non le faccia strisciare in sé medesime, vale a dire siano elicoids

coassialy del medesimo passo Questo caso, non pilt ovvio come quello dei
cilindri in a), considereremo a parte nel § seguente.

¢) Gruppt G, conformi. Consideriamo pilt in generale una trasforma-
zione infinitesima conforme dello spazio sia

<fogol of .2
Xf=¢ .'4:"1—7‘8?/ Ca_".a’

dove dunque la Xf & composta linearmente, con coefficienti costanti, colle
10 trasformazioni infinitesime indipendenti generatrici del gruppo con-
forme Gy, (*).

(*) Queste sono le 6 generatrici del gruppo dei movimenti

a7 2y °f f_ °f °f__3f ,of __of

Qa 'y T2z Ty oz’ T oz dz7ox oy’
I’ omotetia infinitesima
[y, of 3
J : - % A
ur * ox !_‘7/9‘(/_{_792
e le altre tre
of , of of
22U - pz—@é , 2y U —p? Sy 2o U —p? 3n

(p* = x® -+ y? 4 2%).

Cf. Liz-eNGEL Theoric der Transformationsgruppen Bol. II. p. 459, Bol.
1I1. p. 237.
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Cerchiamo le superficie X che assocgettate al gruppo conforme G, ad un
parametro, generato dalla X{, deserivono una famiglia di Lawi. La distanza
normale infinitesima X fra, la superficic X ¢ la successiva si trova subito
data da

(17 b=0

dove &, 1, C sono le dette funzioni note di z, ¥, 2.

Introducendo questo valore di ¢ nella equazione (II1) di M. Livy, si
ha T'equazione a derivate parziali del 30 ordine caratteristica per queste
superficie £ (**). E, per le ragioni stesse addotte nei due casi particolari
precedenti, ¢ chiaro che anche le superficie delle altre due serie saranno
della stessa classe ovvero saranno conyiale in sé stesse dal gruppo Gi come
luoghi di «?! trajettorie del gruppo.

d) Che esistano in eftetto sistemi tripli ortogonali nei quali il gruppo con-
forme Gj fa strisciare ciascuna in s¢ le superficie di una delle tre serie,
mentre permuta fra loro quelle di ciascuna delle altre due, lo riconosciamo
subito nel modo seguente. Prendiamo una qualunque superficie S le cui li-
nee di curvatura di un sistema taglino ortogonalmente le trajettorie del
aoruppo Gy uscenti dai suoi puanti. Queste superficie S sono g¢li integrali di
an’equazione del secondo ovdine come si trova esprimendo che lungo le li-
nee di curvatura di un sistema di S deve essere verificata la condizione

Edw | dy - Cdz = 0,
ossia
da:dy =1 +490: —@E+p),

valori che introdotti nella equazione differenziale delle linee di enr-

(*#) Si pud osservare il caso particolare che si ottiene dalle superficie inte-
grali della equazione del 1.° ordine

Zdgr — &
(S (cost.i0),

Vit
In questo caso la famiglia di Lamk ¢ composta di superficie parallele e le
dette superficie godono d) della proprieta (caratteristica) che si passa da una
superficie della classe ad ogni sua parallela con una trasformazicne conforme
dello spazio.

FAMIGLIE DI LAMY CON UN GRUPPO CONTINUO ECC. 705

vatura (in coordinate cartesiane (I pag. 222) danno I'equazione del se-
condo ordine cercata :

(18) (4 qCR (L4 p®) s —p g7l (4 q8) E+ p &) {(L+¢®) r — (14 P2t} +
+E+pOpgt— (1 +¢»)s) = 0. (¥

Cio posto, prendiamo una tale superficie S e assoggettiamola al gruppo
continuo (v, di trasformazioni conformi. Siccome queste trasformazioni
conservano gli angoli e le linee di curvatura, ogni linea I' di seconda cur-
vatura di S genererd una superficie X che taglia le S ortogonalmente Iungo
linee di curvatura. La famiglia (S) & dunque in effetto, pel teorema di Dar-
BOUX, una famiglia di Lami, ed una delle tre serie, la (¥), & formata disu-
perficie che strisciano in s¢ medesime pel gruppo conforme Gy, come com-
poste ciascuna di trajettorie del gruppo.

"Osserviamo in fine che il sistema ciclico osculatore lungo una superfi-
cie X viene pure cangiato in sé medesimo dal gruppo conforme G, e si hanno
cosi sistemi tripli ortogonali ciclici della nostra classe.

§ H27T.

Famiglie elicoidali di Lamé. (*%)

Proseguiamo queste ultime ricerche pel cago ) di un gruppo G, elicoi-
dale, nel quale la famiglia (X) sard composta di elicoidi aventi a comune
Passe ed il passo. Risulta dalle nostre considerazioni che queste famiglie
elicoidali di Lawmi: dipendono da un’ equazione del 20 ordine ¢ contengono
due funzioni arbitrarie. Sopra abbiamo gid dato una prima forma a que-
sta equazione del 20 ordine, la (18) ove si ponga & =y, 1 = — 2, { =— m,
ma giova anche ricercare direttamente la legge di variazione del profilo
meridiano dell’elicoide nella tamiglia di Lami. Per questo seriviamo le e-

quazioni parametriche dell’elicoide variabile nella famiglia

= pCosw, Y=psenw, z =1 (P, ’10) ‘l‘* m U)) ,

(*) Dalla dimostrazione seguente risulta altresi che gli integrali di questa
equazione del secondo ordine sono integrali particolari dell’ equazione del terzo
ordine.

(¥#) Cf. la memoria dell’A. nel T. XIII. Serie IL.* degli Annali di mate-
matica (1885).
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dove 1 ¢ il parametro che individua le singole elicoidi e © (p,w) indica una
funzione di p, w.
Per I'elemento lineare dell’elicoide in coordinate p, » abbiamo

Vwp\2 Y rr
E=1 F(S’Z) F=m;—;, G=p*+m*,

onde

viG—T= \/o e (32

D’altra parte si ha
d(w,1y,2) O

o, w)  Pow

e quindi dalla (13)
0¥
(19) b N

valore che dobbiamo sostituire nell’equazione del CavLEY per esprimere
che la famiglia elicoidale & di Lani.

Ma ora si osservi che il valore (19) di ¢ non contiene w e basta quindi
calcolare i simboli

(11 112) (22

(1 01y 1y
che hanno i valori:
v R S
1y "23; 3‘2 12 _,,,,,,,,m‘i;j;ui
1 p?+m2+p2(g~§)w ! ¢kt (3]
;22( _ (p? —!—Wm2)
s p* + w4 gt @,{j

mentre D, D', D" risultano proporzionali a

Fo 2 99
P '

FAMIGLIE ELICOIDALI DI LAME 707

Sostituendo nel determinante dell’equazione del CAYLEY, con una ri-
duzione evidente, risulta ’equazione (*):

.00 yp o\
IR S _ T
#e "apap P[lJr(ap” o9

et T, L9y Tdp’
-_{_7”2_}_2(_‘_)
p “ 5%
ovvero
I L S O B S Ch Y
3o Wy, T gl +"(ap<

Integrando risulta

0¢ _ e e 2@3)2
Herw /e e e 3,

con F (w) funzione di w. Escludiamo il caso F (w) = 0, che conduce evi-
dentemente al caso ovvio di elicoidi paralleli, e senza alterare la genera-
lita, disponendo del parametro w, potremo fare F (w) = 1, e la precedente
diventa per la (19)

o
p 25
] 0 dw - / 5
([V) dp S PRC) = / p2 -+ m2 -+ p? <a_(E) .
op / 0 o (O 30
Ve rm b (5—9

Questa ¢ I'equazione del 20 ordine che determina la legge di variazione
del profilo meridiano nelle elicoidi della famiglia di Lawmk.

Jome esempio notevole cerchiamo se la famiglia pud constare di elicoidi
congruenti per traslazione lungo I'asse (o cid che & lo stesso per rotazione
attorno all’asse). Dovremo porre allora

¢ (p, w) = v (p) + [ (w)

e la (4) che diventa

(i)~ Vo T TR

d
"(w) - —
e Heet ()

wp

(*) Si osservi perd che se le superficie clicoidali si riducono a superficie di

rotazione, per essere m =0, |'equazione del CavLmeY risulta identicamente
soddisfatta (Cf. pit oltre § 531)-
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dimostra che f’ (w) & necessariamente una costante k (non nulla) ¢ dob-
biamo avere

1
= — = cost.t

1 d o
\/pZ + /',/n2 '_f.__p_'g-(-?_’é (b} d g <VP2 »-‘— 77’12 "!_ Pz '7’;,2 (P)> h

Ma il primo membro esprime la curvatura della superficie elicoidale,
onde il risultato :

Le elicoidi che per volazione attorno all’asse generano una famiglia da
Lawmis sono tutte e sole le elicoidi di curvatura costande.

Ritorneremo nel prossimo Capitolo su questi notevoli sistemi tripli or-
togonali dimostrando che anche le altre due serie constano di elicoidi a
curvatura costante (V. § 549).

§ H2s.

Soluzioni permanenti dell’equazione del Cayley.

In generale osserveremo ancora che le famiglie elicoidali di Lawik si
connettono col problema seguente :

Quali sono le superficie che posseggono una soluzione @ (non costante) del-
Pequazione del CAYLEY permanente tn tutte le flession ?

Se si ha riguardo al significato dell’equazione del CAYLEY per la deter-
minazione dei sistemi ciclici ortogonali ad una data superficie, si pud
anche enunciare il problema sotto quest’altra forma :

In quali casi un sistema ciclico di circoli novimali ad una superficie, le-
gato imvariabilmente alla superficie, rimane ciclico vn tutte le deformazions du
questa ?

Dovendo I’equazione del CAYLEY

-ty D12 De

D o G| =0
D D D

|
|
\
i

essere soddisfatta in tutte le flessioni, come relazione lineare in D, D', D,
~dovra ridursi ad un’identitd (Cf. § 318). La questione si riconduce quindi
alla ricerca di quelle forme del ds? per le quali esiste una funzione ¢ che sod-

disfa alle proporzioni

=
=

S
p]

ot et oy =1

>

SOLUZIONI PERMANENTI DELL’ EQUAZIONE ECC. 709

e si risolve subito eol procedimento stesso usato al citato paragrafo (pag. 109).
Prendasi un sistema coordinato ortogonale (u, ») di cui le linee u = cost.te
coincidano colle & = cost.'*, onde sard T = 0, & — & (w), e le proporzioni
superiori si riducono alle condizioni seguenti :

D b 129G
g% T vo_ 1 ow
(19%) dw 0, o’ 2Gou

Scegliendo convenientemente i parametri u#, » possiamo fare

VE =1 VG = o(u)'=r,

nel qual caso si soddisfa, per le (19%), alle condizioni richieste prendendo

b = [7(7%

Dunque : Le superficie richieste somo tulte e sole quelle applicabili sopra
superficie di retazione con

ds? = du? - »2 dv?,
e la soluzione permanente dell’ equazione del CAYLEY ¢é dala da

b= [ * du.

Tn questo caso i circoli del sistema ciclico hanno raggio invariabile
lungo le deformate dei paralleli e le traccie deiloro piani sui piani tangenti
sono le tangenti alle deformate dei meridiani. Per ¢i0 i circoli stessi sono
traceiati nei piani tangenti della superficie complementare e questa circo-
stanza, ricordando il teorema generale di Risaucour al § 359, rende ora
evidente che il sistema rimane ciclico in qualunque deformazione.

Se applichiamo questi risultati al caso in cui la superficie ¥ assuma la
forma elicoidale e sulla normale a ¥ riportiamo il segmento infinitesimo
s P ( h = / 7 du) , ¢he & costante lungo le eliche, la superficie ¥’ luogo degli
estremi sard pure elicoidale, ed essendo soddisfatta I'equazione del Cay-
LEY, sard successiva a X in una famiglia di Lawmi. Procedendo sopra %’ nel
medesimo modo, e cost di sequito, si viene a generare, per costruzione
infinitesimale, le famiglie elicoidali di Lami sopra studiate,
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§ 529.

Elementi caratteristici dei sistemi tripli ortogonali secondo Darboux.

Ritornando alla teoria generale, veniamo ora ad occuparci di una bella
proposizione stabilita dal DarBoux, che fissa nel modo pilt espressivo
il grado d’arbitrarietd dei sistemi tripli ortogonali. (*) La proposizione
si enuncia.

Esiste wno ed un solo sistema lriplo orlogonale che comprende lre
superficie dale ad arbitrio, una per ciascuna famiglia, purché queste s
taglino oriogonalmente in un punio e (conformemente al teorema dv DupiN)
lungo linee di curvatura. ‘

Aggiungiamo perd subito che, nel caso eccezionale in cui qualcuna
delle tre superficie date si riducesse ad un piano o ad una sfera, converrebbe
fissare, in modo del resto arbitrario, il sistema doppio ortogonale di linee
da riguardarsi come quello delle linee di curvatura.

@) La parte del teorema che si riferisce all’unieitd del sistema si di-
mostra facilmente colle considerazioni seguenti. Siano X, X, Xy le tre su-
perficie iniziali soddisfacenti alle condizioni enunciate, e per maggiore chia-
rezza scegliamo a parametri u,, u,, u; gli archi delle tre curve coordinate
C,, Cy, C; secondo cui si segano X, £,, ¥; misurati a partire dal punto O
ove si incerociano, e siano u, = 0, u, = 0, us = 0 le tre rispettive super-
ficie. Noi conosciamo per u;= 0 le funzioni di u,, u, cui si riducono H,,
H,; quindi anche
H, 1 oH,
w T,

1
Blzzﬁ per u; = 0;

Q)i (e

similmente
H,, Hy, B, B per u, =0

H,, H, , @31, Bis per U, =0,

Se ora delle equazioni a cui debbono soddisfare le rotazioni ,, pren-

. . 98; . .
diamo quelle del primo gruppo 9%]{ = B,;, Bix, 0 scritte per disteso :
12

(*) Darsoux S. O. pag. 386 s. s.

ELEMENTI CARATTERISTICI ECC. 711
J B - OB 9P
5 us = B B du, Bar Bis duy Bse Ba
0 e 9 Pse of
a“u‘; = 323 @31 s 2 ,;3 = ?‘12 s rlz = ﬁm Bes

queste formano un sistema del tipo A) § 500, e quindi dai valori iniziali
preseritti restano individuati i valori delle 6 rotazioni {#,, per tutts + va-
lort di w,, Uy, us. Ma allora le equazioni per le H,

* a,H‘ =5 H 9H1 =By H
du, Mgy s
9H2 — p H * 6152 — @ H
RN o Q Uy wo
oM, o g
‘ aul — 1 322_ 23 2

formano alla loro volta un sistema A) e dalle condizioni iniziali H, = 1
per uy = uy; =0, Hy=1 per uy =u, =0, Hy =1 per u, = u, =0,
restano individuate le H,, H,, H; per tutti i valori di ], u,, us. Il sistema
triplo ortogonale, supposto esistente, & dunque certamente unico, c. d." d.

b) La dimostrazione rigorosa del teorema d’esistenza richiede l'uso. di
ulteriori proprietd relative alle equazioni per le rotazioni del secondo gruppo
(DarBOUX L. ¢). Qui ¢i limitiamo ad illustrare il procedimento colle seguenti
considerazioni infinitesimali. Se cerchiamo di passare dalla superficic
data X, alla successiva X'; nella famiglia e indichiamo con e la distanza
normale infinitesima fra ¥, ¥';, la funzione ineognita ¢ dovra soddisfare
all’equazione (I) del Cayrey. E siccome i dati del problema fissano i valori
di ¢ lungo le caratteristiche (u,, u,), esistera una ed una sola funzione ¢
soddisfacente. La superficie ¥, luogo dei termini dei segmenti normali e ¢,
viene ora a tagliare ortogonalmente le due X¥,, X, lungo le due successive
linee di curvatura e si trova quindi, rispetto a X,, X; nelle medesime condi-
zioni come prima X,. Per la medesima ragione la X/, determinera una terza
superficie successiva X, nella famiglia, e cosi via. Ammessa la convergenza
del processo, la serie (X)), cssendo soddisfatta 'equazione del CavLEY, sard
una famiglia di Lauf, e due superficie delle altre due serie saranno appunto
le X, X, prescritte.
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introducendovi i valori (20) per le X,, Y,, Z;, danno manifestamente tre
N equazioni a derivate parziali del te ordine per le tre funzioni incognite
3 630 2,0, 0 ¢ queste sono le equazioni del problema.
Le tre equazioni del 1°. ordine di Bonnet per gli angoli d’Eulero. Formiamo queste equazioni nel modo pitt semplice (BonniT) assumendo
come variabili indipendenti i parametri w,, u,, u, del sistema triplo orto-
Si ¢ gia esposto il metodo di Darsoux, che riduce la ricerca dei sistemi gonale, cioe oli integrali delle equazioni (21). Calcolando in primo luogo
tripli- ortogonali ad un’equazione del 3° ordine a cui soddisfa il parametro le rotazioni §,, dalle formole
w di una famiglia di Lame. 1237,
La riduzione ad un’equazione del 3° ordine era gia stata ottenuta an- (22) -

7o Uy,
teriormente da O-BonNEgT, (*)in un modo del tutto diverso che ora andiamo

ad esporre, e che conduce dapprima a tre semplici equazioni del 1° ordine
per tre funzioni incognite, i tre angoli d’EULERoO.

troviamo per le (20)

2 2 2
o o d 26
. . . [ S 0w ot A — 1 A R
Esponiamo dapprima il metodo sotto la forma seguente che permette fo=—y5 —tgpcoth duy’ T du cot ¢ cot 6 du,
di formare direttamente le tre equazioni indicate, senza ricorrere alle pro- ;
s oo e . . v b 1 296
prietd note dei sistemi tripli ortogonali. (22%) By=ocoszlgb " +seny—, [y =-—-—
° ¥ T du T ou, sen ¢ 3 u
Supposto di avere un qualunque sistema triplo ortogonale, in ogni i ' :
, i T 4 ne mali e dw 26 1 96
punto (z, y, 2) de?lo spazio avremo il triedro principale delle normali, i cui B = SO0 9 lg 05 — €08 % ) By o= o o
nove coseni di direzione Uy oy €08 7 Jutg

(Xia Yi: y‘:)
Esprimendo ora che alle stesse relazioni (22) soddisfano le X, Y, tro-
potremo esprimere per i tre angoli d’Kusro o, 6, 4, p. ¢ colle formole viamo le tre equazioni del Bonngr

del quadro seguente :

. R cot cd6 0 lye 06 24 L de
(V) L A A U SN SN 1
o 3 ’ 7 o U L - - 2 J Nas ’
S X, ==congeosy —senzeosbsend, Y, ==——coszseng—sengcoshcosy, 7, —=sengsent o, sen 83w, " du,  senbdu,  du, €05 6 Ju,
20) ¢ X,==senreos o -b-cosecosisens, Yo==- sencsend |-cosocosfeosd, Z,== - coso send S
(20) ( ? pOvs |- cost Po Yarmo SONERONG 008G vy ' che rappresentano tutte le condizioni del problema.
—q g | Ve e Yo 0 F - . . . . . 1« . . \
Xy= sen fsen ¢ 2 Yy==sen  cos ¢ , L= C0s 0 La riduzione di questo sistema ad un’equazione del 39 ordine si pud
. Lo . . . effettuare assumendo per variabili indipendenti ¢, u,, u, ed i i
Pensiamo ¢, 6, & come funzioni incognite di .z, 2z ¢ noi avremo le a a.s ) ! ] mndip %, t, 4, ed immaginando
. s . . . . ‘- . N . r, 3 ssa 1 ) 1este
condizioni necessarie e sufficienit a cui debbhono soddisfare, esprimendo espressa in funzione di queste

che sono illimitatamente integrabili le tre equazioni ai differenziali totali F (&, sy 10y)
. L = o 2
: 7y Wiy Uy).

21 Xiode +-Y,dy &7, dz =0 (2=1,2,3). . . . N
(21) f Yo ( ) Allora se si trae 6 dall’ultima che da

Le tre equazioni che ne risultano

086 == glp
aYL 3ZZ - aZ, aXZ r a-X1 aYl .
N AR S2) T Y " 3a) =

¢ si sostituisce nelle prime due, la condizione d’integrabilitd da un’ equa-
™ C ’ tos Rendus 6. 54 (1862) zione del 3° ordine per f (*).
*) Comptes Rendus t. 362).

(*) Darsoux L. ¢. p. 409.
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Dalle (V) si pud ritornare al sistema . del primo ordine nelle variabili
z, Y, 2 indicato da principio, osservando che si ha

C op

+Yia7/+zia‘;>.

Q¢ 1/, ¢
S, H (K 3o

e analogamente per 6, ¢. Sostituendo nelle (V), restano eliminate le H;,
e si hanno le equazioni del 1° ordine richieste.

§ 531.

Famiglie di Lamé di piani o sfere e di superficie di rotazione.

Dopo queste generalitd sui sistemi tripli ortogonali passiamo a trattare
di alcune classi pitt semplici e notevoli di famiglie di Lani.

@) 1 piani e le sfere, come superficie a linee di curvatura indeterminate,
godono della proprietd che qualunque loro' famiglia co' ¢ una famiglia di
Lawmi. Analiticamente questo segue subito p. e dall’equazione (ITII) di M.
Livy, che sirisolve in un’identita (annullandosi i tre coefficienti) qualun-
que sia ¢, quando le superficie sono piani o sfere. (*)

Geometricamente risulta dal considerare che se sopra una sfera (o piano)
iniziale della famiglia si traccia una linea arbitraria L, quelle trajettorie
ortogonali che escono dai punti di I formano una superficie X che da tutte
le sfere (piani) viene tagliata ortogonalmente e quindilungo linee di cur-
vatura ; ne segue che fracciando ad arbitrio sopra una sfera iniziale un
doppio sistema ortogonale di linee (L), (1) le due serie di superficie (X),(X’)
corrispondenti, insieme alle sfere, formano un sistema triplo ortogonale.
Dunque : Ogni famiglia o' di sfere o piani é, in infinits modi, una famaiglia
dr Lawk,

Al Cap. T (8§ 24,25) abbiamo esposto i risultati di DarBoux relativi
all> trajettorie ortogonali di una famiglia di sfere e abbiamo dimostrato
che queste famiglie, insieme alle loro trajettorie ortogonali, si hanno con
quadrature. Bastano quindi quadrature per ottenere tutti i sistemi tripli
ortogonali che contengono una famiglia di sfere. (**)

(*) Oppure si osscrvi che I’ equazione (I*) del Cavrry & un’identitd, le due
ultime linee del determinante essendo proporzionali.

(**) Per ulteriori sviluppi V.! Darsoux S. O. Livre I. Chap. II.
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Ricordiamo anche (I pag. 60) che la corrispondenza segnata sulle sfere
dalle loro trajettorie ortogonali ¢ una corrispondenza conforme (un’affinita
circolare). Tale proprieta & caratteristica delle famiglie di sfere (o piani),
ciod: Se sopra le superficie di un sistema o' le trajetlorie ortogonali segnano
una corrispondenza conforme, le superfisie sono sfere o prans.

Questa ¢ una conseguenza immediata delle formole (II) § 523 della
prima linea, poiche in tale ipotesi deve essere

JE 9F 9G
dw  dw

cioe
E:F:G=D:D":D",

proporzione che sussiste solo per le sfere.

Geometricamente risulta dal considerare che se si ha una famiglia {X)
di superficie dotata della proprieta supposta, e sopra una di esse ¥ si frac-
cia un qualunque doppio sistema ortogonale di linee (L', L") le superficie
¥, Y luogo delle trajettorie ortogonali uscenti dai punti delle L', I com-
pletano con () un sistema triplo ortogonale. Pel teorema di Dupin, le
linee [/, I.” sono dunque linee di curvatura di X, onde questa superficie,
avendo linee di curvatura indeterminate, ¢ una sfera (o un piano).

) Consideriamo ora il caso particolare in cui la famiglia di Lami si ri-
duce ad un fascio di piani. In tal caso, tracciamo sopra uno dei piani un
sistema doppio ortogonale arbitrario di curve (I, .”), ed il sistema triplo or-
togonale sard composto: 10 dai piani del fascio, 20 dai due sistemi %/X7
di superficie di rotazione attorno all'asse del fascio aventi per ecurve
meridiane le curve assegnate L', L.

Ricerchiamo se ¢ questo il pilt generale sistema triplo - ortogonale con-
tenente una famiglia di superficie di rotazione, escluso il caso ovvio di sfere
gia sopra considerato. Supponiamo dunque che nel sistema triplo ortogo-
nale definito da

ds? = H} du? - H2 did + HE du ,
le superficie p. e. del sistema u,= cost.t® siano superficie di rotazione e le
curve (u;) ne siano i meridiani. Poicht queste sono geodetiche avremo

a 1_11
s O
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indi B; = 0. Ora dalla

OB = O Ba

d Uy 32 P2l
segue che avremo insieme
a’) 1831 =0 ) @32 = ()
0VVero
b) Ba=0, fFp = 0.

Nel caso ), dalle formole fondamentali (2) pag. 687 abbiamo

1 1
Se=0, —=0
5 T2
e le superficie u;= cost.t (avendo nulle le due curvature principali) sono
piani, e cioé i piani delle curve meridiane delle superficie di rotazione
us= cost.te, le quali hanno per conseguenza il medesimo asse. Ed allora anche
le u, = cost.te, sono superficie di rotazione, e siamo nel easo sopra consi-
derato.
Notiamo poi che nel caso attuale, avendosi per le a)
JoH, oH,
du = au, =0
J U 0 Us
i coefficienti H,, H, sono indipendenti da u;. Ma anche le curvature prin-
cipali
1 1 @H, 11 °H,
75 HyHsQuy, * 1y  H H; du’
come curvature dei meridiani (u,) nelle superficie u,=cost.t, u,= cost.be
sono indipendenti da wu;, per cid anche

2log Hy 3 log H,

Qs D,
Dunque H; ha la forma
Hy = ¢ (us) . f (w1, ),

e cangiando il parametro u; si puo fare anche H, indipendente da u,. Cosi

LE TRE EQUAZIONI DEL PRIMO ORDINE ECE. 17
il ds? ha la forma

ds? = T} dui + H3 du} - H3 dus,

con H,, H,, H; indipendenti da u;; e viceversa ¢ immediato che se H,,
H,, H; non contengono u,, il sistema triplo ¢ della specie considerata.
Resta da esaminare il secondo caso b) ove abbiamo

2 H, oH,
ER e P

ed H, essendo indipendente da wu, si pud fare senz’altro H, = 1. Qui ave-

vendosi é— = 0 le linee (u,) sono rette e le superficie v, = cost.t* sono paral-
1

lele, indi gli altri due sistemi di sviluppabili; onde le u,=cost.te essendo
per ipotesi di rotazione, saranno o ciindri o coni circolari retti. Nel primo
caso le u,=cost.!* sono manifestamente piani paralleli, nel secondo super-
ficie parallele a linee di curvatura cireolari. Viceversa si vede subito che
qualunque sistema oo! di cilindri cireolari retti a generatrici parallele, o di
coni circolari retti i cui assi siano le tangenti della curva luogo dei vertici
¢ una famiclia di LamE Questi due, ed il caso di una famiglia (qualunque)
di sfere, sono gli unici casi di famiglie di LaMik costituite da superficie
di rotazione non aventi lo stesso asse.

§ 532.

I sistemi tripli ciclici ortogonali.

Una classe importante di sistemi tripli ortogonali & quella dei sistemi
ciclici di RiBaucour, gid studiati al Cap. XXI. Ivi abbiamo dimostrato
(Cf. § 360) che ogni sistema ciclicc da lnogo ad un sistema triplo ortogonale,
ossia: ogni sistema o di superficie le cun trajettorie orlogonali siuno cireols
¢ una famaglio di Lami., (%)

Alla considerazione di questi sistemi accresce importanza il risultato
di RiBaucour (§ 522), secondo il quale a qualunque sistema triplo di su-

(*) Nel caso in cui i cireoli degenerano in rette abbiamo il caso limite di
guperficie parallele.




718 CAPITOLO XXIX. — §. 532

perficie ortogonali sono coordinati infiniti sistemi ciclici osculatori, da ri-
guardarsi quindi come sistemi elementari.

Andiamo ora a ricercare la forma che prende il ds® dello spazio, riferito
ad un sistema triplo ciclico ortogonale. In questo converrd tenere sepa-
rati dagli altri gli elementi che si riferiscono all'immagine sferica della con-
gruenza degli assi dei circoli, secondo le formole del § 363, Mantenendo le
notazioni di questo paragrafo, per le coordinate &, =, ¢ di un punto mo-
bile sopra una delle superficie normali ai circoli abbiamo

(23) € =u -+ psenos (X, cost - X,sen )+ pcoso X,
colle analoghe per 7, {. Ricordiamo che in queste formole ¢ indica Ta solu-
zione generale della equazione ai differenziali totali (36) pag. 249

(24) dt = ?\/Etg cos(! }—wH—As du — \/th cos (t—w) -~ B} dv,

che contiene una costante arbitraria da riguardarsi come terza variabile,
che indicheremo con w. Le altre quantita

E: G" w, 0, P

o E (12
= T VGt

/ 2‘
+\/E( sen 2

sono tutte funzioni delle due sole variabili u, v, e le formole (23) esprimono
le coordinate (&, 1, {) di un punto mobile nello spazio in funzione di tre
parametri (u, v, w) che sappiamo gid appartenere ad un sistema triplo
ortogonale. Questo confermiamo ora caleolando direttamente in coordinate
(u, v, w) il ds? dello spazio

sen 2 o

ds® = d& + dn* 4 dt2

Se deriviamo le (23) rapporto ad u, v, w colle formole del §368 e § 307
ponendo per brevita

2co86 H‘l
" 1-cos 5 1 2§

1

. op Tt O o
\ L= 5 VEty 5 sen (ltw).p- v
(25) ) cos 5
/ M=:" + \/(xcotg—ben (t—0).p—"

V12
l——c%c?l
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troviamo

/1 9E .

3y = Seno L(Xycost +Xysent) 4 (cose +1)L X,

o o
(26) A sen 6 M (X, cos ¢ + X,sen ) +cos o —1) M X,

/ ) ot

| é—i-_sencspq (— X, sen t 4 X, cos {).

Da queste formole risultano subito le identita

9€3¢ (0808 ) q98098
dudw P Pdwdw " Vavdw

le quali pongono in evidenza il sistema triplo ortogonale (u, v, w). E se in-
dichiamo con

ds® = b} d:2 - b3 do? - b dw?

I’elemento lineare dello spazio, pei valori di h,, s, ks ne deduciamo :

G G o1
27) 1=2cos§.L, h2=2sené—.M, hazpsenc%},
formole che raggiungono lo scopo prefisso.
Tmporta altresi calcolare i valori delle 6 rotazioni j,,, nella qual cosa,
tenendo conto delle formole del § 368, si trova :

/ B = \/G sen (t T u)) Z\ COt , Pa=— \/E sen(t+m)_ 3192: tg -

5 ot E cos (¢

Bl:} - Sen ’:2{ a_:(j} P B:ﬂ [ Jp— l/._._k(?._.§,(,o,t_g)._)
(28) cos
2

s ot Geos (t—w

Bay = €OS 9 aw , By = L__Lw_)
\ sen -

Si osservi che questi valori delle rotazioni nel sistema ciclico sono af-
fatto indipendenti da p, cioe¢ dalla soluzione scelta della equazion di
Larrace a cui soddisfa p (la (32) pag. 248), cio che si interpreta nel
teorema :
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Tutty v sistems ciclici aventt a comune Uimmagine sferiea delle swiluppa-
bl per la congruenza degli assi dev circols sono trasformati di- Combescure
Puno dell’altro.

La stessa cosa segue anche dalle formole (26) le quali danno pei coseni

di direzione X,, Y,, Z, del triedro principale :
= (e} - [ J—
X, = sen 3 (X, cos t- X, sen 1) 4- cos -~ X,

X, = cos ;i (X, cos {- X, sen {)— sen ° X,

\ Xy = — X ;sen? 4 X, co08 ¢,

formole che non contengono p.

§ 533.
Famiglie di Lamé a trajettorie ortogonali piane.

Se ad un sistema triplo ciclico ortogonale applhehiamo una qualunque
trasformazione di CoMBESCURE (§ 502), nel sistenia derivato le linee coor-
dinate (w) saranno manifestamente curve piane. Ma & anche facile dimo-
strare inversamente che si ottengono tutte le famiglie di Lami a trajetto-
rie ortogonali piane applicando le trasformazioni di COMBESCURE alsistemi
ciclici. Suppongasi infatti che nel sistema triplo ortogonale (u, v, «) le li-
nee (w) siano piane. Consideriamo una qualunque superficie w==cost.'®
del terzo sistema ed il sistema ciclico osculatore lungo di essa, secondo il
teorema di RiBaucour (§ 522). Le superficie a linee di curvatura circolari
del sistema ciclico hanno le stesse immagini sferiche delle linee di curva-
tura delle superficie u=cost.te, v=cost.!* nel sistema ti‘iplo dato (u, v, w),
col quale il sistema ciclico viene quindi ad avere I'immagine sferica a co-
mune. Dunque : Se in un sistema triplo orlogonale (u, v, w) le curve (w) sono
piane, 1 sistemi ciclict osculators lungo le superficie w=cost.'® derivano da
questo sistema triplo con lrasformazione di COMBESCURE.

Ora andiamo a dimostrare che I'integrazione del sistema differenziale
per le trasformazioni di COMBESCURE si riduce, nel caso dei sistemi ciclici,
all'unica equazione di LAPLACE in p, e la 1icerca delle famiglie di LaAmi
trajettoric ortogonali piane, con un assegnato sistema ciclico osculatore,
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si risolve conseguentemente per quadrature. Sappiamo che la ricerca dei
sistemi tripli, ortogonali, con assegnate rotazioni, si riduce in generale all’in-
tegrazione del sistema seguente :

. oH JH
\ * 57]}‘:@21 H,, 5‘;{;:(331 H,
°H, _ " oH, _
‘/»é—u_“[al?Hlp mmﬁasz
JH., oH., .
5"&}:@13 I, v == fiy; H, *

ovvero anche del sistema del secondo ordine nell’ unica funzione incogni-

ta H,:
* H, Bra Bas oH, Bor s °H,

dudw Bis du Bos QW

82H3 . 1 Cpl‘;aHg
Sudew = i dwn T o fuHe

?il,{} ___ i a?‘zs aH;, o
dQvow Bas dw v —+ B2s Bae Hs

Ora, considerando che a questo sistema soddisfa

h, = psen 6 —
P Quw’

siamo condotti a sostituire alla funzione incognita H, P'altra R ponendo

H, = Rsens ‘?i
dw

e le equazioni precedenti si mutano allora per la R = R (u, v, w) nel si-

stema :
®R | (12)3R | (1213R | 3 |12/ 12,
(Qg)a@[éﬁu\au Tlovan ’c)'usf +0082"’\/FGR 0
/ *R i 2056 )1‘)( R
sy VT VEG g sen (t0) =70 oo ) 5
*R 2coss (12] OR
s =1 Vaeotgsen t—w) +— Lo L S0

46
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Ma le ultime due possono anche scriversi

O ger PR 2 g, (senca_i)
ou 8w) = " ou' Qw
al OR) _ —aflo (sencsa—t
30 \gw) T T a0 aw)’
e integrate danno
R _ W
dw ot ’
Sen 6 ~—
ow

dove W indica una funzione arbitraria di w.
Integrando rispetto a w p. e da w = 0, abbiamo

1 W dw
_ - — —_— !
(31) s | 3t TR,
0w

dove ¢ (u, v,) & una funzione di w, v, da determinarsiin guisa che R sod-
disfi all’equazione (29) di Laprace. Ma si verifica subito che la funzione

1 e

ol
sen o 1—

dw

& una soluzione della (29), e poiche i coefficienti di questa equazione (li-
neare omogenea) non contengono w, vi soddisfa quindi anche

1 w W dw
senc/ ot )
J 0 aw

Cosi dunque, nella (31), la ¢ (u, v) pud essere una qualunque soluzione
della equazione (29) di LarracE da cui dipende la ricerca delle congruenze
cicliche aventi per immagine sferica delle sviluppabili le linee (u, v).

Ora se in particolare prendiamo ¢ (u, v) = p, la (31) definird una fami-
glia di Lamb a trajettorie ortogonali piane, che avra a sistema ciclico o-
sculatore lungo la superficie w = 0 precisamente il sistema dato e la pre-
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senza della funzione arbitraria W di w ci permettera di dare ad una delle
trajettorie piane una forma prefissata ad arbitrio. (*).

§ 534.

Sistema triplo di quadriche omofocali e coordinate ellittiche.

Uno dei pitt semplici ed importanti sistemi tripli ortogonali & quello
delle quadriche omofocali, che da luogo alle coordinate ellittiche, intro-
dotte nell’analisi da Lamk.

Consideriamo il sistema di quadriche a centro confocali definito dal-
I’ equazione

2 a 22

(32) -+ b2 +

a? -y +u c2+u=1’

dove u indica un parametro variabile e a?, b?, ¢* sono costanti, che suppor-
remo ordinate per grandezza decrescente :

a? > b > 2

La quadrica (32) & reale soltanto finche w giace nell’intervallo (—a?+o)
e precisamente ‘essa &

un ellissoide . .. ....... 86 - o >y Tm - B
un iperboloide a una falda » -~ ¢ > u > - b?
un iperboloide a due falde » — 6 > u > -~ a%

Per u=o si ha una sfera di raggio infinito, e decrescendo u fino a —c?,
I'asse minore V¢ 4-u dell’ ellissoide va sempre e continuamente dimi-
nuendo ed al limite per u = — ¢2 Pellissoide si riduce a coprire due volte
la porzione di piano zy interna all’ellisse focale

X2 y?

d2~cz'f"ba;cz=1'

(*) V.U per maggiori sviluppi la memoria dell’ A. nel Tomo XIV. serie II.2
degli Annali di matematica (1891), ¢ Darnoux Legons IVéme, Partie n. 971,
972, dove viene assegnata una notevole costruzione geometrica di questi sistemi
per mezzo di una sviluppabile isotropa.
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Appena u ha, descrescendo, oltrepassato —c% la quadriea & un iper-
boloide ad una falda, e se si pone

p— 2.
U= —(t-—eg,

con ¢ positivo, poi si fa tendere  a zero, si riconosce che, per ¢ = 0, I'i-
perboloide si riduce alla regione di piano zy esterna all’ellisse focale ; que-
sta ellisse forma dunque il passaggio dalla serie degli ellissoidi a quella
degli iperboloidi ad una falda. Tn modo simile si vede che il passaggio da
quest’ultima serie a quella degli iperboloidi a due falde avviene attraverso
all’iperbola focale

2 22

ey el it B 1, mnel piano zz.

Per ogni punto (&, 1, ) dello spazio passano tre quadriche del sistema
(32), .corrispondenti ai tre valori di « radici dell’equazione di terzo grado:

F) = @ +u) (# +0) (@ +w) — B+ u) (@ +u) &
— (4 w) (@) — (@ u) () ¢ = 0,
e siccome
f(+2)>0, f(-—&) <0, [(—=8) >0, [(—a*)<0,
vediamo che in ciascuno dei tre intervalli
(+o, —&), (— & — ), (— 17 —a?)

giace una radice. Queste sono adunque tutte tre reali, e indicandole rispet-
tivamente con w,, u,, u;, le tre quadriche corrispondenti della serie, pas-
santi per (§, v, {), avranno le equazioni :

2 o 22
o P, e
) x2 2 22
%) 2ﬁ;u*wtub+g+%—*
22 22
b Tt Tare =

SISTEMA TRIPLO DI QUADRICHE OMOFOCALI ECC. 725

e saranno la prima un ellissoide, la seconda un iperboloide ad una falda,
la terza un iperboloide a due falde.

Ora possiamo definire Ia posizione di un punto P = (z, y, 2) dello spa-
zio per mezzo dei tre parametri u,,u,, u; delle tre quadriche del sistema (32)
che vi passano ; queste diconsi (Lami) le coordinate ellittiche del punto
e sono legate alle cartesiane (z, y, 2) dalle formole (33).

Per caleolare il ds? dello spazio in coordinate ellittiche, cominciamo dal
risolvere le (33) rispetto a .2, 4% 2%, ¢id che si fa nel modo piu semplice os-
servando che, dall’essere 1, u,, u; le radici dell’equazione

22 2 2

@ fu TRy e a0

segue che si ha identicamente, qualunque sia u :

72 7.]2 22

@ fu Ly

L P (wy — u) (Us — u) (us — u)

(34) A -u (@ +u) (B +u) (& +w "

Moltiplicando dalle due parti per

(@2 4 u) (B + u) (& 4+ u),
indi facendo sueccessivamente
U = —a? — b - &,

si ottiene per le formole cercate :

P4 uy) (6% + us) (0° + ug (B ) (B + us) (P + us
(3D) #*= @ t;: _)_(abz) (0; .)_;iZ) . )’ yr=" (;;2)_(_ 2) (zf;_)_( a?) . )’
(c® -+ uy) (@ 4 w,) (2 -+ ug) ‘

22
(- a?) (¢ — b?)

Da queste, derivate logaritmicamente rispetto ad u,, u,, us;, seguono
le altre

2z 1 =z oy 1
(36) — =75 =35

Y de 1 = _1.9.3
du;, 2 a?tu; ’ du, ¢ »2,3)

P, w2 dga, O
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e dalle (33), sottratte due a due, risulta per le superiori

dx dx dax dz
LY O e =
Sauza% 0, Sausau, Vs Sau,’c’m 0,
le quali confermano trattarsi di un sistema triplo ortogonale.
In fine, derivando la (34) rapporto ad u, e ponendo poi successivamente
U = Uy, Uy, Us, 8i deduce per le (36):

s (3_:1:_)‘ 1 (g — up) (0 —us) g (3 V1 (Ug — Us) (Ug ~— 1))
du)) 4 (@4 w) B+ w)(E+w)’ 37;2) T4 (0 ug) (02 us) (B uy)

S dzy 1 (Us — ) (Us — Us)
(%3) 4 (a®4- ts) (b 4 us) (€@ 4 us) ’

onde concludiamo :
L'elemento lineare dello spazio, tn coordinate ellittiche u,, uy Uy, assume
la forma :

37)  de? 1 (uy — u) (U, — us)

_L b 1 ) (4 — )
T4 ((az + ) (B + w) (@ + ) duy -}

Co(@® o ug) (07 uo) (B - uy)

o (ua ) (us )
(0 |- ) (B 4 10) (- 1)

dug ..l_

2
it

g

Questa forma del ds® dimostra nuovamente che le quadriche sono su-
perficie a linee di curvatura isoterme. Esistono perd altri sistemi triph
ortogonali con superficie tutte isoterme. (¥)

§ 535,

Corrispondenza delle asintotiche.

Nel sistema triplo ortogonale delle quadriche confocali si presenta
un’altra proprietd che conviene osservare. Riguardiamo nelle quadriche
di una stessa famiglia, come corrispondenti, i punti ove sono incontrate da
una medesima trajettoria ortogonale ; diciamo che : La corrispondenza se-
gnata sulle quadriche di una medesima serie dalle loro trajettorie ortogonals
conserva 1 sistems conugats (le linee asintotiche).

(*) V. Darsoux S. O. Livre II. Chap. III. a V.
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E infatti tale corrispondenza & una projettivitd, precisamente I'affinita
d’Ivory (cf. § 386), cid che rende la cosa evidente. In particolare per la
schiera degli iperboloidi ad nna falda vengono a corrispondersi le genera-
trici per tratte di equale lunghezza.

Di qni la proprietd che il reticolo formate <alle generatriei rettilinee
di una quadrica pud trasportarsi senza alterazione delle lunghezze nel
doppio reticolo omologo di una qualunque delle quadriche omofocali
(iperholoide articolato).

La proprietd della corrispondenza dei sistemi coniugati in una fami-
glia di quadriche confocali si presenta anche in una qualunque famiglia
di sfere (§ 531), giacch® la corrispondenza tracciata dalle traiettorie orto-
gonali & conforme, e nel caso delle sfere i sistemi coniugati non sono altro
che sistemi ortogonali. Nel Capitolo seguente vedremo che tale circostanza
si presenta altresi in tutte le famiglie di Lamé costituite di superficie a
curvatura costante.

Ora noi vogliamo dimostrare in generale che :

Se le trajettorie ortogonali di una famiglia ' di superficie tracciano
sulle superficie stesse una corrispondenza che conserva © sistemi coniugati,
le superficie costituiscono una famiglia di Lamé.

Ed anzi proveremo che tale proprietd sussiste indipendentemente dalla
curvatura dello spazio. Abbiasi infatti uno spazio S, curvo qualunque,
che riferiamo alle superficie della supposta famiglia, come a superficie
coordinate u; = cost.te ed alle loro trajettorie ortogonali come a curve
coordinate (u;), onde il ds? avra la forma

As?l= ay, du -+ 2 @y, du, Ay + sy U3 + ag5 du.

T coefficienti Q,,, Q,,, 25, della éeconda forma fondamentale per la
superficie u, = cost.te sono dati dalle formole (§ 449).

1 [k
Qikr = = [ ] 1)
\/“33 3

1 da
2 \/Zz; duy

in particolare si ha

(o) Q, =

Ora sopra umna superficie iniziale del sistema, p. e la u; = 0, pren-
diamo a linee coordinate (u,), (u,) quelle di curvatura, ed avremo

sy =0,2,=0 per ug = 0.




728 CAPITOLO XXIX. — §8. 535, 536

Per ipotesi il sistema (u,, u,) sara coniugato su qualunque delle superficie

Ug, €108 R, = 0 per tutle © valori di w,, us us. Ma allora si ha dalla (=)

Qs

Yo = 0 0o ap={(u,u),

3

e siccome per u, = 0 deve annullarsi a,,, sara identicamente a,, = 0,
cid che dimostra la proposizione enunciata.

§ 536.

Teorema di Chasles.

La proprieta gid segnalata alla fine del Cap. VI (I pag. 317) che: le linee
di ewrvatura di wna quadrica costituiscono un sistema isolermo di ellissi e
tperbole geodetiche risulta anche dalla forma (37) del ds?, che per ciascuna
delle tre serie ha la forma di LrouvirLLe. La determinazione delle linee geo-
detiche sulle quadriche, come particolari superficie di LiouvIiLLE, si com-
pie quindi per quadrature. Geometricamente tale determinazione si lega
al seguente notevole teorema dovuto a Cuasius @ Se si considerano due
quadriche omofocali, la congruenza di ragygi formala dalle lovo langenti co-

\

mung ¢ una congruenza normale.
Per dimostrarlo, indichiamo con ', v”
(32) che convengono alle due quadriche omofocali considerate, e siano

2y, 2 a, y", 2" le coordinate dei rispettivi punti di contatto sopra

i valori del parametro u nella

un raggio della congruenza (fuochi), onde avremo

a'? { i : I _!
00 a? ' b - u b
38)

% Z/ - P

+ = 1.

a? -+ T +u" U

Le normali alle due quadriche (u'), («") nei punti (#', y', &), (', ", &")
hanno per le (36) coseni di direzione rispettivamente proporzionali a

/ / !

z y 2
R B A
xll ?/l Z”

a2+ull,b2+ull9c2+ull’
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e ne risulta per ipotesi

,/ xl (x”“ xl) y/ (y//_.~ yl) Z/ (Z” __z/) -
az%éu"—*— b2+u’“+ 2+ u =0
Dcll (xll‘ xl) yll (y”V_ y/) Z” (zll “Z/) .
\ 4“0_/2“_}_ u’ + b2 + w’ + c2 + w’ - U’
ossia per le (38)
‘," wl xll yl y/l z/ 2” )
g a® + T + +02—]~u’ =1
) o Yy A
e TR T
Queste ultime sottratte danno :
.):I x” yl g/” Zl Z”

@y ) Te e e e ree e T
onde segue che le due normali considerate sono fra loro perpendicolari,
¢ d. d.

Ora sulla quadrica (') le linee inviluppate dai raggi della congruenza
considerata sono linee geodetiche e se, tenendo fissa la (v'), faceiamo variare
Paltra (u”) nel sistema confocale, otteniamo tutte le geodetiche della qua-
driea fissa.

§ H37.

Superficie di Liouville le cui due falde dell’evoluta

sono quadriche omofocali.

Liouvirie ha dato il modo di formare effettivamente, in coordinate
ellittiche w,, u,, us, 'equazione del sistema (X) di superficie parallele nor-
mali ai raggi di una congruenza di CHASLES, per le quali adunque Ievoluta
si compone delle due quadriche omofocali (u'), (u”).

Per stabilire il risultato di LiouviLLe ricordiamo che se la funzione
0 (r, y, 2) soddisfa all’equazione

20\ 28\  [20\2
30 = (5 + 5y + (5=
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le superficie
O (x, y, 2) = cost.te

costituiscono un sistema di superficie parallele (§ 432). Ora, in coordinate
curvilinee ortogonali (u,, u,, u;), quando si abbia

ds? = W dui -+ HE dug -+ T3 dus,

il parametro differenziale primo prende la forma

Loy 1 @pey 1 pep
# = ST D R T R
. H( > aE (auz) AR <au3)’

e se adoperiamo coordinate ellittiche, ponendo per brevita

(39) f(u) = 4 (@ + u) (B + ) (¢ -+ u)
(40) o (u) = (u —w) (4 — us) (U — us)

la formola (37) pel ds? si scrive

92—2

Ui) g
(u u) ™

indi le superficie © (u, u,, u;) = cost.le formeranno un sistema parallelo
se O soddisfa all’equazione

(41) > ”( )) @u@) 1.

Ma se si osserva che dalle formole di decomposizione della frazione

(u —a)(u —f)

() (0 — ) (w10

essendo ¢, $ costanti arbitrarie, risulta I'identita

W (u; ““’) (u;i —6) -1,

segue che prendendo

=3
@ Y

SUPERFICIE DI LIOUVILLE ECC. 731

si ha una soluzione particolare della (41). Andiamo ora a verificare che
il sistema di superficie parallele O (u,, u,, u.) = cost.te, avendo © il valore
superiore, ha appunto per le due falde dellevoluta le due quadriche omo-
focali u = a, u = .

Per questo si osservi che valendo I'equazione

A O =1,

qualunque siano i parametri o, 3, derivando rapporto a questi, risultano
le identita

26 20
== D, — | =
(a) V(O’a ) 0, v<) o ) 0,

l

Ed inoltre, a causa dell’identita

1
v oL

vale anche I'altra

CCIEL)
(h) vi5, - a’ﬁ)= 0.

Queste tre equazioni («), (b) esprimono che i due sistemi di superficie

)

0 0
— ,'tn L = .te
(43) 3 cost.'e , 5= cost

completano, colle superficie parallele
) == cost.te,

un sistema triplo ortogonale. Dunque i due sistemi (43) sono quelli delle
sviluppabili delle normali alle superficie ® = cost.t>. Ma se si osserva
che la prima delle (43) differenziata da

2V te=o
¢ quindi facendo u; = = ne viene du; = 0, si vede che le sviluppabili
gg = cost.t sono ecircoscritte alla quadrica u = o del sistema confocale
e similmente le 0 _ cost.te alla quadrica u = f.

op
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Dopo questi risultati possiamo scrivere facilmente Iequazione delle
linee geodetiche sulla quadrica di parametro «, che per fissare le idee sup-
p
porremo sia un ellissoide. Facendo u, = =« nella

S

W
ol D

= ¢ost.te,

avremo per l'equazione richiesta

w Ve =m0+ Vi ?Z;p}m - dito = cost.r,

che rappresenterd sull’ellissoide u, = o le geodetiche inviluppate dalle
tangenti comuni a questo ellissoide ed alla quadrica omofocale di para-
metro 3. Per avere geodetiche reali bisogna che 3 sia il parametro di un
iperboloide ad una, ovvero a due falde, e facendo nella (44), nel primo caso
1y, = 5, nel secondo u; = &, ne risulta rispettivamente du, = 0, 0 dug = 0.
Le geodetiche che si ottengono dalla (44) tenendo fisso ¢ e facendo variare
la costante del secondo membro sono dunque tutte tangenti alla linea di

curvatura

r

Uy == 3 0 Uy == 3

dellfellissoide. Hacendo poi variare nella (44) anche il parametro §, si a-
vranno cosi tutte le geodetiche dell’ellissoide.

CAPITOLO XXX.

Le famiglie di Lamé composte di superficie a curvatura costante.

Swstemi tripli ortogonali pseudosferici. - Loro esistenza ed elementi earatteristici. - Caso
delle famiglie di T.AME a curvatura costante positiva.~La trasformazione (i BACKLUND
dei sistemi pseudosferici e il teorema di permutabilith. - I sistemi di WEINGARTEN. - Linee
di equaidistanza. - Sistemi di WEBINGARTEN a flessione costante. - Sistema triplo elicoidale. -

La trasformazione di BACKLUND e la trasformazione complementare pei sistemi di WEIN-
GARTEN. - I sistemi tripli ovtogonali generali con superficie a curvatura costante come
sistemi Q.- Loro trasformazioni di RIBAUCOUR e teorema di permutabilitd.-La distanza
normale infinitesima in una famiglia di LAME a curvatnra costante, - Superficie inviluppo
dei piani dei sistemi ciclici osculatori come applicabili sopra una medesima quadrica.

§ 538.

Sistemi tripli ortogonali pseudosferici.

1 sistemi ciclici di RiBAUcoUR a raggio costante, collegati alla trasfor-
mazione complementare delle superficie psendosferiche (Cap. XI § 257),
¢i danno un primo e pilt semplice esempio di superficie di Lami compoite
di superficie colla (medesima) curvatura costante. In quest’altimo capitolo
ci proponiamo di costruire e di studiare in generale quei sistemi tripli or-
togonali che contengono uns famiglia di superficie @ curvetura costante,
sia questa curvatura la stesse per tutte le superficie della famiglia, oppure
‘variabile dall’una all’ altra. Escluderemo per altro il caso ovvio e ben
noto dal § 531 in cui le superficie a curvatura costante siano di rotazione,
sisgtemi che si formano prendendo un qualunque sistema o' di superfi-
cie di rotazione a curvatura costante {collo stesso asse), ed altresi il
caso di famiglie di sfere affatto arbitrarie. Per questi casi che escludiamo
non varrebbero in generale le formole che andiamo ora a sviluppare.

Cominciamo dal considerare una famiglia di Lamk composta di super-
ficie pseudosferiche di raggic R, variabile in generale dall’'una all’altra
superficie della famiglia. Supponiamo che nel sistema triplo ortogonale
corrispondente, definito dalla formola pel ds®

ds? || T du? -+ H2 dud - T2 dud
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le superficie u;= cost,t siano superficie pseudosferiche di raggio R, che sup-
poniamo una funzione della sola us, finita e continua colla derivata. Dalle

T | 1 -
formole per le curvature principali o delle superficie u; = cost.t
31 32

1 vl_w_ H, 1 _ 1 0H,

1; H H, du, ’ rnzﬁH duy’
e dall’ipotesi

r 1 1
oo | Tea R*”
risulta che si pud porre
) 1 oW o 1 M, coto
H H, du; R °® H,H,ou; R’

dove 2 o & un angolo ausiliario, che misura 'angelo delle due asintotiche
uscentl da un punto generico (%, us, usj delle superficie pseudosieriche
. OH,

. .. 4. 0
u, = cost.te Sostituendo 1 valori di —

o .
S du, tratti dalle (1) nelle due

prime cquaziori di Lami
/[ @¥H _ 1 9H,9H, n 1 H, oH,
\ Q Uy O Uy H2 Qug O Uy H, 2u, 0 u,

*H, 1 9H, oH, 1 2R, °9H,
aulaug He Qi Quy ' H, g d

risnita
19H,  senmodo 1 oH, _ cos ma_(p
H du,  coswou,’ H,2u senwduy’
da cui integrando viene
(2) H, =coso.$@,us), H,=senw o (u, u),

la ¢ non contenendo u,, e la ¢ ron contenendo u,.

o essenziale ora per la nostra ricerca provare che (essendo escluso il
caso di superficie pseudosferiche di rotazione) tanto ¢ che v sono ind.pen-
denti da u,, ciot si ha necessariamente

. o o9
3) u, = (), S 0.
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Suppongasi il contrario, e dalle (1), (2) ricaviamo

¥ H, = c_ S log & oo 912@:?)
3* H,=R tgm(cot ® + - s > Rcot o (tg © S 3 u,
e per cid

tgmalqg?—l—cot(-)clog(x):().
0 Us

Se non sussistessero le (3), da questa si ricaverebbe

_ M (u,, us)
(4) lgo = N@zs ua) ’

con M indipendente da u, N indipendente da u,. Se consideriamo allora
una qualunque superficie pseudosferica u, = ¢ e cangiamo i parametri
Uy, U, Tispettivamente in

/q) (uy, €) du, ['p (ug, €) dus,
le (2) danno per I'elemento lineare della u; = ¢

(5). ds? = cos? o du; -+ sen® o du;
e sarebbe per la (4)
(6) g o = Vw)

con U funzione della sola u,, V della sola u, Ma poiche I’elemento lineare
(b) appartiene ad una superficie psendosferica di raggio R, dovrd o soddi-
sfare all’equazione

(6%)

o* o 32(1) sen o cos w
dud dul R2

Se dimostriamo che, per la forma (6) di w, questo & compatibile soltanto
quando o la funzione U o la V si riduca ad una costante, ne seguira che
le u, = cost.t> sono superficie di rotazione contro I'ipotesi.

Ma in effetto, indicando con apici le derivate, le (6), (6*) danno

(@)

” " 2 . V2
(U A% VBV oy g ye,

)0 V=




736 CAPITOLO XXX. — §§. D38, 539

e quindi formando la derivata seconda di queste rapporto a u,, u, avremo

Nyvae (M vw=o
i 'J“(fv) - =5
da cui .

Ull ! /AN i

<_ﬁ) —BUT, (Y\T) = —LVYV' (b costante).

Integrando abbiamo successivamente

U kU2 v Eve

ﬁ'—‘*Z**FC, v:—"'g’*‘l—c,

4 4
2U'2=%E+20U2+01, 2V'2=_%V~+2C'V2+C,',

con C, C’, C;, ¢/, nuove costanti. Dopo di ¢id la (a) diventa
¢'—C ! 024 (C—C ! V2=0C, ¢
- - Rg + - - Eg' — V1 _[_ 1

e non puod essere soddisfatta che riducendosi o la U o la V ad una
costante, c. d. d.
Sussistono dunque le (3), e cangiando i parametri u,, u. in / b duy, / oduL,

rispettivamente, avremo dalle (2), (3*):

2w

(1) H, = cos o, H, = sen o, H; = R dus
e quindi pel ds? la forma notevole
(7%) ds? = cos? o du} + sen? o duj + R? <%:9> A,

§ 539.

Il sistema di equazioni a derivate parziali per o.

La forma (7%*) del ds? dello spazio. riferito ad un sistema triplo ortogonale
pseudosferico, nella quale R & pensata come una data funzione di u,, viene
cosi a dipendere da un’unica funzione incognita o = o (u,, us, u,;). Ma

IL SISTEMA DI EQUAZIONI ECC. 737

ora, affinché il ds® appartenga allo spazio euclideo, occorre e basta che siano
soddisfatte le ser equazioni di Lami. Le due prime di queste, pel calcolo
stesso sopra eseguito, sono identicamente soddisfatte, e le rimanenti quai-
tro si traducono per o nel seguente sistema di equazioni a derivate parziali
del secondo e del terzo ordine.

Rw 2w sen o cos

vt duwl R
e ede Fe Qe Fo
0 du, s duy OV Fun dwdus 7 Ju, duydus
- 2 (_L Fo) 1 0 Fo 1 3 (?En_“’
du, \cos » azalau?,) T sen o du, udu; R us \ R
8( 1 ie) 1 2o Fo 1 i(m>
u,\sen » dudus)  €os ® du, oudu; R dus\ R

Dobbiamo dunque esaminare se questo sistema possiede soluzioni, ed
in quale arbitriaiieta.

Compiamo la ricerca nel modo pih semplice con una trasformazione
delle variibili u,, u, nelle nuove

1 1
u=g (ty - ug) . v == 5 (u, — us)

e indicando per <immetria la terza variabile u, econ w, la formola (7%)
pel ds® diventa :

2 2
®) A2 = du2 + 2 cos @ du dv - do® - I—} @fj) a2,

avendo posto © = 2 w ; allora le equazioni differenziali (1) si mutano nel
sistema seguente :

R sen@
dudv  R2
Fe '9 @ # o 1 3Q #Q s 0Q
(1% 2w dududw senQou dvdw ' R2Ow
v *Q cos Q 9Q R dR
_om U8R OR 5 v ) r o
f Sudvew = RE ow  ° s (R dw)
e 1 e FEe o0 e | 109
0w senQovoudw " vdvdw | RPAw’

47
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che si ottiene del resto direttamente esprimendo che il ds? dato dalla (8)
appartiene allo spazio euclideo (per I'annullarsi dei simboli Riemanniani).
Ora il sistema (I*) siriduce al primo ordine assumendo, oltre @, quali nuove
funzioni incognite le cinque :

[e9]

i~

¢ 0Q 04 *Q *Q

0 =0 0, =% o % g 8 gy 98
! PR T T dw YT Owdw? P dwdw

(9]
B

Allora il sistema assume la forma seguente, risoluta rispetto a tutte le
derivate *

DO Q) 0 Q
C g 2, Y
Cou dw 2 dw
. 2, _ sen g 2 _ g
> 2w R? ’ 9w !
002, sen( " 0K, ®
Jou = R > w =
an 0 0
3_';3 = 0, a.f = 0, *
du ’ dv
Q ) s 0 R/
(z(t‘)_l —_ (@ cos ©Q _.@) -+ S_i = 87 co,s": — 2R sen Q *
du senQ: ' ¥ TR Jp R2 R3 =
| 9 G)Z —_ %} COS;Q I 2_RJ_, sen ¢ ‘?__.®3 — 92 (@ cos Q- —0¢ ) + §.2.3_
L du  Re RE™ 00w sen Q> T ! R2 *

Verifichiamo subito che questo & un sistema A) di DarBoux (§ 500),
poiché per ciascuna derivata seconda mista principale i due valori che se-
guono dalle (IT) sono eguali in virth delle (IT) stesse. (*) (I secondi membri
sono funzioni finite continue e derivabili di @, Q,, Q,, Qs, ©,, 0, ed & quindi
applicabile il teorema di esistenza ed unicita del citato § 500. Siccome poi
per la prima funzione incognita @ tutte tre le variabili sono principali,

(*) Per le equazioni delle prime quattro linee nel quadro (II) questo &
immediato. Per quelle delle ultime due formando p. e.

0 . 3 (2,0 1 9
h— — (Q. 6 )) — 1720 = 2 (Q s Q
T 9w (@16, cot ) Qv (senQ) R2ou (2 cos ©)

2R 2 1 99,
-+ TS du (sen Q) 4 2 3y

ed eseguendo le derivazioni colle (II) stesse si trova identicamente ¢ =0, e
medesimamente per la condizione d’integrabilita dell’ultima linea.

iL. SISTEMA DI EQUAZIONI ECC. 739
per le ultime cinque due soltanto ciascuna e cioe

YY) per la €,
U, W per la @,

U, v per £;, 0,, 0,

Parbitrarieta nella soluzione generale del sistema (1I)si computa facilmente.
Scelto un sistema iniziale di valori per le variabili indipendenti u, v, w,
diciamo u = 0, v = 0, w = 0, noi possiamo dare ad arbitrio la costante
Q (0,0, 0) e le cinque funzioni di una variabile ciascuna

@ (w, 0, 0), ©, (0, ,0), 2 (0,0, w), O, (0,0, w) O, (0, 0, w).

N

Una di queste cinque funzioni arbitrarie & pero soltanto apparente e
dipende dall’ arbitrarieta lasciata ancora al parametro w. Se adunque R
un'effettiva funzione di w, i nostri sistemi tripli ortogonali pseudosferici
dipendono da cinque funzioni arbitrarie effettive, e da quatlro soltanto
quando R sia costante.

§ H40.

Interpretazione geometrica. - Elementi caratteristici.

Questi risultati, interpretati geometricamente, assumono la forma pil
espressiva seguente :

Esiste uno ed un solo sistema lriplo ortogonale pseudosferico (uy, Ua Us)
di cur stamo daty gli elementy caratteristics sequents .

1.0 una superficie pseudosferea del svstema p. e. la us = 0.

2.0 yna delle trajettorie orlogonals (us) della famaglia, sia lo w, = u, = 0.

3.0 la legge come varia il raggio R della superficie pseudosferica lungo
‘questa curva.

Le cinque funzioni arbitrarie da cui dipende il sistema sono evidente-
mente @) le due da cui dipende la superficie pseudosferica, &) le due
funzioni arbitraric da cui dipende la forma della trajettoria ortogonale
u, =u, = 0, ¢) la funzione R arbitraria Iungo questa trajettoria.

Per maggiore chiarezza della dimostrazione fissiamo il parametro w
come arco della trajettoria ortogonale iniziale C (u, = u, == 0), contato a
partire dal punto u, = u, = u, = 0. Dalla (7*) o dalla (8) conosceremo
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per u =v =0 (4, = u, =) la
882) 2

Q, (0, 0, w) = (aw =

R
Ora, per la superficie pseudosferica iniziale w = 0, il dare i valori ini-
ziali

., 0@
Q (u, 0,0), cioe Su per v=w=20

VLY
Q, (0, v, v), cioe ou per u =w =0,
o
significa fissare (arbitrariamente) le due asintotiche v =0,u =0; e
inversamente da questi dati iniziali & individuata la superficie pseudo-

sferica.

1
Indicando poi con } ’ le due curvature della curva u, = u, = 0
3

queste sono date, secondo le formole del § 521, da

1 1 1 (92 __)’3 1 (32 )1
o _(g co)zzcoszw dudu,) ' sen®o \Sugdu,) |
U
9 Fo
1 N 1 Q2w . @i aulaus
T, = S edu,’ tgw:;-—62 tg(u
RZ2 )
Qug &uzoug

M4 si ha inizialmente per ipotesi ’;)Tw = %, e d’altronde
3

? 1/ o? 1
® =~<a ® L («)):1((91_*_@2)

U, QU uow  ovow
R o 1/2%°w Pl o
Judus ~(8uaw v aw> g (O —92);

quindi, fissando i valori iniziali di ©,. ®, per v = v =0, si viene
a fissare, per le (9), la flessione e la torsione della curva C in funzione
dell’arco w, e questa trajettoria ortogonale ne resta cosi fissata di
forma. Inversamente, data la curva C e fissata ['orientazione della
sua normale principale nel punto iniziale (0, 0, 0) (tangente alla super-
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ficie pseudosferica), si conosce il valore iniziale di w; per u = v = w = 0,

indi dal valore assegnato di 7 in funzione di w, avendosi
3

0w, 1
dw T,°
. . o g , . .1
si conosce o, (0, 0, w), ossia ©,, @, In fine dall’espressione nota di r per
)3
w vengono fissati i valori iniziali

0, (0, 0, w), 0, (0, 0, w).

La proposizione geometrica enunciata risulta cosi stabilita.

§ b41.
Famiglie di Lamé con superficie a curvatura costante positiva.

Passiamo ora a considerare le famiglie di L.aM® composte di superficie
o 1 P
a curvatura costante positiva RE variabile in generale dall'una all’atra

superficie della famiglia. Intendiamo escluse, come gia si & detto sopra
(§ 538), le famiglie di sfere e quelle di superficie di rotazione. Sia

ds? = H? du? 4+ H3 dui + H3 duj
Pelemento lineare dello spazio, riferito al sistema triplo ortogonale

supposto, nel quale le superficie u, = cost.to abbiano la curvatura R—lg—

dove R & una funzione della sola u;. Procedendo come al § 538, osser-
veremo che avendosi

1 _ 1 3H, 1 _ 1 3H,
"’31 HIH:}aug ’ /"32 HO}I uo ’

potremo porre, indicando con 6 una funzione incognita :

HH,9u, R ' HH,0us R

1 9H, «coth6 1 9H, tght
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Con osservazioni del tutto analoghe a quelle del paragrafo citato, si
trovera cosi per la forma del ds2

s NELAN
(10) ds? = senh? 6 du} -+ cosh? 6 du? - R* (514_ dus ,
3/
dove la funzione 6 (u,, u,, n;) deve soddisfare al seguente sistema di equa-
zioni a derivate parziali che tiene qui il luogo delle (1) del caso pseudosfe-
rico.

2 2 «
[ &0, 6 , senh 6 cosh b

e Taw e
*6 26 36 36 6
v _ g’ o ol e’
(1) \ Uy U, QU tgh Uy U, oUs + coth § Uy QULU,
Tl wo Yo () e
duy \senh 6 dudus) T R duy | R cosh 0w, d uy duy
L e ( L T (,S_ef_‘_h O, 1 96 &6
| du, \cosh 6 duydus/ ' R Quy\ R ) senh 6 du; 0 u, duy

Inversamente ad ogni soluzione 6 di questo sistema corrisponde un
sistema triplo ortogonale (10) della specie richiesta.

Il sistema differenziale (III) con trasformazioni immaginarie si
riconduce, come & facile intenderc, al sistema (I) ¢ la sua soluzione
generale dipende, come nel caso pseudosferico, da cinque funzioni
arbitrarie. Pero dal punto di vista reale le sue proprietd sono ben
differenti da quelle del sistema (I); Nel caso pseudosferico I’esistenza
(e I'unicitd) della soluzione corrispondente ai dati iniziali si stabiliva
in grande generalitd colle sole condizioni di continuita e derivabi-
lita dei- dati iniziali; nel caso attnale invece i dati iniziali debbono
essere funzioni analitiche olomorfe e la” soluzione individuata & essa
pure analitica. '

Osserviamo ora una proprietd che avvicina le famiglie di Lawmi
di superficie a curvatura costante (negativa o positiva) alle famiglie
di sfere ed a quelle di quadriche confocali :

In ogni famiglia dv Lami composte di swperficie a curvalura coslanie,
positiva o megativa, le irajettorie ortogonali della famiglia segnano sulle
singole superficie wna corrispowdenza  che conserva i sistema  coniugali
(le linee asintotiche).

FAMIGLIE DI LAME CON SUPERFICIE ECC. 743

E infatti nel caso pseudosferico, avendo il ds* la forma (7*), i coeffi-
cienti D, D/, D” della seconda forma fondamentale di una superficie
Uy = cost.t® sono

D=senwcosw,D =0, D= —senwvcoso,
¢ nel caso della foaxma (10) si ha
D = senh 6 cosh 6, D’ =0, D" = seuh 6 cosh 0;

in ambedue i casi i rapporti D : D’ : 1) sono costanti, cio che dimostra
il teorema.

Naturalmente per le famiglie di Lamt: di superficie di rotazione a curva-
tura -costante la proprietd non sussiste pilt in generale; ma quelle particolar
per cui ha luogo I'anzidetta proprieta rientrano nelle forme (7*) (10), del
ds?.

Osserviamo poi che nel caso pseudosferico la proprietd & gid sta-
ta posta in rilievo dalla forma (8) del ds* in coordinate asintotiche
(u, v), la quale dimostra di pilt che : glv archi corrispondenti dv asintotiche
somo eguale. Questo risulta anche dall’osservare che sulle superficie luogo
delle asintotiche corrispondenti queste sono linee geodetiche, poiche il
loro piano osculatore, tangente alla superficie pseudosferica, ¢ norntale
alla detta superficie. Del resto la formola (8) dimostra anche subito la
cosa poiché ponendovi p. e.v = cost.t°, ne viene

R2 /0QV
2 __ g2 o v (9% 2.
ds?=du2 - i (aw) dw?;

le superficie dei due sistemi « = cost.te, v = cost.te hanno quindi ciascuna
un sistema di geodetiche a torsione costante. (*)

§ b42.

Classi particolari di famiglie a curvatura costante.

Per quanto colle ricerche precedenti siano riuseiti a stabilire I’esistenza
e a fissare il grado di arbitrarietd delle nostre famiglie di Lawi:, ¢ chiaro che

(*) Le superficic qui indicate per incidenza vennero studiate direttamente
nella tesi di abilitazione del Frzsr (Annali della R. Scuola Normale Superiore
di Pisa, vol. X, 1&88).
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il problema della eftettiva integrazione dei corrispondentisistemi differen-
ziali (I) o (III) & di sua natura ben complicato. Tanto pili interessante ©
che anche qui possono applicarsi i metodi d’integrazione successiva, che gia
-abbiamo costruito per le superficie a curvatura costante isolate, colle tra-
sformazioni di BickrLunp e di RiBAvCcOUR. Per questo & essenziale conosce-
re di tali famiglie iniziali piti semplici, a cui i metodi di trasformazione
possono applicarsi.

a) Cerchiamo di soddisfare alle equazioni (1) con una funzione o indipen-
dente da u,. Si vede facilmente che le (I) si riducono all’unica

dm\ c0s2
R _} - = te
(3 ul) R2 Cost. .

Questa si integra per funzioni ellittiche di Jacosi, a modulo k varia-
bile (funzione di u,), colle formole

cos w = sen (t, k), senw=cn(r,k),

avendo posto
U, ¢
e=" ), k=1,

dove ¢ indica una costante arbitraria e ¢ (uy), R (u;) funzioni arbitrarie
di u;, onde

2 2w a2 2 2 o [QoV .
ds® = sn? v du? + en?tdud + R ‘) dus .

Uy

Le superficie wu; = cost.t* sono pseudosferiche di rotazione, e l'altro
sistema di superficie di rotazione ¢ quella delle u, = cost.t.

Notevole ¢ il caso in cui sia R assolutamente costante; allora que-
ste superficie pseudosferiche sono identiche di forma, cio¢ congruenti
per traslazione lungo l'asse. Le u, = cost.' sono alla loro volta super-

ficie congruenti di rotazione a curvatura costante positiva = —.. Si

ha quindi il teorema (caso particolare di un teorema di Brrrramr (*)):
Se al meridiano di una superficie a curvatura costante si dd un molo
dr traslazions lungo Uasse, le trajettorie ortogonaly delle o' posizions di

(*) BeELTrRAMI opere Tomo I pagg. 199-207.

COLASSI PARTICOLARI DI FAMIGLIE ECC. 745

questa curva (congruents fra loro) sono ancora 1 meridiant di superficie a
curvalura costante equale ed opposte alla precedente.

Consideriamo un sistema o' di elicoidi pseudosferiche del Dint
(§ 132), col medesimo asse, ed aventi per profilo meridiano la medesima
trattrice, ma differenti fra loro per il passo e quindi per la curvatura. Sic-
come le sfere coi centri sullasse, e di raggio eguale al segmento costante
di tangente alla trattrice intercetto fra il punto di contatto e I'asintoto,
tagliano le elicoidi ortogonalmente (lungo linee di curvatura), risulta dal
teorema di Darsoux (Durin) che ai due sistemi oo ' di elicoidi e di sfere pud
associarsi un terzo sistema ortogonale ad ambedue, e si ha quindi un si-
stema triplo ortogonale pseudosferico. Ponendo per semplicitd = 1 il
segmento costante di tangente, si trova facilmente che il corrispondente
sistema ¢ definito dalle formole

cosw = tght, senw =
g cosh t’

dove
T =y + U lgh us + ¢ (u5), R =coshus,

essendo ¢ (u;) una funzione arbitraria di wu,.

¢) Si & gid visto (§ 527) che qualunque elicoide a curvatura costante, per
rotazione attorno all’ asse (o traslazione lungo 1’ asse), genera una famiglia
di Lami. Le superficie delle altre due serie sono egualmente elicoidi con-
gruenti a curvatura costante (Cf. pili oltre (549).

d) Ancora prendiamo una qualunque superficie I’ ENNEPER a curvatura
costante (I § 251 s. s.).

Le sue linee di curvatura di un sistema sono tracciate sopra sfere orto-
gonali alla superficie e coi centri sull’asse. Ne segue che se facciamo rotare
la superficie d'ENNEPER attorno all’asse, essa taglierd,in tutte le sue posi-
zioni, ortogonalmente il detto sistema di sfere, e per cid: Ogni superficie
@’ENNEPER @ curvatura costante genera, per rolaziome attorno allasse, una
famiglia di LamE della nostra specie.

§ H43.
La trasformazione di Bidcklund pei sistemi tripli

ortogonali pseudosferici.

Venendo ora alla indicata teoria delle trasformazioni per le famiglie
di Lami a curvatura costante, cominciamo anche qui dalle trasforma-
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zioni realy di BicKLunD, applicate alle famiglie pseudosferiche di Lami.
Supponiamo dunque di avere un qualunque sistema triplo ortogonale pseu-
dosferico (u;, u,, u,), che dia all’elemento lineare dello spazio la forma ca-
ratteristica (7*) pag. 736
ds? = cos? w dui -|- sen? w du} - R2 <3—9>£ du? ,
: Ly

soddisfacendo w alle equazioni (I) pag. 737. A ciascuna superficie pseudosfer-
rica u; = cost.' applichiamo una trasformazione semplice di BickrLunp
(Cap. XVI). Indichiamo con k la distanza costante (funzione di u;) dei
fuochi nella corrispondente congruenza pseudosferica, e con o il comple-
mento dell’angolo dei piani focali, sicché

(11) k = R coso,

dove anche c sard, come R, funzione di u,.

Si indichi poi con ¢ I'angolo d’inclinazione del raggio della congruenza
sopra le linee di curvatura u,= cost.t. Le formole del § 260 (Vol. I, pag. 718)
per la trasformazione di Bickrunp diventano nelle nuove notazioni : (*)

,/83£+3m COS » Sen © —- sen 6 sen ® cos ¢
(12) s Quy o duy k
(agp R0 Sen » cos ® - Sen G Cos w Sen @
duy,  duy k '

Prendiamo una determinata soluzione ¢ (uy s us) di queste equazioni
e domandiamo :

A quali ulterior condiziont dovremo assoggettare la funzione ¢ (g, s, Us)
affinché le o' superficie pseudosferiche trasformate abbiano per trajettorie
ortogonaly le nuove curve (u;) ?

Ammmessa tale possibilita, basta ricordare che la trasformazione di
BickLuND conserva le linee di curvatura per concluderne che le su-
perficie pseudesferiche trasformate (le loro trajettorie ortogonali segnando
una corrispondenza che conserva le linee di curvatura) formeranno una
nuova famiglia di Lawmi.

#) LKvidentemente pel eonfronto colle notazioni attuali hisogna horre
I =)
m == 0, U = R Uy U R v,

14)

CLASSI PARTICOLARI DI FAMIGLIE ECC. 747

Si cominci intanto dall’ osservare che l'ultima condizione imposta
porta che due trajettorie ortogonali (u;) corrispondenti nelle due famiglie
taglino ad angolo retto i segmenti = k, che ne congiungono i punti cor-
rispondenti, e per cid intanto: ¢l segmento k deve essere assolutamenie co-
stamte. ‘

Ora, per preparare le formole necessarie pei calcoli seguenti, comineiamo
dallo scrivere i valori delle rotazioni 3;, nel sistema triplo pseudosferico
iniziale (7*) che sono date dal quadro :

RO RO)
B = —— B, =
SRRy, s
(13) \ 6 R 2o sen o
' V7 T cos@dug Quy R
/ 6 R o 6 cOS
P senw Quy duy % R °

E scriviamo altresi le formole per le derivate dei coseni delle direzioni

principali
19X, Qdw X, Sen o oX; QJw X oX4 R 2o
= — A, s Xy i = o Ny A = 4 A
duy,  duy ¢ R 70w, du duy oS » duduy
0X, Jdw. X, RO X s 0 X, R %o X
_— == —— —_— = — —— _ A —_ = — e N
, duy du, 17 du, u, 1t R 77 du, sen o dudus  °
X, sen o N X, cosm X, R Qo R 2o
Ofy _ BOLO N dhAs  DOR O e xR Y x
du, R "You, R "7ou €08 ® duduy L sen o duyduy

§ H44.

L’equazione a differenziali totali per la funzione o.

({id premesso, indichiamo con x, ¥, 2 le coordinate di un punto P dello
spazio, riferito al sistema triplo primitivo, con ', y’, 2’ quelle del punto
P’ corrispondente a P per la trasformazione ; avremo
(15) "=z 4+l (cos p.X; +senz X,)

¢ formole analoghe per i/, 2. Derivando col tener conto delle (12) ¢ (14)
si trova :
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ox' ’
S o087 3(coswcos';ﬁsenrssenmsen's)Xl +(coswseny -senssenwcosy) X, —l—coscsenme%
Uy \ ‘ '

!

8_{
U,
du’

L Uy

(16) =seny ;(senmcos; “+senccososeny) X, +(senmsen;;~senccosmeoS";)XgmcosceoswxgE

. R . 2o, .
=-— [ sen ¢ ;f‘p Xi+keosz - X, - R (
ity

COS 0 JU;OUy Sen ® AUy Aty

keosz *w kseng O* dw\
. - - X
Ne segue :

Lo Ov’ 0
Uy U,

keosz o ksene 9% o o w]

ow oz k cos © sen ‘sen o¢

Lotk o lseng 2T L MERE € B ] et ®
Uy Uy ¢ | Mz COS » QU dUs sen o U dus Uy
oux dx'
Uy Qg

S

keoso 9% w kseng &*w dw

o9
cos » U U sen m ouU,dus  OUs

=—ksenocosw {senc - -
¥ Uy _l

S

9

e siccome, per la nostra ipotesi, le nuove curve (u;) devono essere trajet-
torie ortogonali delle superficie pseudosferiche trastormate, dovranno an-
nullarsi anche le due ultime somme. E dunque necessario e sufficiente
che la funzione ¢ soddisfi all’ulteriore condizione

dz | keost Fw kseng & o dw

(17 sen s = 4

i A R My |
Ul COS ® U U, sen o uU,U;  CUy ’
1

la cui compatibilita colle (12) resta da esaminarsi. Se per un momento ’am-
mettiamo, le (16) danno subito,per 1'elemento lineare dello spazio riferi-
to al nuovo sistema triplo ortogonale (a causa della (17) e della (11):

o ¢

In 12
bdul

(18)  ds"? = dx'? 4 dy'? 4 dg'? = cos®¢ du} + sen® ¢ duj 4 R? (au )
3

che ha la forma stessa (7*), sostituito all’angolo o I’angolo «.

Ora dunque tutto si riduce a provare che la funzione incognita ¢ puo
determinarsi in guisa da soddisfare insieme le (12) e la (17), cioe I’equazione
ai differenziali totali :

k Uy

COSmSeNne--senssenmcoss dwm SeNmCcosy + senscosmsenys dm 2
(IV) dSD: : ]C L— ;{u dul - - du —
oUy

Q2

1 (k cosy o ksenz 0% o m) du,

sen 6 \ cos o 2, U, sen w Uyl QU

/

L’EQUAZIONE A DIFFERENZIALI ECC. 749

Ma se si calcolano effettivamente le relative condizioni d’integrabilita,
tenendo conto delle equazioni fondamentali (1) pag. 737 e della relazione (11)

k D . o .
c0s 6 = -, siverifica facilmente che esse sono wdenticamente soddisfatte.

R
Dunque la (IV) & «llemitatamente integrabile, e per cio, fissata ad arbitrio
la costante k, la (IV) ammette una soluzione generale contenente una nuova
costante arbitraria C. Per fissare il valore di C basta fissare (ad abitrio)
la trasformata di Bickrunp di una superficie pseudosferica iniziale, cioe
la direzione di wuno dei segmenti & normale ad una curva (u;). Ne
concludiamo :

Ad ogmr famiglia dv Lavis composta dv superficie pseudosferiche si puo
applicare, come alle superficie pseudosferiche isolate, la trasformazione di
BickrLuno. Per fissare la famiglia trasformata basta dare, ad arbitrio, di una
delle superficie la lrasformata di Bickruonp. Cost da ogne tale famiglia
nota di Lami dertvano, per lrasformazione di BicKLUND, oo nuove
famiglic trasformale.

La ricerca di queste famiglie trasformate dipende dall’integrazione
dell’equazione (1V) ai differenziali totali, la quale al solito, nella incognita
A=ty ;‘D , prendera la forma di RiccaTi. Bastera quindi conoscere una
particolare famiglia trasformata e con quadrature si avranno tutte le al-
tre corrispondenti allo stesso valore della costante k; successivamente
Papplicazione ripetuta del processo di trasformazione richiedera solo nuove
quadrature.

§ 545.

Il teorema di permutabilita.

Come nel caso delle superficie pseudosferiche e come in tante altre teo-
rie svolte nel presente trattato, il metodo sopra esposto per lintegrazione
successivg del sistema (I) riceve un’importante semplificazione ricorrendo
al teorema di permutabilita, che vedremo subito essere applicabile alle
attuali famiglie di Lawmi.

Per questo, con un leggiero cambiamento nelle notazioni del Cap. XVI,
usiamo nuovamente il simbolo B, per la trasformazione di BickKLuND
applicata ad una famiglia pseudosferica (X) di Lawmk quando la distanza
costante fra un punto qualunque P e il corrispondente P’ della superficie
trasformata X' sia = k. Dimostriamo che sussiste il teorema di permuta-
bilita :
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Se (X) , (X") sono due famiglic pseudo-sferiche di Lamé legate alla me-
desima (X) da due trasformazions di BickLUND B,, B, esiste una quarta
famiglia pseudo-sferica (X"), perfettamente determinata, che & legala rispel-
tiwamente a (L) , (&) da due trasformazioni di BXCKLUND colle costanty
wmwertite k', k.

Il teorema si riconduce a quello per le superficie pseudosferiche
1solate colle considerazioni seguenti. Siano ¥, X', X' tre superficie
pseudosferiche corrispondenti nelle tre famiglie (X), (X'), (¥"), e sia X"
la quarta superficie pseudosferica, perfettamente determinata e dedu-
cibile in termini finiti, che completa la quaderna (¥, ¥/, ¥, ¥") dell’or-
dinario teorema di permutabilita § 269. Proviamo che X” percorre alla
sua volta una quarta famiglia (X”) di Lami E infatti se P, P', P", P",
sono quattro punti corrispondenti di X Y/, X", X" e facciamo descri-
vere a P una delle curve C, trajettorie ortogonali della famiglia (X),
i punti P/, P’ deseriveranno rispettivamente, per le proprieta della
trasformazione, due curve, corrispondenti €', C” trajettorie ortogo-
nali delle rispettive famiglie (X’), (%”). Indicando con C” la curva
descritta da P”, siccome i segmenti P' P”, P" [ sono ambedue costanti
(eguali a k', k) e mnormali rispettivamente a C’, ¢ essi saranno nor-
mali in P” alla curva C”; ma questi due segmenti sono tangenti a
Y in P” e per ci0: le curve C” somo trajettorie origonali della fa-
mighia (X"). Se in fine si considera che la trasformazione di BACKLUND
conserva la linee di curvatura, ¢ chiaro che le C” segnano sulle super-
ficie X una corrispondenza che conserva le linee di curvatura (come
anche i sisitemi coniugati); dunquela (¥”) & una famiglia di Lag, c. d. d.

Kd ora osserviamo che se i tre sistemi tripli ortogonali pseudosferici
(%), ("), ¥") sono definiti dalle formole

. o, [0 OV

%) ds® = co0s? o du? -+ sen® o du? - R? (5&— aus
3,

. . , dw'\?

X ds?= cos? o' du? - sen? o' dui 4 R2 ( du}
QU5

R R awll 2 R

X" ds"?= cos? o’du} + sen? o’dul -+ R2 (é&— dus ,

3

il quarto sistema (X") pel quale indichiamo con «” il corrispondente valore di
o si otterrd con operazioni algebriche dalla formole (1T1%) Vol. I pag. 737 del
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teorema di permutabilita

COS (G +G/)
(0" — » 9 o — o
(19) w(5) = ) w(”5"),
sen |~
dove
080 = cos ¢ = K
= R N S 6 = E .

Applicando anche qui le considerazioni del § 268 otteniamo I'importante
conseguenza :

Se di una famiglia pseudosferica di LAawE si conoscono tutte le »* fa-
muglie contigue per trasjormazione di BXCKLUND, per ciascuna di queste
ultime st potranno delerminare con sole calcoli algebricy e di derivazione
tutte le nuove famiglie derivale.

Come esempio semplice di sistemi pesudostferici nelle condizioni prece-
denti citiamo quello delle famiglie di elicoidi del DinI considerate in b) § 542.

Senza compiere i caleoli relativi ci limitiamo qui a constatarlo nel modo
seguente. Il sistema fondamentale (I) pag. 737 ammette la soluzione
evidente « = 0, alla quale possiamo applicare la trasformazione di
BickLunp B,. Ma in questo caso si vede subito che basta soddisfare con ¢
alle due equazioni (12) cioe

do sene Jdp  sensseno

ou, k7 Qu, k ’

poiché da queste risultano come conseguenze differenziali le equazioni (I)
per ¢. Le precedenti integrate danno

con ¢ (u,) funzione arbitraria di u, e basta fare in queste
k=1, senc = — tgh us

per ritrovare le formole pei sistemi di elicoidi del Dint a pag. 745. Si
vede dunque che della soluzione o = 0 delle (I) conosciamo tutte le tra-
sformate di BickLUND e si pud quindi applicare il processo di integrazione
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successiva illimitata. Cosi riconosciamo l'esistenza di un gruppo infinito
di famiglie pseudosferiche di Lami dipendenti da funzioni ovdinarie (Cf.
I § 270).

§ H46.

Caso particolare dei sistemi di Weingarten.

Fino ad ora abbiamo considerato il caso generale in cui le superficie
della famiglia di LamE sono, individualmente considerate, a curvatura co-
stante, ma questa curvatura K ¢ variabile dall’'una all’altra superficie della
famiglia. Veniamo ora a trattare particolarmente del caso notevole in cui
la- curvatura K & una costante assolula.

Fu WeINGARTEN il primo a riconoscere 1’ esistenza di questi sistemi (*)
mediante considerazioni infinitesimali che davano il passaggio da una su-
perficie iniziale ad una infinitamente vicina colla stessa curvatura costante,
in guisa che la distanza normale infinitesima fra le due superficie soddisfi
all’equazione del CayrLey. Diremo per cid questi sistemi: sistems di
WEINGARTEN.

Per ricercare le proprietd speciali di questi sistemi porremo per
semplicitd per la curvatura comune K delle superficie u, = cost.be, il
valore K = 1. Comineciando dal caso pseudosferico dovremo porre nelle
(1) pag. 737 R = 1. e ne verra per la funzione incognita o il sistema

Fn v
5;2 — éju—z = §en » CoS »
1
Fo el T e Fo
a0 qu, o, dus My duydus 0 Juy dugdus
0 < 1 2w o8 ¢ 2w 1 *w o
9 B y O gw
Uy \COS w U U ouz  sen o My Uz OU,
(L Fey e 1 e do
\ Qu, \sen o du.dus) My oS uydus Uy

alle quali aggiungeremo, per comoditd dei calcoli seguenti, queste altre
due forme della seconda delle (20) :

(*) In una lettera dell’ottobre 1884 all’autore. Cf. le note dell’A. nei Ren-
diconti dei Lincei 1885 e la memoria: Sopra i sistemi tripli ortogonali di
WEINGARTEN Annali di matematica Serie II. T. XIIL. (1885).

CASO PARTICOLARE DEI SISTEMI DI WEINGARTEN 753
o9 1 Fwo\ 1 2?0 %o
\ duy \Sen o du,dus oS » du;0us Ju,

(20%)
(*).

I

K2 ( 1 2o ) 1 Fo dw
- Uy \COS ® U, U sen o Uy ous U,

i

Ora, essendo

2
(21) ds? = cos? w du? + sen? o du? - @7@) du? ,
3

consideriamo I’espressione

I o\ 1 &PoV Q w\?
) =— _ =
(22) @ <cos ® aulaus) - (sen ® 8u23u3> (aus) ’
ovvero
(22%) Q=B + 85 — Hi

Se deriviamo Q rapporto ad u,, u,, applicando le(20), (20*), troviamo
identicamente

e per cid
Q@ = F (us) (funzione di us).

Ora osserviamo che, cangiando il parametro us, cid che non fa variare
la forma (21) del ds?, si puo rendere F (us) costante, e questa costante potra
modificarsi di un fattore arbitrario positivo. Cosi le equazioni fondamen-
tali (20) traggono seco (disponendo del parametro ;) le due del secondo
ordine

Fo  Fo -
g Wﬁ—m=senwcosw

(4)

1 Fo \? 1 P \2 9 0\
( (ébs ® 8u18u3> + (sen ® au2au3> - (a'da) = C (costante).

Dimostriamo ora che inversamente dalle (A) seguono le (20), e per cid
le (A) caratterizzano i sistemi pseudosferici di WeINGARTEN. Anzi dimo-

(*) A causa dei valori (13) delle rotazioni, queste sono le equazioni

92
duy

2]
=le 313 ’ a—f‘;f = 612 Bas

48
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striamo di pilt che se in un sistema triplo ortogonale (di cui non facciano
parte sviluppabili) sussiste la relazione

(23) B3 + Bi — Hi = F (us)

le superficie u; = cost.te sono pseudosferiche di raggio = 1. (*) Derivando
le (23) rapporto ad u,, u,, tenendo conto delle equazioni fondamentali (I),
(IT) § 499 pag. 623 troviamo

3813

Bus 3+ B o — T H3§=o

39“23

@23 +' ﬁu 513 Ha = 0,

e siccome le rotazioni B,s, B;s non debbono annullarsi (altrimenti compa-
rirebbero sviluppabili nel sistema) avremo

0 )
a£13 = Hl Hs Bz3 @21 ) 3—23 Hz Ha - BIS 512
Uy

e dalle citate equazioni a pag. 623

By Boe
= = HH,, o= — L H,

Ora se confrontiamo p. e, la prima di queste ultime due colla

Ba
du,

[332 621

e costruiamo la condizione d’integrabilita

By (aﬁgl) 3, (@@1) = 54, (B o) + - (HHy) =

U, 9 Uy
facendo uso delle precedenti, troviamo

323 (H1 H2 -+ le 332) = 0:

(*) Nel caso di superficie pseudosferiche di raggio R alla (23) si sostituisce
P’aitra
R2 ( Beg -+ Bl;) e Hg = T (uy)

CASO PARTICOLARE DEI SISTEMI DI WEINGARTEN 755
ossia
‘331 332 —_ 1
H, H, '

Ma il primo membro rappresenta la curvatura delle superficie
u; = cost.te, che ¢ dunque = — 1, ¢. d. d.

In modo perfettamente analogo si tratta il caso dei sistemi di WEIN-
GARTEN a curvatura positiva, ove il ds? prende la forma (10) pag. 742
con R =1

(24) ds? = senh? 6 du; -+ cosh?6 du; +(g 6) duz.

In virth delle equazioni (III), ove R = 1, si trova che I’espressione

WEES I SRS

~ \senh 6 Ju,du, cosh 6 du,du, s

¢ una funzione di us;, necessariamente positiva, che possiamo dunque
fare = 1 disponendo del parametro us;. Cosi pei sistemi di WEINGARTEN

a curvatura positiva = 1, la funzione 6 nella (24) dovrad soddisfare al
sistema di secondo ordine :

( aeg—l— 2+senhﬁcosh6-—0

1 R0\ 1 i 20\
o smme) (o ) + (G =1

E in modo simile al caso precedente si provera che la seconda equazione,
ossia la

(B)

B% 4P + H;=F (u3),

basta gid a caratterizzare questi sistemi, escluso che nel sistema si abbiano
serie di sviluppabili.

§ 547.

Le linee di equidistanza nei sistemi di Weingarten.

In un gsistema di WEINGARTEN si consideri una qualunque super-
ficie us; = costte della serie a curvatura costante e sopra di essa le
linee di equidistanza (§ 522) H, = cost.te Dimostriamo che sussiste il
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teorema : In ogni sistema di WEINGARTEN le linee di equidistanza sulle
superficie a curvatura costante sono circoli geodeticy parallels.

Prendiamo dapprima il caso pseudosferico, ove la distanza normale
infinitesima ¢ ¢ fra due superficie pseudosferiche successive ¢ data da

La seconda delle (A) si serive quindi
(25) Ad =4 +C,
essendo A, ¢ il parametro differenziale primo di ¢ rispetto al
ds? = cos? o du? 4 sen® o duj

della u; = cost.te La (25) ci dimostra intanto che le linee di equidistanza
¢ = cost.t> sono geodeticamente parallele. Caleoliamo ora, colla formola
.1 - . .
di BonnEer (I pag. 269), la curvatura geodetica o’ di queste linee di
y
equidistanza :

b 1 } O [senow 1 9 q) c0s o 124
Py = senweos o 19u, (\/A 0 oS ® Ju, au, VA, q, sen » dug )\

Se si tien conto delle formole

EYEIY 1 202y
\3u1<coswc—?f)——¢cosm+senwauzaug
] /1 3¢ 1 dwdd
(aug(senwéju—)—Lpsen ® 7 Cos © dug duy

ehe seguono dalle (20) e delle altre

3 _, 00 aAlq)

g0
Sl gygt

Uy’

du, T ou,

conseguenze della (25), otteniamo

(26)

LE LINEE DI EQUIDISTANZA ECC. 57

Dunque le linee di equidistanza ) = cost.te, oltre che essere geode-
ticamente parallele, hanno anche curvatura geodetica costante, e per cid
sono circoli geodetici paralleli c. d. d.

Del tutto analoga & la dimostrazione pel caso della curvatura positiva.
Valendo allora le formole (B), ed essendo

00 .
—_— ) — [N
b=Gy0 Mi=1-¢,

alla formola (25) si sostituisce I'altra

@5%) T_o_ 4
Py V1I—?

Dal teorema dimostrato segue poi che: Se un sistema di WEINGARTEN
é nmoto, le linee geodetiche delle superficie della serie a curvatura costante st ol-
tengono con quadrature.

Infatti su queste superficie, nelle linee di equidistanza, conosciamo un
sistema geodeticamente parallelo appartenente colle trajettorie ortogonali
ad un sistema isotermo e con una quadratura, pel teorema di Liz (I pag.
131), si hanno le geodetiche ortogonali.

Cosi p. e. se ricordiamo (§ b42) che ogni superficie d’ ENNEPER a
curvatura costante genera, per rotazione attorno all’asse, una famiglia di
Lamt, ne deduciamo : Sulle superficie d’ ENNEPER a curvatura costanle le
linee geodetiche si ottengono con quadrature.

§ 548.

I sistemi pseudosferici di Weingarten a flessione costante.

Consideriamo in particolare i sistemi pseudosferict di WEINGARTEN che
conviene distinguere in tre specie secondo che nella (26) la costante C & po-
sitiva, negativa o nulla. Possiamo fare corrispondentemente

C=1, C=—1, C=0
e dalla (26) risulta ordinatamente

Lo, oy, o
Py Pq} Py
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D’ altra parte la ﬂessionepl delle trajettorie ortogonali (us;) delle
. 3

superficie pseudosferiche ¢ data, secondo la (8) § 522, da

1 A
(@7 VA,
Ps b

e si ha quindi rispettivamente nei tre casi

1 1 1
— 1, = 1, ==1.
Ps> 93< p

3

. 1 . . . .
Diremo —la flessione del sistema di WEINGARTEN, ed avremo quindi
Ps

tre specie di questi sistemi secondo che la flessione sara > 1, <1 o= 1.
Nel primo caso i circoli di equidistanza saranno a centro ideale (paralleli
geodeticamente ad una medesima geodetica), nel secondo avranno centro
reale a distanza finita, e nel terzo infine saranno oricicle parallels.
Quest’ultimo caso & il pilt notevole. Basta che una delle curve (u,) sia
a flessione costante = 1 (cid che pel teorema d’esistenza al § 540 possiamo
sempre prescrivere) ed allora sopra una superficie pseudosferica del
sistema, per le (26), (27), le linee di equidistanza sono oricicli paralleli
e in conseguenza tutte le altre curve (u,;) sono a flessione costante = 1.
Diremo che in questo caso il sistema di WEINGARTEN & a flessione co-
stante. Dal teorema generale al § 540 & manifesto che: Date ad arbitrio una

superficie pseudosferica S di raggio R, ed una curva C a flessione costante = IR

uscente da un punto di S ortogonalmente alla superficie, é individuato un si-

. : ) 1 . -

stema di WEINGARTEN a flessione costante = , che contiene mella famiglia
L

psudosferica la superficie S e fra le trajettorie ortogonaly la curva C. Come
si vede, questi particolari sistemi dipendono da tre funzioni arbitrarie.

Nel caso di questi sistemi, essendo nulla la costante C delle formole (A),
queste diventano :

5, = Sén »w CoS ®

(A™) ]
1 o 3+( 1 73203 ;o BG)Y"
COS ® O 1y O Uy senu&@@zauf,) — \Ous/ -

I SISTEMI PSEUDOSFERICI DI WEINGARTEN ECC. 759

Se ora indichiamo con 6 'angolo che la direzione positiva della normale
principale alla curva (us;) forma sulla superficie pseudosferica colla linea
uy = cost.te, abbiamo dalle formole al § 521

_ b1 OH
sy = iy H, H; 9uy
onp =2 L O

"'23——H2 Haruz,

ed al sistema (A*) pud quindi sostituirsi 'altro equivalente :

az—w—a—%—(?-—senmcosw
du:  dud
2w 2w
(C) m——-@OSOcOSw%
o

, ow
| =% =—senfseno—.
} au2au3 aus

Le formole (I), che seguono da queste, danno allora

06 ow 06 R0
— = — = — 0
(28) 3, + L, sen 6 cos o , e + S, cos 0 sen o ,
e da queste eliminando o risulta
*0 %06
(29) dut 3w sen 6 cos 6.

D’altronde, derivando le (28) rapporto a us, abbiamo

%6 20 6 26
= 08 0 cos v ~— = sen 6 sen w — ,

(30) dQuy U, s’ O Uy O Uy duy

e quindi anche

1) [ 1 yef+<1 yef=€wj

\c0s 6 du; du, sen 6 9 u, du, Qus

Dalle (29), (31) si vede che 9 soddisfa al medesimo sistema (A¥), e
percio al primo sistema di WEINGARTEN a flessione costante se ne associa
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un secondo corrispondente alla formola

ds? = cos? 6 du} + sen2 6 dul - (g;)z aus .
3

I sistemi di WEINGARTEN a flessione costante si presentano quindi sem-
pre associati in coppie, circostanza il cui significato geometrico apparira
pilt avanti (D § 551).

Fra i sistemi di WEINGARTEN a flessione costante i pilt semplici sono
i sistemi ciclici di RiBAUCOUR a raggio costante, che ci sono gid noti
dal § 257. Le formole relative a questo caso particolare si ottengono

dalle superiori nel modo seguente. La torsione %delle curve (u;) nel
3

sistema di WEINGARTEN a flessione costante individuato dalle (C) & data,
per la formola finale del § 521, da

206
1 _ o
T, do’
dus
.\ s 1
e per cio, se 6 & indipendente da wu,, sard T, = () e le curve (u;) saran-

no tutte circoli di raggio = 1.

Per ottenere questi sistemi ciclici basta dunque partire da una super-
ficie pseudosferica arbitraria S di raggio = 1, il cuids? riferito alle linee
di curvatura sia

ds® = cos® 6 du? -+ sen® 6 du? ,

e determinando o dal sistema completamente integrabile

?_(2 o6 RO) 3_6_

~— = —cos Osen v, — = gsen 6 cos »
duy QU T du, + duy ’

basta prendere per terza variabile u; la costante arbitraria che entra in o.
11 sistema ciclico di RiBAucour sara definito da

2
ds? = cos® o du} -+ sen® w du? - @u—m) aus ,
3,

e le superficie pseudosferiche u; = cost.e di questo sistema saranno le

I SISTEMI PSEUDOSFERICI DI WEINGARTEN ECC. 761

w ' complementars della S. Si osservi ancora che dalle (30), confrontate
colle due ultime (C), risulta in generale

00 2w . :
S . = F (u;) (funzione di us),

onde segue che se per un sistema particolare di valori di wu, u, &
26 . 20 ) . .
Su = 0, sara sempre S =0, e le (u3) saranno circoli. Dunque : Se in
un sistema di WEINGARTEN & flessione cosltante = 1 una delle trajet-
torte ortogonaly delle superficie pseudosferiche é un circolo di raggio = 1,
tutte le altre somo circoly dallo stesso raggro. (*)

In fine osserviamo il teorema che caratterizza i sistemi di WEINGARTEN
a flessione costante :

Se in una famiglia di Lavi le trajettorie ortogonali sono curve colla mede-
sima flessione costante (non piane) le superficie delia famiglia sono pseudo-
sferiche di egual raggio.

E infatti se si suppone questa flessione p. e = 1, si avra

kS

1,
p§ - Iﬁ(gls +ij2§) = ];

onde essendo
Bl§ +$2§—H§=0

valgono le conclusioni del § 546.

§ 549.
Sistema triplo ortogonale di Weingarten composto di elicoidi.

Si e gia visto, al § 527, che qualunque. elicoide a curvatura costante
genera, per rotazione attorno all’asse, una famiglia di Lamis (Cf. § 542)
ed ora vogliamo trovare le semplici formole relative a questi sistemi di
WEeINGARTEN che sono composti, come si vedrd, di tre serie di elicoidi,
coassiali, tutti a curvatura costante e congruenti in ciasecuna serie.

(*) Questa proprieta segue anche dal teorema di unicita sopra dimostrato.




762 CAPITOLO XXX. — §. H49

Per questo cerchiamo di soddisfare alle equazioni (A) pag. 763 con una
funzione o che sia funzione di una combinazione lineare

T =au; +bu, +u; (a,b costanti)

delle. variabili u,, %, 4s. (¥*) Ponendo

o = f(v),
la prima delle (A) e da:
fr se::zf_co:zf ’
da cui integrando
{2 = -»Sﬁri -+ C" (O costante),

e la seconda delle (A) sard pure soddisfatta prendendo

b? ,

Facciamo C' = 1 e supposto b > a avremo

df
T senf
X/l o WE_E Zz

indi

setl w = sn(t, k), cosw =cn(t, k), k= — !

ViE—at

Per 'elemento lineare dello spazio risultera la formola notevole

(32) ds? = cn? t du? + sn? © du? - dn? t du
T = au; + bu, -+ us,

le costanti a,b essendo legate al modulo % delle funzioni ellittiche di Jacos:

(*) I1 seguito del calecolo proverad che si arriva al medesimo sistema colla
ricerca analoga sulle (B) pag. 755.

SISTEMA TRIPLO ORTOGONALE ECC. 763
dalla relazione
, 1
(33) b2 — a2 = 2

Calcolando le curvature principali delle superficie delle tre serie, dalle
formole del § 521, troviamo :

;1 adnr 1 ppe M T 1 snc
(34) Snz_ smt’ Ty dnc’ 1y cnc
( 1 akzsnfc 1 bdn'c 1 cn
Lt dnt’ 1, ent’ 1y Smrt’

e quindi per le rispettive curvature K;, K,, K, delle superficie u,= cost.te,
u, = cost.te, u; = cost.te:

Ky =—ak, K=1kF K=-—1,
con
K] +K2 +K3 = 0.

Come si vede in questo sistema di WEINGARTEN tutte tre le famighe di
superficie sono a curvatura costante, due negative e la terza positiva. Di
pilt siccome per ciascuna superficie della famiglia tanto i coefficienti della
prima quanto quelli della seconda forma fondamentale sono funzioni di
una combinazione lineare delle variabili, risulta che le superficie di ciascuna
famiglia sono elicoidi congruenti fra loro. Le equazioni in termini finiti
dell’attuale sistema triplo si ottengono per funzioni ellittiche, (*) e si vede
che i tre sistemi di elicoidi hanno il medesimo asse. Come gia si e detto,
qualunque elicoide a curvatura costante da luogo ad un tale sistema triplo
elicoidale, la qual cosa risulta anche del resto dal confronto della formola
(32) con quelle ottenute al § 250 per le elicoidi a curvatura costante.

Particolarizzando i valori delle costanti a, b, si puo anche fare in modo
che il sistema riesca a flessione costante. Per questo, siccome qui abbiamo

1 1 1 bk —1
EIaE B R "
basta prendere
1 K
b=k—2, a_ﬁ

(*¥) Cf. la memoria dell’A. citata a pag. T05.
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perché risulti — = 1. Tl gsistema ¢ a flessione costante ma non ciclico,
Ps

perche le curve (u;) hanno la torsione non nulla

1 4

T,  dn?t’

E manifesto che per ottenere un tale sistema elicoidale a flessione
costante basta scegliere un elicoide pseudosferico iniziale le cui eliche
siano oriclici. '

Notevole & ancora il caso particolare in cui nelle formole (32), (34) il
modulo k delle funzioni ellittiche raggiunga il limite estremo I, con che
le funzioni ellittiche degenerano in iperboliche e si ha

ds? — igh? = dui - Eo_slm (st + dud).

Le superficie u; = cost.te, u, = cost.t* sono allora elicoidi del Dint
congruenti in ciascuna serie e coassiali, mentre le u, = cost.te sono sfere

. . T . .
di raggio costante = j ol centri sull’asse.

In fine, rispetto alla forma (32) del ds? euclideo, osserveremo che se
si considera in generale un ds* della forma

(35) ds?= A2cn?(u +v +w) du?+ B2s n3(u +v +w) dv? -+ C? dn®(u v - w) du?,

rimanendo arbitrari il modulo % delle funzioni di JacoBi, come le tre co-
stanti A, B, C, questo ds?appartiene (come si verifica subito colle formole
(IX) del § 518, pag. 680) ad uno spazio di curvatura costante K data da

1 (11

Le superficie di ciascuna delle tre serie sono a curvatura costante
e congruenti, e le loro curvature (relative) K;, K,, K; sono date da

k2 k* 1

Klz_Xz’ K2=§2, K3=_‘62’

SISTEMA TRIPLO ORTOGONALE ECC. 765
e legate alla curvatura K dello spazio dalla relazione

K, + K, + K, +K = 0. (%

§ 550.

La trasformazlone di Backlund pei sistemi di Weingarten.

Ai sistemi pseudosferici di Weingarten potremo applicare, secondo i
risultati generali dei §§ 543, 544, la trasformazione elementare (reale) di
BiokLunp per derivarne nuovi sistemi della medesima specie.

Le formole che legano le due funzioni caratteristiche w, ¢ pel sistema
primitivo

A 2
o ®
ds? = cos? » du? + sen? o du? -+ (5@7) du
3

(*) Pin in generale se

g dw)\?
ds?= coso du: + sen? o dub - R2 (57) duj ,
23

appartiene allo spazio euclideo, le superficie wu; = cost.t® essendo pseudosferiche
di raggio R costante, 1’altro

2 2 2 2 a2 2 212 dw\? 2
ds'? == a® (cos® m duy -+ sen®ow dug) 4~ 02 R’ S dus ,

3

ove @, b sono costanti, appartiene allo spazio a curvatura costante

1 /1 1
K= (b_ - ;) :
Analoga relazione si ha, pel caso dei sistemi di WEINGARTEN a curvatura
positiva, fra i due elementi lineari
; . 9 0)\2
g ds? = senh? 0 du? 4~ cosh? 0 dus |-R? (7) dus
oUs
) 2 2 2 20\? . o
ds'? = a2 (senh? 0 du; - cosh?  duz) -+ b* R? 3 ) dus

Ug

appartenendo il secondo di essi ad uno spazjo di curvatura costante

1 /1 1
K= g (a zT)
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e per il trasformato

2
ds? = cos? © du® - sen? o dui -+ (%iﬁ) du3
3/ .

per la (IV) pag. 748, ove si ponga

R=1, k= coso,
saranno

d¢  Jo _ ©cOSwsen p - sen s sen » 6os ¢

du;  du, €os &

)20 Ow sen o cos © - sen Geos » sen o
R
2 U, Uy coS ¢

, d¢ €8s FPo coss Fo
\Senc~—+

o w
3, cos<p+————sengo+a—u3=0.

08 ® Ju; s Sen o ou, U

I importante osservare che I’espressione

g__(1 Rw 2+ 1 P o \? 2 w\?
" \eos » aulaus) (sen ® 3uzau3> - (a—us> ’

R=05+8s—H

ovvero

gid considerata al § 546, & un imvarianie della trasformazione, ciod si avra

0 ek -6l

COS ¢ Uy O Ug Sen ¢ 0 Uy O Usg oUs
(1 Pa Y 4 1 RPo \? (gg 2
~ \cos ® Quy d U, sen o O Uy O Us aus) ’

E infatti dalle (D), osservando le (20), (20*) pag. 7562, 753, deriviamo
le seguenti:

dw
Mg

Fo ©O0S G S€n » COS 1 o
—_— 6 [0) o ———
COS ® O Uy O Us ? sen » Juy OUs

coss o o0
cOscpéulau?_cosma—us—|—sencseosw

~+-cos s senm senop.
(67

cosc Fo dw 9o
— = Sén ®» =— -} sen 6 ¢0s W — —
sen o 0 U, 0 Us MUy Mg
32 (O] 1 32 (O}

——— ————— -G0S 5COS® COS P . ——
08 » Uy Jusg T 7 senw u,ou; °

— COSGCcosSwseny.

LA TRASFORMAZIONE DI BACKLUND ECC. 767

da cui quadrando e sommando, coll’aver riguardo alla terza delle (D), si
deduce appuntola (36).

Stabilita questa formola (36), ne risulta che scelto il parametro u, in
guisa che o soddisfi le (\) pag. 73, anche la ¢ soddisferd le medesime
equazioni

82,“0 ach
W—mzsen!pcosp

(R R L
COS @ JUy O Ug sen ¢ 0 U, 0us dus !
col medesimo valore della costante C. Dunque il sistema () derivato avra
la flessione > 1, 0 << 1, ovvero = 1 insieme col primitivo (w). In parti-
colare. La trasformazione dv BXCKLUND cangia ¢ sistems di WEINGARTEN
a flessione costante in altri della medesima specie.

Ponendo poi nel caso dei sistemi di WEINGARTEN a flessione costante
(§ 548)

) o
cos(ﬂ=»——~——aulau3 , senf—=— auzaﬁi,
oS Qv senw Jw
Mg U
e corrispondentemente
a4 k)
 duy du U u
cos ¢ = — coAsia_D‘ , send = — ;l—a o
¥ Jug ¥ Mg

risulta dalle (37) :

€08 » cos (p — 0) — sen s sen o sen (¢ — 6) — cos 5 cos w
1 — cos 5 cos (v — 6)

cos¢ =

sen o cos (v — 6) - sen  cos w sen (p — 0) — cos & sen

sen = 1 —cosscos(p—6)

Derivando rapporto ad u, ne segue

¢ sen ¢ 36
us; ' 1 —cosccos(p— 0)du;
. 20 ¢ . . .
onde si vede che se — = 0 anche - =0, cioé (§ 548). I sistems
aus aus
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ciclics di WEINGARTEN 8¢ cangiano per trasformazione di BECKLUND in nuovi
sistemt ciclice.

La dimostrazione dei due ultimi teoremi si pud anche fare direttamente
osservando la legge geometrica secondo cui la trasformazione di BickLuND
cangia una curva C traiettoria ortogonale delle superficie pseudosferiche
in una famiglia di WEINGARTEN nella corrispondente curva C’ del sistema
trasformato : Il segmento P P’ che unisce due punis corrispondenti di C, C’
& costante = cos 5, e normale ad ambedue le curve, e Uangolo delle rispettive

tangentt wn P P’ € costante = g—— ]

Questa pud riguardarsi come una trasformazione geometrica per curve
C arbitrarie (*) dello spazio, e se si cercano direttamente le formole cor-
rispondenti nella teoria delle curve, si trova che indicando con 6 I'angolo
d’inclinazione del segmento P P’ sulla normale principale in P alla C la fun-
zione 6 dell’arco s di C deve soddisfare all’equazione caratteristica (ridu-
cibile al tipo di Riccarr):

46 1 1 /cosccos
E—S_T—f_senc(» P “_1>’

., 11 .
dove al solito — , - sono le due curvature di C. Tenendo fisso I’ angolo o,
p .
si hanno cosi o' curve derivate C’, tutte tracciate sulla superficie canale
coll’asse curvilineo C e di raggio R = cos ¢ e trajettorie isogonali dei circoli

sotto I’angolo 6. Indicando con ::)—, la flessione C’ si trova la formola

2
(1,2 __1) (1 — Mﬁ) = s o & 1),
p P p

1 1 . .
dalla quale segue appunto che e 1, i 1 hanno il medesimo segno
e insieme si annullano. Dunque se C & a flessione costante = 1 lo stesso
accade per C'. Di pili & facile vedere che se C ¢ un circolo di raggio = 1
cosi anche C'.

(*) Che restino effettivamente arbitrarie risulta gia dal teorema fondamen-
tale al § 540.

LA TRASFORMAZIONE COMPLEMENTARE ECC. 769

§ 551.

La trasformazione complementare pei sistemi di Weingarten.

Nell’applicare le trasformazioni di BickLunp ai sistemi di WEIN-
GARTEN & ammissibile il caso speciale notevole, in cui l'angolo ¢ sia
eguale a zero e quindi la trasformazione di Bickiunp si cangi nella
trasformazione complementare, cid che mel caso generale dei sistemi
pseudosferici a raggio R variabile, essendo anche o variabile, non
poteva evidentemente aver luogo.

Esaminiamo ora la possibilita di questo caso, nel quale la terza
delle (D) diventa un’equazione in termine finits per ¢, e cioe :

1 —3—2(’) cos o -+ 1 jﬂ~ sen -l—a—w—-O
COS » Uy dUs P Senwou, 0 Uy ¢ Qus

(38)

Ora per le formole del § 421, indicando con 6 ’angolo che la normale
principale della curva (us) forma colla linea u, = cost.te, abbiamo

o
cosh = — L= —p 2t
* COS 0 o
3
Fo
sen 0 =_;_’5?_._:__ oo augal,ti’
23
sen o -
e la (38) pud scriversi
(39) 005 (5 — 6) = pu

Si vede quindi che si hanno per ¢ due valori reali e distinti se la fles-

sione o del sistema di WEINGARTEN & > 1, immaginarii coniugati per
3

o < 1 e reali coincidenti pei sistemi di WEINGARTEN a flessione co-
3

1 . .
stante o = 1. Ora basta derivare la (38) rispetto ad wu,, u,, tenendo
3
conto delle formole (20), (20¥) per accertarsi che la funzione ¢ cosi
determinata soddisfa anche alle due prime (D).

49
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Per interpretare geometricamente questo risultato, assumiamo sopra
una superficie pesuosferica S del sistema, supposto a flessione > 1, per li-
nee coordinate «, B i circoli di equidistanza e le geodetiche ortogonali, onde
I'elemento lineare della S prendera la forma iperbolica

ds? = do? -+ cosh? o d 2.

Se con Q indichiamo I’angolo che la direzione definita dalla (38) forma
colla geodetica B = cost.te, abbiamo Q = » — 0, e la (39), avendosi per
la (27) pag. 758

— = p, = cotha,
05 Py
diventa

(40) cos @ = tgh a,

dove o & la distanza geodetica del punto P che si considera su S dalla
geodetica d = 0. Ma per la formola che da Pangolo di paralellismo
in geometria non euclidea (I pag. 621) la (40) definisce appunto 1’ angolo
di parallelismo relativo al punto P ed alla geodetica oo = 0. Abbiamo
dunque il teorema seguente :

. . . . 1
Dato un sistema pseudosferico di WREINGARTEN a flessione — >1,
Ps3

st consideri sopra una superficie pseudosferica S del sistema quella deter-
minate geodetica g che appartiene alle linee dv equidistanza, ¢ sopra S si
traccino le geodetiche parallele, nelluno o mellaliro senso, alla g. Se della
S st prende la superficie complementare S, o Ualtra S_.,, rispetto alluno
o0 oll’ altro dei due dette sistemt o' di geodetiche parallele, le ' super-
ficie S; (corrispondenti alla o' S), come le S_, daranno luogo a due
nuovi sistemi di WEINGARTEN.
Possiamo anche confermare il teorema precedente ricorrendo alle pro-

prietd delle linee a doppia curvatura osservate al §13 (I pag. 29).

Se consideriamo una curva C del sistema (u;) e le sue due trasformate
C,, C_;, la formola

(39) cos Q = p,

dimostra che le due curve C,, C_, sono, sulla superficie canale di
raggio = 1, avente la curva C per asse curvilineo, i due rami dello
spigolo di regresso di questa superficie. Ne segue che le tangenti a C,, C_,

LA TRASFORMAZIONE COMPLEMENTARE ECC. Yia!

in due punti corrispondenti ad un medesimo punto di C sono perpen-
dicolari alla tangente di C, onde ricordando le proprietad della trasfor-
mazione complementare, vediamo che la C, & trajettoria ortogonale
delle superficie pseudosteriche S,, e cosi la C_, delle S_,. E siccome
sulle S,, e sulle S_,, si corrispondono le linee di curvatura, vediamo
nuovamente che le (S,), (S_,) sono ancora famiglie di LAME.:

Cosi da ogni sistema pseudosferico (S) di WEINGARTEN a flessione pl >1
3

deduciamo due nuovi tali sistemi (8,), (S_,), che si diranno i contigui
complementars di (S). Potremo quindi applicare tanto a (S,) che a (S_,) di
nuovo la trasformazione complementare. Ma poiché ogni volta uno dei due
sistemi complementari ¢ il primitivo (S), cosi vediamo che il sistema noto
(S) dard luogo, con sole operazions di derivazione, ad una catena di sistemi
di WEINGARTEN :

che si estende all’infinito nei due sensi, ciascuno dei sistemi avendo per
complementari i due contigui nella catena.

Perd se il sistema (S) diventa al limite un sistema a flessione costante

1

o =1, allora i due sistemi contigui vengono a coincidere in un solo (8,)
3

e la relazione fra (8), (8,) & involutoria. Ciascuna delle due famiglie dv LA Mi:
ha in tal caso per trajettorie ortogonali v luoghs dei centri di curvatura delle cor-
rispondenti trajetiorie ortogonaly dellaltra.

Cosi abbiamo I'interpretazione geometrica delle formole al § 448 per le
coppie associate di sistemi di WEINGARTEN a flessione costante.

§ 552.

1 sistemi tripli ortogonali con una serie a curvatura

costante come sistemi Q.

Fino ad ora, nella teoria delle trasformazioni delle famiglie di Lami a
curvatura costante, ci siamo limitati alle trasformazioni reali di BAcKLUND
per le famiglie pseudosferiche. Ma come per le superficie isolate, cosi anche
per le famiglie di LAME si possono utilizzare le trasformazioni immaginarie
di BickrunD tanto pel caso della curvatura costante negativa come in quello
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della curvatura positiva, e queste trasformazioni immaginarie, opportu-
namente composte, daranno luogo a trasformazions raely di RIBATCOUR
per inviluppi di sfere.

Otteniamo direttamente queste trasformazioni reali di RIBAUCOUR dei
sistemi tripli ortogonali, contenenti una serie di superficie a curvatura co-
stante, riguardando questi sistemi come casi limiti dei sistemi n.r!i orto-
gonali Q studiati al § 516, e precisamente dovremo qui supporre n = 3,
e considerare il caso i escluso dell’eguaglianza U, = U,

Enunciamo il problema che attualmente ci interessa sotto la forma se-
guente :

Trovare © sistems tripli ortogonali (u,, us, us) dello spazio euclideo che
ammettono trasformazioni di RIBAUCOUR (Y, Ya Vs @) le cus funzions tra-
sformatrict sono legate dalla relazione quadratica omogenea

(41) T%+7§+U3’f§+a"‘52=.,0,

dove a ¢ una costamie ed Uz una funzione della sela us.

Valgono qui i calcoli esegniti in generale al prinecipio del § 516,
fino all’equazione ivi segnata (63) pag. 673, dalla quale ponendo n = 3,
U, = U, = 1 deduciamo

e

28, v
: 428 4o b Uy +a T H, =0,
Uy

ETA

Ma d’altra parte si ha anche

?ﬁ_plz +aﬁ21

o u, o u

+ (331 B32 =0 )
indi
Bar B (1 — U;) = a H, H,,

e siccome la curvatura K, delle superficie u; = cost.te & data da

K _ Bube
3 Hl Hg ]

si avra necessariamente
1 _1—-1Ts

(42) K, P

I SISTEMI TRIPLI ORTOGONALI ECC. 773

e le superficie u, = cost.t* saranno, ciascuna, a curvatura costante. Dun-
que : Se un sistema triplo ortogonale (u,, 1y, us) ammelte una trasformazione
di RIBAUCOUR le cut funziont trasformatrict Y., s s 3 © Stanc legate dall's-
dentitd quadratica (41), le superficie della serie u, = cost.te avranno ciascung
curvatura K, costante, data dalla (42) .

Dimostreremo ora che tale condizione necessaria ¢ anche sufficiente, che
cio® ogni sistema triplo ortogonale con una serie w, = cost.te di superfi-
cie a curvatura costante ammette in effetto trasformazioni di Risaucour
della specie richiesta (41). Intanto, ammessa [esistenza della trasforma-
zions, siccome le funzioni trasformatrici inverse I',, [',, [';; ® vengono
a soddisfare alla medesima equazione (41) (a causa delle formole (24) § 505
pag. 641) le superficie u; = cost.te del sistema trasformato avranno la
medesima curvatura K; data dalla (42) e saranno ciascuna legata
alla corrispondente del primitivo dalle trasformazioni di Risaucour
del § 348.

Resta ora che dimostriamo leffettiva esistenza delle trasformazioni,
per la qual cosa dovremo provare la compatibilita delle equazioni generali
di trasformazione

7, e
(a) 5,‘; = Bin T > é&j =H,; 1,

(i, k =1,2,3)

colle tre che provengono dalla (62) § 516 (pag. 672), e ciod

dn
/ ’a&{“l FBar¥e B Usys +a 111‘?:0
1 .
07 , )
(48) S et b Usts o Hop =0
2
U @ffi’ F Bt Bt o Hsg g +!,,Ul,. = ()
391/,3 P13 11 23 T2 3 P 5 375 LN

§ 553.

Caso dei sistemi pseudosferici.

Separiamo ora i due casi della curvatura K, negativa o positiva, e
cominciamo dal primo, ove valgono le formole del § 539 e le formole (13)
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pag. 747. Siccome qui si ha

1
K3=°""R'§7
la (42) ci da
U3=1 +a/R2,

e riunendo le equazioni generali di trasformazione () alle (43) , ove per le
rotazioni B,, si introducano i valori (13) e si ponga
dw

'Hl_—.cosm,‘ngsenm, H3=R-,,_._,
ous

si otterra il sistema seguente :

| 3n ) 2
aufl am,. :_L,j—RaLEsenm_*(s———aGOSw.gD
1 2 .

?_j(l_aw o R o?

dus  duy "™’ du, oS ®du, dUs
22 RO 0 s dw 1 +a R2

T3

éu“1=_~a;;2'.{1’a_uj2=_§7;; (1———R—OOS(1).‘{3——6LSBII(!).(P,
: 9 R i)
E) < ole > °9
GO du,  sen®du,du,  °
s seno s _ COS AT
aul“"— R 71,9,”2* R (2,(1-—1—0/3)5&;—
R o R 2w dw ,
T wse duou " sme du 0w, Mt AR R
122 _woswiy, 2 —seno.n , 2 —ROY
'a 1_"' . (1 ) au2__ . {2 E} aus_' au3'73‘

Questo &, nelle quattro funzioni incognite ¥,, 7s 7s; ¢, un sistema ai
differenziali totali, le cui condizioni d’integrabilitd si trovano identicamente
soddisfatte come si verifica colle formole (I) pag. 737 (*). Esso & quindi illi-
mitatamente integrabile, qualunque valore si attribuisca alla costante a;
di pit possiede I'Integrale quadratico

B4+ 1 +a R 3+ a ¢* = cost.te

(*) Per maggiore speditezza nelle verifiche si scriva la seconda delle (I)
sotto le due forme equivalenti (20*%) pag. 753.

OASO DEI SISTEMI PSEUDOSFERICI 75

poiche le derivate rapporto ad w,, 4, u; dell’espressione nel primo membro
sono identicamente nulle, a causa delle (). Si avranno quindi le trasforma-
zioni cercate, assoggettando i valori iniziali arbitrarii delle funzioni trasfor-
matrici alla condizione

(E* w1 +0 FaR) G act =0,

la quale sard in conseguenza soddisfatta per tutti i valori di u,, u,, u;. Na-
turalmente, affinché la trasformazione riesca reale, converrd attribuire
alla, costante arbitraria ¢ un valore negativo. E siccome, oltre la costante a,
figurano nell’integrazione del sistema (E), a causa della omogeneita e della
relazione (E*), altre due costanti essenziali, abbiamo il risultato :

Ogni famiglia pseudosferica di LamE ammetle oo® trasformazions di
RiBAaUCOUR in altre famiglie della medesima specie, che si ottengono inte-
grando il sistema (E) colla condizione iniziale (E*).

In sostanza noi abbiamo cosi estese le trasformazioni R,, dei sistemi
Q del § 517 al caso ivi escluso di U, = U, (econ n = 3).

Come nel caso delle superficie pseudosferiche isolate (Cap. XVI), que-
ste trasformazioni di R1BAUCOUR possono decomporsi nel prodotto di due
trasformazioni opposte di BickLunp del § 543. Perd queste componenti
elementari di BACKLUND possono essere reali, ovvero immaginarie coniu-
gate ; precisamente avviene il primo caso se 1 -- @ R? < 0, il secondo
quando 1 4 a R% > 0.

Consideriamo ancora particolarmente il caso dei sistemi di WEINGARTEN
ove R & assolutamente costante, poniamo R = 1. S’intende facilmente
che anche per le trasformazioni di RiBaucour I'espressione

Q- 1 732(» >2+( 1 o \: 9 w\?
T \cos o du, U, senmau23u3) T 0wy’

Q =B + B% — H

ovvero

sard un invariante (Cfr. § 546. Per verificarlo ricordiamo che dalle formole
generali (IV), (V) § 504 (pag. 638) segue

/H' = H _,,2(?(23__

T S o
27,0,

' — Dt ——

Fis = B i R I R
, 2 1,6
523=523 LExs)

B
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dove si & posto

(44) 0, — s

au +Ben FBates

ossia per la (E¥*) (ove si ponga R = 1)

Zzp@)

2“i'1®3
“(‘(3 b 61% |13 f"

a (3 + %)

27, 0,

a3+ 9"

H3= s T

2 H 23 @,43 7

Da queste formole segue
12 1e 2 2 2 2 4 @
(B 13‘H3 23_H3)_(313+ st_‘ 3)

G —
1371 23 3¢ 0
a(1 + 2),@ +H (2 —Haz + \

a(i+o

ovvero siccome dalla (E*)

MmHE—¢=—(a+1) (15 + ¢

(45) (B' )"'(313 +Bas— Hg): a(Bisti + pzs“(z-‘Hs‘P)—(af + 1)93%-

40,
a*(5+")

Ma per la terza equazione della terza linea nel quadro (E), e pel signi-
ficato di ©; date dalla (44), si ha appunto

(@+1)0;=a s + B ve— Hs 9),
onde il secondo membro della (45) si annulla e ne risulta la formola
Fis +F%— HE = B3 + s — Hs
che da la verifica richiesta.
Risulta di qui che le trasformazioni di RIBAUCOUR cangiano i sistemi di

WEINGARTEN di flessione bl‘> 1 in altri tali sistemi, e quelli di fles-
3

. 1 .. . 1 . .
gione — < 1 ancora in sistemi con — < 1. E nel caso intermedio

Ps Ps
si ha : Le trasformazioni di RIBAUCOUR cangiano © sistemi di WEIN-
GARTEN @ flessione costante in sistemi a flessione costante. Aggiungiamo
che in particolare : ¢ sistems ciclicy vengono cangiate tn sistemr ciclics.
In fine osserviamo che nel caso dei sistemi di WEINGARTEN, ¢ anche am-
missibile per la costante a il valore a=—1, caso in cui I'ultima equazione
della terza linea in (E) si riduce alla relazione in termini finiti

BisTi + Buste— Hap = 0.

CASO DEI SISTEMI PSEUDOSFERICI 7

Ma in tal caso spariscono le costanti arbitrarie dalla trasformazione,
che si decompone in due successive complementari. Di queste trasfor-
zioni ne esistono due sole per ogni sistema di WEINGARTEN e si
ottengono in termini finiti. Perd sono reali soltanto pei sistemi a

. 1 . .
flessione — >1, e se torniamo ad wusare le notazioni del § 551

Pa
per la catena dei sistemi complementari, vediamo che i due trasfor-
mati di RiBaucour del sistema (S) per le due indicate trasformazioni
sono (S,) e (S_y).

§ 554,

Caso dei sistemi a curvatura positiva. - Teorema di permutabilita.

Supponiamo ora K, positiva

1
K3=R72, R=R(u3),
e dalla (42) avremo
U,=1—aR2.

Valendo allora le formole del § 541, dovremo introdurre nelle (43 i valori

H, = senh 6, H, = cosh 6, H--Rae
duy’
26 06 : R 26 R 6 coshﬂ senh 6
Ba= ou,’ fa= duy’ * senh 6udus’ VX cosh 6uyous’ B= 2 i
ed il sistema differenziale (E) sara ora sostituito dal segu nte
an 26 aR2 31, _ 26 3, R &6
Sl L 6.~ « oV, Jn_ o7
;/ IR TR = coshtjo—asenh. 3u, 3w, Ju,  senh 6u,du,"
372 26 D 96~ aR*—1 8(2 R 226
du, ow ' duy, . du nt g -senhf. 7, —acoshf. ¢, 5o du; . coshd du,du,” °

()

9(3 cosh 6 dv; _ senh 6 . ajg_
5u~ R Caw s w o @R lg, =
R 2?0 R ] 26 ,
= enh65wow " cosh 6w au T I N, TORE
do de 908
M—Senhe {I,T—COSh.“{g,aus—_Ra—u;“{;g
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In virth delle formole (ITI), questo sistema ai differenziali totali nelle
quattro funzioni trasformatrici v,, ¥, 7;; © & completamente integrabile
per qualunque valore della costante @. Iisso possiede integrale qua-
dratico

R (L—a R +a gt = cost

e le trasformazioni cercate di RIBAUCOUR pei nostri sistemi si otterranno as-
soggettando i valori iniziali di v, v, ¥s; = a rendere nulla la costante
del secondo membro, onde sussisterd per tutti i valori di w,, u,, u; la
relazione omogenea quadratica

(F*) nHvm+l—aR)y+ar®=0.

PN

L’esistenza delle trasformazioni di RiBaAucoUR & cosi stabilita anche
per questo caso, e come per le superficie isolate a curvatura positiva si
potrebb vedere che esse si risolvono in due trasformazioni imaginarie
coniugate di BiCcKLUND.

Dimostriamo in fine che anche per queste trasformazioni di RiBATCOUR
delle famiglie di Lawmi a curvatura costante sussiste un teorema speciale dv
permutabilita, che semplifica nel solito modo I'applicazione successiva delle
trasformagzioni. Riferiamoci per fissare le idee ai sistemi tripli ortogonali
pseudosferici (X) ed alle formole di trasformazione (E), (K*). Supponiamo
che si passi dal sistema (X) a due contigui (¥'), (¥") colle trasformazioni
rispettive

(15 Y25 135 )

(v 153¢),

la prima corrispondente al valore « della costante nelle (E), la seconda
al valore ¢’ diverso da a.

Dimostreremo che : nel fascio contugato al fascio ¢, ¥ + ¢, X' esiste uno
ed un solo quarto sistema (L") legato ai due medesimi (¥') , (") da due lra-
sformazioni di RiBaucour della medesimu specie (K), ma colle coslants o',
a permulate.

Per questo procediamo come nella ricerca analoga per le trasformazioni
R, dei sistemi Q al § 517, e nelle formole del generale teorema di permu-
tabilita :

(46) T, T“+1,,¢=§@+W,

1=1,2,3

CASO DEI SISTEMI A CURVATURA EOC. 779
dove
@) A=didrdn, oo =—27, 504 N
PR e = (3u z;m )

cerchiamo di assoggettare t all’ulteriore condizione che I'y, Iy, I';; ®
soddisfino all’equazione

(48). B4+ =—a (R 154 ).

Siccome si ha per ipotesi

(49) SA=7?+7§,+7§ _‘a’(Rzﬁ’l“Pz)
| A= = —a (R $7),

dalle (46) deduciamo

’C2

9 > o 2 ] 1 ' ] 2., '
B4+ 5= A +AT (7171+7272+73T3)_a (Rz“(%’*“?z),

e sostituendo nella (48), coll’aver riguardo alle precedenti, si trova :

9 )
(50) T:”’ia*%hnl"i‘nwz (1+a’R2)'{3’(13‘|““"P«

Resta solo a provare che questo valore di = soddisfa alle equazioni dif-
ferenziali (47), ci0 che si verifica facilmente tenendo conto delle equazioni
(E) e delle analoghe cui soddisfano le 'y, 1’5, v's ; ¢’ (Cf. § 517).

In fine se si forma dalla (50)

v=—t =2t et i),
si trova
. 2a . . ) |

(50%) ? o= it et (e R s e g,
formola simmetrica delle (50) e che completa le nostre verifiche.

Osservazione T essenziale nei caleoli eseguiti I'esclusione del caso a’ = a,
ove il denominatore della (50) verrebbe ad annullarsi. In tal caso il quarto
sistema (X"”) del teorema di permutabilitd viene generalmente a coincidere
con (I) stesso. Ma se avviene che si abbia nello stesso tempo

(51)' 71'(,1'{“'{2‘(’2""(1+aR2)737,3+a<P‘P,=0’
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allora tutts i sistemi del fascio ¢; £’ 4 ¢, ¥’, come anche quelli del fascio

coniugato, sono a curvatura costante — —s-. Ora in effetto, siccome in

R?
virtl delle equazioni differenziali (E) il primo membro della (51) & una co-
stante, basta che la (1) sia ¢nizialmenle soddisfatta. Si dimostra facilmente
che in questo caso gli «! sistemi dei due fasei coriugati provengono per
trasformazio1i opposte di Bickrunp da un medesimo sistema centrale ().
Tutti i circoli C del teorema generale di permutabilitd hanno ora lo stesso.
raggio 7 che dalla formola generale (30) §506 (pag. 643) si caleola in

Equazioni per la distanza normale infinitesima ¢ ¢

in una famiglia di Lamé a curvatura costante.

In una qualunque famiglia di Lawmi a curvatura costante K, essendo
perd K in generale variabile colla superficie S della famiglia, consideriamo
la distanza normale infinitesima < ¢ fra la S e la successiva. La fun-
zione ¢ soddisfa ad un sistema caralieristico di equazioni a derivate par-
ziali del secondo ordine (generalizzazione di un sistema di WEINGARTEN
che abbiamo pilt volte incontrato) che andiamo ora a stabilire.

Cominciando dal caso pseudosferico, nel quale valgono le formole (I)
§ 539 (pag. 737) e si ha

v = Ra%

le tre ultime di queste formole si traducono per la funzione ¢ nel sistema
simultaneo

| Y CRONCRT dwdd cosm '
e T R T T L (O R
924’ . dwdd awa¢
®2) ) s, = T Y a5 o
&P dwdd dwdd senw 1y
ul =—lgo— qu, ou + ot « é"‘) é& ¢ — < ) sen »eos o,

EQUAZIONI PER LA DISTANZA NORMALE ECC. 781

1y_ 4 (1
R) ™ du, R)'

Ora, per un’individuata superficie pseudosferica u, = ¢ del sistema, ab-
biamo nelle consuete notazioni

dove

E=cos20, F=0, G=sen?n

sen o cos . y_ _ Sen o cos
D=-~-»~R -, D=0, D — R
1
K = ﬁ
e colle notazioni delle derivate seconde covarianti le formole (52) si seri-
vono
dy=—KEd¢ +aD
$p=—KFd¢ +aD’

()
(¢22=~—KG¢ +aDr,

dove @ indica la costante — % per us = ¢. Lo stesso sistema (G) si

trova pel caso della curvatura positiva K = I% ricorrendo alle formole
(I1I) § 541 Queste equazioni (G) possono compendiarsi nella formola

b dud 42 by duy duy 4 by dri = — K & (B du? + 2 F du, du, + G dul) +
+ 1 (D dui +2 D du, du, + D" du})

che ne pone in evidenza la natura invariantiva rispetto alle trasfor-
mazioni di coordinate.

Concludiamo quindi: In qualsiasi famiglia (S) di LaME composta di
superficie a curvatura costante K, se st riferisce una superficie S della
famiglia ad un qualunque svstema curvilineo (u v) e con e ¢ si ndica la
distanza normale infinitesima fra la S e la successiva nella famiglia, la
funzione ¢ soddisfa al sistema simultaneo (G), dove a é una costante pro-
porzionale alla variazione della curvatura.

Si possono del resto stabilire nuovamente, nella loro forma generale, le
equazioni (G) ricorrendo alle formole di WEINGARTEN § 523. Siccome ¢
deve soddisfare all’equazione del CAYLEY:




782 carrroLo xxx. — §§. 555, 556

du o b e
E F G |=o,
D Dl DH

possiamo porre, indicando con X, p. due convenienti moltiplicatori :
¢y =1E +{LD, $p=AF +P«DI, s = rG —{—[.LD”,
onde avremo per le citate formole (II) pag. 695

oD oD

D G +HEHEHEFHYD, S0 = L KYF (@ +HYD',
W 0 +EDG+(+HY D,

e siccome nelle nostre famiglie di LaMi sussistono, a causa della corrispon-
denza delle asintotiche, le proporzioni

9D 3D’ D’ P
m.'a*a)’.‘a"’-w=D.]).D,
avremo intanto

= — K¢

Ed ora dalla formola (11) pag. 696 per la derivata della curvatura K
abbiamo

9K _ D(—KGy-+pD)+1'(—KE-+pD) 2D (—KFp-+-pD) _
a’w— E G — F2 - ,

ossia riducendo
2K

s 2 e,
N 1 9K .
onde segue che y. & una costante a = 9K 3" Cosi le formole (G) sono
nuovamente stabilite.
§ 556.

Integrazione del sistema (G).

11 sistema (G) di equazioni a derivate parziali, la cui sllimitata integra-
bilitd & assicurata dalle ricerche precedenti e pud facilmente verificarsi
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con calcolo diretto, si riduce, quando la costante « si annulla, al sistema
omogeneo

(G*) ‘Pu:”“‘KE‘P,'Pm:“‘KF‘P:%?:”“KG‘P,

che & appunto il sistema di WEINGARTEN a cui soddisfano le coordinate di
WeIEsTRASs sulla moltiplicith S a curvatura costante (Cf. Cap. XIV
§ 238 e in generale Cap. XX VI § 451). Questo caso particolare @ = 0 corri-
sponde ai sistemi di WeINGARTEN (K assolutamente costante), e di qui se-
gue nuovamente che in questi sistemi le linee di equidistanza ¢ = cost.te
sono cireoli geodetici paralleli.

L’intezrazione del sistema (G *) equivale alla conoscenza delle linee geo-
detiche sulla superficie S a curvatura costante, e se la supponiamo effet-
tuata, basteranno, in ordine ai teoremi generali, quadrature per integrare
il sistema non omogeneo (G). Noi andiamo ora a stabilire effettivamente
queste formole di quadratura, colla qual cosa veniamo anche a verificare
Pillimitata integrabilita del sistema (G).

Prendiamo tre soluzioni ¢,, ¢,, ¢, del sistema omogeneo (G *), che siano
linearmente indipendenti, per le quali dunque il determinante

q)l ('PQ (’)3

Oy ¢ s
vV=|0u du ou
9 9 I

\ v ow ov

sia diverso da zero. Formando le derivate di y rapporto ad «, v, ed osser-
vando le (G*) cul soddisfano dy, by s, troviamo subito

SRR I el Rt

cioé (T pag. 175)

Sogy _ 31og VEG— T  3logy _ 3log YEG—T"
du du ' dv v )

Di qui integrando abbiamo

v=kVEG—T,,
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con k costante diversa da zero, che potremo fare p. e. = 1, alterando una
delle tre soluzioni per un fattore costante, onde avremo

(53) v = VEG — F°.

Cid premesso, applichiamo il metodo della variazione delle costanti ar-
bitrarie, ponendo la soluzione generale ¢ del sistema non omogeneo (G)
sotto la forma

(54) ('I)‘?"Cl q’x‘f‘Cz‘Pz “+Cs¢3,

e determinando C,, C,, C; in funzione di u, v in guisa che sussistano le sei
equazioni

/aC 0C 20
\ 14)1 auz% 3%—0
9C,9¢, |, 9C, ¢, | 9C; 3¢ _
(85) 5uau Tousn Touwsu 4P
0G94 | 9634y | 9Cads _ | 1
\Qu ov "Owu dv ' du dv
’E'JC °C oC
EDAE TR T
(55%) S 2C, % 0 C? Ay , 9Cs ¢y

)Wau vl Joau 4P

90134’1 aCza‘Pz 303 ‘I)a‘

oo T T deT was 4D

e, se ci0 sard possibile, la ¢ data dalla (54) verra a soddisfare al sistema (G).
Risolvendo le (55), (55 *) rapporto alle derivate delle C,, coll’osservare
la (B3), si trova

(56) /\g_(h_a;@ﬁ% (plaq;)VEGD K2 (M% ¢3_§%>VE—(;)L——F2$
30 2 Y (e D,

e formole analoghe per C,, C,, circolando sugli indici 1, 2, 3. Ma se si tien
conto delle equazioni di Copazz1 sotto la seconda forma (I pag. 176) e delle
(G*) cui soddisfano ¢, ¢, si verifica subito che la condizione d’integrabilitd
per le (56) & identicamente soddisfatta, onde si ha C, con una quadratura a
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cui ¢ da aggiungersi una costante assoluta arbitraria ¢,; e medesimamente
dicasi per C,, C..

§ BHT.

La superficie S inviluppo dei piani del sistema ciclico osculatore.

Le semplici proprietd analitiche che abbiamo riscontrato nel sistema
differenziale (G) per le superficie a curvatura costante trovano un’interpre-
tazione geometrica notevole, che andiamo ora a stabilire.

Consideriamo una qualunque superficie S di una famiglia (S) di Lawi
a curvatura costante K ed il sistema eciclico osculatore lungo S. I piani
dei circoli, cioé i piani normali alle linee di livello ¢ = cost.te, inviluppano

ana superficie S, che nel caso particolare dei sistemi di WEINGARTEN (quando
K & una costante assoluta) € precisamente la complementare di S rispetto
alle geodetiche normali alle linee ¢ = cost.te ed ha quindi un elemento
lineare fisso dipendente unicamente dal valore K della curvatura. Ora la
proprietd rilevata in questo caso particolare ha luogo in generale, anche
quando K varia colla superficie della famiglia, come andiamo a dimo-
strare.

Prendiamo per fissare le idee il caso pseudosferico, e riferiamoci alle
formole (14) pag. 747 pei coseni delle direzioni prineipali, ed alle (52) pag. 780
per il sistema differenziale a cui soddisfa ). Introducendo le due nuove
funzioni

sy 1 3¢
cos o au,” 7 Semw.ou,’

diamo alle (52) la forma di 1° ordine :

97 Qdw i cos ® — a»h do 91 08
o - _ v o .
oy du, v duy duy ™ Buy n
(57)
9 d 9 d sen 94
h_o®, ot :_4_0371 + vH—('cosm °% — seno. Te

~ = 9
duy,  duy 7 du, duy ?Quy

dove ¢ & una costante che & nulla soltanto nel caso dei sistemi di WEIN-
GARTEN (R costante assoluta), mentre nel caso generale qui in considera-
zione, alterando ¢ di un fattore costante, si pud attribuire alla costante
¢ un valore fisso qualunque (non nullo).

50
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I coseni di direzione della tangente alla linea di livello ¢ = cost.te sono

12 Xy — 11 Xg v _ 1z Yio— 1Yo o eZi— 0l
YT I s B Y v v R
\/'h +2 V"n’l 42 \/71’{"{2

(8) X=

e danno altresi i coseni di direzione della normale alla superficie S. Ora

indicando con Z, 7, % le coordinate del punto P di S, corrispondente al punto
P = (2, 9,2 di S, eponendo per semplicith R = 1, ¢ = 1, come ¢ lecito,
si trova subito :

1
(9) E=x—qj(*(1X1+‘(2X2—|—X3),

colle analoghe per #, z. Di qui derivando abbiamo:

0 |
s a‘uf = 4(72 3(7, Xy 4+ 12 X;) 60s o . + (¢ sen © 4 cos ) X3s
(60) _1
( g% = % 3(71 Xy + 72 Xp) sen o + (— ¢ ¢0s o 4 sen w)X3$ .

Ora dalle (57), fattovi ¢ = 1, risulta

)
Qu

0
(7 sen ®) + S, (12 c0s ) = 0,

©

e si pud quindi introdurre una quarta funzione w, determinata a meno di
una costante additiva, tale che si abbia

(60%) Sy =TSmO, 5= — 00

Si vede allora che 'espressione
=+ 2w
¢ una costante, onde scegliendo la costante additiva in w possiamo fare
nte=9—2w

Dopo cid serivendo le (60) sotto la forma :

37 = G Yo X ok 1 X0 @ + (o + ) X

LA SUPERFICIE S INVILUPPO DEI PIANI ECC. 787

¢ quadrando e sommando, si ha per I'elemento lineare d5* della superficie

S inviluppo la forma

L2 . 21 \ 27,12
() (T§2=(P+1 2 w) di |:2l[)dlgd@0—|—¢d@0 ,

W

che non porta piu traccia della speciale superficie pseudosferica S, ne della
famiglia di LaME a cui appartiene.

Questa forma (H) del ds? appartiene alla superficie (immaginaria), rap-
presentata dalle equazioni parametriche

— 2 2

¢’ J
che & la quadrica Q di equazione ordinaria
(¢ —y+ie+yt+ 24+ 1=0.

Affatto analogamente si procederebbe nel caso della curvatura K posi-
tiva e, comprendendo i due casi, si pud dire che la superficie S inviluppo
dei piani del sistema ciclico osculatore & applicabile sulla quadrica imma-
ginaria Q, osculante il circolo tmmaginario allinfintto, di equazione

. 1
(61) (@—y+ief + o+ 2= .

Riepiloghiamo questi risultati nel teorema finale :

In ogni famiglia (S) di LAME a curvatura costante K (variabile dall'una
allaltra superficie della famiglia) © piant osculatori nev punts di una super-
ficie S delle trajettorie ortogonali della famiglia (S) inviluppano una super-
ficie S d’elemento lineare fisso con K, appartenente alla quadrica (61).

Aggiungiamo in fine che le trasformazioni di BickLunD per le famiglie
di Lami a eurvatura costante si traducono per le deformate della quadrica
(61) in trasformazioni subordinate alle trasformazioni generali B, del
Cap. XXIV.

(Fine della II'* parte Volume I11.°).




Nota sul parallelismo di Levi-Civita. (*)

Scopo di questa nota & d’informare il lettore di una nuova ed
importante nozione, introdotta mnel 1917 dal prof. Levi- Civira, no-
zione che gia si & dimostrata feconda di utili risultati nella metrica
generale degli spazi curvi, ed in altre ricerche ancora pit generali. (**)
Seguendo I’indirizzo generale a cui il presente libro & informato, pre-
senteremo le nuove nozioni come conseguenze di formole differenziali

concernenti le costanti di direzione.

§ 1.

Derivate delle costanti di direzione.

In uno spazio curvo qualunque a # dimensioni S, = (¥, @;....%.,),
metricamente definito dalla espressione del suo ds®:

2 (***) .
(1) ds® = S a;, dr, dz,

ik

(*) La presente nota viene riprodotta, colla debita autorizzazione, dai Ren-
diconti dell’ Accademia delle Scienze di Napoli (Vol. 28, 1922).

(*¥) Cf. particolarmente :
Luevi-Crvita. 1) Nozione di parallelismo in una varietd qualunque. (Rendiconti
del Circolo matematico T. 42). 2) Questions de mecanica classica i relativista
(Conferencia IlI Barcelona 1922). Struik. Mehrdimensionale Differentialgeo-
metrie (Berlin Springer 1922) II § 4. Brascuxr. Diffentialgeometrie II (§ 55)
(Berlin Springer 1923).

(¥#*) In questa nota il segno S indica sommazione degli indici variabili da
1 amn. )
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consideriamo in un suo punto (z;) una direzione (&) colle costanti di
direzione (pag. 417)

dm o dw, . dzx,,
Se=gs BT o T
legate dall’identita quadratica :
(2) S @i, 87’ Ek = 1-

ik
Pensiamo ora in S, una curva I' qualunque e siano
x; =, (£) i=1,2,....n)

le sue equazioni parametriche, ove a parametro ¢ assumeremo senz’altro
larco di T'. Fissiamo inoltre, in ogni punto (z;) di I', una direzione
(&; (¢)) coll’assegnare le costanti & (¢£) di direzione quali funzioni di ¢,
finite e continue colle derivate. Proponiamoci di calcolare, lungo I, le

derivate 57 ed il modo come queste si trasformano per un cangia-

mento qualunque di variabili indipendenti colle formole

x, =z, (@, xs...2,) (E=12,...n)
che cangi la (1) nella nuova forma

1) ds* =S d;, dx'; da', .

il

Se con &, indichiamo le nuove costanti delle primitive direzioni
(&;), rispetto alle nuove variabili «,, avremo

) — 83

e derivando rapporto all’ arco ¢ risultera

ag; >z, dx aw dg',
dt _,.i ox,. Az, E +S dt

Ma per le formole di trasformazione di Curisrorrern (Vol. I pag. 81)
abbiamo

o

o, 0z,

Z; _
!
aw,‘ Au

oy 9,
oz, dx' °

.

2z
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col noto significato pei simboli di CrISTOFFEL, e sostituendo nella pre-
cedente, con semplici cangiamenti negli indici di sommazione, si ottiene :

dé; (A] <o ., wa“ dz', i [A€, NS dz', |
+z§?z,§a707&’fa at S at *'Mw\&’ dat
Ma si ha per la (4)
L oLy .,
? 3 . =&,
mentre
S axﬂ da'y  dm,

o, iy
onde risultano le seguenti formole fondamentali :

& \ Py [.l. dz,

o' M
Slils ar

oy s Pl

);el/r\

—S

(A) [dé

Di qui si vede che, modificando 1& derivate cildét— delle costanti di di-

. . A, dz, "1
rezione coll’aggiunta della parte S; 32 & 7‘% , che e lineare omogenea
A !

nelle & nelle nuove formazioni

& 3T dx,
(5) 9 e ?/ s El _ﬁt )

ove con '; si indichino le formazioni analoghe per la forma trasfor-
mata (1'), le formole (A) si scrivono:

(A*) 0, — 8% g

Risulta adunque :

Per qualunque cangiomento di variabili le formazioni Q,, date dalle
(B), si trasformano come i differenziale dx; (hanno comportamento contro-
variante).

§ 2.

Parallelismo per trasporto.

Le formole (A) o (A*) portano questa immediata conseguenza che
se lungo I' si annullano tutte le @';, si annullano anche le &, (e vice-
versa) ossia :
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L’ annullarsi lungo la curva T’ delle formazioni -Q, ha carattere in-
variantivo (rispetto alle trasformazioni di coordinate).

Ma bisogna in primo luogo vedere se tale circostanza pud verificarsi,
se cio® si pud soddisfare al sistema differenziale lineare omogeneo
nelle &,

ag, | da,
(D m*JFS 3

dt & =0

mediante costanti di direzione &;, che siano dunque legate dalla rela-
zione quadratica caratteristica

Sa;,é & =1.

ik
Deduciamo la risposta affermativa dalle considerazioni generali se-

guenti. Siano

£, &) (=1,2,...n

due sistemi di funzioni qualumque di ¢ (finite, continue e derivabili) e

indichiamo rispettivamente con @, @, le relative espressioni definite
dalle (5), e posto 3
O =S8a;,6& &
ik

0 .
andiamo a calcolare d—, tenendo presenti le formole (Vol. I pag. 82)

at
aaih o ’lzl ‘kn
si ottiene subito
ae ——
(B) it = %_a/ih (Qi &t &)

Iu particolare, ponendo le &, eguali alle &, abbiamo

a
d_ méikfzsak-igks

ik

e se supponiamo che le & (¢) verifichino il sistema differenziale (I),
annullandosi allora tutte le ©;, ne segue:

Sa; & & = cost.be

ik
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Di qui segue dunque la proposizione :
a) Il sistema differenziale (1) possiede Uinteyrale quadratico

Sa & &, = cost.te,
ik

E allora per soddisfare il sistema (I) con costanti di direzione, ha-
sterd assegnarne ad arbitrio i valori iniziali & in un punto P,==(29) di
I', e gli integrali &, (f) determinati da questi valori iniziali, si conserve-
ranno sempre eguali a costanti di direzione. E di pit & da osservare che,
a causa della linearita del sistema (I), questi integrali si mantengono
regolari lungo tutta la curva I'. Vediamo quindi che:

Se in un punto iniziale P, della curva U si fissa una direzione arbi-
traria (8Y), il sistema differenziale (I) verra a fissare, univocamente, lungo
tutto il cammino I, per un qualunque suo punto P, una conseguente di-
rezione &, (¢).

Diremo allora, con Levi-Civira, che la direzione (&) iniziale &
stata trasportata per parallelismo lungo la curva I', e questa si dira la
curva di trasporto.

Le equazioni differenziali (I), scritte per una data curva L', sopno
dunque quelle che reggono questo parallelismo per trasporto, e come
ora si vedra, la curva di trasporto I' ha, in generale, un ufficio essen-
ziale. Le equazioni (I) del parallelismo di Levi-Civira si possono anche
serivere, introducendo i simboli di Cmrisrorrer di. 1@ specie, in luogo
di quelli di seconda, sotto la forma perfettamente equivalente :

. ag, L[] de
* - = ) ’—.'Kf‘ . == -
(1 ) §aik at . ,:;{/{} ai & 0
§ 3.

Parallelismo assoluto nel caso Euclideo.

A giustificazione del nome di parallelismo adottato da Lrvi-Civira,
esaminiamo il caso particolare che lo spazio S, sia euclideo, ed allora
potremo supporre che la (1) sia del tipo normale S dz%, che ciot le

i

%y, Ly . ... %, siano coordinate cartesiane ortogonali. Le equazioni (I),

o (I*), di parallelismo diventano allora g%i:O e dimostrano che le
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¢€;, le quali sono qui ordinarii coseni di direzione, debbeno ridursi a
costanti assolute. Pertanto qualunque direzione in S,, trasportata per
parallelismo di Levi-Civira, lungo una curva I' arbitraria, rimane pa-
rallela a sé stessa nel senso ordinario. In questo caso se A, B sono due
punti arbitrarii, ed una direzione uscente da A si trasporta per paral-
lelismo in B lungo un qualunque cammino che vada da A in B, la di-
rezione finale in B resta sempre la stessa.

Dimostriamo che soltanto nel caso euclideo 'arco A B di trasporto
non ha influenza sulla direzione finale in B, fissata che sia JViniziale
in A.

Per questo si osservi che il verificarsi della detta circostanza, bre-
vemente della monodromia Qel parallelismo, richiede che le (I), scritte
come equazioni ai differenziali totali

PN
de, —[—S;;L(Eldxﬂzo (=1,2,...n)
Aw
nelle » funzioni §; delle % variabili indipendenti z;, costituiscano un
sistema completamente integrabile. Calcolando le condizioni d’ integra-
bilita
S LTt 2 rhj
TEINCE-TIMLE

con semplici cangiamenti degli indici di sommazione, troviamo :
9 (re o Ths ( 74| (Nh|  rh| |\ B
§L§”Ch 2—éw_¢;v _I—?\;*(? ; ) & =0.

v\ i v§~\)\$v(
Si ha dunque illimitata integrabilita solo quando si annullano tutti
i simboli di CHRISTOFFEL a quattro indici (Vol. I pag. 90)

)

ma cio equivale all’annullarsi di tutti i simboli di Riemanwn, e lo spazio
¢ necessariamente euclideo c. d. d.

Vediamo dunque che, eccetto nel caso euclideo, il parallelismo di
Levi-CiviTa € essenzialmente vincolato alla curva di trasporto, e sem-
brerebbe quindi opportuno parlare di parallelismo vincolato o paralle-

lismo per trasporto.

Iy
v

. i .
a%%ﬁ’ - é% 3’? § + ?(m ngh E - 31\
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§ 4.

Proprieta del parallelismo per trasporto.

Fissiamo la curva [' di trasporto ed un suo punto iniziale P,. Una
direzione qualsiasi (&) per ¥, da luogo, per trasporto lungo T', a una
serie o' di direzioni perfettamente determinate (£€;) emananti dai punti
P di I'. Facendo variare la (§)) attorno a P, dimostremo ora che la
stella di oo”™' direzioni per P, si trasporta per parallelismo lungo I’
rigidamente.

Per questo cominciamo dall’osservare che, essendo le (I) lineari omo-
genee nelle & ed ammettendo l'integrale quadratico

S Ay, &l &k = COSt.te Py

ne derivano subito le proprieta seguenti : )
Se (&), (&;) sono due sistemi integrali delle (I), anche (a &, + b §;),
con a,b costanti, & un sistema integrale, onde

San (@, +bE)(at + bE) = cost.te
ik

e in particolare
Sa;, & €, — cost.te,
ik
come segue anche subito dalla formola (B).
Questa formela dimostra il teorema :
o) Se due direzioni (8Y) (&) emamanti da P, si trasportano per paral-
lelismo lungo ¥, Uangolo w che esse formano fra loro rimane costante.

Difatti, per la formola superiore,

COS’(O =3 s, & EI
. 1[[;

rimane costante
Consideriamo ora di pit che se prendiamo per P, una terza dire-
zione (1Y) appartenente al fascio delle prime due, avremo

10 = a £ 4 pEw
con a, b costanti legate dalla relazione

@+ b0 +2abeoso =1.
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Questa terza direzione, trasportata per parallelismo lungo I', da
luogo alla direzione generica

7}7:a&1+bgzﬂ

che rimane sempre nella giacitura (nell’S,) individuata da (&,),(&,). In ge-
nerale un numero qualunque » di direzioni indipendenti per P, fissa-
no un S, per P, ed ogni direzione in questo S,, trasportata lungo r,
rimane sempre nell’S, individuato dalle » direzioni che provengono per
trasporto dalle iniziali, e forma con queste angoli invariabili. Sussiste
dunque la proprieta gia accennata sopra:

) La stella di direzioni emanante da P, viene trasportata, per pa-
rallelismo lungo T, rigidamente.

Domandiamo ora se esistono curve I' in S, per le quali una dire-
zione inizialmente tangente a I', venga trasportata per parallelismo, sem-
pre tangenzialmente a I'. Per questo occorre e basta che le equazioni

ZL;

(I) di parallelismo risultino soddisfatte ponendo &;= I che cioé lun-

go ‘1" sussistano le equazioni:

&, ) day dx,
- RN i i

Ma queste sono precisamente le equazioni differenziali delle geode-
tiche in S, , onde vale il teorema :

1) Le linee geodetiche in S,, e queste soltanto, hanno la proprieta di
avere tutte le direzioni tangenti parallele nel senso di LEVI-CIVITA.

Si osservi che la nozione di parallelismo per trasporto, indipendente
da quella di linee geodetiche come minimizzanti 1’arco, da cosi una
nuova definizione di queste linee.

Ed ora, come corollario della proposizione o), abbiamo 1" altra

8) Se una direzione qualunque si trasporta per pamlle‘lismo lungo una
linea geodetica di S, essa rimane inclinata di un angolo costante su que-
sta linea. ‘

Si puo domandare pia in generale come varia I'angolo ¢ d’inclina-
zione sulla curva I' di trasporto per una qualunque direzione (&;). Sic-
come si ha

dx,
cos ’-I) =9 /739 &, ﬂ .
ik
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basta applicare la formola (B) § 2, nella quale si ponga

_ d*z), Yy \)\( (d dx,

Q. — bt b G
e =0, & = at m! Yydt dt’
e si avra
deosd APz, (A dz, dz,
av 5% lae TS iar dt}

- 1 , . _
Ora indicando con 5 la flessione della curva I' e con 7, le costanti

di direzione della sua normale principale, si ha (pag. 456)

e la formola superiore si cangia nell’altra
te]

d cos 1
al ({/: —‘Sa'ikgi”]h'

ik

La somma a destra da il coseno dell’angolo s d’inclinazione della
direzione (¢;) sulla normale principale di I', e ne risulta la formola fi-
nale di Levi-Civita

d cos C0S G
©6) b 08

dt — p

Nel caso di una linea geodetica e E =0 e si ritorna alla proposi-

zione 38). Si osservi anche che se lo spazio S, ¢ Euclideo, e la curva I
qualunque, la (6) ci da le formole di FrENET per le derivate dei coseni
di direzione della tangente.

§ 4.
Parallelismo subordinato.

Entro lo spazio S, consideriamo una varieta V,, subordinata a m
dimensioni (1 <Zm <#n) e presa una curva I' di V,, ed una serie (§;)
di direzioni emananti dai punti di U’ ed appartenenti alla V,,, doman-
diamoci quando accade che queste divezioni (&;) sono parallele nel senso
di LEVI-CIviTA, rispetto alla varietd V,.?
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Cominciamo dallo stabilire la proposizione :

A) Se le direzioni (&;) sono gia parallele rispetto allo spazio ambiente
S., tali sono anche rispetto alla varieta subordinata V..

Per dimostrarla col calcolo, prendiamo la V,, sotto forma parame-
trica :
(7) Ty =T (U, Ugy . o0 Uy), ©=1,2,...7,

essendo %, U, . . . 4,, coordinate arbitrarie in V,, e scriviamo il ds* di V,, :

(8) | ds® = 2 by du; duy,,
i, e
dove il segno ¥ indicherda sommazione rispetto ad indici variabili da
1 a m (l'altro segno sommatorio S serbando il significato del § 2). Con-
veniamo di distinguere i simboli di CuRISTOFFEL costruiti per la forma
(1) da quelli costruiti per la (2), apponendovi I'indice a nel primo caso,
I'indice b nel secondo. Ricordiamo che i coefficienti b,, nella (8) si espri-
mono per i coefficienti @z, colla formola
dm, dx

b, = 8 @y, ot T2
©) A T
e inoltre che se la direzione (&;) ha wrispetto alla V,, le .costanti di
direzione 7, 1, . . . 1., valgono le formole

(10) & = }.g—- 1, (A=1,2,...m),

le quali derivate rispetto all’arco ¢ di I' danno:

a&l-i Q a"xl duk wox;, d'f].b
(1) At & 3u, ou, dt " +2au at -

Introduciamo le formazioni @, date dalle (5)

d&l 18 )’I‘S) c

% = B, dt’

che per le (11) e per le formole
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scriviamo
v Py duk o 91 dr” < 178 2z, du,
= 2sa " ar T 2 di F,Zm(,&’"zauk it

Questa si moltiplichi per
ay 0%
i A
7wy,
con y indice fisso e si sommi rispetto agli indici j, A variabili da 7 a #,
tenendo conto delle formole

Jx; dm grs| _[rs
.fslaﬂauﬂ a—u;—bm’ §dﬂ?)‘$«_{jL
o,
&71: ; éa Ni

e ne dedurremo :

o, dn N G Ow, x; rs| du,
,,,#7; ), — b L _ v h :
,S,la” duty, %= 2’ g ’,"71’ dt }S Y Ju; du, auﬂ s, 7}“ qu, X
ox; O uy il
auk au;t

Ma a destra la quantita che sotto la somia doppia 2 moltiplica

ik

0 0%* eguaglia precisamente (pag. 422) il valore del simbolo
)
P‘ b

costruito per la forma quadratica (8). La precedente acquista quindi la
forma definitiva :

(12) S ay 9% 3 = Dby, d + };[
74 ik

ik du,, o ,
Uy, T dt } i =1,2,...m),

o) ay

dove a destra figurano appunto le m quantitd che, eguagliate a zero
simultaneamente, esprimono, secondo le (I*), che le direzioni (m:) en-
tro V,, sono parallele.

Ora se gia queste direzioni sono parallele rispetto allo spazio am-
biente, sono uulle tutte le &; e le (12) dicono appunto che ha luogo
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parallelismo anche rispetto a V,. In particolare se le direzioni (&) si
suppongono tangenti alla I', che sara geodetica di S,, ne risulta come
corollario la proposizione ben nota :

Ogni geodetica di S, & anche geodetica rispetto a qualunque varieta
subordinata che la contenga,

§ 6.

Direzioni associate.

Per rispondere completamente alla domanda formulata al principio
del § precedente introduciamo una nuova nozione, suggerita spontanea-
mente dalle formole (12).

Sia I' una curva qualunque di S,, dai cui punti emana una serie
w! di divezioni (§;). Se queste non sono parallele nel senso di Levi-
Civita, le = relative quantita

0, Q,...0

i,

non sono tutte nulle, e per cio esiste in ogni punto di I' ura direzione
(1:), perfettamente individuata, con costanti di direzione proporzionali

alle Q;, scriviamo
N = R in

e la quantita R, che assumeremo positiva, sara data da

1 P
13 = S Qi Qz Qc .
(13) R =\/Saae
Le proprietd invariantive delle €, espresse dalle formole (A*) § 1,
dimostrano che la direzione (n;) non cangia per cangiamenti di coordi-

nate, e la quantltaﬁ stessa € un invariante metrico relativo alla curva

I ed alla serie o' di direxioni (§;).
Chiameremo questa direzione (7;) (meglio questa serie di direzioni)

s 1 ,
Vassociata della (*;) lungo I' e la quanmta»ﬁ curvatura associata della T,

rispetto alle direzioni (§;). Questa misura, in certo modo, la rapidita
di scostamento dal parallelismo delle direzioni (§;). Se le (&;) sono paral-

lele si ha 1%: 0 e la direzione associata ¢ affatto indeterminata. In
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ogni caso da % @ &; & = 1, derivando rapporto a ¢, segue per la (B) § 2
K2

Sa & N =0,
ik

onde risulta che la direzione associata (v;) & sempre normale alla pri-
mitiva (§;).

Concludiamo : Se da ciascun punto di una curva T in S, emana
una direzione (§;), e queste direzioni non sono parallele in S,, ne risulta
univocamente determinata una seconda serie di direzioni (v;) associate
alle (&;) e normali a queste. (*)

In particolare, quando le direzioni (&;) siano quelle delle tangenti
alla T" (non geodetica di S,), le direzioni associate sono quelle delle nor-
mali principali e la curvatura associata coincide colla flessione della T'.

Colla nozione di direzioni associate siamo in grado di rispondere in
generale alla questione proposta relativa al parallelismo delle (¢;) rispetto
alla varieta subordinata V,,. Questo avverra allora ed allora soltanto
che sussistano le m relazioni:

Saj;, MQ; =0, (p.=1,2,...m)

JA Oy
le quali esprimono che la direzione associata alla (§;) deve essere nor-
male a tutte le m direzioni in V,, cioé al suo S,, tangente. Resta cosl
stabilito il teorema.

B) Se dai punti di una curva I, entro la wvarietd subordinata V.,
emanano le direzioni (&), la condizione necessaria e sufficiente pel paral-
lelismo delle (§&;) in V,,, é che le direzioni (v;), associata alle (), rispetto
allo spazio ambiente, siano normali lungo I' alla V,,.

In questa proposizione & inclusa la A) § 5, poiché quando le (&)
sono gia parallele nello spazio ambiente, le direzioni associate sono in-
determinate e la condizione B) pud riguardarsi come soddisfatta.

§ 7.

Conseguenze e casi particolari.

Dalle proposizioni generali stabilite possiamo dedurre varie conse-
guenze.

(*) Se lo spazio S, ¢ euclideo le direzioni associate alle (Z; ) si hanno subito
costruendo 1’ indicatrice sferica di queste direzioni, e le direzioni associate sono
date dalle tangenti all’indicatrice.
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In primo luogo prendiamo per le (&;) le direzioni tangenti alla I,
e le direzioni associate saranno quelle delle normali principali, ovvero
resteranno indeterminate, se la I' & geodetica di S,. Come corollario
della B), si ha la nota proprieta:

1) Le geodetiche di ogni varieta subordinata V,,, quando non siano
gia geodetiche dello spazio ambiente, sono caratterizzate dalla proprieta
di avere la direzione della normale principale ortogonale alla V.

In secondo luogo prendiamo due varieta V,, V', dapprima dello
stesso numero . di dimensioni, che passino per una curva I' e lungo
questa si tocchino (abbiano lungo I' lo stesso S,. tangente). Dalla
B) abbiamo :

2) Per due varieta V,, V', che si tocchino lungo I il parallelismo di
trasporto ¢ il medesimo :

Si abbiano ora invece per I' due varietda V,,, V, di diverso numero
di dimensioni per es. ¢ >m, ¢ lungo [' la varietd minore V,, tocchi
la maggiore V,; (¥) allora se dai punti di I' emanano direzioni (£;)
appartenenti a V,, (e per cid anche a V,), quando esse siano parallele
rispetto alla maggiore V,, tali saranno anche rispetto alla minore V,, (**).

Ed ora proponiamoci quest’altra questione :

Data una curva I in S,, e una serie o' di direxioni (&;) emananti
dai suoi punti, come si riconosce se esistono wvarieta contenenenti I e le
direzioni (§;) in modo che queste siano parallele nella varieta ?

Se le direzioni (&) fossero quelle delle tangenti a I', la questione
si risolve subito affermativamente conducendo per I' una varieta, p. e.
una V, che abbia I' per geodetica.

Se le (&;) non sono le direzioni tangenti, si costruisca la V, (la super-
ficie) luogo delle geodetiche spiccate dai punti di I' nelle direzioni (£;).
Per quanto precede, sarda necessario e sufficiente che su questa V, le
direzioni (&;) siano parallele, e per cio la direzione associata (1), gid
normale alla (&), sia anche normale a I'. Si ha dunque il teorema :

C) Data una curva I' e lungo di essu una serie (&;) di direzioni,
affinche queste siano parallele rispetto a qualche varieta, subordinata, con-

(¥) Cioé 1I'S,, tangente a V,, sia contenuto in quello S, tangente a V, .
(**) Per ¢ ==n si ritorna alla proposizione A) § 4.

51
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tenente T, ¢ mecessario e sufficiente che la serie (v,;) di direzioni associate
sia normale a I' (*).

Per interpretare questo risultato in un altro modo, rispetto alla V,
sopra costruita, si osservi che le geodetiche g di S, nelle direzioni (§,)
sono anche geodetiche di V, e per c¢io siamo ricondotti alla questione
seguente : ’

Sopra un’ordinaria superficie S ¢ segnato un sistema o' di linee
geodetiche ¢ ed una loro linea trasversale 1'; quando & che lungo I
le direzioni ¢ sono parallele su S?

Ricorriamo alla nozione della linea di stringimento delle o' geode-
tiche g come dellaglinea luogo dei punti ove ogni geodetica g e piu
vicina alla successiva, o meglio. alla definizione di linea luogo dei puuti
ove le trajettorie ortogonali delle g hanno curvatura geodetica nulla.
Dimostreremo il teorema :

D) La condizione necessaria e sufficiente percheé abbia luogo, lungo la
trasversale I', I‘indicato parallelismo ¢ che la ' sia la linea di stringi-
mento delle geodetiche g.

Cominciamo da una ricerca piu generale. La superficie S sia rife-
rita ad un sistema curvilineo qualunque (u,, u,) ed abbiasi

ds® = B du? 4+ 2 F du, du, -+ G dus.

Si domanda quando accade che lungo una linea w, == cost.te, p. e.
lungo la «, = 0 assunta come curva di trasporto, le direzioni tangenti
alle u, = cost.te sono parallele (nel senso di Levi-CiviTa)?

Le relative costanti di direzione hanno qui i valori

e le equazioni (I) di parallelismo che diventano

&,
0 U,

12 1

=0 (i=1,2)

!
T

(*) Nella C) é compreso anche il caso che le (§, ) siano tangenti a I'; ché
allora le direzioni associate sono quelle delle normali prineipali ela condizione
d’ortogonalita & soddisfatta.
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si riducono all’'unica (*)

E

=0
Restituendo le consuete notazioni
ds®* = E dw® + 2 Fdudv + G dv?

abbiamo dunque:

Le direxioni delle linee v = cost.® lungo la w = 0 sono parallele nel
senso di LEVI-CIVITA quando si annulla ;122 : per u = 0.

Suppongasi ora di pitt che le v=cost.t siano geodetiche e si abbia
quindi (Vol. I pag. 270.

. 1 . . .
Indicando allora con p—la curvatura geodetica delle trajettorie orto-
9

gonali delle v = cost.te, proveremo il teorema D) dimostrando che le
due condizioni
(12

l—o L_ _
L2 0, 95_0 (per u = 0)

sono equivalenti. Calcoliamo per cid0 la curvatura geodetica 1 delle
g
trajettorie ortogonali delle » = cost.t® dalla loro equazione differenziale

Edu +Fdv=0
mediante la formola di Bonyer (Vol. I pag. 270). Troviamo

VE F 11 (12

o, El2{ 12§

. . (11 . . .
e qui, avendosi 322 = 0, resta provata 1’asserzione superiore e il teo-
rema D).
2 /1 (12) 1 .
* ) o= ) T v s
(*) L’altra 30 (\/E) -+ 11 ‘ VB 0 & una conseguenza di queste
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§ 8.

Problema inverso delle direzioni associate.

Proponiamoci ora, relativamente alle direzioni associate, il problema
inverso :

Data una curva ', e pei punti di I' una serie o' di direzioni (n,),
trovarve tutte le serie di direzioni (&;) lungo L', che non siano gia paral-
lele nello spazio ambiente S,, (*) e di cui le prescritte (v,) siano le asso-
ciate.

Fissiamo ad arbitrio, in ogni punto di I', una n®'* orfogonale di
direzioni

(€D, (D). .. ("),

di cui la nm coincida coll’assegnata (7;) e sia (§;) una serie di dire-
zioni (non parallele) con associata (7;) = (§/”). Siccome la (§;) deve es-
sere ortogonale alla (&%), avremo

(14) E, =M ED e 88 Lk Y (= 1,2,..m),

dove i moltiplicatori A\, A, ...\, saranno ordinarii coseni di direzione
rispetto alla (n—1p* ortogonale (&7), (€%)... (&), e dovra quindi
aversi : '
(15) NAN4o N =1

Indichiamo con Q; le formazioni (5) per la (&) e con (27’) le ana-
loghe per le (&), e dalle (14) avremo

Per risolvere il problema occorre determinare le » - 1 incognite
M@, (@) ... () in guisa che sussista la (15) e le Q; risultino
proporzionali alla £, cioé si abbia

r=n—1 Pre=n—
») d)\ »

(16) ; & oy + ;,

' 9(,;"} )\,, = p &(;57') N

(*) Se le £; sono parallele nello spazio ambiente. la direzione associata &
indeterminata.
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con p conveniente fattore di proporzionalitd. Ora, avendo.s uno qua-
lunque dei valori 1,2,...#n —1, si moltiplichino le (16) per

a;; &

e si sommi rispetto agli indici ¢, da 1 a »; cosi, a causa delle con-
dizioni d’ ortogonalita, si ottiene il sistema risoluto

dh + N sa £ QN W = 0

che equivale perfettamente alle (16). Ponendo

17 b, =S a;; &9 Q0
i

il sistema differenziale per le A si scrive

dh,
d

r=n—1
+ Y obhoh =0 (s=1,2,...n—1)

r=l

(IIT)

h

Ma i coefficienti b, soddisfano le condizioni di emisimmetria
brx + Z)sr =0 )
come risulta dal derivare I'identita

S a” &‘2) &E;) == COSt.te
LY

coll’applicare la (B) § 2. 11 sistema (IIT) & dunque un sistema ortogo-
nale, coll'integrale quadratico

WA o R == cost.te,

e perd tutte le condizioni possono soddisfarsi. Ne concludiamo :

Fissata wna serie (q,) di direzioni lungo I', esistono o ™* serie di
direzioni (§,) lungo U di cui la (v,) ¢ associata; ciascuna (5;) risulta in-
dividuata fissando ad arbitrio in un punto iniziale di T la divezione
(ED) ortogonale alla (n,).

Inoltre dall’essere il sistema (III) ortogonale seguono, come al § 4,
questi due corollari :

o) Due diverse serie di direzioni, che abbiano lungo 1" la stessa serie
associata, formano angolo costante fra loro.
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P) La stella di o ™* direzioni emanante da un punto iniziale P, di
U, ortogonalmente alla (1), quando sia trasportate lungo L' in guisa che
le direzioni rimangano associate alla (1), si muove rigidamente.

§ 9.

Linee trasversali di parallelismo.

Consideriamv ora particolarmente il caso delle due dimensioni per
trattare il problema seguente:

Sopra una superficie S pensiamo tracciato un qualunque sistema oo’
di linee che prendiamo per linee v = cost.te, e domandiamo di trovare
quelle eventuali loro linee trasversali 1. lungo le quali le direzioni tan-
genti alle linee date v = cost.t® riescono parallele nel senso di Levi-Ci-
vita. Prendendo comunque le altre linee coordinate » = cost.te, abbiasi:

ds* =B du®* +2F du dv + G do?,

e per le costanti &, & di direzione delle v = cost.t® avremo come sopra

&1 -—~92—‘0
V

Indicando con d i differenziali presilungo una supposta trasversale
L, le equazioni (I) di parallelismo diventano

e+ 8V 6 au s\ e =0,

[@E +\/1E;1Z1%] +[a& +\/E§ s

Per ¢ = 2 si ottiene ’equazione differenziale

ovvero

dv=0 (1=1,2).

(11

du -}—glzzgdv:O

e la stessa equazione si ha ponendo i = 1, a causa delle formole

s5u = B1 |+ ¥
é‘g‘f’:* E’12,+F3122:'
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V1 112y

Supposto dapprima che non si annullino insieme 9 (190 vediamo

dunque :
Esistono o' linee trasversali delle v = cost.t ¢ sono le linee integrali
dellequazione differenziale (17).

Si osservi che se ;122$ = 0, le trasversali delle » = cost.t® sono le

u = cost.', e se invece

1212 = 0, allora le trasversali coincidono colle

N 114
v = cost.t stesse, come & evidente da che (essendo % 9 gz 0) le v = cost.te

sono allora geodetiche. Nel caso eccezionale sopra escluso che siano
insieme

11$ '122_

ot=0-5l=0,

la superficie S & a curvatura K nulla (a causa della formola (V) Vol.
I pag. 102), le v = cost.t® sono geodetiche, insieme alle loro trajettorie
ortogonali, perché dal calcolo eseguito al § 7 risulta che la curvatura

geodetica 1 di queste ultime ¢ pur nulla. In sostanza dunque questo

9
¢ il caso ovvio di un piano ordiuario e di un sistema di rette parallele
in esso, le cui trasversali sono affatto indeterminate.

La determinazione delle linee trasversali del sistema » = cost.t si
pud riguardare sotto un secondo aspetto quando la superficie S si pensi
immersa in qualunque spazio S,, p. e. nell’ordinario S; euclideo.

La proposizione D) del § 7 dimostra che se nei punti di una tra-
sversale L. si conducouo le geodetiche ¢ dell’S, tangenti alle linee
v = cost.te, sulla superficie V, luogo delle ¢ la trasversale L & linea di
stringimento. La determinazione delle trasversali L puo dunque riguar-
darsi sotto quest’altro aspetto:

Nella congruenza delle geodetiche g dello spaxio tangenti alle linee
v = cost.t® della superficie S, trovare le superficic Vo, luogo di x' geo-
detiche g, che hanno le loro linee di stringimento sulla superficie S (*).

Seguendo un metodo analogo a quello sopra descritto per la ricerca,
sulla superficie S, delle trasversali delle linee v = cost.te si risolve in

generale il problema seguente :

(*¥) Un secondo ordinamento ¢ dato dal prendere le V, lnogo delle g tangenti
ungo una singola linea v = cost.te,
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FEssendo data un’equazione differenziale del 1° ordine
(o) Mdu—}—Ndv‘:O,
con M, N funzioni date di w,v, formare ['equazione diffenzinle
®) Adu +Bdv=0

“delle loro trasversali in parallelismo.
Si trova che A, B si possono prendere proporzionali ai valori se-
guenti :

e i ]
() o o ' y o
o T HA R e

Si pud anche considerare un problema inverso delle trasversali, cioe :
dato un sistema ' di linee L trovare quei sistemi 1 di cui le L siano
le trasversali.

Si riconosce nel modo pitt semplice geometricamente, che la soluzione
generale comporta questa volta una funzione arbitraria. potendosi sce-
gliere ad arbitrio wna delle curve I/, sia 1), da cui le altre restano
individuate. E infatti basta trasportare per parallelismo, lungo ciascuna
L, il corrispondente elemento lineare (la direzione) della L. Cosi ad
ogni punto di S viene associata una direzione determinata e le linee
L’ si hanno come linee integrali di una corrispondente equazione dif-
ferenziale del 19 ordine.

(*) Per es. nel cago del piano ordinario
ds® = dx? + dy?
le linee integrali dell’equazione differenziale
Mdx -+ Ndy=0

hanno per trasversali quelle determinate dall’equazione

oM N oM ON
J —M - M 2 dy —
(L\ax M@oc) dx — (N’c)y M@y) dy =0,
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§ 10,

Sistemi doppiamente trasversali. Superficie di traslazione nell’S,, .

Ricerchiamo ora, sopra una qualunque superficie S, i doppi sistemi
di linee (u,v), nei quali le linee di ciascun sistema siano trasversali per
parallelismo di quelle dell’ altre. Se assumiamo il sistema (u,v) a si-
stema coordinato, i risanltati del § 7 dimostrano:

Le condizioni mnecessavie e sufficienti affinche il sistema coordinato
(w,v) sia un sistema doppiamente trasversale ¢ che si annullino insieme
(12) ngE
EREEIN
Ora sappiamo che le condizioni

if-o. 3]0

¢ due simboli

caratterizzano su qualunque superficie le reti di TcaEBYCHEF (Vol. I,
§ 60 pag. 653), ed abbiamo quindi:

I sistemi doppiamente trasversali su qualunque superficie sono dati da
tutte e da sole le reti di TCHEBYCHEF.,

Si ¢ dimostrato (Vol. I, § 62 D)) che su qualunque superficie esi-
stono infinite reti di TcueByrcHeFr, dipendenti da due funzioni arbi-
trarie, e che la rete ¢ individuata appena siano fissate due curve di
diverso s'stema nella rete. Le equazioni di SErvANT (ibid. § 61) che ci
hanno servito allo scopo non esprimono appunto altro che il doppio
parallelismo nel senso di LEevi-Civira.

Si deve al Bompiani una notevole estensione di questi risultati alle
superficie di traslazione (per parallelismo) in uno spazio curvo qualunque
S, a n dimensioni, ed & di questa estensione di cui vogliamo qui da
ultimo occuparci. Sostituiremo alle considerazioni infinitesimali del Bom-
PIANI, (¥) una dimostrazione analitica perfettamente analoga a quello
del Vol. I § 62, fondata sulle equazioni di¢ SERVANT generalizzate.

(*) BompiaxI. Surfaces de traunslation et surfaces minima dans les espaces
courbes (Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences t. 169 pag. 840).

In questa nota il Bomprani dimostra anche che le superficie minime in qua-
lunque S, sono superficie di traslazione le cui curve generatrici sono quelle di
lunghezza nulla.
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Diremo che una superficie V, dell’S, & una superficie di traslazione
(per parallelismo) quando possegga un doppio sistema di curve (u, v)
tali che lungo ciascuna linea dell’'uno e dell’altro sistema le direzioni
tangenti alle linee del residuo sistema siano parallele nel senso di
LEevi-Civita, rispetto allo spazio ambiente. Siccome il parallelismo ha luogo,
a piu forte ragione, rispetto alle V,, ne segue, per quanto si & visto
sopra, che sulla V, la rete (u, v) & certamente una rete di TCHEBYCHEF,
e si possono quindi assumere a parametri (u, v) gli archi di queste linee.
Ma allora, traducendo il doppio parallelismo secondo le formole (I) § 2,
si trova immediatamente il seguenté sistema differenziale :

Q% (rs| %z, dm,

suaot Siilouse

(IV)

a cui debbono soddisfare le » coordinate
2, =z, (u,v) (=1,2,...n)

nelle equazioni parametriche della V,. Questo sistema (IV) ci da ap-
punto le indicate equazioni generalizzate di SErvanT. Kd ora, preci-
samente come nel caso n = 2, dimostriamo :
Date ad arbitrio nello spazio S, due curve C, 1", uscenti da un punto
O dello spazio, csiste una ed una sola superficie di traslazione V,, che
contiene C e I' come curve iniziali dellu rete di TcHEBYCHEF.
Prendiamo a parametro u I'arco della C misurato da O, e a para-
v ’arco della I' misurato medesimamente da O. Si sa dall’analisi che un si-
stema differenziale del tipo iperbolico, come (IV), possiede una ed una
sola soluzione
(18) z; = x; (u, v),

tale che per v==0 le x; si riducono a funzioni date della u, e per u=0
a funzioni egualmente date della v. Ma appunto le nostre condizioni geo-
metriche fissano questi dati iniziali, e per ci0 anche gli integrali (18).
Ed ora resta solo da constatare, che sulla superficie V, colle equazioni
parametriche (18) la rete (u,v) & una rete di TcHEBYCHEF, ed u,v sono
effettivamente gli archi di curve qualunque della rete, dopo di che, es-
sendo soddisfatte le (IV), avra luogo il doppio parallelismo richiesto, e
la V, sard la superficie di traslazione domandata. Se scriviamo il ds®
della V, sotto la forma

ds* =E du®> + 2 F du dv + G dv*,
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avendo posto

ni awi axl{, Do axl axh
E=8a. g 5, F=80uy,5,
G=Sa, 0%, O,

i 3w dv’

dovremo dunque provare che si ha E=G=1.
Intanto se deriviamo E rapporto a » abbiamo
oz, Fuw, @iy O, Ay, 0%

T 98 Pin 90 T
dv T "oududv | 0%, Oudu v

b

28
k

indi per le (IV), e per la formola g—% =

} -+ Vfﬂ, si pud scrivere

250l 30 3w 30

E)_E_J . 18| 2z, oz, °x,
dv iks

78) 0%, OL;, L,

—28 aul {5003,

i,k,s
X ox, dx,, O,
—Qiﬁs[k Sududo

0@, 30,00, _, o [rs
Qu du v rek | E

Le due somme a destra non differiscono che per lo scambio dei due

indici 4,7, e si elidono, onde risulta 5, = 0 cioe E = ¢ (u). Ma siccome

I’arco- della linea v = 0 & appunto u, deve aversi E =1 per v =0, e
per cid sempre E = 1. Similmente anche G =1 e il teorema & dimo-
strato.




INTRODUZIONE
alla Geometria proiettiva differenziale d'una superficie.

Nota di GUIDO FUBINI.

1 metodi usati in questo libro per lo studio delle proprieta metriche
di una superficie, cioé delle proprieta invarianti per movimenti, si pos-
sono, convenientemente modificati, applicare anche allo studio delle pro-
prieta proiettive. Come si inizii un simile studio sara rapidamente svolto
in questa nota.

g 1.

Un lemma di geometria proiettiva.

Siano &, & coordinate omogenee dei punti di una retta; siano

Y] . !
‘;DZ = % ars Er &s 3 = 1242 a’rsl, &r és &Z

due forme, una quadratica, 1’ altra cubica, nelle &; il discriminante
ay az — ai, della prima sia differente da zero. La equazione p, = 0 de-
terminera due punti (distinti) della retta; la f; = O una terna di punti.
Anche la forma: .

¢y = f3 4 (h & k&) ¢, (h, k = cost.b)

uguagliata a zero, individua una terna di punti variabile coi parametri
h, k; la quale genera una schiera lineare.

Noi ci chiediamo: Tra queste o® terne di punti possiamo noi sce-
glierne una e una sola in modo intrinseco (cioe indipendente dal parti-
colare sistema di coordinate, da mnoi usato) ed imvarianie (ciod che si
conservi per trasformazioni proiettive)? Fuidentemente si; bastera sce-
gliere tra le precedenti quella unica forma

O3 = X B,o0 & & &
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che & coniugata od apolare alla v, (che ha cioe la forma ¢, proporzionale
allo Hessiano), ossia quella forma ¢, tale che valgano per ¢ = 1,2 le

M A, =0

ove A, & il complemento algebrico di ., nel determinante A = |a,,|,
diviso per A. Infatti le forme apolari a =, sono tutte e sole le forme

A (* ah E? + 3 an a2t 83 F 210 &3) -+ P'(Q Qs @y & 3 425 & & —032 &;)
(A, qualsiasi);
la precedente forma ¢, & di questo tipo soltanto se:

B o— 3 2ty by — g bipe — @ by, b — 3 2 o bigy — Qo by — @y byey
—_ — , k== .

2 P)
4 Qyy OQap — Oy 4 Qg Qg — Gz

Le forme precedenti si possono ridurre a tipo canonico nel modo
seguente.

Usiamo coordinate tali che i due punti, per cui 9, = 0, siano i punti
ove & : & vale 0, oppure oo ; allora la forma ¢, si ridurrd alla 2 @ &, &,
perche @, = a,, risultano nulli, mentre la forma o, si ridurra alla 8,,, du®+-
F Baze do®. Accanto alla forma z, si considerera anche la sua forma co-
variante cubica

',23 == Bm du® — 5222 d”37

la quale, uguagliata a zero, da i tre punti coniugati armonici dei punti
che annullano ®; rispetto ai due punti che annullano ¢,.
Alla precedente forma o, si puo giungere in altro modo. Tra le forme

fs +(h & +k52)€92

ve ne sono soltanto tre, le quali siano un cubo perfetto, e precisamente
3 3
il cubo di un binomio \/171; & +o \/@ & ove o & radice cubica dell’u-
nitd: la forma ¢; apolare alla ¢, & precisamente il prodotto di questi
tre binomi di primo grado.
In altro modo ancora si osservi che, considerato & :& come para-
metro, il punto del piano, le cui coordinate omogenee sono :

o =f, x2:&1(102 s xs”—‘eﬁ%,
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genera, al variare di §:§& una cubica razionale con punto doppio nel
punto &, = z; = 0. I valori di & :§& che annullano f; + (k& +%&) 9.
danno i punti, in cui la cubica & incontrata dalla retta , +%h z, +% 23 = 0.
La forma v, apolare alla z, corrisponde a quella retta del piano che
incontra la cubica nei tre flessi. E, per confrontare con la precedente
osservazione, si noti che i flessi sono i punti, per cui passa una retta
che incontra la cubica in tre punti coincidenti.

Se le forme iniziali f, £, sono date, a meno di uno stesso fattore o,
anche le forme o, , ¢, restano determinate a meno di un fattore comune
c. Ponendo ¢, =X a,, du, du,, ¢; =L a,,, du, du, du,, le relazioni di
apolaritd danno : '

YA a,=0 per ¢ =1,2.

7,8

Posto
A=ay ayp — ay; R = discriminante di ©;= 3 a1, a2 06 a1y tasy gy Hoo—
2 2 3 3
—— A1y Qgzy — 4 Gy Aloe — 4 Aopp Y1z

=4 (“121 Qgp —~ “’?22) (“121 Wyge — a?xz) - (alll Q22 — A1z aem)2

am Q21 Qg1 |
. A2
= a (45033 (oo |t A
an Q2 (73

si ha l'identita tra tutti questi invarianti algebrici
R = J*A?

che il lettore pud verificare facilmente nel caso canonico (an = agp =0,
e quindi @), = ay, = 0), e che valgono percio in generale, perche A, R,
J sono invarianti algebrici del sistema delle due forme w,, ¢, Si noti
che le uguaglianze R = 0, J = 0 sono equivalenti (perché A F 0); e che,
se esse sono soddisfatte, la ; & cubo perfetto di uno dei fattori lineari
delle «,, come si riconosce dalla forma canonica. Se J F 0, allora la
teoria delle forme ci dice che J ha significato intrinseco, indipendente
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cio¢ dal particolare sistema di coordinate introdotto nel calcolo ; mentre
¢ ben evidente che, moltiplicando ®,,z; per uno stesso fattore o, la
frazione J si moltiplica per . Noi dunque faremo una convenzione di
carattere intrinseco e che determina completamente il fattore s, impo-
nendo che J valga— 1, o un altro valore numerico prefissato ad arbitrio.

Diremo in tal caso che le forme ©, 5 sono normali. L'unico caso di
eccezione ¢ quello che le due forme v, ¢y abbiano un fattore comune, e
quindi sia J =R = 0. Le forme @, ®; nel caso normale sono del tipo
v =2076 & e oz =B7(B& +1&) con B+0, v+ 0, nel caso anor-
male sono del tipo », =2 a5, & & e 0, =a,3E&, ove § % 0, se la forma
®; non ¢ identicamente nulla, cioé se la forma f; iniziale non & divisi-
bile per o..

§ 2.

Le asintotiche e le direzioni di Darboux e Segre.

Tra i piani uscenti da un punto O di una superficie S ve n’é¢ gene-
ralmente uno solo che taglia S in una linea con punto doppio: il piano
= tangente ad S in O. Le direzioni comuni ad S ed a = sono le dire-
zioni asinfotiche. Assunte a coordinate non omogenee z,y,# coordinate
tali che gli assi delle 2, ¥ siano le tangenti asintotiche in O, verra
uno sviluppo del tipo seguente :

2=yt fot..., 0ve 0, =2 lay, f; = aa’+ 3 0a’y-+3cay’+dy’, ecc.

e 1 termini non scritti sono almeno del quarto ordine in z,y. 11 piu
generale cambiamento di coordinate non omogenee, che lasci inalterati
gli assi delle «,y si ottiene scrivendo z-+kz al posto di = ed y+hz
al posto di y, ove h, k sono costanti arbitrarie, e poi moltiplicando le
x,y, 2 per altre costanti arbitrarie. Prescindendo da questa ultima tra-
sformazione, il nuovo sviluppo della 2z sara:

2= Qs+ +... ove QP3=f3+(hx+ky)(Pg-

Coi metodi del § 1 potremo scegliere % e % in uno e in un solo modo
in guisa che 7; sia apolare a ¢, Le direzioni definite dalla 73 = 0 si

diranno le direzioni di DarBoUX. Unico caso eccezionale a tutto questo ¢
il easo che in O le direzioni asintotiche coincidano: caso che considereremo
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come singolare ed escluderemo senz’altro. Le precedenti considerazioni
si possono esporre anche nel seguente modo di carattere pit geometrico.
Le quadriche tangenti in O ad S hanno una equazione del tipo:

0 =z¢+1*+may+ny+ pzé+21(hx—f—lcy)z.

Ponendovi 2 = 2,4 f;+4-. . . si ha I’equazione della proiezione sul piano
zy dell’intersezione della superficie S con tale quadrica:

0=[p+l+may+ny’ |+ |fo+ 0 z+ky) 2]+ ...

Scelte I, m, n in guisa che @,+l2*+mx y+ ny® sia identicamente
nullo, la linea d’intersezione avra in O un punto triplo, le cui tangenti
avrenno le direzioni determinate dalla

fsr(ha+ky o, =0.

Soltanto per tre sistemi di valori di h, & avviene che la terna di
direzioni corrispondente si riduce a una direzione tripla; abbiamo cosi
tre direzioni, che sono appunto le tre direzioni che annullano quella
delle forme

os=fit+(hz+ky e,

che ¢ apolare a ¢, Queste tre direziont sono dunque quelle che possono
essere unica tangente al punto triplo di wno cubica ntersezione della su-
perficie S e di una quadiica tangente ad S in O.

Se poi f; non & divisibile per =, la forma «; non & identicamente
nulla. E, se ¢; e 2z, non hanno alcun fattore lineare comune, allora i
fattori di s sono distinti, ed alle ¢,, 3 possiamo sostitunire forme nor-
malt proporzionali.

Le direzioni definite dalla ¢; = 0, coniugate delle direzioni di DAR-
BOUX, furono per tutt’altra via studiate dal Prof. SeGr.

§ 3.
Le forme fondamentali.

Sia una superficie S definita dando le coordinate omogenee z, ¥, 2,
dei suoi punti in funzione di due parametri u,v. Escludiamo il caso
delle sviluppabili, e anche i punti isolati di una superficie non svilup-
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pabile, in cui le direzioni asintotiche coincidono. Indicheremo un punto
con la sua prima coordinata x. K di un determinante, le cui righe si
ottengono dalla prima sostituendo alla x le y, 2, ¢, si scrive la sola prima
riga.

Sia X una funzione arbitraria delle u, ». Consideriamo le forme

Fy=\(z, 2, 2,d2) (*) ®,=k(x,2,2,d *—ngg

che dipendono dai.soli differenziali primi. Data la superficie S, tali forme
non sono determinate; esse variano

a) quando si esegua sulle z una trasformazione lineare intera a coef-
ficienti costants,

b) quando si moltiplicano le @, y, 2, ¢ per una stessa funzione p (u, ),

¢) quando si muti la funzione 2,

d) quando si cambino le variabili coordinate u, v.

(Le @, b equivalgono ad eseguire una collineazione, o, cido ch’e lo
stesso, a cambiare il tetraedro di riferimento). Calcoli semplicissimi pro-
vano immediatamente che a tutte queste operazioni corrispondono for-
mole di trasformazione del seguente tipo:

Fo=0F, &, =0c[P,(hdu-tkdv)F,]

Se dunque F; & quella delle forme ®y+ (4 du-k dv) F,, che & apolare
ad F,, varranno le:

F, =0T, F, = o I,

Dunque talt forme ¥, Fssono dalla superficie S determinate a meno di

un fattore comume, cosicché —E—f (a cui, per ragioni che vedremo, diamo il
2

nome di elemento lineare prodetiivo) ¢ completamente determinato da S. Noi
ci chiediamo: Come st puo scegliere A in guisa che gid Py sia apolare
ad F,, ossia che &, = F,?

Poniamo :

(zz,x, #x)y=20,, du, du,

1
B =10, by, —10b A= i

ViB]

(*) Con questo simbolo indichiamo dunque il determinante di cui tra () &
seritta la prima riga, e le cui altre 3 righe se ne deducono sostituendo alla x
e sue derivate rispettivamente le y, 2. ¢ e loro derivate omologhe. Simboli ana-
loghi per espressioni analoghe.

52
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e quindi:

O, = Yb,,, du, du, du, (b,,. simmetrica nei 8 indici)

1
4___
VIB|
ove:

b, du, du, du,=(, &, L, T4, 08+ 3 2, dw*dv+3 2, . dudv*+ ,,,d0%)

3 . 3dB
- ’2— p=l db,.s dui. du\“}" 8—']3- ) Z))'s du, dus
Sara
by, .
ﬁ - (x Ly, Xy xwlm)—i— (w Loy Ly xuu)
b
%i; = (& @y Ly Tyr) (T By Ty Bn) (B @y Ty Bia)
by, .
é :"4 - (m Ly Ly w'mm)) + (x Loy, Ly xuu)
9by,
a—v - (x xu mv xuvv)+ (w xu xuv x/m;
g—% = (& T T, Topu) + (& By T, @) + (2 2y By T0)
3 by 30B
blll = (x Ly, Loy xuww) i g gd S‘B‘ a— bn
. 19b, b, , 1 (3B 3B
bl?l - (x Loy Loy xmw) - § é’ﬁ - Z_‘)“’l; g’B (a—'?‘) bn + 2 ﬁ b12>
3 13by 3by , 1 (3B 3B
6221 - <x xu wv xmm) - 5&7 - 5; + éﬁ <§7}/ Z)22+ 2 aA?; blg)

E quindi :

b22 b111+ bn bzzl —2 b12 b121 =

= b22 (x x“ xv wuuu - ea)—b;;}}’*— bll [(w xu xu wu.uu - aai:;l

= — (2, By By) (& Loy Tusy Bur,) — (XX, Ty L) (T Ty Ty Bu)+-

+ 2 (x xu wu xuv) (x xu xuv xuu) ®
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che & identicamente nullo (*). In modo simile si prova che:
b22 b112+ bu b222+ 2 b12 b122 =0.

Cosiche, con tale valore di A, la forma ®; & apolare ad F,, cioe
coincide con F; Si hanno dunque le:

By = 1 (x z, z, dx);
o Vb be, — b3
1 R 3
Fy=g—"—" -—(mwuxvdx)—-§dF2

Vibu b — %)
ove & posto

L)y, (x 2, x, d’x) = X0, du, du, .

Noi ora proveremo: Come evidentemente F, =0 ¢é I’ equazione delle
asintotiche, cost Fy=0 ¢ Uequazione delle linee dv DARBOUX, ctoé delle linee
tangents tn ogni punto ad una delle direzioni di DarBoux. Poiche colli-
neazioni e cambiamenti di variabili mutano I; tutt’al pit per un fat-
tore, potremo supporre t=1,z=u,y=7v e che di pit nell” intorno
del punto = v = 0 valga lo sviluppo z=2luv+(a v+ bo*)4....
Si riconosce. applicando le (1) che per u =v =0 la F; = 0 equivale
alla adu’+bdv® =0, e che per ci0 definisce appdnto le direzioni di
DarBoux. Ecco dunque risoluto nel wmodo pit semplice <l problema di
scrivere le equazions delle linee di DARBOUX tn coordinale curvilinee wu, v
qualsiast !

Si dimostra che: Se F; é didenticamente nullo, la superficie é wuna
quadrica; soltanto se il determinante di Fs & nullo, unico caso in cut F,, Fy

(*) Cio si verifica tosto, portando con una collineazione i punti x, xu , s , Tuv
nei vertici del tetraedro di riferimento. Si pud anche procedere nel modo se-
guente. Il determinante ottenuto dalla matrice (¢ 2w uu Xuvs oo ) aggiungendo
una 5.2 riga uguale alla prima @, x, ecc. & identicamente nullo. E percid

X (o L, Loy Lo ) — Ly (X Lo oo Cov )~ L (X Loy Xy Tow ) —
— Ly (m Lry XLagry Lo ) + Lyv (a: Loy Logrw Ty ) =0.
Analoghe si ottengono sostituendo alle x e derivate rispettivamente la y,
la z, o la ¢ e derivate. Moltiplicando queste 4 identita rispettivamente per i

complementi di X,Y,Z, T in (x ., 2, X) e sommando, si ottiene 1'identita del
testo.
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hanno un fattore comune, allora Fy ¢ un cubo perfetto ; lu superficie € rigata,
e le sue generatrict annullano tale fattor lineare. Questi teoremi, facili a
dimostrarsi anche con un metodo puramente proiettivo, appariranno
evidenti a chi espliciti le forme F,, ¥3 coi simboli della geometria me-
trica.

Posto £ = 1, considerate =z, y,2 come coordinate cartesiane ortogo-
nali soddisfacenti percio alle equazioni fondamentali (I) e (II) pag. 170
Cap. IV Vol. I, si trova immediatamente che Iy, F'; sono, (se le u=costte
e le v = cost.t sono le asintotiche) proporzionali a 2 D'dudv e

A1) ,’92 ,) i 511‘{ S . . . to
D <} 9 | A’ -+ i1 % dv*). Ora se 9= 0, le asintotiche v = cost'*® sono

anche geodetiche e quindi rette; se :212: =0, le u = cost.t sono rette.

Se ’121E = 3 1 % = 0 la superficie ¢ doppiamente rigata, e quindi & una

quadrica.

Dunque : Se la superficie non & rigata (caso che richiede un’analisi
pilt minuta), allora, coi metodi dei precedenti §§, potremo alle forme
Fy, B3 sostituire due forme proporzionali @, cs completamente determinate
dalla superficie. Tali forme si diranno normali. Se le u, v sono asintotiche,
esse valgono

©, = 2B dudv vy = 0 (B du’+ v dv®)

E(calcolati per I’elemento lineare di Gauss).

§ 4.

Coordinate di punto e di piano tangente.

Una trasformazione lineare intera omogenea a determinante — 1,
cosi come una trasformazione di variabili «, v a jacobiano — 1 cambia
il segno delle I, Fy; del significato geometrico di questo fatto non ci
possiamo qui occupare. Invece sia le trasformazioni lineari intere omo-
genee a determinante 1, che i cambiamenti di variabili », v a jacobiano
positivo lasciano inalterate le forme F,, Fy; le quali saranno dette percid
(impropriamente) intrinseche e invarianti per le collineazioni a modulo 1.
Se invece moltiplichiamo le z, y, 2,¢ per uno stesso fattore p le b,, re-
stano moltiplicate per p* e quindi le Iy, Iy per g
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Viceversa, se sono date le If,, Iy, le corrispondenti coordinate x, y, . . .
sono determinate a meno di una trasformazione lineare intera a deter-
minante 1. Alle forme normali =, o, corrisponderanno le coordinate,

¥

che chiameremo wnormali. Una collineazione fa subire a queste soltanto
una trasformazione lineare intera omogenea @ modulo 1.

Queste considerazioni ricevono un complemento essenziale, quando
si considerino anche le coordinate &, 7, ¢, v, di piano tangente.

Queste soddisfano alle (*)

(1) Séz=0 Stz,=S&x =0 equindianche Sz, =Sz§ =0.

Queste equazioni determinano le & a meno di un fattore comune, che
noi sceglieremo in guisa che

(2) F,=8S¢&d'z e quindi per le (1) F, =—Sdadé=8Szd*¢
Cid equivale a porre le & ¢, ¢t uguale ai complements algebrici di
. . 1
X, Ya As T wn I (KC, Loy Ly X)
Vb bee — B3|
Le (2) sono affatto analoghe alla formola

Ddu+2 D dudv+D" dv* = —8 dx dX = SX d*x.

della geometria metrica. Si deduce poi per la regola del prodotto di
due determinanti

(-’1} a;u L, dzx) (& &u En dz&) _ A —Fé
se € posto
3) 1y = Ya,, du, du, A == 0y (g — A%
Poiche
4 S T—— —
(w Ly, Ly dzx) =1, \/‘bu by — b3 =T, \/|Al s

sara

4 (&, &, d%) =c(za, 2, dx) =T, VA

(*) Col simbolo S indichiamo somme, i cui addendi si deducono 1'uno dal-
I’altro rotando le coordinate a«,y, %, ¢ di punto o Z,7, &, v di piano.
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ove
e = —sen A

=

Se ne trae che z,y,z,t sono ¢ complements di =,H,7,T in

(& &, &, E).

e

VIA|

Con questo metodo ad ogni scelta delle coordinate omogenee di
punto corrisponde una particolare scelta di coordinate per il piano tan-
gente, che lo sviluppo della teoria dimostra estremamente opportuna.
Le coordinate di piano corrispondenti a coordinate normali di punto
diconsi pure normali; se t =1 ed z, y, 2z sono coordinate carlesiane, é
facile riconoscere che &, 1, ¢ sono le coordinate di LELIEUVRE, che qui si
prese itano pertanto nel modo pitt spontaneo.

Si ha poi

(5) Fy=S8&d’r— -g— AFy=— Sdédzaz—% AR, =Sdxd*s -+ é— ARy=—Saxd®*t + g ar,

donde p. es. si trae la formola di b/ech:
(B)sis Fs———‘;—S(&d%—xda&)=%S(dmdzé—~d&d2x)

[purché naturalmente le & e le z siano legate dalla (4)].
Porremo
®)eer F, = Y a,,, du, du, du, con a,,, simmetrico in #, s, .

Le relazioni di coniugio danno, se A,, & il complemento di a,, in A:

(6) YA a,, =0 per t=1,2.

7,8

§ b.

Le equazioni fondamentali.

Si ha dunque :

@) Stx=8¢2, =8¢ =828 =Sz§ =0
/ 8¢, =—SE 2, =Sz, =—8E& 2, =a,

2) g Sé¢z, =—S88 z, =Szt =a,
gs&ac;v=—S£vwv=Sx&w=azz-
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. s\ . . L . .
Indicando con ( z) i simboli di CristorreL di seconda specie per la

forma F,, e ponendo (coi noti simboli del calcolo assoluto)

5. = Rz s\ Q2 rs\ox derivat 1 anti
= S 1)3“1 2) 3w, (derivate seconde covarianti,

queste formole si possono scrivere con le z,, anziché con le derivate
Tuus Tuvs Ty € Si trova:

(3) SEr,, =82, & = —8Sx, & =Sx8,, = a,,.

Porremo anche:

0T, ri st . ..
Trst = ax — 2( .)wsi —_— u( .)xri (derivate terze covarlantl).

Se ne deduce facilmente che le espressiont

(4) SEx.,, =_—S&txrs=S:$r£ts = —Sx§,,.
sono svmmetriche in r, s, t e valgono a,.,.
Poniamo
1 1. - 1 1
(5) X=§‘A2x=§“LArswrs ‘:‘:§A2£:‘2_2Ars&rs
Sara :

(6) SEX =1 S§X=8X=0 SEzx=1, Sz,E=S82,8=0.

I punti =, z,, #,, X non sono complanari ; potremo percio determinare
delle quantita A, p., p, p tali che

T.s = )\rs zu—l— Wi x'r)+ D, x‘"l" Prs X (e al’laloghe in Y, 2, t).

Moltiplicando per £ e sommando con le analoghe si trova a,,=p,,.
Moltiplicando per £, e sommando, oppure per §, e sommando si ha :

Qirg = hps By s+ ps 0y per ¢ =1,2. Sara pertanto

(I) XLy = ;;4 [/ 2 Au xj_!— A, X+ Prs 2o
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Similmente si trova:
(II) irs = 2 (2 Ai_)'&_/‘ "l_wi‘s E_—i_ Ty &'
1’]

Se ne deduce anehe:

1

@) Fa — \/—!_A_I (%, @,y du+ x5 dv, 25 du+ 5 dv, dw).

Moltiplicando (I) per A, e sommando con le omologhe, si trova
YA, p.s =0 e analogamente XA, w,., = 0.

Cioe le forme P =Xp,, du, dus, [l =Xz, du,. du, sono coniugate
ad ¥, ossia, uguagliate a zero, definiscono sistemi coniugati.

Si puo anche provare: Date le forme F, Fs, € individuata la diffe-
renza P —II.

Le (1) e (1) sono le equazioni che nella geometria proiettiva corrispon-
dono alle equazioni 1.° ¢ I1.° pag. 170 Vol. 1.2 Cap. IV°, fondamentali
della geometria metrica. Le condizioni d’integrabilita non solo permettono
di determinare X, X, come combinazioni lineari di x, ©,, x, ¢ Z,, B, come
combinazioni lineari di &, &, §&,, ma danno anche le altre equuzioni, che
st debbono considerare come U'analogo delle equazioni di Gauss e CoODAZZI.

Le forme Ky, Fye P (oppure II), o piw precisamente, le forme <, @3, P
corrispondenti nel caso normale, determinano completamente (& meno di
omografie) la superficie. La retta (z, X) ¢ la normale proiettiva. Si puod
dimostrare che questo & il modo pity semplice di generalizzare il con-
cetto di retta normale.

§ 6.

Applicabilita proiettiva - sua definizione.

Nella geometria metrica due superficie sono uguali (trasformate 'u-
na dell’ altra mediante un movimento), se. hanno comune 1’ elemeuto
lineare ds® e la seconda forma di Gauss.

Se invece due superficie S ed S' hanno comune solo 1’elemento li-
neare, esse non sono uguali; ma tra esse passa una corrispundenza
che abbiamo chiamato applicabilita. Questa corrispondenza si pud chia-
ramente definire nel modo seguente :
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Date sulle due superficie S, S due punti omologht A, A' qualsiasi (a-
venti ciod le stesse coordinate curvilinee w, v), esiste un movimento, che
porte 1l punto A e 1 puntl infinitamente vicing del 1° ordene (di coordinate
w+ du, v-+dv nei puntc omologhi A' e B' della S (cioé la figura formata
dai punti A, B & ugunale all’omologa).

Ogni coppia di punti omologhi A, A’ determina un siffatto movi-
mento M, che generalmente variera al variare della coppia di punti
considerata. Se M non variasse, esso allora porterebbe tutta la S in S';
e le due superficie sarebbero uguali e avrebbero comune anche la se-
conda forma di Gauss.

Se noi imponessimo ad M la condizione meno restrittiva di portare
A in A’ e ogni curva I' tangente in A ad una curva C di S uscente
da A in una curva I tangente in A' alla curva C’, che su S’ & la o-
mologa di C, allora la corrispondenza tra S, S sarebbe soltanto una
corrispondenza conforme.

(Ricordo che curve tangenti sono due curve che hanno un contatto
bipunto, cioé dell’ordine 1). A questa stessa definizione si giungerebbe,
ricorrendo a similitudini, anziché a movimenti.

Tutte queste definizioni si possono estendere alla geometria non
euclidea ; come si possono estendere alla geometria proiettiva ?

Enunciamo qui senza dimostrazione, per cui rinviamo alle Mem.
originali, che si giunge agli stesst risultati estendendo le definizioni di
applicabilitd o di corrispondenza conforme ; e noi pertanto ci occupere o
soltanto della seconda.

Cominciamo ad osservare che nella geometria proiettiva potremo chia-
mare ugu«ls due superficie, trasformate I'una dell’altra mediante una
collineazione, ¢ che hanno percio comuni le tre forme fondamentali. Noi
porremo poi la definizione seguente :

Diremo proiettivamente applicabili di ordine n due superficie S ed S
in corrispondensa biunivoca, se per ogni coppia di punti omologhi A, A
esiste una collineazione P che porti A in A' e ogni curva T che abbia un
contatto di ordine n con una curva C di S uscente da A in un’altra curva
1" che abbia contatto di ordine n con la curva C' omologa di C su S.

Se poniamo n =1, e alla collineazione P sostituiamo i movimenti
M, ritorniamo alle superficie in corrispondenza conforme. Invece, se la
P & una collineazione che non varia col variare della coppia A, A', ritor-
niamo alle superficie proiettivamente uguali.
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Osserviamo che nella precedente definizione non si deve porre n = 1;
perché due superficie in corrispondenza biunivoca sono sempre proiettiva-
mente applicabili di ordine 1 secondo la precedente definizione; infatti
in tal caso i fasci di direzioni tangenti ad S, S’ in due punti omologhi
A, A’ sono sempre collineari. Porremo percid »# = 2, chiamando proiefti-
vamente applicabili due superficie, che siano proiettivamente applicabili
di ordine 2.

§ 1.

Formole preliminari relative al contatto di due superficie.

In coordinate z, %, 2 non omogenee due curve C, C hanno in un pun-
to un contatto del secondo ordine se ivi &:

d'y d'y d'z d'z
do' ~ dz'’ do' AT

<Y
[\
l
R
l

Se le due curve souo definite dando le z, y, 2, 7, ¥, # in funzione di
uno stesso parametro ¢ (cid che stabilisce una corrispondenza biunivoca
tra le due curve), allora, notando che p. es.

y dydx d'y dydw d%/(dx)?

d — e —
dt — daxdt dt

t dxdt’ df  dzdt ' da
e analoghe, si riconosce che, invece di scrivere le precedenti equazioni,

possiamo dire che esistono due costanti o, tali che:

1"

=z, ¥ =0, |, 2, =¢7,+tT,
(e analoghe in ¥, 2).
Se due superficie S, S, luogo una del punto z (u,v), y (u, v), 2 (4, v),
laltra del punto Z (w,v), j (4, v), % (u, v), sono tali che in un loro punto
comune O due curve omologhe qualsiasi sono osculatrici, le precedenti

equazioni dovranno valere per ogni coppia di curve omologhe definite
dando #, v come funzioni di un parametro {. Dovra cioé essere in O

_ _ _ du
2=, 2, U4+ 2,0 =05, u+7,0) (u =i, ecc.)
() @, w4+ x, v 4 2, w2, WU+, 07 =
= o [T, W+T, V' + Ty P+ 2 T, UV + T, V7] 4 [T, W4T, V]

(e analoghe in ¥, 2)
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per qualunque scelta delle funzioni w« (), v (f). Naturalmente t potra esser
funzione dei valori di «', ¢, ", 7", nel punto O, mentre & & funzione dei
valori delle sole «', v'. Derivando rispetto a ' ed »" 'ultima delle (1) siha:

o T+ —az—r— (92 '+z,v) =0 (e analoghe in y, 2)
ow T W T 8 Y )

Non potendo essere le Z,, 7., %,, proporzionali alle Z,, %,, Z, (perche

altrimenti S si ridurrebbe a una curva, o almeno avrebbe in O un punto

. ot . . . .
singolare), la ;— sara nulla; percid t non dipenderd da «', e similmente
u

du

neanche da ¢'. L’ultima delle (1) & dunque un’identita in «',+", quando
si tengano fisse «',v'; percio ., z, sono 1'ispettivamehte uguali a ¢*Z,,
o*Z,; donde, confrontando con la penultima delle (1), si deduce & =1,
ossia

-

2) r =7z, %, =%, x, =12, (e alle analoghe in ¥, 2).

Se 2, 2v, h sono i valori di = per ' =1, v = 0 oppure u' = 0,
v'=1, oppure u'= v'= 1, avremo successivamente, sostituendo in (1) tali
valori delle ', v/

Zoe = Tyt 2 P Z,, Ty = T+ 2vZ,
x’u/v = :Tuu _l— ()\ - P‘) qu—[_ ()\ -_— V) f,”
Sostituendo questi valori delle ., #.., «,, nell’ultima delle (1), ed

escludendo il caso che le z,, 4., 2, siano proporzionali alle z,, ¥, 2, si
trae :

2£=()\——pd)v’—i—p,u’z()\——v)u’-{—vv'

cioé A= p+v, t=2(pu-+vv). Cosicche in conclusione si avra,
indicando con ,v delle costanti:

(& =1T,8, = Ty, L, = T,
(Z)bis ? xuu:',zuu +2qu ; wuv —:iuv +P‘fu +VEU _l_VEu ; xvuzivv—*_z Vfu-
\ (e analoghe in y, 2)

Sostituendo alle z,y,2 le x:t y: ¢ 2:¢ cioe sostituendo loro coor-
dinate omogenee z, y, 2, ¢ si riconosce che le (2), (2),,, equivalgono alle:
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fx=\AT ; x, =A@, +mZ) ; =z, =r@,+nr
g Loy = 3 ('Puw/—i_ 2 KG ‘?n_*—' “ }) ; Z., = A ('/Y:r‘ n+ 2 i ‘FU -"_ 4 Z’)
fuv = )‘ (xm- + ﬁ X, _I— it xw—f— b x)

(e analoghe in y, 2, t con A, m, n, B, v, a, b, ¢, costanti)

Queste equazioni sono naturalmente di carattere intrinseco ed inva-
rianti per collineazioni.

§ 8.

Condizioni per I'applicabilita proiettiva di due superficie.

Due superficie S, S' in corrispondenza biunivoca sono proiettivamente
applicabili in due punti omologhi O, O', se possiamo trasformare con
una collineazione la § in una superficie S tale che in tale punto valgano
le (3) del § 7. Ne segue tosto che le forme F, per le due superficie S
ed S, ossia per S ed S’ differiranno I'una dall’altra per il solo fattore
1*;5 cosicche sulle due superficie si corrisponderanno in O, Q' le direzioni
asintotiche. Supponiamo questa condizione soddisfatta non solo in O, O,
ma in ogni coppia di punti omologhi. Essendo S ed S' collineari, potremo,
con conveniente scelta delle coordinate omogenee, supporre senz’ altro
che le forme f‘g, 1*"3 calcolate, per la superficie S siano uguali alle forme
omologhe I, ed Iy calcolate per S'. Dalla corrispondenza tra le asinto-
tiche di tutte queste superficie, che noi abbiamo ammesso, segue che
potremo supporre F, = I, uguale alla forma F, calcolata per S. Assu-
miamo la (7) del § 5 per calcolare le forme Fj, F,, I, : ricordando le (3)
del § 7 deduciamo tosto che F, — I, & divisibile per F.,, ossia che
(essendo ¥, ed Iy apolari ad F,) & proprio 'y = I'y = F';. Dunque:

Condizione necessaria per Uapplicabilita proiettiva di due superficie S, S'
(in ogni coppia di punti omologhi) & che le forme Ko Iy relative alla
prima siano proporzionali e quindi si possano rendere uguali alle forme
¥y, Iy per la seconda.

Proveremo che tale condixione ¢ anche sufficiente; ecco perche al
rapporto F;: F, abbiamo dato il nome di elemento lineare proicttivo.

Supponiamo infatti ¥, = I',, F; = F'5; e siano O, O' due punti omo-
loghi. Consideriamo i valori in O’ delle quaterne:

(x,y y,) Z’, tl) ) (m,u’ ylu, Z’uy t’u) ) (x’r?7 ?/M zlu’ t’i;) (Xl, YI’ ZI’ T,)

e le quaterne omologhe (z,y, #,?), ecc.
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Con una unica trasformazione lineare T intera omogenea a coeffi-
cienti costanti potremo portare le prime quaterne, calcolate in O’, nelle
omologhe.

La T definird una collineazione che, porta O" in O, le tangenti alle
linee v = cost.t* ed « = cost.te di S' nelie tangenti omologhe per la su-
perficie S, e infine la retta (2, X') nella retta (z, X).

Ma dall’ uguaglianza delle forme F, ed I, per le superficie S ed
S’ segue che i determinanti

(o, 2, X) = (¢ 2, 2, X)

sono uguali, e percid il determinante di T vale 1. Se percid applichia-
la T alla S, otteniamo una superficie S” (identica ad S' dal punto di
vista della geom. proiettiva) e che ha le stesse forme E',, F”; di S’ (cioé
F’y = F',, F"y = F). Sostituendo quindi senz’ altro S’ ad S, potremo
supporre che in 0,0’ sia:

r=2a,,=2,, ¢, =1, X=X (e analoghe in 7, ¢, ?).

Basta allora ricordare le (I) del § 5 per verificare che z,, —2',, e
analoghe differenze per v, 2, ¢ sono proporzionali alle z,y, #, ¢, donde
segue tosto la applicabilitda proiettiva delle S, S'.

§ 8.

Metrica proiettiva nello spazio.

Nel problema dell’applicabilita proiettiva le forme normali ¢, e ¢,
tengono il luogo che l'elemento lineare di Gauss ha nella applicabilita
metrica (almeno per superficie non rigate).

In particolare, se noi poniamo

as® = 1y = X @z du; Ay,

e assumiamo questa forma come elemento lineare, avremo definito sulla
superficie S le distanze, e quindi tutta wuna geometria metrica; la quale
¢ invariante sia per collineazioni, sia per deformazioni proiettive. (¥)

(*) In questa geometria metrica le asintotiche hanno l'ufficio di linee di
lunghezza nulla. In successive ricerche 1’ A. ha riconosciuto 1’ opportunita di
considerare anche una geometria per cui o;:0, ¢ elemento lineare, ossia

o,
L2 rappresenta le lunghezze.
Pa

¥




830

E notevole e trovera nel seguito qualche applicazione il riconoscere
che questa geometria metrica si pud estendere anche allo spazio nel
seguente modo. Il punto di coordinate x +w X,y +w Y, ecc. giace in
un intorno alla superficie S; noi potremo assumere w come lunghezza
del segmento corrispondente di normale proiettiva, e considerare poi que-

sta normale come incontrante ad angolo. retto la superficie. Se si osserva

che in un piccolo intorno di S si possono adottare u, v, w come coordi-
nate di un punto, le precedenti convenzioni equivalgono ad assumere

ot dw® = dw' -+ ay, dut-+ 2 ay, du dv-t- ay dv?

come elemento lineare dello spazio ambiente. Dunque: Una superficie
S determina cosi una geometrvia metrica dello spazio, che & di carotiere
intrinseco ed ¢ invariante, se si trasforma S con una collineazione.

In questa geometria metrica la normale incontra S ad angolo retto;
si pud definire con essa I’angolo di due direzioni qualsiasi uscenti da
un punto di una superficie, ecc. E tutto questo pud essere utile per
chi voglia studiare gli invarianti proiettivi delle curve tracciate sulla
superficie, estendendo i metodi analoghi usati nella geometria metrica.
Ne daremo qualche esempio nel prossimo paragrafo.

§ 9.

Curvatura asintotica, linee e raggi proiettivi

di curvatura. Geodetiche proiettive.

Noi possiamo trovare un primo invariante proiettivo delle curve
tracciate su una superficie, nella curvatura asintotica, quando cosi si chiami
Ja curvatura geodetica calcolata per l'elemento lineare ¢,; e chiamare
poi geodetiche proiettive quelle per cui tale curvatura & nulla.

Siano per semplicita «, v le asintotiche, cosi che sia:

P =287 du dv va =B (B du’~++ &)

xuv

X=§Y‘y =0z, +pnz , Lop = Loy P @

(e analoghe in y, 2, t).
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11 piano osculatore a una linea contiene i punti z, dz, d>z ove (posto

Su, = du; -+ 2 (r;) du, du,) &:
7,8

P =ux, Futx vtz du’+2 2, du dv-t+ 2 dot.

Indicando con &7, €, © coordinate correnti, ’equazione di tale piano-
sara pertanto :

(& @, @, x,) {[du 8 v — dv 3° u] 4 (B du® — ¢ dv®)|+
+2(¢, @, 2., ©.,) du+ ¢, , 2, ©,,) dv] du dv = 0.

Ora una geodetica proiettiva & caratterizzata dalla du dv® — dv du*=0.
Limitandoci pertanto a tali geodetiche, riconosciamo facilmente che

. . . . du . .
il loro piano osculatore genera al variare di~—, un cono razionale di

dv
terza classe (e non un fascio, come nel caso metrico). Ma per questo
cono vi & una retta particolarmente importante : la retta in cui si incon-

trano i tre piani cuspidali del cono, cioé la retta:
(&’ x’ w’w, x?l/ﬁ) == O (E, x! xl?’ muv) == O‘

Questa retta & precisamente la normale proiettiva; la quale dunque
ha intime relazioni con le linee geodetiche proiettive, cosi come avviene
per la normale e le geodetiche della geometria metrica.

Si noti ancora che il precedente cono, inviluppo dei piani osculatori
alle geodetiche uscenti da un punto O di S, é bitangente al piano tan-
gente lungo le divezioni assintotiche e i tre piani cuspidali, che si incon-
trano sulla normale proiettiva, incontrano il piano tangente proprio melle
lineery = 0, che ¢ uno dei due sistemi di lince di DARBOUX-SEGRB.

Ecco un altro legame geometrico tra tutti gli enti da noi introdotti.
Loy
it
dalle normali alla curva. Bastera esprimere che esistono dei valori A, g
tali che :

Cerchiamo ora i fuochi z4+w X = z+w

della congruenza descritta

d<x+ w glir‘) = A2+ P2, (e analoghe in y, #,%).

Ricordando le equazioni differenziali per le , y, ecc. troviamo fa-
cilmente il primo membro sotto forma di combinazione lineare delle
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&, T, &,, T, Annullando i coefficienti di z,, z,,si ha:

1 3 log By 1( Ly

1) \( i +F(3uav>du+'§; Put g, )dv—o
1 dlog 1 3 log By

Kﬂ(pll+@—a—— )duﬂ +Ht+ g5y M)dv—O-

Eliminando 17)81 trovano le equazioni delle sviluppabili

@) ( ,1+pal"gﬁ )d u <p22+(alggum>dv —0

Eliminando du : dv si trova 1’equazione

1 1 9%og By 1 9 log B* dlog 3+*
®3) <;0 +1- By augav ) gty z(pn"l“P _%>< 2t agu )
che da i valori di w corrispondenti ai due fuochi.

La (2) ¢ U equaztone delle linee che in geom. proiettive corrispondono
alle linee di curvatura; le quali, come in geometria metrica, formano un
sistema contugato ; il primo membro di (2) si potrebbe, volendo, assumere
al posto di p., du*--py dv* come terza forma fondamentale della superficie.

La (3) da quelli che chiameremo © ragge protettovi w di curvatura (re-
stando in ci0 fedeli alla metrica introdotta al precedente §). Se noi li

e . 1 1 .
indichiamo con w, € w,, troviamo che " -+ " +2 (che potremmo chia-
1 2
mare la curvatura wmedia protetitva della nostra superficie) vale —
2 9% log By
B 1 OuUov
neare proiettivo D,

, cioe wale il doppio della curvatura totale dell’ elemento Ui-

Teorema, che ricorda il teorema di Gauss per I'elemento lineare
metrico (*).
§ 10.

Cenno di altre ricerche.

Si potrebbe per le curve di una superficie introdurre come forsione

proiettiva per es. la — (z, dz, d°z, d*x), espressione intrinseca e invariante,

(*) Di altre notevolissime proprietd godono le pangeodetiche, cio® le estre-

mali di / (F,: T,) — /"( 0y B).
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nulla soltanto per le sezioni piane, e si potrebbe generalizzare la for-
sione geodetica. Si potrebbero cercare le superficie analoghe a quelle di
rotazione : quelle ciod per cui esiste un gruppo continuo di applicabilita
proiettive in sé stesse (cioé trasformanti in se le forme v, ¢s). Si potrebbe
costruire la teoria delle congruenze W, usando soltanto di elementi
proiettivi, col che la teoria diventa di estrema semplicita.

E si troverebbe che (*) solo le superficie isotermo - asintotiche (quelle
per cui B =+) sono falde focali di congruenze, tali che sulle due falde
si corrispondano le linee di DARBOUX - SEGRE ; e questo risultato potrebbe
condurre a una trasformazione per congruenze W di tali superficie.
Infine si potrebbero estendere tutte queste ricerche alle congruenze, ai
complessi di rette ed agli iperspazii, si potrebbe, invece del gruppo
proiettivo generale, studiare qualche sotto gruppo, p. es. il gruppo
delle affinita, di cui specialmente si sono occupati i geometri tedeschi.
Ma per tutto questo rinviamo senz’altro il lettore alle Memorie originali.

(*) Escluso il caso banale delle congruenze W di un complesso. lineare.
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