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Behilter nur zum Theil sich entleeren, und suche das Verhiltniss der
Wassermengen inyeiner und derselben Zeit bei sinkendem und con-
stantem Niveau.

In der Zeit: .
24 _ 1._
o=z ——— —VI
i gm@d\wQ _HJ\F -—\ 1

ginkt das Wasser in dem Gefiisse von dem @cmnmowuﬁ@ A von der
Druckhohe % auf-die Druckhthe #,, wo a den @zonmogﬁ. der woao.u-
offoung und « den Ausflussecfficienten ,c.oxomogm:.. b:.u in der .N@;
_ ausgeflossene Wassermenge bei verinderlichem Spiegel ist daher:

My=A(h—h) « « v oo oo L

Bei constantem Niveau hingegen auf der Druckhohe % fiiesst in
derselben Zeit ¢ die Wassermenge:

24[YE— V]

M, = .Fa..—\wm ==, &, U «\wmw\
oder dic Quantitit:
My = 24(h—¥khy) o -+ - o o .. .10
aus.
Die Ausdricke I und II liefern die Relation:
M, h—hy
M " 2[h—Vi)
oder:

M, \.w

=il
wenn die Division ausgefuhrt wird, und die weiteren Glieder ausser
Acht bleiben. — Bei einem Versuche, welcher 35 Secunden andauerte,

and der Wasserspiegel von 50 em. auf 45 cm. herabsank, erhielt ich
das folgende Resultat:

1356 45
1396 ﬁT + m&
0,M71 = 0,974.

Bei der Ausfihrung dieses Versuchs ist der Apparat zu den <£..-
suchen iber den Ausfluss der Flussigkeiten zu gebrauchen, und die
erhaltenon Wassermengen in Grammen abzuwicgen.

oder:
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Etude sur les méthodes d’intégration des équations aux
dérivées partielles du second ordre d'une fonction de deux
variables indépendantes.

Par

V. G. Imschenetsky,
professeur & I'Université impériale de Kazan.

Traduit du russe par J. Hoiel.

Avertissement,

La théorie des équations differentielles présente un ensemble si
bien enchainé, si rigoureusement logique, que la possibilité de résou-
dre chaque nouveau probléme que l'on rencontre en s'élevant dans
cette théorie tient 'a la maniére plus ou moins compléte dont om a
résolu les problémes d'ordre inférieur qui sc sont posés précédem-
ment. Cette liaison &i étroite entre toutes les parties de la doctrine
est un inconvénient, lorsque, dans une certaino catégorie de questious,
il se présente des difficultés capables de résister longtemps aux efforts
de I'Analyse mathématique; car un arrét dans lo développement d'unc
seule partie se fait ressentir dans tout le systéme, dont les diverses
portions forment un eusemble organique. Mais cet inconvénient se
change en avantage, chague fois qu’un succés notable est obtenu sur
un point quelconque de la théorie; unm triomphe remporté sur un
obstacle considérable entraine quelquefois avec lui la chute d’autres
obstacles, et imprime une impulsion sensiblc au développement de la
théorie tout enmtitre. C'est aiusi que les récents perfectionnements

Thl. LIV. "
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des méthodes générales d'intégration des équations awx dérivées par-
tielles du premier ordre ont, d’'une part, aidé 3 la constitution et &
Pachévement de la théorie des équations simultanées de forme cano-
nique, tandis que, d'autre part, ils ont puissamment contribué aux
progrés de la théorie des équations aux dérivées partielles du second
ordre.

Une fois la théorie des équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre définitivement &tablie, est arrivé paturellement le tour
deg équations aux dérivées partielles des ordres supérieurs, ot clest
vers la solution de ce dernier probléme que doivent tendre mainte-
nant les efforts des géométres. Par suite de Ia liaison organique qui
existe entre toutes les parties de la théorie des équations différen-
tielles, ainsi qu'entre les subdivisions de chaque partie, il se mani-
feste une analogie et une unité remarquables dans les méthodes de
solution des questions qu'elle embrasse, quelle que soit la diversité
de leur nature. Il gensuit de 14 que, lorsque Panalyste rencontre une
question dont la solution, poussée déjd jusqu’ & un certain point, se
trouve arrétée A cette période de son développement, il deit, avant
tout, chercher & se rendre compte du chemin qwon a suivi pour
parvenir jusque la, surtout quand ce chemin a été frayé par des
hommes tels que d’Alembert, Euler, Laplace, Lagrange,
Mounge, Ampére.

En effet, I'étude attentive de ce qui a 6té Aéja fait peut montrer
quelquefois que le succes ultérieur dépend bien moins de Iinvention
de nouvelles méthodes, que d'une application plus compléte et plus
générale des méthodes anciennes.

La théorie de Vintégration des équations aux dérivées partielles
des ordres supérieurs se divise em deux parties. Dans la premiére,
on considére les équations de formes compliquées, et T'on cherche
s0it & déterminer leurs intégrales générales sous forme finie, soit &
réduire les équations proposées aux formes les plus simples parmi
colies dont les intégrales ne sont pas susceptibles d’expressions finjes.
Dans la seconde, on s'occupe de ces équations simplifiées ot des mé-
thodes pour les intégrer, & Paide goit des séries, soit des intégrales
définies. ,

Iy

Dans le présent Mémoire, je traite les questions relatives 2
chacune des deux parties de la théorie, dans le cas des équations
aux dérivées partielles du second ordre d’une fonction de deux varia-
blés indépendantes. En donnant le résumé succinct, mais aussi com-
plet que possible, des principales méthodes de résoiution des problé-
mos de cette catégorie, je pense avoir combié une lacune qui existe

du second ordre dune fonction de deuxr variables. .Avertissement. 911
dans les Traités systématiques de calcul intégral. La plupart des
pﬁmﬁ.m se bornent, en effet, & exposer la méthode de Monge; quel-
a__»omoa les OQuvrages plus complets contiennent aussi les Bm%oaom
d Hﬁmn et de Laplace. Mais aucun, & ma connaissance, ne fait
mention des travaux d’Ampére sur ce sujet, publiés dans :ww Cahiers
XVII et XVII du Journal de I’Ecole Polytechnigque. Les
recherches d’Ampére, qui comprenpent la théorie- des intégrales et
les méthodes d’intégration pour des cas qui échappent 4 la méthode
de Mﬁoummu devraient occuper une place considérable dans tout cours
moﬁmﬁ».mo Caleul intégral, tandis qu’ordinaircment, comme je viens
de le dire, on expose la méthode de Monge, quelquefois avec des
ogum.asans de. forme plus ou moins heureus, L’oubli dans lequel
on laisse le beau travail d’Ampére est dfi sans doute en partie au
mode de rédaction de ses deux volumineux Mémoires, qui ne se pré-
tent pas aisément & une exposition succincte; j'ai fait cependant tous
mes efforts pour atteindre ce but. J'ai trouvé moyen, dans le cou-
rant de mon exposition, d’intercaler les résultats de mes propres
recherches 4 la place indiquée par Pordre des questions.

m.w.zsw ces résultats, je me permettrai de signaler un essai de
généralisation de la méthode de Laplace (Chap. II, § 9), et une form
nouvelle que j’ai donnée & Yexposition de la méthode de la <m§§ow
mow constantes arbitraires (Chap. IV). Le lecteur familier avec ce
m&ma ne pourra manquer de reconnaitre facilement les passages, moins
importants, olt je m'écarte de mes auteurs, que j'ai partout cités avec
soin dans les Notes an bas des pages.
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Chapitre I°~

Théoric des intégrales des équations aux dérivées particlles.
ERF

1. Les procédés d’intégration de chaque classe d’équations diffé-
rentielles sont fondés sur la manidre donmt mous nous représentons,
dune part, la forme et la composition de leurs intégrales, et d’autre
part, la marche et les diverses circonstances caractéristiques de la
formation des équations différentielles comsidérées au moyen de leurs
intégrales. En effet, la méthode pour intégrer une équation différen-
tielle doit consister en général 3 parcourir en sens inverse le chemin
qui, d’aprés la supposition qu'on a faite sur la forme de l'intégrale,
a df conduire A cette équation différentielle. Quoique cette marche
inverse soit généralement beaucoup plus difficile que la marche
directe, elle est cependant facilitée par la connajssance des particula-
rités de celle-ci et de son but final. En nous guidant sur cette ana-
logie, nous commencerons, avant d’exposer les méthodes d’intégration
des équations aux dérivées partielles du second ordre, par donner la

théorie de leurs intégrales.

9. Malgré notre désir d’éviter Pintroduction de notations qui ne
seraient pas consacrées par l'msage ordinaire, nous serons contraints
quelquefois de nous départir de cette régle, et dés maintenant novs
&tablirons une convention, qui n'offrira d’ailleurs aucune difficulté.
Si nous représentons, par exemple, par la lettre » une fonction, expli-
cite ou implicite, des deux variables z, y, nous désignerons par
u{" la dérivée partielle de cette fonction, obtenue en la différentiant,

dans un ordre quelconque, @ fois par rapport & z, et % fois par rap-
port & y; en sorte que les indices de différentiations par rapport
& z et & y seront toujours écrits & droite de la lettre », le premier
en haut, le second en bas. Quand, & la place des variables 2, y, il
nous arrivera dintroduire, en vertu d'une relation quelconque entre
z, y et «, les nouvelles variables indépendantes z, o, ou encore,
dintroduire, en vertu de deux relations distinctes entre z, 7, «, f,
los nouvelles variables indépendantes o, B; nous emploierons alors,
dans ces deux cas, pour désigner les dérivées partielles de la fonc-
tion u, les notations habituelles
Otky o't by

0t Oo'oBt’

du second ordre d'une fonction de deuzx varigbles, Ch. 1. § 1, 213

-

11 est & peine besoin d’ajouter que, dans ces hypotheses différen-
tes, relatives aux variables indépendantes, on ne devra pas considérer
comme égales des dérivées partielles telles que

d'u Ok () Oty

0 et g R etc. ...

3. En appliguant la convention précédente, et désignant par z
une fonction des deux variables indépendantes = et y, et par F une
expression composée d’'une maniére connue au moyen des quantités qui
entrent sous ce signe, nous pourrons représenter les équations aux
dérivées partielles, du second ordre sous la forme générale

89 Fl,y,24, %, 7', &\u z,) = 03

et pareillement, ’équation générale aux dérivées particlics de l'ordra
m sera représentée par

’ " [ — M —
(2) Fz,y, 27, 2,2, 2 2, .. 2 2m=0 oz, mm) =0

Pour obtenir des résultats aussi généraux que possible et indé-
pendants de P'ordre de I'équation, étudions les propriétés caractéristi-
ques des intégrales de I'équation (2) d’ordre quelconque m.

L’équation (2) peut étre considérée comme une condition donnée
pour la détermination de la fonction inconnue z; et comme, en dehors
de cette condition, nous ne connaissons aucunc autro condition ¢om-
plémentaire, la fonction z sera déterminéc par cette condition do la
maniére la plus générale, si elle satisfait & cette condition et & toutes
les conséquences qui en découlent immédiatement. Les conséquences
de Péquation (2) sont en nombre infini, et s'obticnuent cu différou-
tiant cette équation autant de fois quon voudra par rapport & z ot
A y. Dailleurs, la variable z doit &tre déterminée cn fonction de =
et de y; par conséquent, la solution cherchée devra sc présenter sous
la forme d’une équation entre =z, y, », ou d'un systéme d’équations
entre ces quantités, et d’autres variables, équations qui finalement se
réduisent 2 une seule équation entre x, y, = En partant dc ces
considérations, on pourra définir comms il suit la solution ou linté-
grale la plus générale de I'équation (2).

4. On appelle intégrale générale dune équation aux déri-
vées partielles de I'ordre m une équation ou un systéme d'équations
entre les variables du probléme =, y, =z, jouissant de la propriété
suivante: que si, d'une part, on prend les équations intégrales ct
toutes leurs dérivées par rapport & =z et A& y, jusqu'd lordre =
inclusivement, » étant un nombre arbitraire, non moindre que m; ct
si, d’autre part, on prend 'équation donnée (2) et toutes ses dérivées
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par rapport & = et & v, jusqu'd lordre »—m inclusivement; le pre-
mier systime devra établir, entre les variables =, g, la fonction z de
ces variables, et les dérivées de cette fonction jusqu's VTordre =, les
mémes relations, et celles-13 seulement, qui sont exprimées par le
second systéme d’équations.

Si, tout en remplissant les conditions dont nous venons de parler,
le premier systdme d’équations donne, outre cela, entre les variables
@, y, » et les dérivées de z, des relations non renfermées dans le
second systdme d’équations, alors l'integrale sera on particuliére
ou singulidre. Une intégrale particuliére se tire, comme cas par-
ticulier, de P'intégrale générale, et par une généralisation convenable
on peut en déduire intégrale générale. Une intégrale singulidre ne
jouit pas de ces propriétés.

Les intégrales dont il ¢’agit sont supposées ne pas contenir de
dérivées de la fonction =z; on peut, d’aprés cela, les appeler des
intégrales primitives. Si dans une intégrale il entre des dérivées
de z, on pourra toujours reconnaitre si elle est générale, au moyen
de la régle précédente, convenablement modifiée. Qu'une telle inté-
grale soit, ou non, générale, on pourra, dans tous les cas, lui donner
le nom &intégrale intermédiaire, puisquelle peut &tre considérée
comme une équation différentielle par lintégration de laquelle on peut
obtenir l'intégrale primitive,

§ 2

5, Eclaircissons par des exemples simples les définitions données
plus haut et les propriétés des équations aux dérivées partielles. Soit
Péquation du second ordre

3 LM md’ = Ou

m &tant wne constante donnée. Son intégrale gémérale peut é&tre
représentée par le systéme des équations

) 2= @@ +v(B), «=aty¥m, B=z—yVm,
oun, en é&liminant ¢ et 8, par I'équation unique

®) 2 = g(a-+yVm)+p@—yVm),

o et ¥ désignant des fonctions entidrement arbitraires.

En effet, la valeur précédente de = satisfait & Péquation donnée
ot & toutes les équations de la forme

du second ordre d'une fonction de deur variables. Ch.1. § 2. 215
® ), ,—msftD = 0,

que l'on obtient en différentiant 'équation donnée : fois par rapport
a z, et k fois par rapport & y. Et comme Péquation (5) ne fournit
aucune autre relation entre les dérivées de =z que celles qui sont
exprimées par les équations (6), il sensuit de 13 quelle représents
Vintégrale générale de I'équation (3).

6. Prenons maintonant cette sutre expression
(7) 2 = a-bda-t oy} hat4-gay+mhy?,

a, b, ¢, h, g désignant des constantes arbitraires. Il est aisé de
g'assurer quelle satisfait aussi & I'équation donnée (3) ot & toutes ses
conséquences (6); mais, outre o&m\?ﬁmxunomaou (7) donne encore
&autres relations entre les dérivées de z; et en effet, toutes ces déri-
vées, 4 partir du troisiéme ordre, sont égales entre elles, puisqu’elles
so réduisent & zéro. Par conséquent, I'équation (7) ne représento
qu'une intégrale particuliére de Péquation (3). Cette intégrale parti-
culidre est remarquable en ce quelle renferme précisément autant de
constantes arbitraires qu’il existe de dérivées de = depuis le premier
ordre jusqu'a Yordre de P'équation donnée, ¢est-a-dire cing. Par
suite, si on prend 'équation intégrale et toutes ses dérivées jusqu'au
gocond ordre inclusivement, on aura précisément autant d’équations
qu'il en faut pour, éliminer toutes les constantes. D’aprés cette pro-
priété, une telle intégrale particuliére a regu de Lagrange le nom
d’intégrale compléte. Il est évident que Pintégrale compléte
d’une équation du mitme ordre doit contenir §(m-1)(m—2)—1 cou-
stantes arbitraires.

7. Une intégrale particuliére, comme lindique son nom, doit
pouvoir se tirer, comme cas particulier, dé l'intégrale générale. Pour
le vérifier sur Pexemple précédent, introduisons, dans I'équation (7),
« ot B & la place de « et de y, au moyen des deux derniéres équa-
tions du systéme (4). Il viendra

4

(= ok Yk ) 5 e B B

+ = @)+ =B,

m

et cotto équation se déduira de l'équation (5) en donnant aux fonc-
tions arbitraires les valours particuliéres
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#(0) = a4 (= a4 (i -2 o),

W= i(o—)e+i(i—52=)

8. Mais la relation reciproque entre les intégrales (3) et (7),
en vertu de laquelle on peut, de I'intégrale particuliére; dite compléte,
tirer par une généralisation convenable, Dintégrale générale, est
encore plus importante. Lagrange (*) a fondé cette transformation
sur la variation des constantes arbitraires. Sa méthode peut s’expeser
sous une forme générale, de la maniére suivante.

Soit
Y=0

une intégrale compléte de I'équation (1), V renfermant =, y, » et cing
constantes arbitraires a, 5, ¢, g, . Tirons do 13 les équations

Ensuite, pour passer 4 lintégrale gémérale, supposons que
a, b, ¢, g, h représentent des fonctions de =z, y, z, qui doivent &tre
déterminées de maniére que les différentielles totales des expressions
V, P, Q conservent identiquement la méme forme ‘quelles avaient,
lorsque a, 3, ¢, g, & représentaient des grandeurs constantes. Pour
cela, il mzmw.p d’égaler 4 zéro les différentielles de V, P, Q, prises en
falsant varier «, %, ¢, g, k, ¢e qui fournira trois équations
linéaires et homogénes par rapport & da, dd, de, dg, dh. Entre ces
équations éliminons deux quelconques des cing différentielles, et, dans
le résultat de I'élimination, égalons & zéro les coefficients des trois
différentielles restantes; nous aurons ainsi trois équations pour déter-
miner les cinq quantités a, &, ¢, g, k. D'aprés cela, deux des cing
quantités considérées resteront indéterminées, et mnous pourrons les

représenter par des fonctions arbitraires des trois autres; toutefois,

en cela, nous devrons procéder de telle sorte. que finalement les va-
leurs des cing quantités e, 3, ¢, g, 4 s’expriment toutes en fonction
do @, y, . 1l suffira ensuitc de combiner les expressions trouvées
avec I'équation V = 0, pour avoir Vintégrale générale.

(*) Sur les intégrales particulidres dos Gquations diffé-
rentielles. Nouveaux Mémoires de I’Académic de Berlin, 1774, p. 266. —
Oeurres, tome IV. p. 98,

du second ordre dune fonction de deuz variables. Ch I §2 217

9. Pour appliquer cettec méthode a I’exemple considéré, remar-
quons que l'on a

V = —z+t-a+-ba-{-cy-fhad+ gy - mhy?,
2 =P = p4-2ha-tgy,
2, = Q = ¢ gz 2mhy.
Par suite, en égalant & zéro les différentielles de V, P, Q rela-

tives & la variation de @, 3, ¢, g, A, on trouve, pour déterminer ces
derniéres quantités, les trois équations

da—}adb--yde+w?dh -} wydg - my?dh = 0,
db-2zdh--ydg = 0,
de—-wdg-+2mydh = Q.

Les deux dernitres équations peuvent étre remplacées par deux
aufres, qui leur sont équivalentes. Pour cela, multiplions la premiére
par un facteur indéterminé u, et I'ajoutons ensuite 4 la seconde; il
viendra

pdb+-de—+a (2udh+-dg) - py Am = ah+ %v = 0.

u

On peut déterminer u de maniére que Pon ait yu = m“ d’oit on

tire les deux valeurs u = +Vm. D'aprés cela, au lieu des deux
derniéres équations du systéme précédent, on pourra prendre ces
deux-ciy

de+4Vm.db4 (w4 Vm.y)(dg--2Vm.dh) =
de—VYm.db+(e—Vm.y)(dg— 2Vm.dh) = 0.

Dans la premiére de ces équations, il n’entre que les différen-
tielles des variables

c+Vm.b, g+2Vm b,

et dans la scconde, il n’entre que les différentielles des variables

n.l.—\mw:vv hnlw.«\slw.f

et rien n'empéche de supposer la premitre de cos variables égale a
nne fonction arbitraire de la seconde, et la troisidme égale & une
fonction ambitraire de la quatriéme. En désignant donc par w et =
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des fonctions arbitraires, et par o', =’ leurs dérivées par rapport &
leurs arguments respectifs, on aura

o+Vm.b = w(g3-2Vm.h),

c—Vm.b = n(g—2Vm.k),
d'oit

de+Vm.db = w'(g+42Vm.1).(dg+2Vm.dh),
de—Vm.db = n'(g—2Vm.h).(dg—2Vm.dh).
Par suite, les équations précédentes prennent la forme

0'(g+2Vm.B)+(e+Vm.y) = 0,
o' (g—2Vm.ky+(z—Vm.y) = 0.

Comme o, =’ sont des fonctions arbitraires, si 'on désigne par
R, II deux autres fonctions arbitraires, on aura, d’aprés ces équations,

g+3Vm.h = Qa-HVm.g),

g—2Vm.h = He—Vm.y),

ou, en posant z-+Vm.y = ¢, 2—Vm.y = §,
g+2Vm.h = Q(a),
g—2Vm.h = T(B),

et en méme temps les équations différentielles précédentes prennent
la forme

do+Vm.db = — a.dQ(«),
de—Vm.db = —B.dII(B).

Au moyen des quatre dernidres équations on trouvera les valeurs
suivantes de quatre des quantités cherchées,

e+ 11(8) L @—1®)
7= 2 ’ &Ym

_ _fu.d Q6.2 _fa.d ) — [B. 4II(B)

= ! , )

@ ==
2ym

En substituant ces valeurs et les expressions

e,

du second ordre dune fonction de deuz variables. Ch. 1. § 2. 219

et-p il
w L

.e\“_ Mw_..

T ===

dans la premiére des équations de condition, il vient, [toutes réduc-
tions faites,

. al.d 2(e)— B2.4I1(P)

- 4Vm ’

et, en intégrant, on trouve, pour la valeur de la derniére inconnue,

o, da)— /B, aI(B)
a= e .
¥m

da

10. L’ensemble de I'équation (7) et de celles qui représentent
les valeurs de a, b, ¢, g, b, =, y constitue déja Vintégrale générale.
Mais, si I'on veut représenter celle-ci par une seule équation, il faut
alors substituer daps l'équation (7) les valeurs de q, b, ¢, g, %, 2, ¥.
On trouve de cette maniére, aprés réduction,

Jfob.d Q(a) — 2efa.d Q(a) - o382 (@)
&Vn

(B4 I1(6) — 2/B. TI(B) -+ FHIICE).
&Vm

Mais cette expression de s se simplifie encore au moyen de l'inté-
gration par parties, et prend la forme suivante,
_ fdafSy(w)da—[dgrI(B)dB.
2¥m
Enfin, on peut, si 'on veut, en profitant de ce que les fonctions
&, II sont arbitraires, poser

() = 2Vm &N@. e = — m%w%v.

8 ==

o et 1 dosignant des fonctions arbitraires; par suite de cela, Pinté-
grale générale prendra la forme

z = o(e) 1+ ¥(f), o = 8+.«\q|§n.?

sous laquelle elle a été donnée plus haut.

B = Rll.«\m.m}

11. La méthode de la variatiou des constantes arbitraires, pour
la classe d’équations que nous considérons, n'a pas moins d’impor-
tance que pour les autres cas, ol elle a servi & trouver des procédés
généraux d'intégration. Mais son inventeur, Lagrange, n'ayant pas
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découvert la forme la plus commode pour lapplication de cette mé-
thode dans le cas considéré, ne l'a pas appréciée A sa juste valeur (¥).
Ampere a fait de cette méthode une application beaucoup plus
heureuse, comme nous le ferons voir A la fin du présent Mémoire,
oll nous proposerons une généralisation encore plus grande de ces
procédés, et ol nous donnerons des formules en vertu desquelles la
méthode de la variation des constantes arbitraires se présentera comme
le plus général des moyens d'intégration pour la classe d’équations
considérée. :

12. Examinons maintenant comment la méthode de Lagrange
gapplique aux intégrales intermédiaires des équations anx- dérivées
partielles. Représentons par

V=0
une intégrale de P’équation aux dérivées partielles du miéme ordre
F=0.

Si elle contient des dérivées de z de Pordre k< m, nous I'appel-
lerons une intégrale intermédiaire de Pordre % L’équation V = 0,
avec toutes ses dérivées  par rrpport & = et & y, jusqwd lordre
m—1Fk, forme un systéme d’équations, dont le nombre est égal 2
3(m—k)(m—Ek--1). Par suite, si P'intégrale V = O est particuliére,
alors le plus grand nmombre de constantes arbitraires qu’elle puisse
contenir, pour que, par leur élimination du gystéme en guestion, on
obtienne Véquation donnée F =0, sera }(m—E)(m—ri-41)—1.
A cette condition, Iintégrale intermédiaire est dite compléte,

18. D'aprés cela, les intégrales intermédiaires d’wne équation
aux dérivées partielles du second ordre ne peuvent étre que du
premier ordre, et une intégrale compléte W == 0 d’une telle équation
doit renfermer deux constantes arbitraires, soit @ et 5. Pour passer
de cette intégrale compléte & Vintégrale générale du premier ordre,
il faut considerer « et & comme des fonctions de =z, y, 2, ¢, z,, dé-
terminées de fagon que la differentielle compléte de W conserve
encore, dans cette hypothése, unme forme identique & celle qu'elle
avait, lorsque a et & étaient des constantes. En égalant & zéro la

(*) »Au reste, on voit par cet exemple, qui est d’ailleurs un des plus
simples, que la méthode dont il s'agit, quoique directe et générale, ost en
quelque fagon plus curieuse qulutile, b eaunse des difficultds qui peuvent sc
rencontrer dans l'intégration des équations de condition.* (Liagrange, Mé-
moire cité plus haut, p. 269. — Oeuvres, tome mﬁ p. 101), :

du second ordre d'une fonction de deuz variables. Ch.1.§ 2. 221

différentielle de W, prise en ayant égard & la variation de a et de &,
nous aurons pour umique équation de condition

oW oW
-wla- &&I__l -xmﬂ dh = Og

équation qui doit servir & déterminer les fonctions a et . Comme
il n’y entre que les différentielles des deux seules variables « et 4,
on pourra prendre pour la seconde dc ces quantités une fonction
arbitraire de la premiére, en posant b = g(a). En conséquence,
Péquation de condition précédente prendra la forme .

st, jointe aux équations
b= ¢(a), W =0,
elle représentera Pintégrale générale de Péquation dounée.

Ainsi, par exemple, lintégrale compléte du premier ordre de
I’équation (3) est

s, Vm.2 = a-b@+Vm.y).
En la généralisant, on posera

da+(z+Vm.y)db =0, b= g(a);
d’od
14 @+ Vm.y)9'(a) =0,
ot

1

@' (@) = l.ma.,_uw.\w.ﬁ!e

Par suite, o ost une fonction arbitraire de s+«\wa.§ mais »
ost une fomction arbitraire de a et aussi, par conséquent, de
s4Vm.y; done at-b(e—++Vm.y) ost également une fonction arbi-
traire de l.:«\ﬂa. y. Ainsi Vintégrale générale du premier ordre de
Yéquation (1) sera

3,4 Vm.e = w(z+Vm.y),

en désignant par @ umc fonction arbitraire. Au moyen de cette inte-
grale, il est maintenant facile d’obtenir l'intégrale générale primitive.

14. On voit par 13 que Yapplication de la méthode de Lagrange
aux. intégrales complétes intermédiaires des équations du. second ordre
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est considérablement simplifiée par cetfe circonstance, que, pour la
détermination des fonctions « et b, on n'a qu'une seule équation de
coundition. Il peut sembler, d’aprés cela, que, au lieu d’appliquer cette
méthode immédiatement & Pintégrale compléte primitive, il serait
besucoup plus simple de déduire de celle-ci une intégrale compléte
du premier ordre, et d’appliquer ensuite & cette derniére la méthode
de la variation des constantes arbitraires. Cependant, en suivant
cette voie, il se présente une difficulté: I'intégrale compléte primitive
renferme cinq constantes arbitraires, et, jointe & ses deux dérivées
du premier ordre, donne en tout trois équations, entre lesquelles il
est, en général, impossible d’éliminer trois constantes, pour obtenir
une intégrale compléte du premier ordre, lagquelle ne doit contenir
que deux constantes.

Ainsi il s’ensnit de la qu'une intégrale compléte d'une équation
aux dérivées partielles n'entraine pas, & la fagon d'une intégrale
compléte d'une équation différentielle ordinaire, comme conséquence
algébrique nécessaire, l'existence des intégrales complétes inter-
médiaires. Une circonstance plus digne encore de remarque, c'est
que, parmi les équations -aux ddrivées partielles, il s’en trouve qui
n’admettent pas du tout d'intégrales intermédiaires. Pour confirmer
cette remarque, il nous suffira de la vérifier sur un exemple simple.

15. Soit donnée 'équation
z, ==z,

m.awﬁomobu qu'd cette équation corresponde une intégrale du
premier ordre que nous pourtons, sans restreindre la généralité,
Yeprésenter sous la forme

7 =f(x, 9, 2 7).

D'aprés cela, 'équation donnée pourra &tre considérée comme
une conséquence algébrique de la dernidre équation et de ses deux
équations deérivées

, ¥ O
(b) 3= g tan T,

"o |m.l\. m\ r m\ i
(0 Y= e THY T,

ot par suite, dans ce systéme, on pourra remplacer Pune ou I'sutre
des équations (b), (¢) par ’équation proposée. Mais, si l'on tirait
des équations (b), (c) les valeurs do deux des quantités »", 2/, «,,
et qu’on. substituit de nouveau ces waleurs dans ces mémes équations,

du second ordre dune fonction de deux variables, Ch, 1. §2. 223

on obtiendrait évidemment des identités. Par suite, on ebtiendra,
absolument de la méme maniére, une identité comme résultat de la
substitution de ces valeurs dans I'équation donnée.

En mettant, dans I'équation donnée, pour %, sa valeur tirée de
Péquation (b), il vient

o 8 d
@ e Lt

En vertu de ce qui précéde, cette équation doit étre identique,
du moment que I'équation donnée admet une intégrale du premier
ordre. Dans Videntité supposée, le terme en z, ne peut se réduire
avec amcun gutre; donc on a

orf
5, — O

Cest-a-dirc que s me renferme pas z,. Dans ce cas, le terme en z,
r'en a plus d’antre semblable & lui, et I'on doit avoir
o

i

Donc 7 ne peut contenir que = ct y. Mais alors Pégalité entre
o
3y
subsister. Par conséquent, Péquation considérée ne saurait admettre
une intégrale du premier ordre (*).

et z, & laquelle ge réduit finalement la condition (d), ne peut

16. Le raisonnement précédent, quoique développé sur un
exemple particulier, n'en a pas moins une généralité suffisante. En
Pappliquant & certains cas, comme on Y’a fait tout & ’heure, on se
convaine de limpossibilité de V'existence d’une intégrale intermédiaire;
dans d’autres cas, on est conduit & plusieurs équatious simultanées
aux dérivées partielles de la fonction £, non contradictoires entre
elles. Quelquefois, en effet, par cette voie, Vintégration d’ume équa-
tion aux dérivées partielles du second ordre conduit & Iintégration
d'un systtme d&’équations simultanées aux dérivées partielles du
premier ordre. Mais nous mnous bornerons ici 4 cette indication,
notre dessein étant de passer maintenant & Dexposition des princi-
pales propriétés des intégrales générales, sur lesquelles sont fondécs
d'autres méthodes plus générales pour lintégration de la classe
dléquations considérée,

(*) Raabe, Differenzial- und Integralrechnung. Bd, III. § 704.
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§. 3.

17. Les propriétés fondamentales de l'intégrale générale d’une
¢quation aux derivées partielles découlent de sa détermination, donnée
plus haut (§ 1). Nous avons vu que lintégrale générale peut étre
représentée par un systéme de plusieurs équations, conduisant finale-
ment & une seule équation entre les variables du probléme «, v, =
Soit done

V=0

une équation entre z, y, s et certaines quantités arbitraires, dont e
nombre et la nature sont encore inconnus, laquelle représente linté-
grale géndrale de I'équation (2) aux dérivées partielles de ordre m.
Occupons nous de déterminer le caractére principal et le nombre de
ces quantités arbitraires, et d’étudier les diverses circonstances qui
peuvent se présenter dans le passage de lintégralo générale 4 Véqua-
tion différentielle correspondante.

18. En désignant par = un nombre non moindre que m, et
joignant 4 l'équation intégrale générale toutes ses dérivées par rapport
4 z et & y, jusqud lordre » inclusivement, on formera un systéme
d’équations, que nous pourrons représenter comme il suit, d’aprés le
systéme de notations que nous avons adopté,

V =0,
V = Ov <~ = 0,
APV V= 0, 4\ =0, 4: =0,

L S T T T

Vo) =0, Vin—1) =0, v ey Va1=0, Vuo=0.

Pareillement, avec I'équation (2) et toutes ses dérivées jusqu’a
Pordre n—m, on formera le systéme d’équations

B
- ®
F =
m‘: qn\ s Ou m‘ -— Ov

L

jou]

1
oL
1
!
o

L

m‘?elo:u = Ou Hﬂ\ﬁ3|§!= == o‘ v oy m‘\es's?lu. == O‘ “m‘:.lw; w= (),
H_.om équations (A), d’aprés la définition de lintégrale génerale,

ne doivent fournir, entre \
Ty o 2y #y an, L

*

sy B,

que des relations identiques & celles qui se déduisent des équations B).

g nde a

T At

du second ordre d’une fonction de deux varviables. Ch. 1. § 3. 223

Mais dans le systéme (A) on a }(n—+1)(n-+2) équations, tandis que,
dans le systétme (B), il ne s'en trouve que }{n— m—4-1)(n—m+2).
Donc le premier de ces deux systdmes peat, ot méme doit renfermer
des quantités arbitraires, qui n’entrent pas dans le sccond, et dont le
nombre ne doit pas étre moindre que la différence des deux nombres
1(r1)n+42) et }(n—m—-1)(n—m-}-2), laquelle est

©) (n-+1)m-— Fm (—1).

Dans ce cas seulement il et possible de rendre, par 'élimination
des quantités arbitraires, les systémes (A) et (B) complétement iden-
tiques entre eux. En considérant le nombre (C), qui indigne la
limite inférieure du nombre des quantités arbitraires dans les éyua-
tions (A), on remarque qu'il n'est pas constant, mais qu’il croit, au
contraire, en méme temps que n. Do, relativement & la natare des
quantités arbitraires qui entrent dans l'intégrale générale, nons som-
mes en droit de poser cette conclision:

Ure intégrale finie d’une équation aux dérivécs par-
tielles doit, pour étre générale, ronfermer des quantités
arbitraires dont le nombre croit par la différentiation
répétée de I’intégrale.

19, I/analyse mathématique ne fournit que deux formes dex-
pressions des quantités arbitraires, qui satisfasseut 3 la condition
précédente.

A la premiére forme appartiennent les fonctions arbitraires d’ar-
guments exprimés par des fonctions détermindes des variables prin-
cipales, par rapport auxquelles se fait la différentiation.  Ainsi, par
exemple, pour I’équation

2, —md" == U,
nous avons eu lintégrale générale

= pla)tw(f), o= ;.1T.e<.:f g = s—yVm,

ol @ et y sont des fonctions arbitraires des arguments respectifs
« et f, donnés en fonctions explicites de o et de g

Mais les arguments qui cutrent sous los signes de fonctious
arbitraires dans lintégrale générale s’expriment aussi guelqucfois par
des fonctions implicites des variables principales, et cela, de telle
sorte que ces expressions varient en méme temps gue la forme des
fonctions arbitraires. On en trouve un cxemple dans P’équation

., vm s Dl
B RR,)T T ROR Ty

Theil LIV. 15
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dont l'intégrale est

Lo ﬁﬂ..m.nmw%aue?vlp‘?ne?v&al*uear

{y = o A.TT T

i

18 =Lt ceto(),

comme On peut s’en assurer par la vérification. Il entre dans cette
expression deux fonctions arbitraires @ et v, dout Em. 5@.5.@58
respectifs « et § sont donnés sous forme de fonctions E;E.-o?mm
de = ot de y, déterminées au moyen des deux derniéres équations de
Pintégrale, de telle sorte que leurs expressions varient avec la forme
de la fonctiou ¢. .

20. 1l y a eucore une autre forme possible pour les mﬁuﬂmm._o.zm
analytiques des quantités arbitraires de l'intégrale générale, qui mn.;.a-
font également 2 la condition énoncée plus haut. Pour nous g.ue
une idéc de cette forme, concevons Pintégrale, définie ou .5.9.559
d’'une cxpression renfermant une fonction arbitraire, combinée avec
certaines quantités variabies, dont une seule — ceile dont la .93-
rentielle multiplie cette expression — est considérée comme ﬁ.:&.zﬁ
tandis que les autres sont supposées constantes dans cette opération.
L’exécution d’une telle intégration peut atre appelée, d’aprés %Eem:.wg
par analogie avec la différentiation partielle, une Emamwﬁuou par-
tielle, et son résultat sera désigné sous le mom d’intégrale par-
tielle ou de quadrature partielle.

Comme, dans une intégrale partielle, toutes les quantités, autres
que la variable d'intégration, sont considérées comme oobmgﬁ.om. on
obtiendra, en les différentiant par rapport & ces 853:.8? mpza.o.m
intégrales partielles, différentes en mmumg.p de la E.mn:wnm, et qui,
par conséquent, se trouvant dans les équations (4), doivent &tre elles-
mémes éliminées individuellement.

" Pour faire mieux comprendre ce que sont les expressions de cette
forme, prenons des exemples particuliers. L'intégrale générale de
Yéquation

z == 2
peut &tre représentée sous la forme

o

: .
# u.\ pla—t-2uVy)e™ du.

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch. L § 3. 227

Il y entre Pintégrale partielle définic d’une expression, dans
laquelle @ désigne une fonction arbitraire, ct = la variable d'inté-
gration, tandis que les variables indépendantes x, y de Iéquation

donnée figurent dans cette intégrale commme des paramétres arbitraires.

L’ équation

w=aty,

e étant la gwo des logarithmes ndpdriens, ¢ ct P des signes de
fonctions arbitraires, = la variable d’intégration dans lintégrale par-
tielle ind éfinie, et la quantité @ = z-+y étant considérée, pendant
I'intégration, comme un paramétre constant.

21. Les intégrales générales des équations aux dérivées par-
ticlles qui contiennent des fonctions arbitraires, mais dans la compo-
sition desquelles il n’entre point d'intégrales particlies, ferment une
classe comparativement plus simple, et qui présente des traits carac-
téristiques mieux déterminés. Leur simplicité relative cousiste en ee
que, quand on les différentie par rapport aux variables autres que
les arguments «, 8,... des fonctions arbitraires, clivs nc fournissent
pas d’autres quantités arbitraires que celles qui sont déjd renfermdes
dans les équations de Vintégrale; ce qui, comme on I'a remarqué plus
haut, peut ne pas avoir lien relativement aux intégrales partielles.
Leur trait caractéristique constant, comme nous le démontrerons plus
bas, consiste en ce que le nombre des fonctions arbitraires indépen-
dantes qu'elles contiennent est toujours égal a l'ordre des équations

différentielles auxquelles apparticnuont ces intégrales.

Ampére a formé avee ces intégrales une classe spéciale qu'il
appelle la premiére classe. Cette dénomination n'est peut-étrg,
pas trés-juste, parce qu'elle pourrait faire ceoive qwaprés la pre-
miére classe il en doit venir nue seconde, tandis que la classit-
cation ne se poursuit pas plus loin. 11 senhle préférable, dapreés
cela, d'adopter pour cos intégrales la dénomination ¢ intégrales
générales sans quadratures particlles.

22. Nous représenterons le type général d'une intégrale de cette

classe, correspondante 3 uno équation différentivile du mi®@e ordre.

o



998 Imschenetsky: Intégration des équations auz dérivées partielles

sous la forme d’uu systéme d’équations, en nombre %--1 provisoire-
ment indéterminé, ot renfermant:

1°. Outrc les variables principales «, y, =z, les & quantités
variables )
o By 1y
90 Tn nombre ¢, provisoirement indéterminé, de fonctions
arbitraires, indépendantes entre elles, '

pla), (@), @) .-

30 TLes dérivées dc ces fonctions, jusqu'ad des ordres déter-
minés,

F) 9@y W), WEhoos @) @@ ete
obtenues par les différentiations rolatives aux arguments respectifs

e By vy

4% TDes quantités obtenues par Yintégration relative & « d'ex-
pressions donunées quelconques, dépendantes de @, @(a), SAST..W
ou par lintégration relative a B dexpressions données quelconques,

dépendantes de B, w(B), ¥'(B), .. etc.

§ 4

98, Unc intégrale générale sans quadratures partielles, du type
que nous venons de décrire, renferme des quantités arbitraires, dont
le uombre croit avec celui des différentiations des équations de I'in-
tégrale. Examinons maintenant de quelle maniére des quantités
drbitraires, non renfermées dans les équations de I'intégrale, se pro-
duisent successivement dans les expressions des dérivées partielles de
la fonction =z Pour ccla, voyons dabord comment on peut déduire
des équations de I'intégrale les expressions de toutes les dérivées de z.

En différentiant successivement par rapport & « et 4 y les k41
équations de Vintégrale, on obtient 2(k-+1) €équations du premier
ordre, doli Yon peut tirer les, expressions des 2(k--1) dérivées du
premier ordre .
7, 2, oy a, m\u %3 Y's Yoroeeo

Eu passant, au moyen de nouvelles différentiations par rapport
a x et & y, aux équations du gecond ordre, dont le nombre sera
3(k-+-1), et y substituant les expressions précédentes de 7,2, @y 0,
g, B, ..., on pourra en tirer les expressions des 3(k—+1) dérivées du
second ordre

du second ordre d'une fonction de deuxr variables. Ch L § 4. 229

" 114 4 "
2wl o, o, o, o, 8%, m\q h:v..
En continuant do cette maniére, jusqu A ce que nous arrivions
3 un ordre arbitraire quelconque =, on pourra obtenir successivement
des expressions de toutes les deérivées

~ : \
3
2y By By By By ey 2l v‘ TR Y

dans lesquellés entrent les quantités contenues dans Piutégrale, et.
de plus, les nouvelles quantités arbitraires qui s'obtiennent par la
différentiation des quantités arbitraires de l'intégrale par rapport i
leurs arguments respectifs,

24, Pour la résolution des différcntes quostions relatives &
I'apparition de ces nouvelles quantités arbitraires dans les expressions
des dérivées de =, changeons d’abord le systéme des variables indé-
pendantes. En supposant que chacun des arguments o, f, y,... des
fonctions arbitraires dépende & la fois des deux variables «, g, intro-
duisons, comme nouveau systéme de variables indépendantes, un quel-
conque de ces argumonts, par exemple e, et l'une des ancicomes
variables indépendantes, par exemple =.

Supposons que 'on-ait

o = f(z,y);

on vertu de cette équation, y scra unc fonction de « et de «, of
toutes les quantités variables dépendantes de « b de y pourront
maintenant 8tre considérées comme des fonctions de w et de a.

A cela ajoutons encore une remarque, dont nous ferons hicntot
. (. Oy Oy .
usage, savoir, que les dérivées 5z et B ne peuvent avolr
pour valeurs O ou o. Car, en prenant, dans T'équation précé-
dente, » et « pour variables indépendantes, ct différentiant cette
équation par rapport & z en considérant « comme constant, on A

¥
o  OoFdy ., 0y B
O=ptaya 0 &~ ¥
By
¥y oo . : .o
Done #2 devient O ou o, lorsqu’ on a respectivement - 0

ox

ou mw — 0; mais aucun de ces deux cas n'est possible, car / repré-

.

gente la valeur de o, laquelle dépend, par hypothése, de x et de y.
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De plus, y, daprés Péquation & = f(v, y), est évidement une
— o
fonction de «; par conséquent, ml,w ne peut se reduire & zéro. En
a.&.&opga cette équation par rapport & «, = étant par suite con-
gidéré comme constant, il vient .

of Oy 0 i
1=Z2, Cob =i
1= bk dod 7 =5
0y
. Oy 8
Donc B Sera = o, si %\ = (; mais ce cas n'est pas possible,

car la fonction 7, qui représente la valeur de «, contient .

Ainsi, dans les k-1 équations de lintégrale, on cousidérera =
et « comme les variables indépendantes, les autres variables, au

MoE_oE de b-+1, savoir, y, 2, B, 7... ¢étant des fonctions de « et
£ .

4 weﬁ..ma.mwwuau les dérivées partielles par rapport aux nouvelles
<.E.558 indépendantes = et «, on se rappellera la convention établie
ci-dessus (§ 1, art. 2).

. .wu. Maintenaut, concernant I'apparition, dans les dérivées de =
_.E&.:Sm, des équations de Pintégrale, de quantités arbitraires non
~.S.;GEM:5¢ dans ces équations, om peut démontrer la proposition
suivantc:

.m; une nouvelle quantité arbitraire (quelque fonction
mmc:;:@ do «, non renfermée dans les équations de I’in-
tégrale) apparait pour la premiére fois dans I’expression
de la dérivée partielle 2{%, de I'ordre n = i}k, cette quan-
tité doit nécessairement apparaitre aussi dans toutes les
dérivécs partielles du ni®me ordre de =

Ai+D, .

(n 2™, zn—1) ¢ il \
v ® . g vy k—1 " &Mvw Nn..vu.v, ceey R &:.

:+:u mimn .‘8. .masoﬁwﬁ. cette proposition pour les dérivécs
A et oD, voisines de 2" dans la suite (n) parce que, en appli-

quant la méme démonstration aux dérivées situées & droite de z{’-D
. 1
ot & gauche '

+ A1, on Pétendra & toute la suite (n).

%2:. cela, prenons les deérivées partielles, du (n—1)®ne ordre
21 e (7 ’ ’ 2 s - . . )
§ et 240, @ol Ton déduit n».v (x et y étant prises pour variables
indépendantes), en différentiant la premiére par vapport & =, la se-
conde par rapport & w.

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch. L. § 4. 231

Si I'on prend maintenant pour variables indépendantes = et «, en
différentiant ces deux mémes fonctions par rapport & «, il vient

>

Oz(F-1) b 0z("
ok —1y %Y L 9% .
e A

d’ot Von tire

04—

) (1)

b—1 By 0x k

i41) em 1) o
D) = e A Em
Ox

Mais, par hypothése, il apparait dans {7, une nouvelle quantité

arbitraire, qui n’entre ni dans les équations de I'intégrale, ni dans
les expressions des dérivées de 2 jusqu’ & Pordre n—1 inclusivement;
par suite, eclle ne peut entrer non plus mi daps Texpression
de y tirée des éjuations de intégrale, ni dans les expressions de
mum..‘f 0z(1—1)

o inl obtenues en différentiant par rapport A = les dérivées
du (n—1)idme ordre 2, 20, ol Von considére « comme constant.

0 .
De plus, d’aprés ce qwon a démontré plus haut, mm ne peut étre ni

0 ni o Ainsi les fonctions arbitraires considérées do o n'entrent
dans les seconds membres des dernitres égalités que par le multipli-
cateur z{") des seconds termes; ot comme ces termes ne peuvent

gannuler, il faut donc que les premiers membres de cecs égalités,

gavoir, les expressions A+D et um.ﬂmv BEE.BQEEsmim?ugos

arbitraire de « qui 'est introduite dans 0. Ce qu'il fallait démontrer.

26. La proposition réciproque de la précédente doit avoir né-
cessairement lieu, savoir que, si l’exprossion do la dérivée zt,
de l'ordre = — i+4%k, ne contient pas d’autres founctions
arbitraires de « que celles qui entrent dans les dérivées

‘des ordres inférieurs, toutes les deérivées de Vordre »

devront jouir de la méme propriété. .

97. Pour voir & quelle condition apparait, dans les expressions
des dérivées du ni*me ordro, une pouvelle fonction arbitraire de «,
qui ne se trouve pas dans les expressions des dérivées de l'ordre
n—1, prenons une de ces derniéres #7,, ot différentions-la partiel-

lement par rapport & a. On obtient P'égalité
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mnlm.wu Oy

B 4 da’

Ty R o
it o me pout dtre ni O ni o; donc
G
0
. Oc
&:v = —reet
Y
Ou

Dans le numérateur et dans le dénominateur de la fraction du
second membre doit apparaitre la nouvelle fonction arbitraire de e,

qui n'entrait pas daus les expressions de =7 et de y; cette fonction

arbitraire, si toutefoig elle n’entre pas exclusivement dans un facteur
commun au numeérateur ot au dénominateur, se trouvera ainsi dans
Pexpression de la dérivée du =i®me ordre #9. Cette remarque, jointe

a la proposition précédente, conduit aux conclusions suivantes:

1% Les expressions des dérivées du =i®me ordre =, ..., z,
renfermeront une fonetion arbitraire non contenue dans les expres-
sions des dérivées du (n—1)i#me ordre (=1, . .| 2,1, pourva que

cette fonction n'entre pas exclusivement dans un’ facteur commun &

oy : . Oz(n—1) N

B ¢t & chacune desexpressions P Ces dernilres ox-

pressions doivent, toutes sans exception, contenir ou ne pas contenir
By

le facteur en question, commun avec EV
¢

2%, Comme, dans la fonction qui représemte la valeur de 29,

le nombre » == 4% variant, le Jénominateur reste toujours le méme,
tandis que le numérateur change continuellement; la nouvelle fonction
de « qui y apparait ne pourra 8tre constamment la méme, mais étant
différente, et méme toujours renfermée dans un factour particulier,
elle ne pourra constammeont se réduire avee un facteur semblable du
dénominateur; car, dans ce cas, ce dernier devrait étre formé d’un

uombrs indéterminé de facteurs différents. Par conséquent, il oxiste

tovsours un ordre de dérivées dang lesquelles s'introduit une fone-

tion arbitraire de « non contenue dans les expressions des dérivées
inféricures; ot ,

3% Dis que cela « lieu pour un certain ordre de dérivécs w,
alors, dans chacun d esordres suivants n-F1, n--2, ..., apparaitront
do nouvelles fonctions arbitraires do «. Tl suffit de s'en assurer pour

1

du second ordre d'une fonction de deux varigbles, Ch. 1. § 4. 283

'ordre n--1. En différentiant z{? partiellement par rapport & a, on
trouve

AU 5
k [y IQ.K [N
..wzal == umn.w.ﬂ B s d’ott

Le numérateur du second membre de la derniére égalité coutient une
fonction de «, qui est la dérivée de celle qui a paru pour la pre-

By
mi¢re fois dans z{), et cotte %.ouoawu ne peut entrer dans z°.

puisque la fonction primitive correspondante n’entrait pas dans .

28. A lexemple d’Ampere nous appellerons les expressions
des dérivées dc z homogénes & l’intégralo par rapport & e, si
elles ne renferment que les mémes fonctions arbitraires de « qui entrent
dans les équations de lintégrale.

De cette définition il ne s'ensuit pas que les dérivées homogénes
A Pintégrale doivent contenir immanquablement toutes les fonctions
arbitraires de o qui entrent dans lintégrale; il suffit qu'elles n'en
contiennent aucune qui w’entre dans Vintégrale.

Les dérivées de =z seront dites hétérogénes & l'intégrale
par rapport & «, lorsquelles renfermeront des fonctions arbitraires
de « qui ne se trouvent pas dans les équations de 'intégrale.

29. En faisant usage de ces dénominations, on peut exprimer
comme il suit les résultats obtenus dans ce §:

19, Si la dérivée 2/, et par suitc aussi la dérivée z,, sont hété-
rogénes & lintégrale, toutes les autres dérivécs scront hétérogines
a Pintégrale. .

20, Si la dérivée z{), de l'ordre n = ik, est homogéne A l'in-

&m,u&m, toutes les dérivées du méme ordre et des ordres inférieurs
geront homogénes & l'intégrale..

30 Il existe toujours wne dérivée de z, dans laquelle commence
& paraitre une fonction arbitraire de « qui ne se trouve pas dans
les équations dont se compose limtégrale; cette fonction commence
a paraitre A la fois dans toutes les dérivées du méme ordre; et

49 Alors, dans chacun des ordres de dérivées qui suivent, se
produiront de nouvelles fonctions arbitraires de a, quine se trouvent
ni dans les équations de Yintégrale, ni dans los dérivées des ordres
précédents.
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30. Remarque. Nous avons supposé ci-dessus [24] que les
€quations de l'intégrale générale, sans quadratures partielles, ne con-
tiennent que des fonctions arbitraires dont les arguments o, §, Pyoon
sont des fonctions des deux variables z, y a la fois. Dans cette hy-
pothése, on a démontré que les expressions des dérivées de z d’un
méme ordre quelconque, déduites des éguations de I'intégrale, doivent
ma.P sans exception, ou toutes homogeénes ou toutes hétérogénes &

I'intégrale. Cette propriété des dérivées n’a plus lieu, si Pintégrale
contient des fonctions arbitraires dont les arguments dépendent de la
seule variable .

Supposons, en effet, que Pintégrale contienne une fonction arbi-
traire de o, et que « soit fonction de y seulement; il s’ensuit que y
sera, réciproquement, une fonction de « seulement, que nous dési-
gnerons par

-

y == F(e).

On aura donc

et, au lieu de I'équation démontrée au n® 25

mu.m.lv
5= e

on aurs celle-ci

laquelle fait voir que, dans la dérivée g('t} de I'ordre =, il ne peut

apparaitre aucune fonction arbitraire de o qui n'existiit dans la dérivée
2 | de l'ordre n—1; car la différentiation par rapport i « supposo

« constant.

D'un autre coté, on a

o4l
TH % = 2V f'(w),
d’od
e 2
) o On
4 flle)’

TG

du second ordre d'une fonction de deur variables. Ch. 1. § 4. 235

Dans le numérateur du second membre de cette égalité, par suite de
la différentiation de (), relativement & «, il doit se produire une

fonction arbitraire de « qui n’existait pas auparavant dans amwt et

cette fonction ne peut disparaitre par réduction avec le dénominateur,
puisque ce dernier est une fonction déterminée f'(a) de e Il faut
donc que l'expression de ={) contienne une fonction arbitraire qui

w'existe pas dans l'expression de =)

Ainsi, des deux dérivées d'ordre n, 2{itD) et 2{7, la premitre est
homogéne, la seconde hétérogéne, par rapport & «, & la dérivée 2{);

d’ordre n—1. Par suite, ces dérivées du =i*me ordre sont hétérogénes
entre elles, ce qu'il s'agissait de démontrer.

31. De plus, il est aisé de conclure, de ce qu'on a démontré
plus haut, que les dérivées .
d, 2, A L., AW
que Pon obtient en différentiant z par rapport & z seulement, ne

contiendront pas d'autres fonctions arbitraires de e que celles qui
entrent dans V’expression de 2.

Au contraire, les dérivées

mu o' Ozl{n—1)
B o O
i f = =7 . (e=l) = ey L N
“= e T @ v IAON

pour la formation desquelles il faut un nombre variable de différen-
tiations relatives & z, mais une seule différentiation par rapport & y,
contiendront une seule et méme fonction arbitraire de o, différente de

celles qui entrent dans ».

De méme, les dérivées

oz 9z, muhsiS
Je e “Ha
o — L. s o wn—2) =
g, = 7 ?«V 2y 7 Tuv ) ; Té

contiendront deux mémes fonctions arbitraires de «, autres que celles
qui entrent dans = Et ainsi de suite.

Donc les expressions des dérivées qui provienment de différen-
tiations faites seulement par rapport & « seromt homogénes i linté-
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grale; les autres dérivées seront hétérogénes & l'intégrale. Mais les
dérivées dans la formation desquelles il entre un méme nombre de
différentiations par rapport & y seront homogénes entre elles. Dans
tout ceci, nous entendons I’homogénéité ou Ihétérogénéité comme so
rapportant 4 largument «, dépendant de y seulement.

I est clair qu'en échangeant, dans ce qui précéde, la lettre
avec la lettre =, on parviendra A des conclusions analogues.

§ 5.

32. Maintenant nous pouvons résoudre une question trés-impor-
tante, relative aux intégrales sans quadratures partielles: la question
du nombre des fonctions arbitraires, indépendantes entre elles, qui
sont renfermées dans une semblable intégrale, lorsqu’elle appartient
4 une équation aux dérivées partielles de Pordre m.

On devra prendre ponr base de cette recherche la définition de
l'intégrale générale (§1), et répéter les raisonnements du n® 18, qui
nous ont conduits aux systémes d’équations (A) et (B). Mais, dans ce
dernier article, nous avons représenté I'intégrale générale sous la
forme d’une seule équation, tandis qu’ici nous la représenterons, con-
formément au type général intiqué & Ia fin du § 3, sous la forme
d’un systéme de k41 équations. En prenant donc les équations de
intégrale et toutes leurs dérivées par rapport & « et 4 y, jusqu'a
Pordre = inclusivement, nous obtiendrons maintenant .

OV,

équations. L’équation différentielle donnée aux dérivées partielles da
nidme cm.&.ou

F =0,

avec toutes ses dérivées par rapport i z ot 4 y, jusqu'a Pordre n—m
inclusivement, fournit, d’aprés ce qui précéde,

(r—mA1)n—m+2) (vt 1)nt2)
- 2

2

—m(n-1) - N\‘WAISMI. )

€quations.

En vertu de la définition de Vintégrale générale, le promier de
ces deux systémes d’équations, aprés I'élimination des quantités qui

-
il

!

du second ordre d'une fonction de deux vartables. Ch.I. §. 5. 237

ne se trouvent pas dans I'équation différentielle mowﬁﬁ. @mﬁ.w mim%a.
complétement identique avec le second. Hup possibilité de u.m,Ev.s.
cette condition est'déja assurée par cela méme, AE@.H@ premier sy
stéme contient plus d’équations que le sccond, la différence des nom-
bres d’équations des deux systémes étant

(D) Eﬂtwmwhw[v Lo (nA-1) — N;,@ Wvul v

&

11 suffit, par conséquent, que le ¢c5v8 des ﬁ_zmuzﬁm. ww, @::E,m“
du premier systéme ne soit pas moindrc que o::o. .93?:8. " >
nombre doit étre égal & (D), si chacune %m‘czgcgm cn yues ww.:
g’élimine séparément; il pourra étre, mz.o.ou.s.ﬁé, Ezm mﬁs,a csﬁi mv”.
si quelques-unes de ces quantités g'éliminent simultanément p

groupes.

33. Essayons maintenant de trouver Lexpression as, coE.ﬁ.c
total des quantités sujettes & I'élimination. Klles pepvent etre divi~
sées en deux catégories:

1%, Les % arguments e, §, 7, ..., avec toutes leurs dérivees
jusqua Vordre = inclusivement,

! 4 ! ) R 1
ay Oy 6y O, Gy e ’ v

u\u m: ﬁ:, ﬁ\q \w:q sy m?;. sees R:.
ote. . . . .
Lec nombre de ces quantités est évidemment égal 2

(- D(r42)
5 .

90 Les fonctions arbitraires ot leurs dérivées par rapport a

&

leurs arguments respectifs.

Pour exprimer de la maniére la plus générale le nombre des
ités & élimi iére catégorie, adoptons la notation
quantités 3 éliminer de cette derniére catégorie, adopto

suivante:

Soit ¢ le nombre des fonctions arbitraires ot :im@o:.ap::,...m S:Mm,
elles, telles que @(e), W(f), ..., qui cntrent %.._Wm..gm mnmuzwysw. e
Pintégrale. Si tous les arguments e, f,... M,NS:. différents c:.:. ¢ EM
alors évidemment g = k; dans les cas contraire, on %E.,.p avoir g >k

Soit ¢’ le nombre des fonctions arbitraires formées au moyen
des précédentes par la différentiation ou par lintégration {cu par ces
deux opérations & la fois) relativement & un méme argument. Dans



238 Imschenetsky: Integration des €quations aux dérivdes partielles

ce nombre nous comprendrons les fonctions qui se trouvent effective-
ment dans les équations de Yintégrale, ou méme qui, ne 8’y trouvant
pas, se rencontrent dans la suite des transformations qu’il faut opérer
mozu passer d’'unc fonction & une autre fonction, entrant Pune ot
_wcnnm. dans les équations de Vintégrale. Par exemple ¢(e) sera
comprise dans le nombre ¢, si les équations de Iintégrale conticnnent
@{e) ot ¢’(a). De méme, F désignant une fonction donnée
JF[e, o(a)]de sera comprise dams le nombre g, 8i les équations mm
P'intégrale contiennent /de/F[e, @(t)]de et (). ,

. Enfin soient -1, 21, 141, ... les ordres des équations dé-
&Emm des équations de Iintégrale, et qui sont les premiéres hétéro-
genes & cette intégrale par rapport i «, B, 7, ... respectivement.
bm& nombres I, ¥, I, ... doivent avoir des valeurs finies et détermi-
nees, ot peuvent aussi se réduire & zéro.

.w». .Epmm on a démontré, dans le § précédent, que lorsque, dans
les équations dérivées d'un ordre quelcongue des équations de Iinté-
grale, apparait pour la premitre fois une fonction arbitraire par
m.xon:m une certaine dérivée de g@(e); alors, en passant aux wpzw.
_E.Em dérivées des ordres suivants, il se produira encore, 3 chaque
-fois, de nouvelles fonctions arhitraires, provenant mwaoscmﬂ de p(a).
ﬁoum donc qu'on arrivers & Pordre » dans la différentiation des équa-
tions de Gu&%.&m, on aura introduit des fonctions arbitraires qui ne
8e trouvaient pas dans ces équations, et parmi lesquelles il y en
pE.m.aI.N provenant de (&), n—1I provenant de P(B), etc. Par
conseéquent, le nombre total des fonctions arbitraires mmumm.muﬁoaszom
sera ng—Ii—U—0"—.... En y ajoutant les nombres déterminés
Mwwamwmzm 9, 9" et $(n-+1)(n+2)%, on obtiendra une expression géné-
mo%z : =m zwm“wmw total des quantités sujettes 4 I’élimination, sous la

o142k +-g(nt-1)Fg' =1 — 0t —
Ce nombre, comme on Pa expliqué plus haut, ne doit étre, cu

aucun cas ) MMMOEQH e Qﬁm-\ MO H—Quﬁ——Un (2] Abv‘ Hw mm. [ €3salrement
) ﬁﬁ QOE. nec g
Sa, men

Ho ok Dobog O D' — 1l
W n+1)(n + w;n*..vag.._; 1) — 4w (m— 1),

c’est - 4 - dire

O:.IE?«TCAMWSAS 1) tg' =,

1
fe .

i = TS

du second ordre d’une fonction de deux variables. Ch. L. § 6. 239

Mais le second nombre de cette derniére égalité ou inégalité est
un nombre fini et déterminé, tandis que, dans le premier membre,
entre comme facteur commun le nombre n—-1, que peut prendre une
grandeur arbitraire. Donc, pour que cette €égalité ou inégalité ait
lieu quel que seit =, il faut que l'on ait

g = m,

c'est-a-dire que I’intégrale générale finie sans quadratures
partielles doit contenir un nombre de fonctions arbitrai-
res et indépendantes entre elles égal a I'ordre de I’équa-
tion aux dérivées partielles a4 laquelle cette intégrale

appartient.

§ 6.

35. Les propriétés générales, cxposées ci-dessus, des équations
aux dérivécs partielles 4 deux variables indépendantes fournissent les
indications qui mous conduiront & la détcrmination des intégrales
correspondantes & des équations différentielles données de cette classe.

Avant tout, occupons-nous de rechercher comment, d’aprés la
forme d’une équation donnée, on peut juger des propriétés des argu-
ments des fonctions arbitraires de lintégrale générale sans quadra-
tures partielles, si une telle intégrale est possible.

Nous avons vu (§ 5) que, dans expression d'une telle intégrale,
il doit nécessairement entrer des fonctions arbitraires, emtiérement
indépendantes entrc elles, @(a), y:(f), ..., dont le nombre est égal &
Vordre différenticl de l'équation & intégrer, et dont les arguments
a, B,... représentent généralement des fonctions, déterminées et
différentes entre elles, des variables indépendantes «, y. Mais Vinté-
grale ne cesse pas d’étre générale si les fonctions e, 8,... sont, en
partie ou en totalité, identiques entre elles, ou dépendantes de la
senle variable = ou de la seule variable y. Et comme ces circon-
stances ne doivent pas rester sans influence sur la marche méme de
Yintégration, il importe beaucoup d’étre en état de reconnaitre
préalablement, d’aprés la seule forme de I'équation dounée, les pro-
priétés des arguments des fonctions arbitraires de l'intégrale générale
finie sans quadratures partielles, en supposant la possibilité d'unc
telle intégrale.
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36. A cette fin, imaginons que Péquation

o = f(z, y)

détermine un des arguments « des fonctions arbitraires de l'intégrale
supposée. A l'aide de cette équation, nous pourrons introduire dans
Véquation donnée, au lieu des variables indépendantes primitives =
et y, les nouvelles variables z et ¢, ou ¥ et . En prenant succes-
sivement ces deux hypothéses, et différentiant partiellement 1'équation
précédente d’abord par rapport 3 «, puis par rapport & y, la seconde
variable ¢ étant, dans les deux cas, considérée comme constante,
10US AUroNs

.o U0y of Oz
0= m......me oz’ +m&me
d’on
¥ o
B _ o Os o o
mm.ll.mu\wlnlﬁ_ m@ﬂulmﬁllni
Oy Oz

et nous aurons en méme temps

oy O L
9z dy
Par conséqifent, s'il est possible de déterminer différentes fone-
. . 0y
tious m, n, ... des variables =, y, représentant les valeurs de mm
N O i 1
nous aurons en méme temps les valeurs de By sous la forme e
1
FRRRRT et les valeurs correspondantes des arguments «, 8, ... des

fonctions arbitraires s’obtiendront par Pintégration d’équations liné-
aires aux dérivées partielles du premier ordre, de la forme

o' - ma, = c Binf, =0, ....

De cette maniére, la recherche des arguments des fonctions arbi-
-~ ; . s 0
traircs sc raméne & la recherche des différentes valeurs de AWN
correspondantes & ces arguments; valeurs qu'il faut thcher d’obtenir
par le seul moyen de Péquat.on aux dérivées partielles donnée,

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch. 1. § 6. 241

37. Supposons que I'équation donnée soit du second ordre, et
de la forme générale

. ()
HﬂARw Ys 2 25 2,y 25 2, N:y.uhno.

En prenant % et ¢ pour variables indépendantes, on tirera dos équa-
tions dé l'intégrale générale des expressions, au moyen de ces varia-
bles, des fonctions g, 2, 2, z,, 2", ..., par la substitution %mnzmzmn
or: satisfera, non-sculement & I'équation donnée, mais encore & toutos
ses dérivées par rapport & z et & g, jusqu’d un ordre quelconque.
Si Yon différentic 'équation donnée n—2 fois par rapport & , il
veindra

oF
n:l_lml\ m:l— erwz am.lml_!w ==

Ici les dérivées de l'ordre » n'entrent que linéaircment, leurs
coefficients étant formés au moyen des seules quantités qui entrent
dans I'équation donnée, et le terme R contenant outre cela les déri-
vées de » des ordres inféricurs & =.

38. Nous avons vu, au § 4, que, & partir d'un certain ordre,
les dérivées partielles am z, déduites des équations de lintégrale,
doivent nécessairement étre hétérogdnes A celle-ci par rapport A .
Et comme le nombre » est arbitraire, rien n’empéche d’admettro que
les dérivées d’orde n soient hétérogénes 3 l'intégrale par rapport i «
Cette hypothése faite, voyons comment nous pourrons satisfaire &
P’équation précédente.

, "

Commengons par exprimer z et 2, au moyen de zy,. On a,

n—1 7wn—2

pour cela, les équations

Om—1 dy n—-2
N Nsl.._uu:mm. P

au moyen desquelles oun trouve

, mmxlw oy . m«:lwl.mw Oz 1 + I
o B 8 2" 8w Or oz 0z) *
En substituant ces valeurs de z,_,, 2 , dans Péquation consi.

dérée, il vient

oF JF oy J
Fm\lmwa.rml ) -

mm‘ mu:.. mu.:lm m@muzl
e+l B (-

Theil LIV. 16
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Enfin, en substituant encore ici les oxcummaoum. que donnent les
équations de lintégrale pour les fonctions y, 2z, 2 7y oo .mo Hmﬁ‘w
dérivées particlles. par rapport & =, on devra obtenir une identité
Or Yexpression de z tirée de la formulc:

Ozp—1

da

est, d'aprés ce qui précéde, hétérogéne 4 lintégrale, r..mmi.e-&é con-
tient une fonction arbitraire de &, qui ne se trouve ol A.wmum les
¢équations de’ lintégrale, ni dans les expressions des dérivées de =
Qun ordre inféricur & n, et par suite ne se trouve pas non Ezm dans
les dérivées partielles de ces derniéres et de y par rapport & «; car
la différentiation par rapport . x suppose « constant.

Done, dans Péquation ci-dessus, le terme qui renferme le facteur
# e peut se réduire avec les autres termes, et Yéquation ne peut
se changer en identité que si l'on &

OF OF 9y  OF A&%

5, Gy ow T3 \0s) T

. . dy
39. Ainsi voilh Dléquation 2 laquelle doit satisfaire le 5~

correspondant & l'argument aj mais comme o« 1’y entre pas .ﬁwr-
citement, en cherchant alors la condition A laquelle devrait satisfaire

la valeur de W\.@ correspondante 3 l'argument $, on devrait retrouver
& v -
équation précédente. Par conséquent, les racines de cette équation,

. 3y
que nous désignerons par m et n, donneront les deux valeurs de B’

correspondantes aux deux arguments « et § des denx fonctions arbi-
traires de Dintégrale générale finie sans quadratures cpﬁww:mw .mm
Péquation aux dérivées partielles du second ordre, si cette équation
est susceptible d’une telle intégrale.

40. Le résultat que nous venons d’obtenir nous permet d’établir
les conclusions suivantes relativement 4 la nature des arguments &, B,
déduite de la forme de Yéquation proposce.

1%, « et B doivent étre généralement des fonctions déterminces

oy ) .
de z et de y; car les valeurs correspondantes de 50 représentées

par les racines m et # de P'équation précédente, sont exprimées sous

du second ordre d’une fonction de deur varisbles. Ch. 1. § 6, 243

forme déterminée au moyen de «, y, et des fonctions =, 2,2z, 2", 2, =
dépendantes de x et de .

4
oF OF oF

2% Si 75 75 4— sexpriment on fonetion de = ¢t de g
0" 8, 0s, P :

soit immédiatement, soit aprés la division par un facteur commun,
alors m et » seront des fonctions des mémes (uantités. Par consé-
quent, « ¢t B pourront se déterminer cn intégrant les équations

QﬁlTisQ\ == C» usl_l:u\ E=" :.

30 8i m == n, C’est-d-dire, si l'on a
b b

Amm, Vm hm@ or
7 R
wh\ m.« mu:
alors @ = fB; par suite, V'intégrale générale chorchée devra contenir
deux fonctions arbitraires différentes du méme argument.
- o OF
4% 8i m = 0, C’est-d-dire, si 5= 0, Péquation qui détermine
44
o prendra la forme ¢’ = 0; donc « = une fonction arbitraire de 4
Par conséquent, lorsque I'équation & intégrer nc contient pas z,,
alors, dans lintégrale cherchée, une des fonctions arbitraires dépendra
de la seule variable 7.

5% Bi m = w, Cest-a-dire, si 57 = 0, Péquation qui déter-
mine « prendra la forme o, = 0; donc « == unc fonction arbitraire
de 2. Par conséquent, lorsque I'équation ) intégrer ne contient pas
#', alors, dans lintégrale cherchée, une des fonctions arbitraires
dépendra de la seule variable «.
R . o . OF oF
6% Sim =0, n =, Jest-d-dire, si 8, 0 ¢t 57 =W les
équations gni déterminent o ¢t § prendront la forme o = O ct
B, = 0; donc « = une fonction arbitraire de z, ¢t § = une fonction
arbitraire de «. Par conséquent, lorsque, dans I’équation 3 intégrer
il n'entre pas d’autre dérivéc du second ordre que z,/, alors dads
Pintégrale cherchée une des fonctions arbitraires dépendra de la seule
variable z, 'autre de la seule variable y.
. . . oF or
7% Sim =0, n =0, 'est-a-dire, si Elan O et a7 =0, lus
t “y
équations qui déterminent & et B prendront la fornic o =0 ot
B’ =0; donc e« et  seront des fonctions arbitraires de la seule
variable y. Par conséquent, lorsque dans Uéquation & intégrer il

1 6%
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n'entre pas d’autre dérivée du second ordre que ', alors dans linté-
grale cherchée les deux fonctions arbitraires dépendront de la seule
variable y.

89, Si m =, n =, cest-d-dire, si WW, =0 et WIMN == (),
les équations qui déterminent o et f prendront la forme «, =0 ot
B, = 0; domc o et B seront des fonctions arbitraires de la seule
variable 2. Par conséquent, lorsque dans I’équation 2 intégrer il
rentre pas d'autre dérivée du second ordre que z,, alors dans I'inté-
grale cherchée les deux fomctions arbitraires dépendront de la seule

variable z.

41. Remarque. I faut encore observer que lintégrale géné-
rale finie sans quadratures purtielles n’est possible, dansg les deux
derniers cas (79 et 8%), quwd la condition suivante: savoir, lorsque,
Péquation donnée ne contenant pas d’autre dérivée du second ordre
que 7', la dérivée du premier ordre z, 'y entre pas; ou lorsque,
Péquation donnée ne contenant pas dantre dérivée du second ordre
que =, 1a dérivée z' 0’y entre pas.

En effet, les équations qui ne satisfont pas 4 cette condition
peuvent, sans diminuer la généralité, se mettre sous I'une des formes

2, = M,AS. Ys 2 &ﬁ 7',
7 =F( 9 2 2, 2,)s

en supposant la premiére résolue par rapport & #,, la seconde par
rapport & 2.

Examinons maintenant il est possible d’admettre, par exemple,
que la premitre de ces équations ait une intégrale générale
finio sans quadratures partielles. Les deux fonctions arbitraires d’une
telle intégrale devraient, d’aprés ce qui précéde, dépendre de la seule
variable y. Donc « doit Etre une fonction de y et réciproquement
y = f(¢). En introduisant, & laide de cette derniére relation, la
variable « au lieu de y, on trowve, en vertu de la Remarque du
§ 4, n° 81, que les expressions de #' et de =", tirées des équations
de V'intégrale, doivent étre homogénes 3 lintégrale par rapport 4 @,
tandis que l'expression

Jui est nécessairement hétérogine par rapport 4 e Donc, par la
substitution de ces expressions dans Véquation considérée, il n'es
pas possible de transformer cette équation en identité, puisque le

du second ordre dune fonction de m.«:n‘eaq&etm. Ch. L §s. 245

premier membre devrait renfermer une fonction arbitraire de «, qui
ne peut se trouver dans le second membre.

En échangeant entre elles les lettres y et «, on pourra démontrer,

absolument de la méme maniére, la proposition aunalogue relative-
ment 4 'équation

'
2 =F(z, g 2 25 2,).

42. La méthode que nous venons d'exposer pour l'étude des
mwmzsmim des fonctions arbitraires de lintégrale, ’applique sans
difficulté aux équations aux dérivées partielles d’ordre quelconque
Si Pon fait attention 3 l'uniformité des procédés employés dans ng

m.gnm, il suffira d’indiquer bridvement cette généralisation pour I’équa-
tion du troisiéme ordre.

Soit
F@, 9,222,402 2,2 2/ 2' =0
s P M 2282 8,20 8 2] 2,)

Péquation donnée. En la différentiant »—3 fois par rapport a y
il vient h

oF oF , | OF oF
ﬁ &!IT !H: =|—I_lmm|\: nzlmleﬂi N.,Hlm.lTHW = O
.Ho.w les dérivées de l'ordre » n'entrent que linéairement, leurs
coefficients étant formés avec des quantités qui se trouvent dans

I’équation donnée, et le terme R contenant, en outre, les dérivées de
z des ordres inférieurs & =.

. Imaginons maintenant que I'un des arguments des fonctions arbi-
traires de I'intégrale supposée soit o = f(z, y), et introduisons comme
variables indépendantes z et «, au lisu de » et de . Nous aurons
aingi les équations

mu:.L R mw\
w5y
%
n—2 ” , m,e
oz fg ~13z°
m&§

n—3 " » mw\
m& = u:lwl_lnalwm *

d’'olr l'on tire
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. . mu:lp mN\ 2
a1 T o 0z ™

9%, 8ub - {8
. P . I@ Zp—1 Y
Fa2 T B 0z Oz + Amﬁv B

L P T A?%?T A&v
Zn—s 0z 0w '0x - oz

o % %o g équation précédente

En substituant ces valeurs de ¢
prend la forme

.

oF OF,0y m@v OF A@Q 8]
st ar() —aw (@) ]

+ W.l_l ‘M.W.W—M.H wnle

0z 899
_n-2 Oy %n—i = ().
l_rmn:A O Oc Oz v

F [0, 5 8y 8, o . (0y\?0zmn1
+ 5 Tirwm .lmlsv 5 g

s oz

Puisque le nombre » ost arbitraire, on peut toujours le supposer
tel, que les expressions des dérivées de = de lordre n soient hétéro-
génes & Dlintégrale par rapport & «. Dans ce cas, en substituant dans
Véquation précédente les expressions des fonctions y, z et des déri-
vées partielles de 2, tirées des équations de lintégrale, on ne pourra

y satisfaire que si Pon a P'équation, du troisiéme degré par rapport

9y
0z’

a

dF  OF oy A 2 wwm.Am.\v
m.mﬂi..ﬂ ...Twm\: v A 0,

dont les racines m, n, p sont liées aux arguments «, f§, y de Pinté-

grale par les équations

o' 4-ma, =0, f-4a8, =0, y4py, =0

En conséquence, toutes les questions relatives 4 la forme dos

arguments pourront étre résolues comme dans le cas précédent.

b e /

i

R

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch I §7. 247

Chapitre II

Intégration des formes les plus simples d’équations aux dérivées
partielles du second ordre ®une fonction de denx variables imdé-
. pendantes.

§$ 7.

43. Les formes de la classe d’équations différentielles cousidérce
sont caractérisées principalement par la forme des arguments «, §
des fonctions arbitraires renfermées dans les intégrales géunérales de
ces équations. D'aprés cela, voulant nous occuper d’abord des équa-
tions les plus simples, auxquelles se rameéneront ensnite les équations
de forme plus compliquée, nous commencerons par les hypothéses les
plus simples relativement & la forme des arguments o et 8. Il est
évident que lc cas ol ces deux arguments sont égaux, et s’expriment
au moyen d’unc soule des variables indépendantes z ou y, correspond
4 T'hypothése la plus simple.

Si, par exemple, ¢ = f = y, alors I'équation différentielle corres-
pondante ne peut admettre unc intégrale générale de forme finic
(§ 6, art. 40 et 41) que dans le cas seulement od I'équation ne con-
tient pas d'autre m@iéo du second ordre que =", ni d'autre dérivée
du premier ordre que z; c’ost-d-dire dans le cas seulement ol I'équa-
tion est de la forme générale

Pz, 3y, 2 ', ) = 0.

Dans ce cas, du reste, il est aisé de s'en convaincre immédiate-
ment, en se représentant le passage de l'intégrale générale, qui conm-
tient deux fonctions arbitraires de y, 4 1'équation différentielle cor-
respondante, aux dérivées particlles du second ordre, moyennant
I’élimination mom fonctions arbitraires. Comme, dans lc calcul des
dérivées 2’ et 2", la quantité y est considéréc comme constante, on
peut aussi se maintenir & ce point de vme dans I'intégration de
I’équation en question, De cotte maniére, on aura uue équation aux
différenticlies ordinaires cntre les variables @ ct 2, ct, en Uintégrant,
on aura son intégrale générale avec dcux constantes arbitraires distine-
tes. Or ces derniéres doivent &tre constantes sculement par rapport
% z; par suito, elles peuvent étre considérées comme deux fonctions
arbitraires distinctes de y, et nous aurons ainsi I'intégrale générale
de Péquation proposée.
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Pour une équation différentielle ordinaire du second ordre, il
existe toujours deux intégrales intermédiaires du premier ordre, con-
tenant chacune une seule constante arbitraire. Par conséquent, en
changeant ces constantes en fonctions arbitraires de y, on aura tou-
jours des intégrales générales intermédiaires du premier ordre pour
Péquation proposée. B

44. Généralement, les équationg qui admettent une intégrale
générale dans laquelle « = § jeuvent se ramener, par une transfor-
mation convenable, & la forme plus simple que nous venons dec con-
gidérer. Pour cela, il ne faut qu'introduire dans Yéquation proposée,
comme variables indépendantes, « et =, ou bien e« et y, & la place
de x et de'y. Nous exposerons plus loin (Chap. IV) les procédés
généraux pour faire cette transformation dans le cas ol l'on peut
obtenir, au moyen de I'équation donnée, I'expression de « en fonction
de =z, y, #, #/, #,; nous nous bornerons présentement au cas moins
général o, & Vaide de I'équation donnée, on peut former P'expression
de largument o en fonction de « et de .

45. Supposons que l'équation domnée soit de la forme générale

F (o, Yy % u-u 2 =0,

{ = RJ'+282/'+ T,
R, 8, T désignant des fonctions données do z et de .

En vertu de ce qui a ét¢ démontré plus haut (§ 6, art. 40), les
arguments «, B de lintégrale générale dec I'équation donnée nc
pourront étre égaux que sous la condition

(-
mu\v 02" 02,
Or on a . _ .
oF oF oF _ oF oF , oF

m”:"w.wlw,u mul\"mm.mw.. M“H.mlww

"

par suite, la condition précédente prendra la forme

4 @vaﬁawl RT) =0,

oF - . .
et comme le facteur % ne saurait étre nul, il faudra que l'on ait

S'—RT =0,

e

du second ordre d'une fonction de deuz variables, Ch. 1L § 7, 249

En supposant cette derniére condition satisfaite, on aura
§=R('+ w§h\l_l§\mmty
en posant, pour abréger,

wm ==

Bl

Pour déterminer I'argument «, on a (art. 36) l’4quation aux
dérivées partielles du premier ordre

oo Ou
Wm .+. m m.w =0,
@’ot I'on tire, en désignant par g le factour d’intégration,

@ = fp(dy— mdz) = (z, )

A Taide de la relation entre =z, y, @, exprimée par cette dernidro
équation, on peut maintenant introduire, comme variables indépen-
dantes, « et = au lieu de « et de 5. En considérant ainsi les deux
systémes de variables indépendantes, il faut se rappoler la convention
établie plus haut (art. 2), et d’aprés laquelle les dérivées partielles
d’une fonction quelconque par rapport & z et & y sont désignées par
des accents placés & droite de la fonction, en haut ou en bas, tan-
dis que, pour représenter les dérivées partielles par rapport 4 = et
4 @, on emploie la notation habituelle,

D’aprés cela, on a

;02 0z Oa 0z Ow
? Imsn_..mam.c. 7= Ba by
par suite,
u~+§&\uﬂw‘m.

On trouve de méme

&'mz,) +m (s +ma,), = ml?h.lvms.s’nm.

ou

N
R N Y .

On tire de ces équations

£ = R("+2ma,/'+-m2,) = hﬁmwlﬁssn_lgiu\“_ ,
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et

, o

z2 == Jj_ M3

i -

Par conséquent, si Véquation donnée admet une intégrale géné-
rale de forme finie, avec de.x fonctions arbitraires de Pargument. ..*.
o = f(z,y); alors, en y substituant les valeurs précédentes de § ot
de #, il faudra encore que z, 8'élimine aussi d’clle-méme, par suite
des réductions. Or, dans cc cas, en considérant au lieu de tetdes
leurs expressions ci-dessus, et différentiant partiellement le premier
membre de Féquation proposée par rapport 4 z, on devra obtenir
un résultat identiquement nul. Done les deux égalités

oF ., F oF N
g B+ wm) g m— g = 0, SE—RT=0

seront des conditions nécessaires et suffisantes, et, lorsqu’elles seront
remplies, Vintégration de l'équation aux dérivées particlles considérée
ge raménera 3 lintégration d’une équation aux différentielles ordi-
naires du second ordre.

1l est clair quen échangeant les roles de x et de g, ot posant,
pour abréger,

on obtiendra les deux conditions, analogues aux précédentes, ;
_ oF e
mw T(n +:§J.._|mmmu,§l..14 =0, 8S*—R7T =0 o
mw 5 m.,& P

c

46. Eclaircissons ce qui précéde par un exemple simple. Pro-
nons I'équation .
e+ 42+ 2]+ el @ Fay—y)z—+ =0, "
dans laquelle on a
¢ ="+ 2@+ + @+,

et ol 7 désigne une fonction donnée quelconque. Nous aurons ivt

o« = fe-o[dy—(z+y)dz) = WTM..J. N

m == 8+m}

En introduisant = et « comme variables indépendantes, au licu
de = et g, il vient

0%
4 == Nlu.i@.—.mou: {= mlam«ac +a-4-y)z,

L

du second ordre d’une fonction de deux variables, Ch, IL § 7. 251

.

Par la substitution de ces valeurs de 2’ ct do ¢ dans Iéquation pro-

posée, on en élimine en méme temps z,, et U'on raménc Péquation &
la forme

022 0% 0Oz
f Ammwv.ura 25, =0

équation aux différentielles ordinaires du sccond ordre, qui s’intégre
par la régle de Clairaut. Si mous introduisons dans Yintégrale
compléte de cette équation deux fonctions arbitraires différentes de a,
4 la place des conmstantes arbitraircs, nous obticndrons Vintégrale
générale de 'équation donnée sous la forme

= Bo(Lh) [ () (1),
It est facile de vérifier que, dans cet cxemple Ia premidre des
deux formes de conditions d’intégrabilité (art. 45) est satisfaitc.
47.  8i I'équation proposée cst de la forme particulicre
RS'4-282+ 12,4 U =0,

U représentant une fonction donnée de =, y, 2, 2/, 2,, les conditions
dintégrabilité, d’aprés la méthode précédente, seront

., oU oU
S—RT=0, R(m'd-mm)+ 2o slmm -,
2 %,
ou '
SE—RT =0, T{n,+nn')+ mlzm.\: — Wlxm == ().
2, 2

Si dans cette équation on pose
U= Qz,+ Ps'+ No— M,
M, N, P, Q désignant des fonctions données de = ot de g, elle se
changera dans I'équation linéaire
R2"-282,) - 1,4 Qo - P+ Nz = M,

8]

et Ton aura pour les conditions d’intégrabilité, d’aprés la méthode
précédente,

8§2—RT =0, R(m'4-mm)+Pn—Q =0,
ou

SE—RT = Q, T(n,~tnn') 4 Qu — P =0,

pm.. Remarquons encore que, si noms adoptons lcs notations
symboliques §7 et V7,, définies par les égalités
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Vo= vdm, V=V Vo=@ Fm)mne'tme),
Vo =uv4nv, Vo= ﬂ,\.q\e = (v 4nv'),F=2 (v, Fn oY,

nous aurons

) 0
Ve=g Vi=ga

9 0%
qun%u Q~NN"MMM.

Par conséquent, les équations aux dérivées partielles du second ordre
de la forme générale

F(e, v, 2 V5 Qmuv =0, ou H.;A&, Yy % A QsmnV =0

g'intégreront par la méthode précédente; ot réciproquement, les équa-
tions qui 'intdgrent par cette méthode (Cest-d-dire, qui satisfont aux
.conditions dintégrabilité données ci-dessus) se raméneront & 'une des
formes symboliques précédentes.

§ 8

49. Aprés les équations considérées dans le § précédent, celles
dont la forme est la plus simple sont celles qui correspondent &
I'hypothése que l'un des arguments des fonctions arbitraires de leur
intégrale générale est égal & =, et I'autro & y. Dans co cas, comme
on Y'a vu (art. 40, 6%), 'équati-n différentielle ne peut contenir d’autre
dérivée du second ordre que z’, et par suite elle est de la forme

générale
F(z, 9, % ¢, 2,, 3/) = 0.

La théorie de Pintégration des équations de cette forme présente
une importance spéciale, parce que toutes les équations de la classe
que nous étudions doivent évidemment g’y ramener, dés que Yon y
introduit comme variables indépendantes les arguments des fonctions
arbitraires des intégrales générales qui leur appartiennent.

50. Ampére a établi, comme il suit, les condttions nécessaircs
et suffisantes pour que équation précédente puisse admettre une
intégrale dn premier ordre avec unme seule fonction arbitraire de y
ou de .

Supposons que I'équation
Iz 9 = @@), 9] =0,

’

du second ordre d'une fonction de deur variables. Ch. 1L § 8. 253

ol @ et ¥ désignent des fonctions arbitraires, représente l'intégrale
générale, En la différentiant par rapport & », ct éliminant @(«)
entre I'équation ainsi obtenue et I'équation proposée, on aura un
résultat de la forme

.\w_”ﬁ.« Y % 3, P(y), d\@\v“_ = 0.

Cette derniére équation ne peut évidemment représenter Pintégrale
générale du premier ordre, que s'il est possible d'éliminer toutes les
fonctions arbitraires cntre cette équation ct celle que T'on obtient en
la différentiant par rapport a =.

. Pour cela, il faut que, dans la derniére équation, w(y) et ¥'(y)
n'entrent que dans un groupe séparé, de la forme

Fly, v@), v ()

alors la fonction arbitraire de y, représentée par ce groupe, se repro-
duira sans altération dans 1'équation provenant de la différentiation
de la précédente par rapport & z, et par conséquent clle pouvra étre
¢liminée entre ces deux équations. Comme le résultat d'une telle
¢limination peut toujours se mettre sous la forme d'une équation
linéaire par rapport 4 z,’ et & #/, telle que

Gz, -Hy'+K = 0,

G, H, K pouvant en général contenir «, y, z, z,, cette forme de
équation différentielle sera aussi uue des conditions de la possibilité

de son intégrale générale du premier ordre avec une seule fonction
arbitraire de .

51. La condition obtenue, bien que nécessaire, n'est pas suffi-
sante. En effet, en remarquant que Pon a

, Oz, , Oz

2, = .ommu 2 rms o’
et multipliant Péquation précédente par oz, il vient

G0z, HO~Kdx = 0,

Dans cette équation linéaire par rapport aux différentielles des trois

variables z, z, z, on peut cousidérer y comme constante. Elle admet,
comme on sait, une intégrale avec une constante arbitraire (laquelle
peut étre remplacée par une fonction arbitraire de y), dans le cas
sculement ol la condition d’Euler,
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0H 9@ 0K G 0G¢ 9oH .
o ol Bl -

2,
est satisfaite.

Ainsi Yexistence de cette derniére égalité, avee la forme linéaire
de I'équation proposée par rapport & z,/ et 3 =, constituent les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que cette derniérc équation ait
une intégrale générale du premier ordre avec une fonction arbifraire
de z.

Ou trouvera absolument de méme les conditions de Dexistence
d’une intégrale générale du premier ordre avec une fonction arbi-
traire de .

52. Ti est aisé, par exemple, de faire voir de cette maniére que

Péquation

( ’ g 3=l

(c--yo)z,/— ya 7'+ v Ey 7 0
ne peut avoir d'intégrale du premier ordre avec une fonction arbi-
traire de z, mais peut en avoir une avec une tonetion arbitraire de
y. Pour obtenir eelle - ci, multiplions les deux premiers termes du
premier membre de V'équation proposée par dz, ce qui donnera

(z--y2)02,— yz,02.
Fn considérant, dans cette expression différentielle bindéme, z, et

» comme seules variables, multipliant Pexpression par — et

intégrant, on trouve

c\m\u\ma.l.@uTwuvmu\ a-yz
] ="z

? i

Introduisons maintenant, au lieu de la variable dépendante pri-
mitive z, une nouvelle variable », en posant

ztyz

W == —

%
On en tire, en difiérentiant par rapport & u,

o 24y — ety
= -3

’

u

En ajoutant cette derniére équation a la proposée multipliée par

1
=, on aura
N\

du second ordre d'une fonction de dewx variables. Ch, IL §, 8,

’ w—+yz

R P P

(&)
[
[

on

G , On obtient aiusi une équation du premicr ordre, ct, comme il
ny EW;E pas de dérivée par rapport d y, en lintégrant comme unc
i équation ordinaire 3 deux variables x et », et remplacant la cou-
%pnﬂm arbitraire de I'intégrale par une fonction arbitraire de y, il
. ien

k4]

g d )

Al (3 Y
En mzvmﬁcmi 4 » sa valeur dans cette équation, on obtient Uinté-
grale du premier ordre de ’équation proposée, sous la forme

o . ¥

; &
. T e T et e

Dans cette équation du premier ordre, il veutre pas de dérivée
par rapport 4 z; en lintégrant donc comme une équation différen-
tielle ordinaire entre les deux variables y et z, ¢t remplacant Ia
constante arbitraire dc lintégrale par unc fonction arbitraire de
on trouve, pour Iintégrale primitive générale de Péqyuation _:.oeo@c“

Yy . ay

: z == a.\.a|(.~é. ) . _HQQ&IT.W\.« l\“ﬂwﬁ _Mm“\\‘v . !nnm.w.l.lu_
| G+l

53. 8i Pon a
G=1, H=P K= Qo+4N— M,

: M, k.ﬂ\b, Q désignant des fouctions données d¢ = et de y, Péquatiou
considérée sera linéaire par rapport & 2, 2/, 2, 2z,/, ¢t de la forme

24 Qe P’ -Ne = M,

: et wom. conditions pour qu'elle puisse avoir une intégrale générale du
_uu.c:_ﬁw ordre avec des fonctions arbitraires de = seule ou de y seule,
s'exprimeront respectivement par les égalités

oPr
3z —N4-PQ =0, M‘%Iz+ PO == 0,

)/

.oam conditions ont été encore démontrées par Euler (Iustit. Calc
integr. t. III). .
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&eri mes
3

0P .
m | .NUV — —_ A “Cu
uﬁw u+£s+§+? wé %Y
: 80\ _ .
H @) 4 prrt o4 (N—ra—3) )2 = 0
Yy

e mv 3 3

variable v 1P
¢t dans le second, la variable
v = #'-}Qz,
on réduira 'équation proposée & V'une des deux suivantes
W+ Qu=M, v+Pv=M,

ier ordre

i i les générales du premier .

fournissent des intégra . mior ovdr

_mmemozowmw premidre une intégrale avec une momos.ow arbitraire 9
W«MW&& une intégrale aver une fonction Ega,p,u.o de «.

§9.

. : : Stement vraies
i d’Ampére, complétemen .
54. Les paroles suivantes . ! s
ow 3 _,mwonﬂm actueile, caractérisent ?Bcoamuoo %e HM mmmnsozm
Mm_omw mmamﬁ de la théorie de Iintégration des mp_mpﬂ%u?a
mmwuw onanom 3 considérer dams le paragraphe précédent:

ifférenti jelles du second ordre qui
i aux différentielles partie . d i
,“H%MH_MMMW Mﬂwm la dérivée sz, de cet ordre, doivent etre owwﬂ“m
o oonﬂmo d’autant plus de soin, que c’est souvent en waupa%wp oS
utees équations aux différentielles partielles du secon om M_ ’ m.oa.
g:“wmﬁpw les intégrer. L’intégration générale des équations c
pa:

prises dans la forme
Flz, y, » n\u 25 N\V =0

stre regardée comme la premiére question a &8&% .HSMM
vmﬁ.e : a m%o de toutes les équations du second S,&.aﬁ ais am
ﬁn_u_wﬂz.\ npgw devoir échapper encore longtemps mzx.anwwwmwmcm
vaqumo %agmw:a., on ne sait encore intégrer ommmmw%”ﬂww w.u ey
le cas dont nous venons de parler [sous la conditi Y

du second ordre dune fonction ds deus variables, Ch. 1I. § 9, 257
ol elles ont une intégrale intermédiaire, et dans le cas des tquations
linéaires intégrées par M, do Laplace (%)«

A en juger Qaprés ces considérations,
dans le dévéloppement et la généralisation d
des équations de la forme considérée,
pour la théorie tout entitre dos équations
second ordre.

chaque progrés realisé,
es méthodes @’intégration
doit avoir une importance
aux dérivées partielles du

55. La méthode de Laplace, mentionnée par Ampére, con-
siste & ramener, moyennant un changement convenable do la variable
dépendante, Pintégration d’unc équation linéaire

5,/ Qe +-Po' Nz = M,
qui ne satisfait & aucune des deux conditions d';

oP 0Q

5 ~VFPR=0, F_Nirg-q,

une équation de la méme forme générale.

Si I'équation transformée ne satisfait pas non plus aux conditions
®’intégrabilité, on peut Iui appliquer & son tour lo méme mode de
transformation. En continuant deo cette manitre, ou 'on parviendrs
& une équation linéaire satisfaisant aux conditions d’intégrabilité, et
au moyen de son intégrale on exprimers celle de Péquation proposée;
ou bien on s'assurers de Pimpossibilité d’intégrer cette dernidro équa-
tion sous forme finie.

ntégrabilité

a Pintégration g’

Par conséquent, cette méthode est fondée sur la possibilité d’ex-
primer DPintégrale de Péquation proposée an moyen de Pintégrale
Q’une autre équation de méme forme générale, mais satisfaisant a
des conditions détorminées, auxquelles la proposée ne satisfait pas.
Mais on peut faire voir que c¢ procéd¢ s'applique non - seulement
aux équations linéaires auxquelles Laplace sest restreint, mais
encore aux équations de la forme plus giénérale

{a) Gz,/+Hs+-K = 0,

ol G, H, K sont exprimés en fonction
cette généralisation,

cas particulier.

56. Procédons 3 Pintégration de I'équation précédente comme il
a8 ét¢ indiqué ci-dessus (art. 51). Multiplions les deux premiers ter-

de z, y, 2, 2,. Aprés avoir tabli
nous en tirerons la méthode de Laplace comme

(*) Journal de I’Ee. Polyt., XVIII, ¢
Thl. LIV.

ahier, p., 43,
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i i iffé-
mes de son premier membre par ox, ce qui donme Y'expression di

ielle
renti GO +-Hos;

en considérant, dans celle-ci, z, €t = a”o.B.Bm geules Awaww_%“ mm@MﬂM
minons le facteur d’intégration @, puis intégrons. On ‘
Végalité

) .\tAnu.mu\lemuv = F(z, 4 % %)

de Dlintégrale du premier.
gecond membre est la valeur \ :
Mwﬂuo%mmoﬁ maintenant, au lien de z, la nouvelle variable dépen

dante w, en posant

u == F(z, ¥ % a,v.

La différentiation de cette équation par rapport & « donne
. oF

T B B n (@D
Par suite, en multipliant ’équation proposée par w, et la retranchant
de la précédente, on &

oF
.:s == mm t%m.
Lo second membre de cette dernidre équation s’exprime Mm_MWm MMH
niére déterminée au moyen de z, ¥, 2, %,; O peut donc poser,
simplifier,
uw =Tz, 9, 2 %)

Si les fonctions F et F; ne sont pas &m&nogm entre wzmmo.mww
rapport & z et & sz, Cest-a-dire si, en éliminant entre les eéquatl

u=TF(z, ¥ % %) v = F2 9, % z,)

i imi dme temps l'sutre, on obtient
uantités 2, z,, on élimine en me ne te .
aﬂww mmnw ongaon‘mnm__m z, ¥, u, w'y d'oll I'on tire, comme nous ?MMWM
Wp: voir plus haut (§ 8), une intégrale générale du premier cm&r
avec une fonction arbitraire de . Mais dans ce cas, comme on

o doit avoir Videntité
dF9F, OFdF,

G, 050
o est aussi la condition d'existence de DPintégrale du premier

Wﬂwm:ww question, et doi*. dtre équivalente 2 la condition donnée plusg

haut

du second ordre d’une fonction de deuz variables, Ch. IL. § 9. 250 -

oH 9 0K 0G 0G OH
a@l%iﬁimﬂfh@:ﬂvnp

Et en effet, il est aisé de vérifier que cette derniére condition découle
de la premiére (*).

57. Nous sommes maintenant arrivés i la question qui fait
Tobjet de cette étude: Comment fant-il procéder, quand les
conditions précédentes ne sont pas remplies?

Remarquons que les équations
u=TF(z, y, % 2., W = Fy(z, 3, 2, 2,)

peuvent étre considérées comme équivalentes I'équation proposée.
En effet, si 'on substitue dans la seconde la valeur de u tirée de la
premiére, on obtient Ié4quation donnée. En résolvant les équations
précédentes algébriquement par rapport i = et 2 z,, On obtient deux
autres équations de la forme

z=f(z, y, u, u'), 2, = fi(z, ¥, u, u'),

équivalentes & celles d'od on les a tirées, et, par sunite, & I'équation
proposée. Si donc on porte dans Péquation proposée les valeurs
précédentes de z, z,, ot les valeurs de ¢, z,' obtenues en différen-
tiant les équations précédentes par rapport & =z, on obtient nécessai-
rement une identité pour toute valeur de ». Or la fonction % doit
étre déterminée de telle sorte qu'entrc les valours z — Soet 2z, =fil
v’y ait pas incompatibilité, ce qui exige que la dérivée de J par rapport
& y soit égale & £;. En exprimant cette condition, on a Yéquation

¥ . ¥ 8 |
AWQV m.'hm U, ITMM&@.ITMMI\.HA&« n oy ﬁ\v == Cn

en déterminant l'intégrale de celle-ci, et substituant la valeur de cette
intégrale dans le second membre de 'équation

2= f(z, y, u, o),
on obtiendra lintégrale de I’équation proposce.

58. Mais il est facile de démontrer que Péquation (a,), consi-
dérée comme linéaire par rapport & u/, et & u,, ne doit pas avoir
d'intégrale du premier ordre avec une fonction arbitrairc de = FEn

effet, en multipliant les deux premiers termes de son premier membre
par Jy, et intégrant, il vient

(*) Voir, par exemple, Boole, Treatise on Diffevential Equations, p. 271,

17*
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,\, @m %&m& =F o g v W) =

En différentiant la valeur de » par rapport & y, 00 trouve
| o L, ¥
v, = Maﬂﬁ\n_lmimfc_lv.w.
et en retranchant de 13 Véquation (2,), on a ‘

e~ “-\.ﬁﬂgu Qu QJ g-v.

Ici les fonctions f et sy sont évidemment les mémes gue nous avions

plus haut.

L’équation (a,) pourrait avoir une intégrale du premier ordre
avec une fonction arbitraire de a, si 'expression

¥, oo,

Judu'~ ou' Ou

Ou Ou'

a4 zéro. . Mais, en vertu d’un théoréme

était identiquement égale
fonctionnels des fonctions inverses, On a

connu sur les déterminants

yon oon_ b
Ju b Ou'ouw .mwmwﬁmlm.m.vwmb

o 0v, 0Ov, Ov

Lo déterminant qui entre dans le second membre do cette égalité
est, par hypothése, différent de zéro. Donc le déterminant du pre-
mier membre ne peut &tre ni nul ni infini.

59, Ainsi I'équation (a,), considérée comme linéaire par rapport

A w, et & w, N0 conduit pas au but désiré. Cependant il reste
encore la possibilité de résoudre la question de la maniére (u'on
Pétait proposée, si 1’équation (a,) est ¢galement linéaire par
rapport & »/ et d o'y et pour cela il faut seulement que les fonc-
tions f et f; soient du premier degré par rapport 3 o’ Introduisons
cette condition, en posant

5 =1 (2 ¥ % u') = Mu'+-N,

2, = Jf1(& ¥ % W) = mu' —n,
M, N, m, n désignant des fonctions de =, ¥, u.

Maintenant Péquation (a,) prend la forme

oM | oM N N
Eg\+A®ﬂg.+|mlwl v: +mﬁ§+u@laﬂp

L

oox

du s Y
second ordre d’une fonction de deuxr variables

Ch, IL § 9. 261

ou, en posant, pour abréger,

M = mIE !..mE ON ! BN
9 F; §~+ 5 m == h, 5 .::.Ti.m — ==

(a") .Q.S\ITFSWTNQ -0,

Si Péquation (a’) satisfait & la condition d'intégrabilité

oh ok o 0 0,
o(@—a) (g =) +rla =) = O
laquelle, en vertu de Pégalité

dg oh ] &W

Bu ™ Gu, = Bu

on Ok % 9
B0

elle aura inté

it Mﬂam E_% w.ﬁ.mma&o du premier ordre avec une fonction
généralo @&Bmmmw . %EMMQ Moa. Enzmzo on pourra obtenir lintégrale
E ¥4 . uatio ) is i i
Péquation (a) par Ia formac n (a’); puis on aura lintégrale de

prend la forme

z “.\.ﬁsu Y, u, Q\v.

8i I'équati ' .
o eeﬁp Mﬁﬁamm m.. VH.EW satisfait pas & la condition d'intégrabilité
que Ton a empl ppliquer de nouveau la méthode do transformation
maniére, ou _,ow ow% o Do H.Sgaﬁw: (@). En continuant de cette
Pintégr m&mm& " w HSMEQE & une €quation satisfaisant & la condition
proposée; ou H.o% :Mwamgp par conséquent, Plutégrale do Iéquation
thode mm solution. ssurera de Iimpossibilité d'appliquer cette mé-

60. Eclaircisson Bori

. s la théorie précéd

. en ' X ;
simple. Prenons Péquation P 1 e exompe trés

8, 22 = Q.
En la comparant & l'équation générale
Go,/ e+ K = 0,

on trouve que la condition d’i ili
intégrabilité () ost satisfai
. - I3 . m 0 ; g
effet, en multipliant équation proposéc par 9z, il vient Hei e o

QN\II..N@& ooz Q'.
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d’'od Pon tire, en intégrant, lintégrale générale du premier ordre
5—3at = P(y),
contenant une fonction arbitraire de y.

Mais, ne sachant pas intégrer les équations A deux variables 2, y,
do la forme de la derniére équation, nous ne pourrons pas nous
gervic do celle-ci pour en tirer lintégrale générale primitive de
P’équation proposée. Si donc nous cOmMparons ’équation proposée &
cette autre forme générale

Gz, He K = O,
nOous aurons : :

G=1 H=0, K=—u,

ot en vérifiant si la condition d'intégrabilité

mmmw mNmQ mﬂmm
o(F-F)+uE -5 )+=E—= )=o
est satisfaite, nous trouverons que son premier membre est égal, non

3 zéro, mais 3 #/; par conséquent, Péquation proposée ne peut avoir
d’intégrale du premier ordre avec une fonction arbitraire de .

Il ne nous reste, d'aprés cela, qu'a recourir & la méthode géné-
rale exposée plus haut, et par laquelle on trouve d’abord

J(GO/+-HO:) = [0 =5

introduisons ensuite, su lien de z, la nouvelle variable indépendante
v, en posant

Si I'on différentie cette équation par rapport 4 g, et qu'on I'ajoute & la
proposée, il vient
v, = 2z’

Des deux équations précédentes on tire

N

z == mw ] &- == Y.

En substituant dans Yéquation proposée les valeurs obtenues
pour z et 2/, ainsi que la valeurs de z,’ que lon trouve en diffé-
rentiant par rapport & y la seconde des équations ci - dessus, OB
obtiendra Videntité v, = v,. Mais, pour quil n’y ait pas incompati~
bilité entre les valeurs de z et de ', il faut satisfaire & la condition

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch. IL § 9. 263

que 'on peut encore écrire

a%logv
oz0y

Liouville a trouvé (*) ”
. pour lintégrale géné: 2 Squa-
tion, Vexpression ) g générale de cette équa

- 2 @' (z) W' (y) e¥(=)+ )

A Ty

On tire de I3

logv = log2-+-1og ¢' () +-log 9'(y) < () ¥(y)—2log [1—ePl=)+ )],

Enfin, en différentiant cettc dernidre équati
; _— quation par rapport 3
obtient Pintégrale générale de la proposée, PR TRRROTE B n

_u_ v eP@HYW) 1y ()
*=3 Ty TV O T gm0

dont il est facile de vérifier Pexactit i i
at i ude. Mais cette inté i
satisfaire aussi & I'équation iakdgrele doi

2 —§2t = Ty

Pour s’en assurer, on trouve

dlogy’ |, .., ept¥ P4V

K dy? v ..Twé .H|a9+e+mﬁs.~f@e+€
2420
g 6 Pty

: +2 (T—ept¥)?

dlogy’ ] dlogv’ XV

§ed = Al.lln ‘v A Y €¥ s.uh

. .W &Q +€ +w &Q +§\- ¢ 1Pt
ety

g, ST T
+w€ chaﬂl_rfw.
ot, en rotranchant la seconde égalité de la premiére,

dilogy’ ’
it = TOEYW) L ) [ TREVD g

) (*) Monge, Application de I’Analyse & la Gdometrie, 50 édition, cor-
rigée par J. Liouville, Note IV, p. 597.
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ol le second membre peut &tre égalé & une fonetion arbitraire F(y)
de y, & cause de la forme entidrement indéterminée de cette fonction
et de la fonction ¥(y).

Remarque. De cette maniére on .ouaouf entre autre choses,
Vintégrale de l'équation précédente entre les deux variables z ot g,
qui est d'une forme assez compliquée. On déduit cette intégrale
de la valeur de » donnée tout & Pheure, en y remplacant seulement
g(x) par une constante arbitraire.

§ 10

61. Voyons maintenant comment, de la généralisation E.m.n._"-
dente, on peut tirer la méthode de Laplace (*) pour Pintégration
de I'équation lindaire

2P+ Qe A-Na = M,
dans le cas ou les expressions
N—PQ—P =4, N—PQ—Q,=¢
ne sont pas égales & zéro.

Suivant la méthode générale, en multipliant les deux cBBwo.nm
termes de I'équation proposée par Oz, et considérant, dans le produit,
2, et z comme seules variables, puis intégrant, il vient

- f(0%,P0z) = z,4Pa.

Introduisons ensuite, au lieu de =z, uno nouvelle variable dépendante
u, en posant

2P = u;

gi Yon différentie cette équation par rapport & =z, et quon retranche
le résultat de Véquation provosée, il viendra

Qs (N—P" )z = M—u'.
En resolvant les deux dernidres équations par rapport a z et & =,

on trouve

1 .
7 == WQKI. Qu—u'), 7, = N_HZ'EJ\:...TE —MP].

(¥) Histoire de 'Académic des Seciences, 1773.

du second ordra dune fonction de deuz varigbles. Ch, II, g 10. 265

Il est évident que I'on satisfera & I'équation proposée cn substi-
tuant la valeur de = fournie par la premiére des deux équations
précédentes, pourvu que la valeur de z, que Von en tirera soit égale 4
cello que donne la seconde de ces deux équations,
fonction « doit étre déterminée par la condition

(A=) | @=Pyutri—ar,
kﬂ. ’ - m. 7

en la développant, et ordonnant le résultat suivant I'ordre descendant
des dérivées de u, on trouve Péquation linéaire

Par suite, la

o, pr - gu, - nu = m,

en posant

p=r—7. g=Q

kﬂ,\

4
n=N=PQ—QF  m= MM {up

62. Nous savons déja, par le §. précédent, que I’équation trans-
formée ne peut avoir d'intégrale du premier ordre aveec une fonction
arbitraire de «; et en effot, en formant 'exprossion qui doit g'annyler
pour qu’il existe une pareille intégrale, on trouve

b=n—pg—q, = N—PQ—P = 4
pour cette quantité, laquelle est, par hypothdsc, différcnte de zéro.
) Formons ensuite Pexpression qui doit &tre égale & zéro, si I’équa-
tion transformée a une intégrale du premier ordre avee une’ fonction
arbitraire de y; il vieut
. a4\
B = n—pg—p' = ZIWDI.W~+AQ\I1~U~V+ANKV ’
ou, en vertu des égalités
A4 = N—PQ—P', a= N—PQ—~Q,
et de celle qui g'en déduit,

A—a=Q—P,

A\ d%log 4
B == — == e —
Ahv +24—a 52 0y +24—a.
63. On voit par 12 que B peut étre égal a zéro, lors ménie que
4 et o ne seraient pas nuls. Si B n'est pas égal & zéro, on peut
alors appliquer & I'équation transformée lec méme procédé de trans-
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formation qu'a I'équation proposée. Mais il est encore plus simple,
au lieu de former les équations transformées, de prolonger la série
des quantités aualogues 3 B et & &, de la valeur desquelles dépend
Vintégrabilité des équations qui leur correspondent,  Cette série
g'écrit de la maniére suivante:

a=n-—re-3, B
_0Otlog4
M Wlllw.nmmlw\nl_lwh..lag b= A4,
0%log B
C=ga +2B—0 ¢ =B,

Si, en prolongeant la suite 4, B, C, ..., nous rencontrons un
terme égal & zéro, alors la méthode de Laplace est applicable, et le
rang du terme qui s'annule indique au bout de combien de transfor-
mations on obtiendra intégrale cherchée.

64, Dans la recherche précédente, on pourrait attribuer ala
variable y le rble quavait =, et vice versa. On obtient de cette
maniére une autre série, semblable & la précédente,

P
a“?‘%@iw.%- b“?‘.ﬁ@lwﬂ.

0%loga
b= +2a— 4, B=ua
(11 0w 0y ’ “
d?logd
¢ = m&w& +w&,||wu C= ,F

s s o s e 8 e e e« ® = o+ » s s s s 0

1 faut se rappeler que B, C, ..., b7, ... ont, dans les formules
(T) et (II) des significations différentes.

65. En appliquant cette méthode & }'équation

2/ +ays'— 2z = 0,
ot P=gy, Q=0, N=—2, M =0, on trouve, d'aprés les
formules (I),
”L =—3y, B=—4y, C=—5by ..,

6= —2, b=—3y, o=—4dy, ...

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch. II. § 10. 267

H:.:. conséquent, la série des quantités 4, B, C, ... ne peut se ter-
miner par ze€ro.

Mais, en appliquant les formules (II), il vient
A =—2 b=—y =0
A= ||.”w“$ B = — wm\

H...E. suite, on obtient de cette manidre, au bout de trois transformations
Vintégrale de I'équation proposée. En effet, en posant .

N"gu

différentiant cetto équation
par rapport 4 y, ot la soust
proposée, il vient " eyt de fa

3@N~| MQ& = -y,

¢t des deux équations qui précédent on tire

aﬂwagu*-ww.

Partant on doit avoir

u,\’
ou
u, - ey’ —yu = 0.
En posant

uw = p,

M.%.M.mnmgn par rapport 4 y, et soustrayant de I'équation précédente,

TyU—yu = —y,
Des deux derniéres équations on tire

Y = Se+.w H
on doit donc avoir
v\’
wtg) =
ou
e\+n@c~ = 0.
On tire de 13
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oyt

v =) +Se ¥ p)ds,

.

et
ay?

v, =Y )—yfe 2 ap(z)ds;
par conséquent,
w = o)+ ¥ 4o “F oo fo 7 spti
Enfin, en déterminant la dérivée de w par rapport & y, ot sub-
stituant pour w et u, leurs valeurs dans la formule

u,
% = zu- 7’

on obtient, pour V'intégrale générale cherchée,

3

I.H = ,-,m. _.
2 = ahu(y) + 225 131.@%45“\ e T gl

Il.m.l@m H .Ia.ﬁ
I eyt o ) s

§ 11.

66. Une équation linéaire de la forme généralc
&' s+t g -pe - Ne = M,

dans laquelle entrent les trois dérivées partielles du m.aoog o&w.o, ot
ob les coefficients M, N, p, g, & ¢t désignent des fonctions données m.o
% et de y, se raméne & la forme simplifiée que 1OUS avons Consi-
dérée dans le § précédent, en s’appuyant sur les principes généraux
exposés plus haut (Ch. L § 6). 11 suffit pour e.ap, au lieu de = et
de y, d’introduire dans cette mﬁmaou,.vom_u variables .Em%oumsu.s,m,
Jos arguments e et § des fonctions arbitraires de son Eams.a géné-
rale. Pour la détermination des E.mﬁuom.;m a et B .m.cm,.Bmbm, il
faut, comme on sait, intégrer deux équations aux dérivées particlles
du premier ordre, de la forme

) O B, 9B _
mm+§\mwuno, wm+=me =0

m, n désignant les racines de I'équation du second degré

du second ordre d'wie fonction de deur variables, Ch. 11, §11. 2690

mwlmml_)« =0,

tirée de la formule générale
JoF oF oF
il T ==
" a7, mnTmn: =0
0 Pon prend pour F le premier membre de I'équation proposée.

67. De cette manitre, on ne peut rcconnaitre si 'équation pré-
cédente peut s'intégrer par la méthode de Laplace, avant 4’y avoir
introduit les nouvelles variables indépendantes, ce qui exige I'intégra-
tion préalable des deux équations

dy = mdx, dy == nde,
entre les deux variables = et z.

Mais Legendre a fait connaitre un procédé pour appliquer im-
médiatement & l'équation donmée une recherche analogue, sans y
changer les variables indépendantes. I! dit, en parlant des résultats
qu'il a obtenus: ,,Cest l¢ fruit d’un calcul assez pénible, dont je ne
crois pas utile de rapporter los détails, & cause de leur longueur.©

Mais on peut présenter cette recherche sous une forme assez
simple et tout & fait conforme aux recherches exposées dans le §.
précédent.

68. Pour cela, introduisons los notations ] ot V7, définics par
les égalités

9 d 0 0
D:I.M&l_ls@v«“ma Q“.m.“ml_lsww.
m et n désignant deix fonctions données quelconques de z ¢t de .

En représentant par u, v des fonctions de &, y, et appliguant
u

une des opérations [] ou V7 aux fonctions composées u -+ vy w0y =

on trouve trés-facilement

0@ Lv) = Qut(ly
J(u.2) = w.[Jo+v.[Ju,
DR“ Q.D:I»..:.De..

Outre cela, on a, par définition,

Ou =u'+mu, Tu=u-+nruy,
d’olt P'on tire
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o _ mslqg

. o = 5.Q§|3.D|§.
= a—n m—mn

.

En appliquant maintenant & » les opérations [] et ¥/ Pune & la
guite de V'autre, mais dans deux ordres différents, on obtient les re-
sultats différents

QD.& = S:+A3+Svﬁ~.+3=§=|_lﬁq\3v§:
OV 4 = o' 4-(rm—t-n)ed -+ mas, + (O,

d’ol
V0u—0ve="2=0qu_gu),
ou, en posant, pour abréger,
 — Ym—[n
E=""0"0

V0s—0Vu = p(Qu—Vu)

69. Prenons maintenant une équation aux dérivées partielles du
premier ordre, de la forme

OVt Plls+Q Vst N = M,
M, N, P, Q désignant des fonctions données de « et de y.
En Pécrivant de la maniére suivante,
0(Ve+ o)+ Q(Vs+Po)+ (N —~ P+ (1 7)z = M,
remarquons que, si 'on a
N—PQ+[]P =0,

Téguation intégrera comme il suit.

En posant
Q».I_IWN = U, .
on aura une équation aux dérivées partielles du premier ordre
QutQu= 1,

dont lintégrale s’obtiendra par la méthode exposée plus baut (§. 7),
et renfermera dans son expression une fonction arbitraire de = et de .
Si Pon substitne sa valeur dans équation précédente, on obtiendra
une autre équation aux dérivées partielles du premier ordre. En
Pintégrant absolument comme la premidre, elle fournira lintégrale
générale du probleme, avec deux fonctions arbitraires de = et de y.

du second ordre d’une fonction de deuxz variables. Ck. IL §n.. 271

70. Ilya encore un autre moyen pour intégrer 1'équation con-
sidérée. A l'aide de égalité établie plus haut (art. 68),

OVz = VD0z+u(Vs—0),

on pourra introduire \7[]z au lien de []¥s par suite de quoi Péqua-
tion proposée prendra la forme

V 05+ @+ p) Vot (P—p) Qe+ Ne = 24,
et Yon pourra encore I'écrire de cette manidre,
Al (Q4p)2] 4 (P—e) [ e+ (Q4-m)2]
+[N—(P—u)(Q+w)— V (@+w)]s = M
Si donc on & P'égalité
N—~(P—u)(Q+w)—V(Q4-p) =0,

Pequation proposée s’intégrera exactement comme dans le cas précédent.

71. Si les expressions
N—PQ+[JP=4, N—(P—p)(Q+p)—TV(Q+p=a

sont différentes de zéro, introduisons alors, & la place de =z, une
nouvelle variable dépendante u, en posant

Vet-Po = u.

En effectuant sur les deux membres de cotte équation I'opération O,
et soustrayant le résultat de P’équation proposée, il vient

Ve (N—[]P)z = M—[]u,
ot des deux derniéres équations on tire

_ M—Qu—[lu AZI.DM.V@..T%NBIMQ»
'!lH’l'u QNH d M .

2

Si dans Péquation proposée on substitue les valeurs précédentes
de z et de V7, et les valeurs de [Jz et de []V%, obtenues au moyen
des équations précédentes en effectuant sur chacune d’elles Popération
[, il est aisé de s’assurer que de cette maniére on satisfait a P'équa-
tion proposée. Mais, pour que les valeurs de Vz et de []<7z, four-
nies par la seconde des équations précédentes, soient égales a celles
que Yon peut tirer pareillement de la premiére, il faut nécessairement
satisfaire & la condition suivante,

QARl@MIDgV _ ZID?HEISU.
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En effectuant dans le premier membre l'opération V7, le résultat peut

gexprimer par 1’équation ,_.
VAYL a—0Q NﬁJ w i

V0ut(P— ) Qe avet[ ¥ — 0P+ V-0 _

= vu—ae L4 mp.

a4
Mais, pour la réduire & une forme générale 856585.&5 identique
a oawo de Péquation proposée, introduisons [[Vx au lieu de V[lv,
aprés quoi I'équation précédente prendra la forme

OVutplutogVutre =1, |
en posant

va
p=Ptp—"1

q = Q—u,

VA4

VA
1HN<1IDNU+AVDID|NI. l=VYM— l;NI.IT.NSmy

71. Pour juger de la possibilité d'intégrer Iéquation a.mwmmoﬁ.sm@
a.pwawm_. la méthode que nous venons d’exposer, formons les expressions

n—pg—[p =B, a—@E—p)(gt+p)—Vig+e) =2

En mettant pour », p, g leurs valeurs, il est aisé de voir que I'on a

A S
= 0L f2—amp o, 0=

en posant, pour abréger,
A= 2u2—(Ou-+Vn).

D’aprés cela, & est différent de zéro; mais w peut _.mMnm Nw_u :
Si B aussi est différent de zéro, on peut &m:.m mg:mme. ) mmp o -
transformée le méme mode de ﬂmum».ogﬁso.n que ch.m swe Mmzmoa
Péquation proposée. Mais il est encore E:m. gimple, au _.Mz e _Sﬁhow
Péquation transformée, de prolonger la mgw des 85.5 ] Mg oMonm
4 Bet 30, de la valeur desquelles dépend I'intégrabilité mam qua s
qui leur correspondent. Cette série se forme de la maniére suivante:

a = N—(P—u)(Q+p)—V(Q+u),
B = Em.m..fm&mlimlt%l_l». b= A4,

A == NQIIWDIIDNU_

. B
C= DM%.Twmlo!:mW!Tr ¢=25,

v4

du second ordre d'une fonction d¢ deux variables.  Ch, 11 § 11,

273

La possibilité d’appliquer cette méthode d’intégration est subor-
donnée 3 Ia condition que la série 4, 8, C,
L’ordre du terme qui s’évanouit le
transformations on peut obtenir I’

.. 8e termine par zéro.
premier indique aprés combicn de
ntégrale cherchée.

On peut présenter la recherche précédente sous une
en appliquant A 'équation proposée, écrite sous la form

VOr+HQ+w Vet (P—w [Jat Ns = ar
Mais dans ce cas on n’aurait qu
cn remplagant partout les signes

L, qQ, A, «

respectivement par

autre forme,
e

'd répéter tous les calenls ci-dessus,
) s v

Q4+ u, P—p, a A, Vs 0

72. Pour montrer comment les résultats

précédents s’appliquent
i 1’équation

N=+ m.&\\ + unti*l Q&-(T%usl*l Nz = M,
il suffira de prendre pour m et x les racines de I’
B—sfti=0;

en vertu des formules données plus hant,

équation

aprés quoi, nous aurons
I'égalité

OVe—{"Fa2', 4oz, (On)z,] = 0,

et, en ajoutant celle-ci & Péquation proposée, il vient

OVed-(g—[0n) 2,4pa'~- Nz - ar.

8i Pon y substitue les valeurs

r mNVes—a[lz N
= ’ ST

m-—mn

ou raménera Péquation précédente 4 la forme

OVe+2=Hetony | pr—gt(a

m—n MW =12

.....lT N = M,

2 laquelle s'applique la méthode d’intégration exposée plus haut.

73. Pour éclaircir cotte méthode, appliquons-la 2 I'équation

Theil LIV.
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. s ars tablie
dont la condition dintégrabilité sous forme finie a déjd été établi
par Euler (*).

En posant N .
Dn“ m\lTan: Vz =z —az,

on a

0vs = Vs = #'—a%,;

par suite, Yéquation proposée prendra la forme

b

On a ic

b ~0, V=0, p=0,
- =0 P

.~u“04 D“O» H<.||8m. g ’ D K

b - b,

o 4=’

b

par conséquent,

2 Qkﬁuﬂ!&m. D4|N|.;h “Ww.
VA = =l A -
On obtiendra d’aprés cela les géries suivantes,
b
b = 5
a == M“m. A== o
k
: = k=02
b= B =" 1 s
Iy ¢ = \mmw, kg == wQ&uTCl?
¢ = “|ng z
kg D = Wul. ky = 9 (g 1) — 5,
d = malm.. e
ote. + v v sttt

? uﬁ uau ﬁ v k]

kn
== 5y
r Hm

R= Nn..::. k41 = 2(n 1) — Fu1-

i ifférences finics
Ainsi les coefficients & satisfont & I'équation aux différ

I g1— en a1 = 2,

L. & (*) Miscellanea Taurinensia, T, III, p. 60

N

o du second ordre dune fonction de deuz variables.

Ch.IL§11. 975

laquelle, en introduisant le sign

e des différences finies A, peut encore
g'écrire sous la forme

mehﬁ‘l.— == w.
En Pintégrant, on trouve

hp1 = a?l:.._lﬁ.z.._vﬁﬁ
ou

bn=n(n4-1)+Clat1)4 "

Pour déterminer les constantes arbitraires C, ¢,

oun a, en faisant
tour 3 tour n =1 et n — 9

b

b=204-0C, 1=3c+tc,

d'od C=0, ' = b, et par conséquent
. kn == n(n41)4-2.
De 13 on tire la condition d'Euler: pour une coustante donnée

b, Péquation considérée est intégrable sous forme finic, 8"l ost possible
do satisfaire 3 la condition

aln4-1)45 = 0

par une valeur entidre et positive quelcongue de ».

b comme une constante indéterminée, et posant b =
obtient la forme des équations

En considérant

—n(n1), on

v n{n-+1)
, #'—a®, — "

qui sont intégrables sous forme finie.

z == (),

Si Pon pose successivement
z=attly, g = gny

on raméne I'équation précédente aux deux suivantes,

'

2
.&:I- mw§:+ Aaulb w = Og

.wlm.e\”ow

7 2,
v —a*y, —
" z

donc Péquation
’ 1 2, @ ]
Z'—q u::TMa =0

8'intégre sous forme finie

pour toute valeur paire, positive on néga-
tive, du nombre 2. .

E 18%
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74. Remarque. On sait que la méthode de .H.pm:mo.a m.%v:-
que aussi A certaines équations contenant & la fois .%Hw différences
finies et des dérivées. Nous pourrions montrer que w..amo ﬁ:?&oﬁ-
tale de cette méthode g'applique également A plusieurs eéquations
linéaires aux différentielles ordinaires du second ordre, de la forme

d? dy .
F @) T3+ @5+ @y = ¥ @
Mais nous ne croyons pas que ce soit ici le lien d’entrer dans ces
détails.

Chapitre IIL

Intézration des formes commiquées &équations aux dérivées partielles
.__w second ordre d'me fonction de deux variables indépendantes.

§ 12

75. L’équation
AHV NNn:i—l K i +H~u=+ .g\*lzﬁuan:.‘l ns mv = O.

dans laquelle les coefficients H, K dhu M, N .moEU mzwﬂommm ,mﬁw WMM
fonctions quelcongues de x, y, z, %, 3 représente la oﬂ:.c._ ng
générale des équations que nous ooumaﬁ.owm, pour ,_.mpzo cile
des méthodes tout & fait générales ou une théorie d’intégration.

Monge (*), le premier, a donné une Ewgo.am mm_awm_w ?“.Hm
Vintégration des équations de cette MS.Bm (**); mais la aw oﬁew.mpa.
propose wépuise pas tous les cas qui peuvent se Emman._gn gm.m?g
gration des équations auxquelles se raméne la .n:omawu consi ﬂ.ou.
Le développement le plus complet %.S théorie de cmﬁsmagaf um
a été donné par Ampére (***). Parmi les auteurs plus récents q

(*) Mémoire sur le caleul intégral des Squations aux différences partielles.
(Histoire de ’Académie des Sciences, 1784). » ,
(**) Il considere surtout Je cas de N==0; mais ccite restriction n’est
ras nécessaire. .
H 4 (*%*) Mémoire contenant Yapplication de la théorie exposée dans le uumeHHo
QMEQ dn Journal de 1’¥cole Polytechnique. (Journ. de c.

Polyt., t. XI, 1820).

du second ordre dune fonction de deur varigbles, Ch. IIL § 11. 9277

-

se sont occupés de la méme question générale, nous ne connaissons
que les deux mathématiciens anglais Boole(*) ¢t Do Morgan(**).
Les procédés proposés par ces deux savants, bien que présentant
une analyse beaucoup moins générale et moing compléte que le tra-
vail dAmpére, n’ en sont Pas moins remarquables par une nouvelle
maniére d’aborder le probléme cn ramenant Iintégration de '6quation
considérée aux dérivées partielles du second ordre & Pintégration de
deux équations simultanées aux dérivécs particlles du premier ordre.
A Vaide de cette réduction, que 'on peut du reste effectuer, ainsique Bour
V’a enseigné (*#*), sang g’écarter des méthodes fondamentales 'Ampére,
on établit trés-simplement les diverses conditions cntre les coefficients
H, K, ..., N, par l'existence ou la non-cxistence desquelles se mani-
festent tous les cas possibles, pour lesquels la théorie do Uintégration
& 6té constituée par Ampére.

76. Les équations, & intégration desquelles se raméne la ques-
tion considérée, s’obtiennent par la méthode d’Ampére, de la manitro
suivante. A la place des variables indépendantes primitives, z, y, in-
troduisons les nouvelles variables %, e, cn supposant U'existence d’une
certaine dépendance entre z, y et «. De cotte maniére, ¢n conser-
vant les notations que nous avons adoptées pour les dérivées par-
tielles dans ces deux systémes de variables indépendantes nous aurons

0 mu\ , w m . m mu\ m
@ Emmit gerdtug =g

De la derniére équation on tire

3) . e,

(*) (n) Ueber die particlle Differentialgleichung 2-ter Ordnung Rr 4 Ss
+ Tt U(s*—rt) == V.(Crelle’s Journal fir die Mathem., Bd. LXI,
1863). — (b) Treatise on Differential Equations. Supplementary Volune,
1865; Ch. XXTVIIL — (c) Dans le Mémoire intituld: »Considérations sur n
recherche des intégrales premidres des équations différentielles partielles du
sccond ordre, par Boldt. inséré dans le Bulletin de PAcaddmic des
Sciences de St. Pétersbourg, ¢t IV, 1862, lo titre contient, d’apris
Todhunter, une faute d'impression relativement au nom de Iauteur, et ce
Mémoire doit appartenir 3 Boole.

(**) Les recherches de cot auteur, publides dans les Cambridge Phi-
losophical Transactions, Vol. IX. Part, IV, ne- me sont connues que par
les renvois qu’y fait Boole, tout en faisant remarquer en méme temps la
ressemblance des méthodes qu'ils ont employées l'un et I"antre.

(***) Journal de I'Ecole Polytechnique, t. XXII: Sur lintégra-
tion des équations différentiellcs pattielles du premier et du second ordre.
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ensuite I'avant-derniéro domne

0z,
) , _ 0%, 0Oy om
(3) ) 7, = .mla o @H.\.
oa
et enfin on aura, en vertu de la premiére,
0z,
, mn\ Oy s dy\? mn
(3) mQ;H.+A v &
O

77. Pour substituer ces valeurs dans I'équation (1), remarquons
d’'abord que l'on a

t 9, m.mh 2
v {0 Oy mu\v‘.mllﬂ. A@v» oo |,
= (g—an) % +@) | &
Oc O
oz, 07,0\ *
by _pladn By (%) (B ).
= (&) =28 oy T 5y
O Oc
Par suite, en retranchant la seconde égalité de la premiére, les termes
du second degré e mu: .@ se détruiront, et Pon aura
9o Be
0z,
" LAY 9y mlv Jar
ey = .|A.m|uwv ..TAws ..Tmsmg m.\
e
Daprés cela, le résultat de la substitution prendra la forme
0z,
4 P+Q mln
Ocr

olt V'on a posé
. 02 Oy 0z 0z, M—N oz, v
P=H Oz o« mﬁv +m~m + Oz

a=n () ol G+ EE)

du second ordre d'une fonction de deuxr varigbles, Ch, III §12. 279

78. Les valeurs de la fonction = et do ses dérivées particlles,
tirées de l'intégrale générale corrcspondante 3 T'équation (1), doivent
satisfaire a cette derniére. De méme, en exprimant la fonction = et ses
dérivées partielles au moyen des variables = et «, nous satisferons,
par ces expressions, au résultat de la méme transformation opérée
sur 'équation (1), cest-d-dire & I’équation (4).

Jusquiici le choix de la dépendance entre les variables z, g, &
ost resté arbitraire; mais, si 'on suppose maintenant que @ représente
largument d’une des mmﬁn fonctions arbitraires qui entrent dans I'in-
tégrale générale, alors il sera possible de tirer, des conclusions pré-
cédentes, des conséquences trés-importantes. Car, avec ce choix de
nouvelles variables, en vertu de ce qui a été démontré plus haut
(Ch. I, §. 4), les expressions des dérivées particlles de la fonction »
pourront étre homogénes ou hétérogénes & lintégrale par rapport
& o; et dans ce dernier cas, les expressions de chaque ordre do dérivées
partielles de z contiendront des fonctions arbitraires de e telle qu'il
n'en entrera de pareilles ni dans lintégrale, ni dans les expressions
des dérivées des ordres précédents. Par conséquent, si I'on suppose
les dérivées du second ordre #”, 2/, z, hétérogénes & Pintégrale par
rapport & e, on devra admettre, dans 'expression

0z,

da

.mm "

da _
la présence d’unc fonction arbitrairc de « qui ne se trouve ni dans
Iintégrale générale, ui dans los expressions de g, #, #,, ni dansleurs

! .

dérivées partielles mM. Ww.. w.w. car, dans la différentiation par
rapport & =, « est regardé comme une comstante. Donc la fonction
arbitraire de « dont il s'agit ne pent entrer ni dans P, ui dans Q,
et le premier membre de I’é équation (4) ne peut sc réduire & zéro
que si Pon a & la fois les deux égalités

(5) P=0, Q=0

79. Réciproquement, pour juger si les dérivées du second ordre

', 2, 2,, dans Péquation (1), sont hétérogénes 2 Pintégrale par rapport
& a, il suffit de prendre les équations (5), et, en lour adjoignant les
deux premiéres équations (2), d’éliminer entrc ces quatre équations
s . oz mn\ dy

les ftrois dérivées % Bt by
est identique avec I'équation proposée (1), les équations (5) Jui seront
équivalentes, et la supposition de I'hétérogénéité a Vlintégrale, par
rapport & «, des dérivées 2, ¢, », Seralégitime, Au contraire, cette

Si le résultat de Iélimination
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supposition se trouverait fausse, si 'on obtenait pour résultat de I'éli-
mination une équation entre x, y, % ¢ 2, ¢, ¥, z,, différente de (1).

80. Mais il est facile de sassurer que, pour l'équation (1), c’est
toujours le premier cas qui a lien. Si Ton substitue, en effet, dans
mn 0z,

les équations (D) w o leurs valeurs respectives
¢4

) dy
n: + N‘\ w..w‘ NC l_l n: .mmwu

on trouve

ot e sl B <o
Q= m@d lwww+u+zT‘+m} +§A i 0,

ou

B M N P 2K 08 D = () = O
hu._l.zN:‘wA.NtlZu \v I_lﬁml_l\z‘u:v AWLWV ==,

et il est évident que, pour éliminer w,“. il suffit d’ajouter la premidre

de ces deux équations & la seconde multipliée par z,. ce qui conduit
3 Péquation proposée
B 42K+ Lz, M+ N 2,— 2 %) = 0.

81. Les équations (), auxquelles on a ramené ainsi Pintégration
de Téquation proposée, sont du premier ordre, mais non du premier
‘degré, ot sous ce dernier rapport elles sont susceptibles d’une nou-

v 3 oy 1, .
velle simplification. Pour cela, résolvons par rapport & mw Yéquation

Q=0, ou Péquation qui lui est équivalente
(-t 1))’ —2(K- VY4 rp i =o0;

il viendra

% K—N H_..\ (E— N' Y3—(H+ Ne,)) (L4 N&)

oz H~+ Nz,

N.lzn\n_n.«\ﬁmm HL— N[HZ'-+2K4 - La,+ N (@ u:.lumﬁ
H+ Nz,

du second ordre d'une fonction de deux varigbles. Ch. IIL §. 12, 281

ou, en vertu de I'équation (1),

Oy _ K—NJ, + VK — HLY MN
ms m+.2.&: '

82. On obtient de cette maniére, pour w:m. deux valeurs, ce qui

0z

devait &tre, puisque la variable indépendante «, que nous employons
conjointement avec «, représente un des doux arguments des fonc-
tions arbitraires de l'intégrale générale. Si I'on désigne ces arguments

par o« ot B, les deux valeurs différentes de M& devront correspondre
h

aux deux systémes différents de variables indépendantes: =, «, ct n

B. En effet, il a été démontré ci-dessus (Chap. I, §. 6) que Hmm
valeurs différentes de Mw“ correspondantes aux arguments o ct S,

s'obtiennent comme racines de I'équation

@Mnllmw‘m@mmum.\
s et () =

Si 'on désigne maintenant par F le premicr membre de I'équation
(1), on trouve

@H‘ wm— __orp . !
5= H+ Nz, Exy =2(K—N2' \V, m.ull LN

Par conséquent, les deux équations du sccond degré en N..Nmouzoi

4 fait identiques.
83. Si l'on pose, pour abréger,
(6) K — HL+ MN = G,
nous aurons, & la place de @ = 0, I'équation
(B 10) % — K 2 VT =
De plus, H,E.Sacu P =0 peut s'écrire ainsi,
Oy 0,
— % =
+ AwN oz m&v M =0,

ot, par suite de I'équation précédente, elle prond la forme

B+ KTy e+ 1 —o.
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Les signes différents de a\m correspondent aux systémes difte-
rents de variables indépendantes: =z, «, et x, B. La présence de la
soconde variable indépendante o ou S ne se manifeste pas, parce que
les équations ne contiennent que les dérivées partielles des fonctions
¥y, #, z, parrapport & « gseulement, tandis que « ou § n'entrent pas
explicitement, méme dans les coefficients. Pour indiquer laquelle des
deux guantités e, B on considére, en méme temps que x, COMME Vari-
able indépendante, Ampére emploie, dans ce cas et généralement
dans les cas analogues,la notation suivante pour les dérivées partielles,

o W B, By W B
Bz’ Om(e’  Oal (f =8 (.

84, Draprés cela, en conservant devant VY@ le signe supérieur
quand les variables indépendantes sont =, «, et le signe inférieur
guand elles sont =, B, on pourra écrire comme il suit les équations
auxquelles se raméne finalement Vintégration de (1),

m%mﬂ+ﬁl<mvmwmw M = 0,
o ﬁ mwlﬂﬂzmwmu\ KHVT =0,
| Nm~ma+ﬁw+<mv%aﬁmm+§uo.
A chacun de ces deux systémes on peut encore joindre I’équation
© & v tn

dans laquelle, en méme temps que =z, il entrera pour seconde vari-
able indépendante, soit w, soit §, suivant que Pon combinera I'équa-
tion (C) avec (A) ou avec (B).

85. Ici il est & propos d’indiquer aussi les autres méthodes, dont
il a 6té question au commencement de ce Chapitre, pour ramener
Yintégration de I'équation (1) & d'autres équations analogues & celles
& Ampére (4), (B), (€). Monge a considéré la forme générale

des équations, linéaires seulement par rapport & #”, 2, z,; mais sa

méthode 'étend facilement aux équations qui sont linéaires aussi par
rapport 4 2 z,—4' % Cest-d-dire & I'équation générale

H{'+2K7 4 La,+ M-+ N(E"2,—4 %) = 0.

du second ordrs d'une fonction de deuz varigbles. Ch, III, § 12. 283

I commence par cette remarque, gque 'équation proposée, repré-
sentant une nm_paou simple (unique) entre les trois quantités 2", 7',
um, ne vmaﬂ étre suffisante pour la détermination des valeurs de
chacune d’elles au moyen de =« ! ir joi

! y Yy 2, 2y 2, Dong, si Von y joint les
deux équations B “ ot les
dz = d"da+t2',dy, dz, = 7', du+2,dy,

“wmpmm:mm, exprimant seulement les définitions des dérivées partielles
&, 2y & MO donnent ﬁgm ouwa.o elles de nouvelles relations (,ne
amonn rien de nouveau®); et si par leur moyen on élimine de I'équa-
on proposée deux ités 2" ien- '
bor %E wm ; .mzm_oowpzmm des quantités 27, #',, z,, on obtien-
si des équations de la forme

P+Qs, =0, R+S8"=0, 7T+U/, =0

qui ne no.ﬁ.cue pas déterminer les valeurs de z,, 2", 2',. Par consé-
quent, les équations précédentes, ayant lieu indépendamment des valeurs

3 " Il .
aam quantités z,, 2’, 2/, devront se réduire rospectivement aux
suivantes,

P=0,Q=0;, R=08=0; 7T=0 U=Q0

Mais il .oma &.mm de voir que, de ces six équations, deux scule-
ment sont nécessaires, par exemple, les deux équations

P=0, Q=0
:.wm .mzc.mm étant ou Emuapcmm, ou équivalentes 2 celles-la. En effot,
si on opére l'élimination en question, on trouve
P = H(dzd?' — dydz,)+2Kdadz,~+ Mdw?— Nz 2 = O,.
R = L(dyds,— dads')-+2Kdyds - Mdy® — Ndz'? = 0,
, T'= Hdyds' + Lduds,~+ Mdady-+Ndd'dz, =0,
e
Q=8 = — U= Hdy*— 2Kdady+ L da®-+ N(dzds' 4 dydz,) = 0.
Or comme
dady’ |- dyds, == g de? -} 2/ dxdy -+ 2,4y,
la dernidre équation prend la forme

Qm.l_! ~<a=v&m\n..lmeWl| N<u\~v &&&QITABLIN/@:V dn? = 0.

En résolvant celle-ci successivement par rapport a Mlm\ ot & mw.
o Yy

on frouve, au moyen de I’équation proposée,
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— , =
K— .2&..1“‘:«\% dis, de = EK— Zml\h;ﬁtl.l.«\ﬁ dy,

dy == -
4 H+ N2, L+ N

3,

ou
G = K*— HL+- MN.

Chassant les dénominateurs, transportant tous les termes dans un
méme membre, et ayant égard aux équations

& = d"da A dy, de, =< dotz,dy,

on pourra écrire les équations ci-dessus de la maniére suivaote,
(a) Hdy+ Ndz,—(KFV @) do =0,
@") Ldz-+Ndd —(E+V @)dy = 0.
De plus, Péquation P = 0, écrite sous la forme

Hddd (2 Kdo— Hdy — Ndz,) ds,+Mdz* = 0,
devient, en vertu de I’équation (a),
(b) Hdd +(KFVG)de, 4 Mde = 0.

De cette maniére, les équations P=10 ¢t Q= 0 sont remplacécs
par (a) et (b).

Ensuite, I'équation R = 0, écrite sous la forme
Ldydz,-+(2Kdy — Lda— Ndd )de' ++ Mdy* =0,
devient, en vertu de 'équation (a"),
(") Ldz, 4 (KEFVG)de + Mdy = 0.

Par conséquent, S=0 et R =0 peuvent étre nm.BEp&am par les
équations (2/) et (b'): or l'équation (a') est équivalente & (a), et
(b') s'obtient par I'éliminaticn de dz entre (a) et (b).

Enfin, Péquation T = Q, écrite sous la forme
de,(Ldz—+ N dd') 4 (Hda'+ Mda) dy = 0,
devient, en vertu de ’équation ), .
(b) Hid - Mda+ (KT V&) ds, = 0.

Donc les équations T'=0, U=0, et P= 0, R =0 sc réduisent
aux seules et mémes équations (a) ot (b).

86. Ainsi, Paprés la méthode de Monge, ~.Ea.®m3n.mo= de P'équa-
tion (1) se raméne & lintegration du systéme des €équations

du second ordre d'une fonction de deuz variables, Ch. 1IL. §12, 985

Hdy+ Ndz,—(E+V &) dz = 0,
Ha (KT YV @) de,+ Mz = 0,
auxquelles on peut encore joindre la suivante,
dz = &' dz -z, dy.

Les équations d’Ampére (4), (B), (C), étant multipliées par e,
devienneut identiques de forme avee les précédentes; mais ces denx
systémes d’équations se distinguent essentiellement en ce que Pun
contient les différentielles des deux variables indépendantes et les
différentielles totales des variables dépendantes, tandis que dans 'autre
il n'entre que la différenticlle d'unc seule des variables indépendantes,
avec les différentielles particlles des variables dépendantes par rapport
& cette variable indépendante.

87. Considérons encore la méthode de Boole. Elle est fondée
sur la supposition de lexistence d'une intégrale intermédiaire ou du
premier ordre pour Péquation (1). L’autour de la méthode expose
cette idée foudamentale sous deux formes différentes, pour atteindre
un seul et méme but. Mais, en raison, du défaut de généralité du
fondement de cette méthode, il suffira de considérer unc seule de
ces formes. v

Soit
F=0

L}

Pintégrale du premier ordre supposée de équation (1). Dans sa com-
position, outre les variables z, y, z, il entre aussi =’ et z,; par suite,
en la différentiant par rapport & = et & g, il vient

oF  oF " oF ,  OF
~(&ta ) = w
oF | OF JF oF
IAM\Q. +x®MNsv = ManSITMlu\u:.
Ces deux équations peuvent servir au méme but pour lequel, dans
la méthode de Monge, on & employé les équations

d2' = 2'dx+-2 dy, iz, = 3 do+z,dy.

Mais de cette maniére on serait conduit & répéter tout ce qui a été
développé dans 'exposition de la méthode de Monge; seulement, au
lieu de

dz, dy, 4, dz,,

on emploierait ici respectivemet
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oF oF oF , OF , oF  oF v
& —@ra) -Gres)
On peut donc écrire directement les équations auxquelles se raméne
‘intégration de (1),

(B ) ero o
| (@) v (Bt B —uE -

Ainsi, des deux intégrales du premier ordre possibles en général
pour les équations aux dérivées partielles du second ordre, Pune doit
satisfaire aux équations simultanées linéaires précédentes aux dérivées

partielles du premier ordre, od I'on prend V& avec les signes supé-
rieurs (ou inférieurs); et Iautre doit satisfaire aux mémes équations,

olt Pon prend VG avec les signes inférieurs (ou supérieurs).

88. En comparant ces trois méthodes, il est impossible de ne
pas accorder la préférence & celle qu'a proposée Ampére: en pre-
mier lieu, & cause de la généralité du procédé, fondé sur la seule
hypothése de Pexistence d’une intégrale finie de ’équation (1},
quoi elle a Pavantage sur la méthode de Boole, qui suppose l'existence
d’une intégrale générale du premier ordre, tandis qu'une telle intégrale
n’est pas toujours possible, lors méme que 'intégrale finie existe; en
second lieu, & cause de sa plus grande clarté, par comparaison avec
la partie analogue de la méthode deMonge, dans laquelle 'équation
transformée (1) se partage en deux; enfin, en troisiéme lieu, & cause
de la forme des équations auxquelles se raméne lintégration de (1).
On est conduit par une voie naturelle aux intégrales d'Ampére par
les fonctions arbitraires des arguments « ou f, nécessaires pour leur
généralité; car elles ne renferment que les dérivées partielles ou les
différentielles par rapport & une seule des variables indépendantes, .

Relativement & la ssconde des trois considérations préecédentes,
il faut enmcore remarquer qu’ Ampére, ayant indiqué avec précision
la cause pour laquelle Iéquation transformée (1) peut étre partagée en
deux, a expliqué en méme temps de quoi dépend la possibilité ou I'impos-
sibilité de l'application de cette méme méthode & d’autres équations,
différentes de (1).

89. Prenons, pour cela, ’équation aux dérivées partielles du
gecond ordre
Fl, ¥ = #y 2, A d, 8) =
en la supposant entidre et rationnelle, du moins par rapport & z”,
¢,, 2, et de forme différente de (1).

du second ordre d’une fonction de deur variables. Ch. IIL §12. Q87

En admettant pour cette équation l'existence d’une intégrale gé-
nérale finie, et prenant l'argument « de l'une des deux fonctions
arbitraires pour variable indépendante, en méme temps que =z, on
Obtiendra pour 2,2, 2, les expressions (3). En les substituant dans
Péquation proposée, et ordonnant le résultat suivant les puissances

ascendantes de WN wm » on obtiendra une équation transformée,de la
forme
0z, Oz, I
du da
~u+@ﬂM+m ma«M o=
da Oc

De méme que Véquation proposée sera satisfaite par les valeurs
de 2, #, 2,, &’ &', »,, tirées de Vintégrale, en supposant que les vari-
ables indépendantes soient = et y; de mémc I'équation transformée
devra &tre satisfaite par les valeurs de y, z, 2/, z, déduites des
mémes équations de Vintégrale dans I’bypothése de x et de « variables
indépendantes. Mais ’équation transformée peut se changer en iden-
tité de deux maniéres, selon que les dérivées du second ordre 2, 2,
#, seront hétérogénes ou homogénes & lintégrale par rapport i e
Dans le premier cas, le rapport Wuar w..\« contiendra une fonction arbi-
traire de « qui n’entrera pas dans les coefficients P, Q, K,..., et
ces derniers se réduiront d’eux-mémes & zéro. Dans le second cas,

les mémes fonctions arbitraires entreront tant dans le rapport =<

que dans les coefficients; par suite, le premier membrc de équa-
tion transformée pourra se réduire i zéro, sans que l'on ait les
identités P= 0, Q = 0, .... Pour juger de la possibilité du premier
cag, il faut poser les équations ,

P=0, Q=0 R=0,

02’ m

puis y remplacer 3 et ma par leurs valeurs respectives

:+u ~w& _l*lutmﬁ

aprés quoi elles ne contiendront plus que
, 3

Ty Yy % 3y %, 2 7, B> P
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90. Si 'on obtient, comme résultats de Iélimination de w.m.
des équations équivalentes entre elles et & 'équation proposée F =
alors 'hypothése de 2, &', z, hétérogénes & Vintégrale par rapport
3 o (quel que soit celui des deux arguments que.l'on représente
par «) sera vérifiée; dans le cas contraire, elle ne le sera pas.
Dans cette élimination, on peut généralement, de chacune des équations

P=0, Q=0 R=0, ...,

. ) - \ .
déduire des valeurs de m.m. et les subitituer dans les autres. Mais,
pour se borner & la scule considération de celles d’entre elles qui
correspondent réellement aux deux arguments &, $# des fonctions ar-
bitraires de Vintégrale, prises successivement pour variables indépen-
dantes en méme temps que z, il faut les égaler aux valeurs de

0 . L .
wm obtenues comme solutions de Péquation du second degré

OF ©OF dy , OF A.%v“ o

&, 07,0 T 07 \bs

ou bien on peut, si c'est plus simple dans le cas proposé, prendre
les deux racines de cette équation pour les substituer dans

P=0, Q=0 R=0,....

91. Pour éclaircir ce qui précéde, considérons, par exemple,

Véquation
2, a2, —4 P =0

En y substituant pour 2, 2, 2, les valeurs (8), 1l vient

oz,
0z, 0z, 3y 63, \] 0
Agvi&i?ﬁ X +§m::
E
B, T
3y &, mﬁ Bar | _
+ﬁﬂ +...mwisv oy |~ °
by

En égalant & zéro les coefficients des différentes puissances du

0z, Oy
rapport s 4~ 00US AUrons les équations

du second ordre d'une fonction de deur variables. Ch IIL §12. 289
0z
-l =0,
z

0s, 0z, dy 0z,
Q= oz —”H 22 oz Am.s +.mmmv.g 0,
Jy 0z, dy
R = A t 52 mav ~ g
En vertu de la premiére de ces équations, la seconde est aussi

satisfaite, et la troisiéme se simplifie, en sorte qu'il suffit de consi-
dérer les deux équations

mu\ AL m 0y
o= = O Am&v e — O
lesquelles, par la substitution des valeurs

, m~ : m& !
TR R

prennent la forme

y\ 2
\(TN: A~ = 8A..«:+m , m..wv mf.\ = (),

ﬁ

Mais, en substituant dans la seconde de ces équations la valear

équation équivalente & la proposée. Par suite, la valeur

dy 2,

|
!
|

peut correspondre, dans lintégrale finic supposée, & unc fonction
arbitraire d’un argument e, par rapport auquel les dérivées secondes
7'y &',y %, sont hétérogénes & lintégrale.

Du reste, on doit encore pouvoir vérifier que cette valeur est
racine de V'équation du second degré

oF mm, Oy 2
mn +wn:A :v =0,

qui, dans le cas actuel, est de la forme
Theil LIV. ly
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dy 1" o L
— > mll Az — —z, a2 g )=,
ez, (2" uswvﬁwwv L uﬁﬁnzu: 7% u:.._ma 2z, (22, —% )
[ 4 i

mm\ Y ' sent
ivi i e par = -+, on obtient
Pour cela, en divisant son premier membre p ms+u=

i

pour quotient ) .
Y P D
m&n:Au: u:II&\\wv mlale&m @22 ) 1

et pour reste
Ly .
‘m _”8 Am: 2y 3 sxvu + nsx N:u.
4

Ce dernier est égal 2 zéro, en vortu de Véquation proposée; par
¢ der : {

% ? i racine de Véqua-

i & =— gy effectivement une

suite, la valeur 5o =4 est . e

tion du second degré ci-dessus. Son autre racine se trouve en me :

g < i Pl a4

lant le quotient 3 zéro, et résolvant I'équation obtenue par rapportd

oy

2. 11 vient ainsi
oz

1 7,
By _ 1 e
a=(p — 2= ("2, — 20w,
Cette valeur correspond 4vid-mment a I'argument uw A._E ewﬁ.a mszw
le signe qune fonction arbitraire dans lintégrale générale finie sup

rive ! g, o, =, solent
wommom@eﬁwomogonﬂo toutes les dériveées =z, 2, % 2 p %y
w

homogenes & celle-ci par rapport & 3.

§ 13,

92. Dans le § précédent, nous avons vi que le probléme de
Yiutégration de I'équation

AHV mnal_lwwﬂusi‘lhutngITzAN:u:.lln\\xv =4U

se raméne & Vintégration dun systétme de plusieurs €équations, que,
pour abréger, nous POUITONS CeXLro ainsi,

mélfzﬁlﬁ‘{@ dz = 0,
(2) - Har KTV D de,+ Mdn =0,
dz — 2 de—z,dy = 0.

Relativement & ce systéme, examinons d’abord ._u. ﬁ.amaoc mzzgmm nw
A quelles conditions, et en quel nombre peut-il exister, pour les

du second ordre dune fonction de deuz variables. Ch. IIL § 13.

29]

équations (2), des intégrales de la forme » = const., u étant supposée
une fonction de z, y, 2, 2/, 2,?

Dans les équations (2), il faut prendre partout ou les signes
supérieurs, ou les signes inférieurs dovant ¥'&; on a done deux sy-
stémes d’équations simultanées incomplétes, le nombre des variables
%, Y, % 2, z, qui cntrent dans chacune d’clles, dtant plus grand de
deux unités que celui des équations. On peut appeler intégrale
de ces systdmes d’équations différentielles toute fonction » des vari.
ables @, y, 2, #', 7, dont la différentiolle est identiquement égale a
zéro cn vortn des équations (2). Or, en résolvant les équations (2)
par rapport & e, d2', dz,, on trouve

dz = ' do—z, .

L E¥Va

de’ = — M@&&Lﬁ TR dy,
E+Ve 17

«&o& = ill.nﬂ/\il'lmﬁ ——- M/”\ ~\.~_.

¢t, cn substituant ces valours de oz, 2/, o

2, dans Vexpression de
o, 11 vient

8 T N&S T

N 3z,

oy == Amw + 2 'mm L Qg NWM_I. —\Q @ﬁ v el

Ou o KTVGO H m‘sV
+G a4 8:,) 4
Par conséquent, du se réduit & zéro, ct « = const. cst unc intégrale

des équations (2), sila fonction w satisfait aux équations linéaires ct

homogénes par rapport aux dérivées du premicr ordre

buy O Lou  KbVGou
G T NG TN 8, T

Ou ou KTVGou Hdu
GTueET TN & —wNe <

%

93. La théorie de Dintégration des équations simultanées auyx

dérivées partielles du premier ordre n'a été élucidée que dans ces
derniers temps, grice aux travaux de Jacobi, de Bour ot de Boole(®),

(*) Unc esquisse de cette théoric a 6t¢ exposde dans ma-tisserration ,,Sur

Pintégration des équations aux dérivdes particlles du premicr ordre. (Archiv
d. Math, u. Physik, Bd. L., S, 393— 416, §§. 23— 23).

19%
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et la question qui nous occupe présente ume occasion d’appliquer
cette théorie.

Pour cela, représentons, pour abréger Pécriture, les deux systémes
d’opérations 3 o L 3 N 1
ml.s+n wu|~<mu~+ N Oz,
o, 8 gxFye?d HI
&+3% 1%!%2?

respectivement par les symboles V; ot Vg, au moyen desquels les
équations (3) prendront la forme

VA u=0, V2 =0.

I.a condition nécessaire pour que ces deux mmgaouw puissent ad-
mettre une intégrale commune consiste, comme oOn mm_p en ce que
le Pésultat de lopération Vi, appliquée 3 la wouoswa Vst .mo:
égal au résultat de I'opération s, appliquée  la fonction 7yu, ¢est-
d-dire, que Yon ait

ViVas = Vs Viu.

Or, en effectuant les opérations indiquées, on trouve

G Trum Ve Vs — (EEVE _ETVE)
+( %wﬁ+§$%*§w+§mﬁﬁw.

Daprés cela, il est clair que cette condition nécessaire peut &tre
remplie de deux maniéres: 10 lorsque, dans lexpression précédente,

: Su Ou Ou . N e 00 Tares
les coefficients de 7» s 5 ge réduisent chacun 2 zéro; 2° lors

que, ces coefficients étant différents de zéro, aux deux équations

? . . s .

¥y u =0, Vyu=0, nous en adjoindrons une troisiéme
qqugl.qmqps =0,

laguelle, évidemment, pst algébriquement distincte des deux premiéres;

L., Ou Ou
car elle ne contient pas les dérivees w » En

94, Chacun de ces deux cas doit atre mmeEm 4 part. oo;
cupons-nous d’abord du premier, oli, par hypothése, ont lieu les égalités

& _KFVG K¥VG L _
Ww&m\mﬁ‘\l =0, Va5 +Viy=0,
H G
VAR R VA ilm.ﬂ\au ,

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch,ILL §.13. 293
oun

K L H K
G =0, Q~M~+/I\.NM¢”P Q_Mo.._lﬂwuzn );

les équations simultanées considérées prennent alors la forme

ou ,0u Ldu Kou
ﬂ.:u@+§|m%+§fp

Ou ou
Vet =g tr gt Noy N =

Il est aisé de voir que, dans le cas actuel, les équations Vju =0,
Vaw = 0 ont trois intégrales communes, de la forme

u; = const., ug == const,, ug == const.,
et en méme temps de montrer comment s¢ trouvent ces intégrales.

Pour cela, soient »,'v;, v, les intégrales distinctes de P’équation
V1% = 0, lesquelles doivent étre au nombre de trois. Déterminons,
de plus, une fonction ¥ (y, v, vy, vy) de ces trois intégrales et de
la variable y, qui satisfasse a4 la seconde des équations considérées
Ve F =0, 1II vient, en la développant,

oF aF oF oF
mw.qwe +®|enqme+ .mIE qme~+ mw chmﬂo.

Ici on a évidemment gy = 1, et il est facile de voir que les quan-
tités Vv, Vgvy, Vevy sexpriment au moyen de v, vy, v, seulement.
En effet, on a identiquement, pour une fonction quelconque w,

Vi1V == V3V u;
donc, en faisant successivement w = v, v, v,, on obtient les identités
Vi (Vav) = Vi (Vv) = V0 = 0,
V1(Vav) = Vi (Vivy) = V0 =0,
V1(Vev) = Ve (Vy95) = V30 =0,
qui démontrent que Vv, Vavy, Vivy sont des intégrales de I'équa-
tion ;%= 0. Mais », v, v, représentent toutes les intégrales

distinctes de D'équation Vyu == 0; par suite, Vev, Vv, Va0
doivent s’'exprimer au moyen de #, »,, v;; et, si cos expressions sont

Vet = \.Aeu vy, Vo), Ve vy = fy1(vy 04, va), Vave = f; (v, vy, emvu

(*) Ces conditions ont éié étublies par Boole. Voir les Philosuphical
Transactions, 1862, T. CLIL, Part I, p 452,
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on aura alors I'équation

oF OF oF oF |

o+ et mi o W 0

Pour cette équation on trouve, par les méthodes connues, trois inté-
grales distinctes, de la forme

uy = F (y, 7,4, vy) = coust, y == By (y,0,04,09) == CONUSL,
uy = F3(y,v,v1,v9) = coust,

lesquelles doivent évidemment &tre des intégrales communes des
équations

Ve =14 Ve =

95. Dans Pexposition précédente de la méthode d’intégration
simultanée des équations iz =0, Vpu =10,0n peut enfin échanger
entre oux les roles de ces deux équations; mais, dans tous les cas,
il faut commencer par déterminer trois intégrales distinctes de l'une
delles. Pour cela, concurremment avee les méthodes ordinaires, on
peut encore faire usage du procédé que Poisson a découvert pour
les équations de la Dynamique; car, en vertu de T'identité

Vi AQwﬁv = Vs AQZ&.

1o substitution d’une intégrale de l'une quelconque des équations
Ty =0, Vyu =0 dans le premier membre do Pautre doit donuer
une intégrale de la premidre. Le succés de cotte méthode tient fina-
lement & la condition que cette substitution donne des intégrales
distinctes de celles que I'on substitue.

96. Indiquons maintenant comment, des trois intégrales obtenues
ci-dessus

4) U, = a, uy == b, ug == €,

od a, b, ¢ désignent des constantes arbitraires, on peut tirer d'abord
unc intégrale particuliére, puis lintégrale générale de I'équation (1).

Des équations (4) on tire, pour z, ', #,, dos cxprossions de la
forme ,

(8) z = w(z,3,a,60), d = wy(,3,a,0,0), z, = wg(2,9,8,b,¢).
De la méthode méme de calcul des intégrales (4) des équations (3)
on peut déja conclure que les expressions (5) de = 2, =, doivent
satisfaire aux équations (2). En résolvant colles-ci par rapport &
d#, d', dz,, ct introduisant la condition G'=0, on les raménc &
la forme '

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch IL §13. 205

dz = 2z’ dz2,dy,

‘ L K
@ df = — Fdzt

\.&u‘ = %&elm&\.

Mais cette conclusion cst tellement importante, que nous allons
chercher & en donner unc démonstration directc. Remarquons, pour
cela, quune fonction entiérement arbitraire de wuy, us, wy, quo 1OUS
désignerons par @ (uy, ug, wy), doit satisfairc aux équations (3), lors-
qu'ou la substitue & u, puisque l'on @

o0 90 L3P , Kod
Vi@ =gt G T NG T NE,

oD oo oo

== mﬂ6u§u+m|§mﬂw~§m+.mww/ﬂuf.\

o0 od Kow Hod
Vi@ =g tu g T NE T NG,

== WM Vet + mm Vauz+ Wm AVAL
et que les quantités
Vi, Vit Vi,
. Ve,  Vaug  Valus
sont égales & zéro. En prenant la différentielle de la fonction @, ot
substituant dans son expression les valeurs de .W.w et de mww

égalités 7, @ == 0, V3 @ == O, nous, aurons ’égalité

tirées des

: o0 o . 4

, d. Quyyugyug) == dl?«ul.u\&s.lu \&QYTW.JEM -+ NNI< dx — NM«.@V
) 2 z N
oo K H

A +m|ul\.?~_« R diw - ¥ i),

dans laquelle
o0 odou, , 0D Ou, , 0D 0w,

0z~ Ouy Cz ' Oug Oz ' Ouy O:
WW 0Q0u, O0®Bu, , 0@ ou,
W =5 T e
00 0D, , 0P, 0P Ju,

3

B, = a5, T iy, T ou e,

Si maintenant on remplace z, 2, z, par leurs valeurs (9), le
premier membre de I'égalité (7) se réduira & zéro, puisque wg, uy, uy,
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® (u,, ug, ug) se changeront respectivement en a, b, ¢, @ (a, b, o);
par conséquent, le second membre de V'égalité (7) devra aussi 8tre

égal & zéro. Mais il est facile de remarquer que les dérivées

mlm..m. o Wl.s ne peuvent &tre identiquement nulles, et il suffit de
Z 2,

. o
le faire voir en détail pour une de ces dérivées, par exemple, pour 5

En effet, les trois dérivées mmw m%w. % ne peuvent étre toutes
nulles, puisque, si elles 1’étaient, on ne pourrait a@memazpaoum 4
tirer les valeurs (5); leurs multiplicateurs WM MM Wzm. par la sub-
stitution des valeurs () de #, 2/, z,; se changent en des constantes
arbitraires. Ainsi le second membre de Végalité (7) ne devra se
réduire & zéro qu'en vertu de ce que les équations (6) se changoent
en identités par la substitution des valeurs de z, 2/, z,.

97. D’aprés cela, on a I'égalité
do = w,dz-+ wdy,

en conséquence de laquelle les équations (5) peuvent é&tre rem-
placées par les suivantes,

I Jw

f o _ .
F =’ 5= By

En substituant ces valeurs de z, 2/, z, dans les deux derniéres équa-
tions (6), on a les égalités

z = o(z,y,8,b,¢),

dw L K dow K H
== = 5 = ydo— 3
d .5 =" Fetzw 43 ¥

qui conduisent encore aux treis égalités suivantes,

[y

o
N#5 o 4+ L=
mme
(8 um@ —K =0,

0w
Ngs+H—0

Il est maintenant facile de démontrer que lintégrale ==
w (=3, a,b,c), satisfaisant aux trois équations précédentes, doit nécessai-
rement satisfaire aussi & Yéquation (1). Pour cela, il suffit de remar-
quer que, en vertu de la condition G'=— K*—HL--MN =0, P'équation
(1) peut g’écrire ainsi,

du second ordre d'une fonction de deuxr variables. Ch. IIL. §13. 997

02
— e 2
msi.hxz m.&\ o+ E) = (g — K
98. Ainsi nous avons déjd une intégrale particulidre de I'équa-
tion (1), renfermant trois constantes arbitraires @, 5, ¢; cherchons 2

en tirer I'intégrale générale de la méme équation, renfermant deux
fonctions arbitraires.

Pour cela, remarquons préalablement que les arguments « ot 8
des deux fonctions arbitraircs de lintégrale géucrale cherchée doivent
8tre égaux; car on a en général, pour équation (1),

e o

b2 _ 8y E—N FVE o 3y K—N/—VG& .
Wm'%l NNITN’th ’ Iimw.l mmolA.ull .NNI.TZQ: ’
0y oy

or, dans le cas actnel, G' = 0; par conséquent, on a

dadf dadp

m&mﬁ‘m.lm\mumu y et Q"u.
99. Démontrons maintenant la proposition suivante. Soicnt @
et ¢ des fonctions arbitraires; substituons e, ¢ (o), w(e) 2 Ia place
de @, &, ¢ dans lintégrale z = o (=, y, a, b, ¢), et déterminons la

wouosow e par la condition que la dérivée mc la fonction @ par rapport
& o soit égale 4 zéro. Les deux équations ainsi obtenues

9 z = ola,y,o@),v (@] .WIM -

représenteront l'intégrale générale de I'équation (1).

En effet, si 'on différentie les équations (9) par rapport
et 4 g, il vient

L 0w 0?w de
TR Gt T
dw e 0%w du
oy’ BadyT  Ba’ly

En différentiant encore une fois, par rapport & = ot & #, los valcurs
de 2’ et de z,, on aura

"o lml»w m»m @wle 0w mavm
# I.mﬁn +mama 0= %® — fa¥ Am.m

b Ro  Bode o Pw de %0 02w 0ade

= Gaby ™+ aabudy ~ Syda T 8y0a 55  bady  Ga Bn by
%w e O mws mmls A@Vw
s + 0yda By ™ By® — Ba? \By
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Pour sassurer de la vérité du théoréme énoncé, il suffit de
démontrer que, par la substitution des valeurs précédentes de z 7',
n:a:,u.:m.;oumsawmm:p P'équation (1). Posons, pour abréger,

Po Po _ 0 Po_
a2 Y Gy 0 G O
o _ e _, g,
G2 T T O oz 9y

!

ot désignons le premier membre de Péquation (1) par F (&, ¢y z,).
Lo résultat de cette substitution prend, daprés le théoréme de
Taylor, la forme suivante,

F (0", o+, ©, )

9F oF oF
" 2 . ]
= F(0",0',0,)+ Almez r-+ Ja’, - mlls:w ve
0°F , ©oF OF o OF g,
14 (e 2 g M0t g U2 oo, M

S ¥ - . a gt
1Twm Cm . Al .+. 5 :,L vm

Or on a
F Ae:u o' :e:v = AN/NS: I_INLV A.NCB:I.TS - Azes - Nrvau

mm, mm‘ . ‘ mm, . ;
mS:.hh»ZANNI_le:Y mlmu%~".w>2~mlth<8 A mlnoi:“zpb IT ?SJ.‘
par conséquent, le premier ct le sccond terme du développement
précédent se réduisent & zéro, en vertu des équations (8), qui doi-
vent avoir lieu independamment des valcurs de a, b, ¢

Le multiplicateur de ¢ g'évanouit aussi; car toutes les dérivées
du second ordre de F sont égales & zéro, 3 Vexception de

o°F 3%F
m:&wm.“ —2N, etde Ja"5e, = N,

qui donnent des termes égaux, mais de signes contraires.

Le théoréme étant ainsi démontré, nous avons maintenant une
méthode tout & fait régulid.e pour Yintégration de Iéquation (1),
gous les conditions

K ) H K
1) 6=0 VigAVam=0 VizgtVixz=0

100. I reste & éclaircir cette exposition théorique par un
exemple particulier. Prenons, pour cela, I'équation

du second ordre d’une fonction de deux variables. Ch. 1L § 12, 200

m|NI mm mmu mw.& mu 2
Ams +3t %v ? + @.wv = o - %&V .
ou, avee d’autres notations,

(= +2,42") (1 ITN:V = (1—=2 )~

Iei E\m ooH.w&Eoum (10) sont évidomment satisfaitcs. Formons les
deux équations simultanées

Van =gt gt — (& Ha) 5+ e =
Ou ou Ou Ou

U = 7 %, 5 W =
Vs m.q..TJma}Tmu‘ o =0,
,.v.n :A.:Eonm toutes les intégrales distinetes de la sceonde de ces
équations. En prenant, pour ccla, le systéme ’équations

&w\ = - =’ = —dz,

on trouve les trois intégrales distinctes

v =2a'+z, v =Y—a, ny = 2} wm“
u.O_”_E..%ouw maintenant unc fonction T (z, », », v}, qui satisfasse

4 Péquation VV, ¥ = 0. En développant eclle-ci, ou trouve

oF OF oF oF
mm.,qﬂa..T e Viv+ b, Vv, -.Tm.sw Vg == 0.
Or on a

Vig=1, Vie=1—p iz =1 Vv =12
Donc P'équation précédente prend la forme

. oF  oF 9F  OF
o +g ﬁluipTA@'f \Twlewv v == (),

gm—.ﬁwﬁ'm Q. Uﬁw 1 t _ i A.T.—Lﬂwcﬁ QA §
MCM nHOHm 811 uMﬁﬂH—OﬁAxm S0 C Q.N.O.—.— DA _

L i £e
mn—;&..zozm

dv__dvy _ dy
— ——E

do == E
1—v v »
et seront ainsi de la forme
1— Y 2. — g ==
(1—v)e a, vy —vg ==, vt —u=uc

w, b, ¢ %B@mbﬂ. des constantes arbitraires. En substituant les valours
do v, vy, »g, il vient
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2
’ L —_
(1—7—z)e* =gq, y—z—a — - =b y—I—37,=0C

2
et T'on en tire
7, = ctr—y,
Y =1—ae~*—aty—c¢

s = btas—npafo— CHETI,

/

Cette derniére ggsg. représente une intégrale particuli¢re de 'équa-
tion proposée. Elle donne, en effet, par différentiation,

Wﬂulaalslgurqlﬁ leua z—1Y,
0% 0% 0%

G ae—%F—1, ﬂwuu, M..\nm”‘ .

On voit par la d’abord que les valeurs trouvées pour = et pour
0 o Lo 0z .
mfm sont identiques, ainsi que celles de z, et de mm;\“ en second lieu,
que, par la substitution des valeurs des dérivées du premier et du
second ordre de z, on réduit & zéro les expressions

dtutd,  1ta,  1—4

et par suite on satisfait & I'équation proposée. 11 gensuit de 1, en
vertu de ce qui a été démontré plus haut, que si, dans l'intégrale
particuliére précédente, deux des constantes @, b, ¢ sont considérées
comme des fonctions arbitraires de la troisiéme, et qu'on égale a
zéro la dérivée partielle de = par rapport & cette troisiéme constante,
les deux équations ainsi obtenues formeront Pintégrale générale de
Iéquation proposée. En faisant, par exemple,

c=u 5= (a), a= y(a),

nous représentcrons [Iintégrale générale sous la formo des deux
équations )

2z = @(a)4y(e) e—3tzfa— Q«lTRM.ISw B

0 = ¢' ()4 ()¢ =7 — a—a+y+1.

Tl est aisé, du reste, de vérifier le résultat précédent, en faisant
voir que Pon obtient Véquation proposée en Eliminant e, p(a) et
P(e) entre les deux équations précédentes. De la seconde de ccs
équations on tire

du second ordre d’une fonction de deux variables. Ch.IIL §13. 301

Oa 149/ (@)e==

O 1
&P @Y @~ Oy g@Fe @1’
d’ol
da
o
e =—[1+¥(@e7)
0y

En différentiant la premiére équation de Iintégrale, il vient

o
mlwn 1—yla)e—*—azty—a W.W.ﬂ&l,cuTﬁ

0% oo 0% Oa
— — 1 — 4 —z\ = ez g
5t y(@)e—?—1—[1+4v (x)e uma_ . 1+ 5
0% Ot
.m@m = —1-4 .mmlx.
d’ott V'on tire
o _ 0% O _ &%
%8y b G e h
8z  Or 0%
N " T
—[14¢' (@)e- =) = e
dwdy
D’aprés cela, la troisiéme des équations précédentes prend la forme
0% 0z 0z 0%
oy ! wmtiytar
0% o 0%
% +1 m&lmlﬁ e !

ou
0% T (0 0z 0%\ (0%
(et 1) =G+ +a) (G +1)
et cette dernitre équation est identique avec la proposée.

101. Remarque I. — Les conditions

K _ L K
Vig+Vsmg=0 Vs M<+§MHP

qui, jointes & la condition & = 0, assurent le succés de I'intégration
de Péquation (1) d’aprés la méthode précédente, peuvent- s'cxprimer
trés-simplement. Pour cela, remarquons que, pour & ==0, lappli-
cation de la méthode précédente est encore assujettic & la condition
de possibilité d’une seule et mdme intégrale particuliére pour les
trois équations
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' L 3 H
2 ...TMQ"Og N~\IIN|<“Cg m:lTM/..ﬁ"

ce qui exige, relativement aux coefficicnts 77, K, L, N, deux condi-
tions, qui doivent nécessairement &tre équivalentes aux précédentes.
En effet, ces équations donnent

Coa(-E) oy {w@upm@

T dy =0z ' Fu Oy T
Nous indiquons ici par un point (.), placé aprés le signe 0, quil
faut différentier par rapport & = et d y, non-seulement en tant que
ces variables entrent explicitement, mais encore en tant qu’elles
entrent par le moyen de z, ', z. En effectuant ces opérations, ot

remplacant 2", #’,, z, par leurs valeurs, il vient
K
a(3) &

m@@ mﬁ.@ mﬂ@\ mﬁvl_,m o, VN

L
T o= 9 - N o

et de méme

Oy

L
= Qn N|<u

Par conséquent, les conditions (10) peuvent se représenter plus sim-
plement comme il suit,

X L K H
8. N 0.5 .mfINM 0. %

¢=0 H Tt =0 & TEw

s

102, Remarque II. — Il a été démontré ci-dessus que I'équa-

tion (1), sous les conditions (10), a nne intégrale générale de la forme
0. o
2= EﬂBonQ«GAQvuﬂcAavu. 1% =0.

La proposition réciproque est également vraie, savoir, qua toute
intégrale de la forme précédente correspond une ¢quation différen-
tielle de la forme (1), satisfaisant aux conditions (10). En effct, en
différentiant la premidre des équations précédentes, et ayant égard
2 la seconde, il vient

du second ordre d'une fonction de deur wvariables. Ch. III m.r.w. 303

, 0w  dwlx Jdw , 0w  dwde o
=t =0 T o
mmu 1)
o e Paa 20 Vg
3¢ T B 62 T ¥ e VP
g 2 0o
, 0w T 0w o 0. 3y Ou

* = et o 0y = a0y T he B

Ici i1 counvient d'introduire la transformation des expressions
wwnommmunam de ', 7, 2, que nous avons déja employéce plus haut,
Bgm. sans explication. En ayant égard 4 la signification du point
' placé aprés le signe 9, on a
do 0w  dw 0w
T = ba T ¥ (@ 5y v (@)
20
ca 0o e 8¢

i.,ll,xnf!»i l’ \ lu|.m..~| \
T ede T Bade @ @ 5Ee V(O

5, 9@

@& . mse mwe

= , 0w
Sa ~ date T 9ge ¥ ()T 5ga v (@)

et, o:.&ﬁ%acamﬁ par rapport & x la seconde éguation de Pinté-
grale, il vient

5 o
o 00 da,
O da? 5z’
: par conséquent,
‘ . fw 2.0
"o %% _ am
” Oa O da? Oz
On trouve de méme
| pd0 0w
"o 0% _swde
Ou dy 9a? 3y
Nous aurons, d'aprés cela,
g e Po A@. ’ . e e by
, 0c? Dot \On T 8 T Dat Amm‘v ’
, 0’0 0w O da

4, == g Pyt

T Oxdy ~ Oc? Ox oy
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. Oa 8o y e s
En éliminant entre ces équations = et 5’ on trouve ’équation

, 0% ] ,  OPo\e
(-2 G- (83

Enfin, 4 Paide des équations L

,  Ow 0w
2 == {), Ry = &w
i ~ / I3
nous pourrons exprimer «, ¢(e), ¥(¢) au moyen de z, y, 2, 2 7,
et substituer ces valeurs dans les fonctions

2w 0w 0%
522’ m@m. g ’
aprés quoi ces derniéres prendront une forme que nous pourrons
représenter par
L H K
i ¥ N

3

29

et 'équation précédente s'écrira ainsi

T#@?}@ulem

est-a-dire que mous aurons une équation de la forme (1). On voit \
quelle satisfait & la condition (10) par la raison que, en vertu de la .

. L H K - - s
provenance des coefficients ~— ¥ —n  ceuxad doivent véri- ,
fier les égalités

(5 o) a(-5)_a(§

p—— ’

oy Ox Oz Oy

lesquelles, comme on I'a démontré plus haut, se raménent aux suivantes, i

L

L K
qumn_lqm&d“ 0, Vs Nl<+d\~.~d.ll.

L’égalité G = O résulte de la forme méme de I'équation.

Au point de vue géométrique, lorsque z, Y * gont m.mm coor-
données des points d’une surface, les deux équations de Pintégrale
générale

0.0
e = 0[2,3,0,9@), ()] =0, F= =0

du second ordre d'une fonction de deur variables. Ch.IIL §.13. 305

représentent une surface enveloppant une série de surfaces données
par I'équation intégrale particulidre

= Sﬁau.@- a,b,¢),

lorsquon y fait varier d’une manidre continue les trois paramétres
a, b, ¢, en les liant par deux relations arbitraires

b= QAQV e = AVAPV

Par suite, 'équation (1), sous les conditions (10), représente I’équa-
tion différentielle commune & ces surfaces envcloppantes.

§ 14,

103. Apres avoir montré de quelle maniére on intdgre I'équa-
tion (1) du § précédent, lorsque les trois quantités

se réduisent 4 zéro, passons maintenant a la considération des autres
cas qui peuvent se présenter.

Si P, Q, R sont différents de zéro, alors les deux équations
o Lbu  KEYVG o
% Nt TN Oz,

Ou o  KETVGou Hou
Qms« "M&.\ +n\ 9

Ou
Vi _",mMIT»&

I
uc‘

oW NG

ne peuvent admettre une intégrale commune que dans le cas obl a
lieu en méme temps la troisiéme équation

. B du
Qu<w§|<wquﬁnquw§" Nwmwl*lﬁ.w IINumI“ ”C.

En admettant 'existence de cette derniére, examinons & quelles
conditions et en quel nombre il peut y avoir des intégrales satisfai-
sant & la fois aux trois équations précédentes. Afin de résoudre ces
deux questions aussi simplement que possible, ramenons au nombre
minimum les dérivées partielles dans chaque équation. Pour cela,
entre les deux premitres équations éliminons, & l'aide dela troisiéme,

une des dérivées i =, m—- Si I'on suppose R difiérent de zéro,

Theil LIV. 20
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Ou

et qu'on ¢limine ainsi 5.1 on raménera les trois équations consi-

dérées & la forme

W.m o

, Ou Ou | _
Y = .mm..._lka..mln‘#nmmm\ =V,

1 Bu mzl v

3 .
o s

o 0 0 ,
Ty = mm+.~mwm+m.wu~“ ‘

ol les nouveaux symboles introduits 7', ", 7% sont déterminés
par les formules :
' % :‘ 2 w1
“Qulmqa, \V "le@QE \V ..quu.
les expressions des coefficients 4, B, ..., F au moyen des coefficients
des équations précédentes étant faciles & obtenir. Les conditions
nécessaires pour que, aux trois équations F'u=0, J'u=0,
" == 0, appartienne une intégrale commune consistent en ce que
les résultats des opérations

Q~ " g. Q\ qs U Q: QE ®
solent respectivement égaux aux suivants,
Q: q\ gu qs q‘ §u QE 1 .

Or chacune des expressions
Q~ Qz w— Q: q~ u, Qs QE: — QSQ~ %, ./.W: QE w— QE "o

est de la forme .
Ou Ou
Cest-a-dire qu’elle est linéaire et homogéne par rapport seulement
aux deux dérivées WW. WW Par suite, ces cxpressions peuvent s'an-
4

nuler de deux maniéres:

. . 0 ou
19, Qu parce que les coefficients de mw et de u.m g'annulent
]

mmcwaBoi dans les trois expressions;

9 3
20, Qu, si les coefficients de mlm et de .mm ne sont pas nuls dans
4

les trois expressions, parce que lon égale & zéro des expressions qui

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch.1L §14. 307

ne mnpuu.a.wu« par d'elles-mémes, et qu'ainsi aux trois équations données

on en joint de mnouvelles, algébriguement différentes des équations
B du du

0z’ 9y’ Bz

104. Considérons & part chacun de ces deux cas, et occupons-

.:ogm.m,uwo& du premier, dans lequel on a, par hypothése, les trois
identités ,

Q~ Q:§ — Q:q\ gu q5 QS.R — QS Q. gu QQ QE.& o QS Q:.&
Il est aisé de faire voir que, dans ce cas, les trois équations simultanées
Q;a =0, Q:.: — O, Qiz =0

doivent avoir deux intégrales communes.

données, puisqu’elles ne contiennent pas les dérivées

Pour cela, en intégrant complétement I'nme d’entre elles, par
exemple la premiére _

, ou Ou ou

nons trouverons seulement deux intégrales distinctes de cette équation,
v == const., vy = const.
Ensuite, la recherche de Iintégrale
F(y, », ») = const.,

satisfaisant aux deux premiéres équations, conduit & Péquation
oF oF oF .
MR e e SO
V'F =7V @+9Q§+quzs =0,
ot I'on a 7"y ==1, et ol les quantités 7"», ", s'expriment au
moy¢n des seules variables », v;, puisque, en vertu des identités
q\ :e P QZQ~ v = Q: — Og Q\ q\\eu — Q: qsﬁu — q=o — C

T'v et (v, sont des intégrales des Iéguation J'w — 0. En
posant done

T'v =r(v, vy), oy = fy (v, vy),

on aura, pour déterminer la fonetions F, I’équation

oF , oF JF
&l_lmﬂ\.n.\.ﬂev env+ mrm_ fi({v, vy) = 0,
dont Pintégration ooaw_gowozg: les deux intégrales distinces

20%



308 Imschenetsky: Intégratio des dquations auz dérivées partielles

w=TF(y, v, v,) = const, w; =Fy(y, v,) = const.
Enfin, la recherche de l'intégrale
@ (2, w, w;) = const,,
satisfaisant & la fois aux trois équations données, conduit & Péquation
20 80 _, O _,
TP = Pty P wt g, TMur =0,

dans laguelle 7"z ==1, et les quantités /"'w, Q:.\ w gexpriment
au moyen de w et de w, puisque, en vertu des identités
q\sqsxxs -— Q—t :g — Qs\\o — Ou QWQE&N&H 1 Q§~Q=8H P qssso - Ou
J"w et 7" w, sont des intégrales de Péquation 7"« =0. Done,
en posant :

Qsts = ﬁﬂsu SHvu q;s 8_ = e,— A@Qu SHvu

on aura, pour déterminer la fonction @, I’équation
8@ |, 00 a0
|®|M.l_lwﬂ @ (w, SHVIT Mm-ﬂu Py (w, wy) = 0,

dont Iintégration compléte fournit les deux intégrales distinctes

u, = @, (2, w, w)) = comst,,  uy= Dy (2 w, w,) = const.,

gatisfaisant aux trois équations simultanées

F'u==0, ' =0, J"u=0.

I est aisé de voir que ces deux intégrales satisfont aussi aux
trois équations

Tiw =0, v =0, T =0,
puisque l'on a .
Tou = B, Fpu=T"ut5, "  Gyu=T'utd ",

et que les seconds membres de ces dernidres égalités s'annulent,
lorsqu’on y remplace % par u; OU Par us

105. Ainsi, pour déterminer les deux intégrales qui satisfont
aux frois équations simultanées v = 0, 7"u=0, G =0, il
faut commencer par intégrer complétement l'une des trois équations,
Cest-d-dire par déterminer deux intégrales distinctes de cette équa-
tion. Mais on peut quelquefois se bornmer i la détermination d'une
de ces deux intégrales; car la substitution d’une intégrale de l'une
des trois équations 'u =0, T"'u =0, Y"u =0 dans les

]
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premiers membres des deux autres doit dooner des intégrales de la
premiére. En effet, si » = const. est une intégrale de Uéquation
7' w =0, les identités

Q\ Q-\e p— Qz q\d = O, Q\ QS p = QEQ\ » = O
font voir que 7”v == const. et /v == const. sont aussi des inté-
grales de Péquation J'w = O, et il suffit que Pune d'elles soit dis-
tincte de I'intégrale v = const,, pour que cette méthode puisse sim.

plifier la solution du probléme de l'intégration simultanée des équations
Fu =0 F'u=0, F"u =0

106. D’aprés ce que nous avons vu, pour que l'on puisse déter-
miner par la méthode précédente deux intégrales satisfaisant aux
trois équations simultanées

J'u =0, "u = 0, " = 0,

trois conditions sont nécessaires, lesquelles sont exprimées par
les égalités

q\ Qzﬁ.lq\q«guou Q. QS.Q\II.QSQ‘.S“O“
Q= QE.S -— Q:~ :ﬁ. — Og

qui doivent avoir lieu pour toute fonction x. Mais il est facile de
voir que deux de ces conditions sont suffisantes, la troisiéme
étant une conséquence des deux autres, en vertu d'une relation trés-
simple qui existe entre les premiers membres de ces équations de
condition. Cette relation est exprimée par 1’égalité

AQ~ :.:. — Q: Q‘ ﬁv I_.I&\ AQ\ q\z §|q=~ qs E_.v
— ' (V""" u— 0" T"u) =0,
qui a lieu pour toute fonction u.

Comme cette égalité ne dépend que des propriétés des symboles
', T, 7", et est complétement indépendante de la valeur de la
fonction représentée par la lettre =, on pourra faire abstraction de
celle-ci, et alors le théordme & démontrer s’exprimera symboliquement
de la maniére suivante:

.

(T~ T +5 (TG = V)= (=T ) =0,

Pour les démontrer, rappelons-nous que <7, 7", 7" 'exprimont
au moyen de 7y, s s, comme il suit,

4 s ! oot H.
V=0—%Tn V== 35T V=3
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et que, de plus,
Vs =V Ve— Vs Vi

Eu vertu de ces définitions, on obtient facilement les égalités
symboliques suivantes (qu'il est d’ailleurs facile do changer en égalités
ordinaires, en rétablissant sous les signes d’opérations la fonction x,
qu'on.a omise),

vAvme vV
~[-(@3)+ (@R +2(@3) - 3(@3)]w
N VAV RV ANEAL, RV AVA)

T P

=} @020+ (95) — 5 (k) + 2 (9 5)] o
Vv O

— L @O+ [(7})-2 (@ )5 (T 5) o

Ajoutant ces trois égalités, aprés avoir multiplié la seconde par z,
la troisidme par —z', et effectné des réductions évidentes, il vient

Aq\ Q: —_ Q: QJ +N\ AQ~ QE — QEQG I&s AQI Qi —_ QE Qtv
- B—, nl,l Us?
B

Or

HNHHAMMW\'OW‘ Q-N~"MH|HW<RM~ Qw&"ﬁﬂ\l@w

-done
R—Ty3,+d =0,
et par suite
(' =" VA2, (TG =G )= (G =T =05
co quil fallait démontrer.

107. Passons maintenant aux autres cas qui peuvent se présenter
dans Pintégration des équations

*

du second ordre d'une fonction de deuz variables, Ch. IIL, § 14, 311

J'u=0, "u =0, T u=0.
Ces cas sont au nombre de deux:
(a) -Lorsqu'aucune des expressions
,Q\Q:\;.IQ: q:} Q-QSQ.‘QS Qf:; Q: qt\ﬁiqs Qa‘z
ne se réduit identiquement & zéro;
(b) Lorsqu'une de ces expressions se réduit identiquement & zéro.

Comme, dans chacun do ces cas, ces trois cxpressions doivent
dtre égales & zéro pour que les trois équations G'u=0, J"u =0,
"' u = 0 puissent admettre une intégrale commune, il suffira alors
dans le cas (a), en vertu du théoréme démontré, d'égaler deux
dentrc elles & zéro. Ainsi aux trois équations proposées on joindra
encore ces deux-ci,

Ou Ou Ou | Ou
wt7s =0 Sgthyg =0
Si ces derniéres sont algébriguement distinctes, on aura, en

méme temps quo les équations proposées, cing équations linéaires

i &om&.w@@@ ou
et homogénes par rapport aux cinq dérivées 7 5y & G .

De ces équations on ne peut tirer qu'une seule conclusion, savoir,

que l'on a
ou Ou Ou Ou Ou
.mMuou @"Ou Wﬂuou M‘.Nl\.u..cu ®|N“" y

ce qui montre que, aux trois équations proposées, et par suite aussi
aux équations

Fyu =0, Tgu =0, Tsu =0,

on ne peut satisfaire que par la substitution d’une quantité con-
stante au lieu de .

Si les équations

Ou , .mﬁ o on - ou.

ne sont pas algébriquement distinctes, il suffira de joindre I'une
d’entre elles aux équations proposées. Le reste de lanalyse sera
identique & ce que nons allons maintcnant cxpliquer pour le cas (h).

108. Dans ce dernicr cas, une des trois expressions

qusﬁz lq\sqsﬁg q\ Q-:ﬁ — Q\:Q-gw QZQ-:Q\ —_ Q:\Q:s«
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se réduit, par hypothése, identiquement ‘& zéro. Par conséquent, en
vertu du théoréme démontré (art. 106), il suffira d'égaler & zéro une
des deux expressions qui ne §’évanouisgent pas. On obtient ainsi un
systéme d’équations de la forme

_ bu ., Ou , _Ou
qu%+;%+mﬁup

L fu, Bu ,  Ou
V=g, +Cg +Dg, =5
0 3 0
T"um B+ =0,

\\\ g mg Il
q ﬁ."@%l*lm‘ww“ |IO._

, . ou Ou )
._ompc%om,wﬁw%ﬁamﬁouna _aua.w@m%nzmmm m.m.ml& entre les

trois premidres an moyen de la quatriéme, se changent dans les
suivantes,

. Ou ou
Dy = wlal_la MN =0,

Ou Ou
mvmgu WMI—I@WN "ou
] ou
O =g +eg, =0

Ou , Ou
D»@“.Mnle&&'aM"O'

A

olt Pon a posé

D= T A, Lam TG D= =T
=t

a, b, ¢, d s'exprimant d'une maniére connue au moyen des coefficicnts

des équations précédentes.

Le dernier systme d’équations n’'admet une intégrale commune
que dans les cas seulement ol lon a identiquement les égalités

FANTAS VR A TAYCS

pour toute fonction u, et pour toutes les valeurs différentes de ¢ et
de %, prises dans la suite des nombres 1, 2, 8, 4.

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch. IIL. § 14. 313

Dans le cas contraire, évidemment, il n'est possible de satisfaire
simultanément ni aux quatre équations considérées, ni aux équations
dolt elles sont déduites. Or toutes ces équations ont pour origine
commune les deux équations primitives 7,u = 0, Jyu = 0; donc
celles-ci, dans ce cas, n’admettent pas non plus d’intégrale commune.

Si la condition Qv = DNeww est satisfaite, comme on Ya
exigé ci-dessus, la méthode pour la détermination d’une intégrale
unique, commune aux quatre équations

Oyu =0, Deu =0, Dgu =0, DNu=0

sera encore absolument la méme que celle qui a été exposée en
detail & propos de Pintégration des systémes précédents. Il nous
suffira donc d’en indiquer bridvement l'application.

109. Commencons par déterminer Iintégrale de l'une des équa-
tions précédentes, de la premiére, par exemple; on 'obtient au moyen
de I’équation

ade —dz, = 0,

entre les deux variables z et z,; soit v = const. cette intégrale. En
cherchant Vintégrale

w = F(y, v) = const.,

qui satisfait & la premidre équation et & la seconde, on arrive & une
équation de la forme

: o 0
Daw =g+ 5,70) =0,

Ff(v) étant une fonction connue. Par suite, l'intégrale cherchée s'ob-
tient au moyen d'une quadrature,

dv
w == y-— 7@ = const.
Pour trouver lintégrale

t = O (z,w) = const,,

satisfaisant aux trois E.anu.% équations, on est conduitd une équa-
tion de la forme

0c , O
Dst=1g +35, 9w =0,

@ (w) étant une fonction connue, et l'intégrale cherchée s'exprime au
moyen d'une quadrature



314 Imschenetsky: Intégration des équations auz dérivées partielles

dw -

t=z—

—— = const. |
o w) |

Enfin, 1a détermination de 'intégrale . y
u, = P(<,t) = const, :
satisfaisant & la fois aux quatre équations, conduit & Péquation
ngu..lhw.w m%h\uesu 0,
(t) étant une fonction connue; et Pintégrale cherchée g'oxprime
encore au moyen d'une quadrature,

dt
= o' — [ ——= == const.
R X7I0)
Cette dernidre intégrale satisfait également aux deux équations
simultanées .

J,u =0, Fgu =0,

nisque 'on a . _
e Gy = ' u47 ru,  Jer =\ ut-2,7" v,
et Ny . .
J'u= Ly s TAYCH WA A o CDy, TMu= JAYUE SF VAVUR _(

I

et que les valeurs de Oyt Dgty Dty O doivent s¢ réduire 2 ;.

zéro par la substitution de u, & la place de =

§. 15.

110. Dans les doux paragraphes précédents, wocm.yénm mécmw
ane méthode pour déterminer toutes les intégrales possibles des deux
systémes incomplets d’équations

Hdy -+ Nds,— (E+ V&) dz =0,
HidZ + KTV @ de,+Mdz =0,
dz—7 de=—z,dy =0,
dont Pun correspond aux signes supérieurs, l'autre aux signes infé-
rieurs du radical VG .

iti é en vue moins los .
Dans Yexposition de cette B&&o@m, on a eu :
formules générales.que les procédés généraux pour une telle Eowmgws.
En conséquence, on n'a pas mentionné les cas od, par exemple, les

O

du second ordre d’une fonction de edux variables. Ch. IIL § 15. 315

coefficients IV, R, etc., qui entrent en dénominatcurs dans nos équa-
tions, se réduisent 4 zéro; en effet, les variables =z, y, , #/, 2, jouent
dans ces équations, des réles identiques, ¢t Pon peut toujours prendre
P'une d’elles & la place de Pautre, pour éviter les difficultés en question.

111, Aprés nous étre assurés, de cette maniére, que le nombre
des intégrales de chacun des deux systemes d’équations ci-dessus pout
varier de trois & zéro inclusivement, nous allons maintenant supposer

_que différentes combinaisons de ces nombres d'intégrales sont possi-

bles en méme temps pour l'un et I'autre systéme d'équations, et nous
allons chercher comment, dans chaque eas, on peut obtenir Vintégralc
générale finie de I'équation

1) H'-2Kd |4 Ly, -+ M4 N("2,—2' 2)=0.

Le plus simple de ces cas, celui ol les deux systémes d’équations
ont chacun trois intégrales, et ol, emn vertu de la condition G = 0,
leur différence s’évanouit, a été déja étudié complétement dans le §.
précédent; nous allons passer tout & I'heure & I'examen des autres
cas. Mais il est maintenant & propos de compléter la remarque
faite plus haut, que, dans les deux systémes d'équations considérés,
les variables z, ¥, 2, 4’y 2, jouent des rdles identiques. Pour cela,
nous allons démontrer que, dans l'équation (1) elle-méme, on peut,
au lieu des variables indépendantes = et y, introduire successivement
2 et 5z, x et z, y et 2/, et choisir chaquo fois la variable dépendante

de maniére que le type général de l'équation transforméc ne soit
pas altéré .

112. La premiére de ces transformations, indiqueé par Legendre (*),
peut se présenter comme il suit. Supposons que les expressions de
z, 2, 2, en fonction de = et de y soient

u"\.ﬁafﬁw 2 "QAH.QV, ugneAS,Qv..
les seconds membres de ces équations doivent satisfaire aux conditions
vl 4
ml& =@, WM =Y.

Au moyen des équations 2’ = ¢, z, =1, on peut introduire comme
variables indépendantes 2’ et z, au licu de = ot de . De plus, au
licu de la variable dépendante 2, introduisons la variable w, déter-
minée par 'équation

(*) Histoire de I’Académie dcs Sciences, 1787. Mémoire sur

I'intégration de quelques équations aux différences partielles, par Le Gendre,
p- 314.
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w =24 +yz,—2 o respectivement par
En différentiant w successivement par rapport aux variables indépen- E mm: m@ce. d |_..u X,
dantes 2, z,, il vient . 0 %, mu ' ms
o 3\ 8z 32\ Oy et qu'on la divise par 7" z, —2' % alors, en vertu des égalités précé-
& = a.TA& _ ﬁv 57 Au I.m.mv 55" : dentes, elle prendra la forme
ow 0z\ Oz 92\ 9y mwe — & ay ﬁ wxs_ A-.!lv; .
m]n\l..wlTAa l.vw“mvmu\.._lﬁ T Oy) 02, ; mm‘ wwmﬁmns.*nmmu&n_uzn_lg 22" 023 3t 02'0z, 0.
¥ @q ma.mg K Ayant obtenu, par Pintégration de cette équation, la valeur de « en
En vertu des conditions 5- = @, 5. = ¥, les coefficients do zr 7 » fonction de ' et de z,, on pourra tirer des équations
oy 9y ces 6quations s'annulent, et E Oow Ow
%" B, dans les seconds membres de qQ g FTO mTh = w2 +yz,— o
I'on a simplement :
2w . ow “les expressions de #', z,, z au moyen des variables = ct y.
e == I == Q.
04’ O, 113, Ampére(*) a démontré la possibilité de deux autres trans-
De plus, en différentiant par rapport 4 &' et & 2, les équations formations, analogues 3 celle de Legendre. Pour la premiére trans-
g ) , on trouve . formation, on peut supposer que, au moyen des trois équations
=y T .
\ el dods o B0 TLA, | Pflgh A= =)
= 8z 85 ¥ 0y 04’ 0 8 ' Oy 0= ,

, . on ait exprimé y en fonction de x et de z,. Introduisons, de plus,
dpds , Opdy 1= oy o= + dpdy , au lieu de 2, la variable dépendante », déterminée par I'équation
0= Bz 0z, T Oy 0, ~ 0z Oz, o= 22y,
Mais, en ayant égard aux relations Ea différentiant » successivement par rapport aux variables in-
B dw 89 , Op v S W _, _ : dépendantes = et z,, il vient
I‘i%- @“me Mm.“n. m@.l.ma Il mw\ "

mle.ﬂu..._..A vm.lq & A.uwm|nvm~
on peut écrire les équations précédentes sous la forme ; oz’ 0z, \dy 0z, v
. v i . o OF oeffici 3y Oy
1=4 mus.._nu ‘575" 0=2, muan_»n: %2 0z, , En vertu de la condition by P, les coefficients de E et de 3%,
. . St dans les seconds membres des équations précédentes, s’annulent,
& i P4 .mlmnh. 1=4#, mm+ 2. 5% . et il vient
0=12" 575 158 ‘ mu Oz, z,
! ! o 4 o
On tire de 1a ; 0™ %0 O Y-
5w 2 82w -4, 0w __ _u - De plus, en différentiant par rapport & = et a2z, les équations 2’ = @,
T T Ay W0 Aa, 4} Ol s — 4, % = v, noUS aurons
0w %0 [ 0% 1 . - 02’ Jp By 9y | Oy dy o Oy
.mﬂw.mm\m 9 uag n:n:lln.\n, D . !I.lll_lmw 0z’ T % mm.um.q‘ - mlwxlw..«l\v

Par conséquent, si dans les coefficients de 'équation (1) on remplace

. v . - (*) Journal de I’Ecole Polytechnique, XVI1l, Cahier, p. 90.
] ]
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ou .
0% , ., oW , 0% mwle.
%“K ‘n\mwﬂ. 0=2s,— " 0 0, 1 I.lu:mn\m
On tire de 1a
Bo 1 B _d, O _dm—il |
& T2, 0xfz, =2, Ox? z,,

et

%y 0% A o%y vw i

0?82 \Ozd, = e,
Par conséquent, si I'on remplace, dans les coefficicnts de Péquation (1),

"

’
Y % %

respectivement par )
B o
- wM.\« v—2, wuxu ®H‘
et que l'on divise par z,; alors, en vertu des égalités précédentes
Péquation (1) prendra la forme

0% 0% 0% 0% Py A o% vd .
Nys+2K pp =M+ i—H|5s 50~ \aa,) | =
pru_“ obtenu, par Vintégration de cette équation, la valeur de

» en fonction de @ et de z, on pourra déduire des équations

ov
5 =% z = v-}2,9
i
les expressions de z, et de z au moyen des variables = et y.

114. Enfin, la troisiéme transformation est tout & fait semblable
4 la précédente. Au moyen de la seconde des équations z = \.n
# = @, 5, =1, on peut exprimer z en fonction de y et de 2'. i,
de plus, on introduit, & la place de z, la variable dépendante

U= z-—2' &,

nous aurons alors, comme dans la transformation précédente,

w P g, —2 2 O 1 o2 2, ;
ou 0 _ g% %A, i o - — N
@» == 2, m‘uﬂ = —Z, m.s\m n: ] mus u:. mﬁwu\ u:

5 9% a2 Vn %,

2 82 \9ydd)

Par conséquent, si, dans les coefficients de Péquation (1), on remplace

du second ordre d'une fonction de deux variables, Ch IIL §15. 319

o, 2, %,
respectivement par
ou , ou ou
-— 7 n—2 7 3
0z 0Oz dy

et que Pon divise par 2’, alors, en vertn des égalités que Pon vient
d’établir, elle prendra la forme
0%u 0% 0%u 0% Q% otu J
z%+§§ulama+m|£% %1@& =0

Aprés avoir obtenu, par lintégration de cette équation, le valeur
de w en fonction de y et de 2, on pourra tirer des équations

ou
= — 2,

o

les expressions de #' et de z an moyen des variables « et y.

t = u-t-2r

115. II*est facile de voir que les expressions formées, au moyen
des coefficients des équations transformées, d’aprés la méme loi qui
a servi & former VPexpression G = K?— HL-} MN relative & 'équa-
tion (1), auront des valeurs identiques 3 cette derniére.

Legendre et Ampére, apres avoir découvert la possibilité de
ces transformations générales de Péquation (1), en ont indiqué en
méme temps des applications trés-importantcs. On trouve encorc un
bel exemple de la transformation do Legendrc¢ dans les recherches
de Fuchs sur Vintégration de I'équation .

420" == (1 +2'%z,,

dont la solution a été complétée ct simplifide par Hoppe(*). Mais
nous ne nous arréterons pas ici sur ces exemples particuliers, parce
que, 3 la fin de ce Mémoire (Chapitre 1V), on démontrera la possi-
bilité d’un nombre illimité de méthodes pour trouver des transforma-
tions de 'équation (1), et non-seulement des transformations analogues
3 celles de Legendre et d'Ampére, par suite desquelles I'équation
transformée conserve le type primitif, mais aussi des transforma-
tions par suite desquelles, & la place do Péquation (1), on obtient
une transformée plus simple, savoir, une transformée de forme
}inéaire par rapport aux dérivées partielles du second ordre. En
méme temps, nous ferons des applications de ces sortes de trans-
formations.

(*) Crelle’s Journal ftir dic Mathematik, 1861, Bd. LVIII, S. 80 u. 363.
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§. 16.

116. Revenons maintenant 3 la considération des méthodes
d'intégration de 'équation ‘

AHV '+ 2K ' l_l hu:l—lgl_l .N<.An:u= -3 .mv =0,
dans les cas ol chacun des systémes
Hdy -+ Ndz, — (B+VG) de=0,

(A Hdi' +(K—V @)dz,~+ Mde =0,
dz — 2 de—z,dy=0,

_ ( Hdy-+ Nds,—(KE—V @ dz=0,
(B) Hde' +(BE+V @)ds, — Mdz =0,
dz—2' dz —z,dy =0
admet moing de trois intégrales distinctes. Supposons que nous
connaissions deux intégrales’ distinctes
u, = const., ug = const.

du systéme (A). En vertu de ce qui a été démontré plus haut, les
fonctions %, et ug, substituées & la place de #, satisfont aux deux
équations

i =0, Ts =0,
dans lesquelles il faut prendre G avec le signe supérieur. cum fonc-
tion arbitraire @ (u,, ug) de u, et de % ¥ satisfait pareillement;
donc équation

2 ) G?& gnv =0

gera une intégrale du systéme (A), et par suite devra étre uue inté-
grale de la proposée (1), cette intégrale, renfermant des dérivées du
premier ordre et une fonction arbitraire, sera une intégrale générale
du premier ordre.

De méme, en prenant deux intégrales du systéme (B),
v, = const., vy == CcONst.,
on obtiendra une autre intégrale générale de premier ordre
3 ¥ (v, v3) =0,

117. La méthode proposée par Monge pour trouver Pintégrale
primitive de Péquation (1) repose sur la détermination préalable

o

du second ordre d'une fonction de deur variables. Ch, 1IL §16.. 321

d’'uné intégrale générale du premier ordre de cette équation,laquelle
étant connue, il ne reste plus, d'aprés cette méthode, qu'd intégrer
comme une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Si
'on obtient une intégrale générale, il entrera dans son expression
une fonction arbitraire, distincte de celle qui était déja renfermée dans
'équation & intégrer; par conséquent, cette intégrale, renfermant deux
fonctions arbitraires, devra étre I'intégrale primitive générale de Péqua-
tion (1). Si Pon obtient une intégrale compléte, il entrera dans
son expression deux constantes arbitraires. En supposant I'une d’elles
fonction arbitraire de Vautre, ot joignant & Yéquation intégrale sa
dérivée prise en différentiant par rapport & la constante arbitraire
restante, on aura lintégrale primitive générale de V'équation (1) et
la condition pour la détermination de l'argument de I'une des deux
fonctions arbitraires qui y entrent.

Si I'on peut parvenir 3 deux intégrales géuérales du premier ordre
(2) et (3), alors, en éliminant entre elles unc des dérivées du premier
ordre 2/, z,, on obtiendra une équation qui pourra étre integrée
comme une quation différentielle ordinaire cntre les deux variables
z et z, ou # et y. L’intégrale doit nécessaircment contenir les deux
fonctions arbitraires renfermées dans 'équation & intégrer. Si Von
peut résoudre les équations (2) et (3) par rapport & 2’ ct & z,, alors,
en substitnant ces valeurs, on pourra intégrer Yéquation

dz—2'de—z,dy = U;
car la condition d'intégrabilité

QoW  oF ¥ (0T , 00 , 0P (0¥ , oW
wmta ) watar)ts @ tan)
ow (10,20 ) _,
T 0s, \Oy ' 0On )=

sera remplie, ce dont il est aisé de S'assurer, en ayant égard aux
égalités

q“_.e”oe Q»&ch

118, Mais, d’aprés le Mémoire dans lequel Monge a exposé
sa méthode(*), on voit que, au point de vune de la généralité, il-
avait déja été fait une grave objection, fondeé sur ce quil existe
des équations de la forme (1), admettant une intégrale primitive finie,
mais n’ayant pas d’intégrale générale du premicr ordre: par exemple,
Péquation

qu ¥ == C« /INw~NH = ().

-

(*) Histoire de "Académie des Sciences, 1773

Theil LIV. 21
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!
a2 0
7] T ?

dont Vintégrale générale finie
s = p(aty)+ @@=y —zp @t P+ vyl
a bté trouvée par Euler. (Voir § 11).

Ne voulant pas admettre un pareil fait, Monge gest efforcé de
représenter les intégrales générales du premier ordre de I'équation
précédente sous la forme

4 4z, = ¢ @+y)— 29" (z+Y) +.\;W+e§+s E (de— dy),

iy = ¥ et )= 2w f [ ) st

en ajoutant pourla détermination des fonctions superflues les conditions
3 &~ "
¥(e—y) = =+¢" @+ 9

) = SV

- Mais dans ces expressions, comme on Pa remarqué avec justesse,
i o 6té fait un usage illégitime du signe 7(*). En outre, on peut
ajouter encore qu'aprés avoir admis Vexistence de l'une des intégrales
de cette forme, il n'y aura pas de raisons pour rejeter lautre; mais,
dans ce cas, les conditions précédentes pour la détermination des
fonctions - arbitraires superflues, ayant lieu en méme temps, donnent
¢ = 0, cest-d-dire changent ¢z en une fonction de y seulement.

119. Ainsi, en ne prenant pour les intégrales du premier ordre
que la forme (2) ou (3), on peut toujours examiner gi Péquation (1)
admet de telles intégrales; car cette question se raméne i cette autre:
les équations (A) et (BY ont-elles chacune deux intégrales distinctes?
et la solution de cette dernidre question a été exposée avec détail
dans un des §§. précédents.

Ampére, aprés avoir signalé de cette maniére la nécessité de
borner Vapplication de la méthode de Monge aux seuls cas ol
Téquation & intégrer admet une intégrale générale du premier ordre,
o fait ressortir, en outre, la difficulté d'appliquer les méthodes ordi-
naires d’intégration & Vintégrale générale du premier ordre, par suite
de la présence d’une fonction arbitraire dans cette intégrale. Mais

(*) »On a reproché que ces expressions étoient abusives, (Ibid., p. 187).

b ¢

du second ordre d’une fonction de deuz variables, Ch.1IL § 16. 323

la .Bm%o% d’Ampére elle-méme, fondée aussi sur la détermination
E.m&pze d'une intégrale générale du premier ordre, n’écarte pas la
m&wg_a qu'il avait lui-méme remarquée, et 4 laquclle on ne peut
mSamm:Baﬁ échapper qu'en se servant d'intégrales particuliéres
de Déquation (1), au lien d'intégrales générales, comme nous le
verrons plus tard.

120. Poursuivons notre étude de la méthode d’Ampére, et
%um.woum actuellement ’attention sur une autre remarque de ce wmoB@,?o
consistant en ce que le systéme auxiliaire des équations &mmwmuau
elles .on&um#om auxquelles se raméne Pintégration de P'équation (2)
m.oE.En les équations (B), et pareillement, que le systéme des équa-
tions auxquelles se raméne l'intégration de I'équation (8) fournit les

équations (A). On peut se convaincre comme il suit de la vérité de
cette remarque,

L’intégration de I’équation aux dérivées partielles du premier ordre
D (g, ug) = O
conduit, comme on sait, au systéme d'équations simultanées

&.S‘ . I&..\ dz -z — ez
@ 96 "0 5B, 90 b, 0, "o, 00
7 m wites mTEY g tme

Mais, en vertu de I'égalité {7, @ =0 ou
mm._.me HJ® K—V@wod
0y

2% T N8, ~— N 8
les m.pga.oum formée par le 1¢r, le 2¢ et le dernicr rapport peuvert
s'écrire ainsi,

de _dy e
00 G0 a0 K—=VG o0
0z’ 0z, N 0, - N 0

En multipliant les deux termes du premier de ces rapports par
~|le. V&), ceux du second par H et ceux du troisiéme par N, et
égalant le troisidme rapport au rapport des sommes des termes des
deux premiers, il vient

Hiy—(E—Y @) da — Ndz,

30 — 390 30 50
Hg —K=V@®gr Hg—(K—V&g;

et, en supprimant les dénominateurs, qui sont égaux, on en tire lu
premidre des équations (B).

De plus, en vertu des égalités 7; @ = 0, 7, @ = 0, dont la
premiére donne u

00, 00 L0 _K+V500
0z * 0z © T N& N &,

21%
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les équations formées par le 1er, le 4° et le 5° des rapports (4)
peuvent s'écrire de la maniére suivante, .

dz —dz' _ —dz,
80 ~ L3® _K4VGpo HID K—YG3O
o' NGO N @& N0, = N 0

En multipliant les deux termes du premier rapport par M, ceux du
second par H, ceux du troisidme par (K+47VY @), puis égalant le pre-
mier rapport au rapport des sommes des termes des deux autres,
ajoutés terme & terme, il vient

Mde — Ha! —(E+V @) dz,
A0 TEL_ KT GIoT
0z . N oz'
Or on a
G = K%— HL- MN,
et par suite
HL—K} @G
5 =M.

Douc, en supprimant les dénominateurs égaux dans les deux rapports
précédents, on trouvera la seconde des équations (B).

Enfin, ‘en multipliant les deux termes du premier des rapports
(4) par ¢, ceux du second par z,, et égalant le troisidme rapport &
celui de la somme des numérateurs 4 la somme des dénominateurs
des deux premiers, il vient

ddztzedy dz
od o® L0 9’
a.mﬂl—lu.mﬂ. % .mwﬂuTu\mN.
ol Pon tire la troisidme équation (B).

On vérifierait absolument de la méme maniére la seconde partic
de la remarque d’Ampére.

191. Abstraction faite de Vimperfection” signalée plus haut, la
méthode de Monge est trés-digne d'attention, comme étant le pre-
mier procédé suffisamment général qui ait été proposé pour linté-
gration des équations de la forme considérée; d'amtant plus que
Pauteur de la méthode en a domné de belles applications dans sa
célébre ,Application de P'Analyse 2 la Géométrie. Nous allons, dans
un court extrait, emprunter & cet ouvrage un exemple, pour donner
une idée plus compléte des différents procédés auxiliaires dont un
analyste habile peut faire usage dans le développement et 'application
des idées simples qui servent de fondement & cette méthode.

Supposons quil g'agisse d'intégrer I’équation

" a(B4-a)d"+[B(B ) — elet-2)] , —Blat#)z, = O,

du second ordre d'une fonction de deux variables, Ch. IIL. §16. 325

olt 'on a posé, pour abréger,

QlTun\

r
x3,— Yz

=== Iﬂu

o 22’
sa—yd B
En comparant avec P'équation (1), on a ici
H = o(f4-2,), K= w_”uaul_lusvllaﬁnl_lndu_. L =—@(e+7),
M=N=0 - 6=4[B@+)}alats]
D’aprés cela, les équations (A) et (B) prenncnt la forme
(B+2)dy+(a+-2)dz == O,
(A) ade'fdz, = 0,
de—z'do—z,dy = 0;
ady— fdz = 0,
(B) (B—+-#)de'—(a~+-2")dz, = 0,
dz—z'de —z,dy = 0.
~ En ajoutant la premiére et la troisitme des équations (A), on
trouve
wdz - fdy-+dz = 0.
La derniére équation, considérée en méme femps que
ads’ +fdz, = 0,
peut étre remplacée par deux autres. Pour cela, il suffit de remar-

quer que les valeurs données ci-dessus de « et de 8 s'obtiennent comme
solutions algébriques des deux équations

oz} fy—+z =0,
oz’ fz, —1 = 0.
En concevant donc que Pon ait substitué ici & o et & 8 leurs valours,

et différentiant les identités ainsi obtenues, on trouve les égalités
identiques

ads -4 fdy -+ dz+zda +4-ydf = 0,
edz' -+ Bdz, |-+ de-2,df == O,
en vertu desquelles les deux équations & intégrer se raménent & la forme
zda-}ydf =0, Zdo+zdf = 0,
da = 0, df = 0.
Par suite les deux intégrales distinctes du systéme (A) sont
o =a, =1,

y-ez, 22’

|||||I|L]L.llau — = )

ou

ou

23, —y2' z,— yz ’
o et b désignant des constantes arbitraires.

On obtient maintenant une intégrale générale du premier order
de I'équation proposée, en éliminant a entre les équatious
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yt2z, w27
an..lwn\.l..a. < az,—yd
¢ désignant une fonction arbitraire. . Mais, en vertu de la remarque

faite plus haut, on peut, au lieu de ces équations, prendre les deux

suivantes,
ax+yp(@)+2 =0,
az'—+2,9(a)—1 =0.

Pour en éliminer @, on peut imaginer que la valeur de cette
quantité soit tirée de la premiére équation et substituée dans la se-
conde. Or, quelle que soit la fonction ¢, cette valeur doit s’exprimer
au moyen de z, y, » seulement. Donc la seconde équation, qui re-
présente aprés la substitution Vintégrale générale du premier ordre,
sera linéaire par rapport & 2/ et & z,. Par gsuite, pour en déduire
lintégrale primitive de I'équation donnée, il suffira d'intégrer le sy-
stéme d’équations simultanées .

dz dy
G.v M«. == WNM«IV = dz,
en considérant a comme une fonction de =, ¥, =, satisfaisant a 'équation
az—+yp(a)+2=0.

Ayant déterminé deux intégrales distinctes de ce systéme, avec
des constantes arbitraires ¢, ¢/, et établissant entre ces derniéres une
relation arbitraire ¢ = ¥(c), on n'aura plus qud é€liminer entre les
trois équations ainsi obtenues les quantités c et ¢/. Le résultat de
I’élimination donnera I'intégrale générale primitive de I'équation proposée.

= QAQV.

~ 122, On peut trouver trés-simplement une des intégrales du
systéme considéré. On a, en effet, d’aprés ce systéme,

sda~-ydy

actypa)
ou, par suite de Péquation ax-yp(a)+2 = 0,

ade—ydy-t-2ds = 0,
Byttt =

¢ étant une constante arbitraire.

Cette intégrale peut encore s'obtenir facilement, en vertu d'une
remarque d’Ampére, au moyen du systéme des équations (B). En
effet, si P'on substitue les valeurs de « et de B dans la premiére de
ces équations, et que, aprés avoir chassé le dénominateur, on ’ajoute
& la troisiéme, il vient

d’olt, en intégrant,

ode - ydy+=ds = 0.

En passant au calcul de Tautre intégrale du systéme (y), remar-
quons que l'on &

1

du sscond ordre d'uns fonction de deur variables. Ch. 1IL §16. 327

dwx dy
P as o(a),

et par suite
_ U _ o
dz Paz )

Or, des €quations

zdotydy4ede =0, aP4yitat =
on tire
adotydy .
dy = -7 )
. Vei—ai—y?
par suite, )
dyd—ai =3 A&a«\%lam ..‘.|.cimv _
sdotydy O\ adetydy

L'intégration de cette dernidre équation entre les deux variables
z ot y effectue de la maniére suivante. En désignant par ola quantité
sous le signe @, on aura, aulieu de I'équation précédente, ces deux-ci,
(a) wetyp(e) = VA—~at—3f,  wdz— o(w)dy==0.
Si w était une constante, 'intégrale de la derniére équation gerait de
la forme

oy — @{w)z == const.;

mais, comme o est une quantité variable, la constante du second
membre doit &tre remplacée par une fonction de w, de sorte qu’on aura

(B) wy — p(w)z — f(w) = 0,

flw) étant déterminée de teile maniére que la dérivée du premier
membre de Péquation précédente, prise par rapport & o seulement,
soit égale & zéro, clest-i-dire, de maniére que Yon ait
(@ y— @' (w)z—f () =0.
Par Pélimination de » et de y entre les équations (a), (8), (c), on
obtient une équation différentielle ordinaire cntre e, p(w), f(w), la-
quelle peut servir & déterminer la forme de la fonction 7. En effet,
des équations (5) et (¢) on tire
_I=of B

wp’—¢’ T o —@
Substituant ces valeurs de x et de y dans la premiére équation (a)
il vient
(000" ) — (0 @?)f

= VA (g —gP— (9N T 2o+ o9 Y — (@197
Or, en posant
\.

e"#\%‘
dv _ (@ +¢° ~ (ot 99")/

do (0¥ ed-

o Y

il vient
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D’aprés cela, _.maamsg‘uﬂm&%b«w,mdo&p ainsi, it 8y 8, .
. mme?‘_lzms? (K+V@) =

A&Iev Hop— )t ~ (14 074 2(a+t o) i — (w® 190/, 3
do) = (o3 - (4) ma?.*.cmld\oa maama 4-M =0,
en ajoutant cette dernitre équation, multipliée par w®--g¢? an carré kR 5% y
de la précédente, il vient L ﬂm —d —z (e = = 0
(B _ (o9 =gk (s £ S
:+em+edﬁmev = (@ FoE\" T wtte?/’ . +¥ —(E=V6) =
ot m% 52~
d : (op'— @ldw ) (B) m@nlmw..INuT V&) mWMw:TNS =0,
Va—w  (o+oedV 1+ o+ ot _ B &
Les variables » et o sont ainsi séparées. En intégrant, il vient ) ma%.la 0BT
» f T, (g’ —@)dn , Dang les équations (A) et (B), on prend respectivement pour
¢ Varifgr mET + AewlTewva\Hlu_Wmvﬂ_nmg variables indépendantes z et a, et x et §; = pouvant représenter

ici Pune quelconque des deux anciennes variables indépendantes, et

En substituant la valeur de f dans I'équation (), et posant o, B designant les arguments des deux fonctions arbitraires de l'inté-

= yle), ¢ =Yt F : grale générale primitive et finie de cette équation. Il est clair que, dans les
on obtient I'intégrale générale primitive du probléme, sous la forme ” équations (A) et (B), on peut changer partout le signe du radical VG.
5 . . 124. Si Péquation (1) admet une intégrale géneérale du premicr

— oy — VIR TL A It ot 2 1,20 40 > QU
V= ay—zp() -V @+ )0 + 97 .mET_“As T4, ordre, on peut alors supposer quwil existe deux combinaisons des
+ ,\4 (0p'—g)dw =] = équations (A), telles qu'on les intégrerait de la méme maniére que
(oY IF o®+o? : si, au lien de dérivées partielles, elles contenaicnt des dérivées ordi-
Pour la condition qui déterminé w, on a P'équation (¢) ou o naires de fonctions de la seule variable . Pour trouver ces deux
v O combinaisons intégrables, si elles ne se présentent pas d’elles-mémes,
,g =0, : on peut se servir de la méthode exposée au § 14. Ayant obtenu

leurs intégrales, dans lesquelles entrent deux constantes arbitraires,
on aura le droit de remplacer une de ces derniéres par o, l'antre
par une fonction arbitraire p(a) de e; car, dans les équations (A),
on sous-entend qu’en méme temps que z il y a une autre variable
indépendante «. Supposons domc que les deux intégrales distinctes
des équations (A) soient

(2) Mz, g, 2, .o\_ z,) == @, F(z, g, u\u z,) = o(e).

§ 17. : En considérant maintenant » et § comme variables indépendantes,

et différentiant, dans cette hypothése, par rapport & x, on tire des
deux équations précédentes ces deux-ci,

De méme, en commengant par l'intégration du systéme (B), on
peut obtenir encore une solution générale du probléme précédent,
présentant un intérét spécial pour linterprétation géométrique de
'équation proposée et de tous les résultats ultérieurs du calcul. Mais
il ne nous est pas possible d’entrer ici dans ces détails.

123. La méthode 4’ Amp ére pour lintégration de I'équation

@) H'4-2Ks 4 La, M+ N('s,— 2 B) = : m\. O Oy ,Of 0=, O O | O Oz Oa

dans les cas ol elle admet une intégrale générale du premier ordre, o &t oy msa.._..mu waa..TmM gn_:wﬂ oz(f ~ 0x(B’

constitue un changement de forme et un perfectionnement de la mé- o @ oF  OF oy mm_ 0z  OF &' | OF 0z,

thode de Monge. o 50 BB 5 BB T8 (BT 55,308 — ¥ (®) 55 msa
Représentons les deux systémes d’équations, auxquels se raméne s Si I'on élimine, entre les sept équations (2), (3) et (B), les quatre

I'intégration de I’équation (1), sous la forme que leur a dounée Am- . o' Oz,

pére (§ 12), . quantités 2', z,, ma% maa. on obtient trois équations, dans les-
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quelles il n'entre que les dérivées par rapport & = des variables z,
2, o. On peut donc les intégrer comme un systéme déterminé d'équa-
tions simultanées aux différentielles ordinaires, et l'on trouve ainsi
les expressions de y, z, « au moyen de x et de trois constantes ar-
bitraires C, C', €. Mais, comme il est sous-entendu que § est, en
méme temps que x, la seconde variable indépendante, les constantes
arbitraires C, €', C" pourront étre remplacées respectivement par 8,
w(B), %(B), en désignant par ¢ et 3 des fonctions arbitraires.

Mais Pensemble de ces trois équations, renfermant trois fonctions
arbitraires g, y,7, ne représente pas encore I'intégrale générale de I'équa-
tion (1), puisque cette intégrale ne doit contenir que deux fonctions ar-
bitraires. La présence de la fonction arbitraire superflue s'explique
par la raison gue nous nous sommes 8ervis d’'une partie seulement
des conditions qui déterminent la fonction z, savoir, des équations dans
lesquelles il n'entre que les dérivées partielles par rapport A «, tandis
quil est nécessaire d’avoir égard aussi aux autres équations, ol
entrent aussi les dérivées partielles par rapport & f.

En effet, en exprimant I’équation

dz = &'de+2,dy
au moyen des variables indépendantes z et B, on aura
wm%._.ww% = Jdnts, wlw%.fww%v.

d’ob lon tire les deux équations

O o 0z dy

mﬂw"n\.._lu\wm. wlw.".fmw.
ot nous n'avons pas encore tenu compte de la seconde de ces équa-
tions. En y substituant donc les valeurs trouvées pour les fonctions
¥, %, 3,, Dous obtiendrons une condition pour la détermination et
Pélimination de la fonction arbitraire superflue. Pour cela, on peut
o servir d’une autre équation, équivalente & la précédente, et que
Yon trouve en se fondant sur ce que l'on &

@Am+s W.mv _ m? ww@

op oz
ou
3’ | 92,0y 8 8,0y 0%
55+ op6e 808 = 0o 0B T 80"

d’ott Pon tire
3 0z, 0y 05,0y
B =dp B oz’
1925, Appliquons cette méthode d’intégration 4 l'exemple par-
ticulier suivant,

du second ordre dune fonction de deuz variables. Ch.IIL. §17, 331

ety )6+ 1) = (' —'—2)7 .
Les deux premiéres gcwammm du systéme (A), dans lequel nous
remplacerons les signes de V' & par les signes opposés, prennent la forme
Oy 0z 0z , 0z
n\.mummm..*lﬁw'ﬁ\m“oq n\m.ls.ﬂl_lﬁu ...Tavﬂml*'u\”o.

En intégrant la premiére de ces équations, il vient

Z,y = u
Elimi . . mm. :
iminant entre ces équations %’ on a la combinaison intégrable

o' o

y Awmm._upv l?\+avwmwm =0,
d’onr résulte
2
g — Pl

S8i w..ouegun pour variables indépendantes z et 8, et que l'on diffé-
rentie dans cette hypothése les équations

1) 2,y = &,
2) m~+a = yop(a),
on trouve :
Oy 0z, Oa
3 n\ﬁm.*.ﬁlsmm = 526"
0z 0
) fag 1= (@) mﬂww..*ée\@mw.

A ces quatre équations il faut encore ajouter le systéme (B), qui
devient, en changeant partout le signe de V@,

0 o
®) (s H B — D = O,
® o1 =0,

&(p = T4 (p
L’équation (4) prend, en vertu de (6), la forme

1 3y |, ¢'le) B« ,
(8) mﬂw+ (@) 3@~ O d'od yo(e) = B.

L’équation @. prend, en vertu de (3), (2) et (8), la forme

H
Gaf = Y9 =B, dob &= fat-y(f).
L’équation (7), en verta de (2), (8) et (1) peut s’écrire ainsi,

Oz : )
&G = B—ot3o@ 5t

Or on tire de (8)



332 Imschenetsky: Intégration des équations aux dérivdes partielles
8y __ Bolle) da
ox(f [p(e)]?0=(8

Ba = mlslaﬁgnvlmml.
Ox(B o(x) 0=(B
On en conclut, par l'intégration,

et par suite

T

= Aul. .w.v x— alog p(a)-4-/log p(e)da—t 7(8).

En supposant maintenant logp(e) = ®'(a), les trois équations ob-
tenues par Vintégration peuvent g'écriro comme il suit,

e = (6-3)a+ 0@ —e@ @+,

y = fe— ¥,
¢ = fa+v(B)-
Pour éliminer la fonction arbitraire superfiue, il faut satisfaire 4 équation
0z dy
e e
On trouve, pour cela,
L G A I IR

En substituant ces valeurs dans l'équation précédente, on obtient la
relation suivante entre les fonctions ¢ et 7,

(B) = B1'(B)-
Par suite, Pintégrale primitive générale de I'équation propossée, apres
P'élimination de «, peut se mettre sous la forme suivante

- — (35 o+ @ 1Ble+1 @Y —BLe+H I (Bt B 10
y == Pe— P'{BE+ BN}

L’intégrale primitive générale peut s'obtenir sous une forme plus
simple, en mettant les intégrales du systéme (A) sous la forme
1) Yz, = p(e),
2" z -z = yo.
Si Yon considére » et § comme variables indépendantes, et que l'on
différentie les équations précédentes par rapport 3 «, il vient

0z, 9 __ O

3" .Q\MWAlulTu.Mmmle ﬁ?&mwaau.
2 o 9y
@) W@ T T VR T 56

Des équations (4') et (6) on tire
@®) ay — B.

* e IV

R

e

du second ordre d’une fonction de deux variables, Ch IIL §.17. 333

L’équation (5), en vertu de (3'), (2') et (8'), devient
N L
@ Aﬂvg =Py
et donue; par lintégration,
@(e) = fz—+-p(B).
Enfin (7), en vertu de (2), (8') et (1), prend la forme
Ox « 0
BB = mla.Tme?o Mmmw
Or, on tire de (8')

& _ B e
dz(B~  «2ox(B’
d’on
0z @(a) Ou

BB =P Ta B’
par suite, en posant @(e) = a®’(x), on aura

c=(6=3)e—0@+i®, s

[+4
a*Q'(a)
a®'(e) = fz+-v(B), &= Ilu :
11 est facile de vérifier que, au moyen des valeurs précédentes de y,
z, z,, on satisfait encore & 'équation
8z Oy
B~ * 3’

si I'on pose, semblablement & ce qui été fait daus le cas précédent,

Y(B) = By'(B).
11 gensuit de 1 que, par Pélimination de e, Vintégrale générale pri-
mitive est représentée par les équations
o= (8—5)e—0(5)+un
_, 1 Amv .
0=e— @'\ ) +7®),
dont la seconde s'obtient en différentiant partielloment la premiére
par rapport & §.
11 est aisé de s’assurer que lintégrale peut s'obtenir aussi trés-
simplement sous cette derniére forme par la méthode de Monge.
126. D’aprés les indications que nous venouns de donner, on voit
que la méthode ’Ampére consiste en réalité dans un simple chan-
gement de forme de la méthode de Monge. Daus la premitre, ab-
solument comme dans la seconde, on commence par déterminer, au
moyen du systéme (A) par exemple, une intégrale générale du premier
ordre de I’équation (1). Au lieu de considérer, avec Monge, cette
intégrale comme une équation aux dérivées partiellcs du premier
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ordre, et de former, pour V'intégrer, le systéme auxiliaire des équations
simultanées de Lagrange, Ampére fait directement usage des équa-
tions (B), qui, ainsi qu'on I'a démontré, doivent étre renfermées dans
le systtme de Lagrange. C'est précisément dans cc procédé que
consiste 'avantage de la méthode ’Ampére. Mais de cette maniére
on ne se débarasse pas de la fonction arbitraire de 'intégrale générale
du premier ordre, laquelle ge montre inévitablement dans les trois
équations simultanées aux différentielles ordinaires, & Pintégration
desquelles se rameéne finalement la question. En outre, dans les
intégrales de ces équations, il entre trois fonctions arbitraires, dont
une doit &tre &liminée au moyen de Yune des équations

0z oy 9 00y 02,0y
Mw"ufmluu ou wlmlhwhmuwtmhma.
ce qui améne vne complication du probléme, que Pon ne rencontre
pas dans la méthode de Monge. .

Dans le Chapitre suivant, nous exposerons une méthode qui évite
la présence des fonctions arbiiraires dans les équations & intégrer du
probléme primitif. Car, dans les cas mémes ol Véquation (1) admet
des intégrales générales du premier ordre, on peut, d’aprés notre
méthode, employer, au lieu de ces derniéres, des intégrales particu-
lidres ol il n'entre pas de fonctions arbitraires.

Chapitre IV.
Méthode de la variation des constantes arbitraires.

§ 18.
127. Si I'équation

1 H'+ 2Kz |+ Lz, MA- N2~ 7'5) =0

w'a pas d’intégrales générales du premier ordre, alors les méthodes
d'intégration fondées, comme celle de Monge, sur la supposition de
Yexistence de ces intégrales ne sont plus applicables. Lagrange a
cherché 3 fonder la théorie de Pintégration des équations comprises
dans la forme générale (1) sur la détermination de leurs intégrales
particuliéres complétes, cest-d-dire contenant cing constantes ar-
bitraires, et sur l'application de la méthode, découverte par lui, de
la variation des constantes arbitraires. Mais de cette maniére on
obtient des conditions dont la réalisation est en général si difficile,
quil a lui-méme reconnu ce procédé comme étant plus curieux qu’utile.
Ampeére(*) aappliqué avecbien plus de succes laméthodede lavariation

(*) Journal de I"Kcole Polytechnique, XVIITe Cahier, §. IV.

+
1
‘

du second ordre d'une fonction de eduz variables. Ch1V. 818, 335

des  constantes arbitraires aux intégrales particuliéres du premier ordre,
tirées des systémes d’équations

m.mwlﬂ“.*[z%%wlmla\mn 0,
(4) m%ﬂ+§|<®@wﬁ+anp
%wl\l,mmwu :
mu,mm._:zwwﬂw —K4VGE =0,
®) | mlwwiwwd\@m\ﬁaup
% Y

' 1
m.&dw..lu .ia,maa = (),

lorsque chacun de ces systémes, ou au moins I'un d'eux wv'admet
qu'une seule combinaison intégrable, et que par suite il est impos-
sible d’obtenir pour P’équation (1) une intégrale générale du premier
ordre. Avant quAmpére et attiré Pattention sur ces intégrales
particulidres, on D'en avait su tirer aucun parti pour la recherche
de lintégrale générale primitive de I'équation (1).

On ne peut cependant s’empécher de remarquer que la théorie
fondée par Ampére sur cette idée profonde ot orginale, ne se di-
stingue pas par la simplicité, et que la voie méme qu’il a choisie
pourrait étre aplanie en beaucoup de points et conduire plus direc-
tement au but. En outre, comme Bour le fait remarquer avec raison,
oles cas ol les équations de la caractéristique® [c’est-a-dire les
équations (A) et (B)] , n'admettent pas de combinaison intégrable,
ont & peu prés échappé jusqu'd présent 4 tout essai d'nue théorie
générale (*).° A en juger d'aprés certains passages du Mémoire de
Bour d’ol est tiréc la remarque précédente, et od il expose quel-
ques considérations détachées sur l'intégration des équations aux dé-
rivées partielles du second ordre, on peut en counclure quil a regardé
comme possible de revenir 4 la méthode de Lagrange, malgré les
difficultés qu'elle présente. ,Je suis heureux®, dit-il comme cou-
clusion de son Mémoire, ,,d’avoir prouvé que ces difficultés ne somt
pas toujours insurmontables; et que la belle méthode de Lagrange,
aprés avoir si bien élucidé toutes les questions relatives aux équations
du premier ordre, n’a pas encore dit son dernier mot sur la théorie
beaucoup plus difficile des équations & différences partielles du second
ordre (*¥).¢ .

(*) Journal de ’Ecole Polytechnigque, XXXIXe Cahier, p. 189.
(**) Ibid., p. 191.
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L’étude attentive des méthodes de Lagrange et dAmpére
m'a conduit 3 la conviction de la possibilité d’appliquer la théorie de
la variation des constantes arbitraires aux intégrales particuliéres de
Péquation (1), sous une forme plus simple et plus générale que celle
sous laquelle Ampére a présenté sa méthode. En me fondant seu-
lement sur la supposition de I'existence d’intégrales primitives parti-
culidres de Péquation (1), renfermant trois constantes arbitraires, j’ai
obtenu des formules générales pour en déduire Pintégrale générale
de Péquation (1) au moyen de la variation des constantes arbitraires
de lintégrale particuliére. La généralité de I'hypothese fondamentale
permet d’appliquer ces formules, non-seulement au cas mentionné plus
baut et dont Ampére s'est occupé exclusivement, mais encore &
celui ob les équations (A) et (B) n’admettent ancune combinaison in-
tégrable, ou & celui, au contraire, dans lequel ces deux systémes
d’équations admettent plus d’utte combinaison intégrable. Nous avons
ainsi une méthode embrassant tous les cas de l'intégration de 'équa-
tion (1) qui different par le nombre des intégrales possibles des
équations (A) et (B), nombre qui peut varier depuis trois jusqu'd zéro
inclusivement. Nos formules générales, considérées sous un autre
point de vue, donnent un nombre illimité de méthodes pour obtenir
des transformations de I'équation (1), par suite desquelles celle-ci
conserve son type primitif, ou éprouve une simplification notable, en
se changeant en une équation linéaire par rapport aux dérivées
partielles du second ordre.

198. En abordant maintenant Pexposition de la méthode de la
variation des constantes arbitraires, nous commencerons par LOUS
occuper de la solution de la question importante que voici: Com-
ment peut-on obtenir V’intégrale générale de I’égquation
(1), lorsqu’on en connait une intégrale particuliére quel-
conque, renfermant trois constantes arbitraires?

Il est évident que le succes de la résolution de cette question
comprend toute la théorie de la méthode d’intégration considérée.

Soit
(2) =0,y & ¥ 1)
une intégrale particuliére de Yéquation (1), renfermant trois con-
stantes arbitraires o, y, 7. En la différentiant par rapport & = et &
y, on aura les expressions des cing dérivées partielles du premier et
du second ordre de la fonction.z, que I'on pourra représenter par

=, z=mun, = = o,, 8,=0,
Par la substitution de ces expressions et de Yexpression donnée de
e premier membre de P'équation (1) devra, d’aprés la supposition,
se réduire identiquement & zéro, pour des valeurs quelconques des

quantités ¢, y, 7.

< -

rinl a4

TS

ot St

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch.IV. §18. 337
Supposons maintenant qu'une de celles-ci, # par exemple, repré-

sente une fonction, provisoirement indéterminée, de « et de y, et que
« et y soient déterminés en fonction de « et do y par les équations

0w ..Twmvwm 0w , dwiy

O Gnoe T mwnTng"o,
que l'on obtient en égalant séparément 4 zéro les dérivées partielles
mo. @ par rapport & « et & y. On pent écrire cos équations plus
briévement, de la maniére suivante [art. 101],

0.0 0.

® 5= =0, m|°‘e =0,
en a.oﬂgmﬂ qu'un point placé aprés le signe 2 indique que la diffé-
rentiation par rapport & « om & y est faite mon-seulement en tant
que ces quantités entrent explicitement, mais encore en tant qu'clles
cntrent par le moyen d’autres quantités, comme elles le font dans le
cas présent par le moyen de 7.

129, Voyoms & quelles conditions les trois équations (2) et (3)
pourront représenter une intégrale de (1). Pour cela, calculons de
nouvean _ow expressions des dérivées partielles de z, en ayant égard
aux suppositions que nous avons faites relativement & «, y, 7.

) En vertu des équations (3), les expressions des dérivées du pre-
mier ordre conserveront leur forme primitive,

=o', z=o0,
Les expressions des dérivées du second oa\g changent, et deviennent
n:"S:IT&l.;I.G.@WI—Im.E\m»\ -
% 5T By o’
0.w' 0 , 8.0’y 0.0,0a 8.0,d7

T Gt R T TR ET Oy &
Nt" 8s~+m.3\mg+m.e\w

o 0y 0y By
o o dy ' Oy Oy
i R R N .
en posant, pour abréger,
O0.w' e 0.0,0 0.0 00  d.0
p 000, 0.00,0y .00 3.0"d
de me..T oy o0z’ k= e oy ' oy &’
W 0.0,00  9.0,0 0.0,00  0.w, 0y

“ e mt R W T Gy ooy
Aux expressions précédentes de &, %, %', ! on peut donner une
autre forme, aprés avoir déterminé les valeurs de wln.. Wm. WN mw
iz’ Oy’ Ox ’
wfwﬁ cas se manifeste d’elle-méme Iégalité & — L'. Pour oaw.
différentions par rapport & = la premiére des €quations (3), ce qui donne

9.0 9 3.0 9 .0
Ou "o e "3 Oy
oz + du MmtT oy & 0.

Theil LIV. 29
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Mais, dans le premier terme du premier membre de cette équation,
les différentiations par rapport & = et & g'effectuent comme par
rapport & deux variables indépendantes; donc

d.o 9 dw
[ or 0.
W da  Oa’

et par suite I'équation précédente prend la forme
3.0 0w Oa 0% w0y
ba T Ta7 55 T Badpls
De méme, ¢n différentiant par rapport & = la seconde des équations

®), on aura .0  Bwde K Fody
En différentiant les deux équations (3) par rapport & y, il vient
9.0, 0wl 2. wdy
e 5w oy T ey =
0.0, , 0%w0a , Fwdy
By oy eyt or o T
Des quatre équations précédentes on tire
¢ 1(Rwdo Eodo 9 1 Amn.m d.0  wd.o
aum@@wﬂldﬂuﬁv. %= D v
e 1 (0wl wdo o 1 Amw.Sm.e_ Bwd.
=5 (5 o 5o ) )
en posant
_Bofa_(da)
D=3z 9y? |Amem*v ’
gt, par la substitution de ces valeurs des dérivées partielles de « et
de y dans les expressions de &, k, &', 1, on donnera & ces derniéres
la forme suivante,
—170% @ (0.0'\* EEE mw.aAE bl ]
ue.?m?i 2305y by 9 T o7 \ 0 )k
\QuauuﬁEEg|EAﬁw\g+Egv
D |0aF 9y Oy Oedy fa Oy oy Oc
fwd.od e,
. + 3y Ga Oa u.
_—1e@d.e)  Pelede Fodoy
=S5 Co) et o 5t 3 I
Ontre cela, par un calcul algébrique gimple, il est facile de véri-
fier que, en retranchant le carré de la seconde des égalités précé-

dentes du produit de la .EoB._wS par la troisitme, on obtiendra le
résultat simple suivant,

e Oy oy da
130. Maintenant on trouvera sans difficulté la condition en vertu

1/8.0' 0.0 0.0 3.0)\°
zlawnlﬂ ! \v .
D

-

s bt D o ey

b e a8

S

du second ordre dune fonction de deux variables. Ch, IV, §18. 339

de ~S§=.m. les équations (2) et (3) représenteront une intégrale de
(1). En désignant, pour abréger, le premier membre de équation (1) par
. F(a, 4, 2 2, 5, &', &/, 2,),

substituons-y les valeurs

i=o, 8 =0, 5,=0,, =o'+ ¢, =0, +k =

. A [ I y 2, = O, ITN
tirées des mnn.waoum (2) et (3); en égalant ensuite A zéro la wo~BBm
des termes qui ne se détruisent pas, on aura la condition cherchée.
) mrm résultat de la substitntion peut, d'aprés la formule de Taylor
s'dcrire ainsi, .
F(z,y, 0,0, 0,, 0"k, 0,4k 0,41 = F(r,y 0 0,0,0" ¢, 0,

oF or oF o%F otF
l_l ||..m§+ Y Nal_l F— + w+ —
oo 0, wE:N .wue‘.w k me:meaﬁ.

Le premier terme du second membre de cette égalité se réduit a
zéro, en <o~3~ de la supposition que la substitution des valeurs
im0 = o, 3, =0, =0, /=0, 2,=0,
doit satisfaire & ’équation (1) pour des valeurs quelconques de a, y, 7.
De plus, on trouve
aF oF )
o MNIT&F&Z .mlpﬂ\w = AK— Nuw')), or
—3 FF  OF
00’2 Ow'dw,

F(z, y, o, o, o, &'+1, o4k o,+1)
=(H+ No,) h-+2K— No' ) k-4 (L+ Na")l+ Nhi— k).
On conclut de 14 que les éguations (2) et (3) ne peuvent repré-
senter une intégrale de (1) que dans le cas od la fonction 7 est
Q.memséuoo de maniére & réduire 3 zéro le second membre de ’équa-
tion précédente. En y substituant les valeurs de &, k. I, hl—K3,
données plus haut, égalant & zéro le résultat de la substitution, et

ngaEmEHo%EBF@SESEE&U.ouogminuogcmaou
de la forme :

.0 &0 02
(4 e utad oo ——
) . o2 +mm?$+ﬂ g TU=0
ol Yon a fait, pour abréger,

r = L~ Nw,,,

N;
done

0.0’\* ’ "
d.0' 9.0 0.0'd 0.0 0
= (HH-No,) 5 5 +(E— o' 52 5 + %57 e
(BF-No.) 3 oy F(E—No \VA Oo dy + oy 0 v
(5) ; iy 0-0,8.0,

d.0"\*® !
—T = Q.Nl_lbwe:vﬂdmv +2(K~—Nw',) mml” m@m\ ITAH..TZS:A-QIMV.».
0.0’ 0o, d.w m.e‘Vn

U—=n(%R 00, 00 09,
QAmQ dy oy Oo
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En faisant attention & la composition de I'équation (4), il est
aigé de voir qu'elle est linéaire par rapport aux dérivées partielles

du second ordre
oy & Oy
e’ Oudy’ 3y? ,
de la fonction %, et que, dans ses coefficients, il n'entre, en défini-

tive, que .
a9y
a, % 3.. Ba’ .ml%
02 0° ot : .
En effet, les dérivées maa. w..ﬂq_». s lmmm doivent entrer exclusivement,
% 0%,
la premiére seulement dans mue%. la seconde seulement dans m.mmmw. s
2o

la troisi¢me seulement dans dﬂﬂ et avec cela, elles n’entreront pas

3 une autre puissance qu’a la premidre. En outre, dans la compo-

on Oy
Mm- Ml*u
x, y, dont les deux dernidres peivent étre 6liminées au moyen des
équations (2) et (3).

131. Ainsi la méthode de la variation des constantes arbitraires
donne la possibilité de transformer Péquation (1), non lindaire &
cause de la présence de la quantité #""—a',%, en une équation (4)
linéaire par rapport.aux dérivées du second ordre de la fonction
cherchée; tandis que ce but n’est pas atteint par les transformations
de Legendre et d’Ampére, que nous avons indiquées plus haut
(Ch. I, §. 15). On peut démontrer quil v & une infinité de trans-
formations possibles, analogues & ces derniéres, c'est-a-dire telles que
Péquation (1) conserve aprés la transformation son type primitif.
Pour cela, il 0’y a qu'd supposer, dans la démonstration précédente,
que la valeur ‘ v
@) 2=z 9 &7 1
soit choisie tout & fait arbitrairement, et ne représente plus une in-
tégrale particulitre de .I’équation (1). Alors toutes les conclusions
du calcul précédent subsistent, si ce n'est que

: F(w, y, o, o'y 0, o'y o,y @) =W
n'est plus égal & zéro. Donc, en multipliant Péquation finale par

Bodteo [Po)®
D ()
on obtiendra en plus le terme W.D, et, au lien de I'équation (4),
on aura la suivante, . T
2.0 o 2o o dteo (Ro\*],
.%w+ 28 Q$A+S|m|v.w.+ ﬁ%.mﬂw[ .m_uul.lﬁwmm;v Q..T V=0,
En vertu de la remarque de larticle précédent sur la maniére dont

sition de Y'équation (4), il n'entre que les variables «, y, 7,

¥

e

&
£

du second ordre d'une fonction de deur variables. Ch. IV, §18. 341

. 8y 0y O Po o O
1 — =, o ——
es dérivées g, 3y’ o entrent dans =5 sady’ o
il est clair que D sera de la forme

. 98y 85 oy \* oy o oy

D~ o[ gh—(aagy) [+o s ez e

. 8

a, b, ¢, ¢, f gexprimant au moyen de e, y, 7, mﬂm N mﬂs Par suite,
I'équation transformée conserve le type général de I'équation (1).

§ 19.

132, La méthode de la variation des constantes arbitraires
ramdne le probléme de I'intégration de I'équation (1) & l'intégration
de Iéquation (4). Les valeurs des coefficients de celle-ci dépendent
de la forme de Pintégrale particulitre z = o de I'équation (1). FPar
conséquent toute la difficulté de Papplication de cette méthode consiste
3 choisir, parmi les intégrales particuliéres de I’équation (1), celle
pour laquelle (4) prend une des formes intégrables. Nous exposerons
plus loin les caractéres auxquels on peut recourir pour ce choix dans
les cas connus. Maintenant, pour éclaircir les formules générales
appliquons-les & un exemple particulier,
az? , by? " s z 2z
¥e #'+ 8»&:+Q§+3@+§V_Hn 2y IIMAM“M\‘ Wlﬂsv

a, b, I, m, n désignant des constantes donndes.

En examinant la possibilité de satisfaire & I’équation proposée,
par des valeurs de la forme générale ,

8 = Az®-\ Bey-\- Cy*+ Dz} Ey+-F,
on trouve sans difficulté, pour intégrale particuliére de cette équation,
Pexpression
5= antyy—1Ey = @,

contenant trois constantes arbitraires «, y, 7. Par suite, en consi-
dérant ¢ comme une fonction de « et de y, et joignant 2 I'équation
précédente les deux suivanter,

a. a
lmm.. = e?‘wmluv =0,

0
3 =dt—eg) =0
on obtient I'intégrale générale de I'équation proposée, si 'on déter-
mine la fonction 5 par la condition

B 2o 0.0
anmleMm.lTw.wm.mwwlT N..Im.w.qi_.‘guﬂ 0.
Pour trouver les coefficients de cette équation, calculons
o =a—ny, o =p—n, o' =0 o =—y o0,=0
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par la différentiation de la fonction relativement & = et & y, con-
sidérées comme des variables indépendantes de « et de y. En diffé-
rentiant ensuite @ et @, par rapport & « et a p, congidérées comme
indépendantes de = et de y, il vient

bw oy Bo,__ 0
%“.\emﬁ., e “da’
0.0 on 9.0, on

Les seconds membres des deux derniéres équations se réduisent a

zéro en vertu de la deuxieme et de la troisiéme équation de l'inté-

grale générale. Maintenant, par les formules générales (5) du §

précédent, on trouve
| r=n() - (5)

- == mv\ = azx mv\ >

ou, en vertu de la troisiéme équation de l'intégrale générale,

— R =a.

!
s = (x4 % = 0,
parce que le facteur K+ N, aprés I'élimination de 1 & laide des
équation de Vintégrale et la substitution des valeurs des coefficients
K et N tirées de Léquation proposée, se réduit a zéro. De plus,

; d.0\* on\?
I )

ou, eu vertu de la seconde équation de Vintégrale générale,
. — T =1

On trouve ensuite

Enfin, . . 5 .
0.0'\*(0.0,\* 2 B
o= () () = e Q)

ou, en vertu de la seconde et de la troisiéme équation de Yintégrale
générale,
U = lo-}+my—+na.

D’aprés cela, Péquation (4) se réduit & la forme

C e, B =

QWM%&IN 3 e — (lo-tmy—4-nz) = O.

Maintenant, en différentiant la fonction w deux fois par rapport

3 chacune des variables o et y, que Pon doit considérer ici comme
indépendantes entre elles et des variables « et y, on @

0w %y 020 0%

Bl T TWEE o T WG
Substituant ces valeurs dans Péquation précédente, et la divisant par

xy, on trouve
0%y 0%n , 1, m
@%ié$ié+m+sﬂp

Mais la deuxiéme et la troisidme équation de lintégrale générale donnent

3

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch.IV. §19. 343

= da’
par conséquent, pour déterminer la fonction 7, nous obtenons enfin
Iéquation linéaire & coefficients constants
oy 8% Oy on
smawn_iwwwml*lwmﬂ“l_lﬁ mlvﬂ_l: =0,
dont Vintégrale générale peut toujours s'obtenir soit sous forme finic,
s0it au moyen d’intégrales définies, par la méthode de Laplace (¥).
En supposant done la fonction # connue, on pourra exprimer, & Yaide
de cotte fonction et de ses dérivées partielles, Pintégrale générale de
Péquation proposée, sous la forme suivante,
ey ot L

0y 8« dady dee 3

wlgwlm@.
o Oy oy

§ 20.

133. Comme on I'a déjd remarqué plus haut, Ampére a in-
troduit un perfectionnement important dans la théorie de Vintégra-
tion de 'équation (1), en découvrant la possibilité dappliquer la me-
thode de la variation des constantes arbitraires aux intégrales de
cette équation, obtenues & laide des équations (A) et (B), lorsque
chacun de ces deux systémes n’admet qu'une combinaison intégrable.
Toutefois, ayant fondé sa theorie sur cette idée yvraie, mais pas asscs
générale, il n’a pas remarqué, en premier lieu, que la mémse
méthode peut appliquer aux intégrales particuliéres de Péquation (1),
obtenues & Paide des systémes (A) et (B), lorsque chacun d’eux ad-
met plus d’une combinaison intégrable, et, en général, & toute inté-
grale particuliére de I'équation (1) avec trois constantes arbitraires,
par quelque moyen gu'elle ait été obtenue. En second lieu, les
formules générales ’Ampére ont ce grave défaut, quelles ne per-
mettent pas de se servir en méme temps des intégrales des systemes
(A) et (B) de la manitre la plus avantageuse. Eun troisiéme lieu,
Papplication méme des formules d’Ampére pourrait étre simplifiée
par Pemploi de la méthode connue de Lagrangoe ct de Charpit
pour Pintégration des équations aux deérivées particlles du premier
ordre qui se rencontrent dans cette théorie, au licu de la méthode
proposée par Ampére lui-méme.

Nous ticherons de démontrer ces propositions dans ce §. et
dans les suivants; mais nous allons auparavant examiner quelle utilité
particuliére présente lapplication de la méthode de la variation des

(*) Histoire do I’Académie des Scicnces, année 1779.  Mémoire
sur les suites, par M, de la Place,

/
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constantes arbitraires aux intégrales particulitres, obtenues au moyen
des systémes d’équations (A) et (B).

134. Supposons que les équations (A) admettent une combinaison

intégrable, dont nous représenterons I'intégrale sous la forme

Fo yy 7 7y 7)) =
ce sera, par rapport & Iéquation (1), une intégrale particuliére
.du premier ordre. Mais, en la considérant comme une équation
aux dérivées partielles du premier ordre, on pourra en déterminer,
par la méthode de Lagrange et de Charpit, une intégrale compléte

2=z, y, & ¥, 1),
renfermant, outre «, deux autres constantes arbitraires y, %, ot qui
soera, par. rapport i ’équation (1), ume intégrale particuliére
primitive. En lui appliquant la méthode de la variation des con-
stantes arbitraires, on devra considérer n comme une fonction de «
et de y, et pour la déterminer nous aurons une équation aux dérivées
partielles du second ordre

] 0%y %y

00’ Oady’ 0y%’

La quantité « représente, comme on sait, 'argument de P'une
des deux fonctions arbitraires de lintégrale générale de I'équation (1),
ot cotte derniére intégrale doit s'exprimer au moyen de % et des
fonctions arbitraires que n renferme. Par conséquent, une des fone-
tions arbitraires qui entrent dans l'intégrale générale
qui représente la valeur de %, doit aussi avoir pour ar-

gument o, Mais dans ce cas I'équation qui détermine la fonction
. m
7 ne doit pas contenir la dérivée mi. comme nous ’avons démontré

dans la théorie des intégrales des équations aux dérivées partielles
. cion 007

du second ordre (Chap. I, §. 6\ Cette dérivée mmm doit entrer exclu-

sivement et nécessairement dans H.gz@aou (4) au moyen de 'expression

P

Oa?

on aura nécessairement B = 0.

En msmpuﬁ usage de lintégrale

F, y, 2 #, #) = B,
déduite d’'une combinaison intégrable des équations (B), et en calculant
une intégrale compléte de cette équation

r=awz, y Py 75 M),
appliquons & celle-ci la méthode de la variation des constantes arbi-
traires. Sil'on considére alors % comme fonction de § et de y, on
a, pour déterminer cette fonction, une équation selon la formule (4),
ol Ton devra seulement écrire 8 & la place de y et y & la place de e
Par le méme raisonnement que dans le cas précédeént, on en conclut
que maintenant on doit avoir nécessairement 7" = 0.

" du second ordre d'une Jonction de deux variables. Ch. IV.§ 20. 245

185. Si l'on peut obtenir, au moyen des combinaisons intégrables
des équations (A) et (B), les intégrales que nous représenterons
respectivement par

Fla, o, 8 2, 8)=20 Flz, v, 2, 2, 2) = 8,
les premiers membres de ces équations, qui mmsmmosﬁ comme on sait
(Chap. IIT, § 16), & la oou&aon d’intégrabilité

ErE)e-(E e o
+A +m%v? Am& +5 - vwm ,“

fournissent les valeurs de 2’ et de z,, par la substitution desquelics
on obtient I'équation
dz = &'da—t2,dy,

intégrable soit immédiatement, soit aprés la multiplication par le
facteur d’intégrabilité. Comme résultat de cette intégration, on a la
valeur

v =z, y, o B, ),
qui représente une intégrale particuliére de I'équation (1). En consi-
dérant % comme une fonction de « et de f3, ct appliquant la méthode
de la variation des constantes arbitraires & cette intégrale, on trouve,
pour déterminer la fonection %, 'équation donnée par la formule (4),
dans laquelle on écrira f# au licu de y. L’intégrale générale qui re-
présentera la valeur de z s’exprimera au moyen de lintégrale géné-
rale qui représentera la valeur de % et des deux fonctions arbitraires
renfermées dans cette intégrale. Or les arguments des fonctions
arbitraires de la premiére intégrale doivent étre « et fB; par consé-
quent, « et 8 doivent &tre aussi les arguments des fonctions arbitraires
de la seconde intégrale. Donc I'équation (4) ne peut, dans le cas
actuel (Chap. I, § 6), renfermer les dérivées partielles du second ordre

oy )
da?’ %
d’olt il suit nécessairement que 'on a R=0 et T=0.
136. Enfin, si dans I’équation (1) on a
G = K?— HL--MN = 0,

alors, comme on sait, les deux systémes d’équations (A) ct (B) cessent
d’étre distincts 'un de Yautre, et les arguments « ot § deviennent
€gaux. Ayant, dans ce cas, une combinaison intégrable des équations
(A), dont I'intégrale soit

Sl@y gy 2 &5 2) = a,
et intégrant cette équation aux dérivées partielles du premier ordre,
on en obtient I'intégrale complete

2= 0@, ¥, & 7, 1),
laquelle, par rapport & I’équation (1), sera une intégrale primitive
particuliére. En cousidérant % comme une fonction de « et do y, et

N .
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appliquant & cette intégrale la méthode de la variation des constantes
arbitraires, on obtiendra, pour la détermination de 7, une équation

“ selon la formule générale (4). L'intégrale générale représentant la

valeur de z doit gexprimer au moyen de lintégrale générale repre-
sentant la valeur de %, et des fonctions arbitraires que cette inté-
grale renferme. Mais les arguments ‘des fonctions arbitraires de
lintégrale en z doivent étre égaux & «; par suite, o doit dtre Pargu-
ment commun des fonctions mwgﬁgqmm de Vintégrale en %. Done
(Chap. I, §. 6) Téquation (4), dans le cas actuel, ne peut contenir
les dérivées du second ordre

92 9y

da?’  Oady’
et de 13 il ¢'ensuit nécessairement que 'on a R=0¢t S = 0.

187. Ainsi Pavantage de l'application de la méthode de la va-
riation des constantes arbifraires aux intégrales particuliéres de
équation (1), obtenues & Taide des équations (A) et (B), consiste en
ce que I'équation mmumam_o

.m mam ITNMQOwnT H mww .._1 U=0,

3 laquelle se raméne finalement. le probléme de lintégration de
Péquation (1), admet, dans les quatre cas que nous venons de con-
gidérer, respectivement les mowsom simplifieés suivantes,

P ALE U=0,
dady T &1.

2s® L p%0 4 o,
Sspoy TR
%0
w»m‘mnl|mw+ U=9,
2.0
mxmqun

Si, dans Péquation (1), & =0, cas auquel Ampeére g’est borné
dans la théorie (*), alors, en vertu de la derni¢re des formules (6)
du §. précédent, on a U=0, et les équations définitives prennent
les formes encore plus simples

(*) Citons le passage du Mémoire ’Ampere ol il est question de cette
restriction:
,»Je vais appliquer la méthode que jemploie & I’équation
Hr42Ks4- Lt M=0.
Cette méthode peut aussi &tre appliquée, avec quelques modifications, & I'équation
Hr 4 2Ks Lt} M4 N(rt—s?) = 0,
la ramener & l'unc des deux formes
t=f(m % % Py D s=flg, g, % Py
suivant que la quantité K2 —- HL 4 MN est nulle oune Vest pas.  Mais, pour

et servir &

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch. IV. §20. 347

%o 02
wmgl_! QM.I =
. 0% o2
00
Oalp
mw
m\ =
Les deux derniéres équations présentent les formes les plus
simples parmi toutes celles que peut prendre Véquation (4). Amp ére,
4 Paide de sa méthode, obtient facilement la forme représentée par
la, derniére équation, dans le cas ot a lieu I'égalité &=10. Mais
il est beaucoup plus difficile d’obtenir par cette méthode la forme
que présente Pavant-dernidre équation, dans le cas général ol G
Dest pas égal & zéro, et ol les systémes (A) et (B) fournissent
chacun des combinaisons intégrables, dont nous avons représenté
(art. 135) les intégrales sous la forme
flay yy 2 s 2) =« @A&v Y 4 2 z,) = 8.
La difficulté provient de ce qwAmpére, n'appliquant sa méthode
qu'ad la premiére des deux intégrales précédentes, raméne de cette
maniére le probléme & Pintégration d'une équation de la forme

0%.w 02
w@§+k BoE =

=0,

“il faut ensuite procéder avec cotte équation comme avec équation

donmée (1), et démontrer que la nouvelle équation transformée sera
de la forme
, mms
mamu
tandis que, en employant le procédé que nous avons proposé plus
haut, on raméne tout d’une fois le probléme & Vintégration d'une
équation de cette derniére forme.
138. Remarquons encore que le premicr membre de chacunc
des €quations

O.

020 0o

S mnlmﬁ - Ov |®I¥Iw|

se compose de deux facteurs, dont chacun peut, cn général, étre ¢galé
séparément & zéro. Mais Pintégrale générale qui rcprésente la va-
leur de n ne peut fournir que les scconds facteurs, parce quil v’y a

=0

rendre plus simple l'exposition de cette méthode et les démonstrations qui y
sont relatives, j’ai cru devoir me borner & la formule
Hr42Ks+ Lt+M =0,

ot les dérivées du second ordre ne sc trouvent qua la premibre puissance.”
(Journalde I’Ecole Polytechnique, XVIIIe Cahier, p. 106).

/
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que ceux-ci qui contiennent les dérivées du second ordre de cette
fonction. Les premiers facteurs S et 7, séparément, peuvent donner
seulement, dans certains cas, des intégrales particuliéres avec une
seule fonction arbitraire, parce qu’ils ne renferment que des dérivées
du premier ordre de . En général, ces facteurs peuvent étre négligés.

Ainsi, si @ =0, et que des équations (A) et (B) on tire une
intégrale particuliére de 'équation (1), de la forme

2=z, ¥, & 7 N,

on aura son intégrale générale, en joignant & Péquation précédente

les trois équations -
0.0 0.0

00— 7 oy

dont la derniére sert 3 déterminer % en fonction de e et de y.
Si G mest pas égal A zéro, et qwau moyen des équations (A) et
(B) on ait trouvé une intégrale particuliére de (1),
2= g, o B 1),

on trouvera son intégrale générale en joignant & I'équation precédente
les trois suivantes,

0.0 0.0 - 0%w

=% T G
dont 1a dernitre sert & la détermination de n en e et B

2.0

=0 =0

0, 0,

« § 21

139. Pour donner une application des résultats théoriques que
nous venons d’obtenir, prenons d’abord les exemples quAmpére a
traités comme é&claircisements de sa méthode. Nous constaterons
ainsi que, dans tous les cas de l'application de la méthode de la
variation des constantes arbitraires, on peut se servir des mémes
formules (5), lesquelles fournissent, en outre, les résultats PAmpére
par une voie plus directe. Mais auparavant ramenons ces formujes
générales & une forme plus commode pour l'application. Pour cela,
remarquons que les expressions de R et de T peuvent étre décom-
posées en facteurs, puisque chacune d’elles représente une fonction
homogéne du second degré. En résolvant Iéquation du second degré

2(K— N, L+~ Na'"
2 —
"t N, " T E Ve,
on trouve A
BN, £ V= e (i N L )

H4 N,
Or, en désignant par P la quantité sous le radical, on a
P = K¥— HL— N[Ho" 4} 2Ke' 4 Lo, +N(o"w,— o' )],
et, en ajoutant I'égalité identique
0= N[Ho"+2Eo ,+ Lo+ M+ N (0" o,—o 7)),
qui a lieu en vertu de la supposition que o satisfait I’équation (1),1l vient

du second ordre dune fonction

Par conséquent,

CR.IV. §21. 349

de deux variables.

P=R—HL+MN= G

—E+No +VC

m ==

les expressions de E, S, 7' pour

H+-No,
Au moyen des deux valeurs de m que nous venous de trouver,

ront s’éerire comme il suit,

N (6)
; —BR = (H-+ Nw,,)
: ®|8\. me\ —
< ow\*? le NIZSCIT«\@ Mm\l N‘»&SO|«\W
D A&v. b0, T " mtNe, || et avie, |(°
0y . dy o
8= (H-+Nw,)
fo’ do! Oa’ du’ 7
i 0w,0e’ | 0 Oy K—No',[ O¢ Oy L+ No"
XV 5 | B, 8o, T HT B, | 80,7 B, imwﬂ M
da Oy O Oy a
— = (H-}No,)
do’ do’
; 0w)\* O K+ N ,+V@& O K—No',-- V@&
x (%) T | m,m+||%im+§_«@ .
Ot B
140. Occupons-nous maintenant des exemples 'Ampére.
L at —da%2d |+ 48,%,, 20 = 0.
On aici .,
H==a? K=—2a%, L=4}, M= 2'a3, N =0

\

par conséquent

o seul, savoir,

G = K:— L-} MN = 0;
b donc les deux systémes d’équations (A) ot (B) sc¢ confondont en un

RS Jdy

P 2.0 1o,

P © m&?«uTun\ =0,

b 0z’ 0z, ,

Pt &N%Iwn\%;*lwus =0,
# T 0z ’ ' mw\

S Sa(e” © T Y Bele 0.

o lité, donne P'intégrale

par la méthode de Lagrange

s La seconde de ces équations, satisfaisant & la condition d’intégrabi-

a%' —z,? = 2a.
Pour intégrer cette équation aux dérivées partielles du premier ordre

et doc Charpit, formons le systéme

G i . . ;
5o d’équations simultanécs
- de _ dy  —dz, —d,
s 22 —3%, " 222’ T 0
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dont une des intégrales est évidemment z, = const. On a, par conséquent

, Za-fy?

s =
et 9 .
ds = 1Q|Mw|sﬁ da-}-ydy.
En intégrant cette derniére équation, on a lintégrale particuliére
de ’équation proposée
q ) 20 .I
s =gy ———FN=0,

dont il est facile de vérifier. __mmmogz@o En considérant % comme
une fonction de o« et de u: et joignant & Déquation précédente les

i

trois suivantes,

0.0 2, 0n

da z _ Oct 0,

0.0 2

oy v\ _ y

%o :
= — .|-_ o'

nons aurons l'intégrale générale, si u.osm déterminons la fonction %
au moyen de la derniére équation. Or, silon en soustrait la seconde
équation de Pintégrale générale, on obtient I'équation

&y o

2 O’
dont Vintégrale a été donnée par Laplace, sous la forme

+o _ .
n |||..\r aignQG\ITwﬁ.—\avmﬁu

@ désignant une fonction arbitraire. Les dérivées partielles de cette
valeur de m, par rapport & « et & y, sont

0 @ -
Q’QN F\J Y |e.‘~ ”.\\ YL .
e Ve @' (4 2uV @) du, By ) o~ (420 V @)du

La valeur de la premiére, 'au moyen de lintégration par parties,
peut encore se ramener & la forme
+ @
WN e—*g" (y+2uV a)du.
+@
En substituant ces valeurs, on obtient lintégrale du probléme, donnée
par Ampére, sous la forme des trois équations

2 e
= yy— HI, +,\ e~y + 24V a)du,

2 ya
Qalfr\; -
+ o

9 te . ) ,
mlr\u =g (y+2uV a)du = 0.

o' (y+ 20V @)du = 0,

" e

R ar

C g

du second ordre d'une fonction de deuzr variablas. Ch. IV. §21. 351

Pour vérifier les conclusions de la théorie relativement aux
valeurs de R, S, T, différentions la fonction w par rapport & « et 4
, en considérant « et y comme des constantes; il viendra

2
.

De plus, en différentiant les fonctions w’ et w, par rapport & o et
2 y, dans la supposition de = et y constantes, on trouve

d.0' 2 .o 2y Ouw, 0.0,

oz oy W% e T @ﬂ.
Substituant ces valeurs dans les formules générales (§), ol lon fera
N =0, on trouvera, conformément & la théoric,

R=0, -8§=0, 7= —1.

On intégrera absolument de la méme Emﬁmwo les deux autres exemples
; 22, —a)d - (F —a),—2, = 0,
e

(@42)%" 4 2(a4-2) g2, A (+5) %, + 2ot )y +#) =
qui sont tous les deux de méme nature que le précédent, la condi-
tion @ =0 ayant lieu aussi dans ces deux exemples.
141. Considérons maintenant des, exemples dans lesquels cette
condition n'est plus vérifice.

== 1.

. b2
1. mil*lwﬁm \\I—IA an —2z = 0.
On a ici
b2 6.
H = &wu K= Bwo L= &mll&mu\w. M=—2, N=1, «\Q = M,
donc les équations (A) et (B) prendont les formes respectives
Oy b ﬁ Oy b

20 e e 2 = .2 17

R n\ 0, ” ¥ 3a(B ..TF ’

oz 0z o2
P R 2. 9 T 2 el S
s prHe a2 =0 | gt vm% %=0,
0z o Oy 0 _ 0z . Oy
8z (a / #oe(a = ﬁ B T BB =
Aucune de ces équations, prise séparément, ne satisfait & la condition
d’intégrabilité; mais Ampére a indiqué une combinaison intégrable
de ces équations, qui s’obtient en multipliant, dans les deux systémes,
. . 2
la premiére équation par ||Mn¢ la seconde par —1,
par —2z, et ajoutant ensuite séparément les équations de chaque
systétme. Les deux sommes peuvent étre représentées comme il suit,
220"+ 222’ O —+4207, - 2a2,0m
@mm\ IT.w.mmw
z
en se rappelant que wmngsou avec les signes supérieurs se déduit
du systéme (A), et celle avec les signes inféricurs du systéme (B).

O P

la troisiéme

~— 2200 — a0z T —* =0, )
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Ces denx équations contiennent des différentielles partielles par rapport
4 z; mais pour lseconde variable indépendante on sous-entend dans
I'une o, dans l'autre 8. On a donc pour intégrales les deux équations
2% +-a%,— 2ex—dlogz, -~ 2logx = «,
z%' -} a%, — 2ux--blogz, — 20loge == B,
d’odt 'on tire, par addition et soustraction,
. 20X( +2,) —dww = a4,
%log’y — B—a.

La seconde de ces équations donne .
e
2, = wle 2,
et, en substituant cette valeur de z, dans la premiére, on aura
f—a
, otB 2 % 5

7 == —— —

2z? Py

Par conséquent,

B—= g
ds = AQMMNQITII&.NQ 2 v&&l*lm 2 2y

En intégrant cette %H.E@B équation, aprés Vavoir multipliée par iy
on obtient intégrale particulidre
f—=
QleJ_..@ D (y—a)pt—aln =
de Péquation donnée, comme il est facile de le vérifier a posteriori.
En considérant maintenant % comme une fonction de « et de ,

et joignant & L'équation précédente les deux suivantes,

2 = —

9.0 1 1 E= 9
e mlm]mwm 2 ()% 22 mu —
a. 1 &= X
mm |I+&m 2% @.Iavamlslwm 0,

on obtiendra lintégrale générale de I'équation proposée en détermi-
nant la fonetion # au moyen de I'équation
2. 1 b= a2
— we — 2@
Gaop = @it © W 2)at—at e = 0.
Or, en retranchant la seconde équation de Vintégrale générale, de Ia
troisiéme, on trouve

o \
w@ B ()22 Am,b _ mlsv =0,

b o o
Ajoutant cette derniére équation, multipliée par va I'avant-derniére
et divisant la somme par =2, on obtient I'équation
P - JA? mld _o
000 40\da” 88/

s

%

SN g

du second ordre dune fonction de deur variables. Ch.IV. § 21. 353
pour la détermination de la fonction %. Il est aisé de remarquer
qu’elle ne m:;mmao pas sous forme finie; mais son intégrale générale,
d’apreés la méthode deLaplace, sexprime au moyen d’intégrales définies.

Pour vérifier les valeurs de R, S, 7, on trouve, en différentiant

la fonction w par rapport & = et & y, et cousidérant « et § comme
constantes,
o
o' == Mwmule % 20y — 3a?) — 2o,

En différentiant o' ¢t w, par rapport 3 ¢ ct 3
z ¢t » comme constantes, il vient

0w’ 1 1 A o oo, R
%}@:w;@ @oy—3at) 2ol Gt 0 T
e’ fo-a 8y bw, 1 B¢
B msm+ e ? (2ay— 32%) — 2 FE T 2 g2

De la Ema_mwm et de la troisiéme de ces équations on peut éliminer

d
s MW\,\w. en leur ajoutant la seconde et la troisicme ¢quation de Iinté-

. e 2 .
grale générale, multipliées par - On trouve ainsi
e’ 101 B® o' 1 1 P
T o T g2 el T
dox 22 2 ' BT 2t o
Mais, en ayant égard A ’équation
o
0, =c¢ 2z
on peut encore €crire les éguations précédentes de cotte manidre,
WW\H-HIITF W.W\H,,W!‘SI\
Ow 22 1 2’ aB 22 9
do, ___ @ o, _ o,
G — 20 o8 T 2

Ces valeurs doivent &tre portées dans les formules générales (6),
ou l'on fera y = et ¥ =10. Pour cela, en divisant les deux pre-
miéres €quations précédentes respectivement par les deux derniéres,
il vient

O’ dw’
k2 ! W
m@ = I.QMNW\! ’ mS\ = Wml&,‘il
Oc a3
On a dautre part
KV @ b K—V@& b
fl.ml!“ﬂl_lmmls\u IMni “HITS\
Par suite,
O’ do'
Jo KE+V@& £ K-Va
B, = L e, T T H
, o b
done R=10 et 7= 0.
Thl. LIV. 23
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Multipliant et ajoutant les équations précédentes, on trouve

0w O’ Ing oo’
% o K:—G L B Oa 2K,
o 0w, = HY —H Oo, T e, = H
3 B FPA ]
par conséquent la seconde des formules (6) donue
o g B0 R HL B0 B0, G
=T %% H w0 H
Mais on a P . "
8\ S\ 8\ Y P
g e Ty A=
Done )
S = 2

142, Nous nous servirons encore de cet exemple pour indiquer
plus clairement la différence entre notre méthode de résolution et
celle qu'a suivie Ampére. Comme on P'a déjd remarqué plus haut,
an lieu de fonder la résolution & la fois sur les deux intégrales satis-
faisant aux systimes (A) et (B), Ampére n'a fait usage que de
Pune d'elles

w?s a2, — 20z — blogz, -} 2logx = a.

De cette équation aux dérivées partielles du premier ordre, il a d’abord
fallu tirer son intégrale compléte avec trois constantes arbitraires e,
y, 7, intégrale que nous désignerons par

V == (;
puis son intégrale générale, que I'on obtient en considérant n comme
une fonction de « et de y, et joignant & 'équation précédente celle-ci

v

nMW\I = .
Mais, au lien d’employer pour ce but la méthode do Lagrange ct
de Charpit, qui donne lintégrale générale précisément sous la forme
voulue, Ampeére s'est servi de sa propre méthode d’intégration des
équations aux dérivées partielles du premier ordre, laquelle ne donne
pas, en général, lintégrale sous la forme des équations
8.V 0-
Mﬂ =Y
de sorte que, pour la ramener 3 cette forme, il faut encore une trans-
formation spéciale. Tout en rendant pleine justice & I'idée ingénieuse
sur laguelle cette transformation est fondée (¥), on ne peut toutefois
gempécher de remarquer que Vapplication d’un tel procédé au cas
actuel complique fort inutilement le calcul. En effet, si Uon forme
le systéme des équations simultanées de Lagrange, correspondant
3 Péquation proposée aux dérivées partielles des premier ordre, on a

V=0,

(*) Voy. p. 20 et suiv. du Mémoire Ampere.

e

Y

|

M
1
3
H
!

b
&
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du second ordre d'une fonction de deux variables, Ck. IV. § 21. 305

de  dy © o de —d dz,
22 T . b At i, - ’
2 b e -z —b w&u\+mw 2wz,
Ty , N\ . “
ot sil'on égale le premier rapport au dernier, on trouve
9 de _ dz, , 2
Mllui\a. Qoﬂuxnﬁv\.
A l'aide de cette équation, on tire de la proposéc
2  a-todlogy
’

Enfin, en intégrant Péquation

dy = #'dzw—-2,dy,
aprés y avoir substitué les valeurs précédentes de 2’ ¢t dc z,, on
obtient précisément Vintégrale particulidre

b1
5 — ﬁ&w@!*&wl%+gw: — o,

pour la détermination de laquelle la méthode dAmpére exige dos

calculs plus compliqués (¥).

Ensuite, Ampére applique la méthode de la variation des coun-
stantes arbitraires 3 lintégrale particuliére précédente. On parvient
aux mémes résultats que lui, en suivant les procédés expliqués plus
haut. En considérant n comme une fonction de « et de y, et joi-

gnant a4 I'équation précédente les deux suivantes,

0.0 1 on
T = T 0
0.0 ?

9
| S T gy = O
on aura lintégrale générale de l'équation proposée, en détcrminant
la fonction % au moyen de Iéquation (4).
Or, en différentiant w par rapport & = et & y, et considérant «
et y comme des constantes, on trouve

a-+0lo
o == 2yxy — Bya?- Hw&lmimb\.*: 2an, w, = yzi

En différentiant maintenant o’ et w, par rapport 4 « et &y, ¢t con-
sidérant = et y comme des constantes, il vient

S PP,
3y oy —x

0w’ 0w’ .

%Q_ " 3 %..c A 3
L N W WRNLAN-L | 0t 1, ., 0%
ik At i we Rt S

Les deux derniéres équations, en vertu de la seconde et de la troisicmo
équation de lintégrale générale, prennent la forme

On’ b 0w’ 1

R S E A E =
LT

O a?

(*) Voy. p. 1456—148 de son Mcémoire,



356 Imschenetsky: Intdgration dés équations aux dérivées partielles

En appliquant alors les formules générales (5) ou (6), on trouve

trés-simplement.
b 1.
R =20, S = m f = el
par suite, I'éguation pour la détermination de la fonction % prend la forme
Wik He
7y~ oy =%
comme la théorie le faisait prévoir. On trouve oum%so
o 0%y 02w b i
5~ Cady o Gt o
et, en outre, la seconde équation de l'intégrale générale donne

1 o
322 o .
Done, pour déterminer #, on a finalement 'équation
‘ b2y 2 0%y  DbOn
37 7 Gudy Tytde

sous la forme méme que lul a donnée Ampére.

Il faut ensuite soumettre cette équation & deux transformations
pour la ramener & la forme plus simple que nous avons ci-dessus
obtenue immédiatement. Pour la premiére transformation, en posant

logy =¢, .
introduisons ¢ comme variable indépendante au lieu de y; nous ob-
tiendrons 1’équation & coefficients constants

%5 0%n an oy
3 " g Tla T
Pour la seconde transformation, en posant
= o - 20e,

introduisons 5 comme variable indépendante au licu de & nous
raménerons cnfin Péquation a la forme demandée
O om On
4b m‘lﬁ«%l 5u lTMW = U

Ces derniéres transformations seffectuent assez simplement dans
Pexemple considéré, parce que l'équation & transformer avait déja
une forme linéaire, non-seulement par rapport aux dérivées sccondes,
mais encore par rapport aux dérivées premitres de la fonction 7.

Mais la difficulté de ces transformations augmente, lorsque
"Péquation & transformer n'est linéaire que par rapport aux dérivées
secondes de 7. Il est aisé de s’en convaincre en traitant les exemples

> suivants,
"+ (22—, —z, = 0,
ot — dx% 5 -+ Bu,2, - 2% = 0,
2’ IT MN\N\ i lT Am\w - mwv.&: = Ou
pour lesquels on peut, au contraire parvenir aux résultats définitifs
dAmypére,delamaniérelaplussimple possible, en suivantnotre méthode.

y
)
¥
b
H

3

e

I

du second ordre d'une fonction de deux variables. Ch. IV. § 22, 357

§. 22.

143. Nous avons supposé plus haut, pour Papplication de la
méthode de la variation des constantes arbitraires & Pintégration de
Péquation (1), qu'll existait des intégrales primitives particuliéres de
cette équation, renfermant trois constantes arbitraircs. Mais on
rencontre des cas particuliers dans lesquels il suffit d’avoir une inté-
grale particuliére avec deux coustantes arbitraires. Un cas scmblable
se présente dans les équations linéaires par rapport aux derivées du
sccond ordre, dans lesquelles il n'emtre que 2" et #',, ou que o/, et
z,. 1l faut remarquer que, dans la théoric Ampére, cette forme
d’équations offre une importance spéciale, puisque, comme nous Vavons
remarqué ci-dessus, on peut toujours ramener i ces formes les équa-
tons complétes, linéaires par rapport 4 2', 2, ¢t 2, Dans notre
exposition de cette méthode d’intégration, on peut regarder la forme
en question comme un cas particulier; en conséquence, nous nous
bornerous & la réduction d'un des exemples particuliérs traités par
Ampére, pour donner une idée de la méthode d'intégration employée
par ce géométre.

Prenons 1'équation

& .
mm\\+outmm:+m£\ ==

D'aprés P'examen de sa moismﬂou en conclut (Ch. I, § 6) que Plar-
gument de une des deux fonctions arbifraires de lintégrale génerale
est égal & . En posant ¢ = z, 'autre argument § devra &tre consi-
déré comme une certaine fonction de z= et de y.  Soit
on pourra, en vertu de cette équation, introduire comme variables
indépendantes = et B, au lieu de = ot do g

Exn différentiant, dans cette hypothése, la relation entre 8, «, 4,
partiellement par rapport & z et en regardaut la quantité § comme
constante, il vient

& U By o8 , 08 Oy _
L L A TR Ak
On a, en outre,
0z, , Oy ) 0z, . .umk
m%ﬁ\w = m;lTu:mSQw. ®82w = Z, mSAm

En substituant dans 'équation proposée les valeurs de =z, ct de
tirées de ces deux derniéres équations, il vient

~

oz,

m&\ ’ 1 m% m&m
st la-an) 5

4H

'@w\l. = Q
i ox(B
Cette derniére équation doit se partager (Ch.III, § 12) dans les deux
suivantes;

0Oz, , 0y 1
TR0 g0
auxquelles on en peut %snoao uowumam une troisiéme,
oz, %Y
B(f T T HEap =

Les trois équations précédentcs ne contenant aucune dérivée de o,
on ne pourra former avec elles une combinaison intégrable autrement
que par I'élimination de »’. A cette fin, éliminons 2’ entrc la premisre
et la troisiéme, ce qui donne



0%’ ,

0z
umsa..T,u !
ou, en vertu de la seconde des trois’ mémes équations,
f , MN\ I_l ,.m& M.lO
@ TS t= 0
En intégrant cette derni¢re équation, on trouve
' wy—a = f.

8i Yon considére ici § comme une quantité constante, et que l'on .

prenne de nouveau x et y comme variables indépendantes, I'équation

précédente représentera une intégrale particuliére du premier ordre

de I'’équation proposée. En effet, ‘en la difggrentiant par rapport &

2z et & y, il viendra o . ,
a2z, —~1=0, ' w,+s}=0

wh._ozsbn la premiére de ces équationsa |

~%> O retrouve Péquation proposée.

t

I

rivées par rapport & =), ouw tire I'intégrale particulitre primitive
®
o =5 —@+By+n =0,
2 |
#n désignant une fonction entidrement arbitraire de ¢. Mais, si 'on
considére n comme une fonction de « et de §, la derniére équation
continuera 4 &tre une intégrale de celle d’od on Y'a déduite, pourvy
quon y joigue la condition
3.0 on
, T Iw+uw = 0. .
Tl reste & trouver la condition qui doit mmg remplie pour que I'équation
2, — @ =0 :
continue d’étre une intégrale de la proposée. ' Pour cela, en diffé-
rentiant la derniére équation par rapport & « et & y, on trouve
, ‘ ) ]

2, Fa's,—1= wm. w2, +a0 = .mm g
Ajoutant la premiére de ces mpgmaoum 4 la seconde, multipliée par
umm. il vient v o
/ 2

w b utdy =g,
Par conséquent, la oop&ao%u .@o%aﬂﬂa o8t exprimée par I'équation
%, 9 9y
; 5o Ty 5B — °
donc Véquation de condition wu.mum la forme
ly .

,,. . \
Or nous avions

H

1

AT Ty 0.

ax(f =z,
Substitnant dans cette équation les valeurs
by gy B P
_ ¥=5 4O BB %op
ot « SR

a seconde, Bﬁgm«m par’

De Pintégrale particulitre du premier ordre, en 'intégrant comme’
une équation différentielle ordinaire (puisqu’il n'y entre pas de dé-

.

7oA

L

- du - second ordre dune:fonction de deux variables, Ch-IV.§ 22. 359

. Agiv_.n @tf? __ @tB
on a, pour déterminer la mowcaob 7, éguation P

80 g 2t ) 2 =,

intégrable par la méthode de Laplace.

. §. 23.
144, La méthode de la variation des constantes arbitraires, sous

" 'la forme que nous lui avons donnée dans ce qui précéde, constitue

le plus général de tous les procédés que I'on ait proposés jusquiici
pour Pintégration de I'équation

@) H'+-2Ke - Lz, + M4 N(Z'2, —# B) = Oy

car elle seule embrasse tous les cas qui différent par le nombre des

intégrales possibles des équations (A) et (B).

En effet, dans ce Chapitre, nous avons considéré son application
aux cas Ol Nous ne connaissions pas méme une seule intégrale des
équations (A) et (B), et & ceux od chacun de ces deux systémes
n'admet par plus d'une intégrale. Nous avons indiqué plus haut
(Chap. I11, §.13) Papplication de cette méthode & l'autre cas extréme,
celui od les deux systdmes (A) et (B) admettent jusqu’a trois inté-
grales, et se confondent en un seul, en vertu de la condition G =0.
Mais comme nous avons fondé cette méthode sur la détermination
préalable d'une intégrale particuliére primitive quelconque de I’équa-
tion (1), avec trois constantes arbitraires, il est alors évident de soi-
méme que, si chacun des systémes (A) et (B), ou seulement l'un
dentre eux admet deux intégrales, alors nous aurons méme plusieurs
moyens pour parvenir i Vintégrale particuliére demandée de I'équation
(1). Les plus avantageux de ces moyens seront évidemment ceux
par lesquels on aura introduit dans l'équation (4) o« et § comme
variables indépendantes.

" Pour éclaircir ce procédé, prenons pour exemple I'équation
2 (@ 2V gz, y (@, — ) e, =0,
que nous avons déjd intégrée précédemment (Chap. III, §. 17) par
la méthode Ampére, fondée, comme celle de Monge, sur la dé-
termination préalable d'une intégrale générale du premier ordre. On a jci

.NNHM..N_&."uS L= N=y, NN”.«\WHP%“
donc les systémes (A) et (B) prennent la forme
o mamal_rem&?rla - - % mﬂalTemsa .

o K o' N :
T tl=0 Y T @) gt =0
“de dy o Oz , . Oy
R CIRITL -

Le premier de ces systémes fournit Pintégrale
(a) ‘2 -+ & = const.;
du. second on tire les deux intégrales
(b) A yr = const.,

(c) . 27 AT& = const

Les équations (z) et (c), dans lesguelles on peut remplacer les con-
stantes arbitraires respectivement par ¢ et par §, donnent
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[
o+

Si lon considére % comme cbo mouosow de o et de §, et que lon
joigne & Yéquation précédente ces mocx S

@.8 . \w.@ " . O 0‘. .
o =T T = O m + u
on obtient lintégralc générale de la proposée en mmnmaBEpﬁ 7 au
moyen de I'déquation

%%+qno
Or on a
o = a—u, S\HW. o = —1, &‘\“o, w,, == 0,
g0’ . do Wm\ B, b, w
Ba T mmwiv m9||am. B«
© e
Badp Jé
Daprés cela, les formules mm:mﬁs% (6) donnent
Y
8 =4, =5
Donc¢ on a, pour déterminer la fonction %, I'équation
0%y
dadf

d’ot Ton tire

1 = @)+ p(B).
Done lintégrale générale de 'équation proposée s’exprime au moyen
des trois équations

s (=)ot ot vd, y = —ev'®), == Yo

De méme, en nous servant de lintégrale (a) du systéme (A) et
de lintégrale (b) du systeme (B), nous exprimerons l'intégrale gené-
rale de 'équation proposée par les trois équations

5= (5ot P10yt flog{10s3 ) — (01— v(6),

1
w == @Luﬁuwmna_. y='(f) —log Oommv.

Aprés avoir montré Yapplication de la méthode de la variation
des constantes arbitraires a tous les cas, en nous fondant toujours
sur les mémes formules générales, nous avons, ce nous semble, des
raisons suffisantes pour l'appeler une méthode générale, et une
wéthode en grande partie nouvelle pour Vintégration des équations
aux dérivées partielles du second ordre, de celles du moins qui ne
g'écartent pas de la forme générale, 4 Epco:m nous avons limité le
cadre de notre étude.

Page 224, ligne 3: Au liew de ,détermination® mettre
»définition*
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XIIL

Ueber einen merkwiirdigen Satz von den Kegel-
schnitten.

Von

dem Herausgeber.

§ 1.

Zu den merkwiirdigsten Sitzen von den Kegelschnitten gchort
unstreitig der folgende:

Wenn um eine Ellipse oder eine Hyperbel cin Viercck
beschrieben ist, so geht die durch die Mittelpunkte der
beiden Diagonalen dieses Vierecks gehende Gerade jeder-
zeit durch den Mittelpunkt der Ellipse oder der Hyperbel

Diesen merkwiirdigen Satz, von welchem schon Newton i
seinem unsterblichen Werke: Philosophide naturalis Principia
mathematica wichtige Anwendungen gemacht hat *), werde ich in
dieser Abhandlung einer ~analytischen Untersuchung unterwerfen,
welche zu verschiedenen merkwiirdigen mu&%smowg Bestimmungen
und Beziehungen gefihrt hat.

Ich werde -der Kiirze wegen ibrigens bloss die Ellipse. betrachten,
weil aus den fir diese Curve gefundenen Resultaten dic entsprechen-
den Resultate fir die Hyperbel unmittelbar ethalten werden, weun
man in jenen —o? fir 2 oder 0V —1 == & fiir & setzt. Ausserdem
werde ich eine besondere Behandlung des analogen Satzes von der
Parabel beifiigen.

*) Mos. Lib, I Sect. V. Prop. XXVIL Problema XIX.
Theil LIV. 23%



