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Introduction.

La théorie de Vintégration des équations aux dérivées par-
tielles dn premier ordre de la forme la plus générale, créée par
les travaux des plus grands géométres- des temps modernes,
forme actuellement la partie la mieux approfondie et la plus achevée
du Caleul intégral. Dans Phistoire du développement de cette
théorie, on rencontre ce [ait remarquable, que les successeurs im-
médiats de Lagrange, son véritable fondateur (1772), considé-
rérent comme impossible de suivre la voie qu'il avait tracée; tandis
qu'au contraire les derniers progrés de cette théorie l'ont rame-
née de nouveau aux principes de Lagrange. Pfaff, le pre
mier, se plagant & un nouvean point de vue, est parvenu (1814)
a la solution compléte du probléme. Mais sa méthode, théori-
quement exacte, s'est trouvée pen commode dans la pratique, par
suite des difficultés que présente Vintégration successive de plu-
sieurs “systémes d'équations différentielles. Cauchy (1819) et
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Jacobi (1837), par des procédés différents, et sans que le se-
cond efit aucune connaissance des travaux du premier, montrérent
que le but auquel conduisait la méthode de Pfaff pouvait étre
atteint plus simplement, par la seule intégration compléte du pre-
mier des systémes d'équations différentielles qui se renconfrent
dans cette méthode. La question paraissait dés lors compléte-
ment épuisée. Néanmoins l'infatigable et fécond génie de Jacobi
wabandonna pas ses investigations sur ce probléme, auquel il
avait déja fait faire de si grands pas, et auquel s’attachait un
nouvel intérét, depuis que les recherches d’Hamilton avaient
mis en évidence la liaison qui existe entre cette théorie et lin-
tégration des équations diflérentielles de la Dynamigue. Pen-
dant que Jacobi se livrait a ses nouvelles études sur cette double
question, la théorie continuait ses progrés, grice aux remarqua-
bles publications d’autres analystes, Liouville, Bertrand,
Donkin, Bour, etc, qui se sont occupés du méme objet, et
dont les découvertes devaient laisser moins & faire au géométre
allemand , quoique souvent aussi elles dussent coincider avec les
résultats qu'il obtenait de son cdté, Nous ne pouvens émettre
ici que de simples conjectures, puisque le travail de Jacobi n'a
paru qu'aprés sa mort, rédigé par Clebsch d’aprés les matériaux
trouvés dans ses papiers. Ces détails expliquent les réclamations
de priorité auxquelles cette publication a donné lieu de la part
de plusieurs auteurs, relativement soit aux théorémes fondamen-
taux de la ,,nouvelle méthode* de Jacobi, seit & son principe
général. Mais sans aucun doute le nom du grand géométre restera
attaché 3 cette théorie, fondée sur ses conceptions et constituée
par lui-méme sous une forme systématique compléte, lors méme
que des parties isolées et secondaires de cet ensemble appar-
tiendraient & d’autres inventeurs.

En me bornant, pour le moment, a cette courte esquisse du
développement successif de ce probleme, je me réserve de revenir
plus longuement sur les détails historiques dans les Notes qui
accompagnent le texte, et je vais donner maintenant un apergu
général du contenu de ce Mémoire.

Dans le Chapitre Ier, jexamive les différentes formes dinté-
grales des équations aux dérivées partielles du premier ordre: et,
de l'intégrale compléte, je dédnis lintégrale singuliére et Pinté-
grale générale, par la méthode de la variation des coustantes
arbitraires, en me fondant sur les propriétés des déterminants

fonctionnels.

Dans le Chapitre 11, je considére la forme particuliére d'inté-
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grale générale qui conduit 3 des équations linéaires par rapport
aux dérivées partielles, et je donne un abrégé de la théorie de
ces derniéres, d'aprés Lagrange et Jacobi.

Dans le Chapitre III, j'expose I'état général de la question,
conformément aux vues indiquées dans le dernier travail de Ja-
cobi, et j'y introduis les conditions d’intégrabilité de Liouville
et de Donkin. Aprés avoir montré que, dans le cas particulier
de deux variables indépendantes, la méthode de Jacobi revient
identiquement & celle de Lagrange et de Charpit, je reprends
la question générale, et jeffectue une premiére simplification des
équations, par I'élimination de la fonction inconnne, en tant qu'elle
y entrait explicitement; je signale, en outre, le défaut du procédé
employé par Jacobi.

On voit, par le contenu des chapitres précédents, que I'objet
principal de men étude est la ,,nouvelle méthode* de Jacobi.
Aprés l'aveir exposée, j'ai fait remarquer, d’accord avec l'opinion
exprimée par Bour dans un Mémoire imprimé, et par Bertrand
dans ses legons publiques, que Jacobi w'a pas donné a la con-
struction analytique de sa théorie toute la simplicité possible. En
suivant les indications de ces deux géométres, conformes aux ré-
sultats de mes propres recherches, jai essayé, dans le Chapitre
IV, d'établir le théoréme fondamental de la méthode de Jacobi
sur les principes les plus simnles.

Dans le Chapitre V, jexpose avec détail la marche des inté-
grations qu'exige la méthode de Jacohi. D’abord, pour pré-
senter le procédé fondamental sous la forme la plus simple, je
n'ai pas réduit, dans les équations, les variables a leur nombre
minimum; en outre, j'ai indiqué les difficultés qui pouvaient se
rencontrer, et jai examiné des cas ou le procédé s’applique trés-
simplement. Eufin, par | élimination des variables superflues, jai
établi la théorie de la méthode dans tout son développement, et
j'ai donné des exemples pour bien faire comprendre la marche
du calcul.

Le Chapitre VI est consacré a lintézration des équations
simultanées aux derivées partielles du premier ordre. Aprés
avoir montré que la solution de cette question plus générale peut
se faire par les procédés qui ont servi i résoudre le probleme
traité dans les Chapitres précédents, j'applique cette théorie & des
probléemes déterminés et indéterminés aux dérivées partielles du
premier ordre, conduisant A lintégration J’équations simultanées,
{inéaires ou non lindaires. Pour terminer, je considére a un nou-
veau point de vue la question générale, intéressante d’ailleurs par

!
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elle-méme, des conditions d’intégrabilité immédiate d'une expres-
sion aux différentielles ordinaires d’ordre quelconque.

Dans le Chapitre VII, j'expose la théorie de I'intégration des
équations simultanées aux différentielles ordinaires de la forme
canonique; j'explique la liaison qui existe entre le théoreme de
Poisson relatif aux intégrales de ces équations et le théoreme
fondamental de la méthode de Jacobi, et je démontre le pro-
cédé de Bertrand pour Iintégration des équations de la Dyna-
mique au moyen du théoréme de Poisson. J'applique & un méme
exemple les deux théories. ‘

Enfin, dans le Chapitre VIII, pour compléter I'apercu des mé-
thodes d'intégration des équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre, j'ai pensé qu'il ne serait pas inutile d’ajouter un ex-
posé général de la méthode de Cauchy.

J'ai profité, dans ce travail, des secours que m'ont offerts
les publications académiques, les journaux mathématiques et les
ouvrages spéciaux, et j'ai indiqué les sources aux endroits cor-
respondants du texte. Je me suis efforcé, dans ma rédaction,
d’unir & la clarté et & la rigueur la plus grande généralité possible.
Mais je ne puis m’empécher de craindre que l'oeil pénétrant de la
critique ne trouve que j’'ai manqué plus d'une fois & cette triple
condition, et n’apergoive encore d’autres défauts dans mon travail.
Dans ce cas, mon excuse sera qu'en général, dans un premier
essai, on n’atteint quimparfaitement le bat.

Chapitre e

§ L

1. Une équation différentielle aux dérivées partielles du pre-
mier ordre est une relation donnée entre un certain nombre de
variables indépendantes, une fonction inconnue de ces variables,
et les dérivées partielles du premier ordre de cette fonction.

Désignons par
.ﬂ— y Tpyeeiiy ITn

les » variables indépendantes; par = la fouction inconnue de ces
variables, et par

Pisy Pareeees P
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les dérivées partielles du premier ordre de cette fonction, de
sorte qu'on ait
0z

ﬁ.. “ml...ﬁ.l...

D’aprés ces notations, le type général des équations dont il s'agit
se présentera sous la forme

(1) F(zi, Zgseeres Tn, 3, Prs Paseeeor Po) =0,
la caractéristique F' désignant une fonction donnée.

Le probleme de l'intégration de I'équation (1) consiste a dé-
terminer I'cxpression la plus générale de la fonction z, telle qu'en
fa substitnant avec ses dérivées partielles dans I'équation (),
celle-ci se change en identité. Mais, avant d’exposer les diflé-
rentes méthodes d’intégration, il n’est pas inutile d’examiner les
différentes formes de relations primitives entre 2y,..., In, % qui,
par des diférentiations et des éliminations algébriques, peuvent
donner paissance & une méme équation de la forme (1).

9. La forme la plus simple d'une telle relation est une ex-

pression de z en fonction explicite des variables indépendantes,
) 2= f(Z), Zgseeers Tns @, Ggyeeess an),

dans laquelle entrent, en outre, = constantes arbitraires a,
dgy..-+s an. En difiérentiant la valeur de z par rapport & chacune
des variables indépendantes, on obtiendra n équations de la forme

0
3 =,

et entre ces équations, jointes & I'équation (2), on pourra éliminer
les n quantités ay,...., an. Si I'équation aux dérivées partielles
ainsi obtenue est I'équation donnée (1), alors I'équation (2) repré-
sentera lintégrale de (1). Une telle intégrale, renfermant dans
son expression autant de constantes arbitraires que Péquation
donnée contient de variables indépendantes, a été nominée par
Lagrange une intégrale compléte.

§. 2

3. 1l est aisé de voir cependant que Vintégrale compléte (2)
ne représente pas encore l'expression la plus générale de la fonc-
tion z qui puisse satisfaire & I'équation (I). En effet, cette équa-
tion (1) se déduit de (2) au moyeo des équations 3), et si ces
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derniéres ne changent pas de forme, I'équation (2) continuera a
représenter lintégrale de (1), de quelque maniére que lon ait
généralisé la signification des symboles a;,..... an. Supposons
donc que 4, ,...., an désignent des fonctions des variables zy;....
zn, et voyons quelles conditions ces fonctions doivent remplir
pour que les expressions des dérivées partielles py,...., pn con-

servent leur forme primitive (3).

4. En différentiant Péquation (2) par rapport a chacune des
variables, conformément aux nouvelles suppositions, on obtiendra
n équations de la forme

_Of , Of %oy | §f B4y of oan
Pi = 3, mn—m.ﬂ...—.mnmﬂm.*..... FP Pl

Y

lesquelles se réduisent & l'ancienne forme (3), si les fonctions
4y, ..., an remplissent la condition

m\. ma— Rmﬂﬂ w\. ma:
4) mlalnnmq- mn&m-&ﬂ..*.....-.gm'ﬁup

pour toutes les valeurs de i depuis 1 jusqu'a n. Ces n conditions

se présentent sous la forme d'un systéme d’équations linéaires

par rapport aux dérivées partielles %N. ceee ‘A.R. En élimi-
a; Oaa

nant toutes celles-ci & I'exception d’une seule, nous trouverons des

équations de la forme

0,
®) mﬂm R =0,

pour toutes les valeurs 1, 2,...., n de lindice i.
Les conditions (5) peuvent étre satisfaites de deux maniéres:

1v. En posant

0
(®) I o,

pour i = 1, 2,...., #. On obtient ainsi = équations, suflisantes
pour la détermination des fonctions a,,...., an: les valeurs trou-
vées étant substituées dans I'équation (2), la fonction z ne rven-
fermera plus dans son expression rien d’arbitraire. L'intégrale
formée par la combinaison des équations (2) et (6) est ce que
Lagrange appelle I'intégrale singuliere.

90, On peut satisfaire aux conditions (5) d'une maniére géné-
rale, en posant
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R=0

Or la quantité R est le déterminant du systéme des équations
(4), composé des n? éléments représentés dans le tableau suivant,

T
m.ﬁ.—- m.ﬂ—- cesey m'ﬂ.ns
mﬁ— mﬁﬂ ma:

A}V m.ﬁﬂn m|uﬂs< .....uﬂ.lﬂ.
oa, Oay 0aa

m.&.a- Mﬂﬂ-u ....nmuﬁ‘:.

Le déterminant ainsi formé, au moyen des dérivées partielles
de n fonctions, contenant chacune n variables indépendantes, a
recu de Jacobi le nom de déterminant fonctionnel, et
Jacobi a démontré que, si le déterminant fonctionnel est identi-
quement nul, les fonctions qui entrent dans sa formation ne sont
pas indépendantes entre elles, et qu'une ou plusieurs de ces fonc-
tions doivent pouvoir s'exprime. les unes au moyen des autres.

§. 3.

5. D'aprés le plan que j'ai adopté dans ce travail, j aurai
plus d'une fois & m’appuyer sur ce théoréme. C’est pourquoi je
pense qu'il ne sera pas ivutile d’en rappeler ici la démonstration,
qui est d'ailleurs treés-simple*).

Counsidérons le systéme d’équations
a =@, 3= @p....s On== Pn,

qui sert 3 exprimer a;, dg,...., Gn €N fonetions de xy, Z3,....,on.

De l'une de ces équations, contenant z,, tirons la valeur de celte

variable en fonction de a,, ¥5,...., Za. En substituant cette ex-

pression dans ['une des équations restantes, contenant x, et x,,

dans la seconde, par exemple, nous aurons a, exprimé en fonction

de a,, x4, Ty,...., Tn, €t MOUS tirerons de 13 a, en fonction de
.

*) Nous avons légérement changé la démonstration gue donne le
texte original, et que I'on rencontre chez un grand nombre d’autenrs, 1
nous a semhié que le raisonnement pouvait étre présenté d’une maniére
plus claire, et le De. R, Baltzer, & qui nous avons communiqué cette
modification, I'avait aussi trouvée de son cité, et sc proposait déja de
Fintroduire dans la 3¢ édition de son Traité des Déterminants. (Note

du Tradncteur.)
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ay, a4, Z3,...., Tn. BEn substituant les expressions trouvés, pour
Z,, T, dans une des équations restantes, qui avec ces deux va-
riables contienne en ouire 23, dans la troisiéme, par exemple,
nous aurons a, exprimé en fonction de a;, ag, Z3,...., Zn, €t nous
tirerons de 13 z; exprimé en a;, az, @3, Zg,.+.-, Zx. En conti-
nuant de la sorte, les expressions primitives de a,, a3,...., aa
seront transformées en d’autres telles, qu'en général «; se trou-
vera exprimé au moyen de a;, @g,-.ev, @y Tps Tpyypseever Ta- Re-
présentons par

a = L' A.N._....J .s.:Y
tg == Yy (ay, Tgse..., Tn),

a; = Y3 (4}, gy Tgserees Ta),

P T R T R B

ar =Y (Ays..0es Q) Theo.ooy Tu),

P T Y

les expressions ainsi obtenues. On retrouvera les valeurs primi-
tives de a;, G,...., @L.... O0 Tyyeeiey T, si I'on remplace suc-
cessivement dans le second membre, de chaque équation, q,
ay,...., par les valeurs tirées des équations précédentes. On
aura done, en différentiant dans cette hypothése,

0 Sy 0
AL R

Oxe ~ Oa; Oxk

oY1 Sar—1 | Oy

Sar1 dxx | bz’

d’oit 'on tire

o oy Oay oY1 dar- + CLh

dxi

(M)

mﬂnﬂhlmﬂ ozk — 77T Qa1 Ok

Nous conclurons de cette formule que le déterminant du
systeme

o dw ow a

3z, dx,’ Ozy’ "'’ Ozn’

o, da s Ou

' m.ﬂ.s~ mh‘¢~....- mvﬂ:-

(B) vy s
0, 0, Toy 0 Bwe

Yn

i o. Q- ov....~ &l.ﬁ”--

peut se mettre sous la forme du produit du déterminant du sy-
stéme (A) par celui du systéme
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1, 0, 0,...., 0,
l%‘ 1, 0...., 0,
© iw” l.ww. L..... 0,

En effet, la formule (M) fait voir que la somme des produits
des éléments appartenant 3 la litme ligne horizontale du systéme
(C) et a la kitme ligne horizontale du systéme (A) forme I’élé-
ment du systéme (B) situé a *intersection de la [li#me ligne hori-
zontale avec la Aitme ligne verticale. Mais, dans chacun des
systémes (B) et (C) les éléments situés de Vun des cétés de la
diagonale principale sont ouls; donc les déterminants de ces
systémes sont égaux aux produits des éléments de leurs diago-
nales principales respectives. Par conséquent

) 5z, ' Oy Ozy """ Om .

6. Si le déterminant R est identiquement égal & zéro il faut
alors qu'un des facteurs du produit, dans le premier membre de
(7), soit égal & zéro. Mais les n—1 premiers facteurs de ce
produit sont, en général, diflérents de zéro, puisque, d’aprés ce
qu'on a supposé, la fonction ¥, contient x;, la fonction W, con-
tient zg,...., la fonction a1, contient zn—1. Par conséquent,
le dernier facteur W‘Mm doit étre identiquement nub; c'est-a-dire
que, par suite des substitutions successives que I'on a opérées,
la fonction an ne doit plus contenir z» explicitement, et peut s’ex-
primer au moyen des seules quanlités a;, az,....; Gn-1 Cepen-
dant il peut se faire aussi que, par suite des substitutions en
question, aucune des fonctions Y, Yn—1,....> Yn—k NE contienne
explicitement Zn, Zn—1,...s Tn=k} il est évidept alors que l'on
aura identiquement

wﬁﬁ _ @G'al.—n _ meﬂlr —
AQV xm\zﬂax« —_— Uy mvﬂ.u-ln —_ c- ey ﬂ-ﬂ“ — °n
et chacune des fonctions an, @n—1y-...., da—k s'exprimera au moyen

des seules quantités . ay, ag,...., an—k-1.

7. :La. propesition regiproque est évidente. Si les fonctions
a,, Gs,...., 4z M€ sont pas indépendantes: les unes;des autres,
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mais qu'au contraire 'wne d’entre elles aa, ou plusieurs d'entre
elles an, an—1,...., Gn—k puissent s’exprimer au moyen des seules
fonctions restantes ay, @g,...., dn—k—1, slors la premiére des éga-
lités () ou toutes les égalités (¢) auront lieu, d'out il résultera
que le déterminant R sera ideotiquement nul.

§ 4

8. Ainsi on peut satisfaire & la condition I =0 de la ma-
niere la plus générale, en prenant une des fonctions ay, gy, ... .,

an égale & une fonction entiérement arbitraire de toutes les autres,
en posant, par exemple,

)] n = w(a;, Qg,...:, An-1);

) . . -

ou d’'une maniére moins générale, en égalant quelques-unes de
ces fonctions a des fonctions arbitraires des autres, par exemple,
en faisant

an = TIn Aﬂn. Apyessey ,§31#|~v~

va Qn—-1 == Tlp—1 Aﬂ— y Qgyrevey halklnv.

Aumk = Tn—k(ay, dgye..., Ou—k—1):

En introduisant cette derniére hypothése dans les conditions
(4). et remarquant, de plus, que, pour toute valeur de Pindice
= >

m net_n—k, ona

A

f8am _ 9mm Oay Onm  Ottn—k—1

Imﬂulvﬂullﬁl.v.q..u*r

nous réduirons ces conditions i la forme suivante,

.lml\“ .IIQW\. mqﬂal.r m\. mqqa mﬂ
Oa, +m§=|».|mm|-! +..:+voqm.. a, Mﬁ.u

+ Amnm\ + m\.maaln +.... W\I. maa ma.al»lu

ak—1 = O%n—k 0Gn—k—1 o7 Oan—i1/ 0z |

Multiplions cette équation par dzi, et faisons ensuite la

-somme de toutes les équations analogues, obtenues en donnant

a i toutes -les valeurs entiéres depuis 1 jusqu'd ; il viendra

s
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of of Oma—k of W_w.v \
da, * T 0a, +--+ 5m, Tq, day \

of of Onn—i Of _Oma_
+Am= + N R v&nalwl\

A—k-—1 Omn—k O0an—k—1 0mn O0an—k—1

Les fonctions a;, ag,...., @Gn—k—1 étant, par hypothése, com-
plétement indépendantes entre elles, il faut alors, pour que I'é-
quation précédente ait lieu quelles que soient les valeurs de
day,...., dap—x-1, que I'on pose

o | Of Bmu O Oma _

109 Sai + nar dai toot o T 0,

en attribuant 3 ¢ successivement toutes les valeurs, depuis 1 jus-
qu's n—k—1.

9. Pour une forme donnée des fonctions arbitraires %a—k,.....
7a, On peut tirer des équations (10) les valeurs des quantités
@yy.0 .05 Gnk-1; puis, au moyen des équations (9), les valeurs
des quantités an—k,.... Gn; apres quoi I'équation (2) donnera la
détermination compléte de la fonction z au moyen des variables
Zyse .o Tn. De cette maniére, le systéme des équations @), 9
et (10) représente une intégrale de Péquation (1). Dans cette in-
tégralé, I'expression (2) de z renferme k41 fonctions arbitraives
de n—#k—1 fonctions données, et plus le nombre k est petit,
plus Pexpression de z est générale. Pour k=0, elle atteint la
plus grande généralité possible. Dans ce dernier cas, les équa-
tions (9) sont remplacées par la seule équation (8), et les équations
(10) par les équations

of , of om __
(1) m..ﬂ.—.wﬂwla«.llc.

qui ont lieu pour toutes les valeurs de i, depuis 1 jusqu'a n—1.

L’intégrale qui résulte de la combinaison des équations (2),
(8) et (11) a été appelée par Lagrange I’intégrale générale.

§. 8.

10. Pour compléter V'étude de la forme des fonctions qui
peuvent étre des intégrales d’une équation aux dérivées partielles
du premier ordre, démontrons que toute fonction donnée r des
variables 2,, Zg,...., Zn, satisfaisant a I'équation (1), est renfer-
mée comme cas particulier dans le systéme des solutions de cette
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équation, qui se compose de I'intégrale compléte, et des inté-
grales singuli¢res et générales qui s’en deduisent.

Soit, en effet,

(12) 3= Xy, Taseries Tn)
la fonction donnde, satisfaisant a I'équation

I F(Zyyeener Tny 32 Proveves Pu) =0,
et mo.:.

)] 232 [(Zyseeeer Ty Bppeees, Gn)

I'intégrale compléte de cette équation.

En écrivant le systéme des n équations

3) X _ %

Sz = Oxi’

on pourra, en général, déterminer les valeurs, constantes ou va-
riables, des n quantités «;,...., an, qui vérifient ces équations.
Ces valeurs satisfont nécessairement aussi & I'équation

(14) f=o.
En effet, mettons I'équation (1) sous la forme
T = &A&T cieey Ty Prsceces ﬁavw

en substituant pour z les expressions (12) et (2), nous obtiendrons
les deux identités

—_ dp Oop
A._mv G'gﬂ.ﬂp...... Zn, ,mmn..._u wl'ﬂﬂ )

= o d
(16) f=F(zy...., Zns 5z m.sav.

La derniére de ces identités a lieu pour des valeurs arbi-
traires quelconques de aj,...., an, et par conséquent aussi pour
les valeurs de ces quantités tirées des équations (13). Mais, par
la substitution de ces dernidres valeurs, le second membre de
(16) devient complétement identique avec le second memhre de
(18). D’aprés cela, les premiers membres de ces égalités devien-
nent identiquement égaux, c'est-a-dire que Vona f=o. On dé-
montrera absolument de la méme maniére qu'en général, si les
valeurs trouvées pour ay,...., an vérifient n équations quelconques
du systéme (13) et (14), elles satisfont aussi A la (n 4 1)ieme,

Theil L., 20
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11. Si Uon différentie I'égalité (14) par rapport 2 chacune des
variables indépendantes, en observant que ay,...., aa, qui m::.m_w.
dans le premier membre de cette équation et qui sont détermi-
nées par les équations (13), doivent étre considérées comme des
fonctions des variables; on trouve = égalités de la forme

of of day of Oan 0o

7 + m«nl— vmmm.—.......*. ﬂﬂ. mmmudm....
lesquelles, en ayant égard & (13), se réduisent aux suivantes,

o tan_

8a; 9z: ¥ Y Gan Bz

Mais ces derniéres ont la forme des équations (4); par con-
séquent, les valeurs de a;,...., an, tirées des équations 23.2
ramenant Uintégrale compléte (2) a la forme (12), sont renfermées
dans le systéme des valeurs générales de ay,...., an qui trans-
forment lintégrale compléte dans lintégrale singuliére ou dans
I'intégrale générale.

Si les valeurs de a;,...., an, tirées des équations (13) et
(14), sont toutes constantes, alors Vintégrale (12) est un cas 1»?
ticulier de l'intégrale compléte. Si les valeurs sont des fonctions

des variables, satisfaisant 2 une ou a plusieurs relations néces-
saires, de la forme

o(a, ag,..... an) =0,

alors l'intégrale (12) sera un cas particulier de _,mimm_.w_e.m..m:m.
rale. Enfin, si uvi lun ni l'autre de ces deux cas n’a lieu, 'inté-
grale (12) est lintégrale singuliére.

§. 6.

19. Nous avons considéré Pintégrale compléte de I'équation
(1) sous la forme d’une fonction explicite z des variables z;,....,
za. Mais si cette intégrale est donnée sous la forme d’'une fonc-
tion implicite, déterminée par 1'équation

@ (Fyseeees Tus 3 Agyeesss dn) =0,

ja méthode de la variation des constantes arbitraires s’applique
dans ce cas absolument comme dans le précédent. En effet, en
considérant a,,...., an comme des fonctions des variables Tyseees
%4, 1, nous pourrons les déterminer d’abord au moyen des équations

aur dérivées partlelles du premier ordre, Ch. l, §.6. 291
op
8a; = O

dans lesquelles nous donnerons & i toutes les valeurs depuis 1
jusqu'a n. Nous obtiendrons ainsi Pintégrale singuliére.

En second lieu, en supposant que an, @a—1,...., @n_k Soient
des fonctions enti¢rement arbitraires de a;, ap,...., tpn—k—1, 0N
peut déterminer ces derniéres quantités en fonction des variables
par les équations

dp dp Oan—k dp dan
b Vot o Tt e =0

ou lon suppose i=1, 2,...., n—%k—1. L’intégrale obtenue de
cette maniére est use intégrale générale, et elle a sa plus grande
généralité pour £ = 0.

En effet, il est facile de voir que, dans chacun des trois
modes de détermination précédents des quantités a,,...., an, on
obtient, en différentiant I'équation ¢ = Q par rapport & chacune
des variables indépendantes, n équations

%.M + wm pi =0,
d’'une scule et méme forme dans les trois cas. Par conséquent,
la détermination de a;,...., @5 au moyen de ces éguations et de
@=0 conduit dans ces trois cas & une seule et méme équation
aux dérivées partielles, puisque le résultat de l'élimination ne dé-
pend pas des valeurs attribuées aux quantités éliminées.

13. Remarquons que, si I'équation aux dérivées partielles ne
renferme que deux variables indépendantes, avec wne fonction
de ces variables, ces trois variables pourront étre considérées
comme les coordonnées d’un point de 'espace. Alors I'intégrale
compléte représentera I'équation d’une surface, renfermant deux
parameétres arbitraires. La méthode méme qui sert a trouver I'in-
tégrale générale et Vintégrale singuliére au moyen de la variation
des constantes arbitraires devient, dans ce cas, complétement
identique avec le procédé employé en Gédométrie pour déterminer
les surfaces-enveloppes, savoir: dans le cas de T'intégrale singu-
liere, en faisant varier indépendamment les deux paramétres; dans
le cas de lintégrale générale, en établissant entre ces paramétres
une dépendance arbitraire.

2%
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Chapitre kL.

6 7.

14. Nous avons vu (§. 4., art. 9) que la forme la plus géné-
rale de la fonction explicite z satisfaisant 2 I'équation aux déri-
vées partielles du premier ordre

"+ 9 0z
~...Auﬂ—....: Zny 2, m'.ﬂm.—u....u wi»m“- =0,

est la suivante,
2= f[Z1,0000s T Qgyeeees On-ls 7 (@yyee.-y Gu-1) s

qui renferme dans son expression les n variables indépendantes
Zypeers, Tn, PUIS n—1 fonctions données indépendantes entre
elles, a,....; Gn-1 de ces variables, et enfin une fonction arbi-
traire 7 de ces fonctions données.

Considérons un cas particulier de cette forme générale, celui
ou f ne contient explicitement n Zyseee s Tn, M Qpyeeees @a-l)
nous aurons alors

M z=f[=(ar,.., dn-1)], ou simplement z=7(0,.-» Gn—1),

puisque = est une fonction arbitraire.

L’équation aux dérivées partielles du premier ordre correspon-
dante a cette forme d’intégrale s’obtient trés-simplement, en &'ap-
puyant sur le théoréme du § 3., en vertu duquel le déterminant
fonctionnel des fonctions z, ;... Gn-1 est égal a zéro, lors-
qu'on a entre ces fonction la relation (1). 1 vient, d’aprés cela,

0z 0z 0z
M&l— wl.uﬂu Bz
0a, ooy da,
@ 3z, 2y 0 Ozn | =0,
mhaln mnalu @m\mﬂm
||Q|ol8lm|. d&‘” soarw m—s:

ou, en développant le déterminant de degré n, qui forme le pre-
mier membre de cette équation, suivant les déterminants partiels
de degré n—1, qui ne renferment pas les éléments de la premiére
ligne horizontale,

auz deérivées partielles du premier ordre. ch. ll, §.7. 293
0z 0z Oz
va a—ﬁ+muw|&4s+....+~w=mll.ﬂ.=“ 5

les coefficients R, Rs,..., Ra—1 étant les déterminants de degré
n—1 formés avec les éléments du déterminant (2), en supprimant
constamment la premiére ligne horizontale, et successivement la
1re, la 2¢,...., la nitme ligne verticale, de sorte que

oy e Oa |
dzipr " dza Oz 0z
R; = (—=1)a=1)i~}) e e e e e e e e e e e e e
0an1 O0as—1 0Gn—1 Oan—1
| Ozip " 0za Oz, T Oxia

L'équation (3) est de forme linéaire par rapport aux dérivées

tielles 2% 1.0 255 elle W do t . ie
partielles 5,-»...» 5-; elle v'a pas de erme qui ne contienne

aucune dérivée partielle, et ses coefficients ne contiennent pas la
fonction 1.

15. Prenons maintenant la seconde forme de lintégrale gé-
nérale (§. 6.),

Gm.ﬂ-....: Iny 2, A)seeesy Qn-l, T(@yseeees a:lwv”_ "O.

par laquelle I'inconnue : est déterminée comme fooction implicite
des variables indépendantes. lIci @ désigne une- fouction dounée,
% une fonction arbitraire, et les fonctions données a;,...., an—1
contiennent, outre les variables indépendantes, la fonction z elle-
méme.

Considérons le cas particulier oll ay,...., Gs—1 n'entrent pas
directement dans ¢, mais seulement par la fonction w; alors I'é-
quation précédente est de la forme

@[Zrseeees Tny 2, T(a1yeene, G1)] =05
en résolvant cette équation par _..uvm:.: a n, il vient
ﬂaAﬂ:....n ﬂ=|~v = &AQ—...... Zn, Nv~

1 désignant une fonction connue. Si V'on pose, pour I'uniformité,
1=an, et qu'on profite de ce que la fonction = est arbitraire, on
peut remplacer la relation précédente par celle~ci qui lui est
équivalente,

“) w(ay, Qgy--ves Un—l, an) = 0.

Voyons de quelle forme est I'équation aux dérivées partielles
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de la fonction z qui correspond & la forme d'intégrale (4). Pour
ramener ce cas au précédent, prenons d’abord I'équation

) y== (e, Gn)}

en vertu de ceite relation entre les fonctions y, ay,...., @n, il

s'ensuit que leur déterminant fonctionnel est nul, c’est-a-dire que
fon a )

& By &
9z, 0z, O:
mﬁ— mﬁ_ m&—

) bz, 0zy' B | =0,

mlnu._ oay dan
Bz, Ozp " 6

ou
oy
m.ﬂ.u

Oy aan 07
+ RO gLt 4R w0,

%) R

R étant un déterminant de degré n, formé d’'une maniére anas
logue aux R; de Vart. précédent.

Mais si, entre les fonctions a,,...., aa, on établit la relation
(4), alors on a

y =0,

et z peut étre considéré comme une fonction de Zy,...., Tn. En
différentiant dans cette hypothése la derniére équation par rap-
port & chacune des variables indépendantes, nous obtenons les »
équations

oy , Oy oz

m.&,m navm.u MIQ\M~A.~”"- nN.u....« ewv.

au moyen desquelles I'équation (7) se chaoge dans la suivante

or Oz oz
@I&.ﬂ + R® MM.M ...+ R® F R+,

8 RO
Celto derniére équation est encore linéaire par rapport aux déri-
vées partielles de la fonction z; mais elle est d’une forme plus
générale que P'équation (3), puisquelle’ a un terme R(+) qui ne
renferme pas les dérivées partielles de 2, et que fa fonction 2
elle-méme entre dans les coefficients avec les variables indé-
pendantes.

auz dérivées partielles du premier ordre. ch. i, §.7. 295

16. Ainsi se trouve établie la forme la plus générale d'une
relation primitive entre les variables indépendantes et une fonc-
tion de ces variables, conduisant & une équation linéaire par rap-
port aux dérivées partielles. Cette équation linéaire peut étre,
par conséquent, de lune des deux formes générales (3) ou (8);
mais lanalyse précédente fait voir que de I'équation (8) on peut
remonter & I'équation (7), qui est de la méme forme que (3), sice
nest qu'elle contient une variable indépendante de plus. L’é-
quation (6), équivalente a3 (7), est vérifiée identiquement, si I'on
substitue 3 la fonction y une quelconque des fonctions a;,..., dn,
puisque le déterminant qui forme lo premier membre de cette
équation a dans ce cas deux de ses lignes horizontales identiques
entre elles. Par suite, a),...., @n sont n solutions ou intégrales
particuliéres de I'équation (7), et Vexpression la plus générale de
la fonction y est, comme I'indique la formule (), une founction ar-
bitraire de ces intégrales particuliéres. Enfin, cette fonction ar-
bitraire, étant égalée & zéro (ou & une constante arbitraire, ce
qui naugmente en rien la généralité), donne, comme le montre la
formule (4), Vintégrale générale de Péquation (8).

D’aprés cela, on peut déja prévoir la marche générale de
l'intégration d’une équation linéaire de la forme (8), lorsque les
coefficients R sont des fonctions données quelconques de Zy,-.
Zn, 2. Oun la rameénera 3 la forme (7), puis on déterminera n
fonctions indépendantes vérifiant cette équation (7). Alors, en
égalant a zéro une fonction arbitraire de ces n fouctions, on aura
Vintégrale générale de I'équation considérée.

Cette prévision est pleinement confirmée par la théorie ex-
posée daus les deux paragraphes suivauts.

§. 8.

17. Lagrange, aprés avoir établi une premiérc théorie de
Vintégration des équations linéaires, I'a présentée finalement sous
ta forme suivante.

Prenons une équation lindaire par rapport anx dérivées par-
tielles, de la forme générale
9z 0z 0z

A@v &n.mﬂﬂn—.\nﬂwm.lu&.....'*k:mﬂ—“ »

dans laquelle 4, 4,000y Ax désignent des fonctions données de
Ty,-ee0r &n et de 2
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Représentons son ?&m_.»_m par V'équation
ao P(Zyseiees Tny 2) Hvo.

au moyen de laquelle on pourr- déterminer z en fonction de z,,..,
zn. En la différentiant ‘davs cette hypothése par rapport & cha-
cune des variables indépendantes, nous aurons les n dgalités

mg\mn|mo\ =
m|n ml-&.MII'MN‘l-.u chmu wn..... 3v.

9
Par conséquent, en multipliant I'équation donnée par .%h. et trans-

portant tous les termes dans le second membre, on obtient I'égalité

49 oy
an 0=4 ﬂ+m.wﬂ+::+}

Oy
oxn’

D’autre part, en considérant z comme une fonction déterminée par
'équation (10), et prenant la différentielle compléte de y dans
cette supposition, nous aurons identiquement

dy=0.
Or
_ O oy Oy . .
dy = s &.+Mwﬂ&.&.— +....F wﬂ:&ﬂa‘
donc, en suhstituant ici la valeur d’'une des dérivées partielles de

7 am%cp« exemple, tirée de I'égalité (I1), il viendra

4, 8  An, B
&naslmﬁﬁv.&n Fooot (dia—F &kul,..

Cette expression montre que dy deviendra identiquement nul, si
entre les variables z,...., Zn, z on établit des relations satisfai-
sant aux équations

4

12 &&-l&.&«“o_ e &&:|%N=&«”o.

Mais pour les n équations simultanées aux différentielles ordi-
naires (12) du premier ordre entre n-|1 variables, on peut déter-
miner r intégraleés distinctes, renfermant n constantes arbitraires
ay,...., An. Suppasons gue ces intégrales, résolues par rapport
aux constantes arbitraires, soient

:wv G_AH:... Za, 3)= @y, QNAN:... Xn 3)=Mly, e, Q‘.A.‘n:..‘.ﬂe ) ==d,.

auzx dérivées partielles du premier ordre. Ch. 11, §. 8 297

Au moyen de ces n équations, représentant les intégrales des
équations (12), on peut aussi exprimer n des variables z;,.., Zn,
z en fonctions de la variable restante et des constantes arbitrai-
res. En substituant ces expressions dans la fonction y (z,,..,2n, 2),
la variable restante, en fonctions de- laquelle sont exprimées
toutes les autres, devra disparaitre d’elle-méme, puisque dy doit
étre nul. Par conséquent, aprés la substitution, y ne contiendra
plus que les constantes arbitraires a;,...., @

De 13 il s’cnsuit évidemment que la forme la plus générale

que puisse avoir la fonction y pour satisfaire & la condition pré-
cédente, est la forme

SABT Pas-es G:Y

w désignant une fonction complétement arbitraire, et @;, @o,....,
@a étant les fonctions qui forment les premiers membres des
équations (13). En effet, si I'on résout les équations (I3) par
rapport 3 n quelconques des quantités z,...., on, 2, €t que l'on
substitue de nouveau les valeurs obtenues dans les équations d'ou
elles ont été tirées, celles-ci devront se réduire a des identités, ¢,
se changeant en a;, @, en a,, etc. Par suite, lintégrale géné-
rale de Péquation (9) est

ﬂnAﬁ-. ﬁwn.L... €=v =0.

Cest 2 peu prés sous cette forme que la théorie des équa-
tions linéaires a été exposée dans la Legon XX du Calcul des
Founctions (édition de 1806). Lagrange, aprés avoir déve-
loppé cette théorie pour le cas de deux et de trois variables in-
dépendantes, ajoute: ,,L’analyse précédente est plus simple et
plus directe que celle que j'ai donnée dans la Théorie des
Fonctions (r°. 101); c'est ce qui m'a engagé & la mettre ici,
d’autant qu'elle s'applique avec la méme facilité aux équations
semblables entre un plus grand nombre de variables. Dans les
Mémoires de Berlin de 1779, je m’étais contenté de prouver,
a posteriori, la légitimité et la généralité de la méthode.

§. 9.

18. D’aprés la théorie de Lagrange, l'intégration de I'équa-
tion linéaire aux dérivées partielles (9) se rameéne a lintégration
du systéme d’équations simultandes aux différentielles ordinaires
(12). Mais, comme la fait voir Jacobi (Journal de Crelle,
T. 1), les solutions de ces deux questions sont liées par une
dépendance mutuelle. La démonstration de cette proposition
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compléte et éclaircit la théorie e Liagrange, et nous fournit en
méme temps l'occasion de présenter une esquisse générale de la
théorie de lintégration des équations simultanées de la forme (12).

Les équations (12) peuvent s’écrire sous forme de proportions,

dv _dxy __dan

T T T TR s e wwe »

A 4, y: M
lesquelles sont 'expression de ce probléme: Ltablir entre les varia-
bles z, a;,..., Zn des relations telles, que les différentielles de
ces variables soient proportionnelles aux fonctious données 4, 4,,..,
A, En prenant une des variables, z par exemple, pour variable
indépendante, on peut considérer toutes les autres 2),...., Zn
comme des fonctions de z, et les équations précédentes, écrites
sous la forme

dx 4, dzy, Aa

aT AT d T A

donneront les expressions des dérivées premiéres de ces fonctions
au moyen de z, Zj,..., Zn. 1l est facile d’en déduire des expres-
sions semblables pour les dérivées d’ordres plus élevés de ces
mémes fonctions. Pour cela, en différentiant, par exemple, I'é-
quation

da: _ 4:

d: T A
plusieurs fois counsécutivement par rapport a z, considéré comme
la variable indépendante, dont z,,..., x, sont des fonctions, et, a

da, dzn .

mesure que _=",..., 78 introduisent dans les seconds membres,
A, An

les remplacant _::, leurs valeurs respectives T Ao ob-

tiendra les expressious demaundées, qui scront de la forme

dzi A
% H%Hﬁ (3, Zyseeess Ta)

d?z;
a2 ”d\nANv Zygevees .N.:vu

(14)

drz;

o = Y (2, Tyyerees Tn)s

T

. e ,.
On trouvera de cette maniére les expressions des dérivées d'or
dres supérieurs de toutes les fonctions zy,...., Zn.

‘eux dérivées partielles du premier ordre. Ch.ll, §. 9. 200

Supposons maintenant qu'a une valeur particuliére donnée 20
de la variable indépendante z correspondent des valeurs ,9
Zp%..., xn® choisies arbitrairement pour les fonctions z,, ...,
Za. On pourra développer alors chacune des fonctions z,,.., zq
en série infinie par la formule de Taylor, On aura de cette maniére

0
z—2
zi = 2i%-YP, (2% x,9...., 229 T

AN'NCVH
+9 (2% 2,9...., 29 [—n.@l.f
Ainsi se trouve démontrée I'existence des n fonctions cherchées,
remplissant les conditions voulues, et nous voyons en méme temps
que toutes ces expressions renferment les mémes constantes ar-
bitraires 2,%,..., 24% Pour ce qui est de la quantité 29, elle doit
étre considérée comme une constante donnée, par exemple comme
un nombre donné. Remarquons encore que, au lien des cou-
stantes arbitraires 2;°,..., 220, on peut en introduire d’autres,
lides avec les premiéres par des relations arbitraires, pourvu que
les nouvelles constantes arbitraires puissent étre déterminées de
telle maniére que, pour une valeur donnée quelconque de z, les
fouctions zy,.., 2, puissent prendre des valeurs choisies & volonté.

19. Pour déterminer les expressions finies des n fonctions
cherchées x;,..., 2, il faut, en général, trouver n équations,
nommées intégrales, entre ces fonctions, la variable indépen-
dante z, et n constantes arbitraires. Ce probléme peut étre résolu
dans certains cas, sans élever I'ordre différentiel des équations
(12), et le succés dépend finalement de la forme des fonctions
données 4, A,,..., A,

Il existe encore un autre procédé: I'élimination de n—1 des
fouctions inconnues, et la réduction du probléme & Pintégration
d’une seule équation diffiérentielle ordinaire du ni*me ordre. Pour
cela, prenons, par exemple les n premiéres équations (14), et éli-
minons entre elles les n—1 quantités 2,,..., zic1, z4y1,..., @
Nous obtiendrons de cette maniére une seule équation catre z, la
fonction 2; de z et les dérivées de cette fonction jusqu'au nieme
ordre, et cette équation sera de la forme

o da; drai
[z, i, P PERRRRY, yﬂ. =0.

Une équation de l'ordre n entre deux variables a, comme on sait,
n intégrales premiéres, qui se présentent sous la forme d’équa-
tions différentielles de 'ordre n — 1, renfermant chacune une con-
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stante arbitraire. En résolvant ces équations par rapport aux con-
stantes arbitraires ¢;,.., ¢a, nous aurons n équations de la forme

\ dz; drz;
\.— AN« i, |&|m-.~.... .ﬂahnl.v"a—.
(15)!
. dz; dn—z;

U falz @i, e &N-—I—v"e:.

On peut obtenir un systéme d’équations équivalent & celui-ci,
en trouvant l'intégrale compléte de I'équation différentielle du
nitme ordre, laquelle renferme n constantes arbitraires, en la diffé-
rentiant n— 1 fois, et tirant des n équations ainsi obtenues les
valeurs des constantes,

20. En substituant dans les équations (15) les valeurs (14)
des dérivées de la fonction z;, nous obtiendrons les n relations
cherchées entre z, 2;,...., a, ou les intégrales des équations
(12), lesquelles peuvent s’écrire ainsi,

A—@v [+ AN- Tyseses an-v"G—....- QIAN« Lyssees aav”ﬁ-.

Les équations (16), devant étre les intégrales des équations
(12), jouiront de cette propriété, que si, au moyen do ces
mémes équations et des autres, on en déduit des relations entre
les variables z, 2;,..., Zn ne renfermant point de constantes ar-
bitraires, ces rtelations devront étre des identités. Dans le cas
contraire, en effet, nous ne pourrions plus, pour une valeur don-
née de z, choisir & volonté les valeurs correspondantes de x,,.., Zn.

Remarquons encore que les premiers membres des équations
(16) représentent n fonctions qui restent constantes pour les va-
riations simultanées de z, 2,;,..., on. Par conséquent, leurs dif-

5

férentielles sont égales a zéro.

D’aprés cela, on a

dgi =0,
ou
0p; Op; dx, Sgi dxn _
) Oz +ma— &u+....,_.m|&lauwﬂlc.
&.N._. «N,&.H .oy . .
En mettant pour —7", ..., ~7~ leurs valeurs tirées des ¢quations

(12), et multipliant le résultat par 4, il vient

auz dérivées partielles du premier ordre. chll, §.9. 301

O Opi . Opi
oz +k~m|&._l+....A+~A=®|.\mﬂ." »

équation qui représente une relation entre 2, z,,..., za, et qui ne
contient aucune constante arbitraire. Done, d'aprés la remarque
précédente, cette équation doit étre identique.

Par conséquent, les fonctions qui forment les premiers mem-
bres des équations (16) satisfont a I'équation aux dérivées par-
tielles _

dy 0 9

11 a9 2 7 A

(1) Am«+k_w&-+::+kam§.lc.
que nous avions dans le paragraphe précédent. Il y a plus: une
fonction arbitraire d’une, de plusieurs ou de la totalité de ces
fonctions satisfera pareillement & I'équation (11). En effet, si I'on
convient, pour abréger, de représenter par A(y) le premier mem-
bre de I'équation (11), nous aurous identiquement

A(py) =0,...., A(ps) =0.

En prenant une fonction = des fonctions g¢,,...., @a, il vient

on on Op, o Opa

% T Tt ag B

on __ Ox do,-
9z: = 3, 0z:

Multiplions la seconde de ces équations par A;, et ajoutons

On Opa
S

la somme des expressions analogues pour i=1, 2,...., n, 2 la
premiére équation multipliée par A4; il viendra
o on
4 (n) = z— o
(m) i A(p)+ +w€a A (pn).

Or le second membre de cette égalité est identiquement nul; il
en est donc de méme du premier.

Enfin, la supposition de y=0 permet de considérer z ou I'une
des quantités x,,..., za, par exemple zi, comme une fonction
de toutes les autres variables; dans ce cas, I'équation (11) se
raméne 3 l'une des suivantes,

oz 0z
kn@ﬂnl—n....&. »Aam.ﬂla”k-
hw%\.uh. ¥t A ox; O0z; 0z

i +Aipg—+ ... + k:vﬂsﬂ = 4,

0zip
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et I'équation

T(Prsecees Pn) =0
sera l'intégrale compléte de ces équations aux dérivées partielles.

Ces conclusions sont complétement conformes a la théorie de
Lagrange, et, en les prenant pour bases, on pourra considérer
la méthode d’intégration des équations linéaires aux dérivées par-
tielles comme une simple addition aux propriétés démontrées
plus haut, des intégrales des équations simultanées de la forme (12).

21. Pour achever de mettre en lumiére la liaison intime et
la dépendance réciproque des deux problémes de I'intégration de
Yéquation (11) et de celle des équations (12), démontrons encore
le théoréme suivant:

"Toute fonction 9 des variables z, 2,...., za, satis-
faisant & I'équation linéaire aux dérivées partielles
(11), conserve une valeur gonstante, lorsqu’on fait va-
rier simultanément la quantité z et les quantités z,,..,
Ty, considérées comme des fonctions de z déterminées
par les équations (12); et par conséquent

% = const.

est une des intégrales du systéme d’équations simul-
tanées (12).

En effet, en prenant la différentielle de ¥ dans I'hypothése
de x,,..., &n fonctions de z, on a

(e dn, e,
dy = .wnm.—:mmﬂ la.m..nlu_.....l—»m.ﬂa 4z dz;

or, en vertu des équations (12),.
&&.— x&— dz, h:.

ZoAa A
done

d
dy = A®). -

D’aprés les conditions du théoréme, A(y) est identiquement égal

i zéro. Partant,
dy =0, dou v = const,;

ce qu'il fallait démontrer.

anx deérinées partielles dw premier ordre. ch 1, 5. 9. 303

De la résulte: 19, Qu'ayant déterminé d’une maniére quel-
conque n fonctions distinctes ou indépendantes entre elles ¢y,...,
@n, satisfaisant & I'équations (11), nous aurons un systéme com-
plet d'intégrales des équations (I12), sous la forme

@; = const.=¢;, @g=const. =¢y,..., @Pn=const. = cn;

29 Que, connaissant un systéme d’intégrales des équations (12),
tel que le précédent, on peut former un nombre infini d’autres
systémes, de la forme

Ty (Pysee-» Pn) = const, = ¢,

Tt (QP1y++-> Pn) = const. == ¢®),

Ton (Pys .+, Pn) = const. = ¢,

1l est clair que ce passage d’un systéme d'intégrales & un
autre revient & remplacer les constantes arbitraires primitives par
de nouvelles constantes, lides avec elles par des relations choisies
arbitrairement, ,

Wy (Cpseves Cn) = €M)y, Aa(Cy,v., €n) == ¢,

22. Parmi les différents systémes d'intégrales des équations
(12), celui qui, daus beaucoup de cas, mérite la préférence est le
systéme dans lequel entrent, comme constantes arhitraires, des
valeurs arbitraires z,%.., 2° des fonctions z,,.., &, correspon-
dantes A une valeur quelconque 2° de la variable indépendante
2. Il est facile de déduire ce systéme d'intégrales d’un autre
systéme donné quelconque, par exemple, du systéme (16). En
supposant que, pour z==2% oun ait, pour valeurs correspondantes,
Ty =21%..., Ta==xa% nous ayrons, entre les anciennes constantes
et les nouvelles, les relations

@1 (3% 1%, 20 =¢5,..., Pz 2,%..., 2:%) = ¢q,
ou, en résolvant ces équations par rapport & 2,9..., 29,

=P (c1s..s Ca)sovry T = PYa(ep,..., Cn).

Si I'on substitue ici les valeurs de ¢,,.., ¢n, tirées des équations
- (16), nous aurons le systéme demandé d'intégrales, sous la forme

@ AN‘ Tpyeeey .Hav =@ ANO.' uﬂ—cu.... .ﬁ.:cy

@n (2, Zyseoos .N.:v = Q:?o. .N._cu.. .y ZnY),
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ou encore sous celle-ci

d‘—Aenn...‘ eav = &-c-...» &\-HAQ-,..J ﬁav = “80.

.

‘ Chapfitre III.
§. 10.

93. Nous allons maintenant considérer le probléme de l'ioté-
gration des équations aux dérivées partielles du premier ordre de
la forme la plus générale, c’est-a-dire, sans restriction relative au

N

nombre des variables indépendantes ou a la forme de I'équation.

En conservant les notations adoptées au §. 1, représentons
encore le type général de ces équations sous la forme

A—v Hﬁ.ﬁmu-..u Zny 2, Prseses ﬁavuc.

La détermination immédiate de lintégrale générale de l'équation
(1) constituerait un probléme trop complexe; i cause de cela, on
cherchera d'abord son intégrale compléte, renfermant z constantes
arbitraires, de laquelle, comme on I'a démontré plus haut (Chap. 1,
§§. 2.—6.), on déduira ensuite, par la variation des constantes ar-
bitraires, les intégrales générales et l'intégrale singuliére. Une
autre maniére de traiter le probléme consiste, au lieu de déter-
miner immédiatement [Iintégrale compléte, représentée par une
équation entre les variables indépendantes z;,...., Zn, la fonction
z et n constantes arbitraires, 2 chercher d’abord les expressions
des dérivées partielles p,,..., pa de la fonction 2. En substituant
ces expressions dans I'équation

2) di = pdx; + pedzg + ... + pndza, .

qui donne la différentielle totale de la fonction z, et intégrant
cette équation, on obtient I'intégrale compléte cherchée. Si I'on
met cette derniére sous la forme d’une équation résolue par rap-
port & une des constantes a,,..., as, on a

3) [(@1,eees Tny 2, @15enss Q1) =G

d’ou, en différentiant par rarport & chacune des variables indé-
pendantes, on tire

aux dérivées partlelles du snﬁiﬁ._ ordre. Ch 111, §.10. 305

o of

- ®“~ — m.‘u-
Rkl aE A

0z oz

Par suite, py,..., pn doivent étre des fonctions de z,,.., zn, 3,
et renfermer dans leurs expressions n» —1 constantes arbitraires
...y On—1i-

De plus, pour que I'équation (2) admette une intégrale, telle
que (3), il est nécessaire que les fonctions p,,..., pa remplissent
les conditions d'intégrabilité, lesquelles sont de la forme

dpi |, Opi Opr | Opu
i i LRl pey t 5 pis
i et k représentant tour & tour toutes les combinaisons différentes

des nombres 1, 2,..., n, pris deux & deux. Par suite, ces con-

. nn—1
ditions sont au nombre de ( wl..wu et on les écrira toutes, sans

omissions ni répétitions, en donnant 3 l'indice i les valeurs suc-
cessives 1, 2,..., n—1, et, pour chaque valeur de 7, donnant a
I'indice %4 successivement toutes les valeurs plus grandes que i,
jusqu’'a n inclusivement.

Introduisouns, pour abréger, la notation suivante: u étant une
fonction quelcongne, qui renferme, outre les variables indépen-
dantes z,,..., xa, la fonction z de ces variables, nous représen-
terons la dérivée partielle de u par rapport & I'une des variables
s ou
_=meva=mu=8m§..qu_mm%:.vo_a mﬂ...v. wc_._m_.mdoz_.o
~

ou , Ou . .
57; 5 Pi D’aprés cette convention, le type général des condi-

tions d’intégrabilité prendra la forme

Opi Opx
) umv = m.alv

§. 11.

24. Pour déterminer les n fonctions py,...., pa, qui condui-
sent, par Pintégration de 'équation (2), 2 l'intégrale compléte de
(1), il faut en général trouver n équations entre ces fonctions,
les variables z,,...., 2n, 7 et n —1 constantes arbitraires q,...,
an—1. Nous avons déji une de ces n équations, savoir, 'équation
aux dérivées partielles donnée (1); il reste a déterminer les n—1

Theil L. 21
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autres. En supposant ces derniéres résolues par rapport aux
constantes arbitraires, représentons le systéme considéré des n
équations comme il suit,

(6))] F=0, Fi=aqa, Fy=a3,...., Fae1 = ap1,

Fy,...., Fs_1 désignant, comme le premier membre F de I'équa-
tion doonée (1), des fonctions de z,,..., &n, 3, Py,..., Pa, qui ve
renferment pas de constantes arbitraires.

De cette maniére, au lieu de déterminer n fonctions py,.., pn,
renfermant, avec les n+ 1 variables, n—1 constantes arbitraires,
le probléme se rameéne & la recherche de n—1 fonctions Fy,...,
Fn-1, de 2rn 41 variables chacune, mais ne renfermant pas de
constantes arbitraires. Pour la détermination des fonctions p,,.., pn,
on donne les équations de condition (4). Voyons quelles conditions
doivent remplir les fooetions F,,...., Fa—1, en supposant que les
valeurs de py,...., pn, tirées des équations (5), satisfassent aux
conditions (4). Pour cela, prenons deux quelconques des équations
(8), par exemple, les équations

Fi=a;, Fi=a

et différentions-les successivement par rapport i chacune des va-
riables indépendantes z;,..., za. On trouve, en différentiant par
rapport & xy,

mﬁm mNﬂ- mﬁ- mN-..m mNND QN...-. mga

o) * 3, () + 7 ) et g (5m) =0
oFy\ , 0F: fop, OF: (0p, oFy w?.vl. )
ﬁv.*mﬁ_ 0z, +mts oz, +....+m§. dx, =0

en différentiant par rapport & z,,

mav%m %_v+$,. %»v+::+§ @vuc,

muﬂw @Nw—. mnﬂu mtﬂ m.suﬂ wﬂa m.ﬁﬁ
oFy\ , 0Fk fop, OF (0p, OFk fOpn\ _ .
m.ﬂuv + mmvu mﬁ.&v * 5. &NQO m.ﬁ.n tota mﬁa m.ﬂ.ﬂv - °~

et -ainsi de suite; enfin, en différentiant par rapport & x4,

oF; oF; (op, oF; /0psy oF: fOps\ _
Amﬂnv o0 o d.ca, + mﬁn /m&av to g, Opx uﬂav =0,

O F mﬁa op, OFy f0p, 3Fg f0pa

w&av + 5 0za + 55, ope m.u.._v et 3pa\02z4 =0.

aux dérivées puartielles du premier ordre. ch. fil, §.11. 307

Eliminons, entre les deux premiéres équations précédentes, WIN.M._V_
1

.,

. o

entre les deux suivantes, mlmmv,. a:m:....::.o_mmm_mcnﬂ.c_.-
2

Opn

ml|v Nous obtiendrons ainsi les n équations
Tn

OF;\oF; OF; ms.v

niéres,

] wmw QNM. mw- WMWV mﬂiviﬁl
w-@— wﬁ— QNQ— @.ﬂ— V

P2 0py ~ Opy Opa ) \0x,

Am%» opy  Op1 Opa
”lmml@mwv Sv!o

Opy  0py Opa) \Oxy
oF; 3F, OF; mm‘»w Ammwv
Ox

0z,/ Op; ~ Op,
(6) ma oF: oamﬁx

oF:\0F, oF; A

ﬂﬂlﬁ.ﬁ

Amlﬁ. oF, OF; mﬁv Amﬁ.mmr mNu mNu_. mﬁ_v
0xn/ Ops  Ops \Oxn + ,”

3py Opa Opn 0z

oF; 0F, oOF; oF, Opn—-1 ||
4 + e + ”mﬁzln wmval ﬁmﬁaluw moﬂ.alv =0

25. Introduisons maintenant les conditions d'intégrabilité (4),
et remarquons que, dans les équations (6), les coefficients des
mﬁn wﬁk
mﬁv et \ 8z,
conditions, sont eux-mémes égaux en grandeur, mais de signe
contraire. Si nous faisons la somme de toutes les équations (6)
tous les termes, a _,angvze: des deux premiers de chaque équa-
tion, se détruiront deux & deux, et nous obtiendrons I'équation,
o1 ;\oFy OF;f0F oF:\oF, oF; mﬁwvl.o

D oz, )om, " op\ 0z, ) V H\ozn)opn — 5pa\ 82m

quantités , qui doivent étre égales en vertu de ces

qui devra étre satisfaite par toutes les combinaisons deux a deux
des fonctions qui forment les premiers membres des équations (5).

La loi de composition du premier membre de I'équation (7)
au moyen des dérivées partielles des fonctions Fy et Fi est évi-
dente; nous adopterons, pour le désigner, le signe conventionnel
[F:, Fi]. D'aprés cela, le type général des conditions auxquelles
doivent satisfaire les fouctions F, Fy,...., Fa1, sers

® . [Fi, Fi] =0
i et k représentant toutes les combinaisons différentes des indices
0, 1, 2,...., n—1, pris deux & deux, avec la supposition de
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Fy=F. Par suite, les conditions (8) sont en méme nombre que
les couditions (4), savoir, au nombre de

nn—1)
g

Remarquons de plus que, si dans I'équation (7) une des deux
fonctions F;, Fi est donnée, cette équation sera de forme linéaire
par rapport aux dérivées partielles de I'autre fonction, qui est in-
connue. Ainsi, par exemple, en faisant, dans I'équation (7), Fi=F
et écrivant, par suite, I'équation sous la forme

dF oF; 0F oF; OF OF;
3ps 3z, ¥ 8py 32, ¥ B,
| oF 3F \ oF;
. +”Enmﬁ—&.ﬁamﬁu&.:..—,ﬁam%awlmﬂ
® § (oF oFyoR: m% %Vmw
“m.s_ tp N,L o~ 3z t P25 ( Bp,
oF %v oF;
\ T A&&S.*.Nvawn mﬁa

nous avons une équation linéaire par rapport aux dérivées par-
tielles de F;, dont l'intégration (Chap. 1I, §§. 8 et 9) se raméne a
'intégration du systéme suivant d’équations simultanées aux dif-

férentielles ordinaires,

{ 0y, Oy ___ Oza

mﬁ— wﬁ& mNua

_ dz )
o, oF ok OF
P op + P 9ps +eee b pa 0p

l%»m = .m.w...l%_. %.
==
_.. m.ﬂ.ﬂ + %E mN m’ﬂ.a + Pn ||.
5. 12,

26. En considérant le nombre et la forme des équations (8),
a l'intégration desquelles se raméve notre probléme, il est aisé
de remarquer que le cas de deux variables indépendantes se
distingue des autres par sa plus grande simplicité. En effet,
lorsque n=2, alors, pour compléter I'équation donnée

auz dérivées partielles du premier ordre. Ch. 111, §. 12, 309

QJA-H- T %, Y 4% 3ﬁv "Q.

il suffit de former une auntre équation
Fy (71, x5 1, p1, p2) = ay,
dount le premier membre F, vérifie la condition unique
[F, F,]=0.

Cette équation est, comme nous l'avons vu, une équation
linéaire par rapport aux dérivées partielles de la fonction F,,
doat l'intégration se raméne & lintégration du systéme (10) d'é-
quations simultanées aux différentielles ordinaires, lequel prend,

dans le cas actuel, la forme

dz, _ dzy d:

aF — oF — oF oF

o ops P o t P, opa
—dp, —dp,

=3F  _ F=OF  oF
mthyg 1Py

En outre, il est évident qu'il suffit de déterminer seulement une
intégrale F; = a, de ce systéme, qui renferme au moins une des
quantités p;, p,, et une constante arbitraire a;. A l'aide de cette
intégrale et de I'équation donnée, on déterminera les expressions
de p, et de p;. En substituant ces expressions dans |'équation

dz —" &&- 'I%N&&N = Q-

ntégration de cette équation, multiplide, &'l est nécessaire, par
un facteur d'intégrabilité, fera connaitre Iintégrale compléte
cherchée.

27. Pour éclaircir ceite méthode, wg:n:olm._w a I'équation

3z, HAm.snv +~u + Aal«v m&n

PP+ D)+ (a—z2)py=0.

Le systéme correspondant d’équations différentielles simultanées
prend ici la forme

ou

dz, _ dzy dz
P41 7T 2pipata—:T 3ppaP+(a—2)ps + 1y
_dpy __dp,y

Y2 ﬁu».
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L’équation formée en égalant le premier et le dernier de ces rap-
ports donne, en l'intégrant,

1.
a+ =P

On tire de 13, au moyen de V'équation donnée,

T—a

wml\.Aa_f:v +1
pp=230 Ty l\A&Zé.v 1.

En substituant ces valeurs de P et de p, dans 'équation

dz—pdx, —p,dz, =0,

Ve CEV ) e

Cette équation, multipliée par

+ '\;Ah_.::v +1 .l.s...w_.a.

se rameéne a la forme

ofiemo( sV ETT -4 )0

Par suite, I'intégrale compléte de P'équation donnée sera

c—a (& ,\Ast_. -BEN) =,

1—a= Au—n A Vu._.._. +wm.|a'_v?u+asv.

Si I'on prend, dans le systéme d’équations simultanées, I'é-
quation formée en égalaot les deux derniers rapports, Fintégration
donne

il vient

ou

L 27 +&.

D1 =y Py,

o, désignant une nouvelle constante arbitraire. Au moyen de
cette équation et de 'équation donnée, on trouve

auz dertvées partielles du premier ordre. Caotl, g, 12. 311

<v|||l PI/\.TQ 1;

par conséquent,

di—p,dz, —pyday = di—(e1dz; + dzy) /\nula ~-1=0

31

I—a

En divisant cette équation E:.I\. p”
1

tient l'intégrale compléte de I'équation donnde, sous cette autre
forme,

—1, et intégrant, on ob-

W VNi—a—o — (07, +2) = g,
ou

(e 1+ Tyt g)?
ﬁﬂn

+§-.

1—a=
«y étant une nouvelle constante arbitraire.

28. La méthode v_&acmo:nm pour lintégration des équations
aux dérivées partielles a deux variables indépendantes a été
établie par Lagrange dés année 1772,

..a:w:o: linéaire a l'intégration de laqueile il raméne le
—:.ev_wso n’a pas la forme symétrique de I'équation [F, Fy] =0
mais elle renferme moins de variables. Exposons en quelques
mots le procédé de Lagrange.

Les dérivées partielles py, p, doivent étre considérées comme
des fonctions de =y, x,, z, dont il suffit de déterminer une
seule, la valeur de I'autre se déduisant de I'équation dounée

F(xy, 4, 2, py, p2) =0

Si 'on substitue, réciproquement, ces deux valeurs dans
cette méme équation, elle se changera en une identité: par con-
séquent, on pourra la diférentier, non-seulement par rapport i z,,
mais encore par rapport & z, considéré aussi comme une variable
indépendante. Nous aurons, de cette maniére,

s, T op; ma_ 5 0,

oF  OF dp, , 8F op,
o +m3 o +m-n o =

En y joignant la condition d’intégrabilité

_0
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op ,0p _ Ope )
w.au+ Bz ﬁslm.ﬂ_ o P

et éliminant entre les trois équations précédentes les dérivées
partielles de p,, on obtient une équation lindaire E: rapport aux
dérivées partielles de la fonction p,,

oF op, , oF op, A F\aop,
ﬁ wM—i +&ﬁn m&& + P1 mﬁn +§N me mN
oF
t @-ﬂ— +»o~ |M Q

dans les coefficients de laquelle p, doit étre remplacé par sa va-
leur tirée de P'équation donnée F'=0. Par cefte équation, p, est
déterminé en fonction de z,, x,, z; puis la valeur de la fonction
Pa se déduit de I'équation donnée. Les deux fonctions satisfont
3 la condition d’intégrabilité, que I'on a prise pour base de leur
détermination. Donc, par la substitution de leurs valeurs, I'é-
quation

_ dz—p,dz, —pyday =0

devient intégrable, et son intégration fait connaitre la solution
cherchée.

Remarquons que I'équation linéaire précédente conduit au
systéme d'équations simultanées

) &&.— — &.ﬁﬂ . &N m I&Nun@&ﬂ
“F = 8F = oF,_ oF —oF . oF'
s Pop TP, 0 tHE

s

qui est évidemment le méme que celui de l'art. 26, & cela prés
que Von y supprime le dernier rapport, et que I'on y remplace p,
par sa valeur tirée de I'équation F=0. Les deux procédés sont
donc au fond complétement identiques, et conduisent & une seule
et méme solution, si I'on se borne & déduire du systéme précé-
dent -d'équations simultanées une intégrale renlermant p; et une
constante arbitraire. Mais Lagrange avait cru d’abord que, pour
avoir I'expression de p,, il fallait déterminer I'intégrale générale
de I'équation linéaire, laquelle doit étre de la forme

@3 = %(P1s Pa)s

en désignant les intégrales du systéme correspondant d’équations
simultanées, résolues par rapport aux constantes arbitraires, par

aux dérivees partielles du premier ordre. Ch. 111, 8. 12. 313

91 (21, X, 2, p;) = const. = q,
®2(Z1, Zy, 7, py) = const, = B,
®3(Z1; Tg, 2, P1) = const. = y,
et représentant par la caractéristique = une fonction arbitraire.

Si l'on suppose que de I'équation qui représente l'intégrale
générale on puisse tirer la valeur de p, sans donner une forme
particuliére & la fonction =, nous aurons aussi cette fonction dans
Pexpression de p,. Cependant il est évident que, entre une re-
lation primitive qui lierait 2,, z,, z, et qui serait de la forme

_”.ﬁ.: Zo, 2, aAQ: GNVH “

(f étant une fonction donnée, et m une fonction arbitraire), et les
deux an:w:osm obtenues par la différentiation de la précédente
par rapport & x; et & z,, il n'est pas possible d’éliminer les trois

i ox  Om
fonctions =, 50, Jou’
P P2
Dans le Calcul des Fonctions (p. 390), Lagrange pro-
pose un moyen pour concilier cette contradiction. Mais il faut
remarquer qu'elle ne se rencontre pas dutout, si, conformément a
la remarque trés-juste de Charpit*), au lieu de I'intégrale générale
de I'équation linéaire, on prend une intégrale particuliére renfer-
mant la variable ;. Ce dernier ?.oaamm. au lieu de conduire &
'intégrale générale, conduit i I'intégrale compléte de Péquation
donnée F'==0, et a de plus I'avantage de ne pas exiger l'inté-
gration compléte du systéme d’équations simultandes. Lagrange,
en terminant son exposition, V'établit wcmm_ par cette méthode,
sans o:o_. d'ailleurs le nom de Charpit, 3 qui elle appartient.

‘ §. 13
29. Si le nombre des variables indépendantes, dans I'équa-
:a: aux dérivées partielles du premier ordre, est plus grand que
2, alors le probléeme de __=Em§:o= ptésente un caractére plus
compliqué. En effet, déja dans le cas de trois variables indé.
pendantes, il faut (§§. 5 3 11), étant donnée la fonction F des
variables z,, 23, zy, 2, P21, pg, p3, qui forme le premier membre de

*) Mémoire présenté @ I'Académie des Sciences par Charpit, le 30
Jjuin 1784,

21*
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tion proposée F=0, déterminer deux fonctions Fy, Fy de

I'équa !
nMM mémes variables, satisfaisant aux conditions
[F, {,]=0, “ (F, F]1=0,

(I, Fo]=0.

la fonction F, peut étre déterminée, de méme

3 t
Par conséquent, indépendantes,

que dans le cas précédent de deux <.ml=£mm . ;
comme intégrale particuliére d'une équation _Wsau_qo du *.:.o::m_.
ordre; mais, pour déterminer la ?:n:o:. F,, il faut _35,2.. une
intégrale particuliére, satisfaisant & la fois aux deux autres équa-
tions simultanées linéaires aux dérivées partiélles. ,

Si le nombre des variables indépendantes est n, alors, m::_m
donnée la fonction F des variables z,..., Zn, m, Hu..... Pr qui
forme le premier membre de Péquation proposée w"c‘ m_ faut
déterminer n— 1 fonctions Fy, Fy,.., Fn—1 des mémes variables,
qui satisfassent aux conditions

(F, Fj=0, ([F, F]=0, [F F=0, [ [5 Fei]=0
A:‘: F;]=0, {[F, Fs]=0, - ) [F}, Fra]=0,

[Fp F3]=0, © ) « -+« - o o s

N [Fa-2, w-1]=0.

La fonction F se détermine comme une .:.:m,m:.u_m particuliére de
la premiére des équations précédentes; _w\ ?:n:m:_ Fy nosn,.a_ .:WN
intégrale particuliére satisfaisant mmaczwsoam.i 3 la 2¢ et ila
équation, etc.; et enfin Fp1 doit étre une _iwmqw_m particuliére
satisfaisant simultanément aux n—1 derniéres équations.

Cest de cette maniére qu'a été présenté le E.o—._maz.w de l'in-
tégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre
dans le Mémoire de Jacob: intitulé: Nova =_.m:.o._=m. ete.
(Journal de Crelle-Borchardt, t. LX). Quoique ce nouveau
é de solution soit, par I'époque de sa amac:«&:?. com.g.
rieur aux autres, cependant il forme par sa nature la ao::.::m:o:
directe des premiers pas faits par r»m;:mm et-Charpit dans
la théorie du probléme qui nous occupe. C'est pour cela que
jexposerai ce procédé avant de parler w:::m autre E&—::.? ._.m
solution, proposée par Pfaff, et perfectionnée par Jacohi lui-

méme et par Cauchy.

procéd

§. 4

30. Jacobi commence par transformer I'équation donnée

aux dérivées partielles au premier ordre. Ch. 111, §. 14. 315

(a) F(zy,..., an, 21, pyyeesy pn) =0

en une autre, également aux dérivées partielles du premier ordre,
mais dans laquelle la [fouction inconnue n’entre pas elle-méme
explicitement, et o le nombre des variables indépendantes est
plus grand d’une unité.

Mais dans cette transformation s'est glissée une inadverlance,
signalée par Bertrand, et qui consiste en ce que Jacobi lie la
nouvelle fonction inconnue & I'ancienne par une relation de forme
particuliére, d’oui il résulte que le passage de Vintégrale de I'é-

quation transformée & celle de I'équation proposée conduit dans
la plupart des cas & des impossibilités.

En effet, Jacobi, en introduisant une nouvelle variable in-
dépendante ¢, et désignant la nouvelle fonction inconnue par 9, pose

y =1t

On tire de la, eu difflérentiant par rapport a chacune des varia-
bles indépendantes,
oy B _ 1y a1y
PE 8z 10wy Bam L we
En substituant dans l'équation proposée les valeurs précédentes
de la fonction z et de ses dérivées partielles, on la transforme
dans la suivante,
oy 10y 1 6y
F(zy,..., &n» 5¢’ M@Mﬂ...... 7 mm.a.v =0.
Dans cette équation les variables indépendantes %y, ..., &n, ¢ sont
en nombre plus grand d’une unité que dans la proposée, et la
fonction inconnue y y entre sculement par ses dérivées partielles
du premier ordre,

Mais, pour que de I'intégrale de I'équation ainsi transformée
on puisse tirer l'intégrale de I'équation donnée, il faut, en vertu
de la dépendance que l'on a supposée entre ces intégrales, que,
dans la premiére, la variable indépendante ¢ n’entre qu’en facteur
commun, ce qui évidemment ne peut avoir lieu que dans des cas
particuliers. Par conséquent, la transformation précédente n’atteint
pas, la pluspart du temps, le but proposé. Il vaut mieux, d'apres
cela, ne pas choisir d’avance arbitrairement la forme de la relation
qui doit exister entre les deux intégrales, mais employer pour la
transformation le méme procédé général qui nous a servi dans
Iintégration des équations linéaires aux dérivéer partielles.
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31. Si lon représente, en effet, lintégrale de Féquation
donnée sous la forme
y(Zpseees 5 2) =0,

et qu'on la différentie par rapport & chacune des variables indé-
pendantes, on trouve, par chacune des valeurs i=1, 2,..., =,

9y

o , 9 - 8z:
M.W...—‘m?."c. d’ou qullmvnl.

_ 0z

En portant ces valeurs de p; dans I'équation donnée, elle prend
la forme

oy By

. oz, 0%n
Abv NﬂA.ﬂ—«..‘..a Tny Nu.‘.lmv\%-....n l|m|lN.|vnc

Py 0z

Dans cette derniére équation, on devra considérer zy,.., Zn, 2
comme variables indépendantes. l.a méthode de Jacobi, ainsi
que nous le verrons plus loin, fournit l'intégrale compléte y de
Iéquation précédente sous la forme d’une fonction explicite,

(c) y = f(&1,00s Tus 3 Qseeey Un)+anpy,

@y,..., dp, Gny1 désignant des constantes arbitraires. Par consé-
quent, en retranchant du second membre de légalité (¢) la con-
staote arbitraire ant1, qui y entre par simple addition, et égalant
ce second membre & zéro, nous obtiendrons l'intégrale de |'équa-
tion donnée, sous la forme d’une fonction implicite z, déterminée X

par l'équation
(d) ﬂlaa.*._.nc. ou f(Tyseees Tny 2, Ageees a) = 0.
En effet, puisque P'équation (c) représente l'intégrale de I'é-

quation (b), en substituant dans celle-ci la fonction f au lien de
y, on aura l'identité

of f

ml.N. 0xa —
A\.v NﬂA&h.....-;ﬂur Ty — m\—. u....~|ll@.\4 Ics

Bz 0z

qui a lieu pour des valeurs quelconques de zy,..., zn, z. Sup-
posons maintenant la derniére de ces variables déterminée en

auz dérivées partielles du premier ordre. Ch. 111, §. 14. 317

fonction de toutes les autres au moyen de I'équation (d); elle sera
alors l'intégrale de Véquation («); car de I'équation (d) on tire

of af
0z _ 9, 0z 3Tn
B PTG B ==

0z ; 0z

et, en substituant ces valeurs des dérivées partielles de z dans
I'équation (a), on retomhe sur Pidentite (f), qui a lieu pour une
valeur quelconque de 3, et par suite aussi pour celle qui est tirée
de I'équation (d).

Il est ainsi démontré que Dintégration d'une équation dans
laquelle la fonction inconnue entre non-seulement par ses déri-
vées partielles du premier ordre, mais encore explicitement par
elle-méme, peut toujours se ramener Fintégration d’une autre
équation, dans laquelle le nombre des variables indépendantes est
plus grand d’une unité, et o la fonetion inconnue n'entre que par
ses dérivées partielles du premier ordre.

A

§. 15.

32. Si, dans I'équation proposée, la fonction inconnue n'entre
que par ses dérivées partielles du ‘premier ordre, alors son type
géonéral pourra étre représenté sous la forme

0z 0z

B i) =

H(zy,..., Zn,
ou
N&A&:..J Tns Prreces ﬁav =a,

en faisant généralement

0z

P= g

Ici H désigne une function donnée, a une constante déterminée,
qui peut étre aussi égale & zéro.

Le probléme de l'intégration compléte de 'équation précé-
dente peut étre reduit & la détermination de n—1 équations,

H =a, Hy=a,.. Hi_1 = a.,

dans lesquelles a,, ay,..., an—1 désignent des constantes arbitrai-
res, et H,,..., H,.1, de méme que H, des fonctions des varia-
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bles z,,.., xn et des dérivées partielles py,..., pn, indépendantes
entre elles par rapport & ces dérivées®), et ne contenant pas les
coustantes arbitraires ag,..., an—a. Si les fonctions Hy,.., Ha1
sont déterminées de telle maniére que les valeurs de py, po,... Pus
tirées des équations

A—v h"ﬂu N&~ “g:...w malwn An--1,
transforment le second membre de V'équation
va dz = Y 41 &h«.n + N&N«N.ﬂ.& +... +wu=&.ﬁ=

en une difiérentielle exacte, alors lintégrale compléte cherchée
s'obtiendra par Vintégration de cette deruiére équation, et sera
de la forme

2= [(Zys..es Lny Qyeees An-1) +an.

Par hypothése, les fonctions H, H,,.., Hy_1 ne contiennent
pas z; par suite, les valeurs de py,..., pu, tirées des équations
(1), seront exprimées au moyen des seules variables indépen-
dantes ,,.., Za, et les conditions d’intégrabilité du second membre
de P'équation (2) seront, dans le cas actuel, de la forme

op: __ Opk
6)] B = '

En supposant que les valeurs de py,..., pu, tirées des équations
(1), satisfassent aux conditions (v}, on pourra trouver les condi-
tions auxquelles doivent satisfaire dans ce cas les fonctions H,,
H,,.., Hp—, exactement de la méme maniére que nous avons trouvé,
au §. 11, les conditions analogues pour les fonctions F,.., Fp
D’aprés cela, pour éviter les vépétitions, nous nous bornerons a
dire que les résultats du §. 12. s’appliqueront au cas actuel, si
nous y remplagons F, F,..., Fan respectivement par H, H,..,
H,._1, en effacant les parenthéses qui entourent les dérivées par-
tielles, et qui sont maintenant inutiles, puisque les fonctions con-
sidérées ne contiennent plus z.

*) C'est-a-~dire qu'entre les fonctions 4. H,,...., Hp—1 i1 ne doit
exister aucune relation nécessaire de la forme

OH, Hyyoooy Hp, &3y, To) =0,

dans laquelle les variables p,,..., pn n'entrent pas explicitement, En
vertu du théoréme du §.3, cette condition est remplie, lorsque le déter-
minant fonctionnel de H, Hy,..., Ha—1, considérées comme fonctions de
Pis--r Pu, west pus identiquement nal.

aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. 11, §.15. 319

33. H s’ensuit de ce qui précéde qu'entre les fonctions H,
-Hy,...., Hz—1, prises deux & deux, on doit avoir des relatious
de la forme

E m@w.lm:\..&m E 0H; 0H. OH; 3H:

@) 9z Opy  Opy Oy t 02y &l& T Ops Bay
ok oH; 9H: _ 0H; ol __
Oxa dpn  Opa Oxa

°~

que nous représenterons sous la forme abrégée

() (Hi, H) =0.

En faisant successivement, dans ’équation (),
i=0,1,2.. n—2

(H, étant considéré comme = H), et, pour chaque valeur de i,

donnant successivement & Uindice / toutes les valeurs > i, jusqu'a
. . n(n—1]

n—1 inclusivement, nous aurons toutes les Iﬁwllv conditions

qui découlent de la formule (5), et que I'on peut disposer dans

; .

Pordre suivant:

Amn N\—Vncw AAN\- mﬂvucu Amu NNuv“O....n Am. mal._vulﬂQ.
Amn. tavﬂncn ANN—. NNuv.Hucn ey ANN—. N\:-.-C”C.
©) (Hg, Hy)=0s..., {(Hy, Hu-1)=0,

ieey o v e s e

(Hn—z2, Hap1) =0,

Si I'on considére ces conditions comme des équations diffé
rentielles servant i la détermination des fonctions cherchées, on
pourra trouver H, par lintégration de la premiére équation; en
substituant la valeur de H, dans les équations de la seconde ligne
de aw.wasm groupe, on devra déterminer la fonetion H, 3:.«“:0
une intégrale satisfaisant simultanément aux deux équations du
second groupe; en substituant la valeur de H, dans les équations
de _w. troisiéeme ligne de chaque gronpe, on devra déterminer la
?:.n:o: Hy comme une intégrale satisfaisant simultanément aux
trois équations du troisiéme groupe; et ainsi de suite.

34, Mais, pour réaliser ce plan de solution, il faut trouver
une méthode d'intégration simultanée pour les deux équations du
2¢ groupe, pour les trois équations du 3¢ groupe, ..., et enfin pour
les n — I équations du (n — 1)iéme aroupe.
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Outre cela, toutes les équations (6) sont de forme identique,
et contiennent chacune 2 variables indépendantes; mais il est
clair que I'on peut se servir de I'équation donnée H=a et des
équations que I’on détermine successivement, H, =ay, Hy=ay,..,
pour diminuer au fur et & mesure le ‘nombre primitif 2n des va-
riables indépendantes, en passant d’'une groupe d’équations simul-
tanées au suivant.

Enfin, remarquons aussi que nous avons démontré que, si les
valeurs de py,..., pu, tirées des équations (I), vérifient les con-
ditions (3), alors les fouctions H,, H,,..., H,_1 satisfont aux
équations (6). Mais, pour avoir le droit de prendre celles-ci
comme moyen de détermination des fonctions Hy,..., Ha1, il
faut s’assurer encore que la conclusion réciproque a lieu; c’est-
a dire qu'il faut démontrer que, si les fonctions indépendantes
eutre elles (dans le méme sens qui a été expliqué plus haut) H,
H,,..., Hy vérifient les conditions (6), alors, en les égaiant &
des constantes arbitraires, on obtient des équations d’ol Pon peut
tirer des valeurs de p;,...; Pn satisfaisant aux conditions (3).

I’étude plus approfondie des propriétés des expressions
(Hi, Hy), exposée dans les deux paragraphes suivants, donne les
moyens d'atteindre le but indiquc ci-dessus, et permet en outre de
déduire encore d'autres conclusions utiles par leurs applications a
Vintégration des équations simultanées soit aux différentielles or-

dinaires, soit aux dérivées partielles du premier ordre.

Chapitre 1V,

§. 16.

35. Soient ¢ et ¥ deux fonctions quelconques des variables
Tyyoseer Tms Proesess P Prenons les dérivées partielles de ces
deux fonctions, d’abord par rapport aux variables 2y,..., Zn, puis
par rapport aux variables py,..., pn, et écrivons les premiéres
au-dessus des secondes dans ordre suivant,

bp By dp By . fp 0w,
dx,’ 8z’ Omy’ Omy’ T zn’ Oxa’
bp. By o S . . O o
S’ Op Ops’ Opa’ T Opn Opa

s
aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. IV, §.16. 321

_.u_i.nozm ces deux lignes de termes en groupes composés le
-premier mwm.;m_.u premiers termes de chaque ligne, le second
des deux suivants, et ainsi de suite; multiplions en craix les ter-
mes .mm chaque groupe, en prenant avec le signe + les termes
qui [orment une des diagonales, et avec le signe — les termes :w
furment l'autre diagonale. Nous obtiendrons de cette :.mfim_d
une suite de déterminants du second degré, dont la somme
forme I'expression

| 8p Oy | | dp Oy | @ ,
o9 ¥ |90 oY l 8p Oy

| 8z, Oy +._ Oz 0z _ | 024" ozn
_,mle. o _wnm 2y +....+_me o |’
i Opy Opy ops’  Opy w 3pn’ Opa |

yue nous conviendrons de désigner par la notation
(@, W)

On a ainsi, d’aprés cette définition,

| o9 O |
W) (o =5 | 0% %m0 b ow

dp By | T'\dxi Opi — Opi 0x:)’
=L, i Pi ox;
opi’ pi |

. ) N
la sommation s’étendant i toutes les valeurs de ¢ depuis ‘1 jus

Y s )
qu'a n.

Lorsqu'on i e
A qu c.w,. examine les changements de forme de Pexpression
®, ) pour différentes hypothéses faites sur les valeurs de ¢ et
. )
de 1, on obtient d’abord les formules évidentes

A.Nv Ae. Qv = ou A€~ »tv = - A.&uu ev. Aleu .@v = - AQ. .@Y

) ap d
u (ziy, W) = MNN.J pi, ¥) = — mwm, (a = const., ¥) =0,
) (Ti, pi) = — (pi, ) =1,

v (xi, xR) = (pi, pr) = (i, pr) = 0.

36. Relativement au mode de dépendance qui existe entre
les fonctions ¢, ¥ et les variables Tyseees Tny Prs--+; Pn, NOUS nE
ferons aucune espéce de restriction; nous supposerons d’aprés
no_w.a.cm ces variables entrent dans les fonctions considérées tant
explicitement qu’implicitement.

Soit, par exemple,
Theil L. 22
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9 =F(x,..., Ta, Prs+++» Pny Gpser-5 61)s
Y= \.A-ﬂ—....u Zny Prsesss Pas 0—-...« °-v..

a,...., ar et b,,...., b, désignant des _.or.a”mo=m de z,...., Zn,
Pise+r» Pn. On a, par délinition, .
o) (LY
ox:)’ \8zi) |

[F, \.u”Mum @ Au&l\.v
m?.v. opi
oran o o
5z V54 5z ¥ V8, i’ 8 ¥ 8, 9zt B, Ba
OF  OF ba, F da, Of . Of by of 8bs |"

5pi Faay opi ¥V 3ar0p: Gpr ¥ 6 0p: T 0, G |

| 6F . oF daq, oF 0ar Of ., Of 0by
=%

En appliquant successivement les formules évidentes

A+a A A4, A 7 _ a, A ,

B4b, B T 3 8|ty B
0)) md, nd’ 4, 4

mB, nB' =™\ B, B |’

on tire de Ia

(F, /1= (F, )
F . oF
+ L E bt L E W+ E @+ A g D

M&Iﬁ. m%- ma—
oF 8 aF 8f oF of
+ mla_ .mom?:‘ by) +mq_ wlﬁﬁat b} +... + da, 8b, (a1, bs)
oF 3 oF of oF of
+ mlau g\w (ags &) + mlnu.m'ﬂ?u. b)+ ...+ day 0, (a2, 6u)
F 8 oF of OF of
+ Mmlq mlo\“l An‘? o-v.*. MM‘ wﬁAaw. ouv +...+ dar ob. Aﬁq' @-Y
ou mh.a
of . ,
[F, 1= (B, )+ 24 k- (F, b0+ Zigy (@i, )
o) oF of

A Zi Mwmmm. mIS.S... br).

Il est clair qu'ici les expr~ssions [F, f] et (F, f) n'ont pas

aux dérivées pariielles du premier ordre. Ch. 1V, §. 16. 323

la méme signification: la premiére suppose la variation compléte
des fonctions F et f, lorsqu’on fait varier les quantités z,,.., Zn,
P1s---» pn en tant qu'elles entrent soit explicitement, soit impli-
citement; la seconde suppose seulement une variation partielle,
lorsqu’on ne fait varier zy,..., Za, py,..., pn qu'en tant qu'elles
entrent explicitement.

Il est aisé de remarquer I'analogie qui existe en général entre
lopération exprimée par le symbole [F, f] et la diffiérentiation
des fonctions composées. On peut obtenir, en effet, tous les ter-
mes du second membre de (3), en ayant égard tour & tour i la
variation de chacun des éléments des fonctions F et f, considéré
comme variant seul.

37. Si I'on suppose
s=r, et a =08, ay=by,..., ar==b,,

la formule (5) devient

i) F
_5:u53+y?mé%lﬁéww

OF of OF of
+ Zis ”mﬂ..mlﬁl.mmmuﬂ.v?? ax).

Dans la derniére sommation du second membre, on fera succes-
sivement i=1, 2,..., r—1, et, pour chaque valeur de i, on pren-
dra pour % toutes les valeurs plus grandes que i, jusqua r in-
clusivement.

©).

Si les fonctions F et f ne contiennent pas explicitement les
variables z,..., Zn, py,..., pu, la formule (6) prendra la forme

— x5, (Fof 8F of)
@ LF, f1= Zis 0a: Sax ~ Bax Ba; \M (i, ar).
Si la fonction F contient les variables x,..., an, Prseees Pn

seulement sous forme explicite, et que la fonction f ne contienne

ces variables que dans les fonctions @,-.., ar, on a alors, par la
formule (6),

[F, fl= Z:i(F, a) %M
®) '

il

of of of
(F, &—vmln- + (F, n.uvmlns.*... +(F, ar) 4m-|~1
38. Les expressions des dérivées partielles de (¢, v) s’ob-
tiennent trés-simplement. En désignant par u une quelconque des
variables zy,..., 2y, Pis++s Pn, ON &
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L
dp oY
du — | dp Ow
dpi’ opi |
| 0% oy | | 8¢ 0w |
| Swidw Oai | | | i Bwidu
= e o | T e
Opidu’  Opi i’ Opidu |’
ou .
o(p, 0 0
® WD (2, 4)+ (s %)

Quoique, dans la théorie de lintégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre, nous n'ayons pas accasion
de rencontrer les dérivées d’ordres supérieurs de (¢, V), remar-
quons cependant, en passant, la lorme trés-simple de leur expres-
sion, semblable a celie que Leibniz a donnée pour la valeur de

dr.9(2) v (@)
dan :

La formule (9) donue, en effet,

8% (p, ¥) __ (0% op Oy A oy
e = A.mﬂ% Gv +2 % ‘w:v T\ P G2 )

ou?

On conclut de 1, par la méthode ordinaire de démonstration des
propositions trouvées par analogie, que Fon a

on—lg Oy
Tow = \ G ev LA e S

n(n—1) for—2¢ m.mwcv

(@, W) - ("9
+ 727 G2
nn—1) r2p "2y

toe T Gt G

me mala\ﬁ oy
7o vﬁuv+ﬁe, oan )’

§. 17.

Les formules générales du paragraphe précédent s’appliquent
d’une maniére trés-simple a la démonstration de tous les théo-

aux deérivées partielles du premier ordre. Ch. 1V, §.17. 325

rémes sur lesquels est fondée la nouvelle méthode pour l'in-

‘tégration des équations aux dérivées partielles de

Jacobi

Théoréme I,

39. Soient 4, B, C trois fonctions des variables z,..., Zn,
Prseserr Pu; désignons, pour abréger, leurs dérivées partielles par
les lettres correspondantes affectées des variables comme indices
inférieurs, de sorte qu’on ait

84 0B ac
mM..-. = \mum. MM.H = wn.. s m&. = th.
04 _ B, o

mmuﬂ.l. ks... mm = WP. s w.m = ﬁ.v...

En faisant, dans la formule Amvw

F=4,
\. -_— Auu Qv = w.ﬂn 4~u~ -_ NWwJ Qh.- + e + \Wha .ﬁ:al. NW%: Qha.
il vient
[4, (B, ©)] = (4, Bz) Cp—(4. B,)C:,
+ ver + Abﬂg uhu-v Qn-n. - A\hu QE:V N\w.:
+(d4, Cp) Bz — (A, (1) By,
+.. . + Ak. Gﬂﬂ_v wa- - A\&u Q.H:v aﬁz b
ou
(4, Bz), Cs, | (4, Cs), B,
Aav ﬂm. ﬂwu Ov”— = Mw 'IMN. ! : .

(4, By). Gy, (4, G,), By

En permutant circulairement les lettres 4, B, C, on trouve

AW~ Qau.v.. \mhs. | Aw‘ »Aa..Vu Qnu. “

) [B. (C, )= 2 —
—“ v“_ Aw» QNJ.V. Nu?. # Aw.. .A?.v. Q?.,_

Oo pourrait obtenir de la méme maniére Iexpression de
[C, (4, B)]; mais il vaut mieux employer pour cela un autre
moyen. En vertu des formules (1), (9) et (4), on trouve
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| 8¢ (4, B) |
i’ ox:
© [C 4, Bl=2; ac A4, B)
opi’ opi
OHQ Ak&ﬂ.u wv ka. Auﬁu m.n.u.v !
— ¥ t ¢ i .
=2\ 0 (e B |7 ] Gy (4 B

En ajoutant les égalités (a), (), (c), on remarque E..Bm&n.@:.a_u”
que dans la semme totale des seconds membres, il se produit
des réductions. En effet, la premiére somme du second membre
de (@) détruit la seconde somme du second membre de (c), etla
seconde somme du second membre de (b) la premiére somme du
second membre de (¢). On a, d’aprés cela,

(a") [4, (B, O1+1B. (G A))+ [C, 4, B)])
# (B, Cz), 4s; | | (4, Cs,), B, |
=2 _aM.; . B ,

_ Aw. Qﬁmv» \&H-. Ak. Qﬂ-.v- ‘m

On en tire, en permutant circulairement les lettres,

" (B, (C. H]+C (4, B +[4. (B, O]
(€, 4s), B, (B, 4:), Cx,

=i (¢, ap), By | 2| (B Ap Gy |
(e") [C, (4, B]+[4. (B, O]+[B, (C, A)
AuA. wnmvn Qh-. AQ« whmv. \&a-.

—_ 3. —2 .
2\ 4, By, Gy |7 (€ Br), ey

Ajoutons les égalités @), (&), (c'), en remarquant que leurs
premiers membres sont identiques; que dans les seconds =._e=w.
bres, en vertu de la premiére formule (4), les sommes se rédui-
gent deux a deux & une, et qu'en vertu des formules (9) et (1),

La 1r¢ somme de (') +la 2¢ de (¢') donnent I'expression de
—{4, (B, O);

La 17 somme de (b')+la 2¢ de (a’) donvent — {B, (C, Al

La lr¢ somme de (¢/)+la 2¢ de (5") donnent — [C, (4, B)}.

Il vient alors

auzx dérivées partielles du premier ordre. ch v, § 17. 327

3i[4, (B, O1+[B, (C H]+[C (4, B
=—{[4, (B, O1+[B, (C, H]+[C, (4, B},

et par suite
(4, (B, O]+[B. (C, H1+[C, (4, B)]=0.

Nous voyons par la que le théoréme exprimé par Iidentité
précédente, et qui forme le principe fondamental de la nouvelle
méthode de Jacobi, se tire immédiatement et trés-simplement
des propriétés élémentaires de I'expression (g, ¥)-

Passons a la démonstration d’antres théorémes.

Théoréme II.

40. Soient n équations

) H=a, H =a,..., Hyr= an,
F. 4y,..,an—1 désignant des constantes arbitraires, et H, H,,., Hy\
des fonctions des variables z,,..., Zu, py,..., pa, vérifiant identi-

quement les conditions
(H:, Hy) =0,

pour toutes les ‘valeurs des indices i et k, prises dans la série
0,1,2,..., n—1.

Nous allons démontrer gu’en tirant du systéme des équations

précédentes les valeurs de py,..., ps, ces valeurs satisfont iden-
tiquement aux conditions

pour toutes les valeurs des indices i et k, prises dans la série
1, 2,...,n

Supposous qu'au moyen des équations (k) on ait obtenu les
valeurs

pi = F(zy,..., Ta, 4, 1,005 n-1),
P =f (Ttss..» Tn, G, Q1,0+, A1)

Si I'on considére a, a;,...., an—1 comme des fonctions des
variables z,,..., Zn, Py,..., pn détermindes par les équations (%),
on trouve, d’aprés la formule (6),
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9 oF
[F. f]=(F. /) ¥ ”E s.v@m — @ ) .mﬂ.w

P o _OF O,
+M...wmw..~.|.. 5a, " Bas da; (ai, ax).

Mais, en substituant les valeurs a=H,..., an-i=Hn3, la fonc-
tion F se change en p;, la fonction fen pi, et le premier membre
de I'égalité précédente prend la forme [pi> pe]; par suite, il est
identiquement égal & zéro. Le premier terme du second Eaaw_:..w
est aussi nul, puisque expression (F, [) est formée en considé-
rant @,...., an—1 comme des co.stantes, et que les fonctions F
et f ue contiennent pas explicitement les variables py,...c5 Pr
Le troisieme terme du second membre est nul, par suite des
conditions

AQ-.- :-nv = Amn.» m*v == c.
Donc le second terme du second membre doit étre aussi nul,
c'est A-dire qu'on aura identiqement

‘ 9 oF
Z; WQ.,, EJM.IQ. ai) m\aﬁvlc

Le premier membre de cette inégalité peut se mettre sous
une forme plus simple, en substituant les valeurs de (F, ai) et
de (f, a:). En offet, on a

oF ©Oa oF Oa aF da oF mla,
(F, a) = 9z, o + 3z, Ops ot 5 Op +-t 5z, Opn

. 8F dap—1 , OF Ban AF dan—1 oF mna,,..u.
(F, an— = o, opr + m.&sdmys..*.:.*m&.w opk +..+m&= Opn
Ajoutant ces égalités, aprés les avoir multipliées respectivement

9 I
par WMT.., A@M\U. il vient .

of _ OF (% fa o doe)

Z; (F, vaﬂ. = mﬂ- 9a o + ...+ Jan Opy
oF £ of da of maaluv

+ dzi\da opx + dan—1 Opr
oF lml\.wm. ..l@.\‘ mn:luv.

+ 52.\Ga5pn ¥ V@ opa

aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. IV, §.17. 329
Mais si, dans I'équation

pe=f(xy,..., Tn, ..., an-1),

nous avons égard aux égalités
e=H, a=Hy,..., tn-1= Ha,

cette équation devient alors identique. En la différentiant par
rapport & P'une quelconque p des quantités py,..., pa, on trouve

_Opx__Of da of Oun—

9 — da Op toet o “op

et il est clair, d’aprés cela, que le second membre se réduira a
Punité si p = pi, tandis que dans tous les autres cas il se ré-

A

duira & zéro. Par conséquent

) oF
Zi(F, .:.Jﬂ\.. = 5z
On démontrera de méme que
oF _ of
Zilfs i) g = wl.m. i

On a dounc ['identité

a: Sox ~ 0z Owx ~ dmi
ca;:.z?:w:aa::.::.m_..

N . 8F\ _ 9F : .9
2 /M:C a;i) \ IA\. :Lmls,vu m\ ,m\\ .N;ltl.C

En vertu de ce qui a été établi (§§. Il et 15) et du théo-
réme précédent, on doit considérer les équations

m.ﬂlklym'.l.llc et ANN... H)=0

comme des conséquences réciproques les unes des autres, et l'on
peut prendre les secondes aussi bien que les premiéres pour
conditions d’intégrabilité de I'expression diffiérentielle

prday 4 podxy + ... 4 prdza.

“Jacobi donne encore deux autres formules pour les condi-

tions d’intégrabilité, que nous allons établir par le méme moyen
que la précédente.

Théoréme III.

41. En conservant les hypothéses du Théoréme précédent,

22*
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imaginons que, 3 l'aide des systémes d’équations (), chacune
des n premiéres quantités de la série

P> P2 P3seees Pas Ty T Tgseesy In

soit exprimée en fonction de toutes les variables qui la suivent
dans cette série, et du nombre nécessaire de constantes prises
dans la suite @, @y,..., an—1; €t supposons qu'on ait ainsi trouvé

pi—Fpit1,e.c, Pry Trseees Tny @ Opseves ai—1) =0,
Ph— [ (Pkdds-ovs Prs Tiseers Tns @ Opseess ar—1) =0,
pour i<k

Nous allons démontrer que les premiers membres de ces équa-
tions satisfont identiquement a la condition

Amwu.ulm.» N:n.l.\ov”ncu
pour toutes les valeurs de i et de k comprises dans la suite des

nombres 1, 2,..., n.

En considérant @, a;,..., dn—1 COMmME des fonctions des va-
riables, déterminées par les équations (h), nous aurons, en vertu
de la formule (5),

m=k-1 , 0 :—”mlu m@.
[F, f1=(F, )+ chQ.. aavtlmn\,,...l a.kuocn )
m=i~1 l=k-1
+ 2 z WN..JI WM.??: ap.

=0 I=0 dam da

En substituant les valeurs a=H, a,=H,,..., la fonction F
se changera en pi, la fonction f en pk, et le premier membre de
la derniére égalité prendra la forme [pi» pi]; il sera, par consé-
quent, identiquement nul. Le dernier terme du second membre
est nul, en vertu de la condition

AQH: QNV = Ama: NND = 0.
On a, par stite, identiquement

m=k~1 m=i—~1 A
0=(F P+ 3 E el E (g
m=0 QA

m=0 mhﬁ-

Les deux sommes du second membre de cette égalité peu-

vent se ramenet 3 une forme plus simple. Pour cela, prenons
les égalités

L auz dérivees pariielles du premier ardre.

ch. 1V, §.17. 331

: 8F da OF oda
(F, o) = 35 35, oot 5z Ipn
oF Oa 8F da
‘ﬂ vllcl-sbl. LI Nanad mﬁs wvﬁi—n
: BN .m% 0ak—1 oF daix—1
: :u. a-) = 5z op; +.- -t 5z, Opn
oF dax—1 __OF dak—1.
~%n 0z, " pa 0%a

of of . et ajoutons-

multiplions les respectivement par 5,5 -**2 §g, 7,

‘les, ce qui donne

Ve aunuw._ln IQNA .
: ENHo (F, am) dum
| _ (Y o buia
= 8z, \da dp, +e- Y 5an o

aF (8f da of mawlv
+ 5z, \6a 3pa T t 301 Opa

oF (of ¢ou of m:*lpv

T opip A.ml: 0zig1 LIRELE P Oxit1
oF (Of Ba Bk

of mE"Lv.

— 5 \aa @ Tt Bus B

Mais si on fait a=H, a, =Hy;....» Péquation [ = pk se

PR

changera en identité, et en la dinérentiant, on aura

of Oa

0 op, T
of oOa

: mmgmlu.v
of Oa
da  Opx
of Oa
da oprr

+

« e e e e

of Oar—1 __
.+uﬂ o =0,
of Ouk—1 __
R Spi 0,
of Oap—1 _
. v +.®§k|~ \I@Mwim ll‘-
ot of Oak—1 _ of

a1 Opkyr opryr’

F R T 2 T
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of Oa of Oar—r of
3 ot Yo Opn —  Opa’
of oa . of Oar—1 . of
0a dzxip et Our—1 i — 7 Ozipr’
o 8a ¥ dma  of
% bzt Yoo om = bm

N
D’aprés cela, on peut donner

m=—i—1 m\. . m%‘
aWuo Qua nivmni m&.»

a I'égalité précédente la forme

oF  of
9xkg1 Oprpn
LA

+ mNu..T- m.@.~+~

g B

; R . oo
En changeant Fen f, k en i, et vice versa, il vient

m=k-1 of of OF of oF
z LA ———m L
m—0 (F, am) Oam — 0xi ~ Oziya Opiya """ 0xa Opn
4+ o OF + of oF
i1 0zigr ¥ Opa Bz
On tire de 13, par soustraction,
m=k—~1 of m=i-1 oF oF  of
= m) e — s = p
m=0 A.Nu. “ vmas u:M.”c A\,.. niv mhi - w.ﬂ.r muﬂ- NAN& \v
On aura done Ea::n:m:_o_;
oF of
(F, b+m§lﬂl54 =0
oy
oF of U oF  of "
fo " BN ==L N — g g | =0

c'est-a-dire
AN.J' Num-

Nous démontrerons absolument de la méme maniére

f—py =0

théoréme, également nécessaire pour ce qui doit suivre:

‘Théoré¢me IV.

42. En conservant les conditions des deux théorémes pré-
cédents, supposens que, parmi les équations (h), on prenne m

équations quelconques, par exemple les m premiéres,

cet autre

aux deérivées partielles du premier ordre. Ch. 1V, §.17. 333

H=u H =a,,.., Hp-1=an,

(en supposant naturellement m <#n). Au moyen de ces équations,
nous pourrons exprimer m quelconques des quantités py, pg,.., P
en fonction des n—m autres, des variables z;,..., za et des coun-
stantes a, a,..., am—1. Concevons qu’on ait déterminé de cette
maniére py, Pa,..., pm, et soient ¢ etk deux nombres quelcon-
ques, non plus grands que m. Supposons que l'on ait

Pi—@ (Tyseee, Tny, Pmglseces Poy G5 dyyeeey am-1) =0,
Pe— W (Zy,e00y Ty Pmtlseees Prs Q5 Gpyeeey am—1) = 0. ;

Nous allons démontrer que les premiers membres de ces équa-
tions satisfont & la condition
pi—9 pi—y) =0
En effet, en faisant
H,,..., an—1 = Hn-,

a=H, a =

on a, par la formule (6),

r=m-—1
(o, v] = (9, v)+ mo AAG. ar) m:qlch. ar) w:..w
_ dp By Op by
+ MJ- mnw w|2|u -_ gﬂ Mﬂvaea a.v.
Mais, par la substitution des valeurs de a,..., am—1, le premier

membre et le dernier terme du second membre de cette égalité
se réduisent & zéro; donc

r=m-—1 :
@ @0+ 2 (o 0w g} =0
Ou a, de plus,

_ dp 0Oa dp Oa dp  da
@O= g o Vo o Tt @ o
0p Oa dp  Ou Op Oa
T pmi10Zm41  Opmi2 Oxmyz T Opn Oan
- 89 Yama ,  Op damo 89 dama
(p, am—1) = az, op + 372 Opa LIEETT SR i B
_ % 8am1  Op Odam-1 99 dam—s
Opm410Zmir ~ Opmy2 Oxmpz ~ Opa Ozn
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En ajoutant ces égalités, aprés les avoir multipliées respective-
0 0 .

ment par .E.. e i.mvll_ et mettant en facteurs communs, dans
Oa 0am—1 ,

e second membre, les dérivées partielles de @, on verra, abso-

lument comme dans Ja démonstration du théoréme précédent, que

les multiplicateurs de %.AN PR mle. sont puls, & Pexception du
.z, 0xm
multiplicateur de %.W. qui est égal  I'unité. Les multiplicateurs de
dp W& ) op i mmm
m&sl.-. T Bz’ mw::.*n..... mmwz
deviennent respectivement
_ o _w o i
m%ul.u e mﬁa ’ m.&.:lL, T B’
ce qui donne
r=m-1 oy __ Op op Oy op Oy
Z @ ) =52 T Szmit Gpmpr " 0am Opa
e 0w dg oy
+ mﬁi.*.h m.@.:l,.- +eet mmwa mk.:.

En changeant @ en v, k en i, et vice versa, il vient

r=m~1 :mlnNIn (m.m.tn mﬁc mﬁ w@n me
5 W) e = fz: T 0zmps Opmpi " 0an Opm
v % By B9
. + Op a1 0T mis tot Opn Ozn

Si I'on retranche ces égalités I'une de P'autre, on trouve

r=m—1 v dp dp Oy
En substituant le second membre de cette égalité au premier
dans I'équation (), nous aurons

op o

T~ 5~ (@ W=0,

c'est-a-dire,

(pi—@, pr—¥) =0.

anx derivées partielles du premier ordre. ch ¥V, §.18. 33hH

Chapitre V.

§. 18.

43. Les propositions démontrées dans les deux paragraphes
précédents peuvent étre considérées comme des lemmes auxiliai-
res. Ces lemmes étant établis, nous pourrons maintenant exposer,
sans faire de digressions, la méthode de Jacobi pour Vintégra-
tion du systéme des équations (6) du §. 15, a la résolution duquel
nous avons ramené notre probléme de I'intégration d’'une équation

aux dérivées partielles du premier ordre & un nombre quelconque
de variables iudépendantes.

Nous exposerons d’abord cette méthode, en nous servant seu-
lement des théorémes | et II du §. 17; puis nous ferons voir
comment, i l'aide des théorémes 1l et LV, on peut simplifier et
compléter la théorie de ce probléme.

44. Eo vertu de P'équation donnée aux dérivées partielles du
premier ordre

H(zy,..oo Tny Prse--» Pa) = a,
il fant d’abord déterminer une équation de forme analogue

H (..., Zn, P15---5 Pn) = ay,

dans laquelle @, désigne une constante arbitraire, et H, une fonc-
tion inconnue. Cette fonction doit étre déterminde de maniére &
satisfaire & I'équation linéaire
oH, 0H 0oH, oH
H,H="—a2 7= 4.0,
) (Hy ) 0z, Opy opy 0z,
0H, 0H 8H, oH _

+ Ban Opn " Bpa dan =

D’aprés cela, en prenant le systéme d’équations simultanées aux
difiérentielles ordinaires

(w) bz —dn _ _ _dzu _ —dpn
OH ~T9H T T oH T 9H
mﬁ— 0z, mmua 0zn

et déterminant une de leurs intégrales

[i (@100 es Zns Prse s Pn) = const.,

-~
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nous pourrons poser Hy =f,; et, en désignant par a; la cou-
staunte arbitraire, nous aurons

H=a H =f =aq.
45. On devra ensuite déterminer I'équation

Hy(Zy,00s Tn, Pryeses Pn) = ag,

dans laquelle «, représente une constante arbitraire, et H, une
fonction inconnue, qu'il faudra choisir de maniére & satisfaire aux
deux équations linéaires

) (Hyy H)=0, (Hy f1) =0,

dont I'une est identique avec I'équation (1), et lautre se déduit
de (1) par le changement de H en f;.

En s’appuyant sur le Théoréme I (§. 17), Jacobi a démontré
que, si 'on connait l'intégrale de P'une des équations (2), on peut
trouver la solution commune de ces deux équations, par linté-
gration d’une équation linéaire auxiliaire ol le nombre des varia-
bles est moindre que 2n.

On commencera donc par déterminer une intégrale de l'une
des équations (2). Si Fon 'prend une intégrale de la premiére,
cette intégrale devra étre différente des deux intégrales déja con-
nues H =a et f, = a,. Supposons que cette troisiéme inté*

grale soit
@(Zys.0+s Tns Prseors Pu) = const.
Par des substitutions successives dans le premier membre
de la seconde des équations (2), on obtient les fonctions

® "3, R =o (@ hHh) =0 (@ fi) = Ps .
ciens (@i-1, fi) = @iseens

Cette suite peut, en général, se prolonger indéfiniment; mais si
le résultat d’une de ces substitutions, @: par exemple, est égal a

N

une constante, la suite s’arrétera a ce terme.

Nous allons démontrer que les fonctions @, @g, @g,.. satis-
font toutes & la premiére des équations (2). Pour cela, prenons
I'identité donnée par le Théoréme I,

et posons A=H, B=f;. Alors cette identité prendra la forme

aux deérivées partielles du premier ordre. ch. V, 8. 18. 337

4, (fi. O)+I[fi, (C, B)] =0

fin faisant maintenant tour a tour

C=09, 91, P2, P3,:-- >
on trouve successivement les identités
| B, (s 9)] =, 9) =0,
(H, (fi, 9] = (H, 9,) =0,
[H, (fi, g2)] = (H, 93) =0,
squi démontrent le théoréme.

46. De 13 résulte, comme conséquence évidente, une conclu-
sion trés-importante, relative aux intégrales du systéme des équa-
tions (a), et qui est connue sous le nom de théoréme de Poisson.

Si 'on pose, en effet,
@, = const., @ = const., Q5= const.,...,

on obtiendra des intégrales des équations () (§. Y). Par suite,
connaissaut deux intégrales de ces équations,

fi = const.,, o= const.,

distinctes de H = consi., nous en obtiendrons une troisiéme en
posant

(f1, @) = const,

puis une quatriéme en posant

[fis (f1, @)] = const.,

et ainsi de suite..

Pour ne pas nous écarter de notre objet principal, nous nous

bornerons ici A ces remarques, nous réservant de revenir plus
tard sur le théoréme de Poisson.

47. Comme les équations (@) wont que 2n —1 intégrales
distinctes, il s’ensuit de | qu'en prolongeaut indéfiniment la suite
(B), on ne pourra obtenir toujours des fonctions distinctes, et qu'on
devra nécessairement finir par rencontrer une fonction qui’ soit

elle-méme une fonction des intégrales déja trouvées. Soit ¢; la
premiére fonction qui soit dans ce cas, i devant étre <2n. Posons

. pi=F(H, fi, 9, @15, Pi-1):
‘Theil L. 23
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I .mo;.: inutile de prolonger la suite () au dela de la fonction g,
puisque de cette maniére on n’obtiendrait pas de nouvelles inté-
grales. En effet, par la formule (8) du §. 16 (art. 37), on a

@ity = (7, hl

oF . oF
e P @ f gt

oF
+ (@i, [1) Tpi

oF
“O+O+€.&+...+-.AN\..\.~“ Py leuvvmm—.

dot il résulte évidemment que @;y1 S'exprime au moyen des
seules variables H, fi, @,..., @i-1.

48. Proposons-nous maintenant de trouver, il est possible,
une fonction des intégrales déja obtenues H, fi, ¢, ¢15.-5 Pi-1,
telle que, substituée a la place de H,, elle satisfasse aux équa- :

tions (2). En désignant par [, la fonction cherchée, et posant

NN&“\.&ANNu \w. Py Preeees GTLV. , T

on trouve que, en vertu de la formule (8) du §. 16. (art. 37), les

premiers membres des équations (2) prennent la forme

(fp H)=(H, mvwwi? Smmieu H) Wm W.
+ (¢, H) WW T+ (@im, ) MWWJ.

(Fo )= By R 53+ G mem ¢ (@ Emw
+ (91, \LWWM&_ +o 4 (@icn ) ww]m._, ‘

et, comme on a identiquement
(H, H) =0, h, H)=0, (9, H)=0,
(pr, H)=0,..., (pi-1, H)y =20, :
H, =0 (f =0, @ HN=09 _
(@1 1) = P2o-eos (pi-1, i) = Pir .

léquation (H,, H) = 0 sera satisfaite pour Hy =3, quelle que
coit la fonction f;, comme on pouvait d’ailleurs le prévoir.

auz deérivées partielles du premier ordre. ch. V, §.18. 339

1.’ équation (H,, fi)=0se transforme, par ces substitutions, en cette
autre équation linéaire
ofs ofy 9f
) P1op t 72 b, oo b i g
. af;
.*. NJAN&w \: @y, Pysevs lenv \.u

0pi-1 =0,

ronfermant seulement les nouvelles variables H, fi, @, @155 Pi-1s
et d’ou les anciennes variables Zys..s Zn, Prs-es Pn sont éliminées.

Dans Véquation (y), H et fi pourront étre considérées comme
des constantes, puisque cette équation ne contient pas les déri-
vées partielles prises par rapport 4 ces variables. On peut dong,
dans la fouction F, remplacer H et f, respectivement par ¢ et a.

1! nous suffira de déterminer une intégrale particuliere de Ié-
quation (y), ou une des intégrales du systeme d’équations simul-
tanées aux différentielles ordinaires

dep do _ dopi doi—1

=
)

g1 Fla, a1, @seo @i-1)

que V'on peut remplacer par une seule équation aux différentielles
ordivaires d’ordre i—1. Si lon introduit une nouvelle variable
auxiliaire 7, en égalant & dr la valeur commune des rapports pré-
cédents, ce systéme pourra étre remplacé par une équation diffé-
rentielle ordinaire d’ordre i, mais d’une forme comparativement

plus simple.

En effet, si l'on pose

dgp do __dos dopi—a _ dpi—t
di =2 =" =T =....= =
Pi Po P3 Pi—1 F
il vient .
do _ do, _ d?0 _ doy _ APy _
dr —Pv  de T derT P2 yp T AT
dopi—2 _ di'e
e T = @

dpimy  dig

dz - &‘_\L. ”N.;T? 4y P Prreees €~.|_T

doti, en substituant, dans la derniére équation, A Qrieees il
leurs valeurs tirées des précédentes, on tire I'équation aux diffé-
rentielles ordinaires, d’ordre i, que nous avons annoncée plus haut,
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i i—1
- hﬂAﬁ. a s @, &G....‘ @ A

di = dr doi1 )’

Supposous qu'une des intégrales premiéres de cette derniére
équation soit

d i1
SA? MWT.; mml.mmv = const.

drt—
. do di-t
Si Pon y substit €2 52 jeurs il i
y substitue pour —-,..., Ty leurs valeurs, il vient

O (p, @1,..., Pi—1) = counst,,

et on pourra poser f, = @. En désignant maintenant par a, la

constante arbitraire, on aura déja les trois équations aux dérivées
partielles du premier ordre

H=q¢, H=fi=a H=/[f=a,
satisfaisant aux conditions voulues.
49. Remarque 1. Si dans la série des fonctions @, gy,

@i—1, @i, la derniére @; est = 0, il est évident que I'avant der-
niére @;—1 sera lintégrale cherchée, commune aux équations (2).

Si @i est égale & une constante K, alors la solution se sim-
plifie, puisqu’on a, dans ce cas,

dgi—z _ doia

picr . K’
d’ou Von tire, en intégrant,
2Kpi—2 — pi—12 = const,,
et par suite
[ = 2Kpi2—@i1%2= a,.

Mais dans ce cas il faut que ¢ soit plus grand que I; car
autrement la méthode précédente pour déterminer f, ne serait
plus applicable. Supposous, en effet, ¢, = K, K étant une con-

stante donnée ou une fonction de g; alors I'équation (y) prend la
forme

ofy _
K wﬂ\wlc.

ce qui montre quaucune fonction de la seule quantité @ ne peut
étre une intégrale commune des deux équations simultanées (2).

auz deérivées partielles du premier ordre. cr.V, §. 18 341

En pareil cas, il faut commencer par déterminer une intégrale
de ia seconde des équations (2),

(Hy, 1) =03
ou bien déterminer une intégrale
B(Zps-+ s Tny Prs«+-» Pa) = coONsL.

de la premiére équation (2), difiérente des intégrales H=a,
fi =a, et ¢ = const.; ou encore suivre la méthode que nous
exposerons plus bas.

Si lintégrale 6= const. se trouvait dans le méme cas que
Iintégrale @ = const,, cest-a-dire, si 'on avait les deux identités

(o, \q—v”\m. (8, \—VII...N}

K et L étant des constantes, ou des fonctions quelconques de
. @ et de 6 respectivement, alors la valeur de H, s'obtiendrait
- tres-simplement.  Si I'on pose, en effet,

N\& = \.nAG. m?

on trouve que les premiers membres des équations (2) prennent
la forme

0 af.
@ HLve mL

of;
+ Am.. \.—v i@\.@uw

(fa: H]

i

[feo Al=(o. /) o

mais, comme on a les identités
(. H)=0, 6. B)=0, (». ) =K, (6 /)= L,

la premiére des équations (2) est alors satisfaite par une forme
quelconque de la fonction far et la seconde de ces équations prend
la forme

Oy

ofy _
k%m =4,

+BMM

d’ou Von tire

. d de
X \sHaA lswlf\.yh ’

n désignant une fonction arbitraire.

50. Au moyen des trois équations connues
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H=ua Hi=fi=aq, Hy=[f=a,,

on en déterminera une quatriéme Hy=a;, a; désignant une con-
stante arbitraivre, et la fonction Hj; devant étre calculée de ma-

N

niere & satisfaire aux trois équatious linéaires simultanées
'

3) ’ (H, H) =0, (H;, \_vHov (H,, \svnc.

Cherchons, d’aprés la méthode que nous venons d’exposer,
une intégrale commune & deux de ¢es équations, aux deux pre-
miéres, par exemple. Il suffira pour cela de déterminer une autre

.y . , .dd .
intégrale premiére de l'équation MN.MIW = I, différente de @ = const.

Représentons cette intégrale par
Hy = 9 (xy,..+, Tny Prse-es Padi

il s'agit d’en déduire une intégrale commune du systeme des trois
équations (3). :

Pour cela, par des substitutions successives dans le premier
membre de I'équation (Hj, f3) =0, formons les expressions

Wy, fo) =%, (W o) = Yoy (Wps f2) = Wareros (Whmty f2) =Whsevn

Dans la suite des fonctions Wy,..., Yk,..., on devra finir par
en rencontrer une qui s’exprime au moyen des précédentes. Soit

Pk = ﬁAﬁF PYi> Yas-ees Wk—1)
la premiére des fonctions qui soit dans ce cas.
On verra, absolument comme on l'a fait plus haut, que ¥;.

g, ... sont des intégrales des deux premiéres équations (3). Car
si, dans Pidentité

[4, (B, C)]+([B, (C, ] +[C, (4, B)]=0,
on prend d’abord A=H, B=/f,, puis .k”\_. B={f,, on aura les
deux autres identités
[H, (f2» O)+1f2 (C H)] =0,
i (far O14[fes (C D] =0
En y faisant successivement
C=1vy, P, Poseors Yh—1s

on obtient les deux suites d’identités

aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. V, §. 18 343

:&.. (fr» W) = (0, H) =0, [H, (fo, v))] = (va mhH=0o,...,
[fi, (foo )] =@y 1 =0, [fi, (for )] = (W2 f) =0,...,

qui démontrent le théoréme.

1l faut ensuite chercher une fonction f3 des variables H, f;,
far Ws Wise-os Ph—1, qui, mise & la place de Hj, satisfasse & tontes
les trois équations (3).

Or on vérifie aisément, comme au n’ 48, que les deux pre-
miéres de ces équations sont satisfaites, quelle que soit la forme
de la fonction f5. Quant & la troisieme équation (3), en y faisant
Hy=f,, elle se change daus Péquation-linéaire suivante,

ofs ofs ofs
= Pl SN s Weoens Wi = 0,
P B + Gwme_ +o 4, 9, Y1) F
qui ne renferme que les variables ¥, ¥;,.., Yr—1. Si la fonction
f venfermait les variables H, fi, f5, on pourrait les remplacer re-
spectivement par les constantes @, a;, 0y, puisque I’équation ne
contient pas de dérivées partielles prises par rapport & H, fiou fy

Ainsi la fonction f3 doit étre déterminée comme une intégrale
particuliére de I'équation linéaire précédente, ou comme une des
intégrales du systéme d’équations simultanées

dy  dy, dyi—s

\N m_ =D = ﬂ El

¢ désignant une variable auxiliaire: ce qui conduit finalement a la
recherche d'une des intégrales premiéres de Péquation d’ordre £,
3 deux variables,

dky dvy dk—ly
f(w 5 o)

Si cette intégrale est

d fk-1
£ Aé. mmm PR «;lamuv = const.,

. d dk—ty
en y substituant les valeurs &Iﬁ”@?:. e = Wkt nous

pourrons poser

fo = ¥ (P, Wys..0, Pi—1) == const. = 3.

Ainsi, nous connaissons déji quatre équations
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H=a, Hi=fi=a, Hy=fy=d¢, Hy=[3=uay,

satisfaisant aux conditions (1), (2) et (3).

51. Remarque 2. Il faut observer ici que, si le résultat
de la premiére substitution (¢, f;) ou vy, est une fonction de v
ou une constante quelconque différente de zéro, la méthode pré-
cédente pour la détermination de f; se trouvera en défaut, comme
dans le cas dont il a été question dans la Remarque 1 (n° 4Y),
relativement & la détermination de la fonction f.

52. Nous avons maintenant suffisamment expliqué la marche
a suivre pour déterminer successivement, au moyen de la fonction
donnée H, les fonctions H,, H,,..., Hq1, satisfaisant aux con-
ditions (H;, Hy) = 0. Ces fonctions étant obtennes, il ne reste
plus qu’a tirer algébriquement des équations

N&“Qu t~ = Q)yesey Hy 1 =az-1

les valeurs de p;,..., ps. En substituant ces valeurs dans I'é-
quation diflérentielle :

dz = pydxy + pedzy + ... + padaa,

on pourra toujours intégrer cette équation, puisque les fonctions
P1s+-, pa doivent remplir, en vertu du Théoréme I, les conditions
d’intégrabilité, et 'on obtiendra Pintégrale compléte du probléme
sous la forme

u“\,A.ﬁ.nu...v Tny Ay Apyeeey §§|~v+§=.

53. Voulant présenter I'essence de la méthode de Jacobi
sous la forme la plus simple, nous P'avons développée en prenant
pour base les Théorémes I et 1I. Mais, dans ce mode d’exposi-
tion, nous avons rencontré des cas ou la méthode est en défaut,
et que nous avons signalés dans les Remarques 1 et 2. En
outre, les équations dont I'intégration fait connaitre les fonctions
cherchées ne sont pas encore ramenées a leur forme la plus sim-
ple, par I'élimination des variables superflues. Nous mentrerons,
daos la suite, qu’en faisant usage des Théorémes III et IV, nous
ne rencontrerons plus de cas oit la méthode soit en défaut, et
que les équations A intégrer pourront étre ramendes 4 ve plus
contenir que le nombre minimum de variables. Mais auparavant
nous pensons qu'il ne sera pas inutile d’appliquer la méthode de
Jacobi, sous la forme que nous venons d’exposer, i quelques
exemples d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, de
forme facilement intégrable.

* S fut

aux dérivees partielles du premier ordre. Ch.V, §.19. 345

§. 19.

54. On voit par ce qui précéde que I'essence et ta princi-
pale difficulté du probleme de ‘intégration de I'équation aux dé-
rivées partielles du premier ordre

H(Zyyeoos Tny Praeees Pn) =0

consistent dans la détermination de n—1 intégrales particuliéres
distinctes,

H, =a, Hy=ay..., Hn1=dan,

de Véquation linéaire (H, ) =0, lesquelles, prises deux i deux,

‘doivent, en outre, satisfaire 2 la condition

(Hi, Hi) =0,

pour toutes les valeurs de i et de k prises dans la suite des
nombres 0, 1,...., n—1.

Eu conséquence, les formes plus ou moins faciles & intégrer
de Véquation H=ua sont celies d’ou I'on peut tirer immédiatement,
Cest-d-dire sans aucune intégration, la totalité ou seulement une
partie du systéme des équations H, = a,..., Ho_y = tp—, yui
sutisfont & la proposée.

D’aprés les considérations générales que nous avons présen-
tées plus haut, il est aisé de voir que, sous le rapport de la fa-
cilité de Vintégration, Iavantage appartient, dans le cas des équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre comme dans celui
des équations différentielles ordinaires, aux formes dans lesquelles
les variables peuvent étre séparées. Mais il est clair que,
pour les équations aux dérivées partielles, I'expression ,,Séparation
des variables® doit avoir une signification autre et plus genérale

N

que pour les équations & une seule variable indépendante.
55. Supposons que l'équation aux dérivées partielles du pre-
mier ordre proposée soit de la forme
H(Zyyeevs Tas Prsvevs Prs Prs Pareres Pm) =

Pp5ee, Pm désignant des fonctions des variables zy,.. Tns Prsees P,
qui satisfont & la condition

AQV Aeﬂu Quuv =y,

pour toutes les valeurs de 7, ¢ prises dans la suite des nombres
1, 2,....m

28*
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N

" m_xwaw_so:.m a quelles conditions, outre celle-13, doivent satis-
aire les Q:Q_o:m @Prs-.-5 Pm, pour que, dans l'intégration de I'é-
.@:w:o: donnée, on puisse les considérer comme des constantes,
Pour cela, concevons que, en appliquant la méthode de Jacobi,

nous ayons trouvé une partie du systéme des équations qui satis-
font & la proposée,

H =a, Hy=ua,..., Hi=a, (<n)

_mm. fonctions H,,..., H; ne renfermant pas les constantes arbi-
traires a,..., ai, mais pouvant contenir g,..., om; et que, en
considérant ces derniéres quantités comme des constantes, les

fonctions H,,..., H; soient supposées satisfaire & la condition
(Hi, ty) =0,

pour toutes les valeurs de ¢ et de k, prises dans la suite 0, 1, 2,.., L.

3 =gty

En considérant maintenant de nouveau @,.., @m comme des

fonctions go...s_....... Zns Prs-+--s Pa, OU _trouve que le premier
membre de I'équation qui exprime la condition précédente prend,
en verta de la formule (5) du §. 16. (Chap. IV, art, 36), la forme

Hi, ) = (Hi, By + % ” oy M oH;
[ i = ( Dt 2 (i, 90 5t — (He o) mﬂw
+M Qmmmm»mh..mt»

T, 8 ,plmm“,.. mem - mga meﬂ M AQJ Bmv.

Le .t..m::mq et le troisiéme terme du second membre de cette
égalité sont nuls, en vertu des conditions précédentes. Pour que
le second terme se réduise aussi & zéro, il est évident que les fonc-
tions @;,.., pm doivent encore satisfaire a la condition

B) (H;, or) =0
pour toutes les valeurs des indices
t=0,1,2,...,0 r=1;9..., m.
, . .
56. TwSmS:o:m maintenant que, si dans I'équation donnée
on reconnait la présence de fonctions ¢y, ..., ®m, remplissant les

n.w_a.m:oa.m (@) et celles des cunditions (8) qui correspondent 3
l'indice i=0, c’est-a-dire les conditions

AN.N. Q—v ”O. Amu Qwv “Ow...u AN\v QSV = Ov

alors, isfair ; - . .
Eo:&%o_: satisfaire au reste des conditions (8) il suffra de

B e

auz dérivées partielles du premier ordre. ch. V, §. 19. 347
N&_ =Y AQ—. Poyees Q:.V = lyye e = AEAQ: Posees Ba.v = u4,

Yyseros Wi mmmmw:wi des fonctions assujetties a cette seule con-
dition, que du systéme des équations précédentes on ne puisse
tirer aucune relation entre les seules quantités I,,.., Iy, ou, ce
qui est la méme chose, entre a,.., at Mais il est évident que cela
sera toujours possible, si {<m. Par conséquent, fe nombre des
équations satisfaisant & I'équation donnée, qui peuvent étre dé-

terminées de cette maniére doit étre égal ou inférieur & m.

Si m n’est pas plus grand que =n—1, et que toutes les fonc-
tions @,,..., @m contiennent réellement les variables py,..., pn,
et avec cela soient distinctes et indépendantes par rapport & ces
variables, alors, il est beaucoup plus simple de poser

H =9 =a,.., Hy=¢n=an.

57. Quant an moyen de découvrir, pour une équation dounée,
Pexistence de fonctions @y, @,.... satisfaisant aux conditions indi-
quées ci-dessus, on ne peut donner pour cela de régle générale.
Toutefois il y 2 un cas on Iexistence de ces fonctions devient
évidente, et ol par conséquent la méthode précédente peut s’ap-
pliquer sans difficulté.

Supposons I'équation donnée mise sous la forme

H(zy,ooos Tict, Proeees Picls Pry-ces om) =1,

la fonction H ne contenant explicitement que les variables a2y,
Pis-+» Tim1, pi-1; la fonction @, ne contenant que les variables
Ziy Pise-s Titk=1, Pifh—1j..s3 la fonction @m ne contenant que
les variables Zipkd... 41 Pitit...4ls--s Tus Pue On peut dire alors
que dans cette équation les variables sont séparées. Dans ce
cas, il est évident que les conditions

(H, pr) = 0, (pr, @s) = 0

sont satisfaites pour toutes les valeurs 1, 2,..., m des indices ?
et 5. D’aprés cela, en vertu des conclusions précédentes, au lieu
de Péquation donnée, on peut intégrer séparément chacune des
équations aux dérivées partielles du premier ordre

NNA.&.:..- Timby Prsecs Piels Tysees Q.Ev = a,
Py = Q1.5 Pm = Qm,

ay,..» am désignant des constantes arbitraires. Si les intégrales
compliles de ces équations sont respectivement
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ntog, nte,..., 2+ tm,

lintégrale compléte de I'équation donnée sera égale a leur sornme

wtu+t.. - timte=z+te,

o étant la somme des constantes arbitraires «,, «,..., @m, intro-
duites par simple addition. En effet, il est facile de s’assurer
que cette intégrale satisfait & 'équation proposée, et gu'elle ren-
ferme n constantes arbitraires.

58. Remarquons que, si une des fonctions @g,..... @u ne
renferme qu’une couple de variables correspondantes, telles que
xi et pi, en égalant alors cette fonction a uwne couvstante arbi-
traire «;, et tirant de cette équation la valeur de p; en xi et a,

on en déduira intégrale z; au moyen d’une gquadrature.

Si une des variables, ax par exemple, n’entre pas explicite-
ment dans I'équation donnée, on a alors Péquation pr = ai, 4 la-
quelle correspond lintégrale

Tk = Ak Tk
D’aprés cela, les intégrales complétes des équations

0z 0z
m&:ﬁ f Am.ﬁ P dxy’ m&:l.—v ’

et

0z o
®n A.ﬂ: m.ﬁ:V”% .ﬂﬁ— A.&Tmuﬂ—v QNA&.sM m&..u reny Q:I_A.&.:IT Zm v

peuvent s'obtenir sans particulariser la forme des fouctions f et
F, et il est évident qu'elles sont respectivement

tda=ax; + apZy ¥ ...+ An-120-1 +\.An.-‘.. vy Qn—1) . Ta,

et

14 B =Sy, 2)dmy +.\.€s®§ Zp)dayt.. .
+.\,€=|n Agslr .ﬁ:luv dzxn—1 +\€=_“%<Aa-. ves aalnv‘ .s.au_.&.s.a.

Y1, Va,...., Pn 6tant les valeurs respectives de p, p,,...., pu
tirées des équations

_— — —_—n R
P =a, @Pp=ap..., Pn=F(ay,..., an-1).

59. Soit I'équation

L f Oz 0z 0z
2= Fow oz A,wlmt

g Bl

auz dérivées parlielles du premier ordre.

e
-
K=

ch. V, §.19.
Si I'on représente son intégrale par I’équation
V(Zyyeees Zny ) =0,

on en tirera

posant

mMM = pi, ..\..V.m = Pl

“Par la substitution de ces valeurs, V'équation dounée prend Ia forme

— mu.A moo_ P P v..
= T’ e’ Pt
i

dans _unco__ les variables sont maintenant séparées. Par consé
quent, lintégrale de V'é équation transformée sera donnée par la
somme des intégrales des équations aux différentielles ordinaires

—F -: iy v
PLE=d), Po=0py-.es Pun=fin, I I»%i._..:.. Pog

La derniére équation, en particulier, s’integre mmn_c_e_zm_;
lorsque la fonction F' est homogéne du degré w par vapport H

%Mn?. . wmw ; elle prend alors la forme
1 n
(=D
o Nv=+~1 N‘JAQT.... in‘
dou

popr =—[F(ay,.., an)]t .z ®

Par suite, 'intégrale compléte de 'équation transformée devient

LS :l.
vihae=a 2, ¥+ a9Zg + ... ¥ tnitn— -:. (Agsees n))B.2 70 -

En égalant le second membre & zéro, on en tire, pour la valeur
de z qui satisfait & I'équation proposée,

1

Amuni_v .L Gﬁ_ﬂ@m@ifu.%wmam@eﬁ_ ]
(F(ay, ag,..., an)Ju=1

). Considérons un cas plus géndral.  Soit Péquation
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N”N&A.&.:.J .\Bzw%.ﬁwu...u mnvw

0Zn

F désignant une fonction homogéne du degré u par rapport &

0z 0z L. : )

3z, G A laide de [a transformation précédente, et en

conservant les mémes notations, I'équation donnée prend la forme

pagt = (— D F(2,..., Zn, P1see-s Pn)-
Le probleme se raméne donc a Vintégration des deux équations
papt = (—1)rd, F(xy,..., Zn, proo.s pn) = 4.

L’intégrale de la premiére de ces deux équations est

1
1 el
o' + o = — .Intmw_\!\ Akz T

Désignons Pintégrale de la seconde par

-\\ L A— hl

" 4o = F(zy,.., xn, A, ay,..: an_).
L'intégrale de I'équation transformée sera, daprés cela,

L
v + o= Nuﬁ.\h—a.. s Ly ku dys. .. Q:.lwv —_ m,btﬁw An N!M»..u
&0t lon tire enfin Vintégrale de Péquation proposée,

M

il L
[ M
=TT T _,Nuﬁ.&a:f.u Tn, \Au S TREEY) a:!uv._rlw‘
\?L.

Comme exemple de ce cas, prenons Véquation

_ W 0z \? .mm. 1 oz 0z 0 \ ¢
= &_v t 5 \z, 32, wmv @t ﬁvu

qui, aprés la transformation, prend la forme

nﬁ»”ﬁu_.s. m....—.\ + Zp22329%
4 z 202 z, Ps Zo Tzpio”™

Ici nous remarquons d’abord que les couples de variables corres-
pondantes z et pg, Ty et p, sont séparées; le probléme 'se ra-

X

méne done i lintégration des équations

n% 0
P =, Tape = b, N,m_ﬂ - .‘m._? 4 bpy 4 0y = a.

aux dérivées partielles du premier ordre. ch v, §.19. 351

Or il est évident que, dans la derniére équation, les variables x,
et p;, 3 et py sont également séparées. Nous avons donc a in-
tégrer les quatre équations différentielles ordinaires

R
1 . — ,
Pk = a, Lyp,=0b, m&l +top=0 bpsy + 025 = a—¢,
1 1
dont les intégrales sont respectivement
o o = 4 2ai:l,
o’ o = blogx,,
bx 2 [ :
W o I.I.nll:ﬁt_, “ {4 o
o" o w.._..uah_?:.
‘c:::—. Q:: T Aalhv.&.w _ \»b\.m&
=" 5 -

Par conséquent, 'intégrale compléte de 'équation transformée seru

by, | 2 (02 — )z,
v + = - IM— H ﬂwh AN; + Q.&._Va‘_. \\_c% @ty -+ Am|xwmv|&u
2
— §|.\|Mm| L 2qizd.

Enfin, en égalant & zéro le second membre de cette équation,
nous aurons Uintégrale compléte de I'équation proposée.

61. Dans les exemples précédents, la solution compléte s’ob-
tenait au moyen de la seule séparation des variables. Maintenant
il ne sera pas inutile de traiter un cas dans lequel application
de ce procédé, quoique simplifiant fe probleme et donpant une
partie de sa solution, ne dispense pas toutefois, si Von veut ob-
tenir intégrale compléte, de recourir nécessairement a la méthode
de Jacobi.

Soit donnée I'équation
/ 0z oz 0z 9\ 0z / 0z \*
1= (o g + 7 )+ (05— ) 5w (o)

.._.Am« mNVAmN + oz . o0z 0z
= Hag-+ 2z b 2 Vo m = 4.
0z, 0xy/ \Oxs 4/ \ oz, 8 ) 0z3 Oz

Cette ¢équation renferme six variables indépendantes xy,.., 7, et
ne contient pas la fonction inconnue z elle-méme, mais seulement
0z 0z "

Frak R v Eu désignant celles-ci re-
£31 L5

spectivement par p ,.., pg, et 'introduisant pas d’autre change-
ment dans la forme de I'équation proposée, cette équation deviendra

ses dérivées partielles
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(Zapy + 21 Po) 23+ P3 (Pr — Po) [P+ (s + 22) (p5 ¥ 76) ps) = @

Maintenant il est évident que les variables 2, p,, Zo, pa,
&3, p3, d'une part, et d’autre part xy, pa, Zs Pps Tg, P SONL SE-
parées. Eb égalant & une constante arbitraire o I'expression eotre
crochets, qui est formée avec le second groupe de variables, on
raméne le probléme a l'intégrati.n des deux équations

Pat+ (Ps+24) (ps+26) ps =
(Zapy + 21 p2) T3+ aps (P —P2) = a.

La premiére de ces équations s'intégre trés-simplement au

moyen de la séparation des variables. En effct, remarquons d’a-

bord que la variable indépendante 25 v’y entre pas explicitement;
posons par conséquent

ps =65
'équation prendra la forme

Pt B+ ) B+ 26)ps = o
It esi évident maintenant que les deux couples de variables

et py, x5 et pg sont séparées. Lo posant donce

B4 Zg)ps = 7.
il vient

pttyB+z) =0
et on en tire

Ps = u[&l. s pa=Va—By—yzy

4
par suite,

ey + psdicy, +pedas = Vo =By—yz,. da, + fdas + :!.}.m_ ,

d’otr Pon tire, par lintégration, la fonction cherchée
2
d 4 A =g (e—fy —yal + fas + log (B +2)"

62. Passons a lintégration de la seconde des équations pré-
cédentes,

H = (zopi + 21 p2) x5 + aps(py ].%sv = a.

Ici lon nwapergoit pas la possibilité de séparer les variabies.
Nous prendrous donc la méthode générale de Jacobi, pour trouver
deux fonctions Hy, H, des variables wx,, @, 5, 25, P2 s

auz dérivées partielles du premier ordre. Ch. V, §.19. 353

D’abord nous chercherons une fonction H, satisfaisant a I'é-
quation linéaire

oH oM, _oH oM,  OH oM, _ oH i,

H, Hy) = mﬂ‘.m@.mlw.mﬂ m&_+m&a Ops ~ Ops 0z
L OH OB, 0H
+ Oz; Ops  Ops Oy

puis une autre fonction H, satisfaisant aux deux équations simul-
tandes, de méme forme que la précédente,

(m) (H, Hy) =0, (H,, Hy) =0.

D’aprés cela, la fonction H, devra étre déterminée comme
une des intégrales du systéme d'équations simultanées

dp, _ dp, _ dpy _ —dz _ —dxy, _ I&&u.
™ g = A = 9H ~ oA ~ @H ~
8z, 0zy 0y o p ops

lesquelles, par la substitution de la valeur donuée de H, prennent
la forme

dp, _ dps dps

Zypy 3Py TPt T pe

—dz, —dxzg — da,

T xpxy + aps T T1 T3 —apy = alp—po)

D’aprés une propriété connue des rapports égaux, le premier
et le second, le quatridéme et le cinquidme rapport du systéme
précédent donnent I'équation

d(p: +p2) - — d(z, + .s.uv.
PP L Y

dont lUintégrale est
o + z3)(p1 + pg) = const.
On peut donc poser
Hy = (2 + 23} (1 + Pa)-
63. 1l faut ensuite déterminer la fonction H, satisfaisant

simultanément aux deux équations (m). Pour ce calcul, il est
commode de s’aider du tableau suivant:

‘Theil L. 24
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H H, @ w 6 6’
( . .

P2¥, Pitp. Y ) 0 0 Y
z,7; +ap, z +z, P L 1 — %3
Py pitp 0 0 0 0
T X3 —apy z, + 2, — D2 —_— —1 Zy
ZeP1 210y 0 0 —Zs 0 Py—M
a(py—p,) 0 0 0 0 0

) -
(2, H) (He)=0,H w=0, (H, 60)=0, (&, 6)=0
=0. (H, ¢} (H,w=o0 (H 6 ", 6)=6"

=p,?—p,? =(pgy —P)%s ={p,— Envhwﬂh
=2¢. =—1x36 4 a(p;=—pa)*
o A4 ‘2
=g — mmt. + ob?

Dans ce tableau sont inscrits, en téte des différentes colon-
nes, les symboles des fonctions qui entrent dans le calcul, et
dans les colonnes elles-mémes se trouvent les dérivées partielles
de ces fonctions. Les notations 0. ’ 0.

dx, Op
du tableau, indiquent la variable par rapport 4 laquelle est prise
chaque dérivée. Enfin, au bas de chaque colonne, nous avons
placé les valeurs des combinaisons de la forme (A4, B) de la
fonction correspondante & cette colonne avec les fonctions précé-
dentes. C’est principalement pour le calcul de ces combinaisons
que notre tableau est commode.

N

»++» inscrites i gauche

D’aprés la théorie, il faut commencer le calcul de H, par
déterminer une intégrale de l'une des deux équations (m). Si
Pon prend pour cela la premiére de ces équations, il faudra dé-
terminer une des intégrales du systéme (n), autre que H,=const.
Le premier et le second rapport de ce systéme fournissent I'é-
quation

dont l'intégrale est

anx dérivées partielles du premier ordre. ch.V, §.19. 355

2 2

9"@%:!»“&&( = const.
Au moyen du premier, du second et du dernier rapport du sys-
téme (n), nous avons Véquation

dzg

d(p,—ps) ,
a(pr—p2)

—z3 (P —Pa) -

" ou

ad (p, — pg) = xydxs,
dont Pintégrale est

z?
P=a(p—pe) — o = const.

64. Le tableau précédent montre que lintégrale @ ne peut
fournir la valeur de H,, parce que le résultat de la substitution
dans (H,, @) v'est pas égal & zéro, et que, ce résultat étant une
fonction de g, alors en vertu de la Remarque 1 du §. 18 (art. 49),
la fonction @ ne peut servir pour le calcul de H,, lorsqu'on a
déja choisi la valeur de H,.

On voit par le méme tableau que I'intégrale ¢ satisfait aux
deux équations simultanées (m); on peut done prendre Hy=1.

En égalant les valeurs trouvées pour H, et pour H, respec-
tivement & des constantes arbitraires & et ¢, on aura, au lieu de
I'équation donnée, les trois équations

H = (zyp, + 3 pg) o + aps(pr —pa) = @,
H, = (z; + 2)(p1 +p) =0,
x,?
Hy, = a(py—pa) — 5 =6
d’ou l'on tire algébriquement

c

b
P =91zt z) * %

. 2
b [ Xy

e ———

P2 =5z, ta9) 20 dea

2a—bx 1
P = wal&um + Je (2, — 29) %33

par conséquent,
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P1dx; + pad s + pydzs

_bdmtay) 1
T2 x4, 20

2
(dx, —dzy) (c + .slm..

1 2a —bx
+ M.«Th— - To) Ty dzs + M.n.—.'&.uﬂw dxs.

En intégrant cette expression, nous obtiendrons la seconde
partie de lintégrale cherchée,

b 1 2
'+ 4" = 3 log (z; + 23) +g (71 — ) (e+ MMI
+ nl&“mw arctang O.\.Numla —_ m log (2¢ + x,2.

Par conséquent I'intégrale compléte du probléme sera
1+ d=242"+(4'+ 4"
b
(21 + 29)* (B + z4)"
3
(2c + x3%)?

% 2 i
+ a)\.m arctang (e.wﬂ + ﬂ?luw|9§b + B,

1 2
= log + wﬂﬁh_lhsv@‘_.a“'m.

A=4 4 4", b, ¢, a, B, y désignant six constantes m_.E:.w:.mm
distinctes. :

66. Voyons 8'il n'est pas possible d’obtenir la solution du
probléme, en commengant le calcul de la fonction H, par la dé-
termination d’une intégrale de la seconde des équations (m).

L'intégration de I’équation

oH, oH, o,
(Hy, H) = (pitpy,” — (0 ta) g + (4 pa g,

dH,
— (5 +.s.vam..“u”c

se raméne a celle du systéme d’équations )
y q

dp, dpe

—

_=—dz, _ —dz

Pitpa T PP Tt ot

dont les intégrales sont évidemment

P1—pz = const,, Py —pg + T, — Ty = const.

auz dérivées partielles du premier ordre. ch V, §.19. 357

Prenons la premiére de ces intégrales, comme étant la plus
simple, et posons

6 = pr—px

Le tableau ci-dessus nous fait voir que. le résultat de la substi-
tution de 6 a la place de H, dans la premiére des équations (m)
est — x50, et cette fonction, que nous désignerons pur 6', sera,
d’aprés la théorie, une nouvelle intégrale de la seconde équation
(m). Le résultat de la substitution de 6’ a la place de H, dans
la premiére équation (n) sera

:Iw—‘s 2
' = 5 + «6%.

La fonction 8" est évidlemment une nouvelle intégrale de la
seconde équation (m); mais elle s’exprime en fonction des deux
précédentes 0 et 6. Nous arréterons donc 1 les substitutions,
et nous chercherons une fonction F des deux intégrales distinctes
6 et 6, qui satisfasse aux deux équations (m). Pour cela, for-
mons les équations

oF oF
(8, F6, 00]= (B, 655+ (B, 0) 75

oF aF
"cm[®+ c.%”c_

[H, F@, 6]

oF oF
AN&. Qv@l@%&u NNu Q\v%

(oF (67 oF _
"@ M@.—.Aﬂ&v.«@» ml@w.lc.

La premiére de ces équations est satisfaite par une forme quel-
conque de la fonction F; la seconde sera satisfaite, si I'on déter-
mine F' comme intégrale de I'équation

dé de’
=g

z 2
e.—.am

En exposant la théorie générale, nous avons introduit dans
un pareil systéme d’équations une nouvelle variable 7, en égalant
la valeur commune des rapports précédents & la différentielle dv.
Mais dans le cas actuel il sera aussi simple de se passer de va-
riable auxiliaire. En effet, 1'équation précédente peut &'écrire
sous la forme
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de’ ¢ 92
w=s Y
En posant ,
, . de du
o' = uf, dou glﬁ.—-@.&l@.
il vient

u + mmwnza.pm‘ ou udu = adb,

d’ou, en intégrant,
:&
af = co=mn.+|w )
et par suite
6'? zy?
F(, §) = aml..mrmn.n” a(p, —pa) -5
Cette intégrale de la premiére équation (m) avait déja été
tirée immédiatement du systéme (n), et nous Pavions désignée par
w. Par suite, la nouvelle voie conduit & la méme intégrale com-
pléte; cependant, quoique plus longue, elle est plus intéressante
que la précédente, en ce qu'elle présente une application plus
compléte de la théorie de Jacobi.

§. 20.

66. Nous allons maintenant introduire, dans Pexposition de
la méthode de Jacobi, les simplifications et les compléments
dont il a été question & la fin de I'avant-dernier paragraphe (art. 53).

Représentons encore I'équation donnée par
H(zy,. s Tns Prre--s Pn) =@,

la fonction inconnue z des variables indépendantes xy,..., Za 0’y
entrant que par ses dérivées partielles p,..., pa; et le systéme
des n —) équations cherchées qui doivent la compléter par

H, =a, H,=a,.., Hn1=as,

les premiers membres devant étre des fonctions des variables
Zyyeer Tny Prsev+s Pn, qui NE contiennent pas les constantes arbi-
traires a;,..., On-1.

Ce systéme de n équations peut évidemment étre remplacé
par tout autre systéme équivalent. Par exemple, par la premiére
de ces équations, on peut exprimer p; en fonction des autres va-

auzx dérivées partielles du premier ordre. ch. V, 8. 20. 359

riables et de a; en substituant cette valeur de p, dans la seconde
équation, on pourra en tirer la valeur de pg en fonction de toutes
les variables restantes, hormis p, et p,, et des constantes a, q;.
En continnant ainsi, il est clair que I'on pourra généralement ex-
primer chacune des n premiéres quantités de la série

P1s Pasvees Prs T1s Toseess Toy Uy gy eney Gnl

en fonction des 2n quantités qui les suivent dans cette série. Si
I'on désigne ces expressions respectivement par w;, ®g,..., @n,
nous aurons, au lieu du systéme d’équations précédent, cet autre
systéme équivalent, composé aussi de n équations,

p—o =0, pp—3=0,..., pn—wn=0.

67. Comme nous avons sous-entendu, dans ce qui précéde,
que les premiers membres des équations H=u«, H, =a,....
satisfaisaient identiquement a la condition

(a) (H;, Hy) =0,

pour toutes les valeurs des indices i ét k& prises dans la suite des
nombres 0, 1,.., n—1; alors, en vertu du Théoréme I du §. 17
(art. 41), les premiers membres des équations p; — o, = 0,
pa— wy==0,... devront satisfaire identiquement & la condition

() (pinr—wif1, prt1—wikt1) = 0,

pour les mémes valeurs des indices i et £ Et de méme que les
éqnations (a) nous ont servi pour la détermination successive des
fonctions Hy,..., Ha—1 au moyen de la fonction donnée H; de
méme les équations () pourront servir & déterminer les fouctions
©g,...» ©Wn au moyen de la fonction donnée w,. Mais il est facile
de voir que les équations (6) sont plus simples que les équations
(a) correspondantes.

En effet, ces derniéres sont toutes de la méme forme,

m=n s0H; 0H, 0H; 0H;
Hy, Hy= 2 (7~ 7= -2, vn

A ! wv m=1 m.d:. mﬁi wmui m.ﬂ:. c.

et, comme chacune des fonctions H;, Hy contient toutes les 2n
variables &y,..., &n, P1,++., Pn, thacune de ces équations aura
9n termes. L’équation correspondante du systéme (), formée

d’aprés 1a méme loi, sera
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'

(pip1— 01, Pry1— ©k41)

_F Am:s.t — wig1) d(priv—awitr)  d(pig1— i) I pryr— i)
0rm - Opm 0pm Tm ,w

=0.

m=1

Mais si Pon observe que les fonctions wit1, @iy, qui peu-
vent renfermer toutes les variables Zy,.., Zn, e doivent contenir,
parmi les variables py,..., Pa, que ceiles dont les indices sont
respectivement plus grands que les indices i 41, k41 de ces
fonctions; il est facile de s’assurer que I'équation précédente aura
dautant moins de termes que les nombres i+1, £+1 seront
plus grands. D’aprés cette remarque, et en supposant i<k, op
pourra développer comme il suit la somme qui forme le premier
membre de I'équation précédente,

m=1 (m =2) (m = 1)
_|m§.+~ __Oaipr * . _ _ N
ﬂ o, . 0z +_ : d+:..+ ’
0, o | 1o 0 | 0, 0 _
(m=i+1) (m=i+2)
. Ooxpr ~ N dwr1
s ml‘ * I\W'&Il
+ i1 + Sores i+2 ...
L0 | |~ 0 |
Pite
(m=k) m=k+hH
b e | 1 Bema o dwepn
4 ’ | Tk + LTIt 0zeq1
_ Qo1 o _ dain i
i opx Oprpr’
m=k+2) (m =mn)
__Owipn dwrqr doiy1 00 k41
dziy2 | Oxkie = 0z '~ 0za _
t tew e [P F] e o

| T Opryz’ T Opese opn ’ Opn |

Dans ce développement, nows avons remplacé par des asté-
risques (*) les éléments de chaque déterminant qui devaient étre
multipliés par zéro. 1l est évident, daprés cela, que I'équation
précédente peut s'écrire comme il suit,

‘auz dérivées partielles du premier ordre. Ch. Y, §.20. 361

(pit1 — 0ig1, PriL— Ok41)

_ Qo dwip gt Dou Jokn
() = 7 0zkp1 | m—it2 Opm Tm
m=n m‘eh*hm .wb?t Owif1 W@.@MV .
+ HM»+.~ 0xm mﬁi Opm 0xm /J 0,

et que le nombre de ses termes est égal & 2n—rh—i. Aiosi,
par exemple, dans la premiére équation du systeme (b), pour la-
quelle i =0, k=1, il ya2n—1 termes; dans la derniére, ol
i=n—2 k=n—1Lilya seulement 3 termes.

68. D’aprés cela, la fonction w, des variables ps,...., Pns
Zy,..., Zn devra stre déterminée au moyen de la fonction donnée
,, par lintégration de I’équation linéaire

(pr— @1y P2 @2) = 0%y ' 02y Op2 0Z2

M dwo, Owg Oy @v"c

m=n
+ SWL.Ih.N ym.‘ﬂxqia Mmﬂlw.mn-l-. 0xm

dans laquelle la fonction cherchée py == 0, entre non-seulement
par ses dérivées partielles, mais encore explicitement dans les
coefficients. Le nombre des termes est 2n—1, et I'un d’entre
eux ne contient pas les dérivées partielles de la fonction cherchée.

La fonction oy des variables py, .. Prs Z150-0» xn devra étre
déterminée au moyen des fonctions connues @;, @g, de maniére

Y

a satisfaire simultanément aux deux équations linéaires

Oy , dmy _ dw dwy Doy Jos
(py — o> P3 — ©3) =" 0zs + 3z, Opy 0%, op3 0z3

+=.M= .mbuFWmuﬁulul 0a, mSwvno,

=4 0xm m\us m»»i .ml..&uli

duy , day _ Do 0y

(Pa— g Pps— @)= gzt Bz, ™ Bps 02;

auameameumenmeu\
+ EW» .m.m.ﬂ-. .m|mw|=ﬂ - mﬁ:. mﬂiv - O.

dont les coefficients contiennent pareillement la fonction cherchée

ps = 0y, et le nombre des termes est égal pour la premiére 2
9n—2, pour la seconde & 2n—3.

En général, lorsqu'on aura déja  déterminé les fonctions
24"
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g, O3,..., @k, alors, au moyen de ces fonctions et de la fone-
tion donnée w,;, on devra déterminer wrt1 en fonction de prya,.., Pa,

Zy,..., Zn, de maniére & satisfaire simultanément au systéme des
k équations linéaires .

k) (py — w1, prp1— okg)) =0, (pp— o, prp1—orp) =0,..,
(px— 0k Pry1 — k1) =0,

lesquelles sont de la forme de I'équation (c), et s’obtiennent en
faisant successivement dans celle-ci

i=0,1,..., k~1.

Relativement a leur forme, nous n’aurons qu'a répéter les remar-
ques faites plus haut sur les équations des systémes précédents,
et les nombres de leurs termes seront respectivement

&Y m—k, n—k—1, 2n—k—2,..., 20—-2%+L

On peut écrire de cette maniére chacun des » systémes d'é-
quations qui servent & la détermination successive des fonctions
®g, 0g,..., wn. Mais on voit par ce qui précéde que, dans les
différentes équations d’un méme systéme, le nombre des variables
n'est pas le méme, nou plus que celui des termes. Ainsi, dans
les équations (k), les nombres des variables forment évidemment
la série

p—1, 2—2, 2m—3,..., 2n—1£F,
les nombres de termes étant exprimés par la série (£').

En conséquence, il faut transformer les équations ci-dessus,
de maniére 4 rendre fe nombre des variables, ainsi que celui des
termes, identiques dans toutes les équations d’'un méme systéme,
et respectivement égaux aux nombres des variables et des termes
dans la derniére équation du systéme. Ainsi, dans chacune des
équations (k), on réduira le nombre des variables & 2n—4£, et
celui des termes 3 2n—2k1.

69. Commengons par appliquer cette transformation aux équa-
tions (2). La premiére de ces équations peut s’obtenir immédia-
tement, puisque la fonction o, des variables p,,.., pa, 71,.., Za
se tire algébriquement de l'équation donnée; mais on ne peut
former la seconde qu'aprés avoir déterminé une intégrale p,=w,
do I'équation (I). Dés que Von connaitra cette intégrale, ol a,
désigne une fonction de p;,..., pa, Z),..., Zn, on pourra alors
évidemment substituer dans w; la valeur de p,, et exprimer ainsi
®, au moyen des mémes variables que m,, d'ou il devra résulter

N

ch. V, §.20. 363

aux dérivées partielles du premier ordre.

e des équations (2). En désignant
aprés la substitution, et
Zn, il est

une simplification de la premiere
par @' ce que devient la fonction
par ¢ voe quelconque des variables pg,..cs Py T1se-or

clair quon aura
, 5t =78t ¥ p, 0l

ule indique d’elle-méme de quelle B.E.\_w_.o 8 o.wm:wﬂw_
Pour cela, il est aise de voir qui
9) le produit de la se-

Cette form

la transformation demandée. : A

faut ajouter a la premiére des équations (
Omy

conde par 71

ops
o, 0w dwy
dw, 1 .uv + b

ce qui donne

0=—\3 * B 0%
s g 0Z3
dw; 00p 0W3
duy dwg _ Dy Doy a%ﬁ 0wy Doy} 0y
|Awwwww&ml Ops 0%, ps + 8ps Ops/ 073
m=n'( (3w, , 0w, O0Wg LI Oy @mulp.mmm W.@IW.
+=W,W 5m ¥ 3pg 6am/)Opm  \Opm  Opa Opm/ 0m

ou, en remarquant que

@8— ®SN ms— meﬂ - Q.

e — —_

Tps Oms  Opp 072
3 la formule précédente,

oy’ uy _ do’ 305
= 7 Oz oz, Ops O
m=n (9w, Qo O LAY
+ Z \5z, opm _ Opm 0Zm

m=4

et ayant égard

o équation la premiére des équations

acera par cett !
O f ons ne renfermeront plus I'une et

(2), aprés quoi ces deux équati *
Pautre que les mémes variables ps, Pg..os Pro Ty eors ._,_.:6 o
ront le méme nombre de termes 2n—3; de sorte que

< : n. Aw —. — 2 I T —\
OQSWSOSW 1] trans ormera ans WGH—O. OuMQ—HO_ c W:mﬁ—w @

we et vice versa.
e ces deux équations peuvent étre re-

1l est évident aussi qu
la forme

présentées symboliquement sous

— =0,
(P — @y, %uxlewv =0, (ps— 92 Ps w3)

et que leur combinaison donne encore une troisieme
! .
@) identité,
(p—'s po— o) =0,

et au-
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laquelle doit avoir lieu en vertu du Théoréme IV du §. 17.

70. En suivant la méme marche, on pourra effectuer la trans-
formation voulue dans tous les systdmes successifs d'équations
qui servent & la détermination des fonctions wg, w;,.... Sans
nous arréter donc & chacun de ces systémes en particulier, nous
allons indiquer la marche de cette transformation pour les équa-
tions (k) (art. 69), qui peuvent représenter un quelconque des

Y

systémes que I'on aura & considérer.

On ne peut former les équations (k) qu'aprés avoir déja ob-
tenu les valeurs

P =0 Quw..... Prs Tyseeey Ta)s

P2 = 0p{(Pss--es Pr, Tys.ees Tn),

s r s s e e s T e e s s s+ e« a

Pi-1 = 0k=1(Pks..., Py Ty,y..., Tu),
P = 0k(pPrrs .., Puy, Tyso.s Ta),

dont la premiére se tire algébriquement de I'équation donnée, et
les suivantes respectivement de Iintégration des équations (1),

@)....

En substituant les valeurs de px, pi—,.., py, représentées par
ces équations successives, dans chacune des équations précédentes,
on exprimera toutes les fonctions o, ®y,..., wi—1 de la méme
maniére qu’'est exprimée la fonction wi, c’est-i-dire au moyen des
variables pit1,...., pn, Z1,...., s Si l'on désigne par o/,
@s's..., wk—1' ce que deviennent ces fonctions aprés les substi-

tutions, et par ¢ une quelconque des variables dont elles dépen-
dront alors, il viendra

Owk—t' _ Owk—1 , Owk—1 dwi

o = o ¥ opr O’

Owk—2’ _ Qg2 , Owik—2 dwiy’ + dwr—z dwi

W ="a toma o Vo

d) (-« - e e
mlaW.P\ _ ws— we— meﬂ\ me— ®8u~

& —a vt o, e Yo, ot

dwo; dak-1'

oy 0w, Ooy
Opr—1 Ot

t o 0

_ 4.+

e

e

auzx dérivées partielles du premier ordre. Ch. V, §.20. 365

71. Ces formules montrent d'elles -mémes comment on devra
procéder pour faire la transformation demandée. Prenons les
équations (k)

(pr—wy, prir—wieg)) =0, (Pa—ws pigr —oi) =0,...,
A (px—ok, Pryr—wig1) =0,
et désignons-les respectivement par

(kr)s (kgdyeers (Ri)-

Pour les réduire a la forme de la derniére (%x), on commen-
cera la transformation par I'équation (k1) an. pour aw_w. oosm:o
Iindique la premiére des équations (d), on ajoutera & I'équation

. Owg—1 . )
(kk—1) 1'équation (ki) multipliée par prval ce qui donnera l'é-
quation
k-
(k1) + (ki) .uwﬂm" 0,

ou, en vertu de la formule en question, I'équation

Owe1'  Owigr  Owk—t' Owitr
~ Bz t i1 Oz

ms-‘l—\ msI.—VIQ
Opm Ozm J T

anluv 5M.= wswlu\ me:.::
+ m=k+42 0Tm mﬁv.:

qui remplacera I'équation (4x—1) du systéme (4).

Pour transformer I'équation (ki—2), il faudra, d’aprés la se-

conde des formules (d), ajouter & I'équation (ki—2) I'équation
Ok , . -

(kk—-1’) multipliée par %NI”W”. et l'équation (ki) multipliée par

mmwwllu. ce qui donnera I'équation

) + () G2 4 () Spi? =0,
ou
Owk—a' | Ookpr  Oop—’ Bopgr
‘ T Brkpr oz Py Oz
(kx—2') . me dwk—y’ Bwisr _ duny! mlﬁ_.@mv —0
m=k42 m.da- mmul- mﬂsi m.sa- :

Supposons que, en continuant de cette mani¢re, nous ayons
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transformé toutes les équations du systéme (k), & P'exception de

la premiére; alors, pour transformer aussi celle-ci, on formera I'é-
quation

Buy

mk.: me..-
ops

mm;l.w + A\an ﬂ" ]

Ouy
ops

(k) +(ka') 5 +(ks") 5~ + -+ (ki)

laguelle, en vertu de la derniére des formules (d), prendra la forme

Oy’ + Owpya O0uy!  Oukya
OZk41 ox; Pk OTkpr

(k')
F (G e 0at By
+ m=k42\0Tm Opm Opm Oxm /) 7’

et c'est par cette équation qu'on.remplacera I'équation (%,).

72. Ainsi le systdme transformé se composera des équations
ka')s- s (), (ka), (k).

Dans chacune de ces équations entrent les seules et mémes va-

riables pxi2,.., pn, 25,.., Zu, et elles contiennent toutes le méme
nombre de termes 2rn —2k 4 1.

Il est évident que ces équations se transforment les unes
dans les autres par I'échange des fonctions o/, w,/,.., wr—1’, wk;
on pourra donc les représenter toutes par la méme formule générale

Out! + Owkyr Qo' Owiyr
O0Z k41 ox1 Opk41 OZiy1

(e
men (0w Qi1 Owl Qurpr) _
+ Q.HW'TN w.@ :- Imﬂva.l - m‘:. m.&.-“.' - Ov

ou l'on fera successivement /=1, 2,..., £.

Cette méme formule peut servir 3 représenter les équations
de tous les autres systémes, qui s'en déduisent toutes en don-
nant successivement a l'indice % les valeurs 1, 2,..., n—1, et
attribuant, pour chacune de ces valeurs, a Vindice [ toutes les

valeurs non plus grandes que 4.

Enfin, remarquons encore a.:a le systéme (%) transformé peut
8’écrire symboliquement sous la forme

(pr — o, pegr —oe1) =0, (pg— o', pepr —wp41) =0,...,
(pr— ok, Prg1 —orgr)=0,

auz dérivées partielles du premier ordre. ch.V, 8. 21. 367
wy's woly o o o o5 Wk désignant des fonctions des seules variables
Phplsecos Py Tpaeess Tae

A ces équations on peut encore joindre les identités
(pr—et’, pr—uwr') =0,

qui ont lieu, en vertu du Théoreme [V du §. 17, pour toutes les

valeurs de [ et de I’ prises dans la suite des nombres 1, 2,.., &

§. 21

73. Avant de traiter de Pintégration des m%m:“:.mm g.mn:w.
tions obtenus dans le paragraphe précédent, ?.mo-mm._o:q mccm_.
encore une derniére transformation, A_.m:_m:qm .:wm-m_:._‘._w‘ et uni-
forme, et yu'il suffira, en conséquence, d’expliquer sur I’équation
(€), qui représente le type général de toutes les autres.

Dans l'équation (e), pri1=uki1 désigne la fonction m.__o_.nrm@
des variables pit2,.., P Tyse-s Taj et wy! own. une fonction don-
née, dans laquelle entre, outre les variables *:ono%u::wm. _w. ?s,a.
tion elle-méme pry1 = k41 quil s'agit de déterminer. .Cm?..om
cela, suivant le procédé ordinaire, on transformera nm:o. dquation
en une autre, pareillement linéaire, mw:.m _wazw__a la variable Pr1
se joindra aux précédentes comme variable indépendante, m.n ol
la nouvelle fonction inconnue v’entrera plus dans les coefficients
de I'équation.

Supposons, eo effet, que
fu(Dig1s Pi2s--» Pry Trs--» Tn)=cCONSL =i

soit I'équation d’odt Pon doive tirer la valeur
Ph1 = Wk,

satisfaisant a D'équation (e). L’équation fi=ax, par la m.:wm::_-
tion de la valeur wky1 de piy1, se changera en identité; par
suite, en la différentiant par rapport & l'une a:a_oosaam.n ao.m va-
riables pk2,-., Pn, Tysee-s T, NOUS BUTONS enCOTE Une ideutité,

of &

0fi Owiyr _
wt 0.

T

ou
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ofx

En multipliant donc Péquation (¢) par — Tpen’ il viendra

Opep1 Oxigr~ Opep 0m1  Oprp Opis1 Oxeqs
+ EM.. ”wst Al .R.wl. WS'TE .lW:H of msr.uv“ =0,

Ofc  Ouwy’ Ok  OBwipr O’ (. ofx m8r+—v

mek 2 \OTm i1 Oz

0pipr Opm Opm 0pit1 0z,
ou, en vertu de Pégalité précédentes

m\.» suamsim\»msim\»l
@ amt 2 s~ e Bes) =

Enfin, cette équation peut encore se mettre sous la (orme
symbolique

(pi—wt!, fi)y =0,

wi’ et fi représentant des fonctions des seules et mémes variahles

Nuk.m-u- NQW.—vN»..u ‘au Tysoes Tao

74. Toutes les équations étant finalement ramenédes a la
forme convenable, nous pouvons maintenant exposer la méthode
pour les intégrer. Le plan général et Pessence du procédé néces-
saire pour le succés de cette intégration sont, dans le cas actuel,
analogues & ce que nous avons développé au §. 18, en traitant de
‘intégration des équations correspondantes, de forme non encore
simplifiée. La difiérence de détail provient principalement, dans
le cas présent, de I'élimination graduelle des variables superflues
dans les équations qu'il faut intégrer pour la détermination suc-
cessive des n—1 fonctions inconnues. De cette maniére, nous
aurons encore ici n —1 systémes & intégrer, lesquels se compo-
seront des mémes nombres d’équations que précédemment; mais,
chaque fois qu'on passe & la détermination d’une nouvelle fonetion,
le nombre des variables est diminué de deux unités, par suite de
I'élimination effectuée A I'aide de la fouction que I'on vient de dé-
terminer immédiatement avaot celle que I'on cherche. En méme
temps que la théorie se trouve simplific¢e par ce procédé, elle
est encore perfectionnée sous un autre rapport: les équations
d’'un méme systéme contiennent maintenant un égal nombre de
variables ; mais les variables ne sont pas toutes identiques dans
les diverses équations, et cette circonstance a pour effet, comme
nous le verrons bientdt, de délivrer la théorie de Vimperfection
que nous avons signalée dans la Remarque 1 du §. 18 (art. 49),
et qui diminuait la sireté des applications de la méthode.

auzx dérivées partielles du premier ordre. ch. V, 5. 21. 369

75. La détermination successive des n—1 fonctions incon-
nues, nécessaires pour la solution de notre probléme, peut étre
présentée comme il suit sous une forme générale.

De P'équation donnée aux dérivées partielles du premier ordre

H(zy,.., Zn, Prs-+» pn) = a,

on tirera algébriquement la valeur de {'une des dérivées partielles
p1» en fonction des autres et des variables xy,.., Zn; soit

D “9~APn..u Pn, Lisees Ty Qv
cette valeur.. Pour déterminer I'équation
fi(Pas--s Ps Tys-o5 Tmy @) == CONSL = a,

d’odr l'on tirera Pexpression de py en fonction de py,.., pe %y,-..
.» Zn, @, 4, on prendra V'équation linéaire

Qu— Uy, \.—v =0,

qui, en vertu de la formule (g), est de la forme

ofy , ™s*( 0w O Oy w\.V“c.

3z, ¥ .2\5%m %pm ~ 9pm 7m

et on déterminera une de ses intégrales particuliéres, qwzmmnami
Pa» ce qui se raméne 2 la détermination de lune aown E:ﬁ._.»_mm
du systéme des 2n—2 équations simultanées aux différentielles
ordinaires entre 2r—1 variables,

dzy _ dzy, _ _dxa __ dpy - = dpn
T e T ey T Dy Goy
- mINwL - mﬁ: m.&.& L
mﬂq Fon représente cette intégrale par
7 @(Pas- -5 Pus Tys--» Tn, @) = cONSL.,

oo pourra prendre f; =@, et de l'équation f, == a, on tirera la
valeur cherchée de p,, savoir

Pa = wy(Pgs+-s Pn> L1y s Tn, G, a,).

En portant dans la fonction w, la' valeur que I'on vient de
trouver pour p,, et désignant par w,’ ce que devient o, aprés
cette substitution, on aura

P = S_\

Theil L., ) 25
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pour la valeur de p;, exprimée an moyen des mémes variables

que po.
76. Pour déterminer ensuite 'équation

fa(pss-+s Prs X155 Tny A, a;) = const. = a,

qui doit fournir P'expression de p; en fonction de py,.., pa, 2y,
«» &ns G, Gy, 4, on posera les deux équations lindaires simultanées

(e) (pr—o's f2) =0, (py—uwy f2) =0,

yui, en vertu de la formule (g), sont de la forme

m\u m=n mS— m\w mS_ ! ym\.,n‘ _
oot (5o g~ e ) =0
(o) { i
y m\.s ' :.Ma .m(S‘.u. m\, 2 is WN.W —0
\ 02y | me3\OTm Opm  Opm 0zm/ —

et on en déterminera une solution commune. A ces équations
on pourra encore joindre Pidentité

() (; —wy's Py—wg) = 0,

qui a lieu en vertu du Théoréme IV du §.17.

La détermination de la fonction f, satisfaisant aux équations
simultanées linéaires aux dérivées partielles (o), s’effectue en s’ap-
puyant sur le Théoréme 1 du §. 17, et s'aidant de I'identité (o).

On cherchera d’abord une intégrale particuliére de I'une des
équations (o), intégrale qui renferme p;; ce qui se raménera a
la recherche de l'une des intégrales du systéme des 2n—4 équa-
tions simultanées anx différentielles ordinaires entre 2n-—3 va-

riables

dzy  dazg _ ~_ dan __ dpy _ _ dpm
B T T Ty T T Taey T By T Ay
mmuw - mﬁ: m.ﬂw vmx_s

si on veut obtenir une intégrale de la premicre des équations
(«); ou du systéme

dry  dzg _  _ dxa _ dps _ _ dpn
U Oy T By By T T Gmy
mﬁu mwﬁ muﬁw Mwl.mw

'on veut obtenir une intégrale de la seconde des équations (a).

aux deérivées partielles dw prewier ordre. Ch. ¥, §.21. 371

Supposons, par exemple, que nous ayous déterminé une in-
tégrale du premier de ces systémes,
Y(P3s. .5 Pry &ys.., Ta, @, a)) = const.,
dans laquelle z, pourra enfrer en jouaut le réle de constante.
Cette fonction v, qui représente une intégrale particuliére de
la premiére équation (), substituons-la dans la seconde de ces
équations A la place de f;; substituons le résultat W, de cette
substitution dans la méme équation 3 la place de f,, et ainsi de
suite. Nous obtiendrons ainsi la série de fonctions
(Pa—we, VI=1, (Po—02, V)=Yp,o, (Pr—way Yiz1)=Pirer:

Ou prouve aisément, au moyen du Théoréme I du §. 17, que
les fouctions ¥, ¥,,... sout des intégrales de la premieére équa-
tion («). En effet, en prenant lidentité qui exprime ce théoréme,

si lou y fait A =p, —u,’, B = py—u,, et que V'on ait dgard
Videutité (af), on trouve

[pi —o’s (po—ua, O} [pa—om, (C, pr—m")] =0,
identité qui a lieu pour toute fonction C des variables a,..., @u
Nw—.... %:.

En faisant maintenant tour & tour

Q“Atu at_g..‘ #:.u...

on obtient successivement les identilés

[pr—on’s (Pa—was ¥)] =0, ou (py—o's vi) =1,
[Pr =o' (Pa—wp ¥1)] =0, ou (pr—uf, wp) = 0.
ete.. .,
qui démontrent le théoréme.

Puisque 9, ¥, ¥y,... représentent des intégrales de ta pre-
miére des équations (@), il s'ensuit de 13 que

Y = const,, P, = const,, Y, == counst,...

sont des intégrales du systéme des 2n— 4 équations difiérentielles
ordinaires simultanées (B). Mais ce systeme vadmet que I —4
intégrales distinctes ou indépendantes entre elles, et toutes les
autres inlégrales du méme systéme en sont des fonctions. Donce
si, dans le calcul de fa série ¥, ¥, Py,.., Pi,.., o0 ne rencontre
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pas de terme qui se réduise & une constante quelconque ou 2
véro, on devra alors parvenir nécessairement & un terme i qui
g'exprime en fonction des précédents, et qui pourra, en outre,
renfermer z, en qualité de constante. Supposons que l'on ait ainsi

Yi = NHA.\&.E. »vw Yrsees d:.|~v‘

Pindice i ne devant pas, évidemment, surpasser 2n—4.

I serait inutile de pousser plus loin le calcul de la série pré-
cédente, puisque les nouveaux termes ajoutés seraient bien des
intégrales de la premiére équation (a), mais «'exprimeraient tous
en fonction des intégrales déja trouvées; et nous savons a priori
qu'une fonction arbitraire d’une ou de plusieurs intégrales d’une
équation linéaire aux dérivées partielles est aussi une intégrale
de cette équation. En profitant de ce qu'on peut choisir arbitrai-
rement la forme de la fonction des variables x5, ¥, Vy,.., Yi-1
qui satisfait & la premiére équation (a), on pourra déterminer
cette forme de maniére qu'elle satisfasse en cutre 2 la seconde
équation ().

Soit .6 (za, ¥, Wy»-., Pi-1) la fonction cherchée; en la substi-
tuant & la place de f, dans la seconde équation (a), on voit qu’en
vertu de la formule (8) du §. 16 (art. 37), cette équation prend
la forme

(pa—was 0)
06 08 09
= (pp—uwy, Za) oz, + (pa—wa, GVM@ + (pp—we %) 30,
06
+ ..+ {pa— 9 Pi1) o = 0,
ou
06 00 00 26

Byt Voy t gy, oot FE Yo by n =0

L'intégration de cette équation linéaire se raméne & celle du sys-
téeme d’équations différentielles ordinaires simultanées

dzy, dv dy, dypi

T 9 % = Fag ¥,.., %))’

qui se réduisent trés-simplement a une seule équation différen-
tielle ordinaire de I'ordre i, entre les variables x4 et v,

&m@ &@ di—1 P

dzgi = F(zy ¥ o dzg—"

fam e

anz dérivées partielles du premier ordre. ch.V, §.21. 873

Si Von détermine une des intégrales premiéres de cette équation

d di-1
1 (xe, ¥ m@u 1o &.sshv = const.,

et quon y substitue les valeurs

dy a2y

dzy = Yo gzp= Ygsooos

on aura une intégrale du systéme précédent d’équations simultanées,

1(@ns W Wys-or Wi-1) == cONBL.
Pat conséquent, fy==0=7% sera une intégrale commune des équa-
tions (2). En posant
[a = 7 = coust. = ay,

on en déduira la valeur cherchée de py en fonction de pg,.., pns
Zy,..5 Zn, G, 15 G valeur que nous représenterons par

Pps = 93 (Pas--s Prs Trsees Zm 4, Oy, ay).

Si, dans le calcul de la suite 9;, ¥,,.., on rencontre un terme
qui se réduise 2 une constante, alots la détermination de I'inté-
grale commune des équations (o) se fera trés-simplement. Soit,
en effet, wi =k, k étant une constante; nous aurous

ey —
i Y=k,
d’oit l'on tire, en intégrant

i1
M.ﬂsl..w — kxy = const.,

et par suite
[2 = Vi1 —kz,.
Si k=0, alors fa=i-1.

77. La méthode que nous vemons d’exposer pour la déter-
mination de l'intégrale commune des équations (¢) ne présente
plus les imperfections de détail dont nous avons parié dans la Re-
marque 1 du §. 18. Cela tient & ce que dans la seconde des équa-
tious () se trouve la variable z,, qui entre comme constante dans
la premiére de ces équations. Si nous échangions les roles des
deux équations (), on parviendrait encore aux mémes consé-
quences, parce que la premiére équation contient la variable x;,
qui entre comme constante dans la seconde. En effet, si ¢, est




374 Imschenetsky:. m&?Eﬁ%S&SN &mm;mgaagw :
upe fonction de x, et de ¥, que nous désignerons par F(zp, ),
on pourra alors prendre pour lintégrale commune aux équations
{@) une intégrale particuliére de P'4quation

26

Ozy

ou une intégrale de I'équation différentielle ordinaire du premier
ordre

Lorsqu'une des variables z, 4, ou toutes les deux manquent
dans F, il est clair quil n’en peut résulter qu'une simplification
dans Pintégration de P'équation précédente. :

78. En substituant la valeur trouvée p; = w; dans les fonc-
tions w,’ et wy, on obtiendra de nouvelles expressions de py, P,
que nous désignerons par

— —
PrL=w, Pz = g,

ces expressions ne contenant plus que les variables qui entrent
daps la valeur vy de pg.

Pour trouver emnsuite Péquation

[5(Pas-+» Pns T1s--5> Tns @, Gy, a,) == const. = ag,

&oly se déduira la valeur de py en fonction de pg,.., Pr, Z1sees Tos
a, 4, 4y, a3, on prendra les trois équations simultanées aux dé-
rivées partielles

Q.v A»wp Ixe;:v \.wv =0, A§N|e§\u \wv =0, Awum — W3, \m.v HHMO.

qui, Taprés la formule (g), sont de la forme

bz, ¥ 2 \Gzm m ~ Opm 0am

m\.w m=n_ 0wy’ m\w msﬂ m\.u

o g (G B EY g

C\v m].ﬂ‘» + ﬁ«mh m.ﬂﬂ-. mlm‘wbal-ul. MWNQE M@ﬂ = cu
iy, (B U IR
03 + :.W» 3m Opm  Opm Oxm/) 0,

!

et on en déterminera une intégrale commune f3.

A ces équations il faut encore joindre les identités

o, .
a— + F(z,, Atvmte”O« e

|

aux dérivées ﬁel%&% du premier ordre. ch.V, §.21. 375

Qo (pr—w", Pa—wg') = 0, (p. —ug's Pg—ug) = 0,
(ps —og, pr—on") =0,

qui ont lieu en vertu du Théoréme IV du §. 17.

Les équations (y) sont de méme forme que les équations (a),
a cela prés qu'elles renferment un moindre nombre de variables;
on pourra done, par la méthode exposée ci-dessus, déterminer
une intégrale commune 3 deux quelconques d’entre elles. Sup-
posons que P'on ait ainsi trouvé une fonction

eANwa..u Nw:. vﬂww Xoy Lzsees v\ﬂﬁv~

qui, mise & la place de fs, satisfasse, par exemple, aux deux
premiéres équations (y). Quoique la quantité 2; n’entre pas
comme variable dans ces deux équations, elle est toutefois ren-
fermée dans leurs coefficients; nous pouvons donc admetire sa
présence daos la fonction @.

.

Substituons @ & f; dans la troisiéme équation (y); substi-
tuons de nouveau le résultat de cette substitution & la place de f3
dans la méme équation, et ainsi de suite. Nous obtiendrons de
cette maniére la suite des fonctions

ANuleSw. ev“e—u AﬁulSw“ GLHQm..J AmoumlSm, Q1) =Dy, .,

qui seront des intégrales de la premiere et de la seconde des
équations (y).

En effet, d’aprés le Théoréme 1 du §- 17, en faisant d’abord
A=p—w", B=ps—og, puis d=py—wy, B=p;—u;, et
ayant égard & la seconde et & la troisidme des identités ('), il
vient ‘

{p— o, (p3—uws, C 4 [ps—uwg, (C, pr—o,")] =0,
[po—wg!, (ps—uw3, C)]+[ps—ws, (C, pa—p)] =0,

identités qui ont lieu pour toute fonction C des variables zy,.., 2u,
Pis++s P En y faisant successivement

C=0, ¢, Dg,..,

et se rappelant que @ est,une intégrale commuune des deux pre-
miéres équations (y), on obtient cette double série d’identités,
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M, (g — o> (ps—ws, @ =0 ou (pr—u”, ) =0,
[p2—wa!s (Ps ~ws @)] =0, ou (pr—wy, D) =0;

“ [pr—e”s (Ps—ws GLH =0, ou (p—a/, P)=0
_”%nl.Ss\. (ps—vs )] = 0, ou (p,—wy, D,) =0;

qui démontrent la proposition énoncée.

Si la série @, @,, D,,.. ne se clot pas par un terme égal
4 une constante on A zéro, on devra alors finir par obtenir un
terme qui s’exprime en fonction des précédents, puisque chacune
des deux premiéres équations (y) ne peut étre satisfaite que par
9n—6 intégrales particuliéres distinctes. Soit @i ce terme, dans
Pexpression duquel, outre les quantités @, @,,.., Py, poutra
entrer aussi la variable z3. Posons.donc

Dr = F(xs, D, Oy,.., Ps1),
k u'étant pas plus grand que 2n—6.

Puisqu'une fonction arbitraire des E:.Sr_em 3, O, Oyyrer Pk
gatisfait aux deux c_.mEaSm oa:w:ozm (), il suffit de déterminer
.sa forme de maniére & satisfaire a la troisieme équation (). elle
satisfera encore également aux deux premiéres. Si Von désigue
la fonction cherchée par =, on trouve, pour la déterminer, I'équa-
tian .lindaire .

o om - or . bai.l
(ps — wg, ®) = m.s,w.—\ o, me+ esmeu.*...._ 3D 0,

dont lintégration se raméne au systéme d’équations simultanées

dzy _dO_d®_  _ d®i

i e ———

1 -0, 9, F .
I'équation d’ordre k a deux variables

dk@ do dk-1Q
dzr = Flw @ oo i)

En déterminant une de ses intégrales premiéres

ad dk-1Q

¥(w;, D, dz,’ " dagi 1) = const.,
et y substituant les valeurs
d0 2o
i = =, dag s D,,...,

auz dérivees partielles du premier ordre. Ch. V, §.21. uj

on obtiendra la valeur cherchée
fi=n=(xy, B, Dyp,.., V1)

de la fonction f3 qui satisfait & Pensemhle des équations (y).

Si dans Pégalité Or=F, lindice k=1, la fonction I sera de
I'nne des formes

F(z,, ©), F(®), F(z;), F=const, F=0.

Dans tous ces cas, comme nous avons montré dans lart. 77, la
méthode précédente pour la détermination de I'intégrale commune

des équations (y) ve tombe pas en défant; au contraire, son appli-
cation se trouve simplifide.

79. En posant fy= ¥ =const. =qg, on tirera de cette équa-
tion une expression de p, en fonction de ps,.., pn. Zy,.o; Tn, 6,
a;, dg, 03, Soit

Py = Yy
Par la substitution. de cette valeur de p, dans les fonctions o,";
Pa 1
oo’y wy, si Lon désigne par w,”, w,”, wy’ ce que deviennent ces
fonctions respectivement, on aura les valeurs

— I _ " — '
Pr= 0y, Pa= W, p3= Wy

de py, py, ps exprimées au moyen des mémes variables que pg.

Pour trouver maintenant 'équation f, = const. == ay, qui doit
donner Pexpression de p; en fonction de \o?:“ Pns Tys-es Tny il
faudra intégrer le systéme des quatre équations simultanées lindaires
aux dérivées partielles

(pr—w”, 1) =0, (py—oy, fa) =0,
A%m‘Sw\‘ fo)=0; (pg— w4, fo)=

80. Mais Pessence de la méthode a été déja suflisamment
expliquée par les développements que nous avons donnés sur la
marche générale de Pintégration des deux systémes (¢) et (y);
de sorte qu'il est maintenant trés-facile d’étendre Papplication de
cette méthode au systéme des quatre équations que nous venons
d’écrire, ainsi qu’aux m%u,:,‘_smm d’équations suivants. Supposons

i e anieé i r -9 smes, e it
(ue de cette maniére oo ait déja intégré n systemes, et qui
ne reste plus & intégrer que le (m— 1)i#me et dernier. Soient

2H*
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H(pusoes oo S1es G =85 0 i
H(Prsees Prs Trrees Zny @)= aj,

fo(Pssevs Prs Tysees Tmy s o) = ag -

..-.....---..-......

\alﬂﬁﬁalu- Pns Tysees ..ﬂa. ﬁu.ﬂ—n..u aalwv = hilw

I'équation donnée et les intégrales des n systémes déjd intégrés.

D’aprés la méthode d'intégration précédente, oo devra tirer
de chacune de ces équations les expressions de chacune des
n—1 premiéres quantités de la suite

P1s P2s+ s Pn—1s Prs Zysers Tns a, Gy,.., Gn—2
en fonction des.2n qui la . suivent. En conservant les notations
précédentes, représentons ces expressions par

P = 0, Pg= Ogoeees Prl = On-l

1l faudra ensuite porter les valeurs de pn—i, Pn—3,..-:> Des
fournies par les équations du systéme précédent, en remontant
depuis la derni¢re, daus toutes ces équations jusqu'a la premiére.
En conservant le mode de notation. déja employé, marquons le
nombre des substitutions succassives, effectuées dans chacune
des fonctions wy, wgy.., €0 affectant ces fonctions d’un indice su-
périeur correspondant. On aura de cette maniére

%—ul.,.ep?ls.u %s.“.&uils.._.. %au..m..lh&:l& , Pa—17=wn—1, ,
pour les expressions de-py,.., pa—1 au moyen de pn, Zy5--0s Tms
@y Qgyeees Guete . .

Passons maintenant 3 la détermination de I’équation
fa—1(Prs Trsees Tns G Orsees an--2) = const. = an—1,

d’ou V'on doit tirer pa.en fonction de Zy,...» Tny @5 Gps+-rs -l
Pour cela, prenons le systéme des équations aux dérivées par-

tielles
(pi —m®D, fa1) =0,

Aﬂu — Swﬂﬁ.lmv s \.alu.v, =4,

(pnr— w1, [fa-)=0,

lesquelles, en vertu de la wo:,::_o (g), sont de la forme

PR ETE

auz dérivées partielles du premier ordre. ch. v, §.21. 379

{ m\.alu, OE—QT!NV m\m-l.ﬁ wsu.ﬁa.lﬁv m\.=|w

Oxy + |®.li .Imlﬁla. - m@a ozn =0,
m\.alu + mSG?lwv m\.aln . isC-.Imv m\.:la. =0
A&v m.ﬁ& O0xn wmwu- mﬁ: oxn —

F T N D T I I L A A

Ofn-1 + dwn—1 8fn—1 _ Owa— 0fn—1 —0
\ Ozn—1 - 0z opn wﬁ: Ozn -

et déterminons leur intégrale commune fn—1. Les principes de
{a méthode d'intégration de ces sortes de systémes d’équations
ont été exposés ci-dessus avec détail; c’est pourquoi, dans le cas
présent, nous nous bornerons 4 de courtes explications.

8]. On commencera par déterminer une intégrale particuliére
de I'une des équations (8). Si I'on choisit la premiére, on devra
chercher une des deux intégrales du systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires J

d

dzy _ __ dzs _ __dpn
1 = Ow, =8 Bay =2
" Opn 0z

Soit f=const. cette intégrale, § étant une fonction des va-
riables pp, oy, ¥a, et pouvant contenir g,.., Ta—1 comme con-
stantes. Substituons cette fonction & la place de fu—1 dans une
des autres équations (d), dans la seconde, pas exemple, et sub-
stituons de nouveau le résultat a la place de fau—1 dans la méme
équation. Nous aurons de cette maniére

(Ps—wa®9, §) =, (pa—wg® ¥, &) =1{"

Si ¢ s'exprime en fonction de &, xg, Tgseeees Tn; Iintégrale
commune des deux premidres équations (0) sera déterminée comme
intégrale de I'équation différentielle ordinaite du premier ordre

d§

i 2 e B!

¢" dzy = £,
entre les deux variables £ et z, les quantités z3,.., Zu pouvant
y étre considérées comme des constantes. Dans le cas contraire,
¢’ s’exprimera nécessairement en fonction de & & et de x4, Zs,.-
.., Zn; alors Pintégrale commune cherchée des deux premiéres
équations (9) sera une des deux intégrales premiéres de I'équa-

tion du second ordre

L d
74 ———
Am v &SN&

=,
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entre les deux variables & et zg, puisque Pon doit considérer

Zgyes, &n comme des constantes. En outre, dans le second

. d

membre de P'équation, on devra remplacer £ par mmm..
2

£, = const.

une intégrale de I'une ou de l'autre des deux équations précé-
dentes, et par suite une intégrale commune des deux premiéres
équations (9). Si elle est tirde de Péquation du premier ordre
(€), £, sera une fooction de & Zy, Zg,.., Tn} si elle est tirée de
P'équation du second ordre (¢"), & contiendra en plus la dérivée

d . o
Mwemn. qu'il faudra remplacer par la fonction §'.

Ensuite, pour déterminer .une intégrale commune des trois pre-
mieres équations (0), formons les fonctions

A%ul.swc.ltw g§)Y==6&" (ps —uwgn—), &) = "

Actuellement, ou &' s’exprimera en fonction de &, 2g,..5 Tn; O,
si non, &" s’exprimera nécessaifement au moyen de &, &' -
.., &s. Dans le premier cas, on déterminera l'intégrale de I'équa-
tion du premier ordre, ‘entre les variables § et 23,

&m.. lw 7,

T =61

° AN.Qm ’

dans le second cas, on déterminera une des intégrales premiéres
de Véquation du second ordre, entre les mémes variables;

d%,

dzgt = ",

dans le second membre de laquelle on aura remplacé &' par
di g
dzy Soit

£y = const.

une intégrale de l'une ot de l'autre de ces deux équations, et
par suite une intégrale commune des trois premiéres équations
(8). Si elle est tirée de I'équation du second ordre, alors dans

d
la fonction &, on substituera g’ 4 la place de HW.. ,
. 3

De méme, au moyen de £, on déterminera une intégrale
commune ¢ des quatre premiéres équations (3); et ainsi de suite.
Supposons que, en continuant ce calcul, nous ayons déterminé

.

PR

auz -dérivées partielles du premier ordre. ch v, §. 21. 381

une intégrale commune &n—s des n ~2 premiéres équations 9);
pour déterminer enfin une intégrale commune de toutes les équa-
tions de ce systéme, calculons les fonctions

(pr—a — a1y n-g) = bn—t’s (Pa—1—wn-ts £u—3') = Ens"
L’intégrale commune cherchée du systdme d’équations (3) se trou-
vera par lintégration de Péquation du premier ordre

&m:ﬂm
dzn-1

= m:.lwf
st Eq—3' est une fonction de &n—s, Tn—1, Tn} dans le cas contraire,
ce sera l'une des deux intégrales premidres de I'équation du se-
cond ordre

23

— 1
&&.ﬂ|w& b m=n|w 3

o fn—g" sera nécessaitement une fonction de &n—3, En-3’, Tn—1,

dEns Il est clair,

&, dans laquelle on remplacera n—g' par

en outre, que Zn devra étre considéré comme une constante dans
les deux équations. Soit donc i

TN

fa-1 = const.'= @im1
une intégrale de I'une ou de l'autre des deux équations précé-
dentes, et par suite une intégrale commune des équations (d). Si
elle est tirée de Péquation du second ordre, on devra alors y
&malw
dzn—1

remplacer de nouveau par &n-s'.

82. Aprés la détermination de Péquation fp—1 = an-1, le
probléme s’achéve de la maniére suivante, Tirons de cette équa-
tion la valeur de pn en fonction de Zy,es Tns 4, Gp,es Ga—s OF soit

Pn = @n

cette valear. En la substituant dans les fonctions w, ™ %,.., wn-1,
que nous désignerons, aprés la substitution, par o;(=N,.., wa',
nous aurons

Cuv = S._.Aa.l.:u Pa = EN?‘B.. oy Pn—-1 = on—1', Pn = wns

pour les expressions des dérivées partielles de la fonction cher-
chée z an moyen des variables indépendantes z;,...., Zn et des
n—1 counstantes arbitraires a;,.., Ga—1. Ces expressions, d’aprés
la méthode méme qui a sefvi & les déterminer, doivent remplir
nécessairement les conditions d’intégrabilité de la forme
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pour toutes les valeurs de ¢ et de k& prises dans la suite des
nombres 1, 2,.., n. En les substituant donc dans la formule gé-
nérale de la différentielle de la fonction cherchée

@ pi_ bpr

&N = an.&.ﬂ— +BE&§N+:. +§=&.&.=» PO U

on aura
dz = u, N dz; + 0™ Adzy+ ... + 0alda
En intégrant cette équation, m:, obtient - |
z = [(w,Vdx, +... + 9ndzs) + as,

pour U'expression cherchée de la fonction z des variables indépen-
dantes z,,..., zn, renfermant » constantes arbitraires a;,..., an;
c’est -2-dire. pour lintégrale compléte du probléme, de laquelle,
vw_._w<w:w_:e=._mmnoamnwanmqu—.:_&w_.om‘ou@o:.._.w._&_:qo__m?

tégrale la plus géndrale. - S
83. Nous avons avancé fout A Iheure que les aneqom.mmo_.ﬁ
(p) des dérivées partielles p,,..., pa, d’aprés la maniére méme

dont elles ont été trouvées, doivent satisfaire aux conditions d'in-
tégrabilité (). Démontrons cette proposition.

Les expressions (p) sont tirées du systéme d’équations
.mﬁ.ﬂ._....u Tny Nw:...u Nuav = a,

fi(@1sees Tns Poyees Pny @) = ay,

N

\.NAHT.J..QE. P3sers Pns G a;) = aa,

fa1(Zy5e0es Tn, Py G, Gp,ee,s an—2) == dg—1.

En substituant la valeur de a, déterminée par la premiére équa-
tion, dans toutes les autres dquations; puis la valeur de a,, dé-
terminée par la seconde équation, dans toutes les suivantes, et
éliminant de méme les constantes. a,.., a2, les premiers mem-
bres fi, fa--+> fu—1 des équations précédentes deviendront des
fonctions des seules variables 2y, .., Zn, py,-.«» Pn, et nous ‘les
désignerons respectivement par H,, H,,.., Hs—1. Nous aurons
ainsi, au lieu du systéme précédent, cet autre équivalent

(A) = ar .NN- = ay, nm‘u = .&n.. s Hpr = an-1.

1l est évident que du’ systéme (&) on’déduira les mémes va-

auzr dérivées partielles du premier ordre. ch. V, §.21. 383

leurs de p,,.., pn que du systéme (f); donc, en vertu du Théo-
réeme Il du §. 17, il suffira. de démontrer que les premiers mem-
bres des équations (k) vérifient identiquement la condition

(@) . (H;i, Hi) =0,

pour toutes les valeurs 0, 1,.., n—1 attribuées aux indices i et
k: alors la proposition en question sera établie.

84. Démontrons d’abord que les premiers membres des équa-
tions (f) vérifient identiquement la condition

® " (fo f =0,

pour les mémes valeurs de i et de %, en supposant en outre
fo=H.

En effet, les n—1 systémes d’équations simultanées, dont
‘intégration nous a fourni les équations (f), sont, comme nous
Pavons vu, des conséquences immédiates des n—1 autres sys-
témes d’équations simultanées données au §. 20, et dont le type
général est

(@ (pipr —wig1, pegr—wip1) = 0,

,o:. en supposant i<#k,

wigr  OQwigr m=rH 0wy dwiq
—_—_— X
0zipr 0%kl  m—iy2 Opm O0ZTm

()

. + i Owig1r Owkyr  Owigs me;+-v -0
m=ty2'\ OZm  Opm Opm Ozm )] T
Par conséquent, les intégrales des deux systémes en question
sont fournies par les mémes équations (f). En prepant donc,
parmi ces derniéres, deux équations

\.s.A.Q—u.....Qa- Pitlsees Py Qpseey hml»v = ai,
[r(@ysees Tny Pidlsess Prs Qrsees k1) == aky

et tirant de la premiére la valeur de piy1 en fonction de piyz,..
<5 Pns Tpsees Ty €t de la seconde la valeur de piy1 en fooction

de P42, .5 Prs T1s..;, n; 81 U'on désigne ces valeurs respective-
ment par

P = wifl, P4l = wkdl,

la substitutiop de ces valeurs des fonctions wiy1, wiy1 réduira
I'équation (c) & une identité. Or il est aisé de voir que cette

]
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dernidre n’est autre chose que V'éguation () écrite sous. une autre
forme. En- effet, si Fom met dansiléquation f;=. a;:la. valeur
pit1 = wypa, et dans Péquation: fi == . Ja valeur prgr:= wpq1, on
changera ces &n:uzoam en identités. En désignant donc par ¢
une des variables qui entrent dans wip1 et dans wxy1, et diffé-
rentiant - les aoi:am en question par rapport .4 cette. variable,
il vient

m\.u. msi.n Qwir _ ofi m\w Owg. Owkgr wNW
dpip T G ot ot

Si donc on multiplie Pégalité (c)} par O O

Opip1 Oprpr
_mSH M, e (O O Ofi ﬁvu 0.

, on trouve

ot Opm Bz ...mf %m Spm  Opm O

Or 820 me.a_ana meﬁ:&. =nm? wcsm chose que:.le : développe--

ment de la condition qui éfeit écrite symbaliquement sous la
forme. (0)..

85. Enfin, pour démontrer que les conditions (a) sont satis-
faites dés que les conditions (B)-'le sont, ili suffit de remarquer
que les premiéres s’expriment sous forme lindaire au moyen des
secondes. En effet, d’aprés ce que nous avons expliqué plus haut
sur le passage des &:w:o:m Q.v aux équations QE ona

H; I\X.e.n.... .s.au N:._.n..i Pn H, N&:... N&.InV

H DN.FA&:..? Uz, Nuwtw;.« Dns g N&—..s... NN#I.C.
Cette. remarque, faite, démontrans d’abord qulune expression de
la forme Cm., H;) s'exprime sous forme. lindaire. au moyen des

fonctions qui forment les premiers. membres des. équations. §
Car, n.&:.@m la ?-.E.._a Amv du §. 16, on a

.rlrlw o \.

g.mﬁ— (fis. N_L-E S Hy) ﬂnla

Qiﬁ

B

ol I'on: w:@@owm“ mr.:.moB

En appligiiant la méme ..e_.ac_w au maqo_ogasmi de S. He),
nous Yexprimerons au moyen de (fufe) et de (fi, Hr), od k' <K'
En continuant de la, sarte. npug exgrimerons finalement [fi, Hi]
sous ?_.Bo lindaire, au moyen. m&

(£is 14, Cfis XEY Cfis fi wu... m\w unov ”A\m. $~

anzx dértvées parilelles du premter ordre. ch. ¥V, §. 21, 385

et comme, en vertu de (b), ces derniéres a:m::&m sont identi-
quement nulles, il g’ensuit de 13 que

) . S . _“\.3 mbuou
pour toutes les valeurs 0, 1, 2,.., n—1 des indices 7 et k.

De plus, en vertu.de la formule (5) du §. 16, on a

H, H TN PR

(H:, H) = (fs, \&+ o S. rummr

S | Bfi |, =itk o U
+ .JW.. Amm Dk oHy t Fm.o .H.Mo (Ha, Hie) gpr 9Hy 0Hy

Or, en <e_.:. ._om 3:«:_3@ () et (d), les trois m:.a::o_.m termes

,u_. moao_:_ Bas?.o de _mn__&_o: w&a&@:? se réduisent A zéro;

E:. oe:uae_g? Q&: Hy) s'exprime lindairement au moyen des
mmaco_om (Hp, ES. "dans lesquels i <i, & <k En continuant
aigsi, on exprimera finplement (Hi, Hi) sous forme linéaire au
moyen, des expressions qui forment les premiers membres des
égalités (b) et (d), et qui sont identiquement nulles. On a, par
congéquent, ,

(Hi, H) =0

pour toites les valeurs de i et de % prises dans la suite des
nombres 0, 1, 2,.., n—1.

86. Le mode de démonstration qui vient de nous servir pour
établir le théoréme :précédent, peut s'employer absolument de
méme pour faire voir que,. si. toutes les. fonctions ai forment les
premiers BoE_:om ._am ma:»:a:u (f), prises deux & deux, vérifient
_. ao::&

PRy A (fir fi) =0

cette . identité - subsistera lorsqu’'on remplacera, dans lune des
fonctions f;, fr, ou dans' toutes les deux, une ou v_nm_o—:.m des
constantes arbitraires qui y entrent par les fonctions qui leur sont
égales en vertu des équations (f); ou, plus généralement, ceite
identité, subsistera, quelque transformation que Fon ait fait subir
aux fonetions fi, fi en vertu des équations (f).

.

§ 2.

mq m:::. wvv&n_n _w <w_a_=. théorique aa _w ‘méthode d'inté-
gration des équations aux dérivées vw_.zo__am du premier ordre que
nbus venotis d’exposer, on me ipeut pas se’ dispenser de prendre

Theil L. 26
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en considération la question suivante: Combien, y.a-t-il en tout
d’intégrations & effectuer pour .obtenir intégrale compléte, dans
le cas de n variables indépendantes, quand la fonction inconnue,
qui en dépend, nentre dans I'équation donnée que par ses ‘déri-
vées partielles du premier ordre? . . - - G e

La méthode de Jacobi conduit successivement & -différents
gystémes d’équations simultanées de la forme

@ dz L dy o du
Q.A.ﬂw Ysees ﬁvll \‘A«G- Yseos §vn.l.,... - Bﬁh.u Ysoor §v«

dans lesquels le nombre des variailes z, Ysoors u g’abaisse gra-
duellement; et elle n’exige pas Pintégration compléte de ces équa-
tions, mais seulement la détermination d’ud ntégrale ‘de chaque
systeme. "En général, la' difficulté de satisfaire 2 cette condition
dépend de Fordre de' 'équation’ & intégrer;’ lequel "s¢ 'détermine
daprés le nombre des constantes “arbifraires’ introduites” par in-
tégration compléte d'un systéme'de la' forme (o), et par suite est
égal au nombre des variables 'z, g,... u, diminué d’une unité.
Les systémes de la forme («), qui se rencontrent dans 'la mé-
thode de Jacobi, se divisent en principaux et auxiliaires.
Les premiers sont chacun d'un ordre complétement déterminé,
non susceptible d’abaissement, tandis que, pour les seconds, on ne
peut indiquer d'avance que la limite supérieure a . laquelle leur
ordre peut s'élever. A o v

‘ N Y

Pour faire comprendre la distinction entre les .systémes. prin-
cipaux ‘et les. systémes auxiliaires, il suffit-de. montrer un. systéme
appartenant & chacune de ces deux classes. -'Dans’ le paragraphe
précédent, nous avons vu, par exemple, que, pour déterminerla

fonction fp, qui devait satisfaire simultanément aux deux équations
(@) - (s fo=0, (pp—ws =0,

i falsit tioier une des ntegralos do Fan des, eystoimos 4
guations e pom T e R e

dz, don
1 4 ws-.,.a
Ops
dzy .dzs
1 QS‘ - mE'

.%a

qui . sont chacun .n.o _.”o_.&.m..:,l.l.m.;}c,o". ordre pe . pouvant étre

auz dérivées partielles du premier ordre. Ch. V, §. 22. 387

we&mmm.OQ,m%.mnwaa.vaﬁ._omm%m:wamu m:w_omzommoim:mwl:.
cipaux. - . -
Lorsqu'on a trouvé une intégrale o= const. de l'un des sys-

témes (b), du premier par exemple, on obtient alors, en substi-
tuant cette intégrale dans la seconde équation (@), une série d’in-
tégrales du premier systéme (6), .

¢ = coust.,, @, = const.,.., i==const,...

Mais comme le nombre des intégrales distinctes qu'admet ce
systéme ‘est égal w son ordre 2n—4, il faudra nécessairement que,
dans la série @, @1,.., OD rencontre une fonction qui s’exprime
au moyen des précédentes. Supposons que @i soit la premiére
ai..mo:.awsmtoo cas; son indice i ne devra pas surpasser O —4-
Nous pourrons alors écrire immédiatement le systéme d’équations
Pt dzy __do doi-1

c el =
.Av;; o 1 ' YR
qui sera de [ordre i, et dont une des intégrales sera la valeur
cherchée de f.

... Le systéme (c) est dit auxiliaire; tout ce que I'on sait sur
ce systéme, cest que son ordre i ne peut pas étre plus élevé
que l'ordre 2n—4 des équations principales correspondantes
(0). Mais il est clair que l'ordre de ce systéme peut étre infé«
vieur & cette limite, et quil doit varier généralement, quand, au
lieu de Vintégrale @ = const., on prend une autre intégrale du

premier systéme (b), ou bien une intégrale du second systéme ).

88. D’aprés ce que nous venons d’expliquer, il est mainte-
pant facile de répondre & la question posée au commencement de
Part. précédent, en nous placant dans le cas le plus désavan-
tageux, c'est-d-dire dans celui oii tous les systémes auxiliaires

" sont de Pordre le plus élevé possible.

Daus ce cas, d'aprés ce qui a été vu au péragraphe précé-
dent, la méthode de Jacobi exige la détermination d’une seule

intégrale de chacun mom.:?.ml D) systémes d’équations, dont ilya

Y

1 de V'ordre 2n—2, servant a déterminer la fonction fi,
;.N......walh..................P.
u.....w:l.a.............:...\m,.

.o....-........-......-n.

P IR (8

3.|~.....w~..................\.al?
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Remarquons d’ailleurs que le cas le- plus défavorable, sup~
posé dans ce tableau, ne se rencontre pas d’ordinaire dans. les
applications, I'ordre des équations auxiliaires étant le plus souvent
moindre que la limite supérieare. Pour ce -qui est du” nombre

n(a—1) , PR

33_ e des: ._l&m_.w_om ammwamm. _,2_5_.. étant ==W.=o_~..vna,

triangulaire, croft assez rapidement avec le nombre n des varia-
bles indépendantes, ou peut faire & ¢e sujet les remarques sui-
vantes,  Le probléme qui nous occupe est, par sa nature méme,
indétermind;. et Ja théorie de Jacabi présente, # chaque phase
du. développement- du. calcul, une, latitude considérable dans .le
choix de I'équation doot on doit déterminer une. intégrale. pour
faire faire au calcul du probléme unm pas en avant. ’aprés cela,
dans un grand nombre de cas, on, peut choisir -des équatioos dont
les intégrales se présentent d’une manijére évidente; de sorte que

§A=,M. D) des mimw_.wmolm” se réduit 3 un nombre

le total général

beaucoup moindre d’intégrations 3 ‘effectuer réellement.

89. Pour montrer une application de la méthode de Jacobi
sous la forme exposée dans le paragraphe précédent, et pour
donner en méme temps un exemple des simplifications que nous
venons d'indiquer, traitons encore un cas particulier.

Soit I'équation du premier ordre

0z\* 01 0z Oz 0z
t mv + imi A%laﬁm
o 9 @ v
+ 25+m&ww.+. Bw + ws.msme + m.lu =0,

aux dérivées partielles de la fonction 3 des variables indépendantes
t, u, v, w, Y- )

Introduisons les notations

gy o=y, W=y v =&y, U =g t =,

9z - er o RE o9 Oz

ml.cﬂ?. s = P2 Gp =P8 gy Par 5 = Ps»

. ' . , 0z
et tirons de l'éguation proposée la valeur de 3y ou p;, que nous
représenterons par ;. Nous aurons .
3 . N Z, 2

P =— 3y + 2zg) py — (47 + B52g) ps — (24 + 25 (P2 —pslps— BM-WI

Il.nt— .

.

auz dérivées partielies du premier ordre. ch. Vv, §.22. 389

Pour obtenit les quatre maswacsm
fi(ps P Pa Py Tisees Tp) = G1s
fo(P3s Pas Pos T1s-+» Tor a;) = ag,
f3(Pe Pss Z1r--5 Tps O ag) = as,
fo(Pos Z1seer Toy G5 Gp ag) == g

(ay,.., a, désignant des constantes arbitraires), qui, jointes a la
proposée, duivent fournir les valeurs de py,.., Ps PoUr lesquelles

pdzy + .- + psdas deviendra une difiérentielle exacte, il faut,

d’aprés’ la - 4hiéorie ~qtte - mous: avons :exposée “procéder comme
il suit: . - cae : o

On a.mo_.am:m-_u Jda fonction fi comme intégrale particuliére
de 'équation linéaire .

(pr— w1 fiy= 0,

cest-a-dire comme intégrale du systéme d’équatiovs différentielles
ordinaires

dry dzy | _ _day dpy . _ _dps
|M.I..I.,.||.Mw.—|‘l|...al S— E -~ mEﬂl.],....I-

Iﬁ . I..mmw Ozy 0z

au moyen desquelles on trouve

d(pa—ps) _ 2(pa—ps)
oy - 0w =—(pz—ps)

uMw.lmRm

ce qui donne immédiatement, en intégrant,

&.ﬁ— —

fi = (P2 —ps) €5, = ;.

En tifant de 13 la valeur de py, que nous désignerous par ws,
et la portant dans P'expression de w, qui devient aprés la sub-
stitution «,’, il viendra ,

— e, — !
Pa=pPst@e™ = up P =0

. La fonction f; devra étre déterminge comme intégrale parti-
culisre des équations linéaires simultanées

(pg— o2 va...ho. (pr—an’s f)=0

L'intégration de la premiére de ces mm:u:auw se déduit du sys-
teme d’équations’ .
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dog _ day _ dzy _ dze o dpy_idpe 90
T = Oup = _Ouy _Guy  Ouy  Dmp — Ou
s ' Ops Ops  Omy - 0z, 0z
L’équation o . R
dpy Sy
day = 325, ,

donne lintégrale C TP P TIN

Le= 3 = aosmn

En la m:&w:n:wcn i f2 mw:m _w mog.:_a des &n_-w:o:m ___aw:.mm
précédentes, il vient

g o Ol o Don Doy
(pr—o/s ) =g = By — Oy + 3ps 23
Or WM.“ 0; donc C

pir= = gy —py = Tp = me=s. |
Donc, en vertu du paragraphe ?.mo&oan la valeur e—.c_drma a_o
la fonction fy s'obtiendra comme intégrale de _.masmn_oa

mm +7p +2me =0,
et 'on aura
f=(@+iqe)em =a.

Tirant de la 'expression de py = v, et la substituant dans
s.vnao:o:mmam_m:a_.oum. vv_&m la substitation, par «", nous

aurons

Py = 0ge~T" —ja1e=h = 0y, Pa= 05, Py =00
La fonction :fy ‘devra étre déterminée comme intégrale des équa-
tions linéaires simultanées Co
(pa—os f3) =0, (pa— oy =0, (p,—a", f3)=0.

‘intégration -de la ?.o::w_.o mo ces équations se raméne 2 am__m
du systéme d'équations

auz dérivées partielles du premier ordre. ch. v, §.22. 391

‘équation 222 = nteg
L’équation : day = .s.nl 0 donne I'intégrale
. W ‘== p, = const.

En la substituant dans la seconde des équations linéaires précé-
dentes, on :o.:& _._o_:_a:oao:n

; A g ..3 ﬂu = Q.
En’ substituant ¢ au lieuide f;'dans la ‘troisidme de ces mémes
équations, il vient

N . 900, __ 80
ot W= = = 5
a cause de 3= Quny =0 Oy =0; dodt Yy, = - py Ev substituant

moﬁﬁ ’ w»ﬂ_r
maintenant ; & fy dans la méme équation, il vient

d00,” ]
(pr—os ¥y) "és“.lumw_ﬂ" - e. = (pg I%&Pl'
= anﬁlh—.&\a + = eu

Par conséquent, la fonction, cherchée. \w s’obtient comme intégrale
premiére de I'équation du second ordre

%e dy ;~AQ€ Ny

Si 'on 3::6_8 le v_.oa_o_. anv_.o de cette équation par le facteur

d
dz,: &M s on le ._.osn?_.sc en .:.o ‘différentielle exacte, dont linté-

grale: donne ane' intégrale ﬁ.&::w_.o de I'équation, et par m::m on

a la valeur . ; .
AT ;

fs = log

av

&ﬂ—.

dz,

— a;8—%1 == const.
e ﬂ

Eo y remplagant E:. R trouve '

fs = log ...nw Saln. = log (— mlo vcla.aln. = const.
Tirons de _s §_o=_. P.lee et mccm:,:cam la daos w,”, a:.
devient alors &,”. On a i
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: _ .
Pa = e~ PR upy T G€T RO L Pp T 0

Py = 0y Py = 0 P = ",

o

O:a&o..a.soqw_w-.o:o:o: ﬂ \.»‘m_oB—rm mnaw_.w_oaoa.,:::o.._om
équations’ linéaires ‘simultdndes . S
(Pe—4 f) =0, (pg—ap, f0=0,

(pe— 0y fo) = 0, " (pi—a®, f) =0
L'intégration.de. |a, premiére de,cew équations dépend du systéeme

doy_ _dzy _ dpy U
L T T 0wy By

i

v g N msvo,u.“. ,MWM .
dont une des équations L \
e . .,&3. ,mp.:; =

: mﬂ.w" ,.mm.n"._

a pour intégrale . . .

“

m =ps ".‘Aaramn.

Substituant cette expression au lied de f; dans les autres équa-
tions linéaires, les résultats de la_substitution dans la seconde
et dans 1a troisiome se réduisent identiquement & zéro, et la qua-
trieme donne e o o

Lo g N pa

e m S 5 P
(pr—", €) \&M == (ps =P} o' -
e ob s L Cai L

.“lﬁ—.&lh-@l'@h-a -.@"@-..A

it Rt o PN ;. SIIUEIPN ST :

ation

LA N RSN

Dong la valeur de £y sera déterminge comme intégrale de Péqu

1 —
Mm + (e +ﬂ et "6 =0,

d’odt Pon conelutt- oo o T

De la résulte

Ps == 0y

it

et par suite S DA

. auz dérivées partielles du premier ordre. Ch. V, §.22. 393

. -1 .\..aa_o.la-&ﬂ-
Ps = mage % ;

on w., de plus,
. ]
Ps = da¢™ TP —g@eTH

2

P2 age™ 4 Fhe "
et enfin

a;
P = —T(2s+ @s) 1751 — 3 g — 73) €

—

=% . 1 &ﬂ—nl.ﬂ— %—
-3 .

-1 —
—ay A.ﬁ.ﬁ:—-Ahn&lh- + mwaa.n H.v .&.u“ 618

En substituant ces valeurs de py,...., pg dans I'expression
p1dz, + ..+ psdzs, on devra obtenir une différentielle exacte; et
en effet, en intégrant cette expression, on trouve l'intégrale com-
plate du probléme sous la forme

= mw_.ﬁa»lnt e—%1 + ay (Tg + T5) €7

1

+ ag Aau.s.» + .so%zln_v L

-7
eme ldx) + const.

a

Nous. nous bornerons ici 3 cet exemple simple, d’autant que,
dans ce qui va suivre, nous considérerons I'application des prin-
cipes contenus dans la théorie de Jacobi & des questions plus
générales, dont les exemples particuliers conduiront & employer
les mémes mgthodes d'intégration.

Chapitre VI.
Intégration des équations simultanées aux dérivées partielles
; du premier ordre.

§. 23.

- 90. La méthode que Dous aveus exposée raméng Je pro-
‘biéme de lintégration d’une équation- quelconque aux dérivées
partielles du premier ordre & I'intégration de: plusieurs systemes,

36*
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de forme particuli¢re, d‘équations lindaires simultanées aux déri-
vées partielles du premier ordre, cumpatibles eptre elles. Jacobi
ne s'est pas occupé de la question générale de l'intégration de
plusieurs équations simultanées aux dérivées partielles du premier
ordre et de forme quelconque; mais il s’est borné au cas parti-
culier qu’il a rencontré, et dans lequel, suivant la vemarque
quil a faite (Nova methodus, §. 18), on peut employer pour
les intégrations une méthode attificielle, fondée principalement
sur le Théoréeme 1 du §. 17. - Et cependant il ne restait que peu
de chose a ajouter pour arriver-a la solution compléte ‘de la
question générale. Bour a montré, en effet, dans son Mémoire
,.Sur lintégration des équations différentielles partielles du pre-
mier et du second ordre (Journal de 1I'Ecole Polytech-
nique, 39¢ Cahier), que Vintégration des équations simultanées
de forme quelconque aux dérivées partielles du premier ordre se
raméne trés-simplement & P'intégration d’équations simultanées de
la forme de celles auxquelles Jacobi a limité ses recherches.

Pour envisager d'un point de vue commun les question’ de
Pintégration d’une ou de plusieurs équations aux dérivées vm_”.._o_._mm
du premier ordre, revenons en quelques mots sur la signification
primitive du premier de ces deux problémes, lequel, d’aprés son
étendue, forme un cas particulier du second, tandis que, d’aprés la
méthode de résolution, le second est. qos_.awmum_ comme cas plus
simple dans le premier. ,

-9]. Une fonction inconnug z des: variables indépendantes
L4505 &n peut étre déterminée, lorsqu'on donne les expressions
de toutes ses dérivées partielles duipremier ordre

0z o8
ﬂ&.ﬂ“%—....q M&Ilalmuﬁn
en fonction des variables m_a%mammimm Zyy.., Tn. Pour cela, il
faut seulement s’assurer que les expressions données de pj,.., pa
conviennent aux dérivées partielles d’'une méme fonction, c’est-a-
dire qu'elles satisfont aux conditions
_ 3 o _ o
) , AR m&»{mﬁ.

pour toutes les valeurs de i et de % prises dans la série 1, 2,., n,

Dans le cas ou ces conditions sont satisfaites, la fonction z
s'obtient en intégrant 'expression de sa diférentielle

AWW o ; ,Nv- &a— +N~.w~.&ﬂ ..+ see + %8&&.'.

&

Ryl

aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. VI, §.23. 395

- 92.. 8i,.au lieu des valeurs explicites de p,.., pn, en fonc-
tion des.variables indépendantes, on donne n équations

@ H=0, H =0,., Hy.1=0,

dont les premiers membres sont des fonctions de Lyyes Ty Pryves Prs
il existe alors des caractéres analytiques généraux pour recon-
naitre si 'on peut résoudre algébriquement ces équations par
rapport aux®n inconnues p;,.., pa, et si les expressions de ces
quantités vérifient les conditions (1).

Si une ou plusieurs des fonctions H, H,,.., Ha-1 sont expri-
mables au moyen des autres et des variables z,,.., @n, alors ou
les équations (3) sont insuffisantes pour la détermination des in-
eonnues pr,..., Pa, ou elles sont contradictoires. Supposons, en
effet, que V'on ait :

N&mﬂeﬁguu..u Tn, m» h—...v.
En vertu des équations données, nous aurons
= @(Z(500s Tns 0, 0,...) = 0.

Si cette relation est identique, il faudra alors supprimer une unité
du nombre des équations données, qui deviennent alors insuffi-
santes pour la détermination des n inconnues p;,..., pn. Sila
relation ¢ =0 n’est pas identique, alors elle contredit I'hypothése
de lindépendance des variables x,,.., Zn.

i o

Nous;avons établi plus. haut (§. 3) le caractére analytique in-
diqué par Jacobi, et d’aprés lequel on peut toujours juger si
parmi les fonctions H,.., Hu-1 il s'en trouve quelqu’une qui soit
dans le cas de celle que nous désignions tout & I'heure par H;.
Pour cela, en considérant H,..., Hu1 comme des fonctions des
seules variables p;,..., pa, on formera le déterminant fonctionnel

| om o
9 ' Opa
A“v e e v e v e s “D.
Hur | OHun
mw—. . *e mmw-

Si A se réduit identiquement & zéro, alors une ou plusieurs
des équations H=0,..., Hx—1 = 0 sont contradictoires avec les
autres, ou bien identiques avec les autres.

93.. Mais supposons que A ne soit pas nul; alors se présente
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cétte seconde question : les expressions de %.....,. Pn, tirées des
équations (3), satisfont-elles aux conditions (1)?

Supposons’ que les valeurs de py..., pa, tirées des équations
(3), vérifient les conditions (1). En remetfant ces valeurs 3 la
place de p,;,.., ps dans les équations (3), on a—.mamanw celles-ci
en identités. Si l'on Ea:m deux des identités ainsi obtenues,

..\N&"Qu NN*“Q« ?

et quon les traite exactement comme nous avons traité, au § 11,
les identités

Fi=ai, Fi=a,

nous en conclurons de la méme maniére que les fonctions Hi,
H; doivent satisfaire & la condition

) . (Hi, H) =0,

pour toutes les valeurs 0, 1,.., »— 1 des indices i et k.

Réciproquement, si les conditions (5) sont satisfaites, alors,
en vertu du Théoréme II du §. 17, nous en conclurons que les
onv_..ommﬁ_oam de p;,.., pn, tirées des .r?mze:m (3), satisfont a la
condition (1); par conséquent, il n’y aura qu'a les substituer dans
lexpression (2), dont l'intégration donnera la fonction z *).

94. Remarquons que les conditions (5) peuvent étre satis-
faites ou identiquement, ou en vertu de quelques-unes des équa-
tions données (3): Dans le premier ¢as, il est évident qu'au lieu
des équations données (3) on aurait pu prendre des équations
plus générales, en écrivant dans leurs seconds membres des con-
stantes arbitraires & la place de zéro. Dans le second cas, on ne
pourra généraliser de cette maniére que celles des équations (3)
qui n'auront pas été prises en considération pour la vérification
des équations (5).

95. La question précédente, qui est entiérement déterminée,

*) Bour, dans son Mémoire cité plns haut, donne constammient &
la condition (5) le nom de Théoréme de Liouville, et ajoute méme

que ce géométre & démoritré ce théoréme dans le cours quil & professé

en 1853 au Collége de France. Wautre part, dans le Mémoire de
Doukin: ,,On a class of differential Equations, etc.*, publié¢ dans les
Philosophical Transactions (1854, Part 1), nous trouvons ce
méme théoréme (Theorem 12, p. 83) mentionné Q.a: parmi les résni-
tats nouveaux ‘obtenus pur I'Autewr.

S
i
3

auz dérivées partielles du premier ordre. ‘Ch. VI, §.23. 397

devient indéterminde si, au lieu du systéme complet des n équa-
tions (3), on n'a qu'un systéme incomplet de m équations entre
les dérivées partielles du premier ordre, en supposant m<n. Le
cas de m == 1 constitue le probléme de Iintégration d’une seule
équation aux dérivées partielles du premier ordre. Nous avens
v plus haut que la solution de ce probléme, ac:m:&& au point
de vue théorique, est 3:._9:.@ vcmm_Ee. c'est-a-dire que, étant
donnée I'équation

H=0,
entre les variables z;,..., Zn, py,..., P, OD peut toujours déter-
miner n—1 autres équations entre les mémes variables,

H, = const. = a;,.., Hn-1= const. = ap-—1,

dont _mm.m:.o:ma_.m membres satisfassent 3 la condition
(Hi, H)=0

pour toutes les valeurs 0,:1,.., n—1 des indices i et 4.

Si 'on suppose maintenant que le nombre m des équations
donbées anx dérivées partielles du premier ordre soit plus grand
que. l'unité, on arrive alors & la question de I'intégration simul-
tanée de plusieurs équations aux dérivées partielles du premier
ordre. Il est facile de voir que, pour un méme nombre de varia-
bles indépendantes, non-seulement ce nouveau probléme n'est pas
plus compliqué que le premier, mais encore il est plus simple;
et que la théorie de la résolution du second probléme découle
tout naturellement de la méthode de résolution du premier.

96. La différence essentielle entre les deux questions con-
siste en ce que, dans le cas d’une seule équation aux dérivées
partielles du premier ordre, Pintégration est toujours possible, et
que la théorie géndrale de cette intégration ne limite en rien le
choix de I'dquation proposée; tandis que, dans le cas ou I'on
donoe plusieurs équations anx dérivées partielles du premier
ordre, elles n’admettent une intégrale commune yue lorsqu'elles
remplissent certaines conditions.

En effet, si 'on choisit arbitrairement m équations
A@v . B N.N—.Lluou N*N".Q-..n mﬁnou

entre les <E.mw2om,.u~..:.rha. Prseves Pns il vo_:.qw. exister entre
elles: deux sortes. de cas d'incompatibilité: incompatibilité algé-
brique et incompatibilité d’intégration. Le premier cas a lieu,
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lorsqu’une ou plusieurs des fonctions H,,..., Hn s’expriment en
fonction des autres et ‘des .variables z;,.., Za; alors une ou plu-
sieurs des équations (6) ou seront des identités, ou seront con-
tradictoires avec les autres.

Si les équations données ne sont pas affectées de cette cause
d’incompatibilité, il faut encore s’assurer si elles appartiennent
un systéme de n équations d’olt I'on puisse tirer pour p;,..., pn
des valeurs vérifiant les conditions (1); c'est-i-dire s’assurer &'l
est possible d’obtenir une intégrale satisfaisant simultanément aux
équations données. Pour cela, il n'y aura qu'd examioer si, pour
toutes les valeurs 1, 2,.., m des m__&com i et %, les conditions

)] (Hi, Hy) = c ‘ _
peuvent étre satisfaites et de quelle maniére elles peuvent _.&8.

97. Si les équations (7) sont satisfaites soit identiquement,
soit en vertu des équations donnédes (6), alors l'intégrale qui satis-
fait 3 chacupe de  ces derniéres, et qui renferme.dans son. ex-
pression, outre les variables indépendantes, n —m 41 constantes
arbitraires, se trouvera par les procédés que nous avons exposés
en traitaut de l'intégration d’une 3eule équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre. En effet, pour résoudre le probléme
de cette maniére, il suffira de compléter le systéme donné par
n—m équations : - , :

8  Hmy1 = const. = @.. Hnyo = const. = g, ...
: w - Hp = const. = an—m,

dont les premiers membres représentent des fonctions indépen-
dantes entre elles de 2y,.., &n, P1,.., P, lesquelles devront étre
déterminées de maniére A satisfaire 3 la condition

(H;, Hy) =0,

pour toutes les valeurs i=1, 2,.., n, et k=m+1, §+w..... n

D’aprés cela, la fouction Hmy1r peut étre déterminée par la
méthode exposée au §. 18, comme intégrale commune du systéme
des m équations linéaires

(Hy, Hnp1) = 0, (Hy, Hup) = 0,..., (Hm, N&atv =0.

On déterminera de la méme maniére les premiers membres des
autres équations (8); et ces équations, jointes aux équations doo-
nées, feront connaitre les valeurs de py,..., pn, lesquelles renfer-
meront n—m constantes arbitraires. . Par suite, I'intégrale cher-
chée z contiendra n—m + 1 constantes arbitraires.

auz dértvées partielles du premier ordre. Ch. VI, 8. 23. 399

98. Si la méthode précédente se trouve inapplicable (dans
les circonstances indiquées davs les Remarques du §. 18, art. 49
an_..m:., ou si, pour d'autrés motifs, on veut ramener les équations
qu il faut intégrer & contenir le moindre nombre possible de va-
riables; on- exprimera alors, 4 'aide des équations (6), p;,.., pm
en fonction de Pmtlsess Py Zys.., Tno Soient ) :

PL= 01, Pag=0p.., Pm= Om

les expressions trouvées.

Observons qu'en vertu du Théoréme IHl (§. 17) on doit avoir
les identités

©)  (pi—owi, pr—os) =0,
pour toutes les valeurs 1, 2,.., m des indices i et £

Pour déterminer ensuite I'équation
hi (Pmirs..s pa, 21,.., Zn) = const. = a,

A.ucm A_.o: fournir la valeur pmy1 = wmy1, (om41 représentant une
8:@.5:.% Pmids-c; Pus Zy,..r Tny @), formons le systéme des
m équations lindaires simultanédes

AE- — 0, \mv =0, :Nsllenu h) = O«..u, A%SIES. h)=0,

ou le nombre des variables est 2(m—m)41. Leur intégrale

commune ‘pourra se trouver,'a I'aide des identités (9), p ;.
thode exposée au §. 21. : (9), par la mé

Ayant déterminé la.valear Pm41= 0m41, substituons-la dans
rwm fonctions @15+, @m; en désignant par wy’,.., w.' ce que de-
viendront ces fonctions aprés la substitution, nous formerons fe
systéme des m+ 1 équations linéaires simultanées

A%_.Iwe_.n =0, (pp—a), z)=0,..,
T (pm=ou/, f3) =0, A%s+~.les.+r 1) =0,

entre 2(n—m) —1 variables. _..o,_= m.:&m._.w_o commune f, don-
nera I’'équation . .

fa(pmys,.., Pa, &:.,& L a,) = const, = dy,

d'ol l'on tirera la valeur de pmya. Et ainsi de suite.

oc.. De cette maniére, dans la détermination successive des
n—m intégrales demandées

h= a, \.ﬂ = Ggs.0, \.:I! = fnem,
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le nombre des équations linéaires simultanées va: en E._mso:nmcm
chaque fols d’une unité, tandis que le  nombre des variables qui
y entrent va en diminuant de deux: unités. 1l wmn évident. qu'en
procédant ainsi, I'intégrale commune des équations (6) que lon
obtiendra renfermera dans son expression un nombre de constantes
arbitraires égal au nombre des variables mi_%o:mww?mu =Wo=_m le
nombre des équations données diminué de I'unité, c’est-a-dire égal
an—m+1.

Une telle intégrale commune des équations (6) peut étre ap-
pelde 'intégrale compléte. On pent ..o_.Em_..m.w_. son moyen
Vintégrale la plus générale, renfermant une n.osn:o.s w:::..m_-o de
n—m quantités variables, en se servant de la variation des con-
stantes arbitraires (§§. 2 —4).

On voit, par ce qui précéde, que l'intégration des m équations
simultandes (6), qui satisfont aux.conditions (7), se fait en opérant
exactement comme lorsqu’on veut achever l'intégration d’une seule
équation aux dérivées pattielles du ‘premier ordre

h&"@- o

we_.ou avoir m&w trouvé, au Bo%o..‘m,m cetto équation, les m—1
équations

s
¢

N&&“Ou hu".cu".... ] 5"@-

satisfaisant w:.u conditions (7), et qu'on demande de déterminer
encore les n—m équations restantes .

N&HITH FoF Ayyepey . Qa = Qn—me
A ce point de vue, il est n_w»:..a:w A_.o.?......vaBn de Pintégration
simultanée de plusienrs équations. est .w._...u simple que _.o,,...v,:..
bléme de l'intégration d’une seule équation aux dérivées partielles
du premier ordre, pour un méme nombre de, variahles indépen-

dantes, puisque le premier n'exige qu'une partie des calculs né-
cessaires pour la solution du second.

100. Examinons maintenant dans quels cas les dquations
proposées (6) sont incompatibles au point de vue de I'intégration,
" c’est-a-dire n'admettent pas d'intégrale commune; dans a:.o_._o,m
circonstances il pent rester de lincertitude sur leur ocavi.m?_:e.
et comment on doit. procéder alors pour obtenir la solution la
plus compléte (c’est-d.dire- renfermant le plus grand. nombre pos-
sible de constantes arbitraires), si cette solution est possible.

Les équations (6) sont j.:compatibles, si.les conditions (7) ne

auz dértvées parttelles du premler ordre. Ch. VI, §.23. 401

peuvent dtre satisfaites ni identiquement, ni en vertu des équa-
tions donndes, ni én verty des n—m équations qui sont encore
inconnues et qu'il faudrait trouver pour compléter le systéme
donné (6). Ce cas aura lieu évidemment lorsqu’une ou plusieurs
des expressions (H;, Hy), qui entrent dans les conditions ), se
réduiront & des constantes quelconques différentes de zéro, on 3

des fonctions de 2,,.., zy, H,,.., Hy, ve s'annulant pas en vertu
des équations données.

Mais si a:o.nnom.::om des expressions qui entrent dans les
conditions (7) sont de la forme

Amm. mwv = ma-.,—-n...n ANW... mm.v = NN:-T?

Hugr,.., Huyr désignant des fonctions qui renferment non-seu-
lement 2,,.., 2., H,,.., Hy, mais encore P1sees Pn, et qui ne
s'annulent pas en vertu des équations données (6); alors on n’a
plus le droit d’affirmer que les €équations données soient incompa-
tibles; car les fonctions Hpya,...., Hpnyr peuvent s’annuler en
vertu de quelques-unes des n—m équations, encore inconnues,
qui- doivent compléter le systéme donné 6).

i
Vi

Pour qu'il en soit mﬁmﬁ?aaai aingi, il suffit d’admettre que
les. équations

 Hmja=0,.., Hpy=0

fassent partie des n—m: équations inconnues. Or, en ajoutant
de cette maniére au systéme donné (6) { nouvelles équations, il
faudra soumettre celles-ci 4 la méme épreuve a laguelle on a di
soumettre les premiéres, c’est-a-dire examiner de quelle maniére
on peut satisfaire aux conditions

. Amma NN&V =0
pour les indices i=1, 2,.., m+1, ot k==m+1,.., m4l

. 10L, Le caleul .des- expressions qui entrent dans ces con-
ditions forme la partie laborieuse de la méthode que nous ex-
posons; par conséquent, il n'est pas inutile de remarquer que le
Théoréme I du §. 17 peut épargner une partie notable de ce cal-
cul. Si Pon désigne par j un des nombres 1, 2,.., m, on a, en
vertu de ce théoréme, .

Am.\s ms..—rnv"‘—nmwu Ahn.. mkvaulmm? Amkv gvh—lmmf Am&v NN—V._M

v,m_. aou.m&a.._gr _m.r &:E_w.ir.mmowzo:mmmao:.::o:u Ad.o:.;%._.w
trouvé (Hy, H;)=0, (H;, Hi) =0, il est évident, sans nouvean
calcul, que I'on aura aussi

"Theil L, 27
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e AS..,.%si?H_c. T A R

102. Supposons qu’en” ap :@._wwu_ﬁ. _N _s...-mo,.w.o:...v,_ﬁm,ma:.q_m@?ﬂ. le
procédé que nous venons - d'indiguer, oo ait ajouté au mwa c:.mw
donné (6) un certain nombre 7. .@..mfm:m—._fm. C:. mmﬁw.mw. rouve
alors dans un des trois cas suivants: :

R TS + . o

1° Le nombre mr -est égal & =, oe.._om conditions
(Hi, Hr)=0 ne sount pas encore satisfaites pour _Bc.ﬁmm les <u_oMMM
1,2,.., m+r des mam,._aamgw. ﬁkn ) .mv,_omm,.._em.‘m@:w,:@zm propos
(6) ne pourront avoir une msﬁm_.w_c__mw_m__ssca:

90, Le nombre m+r est moindre: que n; .jmmu une ou plu-
sieurs des expressions qui entrent dans les acma:_o:m. précédentes
se réduisent 3 'des coustantes ou 3 des’ fonctions: ..mw; Lysereer .M.E
H,,.., Hnyr, différentes de zéro. .,Z..:m _.ow aa:wrcam .vwamo.m. m.m
sont encore incompatibles, i ST T e

e e

30. .Le .aoar_.?s +.r. n'est pas plus grand que 7, 2. toutes
‘les. conditions précédentes :sont satisfaites. >_ewu. ‘par la méthode
exposée plus haut, on: pourra’ déterminer une intégrale o%:.-_w::m
des équations (6), renfermant :.l.:...l.w.....w,m .ao:m.nwimm. arbitraires.

. rés Papercu que nous venons de donner et qui ren-
?..BMO.._W :“P%:._o maﬂmnw_owna. la: _.mmo_ﬁ._w..._..nom ?62@5.3 déter~
minés et indéterminés aux dérivées partielles du premier ordre,
il reste encore & compléter cette Sao_.mo.ewu.a_ﬁ_a:om 35»3=Wm
et & I'éclaircir par des exemples. =

Nous avons considéré les équations aux dérivées partielles a.r_
premier ordre avec une certaine resfriction ._w.:m.. _m.w—. ?_.Bmm, savoir,
en supposant que la fonction inconoue 2 'entrait pas M:.m oow
équations par elle-méme, ‘mais' seulement par ses mm:ﬂ au&vw_.
tielles pys..s Pr- Si: la fonctign z entre elle-méme dans les. m...,w.
tions proposées, ce Cas pourra se ramener au v&cmma_._r au :.ow.a:
de la transformation indiquée an"§. E..., @: a.n.wr si Pon met . __.M“
tégrale z sous la ..2..5&..&,.__.:@,*.ga:._o..;ac__.o;a donnée cm._., :
quation Co ke v .

@ o Py @) =0,
et quon différentie cette équation, il vient '
oY .
ml..M-Ia o Gy « L ImM. ,Q.—.u" .wluu\.
O pr= = = = gy &0 Bosant I = 5p 0 =

auzx dérivées partielles du premier ordre. Ch. VI, §.23. 403

La. substitution ‘des -valeurs de pm, pour m=1, 2,...., n,
dans les équations données raménera celles-ci & une forme telle,
qu'elles renfermeront les n 41 variables indépendantes zy,.., on,
z, et les dérivées partielles g¢;,.., ¢n, qns1 de la fonction ¥, la-
quelle n’entrera pas elle-méme dans ces équations. Lorsqu’on aura
obtenu une intégrale des équations transformées, alors, en rejetant
la constante qui y:.entre par- simple addition et égalant cette in-
tégrale & zéro, on aura une équation qui donnera une valeur de
z satisfaisant aux équations non transformées, d'aprés ce qui a
6té démontré A la fin du §. 14.

104. Comme exemple d’application du théoréme de Liou-
ville ou de Donkin & des problémes déterminés aux dérivées

partielles . du premier- ordre, prenons la question géométrique
suivante:

Considérons la ligne dont I'équation en coordonnées polaires est
@€ ..o ‘== F(sin 6, cos@),

0 étant l'angle polaire et r le rayon vecteur, et en chaque point
de cette ligne élevons une perpendiculaire au rayon vecteur cor-
respondant. On demande de trouver la trajectoire orthogonale de
ces perpendiculaires, c'est-3-dire la courbe & laquelle ces perpen-
diculaires sont normales.

En prenant le péle pour origine des coordonnées rectangu-
laires x, gy, et 'axe polaire pour axe des x, Péquation d’une de
ces .perpendiculaires sera .

@ . .eaommp_..m\mg 6 == F(sin 6, cos§).

L’équation - de la trajectoire cherchée donnera y en fonction
de z, ou vice versa. Les tangentes des angles que font avec
Paxe des x la normale a.ia courbe cherchée et la droite (2) ont
respectivement pour expressions

dz  cosf,
T dy’ sin g’
ces tangentes devant étre dgales, I'équation différentielle du pro-
bléme sera .
3) . sinf.dr—cos 6.dy = 0.

Il ne reste plus maintenant qu'a exprimer sinf et cos en «
et y, au moyen de I'équation (2), et & intégrer 'équation & deux
variables (3). Mais il . est -aisé de voir que, quelle que soit la
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fonation F, sin@ et — cos§ doivent s'exprimer en z et y de telle
mapiére que la condition

dsind _ 0cosf

Bt ="
soit satisfaite, d'ou il s’ensuit que le premier membre de I'équa-
tion (3) forme une différentielle exacte. En effet, en faisant, pour
abréger, - . o RGEEE

sin@ H P gmm =g,
écrivons I'équation (2) sous la forme
—qz+py—F(p,—9) =0,
équation a laquelle =o=m..d2._=emm joindre encore la suivante,
PPHer-1=0

En désignant respectivement par @ et v les premiers mem-
bres de ces équations, il est aisé de s’assurer que la condition

Opdy dpdyp Opdy OJpdy 0

(¢, S",mﬂuml_mlmmm+.m.mw.mlmm\.l.

B

Prenons le cas particulier ol la fonction F se réduit & une
constante a; alors I'équation de la courbe donnée, r=a, représente
un cercle, Le systéme des perpendiculaires est celui des tan-
gentes au cercle, et leur trajectoire orthogonale est la développante
du cercle. Les équations qui déterminent p et ¢ sont

—9ztpy~a=0, p*+g*—1=0;

en les résolvant, on trouve

aytaVat+yPP—a?
a2 +.Qn
Partant, I'équation (3) E.o_&v la forme
ayt 2V 2® Fy*—a? —az tyVa? tyt—a?
x? + .A\u x? + .a\u

et le premier membre de cette équation doit étre une différentielle
exacte. En effet, on peut I'écrire sous la forme

l|:.s“m@&\.ss+@»ln»
r = 22 ¥yt ‘

P=

dz + dy =0,

il

e -0

Cette expression ne se réduit. pas 3

auz dérlvées pardelles du premier ordre. Ch. VI, §.23. 405

Co .m@&.sl....\&.,.\.,f.—.. (xdz+ ydy) ¥V 2% F y?—a?
23 Fgy? T 2T ys
ERTE 2 o d. (@34 yi—a?)i
) | .w.,w..&m.iwamh%,w. P =0,
ou, en posant A
. wgnwamw =v, a? + 92— a2 =2,
: uZdu
n&e.“w ara=0
Or ,
" u2du , u
B u—a arctang P
Done l'intégrale de I'équation précédente est :
av 4 u F a arctang m" const.,
ou D . . ' .
aarctang ™ § ¥ BT A4 V2t +y"—a
nm\ 22+ y2—a? F aarctang 7 = const.

Sm..v. Prenons maintenant un probléme Sm,&c_.am:m aux déri-
vées cw;_.o:c« du_premier ordre. Supposons que I'on demande
de &nm_.a.:..a_. l'intégrale commune des deux équations

B

K3 b _ 0z 0z
Oz, Bzy - T2T¢ Bz, By T 1%
En posant
oz 0z o 9z

oz, — Pv dzg — P2 By = Ps ml.&ﬂ”ﬁe
nous .mo..r..o:n les équations de cette maniére,
Ay =py py—z4zy = 0, H, ”»»u%o —Z 23 = 0.
Pour essayer leur compatibilité, formons expression
A e M e N
ps 0 110, p, P 0

= Ty P — 24 pg + 21 Py — 25

=Ty, 0

°u ﬁ&

o 4 . a zéro en vertu des équations
onnées ; mais elle peut s’annuler en vertu des équations encore
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inconnues. Pour qu'il enssoit, &a__aso:m ainsi, supposons gqu'une
des deux équations encore:inconnues soit : ,

o Hy = o py e ZaPat BaPs T TaPe = 0.

La condition Q@.w Hy) est maintenant remplie, et il reste & exa-
miner si les expressions e .

0, p | —&g — Pl O~ Ps | — T3, —DPq
(Hy, Hy) = + + +
P, &1 0, et L P> g 0, —ux,
= — pyps + Zats—Pi Ps + Tyt = — 2H;,
— s P1 0, —pa| | =% ps 0, —p,
(Hp, Hg) = I s 2 O & o +
0, Po—Zal "L 10, g P2 — %y

= — %%+ Papa— 81 Zs+ Papy= 2Hy,i
peuvent se réduire & zéro. ..

Or, il est évident qu'ellées s’annulent en vertu des équations
données; donc les équations

B, =0, Hy=0, Hy=0 . .

sont compatibles et admettent une intégrale commune, qui con-
tiendra’dans son expressioi la plis compléte 4—3+1=2 con-
stantes ‘arhitraires. Passons & la déternination de cette intégrale.
Pour ramener au .v_:m, petit nombre possible de variables les
équations a intégrer, résolvons ‘les équations précédentes par rap-
port & py, pg ps. Des équations H, =0, H,=0 on tire
T2, L ] o
. P P ? Pa
En substituant ces valeurs dans I'équation N&u = (), ‘on obtient,
pour la détermination de g5, une. équation du second degré. un peu
compliquée. Par suite, il est préférable de calculer une de ses
racines ?\m ‘qui nous suffira); de la maniére -suivante, Maltipliant
entre elles les équations données... . .

NN “red i

1y U s i

il vient

d’olt Von tire

EARETF RS S %ﬂ.ﬁ.ﬂ.

MPs S TaTp 1% = PaPy.. o
. m .
i (L TR
P1%) PsTs = Pa%2-PaTar

[SANAN

L H.?".s.a ..uu,.%—.s.-, —Pas
Py Xg " PaTa——Ps¥s

auz dérivées paritielles du premier ordre. ch. VI, §.23. 407

Or, d’aprés I'équation Hz =0, oo a

Pafo—PaTy = P1%) —PaTas
done

. Pas
b= = (g.
Ps 7 s

Mettant cette valeur dans I'expression de py, il vient

i [T [

 Tay
= = o}
% Pa 1 ]
on a, de plus, .
Ty
P =— " = g
Pa *

Pour déterminer ensuite I’équation

, . v.\xﬂt Zy; Ty, T, Zg) = const,,
qui doit fournir I'expression de p, au Bo%ml des ‘variables indé-
pendantes, il faudra intégrer. simultanément. les. trois équations
lindaires )

A%—I,.e: \u ",Q«. ANQNIIS&« \.v = °~ Amww..l.e“n \.v ” 0.

Les systémes: d’équations: différentielles ordinaires correspondants
aux deux premiéres de ces équations. linéaires sont

doy _ _dzy _ dpy dzy_ dze _ dp,
T = 2y ~ 0° 1T = zz 0
4? Pa®

m:.».n suite, I'intégrale p==p, = const. sera commune aux deux pre-
midres équations lindaires. En la mettant dans la troisiéme a la

place de £, oo aurai. -l Lo

- —,_ tl

Dounc I'intégrale commidne aux trois équations linéaires s’obtiendra
par Vintégration’ de I'équation- -~ ‘

o

v G R
, dzg 237
et sera
T A TR TR PR B S S VO .
log ¢ —log 25;= const., ou. P — const. = .

v T

Par c@:mg:m_:. |



408 Imschenetsky: Sur lintégration des équations

vﬂﬂ N N .ﬂ..— "
Nuh"gu., mw— "..No ﬁs“ﬂ. N.vul.e«&.b.

Done
Az, + padzs + psdzs +pedas
= &l[l— &&& .“- HN&N&— 1-.. [+ Aﬂhaﬂ&u + -ﬁu&,-ﬂ.hv- ,

En intégrant, on tire de la Iintégrale commune cherchée des
équations dounées, = - : ;

%
zz= 172
o

+ azyzy + const.

§. 24.

106. Considérons .‘.wvw:awmo: de Pintégration simultanée aux
équations linéaires par rapport aux dérivées partielles du premier
ordre. Supposons: que les équation- données soient

a® p+ a3 pyt ..+ an1® paa ..«._.E, pn=0,

e e 8 » 56 o & & eTE e 6 » e s % s s s e 2 .

@™ py + 2™ py + o0+ G2 paca -+ 9.@ 2s=0,.

en posant e
L . TR -
" “ﬁf.... ?llm.ll.sau

, -

et désignant par
G G, g

4 it FTu TS M

:.: ?:.amo:,m données des variables indépendantes xy,.., Zns: .

" @M
i ! RS

* Nous représenterons lés vqa&m,ﬁ@ membres de ces équations
de ‘deux maniéres: soit par ‘es lettres correspondantes H, ,.., Hm,
soit. par les symheoles; Ay (2)iresidm (2), . Dang le m%m.&.. systéme
de notations, le résultat de la substitution d'une .fonction: quel-
conque @ & la place de z dans la premiére équation, par exemple,

sera exprimé par 4, (p); le .&m._._mwﬁao la méme substitution dans

la derniére équation sera Am(gp)."

107. En admettant que les équations données soient algébri-
quement compatiblés, il faudra examinet si les expressions (H;, Hy)
pourront étre réduites & zéro pour toutes les valeurs ,H. Lyeres M

I

des indices i et %. o

auz dérivées partielles du prémier ordré.  Ch. VI, §. 24. 409

Ces expressions seront ‘évidemment des fonctions linéaires
par rapport A py,.., pa, doot la forme générale s’obtient aisément
comme il suit. D’aprés la formule du commencement du §.16, on a

da, . dap_1® dand
, :m%. mnt..+ a%.s-u Prr -+ M.N Py @@ |
(Hy, H)y= | ,
da,®  Gap—1® dan®

dﬂ.%-._....? 7, P+ oz, P @

+.........-............

mﬁ— ) . maalns maas "
B Bl U 5, P11t 32y Pr @
+ , :
da,® an_1t® da® ’
%.h.a nt-+ nm .sa. Pu-1+ M..ua Py an®

En groupant ensemble, dans le second membre de cette égalité,
les termes qui contiennent en facteurs communs les quantités
P1s-..+» pny et appliquant la notation indiquée dans Dart. préc.,
il vient

(Hi, Hi)= T»?.@lk;ausﬁ? e
+[ Ak (an1) — As(ap—21®)] pa1 + [ Ak () — Ai (ant® )]

On voit par ld que les expressions (H;, Hi) se réduisent a
zéro: 1° en vertu des équations données, si elles se réduisent &
des fonctions linéaires homogénes de quelques-unes des quantités
H,,.., Hn; 2° identiquement, si les coefficients de P15+-5 pn dans,
ces équations sont nuls séparément. Si elles ne s’annulent d’au-
cune’ de ces deux maniéres, alors, en égalant ces expressions i
zéro, on ajoutera aux éguations linéaires données d'autres dqua-
tions également linéaires.’ . ..

En appliquant pareillement ce calcul aux nouvelles équations
lindaires que I'on vient de former, suppoaons que l'on ait ajoaté
aux équations données en tout r équations .

s ‘

Hui1=0, Hwmi2=0,.., Hpsr=0, ;

m+r n'étant pas plus grand que %, et les conditions (H;, H)=0
dtant satisfaites. pour toutes les valeurs L, 2,..., m+r des in-
dices i et k. On pourra, dans ce cas, trouver une intégrale satis-
faisant simultanément aux équations donndes, et dont I'expression
compléte contiendra n—m —» 41 constantes arbitraires, y com-’
pris celle qui y entre par simple addition; et de cette intégrale

on déduira trés-simplement I'expression de Iintégrale la plus gé-
27*
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nérale, . renfermant une fonction ‘arbitraire de n—~m—r fonctions
données.

108. La marche du calcul de lintégrale compléte a m&.an-
posée précédemment dans un cas plus général celui des m.n:w:.oum
simultandes non’ lindaires, et elle g'applique ici sans modification.
Pour montrer seulement I'application de la. =o=<o=m forme des
conditions d'intégrabilité, prenons un exemple ew._.noc_.m_." Trouver,
§'il est possible, une intégrale satisfaisant simultanément aux

deux équations linéaires :
0z 0z 3 0z 0
H =gz +(t+ay+ou)g, +@+u—32)5=0,

0 0z . |
By =3 4Gt +y-ag) g, + = 5= 0

Pour essayer leur compatibilité, représentons par ..A@ et .h@
les premiers membres de: ces équations; et formons Pexpression

2
(Hy By= [AO~B®]Z +[40— Ok
’ Lt . m . .
+ [A(zut+y — zy)~B(i+zy +zu)] uw
| i 0z
+[A@t—y)— B y+u—32)]5-

Les deux premiers termes sont nuls; pour calculer les autres, on
trouve :

A (zut—y—2y) = ut—y -+ {4+ zy ¥+ zw) 2t + (y +u—3z)zu,

B(t+ay+aw) =z + @t +y—ay)z+ut—y,

Aut—y) = (t+zy +&=~.u+ ,A..\._.:..lw&vg.

B(y+u—3z) =1+ (zut+y—ay). |
En portant ces valeurs dans les coefficients de I'expression v&..
cédente, on la raméne & la forme

g b | B
(zyt+ @+ utyu—3aut ay—y—Dx g + 3)

1l est clair, d’aprés 8,._?‘ que la condition (Hy, Hy)=0 sera satis-
faite, si I'on pose .

e

e

ans dérivées partielles du premier ordre. Ch. VI, §.24. 411

En représentant le premier membre de cette derniére équa~
tion par € (z), il vient

By, ) = (40— ] g7 + (40~ CO) 2
HA@ = CC+ay+am) Z 4 [40)~Cl+ u—8a)] &,
(Hy, H) =[BO—CO)] = +[BO— oazm

Oroon a

A(x) =1, C(t+ zy + au) = 22 41, Cly+u—3z) =2,
B(z) =0, C(zut+y-—zy)= 2%+ zu, C(ut—y) = zt +u.
Doue

(Hs, Hy) = — 2? wﬂwlﬂmﬂl.ﬁ@?

(H;, ) = — A.u»~+.a5;ww —(zt+u) Wm = = (zl + u) H,.

Partant, les conditions (Hy, H,) =0, (Hy, H,) = 0 sont satis-
faites en vertu de I'équation H, = 0.

Ainsi les trois équations lindaires

Hy =0 H,=0, H,=0

remplissent toutes les conditions d’intégrabilité. Done, confor-
mément aux conclusiong de la théorie générale, lintégrale qui
conwWendra simultanément & ces trois équations devra coutenir
dans son expression compléte deux constantes arbitraires (dont
une par simple addition). De cette intégrale compléte on déduira
‘intégrale la plus générale, exprimée au moyen d'une fonction
arbitraire d'une certaine fonction donnée.

Cherchons d'abord I'intégrale compléte. En posam, pour abréger,

W Wml. m,ul. mu..l
oz —~ Pus mm\.l..ﬁ». 9t = Py 5p=Pe

déterminons, i {'aide des équations précédentes, les expressions
des trois premiéres de ces quantités en fonction de la quatriéme
et des variables indépendantes. Si I'on désigne, pour abréger,
ces expressions par w;, w,, wy, ou aura
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=@t )pi=0), pa=—ypy= 0y, Py —ap,= ;.
D’aprés cela, pour déterminer 'équation
W U Flps Z, 4, %, ) = const.,

qui :donnera la valeur de p,, cherchons une intégrale commune
des: trois équations livéaires ..+ - . o

Aﬁ~'8: \u”c. A%&.Isuu \.v"O. Auuullem- \.v"Q

Les systémes d’équations simultanées auz différentielles ordinaires
o.o_....om@c:mpiom aux équations w&&.ﬁ_ai»m seront .

dz'__ _du _ dp, dy du _ dp,
T~ 8o, 0wy * _ll.mwslumlsm.
T, Ou ps Ou
g &an &s« - NNN»A. .
T™ 90~ Ty
" Op, Ou
a da _—
Or, comme on a .mIMI_” Iwﬂa“ .mwm“c. I'intégrale

=mp = const, =

cooviendra a chacun des trois systémes d’équations simultanées
et & chacune des trois équations lindaires précédentes. Par
suite, les expressions des dérivées partielles de la fonction cher-
chée z seront o

n=—0CB24+0a, pp=—"ya, Py =%, py=a
Donc’ .. o .‘ S ,
L di=—a[(B224¢) dz+ydy + xdt —du),

t'ow Voo tiré, en intégrant, Pexpression de Pintégrale compléte

2
t=o (u—23—xat .I.an + coust.
Enfin, I'expressiop de I'intégrile la plus ‘générale peut étre
donnée sous deux formes: soit au moyen des équations o

1=« A,:,Il,&u.l.ﬂ«,'umluv.x_. uuAQY

"
O=u l.su.l.ilm\w. + &MM& ,

sait au moyen de I'équation unique . v

auz dérivées partielles du premier ordre. Ch. V1, § 25. 413

2
t=a(u— a2~ .ilm..m..v.

n désignant dans les deux cas une fonction entidrement arbitraire.
Il est évident que ces deux expressions de. l'intégrale générale

sont équivalentes entre elles.

§. 25,

109.  Daos le probléme précédent, nous avons fait usage de
la forme particuliére que prennent les conditions dintégrabilité
des dquations simultanées linéaires aux dérivées partielles du pre-
mier ‘ordre, 1| est d-propos de signaler encore ici une autre

forme de ces mémes conditions, dont Jacobi s'est servi pour
établir le Théoréme fondamental I du §. 17.

Prenous deux expressions lindaires v.wn rapport aux dérivées
partielles de la fonction 2,

0z 9z mL
a mq—‘- QN@M-.—:;..:*-QE&“.

" 0z Jz , Oz
b m‘.&.ln. + vww.&.lw‘*.....*.vam-.mu.

a1, dg5.., G et by, by,.., by, désignant des fonetions de Zys.ey Tn,
et représentons la premiére de ces expressions par A(z), la se-
conde par B (z).

On peut considérer 4 et B comme des signes d’opérations
complétement déterminées, et nommer la premiére de ces opéra-
tions 'opération 4, Ia seconde I'opération B. En soumet-
tant & I'opération 4 une fonetion quelconque z des variables Zype
*+» Tm, NOUS obtiendrons pour résultat une nouvelle fonction des
mémes variables, sur laquelle nous pourrons effectuer I'opération
B. Représentons symboliquement par

B[4@)]

le résultat de ces deux opérations successives. Si I'on exécute
les mémes opérations dans Pordre inverse, on pourra représenter
le vouveau résultat par

4[B(2)).
Voyons quelle sera, en général, la différence de ces deux résultats,
On a
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BlA@) = 4 mﬂwf b mm.wmv ?...i..w%l%
= ol eyl e, e
+ q m.%sm_w+ as%mmslu-,v: +§MMIWN.V
vl et
+ q %&W»+ mu%&““»._.: +-lm.swwmmuv

day 8  day 3, O Oz
+ Sﬂﬁ 3z, ¥ 3z 02, VY32, 0z

e oy ?V

ta mﬂ_mn.s.=+ a»m&sm&a+...+§ﬂwﬂ» ’

ou .
i 0z K2
BlA@]= B(@) g+ Blay, +.+Ba) i
. mn w 02 , 0%z
+ biq Mm.Ms .._&uaamﬂnnu +..+ ?aa%
I . N . N . ms N . m»u
(10 +630) g+t (yan o+ buar) g
. 2
+ .. +(ba-1 ag + bnatn—1) wﬂallp.wwe..a.
On r..::& de méme
e 3 o
ABE = AG) = tAb)Et .+ A0S
92z 0% 92z

+a.@._ ﬂ_»._, aaasg.?: +§?_Mm..=|.~
tObat o) gy g, o bt anb) g,
+..+ (an-16n+ anbp-1) 02n—10n

En comparant ces deux expressions, on remarque que ceux
de leurs termes qui renferment les dérivées du second ordre de

auz dértvées partielles du premier ordre. Ch. V1, §.25. 415

Ia fonction z sont identiques:de part et d'autre; donc, si I'on sous-
trait ces expressions Pune de Pautre, ces termes se détruiront, et
la différence sera exprimée par la fonction linéaire suivante des
dérivées partielles du premier ordre de la fonction s,

B[A()]—4 E_,@u .r.. {B(a)) — 4 (4)) wwm

& &

HEB (@) =AUl 4.+ Baw) — 4 (60))

110. Désignons maintenant les &:emwu %.Ml. ..., %qn _.a.
— =

spectivement par p,,.., pn, et posons
@1t tanpa=A(z) = H,
Bttt bopn = B(z) = G.
D'aprés ce qui a été démontré au §. 24, art. 107, nous aurons
(H, G) =B (@)~ AG) | py +...+{ B (an)— 4 ()| pn.

msncavw_.wiom &m::ﬁwno_ino_.ﬁp précédent, il s’ensuit
que l'on a , : :

(H, 6) = B[A(:)]—A[B ).
Oo en conclut que les deux équations linéaires
k@“o. B(z)=10 v
seront compatibles, si la condition
Bl4Q)] = A[B()]
est satisfaite, et il nmf,mi.%:n que omnwa nouvelle forme de Ia

condition d’intégrabilité des équations linéaires simultandes est
équivalente & la précédente.. . .

111. Conséquence. Supposons maintenant que @, ¥ et
z représentent des fonctions quelcongues des variables Zyyeey Tn,
Pi1s-.; pn, et prenons deux expressions lindajres. par rapport aux
dérivées partielles du premier ordre de Ia fonction z, de la forme
suivante, ' :

, _ _ % & dp & dp 8z dp o2
4 () = (p, nvlw&‘.mmvulmlﬁn_m+:+§u\|=lﬁ.m&llav
Bo=@ o=l Mo, o o o

Oy Opy " py 8yt Bz Gy~ B
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En vertu de la formule démontrée _u__._m haut A.w_.r;c,mv. d:iw‘__ |
@ . BlAG)—A[BG)] o
S (B(2®) A ()2 _(p(22) - a0 220,
= mm- Amwﬂmw'“v -4 AM.NVJNI_HNAQQV 4 ﬁvumﬁv
Or A(z) = (9, 2), B(2) = (, 2); done
w—”h ANVH_ = —”‘.FAGu uv”_u km.w Auvu = mﬂu AG. NVU_‘
et :
wm\m Auv“_..l 4 —UNANM_ "_”@u (9, uv“_ - _”ﬁa. (v, Nv“_
= H..F Aﬂw Nvu +—”€v AN.. Gvu.
De plus,

5(5) = (wag) —4()=(& »)

5(m)=(oi2) 4G =G o)

par conséquent, en vertu de la formule (4) du §. 16,

2(E)-4(22) = () + (& )= 242

de méme ¢ S w@ " v
2 (22) _ 4(2) =20 @),
2 (55)~4Goi) ="
D’aprés cela, 'égalité («) prend la n..o_.?m L L
TF, AG. )]+ _”8. (¥ 2)]

T (3, ) 9 m?vw Gv T@Mr = —lz, ) I
= Mﬂ oxz:  Opi ~  Opi ,m.s.wv [z ¥, 9]

- m“.-

o:.. en faisant passer tous les termes dans le premier membre,

.TF Aﬁu..mvu.....-. _”G_» (2 , ..E“_ +—”n. O Gv“_ =0.

112. Telle est, en substance, la démonstration a:w Jacobi
a.donnée de cette proposition (Nova E.a:.om:m.. 3,. kw.l‘wm..v.
Mais, comme cette démonstration est &_.om.no:_mi \_&o ala :..mo_._a
de l'intégration des équations linéaires simultanées aux dérivées
partielles du premier ordre, j'ai crn ?.&.&_.wc._o de la présenter en
méme temps que I'exposition de cette partie de la méthode, et

j'ai donné plus haut (§. 17) une autré dénonstration, qui m’a semblé

n’étre' pas plus compliquée et se déduire immédiatement des. pro-
priétés fondamentales des expressions de.la forme (p, 7).

auz dértvées partielles du premter ordre. Ch. V1, §. 25. 417

. Remarquons que ce Théoréme étajt déja connu avant la pu-
blication de la ,,Nouvelle méthede* de Jacobi. Ep effet, dans
le Mémoire cité plus haut (§. 22) de Donkin, ,,On a Class of
Differential Equations, etc.*, on trouve ce Théoreme (page 92,
Section 11, §. 21), et au bas de la page 71, il est mentionné parmj
les résultats trouvés pour la premiére fois ou démontrés d’une na-
niére nouvelle par I'Auteur. , ‘

La démonstration de Donkin pourrait plutdt étre considérée
comme une vérification du Théoréme en question. Du reste, 3
cause de sa briéveté, elle peut éire utile pour une exposition
abrégée de la théorie. de Jacobi; c’est pourquoi je peuse qu'il
he sera pas superflu de la rapporter ici.

113. ,Théoréme. Sj P, g, ¥ sont des fonctions quel-
conques des 2n variables z,,.., Fns Y1545 Yn, 0D a

(o) - [(», 9, rl+ (g, ), rl+ [, p) q] =0.

»3i l'on développe cette expression, il est évident que chacun
de ses termes se compose du produit d’une dérivée du second
ordre de 'une des fonctions P; ¢, 1, par des dérivées du premier
ordre de chacune des deux autres fonctions.

" co=mmm@3=n les termes contenant des dérivées du second
ordre de p; ils seront de I'une des formes

&p_ 3 o B oy or P dge or
| Oaidy; Bay By’ Fwidzy By oy; Oy y; dz: Bz;’

i poutant étre égal A &.‘:oa chacun d’eux proviendra du premier ou
du troisidme terme de I'équation (a).

»En examinant maintenant chacune de ces formes, il est aisé
de voir que, pour chaque terme provenant du premier terme de
Péquation (), il se trouve un terme semblable, mais affecté
d’un signe contraire, provenant dg troisidme terme de cette
équation; et comme Ja’ méme chose est vraje pour les termes ou
entrent les dérivées secondes de ¢ ou de », il s'ensuit que le
premier membre de P'équation () tout entier se téduit identique-
ment & zéro. Done le Théoréme est démontré.

§. 26.

- 114, ‘Considérons encore lapplication de la méthode d'inté.
gration ‘des équations simultandes aux dérivées partielles du pre-
mier ordre & la détermination des conditions d'intégrabilité immédiate

Theil L, 28
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d'une expression: différentielle. contenant ‘Gne variable indépendante,
ot des fonctions -de ecette <w,...mw_._avu§a.a_c_=.m ‘dérivées d’ordres

quelcongues.” -~ - .

 Cotte question, qui a 6té, comme on sait, résolue par Euler
et par Condorcet, et dont Lexell,. Lagrange, Poisson,

Sarrus, Bertrand, Binet ot d’attres géomeétres ont fait 'objet
de leurs recherches, présente une: application facile et intéres-
sante de la théorie qui “mous; ocoupe.’: La nouvelle. méthode de
solution peut étre: comparde, sous’le rapport de la simplicité- élé-
mentaire, & celle :qui a été donnée: par'Co ndorcet *) et perfec-
tionnée pat Sarrus**); et tandis qu'elle’ foarnit' absolument de
la méme maniére les expressigns des dérivées partielles du pre-
mier ordre de la fonction cherchée par rapport & toutes les va-
riables qui y entrent, elle raméne ‘Ila ‘détérmination de cette fonc-
tion a l'intégration dune 'différenticlle totale. Mais, avec cela,
on obtient Pune.aprés; l'agtee| toutes les ‘conditions qui doivent
otre nécessairement remplies par la fonction doonée pour qu'elle
sxacte d’une aiitre fonction. Si, daris ‘le ‘cas donné,
Pexistence de cette 'derniére forction est démontrée impossible,
on s’en apergolf, en général, avant darriver a'ld condition connile
d’Euler, laquelle sobtient a’déruiere dans notre méthode.” Ii
est A propos d’cbserver que..ceite. condition. .est donnge, ici sous
une nouvelle forme m%Sco:naav..mo:Ea.Bn:fSSwE.:oEo. X

Pour . compléter la solution. d’apres cefte .méthode, il ne
resterait plus qu'a, trouver .un moyen. simple pour  démontrer que,
toutes les conditions nécessaires sont rempliee, dés que la con-
dition unique 'd’Eulét est sutisfaite ‘ ,—w=(._.wcmm=nomm,go;?:m
démonstration, on doit en attendant 'donbér” la ‘préférence, "pour
la solution du_probléme proposé, aux méthodes moins directes et
moins simples du Calcul des variations. . . ., ..

Lé procéds indiqué ci-dessus ‘est dd' & Boole ***), qui pré-
sente ce probléme comm

soit la dérivée

s i

. » P

Y ‘Dans son.Calcul ingégral.  Voyes aussi Liaexrolx, Traité
du Calcul différentiel e . du,Calgu) intégral, tome 11., pag. 238
- 249.

*¥) Annales de Mathématiques de Gergonne, tome X1V,
Voyez aussi Todhunter, History of the Progress of the Cal-
culns of Variations, p. 523—529.

.. %**) Dans son Mémaire: 3 Onéjmultaneous DifferantialEqua-
tions.of the first Otdar) alos .(Bhilpsophical: ...—.,w.:a_aa ongy

1862, Bartiky o 858)w 0 e s s B

e exemplé :de’ I'application dela méthode

auz dérivées paritelies. qu premier ordre. Ch, Vi, 8.26. 419
donnée par lui pour, lintégration des équations simultanées du
premier ordre aux diffiérentielles ordinaires, dans lesquelles le
nombre des variables surpasse de plus d'une unité le nombre des
.m.a_;mo:m. Mais on voit, d’aprés ses recherches, que cette ques-
tion générale est étroitement lide avec le probléme de lintégra-
tion: m*om équations lindaires simultandes aux dérivées partielles du
—,:.oa_m_. ordre. L’Auteur, ne considérant pas ce dernier probléme
a ce point de vue commun, que Bour a indiqué*), applique les
conditions de compatibilité des deux équations linéaires

H=A(2)=0, G=B()=0,
exclusivement sous la_forme .
B[A®)] = A[B®)],
ou, suivant son .:::_o de notation,
A " (4B—BA)z = 0.

.> la m_...:o de cela, dans l'application au probléme considéré; il
:.;_.om:; toute une série de symboles, qui, tout en permettant
d’exprimer la solution sous une forme trés-condensée, lui éGtent
cependant I'avantage de la clarté et de la simplicité désirables.

J’adopterai, en conséquence, le mode d’exposition de Ber-
trand, qui, dans une de ses legons professées au Collége de
France, en J863, a remarqué que, dans l'application au probléme
actuel, il vant mieux faire usage de la condition de compatibilité
des équations lindaires :sous la forme (H, G) =0, et a fait voir
omsami_g, déduit la condition d’Euler dans le cas particulier
ol T'expression différentielle donnée contient une variable indé-
umzmwia. une fonction de’ cette variable et les dérivées de cette
?:as.o: jusqu'au second ordre. Je traiterai la solution de la
n:mm:o: sous sa forme générale, parce que, dans le cas parti-
culier considéré par Bertrand, on.n’apergoit pas certains «cdtés
de la question qui ne sont pas sans intérét.

115. .m: ,_.mm.&mo:?a.a par z la variable indépendante, par y
une ?m.nro: de cette variable, et par

= %y

[/ J— "
d Y =g .ﬂ\

g = 53

*) Dans. le Mémoire- cjté plus haut (art. 90). Ce Mémoire ayant
_.u...._. .:w ‘méme moment que le.truvail de Boole, il est prohable que
celui-ci n’en avait pas eu connaissance:
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les n premisres’ dérivées de cette fonction, soit
Flz, 9.9, 9., y™)
Pexpression donnée, et proposons- nous ce. probléme:
Déterminer, s'il est possible, une fonction ¥ des variables
Z, 9 ¥'5.., y™, qui, étant différentiée par rapport & x, -non- seu~
lement en tant que z y entre explicitement, mais aussi en tant

que z eotre dans les fonctions yu g,.., y™, reproduise I'expres-
sion F. '

Employons la notation mm pour désigner cette dérivée totale;

nous aurons

av_ov v, ap 14 ) 4
=3z ¥ oy ¥ g et g v o g,

et I'équation moa.awSaunu_a‘ du probléme sera

¥V oV oV 9
D5+ .w“ﬂ..\ +. ..+m.~\?|_v.£e +5

)

Aﬂ.&atv = F(x, §, §'ys y™).

Remarquons, en outre, que:

10. Si la fonction ¥ était déji connue, 'équation (1) devien-

drait identique, la fonction y restant complétement indéterminde.

, 14
Or F pe contient pas y@+V; donc le terme %@E w\?tv.:.ﬁsi

aucun terme semblable & lui ni daos le premier, ni dans le se-
cond membre de I'équation (1), doit s'aunuler de lui-méme. On
doit donc avoir nécessairement
v
2, ‘ Gy = 0.

20, Il est évident que, si la fonction donnée F provient
effectivement de la différentiation compléte d'une autre fonetion
V par rapport & z, F doit étre de forme linéaire par rapport &
y™, puisque cette forme est celle du premier membre de I'équa-
tion (1). Par suite, il faut que l'on ait

@ F=4+Byo,
4 et B étant des fonctions de z, y, ¢',.., y*=1; et, pour que

P'équation (I) soit vérifiée identiquement pour toute valeur de Y
on devra poser encore la condition

anz dérivées partielies qu premier ordre. Ch. VI, 8. 26. 491

14
gy = B,
Nw g:.ﬁ.ﬁn facilement s’exprimer a:.ao%oa. de F. En effet, en
différentiant partiellement Jes deux membres de I'égalité (a) par
rapport & y®), il vient
. . oF
g™’
Par suite, si I'on représente, pour plus de simplicité, par
Vs, w\..\.. Vw, Payoeo, W, =1, Vi
les dérivées partielles

vy v 9V aF v v

@..Qn @o %w %-..u man %u

ot que I'on adopte pour les dérivées partielles de F une notation
analogue; les trois équations du probléme, exprimées au moyen
des dérivées partielles de la fonction ¥, seront

DHE=V:+V,9+Vay'+.. + Plam)y®™ 4 Vi) g1 — Pz,
@ G = Vi =0,
@) Hy = Plat) — Fiu) = 0.

B=

116. Ayant ainsi trois équations simultandes aux dérivées
partielles du premier ordre, il faudra, pour les intégrer, appliquer
la méthode exposée dans les paragraphes précédents. Pour cela,
considérant H, G, H, comme des fonctions des 2(n 492 varia-
bles z, Vs, y, 7, ¢, Fayees y®, VP, formons les expressions

#, G)= Sal:lm‘?t
oF g
Am.. N&nv" %alv.u .
OF
oy

+

(A, m—v = -.\?..luv.—. Am%ﬂ?v w\ + ...
_OF ) oFy,
+ m..\?lc Q?V + M.%w\:lr:v IIMJ?IS.

‘La premiére se réduit & zéro, en vertu de Péquation H, =,
La seconde est identiquement égale A zéro, puisque Funy= B, et
que B ne contient pas y®, d'on il s’ensuit que

oFw 3B

© Ty = =0
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La troisiéme oum.:.ommmo: ne s'annula ‘pi identiquement, ni en vertu
des équations données; mhais “elle' contient la dérivée partielle
Via-2) de la fonction cherchée. En la posant donc égale a zéro,
on ajoutera aux ‘équations dorinées ube quatridme équation”
. .QN.E..V"N&»"P SO
m:.o.:_.osw_.n_-enca.._w:n aa:o,%:wmg.o..w

0Fw , OFw , | OFw
3t oy Yt ey =g

? i

ou pourra écrire cette équation -sous la forme

&%..v : - HE
..“NNQ ",m‘\a.,al.»v..—- QQM...IIN...?IS"Qv
ou gEEaT R g
s s ey e =0, )
en faisant, pour abréger: i@ .. .. . :
Tl U e L
dF,
o (. On—2 U.,.Sal-«i.; &.Ma. o ,‘

117. On trouve ensuite

. &%,.?v a
¢ .NN :llmeal.ﬂnhr %Am_caalu‘l,l_,&ﬁ L T
A-hv '”QQSVI» ::;.m@? T G e
. L RN ey TR L
oo dumia | OFw e
At?,..a&nu.ﬂ Qm..LVf.uw.ﬂlHMﬂ e e .

: dun-s , wn-a ,. . oma N o
(H, Hy) =Vus+ wes+ .M.\ Y44 %wssest,vlﬂaus.

La premiére de ces expressions est identiquement nulle, comme
on peut lo démontrer, soit en se fondant sur I'égalité (a), soit,
ce qui est préférable, par une. autre iméthode, qui s’appliquera
plus tard & d’autres cas analogues, pour lesquels I'émploi de la
premiére méthode présenterait des difficultés. En effet, par le

Théoréme I du 6..._3 ion.a; A 4
AQ.. Hy) =[G, (H, Ao} = L H, (Hy, G))—[Hy, AQ“ H)).
Or on a (G, ay)'=0,(8, ﬁvlﬁl done’ - - P

6, By =8, B =0 -
De plus, la valeur de~(H,, H,) trouvée plus haut est ex-

auz dérivdes partielles .dy premier ordre, Ch. VI, 8. 26. 493

primée en fonetion %m.u,me.,_:.ou.(m..muv_oafs... Yaeee, Y@ elle doit
aosn_%n..m&&..n, identiquement 3 z¢ro, sans quoi la solution dg
probleme serait. igipossible.  Ainsi nous subposerons

PR TR o ) 0— -
tion 'F satisfasse 3 la, condition ~ v:Ev e que 1a fone
ot By =0,

dont la nécessité’ s'apergoit encore plus clairement, si Pon re-
marque qu’elle conduit a Pégalits

Bytn=D) = By "

L Enfin, la «S_c_:.‘.,ao., (H, Hy) peut. étre. dgalée & zéro, puis-
quielle 3:?55. la dérivée partielle Vin-3. De cette maniére
aux n:wnwo.macmro;w %&o&niwu nous en ajouterons une amaai..::m.

= H) = Vg 4 0

dz

g PRy o dFiggy
C .ﬂ.S..ns,ﬂ.J&.alMs + ;.&.M....m_t.w.lﬁ.....sﬂ .
=Yy e =,
en posant - ' AN .
@n3 = Fiay = =23 Lo,
- 5. On ugo,.. n.nnmisz?n:oaai_ les expressions
dFn-1) . d2F,
(G mvllmeal.mll WAE..?'BJJ &A.MIJN‘* &HM:J
) 3/ = m..iavl-ll SR N@Q?y . i uv
_ mealw aF,
Amuu,mwvﬂlﬂm.ﬁma’l.:.l n@l@d«ﬁ-.llvuvw.
Oon—. 3
H. = n—3 — On—2 . N
A 2 muv NQA-—'NV Q-QAﬂlss .

&, H)=p A‘....,M&L...&Mwlu..l.. Fo).

:.,S_..u.&az.a_,&,m%;&?&?;r. st nulle'én verta 'des .

. est nulle'en vertn'd -

M_M....M établies précédemment. Eu effet, le" Théoreme _M.mmmj.%q
e : -

¢
_

(G, Hy) = [G; ( A mux_ = Hmh AW! QZF_HNN! (G, H)];

or (G, Hy) =0, (G, H) = — H,; par conséquent
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o AG ,muv,ﬂihe an =0. N

msa_:nm les 3_45.?.% (H e E-v et de Ahu. E«Y uau_:._smi
au 533: ‘des seules’ variables .s..;u?:c QS ' doivent .se réduire
. identiquement & zéro, si la fonction cherchée ¥ existe; et, en
effet, les conditions (H,, Hy)=0, (H,, Hjy) = n’expriment pas
autre chose que les _.n_uaeam Emoomum:am pour qu’on ait les &mw__a

POF sy mv‘?luv
m@?luv = m@?lg

Vs 0 Fal:
gD = m..\?ns

Enfin, en égalant & um_.o. ou_:dom_c_. (H, Hy), on obtient’

<w_o=_.‘; IR ::M
RETIETT CUHEUSLL N

&m. - &»ﬁal &«m.
FIE t.vls..élﬂ?ul s s &.\M Hv+ &aus lc.

une nouvelle maawso:. n& mo«._c..». en. 88132; Da-g" ew_. sa

119. On voit Ew.io..aun ‘¢omment on devra tontinuer & pro-
céder pour la solution du probléme qui' nous occupe. Si la fonc-
tion F satisfait 3 toutes les conditions nécessaires, _ona__o:om se
réduiront finalement A ce que les valeurs déterminées successive-
ment pour les dérivées partielles satisfassent aux conditions

on obtiendra - n_o_.n. c_:..o les: @nnvacuu m.&&moicm. les équations
| m.up... Hi=0,.., Hy=0,
qui seront m&:anw_esoi de la forme -
'
Hi= Voo —Fa—t + &Ewwr_“é ..I.Tcz &“w“ml‘u ' =0,

ce qui devient, pour i==n, * T e
T,.:l:J.,.w BT . .
: dF
_ = Vy—Fo+ .3 ~ e (=t =
. Ceiie ¥ . w ?ﬁc et E . h

Pouyr, m%_na- de’ _ P eiuvhgwﬂ de la %_.Ew_.o annnno.. avec

_au v&&%ia? POSODE: yofs i . » 5Ll
dF d~1F fen

o mE Ry g &._-“..v...,_
et formons les expressions i3 /' - - wn b i

- :cﬁoo. comme on sait,

‘nigng,.XXXVi¢; Cahjar, vr.ﬂwoiwuuv g48 Lagras

aux dérivées. partielles du premier ordre. Ch, Vi, §.26. 425

Ae.v NNIV — %ﬂgamlv N ot
)
Am—u mﬁv %HI—IV @%v
0 Son_g .
" (Hy, ﬁavl.nwlm.ml».vl .Mw..u. .

3,&. _d°F, &Fw
W _SFe i EEe
Toutes ces onvqmmma_.m.ww:n des fonctions des seules varia-

bles zyy)'y’s. s, /g™, et par ‘suite'doivent se réduire identiquement

‘a4 zéro. Mais I'expression”(G, Hy) se réduit déji a zéro en vertu

des conditions dont on a reconnu w&e&oaami la _&eamm.& On

a, en effet, d’aprés le ,—.rmoqwsmw du §. 17,

(6, =16, (B, Ha)) = — [H, (Ham s_ = [Ha, (H, 6]

= :& (G, .Qal—&&.ﬁ&_. Hya). -

Done R« Hy) est nul, puisqu'on a (G, Ha—1)=0, Qw.. E:ltl.c..
De E:m. _om ncsm_»_ssn
By B=0,: (H H)=0,., (Ho, H)=0
sont. nécessaires; vc_:. que Fon ait _am aww__am

) ST ) R (NP | A
dYE-DT oy dy-HT 3y ' By T 8y
120. La série v&o&wic de toutes les conditions :oaomm&.

res, que. mo_» remplir la fouction différentielle ao::mc F, est ren-
A.a:u@o mwsm _m condition ~

a*F @ arF, @

E=, m.,vlﬁ._.mme+ l‘p

i

—et (==
_!:w "
. 3 l'aide m: Calcul des variations par
Euler; w?m aw::::& a:o cette condition était non- moz_am_oi
nécessal mais a:ao-o uana:S *).

whiy

*) wan:.::_ a fait 3:. A._o:;s_ de -w,ﬂ...o_o 10—%32...
nge, Poisson o
a..:__:,mp.moaﬂw:o;..cu_.mcnw_:..e.s__.@v en. avageant, m:.:s_s.. =n<w: pay
démontré,que 5 conditign étajt u_?m_m..:_a e

LI

. ) 28¥
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On a, en vertu de ce qui précéde, "
m: = Am m-'wy ma|u -— AN& mﬂlﬂvu..u mﬁ = At Qv

Done, par des m:rmn_:»i_o:m :&m,m_aw_em. on on.B écrire la
condition-d’Euler sous la _.o_.Bo

[H, (H, (..., Qws Q ....E
H et G ayant les valeurs données mwam‘ I'art. 115.-

En supposant que la forstion P aav_ sse toutes les condi-
tions nécessaires, on pourra, %3559 trés- mmSv_oaei son inté-

grale ﬂ m_é ona_" les &aa»sow? o

?E.a_mmaaa aau anm:.mmm—o:m %io.:om les %m_.:&cm vw:_o__am de
la ?:ozcs .cherchée; &' _.oma%»_pa .d'ane: seule; savoir,

m: les mnwﬂ;:mi mwzm _. a:»ro: N& o __ Smun
Ve=F-— BQQ e %&4&@?[5 e Nu?vm\?v
Partant, la fonction ¥  sera: .,m&o,_ﬁm.mm. .par.. I'iptégration de la
différentielle exacte
d w\ = (F—woy —— e._luQ?l: - 55.&:5 dz
+ oo dy +..F 8::»&“.\?.'5 + Nu?v dy==1,

gl

Dans les __%w__nmrcsm % e8¢ Garticaliers,; il est trés:come
mode de m_mvomo‘: les calouls' comme’ Findigue lé  tableau suivant:

Fuy,

VR

[ 1)

ooy Stiinou m

v Btety aiabang o

N
iy EEECR R

‘Finy, |

ot V'on peut an_an—a_. _cm ites 'apré - les w_:_&m _wu __m:om re:.
Loitales,” en allant de’ Hatit en'bas, "ou les lignes verticales; en
allant de gauche & droite. L& ‘Sorhimie des termes mm 141 derniere

N

. Ch. VI, §.26. 427

Ty

auz deérfnées. &a&&k& au premier ordre.

colonne & droite donne la valeur de ~.muv3mmmo= E. Si elle est
égale & zéro, alors les 'sommes des termes de chacune des co-
lonnes & précédentes enyremontant vers la gauche, seront res-
pectivement les <w_a= r8 mmm .E_.:&mm pattielles Vy, Pu),.., Pin-2)

_f

“\Aalc
Exemple. Soit .
F=g(@) +y2#(22y=-Dy 2y’ + 2%".

En formant le :.Eg: C&. on #oio

. 2y + 22y,
T —%—2zy,
0,
0
E=0.
Par’ m:;@. <
Pom Fm oty t 2y — Sayy’ =20y —yf +3* + 9 @),
Donce
dV = [2zy" —y + y*+ o (@)] dz + 2*dy" — zdy’ 4 2zydy,
d’ou Yon tire, en intégrant, . .

V=aty'—ay +y°z+/9(2)dz + const.

121. Quoiqu'il suffise de former la seule expression E, qui
entre dans la condition d’Euler, pour juger de lintdgrabilité
immédiate de la fonction différentielle donnée F, cependant, comme
elle est plus compliquée,.que les expressions qui entrent dans
toptes. les antres condijtions =anmmmm=.om. il est généralement plus
nosscmo a.uav_o%m s ao..:.w_.om. Eclaircissons cela par un
exemple.

Soit la fonetion .

F=zy"yi¥ +( +n§=v ¥+ Vayty

lci la E.mamw_d..mo:&;.v..,. nécessaire, en vertu de laquelle F doit

étre une fonction linéaire par rapport & la dérivée la plus élevée,
est remplie. . 'Examinons: 8i F -satisfait & la condition qui vient
immédiatement aprés.. ‘Formons, pour cela, les deux premiéres

colonpes du SEom: ?nf __ Smi
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xzy"; zg"¥ +yy" + =,

IQN§I§QN‘U

Fo = zy", w,=—y" +yy" +z.
La condition nécessaire

meﬂ mﬁgv _

oy = Oy =
n'est pas remplie évidemment dans le cas actuel. Cela nous fait
voir {rés-simplement que la fonction donnée F n’est pas immé-
diatement intégrable, tandis que, pour obtenir Pexpression E, il
aurait fallu uo calcul beaucoup plus compligué.

Remarquons, en terminant, n:o la méthode précédente pour

obtenir la condition- d’intégrabilité i.xmédiate, peut s'étendre trés- .

facilement au cas ol la' fonction -différentielle donnée contient
plusieurs fonctions indéterminées Y, z, u,... de la variable indé-
pendante x, avec leurs dérivées mo, divers ordres. Mais cette
généralisation est si simple que je crois inutile de m'y arréter.

Chapitre VIE.

De Pintégration des systémes eﬂﬁoi&:.& @’équations simultanées
aux différentielles ordinaires du premier S.a.ao.

: §. 27.

-122. Un systéme d’équations différentielles simultanédes du’
premier ordre entre une variable indépendante ¢ et 2n fonctions
inconnues z;,.., Tn, Y1 --» Yn de cette variable, peut se mettre,
en général, sous la forme

dz;, 4,

&N'.R.N AN.&.:
dat

= =

dt dat T o
A, B,,.., 4s, B, étant des fonctions dennées de la variable in-
dépendante ¢ et des variables dépendantes z), ¥,,.., Zn, ¥n.

.n.m.m\l_ = wf &.Mmﬁu» = qu_ (23] &Q: w:.

On appelle systéme canonique le cas particulier de la

aux dérivees partiéiles du premier ‘ordre. Ch.VII, §. 27, 499

forme mmi;,_o.m précédente, dans lequel les coefficients A, B,,..
-+s An, Bg sont formés avéc ‘les dérivées partielles d’'une méme
fonction , .

.. .. N&”NﬂQ«.ﬂ—n w13 Ty Yroees .,~\av.. )
prises par rapport aux variables dépendantes, en sorte que l'on
ait généralement

o, 0H . - 0H
\Am' Qs.. wmllwl.ﬂn.n
i désignant m:w.onmm?wiwi chacun des nombres 1, 2,.., n.
D’aprés cela, un systéme ‘canonique d’équations simultandes
aura pour forme générale, .

dnm_0H dzm, 9H | dea_oH
e o @ETTO T dE T Oyttt dE T Gy’
dy M dyy OH  dyal M

. &nll .,m§~i &n‘,l@l&“-...u &s«lllm.ﬂ..
Dans le cas v&.:....::a.. ot la fonction donnée H est de la forme
. H= \w‘aﬂt..u T Yusees yi),

Cest-a-dire ne contient pas explicitement la variable m_.%vmsmmio,
t, les équations (1) sont dites. de forme hamiltonienne.

123. Cette dénomination vient du nom du célebre géometre
anglais W. R. Hamilton, qui a ramené & la forme en question
les équations générales du..mouvement d’un systéme de points
matériels soumis i .la seule action .des forces d’attraction ou de
répulsion mutuelles*). En d'autres termes, un systéme hamilto-
nien représente sous la forme la plus simple les équations de
tout probléme de Dynamique auquel s'applique Ie principe des
forces vives; par conséquent, deux problémes de cette classe
ne se distinguent I'un de 'autre que par le nombre des variables
et par la forme de la fonction H=f. En se rappelant cette

»

remarque, on comprendra facilement toute I'importance de ce pro-

bléme: ,, Trouver une méthode générale d’intégration pour les
équations de la forme des équations (.

Hamilton a commencé la série des découvertes qui con-

") Voy. Philosoph. Transact, 1835, P. I: ,,Second Essay on
8 General Method in Dynamics, By W. R. Hamilton“ (pag.
96—98). ,
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duisent & ce but, en démontrant, dans ses_recherches mention=
nées ci-dessus, que les 2n intégrales distinctes qui appartiennent
aux équations (1), dans le cas de H=/f, & expriment au maoyen
des dérivées partielles d’'une méme fonction, nommée par ._E
fonction principale. Il raméoe la aﬁo_.-:..:w:o:. mw la _.on.a:o:
principale & lintégration de deux équations aux dérivées partielles

du premier ordre.

La découverte de Hamilton, V'époque ol elle a été faite,
ne pouvait pas eucore faire un pas en avant a la solution
méme du probléme, puisque, d’'aprés les méthodes alors connues,
I'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre
se ramenait & son tour a I'intégration compléte du systéme d’é-
quations simultanées (). Elle mit cependant en évidence une
liaison encore plus étroite entre les deux questions, et elle ap-
pela sur ce m&.ﬁ I'attention de Jacobi. Om_c._-.n._ &Eoi._.w. en
premier lieu, que, pour déterminer la fonction v::Q.cw_ﬁ il mc‘R.;
de trouver une intégrale compléte d'une seule équation sau.amz.
vées partielles du premier ordre, et que le théoréme de Hamilton
gétend aux équations de la forme (1), dans lesquelles h“m.u
Cest-3-dire dans lesquelles la variable indépendante t entre expli-
citement. En second lieu, mne connaissant pas encore & cette
époque la méthode de Cauchy ™), et considérant celle de Pfaff
comme la seule méthode générale qui existat pour un nombre de
variables indépendantes supérieur 3 deux, Jacobi wvvo.:p a cette
derniére méthode une simplification importante, coincidant pour
lo fond avec la méthode donnée par Cauchy dés I'année 1819™).

Mais, comme nous l'avons remarqué plus haut, la B&romm
de Cauchy, ou la méthode de Pfaff vﬂ?&?&:wa par ._w.no—:
exigeaient, pour Pintégration de I'équation aux mo:wmam partielles
du premier ordre 3 laquelle se SBm:m._m._._:&m_..m:c: des a‘e_w-
tions (1), que l'on opérét, au contraire, lintégration de ces Qw:w.
tions (1); de sorte que, cuivant lexpression de Bour, ,on était
seulement parvenu 4 ramener les difficultés les ::om. aux »cﬁmmn
sans sortir du cercle vicieux.® Aussi Jacobi a-t-il commence,
deés I'époque de ses recherches mentionnées plus haut, A m.omo.:@o_.
de trouver une méthode d’intégration d'une équation aux dérivées
partielles du premier ordre & un nombre quelconque de variables

;
PSSR S

*) Voy. Cauchy, Exerc. d'Anal, et de Phys. math, t IL,

pug. 239. )
*%) Crelle’s Journal, 1837, Bd. XVIi: ,,Zur Theorie der par-

tiellen Differentialgleichungen, * par Jacobi.

auz dértvées partielles du premier ordre. Ch. Vil, §.21. 431

indépendantes, en poursuivant la voie indiquée par Lagrange
pour la solution de ce probléme dans le cas de deux variahles
indépendantes, voie dans laquelle Charpit avait rencontré des
difficultés insurmontables, et que pour cette raison Pfaflf avait
abandonnée. Pour généraliser la méthode de Lagrange, Jaco bi
dut s'appuyer sur les propriétés des intégrales des équations de
la forme dynamique (1). Il découvrit la plus importante de ces
propriétés dans un théoréme démontré par Poisson dans son
premier Mémoire »Sur la variation des constantes arbitraires*
(Journal de I’Ecole Polytechnique, I5° Cahier); ce qui
explique I'enthousiasme avec lequel Jacobi s’exprimait au sujet
de ce théoréme, dans une lettre écrite & I'Académie des Sciences
de Paris, peu de temps aprés la mort de Poisson (Comptes
rendus, 1840, p. 529).

Les découvertes de Hamilton et de Jacobi ont servi de
base aux recherches de plusieurs autres géométres, et les tra-
vaux de Liouville, de Bertrand, de Donkin et de Bour
ont considérablement élucidé la théorie de l'intégration des équa-
tions de forme canonique, et élargi le cercle de ses applications.
Le Traité complet de Jacobi sur cet objet, dont la publication
avait été annoncée dés l'année 1840, n'a paru que longtemps
aprés la mort de I'auteur, en 18617%). Dans ce travail, Jacobi
expose la nouvelle méthode d’intégration des équations aux déri-
vées partielles du premier ordre, et, comme application de cette
méthode, la théorie de V'intégration des équations de la forme (1),
avec les exemples les plus importants. Ce Mémoire renferme I'ex-
position systématique tant des propres découvertes de Jacobi
dans cette branche de I'Analyse, que des résultats obteous par
les autres mathématiciens, dont les travaux ont le plus contribué
a la perfectionner. L’ensemble des recherches que nous venons
de mentionner constitue I'addition la plus importante qui ait été
faite de nos jours & la théorie générale des équations différentielles.

Ayant exposé, dans les premiers chapitres de ce travail, la
méthode de Jacobi pour l'intégration des équations aux dérivées
partielles du premier ordre, je vais, pour terminer, présenter les
théoremes les plus importants sur lesquels repose la théorie de
I'intégration des équations de forme canonique.

124.. Prenons le systéme canonique des équations

*) Crellé’s Journal, Bd. LX, Heft 1 und 2 (1861—62): ,,Nova
methodus sequationes differentiales partialee primi ordinis, etc. Auctore
C G J Jacobi, «
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dz, _0H  dz, 9H daa _ 0H
di - mm\hu, dt lm“QNu..u dt lmQau

1 . ,

M dy,  oH dy, _ _OH @."lmﬁ.
dt = T8z dt T T Oz dt Oz

ot l'on suppose
H=F({, zy5.., ZTn, Yrse s Yn)s

F désignant une fonction donnée de ¢, Z;,.., Tn, Y15+ s Yn-

On appelle intégrale des équations différentielles (1) une
équation

U=uo,

dans laquelle « est une constante arbitraire, et U une fonction
de &, Zysees Tny Yisoes Ym DE renfermant point &, et telle, de plus,
que sa dérivée totale par rapport A t se réduise identiquement
3 zéro, lorsqu’on élimine, au moyen des équations données (1),
les dérivées des fonctions y,.., Zn, Y1,--» Ym» PriSEs par rapport

Iy

a cette <w3w.v_o t.

125. La dérivée totale de la fonction U par rapport ata
pour expression SRR C : :

dU _3U 09U dz 09U dyy 00 dza  0U dyu
=t Vor, dt Yoy, at VT Oz, di oy dt

- ., dz dyn .. .. )
Si on y substitue les valeurs de &-. aes &.\na tirdes des équa-

tions (1), on devra avoir identiquement

‘sU oU H 3UQH  3U 8H U 8H

FTAE TN TRa TR PR PR T T P X

identité qui. peut encore s'écrire, au moyen de la _:.;wmo.a de
Poisson, sous la forme,
@ S =0 _
Donc I'équation A.wv. fournit le critérium d'aprés lequel on peut
juger si une fonetion donnée U, égalée & une constante arbitraire,
représente ou son une intégrale des équations (I). Si I'on sub-
stitue, par exemple, H & la place de U dans V'équation (2), on
voit. que le second terme du premier membre prend la forme
(H, H), et par suite se réduit & zéro; il reste -alors le terme

.

aunx dérivées paritelles di premier ordre. Ch, VII, §.27. 433

aH | .
37 qui est aussi égal 4 zéro, lorsque H ne contient pas ¢ ex-

. 3 . . . . .
plicitement, Clest ce qui a lieu effectivement pour les équations
de fa Dynamique de la forme hamiltonienne, daus le cas ou l'on
peut appliquer le principe des forces vives. Alors

H = coust.

est une des intégrales des équations (1), ot s’appeile I'intégrale
des forces vives. Mais il n’en est plus ainsi dans le cas
plus général que nous considérons actuellement, et dans lequel
on suppose que H contient ¢ explicitement.

126. La solution compléte des équations (I) se compose de
2n intégrales distinctes, renfermant 2% constantes arbitraires. En
résolvant les équations intégrales par rapport a ces constantes,
oo pourra les ramener A la forme

L =0, @Ppy=dg,..s Pn = du,

G—HO: .ﬁs“@mn..v .E:"@au

a,, by,.., an, bn représentant des constantes arbitraires, et g,
Yis.es P Yn des fonctions de &, 1, ¥1,.., Zn, yn, ve renlermant
point ces constantes, et satisfaisant chacune & la condition (2).

Démontrons maintenant la proposition qui sert de base a la
théorie de lintégration des équations ().

Théoréme 1. Si I'on connait » intégrales des équations (1),

3) @, =ay, Py =(dg.., Pa= g
telles que la condition
m=n /3p; 0 . )
@ (o o=z (22 fox_ Bo ey _

m=1 m.&.:. m@i.l. m.qi m,ﬂ,s

soit satisfaite pour toutes les valeurs 1, 2,.., n des indices 7 et
k; les n autrés iutégrales, qu'il faut joindre aux intégrales don-
nées (3) pour obtenir le systéme complet des équations gui con-
tiepnent la solution des équations (1), s’obtiendront:

19, En intégrant la différentielle exacte
ndry + .. 4 yodxn— F A, 2,.., 2o, 5., yn) di,

ol Von aura remplacé y;,.., yo par leurs valeurs tirées des équa-
tions (3);

Theil L. 249
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20. En mmw_»smw de nouvelles constantes arbitraires by,., On
les dérivées partielles de lintégrale de la différentielle préce-
dente, prises par rapport 3 @p,.., On

197. Les conditions données (4) font voir, en vertu du Théo-
reme 1 du §. 17, que les valeurs de g1,.., ¥n, tirées des équa-
tions (3), satisfont aux conditions

dyi __ Oyx
® . Oz~ O’

pour toutes les valeurs 1, 2,.., n des indices s..ﬁ. k; par consé-
quent, 'expression ydxy +.. + yndza est une n_.mmqmi_m:.o 88.3@.
par rapport aux variables Zj,.., Zn. De plus, si Pon désigne par
(H) le résultat de la substitution des <.p_oE.m de 15> Yn dans
la fonction F'(t, Zy, -5 Tns Y1se» yn) = H, nous allons démontrer
que Vexpression

A@V Q—&.&.—. +..4+ Qa&.&.a - Amv dt

est aussi une différentielle exacte, par rapport A Zy,e-or Tmy L
Pour cela, il suffit de vérifier rue les conditions

o) _
o ot

sont satisfaites pour toutes les valeurs de i=1, 2,.., n.

Oron a

o) _ oM oH dy ,  OH
oz Ozi @ Oy w&..+..+m.§ Oxi

ou, en vertu de I'égalité (B) et des équations doonées (1),

d(H)y _  dyi dxz, Oy dza Oyi

o= @ v a o VoVt b2

Nous avons supposé, de plus, qu'au moyen des équations (3), i
est exprimé en fonction de &, ,.-, Za; par suite

dy: _ Oyi , Oyi dxy Oyi dza
W=t Vi at v Yoz 4t

Substituant cette valeur mw.@.ﬁ% dans Pégalité précédente, il vient,

aprés réduction,

aux deérivées partielles du premier ordre. ch. VI, §.27. 435
et cette égalité a lieu pour toutes les valeurs de i=1, 2,..., n;
ce quil fallait démontrer.

En intégrant, par la méthode connue, la difiérenticlle exacte
(6), on détermine son intégrale ¥ en fonction des variables {,
z,,.., xn et des constantes ay,.., an, et en outre, d’'une constante
qui y entre par simple addition. - On aura, par conséquent,

oV ¥ ) 4
Aﬂv Mﬂ”.ﬂ\: MMM”M\&..; M.M«.““Qw_.
et
4

Les n premiéres de ces équations représentent évidemment les

équations (3), résolues par rapport & ¥,,..., ya; la derniére est
une identité.

128. Passons maintenant & la seconde partie du théoréme,
et démontrons que les équations

mn\ mv. muu
Amv m'h...ll&.. m:Mm"osu..u w&l:“?.

sont des intégrales des équations (1). Pour cela, il suffira de
vérifier, d’aprés ce qui a été établi tout & I'heure, que les diffé-
rentielles totales par rapport & ¢ des premiers membres des équa-
tions (8) se réduisent i zéro par l'élimination des dérivées
GN.N.— &&:

i U moyen des équations (1). En effet, ou a

oy o o 23V
da; 0w + Oa; dz, da; dzn
dt ~ " ot oz, dt Tt o dr

ou, en intervertissant Pordre des différentiations partielles de la
fonction V,

TR U | 22
_Oa _ 9t O dz 0% daw
dt — Oda; a; dt 7 da;  dt
Ensuite, en ayant égard aux équations (7) et (a), et éliminant, &
'aide des équations (1), les dérivées mw.ww yeey &s’.m.:. il vient
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27
Yom o woH, | ol
dt 7 Oa + 5a: Sy, 7 7" T Bai Oyn’

Mais, d’aprés la maniére dont pous avons défini la quantité (H),
on a

o(H) __oH oy, oH Oyn

.zms. Ilmlﬁﬂ.mtﬂ._u R ﬂ.\:g
Donc le second membre de I'dquation précédente se réduit iden-
tiquement & zéro, et par suite il en est de méme du premier, de
sorte qu'on a

)4
da;
a =Y

pour toutes les valeurs de i=1, 2,.., n. Le théoréme est donc
démontré. A :

120. La démonstration précédente conduit & des conclu-
sions importantes, savoir, que:

1°. Le probléme de lintégration des équations (1) est résolu
dés que l'on connait la fouetion ¥, puisqu’alors les équations %)
et (8) fournissent le systéme complet des 2n intégrales des équa-
tions données.

20, La fonction ¥ peut étre déterminée immédiatement de

la mabiére sunivante. L’équation

v
Aav |®N+Amv“c«

comme nous I'avons déji remarqué, doit avoir lien identiquement.
Or son second terme (H) représente le résultat de la substitution
dans la fonction F({, Zy,. ., Tn, Y1, yn) des valeurs de gy,.., yn
tirées des équations (3), et ces valeurs sont les mémes que celles
que donnent les équations (7). Par conséquent, la fonction ¥
doit changer en identité, c’est-a-dire vérifier I'équation

Y% 14 oV
ACV dtnll_lm.ﬁﬁv .ﬁn-.-..u Zn, §~....u 4®|.ﬂ\~|*

Comme la fonction ¥V, outre les variables ¢, 2,,.., &n, doit con-
tenir = coustantes arbitraires a,,.., ax (sans compter celle qui y
entre par simple addition), il .s’ensuit de 12 quelle doit étre dé-
terminée comme une des intégrales complétes de Péquation
aux dérivées partielles du premier ordre (9).

)=40.

euzx dérivées partielles dv premier ordre. ch. VI, §.27. 437

130. Les conclusions précédentes, déduites comme conséquences
du Théoréme I, ont une telle importance pour la théorie de lin-
tégration des équations (1), qu'il ne sera pas inutile de les dé
montrer, ou, pour mieux dire, de les vérifier directement.

Théoréme Il Si ¥V représente une des intégrales com-
plétes de I'équation (9) [c'est-a-dire une intégrale renfermant, outre
la constante qui y entre par simple addition, n constantes arbi-
traires ay,.., aa, de telle maniére que ces derniéres ne puissent
étre toutes éliminées qu'en faisant usage de toutes les n+1
équations qui donnent les valeurs des dérivées partielles de la
fonction ¥ par rapport & Zp,.., &n, t], cette intégrale compléte
jouira des propriétés de la fonction principale de Hamilton,
c’est-d-dire quelle donnera le systéme complet des 2n intégrales
des équations (1), sous la forme des équations (7) et (8), parce
que les équations différentielles (1) sont une conséquence directe
de ces intégrales.

En prenant une des équations (8),

14
MMM = 0-.“
et la diffiérentiant totalement par rapport & i, on trouve
il 4 2V dx, 32V dan

©)  amet saom d@t Voot Gawan dt =

Si Pon différentie, d’autre part, I'équation (9) par rapport & @, et
qu'on ait égard en méme temps aux équations (7), il vient
2V oF 2V oF oV

@ diom + oy 0ai0a TV Gy Gwada

En faisant successivement, dans les équations (6) et (c), i =1},
2,.., n, on obtiendra deux systémes d’équations, par la compa-

dz, dx,
di’ dt’
tirées du premier, sont identiques respectivement avec les valeurs
oF oF
R By
de la forme

raison desquels on voit aisément que les valeurs de

, tirées du second. Par suite, n des équations (I),

d;

dt = 8y’

Q>

sont uue conséquence nécessaire des équations intégrales (7) et
8), c’est-a-dire qu'elles sont satisfaites par ces intégrales.
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131. On peut donner  la conclusion précédente une plus
grande rigueur, et en méme temps montrer plus clairement la
nécessité de la condition, que ¥ soit une intégrale compléte de
I’équation (9).

En retranchant les équations (c) des équations (b), on obtient
n équations de la forme

®V_ (ds, OF &V (dan wmvl

@) gapm \dt ~on
Si Von considére dans ces

pour les valeurs de i=1, 2,.., n.
équations les quantités

dz, 3F  dan_0F

T @ Oy
comme des inconnues, il en résulte alors de deux choses Pune:
10 ou chacune de ces inconnues est égale 3 zéro, 2° ou le dé-
terminant formé avec les coefficients des équations (d) est nul.
Or ce déterminant peut se metire sous la forme

v oV
P Lo
da, " o4

A= e oo oo e s
oV ov
lam  Com
dan "'’ Oan

et I'hypothése de A = 0 entrainerait comme conséquence la pos
sibilité¢ d’éliminer toutes les constantes a;,..-, p, €N Ne faisant
usage que des m premiéres équations du systéme

14

.mﬂu S—Aﬁu HeWEXY) Ty Q1 s Q:vv
4

%mﬂ.” @ty Zys-+s Tus Gyseos an),
ov

Imlm|"l| HA? .;ﬂ.un..a Tns W50 3=V~

qui donne les valeurs des dérivées partielles de la fonction V par
rapport & &,.., &n,s Lj CO qui est contraire & la condition que ¥
soit une intégrale compléte de Péquation (9). Done, etc.

Des comparaisons analogues font voir également que les valeurs

i

aux deérivées partielles du premier ordre. Ch. Vi1, §. 27, 439

&.&.— oF D— dxn or An

&s I&Q~I D e H!@m\-—l D ’
tirées des équations (6) et (c), sont complétement déterminées,
puisque A;,.., As ne peuvent s'annuler, non plus que A, et par
la- méme raison.

132. Démontrons maintenant que la seconde moitié des équa-
tions (1) est satisfaite par les équations intégrales (7) et (8). En
différentiant I'équation (9) par rapport & z;, et ayant égard a la

Oyi _ Oy«

condition 3%~ = ==, ainsi qu’ . .‘ ..
Bx - om0 quanx équations (7), il vient

Syi oF oy:

9:  OF | oF OF 3y
mﬂ+m§.+m.$mm+.:.+ bz, = O

Mm\l:m.ﬁ.: -

En différentiant ensuite par rapport & t P'équation y; = %M... on
1

trouve

dy: _ B¢ , O dzy | Oy dzn

at = ot Yom, at VoV ow,at
Ajoutons cette équation & la précédente, aprés avoir transposé
dans le second membre de celle-ci tous les termes, & I'exception

de wmlw:_ vient
Zi
dyi , 8F _ Oyifdx, OF dyi fdaa OF Y
dt +m§.lm.e_ dt ~ 0y, LEETER i vl q«lml.d\u.v.

mais, d’aprés ce qui a été démontré,

dz, _ OF dza__ OF
dt =8y’ dt T Oya’
par conséquent,
v OF
dt = 7 omi’

et des égalités semblables auront lieu pour toutes les valeurs de
i=1,2,.., n. Donc le théoréme est démontré.

133. La démonstration de la proposition précédente peut en-
core se présenter sous cette autre forme.

Y

En appliquant la méthode de Jacobi & lintégration a.m I'é-
quation aux dérivées partielles du premier ordre

)] f=y+F@ 21,00 Ta, Y15-s Y2) =0,
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ay av
o l'on pose, pour abréger, 5 =Y et wmamqm_oamiwwﬂ.”\ i Oh

obtient les n équations
\.—Q. Zysees Ty w\-u.l QSV = 0y,

\_wQu Zyse-9 Ty Yase-s Yns Q_V = dy,

(10)

\ \.HA# .ﬁ—v...‘ Zns Yns Ay oy Qﬁ|~v = dgq,

d¢q,.., an 6tant des constantes arbitraires, et les fonctions fi,.., fa
étant déterminées de maniére i 'satisfaire aux conditions

C«.. \,mv”cg et A\_s.u \.kv”Ow

pour toutes les valeurs 1, 2,.., n des indices ¢ et £.

En éliminant les constantes a;,.., aa-1 des premiers mem-
bres des équations (10), au moyen de ces équations elles-mémes,
on réduira ces équations a la forme

an H =a, Hy=ay,.., Hy == a,

H,,.., H, étant des fonctions de t, 2y,.., @n, Y1 --» Yn NE COR-
tenant par la variable y, et telles qu'on ait, en général,

Hi=fi(t, 5.5 ZTn, Yiroe> Yny fi» By, .., Hi).

En vertu de ce qui a été démontré au §. 21, les premiers mem-
bres des équations (11) doivent satisfaire aux conditions

(f, H)=0, et (H; Hi) =0,

pour toutes les valeurs 1, 2,.., n des indices ¢ et £.

La premiére série de ces conditions démontre que les équa-
tions (1)) sont des intégrales des équations (1). En effet,

oF oH; oF M,
.MM» ﬁl ﬂ-m: m.&.a-u m.ﬂa-
v, Ho= | Y azi| or o
1, © T e e

= - Aww...im... 3T9

ce qui démountre, d’aprés la condition (2), que I'équation H; = a:
est une intégrale des équations (1).

Les conditions (H;, Hr)=0 sont celles-ld ménies qui, d'aprés

aur dérivées partielles du premier ordre. Ch. VII, §. 27. 44}

le Théoréme I (art. 126), doivent étre satisfaites par les fonctions
P15+ Pu. Par suite, l'intégrale de I'expression

ndzy +. A yndzn— Ft, 21,.., zn, yy,.., yu)dt,

ol ;,.., yn doivent étre remplacés par leurs valeurs tirées des
équations (10), jouit des mémes propriétés que la fonction V du
Théoréme 1.

134. BRemarque. Dans la démonstration du Théoreme |,
nous avons vu que l'expression (6) doit étre une différentielle
exacte. On peut démontrer de la méme maniére que I'expression

.ﬂ~&.s. +..+.&.a&.\.\a+h<ﬁ. Lysers Tny Y15 s Qav di

doit étre une différentielle exacte, si 'on y remplace «,,..., 2
par leurs valeurs tirées des équations (3). 1l est facile de voir,
d’aprés cela, que, si 'on désigne par W lintégrale de la diffs-
rentielle précédente, ou une intégrale compléte de I'équation aux
dérivées partielles du premier ordre

ow aw oW
A—.wv |@&||N.JQ~ wwn..‘ml..m”uhﬁ—...v Qav“cu

on pourra mettre le systéme complet des 2n intégrales des équa-
tions (1) sous la forme

oW __ 9w _ AW
m@- =, m@& = Ty s m@: = Zn,
W oW oW

—— ' e —— I3 .
ﬂl@— ] m&u .l@ﬂu..v w«ua '\»u_\.

§. 28.

135. La Remarque précédente nous offre un exemple de la
maniére dont le méme probléme de I'intégration des équations
(1) peut étre ramené & l'intégration d’équations aux dérivées par-
tielles de formes différentes, (9) ou (12), suivant le choix que
Ion a fait des variables indépendantes. Cela nous donne I'occa-
sion d’exposer la méthode tout a fait générale, indiquée par
Jacobi (Nova methodus, p.122, §.57), pour le changement
de variables tant dans une équation aux dérivées partielles du
premier ordre, que dans le systéme d'équations canoniques qui
lui correspond; méthode qui fournit des équations transformées
du méme type que les équations primitives.

29¥
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La forme générale d’'une équation aux dérivées partielles du
premier ordre peut étre représentée par

oV ov ov
AN&V |m|n+NuAs‘. Xpyeey Ty M»hﬂu... Mﬂu&‘ﬁ I\cu
- - v A
ou, en posant généralement’yi= 5~
ov ’ .
W F(t, T15..s Tns Y1505 Yn)-

Le systéme canonique correspondant, dont I'intégration compléte
dépend de la détermination d’une intégrale compléte de I'équation
(A4), se composera des 2n équations

dzi _OF dyi oF

(B) at = oy

dt T dxi’

i désignant successivement chacun des nombres 1, 2,.., n.

L’équation (4) donne expression de Vune des dérivées par-

av . .y .
tielles 77 on fonction des autres dérivées partielles yy,..., yn et

des variables indépendantes ¢, Z;,..., a3 done elle est équiva-
lente & l'équation

(C) dV=—F(t, z1,.-) Tn, Y15++» ya)ydt+ydz + .o+ yndTn,

et, si nous exprimons I'équation (C) au moyen des nouvelles va- .
riables, nous transformerons en méme temps léquation (A4), et .:

par suite aussi les équations (B).
3

136. Conservons la variable ¢ sans changement, et introdui-
sons, au lieu de 7y,.., Zn, de nouvelles variables ¢;,.., gn. Pour
cela, entre les anciennes variables et les nouvelles on devra
donner n équations. En supposant lexistence de ces équations, -
sans toutefois spécialiser leur forme, prenons une fonction entiére- -
ment arbitraire U des anciennes variables {, Zj,..s Ta, et des
nouvelles gy,.., qu. Eo faisant subir des accroissements infiniment
petits aux variables de Pun.des systémes, celles de l'autre sys-
teme prendront des accroissements infiniment petits correspon-
dants, et la différentielle totale de la fonction U aura pour ex-
pression

oU oU oU oU oU

d ”.qn.&n *ml.s._&&.—.—....—.u.m“.&&:.*mleo—.&f x_....—.wﬁﬁ&ca.

Si T'on retranche de cette équation I'équation (C), il vient

aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. VI, §.28. 443

) oU
dO—1 =[G+ Ft 21,0 200 1o ?L dt

rou - oU oU ot
+ Am&_ — .SV dey 4 ..+ Awﬂu - Q:V&.&=+m¢\_‘&5 +.. +mx\N~
Coimme la dépendance entre les anciennes variables et les vou-

, .
velles n'est pas encore fixde, déterminons - la de telle maniére
que Pon ait

D) U av  aU oy

TR Tt TN

nm

En désignant, de plus, par W la différence des deux fonctions U
et ¥, nous donnerons & I'équation précédente la forme

~oU
dW = pl&’s.&-&ﬂﬁv Xy seey Tny Yrseo> .a\:vu dil
U U
o dntot &u&?

Daus le second membre de cette derniére équation, le coel-
ficient de dt représente évidemment la dérivée parlielle par rap-
port & t de la fonction W = U—¥; voyons comment s’expriment
les dérivées partielles de cette fonction par rapport 2 g;,..; ¢n.

Pour cela, en différentiant W par rapport & ¢, et considérant
Zys.., Zn comme des fonctions de cette variable, on a

oW _3(U=1) ,
8g: —  dgi

_oU Ut 00Gs 0V en OV bm
. T Oqi "0z 9gi ' "7 Oz Bgi 0z, 0gi " 0xn g

_ U oU  0oV\oz oU 8V \Oxn
= Ogi + Aw&—lmﬁ 391 +-+ Am.elal.mlw.: 9gi’
ou, en vertu des équations (D),

oW _2v

0qi — ¢

Des équations semblables auront lieu pour toutes les valeurs de
i=1 2., n Donc

(E)

—oU
gs\n_ﬂmﬂ +FQ 2z oy Y15 ?L dt

aw ow
g dn bt Mﬁﬂ.&?.
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Il ne reste plus maintenant qu'a exprimer le coefficient de dt
au moyen des dérivées partielles de la fonction W et des varia-
bles ¢1,.., gn. Pour cela, en ayant égard aux équations (D),
nous le raménerons & la forme

oU aU 8U

mu +~...Q. ﬂ.:...,. Tny @M—f: ﬂ_v.

sous laquelle il ne contient que les variables , 2;,.., Zn €t q1s..
..» gn. Si ensuite, & laide des équations (E), on exprime zy,..

tion d ow oW
.., xn en fonction de %, ¢1,.., gn, B P
coefficient considéré a la forme demandée. En représentant cette
forme par

, on rameénera le

oW oW,
‘lleAsn Qrseees Q!u mQ—«..u m@: ’

on aura ainsi

aW ow oW ow
AW=—o(t, g1, qn; mIQﬂJ...MWHV &m.—.gﬂ&as +..+m|@”&¢=.

De cette maniére, I'équation (C) se trouve exprimée au moyen
des nouvelles variables, et comme elle est maintenant équivalente

Y

a celle-ci

oW oW oW, _
Ak\v ﬂ.*.ﬁﬁu G130+ Gns wlﬁl_.u... .mﬂ-vllcv

cette derniére équation représente la transformée de Véquation
ow .
(4). Enfin, si 'on pose mm:m_.w_osailmael. == p;, on pourra écrire
1
immédiatement le systéme canonique correspondant & I'équation
(A4'), et composé des 2n équations

- dgi %9 dpi_ %
(B) dt —op’ dt T~ 0gi

pour i =1, 2,.., n; et ce systéme représente le systéme (B) ex-
primé au moyen des nouvelles variables.

137. Dés que I'on connaitra lintégrale compléte de l'une des
équations (4) ou (4'), lintégrale compléte de I'autre pourra se
déterminer au moyen de la relation

wW4+v="U.
En effet, supposons connue Pintégrale compléte de I'équation (4'),

W =10 qrs:+s> qns %>-0» an) + const.,

auz dértvées partielles du premier ordre. Ch. VII, §.28. 445

o,,.., 0y étant des constantes arbitraires. Au moyen de la rela-
tion précédente, on aura

V = U— g4 —const,

et les variables ¢;,.., gn, qui entrent dans les fonctions U et .n.

pourront étre exprimées en {, y,.., T, au moyen des n équa-
tions (E).

Si, au contraire, on connait l'intégrale compléte de V'équa-
tion (4),

V=1 @re.r Tu, Q15.-» an) + const.,
on aura alors
W= U—yp—const,

et, dans P'expression de W, les variables 2;,.., Z» pourrent étre
éliminées au moyen des n équations (D).

Si l'on fait, en particulier,
U= 219, 4.+ Zagn,
on trouvera que les équations (D) et (E) prendront la forme

av ow

S....l...e..lm.um. pi = 75 = Ti.

Par conséquent, les équations (C), (4) et (B) se transformeront
dans les suivantes,

(%) adw = F(t, W«M..:%ﬂ.. G1sovs gnydt
+ WIN\&S +...+ WMM&?.
@) RO G s 40 =0,

pour i=1, 2,.., n

Les équations (4) et (d4;) ont évidemment entre elles la
méme corrélation que les équations (9) et (12) du paragraphe pré-
cédent; donc la dépendance entre les intégrales des deux pre-
midres €quatious ou entre les intégrales des deux derniéres s'ex-
primera de la maniére suivante,
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Wi V=zq ¥+ ..t Zagn=2a15n + - + ZnYn:

§. 29.

138. Les conclusions générales relatives a la théorie de Vin-
tégrations des équations canoniques de la forme générale (1) s'ap-
pliquent aussi an cas particulier, qui représente les équations
du mouvement dans les questions ou le principe des forces vives
a lieu, et pour lequel la fonction donnée H ne contient pas ¢
explicitement; c’est-a-dire quelle est de la forme

N&” \.A.S—_..n Zns .a\—u...- p~\=v.
Les équations différentielles conservent leur type primitif
de _OH dyi_ _°H
M At T by dt T T bad’

pour ¢ =1, 2,..., n; mais maintenant la variable t v’y entre que
pat sa difiérentielle dt. En éliminant celle-ci, on a les 2n — 1
équations

dzy __ _ daa o dy_ __dys
M ST TeH T _eB Tl
|®J.M—| m@a m-ﬂ_ m.&.z

entre les seules variables x;, ¥1,-+.5 Zn, Yn L’intégration com-
plete de ce systéme d'équations donnera les expressions de toutes
{es variables en fonction de I'une d’entre elles, de z;, par exemple,
et de 2n—1 constantes ,E.E:wm,_.mw @y yens G2n—1 Si T'on porte
ces expressions dans ,_&nam:o:. m&luw“wlm. on obtiendra Ja der-
niére intégrale du systéme (1), la seule qui renfermera t explici-
tement, au moyen d’une quadrature,

t4 agn = oH

Cela fait voir que le systéme complet des intégrales des
équations (1), résolues par rapport aux constantes arbitraires,
peut étre représenté par 2n—1 équations de la forme

@i = @i
et par une (2n)iéme équation de la forme

a2n = Q2n — 1,

auz dérivées partielles dn premier ordre. ch. VI ¢ 28 447
@i et pon désignant des fonctions qui ne contiennent pas ¢ expli-
citement. La méthode générale du §. 27 donne les intégrales des
équations (1)’ précisément sous cette forme, mais par une voie
plus simple.

139. D’aprés la remarque que nous avons faite an commen-
cement du §. 27, en posant

2) H = const. =k,

nous aurons immédiatement une des intégrales ne contenaut pas
t des équations (1), Supposons qu’avec cela on connaisse encore
n —1 autres intégrales de ces équations,

3) P =0a, Pp=~M3,.+5 Pa—-1= Qn-1,

a;,..., an—1 étant des constantes arbitraires, et ¢;,..., @n-1 des
fonctions de xy,.., Zn, Y;,-., Yn, ne contenant pas ¢ explicite-
ment, et satisfaisant aux conditions

) (pi, or) =0,
pour toutes les valeurs 1, 2,.., n—1 des indices ¢ et 4.

Sous ces conditions, il est facile, & I'aide du Théoréeme 1 du
§. 27, de déterminer les intégrales restantes des équations (1). La
démonstration de ce Théoréme se trouve méme simplifiée. En
effet, Pexpression

hdz + cedyndzn— f(x),. s Tn, Y15 - yn) dt,

en y substituant les valeurs de y;,.., yn tirées des équations (2)
et (3), devient une différentielle exacte, puisque les égalités
WW” W E:o& lieu pour toutes les valeurs 1, 2,..., n des in-
dices 7 et k%, en vertn des conditions (4) et de la supposition que
les équations (3) représentent des intégrales indépendantes de ¢
des équations (1).

Ensuite, les égalités Wm.mn. =— m,% [(H) représentant ce que
devient f lorsqu'on y substitue les valeurs de ¥,,.., yn] sont sa-
tisfaites pour toutes les valeurs de i=1, 2,.,, n, parce que yi ne
contient pas explicitement ¢, et que, I'équation (2) étant du nombre
de celles qui ont servi & déterminer les valeurs de y;,..., yn, la
substitution de ces valeurs réduit identiquement son premier
membre & la coustante A.

L’intégrale de la différentielle exacte précédente a pour expression
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U= vr—ht,
V désignant I'intégrale de la différentielle exacte
ndz +... + yndzn

En vertu du Théoréme I du §. 27, les n intégrales cherchées des
équations (1) g’obtiendront en posant .

mlml.wwlo U _ av = bus
g JomT 0w M Ban T Gan
aU _ oy =
i B
b1se+» bn—i, g désignant de nouvelles constantes arbitraires. En

effet, si 'on représente par a une des constantes arbitraires a,,..
’
vy dn—1, b, oNn 2

ov av o
&N ] m&- GNN e moﬂ.a hNn
av oy
mﬁ mLNN + mm&.a mm
=% wmt ot o
oH on 0H Oyn
i@'@“ ﬂ;—!...&vg m&- -
ou enfin )
L ,_
da_ _ O(H) ;
dt — Oa’ :

Or Vexpression (H) est identiquement égale a £; donc, pour
a=@a,.., Gn-1, 00 &

14
i
at =

et, pour a = A,
av
Lo
dt
Donc on a identiquement
av
43a
dat  —

aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. VI, §.29. 449

pour toutes les valeurs de ¢ = a;,.., an—1, A.

140. Remarquons que I'égalité %.Ml“ﬂ mm n'est pas détruite.
lorsqu'on prend les dérivées partielles de ses deux membres par
rapport & a. On aura done, pour toutes les valeurs 1, 2,..., n
des indices i et £k,

TN Y
da " da
dzk — bmi

Donc le systéme des intégrales (8) peut s'ohtenir =ans déterminer
la fonction ¥, et en intégrant une suite de différentieiles exactes;
et il pourra se mettre sous la forme générale

@.Q— mw\a e
p\u Mﬂ&&— + ..+ Mmm&&.:v.l bi,

- m» m n
\ Wiz, ¢ + %\N%avuis

v

en faisant successivement i =1, 2,..., n—1.

Quant & la détermination immédiate de la fonction V, il est

clair que les valeurs y;, = m.“w UYn = l4 doivent étre iden-
S —I'@.NJ«....».\:I@.&.:

tiques avec celles que l'on tire des équations (2) et (3); douc la

fonction V doit nécessairement changer en identité I'équation

ay av

\.‘A.Q—a... Tny ml.ﬂ“....u |v”u >

et il suffit qu'elle soit déterminée comme intégrale compléte de
cette équation.

141. La méthode que nous venons d’exposer ne s’applique
pas, il est vrai, avec le méme avantage & la résolution des diffé-
rentes questions de Dynamique, de nature plus ou moins com-
pliquée. Ayant seulement en vue d’éclaircir par des exemples
particuliers la théorie précédente de I'intégration des équations
de forme canonique, je vais traiter une des questions les plus
simples, & la solution de laquelle elle s’applique sans aucune
difficulté.

Considérons le probléme du mouvement d'un point matériel
attiré vers un centre fixe par une force exprimée en fonction de
la distance.

Theil L, 30
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Prenons le plan dans lequel doit s'effectuer le mouvement
pour plan des coordonnées rectangulaires z, y, doot Vorigine est
au centre d’attraction; désignons par r le rayon vecteur du point
mobile, et par @(r) la force accélératrice qui agit sur ce point
dans la direction du centre d'attraction. En considérant les coor-
données z et y du mobile comme des fonctions du temps ¢, on 3,
pour les expressions générales des composantes de la force accé-

. . . d?x  d®

lératrice paralléles aux axes coordonnés, —rg et MHI.N D’un autre

coté, ces mémes composantes, dans le cas actuel, ont pour va-
. z . .

leurs respectives .Inwec.v et IWQS. Done les équations du

mouvement sont

d%x x 2
) E=—em,  gE=—7e0

&

en faisant 72 == 22 4 y%

Pour obtenir Vintégrale des forces vives, ajoutons les équa- g
tions (1), aprés les avoir multipliées respectivement par dz, dy,
ce qui donne .

dazd?z + dyd?y
= e ®

ou ;

W[(5)'+ (@)1= w0

d’ou l'on tire, en intégrant, ’ :
2) H=1x?49?+fo(r)dr = const. =&,

x', y' étant les composantes de la vitesse du mobile parallélement
aux axes des x et des y, savoir

dx
3) mmll.&: 2=y

xdz + ydy

r

et

Si 'on remarque maintenant que l'on a

oH __ mh&.lm\e?v&s o z
o' — = o P(r) >
oH _ , 8H_domdrir _ Y ‘
oy Y 0y —  or oy — P(r) 3

on pourra ramener les équations du mouvement B et () ala
forme canonique ordinaire

auz dérivées partielles du premier ordre. ch. VII, §. 29. 4H1

dz _ 0H dy _9H
dt — 9a’’ dat — oy’
de' __OH dy' _OH
At = "o At T T oy

Comme il nentre dans ces équations que quatre fonctions
inconpues de la variable ¢, il suffit de connaitre, outre I'intégrale
(2), une autre intégrale qui ne renferme pas le temps explicite-
ment. Le principe des aires fournit Pintégrale demandée. Si
I'on €limine, en effet, entre les équations (1), les termes qui con-
tiennent r, il vient

dy de
oy ea_ooCCa Y
g T YaE =Y % dt =5

d’onr V'on tire, en intégrant,
4) g = zy' —yx’ = const. = a.

La condition (H, @) = 0 doit étre évidemment satisfaite, ce qu'il
est, du reste, aisé de veérifier directement, puisque

(H, ¢) =— QSW.QIQ.@\ + QSW.&+ y .z

Ensuite il faut tirer des équations (2) et (4) les valeurs de ' et
de y', qui rendent 2'dx + y'dy une diffiérentielle exacte. Pour
cela, en éliminant ' de I'équation (2) a laide de (4), on obtient
une équation du second degré en z', '

(22 +y?) 2" +2ay.2' = 2[h—fo(¥) dr] 2% — a?,

d'o, & cause de 22+y? =172 et en faisant, pour abréger,

R=VN2h—fp(r)dr] v¥*—d* :

on tire
z = ay .“n|..«k.
r
Oun trouve de méme
ar + yR
y = ﬂs.\ .
Donc
xdy— rda el
AV =a’ Qs .c%.s. + zdz M;ﬁmm\ R
x%-ty T
= u.d arctang Y4 dr R,
x r
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d’'on I'on tire, en intégrant,

1
V= a.mqn::i.m .hc\...!sm R.

Maintenant les deux intégrales du probléeme qui restent a
trouver s'exprimeront comme il suit,

oy y dr

i = arctang p ¥ R = b = const.,

WlM;lu Ha\dmwwhlnn.e”ac:mr

La premiére de ces intégrales donne V'équation de la trajec-
toire du point mobile; la seconde donne le temps en fonction du
rayon vecteur. l.es quadratures qui y entrent pourrout générale-
ment étre déterminées, lorsqu'on donnera la forme de la fonction

@(r). En supposant, par exemple, ¢(r) ",..mn. @ étant une con-

stante, on obtiendra des résultats conformes & ceux que les Traités
de Mécanique établissent ordinairement par une autre voie.

Remarquons encore que la fonction ¥V représente une intégrale
compléte de I'équation aux dérivées partielles du premier ordre

L) ) =

que Pon tire de I'équation (2), en y remplacant z' ety par leurs

atours ¥ ot 07
valeurs m.&,@ m@.

§. 30.

142. Pour terminer cette esquisse de la théorie de [linté-
gration des équations simultanées aux différentielles ordinaires de
forme canonique, considérons une propriété trés-remarquable de
leurs intégrales, qui constitue le Théoréme de Poisson, et
que nous avons déja établie d'une maniére indirecte au §. 18,
aprés avoir indiqué au commencement de ce paragraphe (art. 46)
sa haute importance dans la théorie de Vintégration des équations
aux dérivées partielles du premier ordre. La démonstration la
plus directe et la plus simple de ce théoréme, que nous allons
exposer tout & I'heure, montre effectivement qu’il est une consé-
quence immédiate de I'égalité trindme qui exprime le Théoréme 1
du §. 17. De 1a il est facile de voir que 'existence de cette

.~

il T

aux dérivées partielles du premier ordre, Ch. V1], §$.30. 453

identité pouvait étre conclue en s’appuyant seulement sur le théo-
réme de Poisson.
Reprenons le systéme canonique de 2n équations de la forme
M dei _ 0H dyi 0H
&«I.mm\..,&lnm.ﬁ..

en supposant H=F (1, 21, y15--., Zns Yn), €t donnant 3 lindice
i toutes les valeurs 1, 2,.., n. Soient

(2) @l 2y, Yise Zn, Yn) =const., Y(t, Tyy Y1y Tns Yn) =const.

deux intégrales de ce systéme, @ et v étant des fonctions don-
nées. Le théoréme de Poisson consiste en ce que l'expression

m=n m@ me mﬁ me

Sl s —p— 7

m=1 w.&a- m.nxa- m@i m.ﬁq: ’ o:, Acu. @v‘
égalée & une constante arbitraire, est aussi une intégrale des
dquations (1).

Comme les équations (2) représentent des intégrales de (1),
les fonctions @ et v, en vertu de ce qui a 6té démontré au §. 27,
doivent vérifier identiquement les conditions

a 0
P+ (o H)=0, Xt H)=0.

Si Péquation (p, 1) = const. et aussi une intégrale des équations
(1), la fonction (p, ¥) devra vérifier identiquement la condition

w 2
Ae&é +{(o, ), H] =0.

Or, eu vertu de la formule (9) du §. 16, on a

(g, ¥)_ (% oy
= (5 )+ A? e

En substituant ici les valeurs

0 d
%”AN&“ Qv. %“Amn ev.
il vient

(o,
Ae&én [(H. 9), ¥] + o (H, W)}

Donc la condition relative & la fonction (@, ) prend la forme de
I'équation
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((H, ¢), v]+[o, (H, V)] + (9 ¥), H] =0,

ou
[, o), v]+e », A+, H), o] =0,

dont le premier membre, en vertu du Théoréme 1 du §. 17, est
identiquement égal a zéro, quelles que soient les fooctions, H,
@, ¥. Ainsi le théoréme est démontré.

La démonstration compliquée que Poisson avait donnée de
son théoréme était considérée comme un tour de force analytique.
Hamilton, en ramenant les équations de la Dynamique & une
forme plus simple, a simpliié en méme temps la démonstration
de Poisson. La démoustration précédente, qui s'applique aux
équations canoniques de fa forme générale, est due & Donkin.

143. Jacobi, le premier, a attiré Pattention sur Fimportaoce
du théoreme de Poisson. Les applications indirectes qu’il en
a faites plus tard aux guestions générales de intégration des
équations aux dérivées partielles du premier ordre et des équations
de la Dynamique ont pleinement mis en lumiére l'utilité théorique
du théoreme de Poisson. Pour ce qui est de ses applications
directes et pratiques, c’est-a-dire de la possibilité, étant données
deux intégrales d’un systéme d’équations canoniques, de calculer
par feur moyen, 4 laide de simples différentiations, une troisiéme
intégrale, puis une quatriéme, ot ainsi de suite; l'examen appro-
fondi de cette question a montré & Bertrand *) que la méthode
dintégration fondée de cette maniére sur le théoréme de Poisson
était loin d’avoir limportance quon lui avait attribuée d’abord.
En effet, les cas ot ce théoréme conduit réellement & une nou-
velle intégrale se rencontrent beaucoup plus rarement que ceux
ol il p’atteint pas ce but. Quelquefois, aucune des combinaisons
deux 3 deux, par le théoreme de Poisson, des intégrales qui
forment la solution compléte ne donne une intégrale nouvelle;
dans d’autres cas, la plupart d’entre elles jouissent de cette méme
propriété. Bertrand, profitant de cette circonstance, qui exclut
évidemment la possibilité d’appliquer le théoréme de Poisson
au but proposé, a fondé la-dessus une méthode spéciale d’inté-
gration des équations de la Dyoamique de forme hamiltonienve.
L’établissement théorique de cette méthode est fort simple; cest
pourquoi je vais I'exposer sommairement, et I'éclaircir en Vappli-

*) Mémoire sur V'intézration des équations différen-
ticlles de la Mécanique, par J. Bertrand (Journal de Ma-
thém. de Liouville, 1832, t. XVIT)

o

auz dérfvées partielles du premier ordre. Ch VI, §.30. 4hK5

quant 3 'exemple méme qui a été traité dans le paragraphe pré-
cédent, afin qu'on puisse facilement comparer les résultats.

144. Examinons d’abord les cas ou les deux intégrales don-
nées, @ = const., ¥ = const., ne conduisent pas a une nouvelle
intégrale. Cette circonstance se produit: 1° quand l'expression
(p, ¥) se réduit identiquement & une constante déterminée quel-
conque; 29 quand cette expression se réduit a une fonction de ¢
et de y, en sorte que V'équation (p, ¥) = const. ne donne pas
une nouvelle intégrale, mais une combinaison algébrique des inté-

¢

grales déja connues.
Par exemple, si 'on suppose que, dans les équations (I), la

fonction H ne contienne pas ¢ explicitement, on a lintégrale

H = const.
En la combinant avec une autre intégrale quelconque

@ = copst,,
® ne contenant pas t explicitement, on a l'identité

(g, H)=0.
Si 'on prend une intégrale

P —¢% == const.,

4 ne contenant pas ¢ explicitement, on obtient alors l'identité

(p, Hy =L

Eu général, on peut démontrer que, si @ = const. et = coust.
sont deux intégrales des équatious (1), il existe une ou plusieurs
intégrales de la forme o= const., pour lesquelles I'expression
(p, ®) se réduit identiquement & zéro ou a lunité. En effet,
effectuons les substitutions indiquées par les formules

(@ V)=, (@ V)=Yss., (P, Y1) =VPm,.. .

En prolongeant cette suite indéfiniment, elle ne peut continuer con-
stamment 3 donver des fonctions distinctes ¥, 9, ¥a,.., puisque
les équations (1) n’ont que 2n intégrales distinctes. Supposons
que ¥m sSoit le premier terme qui soit égal 2 une constante dé-
terminée, ou (ui s’exprime en fonction des termes précédents, en
sorte que l'on ait

Ym=F(W, ¥,.., Pm-1).
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En prenant une fonction arbitraire o des variables y, ¥y,.., ¥m—1,
on a

. 0w
go, HoHE@ Vs me) o

Donc, si nous voulons déterminer @ de maniére que (p, @) soit
identiquement égal 4 1 ou 2 0, on devra intégrer Péquation linéaire

0
(o, Svﬂé_%+€»

me mS . ms _ ﬂ .—
\e— gl—r@ﬂ%x*..l*&«Aé» é—...v es..luvweslinll 'm_ .
Done les intégrales du systéme m.&acm:o:w simultanées
dy _dw_  _dbaa_ do_
Y- . F T 1luY

donnent les valeurs de la fonction ® au moyen desquelles on
formera son expression la plus générale, qui sera I'intégrale gé-
nérale de I'équation linéaire précédente.

La méthode de Bertrand pour lintégration des équations
de la Dynamique de forme hamiltonienne (1), ot H = f(zy, Y10
-s Tm, Yn), COnsiste dans ce qui suit. On déterminera une inté-
grale des équations (1),

@ (215 Y15++5 Tm Yn) = const.,
différente de lintégrale des forces vives, et Pon cherchera une
autre intégrale
Y(Zys Y15 Tns Yn) = const.
par la condition que la fonction 4 donne ‘identité
0
?éu?__.

1

145. Comme application, prenons le probléme du mouvement
d'un point matériel attiré vers un centre fixe par une force fone-
tion de la distance.

Sous les mémes conditions qu'au paragraphe précédent, les
équations du mouvement serond

dz _ dy _
ai =z, at =y,
(H
dx’ x dy’ %
| G=-Fo0. F=—te0

aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. Y1, §.30. 457

Le principe des aires donne l'intégrale
2 [ =y —yx' = const.
Supposons que
3) Y(zx, ¥, 2, ¥, t) = const.

soit une seconde iotégrale, En exprimant la condition que cette
intégrale, combinée avec la premiére, donne identiquement (¥, f)
égal & zéro ou a I'unité, on a les deux équations linéaires
C Ay oy , . Oy oy 0
“) — ¥ Y +®&+m&|«\& ”ch.
L’intégration de la premiére de ces équations conduit au sys-

teme d’équations simultanées
dy' _ dy

.G\

—yT =y

dont une des intégrales est

dx dz' dy
z

P =,
et il est facile de trouver les trois autres
224y2=cy, T2HY2=1c3, X' tyy = ¢,
€15 Cp, €3, C4 6tant des constantes arbitraires.
Par suite, en posant, pour abréger,
u=2a24+9% v=2a2"249y% w=az'+yy,

on aura, pour la valeur la plus génédrale de la fonction 1y qui
satisfasse a la premiére dquation (4),

(@) P = n(u, v, W),

n désignant une fonction arbitraire. Si ¢ devait entrer explicite-
ment dans l'intégrale (3), on poserait alors

(a’) Yy=t+n(u v, w).

Si P'on prend, pour déterminer v, la seconde des équations
linéaires (4), on devra intégrer le systéme des équations

ou
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dont les intégrales sont exprimées par les équations

z = Acos(9+a), y = Asin(y+a),
z'= Beos(y+f), y = Bsin(y+p)

o, 8, A, B désignant des constantes arbitraires. De ces équa-
tions on tire aisément les suivantes,

z2 +m\s =0, 2’2 +.\~\$ = C",

b
@ zx' 4 gy’ = C”, E.o::_mm... P = CI7,

C', C", C", CIV étant des constantes arbitraires. Donc I'ex-
pression générale de la fonction v satisfaisant & la seconde des
équations (4), sera )

== arctang W + o, v, w),
o étant une fonction entiérement arbitraire.

146. II faut maintenant compléter la détermination des ex-
pressions trouvées (a), (a’), (b) de la fonction ¢ par la condition
que chacune d’elles, étant égalée & une constante arbitraire, re-
présente une intégrale des équatious (1). Pour cela, il faut ex-
primer que les dérivées totales de ces fonctions par rapport a ¢

se réduisent identiquement & zéro, par l'élimination des dérivées

de z, y, 2/, y' prises par rapport 3 t. En commencant par I'ex-

pression (a), on trouve

dv_twde oudy 0 ds v dy
di=dz @t Toya Vo at Yoy ar’
oy _O=n o & on o
mlpﬁlt.wﬂh.w“l—l%-&wu @Q I.Mﬁh.ww\l—.g.ﬁsv
oy __ Om oy On on

on
M&U.Ivﬂ.whw+m..@!e..ﬁ. .mﬂ" wﬂ.w.‘qf_rmdlb.w\m

ALY
r

et, en posant, pour abréger, — = @(u), on a, en vertu des

équations (1),

dx d dz’ dy’
T=7 H=9 G=a0w G =yow
v dY —_— . .
Donc la condition Nw"c s'exprimera de la maniére suivante,

2

aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. VI, §.30. 459

9 d
Ugn (@a' +9y) +27, (@2 +4y) O

9
+ mﬂn_mﬂs 4924 (2242 Q)] =0,

ou

0 i d
wml..”8+wwm89?v+mm_ue+=e?z =0

Cette équation, linéaire par rapport aux dérivées partielles de
m, permet de déterminer la forme de cette fonction conformément
au but proposé, au moyen de 'intégration des équations

du dv dw _dm
Y dw®w) v 4udm 0

L
Une des intégrales de ces équations sera m==c,;; une autre s'ob-
tiendra au moyen de Péquation

do
= Dy

dot v—f D(u)du = c,

Enfin, en écrivant les équations données sous la forme
vdu udv

vdu __ _ Quwdw I.e&s+=.n|~m
T T u®w o tud@  v+u®’

on obtient I'équation
Qwdw = vdu+udv,
d’ol I'on tire la troisiéme intégrale
w?—uy = c3.
Donc I'expression de la fonction = doit étre
n= v —fO @) du, uv—w?],

1T désignant une fonction arbitraire; ou, en remplagant u, v, w et
@ (u) par leurs valeurs, et remarquant que du = 2rdr, et que

uv—w? = (a2 +y2) (22 +y'?) — (@2’ +yy')? = (zy' —y=")%
y=mn=H[2"%+y24+2 p@)dr, (zy' —y2)];

cest-a-dire que l'intégrale des équations (1), ¥ =const., obtenue
de cette maniére, représentera une combinaison algébrique arbi-
traire des équations des forces vives et des aires, laquelle ne
peut constituer une nouvelle intégrale.

147. En prenant maintenant la forme (a’) pour représenter
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la fonction 1w, et exprimant la condition que ¢ = const. doit étre
une intégrale des équations (1), on a la condition
oy dy

dy o dz me dy me &s y'
=W aty ate 5 di =%

ou, en mettant pour les dérivées de ¢ et de z, x'y y, y les va-
leurs données plus haut,

w8m= +w89§v 5 +He+§6A§vH.III_

Pour déterminer la fonction m, il faut intégrer les équatinns

du__  dv dw
2T 2w @Agv v +u@(u)

= — dm,

dont deux des intégrales sont les mémes que dans le cas de
I'art. précédent, savoir,
v—f D) du = ¢, wP—uv=c,.

Au moyen de ces deux équations, on trouve

w = ).\au+§ = Veztule, +/@u)dul;
par suite,
dr S Y du =
T T oW+ ule, +S D (w) du) ’

d’ont I'on tire la troisiéme intégrale

. +.\, du _
w<an+=mo._+.\,9§v&£ |

Donc Pexpression générale de ¢ sera

cy.

. {u
=t I«\awa\ co+ u e+ O(w)du]
+ [ — f O @)du, uv—w?],

IT désignant une fonction arbitraire. Donc, en égalant cette fonc-
tion II & zéro, et posant

() P == const.,

on obtiendra une nouvelle intégrale du probléeme, exprimant le
temps en fonction du rayon vecteur, et de la méme forme que
nous avons obtenue par une autre méthode dans le paragraphe
précédent.

.

auz dérivées partielles du premier ordre. ch. VI, §.30. 461

148. Pour compléter la solution du probléme, examinons en-
core si les équations (1) admettent des intégrales de la forme

Y == arctang W + o (u, v, w) = coonst.

Pour cela, on a la condition

dy_oy da Dy do' O dy Dv dy
A= dt Yo at Yoy aitay dr
ot V'on substituera les valeurs
oy __ dw dw ) oy e o, O
=gty et =g % g
. oy Ow Sy @ 0w

W T2 oY __ 98 g0 422

= +m= Wi s &= W ta?
en remplagant les dérivées de z, y, 2, y' par leurs valeurs don-
nées plus baut (art. 146); aprés quoi la condition considérée
prendra la forme d'une équation linéaire

d v uv —w?

9
a+ ow @ (1) we ?+=e§me S L i

u

a cause de 2y —yz' = ¥ uv —w? Pour déterminer la fonction
o, on intégrera les équations

du’_ &mﬁl _ dw udow
dw =" % d(w) vtud)

——

T V-t

qui ont deux intégrales communes .avec les équations des art.
précédents, savoir,

e.l..\.e (w) du = ¢,

Par leur moyen, on trouve

2 —
uv —w? = c,.

w = Vo 7O @ daJui = o3

done

duV uv —w?
do = — e
uw

Ve, .du o
2uW [e; + /@ (w)du] u—rcy

d'od Ton tire la troisiéme 5&@3_0

Ve, . du o
® +_\.w=.< fe, +/ @ (w)du]u—cq =%

Par conséquant,
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o= lf\u N eq.du
- 2u¥ [e; + /P (w)du]u—cy
+&[v—f O w)du, uv — w2

Substituant cette expression de ¢ dans la formule (), on trouve,
pour la valeur la plus générale de 1,

B y l(.a.la.&z
o = arctang T \.wa l\T\.- +/P (w) duju—cy
._.b._“el.\.e?v&:. up — w0}

La fonction & est complétement arbitraire; en la faisant donc

8

égale a zéro, et posant

g .\.. Ve, .du .
“ w sl..l || n.u
@esos_ra wa\?l\ec.v%?l&ga

on obtient encore une nouvelle intégrale du probléme, laquelle
fait connaitre I’équation de la trajectoire du point mobile, entiére-
ment identique avec celle que nous avons obtenne dans le para-
graphe précédent.

Si aux intégrales (2), (8), (6) on joint Vintégrale des forces
vives

H = (z'2+y'?) — [ ¢(r)dr = const.,
nous aurons alors la solution compléte du probléme.

149. En considérant la marche de la solution du probléme
précédent, on voit quelle consiste en ceci: Aprés avoir déterminé
une intégrale différente de ctlle des forces vives, nous en avons
trouvé une autre renfermant le temps, d’aprés la condition que,
dans la combinaison de cette intégrale avec la premiére, elle ré-
“duise la parenthése de Poisson 3 zéro. La troisiéme intégrale,
doonant la trajectoire, s’obtient par la condition que, combinée
avec la premiére, elle réduise la parenthése de Poissoun & F'u-
pité. L'intégrale des forces vives compléte la solution. Ber-
trand a démontré que le succés de ce mode de solution n’est

pas accidentel, et que cette méthode doit réussir dans tous les

problémes qui concernent le mouvement daos un plan, ou, plus
généralement, lorsque les coordonnées des points du systéme
peuvent s'exprimer au moyen de deuxz variables indépendantes.
La démonstration de cette proposition est trés - simple. Mais,
ayant exposé I'essence du procéde, je crois inutile d’entrer dans
de plus longs détails.

auzx dérivees partietles du premier ordre. ch. Vil §. 31, 463

Chapitre VIIEK.

Méthode de Cauchy pour 'intégration de I’équation générale aux
dérivées partielles du premier ordre.

§. 31.

150. La méthode d'intégration d’'une équation ou de plusieurs
équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, et,
comme conséquence de cette méthode, la théorie de Vintégration
des équations de forme cauonique, ont formé Pobjet principal des
chapitres précédents de ce Mémoire. Mais avant que cette mé-
Yhode et recu son développement complet dans les travaux de
Jacobi et d'autres géometres, le probleme de Vintégration de
Iéquation générale aux dérivées partielles du premier ordre avait
été déja complétement résolu par Pfaff, Cauchy et Jacobi
Jui-méme. Les méthodes proposées par ces auteurs, tout en
différant par le point de départ et par la forme, ont cependant un
but commun: ramener le probléme & l'intégration compleéte d’un
systéme d’équations simultanées ordinaires de la forme des équa-
tions (10) (§. 11). La nouvelle méthode de Jacobi, exposée ci-
dessus, se distingue des méthodes gqui l'ont précédée en ce
gu'elle se borne & la détermination de la moitié du nombre total
des intégrales satisfaisant aux conditions connues du systéme en
question d’équations simultanées. La recherche de ces intégrales
conduit & plusieurs systémes d’équations simultanées ordinaires,
dont lintégration compléte n’est jamais nécessaire; il suffit toujours
de déterminer une quelconque des intégrales de chaque systéme.

Pfaff a trouvé la solution théorique du probléme de l'inté-
gration' de I'équation générale aux dérivées partielles du premier
ordre, comme cas particulier d’un autre probléme résolu par lui*),
celui de lintégration d’'une équation de la forme

Nﬂ&.ﬁ— + Nﬁ&&ﬁ«—n ot N&:&.ﬁ.ﬂ: = O'

dans laquelle X;,.., Xzn représentent 2n fonctions d'un pareil
nombre de variables z;,.., Z2n, lesquelles ne satisfont pas aux
conditions connues de Fontaine ou d’Euler. La méthode de

Pfaff conduit & l'intégration compléte de plusieurs systémes d’é-
quations simultanées ordinaires, dont le premier seulement se tire

*) Abhandlungen der Berliner Akademie, 1814—1815,
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immédiatement des données du probléme, chacun des suivants ne
pouvant étre formé qu'aprés l'intégration compléte du systéme
précédent. Cauchy, qui a fait choix d’un autre procédé, et
Jacobi, qui s’est occupé de simplifier la méthode de Pfaff, out
démontré Yun et 'autre que, pout obtenir l'intégrale compléte d’une
équation aux dérivées partielles du premier ordre, il suffit d'inté-
grer complétement le prenier des systémes d’équations simultanées
de la méthode de Pfaff. Considérant la parfaite conformité des
conclusions finales des méthodes de Cauchy et de Jacobi, je
me bornerai 3 exposer seulement la premiére de ces méthodes
sous la forme la plus générale.

151. Soient z;,.., Tn, n variables indépendantes; z une fone-
tion inconnue de ces variables;

01

5a; = Pi» pour i=12,..,n

les dérivées partielles de cette fonction.

La forme générale d’une équation aux dérivées partielles du
premier ordre peut étre représentée par

¢)) F(zy,.., @, 2, p1s-+, pn) = 0.

La détermination de la fonction z qui satisfait & I'équation
(1) constitue un probléme indéterminé de sa nature; et, en effet,
I'expression la plus générale de z doit renfermer une fonction ar-
bitraire. Mais Cauchy rend la question tout & fait déterminée,
en y ajoutant cette condition complémentaire, que, pour une valeur
particuliére donnéé de V'une des variables indépendantes, soit pour

Tnp=4a,

la fonction z et ses dérivées partielles p,,.., pn prennent respec-

tivement les. valeurs §, @;,.,, on; { désignant une. ..oua:cs de
Zy,.., Zn~1 donnée. arbitrairement, soit

\.‘A.Q..u..- Tp—-1);

o),..., Wa-1 €étant les dérivées partielles de cette fonction, de
sorte que, en général,

o

Wi = m pour i=1, 2,.., n—1;
enfin, wp, étant la valeur tirée de _,&n:mzo:

F(xy,.., @n-1, @, & @1,.., On-1, ©0g) = 0.

aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. VI, §.31. 465

162. Pour déterminer la fonction 2 satisfaisant & toutes ces
conditions, Cauchy applique la méthode du changement de va-
riables indépendantes, employée pour la premiére fois par Am-
pére pour la résolution da probléme actue], dans le cas parti-
culier de deux variables” indépendantes.

Concevons les n—1 variables z;,.., #n—1 exprimées par un
méme nombre de fonctions distinctes de z—1 nouvelles variables
&,.., &1 et de lancienne variable zn. Par suite de cela, z et p?
deviendront des fonctions de 2z, et des &. En différentiant a
point de vue, nous aurons les équations

0z ox m.&:l
@) §”3~M&¢.+...+ﬁal~ wcﬂ.an._‘ﬁf
’ d 2 02n_
® T =P b P g

En vertu de Pégalité

0% _ 0% 0
Okidxn Oxznlki

on tirera des équations précédentes les relations
s

m?mmpwwl%_ Wﬁv +
@ & — \0zn 08 0k Ozn T
k=n-1 r0p; Ozx Opr Ok

= 3 (0 Zk TF =

k=1 0xn wm. mm. m.ﬁ:

Ensuite, les expressions ma Xisees Tn—1y I, P1s+-> Pa U MOYEN
des variables §,.., £&x~1, Zn sont supposées telles que, en les sub-
stituant dans _.3.‘528 1), celle-ci devienne une identité. Donc,
en la différentiant par rapport & chacune des variables =z, et &,
il viendra

OF  OF dmy . O B
0%n + Ox; Oxn ' 77 t s Ozn
(%)
OF 8z , oF op, oF dpn
+ Gt op e Tt G b2 = O
oF bz, o, OF 0zaa
& umdm+:..+ dzn1 Ok
OF 9 oF opy oF 0pn

t oty okt ot oa
Theil L. 31
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Prenons d’abord la derniére de ces deux équations, laquelle doit

avoir lieu pour i =1,.., n—1, et substituons-y les valeurs (3) .

o»?c mm%lmm..mﬂ mm mmhm”w il viendra

oF OF | dpy OF\ bomy

m&_+3.mw+uwﬂ.m%= T
oF oF  8pn_1 OF\0za—

+Qll+§lﬂ+|§‘_l e

Zn-1 0xn Opn

A@ 0y
+ mﬁn - w.&.: mwu:

(6)

o0z, OF\op,
lm.m‘_....._.
0

Alﬁwlmai OF 9pa-y
Opn—1  Oan Opn/ 0k

153. Les fonctions de & ,.., &n—1, Zn, qui représentent les
valeurs de z,,.., Zn—1, Sont restées jusqu’a présent indéterminées.
Nous pouvons profiter de cette circonstance, en choisissant pour
ces fonctions des expressions telles, qu’elles satisfassent aux con-
ditions .

oF 0z, oF oF

AQV A AT A=V,

0p1  0ZaOpn

m.ﬂ:lu or

mN\:|~ m.ﬁs mmua -

et, pour compléter la détermination de ces n—1 fonctions, joi-
gnons-y la condition que, pour la valeur particuliére zn = q, les
fonctions z,.., Zn—1 prennent r3spectivement les valeurs Elves En—1.

P 1 asaon kA AT

D’aprés ces conditions, I'équation (6) prend la forme

oF oF _ op, OF\ oz
3z, +rn g +m.s.=m|\wm mm~+
oF oF mﬁ:lu oFr w.ﬁ:lwl
+ was.lx ‘g Y o n) 0

et pour les diverses valeurs de i=1, 2,..., n—1, nous aurons
n—1 équations semblables. Le déterminant fonctionnel

ony | b
9T o

moﬂn m&n-l..n

mmalnu.J wmalllu |

ne doit pas étre égal & zéro; car, &'il I'était, alors (en vertu du
Théoréme du §. 3), il existerait entre les variables 2;,..., Ta—1
une ou plusieurs équations. Donc, comme conséquence nécessaire
des équations précédentes, on aura des équations de la forme

anx derivées partielles du premier ordre. Ch. ViIl, §.31. 467

oF  OF  opi OF
(©) Mm+§.mﬂ+mlhﬂml?ﬂo_

qui auront lieu pour toutes les valeurs de i = L9.,n—01L

154. Nous avons maintenant toutes les équations nécessaires
pour la solution de la question. En considérant toutes les con-
ditions introduites successivement, on trouve que le probléme
consiste en ceci: ,,Déterminer 2n fonctions inconnues x,,.., Ta-1,
2, P15, pn des variables &,,.., &, Zn, de telle maniére 1° que:
pour la valeur particuliére 2, = a, elles prennent respectivement
les valeurs &,.., &ae1, §, @ys.., On-1, €n supposant §=f(5,..

m\,am—...u maluv ; 1, 2,..

.v» En—1), et généralement w; = - ot , pour ==
)

..,u—1; et enfin la valeur de w, se tirant de I'équation
FE,., by 0, 6 0pyeny 0ne1, on) = 05

20 que ces fonctions satisfassent aux 3n—1 équations (1), (2),

(3), (7) et (8).¢

Nous ne faisons pas eutrer en ligne de compte les équations
(4), qui sont des conséquences des équations (2) et (3), ni I'é-
quation (3), qui est équivalente a ().

L}

Mais, pour déterminer 2n fonctions inconnues, il soffit, en
général, de 2n équations; donc, dans le systéme précédent de
3n — 1 équations, il doit y en avoir n—1 de superflues. On peut
démontrer, en effet, 1° que le systéme de 2n équations, composé
de (1), (2), (7) et (8), suffit pour déterminer les valeurs demandées

des fonctions inconnues; 2° que ces équations réduisent & des
identités les n—1 équations restantes (3).

185. Occupons-nous d'abord de la premiére partie de la
démonstration. Les équations (2), (7) et (8) peuvent s’écrire sous
la forme

/ oF )
52 I.m: M..ul_+.:+?.ﬁ
Bon = o
Opra
) f ,
or or oF
dz:  Op i om TP
0z, = OF ’ )
\ Opa 8pn

les deux derniéres équations ayant lieu pour toutes les valeurs
de i1, 2,.., n—1.
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Aux équations (9) il faut encore joindre l'équation (l); mais
celle-ci peut étre remplacée par I'équation (B), qui lui est équi-

valente, et qui, par la substitution des .§_o_:m de W.L..Hw. s %sm.:,
WM. tirées des &acw:o:n (9), se raméne aisément & la forme
7
oF oF opn OF
oz ¥ P 5 Yoz, 5=
ou
0 oF
~° vmﬁﬁ m.ﬂ: + Pa mu
A v um.&.ﬁ QIN..J. ’
P =
semblable & la derni¢re des équations (9).

Le systéme des 2n équations (9) et (10) renferme, & propre-
ment parler, des dérivées partielles des 2n fonctions cherchées;
mais comme les différentiations partielles sont faites par rapport
3 la seule variable xn, tandis qu'aucune des autres varia-
bles indépendantes £ ,..., £a—1 n’entre explicitement dans les
équations considérées, il s’ens it que ces équations peuvent étre
traitées comme un systéme d’équations différentielles ordinaires
du premier ordre. D’aprés cela, les équations (9) et (10) pour-
ront se mettre sous la forme

. dx dzxn dz
oF == T§F T T8F oF
| am B Prop bty
() v‘&ﬁ_ Ilamwu:
=§F  oF= "= 3F 9F -
\ mﬂ_l+3wm. bz, TPy

Par l'intégration du systéme des équations (11), on peut en
général, comme on sait, trouver des expressions finies et déter-
mindes des fonctions 2y,.., @n—1, 7, pi,.., pn de la variable zq,
lesquelles, pour la valeur particuliére 2, = a de cette variable,
prennent respectivement les valeurs &,.., -1, §, ©,.., on. Sup-
posons que ces expressions soient

e AT

et e PR e

T T

aux dérivées partielles du premier ordre. Ch. VI, §.31. 469

2 =@ (zn, m~ sees bnet, § @y, Wn),
r =@ (Tn se0r bn-1, § @Dpseey 8:v~
A—wv Tl = Pp—1 Anﬂzu m:..u m:l—» Wu Wyy.es SSV“

o =% (T &, b, ®@y,.., On),

P =1Yn (Zn, &4eo, &1, & 0y, ).

En substituant dans les # premidres équations (12) les valears

E=FGr o)y = L bl W B,

- mmzl_
ainsi que l'expression de w, tirée de I'équation
N..Jﬁm_w... m:luu a, W. @yse.s Wn) ”Ov

on obtiendra n équations entre les variables primitives z, 2,,.., »
et les variables auxiliaires &), .., &—1; par conséquent, si la forme
de la fonction f est donnée, on pourra éliminer les variables auxi-
liaires, et I'on parviendra ainsi 2 une équation d’ou l'on tirera
une valeur de z en fonction dewx,,,., xa, qui satisfera & toutes
les conditions proposées, c’est-i-dire que I'on aura Iintégrale
cherchée du probléeme. Si la forme de la fonction f reste indé-

-terminée, alors I'élimination des quantités §,,.., £x—1 est généra-

lement impossible; cependant le systéme des n premiéres équa-
tions (12) peut étre considéré comme équivalent a lintégrale
générale de |'équation (1).

Lorsque la fonction f est indéterminée, I'élimination de &,...
-+ &n—1 n'est possible que dans le scul cas particulier ont les n
premiéres équations (12) ne contiennent pas les quantités w;,.., @n.
Alors, en les résolvant par rapport & § &vovs Enm1, on :9:6 des
valeurs de la forme

E=n (21505 ZTny 2), =7 (Z1,05 Ty 2)ees a1 =1 (T yere Tmy 2)-
En les substituant dans I'équation

§=71 G b1,
on obtient l'intégrale générale sous la forme

7w =f(7,.., Tn-1).

De cette forme de I'intégrale générale il est aisé de conclure

que ['équation proposée (1) doit étre lindaire par rapport a
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Pise-» Pa, et avec cette condition, pour trouver les n premiéres
intégrales du systéme (12), il suffit évidemment de faire usage
des n premiéres équations (11), savoir,

dey  _ dza dz

oF T T 8F T oF oaF’

m pn Prop Yo tP o,

Ainsi la théorie de Cauchy embrasse dans le méme procédé
général la solution des équations linéaires et celle des équations
non linéaires.

156. 1l reste a faire voir que les expressions (12) des fouc-
tions 1z, Zy,.+» Tn—1, Pis+-s Pus substituées dans les n—1 équa-
tions (3), changent celles-ci en identités. Admettous pour un
instant que ces substitutions ne rendent pas identiques les deux
wembres de chacune des équations (3), el représentons par J
leur différence, J@ étant une fonction inconnue de &,.., En—1,
an; c'est-a-dire que nous posons

] ) : Y X
MMI..HF .mm+ + pna ..wm..u_ + Jo.

En joignant & cette égalité I'équation (2), qui devient identique
lorsquon y substitue les valeurs (12), et la combinant avec la
précédente par la méme procédé qui a servi & obtenir les équa-
tions (4), il vient

Ipn _Opy Bz Opy 0x

0k — Oxn 0& 0& Oxn
mw»:ln m.N.=|~ mﬁ:ln ®R=|~ @
+ 5z Ok Ok Oxa | Oaa
& Opn dans Vé-

o . {oe s de 2 9Pn
Si Von porte les valeurs précédentes de & et de o
quation (5'), nous aurons

oF OF | Opy BFY oz,
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Mais, en vertu des équations (7) et (8), qui sont satisfaites
par les valeurs (12), tous les termes de I'équation précédente, a
I'exception des deux derniers, sont identiquement nuls. Donc,

pour déterminer J, nous aurons I'équation

oF
oF aJo oF . . BlogJ® 3
G 0z T & IO=0 00 T = o

o

En multipliant les deux membres de cette équation par dz., et
intégrant depuis a jusqu'a aa, il vient
»

: oF
log 2 oA o Ve
og J.@ = - 5F dirg, dou JO = J, e s

0pn
Ja@ étant la valeur de J® pour zn = a; or il est facile de voir
que cette valeur est nulle.

En effet, en faisant 2,=a, rappelons-nous qu'en méme temps
les fonctions 3, y,.., Zn—1, py,.., pn-1, doivent prendre respecti-
vement les valeurs {, & ,.., &1, @;,.., @a—1. Donc P'équation
(3) prend la forme

mW wm mmu 'ms.l .
uumlu.” @y Imwwu—r...._.. Bmm,mn.n_- o+ S:l_wwm.mlm + Ja',

Jald) = & _ w; = 0.

Il est évident alors que I'on a aussi, en général, JO) =0; c'est-
a-dire que les équations (3) sont satisfaites par les intégrales
(12), lesquelles, remplissant ainsi toutes les conditions voulues,
donneront la solution la plus générale du probléme.

157. Bertrand a fait contre la conclusion précédente une
objection *), qui consiste en ce que cette conclusion est vraie
seulement a la condition que l'intégrale

*) Comptes rendus des Séances del'Académie des Scien-
ces, t. XLV, p. 617,
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. OF

“n MM

a me
ne prenne pas une valeur indéterminée ou infinie; et que, d'un
autre c6té, on peut toujours attribuer & la fonction arbitraire
E=f&,..., &xv1) une forme telle que l'un de ces deux cas

ait lieu.

A l'occasion de cette remarque, Serret a entrepris I'examen
de ces cas exceptionnels, et a démontré *) que, si l'intégrale (14)
n'a pas une valeur finie et déterminée pour la forme assignée 3
la fonction f(,,.., &n—1), il arrive alors, en méme temps, que les
équations (12) sont impropres a fournir la solution générale du
probléme. Cette solution s’obtient, dans ce cas, au moyen de
I'intégrale compléte, c’est-a-dire de Pintégrale qui renferme autant
de constantes arbitraires quiil y a de variables indépendantes
dans I’équation donnée. Je crois inutile, d’ailleurs, d’exposer en
détail les recherches de Serret, d’autant qu'elles ont été repro-
duites, daprés les articles des Comptes rendus, avec beau-
coup d’explications et d’exemples, dans la Traité élémentaire
de Calcul différentiel et de Calcul intégral de Liacroix,
6¢ édition augmentée de Notes par MM. Hermite et Ser-
ret, (Note 1I, T. I, p. 237—282) **).

*) Comptes rendus, t. Lill, séances des 7 et 28 octobre 1861.

**) Voyez encore Serret, Cours de Calcual différentiel et

intégral, t. H, p. 62¢4—649, et le Mémnoire du méme Auteur inséré

dans les Annales scientifiques de ’Ecole Normale supéricure,
11l (Note du trad).
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XXx1.
Die harmonischen Polarcurven.
Von

Herrn Professor C. 4. Bretschneider
in Gotha.

(Figuren s. Taf. XI)

Bedarf der Lehrer der Mathematik bei dem Unterrichte in
der analytischen Geometrie zweckmiissiger Beispiele, um den
Schiiler in Untersuchung von Curven zu iiben, so sieht er sich,
wenn er nicht die bis zum Ueberdruss gebrauchten Kegelschnitte
dazu verwenden will, vergebens nach literarischen Hiilfsmitteln um.
Die Lehrhiicher der analytischen Geometrie beschrinken sich na-
tiirlich durauf, die Regeln zu entwickelu, vach denen man aus der
Gleichung der krummen Linie die Ausdriicke fiir ihre Tangente,
Subtangente, Normale, Subsormale u. s. w. findet, und erliutern
dieselben hichstens durch ein Paar cinfache Beispiele. Der Ver-
such, die der Curve eigenthiimlichen geometrischen Ligen-
schaften aufzufinden, wird nirgends gemacht, so wichtig eine
solche Untersuchung in besonderen Fillen auch sein kann.  Mo-
nographieen iber specielle Curven sind in der deutschen mathe-
matischen Literatur kaum einige vorbanden, unld auch vou diesen
folgt die Mehrzahl ganz dem Vorgange der allzemeinen Lehr-
biicher, indem ihve Verfasser genug gethan zu haben meinen,
wenn sie die allgemeinen Theoreme der hiheren Curvenlehre fiir
den gewihlten einzelnen Fall specialisiren.

Uster diesen Umstinden schou seit lange genithigt, mich um
hiohere Curven zu bemihen, die eine ausgiebigere geometrische
Behandlung gestatten, bin ich unter anderen auch auf die heiden
nachfolgenden gekommen, die ich harmonische Polarcurven



