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~ INTEGRATION DES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE
PAR LA METHODE DE DRACH

Par M. Georges HEILBRONN.
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INTRODUCTION.

La méthode de Drach se situe comme le développement logique
de la méthode d’Ampéere, dans la direction méme que celui-ci envi-
sageait. La généralisation de la méthode d’Ampere, due a Darboux,
malgré les succes obtenus par lui-méme et ses successeurs, comporte
une limitation intrinseéque. Elle masque la portée véritable de la
méthode d’Ampere, dont la puissance a été révélée par les travaux
de Drach.

La lecture des Mémoires originaux de Drach semble difficile; c’est
la seule raison pour laquelle son ccuvre n’a pas atteint la notoriété
qu’elle mérite. Clest on.a:o_ nous avons entrepris un exposé de sa
méthode et des principaux résultats auxquels il était parvenu. Cela
contribuera, nous lespérons, & rendre accessibles & un public
mathématique trés large, des théories qui sont loin d’avoir épuisé
leur fécondité, comme nous essayons de le prouver nous-méme, dans
le chapitre IV du présent Ouvrage.

11 convient de souligner que la méthode d’'intégration des équations
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aux dérivées partielles, dont nous faisons ici I'exposé, ne représente
qu’une faible partie des découvertes de Drach, dont P'ceuvre s'est
poursuivie dans un développement harmonieux, tout an long de sa
vie. On trouve dans sa These [1] les idées de base qu’il a su
appliquer, par la méthode d’« intégration logique », avec le méme
succes, aux équations différentielles ordinaires et aux é- ‘ions aux
dérivées partielles. Clest le nombre considérable a «pplications
pussibles de ces dernitres qui nous a fait donner la priorité, contre
tout ordre logique et chronologique, a la fin de son cuvre. Nous
réservons &_un_autre lravail I'exposé des questions relatives aux
¢quations différentielles ordinaires.

3

Je tiens a remercier gf<mww~, dont les encouragements précieux:
w’ont seuls permis de mener a bien ce travail. Son admiration pour
le génie de Drach a contribué a me valoir Pinsigne faveur de voir le
présent travail publié dans cette cslebre Collection. Qu’il veuille bien
trouver ici le témoignage de ma profonde reconnaissance (.

CHAPITRE 1.

AL — GENERALITES SUR LEN EQUATIONS DU SECOND ORDRE.

I. — Caractéristiques du second ordre [6,8],[7,a)
L. Soit I'équation
_\_.v .\.ﬁ‘bﬁ\. ..—\u Nnu \vn Qn \.u h.v Wv =0

dans laquelle = est fonction des deux variables indépendantes z et y

, - 95 _dJds . 2% (o U2 - a3
P=Ue 1=y T’ YT apay = A

et telle que £ soit analytique pour toutes les variables.

Si z=¢(z, y) est unc intégrale de I'équation (1), elle est aussi
I'équation d’une surface, dite surface intégrale.

Cauchy se pose le probleme suivant : Etant donnée une équation (1),
déterminer une surface intégrale passant par une courbe donnée C
et tangenie le long de cette courbe, a une surface développable

(') Nous avons dd, sur quelques points, abréger notre rédaction primitive, pour
ne pas excéder outre mesure la longuear habituelle de ces fascicules, et nous prions
le lectear de se reporter i Dotre Thése soutenue devant la Faculté des Sciences de
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donnée D. Le long de G, =, y, s, P ¢, sont des fonctions d’un'pera }
metre 0; 7. s, ¢ satisfont a (1) et 4 A - LT

w %uu&&.&..f.,.&.\l&%ﬂcu

) | h=sdr+tdy —dg=o,

les différentielles étant prises par rapport a 6.

(1) et (2) forment un systéme de trois équations a trois incon-
nues : r, s, ¢t. Ce systtme admet une solution unique, si le
déterminant : -

, of of of
D(f, &, \&" ar 95 ot %o

D(r,s, t) dr dy o

o dx dy

On obtient alors facilement Ia solution du probléme de Cauchy de
la maniére suivante : Soient y = ¢(z), z =y (=), les équations de la
courbe C. Par le changement de variables

z=f y=¢(B)+mn,  s=yE)+1,

-

on est ramené 4 trouver une intégrale qui se réduise a zéro pour n=o,

* .
la dérivée %M se réduisant 4 une fonction donnée de t. Le déter-
minant UUAN\M . Na Mw\ est invariant pour la transformation précédente,
1%
mais la courbe C se réduit maintenant a I'axe des £, le coefficient de
la dérivee wl:m. étant précisément égal & ce déterminant. Dans ces

conditions, on peut appliquer a l'équation ainsi transformée le -
ihéoréme de Cauchy-Kowalewski, en résolvant celle-ci par rapport
id -
@ 53 (6, al.
Le probléme de Om:orv étant résolu, on peut calculer les dérivées
successives de z en un point quelconque de la courbe C. On obtiendra,
?:.. exemple, les quatre dérivées du troisidme ordre par le systéme

suivant de cing équations, dont le déterminant est de rang 4.
Soient «

Bz dz Bz #z
= = = = ——-
A B dxtdy ! oz N.v\» ' b ay3

T a9t

Diftérentions 'équation (1) successivement par rapport a z et & y;
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il vient

of 9 . .9 I i g¥ o _
(3) TNL oz TP 'm+h%+> +B% C% =
,QV ﬁm\mﬂ\“— ;.w\\ I.M.Ta%t.“\'..w .\.TO\.TUW.\n.Uo.

Dans la suite, nous utiliserons également les notations suivantes :

af of of . of
Aﬂwv 9z .Iq% - l.lwm,

Awm\mv w\e .M e.m

Pour calculer A, B, G, D, nous devons joindre aux équations (3)
et (4) les relations suivantes :

h) Adx +Bdy—dr=o,
(6) Bdz + Cdy — ds = o,
(7) Cdz +Ddy —dt =o.

Les équations (3), (4), (5), (6) et (7) forment un systéme de
cing équations aux quatre inconnues A, B, G, D, dont le tableau des

coefficients est de rang 4, le déterminant étant précisément le
D(f, & h)
D(r, s, 0)
trerail par récurrence que le systdme qui permet de calculer les
dérivées d’ordre n admet pour déterminant une puissance du déter-
minant précédent.

déterminant » que nous avons défini plus haut. On démon-

2. Supposons maintenant, au contraire, que le déterminant
P 1 s

(8) Uu—%q'll..lﬁm\wuﬂ“ va m.\\a dy? — L\u dz dy + @&&NI o
et soil encore 5 = 9 (&, ¥ ) 'équation d’une surface intégrale S.
L’équation (8) représente la projection sur le plan des zy de deux
familles de courbes tracées sur la surface S. Ces courbes sont les
courbes caractéristiques. Le long de ces courbes, on ne¢ peut
résoudre le problemeé de Cauchy : il y a en général une infinité de
surfaces intégrales, dépendant d’une ou de plusieurs constantes
arbitraircs et passant par l'une de ces courbes. D’ailleurs le
systéme (1)~(2) de trois équations 3 trois inconnues est ici de rang 2
et présente par suite une indétermination que nous préciserons plus
loin.

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 8

Montrons, d’autre part, que I'on peut engendrer une surface =
intégrale S 4 l'aide des courbes caractéristiques. En effet, I'équa-~
tion (8) qui les définit, est du second degré : par chaque pointde la
surface S, il passe une courbe de chaque famille. 1l suffit donc de
faire varier I'une d’elles, de fagon qu’elle rencontre constamment la
seconde, pour qu’elle engendre la surface S.
~ On peut parvenir a la notion de courbe caractéristique d’une
manié¢re un peu différente. Une courbe caractéristique d’apres
Cauchy, est une courbe tracée sur une surface S, le long de laquelle
les dérivées du troisiéme ordre ne sont pas délerminées par les diff¢-
rentielles dz, dy, dr, ds, dt, les différentielles dz, dp, dg se calculant
par les relations connues

dz = pdr+ qdy,
(9) dp = rdr + sdy,
- dg = sdr+ tdy.

Le sysitme des équations (3), (4), (5), (6) et (7) qui sert a
calculer les dérivées troisitmes est de rang 3, le long d’une courbe
caractéristique. Mais pour qu’il soit indéterminég, il mm:: en outre que
les conditions suivantes soient vérifiées :

dfy of 9f
dz) 95 ot °
(10) —dr dy o o |=o,

—ds dx dy o
—dt o dr dy

o (LY 2L U
A &.v\v ds ot
(1) dr —dr [ 0o | =o.
o —ds dy o
0 —dt dxr dy .
Les conditions (10) et (11) m&oléar aprés développement et
\. .\ &v\w.T e Su-
remplacement de - wma 2z dy » valeur donnée par (8)
(10") A&\v&&&<+m\&x&%...t\&a&&.“oq
(1) A&\v&&&v\.*. .M&«&.%.T .\&&&Ho.
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. Le —oum d’une courbe nﬁ.mn&.._w:mzm. les huit mona:obm Z, ¥y % Py
g, 1, s, t satisfont aux six relatons (1), AmY {9) et (10), a:—
constituent le systéme (12)
i Je, y, 5, py g, 1,5, 1) =0,
Pwu\.m&.v; — B\l, dz dy + t\. dz? = o,
ar
w&&.fw&%l.&.u =o0,
rdz + sdy —dp =o,
sdr + :Ql.k.wﬂo,

(i) ¢

&;,\..‘\ i
, ANMV&&. dy + 5= drdy + S dsde = o.

oy d
{’équation (8) est du second degré en Nw\ elle admet donc
deux racines 24, A2, auxquelles oouwowvobmmba deux systémes de
caractéristiques. En la divisant par dy, on peut donner a I'équa-
tion (10') 'une ou l'autre des deux formes suivantes ( pour le systéme

correspondant 2 la racine ) :

A&\V&&Jﬁ m\.&.ﬁ L ‘&&u =0,

dr ), ot
daf Y ur =
| A~\~.v&~+ o T,? .Llu,w&uv =

On a pu remarquer que nous n’avons fait figurer dans le systéme (12) -

que la seule équation (10). Clest parce que _da:imomu (r1) n’est.pas
en realité indépendante de celle-ci. En effet, en ajoutant la rela-
tion A_o ) divisée par dy et la relation (11") divisée ?:. dx, on a’

af af

’

J / Jf

(3 df= H.;&.‘T \ﬂ\\. —+ LtAE dor +q dy) + &»?.%«.:Tm&u\v
L , ;\ of o
tw (s +tdy) + = dr+ 75 ds + =~ o &Wo

En définitive, unc multiplicité caractéristique, o,omeTm:é, le
systeme considérd: des huit variables dé¢fini le long d’une courbe
caractéristique, satisfait au systéme (12) de six ¢quations. La solution
dépend donc d’une fonction arbitraire. N

3. Nous avons supposé, pour établir le systéme (12), que les

\ . . ,
dérivies \w\%, .u\\x‘ ¢laient différentes de zéro.

.z;o_:.:oz DES 3.;...83 §. iu_iﬂ 23.—?5

“Si I\. \ sont m_m.m_.aimm de umwo. %m. mzﬁa a 3 aﬁ ?6259

ar
%pm-.BEwns oonéuwzam déduits du guoos mon aoammegﬂ des
équations (3), (4), (5), (6) et (7): on obtient immédiatement ym«,
équations -des deux systtmes de caractéristiques, V'dquation (8) mm .
décomposant en :

9 aif
dy = o, M.m&.»\|.%m.&&umc.

Equations du premier systéme : A
\.«Icu

af af” -
. wlw'é T dw = .:
h \‘%&s.,T&&G\I.&NH,P
rdz - sdy —dp =o,
sdz + tdy — dg = o,

(%) Far=o

‘—wazmaozm du deuxidme systéme :

.\."Ca

&.Vﬂu:,q

pdx—dz=o,

(15) ; - rdz—dp=o,
, sdz —dg=o,

AM&I\MV&&.T \&w.... .M.&a".o.
Comme dans le cas général, on wc_: 85@?8.. la dernidre équa-

tion (14) par &\ of

et la dernitre équation ( &v.?:.
m.l.“.\v .\.&«.f .\.&s“: . .A

i 9 it

sont simultanément nulles, Péquation (3) se décom-

pose en dz = o, &\ =0, et I'on obtient les équations suivantes mva.
les deux sysi¢mes de caractéristiques :

-
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Premier systéme :

5 .\."Ov
dx = o,

gdy —dz=o,

(16) sdy—dp =o,
tdy —dg =o,

af of .
A&dv dy+ % ar=o;

Deuxiéme systéme :

/ J =19

) dy = o,

pde—dz =o,

(17) : ‘ rds — dp = o,
sdx —dp = o,

A%mv&&.r.w“..&aﬂow

*

_amno_._:m._.ommacamo:m?33?3 wo_:smz o?oaoiw_so@mmgmw@ou
tivement par , ;

AN g+ gs = (¥ U 4 — )

AM@:VN\«@ ITUM.NN.@IC et Aﬂv&nﬁl_lwﬂ‘a&n':. .

o

| J— nwnmnaonwuﬁaaau du premier ordre (1).

4. Pour certains types %ma:mzoau/m_ se peut que les trois premidres
¢quations (12), comple tenu des deux dernitres, se réduisent au
- premier ordre, c’est-d-dire ne dépendent que de z, ¥, 2, p, g et de
leurs différentielles. De telles équations admettent des caractéris-

tiques du premier ordre.. Dans ce cas, I'indétermination pour les

dérivées du troisiéme ordre, vue au paragraphe précédent, se
rencontre dés le second ordre. o

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une équation
S(&, 5, 5, Py g, 75 5, t) = o admetté des caractéristiques du premier

(') Elles sont connues de ceux qui g'intéressent & Pintégration graphique des
équations du type hyperbolique, sous le- nom de caractéristiques du second ordre
,mo Monge.

INTEGRATION DES EQUATIONS: AUX DERIVEES PARTIELLES

ordre est donc que le systéme

(18) ) . : w&.auTm,&.vx.J..&%u‘nu&».,,
. sde+tdy — dg=o,

ot Von considére r, s, ¢ comme inconnues, soit indéterminé.
Tirant, par exemple, r et ¢ des deux dernidres équations et portant ;
ces valeurs dans la premiére, celle-ci doit se réduire a une identité.
En considérant r, s, t comme des coordonnées courantes, on obtient
facilement une interprétation géométrique de ce résultat. Les deux
dernidres équations (18) représentent une droite paralléle & une
génératrice du cone d’équation « a .

(19) . rt—st'=o.

D’6u les différents cas possibles ‘
1° L'équation A,_,v_.mwammua .:: plan, dont nous écrirons I'équation
(20) ) ra (RS Mhat+M=0, |
out A4, As, M sont des fonctions de x, y, 5, p; ¢. N
L’équation (8) s’écrit h
(21) dy?— (h+ wnv%&%u..»;u&.sn,ﬂd.,

 Les deux systémes de caractéristiques, qui sont du premier ordre,
sont donc définis par :

dy —Mdz =0, - dy—ldr=o0. N

Pour former les ¢quations de ces deux systémes, il suffit d’écrire
que les trois plans , .
; ..+Awﬁ+y»va+w_y.~+gﬂc.

dp —rde —sdy =o,
dg — sdx — tdy = o

».9.5@55;?mmnom::bmm?m.m,om?w..&_.m n_:.m_mmnmzx %amnB?mEm
suivants sont nuls : B ‘

D VTIE VD Y W

dz - dy o = 0,

o dx dy
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ce qui redonne I'équation (21), et -
=M Ak M
&E &;Y o =0,
dgq dz dy
qui s’écrit
—Mdyr+ rA:dp &..n..IC;..T ) dpdy — Ml dgdy =o.

Mu 3:.1»@.:: dy successivement .@mw Aidz et Aadz, on ~ ent
les équations des deux systdmes :
Premier systdme :
dy — )\ dz =o,
(22) dp + hsdg +Mdzx = o,
dz — p de — g dy = o;

Deuxi¢me systéme :

‘ dy — Xy dx = o,
dp+ 21 dg +Mdx =o,
ds — pdr—.qgdy =o.

(22')

2* L'équation (1) représente une quadrique »&Emzm:s le cone (1g)
pour céne asymptote. Les deux systémes de caractéristiques sont du
premiecr ordre. Ces équations sont dites de gcbmmd)i@»% nous les
écrirons sous la forme

(3 (r—A)(¢—D)—(s—B)(s—C)=o,

A, B, G, D étant des fonctions de z, y, s, Py q et ot I'on a mis les
géndratrices rectilignes en évidence.

Pour définir les caractéristiques, il suffit d’écrire que la droite
M dp —rdz —sdy = o,

(4
o ) dg— sde —tdy =o

est unc génératrice de la quadrique (23). En prenant les deux
systemes de mm:«.;adomm on obtient les deux systémes de caracté-
~..m..5.8m..

Les ccamz.:._oem s’écrivent

) {r=A=2G-D)
B | s—C=Xx(z—D);
A.mm\.« ) “ \.|>“‘T?"Ovu .
T . ;.'.l..uwnut.An-IUv,.

\

. &%ﬂ»&a...w&\,.. EE R

(26) ; dg=Cdz+Ddy, L
; ds= p dz + gdy;
T (dp=Adz~+ Cdy,
(26") : dq = Bdz + D dy,
dz = pdz + g dy,

auxquelles on a s&o—i la relation ‘ i
dz=pdz+q &R

3° L’équation (1) représente une surface développable, admettant
le cone (rg) pour cone directeur. Les deux m%ﬁwsaw de caracté-
ristiques sont confondus en un m@& qui est du ?.o::ﬁ. ordre.
Soient : o :

r+2ms+to(m, 2.y, 3, p, )+ Y(m, z, y, 3, p, Qvﬂov

(27) % N
.w.«.T«MN *+Sn =9

les ¢quations des génératrices de la surface développable. En identi-
fiant ces mm:m:oum avec (24), on trouve que ¢ doit vérifier I'équation

am

G& S A%vlas}v...:lc.

C’est une équation de Clairaut, dont la seule mo?:o: non linéaire
est ¢ == m?.
Les équations (27) prennent alors la forme
r-2ms 4+ tmt+ $(m)=o,

{2¢ 7
(29) T.n::.TII.Wﬂo
mms

et les o&:w:onm des cm;o&:m:n:om %mcwima en _uo—:.mc_ﬁ_b”.
I'identification avec (24),

- ° ) &N..\v\
Nﬁ!lwﬂw-
, dp 19
Awe Ns....fl.mSMM‘!ou
d9 Lo _,
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“auxquelles on adjoint
o ds

- dz =PI

Remarque. — En écrivant, comme d’habitude, que le déterminant

onel: D(¢19293%+) O : .
fonctionnel D(r, s £, m) est nul, ou l'on a womm :
P1=17-+25m + tmr+ ¢,
1 Y
. = t - =t
P2=S IR S o

91=rdz +sdy —dp,
o= sdx + tdy —dgq,

on retrouve pour I'équation des amﬂwn&imma:wm s (dy —mdz)=o0,

ce qui montre que les caractéristiques sont confondues:

4° L'équation (1) représente une surface réglée, w&:mp:.:: le
cone (i9) wo_:. cone directeur. Un des sysidmes de caractéristiques

est du premier ordre, I'autre est du second ordre. Pour obtenir les’

équations des caractéristiques du vnoE_mw ordre, on mou.: a:m la
droite (24) est une génératrice de la surface.

5° L'équation (1) est quelconque. Les deux m%mawSom de caracté-
,:mwazmm sont du secondordre.

Remai Q:m. — Toutes ces formes se conservant par des transfor-
mations de contact, il est possible de trouver dans chaque cas, des
formes réduites; ainsi pour les équations de Monge-Ampére, on peut
annuler un des quatre coefficients A, B, G, D.

.1 :.o:m reste 4 étudier le cas ol les deux systémes de caracté-
Em:mcom sont oonmoumcm. c’est-a-dire ol ~.3:m:obA 1) est telle que
la relation

(31)
soit vérifice.
Cette m&:mzon est une équation aux dérivées partielles du premicr
ordre, qui exprime que (1) est 'équation d’une surface développable,
~ dont le plan tangent reste paralléle au plan tangent du cone (19). Le
systéme unique ‘de caractéristiques est donc du premier ordre,
puisque- les génératrices sont paralleles a celles Qc cobne (19). On
retrouve donc le wo du numéro précédent.

Js or

(- %

4

INTEGRATION DES n@:.azm AUX
6. Nous avons défini les caractéri gc
les courbes le long %ﬂsmzam une dé
indéterminée. De cette définition résulté qu
tiqgue du premier ordre, il passe une 5\@:& &a 2: acté a&ﬂg,
du second ordre.
En effet, les éléments du second cag sont %SHBE% m;;. _mm;
trois dernieres équations (12). Si 'on élimine deux des trois dérivées

_du second ordre, il reste une équation différentielle du preinier ordre -
“pour déterminer la troisidme, le oom».mo.obn de la &m‘mamuzﬁmm étant

différent de zéro, si la relation (31) n'est pas vérifiée, ¢ mm?pcm:.o si
—mm owamnaﬁm:aﬁmm ‘sont m_mﬁboam. ,Wsm— &oﬂ? m:-mac tune mmm

“dérivées du second ordre est déterminée par une équation différen-

tielle du premier ordre, il y a une infinité de solutions nmvoummg

“d’une constante arbitraire, ce qui démontre la m:.owom_:o?

Soient en mm.mn rwm trois m&:mzoam

...&.H.Tu&b\l&%lo.
sdz+tdy —dgq=o,

A v&.saw?f .\.&u\&&.f \,&&,&h.lo.

3_.&, ,

H:.oam par mum.sm;m rde —s w%n:wg ete %w _w waoonmm :

&%I.:G\ N@lu&&
re= e e

n"A

- La troisiéme masmaan devient:
- | ] ,
(33) w%\m&a&%l_r \%&Q&R.T \A&ﬁlu&%v&\xx%ﬂ.a&s&%

of . [dp—sdty—dsdy (dp—sdy)dz) of g o
+|.&—“,. &.s — T (do)y &&a&n 9

dans laquelle z, y, z, p, ¢ sont ou?.::mm en ».ouo:cu d’un wmgs@ﬁda
qui définit la courbe. : v
Le coefficient de ds est.

of (dyy _df
— % T Y%

- ‘ |
d
Il n’est nul que s1 &Mv = mM n’ woﬁwun cette valeur dans _&agn
ar

MEMORIAL DES $C. MATH, — N* 120, - .
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tion (8), il vient

~ —

9

20 o % o,
ot ds af
or

expression qui, rendue rationnelle, n'est autre que I'équation (31).
On retrouve bien ainsi les résultats annoncés, \

7. Si Péquation (31) est vérifige, Péquation (33) :Jmn‘mncm une .

¢quation différentielle et elle n’admet plus une infinité de - ~utions.
- Le théoréme précédent est donc en défaut. ‘
Exceptionnellement, il se pourra que Péquation (33) soit identi-
‘quement vérifiée ; 14 encore, Ia caractéristique du premier ordre sera
contenue dans une . infinité de caractéristiques du second ordre,
dépendant, cette fois, d’une fonction arbitraire : Ia valeur d’une des
trois dérivées secondes. - - - .

. Caractéristiques d’ordre supérieur.

8. On peut considérer les valeurs prises par les dérivées d’ordre 7,
le long d’unc caractéristique. Les équations de cette caractéristique
s’établissent comme plus haut. o

Par exemple, au troisieme ordre, nous considérons les trois
dérivées secondes de Péquation (1)

a&f A%\V L,nm\ Pz df oz If Pz

dx2 T\ dx? or  dzt * o5 Iz3 dy *or o Jy? =0
. @ f Af N A Bz Af Bz of s
iz g = . : N A - =
(34) dax dy ,A&H&NVIT o IBdy T Is ant T drdp @

.- Af (RSN df Pz df &z of Pz
7 Aunmv +or dzidy T g gt T o o+ =

D’aulre part, en écrivant les différentielles totales des quatre
dérivées du troisidme ordre, on obtient les relations suivantes :

. Ldvz )tz
~\>‘ = UM»( KN&. = e s\% a&.v\u
- dvz ‘vz
dB = TETIy d + Fre dy,
- diz dtz
dG == e dx -+ by &.Nv
3 s
dD = k. dx + 9z dy.

“drdy dy

) B ,?a%

INTEGRATION DES ngpqg,ﬂﬁmunu.wmnw_w

Les relations (34) prenneat alors Ia mo-.!a uﬁﬁas
, drfN Cof dA. dB
) ~F mm.twm. dy T

#f N\ Jdf dB  df dC .

& 9f dC df dD
Aywm_v +%a|a+u.~.a|x

- Les équations (5), (6), (7), (12) et mwmv.w.o_np ~wm équations: des

= 0.,

caractéristiques ‘du troisitme ordre. Ces douze équations entre les
douze variables x; y, z,p, ¢, 1, 3, ¢, ,mw.ﬂ,,ww.ﬂ,.w.ﬁ‘ mm.én_aawmwmy
réalité & dix par un calcul analogue a celni‘du n®*'2. De I mame

manidre, 4 Pordre n, on obtient toujours deux relations de moins
que de variables. o e
En définitive, si' les caractéristiques sont distinctes, par une

caractéristique d’ordre », il passe une infinité de nwgnammmnaamﬂ
d’ordre n +- 1, dépendant d’une constante nl,umﬂ&ud. Ce e

-9. De l'indétermination précédente, il résulte que par une caracté-

fonction arbitraire : la valeur & laquelle elles se réduisent en un w&_,:
de la caraciéristique [8]. : : :

ristique, il passe une infinité de surfaces intdgrales, dépendant d'une o

De méme, par deux gamqmm,mawaw appartenant & chacun des-

deux systdmes et ayant un élément commun, il passe une sar
intégrale unique. ; . ‘

Dans le cas des équations de Monge-Ampére, lo théoréme précé-

dent s'applique, bien entendu, aux caractéristiques du - premier
ordre. : o :
i B. — INvaRiANrS BY INVOLUTIONS. -
I. — Intégrales intermédiaires. -

10. La méthode générale de résolution des équations (1) consiste

a chercher 4 intégrer le systéme différcntiel (12). Si l'on opére sur .
les trois premiéres équations seulement, on obtient, quand la méthode

réussit, une intégrale ; L -
(36) , JWAQ,V\» 3 p,g)=0 I -
que I'on mwg:m intégrale intermédiaire.
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Ces intégrales intermédiaires me sont autres que ce gue nous
appellerons des invariants du premier ordre, Pordre des dérivées

qui y figurent indiquant P'ordre de I'invariant. Nous aurons affaire a

un mvariant proprement dit si les relations sont vérifies sans
tenir compte de l'équation (36), & une involution dans le cas
contraire (). ,

:.—sg._.wmsm:rowaworo:mm,zoummﬁo:bmem_maoz Awmv,moi
loutes les intégrales appartiennent a 1'équation M.v

Les caractéristiques de 'équation (36) doivent étre nm;m&lm:a_.mw
de I'équation (1), qui, par conséquent, admet des caractéristique: 1
premier ordre. L’¢quation (1) doit donc étre trés particuliere (voir
plus haut, A, §II. :

Les caracléristiques de 'équation (36) sont définies par

(37) &]&HW&I —dp  —dg
, NN TV N TNV
dp dq Jz " Paz 9 TG

Pour ‘définir la fonction-V, on remplacera donc, .dans les équa-

. - . . Q% %Q M
respectivement. V' salisfait donc & un systeme d’équations simul-
lanées du premier ordre. i

L’équation (1) admettant ici des caractéristiques du premier ordre,
les équations de celles-ci sont formées de deux relations linéaires et
homogénes en dz, dy, dp, dg. Si ces deux relations, ou I'on a

. PARA A oV - g
me_mna&&&&&mlLllulAl 20N, — (Y %Y
OMPplace &%, 4 <ps TP 5y —\ G TP ) —\g T 93)
forment un sysiéme en involution, la solution dépend de deux
constantes arbitraires

. ‘ J . .
tions (12), dz, &.3 dp, &Qwﬁ.lm' va — AWW. +EWMV.,AWW +mm<v

(38) V(z, ¥, 5 p, q, C,, C) =0
et Pon en déduit I'intégrale générale en posant

(39) . = Ca= 9(Cy).

(1) Le mot d'involution sert & désigner le cas ol la solution du s stéme présent
le plus haut degré de généralité. w presente

(fo) -~ ettt EY

En éliminant C, et Cy entre (38), (39) et (40), on obtient Pinté-
grale générale. Ces trois équations donnent aussi la solution du
probléme de Cauchy. I est possible, dans ce cas, de préciser la
forme de ’équation (1), qui jouit de cette propriété [7, b].

Il'se peut que la fonction V ne dépende que d’une constante arbi- .
traire ou méme d’aucune; c’est alors une « involution », les équa-

s av oV - (dV avV\ - [oV OVY ‘
_Bum en -y —~— ‘A.Mm .,T%umv. ‘A.tﬂ +Qwumv, bc::-.n vérifiées

dp dq
qu'en tenant compte de V=0. |

IL. — Invariants et involutions du second ordre et d’ordre supérieur. .

12. Etant donnée une équation \
Q)  f@mrapan &_w,s‘u o,
cherchons A quelles oobmmao& :nm‘&maumm,im 4quation
(41) oWz y, 5P g1y 8 E)=0

peut avoir des intégrales communes avec la premiére. .
Différentions ces deux équations, en désignant par A, B, G, D les -
dérivées du troisi¢me ordre : - ‘ ,

m\‘m\ Q\Am\ m\ .»N m\l
Mm.fmln.ﬁ.fumﬁ.fmlmh.r Mw.kw.f%_w.....mmoiou
of of _of o I o Iy
m.w\.Tmlnm.Tu\lv.aL..st»T,mﬂwnT%onv Mm—uio“

Aawv ! .
de - de dy dy dy de a9
MﬂilMMNuLlQﬂﬂilWMhLoNﬂ.»Ll Umw...l nwhﬁllcu
dy dep = de de dp de de .

On a donc un systéme de quatre équations linéaires aux quatre
inconnues A, B, G, D. Si I'on veut que les équations (1) et (41) aient.
des intégrales communes, il est nécessaire que le systéme précédent
soil indéterminé. v
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D’ott la premiére condition

o o of
or ds % °
(43) i : =0
% dy 09
t-..tmﬁc
o 92 92 o
dr ds ot

ct, reprenant les notations,

Ah I.uti \ t. %
el = ITQN%ITQ.{MuATQ’Qxh“

A d J " J Jd J
aer.vl\ %Il-v\. MMQIT,lthIIN-
la deuxiéme

U (N of
ar dz o °
(%) 4 4
) A

dp (dp\ dyp
\E dx ot ¢ .
0 A v 95  dy

- \dy/ ds ot

?

I’équation (43) mN@EE@ que les équations 9:.&855:2 des
caractéristiques des deux équations ont une racine commune. Donc,
en chaque point, il faut que les deux équations m_mba une &wmo:cb
de caractéristique commune.

En développant I'équation (44), on I’ mE.:.m
0 YR A 495D~

Ces conditions (43) et (44), qui sont nécessaires, ‘sont évidem-
ment suffisantes.

Si ces conditions sont <c5mmmm. sans_tenir compte de I'équa-
, tion (41), on peut remplacer celle-ci par

Am—\v ﬁﬂﬁ.ub\u LP g7, Nv"O

et Uon a alors affaire a un invariant.

~tenant 3815 de Fﬁgcg ;& e......o‘ 0 ast &3&

Si, au contraire, les conditions. 33 et Sbv ne

13. On retrouve pour la caractéristique 85555 aux %su Q—ET
tions (1) et (41), les propriéiés des caractéristiques que nous avons
établies au chapitre I ch pour une séule équation, puisque nous -
retrouvons la propriélé qui nous a servi de définition : —,S&Swgp
nation des dérivées du troisidme ordre. :

On obtient les équations différentielles de la o.:.ea&:m:ﬁo
commune, comme on a obtenu le systéme ? 2), en remplagant 'équa-

tion

\&&u t.\%&,s&.v.n.. m.\m,&.s»ﬂo

par .
%«I. Adr = aq,

7. élant Ia racine commune & cette équation et 3 _,3_::?& analogue

I, 9% v
5&_ ltsh&&&...» &.u.i.c.

la derniére ma:m:ob du systéme (12) élant remplaeée m;:. rﬁ
" On a ainsi un systéme de scpt équationsa hnit variables : -

N

M=y, 3, p, 9,1 aeﬂo

o(z, ¥, 2, p,q, 1 5, t) =0,

dy — kdz = o,

sas S %&&L.w&.&‘&ulo,
45) . :

; ; rdz +sdy —dp=o,

sde+tdy —dg=o,

R @ (@R SER B R H =

pour définir les’ oﬁ.mo&ﬂm:a:ov : -
Les intégrales singulieres sont définics, m_ elles existent, par _om.

relations

D(f, ev.l. D(/, ¢) D(f, 9) = o.

D5y~ D) " D)

Si ces relations sont vérifiées, les n.mmoanm.uoim a: ==Em31.¢.
cédent sont en défaut et ces intigrales doivent étre cherchées dans
chaque cas particulier.
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14. D’une fagon analogue, en écrivant les équations des caracté-
ristiques d’ordre n et les squations déduites par différentiation de -
(46) i : QA.&..%\V 5P ..JW_H.I\N.nq Tty W.MMV”P
on doit obtenir un systeme indéterming par rapport aux dérivées
d’ordre le plus élevé. La relation (46) est alors en involution avec
Péquation (1). Suivant que ¢ vérifie les équations de I'un ou de
Pautre systéme de caractéristiques, on dira qu’il est relatif 4 I'un ou
Paatre de ces systémes. Si nous obtenons une solution sans tenir
compte de 'équation (46), ¢ sera un ineariant. Ce sera une involu-
tion dans le cas contraire.

.

CHAPITRE 11.

INTEGRATION DES' FQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE
PAR L'USAGE EXPLICITE DES . CARACTERISTIQUES b’ A MPERE.

I. — La Méthode d’Ampére.

13. Nous rappellerons bri¢vement, telle qu'elle s¢ trouve exposée
dans les Ouvrages classiques | 7 c], la méthode d’Ampere.

Supposons 'intégrale générale de P’équation
(1) . .\‘A&.. Vs By Py g, Iy 5, L) =0,

écrite sous la forme

(o=l B, 8 F ), Y(B; s (0, ey 1 ()
(2) §y=Jales B 9(a), 4(B); 9/ (@), $(B); -5 9 (a), ..., 49 (BY],
== /ala 55 9(2), (805 9(2), ¥(B); ... (), ... gion(BY]

- D’aprés Ampere, 'équation sera de premiére classe, si les for-
mules (2) représentent I'intégrale générale de I'équation (1), les
fonctions ¢ et ¢ étant arbitraires. ;
La waBmS:m fondamentale ’Ampere est la suivante : si Pon donne
4 ¢ et ¢ des formes particulidres, la surface intégrale ainsi définie
admet comme courbes caractéristiques, les deux familles de
courbes a = const., 3 = const.

En effet, considérons deux surfaces S et §' correspondant a la
méme fonction ¢ et & deux fonctions ¢ et ® telles que p et g aient la

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES ,..suﬂarruu..

méme valeur pour les deux surfaces. Les deux surfaces S et §' sont
donc tangentes tout le long d'une courbe o = a,, ce qui démontre la

- ’

propriété énoncée. —— s

16. De ce qui précéde, Ampeére déduit une méthode nmu&mu&mcﬁ
qui n’est pas, au fond, différente de la méthode classique par inté-

“gration des équations des caractéristiques. 11 prend comme variables

indépendantes, non plus z et y, mais et x.
De :
dz = pdz +qdy,
dp = rdzx + s dy, )
dq = sdx + tdy, - . 3

on déduit, avec les nouvelles variables

Jdz dy dz dy dp . 9y -

dz P55 RTI% 9s TV
dq A dq _ Iy
dr =St da = 9 ;

Les trois derni¢res équations donnent r, s, ¢, En substituant ces
99
L . . . . da .
valeurs dans I'équation (1), celle-ci devient un polynome en 5
doit ‘étre identiquement nul, puisqu’on peut toujours remplacer o
par ¢(«). Les équations obtenues en annulant les coefficients de ce
polynome, ne sont autres que les équations des caractéristiques du
premier ordre, puisqu’elles expriment que la droite
Jp ady dq
T = — P =
oz = "oz oz = "oz
(ot r, s, ¢ sont les coordonnées courantes) est située tout entidre sur

la surface (1).

17. Ampere n’a pas dépassé dans les applications de sa théorie, _o
cas des intégrales de premidre classe. S’il a su pousser trés ~o_.=
I'étude des équations de Monge-Ampere et leur appliquer, en parti-
culier, avec succeés la transformation de contact qui porte son nom,
il n’a pas abordé dans les applications de sa théorie générale, le cas
des équations admettant des caractéristiques du second ordre. Mais,
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dans certains cas, il 4 su utiliser les <g=nv_om cardctéristiques a et
et non plus z et a : « Lorsque 8 ne peut étre exprimé dans Pintégrale
primitive par une fonction déterminée de z et a, il faut prendre «
et 8 pour variables indépendantes » [ 3]. .

il s’est parfaitement rendu compte de la puissance de sa méthode

4 une époque ot la recherche des intégrales intermédiaires était pour

ainsi dire, le seul procédé d'intégration des équations du second

ordre : « La méthode que j'emploie pour déduire les intégrales primi-

tives d’un trés grand nombre d’équations privées d’intégrales inter-
g q P 8

médiaires, est loin d’étre aussi générale qu’on pourrait le désirer; -

mais c’est du moins, un premier pas dans un genre de recherches
‘que je ne crois pas avoir éié tenté et a:_ me parait promettre de
conduire un jour i des résultats d’une toute autre importance que
ceux que j'en ai déduits jusqu’a présent » [ 3]

18. Les considérations qui précédent, permettent de retrouver la
distinction fondamentale entre caractéristiques du premier et du
second ordre : Si les dérivées du second ordre, calculées a partir des
formules (2), &:.mem::mam par rapportd z et B~

~

A% 92 9z dx A -
=25 e kTP I T

ne contiennent pas de nouvelles dérivées de ¢(a) et ¢(B), les valeurs
de r, s, t sont les mémes tout le long de la courbe a = ay, pour
toutes les surfaces intégrales tangentes a la premiére. On a donc
affaire & une caractéristique du second ordre.

Dans le cas contraire, les surfaces intégrales tangentes a la pre-
mit¢re le long de a = a,, dépendent d’une infinité de constantes
arbitraires et 'on a affaire & une caractéristique du premier ordre.

19. La méthode de Darboux est, dans un céertain sens, la généra-
lisation de celle Q.PE?«B, en étendant la notion de nmgogﬂmca:a
& un ordre acw_ooua._a Elle s’explique également bien, que 'on fasse
usage des variables x et y ou des variables o et 8. Dans le cas ot un

‘ m-.wzo

du = o, le long mo omzo nugoaﬁuﬁa:m
conslante et, m_ncm»ﬁ: mm Ia fonction arbitraire ﬁ: .&5 mine
peut poser & — a. : :

La méthode de Dmarosw réussit, rz.mn:? pour ormazo m%mz::é mm‘
caractéristiques, il existe deuz combinaisons intégrables u et ¢, la

~ deuxiéme esi alors une fonetion arbitraire de la premiere : v = P(a).

On opérera de méme pour le deuxidme systdme de caractéris-
:Q.ucm :

:.YIEEE&;.‘E-QE.. , ER

20. Drach écrit le mvﬁw:ﬁ (2) des aaz_n&zm:mzmm a laide des
variables « et 3, comme Pavait fait Darboux, mais sans se préoccuper
d’abord si 'on peut obtenir des combinaisons intégrables, pour.
déterminer ¢ et B en fonction de z et y. C’est, semble-t-il, 1a mgmg.
lisation prévue par Ampere a sa méthade. v -

Le systeéme (2) s’écrit donc, dans tous les cas ovil n’y a vmm de

caractéristiques du premier ordre (pour ce cas, ec«x plus loin § V),

p) ™ . o P .
3 FT=ni (3) %.L,Jm, . .
)z dx dy - @2 dx :
(4) MMI._I:EQ.N.,TQUM, - Aav 28~ %%-T@aﬁq
' /] - ds i ady . . t dj
3 () Z=rF s, (") xmww%+auw.
dg _ 9% oy , . %l 9z &
(6) da uwlﬂiuntﬁ , (6 a3 ’ n-Tn

(73 A.&H §+m\A +v..ivle | (7 A&\ , &,A%+r%vlc.

dx Jr dr % ar\d38

les équations de la derniére :msm, pouvant éire remplacées par

® (F) 55 (Ermi) =
et
(8) Nvallx?iﬂmvno

par un calcul en tous points analogue & celwi du n® 2.
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D’autre part, A&\ v et A &.“ v ont la méme signification qu’au cha-

pitre I; A, et A5 sont les racines de I'équation caractéristique

© e

2L =o.

Outre l'utilisation systématique des variables « et 3, 'idée fonda-
mentale est d’adjoindre au systéme (2) les conditions d’intégrabilité
pour z,y, 2, p, q, T, 5, £, _E:m de ces dernitres pouvant étre tirée

de I'équation (1).
Pour x, la question ne se pose pas

Px Pz
dad3 ~ JBdx

Pour y, on obtient I'équation

L[4 9= _ [ %l
tﬁtw da’ | 9% dp I.P‘

(X) , O )2
ou on a posé

d)_ &vwm@.fu ds 9 o
| da da ar da Js da :T%\_ da
A&v dde ddy Iz ddp I og

P |&M+&M+MM+@H. umy

J t&
T& + Ay uﬂ\ +(p+ ?3!- “+(r+ \;.wv&c.T@L. 33&%5

1l conviendra de’ bien distinguer entre ces deux symboles de
« dérivées complates », le symbole [ ]comprenant les dérivées par
rapport a toutes les <3.Ev_am Z, ¥, % Py q, T, 8, ¢, le symbole ()
ne comprenant pas les dérivations par rapport aux dérivées du
second ordre. ;

Pour z, nous obtenons

, dp dz _ dp v Jg oy dq oy

98 da T 92 I3 %Mlumwwlc
-ou ~ o

dx dx

[(r+2as) —(r+ V,ZTT?,an,nnvv;l?n.ly»&yi ox 33

»

0,

qui est vérifiée identiquement.
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Pour ? ‘nous obtenons

or da or o ,%@a, %%,

ou . ‘ ‘ C
N@A.&..LW %A&...; Js\ _ - - o
ox \ 93 Jnv 9B Juvlo, - S
ou, en utilisant (7) et ('), - .
A&\. dz dr 1 &.\. dx 1. _
)& 57— (%) &5 =

o S or o ‘

la condition est ici encore, identiquement vérifiée.

Pour g, le calcul est identique a celai de p.
Pour les dérivées du second ordre, nous pouvons toujours consi-

_ dérer 'une d’entre elles, r par exemple, comme calculée & P'aide des

autres variables dans I'équation (1 A )- U,mzs.o part, %mmz.wm les @QET
tions (8) et (8'), on peut o&o&onf et Iw en fonction de 2 a ma lm Les

dérivées de ¢ par rapport & « et 8 restent alors seules EE.E:&EQQQ%
avec celles de z, puisque les dérivées de y se calculent a 'aide mom
équations (3) et (3'), celles de z 4 'aide de (4) et (4'), celles mm pa
Paide de (5) et (5'), et celles de ¢ 4 'aide de (6) et (6'). -
Restent donc comme éléments paramétriques :.x, y, %, p, ¢,
deux dérivées du second ordre, s et ¢ par exemple, toutes les %w-émm
de x et ¢ par rapport & a seul et & 3 seul. ,
L’équation (X) et celles que 'on en déduit par %Eé:o:, per-
mettent de calculer les dérivées de 2 par rapport & « et 8 en fonction
des dérivées paramétriques, c’est-a-dire prises par rapport a a seul
ouBseul. o : i
Il nous reste a écrire la condition d’intégrabilité de s : pour cela,
nous dérivons par rapport a 8 et « Smwmnsésmua les équations Amv
et (8'). Elle s’écrit, en posant
& v
d
F= &“

, dr

gt [dr]oe  [dh] ot dF oz _[dF Yo _,
(T) T;IZV%&W H H_MMNIHHE%L.HNIWH_% _“&uu .,|c.
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" On peut calculer a partir ma cette dernidre équation, les dérivées
de ¢ par rapport a a et comme on a calculé celles mo z & partir de
ﬁﬁ:m:ob (X). o S . .

En définitive, les wm..m.:m:.am sont donc : =z, v, z, p, ¢q, 5, 4;
dx QP dx Iz 9t I gt ot
P \\u. %g .%'ﬁ.me....lﬁutﬁnu .v..v&w %,-.....u—gozmn.m Qm Qnm-d

vation m:@:a— il convient de s’arréter, sera déterminé par Pordre des
S%aoww-o:m étudides.

Le sysieme Abv de Drach est formé¢ du systeme (Z) et des équa-
tions (X) et (T). Ce systeme () est le systéme normal et son étude
remplace celle de y.mazmcoa (1). Il ‘comprend douze équations

pour déterminer les inconnues en fonction des éléments paramé-

dr dx It Jt

:,E:mm 92’ 95 g %,,o omeTm:.mmm a:m:,o fonctions arbitraires.

Le systtme étant invariant pour tout changement de « en ¢(«) et
de m en Y (f3), il reste deux fonctions arbitraires.

‘¢tude de I'équation (1) ou du systeme (&) ne sont pas deux pro-
Ec:_mm équivalents : on ne peul, en effet, pas déduire de (1) tous les
¢léments de (R), alors que l'inverse est possible. De méme, pour les
relations d’ordre supérieur, la dérivation de (1) ajoute deux dérivées

, :o__é:om alors que celle de () en ajoute quatre, cette circonstance
provenant de l'invariance Qm (R) pour le changement de « en \Anv

ou de B en %Auv

"I, — F«»l&?w et involutions.
N . N N -
21. Comme dans la théorie classique, nous chercherons a déter-
mincr des invariants pour 'une ou l'autre ongnazm:ag, clest-
a-dire des relations :

’ dr Pz . ta.s. Jdr iz Iz

(10) @A& W HP D6 5o~ U Gan? 93 9 Y %:...
o ot 92t Pt ot oIt art (2)
. «\u daz’ tﬂ@.tn..:n, ..J%c. =*

_ qui soient compatibles avec le systéme (Q).

'un invariant ®, relatif a la o»nmn&lﬁi:m a,

%m., ..../mm, -+ par BEE..; B.

 Montrons d’abord qu
ne dépend pas des dérivées

_z.—.uﬂnb.zoz ﬁnw nccrﬂgu

@b _ [dbTds

a2 g - mm_ (3 ?

, - +< . @7*48
‘ LY tn...l o

J

G e
~en désignant par n Pordre de Ia’ %E:S.m %248 mo z, et P aazm % w ,
la derniere dérivée de ¢ par rapport a 8. o
L’expression (11) doit étre vérifide, aﬁa:mm que 8:&: les 4&2:,.@ ,
des dérivées waEm:.:m:mm‘ &.op il résulte asa , S

JP

(%)

=0 et

dnx

- Donc @ ne dépend pas de 2= T ni de %7 % mb Q.mﬁ_:g.aa se %3

a _.o.iam n—1 et p—1; de proche en Eo«r? on <o= que :

Un invariant relati f & une a&&a&mﬁazaaa est 5&%«:&&:« &«a
‘dérivées paramétriques relatives a l'autre.
® s’écrira donc

o ® ) dr drx e Br g\
Cow &v.b.ﬁv@.a,«.%n. Qn»,.... tn;.tﬁ. tn.“....Umm‘ I,eahw@

(11) deviendra o L
o B s

9@  garigp T g
tAmul&.v mna&u, V .T...

e

dar

b &=+; i N )
+ Aa:v g A o _%v.wnc.
==
dan o
Nz Pz gy

4
Les dérivées 5- ik mﬂl.%. "t Gaugy o€ on_.nEa:n » partir de 1 3:«1

tion (X) et sont lihéaires et vo:.omwnom en Mm et umv les cca?o_oﬁm

drx - 94t
de ces deux termes étant eux-mémes _Emn:.@m on —— ' an et .ﬂ.
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En eflet, P'équation (X) s owwro:m de la maniére suivante :

(M= v%% @h +r§. (P + g vww. +?.+,ciwm,
+?+;_v$u_wm Wm

ﬁw + A 52 I +€ +§Ls,_ +?+3,uvww_
(o]

ar da 03 Jr OB Jx
- AE,N ds dx  dhy ds e‘.sv

A&,m Jor dx dahy or m.&.v
-+

ds du df ds d8 da,
N A%y. ot dxr  Jiy It m&v

dt du J3 . It I3 oa

o

. dr dr ds ds
ou les expressions :

a2’ 73 9a’ 9 s’expriment linéairement aussi
(] 37 )
dr ot t.& ot

hbod it : . ; = w
en —-, -~ pour les dérivées par rapport a a et en a3 g pour les
dérivées par rapport a B, le calcul se faisant a ?:._:. des équa-

tions (7), (7') et (8), (8').

En définttive,

Nz dat\ dx dx & :

da JB AP!AlTw\.vwmuTOM dJp’

ot A, B, G sont fonctions de z, y, z, p, ¢, 1, s, L.
En différentiant par rapport a «

= (AT n O [A] % (4] 2 (a2 oz e
.\ﬁwtwlﬁw da? da? ﬁ&n nuT da %ﬁ.T A |th a3

" dx Jdt\ dr dt dz d2t —&J m& ot oJx ot
C ..A v -+

ALn+By M%L.o&%& % 95 T CUmap

da

. TdA dB 1C :
Dans cette cxpression T«ﬂ% T&ng TMm“_ sont &Fm-ioim?

ST dr ot a9t
linéaires et homogeénes en \% 5, D’autre part, a i S calcule a par-
:  drz . .
tir de I'équation (T), comme JadB’ a partir de 'équation (X). Clest
dzx dt

aussi un polynome lindaire et roBomwua en d’une part et

dz dJt
cn 737 t.@

da’ da
y de Pautre.

i pour 5

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVERS PARTIELLES.

- i

Pz . ey !
Donce Jat g oSt ¢ . iy | ‘
oz. & , R PP
0 .
1° Linéaire et chommua en — % Pk g el
2° Les nommmﬁoam mo — t sont m:ﬂuBoBmm _Emw:.mm en %am
n %n . da?

et WHIM. les autres termes étant également de poids 2, c’est-d-dire for-

dx\2 dz dt [ Jdt\2
més des termes A%v ' 52 3’ Aumv .

Il est bien évident que le calcul que nous venons de détailler

[

3
pour h».w.n et mm% peut se ?:.m d’une manidre en tous points analogue

i a:I.».s & e a3t on+ig &
Qutn'...u ﬂatﬁ ..:.—mmvwné mamv0~=.%kmﬁ Qﬂntug...vg e

I'autre.
L’équation (11) prend donc, en mmmummé. la forme

ﬁ&&

(12) && . yﬁev &w + iev Im =0 :

et doit étre vérifiée, quelles que .mommi‘ les valeurs données aux
Jdz ot

~dérivées paramétriques 5 08’ 73" Donc (12) est mﬂ:i&ma au &G&Ea
AMP)=o, . R

w(®)=o, ‘

ol A et p sont deux équations linéaires aux %n:\mmm ?:.:m:mm en @,

La discussion de ce mmeEm est classique et 'on retrouve le n.mm.::;
de Darboux, relatif aux 5&:.5:8 d’ordre supérieur. -

13 w

oz
‘Jan
¢levé qui y figure. De Dinvariance de ® pour une transformation de «
en f(a), ot fest arbitraire, il résulte que ® est également linéaire

ant,
en 5; il résulie aussi que ® est rationnel par rapport aux dérivées

22. On peut supposer @ résolu en dérivée d’ordre le plus

de z et ten a; d’ordre E&Em:w a n. ® est formé de polynomes inva-
riants 3&&:\.& clest-d-dire multipliés par une méme expression
‘quand on effectue la transformation de « en f(a). Ces polynomes
sont donc' de méme poids par rapport aux dérivées de z et ¢ en &.
C’est de 12 que provient la nécessité d’une notation nouvelle pour les

dérivées partielles, tenant compte de la notion de wo:mw ainsi %mb_m.

MEMORIAL DEB 8C, MATH. — N* 139, : ]
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Premier ordre : ® est c._w la ».S.Eo

%&, .

Second ordre :

2
P 7t oA v+c§;&+nﬁ&v ..;LW._.O L H,

Jdaz da? da da da dx

o les coefficients sont des fonctions de z, y, z, \: q, s, t, qui ne
sont pas changés par la transformation de a en f().

Ainsi donc, les polynomes avec lesquels on forme les invariants ® -

sonl invariants er forme pour la transformation considérée de «
-en f(a). ‘
On obtiendra des invariants absolus en considérant des quotients
d’invariants relatifs de méme poids. -

23. De méme, on peut considérer des involutions
, dr dnr ot A
AuAv @A.&.u%\uhuﬁuﬁu.f VQRu...u ﬂu MN“...VMMNVHC.

On démonire comme wao&mmismur que ces involutions ne doivent
contenir que des dérivées par rapport i a, si elle sont relatives a la
caractéristique a, ou des dérivées par rapport 4 B, si elles sont relatives
a la caractéristique §.

m: écrivant encore ﬁm«m_ =0, on est amené¢ encore A écrire une
ra:m:oz analogue a (12) . ;
di = ot .
(15) \,AavachAG.vwlch
et le systéme
6 W¥)=K VY,
(16) w(¥) = K'w

qui remplace le systéme (13), exprime que I'invariance n’est obtenue
qu’en tenaut compte de (14); c’est, on I'a vu, la définition méme des
involutions.

De ce que les. mmw:&m (14) et (16) sont conservées pour une trans-

formation de « en S(a), on déduit également les propriétés %;ovmzm
des involutions W,

Dans le cas ou W ne dépend pas des dérivées wmwwam:ﬁ:mm, ¥ est
une équation en involution avec I'équation (1) [7,d]. Si ¥ ne dépend
mcm dez, y, s ? ¢, il s’agira d’une SR%R&« intermédiaire.

. INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

Iv, - £quations admettant des caractéristiques du promier onuno..,

24. Equations de Monge-Ampére. — Nous écrirons ces &azwmcum
sous la forme

(17) (r—A)(¢t—D)~(s—B)(s—C)=o,

ol A, B, C, D sont des ».obo:oum de z, y, z, p, q; le ooemmn_aﬁ
de rz — s? est égal a 'unité, ce que l'on peut toujours supposer, méme
si P'équation est simplement linéaire en r, s, ¢, aprés avoir mm.mo::.m
une transformation-de contact. Par le méme procédé, on peut d’ailleurs

-en méme temps, annuler un des coefficients A, B, C, D.

D’aprés la méthode classique (voir chap. I, § II), les s caractéristiques
sont définies par
dz = p dx + q dy,
(18) dp=Adz+Bdy,
dq = C dz + D dy;
(dz = p dz + q dy,

(18") dp = Adz+ Cdy,

‘dg = B dz + D dy.
En introduisant les variables « et 8, on obtient le systéme (Q)

_ di=pdr+qdy;
t%l>l+w .v\ &» >|+O.w.

(2) Oz B @ %‘
. og _ o ox &\ dq
ga =Cg D5 8 wl+5n

- Les conditions %Eamamgra de petgn ’interviennent pas ici dans
le systtme (), qui est du premier ordre, et servent seulement a
calculer les dérivées de z et y par rapport 4 a et B en fonetion des
dérivées de z et y par rapport A « seul ou B seul, qui sont ici les
éléments paramétriques.

~ 25. Kquations linéaires. — Dans le cas wmnzncran ol ces m@:m:obm
sont simplement linéaires, il est généralement plus simple de traiter
le cas directement plutét que d’effectuer une transformation de
contact.
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Soit I'équation
(19). r4-(h+ ke)$ - et +M = o,
ol Ay, Ay, M sont des fonctions de z, y, z, p,g.

La théorie classique (voir chap. I, § IT) vﬁ.Bma d’¢crire les carac-
téristiques sous la forme

4

: . dy — ) dr =
(20) , A
. ldp+iidg+Mdr=o;
dy —hsdr = o,
(20 . ” ly — hade = o,
. S tdp 4+ ) &mlTZ&&.lo

Le m%mam.::w (2) est donc

. dz=pdzx + W&u,w -
- | 20, g =0 €
_mm...v,wmﬂml.zulunp %.Tr@m;.zlmu;o
Ici, on ne peut pas considérer les &mEmEm v, 2 s

da’ o2 ..;%.

P’y
".comme paramétriques’; il convient mobo, pour former le

prEN

-systéme (), d’adjoindre la condition d’intégrabilité de y, qui s’écrit

i\ oz d})y] dz : ’
X — o BN DALY B -
) O :%%+TL Ja ﬁ H_ B
Le systéme (£) est donc formé du systéme (2) et de I'équation (X).
. dz Oz . dx. dz .
Les ¢léments paramétriques sont iei gi’ G gE g
g Fq - dg P _ '
PR B H Su.
26. Equations
: - I Sv
r--sm 4 %IME =0,
(21) .
: I add
S+tm+4 - = =0, !
2 dm

ot Y est une fonction de z, ¥y 3, P, gy M.
Les deux systémes de caractéristiques sont ici confondus (voir

mrmw. I, § II, n° 4, 3° et n° B) et définis par

dy —mdr =o.

_zano!:._oz ‘DES EQUATIONS AUX o»n.ﬁuu PART)!

Le w%.ﬁmam (R) estiei identique aux maﬁmgihm@g
telles qu’on Fw a vues o.;nmmmzm
dy = mdz,
dz = A p+qm) &.ﬁ

19y .

'27. Equations linéaires homogénes et dont les aoogna.
nowobnoa de p et ¢ seulement (). — « et 8 s’obtiennent par inté-.

gration des équations différentielles o&.ﬂfgw du premier ordre
(22) dp + hydg =M, da,
R &‘l—lvﬁ&@”gu&v.

" On peut donc déterminer p et ¢ en « et 3 2;., par suite, Acet s d
'aide des mémes variables. On posera donc
(23) o M w,»AN& q)= TA‘RV &k
o M(p, )= v(= B).
Alors z et y sont données par le systéme

AL
(24) Ja dz’
2
4 &\ _ o=
&n \.»w

L’équation ANV est ici une équation de rmm:wom. Une équation
.E&om:m donne y; elle a dailleurs les BmBmm _=<E~.mm=am que
Iéquation (X). o

Inversement, si l'on se donne une m@:w:cb de war.n@ )

- -z dx Jr -
.Am.‘.v Qﬂ%ﬂ >I|MI|+—WNWW..IOQ -
{ et v sont déterminés par le systéme
= (=,
(26) S
: N
Je = v)B.

¢!) On traitera de la méme maniére le cas ou les coefficients dépendent de z et .y
seulement. -



35 o . - MEILBRONN.

“ et v dépendent donc, m__mm aussi, d’une dquation mm rﬁv?%

, 2w JLog A\ du
(27) Ja of >% A_wt.. P v 3%
p v d Log B\ ov av
(x7) wop =~ (A + ) F g

Leur intégration introduit deux fonctions arbitraires 'une de o
scul et Pautre de 8 seul.
P et g sont déterminés par le systeme

.\\u |T<§|Q =0

. dz da ’
(28) J 2

% LlFINn”C

23 %o

dont I'intégration introduit deux nouvelles fonctions arbitraires, 'une
de « seul, I'autre de § seul.

X, et A, dépendent mczo de quatre fonctions arbitraires et toutes ces -

¢quations s’intégrent en EmEo temps qu’une seule équation de
Laplace.

28. Huaﬂvwo. — Soit _,masﬁzﬁ aux dérivées v&.cm:om des m:u?omm )

::5:59
Rz dzx dx

%%+dl%!

. (29) - (2 —8)

dont _mimmn&m générale ést
&H?lmx__\%vle_?vu...u?_\%v.finz.. s B
On a alors ‘ ,

P u(a)ds - do(B),

u|u

< n;l é?&&u.‘ eaﬁﬁv&n |ﬁ|
=(x—) [ BEE — [ IDE L on(B)—(x— B ()

¢ est donné par P'équation

_ Is;la dudg _
(e <v&:: %%+%%|‘p

puis p par
: ' . idp =—v Q&ﬂlkc.tv&u

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES v»n.:m_rrnw '

Dans les cas particuliers ot on se donne go(x) ot ._va%v.
aller plus loin. Si, par ouva_m. ga =1, Yo == 0, On'trouve

b=—Log(d—B), v=—~Log(a—p)—1,

q est moz.bm,www

C’est.une équation d’Euler et Poisson, dont I'intégrale mmnm:_,_m est

g1{a) du

7(e, B)=(x— B 4a(p)+ (s —p) [ B

ol ¢, et Y, sont arbitraires.

29. fequation r = A2 ¢, ot} est fonction do z ot .9 —Le systme Abv
s’écrit ‘

dy dr Jdy .
@ dn g T %+v,%t?
| B9, L,
dx T aB ;B : _
avec .
. p Jd Jx d (., dr
0 | ,M&Tw+mo%v-

Les aa:.:_o:m dela premiere ligne s’intégrent et donnent « et § en
fonction de z et y. Si I'on fait l'inversion, on a alors z et y ?:w A
en fonction de « et B. Nous poserons

(30) Mo )= B '
L’équation (X) est alors une équation de Laplace. On wm:n la
ramener 3 une équation & invariants égaux, en posant

(31) r= L,

Vie

7 est alors solution de
\ 1 2L 1

(32) , Z 3208 = i dadp’

Inversement, si I'on connait deux solutions 0 et /g de cette équation,
on peut en déduire
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e

dy wu.AzA% da— 92 nv

ce e: &9:5 z ety en act3; puison en &mmzz aetBenzety
et p(e, By =Nz, y).

On obtient ainsi une ¢quation

puis y par quadratures

r= A%, .
que 'on a intégrée a I'aide de deux solutions de _vmﬁ?uaom Awmv‘.
Ezxemple :
Vi=a, 0=B; w=" y=—a, A=—7.

L’équation est donc rz? = ty?, mous _,Eamnmsob est m_mimugm:m On
en déduit ensuite

— @?Yrﬁ_mv,
p=a(p'—{)—29,
— ﬁwe v.

¢ et ¢ étant des fonctions arbitraires des arguments indiqués.
En revenant aux variables 2 et y, on obtient l'intégrale générale

Y

|  z=a® Amv L..EA&.E.

- 30. Equation 1t — s? -+ A2 = 0. — Cette équation n’avait é1é résoluc
avant Drach, que dans des cas trés particuliers :

1= a, constante absolue;

.w,” ~+~“+ 7 mn:;maonmammclmommwoo:uvcnm .SS_moo:mSEo.
“Drach a donné une solution qui rameéne & une équation de Laplace
a invariants égaux 'équation précédente, lorsque % est fonction des
quatre arguments z, ¥, p, ¢. .
Le systéme (L) s’écrit ici-

&uﬂ%&8+.w-%w

. dp dy. ap .9y _

) ADV ; Muﬂallvamm == 0, QI@.IT\.%[QQ
o 0o dg_0m_

%n.Tv,mn =o, %Is,&'nlo.

.za»u:».:oz DES »o:».:oﬁm AUX. eu!qn-n PART

Z=p o y=g P ﬂ,.«m»\nmﬁ.

Fm systéme () devient

.D ' R St .u,x w E ‘ : ‘
(5 L) A%@ AEY) n\lqkm o
(@) dx " " da’ B amo
N nxqinv. | t:,csn.k B
de - da . :

auquel nous m._oﬁm_.onm les noua_coum d’i b&mn&i.& m.c_:. les a.:.:d
3

fonctions : J . m. n. ™ m ; . :

1° -Condition pour £, ¢

9 q.\@
dg da

Elle s’écrit, tous calculs fuits,

VY] -y
&
Y
'Oﬁ
ﬂlt—n
'Ca.

30 Qoa&a.t.oaﬁos.m ‘ '

ol 2492229

Elle s’écrit, & condition % ntroduire dés lé début du cw_o& au lieu
det, ‘ o : -

L T
£ dagp = dadp

4° Condition pour m On trouve, de méme,

*(z
da v ’

S

) I ~d2my
. . ; 1 da o

=g
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De ce a_: wwmngm il résulte donc que &, », m, ..J ._n. sont. 0:5
n

solutions d’une méme mauw:on de Eo:ﬁ:.m

228

dadp ~ Mo.

Ces cing solutions devront étre liées par la relation :

) =M=z, ¥, P )
qui devient : .

nuﬂyAM. m, A4 5_nv.

V. — Equations £ (r. u.;.SH 0.

'31. Bquations homogénes [2] (*). — Ces équations s’introduisent

a propos de I'étude des congruences W -(od les asymptotiques se

" correspondent sur les deux nappes de la surface focale), dont la
surface moyenne est un plan. ,

On formera la congruence en menant par &:5.5 point P d’un plan
qui correspond par. orthogonalité a une surface génératrice S, une
droite A parall¢le a la normale & S au point correspondant M.

Soit M(x, y, z) un point quelconque &m S,Pa wo_:. coordonnées
(—y, 2, o) et A a pour équations : :

, Zy=—y+ph,
(33) . Yi=Z+gh,
3y = - X,

Les points focaux sont définis par

(36) : i 1L

p
“En’ remplacant dans (34) dz,, &v\: dz, par leurs valeurs (33), il

vient

(35) m —dy +)dp=o,

dz + ) dg=o.

.._v Cet exemple présente un ‘intérét v»i?u:ﬁ. au sujet du m?m_ovvoawbn dela

pensée de J. Drach. Il se trouve, en effet, exposé dans le Bulletin de la Société

mathématique de France de 1924 ; il représente donc la premiére utilisation des -

variables caractéristiques, dont _,Eanon:o:on mw.u&-:».._a:a représente loriginalité
E.omo..mn‘na la méthode.

tielle s’écrit

.zqna?..._oz DES noc:-ozu ATX Eﬁna ® ug

De (35) il _.mwa:m immédiatement n_:a :
“dpdz + dg k.v» =

O est _&a:ﬁ_on des ww%BEozasmm de m mn I cu w w..mm.

. . B
(36) ‘ ; >wlaul~.~

™
Si la congruence est W, les mmwamnozaccm 5@ 3:.8%05%5 mE..

les deux nappes. et I'équation. différentielle de ces déux pﬂ—wvom m_f
invariante pour le changement de 2 en — Oms.a 3:&3# m&.&w@n—n .

1 dpw) dr(gh) —d)

v;...u%%, _¥v,a+n&»,.. _Al
37) dz Oz | =0, | .
|.+V:,.+§m> g N _ o .
dy dy ay

avec la noz&non que les &mcn,macwaobm

(38) (A dp +2d) &EAQI - RWV (hdtg +2d\ &SA?; l.,mwvue,

Awwv @&nw.Tm&w&.uvm l@&.,&..uw&»&@;lllo‘

soient identiques. D’ou plusieurs cas possibles :

—3
2o .,
h‘sh&vﬁ'ﬂ..@l u . NL lywuvhl—ln kuaVuul

)Y . = q,\vu s 0 r Mw.xv 28 Mﬂ %«v« iz = 0.
dy ox

Les lignes A = const. sont des asymptotiques de S. Comme

Mmm. =$2—rt = w,
® est une solution de la méme m@:m:ob et m est hou:mm par-une
équation du troisidme ordre.

(%) Ce résultat est & _.nvv..oornq du E_ano prédédent od les équations ﬁ.:—.ma-
sont celles dont-les caractéristiques sont suwsvnc:_?au des surfaces E&nﬂ_a. .
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Nous poserons N = f(M). Il Sssn
s+ f'{(M)=o, wnugu..?.wxgv

2° Le déterminant

2 ak I ) _
ﬁAu.w.\v — 28— I.T«A v ¥ 0,

v

. m:&w:m,nni g. mioa .m “,mﬁmv, . manﬁmou _woiow»uw ,r— v?«
on a les deux égalités générale en r, s, ¢. . ‘ A . ‘ N
Soit donc SR o :
. : ro s\ -
w =)
—,masma-eb wuowommm. R
. Prenons comme variables Emmwmummgmu uet ¢, a.: noﬁamwoﬂmaﬁ

Ad¥p+-a2didp=o,
hd*q +a2dhdg=o0,

qui doivent étre identiques.
Elles s’écrivent, en désignant par A, w G,Dles mmﬂ«dam troisidmes,

M aux asymptotiques de S :» c] telles que . . ‘
y?w&.aa...mw&.&&.%.To&b\nv:TuAﬁ&aL[u&\vA &&L'll&.fvﬂc, y
dy a _ 9P, : ‘
PN - %& QS . -
V,Aw&.sn+wo&.s.&.v\+U&%J..Tw?&&.T«&.éA &.a....l.&.v\vlo (42) dy t\x . . :
ey
Dot les deux équations de condition . do?.
, oz 4 9¢
h 7] 2 L, u =" o
kw'Tw‘tl..\.!\,w..Tﬁw.m'TawmlV,OIT._..MV (42') Jz _ . dq
7o ;O o o = “ov’
»B+ 285 >P+»M¥+N|.m \,cnrs&\

ot A est une fonction de u et de ¢.
* En éliminant 4, on <c: que la relation

Mais on trouve, pour les deux, si r¢ <o ,
: Qwv . . &%&.s..?&w&,‘\lo o I

A B C L
(40) oo - |B G D|=o est vérifiée, ce qui montre que les variables u et ¢ correspondent aux .
: - ros ot asymptotiques de S. A vérifie encore la relation Awmv
On peut donc poser De guv et (42'), on déduit
r=Ms + Nt, og dg , - 4
A= MB + NC, %I%%&
B = MC -+ ND. @+ y=o.

ap.. dp , .
) . . t:&&.l%m&e,

En dérivant la ?.o::cw? on trouve, en tenant eoEvS des deux : . :
Donc, sur le systtme d’asymptotiques u = const., on a

aulres

JM JN g
P s+ Py t=o, . \ . 2
M N, - (44) . &a+ulm..&\ne
. Uwv =0 do
- : : et, sur le systéme v = const.
Pour que s et ¢ soient &ngwa de zéro, il est donc nécessaire que . dq
P d du d—a
,UAE,ZV}IO ) - . . A&wv ] ‘ , .,~..+Q|~v1 Ly = 0. .
.—UAS.» n\v . : . * .
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Nous poserons ,
o9 _ 9
(46) a0 = "o
. . MM == T WN ]
u du

ou les fonctions ¢ et t ne &mwmsmmbn que d’un seul argument, & par -

“exemple.

Les équations (42), (42') et Ammv nous wm_.Em:oE %mﬁ.:.o les
conditions d'intégrabilité pour z, y, ¢, en conservant p comme seule
fonction inconnue. Nous poserons

1
L= mromy.

Condition d’intégrabilité de ¢ :

9P _odvdp ds dp
(47) =% % ou oude

Condition mmn&mg.z:& de y :
a12p dL dp  JL dp

(48) dude T dude v du=%
~ Condition d’intégrabilité de z :

, J%p dr dp o JL - ‘
(49) Aq.l.nveimc Amc...wdl.v e.S.TA &nqumMVIH o

Ces trois m@:waoum se réduisent 4 deux seulement, sinon elles
n’admettraient pas d’autre solution que p == const., et non 4 une seule,
“sinon 2 serait fonction de ¢ seul et r, s, ¢ ne seraient aussi fonctions
que d’un seul argument. D’ou la condition

T—g g o
. v ™
, J oL |
,.,mw.uv X mwm Ms. =0
T —5 dd + wr&» id -+ oL
dv ‘dv du mqwﬂs
ou ; .
) ds Ju
JL gL Ju’ dv )

. On obtient alors

En F&muab»

De méme ,
. s do
dudy _ du  dL: i
dp i—o  du
Kz L
Et .
Pp__ ds_,
Loy rcmer..l FL,-;\..".!.Q
Posons
L =~ Log¥(o);
,\AIQI' Ev(9);
alors \
, dr N
LY g B v
_ i—e ¢ (x—op ¢ ¢
donc”
Cdx m.«.lq
"IIIANIG - H..lvw et id "ﬁo ~
G—op ¢ . ot—o ¢

Nous obtenons alors

rom% lir...rom?
(51)
romlml!rlﬁom,v.
;&u.l ;oL
(51) u b
. “
A P _1, i
av ¢

La condition d’intégrabilité de p donne une wSEmm.nm équation

‘ : s oL ¥ ds 1L
awv egﬂl{wmllﬁ%é%
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% : - . N ) :
D’autre part, en remplagant 22 %p par leurs valeurs (51') dans le

du’ dv
systéme (47)-(48)-(49), on trouve une deuxiéme équation

Y dL. do\ 1 ! d JL
(53) (- EE) et

TV R T e

Ces deux équations permettent de calculer m_u mm.“
: - - u v

oL .. do oL .1
tl%l.%%li&.u de T I

®

S

'On en déduit la condition d'intégrabilité de L

R

-Considérons d’autre partle ds? d’une surface applicable sur ==,wr~b :

et rapporté & deux directions orthogonales u et ¢; il s’écrira

- ds*="A? du?4-'C2 dv?,
avec la condition : ‘ ,

‘ d (1 9C\ 9 /1 oA
55 9 (1 dC\ -
SOAN ¢=A>§:v+wwAmumvlo

azm duwwmam que la courbure totale est E._:m.
Nous identifierons I'équation (54) a I'équation (55), en posant

A=y—ay, C=if.
Nous écrirons encore le ds?
I | " LK .
ds?= o &:.T 77(®) dv?= jdz dy.
On en déduit : o
W\..\H[mwmm d o du. du Jdu
oz w oz’ iy le ay’ w.ls..NW\HSN.
.La condition d’intégrabilité de ¢ donne
Pu (du\?  Fu jdu\*  Fu du 9 !
(56) llAI o lv gl ek
gz \dy ) . .dy? Am&. .T 9z dy 0z dy wy —g O

.hz %v:a:mu:mwam».ou.ammozmm bmmmbmg A cette équation, il
vient .

[ RX?+ TY:— 5 SXY®(XY) = o,

(59)

INTEGRATION DES £QUATIONS AUX_ DERIVEXS' PARTIELLAS

o : L : :
Bty P e XY JwoE oo
P(w v, v —3’ puisque Mdnm& i ,..em
Les omamo&,—..mma@:mm,mm (87) sont définies ,m.,:.,. B :
(88) . X2dY:+2XY®(XY)dX dY + YrdXt=o."

Posant XY =1, et désignant les variables caractéristiques par «
et B, on trouve . . -

- . dy . 1 9 .
= Lo vl\ L xl.\mx.;\ﬂv& .
* 8 , i—®+y® 7] ok / A\ ¥ ey e.; :

dy I /o
3=1L X — L~ = Lo NI\AII'\MV&.
A os \wrlenaﬂue BRI\ TV wg/
Dou » : : o
N el f\ T g,
2 we
Donc o est une fonction de x —f.

. du ou
F&asmconmnN.o&N Hw.&mm. +.vs® .la,o‘ma

+ 3 7
dadf " 8 ? Vwee'

(60) i P27 1 0(9'+ 99") — 99’ AQN QNV ;

obtenue en prenant comme variables a et § au lieu de X et Y, dans
P'équation (57). L’équation (60) est une équation a invariants égaux,
puisque  est une fonction de @ — f. Si 'on fait le changement de
variable, d’ailleurs classique,

. AW ;,uT‘a,l. 4 , .
Z = A9, avec rom>ﬂ|w.\4 (¢ + 99") — 99 d(z—B), -

; ¢V eey
I'équation, (60) prend la forme
. J20 : A’ A'2
- (61) QﬂmﬁﬂnAﬁlmveu avec m."lﬂuTua.Nm.

C’est une équation harmonique particuliére, qui s’intdgre partielle-
ment A P'aide d’intégrales définies, quand on a la solution générale
de ‘ o

0?2
52 =—[F()+H]s,
ol H est un parameétre [11, a].

En résumé, étant donnée une équation (41) :

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 120, 4
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° On déterminera o et  par

s T+ T . , 2 .
F=g et 7 =o% %&:a :Zm_.wwsmﬁa 5
On aura ainsi:déterminé t en fonction de o. Ta i .mm..
2° On calculera ¢ par . ° AG
: ) ds -
‘ \alq == Log¢(2). o L R N S S o
3° On calculera . On pourra ainsi passer de A et O“_Eu coordonnées cartési
o L : o R e
0=’ p(w)= it , : 1° Le plan est rapporté a des coniques m&o&mﬁﬁt&.
4° On intégrera 'équation harmonique - . - ‘ , . MM + % =1, . e g e
0 A" AR , . .. o B : Lo
=F(a—{ — A AT , » o R
.\&Q.@ HAR ,wvau m<nﬁ F= A + A2? C Onﬂ en Q&Q::. €w|T funl ; , R : S :
1 o) —e9 \ 7 : , ST _ e
e 7 — s »u et —_ 8= IWI . S A
Log A mv\‘ 7 .\Seﬂ\ ( ) «a—p , 2 I\Se dw. On posera done . L o
. - : ) w = CoSp = sinp. i
5° On calculera , ) R e ; .
Z=A0, . : Pour trouver I'équation (41), on m_mb,&E ¢ entre
X= anﬁ\.A +¢\ “ ' . M) wiet et 28 wg — 2 | wdp
, y oL . L &= i
,_ w? . 9L . . . ,
Y= K ’ puis P QM« Q= =y :

#  )s un calcul élémentaire, on trouve
6° On mwwra:mg la transformation de Legendre 2 a X,Y,ZP, O, ‘

: 4 . 4s
du du (62) 2 Ve rt=sh Iuv
oaaz_mobuogm.m,m.ﬂ,:.lwwu*x@% Z,z,y. , | ¢’ , A* . -
7° On calculera ¢ par “L’équation harmonique que vérifie Z, se réduit simplement a
) .9 Ju dv Ju . . _ .
==L — =it —. : aL o
ox » dx oy o dy Amwv dadfp = o. - .

8° On calculera L z, ¥, % par inté ation
‘ 1P 4 X, Y, 5P gr * Cas ou AC = 1. — Posant A?= ®, L s'agit de déterminer u, c.

dL = E\.l du — .&.w NL“ dv, . ® S_m que
, 1
&ﬁ”mx..Ae&:L.mmv ’ . , wdu?+ m&cuﬂ&&.&.ﬁ
dq ﬂangqﬁi $)du + M&L , , ~ u ety vérifient le systéme ,
N dv . du v du du du 1
o - = oL | (el — 3 —_— o e = () — — a— == .
o S dr=e _“ Aq ) die + %&.M | o @E%&L gy = NE&\- i il

%u@..?@! &mv,

&umw&&+w&u\. ] Pu 1 dedu 1 dwou _ | ‘
(84) m.si.ﬁ;.. 2w dy dr aw dz dy . - : B
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, 1 [ .
m: umaw_mmmﬁ w par sa <m_oE.Mm..m..MW y il vient
dx dy..
. , du\tdtu  [du\tdu -
(65) Amm &;+A%v @nc. , ,

On applique ici aussi une transformation de Legendre ; 'équation
wumommmam s’'écrit

(66) KX?+ TY?= o,
dont les om..moalmzm.:mm sont

(67) o X2dY?4-YdX2=o0
et les variables caractéristiques ‘

{ «a=LogY —iLogX,

(68) .
. v | B=LogY + i LogX.
Inversement, ) .

xH”N.WAMu P= NHA«I\INnIQ|IN

i : X\odz 48 -
M.”Q~u. AM"W QWIT«I&W“
Y\ o= a3

ou Z vérifie I'équation

- L JL d7
(69) a%&. ?.T&;i.l?l&tu
équation de Laplace 4 invariants égaux.

Comme dans le cas général, on posera :
Z=A0,  avec rcn>N|wT?..T&.T@?lw.vu.
4 .
9 satisfait &
J20 1

(70) gy = 8%

Clest _,35::5 m:o « mmm :&mmgvr_msm », dont Dintégrale est
connue. - ,

En utilisant les formules données au début du présent numéro,
on établit 'équation aux dérivées partielles (41), azo vérifient les
m:w?omm S. On trouve, par un calcul facile,

(z1) : T f(st—rt)+ 2=,

- par

(72)
En posant : S T e
Am 47 .
M= o —1 o Bo= =.~..l~w»-
on trouve
: o ‘ :
B duof, =%

L’équation aux dérivées partielles des surfaces S est

(76) O gmeter(m—iy=

33. fquation non homogéne. — Legendre, dés G&u. avait ?..ovomm

comme méthode de résolution, de ?.an&.m comme inconnue auxiliaire
-d3 .

=5

- Soit donc I'équation

.

oy o r=fs0.
En la &am?..»ba par rapporta y, il vient

g _9of g I g

R -t ai o

(76) 9z T s dzdy = dt dy?

C’est une équation linéaire, de la forme r + As 4 Bt=o, a condi-
tion de lui ﬁ%ra:mu une transformation de Homﬁzr.m ce qui revient
a prendre comme fonction inconnue

u=gqg—sr—1ty

et s et £ comme variables indépendantes.

On obtient alors I'équation

o af %: df Pu
(77) um+mal&|m%uo
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qui est ?mb ‘de 1a forme wunouoma et ou les oOmBoSE« @\ m\ ne

~dépendent que des variables S%wobmggm (voir § 1V, e wmv
On a également cherché des cas ou le systdme différentiel des
caractéristiques admet une deuxidme intégrale premiere. 11 m.mo_.; en
.effet

N &.‘"sn&.ﬁw
’ dz = (p + gm,) dz,

(78) - dp = (f+yni)de, -
. dg ={(s+tmy)dzx,
&m..»iu&«lo.

dy = mydz,
, , dz = (p +qin;) dz,
(78') dp = (f + smy) dz,

dq = (5 + tms)dx,
ds + mydt = o,

ol my et my sont les racines de Péquation ‘caractéristique
(79) miim L —
et ne dépendent que de s et £; les derniéres 39525 (78) et (98')

_ sont donc des équations Qn.maon:m:mw ordinaires et donnent une
combinaison intégrable pour chaque systéme.

Soit donc u(s, ¢) = C I'intégrale de ds + mydt =o0; u est mobo‘

une intégrale de
du m:
8 = = =
(8) g T =
Pour trouver une autre intégrale premidre, on remarque que,
simy, f+ smy; ous + tmy satisfont a Amov, on a une seconde inté-
grale

y—mz =, EIA.\..T.WS»W.&HP g—(s+tm)x = C,

respectivement.
Gette méthode nous coumEp donc 4 trois cas c_w I'équation (75) est
E:MWEZQ par la Bmaromo de Unnvozn.

34. Voyons quel m:.om..wm la méthode de Drach apporte a la solution

()
® §(mE)-2(mg)
™ wu?n“ sw.m?.mv - k

rmm variables d’Ampaére a et 8 sont définies wE. les E&mw&.wm des

deux macmsoum .
ds + madt = o,
ds 4 mdt = o;

nous mu.OmQu.On-.m . N ~
. ds -+ mydt = Myda,
ds + s-&s gn &W

Les <E.55mm x et Bsont ainsi définies en fonction de s et ¢. m=<9.m?
ment, on pourra exprimer s et ¢ en fonction de « et m, puis m; et m,
en fonction des mémes variables. :

Dans ces conditions, les équations (X) et (T) sont mmm mnzw:cnm
de Laplace et la solution de P'équation (75) est ramenée 4 Pétude des
équations d~ "aplace (X) et (T). ,

Une trans. rmation habilea permis & Unwor de ramener I'étude de
ces B:w:oum a celle du systéme '

du
A - - a8 = Ao,
(4) : ; dv o
da

dans Fa:& u et ¢ sont solutions de deux équations de H.mwwnao. dont
P'une est 'adjointe de 1'autre. ‘ .
On pose, en appliquant ici aussi la transformation de Legendre,

NHN;IQS..T@Q.T WT.GTT 25Ty —+ Ly?),
P=rz+ sy —p,
O"m.ﬁ+~¥|-,&.
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Le systeme () devient

2dl =z dP +ydQ,
dP = zdr + y ds,
dQ = .s.&n ~+ ydt,

les autres ma:mcoum n’étant pas changées.

Calculons dZ :

2dZ =ztdr + 22y ds “+ yrde

Or
dar ds ms

S IS My - =i L,
o da ® da

Donc

.

dar Jds

%,II.S»M!:”II

or ds It
e . s
A&. %.T».&%%.Tu v&n...A %L.w&.%&mlr%u%v&v

2dl =(y— Sm.s% aj &n +(y— ::.svu&u ag, -

JZ JZL

ce qui donne ga’ 7 En dérivant la premidre par rapport 3 et la

deuxiéme par rapport a «, on en déduit mezu valeurs de -2

lnmu
2
10 M&Nm = () — maz)? %Qm IMAQI.S.&.V&&MM» MM
h . JZ JzZ
_, 0 ou 2 da \ o
Jt dads B\ o )i
‘ dx da
»Z ) o 0t dom, ot
2 ? gaag =y o 2 MBS X
/YA JZ
TR AV
T 9 dadi de\ ot | 93
97 B

2

En multipliant membre 2 membre les deux valeurs trouvées

pour .maww, on en déduit
. | oz ot
(1) . d2d3  Jadf .
9L L~ /3t o
dx 3 oz 33

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX %!ﬁﬂ _..ﬁ.:-gﬁ.

Comme ¢ est donné.en fonction de a 2 a. accm vcmﬁdz

%n
- dt ot
dx tw

- z.é,.. Bm

F&azmcou Awnv prend la forme s?—=42pq.
Posant, avec QoE.mwn

L
. Mlﬂ: = us, Mm =% .
on obtient , < : o o
s = 209" te hup
dzdp = *gm = = 2A
et Ea:»co.. (81) se raméne au m.wm:w..:m (A) ku_
'S4, au lieu m.mrnzam.. or, or os 5 des ¢quations qui donnent 2%
92’ 33’ 3 % ! q da
ds Js Jar )
et Im. on voit, en _:EE:: % B3 |m, que Z vérifie la méme

¢quation (81) ot on a remplacé ¢ ?:. r ; restdonc aussi une m&:#o:.
de Péquation
(2N
: A%%v

o7 ar = M B
, 4z am

N:wm...:ﬁmou cm.mwmz_ %_m Sﬁzmg mEﬁugwo::.mWo:&dFm
équations (75) : ..

1°On mmS_.E:: « et Ben s et puis on fait Pinversion, a.:
donne s et £ puis r en « et B. :

90 On calcule

. Jt
dad}3
dat ot
92 J3

= X(a, B).

3° On calcule ,
dt = uida + v1dp,
; : dr = u}da + o} d3.

D’autre part, comme

ds Jr dt ds _Jor dt
da = dz da a3 «»l.n B’
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ona- .
: &h.ﬂ :.Q»&n.*ae»vn&u.

4° Soit u, ¢ la solution générale du systéme (A), dont uy, v, ot U,
v sont des solutions particuliéres, on a - ;

dL. nw (u*da~+ v2d)

qui donne Z par quadratures. Puis z et ¥ sont donnés par le systéme
algébrique

JL : oor

. da  JiE da u,
=M= 2 — = — Ve mey= — = — 2.
‘4 Ji '\gm w? ave = s P
9 , da
(82) —_ ,
} 772 ‘or
_d3 ) . ap [
C— X = D - = — == —y g == —— = .,
F 1 ot = avec . my e o
a% P

La solution de ce systéme est
i uvy— vu, R UPs— PUy
X == ) Y=

Ug 'y — 1y ¢y ULy — Uy vy

En substituant ces valeurs dans les expressions de dP et dQ, on a

dP = uy(zus+ yu,) da + V2 (202 + y01) df = uugda + veudf3,
dQ = u,(zus+ yu, ) do + (203 + y01) dB = uu, da -+ o3,

qui donnent aussi P et Q par quadratures. Enfin

#

knl.;..&..r.cwl_x g=sz+iy—Q,

2=L—Vxr—Qy+ w?..sun_u,maau\;rn\.v.

Remarque. — On peut partir d’une fonction donnée A(a,B). Deux
solutions particuli¢res du systeme (A) w4, vy; u,, v, donnent r,s,
¢ par quadratures a partir des relations aux différentielles totales
obtenues. On en déduit alors une équation -

7 =15, 0),

dont la solution est donnée par la solution générale u, ¢ du
systéme (4). Dans ce cas, f dépend de quatre fonctions arbitraires,
“deux de «, deux de B. :

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX: DERIVERS Y

35. Exemple. — Posons
. 1

A= ﬂ. B R
L’intégration du systéme (A) donne
= —.JARQV H M-A_wv . ~uRHV~
F G , : A
o= _?WH u,%vl G} (B).
Prenons deux solutions particuligres :
1 . _‘~.‘u_.,,ulm, mno....ulm. ;
On en déduit ,
. = nnﬂwn, vy= nu“nw
20 F =F;= a2, O"Aw»"ﬁn.
On en déduit ‘
. %*+2af—p2 L B42aB—ar
BET TR = ey

Puis dr = u}da+ ¢} dB, dont Iintégration donne

Nnuwm
a-f3

"WAN -+ ﬂvull

- De méme dt = ulda + v dB, dont Pintégration donne

e
. 3asfs .
Enfin , .
. . - : ﬂ\“ "ﬂ'““ 4
ds = uiusda .-v,0d et mﬂmﬁcmmﬂuﬂwl .

Obm»msmmcbmwmw&mobsmo’ EBEmﬁE:mmm_.ﬁzsmcasmvaa
fonction des deux parametres « et 3. - o
Puis Z est donné par ‘

dZl = WQ«»&& -+ v2d3).

Pour intégrer cette équation, nous prendrons F(a) et G, (B)
comme variables indépendantes au lieu de a et B et nous poserons

a=¢'(F), B=14(G])
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CHAPITRE II1.

INVARIANTS ET INVOLUTIONS DE L'EQUATION s = f (=2, ¥, 3, p, q).

. — Invariants entiers.

) wc Drach [ 4] a su aussi renouveler la méthode de Darboux, qui
A \ s'était révélée si fructueuse entre les mains de ses successeurs :
i Goursat, Gosse, Gau et Lainé. En Poccurrence, Ia méthode de Drach
est ici une méthode de récurrence, qui permet d’étudier les invariants
i, d’ordre n, alors que la méthode de Goursat ne se préte pas i ce genre
a &m généralisations, et n'a guére permis de dépasser le second ou le
¢ troisidme ordre.
Soit donc I'équation

A-v, h“.\.A&..v\vNuﬁvau

pour _.5:@:0 les variables caractéristiques « et § sont ici simplement z
et y, et qui possede évidemment des caractéristiques du premier

ordre.
Les équations des caractéristiques sont
(2) W dr =0, '
. dp =fdy;
(=) w=o,
dg = fdz.

Les éléments param »:E:ow sont donc z, y, 2, p, q et les dérivées
successives de p par rapportd z et celles de ¢ par rapport 3 y. Nous
les désignerons, conformément aux considérations de « poids » vues

précédemment (chap. II, § IT), par :
dp ‘ _dp ) dip .
=50 Pre= o ceey Pr= =0 ee;
K dg __dq g
Q»“a\.\- Qw.l%.[v\me ey Q:“Mwﬂm s

Un invariant d’ordre n relatif a la caractéristique z, s’écrira
3 ¢ (2, ¥, 2, p, p1, e Pa)=F(z).

ﬂ%ﬁw?&ﬁmwméo~.mm:mio=wnowo%m?v:nmwmﬁwio noEv_m:r
ment intégrable. -

Nous mo!no_um

ou les éléments non m.mumes._mﬁom seront .o&nﬂw&m w ?:.Su @am qu
tions ( uv :

37. Nous supposerons que ¢ est Uinvariant d’ordre minimum, - .
relatif 4 la caractéristique z. Nous avons vu qu'on peut supposer 9
linéaire en p,. Comme il doit rester invariant en forme pour toute
transformation wounasozm opérée sur z, y, 3, tous ses termes sont au
plus de poids 7, si 'on affecte les p; d’un poids am«; a leur indice A»v
Nous écrirons donc

AAV .ﬂ"v,\:Ll ;V.Nv»\»:l—r.l...n ) . .
ou A, Ay, ... ne dépendent que de z, y, z, p. o

En identifiant a zéro ﬁ%
des éléments paramétriques, on ow:ma des mazm:obm qui woasmﬁma
de calculer 2, Ay, ....

“_. c’est-a~dire en annulant —mm coefficients

38. Faisons molc ce calcul

&J dr dpn

i + A== .

EAREZESS &

Or

D og o (Y] =L (L) dpn _0f,
dn_ df

Le coefficient du terme en 1] est donc s.w w.wwy

A est donc déterminé par

! &> dJd .\
ou, en développant,
Q> JdA oI
v B i .\ % ap = o: .

(%) Cest, on Pa vu, la raison pour laquelle nous avons modifié la notation
classique.
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Nous poserons:
db
(6) =5

ou 0 est une nouvelle fonction de z, y, z, P- On peut alors maamnon

I'équation (5) par rapport a p. La constante d’intégration est ici une -

fonction de z, y, z, ¢ .

%
Gy ITQ%. |T.\. "T..A.ﬁu.w\. 2, q)

Cette équation donne f & l'aide de deux fonctions arbitraires de

quatre arguments : 9(z, y, 5, p) et u(x, y, 3, q), pour toutes les .

équations (1), qui admettent un invariant entier

a8

Or, %m?.wm (1), s=/; donc le m:.m::mu. membre de (7) est 5 v\

A/ﬁo:m écrirons dans la suite ’équation (1) sous la forme

db

(8) 5=

Remarques. — 1° Si I'on ajoute & 6 une mobo:ou a(z, y, 3), il faut
a._c::z. ap
, da _da da .

&\ I 77

2° Si Pon remplace 0 m::. X0 -+ X4, ot X et N» sont des fonctions
de z, p est multiplié par X. -
D’autre part, ¢ s’écrit

20
= Q!N\;IT.. .
dno ’
Or, -~ p, est le premier terme mm Zozm écrirons donc
t\»‘ mv &.s.:
U dn dy &T; do\n
AGV ﬂlm.lﬂﬂ+>»a&.&.&nﬂ~ﬂ“+ .lTP:AﬁV -+,

ol les termes sont de poids n ou inférieur & F,M.MM étant de poids £.

t

INTEGRATION DES Ecﬁ_ozu AUX unn_cu-m m»-._.ﬁ..run

De (8), on %&:; R R i
. dn+10 _ a&ﬁh- f L .
dydz® ~ den

La condition HMWH =o,0u9pala forme (9): sécrit

dnr+10 + A a0 drn—10 - dd . dré v “ dA, % &al»o . o.
(10) dzn &v\ A&&.&u\ dz+1" dr den—idy) " dy dzx dgt= =
L érat. s t % sont tables, donc (10) devient
es op Bm:amm.el\.o @y sont permut va. (10) 9: :

&:
(11) dzn " A Awﬂ doi T g don—t

dyp dr10 T db dr—ip | dA; db dr—1 _
VL\.MN.WIM&IM &N.HS'» |T....l.°.v

Au lieu de considérer la fonction 9 = 0(z, ¥, 2, p), nous allons
prendre p comme fonction et 6 comme variable

(12) : P=p(z,7,39).

Les dérivées se calculeront a I'aide des égalités suivantes :

et les égalités analogues a la deuxi®me o 'on remplace z par y et z

successivement. .

2, il vient - _
dp dp ‘op - db dp _
dy %

CGalculons

,OaM =, et, d’aprés Amv, I.-
Donc l'égalité wum.ommmﬁm m,mon:

- dp _ % P, =
Auwv &v k.v\ + . MI.N I .\. H
et remplace I'équation wwovommm‘mccm Ia mE,Ea (1) ou (8).
On fera le changement de <m~.§Em mm&mEma dans (11) :
calculera au préalable
dp _op )
dr m.s :
&wT &NC.» %» db QT.— ‘ %T.» NN\U &T»

T~ dr 8 & ox TP o T dy og
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d? " ,
Quand on aura woamnmnm MM &.s.,“. .., M&u wwwrwmﬁ._m_:.m ?.mom-

~ dentes dans (11), cette égalité devra étre identiquement vérifiée, quels
dd d20 dn—14
dz’ dowt’ " dgn—i”
les p; comme éléments paramétriques. L'identification en question
permettra de calculer les coefficients A, en fonction de =, y, 3, 0.

(ue soient —— . Ces dernieres expressions remplacent

39. Invariant du second ordre. — I’équation étant iécrite sous la
forme (13), 'invariant est ici :
: db v
A..\_“v =gy ho= wﬁ.sv
La condition %@N,mﬁmbom est
&e d20 - Wq.. _
dy “dedy T Ay T°
ou
(15 - : du . do —o
, -uv .NIN.IN -+ a&.v\ = 0,

ol p est une fonction de , y, z, ¢; o, une fonction de z, y, 3,0,
P éant aussi une fonction de z, y, z, 0.
- Développée, I'équation (15) s’écrit

Si on la dérive par vaonn 4 0, en posant

J - d3
‘ : o =P g ==
ona v .
{(16) ﬁ.me.ALﬁ;yw.WLxTEVV&mL.mW+wwm+tmm
dz dy dz d% J dg  dJy Jdz a9
Clest cette équation qu'il s’agit de discuter. Nous supposerons p,
P, 2 indépendants de z. Cette équation (16) est linéaire et homogene
en P, 3. La discussion s’ordonne par. rapport 4 ¢, qui ne figure que
dans p et non dans P et M nous am_bs.omcz.oum z en déduisant p et o

dePetl

1° p non linéaire en q. — OoEEm Pe?’

5 sont essentiellement

différents de Nmno, 3 '3 «3. a.: moua modam coefficien

INTEGRATION DES n.nfdozu AvX bn,a v

noSvaaouw _Emm.umm mn .3: voBome«m de & ot By nba

dérivées de LT
Posons mouo . ) B L : :
ow .. L

(17) : vmua.T@n‘.r%f ]
(18) ‘ ma"&l.?w.v&f

ot @, b, ¢, a4, by, ci sont des fonctions dey 3 z.
P

QN% %&&h. nous cﬂ.;

En écrivant la condition m._u&mggra
déduisons : .
; da, by des \ . L
?wv@rw.’,%?l&i.*ua:»vﬂt ACIN_ ... Mwww .T MM» v + 913.73.1%0..

D’oti, en procédant par identification, puisque p mmwmnm seul de q
et ce, non r:@:d:.oﬂ

b+ cey= Mlnhw )
J
20y = MM. ¢
) b
«&O\ w0®» QN»
aa;= o0,
a«@» -+ @3» =0, .

@Q» ==0.

On peut satisfaire les trois derniéres équations de deux manieres,
soit en EE:FE a et b, soit en annulant a, et b,. La deuxi¢me vudcu
these est impossible, car dans ce cas, p serait linéaire en ¢, ce &.:, :

est exclu. Donc

.. Qu
a=b=o; p e . =cp.

Nous poserons ¢ = 9C, Dou
0z

r=9(y, ) etins.

Ensuite (18) donne
do _14g-+ ?.
99 ¢ .

MEMORIAL DES 80, MATH, — N* 129, 5




62 e G. HEILBRONN.

C’est une équation différentielle ordinaire que P'on sait intégrer.

O: obtient, X désignant un paramétre,

gt YR =1 X
AT,\?.V » A:.\mlv E
2 ) v 2
v = i P

. Ay..... .e\mll_v,
w 2

Puis p est donné par p = ¢€°U#), o G est arbitraire.

= V5+1
,\V.I.Avfl.lwl'

2° p. linéaire’ en g. — Nons poserons B= 1 q + pa, et 'équa-
tion (16) se décompose en deux : v :

dw P LdP OE  gx
dz Ty FH o b oo M55 =0

M oz
v&;.r NWUL. " m_|u+tM 2% _,
dz gy TG+ Fa gy =0

(21)

En formant la condition d’intégrabilité de 2, on obtient

O ({d _ dus (% dua\ 9P g%
(22) m:ﬁ MY%%MIﬁX§y %)

11y a donc deux cas a considérer : -

i S On posera -

a. dy T 0z

Le systtme (21) prend alors la forme- -

d o 9 v .

\,w &Hmv M%@If&lo
N dy " oy 2 caz ] T

(23)

11 en résulte que la fonction 3 + lew est une fonction arbitraire
de largument v—0 : ®(v—0). o ‘
D’ow o

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX viss,

En F&mﬂ:.-w par rapport a 0 ot en réintrodis

(24) , qn_u.lmw,m..fm?l &)

La valeur ainsi obtenue de ¢ doit vérifier (15), qui s'écrit, aprés

substitution de la valeur (24) de ¢; et toutes réductions faites, ‘
a?v a2y ,

e =0 ou e =0 v Wo.
dzdy " 93zoz = dzdy ~ ozrdz - .

v s’écrira donc

v=vi(y, 5) .T.ck&v.

b, B g O

97 # 57+ — Il y a alors trois équations (2r1) et (22) pour

déterminer la fonction X de trois variables ¥ %, 0. La seule solution
possible est donc 2 = const. Ce cas est donc a écarter.

40. Invariant du troisidme ordre. — D’apreés le n° 37, nous savons
qu'il est de la forme o o
d20 dd\* _ do .
M= A(Z) e

-

On peut, en multipliant 6 par une fonction convenable de Z, rendre
le coefficient A constant. Deux cas se, présentent suivant que cette
constante est nulle ou non : .

a0 1/d0\r  do
. : : _d0 . de ; :

1. En différentiant par rapporta y, il vient, en utilisant (8),

d[dg du o dy at _ dp  aw
(25) &laﬁwmwﬁ+yA&lsvg+ﬁ+m%+mmno

m&mm.%oosvomm.mumm:u.wzmmAw..mmorm:.a, Emnaaswsoﬁ
vérifiée, : ,

: dg dp d [dp /
(26) .Mmlwm+imvu9
; . dl dp - du
Awwv MN‘JITWNQITMNJRIM-“O.
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En .vom»:n l=h— w &%, et en tenant compte de (26), (27) devient

: dh Ay
(29) %+w%A »+&a,n9
L’équation (26), en posant g =—23, p— L — P, mmuﬁmus

o L o P

ou

C'est Péquation (15).

D’ou le résultat fondamental : Les invariants du troisiéme ordre
se trouvent parmi les formes déja trouvées pour N&. invariants du
second ordre.

.On prend donc pour p une o des formes trouvées au numéro pré-
cédent. Si P est la valeur oci,mmwosmwbg on en déduit p en E&mga

—%®_

ou :
t s = po+ w?« ¥, nvao

) % est donné immédiatement ?:. .
=—ZX+X (X fonction de  seul)
et 'on cherche & déterminer % par _“mazmmou (28).

II. En différentiant également par rapport a y, on obtient de
BoEm

N d [dg dy a du , @y _

(30) &L&\ T %Z...«Q.Tw =0

‘qui se décompose en .

(31) dy T a\dz)=® .
dl - dx dyu

(32) dy  Eam T dm =

Posant mm = P, I'équation (31) s’écrit

33 7

_z._,no!:cz prs uoﬁﬂozu AUX: uu!ﬁuu
Ow wanmg encore cette ».Sm.a: mo.:. 1; une di mﬁ.ﬁ
vées, mais .Ew%m:%u«mw de Aw cause de 1 bsence du terme

D'od 'on’déduit P puis p par intégration de m&aznzca Awwv. dans
laquelle on a pris g =2+ X. Mnmn on aronovm & déterminer / par

_,mmsm:ob (32).

41. Invariant d’ordre -ﬁ&ﬂoﬁ.. - H.am .&uiss w&a&mug«
s’étendent aux ordres supérieurs a partir du second. On n'utilise
pour p. que les formes trouvées pour le mmoona ordre et Hmm formes
(de p ooz.m%oammusm. 4

II. — Involutions et invariants nlzc..-uc_-.. .
" 42. Soit ‘ ,

" (34) ®=o,

::owo_s:ozsfszmim _m _ozmmmF SBc&Em:a:@a. Oosmonamsonp
a la théorie générale, on écrira ‘

R - Y

f

Dans le cas ou I'involution est du :Em_oEo ordre, _.macm:ca A rv
prendra _m mozso canonique

23 oo = =l 4y,

ol & et v sont mmm moacsonm de z, y, w: q; a une *.eunpnou de z,
Y &, P i . o
. Une relation mzﬁimus du second ordre prendra alors la forme

db : L

(37) R x.l'llrﬂm.&...vx. 2,p)
ol u vérifie I'équation
(38) dt _ yp— g%

Oo:m équation voE.E: se discuter comme %mas:ou A.mv

43. Qounnnﬁonnon d’un invariant rationnel a w!.nn de .moﬂu involu-
tions. — Si nous supposons que I’équation proposée admet les deux-
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relations invariantes (34) et (37), nous pouvons a 1'aide de ces deux
_ relations relatives & la méme o»uwo&q_m:mza construire un invariant
- rationnel.

En effet, si I'on pose

. . i i
A..w..: - @ .%INM =Q,
. m est I'invariant cherché. @ vérifie en ‘effet aussi I'équation
. o dQ .
A&Ov : ‘ : N..ﬂ = T.b,v
comme on r» voit facilement.
Si ’on forme mainienant
d /[Q 1 dQ dy
R )
{40 ‘ y\x) = e \X dy

comme x et £ vérifient tous mmzn la relation (40), le second
membre de la relation (41) est nul et notre proposition est démon-
trée. .

Remarque. — 11 est bien évident que la proposition qui fait Pobjet
du présent numéro, est générale et ne dépend pas de Pordre des
involutions nObmimaom.

A4. Nous terminerons cette étude de I'équation s = f(z, Y13, P Qv
par un exemple trouvé dans des papiers inédits de Drach.

Soit ,
ez

BEET))

I'équation proposée. Nous allons montrer qu’elle admet un invariant
du second ordre; sans qu’on puisse la ramener 2 un des types de
Goursat.

Pour la ramener  la forme canonique, nous poserons
O=9(p), p=e
L’équation proposée s’écrit donc

dos -
m&nlt

INTEGRATION DES nOC»._.aOZa AUX Qn!cmuu vbwd-ng

baaﬁ:.::: est donc

MM“ :Tmunum .
ol 7 vérifie : ,
%«N..T;.&M "D_ ’
dy — o - S
Donc ¢ dépend de 8 seul : B ) .
~ , . ) ds _ N .
d =70

En intégrant, puisque df = ¢’ dp

§ , - o=—(py—¢).
L’invariant est donc
P’ (p)—po'+p=X.

CHAPITRE IV.

EQuaTiON s = S(2, ¥, 5, p, ¢, ) ADMETTANT UN INVARIANT DU SECOND ORDRE.

I. — Invariant du second ordre relatif 4 la omnmo&.&-&ﬁ.& explicite. .
45. Soit .
(1) . 5 ".\A.&w Y B Py @y 1)

P’équation proposée. ,
Le systéme (2) s’éerit ici (voir chap. II, § II)

9% N A
va‘ &R Ou AN v %V ~e
- dz az - i dz3 _ oz .
A,Mv Q) =r5 ‘ 3 QIINMW +q;
. dp dx ap .

(4) MN W;%»w\m. (4" Qm lm:% +f;
Amv ! .\. Aw.v ﬁ |.\. thw ..TQ:
ol py==r, g1 =¢, avec _am notations que nous avons adoptées.

L’équation différentielle des caractéristiques s’écrit

0 «
s MMM&.%».T&&&R”‘P.
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qui se décompose wn
(6) dy =o,
, of .

(7) TP dy +dz = o,
dont nous désignerons les intégrales par f et « respectivement.

‘La caractéristique $ est donc la onnmn&-._m:a:m explicite; a, la -
-caractéristique implicite.

L’¢quation (6) donne (2) et permet, en m_mwomwa de la fonction
arbitraire, de poser (2').

(7).permet alors d’écrire

. dx I
* BT o

~qui fait partie du systéme (2). On onv_womE Jp bar sa valeur Amv
dans les équations (3'), (4') et (5').

Pour former le systéme (), nous devons m&o_bmnm au systéme (X)
les conditions d'intégrabilité de z, z, p, ¢, p.

° Condition d’intégrabilité de z. — Elle ne moubm pas d’équa-

iz
lion :c:é:? mais permet de calculer - pie
, 2z dof __d of e o dp,
9) 9203~ da dp, ~  dw Jp, 2z dpi o=’
avec ‘
d _ 0 P 9 - 79
dz =9z " P TPy, dq”

Iy

Nous prenons soin ici, comme 8&9:.9 d’écrire 4 part le terme
qui introduit un nouvel élément paramétrique.

Condition d’intégrabilité de 5. — Elle est, comme dans le
cas géncral, vérifiée identiquement.

3° Condition d’intégrabilité de p. — Elle s’écrit
Spode _dpde (4 9 Yo

-

aB da da Jp ap,y
Or, Wmm = pa WM, ct tenant compte de Amv, il vient
(10) % = .\.

93 ~

&.\ dx-_ df dz “dq,

ds da = M%+l‘
Or
df - df dx __ of dp,
de = dz da " Op; 9a’
e mmwm 9f ps  df
dap = dz 35~ 3p, qml..,&,.
avec ] = ,
d_ o 9 \.rh7 S
dy = &\ 79z + 34 -
demra devient donc - , v
_9fdf  Of op  df\dz _ _df Of du _ [9f\rop:i  dgqi
A %\:Ra:T&S o8 T d v |[N&:MM~%.IAM%V .%al....%n;
ou, enfin, ‘
an) A ..Au\ ar &\vml&...A&s *dp,
“da dp1 dx ~ dy | oa ap Qﬂ

Nous avons ainsi établi le systeme (Q), obtenu en m&o.muwua va

et (10) a (2).

H est facile de voir quels sont ici les éléments paramétiriques : z;

¥ %, P; P1, , les dérivées de = par rapport a « seul, aucune dérivée
de y a cause de (2) et (a), les dérivées de py ?:. rapport 4 & seul,
¢1 et ses dérivées par rapport a § seul. :
Il 'y a donc, en définitive, trois suites de &mzﬁmem successives para-
métriques : c’est un cas intermédiaire entre celui des équations étu-

diées au chapitre III, ou il v« en a deux, et le cas genéral, on il H :

Le cas d’une 3:3:5 (1) admettant un invariant du mooosm Si-.o
est le plus simple qui se présente a nous, I'invariant du premier ordre
étant une « intégrale ESaEm&ES », cas étudié mm?:m ~o=mSme.

Soit done

(12) (=, », 5 P P, w. 71) = F(B)

en a Aﬂm—ﬁ.@.

l'invariant considéré, relatif a la caractéristique explicite £.

&msma paramétrique ¢, ; elle permet moﬁ—oﬁﬁz mo a&n&mn @v ' -.

v
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Nous utiliserons les résultats mmzmwmsx obtenus au n° 37. Ecrivons

donc
d
[Z]=>
s0iL . , ;
dy Jdo opy dp dgy
(%) : A%v%Laﬁumfm.,ﬂup
. dx dp ) t&_
Les ¢léments —- el %. sont paramétriques. ﬂmsv—w@o-m = par sa

valeur (11). 1l vient

lﬂtﬂ Lﬂ &b @At\. &.\. Ilv.l [At.\.vn &:
AN:_VI.- |T§M.. Da |TQ$ dp, dz * dy [ o= +t@- ap:] ox =0

Iy

En ¢égalant a zéro les coefficients des deux éléments paramé-

. 4 ad .
triques NM el \M. on obtient . -
&e af &.\. _
(n ~ 5 %+[1A&qv —o
5 aps g Lo X

On voit que, dans le systeéme w?o@m@uy o ¢ est Vinconnue,

¢, nentre dans les coefficients que linéairement et ce, dans le hommmn

cient de .wW. Il en résulie que ¢ est linéaire en 71 [10].
]

Nous poserons

a6y e ?=Agi+ B,

ot A et B sont fonction des six arguments , y, z, Nuq Py q.
Le systéme (I) Ems._ la forme

: oA
(17) . : 9p: =0,
. dAh L of
A——v A\—xv . ) «l&ll«l >|\|@l =0,
. ‘ B af L
(19) o \I»NH+>A$:V =o,

. m\&.\.l
() Nm+>%, a Amil.:

{

INTEGRATION DXS EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIKULES,

avec , el e
« 5 .
A&v oy "oz ...\

Le mum&Em ( —C est obtenu 4 partir du mwmewﬁm AS en SEEnewE.
dans celui-ci ¢ par sa valeur (16) et en annulant séparément le coef-
ficient de ¢, et le terme :&&5:&5 mm QT :

Remarque. — > est essentiellement m&«nmua de zéro, ¢ om?wum_um
que ¢ dépend nécessairement de ¢, sinon, d’aprés ?@Y &S =oet

Pinvariant se réduirait au premier ordre, cas que nous avons ».o_.Ba_.

lement exclu. <
&

46. Nous allons maintenant mettre I'invariant sous forme cano-
nique, en posant comme au n° 38 ,

..Am_v, ‘ | ‘ PHMW.

A n’étant, d’apres (17), fonction que des cing arguments z, y, 3, p, q.
On mx,:; alors intégrer (18)

]
(22} . oz V.A.‘B..w\u 2 %.N:v

Ceute équation (22) 38@?8 H.mncm:ou ?.ovoﬁmo (1 v, puisqu’on-
peut en tirer

ylA% M &fv
m.auT%tn P

—_ Ip
dq
 L'invariant s’écrit alors
) 20
e=gg Tt B

* pour le metire sous forme canonique, nous 1'écrirons

db

(24) -2

-+ OA&.u Y %y P, Q~ ﬁ»v = m.JQwv
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en posant
- , g . ab _o8

~ol fa la valeur (23). e : :

- Le probléme proposé : déterminer f et ¢ de fagon que le sys-
téme (1)-(12) soit compatible, est remplacé par le siivant : déter-
miner les trois fonctions 0, X, G vérifiant le systéme (22)-(24). Ce
probléme semble plus compliqué que le précédent, mais 0 ne depend
que des cinq arguments z, y, 3z, Py q; 4, des cinq arguments z, ¥,

z, p; p1; et G, des six arguments z, Y %, Py Py, q, alors que-f

dépendait de six arguments et g, de sept.
* Dérivons I'équation (24) par rapport a a, pour éliminer la fonction
arbitraire et chercher les.conditions que doit vérifier C

&%.ol.
MN'R M&I.V.x.lT VI.Q.

&&a t.e: m &c &:l
aA@+OVM+§A@+DVMI°.

Cette équation se décompose cn deux autres, obtenues en annulant

les coefficients de mm“dn de 221 ’

dx
) : dC Jd db
Awmv ) MMHLIQI%H&‘.%\IIOV,‘
dc d db
Awmv MIT &III.S M.vﬂ = 0.
Le o d . d bles: | desis dont
€s ovmgﬂcnw Mma @ sont wmwacs €s; on peut donc¢ éerire

’

d dé d dy dx

ﬁ&l&"&%&.&”mﬂ

et I'équation (26) prend la forme

: : dC  dx
(27) ) R .‘.mm..wwwlo

analogue a 1
essentielle, provenant de ce que C vérifie un systéme de deux équa-
tions, alors que ¢ vérifiait une équation unique.

‘calculer -~

_.caractéristique a; c’est donc le coefficient de Uml. dans P'équation (11), - ‘

équation (15) du n° 39. Mais il y a'ici une différence

INTEGRATION DES £QUATIONS'AUX ‘DERIVEES
Etudions d’abord la plus simple des maﬁn@.ww.
o av o :
op, dy ) :
d db 9 (08 38 a8 ‘”w%v.w@\ 98" ' dgqy db
TR RECAE R BT IRE 1§ R0 i

puisque 0 est msmmvmum.mun de pi. SR . .,‘ ; =
Pour o&mc_mwmmf on remarque que le calcul se fait le long d’une
. 1 .

%&:
L'équation (25) s’écrit donc

%Tﬁf.&ﬁus

. . . .
c’est-a-dire Amhv . , . : \ R
’ : i . : . S

. o ) I\ :
Mais I'expression entre parenthéses n’est autre que opi ) Péqua~
tion (25) prend donc la forme , oo :
_ aC  of o - .
. uficel =0, 5 R
(28) Ipy + dps dpy . : : !

On est donc ramené a résoudre le systeme (27)-(28), ol Clest
Pinconnue et o f est donné par sa valeur (23). L R

47. Pour étudier Ie systéme Auuvn?mv_‘uocm prendrons m.wvomi.
avec Drach, ¢ comme fonction et 8 comme variable mnmmvgmnus..
L’équation (23) prend la forme trés simple ,

| dg  dg g . .dg d TR
(29) \umm.rwmlm.;._%i;mm,u&fm, _ B
L’équation (28) s’écrit alors

, 9GO\ (dg _ Ok dg\ _
(o) , ﬁ,.riﬁtwﬁgvi,

ou g est fonction des cinq arguments z, y, z, p, 0. \
Cette équation est intégrable, si on sait calculer ,\. Amﬂv dp,,
puisque ¢ ne dépend pas de p. Pour y parvenir, nous poserons
. th . . ° ¢ .
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et nous prendrons p comme variable indépendante au lieu de P
1l suffit de poser maintenant ‘ ,

(32) - - p=2E

ou P, est fonction des cinq arguments z, Yy 3 Py s pour pouvoir
intégrer I'équation (30).

Remarque. — Pour que les changements de variables précédents

Ir

. Py

donc que A ne soit pas linéaire en p,. Nous verrons E:m loin que

dans ce cas, I'équation proposée est elle-méme linéaire en P et nous

6tudierons ce cas particulier en détail au paragraphe suivant.
L’6quation (30) prend la forme

-soient possibles, il est nécessaire que dépende effectivement de P,

) aC Py (g dg _
B3 e+ h Om.idmv;s

qui s’intdgre

(36 e+ 5w

o2 mvﬂ %Hv» \NQ . g2 NU» ) awmv»
ap B

diz o) a0 %ﬂlwuﬂ+%,vu9.
ot C, est une fonction de z, Y3, p, 0. )
Nous porterons la valeur de C ainsi obtenue, dans Péquation (27),.
aprés avoir calculé 2 a Vaide des nouvelles variables i et Py, L'éga-
- lité évidente o .

%lv,
L I
ap. . PP,

dus

" s’intégre et donne A

72 P,
H = —— —
(35) h=p e o’

i laquelle il est inutile d’ajouter une constante d’intégration, puis-
qu’on peut faire entrer celle-ci dans P,. .

Calculons enfin o2 :

. dy
dr_d\ OO df N _ ok d\  dg o  dig o
T P il ~E il TR P - TR o

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIRLLES.
L’équation Auuv devient ainsi : :
G, .dCh ., oGy . dC - OPY . oP,

3.3 UI&.A.&UM..T,PQM.TA?R wav% +m.®y‘.u..m.

ITQA &IEV+T@~Q+AT&'&VA@+\&V

Jdz  dsz 0z dp dp [ \dz " ¥ dz
dPy  JP P} Qﬁmv. dq
I—HTU.Is.ll.m‘wfﬁA 9z dz ) ]}dp
Oy oP,
Ml R dx :
. pr (9P JP,
. +PA 9 " op

o) (- ) ]

o o a2 v pry 9 _a
+rAﬁm+§ a..é"..l@v.lw?...ﬁkllﬁ.; mv

dzx dz dz2 dz dp dzdp
 pr ¢ v otq . 0% o Ce
+P ,uml.?ﬁluw;A%% PG : ‘
(P, — P aByPy) P
By 1 1l Q\%c ‘
’ ” ’ ’ @u% ’ . Lo
..T.AT—U»I:TLATW»I.Nﬁ»V.QIcmuP .

ou les dérivées de P, par rapport a p sont désignées par des accents.

Cette équation est unique comme dans le cas des équations
s=f(z, 5, z,p, q), mais elle contient trois fonctions de cinq argu-
ments : Gy (=, y, 5, p, 9), ¢(=, ¥, 2, p, 0), Pi(, y, 5, p, 1), au lieu
de trois fonctions de quatre arguments : p(z, y, z, ¢),¢(z, ¥, z, 8),
plz, y,3,9). ‘ 4 .

48. L'étude de l'équation (36) permet de résoudre le probléme
que nous nous sommes posé; malheureusement, cette étude paraissant
inabordable d’une facon générale, nous avons dd nous borner & un
certain nombre de cas particuliers. Considérons donc des équations
définies par -

(37) Pi=h(p— k) + au -+,

.ot A, k, @, b sont des fonctions de z, y, z, p et n une constante. Le
- binome que nous avons ajouté, provient de ¢e que le changement de

variables qui sert a le définir, porte en réalité sur P etnon sur P,.
En substituant la valeur (37) de P, dans (36), seul le terme

v
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‘d’exposant 27 —1 est unique et il s’écrit

n(n—2)? bn %W.

le cas n =2 est exclu, puisque mv“ ne dépendrait pas effectivement
de p. Il reste donc deux hypothéses :

g2

1° %w = o : g est linéaire en 0; nous étudierons ce cas plus loin;
P

2° %m Zo:2n—1 doit étre mm& 2 un des autres oNﬁOmmbpm‘ qui

sont:2an—3, 2n—3, 2n—4, 2n—5, n, n—1, n—2, n—3,
‘1, 0. Les valeurs o, 1, 2 étant exclues pour r, il reste les cas suivants ;

I,

a. n= 55 born=—1;¢c. n==—2, ce mmE:S. seulement si. ko.

49. Nous avons étudié en détail le cas ou
Py=4hyp+bp+c

.dont nous avons obtenu la solution suivante :

‘ ‘ -3, 5., (%8 JB
_u,_ﬂAAa&+‘@uv :i‘TAuM.Thqur..Tﬁ-

= (px — z)(az + b63) (Y 0+ 58 + Ya),

.97 _ . [ dB 4B v
Cr= %+I&l?a+FvAaaﬂ/+aumvi_efﬁs.rfv
- w@N<» lﬁl<~ !

alax + bz)

ou a et b sont des constantes absolues, ¢ une fonction de z, y, z, p;

B, une fonction de z, y, z, el enfin © =0 + B,

Dans le cas od ¢ est linéaire en 9, nous avons déterminé les diffé-
rentes valeurs possibles de 'exposant n, chacune conduisant 4 un cas
particulier qu’il conviendra d’étudier ultérieurement en détail,

ocBBm_mommvaommoE.m:%.muaﬁrm_=mm:rmmm8a:mmocxwo$ms
e - 3 ;
hilités : n =3, n = =

If. — Invariant du second ordre nonwa 4 F ow—.po&z-cn:o explicite,
cas de l'équation E&E—d.

80. Nous écrirons I'équation sous la forme Auuv et 'invariant sous -

la forme (24 ), ot G vérifie le systéme (27) et (28).

en py, %m?.wm ~.ma=w=o= Au»v mo: "
Awmv , ’ ' v- _v»»w»l_l?». .

ot y» et X, sont fonctions de z, Y% p
Nous poserons ensuite

(39) : T M=oy
Naov ynl. @.8. IT\

ou A et p. sont deux autres mosncoum dé z, .3 z, w
11 suffit de poser enfin

pour que P’équation (22) prenne la forme - R
- d6e
(42) , =

o Ane dépend que de z, y, z, p.

Mais alors, I'équation, Awwv devient m:bwrwamuo

dC
(43) L Z=o

et C ne vérifie plus que la seule équation (27) et n’est d’autre part,

fonction que des cinq arguments x, ¥, %, p, ¢; dans cette Bmu,.@ g

m&:mzo.: A n’est v_cm fonction que: des aze.:.a »-.m.:aouam Z, ¥y 5,P-
Pour conserver les notations habituelles, nous écrirons A au.lieu- de

A, sans pour autant modifier le nombre d’arguments dont il dépend..

t\_: c : _w.

Pour poursuivre le calcal, nous allons, comme au paragraphe.

‘précédent, prendre ¢ comme fonction et § comme variable indépen-

dante. Puis I'équation (27) se décompose en deux autres, w—_mwa:.m:@

est linéaire en p, et doit étre identiquement vérifie, a:mza que soit
la valeur de p1-On obtient

, wm#.%.%lo
?C op Topap

aC - dC aC - da dr  Jd\ [dq Jdq wmv .
A\.mv m.m.fm.um.fvmal+MM+QM+MMAMM+E%+V,% =0

mm Pon pose
28, : C=C—g5,

Ill°’~>r DES 8C. MATH. — N 139, . . 6
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le systéme précédent devient

’ ac’  arx
(47 T Uwvlnﬁ =0, o
JC IC L 90 ah  [oh AN PR
(48) Gz +Po T .T&\.Tw_wtu “Anm&.s....%&wm@v”_lo.
.90 ‘ L e . v
Si P # o0, on peut tirer ¢ de (47) et le porter dans (48); on
obtient alors ) .
7N VDN I
I dC . 0C . dz  dpox L apdz oG o
(49) mmufﬁwm.fs,tlall , -.\luly MM»I!TQI"OV
o P

ou C' estfonction de z, y, 5, p, et d, dez, 5y, 5, p.

A toute solution C' de I'équation (49), correspond une valeur:

de g, donnée par (47), puis une équation s = m et ‘un invariant

d0 .
o + G =F(f) ou, en utilisant c,

v OA ‘dq
(B) U= 1 = o
_[29 . .22 . 9J9(9¢ dg _ 0g
n Ta.vﬁm+%fm,+§|n+?§b .
\QM = F(§).
a0

Silon peut résoudre I'équation (47) en 0, on prendra I'équation
o dy . o
sous la forme -~ =1, et I'invariant sous la forme

: ® o I
(50'y | a5+ = 51 =F)

51. Cas particulier : ) est linéaire en p. — Avant I'étude générale
de .ﬁmacu:o: (49), nous allons examiner les différents cas particuliers
qui se présentent. Etudions d’abord le cas o A est linéaire en p :
- dans ce cas; I'équation (47) ne contient pas g; d’aprés cetle méme
équation, €/ est indépendant de p. Nous poserons .

(51) A=k P+, A,
puis . ‘ |
(52) - S W

_z;ns:._ozEmnoﬁ.:o_isﬁen!ﬁﬂ.!udn_.:u.

L’équation proposée sous la forme (22) devient

&Aa&..wun #) = v.n%&.. ¥ hvim

ou, en changeant de notations,
‘ a

(53) =Mz, 7, )

Par une transformation ponctuelle,

| N".ﬂ,\.? ,4".%» Z=2xMx=,7, N..v.
noug obtenons la forme canonique \
, do

(54) == *

H‘.masmaon (48), la seule que vérifie C', s’écrit

‘ o¢ ¢ T ;
Ammv ; .m,.w.,.T%.wM..Tu.wm..._,..&ﬂo.

Le probléme est donc résolu de la manidre suivante : on prend
pour C' une fonction arbitraire des quatre arguments &, y, 3, 0, puis

="’
\Ul“l% avee h=23.

L’invariant s’écrit sous la forme (50)

Yol i.w\ %ﬁ b3
C+z Frins - - g
_ : ab

[ g% 02 (9, %, 0]
o T —.|+@§+.l mcs......ﬁmm..'?w.mvlm.gv

1l nous reste 4 examiner les deux cas wmcm.vmqaoammnm ou l'on ne
peut effectuer la transformation ponctuelle indiquée.

a. ) dépend de z et y mais non de z. — Par une transformation
ponctuelle analogue, on posera A = . L’équation s’écrit
) , &b ‘
GS‘ , les
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et _dazmcg (48), que vérifie C', devient

\%Os n‘ ’ 7
o - e plial o,

C' ne dépendant pas de p, mlou est aussi nul et C' ne dépend v_n,m

que de z, y, 8. On peut alors E:mmumn Péquation (57) et €' est une
. . . . il
fonction arbitraire de y et §-— ) g restant ici entiérement arbitraire

pour les cinqg arguments z, y, z, p, 0

b. ) est une constante absolue. — Zo:m prendrons A = 1. L’équa-
tion est . -
) de
58 — ==
(58) , e ,:

* (' est une fonction arbitraire de et 0—z,¢q restant ici ausst entie-
rement arbitraire.

A =o0. — Il y a une intégrale intermédiaire.

Cas particulier : A est fonction de y et p seulement. — L’équa-
- tion (49) s’intégre mEBm&mEBmE :
. ax )
G ...hl.&.tlv.\ “+o(p, 53— pz, 8 —1ax, ¥),

¢

ou ¢ désigne une fonction E.Es.mmum mmm arguments indiqués.
q est alors donné par (47)
) aC’
9p
7= oy
dp?

Péquation proposée conserve toujours la forme (29), ol ¢ a la valeur
précédente. L'invariant est donné 1.&. la formule (50).

33. Cas v»ﬁ-oﬁﬁn : A est E%wgnwﬂ de y. — L m.:.:c: (49)
s’écrit

: A en g
IC  IC . oC o9z " dpaz P Ipaz oC
5 7 phal P oz -
(59) 9r TP +y -+ — oty Fi o.
.Mm .

(puisque y ne figure pas %—bm wv
Il suffit de poser

L : j
(60) o =

pour obtenir Péquation n—mmm.aco.

>Em_ a toute équation différentielle du second E.&.m.

Aﬁuv ) ] ‘.N," ﬂﬁ.ﬂ.« z, N.v . = AL ey . . .

~ que l'on sait intégrer, on peut faire corres ondre un A et un C', donc
q P Pe

une équation du type cherché et Vinvariant ooﬁmmvcbmsg Le o&o&
de 2 et de C' se réduit d'ailleurs & des quadratures [11 8], Tw_.

B4. Cas m.oumn& — Le calcul précédent s'étend au cas mmba—.m— en
m_m.@amszmi Péquation (49) ?:. rapport 2 9 et en posant -
¢

Swv ‘_ - ‘ ‘ C=—"

On trouve our C’ équation (59) et les conclusions du numéro
P q 9) ¢ .

précédent restent valables pour C”. Une derniére quadrature permet
de déduire C' de (. En somme, y joue ici le role d’un paramétre.

88. Critére permettant de reconnaitre si-une équation linéaire est
‘du type cherché. — Au lieu d’éliminer ¢ entre les équations (47) et
(48), nous ¢éliminerons C'. Les relations obtenues entre } et g nous
fourniront le critére cherché. : .

Dérivant (48) successivement deux fois E:, _.nm%oz a p et tenant

: ooE@S de (47), nous obtenons

JC . OxaC  Ph ok %

(63) ) e e e e o o =,

, - 9z dp es dpdy ~ Op? 3z
ou Pon a posé ,

- Y. SO
5 _9 . 0 .9 dpoz PIpdzT" oz 9
, bz —dz LT R 2N op

dp?
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et
S
, 3Log — - X
o aC dg d\ dg 3pr  d ¥
. (64) %..Tmm...uwa&l.f 5y +M~umm.l9
avec
- 39 0, %0
& " dy "9z

Les équations (47), (48), (63), (64) donnent les quatre dérivées
de C' par rapport a z, 3, p, 0. Les six ooc&z,wﬁ..m d’intégrabilité se

réduisent 4 quatre, car la condition z, p se réduit a (63) et la condi-

tion z, pa (64). .
" La condition p, 0 s’écrit

9 (g hdg By ok B Bg\ dhog
(65) %A%.*,.% %+¥§m%.+mmﬁv+mm%lo.
De méme, la condition z, 9 s’écrit
M N IM o °H
(66) _ 9 TR iz =
ou I'on a posé .
dg  dhdg B . oh 9 ¢
M= L, 2% 2 RO %
ERMIPPIP TRl SRl el i >
" Enfin, la condition z, 0 s'écrit
M oM oM  dg/ o) x o
@ e— _ I\ ——— — — — =
67) 57 TP +* G0 +%A%§+m%% %v *
o

'Si Pon tire ulm de I'équation (65), on voit que M vérifie I'équa--

tion (39) et les conclusions du n° 53 sont valables pour M.

La condition z, 5, compte tenu des définitions des opérateurs w.w
et 2, se réduit & |

oy

22 - a?x dA
(68) %&.Tlmoaﬁt& E&%&Nlt]u.l
_ N Y ) =0
I
C’est la condition pot Sl iC .
on pour que les opérateurs 5z &t 5 ﬁ%rczmm 4 une

fonction indépendante de 9, soient échangeables.

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVERS P,
En définitive, A et ¢ mo?wﬂﬁ&&:ml&@ﬁ&ﬁ%n%
ils doivent vérifier P'équation (68) et 'expression M, Péquatio
. B86. Equation s= f(z,y, z, p, ). I_;.,,wmou:om%, m,wkuﬁ( mﬁ nu_ ,
qu'uné telle équation est nécessairement linéaire. En effet, si nous
prenons l'invariant sous la forme (16), I'équation (18) s’écrit
4 A JA A LdA i
Amov ‘ . mM..T%wM.T%»ﬁ.T.\MMIP

En dérivant par rapport & p,, on obtient

, JA _ 9f oA _
Amoy &u.l..‘wlﬁ.m 9= o,
ce qui prouve que % ne dépend .vmm de py et _.mazmmcw proposée esi
1 . . . : .

nécessairement linéaire.. , . ‘ .

Pour poursuivre I'étude de ces équations, il est inutile de prendre
0 comme variable .mzmmvmiamus au lieu de g, car la condition ul.m =0
signifie que 6 est linéaire en g ;
(71) Q=g +0(xy, 3 p)
et (22) devient \

N 7 ) M,
A\MV . - . .\.l.\,llAU..wBl..T%MMITﬁ»M\MV.
L'équation proposée étant linéaire, on peut supposer A »onomo?mm _
z, y, z, p seulement (voir n° 50) et C fonction de z, y, 3, p, ¢
vérifie 'équation (27) qui, développée, s’écrit
IC . 9C dC  9C I d)
99

C /28
(73) &I&.T%@M..T@JML.\:-,..Tww\.../we.fn.f.\%lc.

En différentiant par rapport a ¢, il vient

(74) 2C o #C %o%\ﬁm+$l
7 dzag Pozog TP opag T o Tz T

ou f a sa valeur (72). . ‘
En identifiant a zéro celte expression linéaire en p,, il vient

,

#C N, 2C

; 20, G _
(7) o dpdg dp It "

A. 8 P RC (M 00NRC  dn
7 dzdg P azag oz Pa)ag TaaT™
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Hua..._:g:ob (75) s'integre et mobbm

aC - .
() =05 50, ave 1=gad,

H.m@:m:o,: (76) devient alors

te dg
(78) .:e yml@._rmmlo

En la différentiant par rapport a 0, elle devient

Py e

, o
- (79) Jegi TP

lTv,II“o

dz db dah2

ou i nc dépend pas de 0. ¢ ne doit donc dépendre que mmm deux
.:.m:Bm.:m yetd+p(z y, z), avee
(80) : r= % +pa=

L’équalion proposée, sous la forme (72), devient

d(0—u)
dz -

Il'y a donc une intégrale intermédiaire

D—p=F(B)

ou, en éerivant 0 au lieu de 0 — p, I'équation s’écrit

>

-

0

3]

et 'intégrale intermédiaire
g+ 0 =F(f),

ot P est une fonction de z, ¥, 3, m‘ .
Nous énoncerons donc :

Si une m&:a:cz s=f(=z, Vi3 ' P wv ne contient pas lavariable q,
elle n’admet pas d’invariant du second ordre relatif & la carac-
téristique explicite. Si elle en admettait un, elle serait linéaire et
a&Sms.Ew gaa‘s&%ﬁa? :RES&&S:&.

INTEGRATION DES £QUATIONS AUX DERIVEES PARTIEL

Y7. U,mm:.mm la théorie mmnm;_aq un Eﬁu—pﬂ. dng.n B

(81) . ¢(a, VR mm. P, 9)= Az, y, 3, P, Py, QV%R JTW..N& ﬂvm_ﬁﬂv

puisque les-dérivées de zet ma P1 par uﬁ%oz a « sont wnEBmﬁﬁﬁmm.
Cet i :uﬁ:.::: doit vérifier F condition

(82) - \ %% =o.
‘i

Pour expliciter cette condition, nous ==__mm3=m —om équations
 établies au paragraphe I qui constituent le systéme ().

Le probléme se révélant aussitot comme d'une trés grande.
complexité, nous nous sommes borné dans ce qui suit, au cas

"ol B =o. L’invariant se réduit donc a

dx

Pl = F(a).

(83) | ce=AS

'La condition (82) se mmé_awlmn de la maniére suivante :

dyp df dA dx  dA oz A d of dx __rf mmhv
?:ﬁlﬁﬁﬁ+@81>§§&+ﬁ%.§

Les dérivées ° 3a .8 % > étant EBB&E@:@? I'équation ?.ao&mﬁm

se décompose en ma:ﬂ mcs.am :

(85) ﬁ 0, \

tm: dz ~ dy dz dp,

De Y'équation (85) il résulte que 'équation proposée est nécessai-
rement linéaire; nous poserons :

. (87) - s=a(z, NERZY 2} @v&w»*.@ﬁﬂ. Y5 3, Py &V.

‘Explicitons maintenant Péquation (86)

JA dA - A dA JA
Aamv laA%q +EMM+%»§.V+@\ +QM+AQ~:+S¢%
m> &WnA&a &@v da

HE»IT&S .Pﬁ"o.
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Mais I'élément g, est paramétrique ; 1'équation (88) se décompose
aussi en deux : ‘ ‘

. ) JA !
(89) : =
JA JA JA dA JA [da ab da
(90) Mvﬂll&ym |TAQ|..§ﬁvU.NI |T@~|»|~.u| +Mg|_.Amwm~u»|T M&I.&r.v.l.?mﬂM =0.

D’aprés équation (89), A est indépendant de g. Développons
I'équation (go) en Vordonnant par rapport & p;

(90") ﬁﬁﬂ&+&§vﬁm
dp L\dp oq ]!
+Amm+wwm"+@w«l«+a.&m+wwv ,
g " ag T %9y T op) P

.TNW.T m|~v @&»
oz Pz " I_

. Jdz dq
|>mAmm ..TamMNv?.T&m +ﬁw.m nTa.&mQ
dap dq dx 03 Jdg
JA JA  JA JA
+~b— +(g—ap)—- + —a-— =0,

ot A dépend de z, ¥, 5, p, pretaeth, dex, ¥, 2, p, g
En vertu de la théorie générale des-invariants, on peut affirmer
que A est un polynome cn p,. Pour préciser le degré de ce polynome,
nous dériverons quatre fois de suite 'équation précédente par rapport
“a ¢g. Nous obtenons SR

(91) - I@AWWL.,QIWV-,T@L;%&»\ \
ov dg\oz P9z dz | g op ,

+JIA 9 da 9.dby , 9 da |
g \Pogdz T agdx)  Nogdz ="

(92) !@Aﬁ... JAN b oA
9 dg* \ dx P53 JIqt dp
(T m) N
- Pu . . .
En divisant par % supposé différent de zéro, et en dérivant une
troisieme fois ‘ ,
a6 - 0 da o db & da
. 0 d¢F JA JA[ d dgidzr 0 dg® dx d 9¢® dx
3y 299 a9 L¢P ar d9og AT Y A2 %4 9
0% 5 Fa op Topi\ P13g “Fa T oa i “Fa
992 S 9g® . d¢® o

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

- J (b Pa NSRRI
En divisant par 5, A% Fr supposé différent de um!.w et en déri-

vant une m:»,:.wwao fois

\, / nda OB

_9A o[ 0 9@ dx 0 I

(o) (r3 =)\ 57 “oa g 2
9q? KZg
o db.  otb

JA 9 ) 9g* dz . 9 I9¢*

T Op g\ 9 “Fa "dq Fa

fl

0,

. L i ¢
ccequi est de la forme
oo JA L9A
Awhv .Axmva%lﬁﬂwkwvngwmz;l,lov

da da
M\w .,Tamm #0
et N, a condition que-
9% -+ aww # 0
dp ~ dg7

" Si ces deux conditions sont réalisées, A est nécessairement du

premier degré en p;. Sinon, dans Péquation (94), le degré du coeffi-

cient de M serait supérieur d’une unité a celui du coefficient de N.

Avant de poursuivre I'étude du cas général, nous allons énumérer

les cas ?:.ao::mwm. que nous avons écartés et dont nous ferons oumsmpm

I'étude. . ’

&.Nlal«,

dq?

2 (2o, e
9g \dg* * Jg*

1° =0,
Na
3o ’ — 4+ a- =0; -

49 .|+al.Hc\.

5o ) — - a-— =0 et -— 4+ a-— =0}

. G
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. 'B8. Dans le cas général, nous pourrons donc poser
(95) =(Ap,+B oz
9 . } = i \ﬁ .vtln. -

ol A, et B, sont des fonctions de z, y, z, p seulement; ces fonctions
vérifient le systéme déduit de I'équation (go) en égalant a zéro les
cocfficients des différentes puissances de p,

%>g dA,

NP .
(o7 ww._la%%;éwlazmmml_...uww |
A ) ()

’

ot les inconnues A, et B, m,.wo:mo.: de z, y, z, p, alors que les

coefficients dépendent de z, y, z, p, .

- Sans ?:Ec:. donner la sglution compléte mo ce w%mswEP nous
allons étudier le cas ou @ et b, dépendent de p ct ¢ seulement et, par

~suite -\, et By, de p seul. On obtient alors -

’ dA, AeS o db da da
8) - A 3 — ) — f — - =
(9%) 7 %+:%v ?A%A.Ta%v‘ 9
< &_r ab da
(99) «\% .TNKMI.:_MM =0,
D'oit Ton déduit, -cn remplacant dans la ?.o.:-w_.o éguation
A B, 9% ar OB ,
-1 g g P dp '
(100) | 2 (Ab—Bia)=
; Qﬁ A0 — .gv =0

ou
Ab—Bia=1Q,
Q désignant une fonction de ¢ seul.
D’apres (9g), on voit que Q' est une constante C,, donc
) ) AM = OpQ -+ O.m.
Puis :
w—,” — O-N—lT Ou.

D’ailleurs

Donc

P et P, désignant deux fonctions de p seul..
D’ou la solution du probléme :

. _ a=PP(Cig+C), - -
b= mVAO»Q - Onvu
Av=(—Cip + C2)Ps+
Bi=—Cip+Cs.
- B9. Cas m.v!mo&mam" @ et b linéaires en q. — Noamnazoam tout de
suite' qu’il est impossible que l'un des- coefficients a ou & soit

 linéaire, sans que I'autre le soit en méme temps. Supposons en effet -

que a soit seul linéaire en ¢. D’aprés I'équation (96), b est expo-
nentiel en ¢; mais l'équation (97), & cause de la présence du
ab

99
nement est le méme si 'on suppose & seul linéaire en ¢. Nous 10835

donc

terme @ 51 montre que cette hypothése est :::_B_mmpzc Le raison-

ﬁ”ﬁn%,ilanu @"@—QLIFM

et le systéme (96)-(97) se décompose en nzm.:.m équations od les
coefficients et les inconnues dépendent des mémes variables z, y, z, p.

mc. me, vamos.mau o ..T:I.lo ot ..Taw.wl.o. —

m. .._n a J&. était seul nul, _m premier terme de _da:m:S: (94') serait -

d’un mom_d m:van_mca en py w celui du deuxidme terme et Péquation
en mcamaoa n’aurait pas de solution. Om cas ams donc a exclure. Il

_reste, au contraire, A étudier le cas o: + a 37 omn seul nul.

Ces préliminaires étant établis, nvcaobm —.m...zmm du cas ou ces
deux expressions sont simultanément nulles. Ici, A est encore



90 ‘ G. HEILBRONN.

linéaire en p, et les équations (96) et (97) s'écrivent

A:.:v WW...!&%&._..TQWQEV%NI_+@&MWMHP
(102) N@Iaﬁlﬂ» .TQI.&VV%M» +@w|ww~w .
,+>Amw+m.m|w+o|mvlwwAmm+wm+@mvﬂo.
La ~.m~w=o= |T a sw == o s’intégre et donne
(103) - | g=ap+e(a,z,9,3),

ol ¢ est une fonction arbitraire des arguments indiqués.

Prenons Em::m:ma a ooBEo variable indépendante au lieu de g..

La deuxieme S—mﬁob ..T a M o devient simplement

. db
(104) . op =0
et b est une fonction de z, y, z, a.
L’équation (101) s'intégre : en effet, les ncommoumbam ne moEoE pas -

dépendre de g, donc, apres le changement de variable, de & :

Premiére solution :

o, g=aXi, b=aX,,

a9y
owrX, et X, sont des fonctions de 2 seul.
-On obtient
- Av= (X, — 5, X+ p),
ou @ est arbitraire.
L’équation (102) devient alors

(105) , 2,

: 9By 4 9By 'y, 9Bi°
.. (106) ~ 9z +N. a5z *9p

L Xy \ o[ X X, \_
+e?«+a|+ﬁ*?¢+ﬁ+w+ﬁv|°

que l'on peut intégrer si 'on se donne ®.
q peut intég

(107)

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

Deuxieme solution :

rry =0, - =0, lyhhu \v%

. Dans ces conditions, _,mA:m:Ob ?o_v se a&:n w

JA

dA, m>.
5 +yAN m.v ; =o0.

C'est I'équation linéaire aux dérivées partielles correspondant a

Péquation différentielle du premier ordre la plus générale. A chaque

mﬁ?mmob différentielle : mm =1(3, p), quel'on sait intégrer ooi.mmw.o,:m

- und fonction A,. 11 s’agit maintenant de déterminer B, ; nous suppo-

serons que By, comme A,, est indépendant de z et y. .Eoww
’équation (102) s’écrit

- . de , N,

JB, 0B, 2 Logo trome da + (X3

(108) vaTs&cl.T,f A oz TP .T&.w @E&

. : P 5a o

d Loge .T%mr.ome —
. ox 3 - :
lw» = 0.

%
P+

Pour que les coefficients de cette équation soient indépendants
de z, y et a, il est nécessairc que ¢ soit exponentiel en z, linéaire
en a et indépendant de y. Dans ce cas, wﬁ.:ﬁ?u (108) s'intégre
en méme temps que I'équation (107), w:_mazm c’est la méme
équation avec second membre.

En résumé, ?» et B, sont des fonctions de z et p.obtenues par
intégration du systéme (107)-(108), ¢ étant arbitraire en z, expo-
nentiel en z, linéaire en a et indépendant de y, avec b =12(z, p)o,
ot A est arbitraire, sous la seule réserve que I'on sache intégrer

Iéquation différentielle ordinaire : - . .
ao
2L =2z p).
. R 1 ~
Troisiéeme solution 4 ,
A oA o
- dz
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La solution se ramene ici aussi 4 celle de 'équation différentielle

ra

oa.um:m du premier o-.&.? a condition de’ vomm.. division par P on obtient o e “..,,‘,,.
| b= P « T, (el
: e : . . (110) A -+ Nvl. J. I9g* \dp 9q
¢ restant ici indépendant de y 2 z et linéaire en a. &: P il | s g Fa
- , . L Q@w
Quatriéme solution : , . )
| < L (%l 0 |
oA, oA, ) d agi\dx " P oz * 05
—_— ), — =€) -+ — ) = 0O..
v % Fa :
: dg?
Méme résultat que précédemment, a condition de poser : \
‘ a prec ! P Fo cas étudié se m:?w::mm donc en %Ex m::z:; mac 1'on mEE_m le .
9 = A2, z)a vum::ma ou le deuxi¢me crochet.
et - . .
Premuiere solution :
b= TA,&v z)e, )

Co e . T ;+~.!>.lc
ou 2 et p sont des fonctions arbitraires des arguments indiqués. &S C ! v

Cinguiéme solution : Cette condition s’intégre

An:v ~P“>»A.§...w$ .NuNuVAN:nTD

En identifiant & zéro P'équation (9o), dans laquelle & a Ia

Ici, ¢ doit étre fonction de y et z seulement; on trouve ensuite . valeur (109) et A, la valeur (111), il vient

b=pi(y, 3).

al JdLogA; = JLogA, dLogA, dmn
. . . by — o iddd
Siziéeme solution : (1r2) aAE - w7 o - dx P70z v 19
| dLogA, JLogA, dLogA,
/ wwhuo. %wno %+¢E~+=v - T 1T <O
, ' (113) 5A\~+.&|~.+~Qrcm>_ _ dLogA, Mmbow?v
La solution est ici beaucoup plus particuliere que dans les cas - dap dap - or- P75z
] 1L10] PP paruc q
précédents : b ost fonction de y seul et ¢ = bz. N QAQE +p WMV L mm p w.“ A \
61. Cas particulier : 77 AMMW NIM.%V = o. Cette condition intégrée + (mg+n) AS . WM. . bwwkwev \
s’écrit ’ . +~Am LogAs ,  dLogA,\ o a
(109) ‘ b=la+ mqg-+n . , " 48 175z v I 9m=°
109 =. ey -

Dans les deux équations précédentes, seul a dépend de g et 'on
suppose essentiellement qu’il n'en dépend pas linéairement. Or, ces
équations sont linéaires en « et g. Il en résulte donc une double iden-

ou I, m, n sont des fonctions de z, y, s, p.
En dérivant trois fois Péquation (go) par rapport & g, aprés

-
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a4 s . .En-!z.z.

smoﬁ_cu ena et Q D’od no mwmﬁsm :

A:S 3+MM..9+~ m\ & —P—3, =0, ;
(115) , : s §+§m'r.w.mw+t—bm>»nw°“ ) S
116 - on oLlogA, JLoghA, M devra vérifier la 8:&.&0@
¢ , : op op a7 , oM
oy o™ QE.TSA L +~trom>.v+~trom>, L0, Mﬂﬂienz .nvmv‘
U17) 5z *Poz dp dp 0z dz. '
(118) e .T%mn +n S..T&».TN p +1 Iy +&\Io
que I'on peut écrire sous la forme équivalente :
- A, 0 , A Ezemple : m=¢", n = e — Ou en %&Ep
(119) T = MMR +mp)A, ], g
‘ —per, .
. o . dA, P ‘ . . «, , N.. X
{120) o S i Mm..?fw_.vu puis :
0 . ?uu n..?_.C?...u.Tnlwv,
A9
(121) MMIIMNAS 1)
) o s ) ¢ étani une fonction arbitraire mw ~.E.m=§m§ :E-aam
- m m [ m .
(122) MN.TEMM.TSN.TSMMINQIE‘.TM'MUP
‘_w wm... wlsmi..i:.f:&leI:.Twmlo
(123) - gz P 5z ap_ap T
- . «w» da da
‘Les équations (119), (120) et (121) définissent A,. Les conditions 5 A + aw...v .
~ dlintégrabilité de A, sont précisément les équations (122) et (123) et (125) m@ , m.lm =%
: \ o
-dm  dn am an :
(124) \ Uﬂlml.u .T:M%IEMMIP ] ) %Mu tﬂ..f%m.m.’.ﬁa.fg.fﬁvme
. - (126) — 2=0
Le systd 3) on I est Ii duit préci . 22 |
ystéme (122)-(123) o [ est 'inconnue, conduit précisément & b

la condition d’intégrabilité (124). D’out la solution : On choisit deux
fonctions m et n des quatre variables z, y, z, p qui- vérifient
- Iéquation (124); puis ! est déterminé par’ _a systéme (122)-(123).
Enfin, A, est obtenu par la résolution du systéme (119)-(120)-(121).
L’équation proposée est alors ‘

En intégrant ces deux relations, -

(127) sm.TaMm ha+pg-+v,
 da

l “+n 92 _ «
um.TAa.fwi valma.TqQ.Tﬁ

da -
Qumv ml..s. +~w

hlaA?.TS..TS&.Ta

_et Vinvariant A ptyv, 0, 0, ﬁ étant des fonctions arbitraires de z, y, 2, p-

J IR
P = A(pr+ NV@I““.‘I F(a). En tirant a % (127) et le portant dans A_umv 2. en &c:SE.. da




.%

vienl

. da . a‘a ,0a o

(129) - m.m.TEmWNmML.mSQL.:v Py = 0.
wm?.mzmun _,macm:oa (90) on. _,ou remplace b vmn sa valeur (109),

d d : ;

mm +a < par sa valeur (127) 2 nTﬁlm l_l@u..m par m9<&m=~.?wmv

et en cvmgar comme plus rm:f _mvmozzo identification A zéro par R
rapport 4 a et ¢, on obtient

A dh a: QN
A 3
(130) %»T%: AN = m EYEL, . +p 5 .TNSH_ : it :. P @m@
Cy ’ g b. n umm. - :
I>§_+Nm~wl.®w .Iawvnp ; L R
. JA om om Im. . UGB Qodu-t—c b%SS sur ~ g dés &E&S‘
(131) &S ..;:.T fi+ .mm mZ#.tl&;.T%M..TSu H_ . 283:« es&\o e i :
Aupe e mOh . A _ a t. 1, p. 34-29 et S«-Sm, .
- Iﬁ»;.\;&ﬁnrlmlc, b, t. I, p. 62 et suiv.;
(132) ﬁ <NuW..T v + Qz + .&Mm -+ %I..~p + mn et 1 mw wum.‘ . ¢ . BRI i
ap: | P17 _ P P d. t. I, chap. VI;
| |,.>,.:5+ :Sr.fwuwlc PR e .
At ros 5 T

_”wu_ Gounsar, C. R. Acad. Sc., t. »NO 1895, p. quu. :
{91 Goumsar, Bull. Soc. math. France, 1897 et 58 R
[10] Goursar, Ann. Fac. Sc. Toulouse, t. 1, 1899. I
[11}. U»uuocu Legons sur la théorie des hE.?n& : ) :

ot la fonction inconnue A mmwmbm seule de p,. -

Comme on l'a vu plus haut, de la forme de ces équations, on peut

conclure que A est linéaire en ﬁ_.,WZO__m vamwobm .t : livre IV, chap. IX; ;
b. t. III, n%® 604-605; -

(133) L A=Ap+B, ;
: : “e t. I, n° 6.

et les trois équations ;?.mommmaom .mm,.,mmooavommgi ‘chacune en
deux. ‘

N

On obtiendra ainsi un m%w_w.:w azm vérifient A et B, mais nous ne
sommes pas parvent & mener a bien I'étude de ce systeme.

.

[12] Hensronw, C. R. Acad. Sc., t. 208, 1939, p. 1380-1383.
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