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INTRODUCTION.

Nous présentons aujourd’hui au public mathématique Papplication
de la théorie d «intégration logique » de Drach aux ¢quations difl¢-
renticlles. (lest e travail que nous annoncions lors de la paration du
{ascicule consacré aux ¢quations aux dérivées particties ¢l nous tenons
A exprimer loute notre reconnaissance a M. Villay, qu rendanl
hommage au génie de Drach, a bien voulu, une fois encore, nous
encourager & rédiger notre modeste Ouvrage et lui réserver une place
dans la présente Collection.

Nous pensons donner ici une vue plus juste de la profondenr de la
pensce de Drach, en montrant la puissance d'unc méthode appliquée
i des problemes d'une grande variété, qui, tous, avaient arrété les
plus éminents analystes. Clest. L raison pour laquelle nous avons
insist¢ surtout sur les applications, de facon que le lectenr se rende
compte gu'il ne s’agit pas ici de théories steériles, si harmonteuses en
elles-meémes, si séduisantes a Iesprit quielles puissent paraitre.

Dans ce séns, nous tenons & souligner la finesse de lanalyse de
I'équation des géodésiques, quila conduit a la solution d'un probleme
que tant de géomdires avaient en vain Lenlé de résoudre; Pélegance
de la methode qui lui a permis de déterminer les intégrales algcbriques
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de P'équation de Riceati, ¢puisant ainsi totalement la question. Le
lectear y trouvera, oulre des résultats originaux, une synthese des
travaux d'une pléiade d'itlustres analystes.

Enfin, nous tenons a rvappeler les propres termes de Drach, qui
montrent clairement le but qu’il visait : « Tendance & la géndralisation
et & la simplification de la Science », « en repronant tout a picd-
d’cuvre, les éléments étudiés élant caractérisés des le début par un
petit nombre de propri¢iés, choisies en raison mé¢me des applications
possibles. »

CHAPITRE 1.

LINTEGRATION LOGIQUE.
\

[. — L'intégration logique {!].

. Le probleme de Uintégration logique consiste & déterminer la
nature de la transcendante délinie pur une ¢quation différentielle ou
un systéme complétement intégrable. Ce probleme s’oppose, duns sa
naturcintime, au probleme de Gauchy et tout probleme d'intégration
avee conditions aux limites.

La premitre question qui se pose, est la suivante : étant donné un
domuine de rationalité [A], reconnaitre si I'équation (ou le systeme)
admel des solutions rationnelles dans ce domaine ct les déterminer,
si elles existent. Ce probleéme préliminaire devra étre résolu dans
chaque cus particulicr. Ayant vésolu ce probleme ety éventuellement,
¢earté ces solutions, nous obtenons une ¢équation (ou un systeme)
irréductible S, définissant une fonction z.

2. Considérons maintenant une transcendante ¢ définic par wn
systtme 2. Deux cas sont possibles.

1° Le systtme S +- £, aux inconnues z, £ est irréductible, c'est-a-
dive que toutes les relations rationnelles entre 3, £ et leurs dérivées
sont des conséquences nécessaires des équations du systéme S + X,
Dans ce cas, les transcendantes 3 et { sont étrangéres 'une 4 lautre.
L’adjonction de ¢ et du systeme 2 est inutile.
* Des maintenant, il est nécessaire d’introduaire la distinclion entre

i
i
;
;
;
i
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M
}
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i
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dérivies _:.::..::_—cu. el _u..:.::a__.r_:c.ﬁ. l.cs T_é_:r,,_.:w se calculent a
Paide des secondes dans les ¢quations 5 -4- X,

Soit un systeme (@) de relations

o

._(.%u; }=o0 (i=1, ..., n)

les ¢; ¢tant rationnelles el ne portant que sur les dérivées para-
métriques et les variables s et Z elles-memes, que nous adjoignons au
S+ X

dintegrabilite du systeme S + X+ &, qui seront les conditions que

systeme 11 conviendra de former alors les conditions

doivent vévifier les o; ¢t de s'assurer s'il y a des solutions rationnelles.
Si ce probleme n’a pas de solution, le systeme est irréductible et les

transcendantes s ¢t £ sont élrangires.

2¢ Dans le cus contraire, le systeme S+ X ¢st réductible; nous
divons que le systeme S est onpramdtif (V). Le systeme S+ X doil
¢tre remplacé par S + X 4 0.

La miéthode que nous venons dlexposer, peat étre appliquée
nouvesu par adjonction d’one nouvelle trunscendante Z; délinie par

M ,

un systeme 20 Le nombre ioest fin,

des dérvies __._.:..: ales, «

angmente par cliague adjonetion aus dépens des dérivées pa

wmétriques. Le nombre dFadjonctions utiles est done fini.

I est bien entendu que, pour que la méthode présente un intéret,
il fiul que les transcendantes Z, 2y, ... soient connuces. I convient
done d’¢tudicr au préalable des transcendantes dont les propriciés
sorenl u.m:_T_c,«.. Clest en _,:ﬁ:::c:c: suceessive de ces transcendantes
que consiste I’ «inlégration logique ». Il est claiv que ce probleme est
en géndéral inabordable. On devra se contenter de solutions aussi
étendues que possible, dépendant de constanles ou de fonclions

arbitraires.
II. — Le-groupe de rationalité.

3. Pour plus de clarlé, nous supposcrons que le systeme se réduil

a une scule équation aux dérivées partielles ét que, de plus, cetle

(') Cette expression, empruntée & la théorie des groupes, sera justifice par la
considération du groupe de rationaliteé du systicme.
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¢quation est kincaire (2)

Jz Jz Js
P -+ ?RE +...+>:§ =0

(1) N(z) =

et soit 5y, Z2, ..., 5, un systtme fondamental de solutions. Toute
transformation & » variables sur les z; conduit 4 un nouveau systéme
de solutions, également fondamental :
(2) Zi=fi(51, 52y ..., Z0)

(f=1,2, ..., n).
Considérons maintenant les déterminants fonctionnels

_ D(zy, ..., 50) D(z, 72, .0y 2)

)= - DW= PN
(4 b D(.ry, ..;.x:v, R YO ..;.FL, !
> N
! D = UT... Siy vy Sa—t)
Y D{e, rry oo, y)
ation évidente
4 Di( sz, u.:..f.n.:vﬂ:.
(e, oy, oo, Zn)

En développant celle-ct par rapport a la premicre ligne, il vient

3 Do 4D, % 4D,

(5) doit etreidentique i (1) 5 done

. Iy 1y,
(( SL= =,..=
0 1 >_
ot D est essentiellement différent de zéro.
. D D . . . .
Les expressions :_ » -+ 5 sont donc des invariants différenticls

de la transformation opérée surles z,. Celte lransformation n’cst anire
qu’une transformation du groupe ponctuel général a n variables T,
donl nous venons de construire les n invariants différentiels indo-
pendants.  est facile de voir qu’il n'y en a pas d’autre. Soit en eflel,
W oo e 2, T e 0

. ar " odr, o Jry,

un noovel mvariimt, Le systome

iz Lrl.\. ‘\m.\.
A\ — [P N
el o Ay + \ oy,

=0 ir=1.2, ..., 1)

(%) On =ait que Loute ‘quation utielle ordinaire peut se ramencr i celte

forme.
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)z N )3 .
pernet de calculer les w 1 Paide des Ay et des wﬂ @ dovient
o v

3y ,
)
W est évidemment indépendant des z;, car il est invariant pour une

iransformation des z; en 2;+ «;. Soit mainienant une transformation
arbitraire (2). On doit avoir

w25 T I7.i
HAQ.E. g arz)’

(ot les indices 7 ¢t A prennent toutes les valeurs de 1 i ), quelles
gue soient les /i

Supposons que les z; dependent d un paramétre . ¢lant invariant,
on doil avoir
74N
— == (),
lt
Or, .
\\ .f
1 . ) ——
Yy \ M N ey iy
7
i

ol AT ot

g ] ———
# ohry

Cette ¢galite devant ewre identiquement vérilice, il en vésulte que

L._. (i l
—— =0 =1, .... 0 K=1.....0n).
Q\i. . v H : /

) ——

oLy

4. SiPéquation (1) est géndérale, le systeme (6) est irréductible et
ce systtme est invariant pour toute transformation du groupe ponctuel
général 'y,

Si I'équation (1) est spéciale, on peut adjoindre au systome (6) des
relations rationnelles compatibles qui n’en sont pas des conséquences
néeessaires. Le systtme (6) est alors réductible. En lui adjoignant
des relations convenablement choisics. nous formerons un nouveau
systeme que nons rendrons irrdductible. .

Ce nouveau systeme sera le plus simple possible, si nous choisissons
le plus grand nombre possible de celations d’ordre zéro (entre les z;
mémes), puis le plus grand nombre possible de relations du _:..o_:mow
ordre ctainsi de suite. Ces opérations ne se continunent d’ailleurs pas
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indéfiniment, car on sait qua partic d'un certain ordre, outes los
¢quations sont des conséquences d’équations d’ordre inféricur. Nows
verrons plus loin (chap. 1V, § 3) comment on peut donner i ces
systemes irréductibles réguliers une forme novrmale.
Cies systémes élant mis sous forme canoniquy ;

75 3 Jdzy )z,
sy tqﬂy

(=1, 9,

Qi 59, .0, uEQI&_

Ty ——— gty

duy

)

J =2 (2, .o, @,)

L,

mellenlt c¢n dvidence  los

systtme (X).

mvariants. diflérentiels du  nouveau

A ces systémes, on peut altacher un g oupe ', dont les trans-
formutions sont dé¢finies par

- bl»u , 7 7 QN_v , \\N\ A
g, oL, DEn AT I S AT
T g, L e

Ce groupe I' est le groupe de rationalite attaché a Pequation
& grouj
spéeiale (1), Les transcendantes %1y - .-y Zpsontdes fonctions des 7+
variables @, z,, ..., z, attachées dans le domaine [A] au groupe I
Il est clair que Ie groupe T nw'est déling que pa, son Lype. Soit B
{ ) %

une transformation de T, la 1ransformée ' do I par une teans-
formation @ ;

= P

fait partiec d’un groupe I', de meme type que I'. La définition de T est
donc élablica la transformation arbitraire @ pres, assujettic seulement
i conserver In rationalité des ¢quations de (X)) ,Q_: sonl rationnelles.

Nous sommes ainsi amenés a éludier la suite de composition du
groupe 1, qut nous fournira les différents types possibles de
groupes 5 mais nous w’aborderons cetle élude, qui est dailleurs wn
pur probleme de théoric des groupes, quaprés avoir étudié les appli-
cations de la présente théorie au cas dune ¢quation unique du
premier ou du second ordre. -

Avant de laisser de c6té ces géncralités, nous tenons a souligner
que I'idée directrice qui semble avoir guidé Drach, est analogic avee
la théorie de Galois pour les équations algébriques, le groupe de
rationalité possédant les deux mémes propriétés fondamentales que
le groupe attaché a une équation algébrigue, a savoir :

4
:
t
H
b
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1 Toul invariant du groupe cst unc fonction des variables x,
» + -+ Zn rationnelle dans [A].

2* Toute fonction rationnelle de Zty ey Fooel de leurs dérivées

est unce fonetion rationnelle des invariants.

CHAPITRE 11,

LLQuaTIONS DU PREMIER ORDRE.

[. — Généralités |2|.

3. Soil I'équation

dy

dont I'intégrale géncrale est
z(wx, )) == const.
z vérifie 'équation

() NOES

Cotte ¢quation Axv permet de caleuler par dérivation suceessive loutes

.o, Jie s . .
les doriviées _ y lelles que (+Lk=un, (2.1, au moyen des
duot l,_;\. = B,
., oz . L,
dérivies I (p=1, ..., n)ectde variables 2 ety Les dérvivies par
£

rapport a y seul sont done seules paramétriques.
IFest fucile de classer les équations (1) d'apres les dilferents types
de sous-groupes du ‘wupe ponctuel général i une variable, qui sont:

12 Translornmlion identique 2 10 - /.

Groupe lindaire homogene ou groupe des translations ; IF — af
ouF =/ + «.

Groupe lindaire spéetad 1 Fe= e f - a(e =1).

4° Groupe linéaire général : I = af+b. .

af + b

cf+d

3* Groupe projectif : [ =

Nous savons que, si le groupe est le groupe ponctuel général lui-
méme, aucune réduction n’est possible. Sinon, conformément i la
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théorie géndrale, il existe une relation

=0

. i Az Jdz s
{3) A_.«.;bc 5 T g v

compalible avec (2), sans en étre une conséquence nécessaire.

1* L’¢quation admet une solution rationneclle en z ely:
_ P(x, )

Qr, 1)
On Ia choisira de lagon que le polynome I' — =Q ne soit pas décom-
posable, quel que soit z. La relation (3) est ici d’ordre zéro.

2* L’équation de définition du groupe cst ici

JF _
.\M\J =T,
I invariant est
Jz , N
ﬂ” == uL,.Ru Rl va
il vérifie Ia relation
. . A JL o
(1) /_—LlT_.L.ﬂ =0 ou \.\MIT.”Nl..T:;VIc.

En ellel, de la délinition de Loet de (2) on déduit

Jz =\

dr

puis
7 E _ 7
;o

_ - (AL t
D) rooe

.| -t

Dot Ton déduit immédiatement 'équation (4), qui constitue la
résoleante pour L. La relation de définition de I, est ici la relation (3)
du premier ordre. 1’autre part 'équation (4) exprime que L est un

multiplicateur ou facteur intégrant de (1) @ eelle-ci admet done un
multiplicateur vationnel. Dans ce cas, z est oblenu par une quadrature

c= \ar?\._.l \ .

stion de détinition da gronpe est
NI

Af

=1
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et linvariant caractéristique :
K = Aw.v
ay
Cette relation de définition de K, rationnel en z et ) est la forme,
dans le présent cas, de la relation (3). K vérific Péquation

(5) f.z?:zw.wnf

on obtient par un calcul a peu pros Eo::::a au précédent cetle
résolvanie pour K. z est encore donng par une quadrature

: H\Qz?@\l \ .

4” I’¢quation de définition du groupe est du second ordee :

Jest douce ici la dérivée _cmm:.m:_::::o d'un multiplicatenr qui est
raltonnelle. Cherchons la résolvante pour J.
De la relation de définition de J et de (2), on déduit

. gz otz JdN sz
( L — -~ =o,
(6) drdy A Jy? + Jydy o
oz iz AT NN ):
() T T R Rt aw =

Multiplions (6) par —1 et additionnons a (705 ilvient, apres simpli-

licatior iz
ication par -
| AR

Yest la vésolvante cherehee, Elle s'derin AnSSst

A i
Q.w Jr t. _‘.
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. _Jz ..
n obtidat Log 75 bar une prewmicre quadrature
[
Jz A
Log=h = ._.\_ e A+ =Y
® gy A ! ay ’
Jds3 A . . H AN A \
Ia valeur de um Log T ¢tant donnde par 1 ¢quation (8') intdégrée par
<. »
rapport a .
est donné maintenant par une deuxi¢me quadrature
.\._;_ (nd ,‘_vwv o
3z al,\ I “ T\._. — A \\.hv.
50 L’¢quation de définition du groupe est du troisieme ordree. On

prendra comme forme type de Ja relation (3) Pinvariant de Caylev-
Schwarz ;

i3 s\ 2
| =1 ot "u“_;ﬂhim h .
e s 2\ Jz

Pour déterminer la vésolvante pour 1, nous adjoindrons aux équa-
tions (6) et (7), 'équation obtenue en dérivant une fois de plus par
apport a y

Jvz /» ut/ ~\“,U|T. A N.MiTL../ %I,..I..:
(9) da dyi - dy + ﬂ dy dyt dy? dyd ds -
On additionne (9), (7) mulliphée par —3J,
par — wlh_ 2J?; on obtient alors
I

mais 1 vérifie 'égquation

l._ 1 "
(10) ] | = w\ﬂ — .w,;..
La vésolvante s'¢erit done
\ N LS
(11) X(ly—+ y_w\._lJrMo_l.lc.

Remarquons que I'éqquation de Riceati est en goéndral de

ce Ly pe,

puisque, pour unce telte équation, la dérivée troisitme de A est nulle et

== 0 est solution de ﬁcﬁ_:s:os f 11 v

\
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s ne se détermine plus ici par quadratures mais sa détermination
nécessite I'intégration de deux équations de Riceatd, J ¢tant déterming
par les équations (8) el (10}, ce qui revienl i un systeéme de deux
équations de Riccati. J étanl ainsi déterming, z est déterming par
les deux quadratures indiquées an 4°

Remarquons encore que larelation (3) devant étre dovdre minimum,
ne peut ¢re d'ordre supérieur i Lrots,
de (2) pur dérivation permettraient d'en abaisser le degré. Clest une
confirmation, par une voie analytique divecte, du résultat obtenu par

sinon les relations déduites

la théorie des groupes et relaul & la formation des divers sous-
groupes du groupe poncluel géndéral.

6° 1l n’est pas nécessaire de supposer A(z, y) rationnel. On peul
le supposer algebrique, en adjoignant unc relation algébrique entiere

Sz, p)y=o0

Péquation proposce. C'est la méthode que nous emploierons pour
N:

¢ = 0, que nous remplacerons par le
dz

¢tudier les équations f(x, y,

2 ~ 1. \N.—. P .
systeme i =p:

:7. Y QH 0.
A peul méme e ranscendant, H osuftiva Padjoindre des relations

différentielles,
aprés s'étre assurd de la compatbilité du systeme (vodr chap. ).

définissant la ranscendante, _:,:_:::c: proposée,

De la méme manicre, une ¢quation de Riccatt, dont on connait une
solution particulicre %ASJ donne pour la résolvante J une solution

¥ — /
rationalité, obtenue on lui :.::.

rationnelle : J = o done une réduction dans Ie domaine de

onant \ (i

Nous nous conlenterons de noler, en terminanl sendéralités

T

points singuliers, cssenticllement

oS
qu'une nouvelle classification des
logique, est possible en utilisant la théorie précédente. 1 conviendrait
de revoir & la lumidre de ces principes. les résuliats classiques de
Picard, Pomcars,

ete., I'étude de Péquation «uw worsinage du point

singulier se faisant en utilisant la méthode ci-dessus.,
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If. — Applications [3

A. — LIGNES DE LONGUEUR NULLE DES QUADRIQUES.

7. Cette intégration  est classique. Nous montrerons sur cel

cxemple ¢lémentaire, comment on peut appliquer les méthodes
d’intégration logique.

Soit done
(1) ds2= (1~ p?)dri+2pgdedy + (1+ ¢*)dy?
le ds? d’'une quadrique et

(2) dy = mdx

une des deux familles de lignes de longueur nulle. 11 s’agit d’intégrer
(2), ot m est racine de

(3) (v g)yms2pgm + (1-+2) =0

P M2 (p 4 qm)?=o0.

dm e . .
e Pour cela, dillérentions totalement (3), en y rem-
, =) .

placant ey, par mdx :

Caleulons

i e . i dm
mf —— = 1 —— v (g ) s I g A M= ) =0,

e ) or L.,

o fdm .

1) v.WITEl\\_uv:.QIT T gy | (P~ qu)(r = osm +1m?) = o.
oLr vl

Dérivons (3) par rapport &y :

" am —h e am ' amy
e pAagmyls+tm+ ¢ —— Ty v o.
. dm
(5 \\_ [pg + (v gtym] <+ \»ITQ\:VTITN\: = 0.
De (4) et (3 on dédun
dm thin o Jm
(6 dy - S dr m ik

s =4=Im P 280 =t

Soit, daulre part, Q(e, y.

=0 I'équation de la quadrique.
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Dilférentions tolalement trois fois celte égquation ; il vient

JQ Q) JQ
Ml&.x:vTM_n&_ + 53 (pdr+gdy)=uou,
2 JQ Lt (2y R0 920 _ .
«\?. dr + a7 dy dGroe el \ﬂu,.l_ VC‘ e+ qddy)
%0 JQ
[y )2+ 7z (rdet+osdedy +~tdyry=
73

Q
Amm elr -+ o dy V«

d.e Jdy
32 e PO ey + Ly vﬂ ydz + qdy)
s (], 2 |||||\ A
/L&..Nmuan 'Tu‘\&&.i, Ty dytds LA gAY
Q3 HQ L
Iv)3
-+ NALA ET Ar + ——— PrPE dy Y pde +qdy)+ 5= Cv dr + Q~ vy
[ 2L e PO e P g |t s iy ey
—+ Qsi,-+uﬂl~ﬂ:+uﬂfix+.\: (rele? sdrdy +tdy?)
“ (2 det+ 33 dx? dy + 3pde dy?+ G dy*)=0}
13
oll
] “_ oz . En wl‘\':
=0 P et L.‘,.u CE Or ot iy $ = Ay

En vemplacant dans cetie dilférenticlle totale troisitme oy par m dz,
il vient, comple tenu de ce que toutes les dérivies troisicmes de &

sont nulles :

JQ ‘. . -
(=) ,\33 + 33m 3 n - omt)
7
N m”e « J1Q e v . it
-+ —— e f) = A= P e e r R m2) = o.
gz Tl gs RN 10z AR !
, . . .. Lo T
D’autre part. si I'on éerit la condition pour que 7, *(°Z) ot ona

XY,
posC oy =1 -4 asm 4 tin?, soil un facteur intégrant pour rly —m dzx,
on obuent

o - I idm dm
2+ 3EAma Yrmi A smi 08 + Lt ; — =
;\: ' ! N v
AAAR .
L_ N
)24} 20 " A J2Q - naQ
—— e ) — m ¢ —
! 3 dra: TP ANZE A re V
= {
+ ) . ?
Dz

ce qui est identique & (), compte tenu de (6).
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D’ou il résulte que le carré d’un multiplicaleur est rationnel : le
groupe de rationalit¢ attach¢ a Péquation (2) est donc

I'=d:f+ «a,

out I'on a adjoint au domaine de rationalitd N.(\_ 4 i ¢?, nécessité
pour le calcul de m dans I'équation (3).
Enfin, les lignes cherchées sont donndes par la quadrature

.\v dy —mde -
,\ I

On relrouve ici bien entendu, une quadrature elliptique, comme par
la méthode classique, ot la surface cst rapportée a ses lignes de

courbure.

B. — LIGNES ASYMPTOTIQUES DES SURFACES DU TROIS

8. Il convienl au préalable, par une transformation projective, de
mettre 'équation de la surface sous la forme

(1) Qa, 3, 8) = do3t+o1(&, ¥)3 4 3a(L, 1) =0

de maniere a annuler les dérivées

9t Q 4 Q JiQ gL JiQ
Jzdt’ dyaz 9 &.,..Qu. ;._.Qm.

n différentiant totalement trois fois 2, comple tenu des caleuls du
numéro précédent et de I'annulation des dérivées indiqueée ci-dessus,

il vient

AJIT JQ -3 i 2 o ( i

) - %z 3 s = = ] = gm Gy = O,
3 Jx Js dydz  ds? g pE=

ot on a posd

. sy= 2% -4 3P 3y mE 4 G

f
“D'autee parl, Péquation d’une famille de lignes asymptoliques
s'¢éerit .
(2) dy — m dx = o.
ol ne est racine de

(3) Sy == 1 28500 = LinE = 0.
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En différentiant totalement une @::S.mo_:o fois, compte tenu de (3)

a0 790 A.v . .
ctde (== nm = — o, on obtient simplement
gz Ty 4 P
JQ T g g2 Q 2Q
4 — 8+ 47 e Nl e A = (p = gm) | = O,
4 dz S PEPE dvds = Jd3? { 70) ’
o
“ dez o vz G vz e Jhvz —m
= —— + 4 - ¥k qmd - mh =
der VT aray dergye N wdy

Comme au numdéro précédent, nous allons dilférentior (3) totale-

ment ;
dm dm . ,

1 \ \Ll .|.
(5) Ty 2 MM.TSUHV ?.,|cu ocQul.,.T::n

puis dériver cette méme équation par rapport ay:

. dimn . P
(6) 9 = 23, T =0 ol gy 3 aY A= GinE.
. -‘_\

De (5) et de (6) ont déduit

7) dm _ % NLE —m de
7 d @\ dr
, - L. Juy T
D’autre part, st lon ¢éerit que llv
Iz
pour dy — m dx, on oblient
)20 EYS] Qo b
di Ldeds o Ay ads R PE (r+qm)
J3
L o
Yoy T

qui, comple tenu de (7), se reduita (4).
On peat done conelure que le cube dun multplicaleur esi waonnel:
le groupe de rationalité attach¢ d Féquation (2) esl done

Vo= g+ o Ji=.

e

11 convient d'adjoindre au domaine de vationalité '.\,,,...\N.N nécessaire

au calcul de me.

Remarguons encore quc les surfaces réglées sont exclues du pr
caleul, mais la solution du probleme est alors ¢lémentaire.

=
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’

Sile groupe se véduit, Péquation

admet une solution rationnelle dans le domaine de rationalité envisagé,
donc algébrique et toutes les asymptotiques sont alors algébriques.

(. — LIGNES DE GOURBURE DE LA SURFACE DES ONDES.

9. La méthode consiste a généraliser le résultat classique [11], qui
avail permis U'intégration dans le cas ou la fonction qui intervient
dans Péquation est du second degré.

Soit done
{2

[\ 2 du 2
(1) %A ;lv — D= 4+ P+ D
2

1L L
el oz

24 !

I'équation diflérentielle de ces lignes de courbure, ot

P(ay=a(a—wa)(z—D0)(a—c)y=2f(2)

10 Cas purticulier : f(a) est du second degré. — Nous poserons
du
{2 \ = Lo}
L

. . , I .
¢t nous prendrons comme variable indépendante o 4 - au licu de «

dans @. 1’¢quation (1) prend alors la forme

() . :H,;_|avﬂﬂ”:_.dn+w.v
N a\

comme on le voit en appliquant la formule de Taylor a la fonction @.
Suivant la méthode générale pour les équations de degré supérieur au
premicr, nous remplacerons I'équation (1) par le systeme (2), (3).

Soit maintenant Uéquation aux dérivées partielles correspondant &
Péquation (2) :

)z - Iz
—_— . ™ - - = 0.
PES du
, - ENY 5,
la résolvantecen K = T v s'éerit
du )
) K IK . Jw
(1 — g w— + 3K — =o,

IF i du
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et elle ndmet la solution rationnelle

i 1
7 \

Ww(l—m = u
( i 3“:_,A§|T )
N w

K=

La transcendante 5 est alors définie aux transformations prés du
groupe linéaire spécial

L=j:+a (j3=1)

et est donnde par la quadrature

Nous retrouvons le résultat classique : = est un multiplicateur
a<av

pour du +® dx.

10. 20 Cas général : f(2) est du troisicme degré. — Clest ce cas,
qui, jusqu’a Drach, avait défic les efforts des géometres. Le calcul, tel
que nous Pavons présenté, se généralise sans trop de peines. On sait

. N . @
que Péquation (1) se conserve par la transformation z = —, comme
o L. v
on le vérthe facilement en remarquant que — == 1.
: Y
, . \ el
En résolvant Véquation (1) en ==, on trouve
. o 741 ey
(5) s P ’
avec
(6) o= — {2 (D — DDy — 2y,

ot o n'est autre que le discriminant de 'équation (1), du second
du

ordg en .
degré en —

L’équation anx dérivées partielles correspondante s’éerit

iz (71 IRy et
—~+ R
L o th i
. R AT
et la résolvante en K== ( 5o ) s'éerit
. P+ o Jdh RS 0 A\ wh + v
= e - [ L —— = O,
(7 i 2 i du 2

R s
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Flle admet la solution rationnelle

i

I\ = '
u{hg— v hy)

avece

Ky= 10 [P (e D)+ wb(2x+ /")), K, = ut— 0.

Le groupe e rationalité est le meéme que dans le cas particulier
précédent. 1l convient de remarquer que K n’est rationnel que dans
le domaine de rationalité, complété par Padjonction de w, o et @
élant lices par la relation (6), du neuvitme degre entre les trows

variables w, =, .

1. — Equation de la balistique extérieure [4]

11. Le probleme consiste 4 Gtudier les cas de réduction de

I'équation
dy Palr)
«,_v &i&[ _u_Au\v“

ou P, et Py, fonctions a_:c_cc_:_:aw de ., sont des polynonies en y
de degré égal a Pindice. Le but visé étant de trouver les cas ot I'inté-
gration de _,9_:::9_ (1) s¢ ramdne aux uadratures, nous nous con=
tenterons de quelques indications sur le cas on 1est rationnel, puis-
que ce cas s¢ raméne a nn systeme de deux équations de Riceati
irvéductibles,
Soit done 'équation
Ad{Veosa) ,

da &

ot 'V est Ja vitesse du projectile et a angle de la tangente ala trajec-

toire avee Uhorizon.

nous %OmOﬁO—um
el (V)

o
o

= ziu);

sinx = ¢, YV = Logu, :

I’équation ?.o:;:. la forme

) v f— 2
(2) die ~ v

’

Clest une des formes cunoniques de Péquation (1 ), dans le cas on

on connatl tros solutions _::.:n:__c_.cm “y ?_‘7 LalL)y Qs f&«f qu unc

7

transformation projective a ansformees cn vy =1, vs=—1, ¢ =X

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. 19

12. 1. Solutivn rationnelle. — Soit s la solution rvationnelle en ¢
de Péquation aux dérivées ?:.:mzm correspondante :

3 s L vz
J - — - = 0
3 du v+ dv
S N N . . )
Nous poserons = — ..\..Af.vv, ou les facteurs de f el g sont simples el en
o
nombre égal :
k
— —C — ;)
L=
] 13 ¥
[T
= ,
que nous éerirons
R k
SR
(4 PRSP L.
4 _v - — N:. ‘
i=1

in substituant cette valeur (4) dans équation (3), il vient

;

‘
~ . 13; 1 — ot e
=0 B+ Bi)=0 =+ : hi = ———t
) Vﬁ { N.v ) —w~ ANN»LI n\\vwv \» \:.Iol ,\\
i
et Péquation (3) prend laforme
I3 3
. AN Az 11— 00 N sz T —
5 Ty o e = Y e [ : = 0.
) di T i 90 Tk kOB e R
i=1 i=1
y ' . 7K ..
D’autre part, on sait que N= i est un multiplicateur de
o
de — = du. Fn dérivant (4), on lrouve
k
. ~ 3%
(6) PRy

— by
=
K est donc une fraction rationnelle dont le numérateur est de degré
afi—2 et admet la racine ¢v=-—32 (correspondant & la solu-
tion K =a). Soient ¢; (J=1,2,...,2k— 3 les aulres racines. Les
valeurs correspondantes de = sont 24 — 3 intégrales distinetes, si les
racines de K sont distinctes. Soient

&
A,.H/J B
P e ) — Uy

=1

(j=r1. g ok —3)
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ces intégrales. les racines ¢ =1 el v =-—1 donnent deux autres
intégrales
k k
- _WN Wl :\
8) Cofms nll/ —_— Cotm H/ ——
(8) 2k l—IFu U= Ld T+ D,

=1 =1

Enfin équation (5) admet Iintégrale
2
(9) Choge = EM_W.,

obtenue en intégrant w,ou_:.mwmwo:

bl

— o
(B;+ B;)=o.

i=1

il

Les intégrales (7), (8), () donnent 24 relations qui définissent

los 2 /e fonctions h; et B, en fonction des 2 /> constantes arbitvaives Gy,

onfin, pour délerminer Péquation, il faut caleulerp. Ony parvient

sterminant unc fonction symétrique des racines de N, donng¢ par

m (6). Si Von utilise ka somme, on frouve

5
. V_W\.::Ll.,.|T\¢£_+\¢.+_|T...1T\;..

Dans le cas ot toutes les racines ne sont pas distinctes, il est facile
(’obtenir par dérivation de nouvelles intégrales de fagon que leur
nombre total soit précisémenl encore a k.

13. 1. Un multiplicateur W\ est rationnel. — Pour abréger, nous
n’étudierons que le cas ot K ne possede que les poles simples, parmi

lesquels nous avons vu que doivent figurer -+ 1 el — ¢
. 1N O ~ \;

(11} h = L. R N L+ L.
o r—1 41 — (T

On sait que K ovérilie {¢quation résolvante

(1) 71N - 1— e i i
) Jn LS h
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ot Von a écril
p— 2
¢+ 2 [

En substituant la valeur (11) dans l'équation (12), il vient

QN _A

P alA; ,
(¢ 42p -+ ) -+ M + L
3 o - — 1l A..‘ \:vm

¢ —1 P +1
r b Aj;
— (1= (¢ +¢) - -+ Q - |T/ !
o (r—1)? (0 4-1)2 i (0 — p)?
. i P N A
|__|\\...T:.+_ov.~_«||1+1|@|+/A : +rvno.
) ) e — ¢ -1 sk \ = (]
1 . . ;. \ - .
Les termes. en — e sont (¢ + A (¢ +p)—(1—¢?*)] qu
Ly 1 .o 1— af . e .
se réduiront avee ceux en ———, S1@; = —=— L, ¢est-i-dire s1 ¢; est
te— il i+ 2

.

une solution particulitre de I'équation (2).
p
1

Apris rédluction avee le Lerme cn , on obtientle terme entier:

@ — (il
A [ pp— ONJ /A. ‘l/h.‘.
N Vo e 0
I 1 .
De meme, les termes en - el Jdonnent les quotients P(1—p)
[ o N
Q-1 Doi les dq Hons
m_uwv T.”.ri” >\_|I||...“_/\>.“3w —;.”_.w
, | — o} R
\:.||...,||.|..T.rw. «sﬂn_,.?....\_,v.
R "} “
(1) T
) . - a1 ! ny AY
~:l.o.+c?l_$+.o.rlr+“.-l.u,v = 0.
: — D

Cette dernire condition, compte tenu de L'= L, s’écrit

. P ) ~ A,
(1) l+|.,l+_.+/llr.ﬂ...
P 2—1 a— L i
(15) exprime simplement que v =—p est unc racine de K =o.

Les intégrales > = coust., Q == const., A;= consl. (I=1.,...,k)
expriment que les périodes de K1 Jatives aux poles simples —1, 4+ 1,
«; sont indépendantes de .

[l s'agit maintenant de déterminer =

s = \ NP7 (YT
J

-
= P Logie — 1=+ Qhogie 41 _LT/ NjLowie — ap) == Lo+ h(ae).
. py |



22 G. HEILBRONN,

y Jsz Lo " .
On peut caleuler == en dérivant équation précédente et

i . dautre

parl, en utilisant Uéquation (3) :

N

&H..l @&..T%TQUI/;(_..
e'T.u

\\: L:
&.QC.*\‘ A af -+ L' lﬁuﬂl_[t.A ! 4 C ll,/J |L/|~.|T_; .
—ap i P2 NOC—1 O] d 0 —

En enant comptle de (13) ¢

O A , 1— 2 P (8]
.v&.:v|v L L= A —_———

©— v -t+1

- AJ ,./m

) +_.¥,.
— (T

s'éerivent

“n tenant comple de (14), les termes en A;

[

>K+P.?+3+...n I
(ai+z2)v+2)

[— &2

{a;+z2)y(v+z).

et 'équation précédente devient

, . e 1 | ¢v—1 Q 11— z®
D' () -+ L =P +Q +¥ a4, —
[ 045 Vo O s (ti+z)lv+12)

ente mdéfiniment; on obtient

Stveaug

W)+ 12 =P+ Q+ VA
Al

et @, done 2, sera donné par quadratures, lorsqu’on aura choisi fes
constantes P, Q, Ay, ..., A; et la fonction L = Lyen.

Enfin, les ¢, racines de K == o, sont d'aprés le théortme d'Euler
des intégrales particulicres de (2). LElles sont en nombre m 4+,
puisque 'une d’entre elles est —p.

Ln mtégrant (11), il vient

5= P Log(v—1)+ QLog(v +1) +M.‘f—.:m‘»€ — )+ Le + $la,

Eny faisant e =¢; ({ =1, ..., m—+1), il vient
X N\ . )
s;= PLog(e;—1)+ Q Log(c,+1) .TV AjLog(e;—~ ;) + Lc,+ P(u)
el
J

2y sont des intégrales de (3).

o

Jue autre mtégrale nous est fournic par I'intégration de

et les m diflérences =,—

" ,
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AR

Co= - lLogl. G

(ue nous éerirons t1a seule mtéerale qui con-
tal

tienne .

Dans le cas exceptionnel ot L =0, K n'a que m + 1 racines et il

n'y a plus que o — 1 intégrales, qui, jointes &

N—z)=0

définissent les «; et o en fonction de Pun des @; @ a. Celui-ci est
donné par

da 1 — o2

du a4+ 2

Uh. 1L Lapuissance piéae & un multiplicateur est rationnelle. —
~ e f
Soit \7 le multiplicateur. Nous poserons
k

+..§E,...|_v.>?+:$— —TAI:LN...

Les calculs sonta peu pres identiques a ceux du numéro précedent.

Les périodes de _vm::_:?Lo\ /K dy sont des itégrales (3). On les

obtient par Lo méthode classique en considérant des ¢ s fermés 1,
formunt des doubles contours autour de deux des points critiques 41,

Ly gy ey Gy

ne derniére intégrale est fournie par

apa

"MAS.T,\,L.:.uTmEHk
s

ou, en intégrant

C=u— W Loge,

Dans le cas particulier ot s = 0, ¢ = const.

13. 1V. La dérivée logarithmigue d’un multiplicateur est
rationnelle. — Nous supposerons essentiellement qu’il n’y a qu’une
solution rationnelle, sinon on serait ramené au cas II ou IlI. Soit J
cette dérivée logarithmique. Son équation résolvante s’¢erit

al 1— ¢ J)

e Pl

1— p?
(g4 o)

+1|J+2— = =0
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2::& —VC—_(CEm poscr

J= —— +J,.
¢

ott J, n'admet plus le pole —p et nous nous borncrons ici encore,
pour abréger I'exposé, au cas ot lous les poles de J; sont simples.

Jo verifie 'équation

( ;;.__.TA 2y(¢ + k. (124 212) re 4 o
17 N D) - [ — = N I — i ,L.,U. =z _01
17) ) i VS. '
Ji admettant les poles 41 ¢t — 1, nous poscrons encore
A ",
J = —+ J —+ ._...
¢ — 1 ¢+
- D,
e .
: — 7 y N
e (B 020 =+ 2 — S
( ' ?) (¢ — 42 (0 - 117 v
3 " ‘
IAI.T - H+ )t ey = 40
e —1 R
AP ] . . . .
Le coeflicient de — sl [ (e o) (v ) — (e sen|hoqul se

réduit & (1—20)(v—1). Donc le facteur ¢~ s’¢limine. 1 en
'— 0. I, vérihe

résulte que 2’ est nécessairement nul, De méme,

simplement Péquation

.t._.w R oy
.‘ﬂ.Tfl.;:lTlu_t,

— (et h=(h+u4+ )+ 0 —7

(18)

Soit enfin,
) :HM Ny
€ — vt

On démonlre, comme auwn® 13, que «; est une solution particuliere

de (2). Comme plus haut, le coefficient de A; estdivisible par ¢ —aj;

:t:_..,..ﬁ_:_..:_.:. ,K‘H‘:..__11m/‘.,ﬁ‘.___q__.xn...,/_:_..m._.,‘:::.,_m‘_:
- | dIk
Comme | — =J,
I\ o

N=diayiv+2)(v— __.+:‘.»— —__,15.
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ol K satisfait a 'équation (12). En substituant la valeur précédente
de K dans cette équation, on trouve

q—v., !
=k 442+ w Aj— L
O h b

qui donne @ par une quadrature, si p el L sont connues.

Enfin,

3= \. Kdv +"'(uw),

D
Yo

ou

. 11— ¢2
U(u)=— [N ’
[ ] =y

comie on le voil en substituant cette valeur de = dans (3), comple
tenu de (12), qui s’écrit

.:,‘+;_l1_,‘l:
du e+ T

Les diverses doterminations de 3 s‘obtiendront 3
: e

périodes de \ K ¢ ou

1%

partir des

. ne
Al

\ (v 4+35)(e—1 v.»Ae{TQ?”—.;_A ¢ — a ) iely de.

'

i=1
On obtiendra m + 2 périodes distinctes en utilisant les contours
doubles définis plus haut. Une nouvelle intégrale est
G=u—LogL.
Une derniére intégrale est obtenue en utilisant un contour passant

par ¢ =2, d’on la condition,

Fel >0 pour ¢ infini,

16. V. Formes de d’Alembert. Avanl d'aborder Pétade du
s on Pinvariant | de Cayley-Sehwarz est rationnel et qui ne con-

dait, on e sait, a auveun cas d'integrabilité, nous allons indiguer
rapidement comment I'étude précédente permet de retrouver les

mCESGm de la fonction o découvertes par m_C/_..:__::.T pour _._.i_:t::z

I'équation est intégrable.
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a. Supposons que K est de la forme
K= a(e+2)(v—1)(v -+t
o nous supposcrons i ¢l g quelconques. Alors, J est rationnel :
1 Iy s

-+ -+ .
[Nl |

$o—1

On a vu que 7, 2, 2, @, sont ligs par

= A+

a9

PR YA 2)+u— =0,

D’ou, les deux cas :

1° b+ pzE—a:

QHOWAV. 4 U2 - \.l'C.

, ITO_QI;.*t.,Tﬁt

R )
et z est donndé par la quadrature

z ”r\;ﬂw\k.cﬁ — )+ WL ..uT:_.AtlT_uvgtlﬁmla..uv&:_.

Cest L premicre forme de d'Alembert.

w4 Uy

U (e A=) — (L — ey

\\.‘ 1" K=z a (0 p) (v — 1) (v 41 )# (0 — ), On sail que

, I — «? ,

U == ——— et 4

=—(h+u+2)g+r—t—2
@+ g

LIin divisant membre & membre ;

o
da

[ —w) =+ 2)p](a+z)—2(1—2)

- 1— a?

C’est une équation de Riccati. Mais d’Alembert, au lieu d'intégrer
celle équation (), a envisagé la relation

rla+1)+up(a—1).

(3} On pourrait appliquer la méthode générale en cherchant les périodes des inté-
grales daus le plan complexe,

M
H
&
i

g
s
&
2
I
b
5
£
5
I

i

.
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Do 1

h—+ .

o= N\ gl g

1— 2 — e’ . .
- y 1 ¢l p restant arbi-

et P'on en deduit la forme de p @ p = «
[&

traires. On peut aussi dire que g est de la {forme
p
= Acti+ Beru4 ()

ou A, B, G

sont liés par la relation
1 AB
— +
n?

ce
RA1 ()

obtenue en éliminant 7 ct p.

2° Si dans la relation précédente, on suppose A + £ =0, on ¢n
déduit
=2k, a=2hu-+c,
puis
1— a?— 20 . . ¢ 1
p= < =it 2(CH+ U — (¢ —— )
27 \ a2

On peut aussi éerire

o= Nwt B+ (0,

du

1équation proposce, résoluc en
- e prop ’ dv

est une ¢quation de Riccati qui
admet une solution linc¢aire en v.
Nous espérons avoir montré sur ces exemples classiques, comment

on peut construire des équations intégrables du type étudié,

17. VI. Lineariant de Cayley-Schwars est rationnel. — On
suit que, dans ce cas, Péquation n’est plus intégrable mais dépend de
la résolution d’un systeme de deux équations de Riccati.

Pour débarrasser I du pole ¢ = — 0, mous poscrons
3 A
[=— -+ -+ Iy,
2(v +¢)? O+ 5 ’
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Iy vérifie Véquation

W 7h Jl,
) o ey, iz entev ey,
—a2{1+205+02) 1=
ou on a pos
49
A L = .

et I, vérifie Péquation

. NS W Iy
e R Forry e

— o= [ P

— (2 2ve +:T.‘|:.

= (A =AY+ A — Az 3\

e terme en donne 2’=o0; 2 est une constante. Puis le

1
(v —1)
1
terne en — donne
P

Pl A=l —1)h + (e o) (e 1) — 20 (24202 4+1).

Ce terme doit étre divisible par ¢ — 15 d’ott la condition

e |
(2 A +1)—2hy=an’ .
(21) V(e ) PO
De méme, nous poserons
% 3
Iy = : e

1)t ¢ 41

On trouve encore que . esl nne conslanle ¢l que g, doil vérifier la

condition

*

(o) e — )+ oy

o

et by vérifie Péquation

Lol s, s

2 A L o ey i — (e aes 0l = Be 4+
Y AN ]

e
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~

ot
B= e Ve W e uy — o —

C= \:2"—. FH AL [N ) =3O )| -

les fonctions 7., ct vy vérifiant les conditions (21) et (22) el 2 el 2
étant des constantes.

Ces cﬁ_:._:c:m permetient de conslruire divers types &’ r@:::o:w
répondant & la question : par exemple, en supposant |, = o0, les ?E-
tons p, iy, 121 doivent vérifier le systeme formé des conditions (21
(22) et des équations B = o, C = o.

Si I, est fonetion de ma:r on voit qu’il est de la forme K e, on
K est une constanle; les autres équations ne sont pas modifices,
sauf G = o, a laquelle il convient &’ ajouter aK e2e(p2— 1),

m:memo:n enfin que Iy admette le pole a :

3 k]
= =+
(¢ — a) ¢ —

—....”

=+ 1.

On trouve, par un caleul analogue au précédent :

19 a est une solution particulicre de "¢quation (2)
) i--a?
L

b

2* &= o, donc # est une constante.
3¢ ay vérilie I'équation

2 (o) —a (20 +1)=2a"
o+

11 convient d’ajouter au sccond membre Pexpresston

(0 ) (2= )+ (23— 3o0) 2 T2
Ay _A(r y)
IV, — Equation il e uv_ |

18. On peat ¢udier bien d’autres formes véduites de I'équation

Ay Pater)

w\|~ by (e, .ﬁy
telles que :
Ay y(v—1yiae—13)

= —————

i L — 1))y —4)
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on La fonction #(z) joue 1e role de la fonction o du _:::...a___.z_;.c preéce-
dent. On traitera de la méme maniore I’

.

¢

;:.‘:._:: d’Appell :

&.0.1; ‘.
el “+ (@)

Nous allons examiner le cas ob _:.;_:::c: plus goénérale

dy

ol

Ay, V)
b, ._;,

ot A et B sont des polynomes de degré m en x el y, admet une inté-
grale algébrique

P(a, y)+3Q(z y)=0

non décomposable quel que soit z. Or, z vérifie I'équation aux déri-

vées partielles correspondant & P'équation proposce
X(z)=BL + A% =
— Tox dy -
ou, cn remplagant z par sa valeur :
JQ Jar: 1L dQ Jr
3 0" N o2l Y=o,
. Aﬂ de Q ;.nv + A /— Jy € Qg..v Y
On pose alors :
JQ Jp
(1) pr Qoz = LA,
JQ oP
4 »%s Q2 =—LB.
(2) 1 7y oy Ll

Eu multipliant ces deax Ggalitgs respectivement par B et A puis en
additionnant, il vient

Q X(P)=PX(Q).

Nous poscrons done

(3) N(P)= MNP,
(4) X(Q)=MQ.
: i .
En mulupliant (1) par — m_w et (2) par mlm. 1l vient
/9P 90 JP dQ o
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ou
P o ar wQ
Q Py

- (5)

Jdw dy  dy dx
- Enfin, en dérivant (1) par rapport & y ¢t (2) par rapporta x puis en
retranchant, on obtient

© Les polynomes P et Q élant supposés de degre p, les cgalites (1)
-et (2) montrent que L est de degré 2p — (m +1). Nous allons voir
- que L n’est autre que le facteur de Darboux [12). D’autre part, si

=t, P+2Q admet le facteur multiple ® & Pordre de mul-

&hr Ji

B e

£ (6) X(Ly=L(2M—

pour
uplicit¢ @, L 'admet a Pordre a —1.

Supposons qu’il n'y ait que deuz valeurs exceptionnelles, que
nous supposerons ¢tre zéro et 'infini, ou P et QQ admettent des fac-
“ teurs multiples :

B

h k
P N: ri. Q) H— — i,

i= f==

. PO .
Le polynome £ = 7= n’admet que des facteurs simples :
Q = Py Dy, . D W, L Wy

etil est de degré m + 1 =2p —[2p— (m +1)]. Enfin

| mfcvnwf_:+m

M

X(Q)— m_.z:;
JA

dy

Ji
da !

M

il

-+ — oM +

-+

. . I
ce &-: QNWMJBQ QGO Q

on le vérifie facilement. D’on la méthode :

est un multiplicateur de B dy — A dz, comme

1° Recherche du polynome £, de degré m --1.
2° Décomposition de  en facteurs : @y.. T8 D (P
3° L'identité

1 LN A N, Y
Bdy — = j —— i &
bn dy — Adzx) NQ. T, V? op
. . P .
détermine les a; et b;, puisque 5 = — Q est I'intégrale générale.
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La méthode s’applique encore sans modifications importantes dans b2

indépendantes, n = g

3_:3: a _rm:::o:

le cas oit il y a trois valeurs exceptionnelles; mais s’il y cn a quatre,
sculement si les facteurs sont doubles. (C) [, #] =—12¢q,

ol [n, ], est 'invariant de Cayley-Schwarz.

V. — Réduction de I'équation de Riccati. En cffet, en dérivant logarithmiquement #, il vient

19. La mdéthode d'intégration logique [6] a permis ici de systéma- w_ =
. . a M Ry ‘2
tiser les résullats de Jordan, Gordan, Schwarz, Fuchs, Halphen et . _

. ; uis
Klein et d’en donner en quelque sorte, une vue synthétique. Il nous p W ;
a sembld intéressant d’en donner ici un exposé plus détaillé, quoique Y. «_ﬂ. =
: aer e )

A w.zr_ y ait .nosm..,o_n. un chapitre mo mo:.Oo.E.m Q >=m._.<mo. Donc

L’introduction d'une transformation qui laisse invariante la forme W ! v

. : LS R

de I'équation, permet de ramener celle-ci, dans le cas ol toutes ses L

solutions sont algébriques, & des formes canoniques trés simples, la
recherche de Tinlégrale géncrale se faisant a Paide de prociddés
réguliers, indiqués par Drach des 1g12 [2].

En dérivant cette derniére égalité, on obtient Ie ré¢sultat annonce.

I ’
J1 i I
20. L. Généralités. — Nous rappellerons d’abord les résultats Yoo 2
classiques, qui seront utilisés dans la suite.

Soit 'équation

!
24, -~ — -4
n ’ ;

En les intégrant, un obtient y; ¢t ¥, cen fonction de 4. Nous

Yy gy =0 n’ajouterons pas de constantes d’intégration, car il s'agit de solutions
ST

si I'on pose particuliéres :
p N - 0 I
T o g = ———
y=e ts . ﬁdl Y ,\.{
Péquation prend la forme reduite . .. D’autre part, 'intégrale générale de I'équation (B) s'éerit
2" 4 Gs = o. y=— O.H..:

Clest cette forme que nous adopterons comme forme canonique de ou C est la constante d’ intégration. Nous en déduirons I'intégrale
Péquation linéairc homogene du second ordre. Nous 'éerirons, en mmumﬁ;o de '6quation (A) :
revenant aux notations ?.::_:ém : ,

Yo Gy
(B) Y =qy. UGN i Sl AN SRR G SNV RV
¥ N 11— Cya 1 m

Posant u=— 7 nous obtenons la forme réduite de P'équation de e
Riceati ‘ . En utilisant les valeurs précedentes de yy, ). et de leurs dérivée
(A) ‘ m +ut=g(z). logarithmiques, on obtient 'intégrale générale ma I'équation (A) :

. . . . . R s ul 1
Siy: et 2 sont deux solutions particulidres de (B), lindaircment CELTTE s

MEMORIAL DES SC. MATH, — Ne 133, 1

a9
N}

D’auatre part, les égalités précédentes, résolues en ¥1 el ¥e, donnent
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Notons enfin pour termincr ces généralités, que Péquation (A)

arde sa forme par I transformation 8, ¢

m.
(= 0(), _HM_\]_T' . _
qui transforme U'équation (A') :
dy )
— 2= () }
7 Fe= QY

en Péquation (A), @ condition de poser

g(@) = QU= — ~ U, .

1
2

L est clair que, si 0 appactient @ un domaine de rationalité [4A],.

¢ appartient & ce méme domaing,

La transformation projective (1), portant sur la scule founction,

conserve aussi la forme de Uéquation (A), mas elle n’aara pas Lo
méme importance dans la suite.

L . dw . ', .
Soit ot wi= R(z) Fequation.
Sil'on pose
W e ou o= —
o — Nu. W — A

La condition d’invariance est
24 A EA.S.» = v.

’oa Pon tire A 4 p=-— - :

A

entin ¢ est donné pur

q= T,‘IT 2....11<.

Si Pon.prend 2 arbitraire dans [A], les formules précédenies

donnent v puis u.

St l'on pose 72— za, comme A4 2*=p/+ p* 1l en résulie

[
v

4 K .
(ue — == ~- ou, ¢n iégranl :
% oy
%= ¢y, puis 24w 4+ R wr=ug + v
et enfin, )
‘ v + 5 e iet—
= — = - = (= —— )Y,
4 v T !

Il faut donc que ¢ puisse se mettre sous la forme précédente.

.
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21, IL. Réduction. — a. SiPéquation (A) n’a pas de solution alge-
brique dans [ A, elle est générale duns [A .

h. St clle admet wne solution algébrique R, unique dans 4],
R est rationnetle dans [A] et ¢ vérifie P'équation évidente

¢. St elle admel deux solutions algebriques dans | A et deu
sculement, elles s’¢erivent

:_”RITI\M.., {y == o — '\0.

i reprenant les expressions de ey et de wy en toncuon de g et de

ses dérivées, on obtient deux équations entre lesquelles on peul

N

1on entre o et oz

¢limner 1, d’ov-on déduit une vel

=
o7
™

-+ 6.

B

+
=y
:\?!

«\”‘I 7=

I taut donc sassurer que ¢ puisse s'éerire de cetle maniére.

I’intégration de Péquation (A) est alors donnée par la quadrature
s V3 du
n=0C n.\ '
¢l m est une transcendantc.
Si ¢ est un carré parfait, I'équation admet deux solutions ralion-

u-— s

nelles et o = est rauonnelle. Dans ce cas, en posant d:= (32,

" — 1y
g s’éent

B~}
I
|
R
+
P NN
B
+
-~
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d. Si clle admet plus de deux solutions algébriques, la solution
générale est aussi algébrique, puisque le hirapport de quatre solutions.
¢st constant.
Dans le cas ou il y a trois solutions rationnelles, on «

-Gy G— Gy
a.I.Ow, C—Cs

Uy — Uy

Uy~ Uz
1l en résulte que m est rationnel et ¢ est donné par :
29 =—1[n, <]

Reprenons le cas ou les solutions sont algébriques et soit

11
- — iV m= 0
1 i

b(u)=

I'équation de degré minimum, dont les cocfficients .__:r.:::::_E
a [A], vérifige par une ,o_::c: « de (A). Soil encore ‘

x(= X g —wy=o

‘\:

r mmc,.:ob aux dérivées particlles roqﬂomwc:?:z aléquation (A). @ oﬁ

invariante pour Popérateur X (f). On sait d’ailleurs que (voir [12] el

chap. 11, §4) .
N(B) =+ M®;

n duy Ut e (Rt e a1 ag et L (g — ud) = M+ ag):.
1 dx .
En procédant par identification, on voit que M est linéaire en w el

a pour valeur ,
M = n(a;— u).

En poursuivant I'identification, on obtient un systeme dittérentiel
pour déterminer les @i, ot figure ¢. o
Si Von dérive I'équation X (@) = M« par rapport a u, on obuent,

¢n indiquant les dérivées par rapport a « par des accents ;.
N )= [ne, — (1t —2)u] P — nd, ¢
N(P) = [na,— (7 — PDu]® —2(n—1)d". 5
hessicn de @, on trouve

Si H=n®d®"— (r1--1)d"” estle

X(H) = n®X (D) + n @' X(®)
alnay— (n—2)u]l

—2(n—1)PX(P :

i
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et celte relation n’est pas identiquement vérifice,
déduit

carsi H=—=o0, on vn
D= (u—+a)
Remarquons encore que I est de degré 2 (7 — 2), les termes de
plus haut degré s’éliminani. On caleulera de méme :
XMy =2fne— (e —3)u | —a(n — a) 11
Soit encore Q le jacobien des formes ® ¢t IT; il est de degré 3 (n—»
¢t a pour expression (*)
Q=nadH —o(n—2)0d
N(Q) = a®X () 4 a1l X(d) — »
=3[na;— (n—2)ulQ.

(e =2y X(IL) ~

Cette relation n’est pas non plus, identiquement verifice,
on daduit

carde 2 oy,

P2ia—2) —

(z)li~.
St ~2(n—2), Hdivise ®, qui est irvéductible.
Sin-Za(n—2), &divise U, donc @, ce qui est exclu.
Stz == 4, ® et I sont identiques a K(z) pres, mais @ est alors un
carrd,
Dauire part, on sait que, st f et g sont deux fonctions telies uae

X()= M/, X(g)=Mg

(') Montrons comment on peat calculer Hj le
inanidre en Lous points u?iom:m.

En coordonnées homogénes, suivaut un procédé indiqué par Hilbert [17], @ s'éerit

@ = :\I.UA: v
2

Nous désignerons les dérivées par rapport A «, par des aceents; calculons les déri
vées par rapport A «, en utilisant Pidentité d’ _._.:_2. :

calcul de ct Q se fera d'une

'gib A Y
e =P+ — [ D R TL (AT,
Q:,.v ( ) ¢ v du, du,
J D J' @
nn—1)Pb=ud"+2u Bl
( ) Jdu, du, dus

Vautre part,

U=

R AT S
dui dug ﬂqz_qzuv
Lin reuplagant les deax dérivées rapport O w, par les

valeurs précédentes,
division par n —1, on trouve la valeur de 1.

apres
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avee e méme cocllicient M, .\. est une intégrale de 'équation diffeé-

bed
ventielle correspondant a Popérateur linéaire X
|

la relation X (/) = M/, f* vériliera

. LEn outre, si f vérifie

N
vm=

Des deux relations vérifices par H et £, on conclut donc que H#
30 . . 0
et &2 correspondent au méme coefficient M et, par suite, T == I,

ot T esl une constante, est une cxpression de intégrale générale
de (A). Remarquons que ce résultal n’est quun cas particulier du
thé¢oreme : le quotient de deux multiplicateurs est une forme de
Uintégrale géndrale de ?ﬁ:u:o:.

Formons enfin le jacobien @ de @ ¢t de Q. Cette fonction de
degré 4 (n—n), s'derit .

Qp = 1P — 30— 2 )yl N(Q)) = f|reey— (e —2)u]Q.

Comme plus hant, on en conelut que = == Ge (0l e esl une cons-

_:.,._.:_3 .

1ante arbitraire) est aussi une forme de I _:rf_,u_o

Ces denx formes de Pintéerale géndét

e n'éant pas idenliques,

@ doit vérilier une condition. Nous obtiendrons celle-ct, en déter-
Ion effet

. . —
minant . , st Pon éern

Oy —Gall?r=

on trouve, en remplagant £y ¢t 11 par leur valeur en foncuon de ®,
el en remarquant que @' est premier avec @ (@ n’a pas de racine

muluple, puisqu’il est de degré minimum)
, pulsq

(1 —
T on—1

L’ équation -~ 6 H* =0, ot ¢ a la valeur précédente, donne la
condition que doit vérifier ®@. Elle s’écrit, aprés suppression du
facicur B2 :

HP)=n(n—1)PP— f(n—1)(n =3P P"+3(n —2)(n—3)D= 0.

2(®) est un covariant; c’est, d'apres les notations des algébristes

allemands, le quatricme « rejet » AC_::,,J,n_:o_E:nv de la forme @
avee elle-méme. Gordan le désigne par (0, ®),.
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I’identité 2(®) = o donne enlre les coefficients de @ des relations

(uadratiques, constituant un systéme invariant, qui s’ajoule aux n
¢équations différenticles déduites de

NODYy = n(ay— u)b,

22. A laide du facteur de Darboux, nous allons pouvoir déter-
miner une nouvelle forme de l'intégrale générale, qui nous permettra
de déterminer les valenrs :ogvs_Lmn de n.

Qe . c '

iz élant une intégrale de X(f)=o0, le facteur de Darboux est

défint pac

R
)= mlaflv: = H2(20'H — 30U H') = 0 H26.
Calculons @ :
B =2 HDQY — 3D
Or,
DH = \.N [Q+o(n—2)HD|.
Done .
~"ob —_ Hoo 4 ofa 2
3 0P =— - HPQ'+ 0[Q 4+ 2(n— )] = NNI.M:-‘:.

Or, & = aH? oi a a la valeur précédemment trouvée.
Donc

(n—2y
n—i

lm¢$ ¢

— =113, avec @ = — |

Remarquons que pour cette valeur particuliere « de la constante T.
2 —TH? admet le facteur d*.

Dérivons ’équation précédente par rapport a

I,Ame..reavlv 20— 32 H2H .

Or,

’ . 8 +30H
2 H )

o' = Am 12 v o,
n

D’on, enkin,
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Puisque ® et © font partie du méme domaine de rationalité {4},

P M -_l
5— 12 est un entier fo—1 ct ©® = @', const.
n

1 égalité — NM O — ©2.— g H? s’¢erit maintenant
(n co0r= 2l By

4 3 ost une constante. Clest une identité entre les trois fonctions W,
)
I, &.

0
1

swalitd 6 — - =k, n, qui esl supéricur a 2, ne peut

1’apres r -

A3

prendre que les valeurs : 3, 4, G ou 12.
N < 1 Loy ire 1 N g
Pour n = 3 ou 4, = = I'n’est pasl intégrale irréductible. D'apres
. . 1Y Co R
Pidentite (1), c’est || ==y qut ost celte intégrale.
o 3 .
g i i iLd ; perme TR serale
Quel que soit &, Pidentité (1) nous permet de donner a | :::_u ‘
isi¢ arqui T il complacer
générale une Lroisieme forme remarquable : il suffit de remplac

dans (1) Q2 par TIT4; pour oblenir cetle forme :

. hk " — 2
x_l—' —

; ’

De cette forme de lintégrale générale et des deux  équations
donnant X (@) et X(H), on déduit égalité

kn(ay—u)=06 [na;—(n—2) w]

et comme k 3 6, nous en concluons que a, est nul.

. e
93. 11 Formes canoniques. — ® peut donc étre de degré 3, 4,
6 ou 12 el doit vérifier les deux ¢quations

X(®) =—nud (puisque @4 = 0) .

el
‘ X(®)=o.

Cherchons I’équation que doit vérifier ¢, en ¢liminant @ entre ces
deux équations. Nous poserons

G = uh+ agut4 a3 U= 4= A Ty

»ar identification, la premiere relation donne les valeurs des a; vn
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fonction de ¢ :

ng ng' ng"  n(n—2)q*
(y == — —= Uy == — —— —_

2 6 ; 24 8

3 e

En portant ces valeurs daus la deuxitme relation, le coefficient du
terme de degré 22— 8 conduit i I'équation

q'=06ug?

et Pon vérilie que pouar les valeurs de n considérées, celie condition
est suffisante.

On parvient plus ¢élégamment au résultat précédent en utilisant la
théorie des formes. Rappelons-en les résultats nécessaires pour la
suite du calcul. Un covariant d’une forme & s’éerit

af —
R e e

Si Pou remplace @ par @, O par nay, O pav n(n—1)a., ..., on
obtient le cocllicient du

.

terme de degre e plus ¢leve en w du

covariant. Ce premier terme A, (source de Michael Roberts) permet
de former tous les autres par application de opérateur :

K(f) = nu, AL () u\‘,\l_, (10 =)t il —“+ .

dety dey iy

l.c covarmant s’¢erira

J(f)=Aour + L Ajus—1 4 \:E|C.‘r.~:\7w+..;

1 9!
on

A=K(Ayp), Ar=K(Ay) = Ki(Ao), ce

lei, les a; vérifient le systeme

day -+ +{(n—1)«a ¢ C

——— 4 — a— nday =0
ﬁ\a \ 1 )
dey

— - 2ga;+ (1N —2)d;— RA (1= 0,
dzx

du,

— Y @y — A A = 0.

el

Déterminons maintenant 2 (@), Pour cela
d’abord les coefficients de I et de €.

nous déterminerons



1o G. HEILBRONN.

a POV SORTCE 3 ftto (== 1) iy —— {7 =1 ynterd. par :E;:E:::

de ta relation de définition de TE 1Y on

H=n*(n—1)
2 ]
< [(ty s — ad) it s (o= 2) (o ey - FrLy) W2 e g @y et ]

Q se détermine par un calcul analogue. On trouve enfin,

oy

Sy =¥ (n— 12 (n—2)(n—3)[(wear—fayds+ Jead)y e - )

S (gt == Bty ohy = D0t 0ty) 1S T
D’ou les identités
doety— jayay~+3ai =0, .

oty — 3@ 0,4+ 20203 =0,

Ftudions maintenant les cas n=23, 4, 6, 12, avec la condition
supplémentaire, démontrée précédemment @y == 0.

W Cas n—3. — Il convient de faire une ¢lude directe, car H est

dn second degré ¢t ® n'est pas de degré minimun

D= @+ s+ ay, Moo= 18 (etatr? 4= ettt - et3)!

Q=040 ag it - Jag g+ e al

Plidentite X(#) == o disparait. i.c systeme dillérentiel s’cerit
' ety A § =0
W, 4 oy =0,

‘ :r -+ meQ == 0,

1 o o v
H se résond @ aa=—- - q, ;= Sy, avee la condition " = 3¢,
[’identité (I) est une intégrale premidre de cette derniére équa-

~

tion : ¢*—2q*=70.

)

1. intégrale générale est ici 5 = vonst.

2 Cas n=14.— 1l et ® sont tous deux du quatritme degrd.
.__M — const. sera la-forme la plus simple de Pintégrale aénérale. Le
systeme différentiel s’¢erit

3y 7] =,
’ 2.‘..‘|T.,:: =0,

~‘ s+ a; +3azg =,

m\e 4 \_ \NuN\ = {),
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u
Q ! ' i " 9 " ’
(=== 3 fy= = q . ==+ g avec q" = 16¢qq":
3 6 6
2(®)=o donne
@+ 3aj=o ou "= 8q°. .

[ identité (I) donne encore une intégrale premitre de cette
dernidre équation, qui, ici aussi, est une conditivn suffisante.

3° Casn==6 et n—12. — Le systéme différenticl permet encore
de caléuler les a; en fonction de g. On trouve

q q’

Ay = — 3 @y ==
n--1 (n—1r1) n—12)

I.’identité (I) donne
al+4ai=1"
ou
(n—2)*

gr=(n—12(n—2)%0

¢ — 4

n—1
qui est une intégrale premicre de

(h— a2
Y () e
7 TR

7°.
En poursuivant le calcul des a;, on vérifie que ceue dernidre
condition est suffisante.

24. L’équation .

Q§“®Dﬂn» ou Q“A-|I.u.v.

n -1

s'intdgre & I'aide de la fonction p(z) de Weierstrass, sous la forme

1 )
7= _r(z), oi ga=o0;
g» est une constante d’intéyration.

En multipliant & par une constante X, g, est divisé par 23 ce m_:.
permet de donner & g, une valeur arbitraire, par exemple : g = 4.
Nous obuiendruns la forme canonique de 'équation en lui appliquant
la transformation S, ; avec £ = p(x).
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[ équation
cu

o7 ur=g{s)

devient

MIM 4+ ot = k),
avece o
g =u et %”QA\\\I\AM/V...|WH.F:
Drarllears
Eooppmi a Zed .

qui permet de calculer les dérivées successives de x par rapport a £,
On obtient alors

4 z3_ M 1 , A L i
= Of. \_,ﬁh ) avee U= - 3, Y=o+ 0.
ih (5—)? 7] *
i y N . A —! Y, formoe
Unce nouvelle transformauion 5;, ou g* = ;0 hansforme
_4.:_:::::
oy
- 4+ vt =r(
\\m Alv
cn
b +wt=Q(¢)
dt '
ol
11— 1 — 2 ,\,.hl_c.TT.;l_u_
= - -+ - — ,
Q) Aﬁ i (1—t)? (1—¢)
avece
N ! 1 n 1
L= 4= — VoEm e = =
i S P 6n—2) &

Celle équation n’est autre que celle que Schwarz a déduite de

Péquation de Gauss et correspondant aux polyedres réguliers

triddre équifacial & face de

I

33
tétracdre;

r]

n =6 : cube ou octaddre;

1 =12 : dodéeaddre ou icosaddre.
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La fonction w(¢) est la fonction polyédrique, qui demeure inva-
riante par les 2N substitutions lindaires du groupe, correspondant
au groupe de rotation dn polyedre. Les valeurs de N se déduisant
facilement de celles de n.

La transformation directe S, permet de construire les formes @ i
partic de Q(¢). On dé¢duit en effet par cette transformation, ¢ de Q,

- puis @ de ¢, comme il a é16 indiqué au numéro précédent.

25. On obuent une nouvelle forme canonique de Péquation (A

)
/s
en prenant comme variable » au lieu de z ¢t en appliquant a Iéqua-
tion (A) la transformation S, ;. D’apres Péquation (C), le
membre de Péquation transformée est nul :

second

dw . . . i
= = 2= 0, ou
dn n— G

Un retrouve pour ¢ la forme connue
-Jt

w=win — o
21

_ZCCM S0MInes LC_:\. aniene :\— a CCCUTT.:.C_. tWoCoinme unge _‘C:ﬁ:C:

de (. puis i cllectuer une translormation homographique sur o :

i

1

=+ )

a laquelle correspond la méme transformation sur (. :

51
- i
U= &+ s

C—~

infin,

b () ﬂ:A: —u;) = (_HMHMLVNW

() =] Jce—ew.

D’ou Ja conclusion : les opérations qui ont conduita Het Q a partir
de @ menent & partir de ¢(c), dont les coefficients sont constants
a A(c) et w(c), les trois polynomes étant toujours liés par Iiden-
ute (I):

¢l nous poscrons

0= a4 3ok,



riant

de 2. Calenlons -

qui donne la solution compléte

retrouve [0, ¢|=-—2Q(1. Q étant le

G, HEILBRONN.

les oqummmmo:m élant les mémes pour v que
wi(n)
\N.AJV

w2(n)
hi(m)

= %A.&.Y

ot R est une expression rationnelle quelconque

Nous prendrons donc Ia variable canonique
dn
dr

Pour cela, différentions P'égalité précédente :

w

%t =

Tk (2w /i —- 3w ),
(3

Or,

il =

ho--3wh' = avee

Dv

Nous obtenons donc

=

:_.Niﬂmc

t, d'apres 'identité (1) :

o — xfe}

{ -1 =
a2 it

Nous tirerons d’abord o de la premicre :

k

D'ailleurs t— =
6 n

i

w =

m.a d.mw
A~|w R.@_.s.::a:
dt ' :

considdries.

Qi Pon ealenle {q, ] & partie de Ia
> |

valeur précédente de

pour € et u, Pinva-

est donc rationnel dans [A] et n est défini par

dans [A].
. Ewmdv
T 2 h3(m)

it au lieu

Bgh.

du probleme pour les valeurs de oo

ol

on
el » v

mémeoe a—_:. _u_:.f, haut.
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[snfin, une transformation S, ., ou ¢ == R(z), R élant une expres-
sion rationnelle quelconque dans [A], donne toutes les solutions du
probleme a partir des valeurs de @ déduites de celles de =

-

VI. — Equation 3" = » A (w, »), les caractéristiques d’Ampére [7].

dy

dx
B des fonctions de z et 1, se-ramene i la forme

26. 11 est facile de

un paramadtre el A ol

montrer que 'équation —— == ¢ A - B, ol ¢ est

o
(1 - = oo A.
1) ol 7
a condition de poser
Vo= |T,\ Belu.
Nous obticndrons les différents cas de réduction, lorsque P'un des
édléments ,
X FENA 7} 43
R [ A-I. \ Joe= L log I=[z v
: ;.fv O (2 7]
ot z vst solution de I'équation
Js sz
e o > — = ),
ar TGy
est rationnel en o.
I. 5 est un polynome en o, — Nous poserons
3= et + e
I’n substituant cette valeur dans (2), 1l vienl
J3 a7 a3 s
X)) 2 _ . 0 AT =g Loy,
’ dy Jx AN dr

(Vest par 'ubilisation des caractéristiques d’Ampere du sysieme
(que Drach a pu intégrer (X). Nous verrons, sur le présent exemple,
qui est P'ilustration la plus schématique de la-méthode, comment

colle-ct doit érre utili
La premiére et la dernitre équation de (X) permetientde poser o=
J3;

S5 puis A S ss—o 1 qui détermine A.

ol B, =
i \\...

LY
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c’est un

o
parce que Bo==z; son _:..:59, terme

Considérons le multipl'cateur de T'¢quation (1) :

v&vﬁoam de degré m—1,

est — e.:l Si @y, ..., wy_t sonl ses racines, il s’éerirn -
nr—1t
dz 1y
—m=— (o —w
(3) dy A — ~, ’ 0
i=1
ol

ds = WWA&(<| eAdr)=dBgm—+... -+ d3n.
Nous allons établir la propricté suivanlte, qui est fondamentale :

les expressions w;== const. sont les intégrales générales de
dy — wiAdx =o.

Autrement dit, les w; sont les variables caractéristiques d’Ampére
de (X). En prenant comme inconnue 3,4 =1, on pcut remplacer le
systtme (X) pur une ¢quation unique () aux dérivées partielles
a deux variables z et y dovdre -1, ot les oy sont les combinaisons

mgerables des caract

Pour éabliv L propriété énoncde, il sulfit d’Gerive La resolvante

istiques de Gauchy de celte m.._::__.:: ().

en Ko:
Ji /K 7R
A\.,v H+ﬂ> Q|VH1+1 AN Q.\\ =0,
ol K a Pexpression (3).
S dans I’ . it o = 7K ot X veduisent :
Si dans Péquation (4) on fait g =0y, - ¢ o se réduisent 4
JK dw; ! JK duy ! .
ﬂ“ﬂ.m_v.— (wi— W), @\U.&m—ﬂ (v;— wi);
3 k

’

ou le symbole _ — indique que l'on donne 4 £ toutes les valeurs

de'1a
L’équation (4) prend donc pour cetie valeur de ¢ la forme

m — 1 sauf la valeur (.

(8)

ct la propriélé est démontrée,

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. 4y

D’autre part z(w;) est aussi I'intégrale de cette méme équation :
dy — Aoida == 0. Donc 3(w;) cst une fonction arbitraire de my. Les
w; vérifient donc le systéme

(S1) rol+ S B wi v = i) (C==1, oo, m—1),
ot les fi sont arbitraires.
Enfin, les w; sont racines de (3); donc, puisque
Jz dz Az Ja
I&&..Tll«\\rTM dw; = ¢ et — = Ay —
dx J du; * ’ dx ! n:«\,_.u
0z ‘ L .
on e conclut == T, = O Les w; vérifient aussi le systeme
i
(Se) mr o 'k By = f(w) (P=1,... m—1)

Les systemes (Sy) et (S,) comprennent donc 2 /12 — 2 équations aux
2 M -—2 Inconnues «;,

B:, dont les expressions dépendent de e —1
fonctions arbitraires des m — 1 variables caractéristiques ;.

Dans le cas ou une racine w; est double, on adjointau systeme (S,)
I’équation )

Jiz Y
Llaum »AS»;
qui remplace Péqualion en awy, .
27. 1I. z est rationnel en 9. — Nous supposerons que tous les

poles sont simples :

Le multiplicateur K possede ici 2 72 — t racines w;, quisontencore les
variables d’Ampere, w;= const. étant Vintégrale de dy -— w; A dz = o.
Une transformation ponctuelle permet de poser

A
Av=2z, z(0)=x— MMHE.
Les systemes (S4) et (S.) s’écrivent

O Ap

(Sy) anTN pry— = filwy) (i=1, ..., 20—1),
k=1

(S3) I»N‘ TS( :: =] (wy) (i=1, 2an—1,.

=1

NEMORIAL DES SC. MATI, — N° 133, 4



H0 G. HEILBRONN. INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. 51

Hs comprennent »n -t fonclions arbitenives des an-—1 varables oy peut alors obtenir 5 par des intégrales dans le plan complexe,

ot les points b; sont supposeés fixés.
En cffet,

caractéristiques. A est donné comme précédemment par

2 Q\:.
n !
) Wml_,lw .,;M.\l@b e
v ’ c— by
i—1
98. II. Le multiplicateur K est rationnel en 9. —- Supposon » m
. " N P
cncore les poles simples : 05 _ 05N 1i(b) ==
" o C Iy T By e o — By
K=1 U =
= alTNL . ; . - .
z - b re 2]
o & = by Mais [1™ équation (X)) :
. . -, - Sy 1 dby
Si l'on substitue cette valeur dans la résolvante en K. [T Sl
I K JA Done
B N (e
Ry Ty . filb) 2
i : di _ L NI A
et quion identific & séro Vexpression en o abtenue, on trouve PR S Py ey
=1 !
dhi . b A JB; , J(biN) ,

;% N w:L =0 b v B, I Enfin, pour @ = 0, on a posé k(o) = 2(¥). Done
< . (f=1, cey AR . . IRy
s ) \ m.uhf....L..L.\..ﬂC\va\L.ﬁ\ \.\«w‘va\\;.

AV ey + Byyi=o0 . o =00
,,, &_, == O, Iqﬂ i \:. 1 e nlo= 1

- Par un raisonnement analogue & celui du n® 26, on conctut que,
Un changement de variable permet de poser ABy = 1. D’antre part $i & st unc racine de K=o (f==1. .... n), op==consl. est

Y Pintégrale de dy — wi A ddr == 0. Les o 5 i Saric
<i 5 = 0. N o. Nous poserons done grale y kA 0. Les », sont donc ::wmw des ,ﬁ._._v._mm
, ar _ ‘ caractéristiques. En écrivant que z (o) est une fonction arbitraire
n . -
B, de oy, on obtient le systeme
ElMi = &)
N: . n P
it < v A LUh )l .
(%) — s.c:lT.\ g(y)ydy + :;V.L o._MF ) A =1 g (g th=1.....n).
De la premiére équation (E), 1l résulte que b; est une solutiol 1 ¢

. N ) A M A o 9K ~ . N . .
de (2), ot 3 = b;. D’aprds le raisonnement du n° 26, on en conelu 5 |oq I, sont arbitraires.

que b;== const. est l'integrale générale de dy —biAdx =0 cl qu Pui cerivant Jz N ) )
> . ) O e uis, en éerivant que _= 0, aprds avoir remarqué que
les b; sont des variables d’Ampere. La deuxidme équation ( X) montn ’ antl que 5= ) 8] { rque q

que B; est un multiplicatenr de celle méme équation ¥

" Wl / :J N i )
€»M'\ S0Yedh =N\ \ .\.:LRO.T\‘ ...\2 \.&b

dy b A el = o, i~ b(wr— ) n N I3 P A \
On pent done poser .
P post "y on obuent le systéme
Y= S0 =5
N S Y S(b)db
. - o S e3[R — Ry k=1
onn f; est une fonction arbitraire de Margument indiqué. (S2) Jo To— by i(on)  ( ! ) )

=1
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o ot

Ces 2x relations définissent les 2n variables caractéristiques jystéme

dPAmpere ox(hk=1, ..., n) et bi(¢==1, .... 2) au moyen de z ety r | s zN\: b, )
= A - Loy 7= 0;
Il reste a déterminer A, ») pour déterminer 'équation ) \ s do — A S B o
. i=1
1 B; 3 A SN L
?Hmm el _wo”%.CAvuTM NVM. A o + Al 7 =0 (E=1, oo, 1)
[ \
Or, * Les b; sont donc ici encore des variables caractéristiques. Nous
B, = \AS S . .ucwow.o_um ensulte Ag =1.
Donc * Enfin, la premidre équation (2) devient, comple tenu de In
n roisiéme :
_ < fi(bi) Db .
AT s vlTNL b Ay 1 do m; db;
=1 | - - 4 —_— —— == Q.
: g Jx by dx
i=1t

Comme précédemment, dans lc cas des racines multiples d'ordre «, ! ; . )
le systeme (S,) est form¢ des dérivées jusqu'a Pordre o de Ja racine . Done romAq: Rz.v est une fonction de j scul, que nous pouvons
multiple considérée, ce qui diminue d’autant d'unitcs _c :c.:r.fc_%cu:. égale & 1. Alors dz devienl
des wg distinets, mais le systeme (Sy) comprend toujours T méme?

nombre n de relations. — —?.v — by
dz = - - A&.,. — &w:ihv.
T
20. IV. La dérivée logarithmigue du multiplicateur  est : !
rationnelle, — N ,

S NOSCTONS - ) . . . .
! 1l s'agit de déterminer les &; en fonction de o et ), de fagon

W [ue dz soit une diflerenticlle exacte, quel que soit 4.
._ — - . . B
l — o Pour y parvenir, Drach pose « priord:

; . : J 8
ol nous nous bornerons d'abord au cas ou les me sunt constants. — —3[ byymei NL v_n:\
Dans ces conditions, K sera algébrique ¢l nous pourrons encore i=1 ?

wtiliser la résolvante de K et non celle de J. , . < _
) O En ¢crivant les conditions d’intégrabilité de cette forme, on trouve :
K et z seront définis par

o . J0 .
N 1 = - (T=1, ..., n);

Jb i N ’

2° la fonction unique 9 des n variables &, doit satistaire au sysitme

=K(d) — oA dz), 920 20 20

.: A\:I‘vv&:&; QSA::.TQ.T 90, {(mp+1) = o.
d’apres I'équation (2).

nin—rn) . . , .
- En formant la résolvante en K et c¢n y substituant la valeur w:\oc-, ;\ systeme de 2 équations est la généralisation de 'équation

dente de K, Piden'’fication de Uexpression en ¢ obtenuc donne E,r uler et Poisson rencontrée par Darboux [13]. Voici comment on
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le résoud. On obtient des solutions particulidres en posant Les combinaisons intégrables du systtme (5) sont

e = — 0.
b,

H_ (s--bi) =2 -l PLEZ{/F
. \.|||\=:: ::.. uh At 3 LA
“ g A b, b + s ha V

ot o cst un paramdtre. Les racines oy, oy, . ... @, sont les solutio

particulitres cherchdes.

==

. On obtient sans _%_:o Ies combinaisons intégrables :

La solution générale est alors b =
0 b b db. Ml
1y = — LSS W A PR N hl.nl_ v L
“ b b hs A&: b b Be | dbs B3 )]

Jt
b

n
P
cuN.\qL:QK?

— %ni@?ﬁlg, pas s

¢lant prises entre des limiles constantes ou le long:

les intégrales . . . \
i m désignant le signe de sommanon de Lamé.

contours fermds ct les Iy élant arbitraires.

0, bien entendn, vérifie le systeme ('),

infin, il faut identifier les deux formes de =, ce qui dom
I’identité en o . , . . )
_ 30. V. Lincariant ¥ est retionnel. — Nous poserons
. dy — @ — — L da
J 3;\\: : i { ' n
= ‘ JdLogs m;
et D — b . — - L,
=R | LSRG TR YEEy

f=1

De la théoric élémentaire de la décomposition des fracliopais, maintenant, les m; ne in formant

eationnelles, on en déduit le systéme

sont plus des conslantes.
la résolvante en )

dy — S.A—u—,ﬁz_.&& 20 et _. M\I._ + 2 A H\|_ Aol — 4+ g — =0,
- - s —— =1, ..y :
TrLf o |

Il résulte de ce qui précede que le systeme (S) est compléteme-

(%) Irdby =

en y substituant la valeur précédente de J et en identifiant a zéro

Pexpression en ¢ obtenuc, on trouve le systéme

intégrable. On obtient » intégrales, qui donnent r—2 relatio’ 1 ) d*Logs .TM .\TP A) .
entre les by et deux déquations définissant 2 et y en fonction gmm_ dz dy
] 0 /. JLogs> % A
) {2) mlc I ¥+mlui
Ezemple. — 1° n= 2. Le systeme (5) s’éerit (%) y ) 4
,oomy b p JA . .
Ay L 3 o >.§L by A My —— 77 =0 (=1, ,on
Dl (b — by ’ .
P : (D) EITP\:W\DNO (=1, ....00 .
Ay — Wbt «: ! dx av -

0 vérifie 'équation.

) - Fan d0
Q\\ db. (ma1) by +

(T) (01—~ be) 57—

* De (4), nous déduisons que les b; sont cncore des variables
d’Ampere; d’aprés (3), m; est aussi un multiplicateur de

dv'— b A de =o.
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‘Dans le cas ot I est rationnel en g, les mtégrales ne permettent
b, plus de représenter la solution, le sysiéme (X) n’élant pas mtégrable.
P p 3 y |

::I\Q\l (E=1, ..vy ), . . .
dy ’ .. Nous tenons a soulicner le caractére profondément original de
e} o]

la méthode d’intégration du sysiéme (X) ou de I'équation unique aux

dérivées particlles d’ordre n ou 22 ct a deux variables z et y. Nous

pensons que c’est ici que se Lrouve en puissunce, laméthode d'inté-

J _%nu\ .Ms (=0 gration des équations aux ddérivées particlles du sccond ordre, donl
or

Nous poserons donc

ou les f; sont arbitraires.

D’autre part, ¢n intégrant (1), nous obtenons

Pexposé est Vobjet du fascicule n° 129, que nous avons consacré

en faisant une transformation ponctuelle, de fagon a annuler la fond ctlte question.

tion arbitraire.

I'n remplacant me; par la valeur précédente : . . .
emplaga { pa valeur précédente : : VII. — Bquation ' =/ (.2, ¥, ¢
Jdlog E: :
—_— .TN AJi(b = S . . . . .
J Jibo e a =" ~ 31. Pour ne pas nous entrainer a des redites, nous n’éludierons
. . » ) que le cas ou les équations de la forme indiquée admettent pour
(qui, en utilisant (4), devient intégrale un polynome en ¢. Nous supposerons I'équation réduite
dlags O Si(biy o, de manedre & admettre la solution
— Wiy,
Ju \: Jdor
.y == const. pour ¢ =0 et o= const. pour ¢ =w.

que on peut intégrer, en posant Soit done Iéquation

Ji(bi)y=0,F; (04 H&
Dou [es—eo
_ . " & = oo i==1 —_ G;m.
Loge = g(3)+ X Ful(b0). 1 dz = %F _— P
(9—bi)
Enfin A cst donnd par 'équation (2), qui s’intdgre une premids =!
fois L ¢équation aux dérivées particlles correspondante est
L ob 9N
m + > F = )T ar =/() J ’
N o )T dy ‘2 _QM:TQ,«O\Nlo

Si /(@) n’est pus nulle, on ne peut intégrer cette équation linéain - .
S(z) ! ’ I o 1 tt nous cherchons les conditions, pour qu'elle admmette la solution

sans conserver des signes de quadrature :
,wv uﬂ_wo'Tew,.T....Tﬁ:J:..

A=At faar ] o o
o - : e Par identification dans (2) du polynome en ¢ obtenu, 1l vient
K est donné par 4 R, o8,
Loghk = \ Jdy, ‘ Ji
puis z par : ce qui permet de poser
= Rk(dy —oAdx) Be= v, B,=x.
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Jz

Puis En exprimant que les b; sont racines de - =ocl les ~; de Mwm .
ay dr :
i R s a:!..v - qam_ + M _mzl‘.l.v _n obtient le systéme
: e C o o ) T oy v T I
o s bl que < Mg me i
Cete identité n’est possible que 1 T .
v JB
. LTI | .
9B ALY By PR 1+ b; B
— .= DA P = . J :
dx + ’ QR 7oy K ay 5 Y

) . ai détermine les b; el les ¢, les By ayanl ¢té détermings par les
D’oi il résulte que n—1> m et Restde degré r == n— 1~ m! . M ' :v . , e par e
, ystemes (S.) et (3:). infin, dans I'équation (4), les termes de
Nous poserons : )

egré m + n—1 donnent o :

R “.—.!—”Aﬂ — i), . OB
! ' 7 “+1=o0.

i=1t , |IQ.V. =

Un raisonnement lrés simple va nous montrer que les e s Discussion. — 1° n=m 1, r==0 : il n’y a pas de variables
) . . . d3 9z 4 3 . R . . .
les variables d’Ampere. En eflet, elles annulent a la fois mw et o lo’Ampere; le systeme (T) subsiste seul. Les B, sont arbitraires.
. . Yo e mar<n<<am-1:lesarrelations (Sy) et (S,) d¢ i
rendent z constant. [Vautre part, ¢, = const. est I'intégrale de - |T‘ <n< + ( .L et (Sy) aQS.:::.E:
(n—m-—1) des B; au moyen des autres, qui demearent arbitraives

(5) Py dy — 2 Qlag dr=o. t des n— m —1 variables d’Ampere.

On démontre celle proposition comme au paragraphe précéden 3° n>2am -1 ¢ Tous les B; sont délerminds; il reste r—m
en formant la résolvante en K - 2lations permeltant d’exprimer 77— m des «; an moyen des m aulres,
[ui demeurent arbitraires.

JK QAR 0
dr TR ar ;.‘\A,; _..v S : dy ¢ —C
ou 32, Ezemple : o =09 — -
z 213, dB, PR B ' ?
hom e g e e = e
2 o A g ~1° Soit Vintégrale

(i K¢ | JK odi s=yv+eB +at
51, dans cofle équall s fait o = «;, K s’annule et — sc rédf .
Si, dans cette équation, on lailt ¢ = d, ! e ) bo a aussitoL
- day e ryy’ A ooy du B Jn
A 220 multiplic par — — _ ai—a;). De meéme == se réduit & — mf . YB . A R
! d.r p ! ) Y A ‘ »v a) ay c ;&,, puss u.%.a. =" b=>s= a3
tipli¢ par le méwme facleur. Aprds suppression de ce facteur, il re al .
done ‘n'y a pas de variable d’Amptre. B est arbitraire. U'est le cas 1° de
9 | oq X,  discussion précédente.
dx P dy 5
Co . . “2° Soil I'intégrale
h—:P P—C:—C.—:\—.C ‘—9 —v—.CT—.—CP@ ¢gnonccee. : )
. , . . _ s=y+¢Bi+ 9B+ x 3
Les a; sont les variables d’Ampére du systéme aux imconnues . :
ai, bj, cp. Comme plus haut, on forme les deux systemes ‘Il y a une variable d’Amptre a. Les équations (Sy) et (33) :
(8y) zfay=)+ w@bi+...+ af .« =fi(a) (=1, ..., ') 3) ¥+ aBy+at By+ zad=f(a).
1 Sa) (A= By+4...+nal e = fi (ai) (E=1....,7): 32) By+2aBia-3zat= f'(«)

oit les f; sont arbitraires. éfinissent B, et By au moyen de a et de la fonction arbitraire f(a).
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Puis b, ¢ et ¢ sont donnés par le systeme ('I') : ; Les deux groupes primitifs infinis sont :
JB, Qwa ‘ . 1" Le groupe défini par
oz + 7 P lTﬂ,Um“fﬂllGVAmo]QY
al Pl : &—.!Eq: _i._ =0
- |'w—\ _ow? 2 ) = — (= — o o— ' D( f \.4. -
qA~.T,,\ I > \vl (z—0)(p—a) . (f1y02).
D’ou © Les dérivées logarithmiques d’un multiplicateur sont rationnelle
- M, aB, o .
T CHa=— -7 +a= e 2° Le groupe défini par

7 D(Fy, By

o = |,
. _vA.\_.‘ \.u }
I.a solution admet donc, en délinitive, comme arbitrairves a et f(a).

; Un multiplicateur et un seul est rationnel.
3° Quand lordre du polynome 5 augmente d'une unité, les B;
et les «@; augmentent d’unc unité et le nombre des équations de

Parmi les groupes imprimitifs et infinis, nous citerons :
deux unités. Iy a donc toujours un seul &; arbitraire.

Fy=®( f1), ot @ est arbitraire, avee

2 =

_ e
CHAPITRE 111, | Po= o/
_““O..m./._._ov.m PU SECOND ORDRE. ﬂ\_.

Lol on porra déterminer sucee mw:wo_:o:—\_ ..P.\...

2 Iy -

{. — Généralités.

=W /), ot d est arhitraire avee
33. Soit %mﬂ:mi::

(M V=L, 500, A_ Vo= e (fo+ [V, /1
ott fest rationnelle pur rapport i tous ses arguments.

EA
A /7 v
h::&meio générale sera définic par ol [Fy, /1] est Vinvariant de Cayley-Schwarz.

sz, 3, )= Gy, 23(, 1, ) = Ca; Dans les deux cas, fy sera une solution de

) L os furme slome fonds ¢ ‘équation linéaire . .
ol 91 Ct ¢y E::.SZ un sysitme fondamental de P'équation linéaire 3, U N L.
aux dérivées particlles : dx dy
Je ¢ 05 ot A vérifie
va — 4 = ev = u.
dx Q.v\ t_.v\ ry [ dA JA , A .\ .\
{4) \ﬂ|+ln. -+ \v (A - |
. - _ dr dy dy’ : \?. t-\ /
Les cas de réduction sont oblenus par I'étude des sous-groupes du

groupe ponctuel & deux variables T's. Le nombre de ces groupes est comme on le voit en formant le crochet des équations (2) et (3)

considérable mais le nombre des groupes primitifs n’est que de wi...noa*:o tenu de
Les groupes finis sont linéaires ou ?.c.won_:.q. ct n'auront pas & notre’
point de vue de conséquences intéressantes. :

o dy
C.IPVQ \S =

i
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S sera alors déternine a partie des résolvantes en
devront admettre des solutions rationnelles, avee

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH.
on |, ;_:

61
I est elair que, dans ces conditions, ,\\ dz dy est un invarianl
intégral de Péquation (2). Done, s1 9 et ¢ sont deux solutions fonda-
. mentales de (2)
I\ o
el 1=/, ) | F1y, ¥ 1 en outre :

X{(s)=0, X(d)=o0, elles doivent vérifier

D'une fagon géncrate, »i Az, ), )7) == consl. esl une intégrale

premitre de (1), 1 conviendra pour celle nouvelle équation, d’étudier

bz, %) _
tous les cas de réduction rencontrés au premier ordre.

=1
Wz, ¥)
Réservant pour un dernier chapitre I'étude des équations linéaires,

ott la thoorie classsique de Picard est éclairée d’un jour nouveau,

et ces solutions fondamentales sont définies aux transformalions prés
du groupe défini par
nous allons aborder aussitdt équation »”

Cmew __,,.\. -
e
= f(x,y) dont l'étude

s'est montrée particulicrement féconde.

Ste(z, ¥,y )=0
donndée par
b= dy —

inté ' 254

11* — Equation "= F (z, ) admettant une intégrale .
premiére rationnelle en »’ [8].

34, Soit
(1)

est une intégrale premiere, une deuxicme esl

.

A’ ’
o ' est remplacée par sa valeur en 2z, y. .. Démonltrons que .
. : T do
7y
IE= v . \ 5 \ oy
: est un multiplicateur de dy -~ )" da. Pour cela, résolvons ¢
Ly . . N ‘A M . R . . . R .
Péquation a ¢adier, ol ¥ o yz= (@, y, G) el montrons que M.\ gui est Pinverse de \W,e
) I W, Y ‘ “
i) N fo= \\:\ -+ ;._\,..u. -+ \:J Vo vy=o est un multiplicateur de dy — ' dr.
. . . Dérivons ', 1l vient
I'équation aux dérivées particlles correspondante. YA .
Cette équation doit étre idenlique a dr o9y
() DSy ) _ puis dérivons par rapport a C :
’ (e, 3,07") . - )
: . v LA L L
oit v et ¥ sont deux inlégrales premitres. - dlide  dGdy JaC
b N -
Drow il résulte cc qui démontre la propriété énoncéc.
ERR - o, - .
L, ) D(y, x) D(x.y) 35. Nous n'étudierons ici que le cas o0 ¢ est un polynome en y”,
M est le multiplicateur de Jacobi. 11 vérifie 'equation mmo.mm..mﬁ,m n. La méthode apparaitra clairement sur ce cas simple.
L Ml
AL J(N3Y. A(ME) , o
f— 4 L= ! o~ — . - -
4 o.r + av + ey’ ? *) v= Qo) "+ ; Yyt .
qui n'est autre que X(M)=o et admet la solution ¢vidente M =1,

E

n ccerivant que X (@)= o est une identité ¢n y’, on obtient le
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sysiénie
. ot n—1I QZN .
g”: H\RM_IT:.&B”P \\_|T|Ill|‘+zo~u“cv B
dy ? x Q.V\ «\_ﬁ 2 s\.,
® ¢ v
dp—1 Juy : F it F =
— J— —3 = 0 -+ ¢y = 0,
:ﬂ -+ tb\ -+ :.A: 1) tp—2 ? ox ”

On peut remplacer ce systtme de n ¢quations par une mmcuno:
unique (E) d’ordre 7 —1, & une scule inconnue a,_i, wozﬁ.::.y des
deux variables z et y. On obtient celte équation (E), en ¢éliminant
successivement les autres «; dans les équations (Z).

Une wansformation ponctuclle sur z @ X = a(x),
sury : Y ==3(z)y <+ v(x), permel dec poser

el linéairc

wp=1, @y = 0,

Pour intégrer (2), nous allons Ie remplacer par un systeme (S),
ot figurcront les variables caractéristiques d’Ampere du systeme (2)
ou &o I'équation (E) ¢quivalente.

Soit

n—1

(6) Ll».\x = :Hv—wﬂ 97— w0y}

=1
el pusons ¢;== ¢( ;). _Ldﬁ_:s:o: X(9i)==0se réduit a

L? %,2
Pz Jdy

(S) (i=1,...,n—1)

Le systeme (8) exprime, conformément & la théorie générale, que
9i= const. est l'intégrale générale de dy —widr=o0. Les ¢; sont
donc les variables caractéristiques d’Ampere de I'équation (E) ou du
systeme (2). L’intégration de (E) ou de (2) est donc bien équiva-
lente & celle de (S).

36. Intégration du systéme (S). — L’idée direclrice consiste @
prendre les 9; comme variables indépendantes. Voici comment nous
procéderens : nous décomposerons d en éléments simples, ¢ .ms::
'intégrale premiére déduite de ¢ par le procédé, d’ailleurs classique,
du n° 34. Soit donc

n-—1
dy —y' dz
dp = \f\ = M A v — c:
L.ﬁ i=1
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La méthode ¢lémentaire de décomposition des fractions
nelles permet de caleuler les A, -

[ .

alion-

A=

=1

Nlom M;_\AE..I W)

k=1

Posons encore

-G

_ )

et nous désignerons par ¢, les valeurs de ¢ pour )’ = u,.
Les 4y vérifient le systeme

=1

o I3 .
(S5 \\{\.I/J , LR (j =1

Coay A1),
; ) LB]
g\ule:

N !

Ce systeme aux différenticlles totales sera mtégrable, sinous dérer-
minons les A; de facon que les seconds membres soient dos différen-
tielles exactes. Dans ces conditions, le systéme

Al !
s ‘
o >~.— — (=t )

est compatible.

(i1, .., n—1y

Pour faire le ¢ hangement des n variables pjaux nvariables o; ¢ @,
oli 'on a pos¢

n
P = M i

i==1

‘1l est commode de remarquer que les 2 coordonndes :

$;= const, {(t=1,..., n—1) et j = const.

“forment un systéme orthogonal & 2 variables. En effet, ® est ortho-
gonal & chacun des o

JP L“?
M — =0
. \\,...\ Q_;\
J
MEMORIAL DES s,

MATIH. — Ne 133

o
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puisque

! i
l‘% =1 el ) La: = IN o
i ;ILL‘: =

cetle derniere égalité résullant de

1
9 dw W — ;

~.

d’apres la définition méme des o.
De méme, o; et o, sont orthogonales :

A MU TR N !
ILLc\ L;\ =ik b\ILAc:I.:.\VAE\,lI;L

j
;.: N 1 T v
T owp— ML 0y — W — j

7

-G

et chacune des deux sommes est séparément nulle
Dapros les résultats classiques [14]

W A@ » (i=ty .00 n—1),

177 d \ Dty
e |
" —
N\t
‘_A“/AKL. N
__m ——h ,L.c.\,,

Donc

"

" 1
2 /U o 9 ! "
N«\C N_:. do} + N\EV..

f=1 i=1

D’autre part,

Joi _ ! iy
Xi=tW5, = 1 2,

sont les coefficients d’une substitution orthogonale.

Or,

_ Jdb
«E = L ! et — =1,
. i O My Dtk
Donc J
o . 1
R g gy — e L=
d3 PV — ey b n
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Or,
2 (W) . Tdy _
\\? [DE=0h

= - ’ ot g(w)=

vi

Dérivons cette égalité par rapport & ; :

M ! e'(wi) | 97(en)
(or— 9 of
‘On sait que
o' (w;)
or
et
' 1 A ~v 2 ]
= =577 =2 ou Hpjm  ———
,v ?:l.im of Hf % o 3"(wi)
ct, enfin,
da i1
%P. ﬂH\A c:v =y

n faisant @ = = O, c’est-d-dire gy == 0, avee les notations _:::T
tives, _G._Vc:_m.mo que nous avons ¢té amend a ?:.c. on oblient un
systeme de délermination des A

37. Nous pouvons aussi déterminer les A; par un caleul direct.
In cflet, les conditions d'intégrabilité du systeme (Sy) s’éerivent

. U A ) A
(Sa) . i _ 7 Ay ,
Qm;. j— 0y Qr: hf— 0

ot ; prend toutes les valeurs de 1 a n, alors que ¢ et & forment toutes
les combinaisons deux a deux des n — 1 expressions o.

Pour expliciter les équations qui forment le systeme (S.), il est
u; 710} .y . .
nécessaire de calculer 5 M el \IM La premitre expression a ¢1¢ cal-
[ M [# J\

culée au numéro précédent par application de la méthode des substi-
tutions orthogonales. Nous allons refaire ce calcul directement. De
AN

JO ed 3 — 11
i

bl

RO

on tire, en dérivant par rapport a o :

L T 2NV ,
s Jort s do ch — )
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donc
1 A !
Lo =Y
T l«,c:.\.”»\;.

[Yautre part, si l'on dérive logarithmiquement par rapport a 2;:

on obtient

RN N L T

Pi e ;=
™

! X BrOSSE scedente :
p cetie » de - dans Uexpression précédente :
En reportant cette valeur de o p I
” 1
v 0y ) = —_—
J 7 (i) (g — )t
ce qui donne fa valeur de
dJd I i
de: (W) wi—

résultat identique i celui qui avail 616 précédemment trouve.

Calculons de¢ méme mwm On dérvive par rapport & ¢, égalie
= 0.
\. -
Remplacons WIM par sa valeur
. I /J
T e(o) i (0i—
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_r”.».:__._.:u.::v. cette derndere fraction en ¢léments stuples ¢

1 1 [ 1
(o — LR my— ) - (mj~— w2 ﬂs\. —
I
p 3?
(0 — ) (w;— )R

TOTA N | 1 ~ I .
SN _ AN _
U5 - (03— ) 2w ) (w;— 0} )| e | 0 —
/ i -
1 W 1
_— v |
g A?;.v A 03— 03 ) (1) —
J
Do
doy; 1
Do {eg) (o — W)

.,‘
seremplagant dans le

cédentes, on trouve
(i

ot Fon a pos¢

L O\

i done les deé

5

collo-er dovant o

. . ] Vil -
¢oune solution da systeme (1) § YA U0

\ 7

¢quations. Le systeme (1) est la géneralisation due a Darboux de
Pégquation d’Euler o Poisson. Clest le meme :r: celui que nous
avons renconted wu chapitve 1 (§ G, n® 29). Nous Pintégrerons ici
aussi en considérant I'é¢qnation

_ —?l B =3,
j

odl < est un —u::::o:.ﬁ.

On a ve comment on déduit la solution géncérale de ces solutions
particulicres.

38. Calcul des 9/ en fonction de z et ). — Il restce a identifior les
deux formes de dil
x\u.“ﬁ, lr ~ 12T ) s T ,
= — L l./i.f. \ *_, ol !\uﬂ H— —A ) — ;).
: 7 -— )y oy
G =1 ‘

\:.\
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En chassant le dénominateur :

dy —y dz HM ?.HH () — o) d9i.
, k

H
Cette égalit¢ est une identité en y': le terme de degré n—1 donne
{1) M>.&mf“ 0.
i
Cherchons le terme de degré n— 2. Soient Sy, Sy ...y Su-y les
fonctions symétriques élémentaires des w;. On trouve

M Ai(S)— ) dpi=0
i

ou, compte tenu de (1) :

(2) MN/I.:. dy;= 0.

i

Terme de degré 72— 3 ¢
M\/K.ﬁml @Sy + o} )dy=o
ou, comple tenu de (1) et (2):

(1) I/\L\/Z.:”.. e, = o,

Ce procédé est évidemment un procédé de récurrence et conduit
au mM_mEEo

Wl .
v A EW.. mxﬁm =0

i

Abv M .PMEMTJ." m\m:. = — N\.N..u

i
m »V;cmT.n ﬁ\ﬂm = Qr_..
i

Ce systeme () détermine les 27 en z el 11 est. complitement
intégrable, puisque les A; vérifient le systéme (r).
Nous allons former les combinaisons intégrables de (£2). La pre-

miére ¢quation () est évidemment intégrable :

/J Lflf“&o.
—
i
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La deuxidme Pest également, ses conditions d’intéerabilité dlant (1) -
al ! el

.

N Aoy dyy= dby.

Mt

i

Les suivantes sont obtenues en ajoutant a la A'*™¢, affectée du coeffi-

ctent. + 1, les équations correspondant a des valeurs de l'exposant

inféricur & 4, dont les multiplicateurs sont des combinaisons iso-

bariques des a; (le poids d’un «; étant égal A son indice) et de

p g

poids k&, multipli¢es éventucllement par des coefficients numériques.
dayg .

lf

utilisant les sommes de puissances semblables des racines de 0 = o.

Nous avons posé
Tecty "MT.\.. =0,

Pour établir cette propriéié, il faut calculer

- On y parvient en

puis

nin—u)

23

s , Y )y — Py
e 2 N\ Ty SR \ - bl
e w(n —1) mmd ) RO — 1) ok 30 {0 — )
k k
e S g [T —2
= 2 / A ! =+ = D] M
20— 1) (03 ) ot \ 12f — 03; M — oy (n—1)2"(w;)
3

On établit ainsi la troisidme combinaison mtégrable :
n—1

N\ A; ?;m _ Q.Lm\f“ db,.

. 2! :

De méme,

2 N s — 6 [CTI

= :A:l.::liT_; et e = (n—1(n—2) 3 (w)

Dot la quatrieme combinaison

=0 =2 Ve, = v,
S Y

i . -

\ . :
/n Aifoi+(n—aym+

et ainsi de suite, les combinaisons 0, _, et 0,_, donnant z ct 3 :

= const.,, O,=const.,, ..., O, ;=-—x-+const, 0, ,=) —+ const.
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~3

l.os o; sonl ainsi connus en w el y, c¢ qui permel de déterminer
7

en fonction de o ety dgalement. On connait done deux intégrales
premicres el l¢ probleme est résolu.
39. Lzemples. — 1° St g sl du second degre en 37, on vorl

e , . 1,
immdadiatenment quil 'y a pas de variable d”Ampere. 3i Fon pose

7 uul.l._. T—

ol 0y est foncuion de y scul, Alors

' de { . e
b = dy \_ de _ ¢ v _de, ol )= \T & s
: Iy "

el Pintégration estimmédiale, puisque a» ne depend que de y. Fnlin,

F st donné par

duas .
—= 4+ =o.
dy
Cern . J
2 o esl du troisieme degreé en ) o
7 .
9= R N e SR{L ]
L &w‘q = "t — wy = yis, Wy = — ity
3oy '
. /o 2] 3y . J0
= Wy ;e )2,

on 0 vérifie _,9_:::::

- J o/
b s

o /b V
= TR R
v }\ ﬁ\? ) ,

variables indépen-

Il s’agit maintenant de prendre ¢y €L ga comme

dantes. 1ls sont définis par

9y =24} |T:;Hlm€ ~+ aa,

2w} 4 ;.

Cy = 2] =T

On en déduit

Sl sagit de dét
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s'Gertl alors

J:0 - 8 J0 X Jo -0
dordzy 3(ei— 22) \d%) des )

_.Lda::::: ('

dont 'intégrale générale s’écrit [15] :

A

ar\ & —c_urﬁe_.!fvm_mu]\v e,

o1 / ¢l & sont des fonclions arbitraires de Pargument indiqué.
La fonction 0 étant ainsi choisie, 0 = Cy csl une premidre inlé-

grale du systéme, les deux autres donnant z et ) :
70 J0
M(_ wydsy + e e dos = — dr
¢l
2] J0
%!E ds _.T-]S.«\ dy.
91 g, v '
U reste i caleuler & par
o J3 0 s,
iy = L(_ Vo + e R .

olt )" est exprimée en fonction de ¢, g0 et 9o ¢l 00 ¢ est un para-

moetre :

N
vom(BEEY R

4 9,
I-nfin,
1 das
F(x = =l
(@, 5) = ay Jdr
I, — Intégration de Y'équation des lignes géodésiques,

dans le cas ol elle admet une intégrale premiére rationnelle en ¢’ [9].

40. Le ds? élant exprimé en fonction des paramelires des lignes de

*longueur nulle :

ds?=4). du dv,

erminer c¢ ds?, c’est-a-dire la fonction 4(«, v), de

. fagon que l'équation des lignes géodésiques admette une intégrale
< premigre rationnelle en ¢/,
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. . e Ny Seerit
En variables u, ¢, Véquation différ entielle des géodésiques s’éc
vl nyl\. o — I ‘NN, IEER
() Y Ou e

i
w = h"+ o’ Nll
/Lg

Donec

P
s » \du

Portant cette valeur de ¢ dans (1) :

0 oJdn -
W= =, o).
ndu

(2)

i iffé i res e 1on aux dérivées
A celle équation différentielle, correspond 1'équatio

partielles :

A A, A F =
() u o' * o "
que nous éerirons o
' 2L A + .I_,m\\\u Yowo.
AlS)y=+ Jdu +o Jde T du dw

i = a1 ros-
A une intégrale premidre ¢(u, ¢, w) =G, on peut en faire cor

pondre une deuxitme par la (uadrature

dv — ¢ du v — w du
L= = .
a == T -
Iy e 7 w a3
N (P — SR,
Fve Jw e

n effet [16] si I'on cherche un multiplicateur de Adv —w du de
facon que lintégrale z = consl. vérific I'équation

Jz

=
du

_d3

7= 50

f=pg—h=o, oun p

2=

on tronve pour ce multiplicateur @ ¢ = ,
donnée par la quadrature précédente, oft o est
(0,0, 0)y=~0 contiendra la cons-

Jz > N =
seri autre » % ¢ on Pobtient done en
G one sera autre que n 0

La fonclion z, .
remplacé par sa valeur, tirée de ©

tante .. La fonchion

NRTORF RPN T

i
!
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dérivant z sous le signe d’intégration ;
g

, ~dy — w du Jw
b o= .
! .\ 2 JC

El

w-=

Mais
Jw gy
G Jew

=1

et 'on obtient la valeur de ¢ annoncée.

D’apres les résultats classiques, on sait que I'intégration de (1) ou
de (4) sont des problemes équivalents.
e

probleme a ¢té Iraité, dans le cas ot on connait une inté-

grale ¢(p, ¢) = const. de

() (F, )= IF dg  dF I N JdlF Jz AF gz

' VT dudp T Ap du T ue dy g g T "

dans les cas ol ¢ est @ «. homogine; b. lindaire; c. quadratique;

od. fractionnaire et du premicr degré en p et g.

infin, puisque p et ¢ vérilient la relation évidente

pediu+ qdo=o,

on en déduit

ou ¢ncore

%1. Intégrales entiéres d’ordre impair. — v est ici un polynome
d’ovdre m =— 22241 en petg:

o=

D= Aot 4+ g,

Nous obtiendrons une forme type & Paide d’une transform
ponctuelle sur les w ¢t ¢, en posant

ation

rhy == M =1.
LEn utilisant la variable o, on derira

m " m
» . N

& = - NN S = 2 st _ gt

F=aT e, a il R T XL
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en mellant en évidence les racines vy, ooy Vi Le systéme des o; est orthogonal, ainsi que celuides o, a condition

2

(ue nous ¢erirons,

m " . de _gOmC = rr.
c=w — —.\.f ) \ celte modification pris, le caleul est en tous pomts analogue a
) celui du paragraphe précédent.

Nous allons reprendre en déil le caleul diveet, pour metlee en

1Yot
. évidence les quelques nmodifications dues 4 la nouvelle forme de .

B = — e Y
. . ) . - . v r
avee le sigle —, puisque m esL Hpar. v Caleuld de ,\;.x\.. On part de
/i
e meme, ne
" 1 dz LUINAN 1
QN = m _cl K \._A:.E e — 2, 3 dw 2P d W — Vi
ok 2 o =1
3
L. qut, dérive pur rapport i w, donne
que nous ¢erirons
m s 1 ‘1 de
5 m =5 7rr, ., , = .IIL;VN .
ai.\«,.«.u = m iy A: 'd\nv. 3 B Q.ﬁx
1

| Faisons o = ; dans I'égalité précédente :
Nous remarquons que les yi el les 2y correspondent aux el m; du
paragraphe précédent, Ta scule différence provenant de ce que le
nowmbre des v et des i est le méme.

le systeme () est obtenu en identiliant & zéro le polynome Mais
en w A (%) = o, o les inconnues sont les coetlicionts ey o ooy (e mooN
s .. N . . Ly = 5 — -
du polynome 4. Ou peul e remplacer e systéme (X)) par unc fqua- S Y
Hon unique (1%) d’ordre s, L une inconnue dop, Ol ddeux variables o Done
el . Nous allons remplacer lo systome (X) par le systeme (5) ¢ o
L Pl = .
) _ 2,
AMzip=0 (L=1, .... ), ol 3= 3 0d
Je D’autre part, «dérivons
12 éguation (o) - o se simplilie, paree que ( .‘.\_,_‘. - eel fo gys- B
SR We g U 4
teme (3) se rdaduit =7,
. 75T L % _ . o . . .
(M) hog T T (=1, .. ) _cn..,.:E::::_:c::‘,:_ par rapporl & g, :
: . ' - . . Ybaoral e 1 / m ~\ I )7 AN N
[’équation précédente exprime que wi= const. st Uintégrale ={— = D S I R AL N .
_ y . % ol e i— i D 3 e —
géndrale de 2 dv —idu=o. A
variahlos carnclérisil s’ ore de égua- - I T . .
Les o; sont dong les var inbles caractéristiques d’ Ampere de I'équa Fn portant cette valeur de - dans Pégalité précédente ¢t en éealant
tion (1) ou du systeme (V. . : . M i o
Pour intégrer le systeme (3), on peul cwployer encore la méthode les coclicients de e dans les deux membres, il vient
des substitutions orthogonales, qui permet de remplacer les variables v; _ _
N .
— it = ¥ T o
i i Wk

par les 44
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PDoi
Mk — Yk
Dz L (L) (L= v)
Ik s 5 I'é lite
2" Calculde == — On dérive par rapport a ¢; 'égalité
[? .4.>\~.
m W 1
— e ——— ()}
STl
/
- Lk ~ T oy
m N\ 1 % =N i Fik _ o,
,.,h.m. l«”xl;..\v.u_ L._V\, \[Am\»\.[;ﬂ\v. L.A_»:,
7

U N AN 1 e
o dnd Zp— vy e (Ge—f)" [ 3
. i j

Décomposons en ¢léments simples la fraction du sccond membre

1 T [ T I

=Ll T TG G

ﬂﬂml N

(i

Aprés multiplication par y; et sommation par rapport a Pindice j,

m -
chacun des termes cntre crochets a pour sommc -— -—- Ce terme

2

entre crochets est done nul. Il ne reste que

A AN Vi QHN..

ot L ) DR
!
D'on
I _ 4 .
= L) (L—tn
42. Intégration du systéme (S). — Nous allons remplacer le

systeme (S) par le systéme (Sy) &
ni

ﬁ,ﬁ_. \\__L,!/A >>x\

done le systeme (8,) par le sysiéme

. o Ay ,,l..\lxn Ay /.
8. \,@_,‘A.l_‘\im.\:vn,\5.« 71)

7 Ntk

v

| . 2 7y,
Fn effectuant les caleuls, =27 et ==

ayant les valeurs caleulées au
dzi J5k

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH,

73
numéro précédent, on oblient
) )20 1 i 1 U]
(Ck—Za)? - T G =0
deiadee k) den (D) Jmk

ol Fon a posé
N
}3 iyt
I3
. N m{nm—1)
Ce systeme de ————

¢qualions, peut s'éerire
2

den \ Lk Jo

B (
(T) J «_l J v 7 1 J0

Lﬂ\m \ N.b \\M\s

Le systeme (T s’ integre encore par i méthode qu’Appell a su
Y 8 I
appliquer aux systémes de la forme précédente, qui constituent, on
I'a v, une généralisation de I'éguation d’Euler et Poisson.

Si l'on pose
= [T
i

ol g est un paramdtre et si 'on désigne les racines de cetle équation

N oo PAr (0, v, ..., 0, Pintégrale géndrale séerit
E] bl b ) ol ol

<
1=V [ wFi(z)ds,
ot les I sont arbitraires.
R . 728
3. Calcul des ¢; en u« et ¢. — Calculons au préalable o Pour
s 7
cela, nous dériverons la relation 7= — vy .. .y :
m J -1\ 1
nodeg - e L) el L —
"
Or,
A 1 m
¢ > = — et
—d j— R 4]

7

-

£
e

-t

=
vl
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Or

o -y =1
.Ilq,\. =y

hy '

Done
(hedv — wdu)ar “N.»w..H—IM— (w—Li) ds
i k

N m—1
ou n =

R .
el —ﬁ signific que & prend toutes les valeurs de 1 am,
2 N
sauf la valeur £.
Soient Sy, Sa, ..., S,, les fonctions symétriques élémentaires

des g Uexpression précédente s'éerit
N - - o ~
(O dv — v du) wit U4V Aot — (8 — L) o=l (S — S,

i
i

-+ ﬁ.mu:| wau:|_ e

L’identification des termes de degré 22 donne immdédiatement

i

N

¥ Ajdzi=o.
a—

i—l1

Le terme de degré 22— 1, comple tenu de 'éy

ditg précédente,
donne

-
Vhf.n:\n?.“ 0.

.

D’une facon géndérale, nous en déduisons

. J mm Q.«.,Tﬂc
. i
) ,

(h=0, 1, .., t—2),

M>~.“~qi_ dej=— du.

Au licu de poursuivre Pidentification, pour obtenir les 2 41 rela-
tions restantes, ce qui nous donnerait

Wl

V}Rm:\ﬂn 7oddey
i
Nkfm._..ﬁ.&m..ﬂc (h=n—+1, ..., 2n0)

{

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. St

nous remarquerons que b oest invartant, si Pon remplace
/- A

el /o par — -

’\:.

opar v

Les 41 deenieres relotions s’éerivent alors
~ SNk

/ nIMA A ZETES

. i

(V) : \
~ N I

| \,.\‘V?_f ) dgi= o

(h=1, ..., 0}

_ Cesysteme (U, (V) de o 1= mrelations entre les m varviables o,
el les deux variables @ et v, est completement intégrable. 11 possede
m combinuisons intégrables, formées comme au paragraphe pré-

cédent, par des combinaisons isobariques et de poids A des & premidres

relations (U), le coefficient de «w=*% dtant de poids & :

De chaque combinaison intégrable déduite du sysieme (U), on
déduit une combinaison relative au systeme (V), en utilisant la
transtormation, qui a permis d'obtenir le systeme (V).

Pour former ces combinaisons intégrables, il faut ealculer les

L dap - .
dérivées ww\ - Nous allons caleuler les deux premidres
3

duy _\ vy _

ey - )3 ’
-
.. m
Nous savons (n® 41) que cetie dernicere somme a pour videur — —.
E R4
Donc
day i
dei o uGE(L)
o R duts
Calculons de mcme S
l, m:.
t AR \ t o, LN,
== | (2re) =2k | =— e Nk

dety Y v
=, |T/ e

Jg; i " T

— « A/J I,_\N..
== R ETara— ‘T P Y T e~ .
2%i% ﬂ.;l,Vl? i

— m N 1
= s DT+

\ m._
fem— o),

072" (L7) mmd Tig (L) | i B
u are lace UL S L
ou on a :.\:;u ace i @»C wy r [

MEMORIAL DES S¢. MATH., — No 133, 6
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IYou, enfin,
dety mli-+(m— ), )

249" (L)

Jo;

On obtient ainsi les premidres combinaisons intégrables :

wp= ol
/Jﬁﬁ\:.f — = dbty,
a— 3\ 9,
) wy— B 6 at + 2 = (l¥,,
d%; b am

Ce procédé nous donne 2 combinaisons intégrables relatives au

On obtient les autres en changeant # en ¢ et {/w

systeme  (U). vtk
b T N

IS

oL _ ,m
en . Dans ces conditions, a; est transformé en .

vV
La premitre combinaison intégrable est une conséquence du sys-

wwme (T) lul-méme :

S Jf
N2 oo loi= ) .
d Yoy G
La deuxitme s'Geril
32
/A, v\l\lcl LG v._ aN.uu.. = \\:iw.
ed )5 o %

La n'*m intégrale du systeme (U) donne « en fonclion des i et
la (A4 0)"™ du svsteme (V) donne ¢. 0 est une solution du sys-
e (T, Enfin, % done le ds?, est donné par Ja relation

- —_ 7 7
HE R el R Y77

[Jéquation des géodésiques est donnde enfin par la quadrature

de di.

-

t
o

= w Z{a—r)(w— )= :‘IMA:.H".AT R T AR
- 08 ' Ir . 3 ‘i_ . N . g
93 o L 2 m:m.. Mg g w f{w— 0 (v — L) (v — G5,
hv 2 \ 3 3.
4 _3

i
{
k)
§
!
!
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Lol £ prend les valeurs 1, o, 3, et & prenant les deux autres valeurs
parmi ces trois nombres,

Ie systeme (1) s'¢erit

EL] p)

4 L]
N.». - “\. \\u?.

) FEE
L= LY\ G dos

o
o

A _ v Q.,(»\.L.:m\.. —+ = 0,

ot 7 el A sont deux de

nombres 1, 2, 3, 4 élant le troisicme.
Les combinaisons intégrables sont

0+ n C:

"o} . v — 0y = ;.

Il ne semble pas possible de pousser les calculs plus loin sans

particulariscr les données, les relations entre les o; ot les 2 :

= || [

g

{3

=

(i=1,023)

ne permettant pis le caleul explicite des uns en fonction des autye
méme ict oit la relation n'ést que du troisicme degré.

i 43. Intégrales entiéres d’ordre pair : m = 27. — Nous écrirons,
icomme dans le cas ot m==an 41 :
m .._:,
wom o T loom g, S NI LY G TILL R WY == qpn — — (i)

F=zi
Les variables araciéristiques sont les an expressions
(30)

Q=

Lm

dev
On peul encore opérer dircetement ow en utilisant les pro-
I

-6

on les i sont les racines de ©7 —o.

. - . A
pridtés des substitntions orthoeonales, les valeurs des dorivees “ok
i o J dzs
o i
sel =22 pestant valables.

T

i Considérons

H
oo — i a (hode — o i)

: ol = =
: ' oz " i
N 738 ‘—l—y.w._. —_ m~v
i e
! i
‘ i
i A%
: == (\:./ —_—
. Ed
¢ —

i=1

Jest ce lacleur ,\:, qui modifie les équalions.
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Nous obtenons maintenant le systeme

an
Ndei
Am_v .«\_,_1\. = /\..\\VJ 1 ha JM‘ A.\“ I, Nq,...v.w.:\v
i i

biq.7 « ..uxv..4- Y e ...
el ses n(2n-—rt) ) conditions d'intégrabilitd; quis ¢erivent, aprds avorr

Qa
posé A= —>

1 o) 1 dl’
T = =0,

Tie(Tey dvi 0 Lie'{Re) Jor

J T, g _
m ! v LL\, =i J3 v
3. ; J_C:o ('T') remplace le systéme (T).
_,o: considére encore _,9_:_;5:

[ev—0=+

cines sonb vy, Va, <.+, Wan, :. est une solution ?:.:-

dont les
culitre ﬁ_o A,v_.:v. Done la solution générale s'éeri

2
~ t— L
.“Vl \ Vo i(e) s,
i=zi v
ot les I sont arbitraives.
Lidentification des deux lormes de el se fait sans modifications :

K

o el — w0 el e ~ A dsi
= vy — ) Ve ,E/ 28
' ¥ a—— _:l\rL
‘_\l m‘l\u.
=
D’ou les deux systéme
! N .
N gF dei=0 (h= 0,0, o0 =2
— '
i
N P
L0, Vil A\f;..ll‘i.\:w )
s
=
N\ 1 \# . ,
—t Ail, ) dzi=o0 (fozm1, 0 oot — 1),
-t i
o\ i
V) .
S —~y N\
o=t W A x.v dyi= dv.
i l NV
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Mais les combinuisons intégrables sont dillérentes, car le sys-

eme (17 est dllérent du systéme (T). La formation des combi-
. Lo, .. . ar:
naisons intégrables se fait suivant la meéme méthode, les dérivies e
. 5

avant les meémes expressions. On obticnt ainsi pour les ysteme (L)

M ﬂw\m_, ;= d,

’

/J ‘\“.I htukil Qy_‘ ' \(K = \\;_.

le.:
Puis, pour le systeme (V)

P
T
i

<
G
B

\ I A 12ty

L dyy = iy,
i 20y,

Nous rappelons que le passage des combinaisons intégrables rela-

tives an systeme (V) se déduisent de celles qui sont relatives

. s 72 .
systeme (L) par le changement de woon Sy ey devant dre
- : w
, PRI 7R . . o0 S A
remplace par - y Ot @y, == 22, Enfin 5o o doit ctre remplacé
oy U3i
N
yar — ;.
! dyi L
W. Exemples, — 1° n=1: :
= w4 e — ),
g w22 (v e —
s Wi - w2 ‘
Donc
= Ah, y=— (1 ,
Pi= 4+ 200, Ta==clj— (7.

On peat caleuler o, Ly el en fonction de 2y el ..

L¢quation (1) se rédun

Donc
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oft @, st une fonction de gy ¢t @y, une fonction de o, Do
By g Dy = 11y 1, Py — Dyy = ¢ — ¢u.
Cos resultats ne difltrent que par la forme des résultats classiques

du ds® de Liouville.

2% ol
ey 7
o = AP e AV = (e oy
' w w2
- 2
J% 2 (o D) (0 — D),
o (18
H
L ——— A ]
W — s

1o systome (T) comprendra Cf = 6 équations :
2
TSR
A — ) Toron
. 4
— %+ %)

(Tk— i) (e—%0

en désignant par £, &, /i, I une des permutations circulaires des

3
nombres 1, 2, 3, 4.

hles sont

Les combimaisons intég

~ SN .
N %: o= ) = o, /A ! ! o= di = 0.
-k )z

/.4 L‘,‘Awﬂmll - Va\.umn

— Lu,,l,
On détermine enfin g par ;_::____.:,_:.,;.

n

. Intégrales de la forme ﬂHq:.z;—.rh?,l-:.vs_.. — Nous
(=3

(]
supposerons  que les m; sont des constantes. Bin variables p, ¢,

5 8'Geril
' n

¢l nous m:—q—ucm@_.czw m—:O

lin revenant a la variable o, on retronve la forme indiquée.

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. &7

1 dJdu
Si Pon calenle - =<
z o
. .
::,‘TJ.:: — —T:..inb
1 ody 1y N\ m; anaad
- = = — + = y
z 1 — (1 — Vi . - -
' . W (w0 —=ri)

¢quation de degré m, dont les racines sont les ;.

i ¢l ¢ ne sonl pas om_sn::.mm_.ﬁzmm, st cette o@:mmoz n'a pas
de racine nnlle (auquel cas ¢ serait caractéristique), ni infinie
(auquel cas u serail caractéristique), c’est-d-dire : si 1° moz= 0;

P A\Z.ITN;
2% X mi oﬁo.

Si I'on pose encore ¢; = o(Z;), o;= consL. est intégrale générale
de 2 de —¢idw = o et les o; sont les caracléristiques d’Ampere.
Avant de poursuivre I'intégration i systeme (S) :

(&) =0 (f=1,2, ..., 1),
. o e 0%k -
remarquons que le calcul antérieur des dérivées == et reste entie-

: 3 dJy;
rement valable, la présence des coefficients m; ne changeant rien au

caleul. On trouve done

T —k . e _ ]
dop T LG (Ti— )] dor T L' (T (Gi— L)
. . e . 3 ,
La diflérenticlle d) sera modifice du fait que u.w n'étant pas
(/41

rationnel, o devea ¢tre remplacé par Toge dont la dérivée est
rationnelle et ¥ se trouvera remplacé par o di :

e — e du) Oy — \EC_.I—AE — )

H.\M :ﬂ_. —,...—.Tt — )

e

TR

el nous décomposerons en éléments simples o *o dd :
b A ~ A;do
w uﬂs\.mxﬂi+_w+/ Lx

1% — v — T

On treuve, en faisant & = o,
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1 Jds . o
2%, on identifiant les

Coal . o Lo v s do 1
Or, si Pon compare les deux valeurs d o o

termes conslants, il vient
T
MY T a e = \..:c :TN...::V AU

Donc

>
ng =+ Y m;
l

my

A= 7 dy

Puis on trouve immédiatement : B = — du,

Y
my .TV m;

% odv — O VA d?
sdd = ll.lz\::w;ITV,l, ~x -
oo "y (\:;_ iV — T,
En posant
-l
ny .TV oy
amd -
= it = ==,
my
; 3 2 iri svstome (TV 2 0 dans
A; est encore ¢gal & S ctw vérifie le méme systéme (T") que 9 dans
Iy
le cas des intégrales d’ordre pair (vodr v 4d)
Jd [/ dow J A dw
(2) Jor N T Tei ] T D9\ Ty dek
dor \&dei/  dei Lk e

et Von formera les combinaisons intégrables en considérant le
polynome

:n:.. —_—) = WP A AP T e e

CHAPITRE 1V.

Kouamioys Livgammes [10).

{. — Le groupe ponctuel et 8es sous-groupes.

48. Nous nous contenterons de rappeler les résultats classiques
de Lic et ses successeurs, auxquels E. Cartan a su donner unc forme

définitive, les sous-groupes du groupe ponetucl oéndéral sont :

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. 8¢
1° Groupes infinis & n variables :
a. Groupe V, des transformations,

¢'est-a-~dire 'mtégrale .\ . \ dxy dxs . .

est

qui conservent les volumes,

- da,. Léquation du groupe

DXy, No, oony X)L
D&y, oy oooy )

I.

L. Groupe W, des transformations de contact, qui conservent

I'équation
\
s IV\»:D;H o,
¢'est-a-dire

ne

e m
oz .IM._.I\./_,“ o3 I.M\:.&.u.m 2
i \. i=

dans le cas o le nombre des vaviables 7 = 2m 41 cst aupar.

¢. Groupe qui conserve Pintégrale de surface

"
\\.. M\\;; oy
[

dans le cas ot le nombre des variables n = 2m est padr.
2" GROUPES FINIS :

«. Groupe projectif a (n-+1)!—i1=n(n-+ 2) paramélres.
Nous le désignerons par G 40y Une transformation du groupe s’éerit

/J { nt
9».&.~.+ @y
' b
Ly =
g \ i p n-e
Wiy Tty e

On sait d’ailleurs que ce groupe est primitif,

b. Groupe linéadre 1 Sion ¢erit les équations précédentes

.Y
Ty = ﬂu

on obuent le groupe lingaire général Uy, ) dans le cas o D == 1.
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Co .- .. . " \vl.
e, iroupe linéeare spéeiel @3 Pon suppose en outre qoe fee} |==1
(cette not tion représentant le déterminant des ) le groupe linéaire
est alors spécial Uy(na)—.
Si des deux groupes précédents on écarte les translations, on
obtlient :

d. Groupe linéaire et homogéne : T\
e. Groupe lindaire et homogéne spéceal : 1.

f. Groupe linéaire et homogéne qui conservent la qua-
i3

*— o que nous désignerons par Guun.

. Wl
drigue N
el

[

2. Sin est pair, il existe encore le groupe qui laiss¢ 1nvariante la

m

forme M&R&Q\lu\i&: oll on a posé n == 21m.

==t
H

Remarquons enfin que, pour les petites valeurs de n, il se présente
des singularités sur lesquelles nous n’insisterons pas.

il. — Le groupe de Picard.

49, Soit équation lindaive

il d"u o
= —— PN iy — = 0.
(1) J(w) = e + 11, R Rk By yoy
Cherchons les relations
(2) o (@, u, ', ..., uwln=t) = const.,
ou
. du dn—y
H = M&l»...ﬂn e = \\.N.zlh

qui soient compatibles avee (1).

En dérivant (2) par rapport a z, il vient

(3)

ot 1 doit étre remplacé par sa valeur (1).
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Si 9y, @ay ..., ¢y représentent un systéme fondamental de solutions

de () :

HI.AS, u, :\, R ~t.:|:v = ﬂmﬁ.&ov Uy, :.AI ceey Eﬁczl_\,v Aw.lll 1,2, ..., BV

représenlent la solution générale de (1), puisqu'elles dépendent de n
constantes arbitraires.

Nous définirons un systtme fondamental de (2) a laide de
I'¢quation adjointe de Lagrange. Soit donc ¢ une fonction de x, telle

Sque ¢ f(w) soit une dérivée exacte. La formule d’intégration par
" partics généralisée donne aussitot :

. d . .
o f(w)= \thzl:Q:eiN%,IW_AQ:CVFT...+AI_V:I.SAFZQSLL
ox
d o , )
+ [t a, g0 — =D (@p_ oY 4.4 (— )" 20 (@py 0) 02 ]
Ee St S, b i e it a i e et e ey
\\« -
(U ayy )
e (wa) = ug(v),
<on
. i (aye) Ay 0)
oy = e [ . S
gloy=( ) g+ lx ae
qque nous ¢erirons
Al
o) — 1 g (9) = =m0
FO0) = g(o) =5

[1 suffit de prendre pour ¢ une solution particulitre de

‘N gloy=o0

pour obtenir une solution ®(#, ¢) = const. de (2).

La détermination des ¢; est ramence & celle des ¢;, c’est-a-dire a
celle de 2 solutions particulieres de (4).

Cette équation (4) est 'adjointe de Lagrange de (1).

[.cs équations

1D, .
o fly =22 (i

1,2, . ., 1)

montrent que le groupe de rationalité de (2) est identique au groupe
de Picard de (3). Ce groupe est loujours linéaire.
Nous allons démontrer cette proposition : Soitdonc ty, ta, ..., U1,
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un systeme fondamental :

ous remplacerons 1”¢équation f1) par le systeme

Flu)=wupuim ...+ ;=0 (T=1,2y «oy 1)

qui, résolu par rapport aux «, s’'éerit

D 1’

Uy p—y o

Touate autre solution s’éerira

.

ot ¢ prend les valears-de 1@ n. Les DY) sont mulliplids par foctl
Les transformations sont done bien celles du groupe {inéaire
lomogene wénéral ¥, et les quotients

i
'

en sont les dnvardants différentiels.
Le systeme (2) peut e véductible o irréductible

10 (2) est irréductible : Les transcendantes « sont atlachées dans
le domaine [A] des cocefficients au groupe I',.. Nous pouvons ramener
ce groupe au groupe spéeial T, En effet

D _ lnm D

dr ~ wy

Donc

.\‘:a|—
— e
D=Ce an

L’adjonction de cette transcendante réduit 'y a Ty, .

2° (X) est réductible : 11 existe des relations

S T C N TP L A I e

1IN .
() ! ) (F=1,2, ..., &)
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compaltibles avee (20, Lo systeme (X) () est iveéductible. Nons

nréductible

—_

définivons le systeme culier de Ja manicre suivinte

on prendra, parmi les systémes, ceux qui renferment le plus grand
nombre d’équations d’ordre zéro en w;, puis, parmi ceux-ci, ceux qui
renlerment le plus grand nombre d'équations du premier ordre et

ainsi de sutte.
I, — Systémes irréductibles réguliers.
00, Chacune des relations ®; est un polynome. Considérons le

nouveau TO_V'EO me

3

4
EH/ w2z, Ur=o,
( :

(=3}

ol les i sont des fonctions arbitvaires de @ et ot Uon a éerit P (z, w)

N P g -1 R T
pour D, vy, oo w0 ).
Constdérons Ia dérivee de P
b e N N
el.r ’ o -— U e B
, Y+ U

ol Fon remnplace Uy par — AL .
w,

En répétant cette opération, on voit que ke systeme P = o,
Pi=o, ..., Pyr= o0 est équivalent au systeme (d).

Si Pon fait sur les Ui une transformation linéaire (T) d’ailleurs
arbitraire ;

. Wl .
_i.HJ 2Ly,
amwel

les w; sont alors arbitraires el P s’écrit

Wu
Pl 1) = Y li(a)5ile. ),

i1

ot les £ sont des polynomes en \\\ et o 5 est e plus petit possible,

c¢est-d-dire que les £ sont linéaivement indépendants, uinsi que
les %,
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LLes dérivées de I s’Geriront

O

Pi(z, SHM:?Y/ASHP

i=

P; ¢tant une conséquence des relations précédentes.

Les [; sont les coordonnées du polynome P. En eflet, si Pon fait

J.
. T i
une deuxi¢me transformation : C..IVLF )

P =N tayn(e, )= D35, ).

D’autre part,
1"y HV.,;» e

Donc

avee | xF| 0.

De méme,

Miim? w) HM,\,?).;:?V@? ¢)

ct, en identifiant :

~ .
Gz, )= N Mkl o).

Ainsi, les 4 et les % ne sont déterminés qu'a une transformation
linéaire et homogine prés.

A
ai |-

2° Un polynome AU ...+ A, Un—ran coordonndes,

Ezxemples. — 1° D n’a qu'unc coordonnde :

31, Tuionrine. — Le nombre de coordonnées de P est égal au
nombre de relations de (®) awgmenté d’une wnits.
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1

o
En eflet, 1751 p =2 &, le déterminant

e
o vy

3

k/.\..|»Am_v e

Ne—1(%k)

=o,

ce qui est impossible, les Z; ¢tant linéairement indépendants.

2 51 n=/k+m, avec m>1, en résolvant (@) par rapporl
a \T ey N\,, :

L=l Qi (g 1)+ ol (o, 1) (F=1,2,...,k)

En appliguant & ces relalions l'opérateur X, il vient
P )

o= NCQ Y+ oo+ Lo X(Q4,m ) 04
Donc
N()

= O, s

s N(Q ) =o.

Or, on a choisi les ;; :f..._:,m;:c_:o.:. distinets. On
les mh équations

obtient done

gl )y = (g, ty).

Sices mh relations se réduisent i A sculement, c’est qu’il y a des
relations entree elles, done entree les 2, ce qui est impossible. 11 ne
reste done plus qu’ane hypothese @ m == 1.

Nous ¢erivons alors le systeme (@) sous la forme canonique

= (., u)

Y L 1) C | I TR AD

le systéme (@) comprenant A +-1 inconnues homogenes, on peat le
résoudre par rapport aux quotients de & d’entre elles par la derniere.

Considérons la transformation identique of = ¢, ot zp= o,

pour £ A el gi=1; [;{a) sc réduit & un nombre L; et U est
détermind par

Lo 0 (r. U),

Lo

(Dy) LoZ o0 (¢

).

Les w0 sont solutions du méme systeme. Donc les 4 vérifient le
systéme

(r) \va I_:.

-— FEER)

N ) _Lc

chacune des équations étant invariante. le systeme (I) constitue le
systeme Pinvartants d'un groupe : le groupe de rationalite
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52. Invariants différentiels du groupe de ratiomalité. -— 51 nous Clest e systeme résolvant des invariants absolus. Clest aussi celui
SUPPOSONS maintenant les @ constants, nous déterminons les a des @i, puisque dapres (W) 1 A= 0,
a Paide des U, . L X (o .lVJv\_A. -
Soil :v\, 1= g, on obtient alors | T o+ X(on = 2 k(1) w)
%= Pourlest;, il suttit d’¢liminer les {entre P =0, P, =0, ..., P, == 0,
Le systome (@) s'éerit auxquelles on adjoint Pz= 0. On obtient
(U ) , , 5 _
. i
i U) = o.
XeCq) oo Xi(Baer)

Nous désignerons ce systéme par (@), on les o sont les invariants
Comme les % sont indépendants, ils vérifient une meme relation

différentiels du groupe I, dans lequel les U sont fonctions de 2.

<

. 3 . N( ) = ;. (5. —o X
Iquations résolvantes. — Soit la transtormation Ne(Ee) = RyXpi (50) -0+ Riy,
10%) N i i ou les R, sont rationnels, puisqu’ils sont invariants par une transfor-
(3)= ) rely iL%) . ., .
o I maltion lingaire sur les u.
Enfin, les Z; sont lindairement indépendants mais non fonction-

nellement distincts. lis sont liés par des relations,

cL ot
B = sk e X2l = 2f -+ ek,
. ' ket S o I S N N— n
Mais u& = U*, done 0 =277, = hZn y pour A " 0 V4 ,. [ [k,
, . . s N PR NN Ve St
vemplace Uy par sacvalear tivée de Péquation (1), e ! .
Yaonatite s (s ) ' 1 . .
[égalit precédente devient qui ne sont autres gque les syzvaies de Svivester,
) == Ley s e N[luao] s (=) ,UI/LV.T THe)
. 1V, — Applications.
puisque w
ri=14c et \,\..””. we . Lo o .
9d. 17 La mcéthode precédente n'ajoute rien de nouveau @ la
Donc N théorie de Picard; on retrouve dégalement les résultats de Fuchs et
CT7 vt — NS e 7o Co o
X[1:(=)] IL.L?.\ EAENE de Darboux sur les intégrales algébriques. Nous nous contenterons
d’indiquer la linison entre la théorie précédente et celle de Picard,

Mat le svsle ¥e v  le P .
Cest le systeme résolvant pour _rm\. Si l'on posc
i n
x HN\.;s

: i )

Pour les invariants absolus : \; = .
. On peut ¢erirve immdadiatement ¢

i=1

N k
ot un suppose o= D= [ o
ou les #f sont des fonctons rationnelles de # et que Pon fasse Ta

) NN
N\ = ——= — .1.47 ly).
( L A I ({o) . '
. lransformation
Mais .
’ 7 R Q:t._, chnyux» i,
.,/ﬁxi .l‘ N m \c. | N m . '
cvient
Donc ¢ SN
e Nimk XA ”WLNMA.‘Q./\.. VA ”NV.:_NN, .
ik

In
MEMOHIAL DBS SC. MATH. — No 133,
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Elle prend n? valeurs ct n’est autre que la fonction sensible
de Schlesing.

Elle vérific une équation différentielle linéaire d’ordre n? dont les
cocfficients sont fonctions des a; ct de leurs dérivées.

Mais on peut aussi résoudre en uy :

dv—'1
A&.N\.:xl_

wp= Al —+...+ Apary

En remplagant dans le systéme, les u; par ces valeurs, on obtient
un systéme en Z, qui n’cst autre que le systtme résolvant de Picard.

B4. 2° Soit a former I'¢quation la plus générale correspondant au
groupe infini V, qui conserve les volumes : Péquation de définition

est
—UA%: ey H/“_v =1
CA..Nw: e N\‘hv
etsoit X (f)'équation cherchée, ot les 2; sont fonctionsde ¢, uy, ..., uy:

af af
X(NH= P N?E: o

L'invariant différentiel unique est

D(zy, ..., Za)
D(uy, ..., u2g)

= D.

En calculant ses dérivées en ¢ ¢t u;, on voit que tous les termes se
. \PPN
%:.Emobfma:mNAUvﬁil UM S:

La résolvante en D est donc

dA
X(D) -+ oM .EM =
i=1

Nous résoudrons cette Gauation, qui n’est autre que celle du mul-
tiplicateur de Jacobi, en posant

«\c:

D.A;= a

(i=1, ..., n)

avece

N 9o dwy
D .T n:: =

INTEGRATION DES £QUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. g9

ou les w; sont des fonclions arbitraires des arguments g, ..., U,
et ¢, dans Ic domaine de rationalitg [A].
En remplagant A; et D par les valeurs précédentes daus 1'équation
proposée, celle-ci s’écrit
UAES \.v

X(f)= T u) —

=1

Ainsi, dans le cas simple de deux variables, toute équation

admettant l¢ groupe de rationalité Vo, qut conserve les aires,
D(w, \.v
e w) -~
inconnue. 1l s’cnsuit que £ est une fonction arbitraire de .

s'écrira == 0, olt w st une fonction arbitraire

et f, la fonction

38. 3> LEquations auz déricées partielles du premier ordre. —
On sait qu'unc intégrale complite de I'équation [18] :

. ) dz
() 202, %4, «o0y Tuy Pty - ooy Pu) = a, QLI TES P
est définie par
(2) Xz, 2q, .., 20, oy oo pa) = @y (i=1, ...,n)

les Z et les X; satisfaisant a
~
(3) ulvy&ﬁﬂﬂ&m |M__?R§v.

Les Z, X;, P; vérifient lc systéme

(2, Xe] =Xy Xij =[Py, Pr] =[Py, X4] =

[Py XiJ=¢: [Py Z]=3Py,
gz, X 9P
Zoel=e g = [Xnsj=p-f  [(Puel=e7t;

ol I'on a pos¢
n
N[ A% le.v of of
[/ 5] NKL_‘&: ar; TP s t\: ao T P95

Les X; et les P; sont, d’aprds (3), définis a une transformation de,
contacl prés, qui conserve Z. Toute transformation de contact,
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admettant parmi les équations divectrices, Z==3 vépondra i la
(question.

Soit Ie cas simple :
e, )y 5o pogy=o,
(£, s : el
I'équation proposée, que nous pourrons supposer résolue en v ¢ pitr

g=Slx 5 ).

La méthode de Lagrange consiste a déterminer o, 17, =

s, p) telle
que

dis = pdae + fdy,
ol p est donné par

s, 1,5, pr=a

soil intégrable.

p est donc solution de [y — /, o] == 0, clest-i-dire
Aoy YB df U3 Y\Ndy (U AN
AMey= gt — o0 L (/= ﬁvm,.. + (G 2 qvﬂ =0

Soit ¢ (z, y, 5, p)= b une solution de ccule équation. Pour qu’elle

soit compatible avec ¢ (2. ¥, 3, p) == a, il est nécessaire que

AN S
Je P9 ap
Jy a9
I FR
Vou Pon déduit
dy
ds —pde — fdy = n(dy — wdl), oit © = L/
dp

les trois éléments o, o, L étant défims

s 9y ) transformation  de
conlact pres.

une

Il conviendrait d’étudier tous les cas de réduction. On voit, par
exemple, que, si = disparait de I'équ..tion proposéc :
. g =J(x, v, p)
on cherche
@y, pr=u

Le crochet [

INTEGRATION DES EQUATIONS

Sy 2] se simplifie

_ A de
r \\}

]

_,?F U

Jf dv

-+ e

dp dx

{

I

o

DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH.

= 0

o]

admelt Ie multiplicatear 1. Te groupe de rationalité est alors défint
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