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Au dernier Congrés international des Mathématiciens (Cambridge, 1912), j'ai été
heureux de présenter, avec un aperqu rapide des points essentiels de ma théorie
d’intégration logique des équations différentielles, quelques exemples d’équations
particuliéres, nouvelles, qui peuvent s'intégrer par quadratures : 'équation différen-
tielle des lignes de courbure de la surface des ondes de Fresnel et celle des lignes
asymptotiques des surfaces générales du troisiéme degré.

En poursuivant mes recherches, j’ai réussi 4 obtenir méthodiquement, et dans
certains cas de maniére compléte, la délermination effective des équations d’un lype
donné qui présentent, au point de vue de I'intégration, une réduction suffisante pour
que 'intégrale puisse s’exprimer par des quadratures partielles.

Jai pu former ainsi les cas de réduction d’'une équation

ol o et B sont des polyndmes de degrés donnés n et (n — 2) en y, a coefficients
quelconques en x — en particulier traiter en détail I'équation de la balistique exté-
rieure, qui appartient a cette catégorie pour n = 3(*). On trouvera plus loin la dé-

termination des cas de réduction d'une équation

\

ol ¢ est un parameétre et A une fonction arbitraire de deux variables. Enfin jai

(*) Cf. Annales de VEcole Normale Supérieure, janvier 1920, et Comples Rendus de I'Aca-
démie des Sciences, t. 158, p. 926, 1914.
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donné explicitement le moyen de définir toutes les fonctions F(a, y) pour lesquelles
I'équation du second ordre

’
posséde une intégrale premiére (et une seule) rationnelle en _Z%( ).

La méme méthode, convenablement ‘modifiée, m’a également permis de déter-
miner les cas ol I'équation différentielle des lignes géodésiques, écrite en coordon-
nées symélriques

dy 1dvdy 1 (dy >"‘
dx

posséde une intégrale premiére (et une seule) rationnelle en a ).

. dx
Enfin, j'ai étudié les cas de réduction possibles pour une équation du second
ordre

d*y
o =lo@) + Hly

ol ¢(x) est & déterminer et h un paramélre variable; dans les cas ou l'intégration
de I'équation se raméne aux quadratures, on peut déterminer effectivement la fonc-
tion o(x)(*).

Les méthodes employées ne sont, bien entendu, pas limitées a ces applications.

En donnant dans les pages qui suivent un bref résumé de quelques-unes de ces
recherches (un exposé plus étendu parailra prochainement ailleurs), je voudrais
signaler particuliérement deux points & I'attention des mathématiciens. '

On verra, d’'une maniére générale, que les fonctions implicites a déterminer le
sont par des équations ol figurent des intégrales (dépendant de paramétres) prises
dans le champ complexe, d'un point & un autre ou le long de certains contours
fermés — c’est-d-dire des foactions de ligne. Ces fonctions de ligne sont des solu-
tions d’équations linéaires aux dérivées partielles irréductibles, dont le groupe de
rationalité est linéaire ou projectif.

Elles sont le prélude aux fonctions de surface, ou de volume (comme le poten-
tiel) qui interviendront dans les problémes analogues relatifs aux équations d’ordre
supérieur.

D’autre part, j’ai été amené a introduire explicitement dans le calcul — quand il
s’agit d’un systéme différentiel quelconque — les variables caractéristiques d’Am-
pére, lorsqu'elles sont des fonctions délerminées des arguments du systéme, et A les
regarder d’abord comme des variables indépendantes. La méthode d’intégration qui

(*) Comples Rendus de I’Académie des Sciences, t. 168, p. 497, 1919.
(%) Ibid.. t. 169, 1155, 1919.
(*) Ibid., t. 168, p. 47 et p. 337, 1919.
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en résulte pour ces équations aux dérivées partielles, qui sont d’ordre quelconque
a deux variables, me parait s'étendre & des cas trés généraux que n'atleignent point.
les méthodes de Monge, d’Ampére ou de Darboux.

. . l . . .
I. — Réduction des équations —;% = A(y), ot A est une fonclion rationnelle de vy,

a coefficients quelconques en x.

Une équation

dy o ay)
(1) ‘JE—A(”—E@—)’

ol o et & sont des polyndmes en y, a coefficients quelconques en , garde sa forme
par une transformation

_ay,+ 0
Y= cy, + d

= /i),

ol f, a, b, ¢, d sont des fonctions arbitraires de x, (ad — be == o).
Il est possible en partant de 13, de ramener, par des opérations quin’exigent que
des quadratures, I'équation (1) & une forme canonique ot le nombre des coefficients

arbitraires est réduit & son minimum. L’équation (1) canonique, ou mieux I'équa-

tion
0z 2z
X(z)=—+A—=0o.
N dy
L_\’y n
ne présente de réduction que si 'un des invariants z; K= (—\—) , olt n est entier :
oy
Az dz 0\ ¢
N 2z ( ) w3 Ay
J=— ; =z, y{= —-
iyt dy ! 22 2 0
dy dy

est rationnel en y. Les coefficients de cet invariant ratiounel et les coelficients de A
appartiennent alors & un certain domaine de rationalité [R] que I'on pourra définir
et qui comprend généralement des fonctions arbitraires.

Lorsqu'on se propose de rechercher comment on doit choisir les coefficients
de A pour que la résolvante dont dépend la détermination de K, J ou I posséde
une solution rationnelle — en supposant les degrés de x et § délerminés, c’est-d-dire
I'équation (1) donnée de forme — on trouve, si I'on prend par exemple l'invariant

en question égal & T ou P et Q sont des polynémes de degré p, que les coefficients
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de o et de p devront satisfaire & un systéme différentiel simultané (X), équivalent
4 une équation linéaire aux dérivées partielles, dont lordre s'éléve avec p. Les coeffi-
«cients de P et Q s’obtiennent immédiatement par de simples quadratures quand
le systéme () est intégré : nous savons en effet qu'on peut toujours supposer que
l'invariant rationnel qui correspond & une équation (1) est unique, a des transfor-
mations non essentielles prés.

C'est ce systéme différentiel (2) dont I'ordre séléve avec le degré p des poly-
ndmes P et Q [pour une équation (1) ol le degré de « et de § en y est fixé] que
nous avons réussi & intégrer de maniére générale — par des quadratures partielles
au plus dans les cas ou les invariants rationnels en y sont z, ou K, ou J.

Lorsque c’est 'invariant I dont I’expression est rationnelle en y, on sait que la
détermination de z se raméne & I'intégration d’un systéme, en général irréductible,
de deux équations de Riccati. Tl n’est alors pas possible d’expliciter, de manire
générale, au moyen de quadratures partielles, les fonctions de plusieurs arguments
qui, égalées a zéro, permettent de définir implicitement les coeflicients de A et par
suite ceux de P et de Q; on peut néanmoins le faire en explicitant les solutions
de certaines équations différentielles linéaires du second ordre déterminées, dont
les coefficients, rationnels par rapport a la variable indépendante, renferment ration-
nellement un certain nombre de paramétres arbitraires.

La méthode qui conduit & ces résultats peut étre indiquée sommairement : Dans
tous les cas ol la connaissance de I'invariant rationnel (K ou J) permet & I'aide de
quadratures partielles d’exprimer la solution z, celte solution n’est définie qu’a

certaines transformations prés :

=73+ pm

lorsque J est rationnel, par exemple, transformations qui constituent le groupe de
rationalité. Les déterminations multiples des intégrales qui interviennent dans
Vexpression de z donnent lieu & des transformations : Z =Xz + yu,, qui peuvent
étre regardées comme formant le groupe de monodromie de z. Eh bien, les inté-
grales du systéme (Z) s’obtiennent — sauf exceptions évidentes — en écrivant d’une
maniére générale que les };, w1, sont des constantes, indépendantes de x et y.

Lorsque I est rationnel en y, z n’est défini dans le domaine [R] qu'a des trans-
formations projectives prés :

>~

[

+
=

(o —pv=1)

<
[

+
o

et les intégrales de () expriment encore, dans leur ensemble, que les valeurs parti-
culiéres des X, u, v, s correspondant aux déterminations multiples de z sont des

constantes absolues.
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Le développement de ces remarques ne peut trouver place ici. Nous nous borne
rons 4 indiquer, un peu plus en détail, 'application qu’on en peut faire aux équa-
tions

dy _ Py
v & =)
ou P, est du troisiéme degré en y, P, du premier degré. Observons que la déter-

mination des équations o A(y) de degré donné, dont la solution générale peut

dw
s’écrire :
o(@)(y—a)" ... (y —a,)"r = const.

ou les m, sont des constantes réelles quelconques — cas qui correspond pour
nous A :

0z O m

k=g =270
9) y—q

cest-d-dire K rationnel & pdles simples et résidus constants — a été traitée com-
plétement par M. Painlevé (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1894) et
M. Korkine (Math. Annalen, t. 48).

[4] Les équations

dy _ Py
(1) Py

[qui gardent leur forme par les transformations indiquées au début] ont donné lieu
4 de nombreuses recherches depuis Euler et Abel qui en ont formé des cas simples
d’intégration par quadratures. Mais tous les auteurs qui s’en sont occupé : Z. Elliot,
Halphen, Darboux, MM. R. Liouville et P. Appell se sont bornés, aprés les avoir
transformées, comme on I'a dit plus haut, en des formes canoniques ou le nombre
des arbitraires est minimum, 4 en indiquer quelques cas nouveaux et particuliers
d’intégration. Dés que 'on exprime en effet que, pour la différentielle P,dy — P, dx,
il existe un multiplicateur de forme déterminée ou interviennent des polyndmes
en y, on obtient, pour peu que le degré de ces polynémes s’éléve (méme pour les
valeurs 2, 3, ...), un systéme différentiel (¥) dont I'ordre est a, 3, 4, ..., et dont
I'intégration n'avait pu étre abordée. C'est la théorie d’intégration logique des équa-
tions différentielles qui a permis de voir quelle était la difficulté de la question et

comment on powuvait la résoudre.
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On peut adopter pour (1) diverses formes canoniques, suivant le nombre des
solutions distinctes de cette équation qui sont connues ou mises en évidence. Euler
et Abel ont employé la forme

W, )

dx y

(A,)

qui posséde la solution double y = oo ; M. Appell a proposé la forme

A E=yt @

ol aucune solution ne joue de role particulier et qui se transforme aisément en
la précédente dés qu'on en connait une solution particuliere. Nous avons observé
que I'équation différentielle de la balistique exlérieure pouvait élre mise sous la
forme

() dy 1—y
e Ty ()

qui peut aussi étre regardée comme une forme canoniqgue ou réduite des équa-
tions (1) dont on connait trois solutions : il suffit de faire suivre la transformation
projective sur y qui change ces solulions en 1, —1, o, d'un changement de la
variable, pour oblenir la réduite (A,). Enfin, au cours de recherches sur ce sujet,

1

nous avons reconnu que, pour certaines applicalions & la théorie des fonctions,

. \ - . d \
il pouvait étre utile d’employer <meme pour les équations générales ?l% = A(y))

une réduile ot quatre solutions isolées ont été respectivement transformées en o, 1, co
el x; cette réduite est ici :

‘ dy _yy—1(z—2n
N s =

ou 1 est la fonction arbitraire en x.

L’étude de la réduction des diverses formes canoniques, lorsque I'une des quan-
tités z, K, J, I est rationnelle en y, conduit, par des méthodes analogues, a des
formes analytiques différentes, car le passage de l'une & l'autre nécessite des inté-
grations, souvent théoriques. Il est d’ailleurs nécessaire de posséder des formes
canoniques qui dérivent aussi simplement que possible de la forme générale, pour
permettre 'application & cette derniére des résultats établis pour la forme cano-
nique.

46
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Observons encore que puisque la forme canonique ne comprend qu’une fonction
arbitraire de x, tous les cas de réduction correspondront & des équations détermi-
nées, dépendant au plus de constantes arbitraires en nombre fini.

Nous avons donné en détail (*) les résultats de I'étude de la réduction de 1'équa-
tion (A,) de la balislique extérieure dans les cas ou cette réduction conduit & I'inté-
gration de cette équation par quadratures. 11 suffira de s’y reporter pour compren-
dre la méthode.

[2] Indiquons, a titre d’exxemple, pour 'équation d'Euler,

dy o 2 i - o
(A,) E;__1+7, ou pour ‘Tx——%A-D—y_o (A_x-{-—y—>

a quelles conditions elle posséde un multiplicateur rationnel en y. Ce multiplica-

teur K a nécessairement la forme :

(y — a‘)m . (.y_ am)”-m
(=0 (y— b,

K=yK, =y.s
et K, doit satisfaire identiquement a la résolvante :
K, K,
yﬂ+(y+q:)b—y+k,_o.

On trouve ainsi que les a; et les b, sont des solutions particuli¢res de I'équa-
tion (A,) qui satisfont en outre & la condition
() Taya, — B0 = Yoy — 2 4 1.
Enfin ¢’ = o, ce qui permet de poser ¢ = 1.
La condition (z) donne d’une part une intégrale

(¢) Zwa,— 28, = (Y0, — 28 + 1)x +C

et d’autre part, en tenant compte des expressions des a';, b'; :

oo 8
o 3L ‘.'£>=
() 9( . ij 1,

qui déterminera ¢ quand les @ et les b seront connus.

(*) Gf. Annales de U'Ecole Normale Supérieure, janvier 192o0.
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Il reste & intégrer 'équation linéaire aux dérivées partielles

(k) = o 2 < 1 VI I A )

1 )= — e — | I - oo =C

W ( o da, L a, ' 20, < I),>

a (m + n + 1) variables «, a,, ..., a,,b,, ..., b, ot ¢ est donné par (g,); cest

cette équation qui constitue ici le systéme ().
Observons que la solution z peut s’écrire

Y
2= / YK, dy + f(x)

ou f(x) est défini par :

J'@) 4 [+ )K=y = 0.

Les diverses valeurs de z en un point (¢, y) se déduisent de I'une d’elles en
ajoutant des périodes de f(x) qui sont des constantes et des périodes de /y yK,dy
qui doivent donc étre des constanles. o

Ces périodes de Q = [y yK,dy sount les produits par 2ix des résidus de Cauchy

0

relatifs aux divers podles b,, ..., b,. Ces résidus sont donc des solutions de (1)

rationnelles en @, b; :

en nombre égal & n. Lorsque Za,— X, 4- 1 est positif, le point & I'infini est un pdle
dont le résidu est au signe prés XR(b,).

On obtient les (m — 1) solutions de (1) qui manquent en remarquant que z(zx, y)
se réduit & une constante quand on y remplace y par une solution particuliére de (A,).
Si l'on pose

m=/ﬂwwmoﬁ=»wm
Y

0

on aura des constantes absolues :
i
C,;:Zai—éul = f yK‘dy
ay

en fixant les chemins qui vont de a, aq; et la situation, dans le plan complexe, des
points a;,b;.

Ces nouvelles solutions de (1) sont des sommes de fonctions rationnelles des a;, b;
et de logarithmes de telles fonctions multipliés par des constantes.
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Lorsque Lo, — 28, + 1 est négatif, le point & linfini est un zéro pour yK,; on
peut le prendre pour une des limites de I'intégrale lorsque Yo, — 38, 41 — 2.
Il y a alors entre les C;, en nombre m, une relation linéaire & coefficients constants
qui remplace celle exprimant que le résidu intégral est nul.

Enfin, dans le cas ot Xz, — £8, 4 1 = o, la fonction yK, est réguliére & I'infini;
la relation (¢) change de forme el donne

() Beya,— 380, =0C

avec la méme expression de ». Mais la constante C est fonction des I;, car le pre-
mier membre de (¢) est le résidu relatif a Iinfini pour yK, .
La nouvelle solution C, qui doit remplacer C s’obtient par un procédé régu-

lier; elle est définie par :

I e ~ 13 1 T al
—(Sa} — 28,07 4+ B0,b, = 2wyl + C'.
5 :

Ceci suppose simplement que les I';, arbitraires, n’onl pas une somme nulle.

i

) V1 .
On remarquera que toules les solutions de (1) sont des intégrales/ yK,dy prises
Yo
entre deux poinls pour lesquels yK, a la méme valeur — points identiques (contours

fermeés) ou points racines de K, = o.

[3] Nous avons dit que I'on ne pouvait en général déterminer par des quadratu-
res les équations pour lesquelles I est rationnel en y — dont I'intégration se raméne
par 1a & celle d'un systéme de Riccati irréductible. II est toutefois possible de traiter
complétement un grand nombre de cas parliculiers. Si, par exemple, on veut que
pour I'équation de M. Appell(*)

() ;% =y +¢

ou bien

. 2z \ 2z
Xe) =1+ (' + D) =0

Pinvariant
= §z, y}

soit le quotient de deux polyndmes du troisiéme degré en y, on trouve simplement :

> y'Vo —goy =

(*) Des résultats analogues s’obtiennent pour I'équation d’Euler lorsque I posséde un
pole double ou deux péles simples, en dehors du point y = o.
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avec

o = C— b4’ et ¢

1
Vo
Rappelons enfin qu’en prenant I’équation canonique (A,)

, dy yly—1){z—0n
U T Yoy

les cas les plus simples ou I est rationnel en y, conduisent, pour déterminer %, aux
équations (rencontrées depuis par M. Richard Fuchs) qui déterminent les transcen-
dantes uniformes découvertes par M. Painlevé.

Dans tous ces cas, z est le'quotient de deux solutions de 1'équation linéaire du

Oy . . .

second ordre : \—‘ =21 etsilon regarde tous les coeflicients variables de I
’ ay” 2

comme fonction de I'un d’eux, les tranformations subies par z ne dépendent pas de

ce dernier.

% = 9A(z, y), ot ¢ esi un paramélre arbitraire

el A une fonction quelconque de x el y.

1I. — Réduction d’une équation

Soit une équation du premier ordre :

d
(E) 2 =@y

qui dépend ralionnellement d’'un paramétre o; I'équation aux dérivées partielles

correspondante

d d
0 S =L+

R=o0

peut étre regardée comme une équation & trois variables &, y, ¢ dont nous connais-
sons une solution ¢, et si 'on désigne par z une autre solution formant avec ¢ un
systéme fondamental, le groupe de rationalité de (1) sera le groupe

Z:Fl,t"r), (I):"P

ou F est arbitraire, ou bien l'un de ses sous-groupes types. Les cas de réduction
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principaux de (E) sont ceux ou, pour un choix convenable de z, I'un des éléments z,

K= /—DZ >p ou est enti
ntier
K‘\y p )

yz 2z
=y
ou enfin
Q! 32N\,
| — oy _ﬁ dy?
2z 2 2z ’
dy dy

a une expression rationnelle en ¢ — dont les coefficients appartiennent au domaine

de ralionalité défini par les coefficients de R(z, y, ¢). Il convient d’ajouter le cas
ou F est indépendant de v, I'invariant correspondant étant le quotient% : 3—2.
[ %

Si pour une équation ou R est une fraction dont les deux termes sont de dlegré
donné en ¢, on se propose de déterminer les coefficients de R de maniére que (E)
offre un de ces cas de réduction, on obtiendra pour cela un systéme différentiel qui
s'intégrera par des quadratures lorsque z peut ainsi s’obtenir — et dont l'intégra-
tion générale, lorsque z dépend d’un systéme d’équations de Riccati ou d'un sys-
teme complet quelconque, ne peut étre obtenue explicitement que par I'explicitation
de la solution générale d’équations différentielles linéaires du second ordre & coeffi-
cients rationnels bien déterminés ou d’équations du premier ordre bien déterminées
a deux variables seulement.

Nous allons montrer ici, en nous bornant au cas le plus simple d’une équation
ol R est du premier degré en o, cas que I'on peut amener aisément & la forme

réduite :

dy
(E) = vA(x, ¥),

comment 1 on peut intégrer le systéme qui définit A pour qu'un des cas de réduc--
tion indiqués plus haut se présente.

[4] Supposons d’abord que I'équation
0z 2z
X(2) == p oA =0
posséde une solution z qui soit un polyndme entier en ¢

g M m—1
"_ngo‘:,’ +161(:b ++3

m?
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ce qui entraine les conditions :

N3 N N o3 28 o
(¥) =0, =4+A—-=o, S A =0, ..., <
oy 2 dy K dy

m

o

Nous avons réussi & intégrer le systéme (¥) en mettant en évidence les caractéristi-
ques d' Ampére du probléme, c’est-a-dire les variables qui peuvent figurer sous des
signes de fonction arbitraire dans lintégrale générale de (X). On peut toujours

. . , . 8 .
prendre — sauf cas singulier: 8, =, 8, =1y, et I'on a ensuite A a—'i—_— —1 qui
Y
détermine A.
‘e 1ot . - 0z R
Si I'on désigne par o, les racines du multiplicateur ;— qui est un polynéme
Y

en ¢, on a évidemment :

- L\ (g—0). . (g =0, ) (dy—Agde)=db¢" + dB,¢" " + ... + dB,

- - 0z
et I'on vérifie aisément en formant la résolvante en K = 37 que o, = const. est
Y

lintégrale de dy — w,Adx = o.
On peut donc écrire :

(sx) wwnm - i%n(”tm_‘ +...0+ ﬁlll—l(oi + Y :./K(')l) (L:: Lo, m— l)

, . . . 2z .
et I'on exprime que les », sont bien les racines deTy—z o en ajoutant
¢
(S) mre" " +(m—1)B 0"+ kB =f(v) (=1,...,m—1).

Ces deux groupes de (m — 1) équations définissent les § et les w au moyen de
et y; les expressions obtenues dépendent de (m — 1) fonctions arbitraires f(w,) des

arguments o;, qui sont les caractéristiques.

. 2z R . - -
Ceci suppose que 3 polyndéme en o, a toutes ses racines distinctes. Si I'on veut
: Y

que la racine w, soit double pour le multiplicateur, il suffit d’ajouter au groupe (8,)
I'équation dérivée :

m(m— l).’E(o""ﬂ +(m—r1)(m— 2).3‘(»lm_s + ... :f;"((/)l)

qui remplacera I'équation relative a la racine qui vient se confondre avec o, ; etc...
L’étude du cas ol z est rationnel en o se fait en suivant les mémes principes.
Si I'on suppose que z n'a en ¢ que des pdles simples :

An
¢—a

n

A
r=A 4+ —— 4 ...+
(?_al

368 J. DRAGH.

on formera

qui posséde, en général, (2n — 1) racines distinctes o;, ..., o,,_,, et 'on observera

que o, = const. est I'intégrale de dy — w;Adxc = o. D’autre part, on peut prendre,
sans restreindre la généralité :

Les inconnues a;, A,, w;, en nombre (4n — 1) sont alors déterminées par le
systéme :

A A .

G) o+—"—+.. +—L—=f(v) (=1...,2m—1)
w,—a, 0, —a,
'—A4 An P! N

& e Ty ) (=

qui comprend (an — 1) fonctions arbitraires des caractéristiques »;, et I'on a en-
suite A par I'équation :

, . : . o
II n’y a pas de difficulté & modifier ces résultats quand z ou ;—— possédent en ¢
ay

des zéros multiples.

[B] Sil'on veut que le multiplicateur K soit rationnel en ¢, dans le cas ot il n’a
que des poles simples,

B
K=B,+——+... +
9—0,

n
t
o—b,

les éléments B;, b,, A doivent satisfaire aux relations

b, 2, 3B, 3B, WA
YY) i p A 20 22 R Salp
(&) g tbAg=o AT EB S =0,
AB 3B, 2
“ o, 24 AB+...+B)=o.

dy
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Un changement de la variable 2 permet de prendre

AB, =1

[
et hypothése = o donne, dans la résolvante en K :

Bl Bu_
By — ==

1 n

ou g est arbitraire.
Chaque b,;, égalé & une constante, donne l'intégrale de dy — b,Adz = o, et B,
est un multiplicateur de cette équation; on peut donc poser

=/, ),y
J:(b,) étant arbitraire.
L'expression de z est alors :

bi )db
~_.134+/-J cly+uy/ Ji( —(b)

la limite inférieure des intégrales ¢tant une constante et la limite supérieure 1'une

des variables b,, ..., b, qui sont des caractéristiques d’Ampére, le chemin d’inté-
gration évitant le point b = o; la configuration de 'ensemble de tous ces points est
supposce fixée. .

Soit encore w, une racine de K=o (de degré n en ¢); ¢, = const. est tou-

jours Vintégrale de dy — w,Adx = o. On conclut encore de 14 :

o /v fi(b)db
8) ot f oy 40,y [ ISR ) (=1,
i
ot les I, sont des fonctions arbitraires, et 'on exprime que les o, sont hien les

racines de K = o, en ajoulant les relations :

s) —x—?f L% =) k=10

ou les intégrales sont toujours prises le long de chemins évitant les points b = w,.
Ces 2n relations définissent les « et les b au moyen de = et y; on a ensuite A
par

. o fi(b) b,
=g(y) +}*—b‘——(\:—
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Les variables caractéristiques d’Ampére sont les o, et les b,; on voit appa-
raitre ici des fonctions arbitraires engagées sous un signe de quadrature partielle.
11 serait aisé de tenir compte des racines ou des poles multiples de K.

[6] L’étude du cas ot K a la forme

— G(@ —_ )m1 . (,\?_b )m"

ot les m, sont des constantes quelconques, nous a servi & élucider le cas général
. 1 0K .
ot J = — —est ralionnel en o.
K oy
Disons simplement ue, dans le premier cas, on trouve pour dz la forme :

(,"‘ e b{)ml cee (? _ b»z)m"

bm b My (d{\’ - ?blm" e bnm" (l-L')
o T

dz =

et que le probléme revient & déterminer les b, en , y de maniére que dz soit une
différentielle exacte, quel que soit z. On traite cette queslion en cherchant d’abord

a quelles conditions

‘ 5 h,db, T, db
dz=(3 = b+t (=0t <tz ot )

ot les 3, dépendent de b,, ..., b,, est une différentielle exacle —- ce qui exige que
== (i=1,...,10),

6 satisfaisant aux équalions
T b1 A 0 20 (n, +
. —b m,+1) +—(m,+1)=0
( ) ( k z) \b,‘\[)/ Db,\( + ) —{_ Dbl k )

Le systéme (T), rencontré par Darboux, est une généralisation de I'équation d'Eu-

ler et de Poisson; on sait l'intégrer par quadratures en partant de la solution

0=

[)’)-(mﬂ‘-x) L (,g —— /)H)—(m”+1)

(s

Il reste & rechercher quelles sont les relations & établir entre les b et x, y pour

que l'on ait, idenliquement en o :

ndb, 7,dD, dy —obm ... b, "wdr

’T’J - [)1 o + )f - [)u o [)1”11 st /)//mn(? - bl) e (? - [)H),
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ce qui exige simplement :

2 dy — bi . blnu . [)“m” dx -
(\'_A—,i dbi - b‘ml . [)”mn([)i — b‘) . bi _ b") (l— I, ..., n)

Ce dernier systéme, complétement intégrable, peut étre remplacé par un systéme
d’équations immédiatement intégrables; en les intégrant on obtient (n — 2) rela-
tions entre b, ..., b, et deux relations donnant x, y au moyen des mémes éléments.
Par exemple, pour n = 2, on a simplement.:

20 0 C
—dr = E‘— db, + N db,, dotu  w=-—0(b,b,),

¢
—_— ,[y — l/(inl-!-lballlg—]'—l (

2 db, A (l/)2>
\ b, b, b, b,

qui définissent @, y en b,, b,; pour n =23, on a entre b,, b,, b, la relation :

—\( l[} + '——'N l/ + ~——-N ll = ]’ \ b l/ =
‘ —=o, 0(b b, b)) — .
Dbl [¢ s D/)z an, ‘\/):I « )a (6] aou ( s 0 )) const

et ensuite :

0 db M db 30 db
Iy = b mytrfy mgtafymg+n [ L - 8 s
=0T (ab, b TN h, T, b3>

N R L

de = (b, + b, + A)T db, + (b, + b, + %) i db, + (b, + b, + ")\—/f db,
avec

h=mb, + m,b, + mb,; elc.

L’étude du cas ot J est rationnel en ¢ ameéne & des conclusions analogues, avec
des formules plus compliquées ou figurent. des fonctions arbitraires engagées sous
des signes de quadrature partielle. Si les péles de J sont simples, la difficulté
essenlielle du probléme revient encore & I'intégration (qui se fait par quadratures
partielles) d’un systéme

- %0 o ]
(1) (=) Gy + 3 Vi) — 1= g b — 1) =o

ou figurent n fonctions arbitraires d’un argument: les caractéristiques sont les
péles b, de J.

Si T'on voulait enfin exprimer que I est rationnel en o, il faudrait, comme nous
l'avons dit, faire appel & d’autres représentations explicites que les intégrales défi-

nies; nous y reviendrons ailleurs.
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[7] Montrons encore, pour terminer, sur un exemple tout a fait simple, quelle
serait la difficulté de la détermination des cas ou le groupe de rationalité de 1'équa-
tion

est Z = F(z), ® =4, c’est-a-dire ol il exisle une seule fonction p, rationnelle en o,
telle que

oz 0z

o
;

forme avec X(z) = o un systéme complet.

uand il existe deux fonctions o , o, possédant cette propriété, on peut poser
% P prop peut p

R

K= , Cest-a-dire qu'un multiplicateur est rationnel en ¢].

P‘.’. - Pl
Dans le cas examiné :

)
dr = % (dy — 9Adz + pdy)

et o satisfait & la résolvante :

Peut-on prendre pour o un polynéme du premier degré en o
o=R+R,e?

On trouve immédiatement les conditions que doivent remplir R, R,, A. En
changeant la variable a, on peut écrire R, = A, et il reste a satisfaire aux rela-
tions :

R A P
A +—=o, BB _gA_,
0T o0 Y dy

~| e

ou a I'équation unique du second ordre :

¥R RQR R

drdy e dy N
- , . R
Les caractéristiques de cette équation sont y et x R = —u; nous allons les
¢
0w

choisir comme variables indépendantes.
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L’équation elle-méme peut s’écrire

A A I
dy | AR )T [ R )
o 0

c’est-a-dire exprime que :

I
(2 + u)dx + SR dy

A

est une différentielle exacte.
11 en est donc encore -ainsi de

—xdu+¢dy:dc,

)R
ox
ce qui permet de poser :
e o 1 0
wu’ R T Yy
N
et donne :
/ 06 >
\""
R= ‘
6
dy
Comme d’autre part
R )R
IR=—dx + —d
Rk oy

donne, avec les nouvelles variables u, y :

—1 do R
R=""d <V> + 8y,

.

on a pour s I'équation aux dérivées partielles

5 V5

» [T
W 6 + )6 =%

Ay y
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qui se réduit manifestement a :
3\ g o6
U—— = -—
w Jdwdy  dy
et s'intégre une fois sous la forme :

vt () = s

o 2\ du

qui comporte une fonction arbitraire. Si I'on désigne par y [ou ¢(y)] une inlégrale
de l'équalion du premier ordre (non spéciale)

N
ds — —du=o,

du
la relation
y =y
définit ¢ en u et y, et 'on en déduit implicitement, a laide de © = — s—;, Pex-

pression de R au moyen de x et y.

On voit qu’il a été nécessaire d’expliciter une intégrale d’une équation du pre-
mier ordre qui n’est pas réductible. Mais la présence de L'arbitraire f{u) permet aussi
de former une infinité de cas ot la question peut s’achever complétement; on observe

) . U
en effet que la fonction u—b—z vérifie une équation de la forme d’Euler, (A)), étu-

diée précédemment.

III. — Détermination des cas ot U'équation —3% = F(x,y) posséde
C . . dy
une intégrale premiére rationnelle en e

[8] L’équation aux dérivées partielles

S

4 i Df ___ \ [ dy
Y + % F(z,y)=o0, ou y =-—=

o
@ XH=<l+ -

F étant quelconque en @, y, posséde, d’aprés une remarque de Jacobi, un multipli-
cateur constant que 1'on peut prendre égal & 'unité. Si I'on ajoute aux relations

X(e)=o0, X{)=o
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la condition

-~
~~
-6
-
~

on définit les solutions fondamentales s, de () aux transformations prés qui

satisfont a
20, 9)
Agd)

Cette derniére équation est celle du groupe de rationalité de (a) dans le cas général.
Les réductions possibles de ce groupe pourraient aisément étre indiquées en partant
des tableaux donnés par Lie ou M. Cartan. Par exemple s'il existe une équation, et

une seule,

~

o
—~ 4

2y )

9]

=0

g

~

ou p. est rationnel en y', formant avec X(¢) = o un systéme complet, dans le

domaine de rationalité [R] qui comprend I et les coeflicients de p., les transforma-

tions du groupe de rationalité seront simplement de la forme

(I) :f(,‘[')’ q::f’(t?) '!J—I—g(,‘?)

ou fet g sont arbilraires dans le cas général. L'adjonction de ¢ permetira d’ob-
tenir ¢ par deux quadratures. Mais la détermination de o, fonction des trois varia-
bles @, y, y' atlachée au groupe & = f(¢) dans le domaine [R], n’est pas suscep-
tible de réduction.

Le systéme d’équations aux dérivées partielles qui détermine les coefficients de p.
et F ne pourra étre intégré explicilement que si I'on adopte une représentation expli-
cite pour les intégrales de certaines équations linéaires aux dérivées partielles bien
délerminées, qui ne peuvent s’exprimer au moyen d’un nombre fini de quadratures.

Il n’en est pas de méme lorsque ¢ peut s'oblenir par des quadratures.

[9] Nous supposerons ici, pour prendre le cas le plus simple, que  est une in-
tégrale de (a) rationnelle en y' :

l'autre intégrale L s’obtient alors par la quadrature

L /‘dy—y’dm
‘ o
Y

2 !

ol y' est défini en x, y, v par I'équation précédente.
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Examinons en détail le cas, qui suffit & préciser la méthode, ot ¢ est un poly-
néme en y' de degré n :

n n—1
’ n I

g=ay +-ay 4.

en écrivant l'identité en y' :

29 2 o
Ly Py Er=0
o dy dy
on obtient entre les a et F des relations :
d )
(®) Sr=o,  rinSrt=o,
oy o dy

dont 'ensemble peut se remplacer par une équation aux dérivées partielles d’ordre
(n—1) & une inconnue » et aux variables x, y; les @, s'exprimant sous forme en-

que nous allons intégrer.

tiere avec ) et ses dérivées. C’est cette équation E,_,

Les transformations Y=oy + 8, X=1 ol «,8,v sont des fonctions de
choisies de maniére & conserver la forme de (a) permettent de prendre a, =1 et
a, = o. Les autres relations entre les a; seuls peuvent se remplacer par
99

i
Tt —9
+ o, oy

ol o, désigne I'une des racines de b—',: o0, supposées distinctes, et ou l'on a :
Y

v, = 9(w;). Ces relations (S) expriment que I’équation différentielle v = o(y') a
des solutions singuliéres qui sont données par : dy — w,dx = o, dont les intégrales
sont o, = const.

A un autre point de vue les g, sont les variables caractéristiques d’Ampére pour
E,_, : la solution générale du systéme (S) dépend de (n— 1) fonctions arbitraires *
d’un argument qui est I'une des variables o,.

[10] Pour intégrer le systeme (S), nous partons de I'expression de d que nous
écrirons en tenant compte de (8), sous la forme, décomposée en fractions simples :

dy do
71 Un—1
yl — (;_ -+ All—l
1

7
Y 9y

dy = A,

. - g, T
ou les A, s’expriment avec les w; et les facteurs intégrants \—’ des différentielles :
day

dy — o dz.
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Posons :

!

“‘:(y_y',)(y’—'f“'n)

on aura, pour tout indice j :

d dg
dy, = A —D A,

Py By Opy

et lon peut déterminer les A, en o

T

., 4,_, de maniére que les seconds membres
soient, quel que soit j, des différentielles exactes. Cela revient & dire que I'on peut

prendre :

et former pour les B, un systéme compatible.

i
Si l'on considére les p, comme des coordonnées carlésiennes exprimées en

D, q,, ..., 9, parles relations :

(D:H|+"'+P‘n

= (0= ) o o —p) (=1, 1)

ol les w sont donnés par :

1y 1 [
_ = 44— =0,
¢ dw ©— O = b,
les surfaces
¢ = const., 9, = const.

sont deux & deux orthogonales, et :

Qo o = g L — dO

v

les dérivées des w sont données par :

avec
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Il suffit de faire & = o pour obtenir un systéme particulier de déterminations
I . .
des A,. En posant: p/; = ;(I) + W, on voit que les ', sont les coordonnées car-

tésiennes des points d’'un systéme orthogonal & n dimensions qui a méme représen-
tation sphérique que celui formé par les p,. Ge systéme général peut étre obtenu par
les méthodes de Darboux (Systémes orthogonaux et coordonnées curvilignes, LivreII,

(n—1)(n—2)
2

Ch. 1) qui exigent I'intégration d’un systéme de équations du second

ordre de la forme de Laplace & une seule fonclion inconnue — dont la solution géné-
rale dépend de n fonctions d'un argument. En y faisant ® = o, on trouve 'expres-
sion des A .

Celte intervention des systémes orthogonaux qui établit a priori la compatibilité
des équations imposées aux A, n’est pas essentielle & la question. En écrivant les
conditions d’intégrabilité des d'¥'; on trouve aisément qu’il est nécessaire de prendre

M, e , .
A= s-ou 0 satisfait aux équations :

Yk

) 2 VAR
v\ ) T e\
CPk C9 % Pk

et l'on peut remarquer que o, satisfait & toutes les équations (T) ou les indices

(T)

différent de m. Les fonctions s, ..., s, qui satisfont & 'équation

o=(0—p)...(6—un,)

ou ¢ est un paramétre sont aussi des solutions de (T); on peut déduire de Ia I'ex-
pression de la solution générale § sous forme d’intégrale définie, analogue & celle
donnée par M. Appell pour I'équation d’Euler et de Poisson généralisée.

©
0 Pn—

[44] 1l reste A assujettir ¢, ,» ¢,y aux relations exprimées par I'iden-

-
tité en y':

dy —y'de A, ,dag, oA ,d%_'
aCP Yy —o, Y — o,

dy'

1

qui donne immédiatement :

A‘mffl‘g‘-I— -{—A\"ﬂ(uk"il!_[u = o, (h=o,1,...,n—14)

.
Tn—1

Q) A" ds 4+ .o A0 de, = —dx,

=1 Tn—t

. ) n—2 |
Ao " dy, + 000+ Ao do,  =dy,

1

pour déterminer les ¢ au moyen de x et y.
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Ce systéme différentiel (Q) est complétement intégrable (ce n’est d’ailleurs que
le systéme dy; = B,(dy — w,dx) écrit sous une autre forme).
On forme aisément de proche en proche les combinaisons intégrables :

YA dy, = db,

XA 0dy, = db,,

.‘_‘A‘<(-)i2 + (Lt;lz a \) do; = db
. Vi
(n—1)(n—2)

YA, (wi“ + (=) 4w, 4 o3 a,) dy; = db,

ayw;

\\AA <(., (N M a,(UlQ + (Lt__l)gﬂ_—_z)

2

n (n— 1)(nl— 2)(n—3) v (n—1)(n—79) az\s by, = di,,
2.3.4 ¢ 8 AR
E;\‘.l‘mi” +oa(n—1) a0 + ﬂ:_%(n_—i)anw: + (('l - ')(n%“/ﬂ)(’l‘“ 3) a,
p 2.4

(n—-1)>n—=6) , (n—1)(n—2)(n—=3)(n—4)
_——},—-_a“>u"‘+ 2.3.4.5 .
(n—1)*(n—2)(n—6) o
- [l 3 anaajldq‘i - des’

ot 'on voit apparaitre comme coefficients des premiers membres des équations de (£2)
des combinaisons linéaires & coefficients constants de toutes les fonctions d'un méme
poids des coefficients de ¢(y') — par exemple,

ay, a,a,, @, a; ... .

2 . 3 .
0 43 a,aa,,a,; Ay

a

Les formules se simplifient ici & cause de a, =o.
Les relations qui déterminent o, ..., 9,_, au moyen de x et y sonl donc :

6 = const., 6, =const., ..., 0, =—x-+const., 6,_,=y+ const

Tous les éléments définis d’abord en ¢,, ¢,, ..., ¢,_, sont ainsi connus en &, y.
On observera ici un premier exemple d'une méthode nouvelle d’intégration des
équations aux dérivées partielles & deux variables, d'ordre quelconque, qui nous

parait devoir étre signalée.
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Elle consiste, dans le cas ou il existe n familles de caractéristiques auxquelles
correspondent des variables ¢;, fonctions déterminées des éléments d’une solution
(fonction inconnue et ses dérivées de tous ordres), & transformer le probléme posé
par lintroduction explicite de ces variables caractéristiques d’Ampére regardées
comme indépendantes en un probléme a (n - 2) variables que l'on traitera d’abord;
on déterminera ensuite les n relations qui doivent définir les ¢, au moyen de x
et y. Nous en indiquerons bientdt d’autres appli'cations.

[42] Les indications qui précédent permettent de traiter de la méme maniére le

cas d'une intégrale ¢ rationnelle en y'.

Si l'on écrit cette intégrale : ¢ = __P(y,)'
Q)

degré n en y'; les variables @, y jouent alors un réle spécial, ce sont des variables

on peut supposer P et Q de méme

caractéristiques qui s’ajoutent aux.(a2n — 2) autres provenant des racines de I'équa-
. o
tion ﬁ =o.
dy

Dans le cas ot P et Q ne sont pas de méme degré en ' (cas particulier) les
variables « et y ne donnent lieu & aucune difficulté.

On peut encore passer par I'intermédiaire des systémes orthogonaux de l'espace
euclidien & 2n dimensions, qui permet de simplifier les changements de variables.
Tout ceci fera I'objet d'un travail plus étendu, publié ailleurs.

I1 nous reste & signaler ici — comme aussi dans les exemples précédents — que
la réduction des équations différentielles correspond & l'existence d'un nombre fini,
quelconque d’ailleurs, de solutions particuliéres qui sont des transcendantes plus
simples que les autres solutions; la premiére extension nécessaire du domaine de
rationalité consiste en leur adjonction. Ceci confirme une observation générale faite

dés le début de nos recherches(*).

(*) Cf. Comples Rendus de I'Académie des Sciences, 8 mai 1893 et Annales de I'Ecole Normale
Supérieure, 1898, p. 310 et suivantes.




