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280 SHCONDE PARTHE. -~ CONFERENCES ET COMMENIGATIONS. -~ BRCTION 1.
oll a,, @, désignent des constuntes, forment dans Parvangement casparvien
les seize coeflicients d'un systéme orthogonal.
. Les ptover dévivées des produits
Faglay, za)dt log Mg ay, v
forment dans larrangement casparyien les seize coeflicients d’un systéme

orthogonal,

HI. Les premicres dérvivées des dix fonctions théta paires et des six
loactions thét impaires forment, dans Parrangement casparyien, les seize
coeflicients d’un systéme orthogonal. Ce systéme est le suivant @

Co 3, (zy, 1) Cou By (4 Ty} e Ty lary, 2y =0y, Tigtay, ay)
—ey Fy (@ 2 gy iy, 2q) ooy, g~y Fop (g, 24
€y 3'5 (ay, Ty} Oy 3'1 LY Cyy .'.7', vy, oy l':n 3’05(1'(. Try)
ey Sy, 2y} ¢ 3y try, 2 ey Iy (g, @y vy Iy (ay, agh

Ce troisicme théoréme est un cas spdeial d’an théoréme général qui per-
met de déduire de chaque systéme orthogonal de neuf coeflicients un
systeme orthogonal de seize coefficients,

SUR LES INTEGRALES COMPLETES

DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU SECOND ORDRE,

Pan M. Juees DRACH (Crensioxr-Fernaxn).

Les équations dont il s'agit sont & une seule fonction inconnue el i
deus variables indépendantes,

Les méthodes de Monge, d'Ampére et de M. Dachoux épuisent, théori-
quement, ce qu'on peut dive de général sur la recherche des solutions
dépendant de fonctions. arhiwaires ou d'une infinité de constantes arbi-
Lraires,

Notre but est d’apporter une modeste contribution & Pétude des solu-
tions qui ne dépendent que d’'un nombre limité de constantes arbitraives,
en parvticulier des solutions & trois et @ cing constantes. M. ). Kanig,
dans un Mémoire bien connn (Hathematische Annaten. 1. XNIV), a
ramend la détermination de ees devnitves (éntégrales complétes) a I'inté-
gration d’une équation linéuire du second ovdre & sept variables indépen-
dames et & des intégrations uliéricures de systémes complets. Nous
montrons qu'on peut remplacer Féquation de M. Kinig (qui est déter-
minée) par une équation du second ordre (non lindaire) i sept variables,
dont la forme peut varier el qui renferme eing fonctions inconnunes; de
plus, on peul éviter loute intégration ultéricare. Tout se rumene done a
trouver un systéme de cing fonctions de sept variables lices par une
relation du second ordre. M. Kinig n'a pas indiqué &’npplication de sa
méthode; nous n'en avons pas donné non plus, et c’est uniquement parce
qu'on sait fort peu de chose sur le sujel gque nous avons jugé atile de

publicr ces pages.

1. Counsidérans un systime d'équations aux différenticlles totales
i dry— aydr,-: by drg,
(1) | © dry= ag dry-i- by das.
( dxry=: ayday— by dar;,
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ot les « et les b sont des fanctions des cing variables @, et supposons qu'il
admetie trois combinaisons intégrables; il faut et il sulfit pour eela que
les équations lincaives ¢

o A o _
‘ A(f)= pio ty dr dy r, -y T 0,
(%} .
R R N A
( BOUY= oy O s T B0n =0

forment un systéme jacobien, ¢'est-i-dire que on ait identiquement
(3 Atb)=Bla),  Aby)=Blas),  A(by) = Blas)

Admettons maintenant, ce qui arrivera en général, que le eouple
{ay, &) soit formé de deux fouctions distinctes des variables zy et x4, de
relle sorte que xy, £y, 25, @y, by soient cing functions distinctes des 3
il sera possible de transformer le systéme (1) par Fintroduction des nou-
velles variubles (e, by) et le systtme transformé
5 dry = ayde,  + b, dxs,

day = M ay) dr, e B(a,‘) dg,
db] Tz l\(b[ ) ([il" i ad B(()l } flz‘;,

(i

it A(a,}, ete., sent exprimés avee les varinbles 2y, &4, 25, @y, by, adinctira
toujours trois combinaisons intégrables.
Nous remarquerons qu'il suffit de poser

v Tl T == 2y, YT [P ==y (/ = bh
raAlayy, 8= Aby) ez Blay), = B(by)

pour donner au systéme (4) la forme connue
v ds —~pde—¢ dy ~=o,
() ' : ¢[I.7——-I'(l:l‘-$d)’ =0,
. dg—sdr —tdy =o,
oh 1, 5, ¢ sont trois fonctions de z, ¥, 3, p, ¢ satisfaisant aux conditions
dr ds ds dt

(b) ;l-)-; B d—;; ;ZI; E= w,
qui espriment que e systéme

‘ ‘L(.flz g‘—"{"+p%‘i:+r‘-)l£ -i-sﬂ:o,_‘

ap gy
(51 :
O S
Q\’(j)..b-;q-qa-;—rsai;-:-ldquo
esl jacobien,
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On sait qu'alors, L, M, N désignant trois solutions fonctionnellement
distinctes du systéme (7), correspondant & trois combinaisons intégrables
de (3), les équations
l‘("» e g (7
M,y 2, py ) =0
N(o, )y sy qgimtt
sont compatibies, quelles que soient les constantes !, m, n, et déterminent
une solution, dépendant de trois constantes, du systéme des équations
e Aay) Rz, 9y 5000 90
s Blay = A(Ly) 2 Sz, p, 2,0, 90
¢ =Bl T2,y 5.0, 0)

et aussi de toute combinaison de ces dernidres.

2. Les remarques précédentes montrent comment on passe d'un systéme
d'équations i cing variables
ds wpde—qdy ~o0,
(3) dp -~ rdr - sdy == 0,
Vdg — sde— tdy =0,
possédant trois combinaisons intégrables, au systéme le plus général de
méme forme qui posséde la méme propriéué.
Posons, en désignant par 7, p. deux variables auxiliaires
| =Xz y. 3 p)
‘ bl (T PR TYH
{8) C -,y Ao,
p=Uir, S hopn
= Q(J,'" _y'., P )
les seconds membres veprésentant cing fonctions distinetes de leurs argu-
| i

ments, de telle sorle quea’, p7, 3, %, ps’espriment aussi avee z, y, 5, Py ¢-
Le systéme transformé du systéme (5) s’écrira

dl —PdX—+QdY ~=o,. ...

(9) tdP —rdX— sd¥=o0,

( dQ — sdX -~ 1dY = o,

oii I'on a remplacé daus r, 5, ¢ tes variables 2, ¥, 3, p, ¢ par leurs expres-
sions (8); il renferme les différentielles da’, dy', d3', db, dp. et pewt
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étre résolu par vapport aux trois dernidres si 'on suppose, ve qui aura lien
en général, le déterminant de leurs cocllicients différent de »zéro. On
obtient ainsi

d;l - l)l ({.‘l" ”"‘I"’J"-

L) < odh == I. dr' Ig d)",
du ey da’ - my dy’,

Phd's by by, g ne dépendant que des dérivées premiéres des fone-
tions X, Y, Z, B, Q, et Pon déduiva immédiatement de 1a

Iy = ¢ da e s dy',
() ;cp rda - ' dy

| dy' = s"de' = " dy',

en posant

. Xip g, o
~ F A -\‘.[‘ ] aw g P % f.-’.-' a;—"h, )
: e Xia — Y=Y Y 0,
(R ‘ .5' --‘.\(([ ) \\([) i "-"‘;; -a;;’l -E-';)):I!-‘.- lj:‘-"‘l“ff“‘
G Nt oy’ dy' J«," Jdg’
t = [t R AP P -
| Yig" 5 s g+ ly+ i my.

Dans le cas odt les fonctions p' et ¢ sont des fonctions distinctes des
variables % ot 1, eo qui est évidemment le cas géndéral, les équations (1)
peuvent remplacer les deux dernicres équations du systéme (10) el l'on
retrouve ainsi un systéme de méme forme que (3). Les expressions //,
s', ¢ dépendent des dérivées secondes des fonctions X, Y, Z, I, Q et sont
connues immediatement lorsque les variables sont &, 37, 3, &, @5 il suffit
de remplacer 2. et . par leurs expressions déduites des valeurs de p' et ¢’
pour les obtenir exprimées avee les variables 2/, 3", 3/, p', 4.

3. Supposons maintenunt qu'il sagisse de déterminer une solution,
dépendant de trofs constantes arbitraires, de Uéquation quelconque
du second ardre

(13) Fia', 3. 8 ply g 'y 8, ) =03

partons d'un systéme de fonclions »; s, ¢ des vaviables =, ¥, 2, p, ¢

pour lesquelles le sysitme
\ ds—pde—qdy=o,
(5) <dp-rde-—sdy=—=u,
dy--sde—tdy =0
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admet trois combinaisons intégrables, et faisons le changement de va-
riubles indiqué par les formules (8): nous avons vu qu'on peut caleuler p’
et g, puis ¢, &', ¢ de fagon que le systéme transformé garde la forme

dd — pde’ g’ dy' = o,
(i) cdpt- e -8 Ay

Ll 8T a— O dy iz 0.

I suffira done d’assujettiv les cléments &, ', &, p/s q', ¢, &' i vé-
rifier la relation

(13) Fi', i sopg's o s, ) =0,

pour obtenir un systéme de trois funclions ' &', ¢ des vaviables &', 37, %',
P> ¢ pour lequel les équations (14) admettent trois combinaisons inté-
grables. Lu détermination de ces combinuisons revient & Pintégration d'un
systome complet et conduit i ung solution de Péquation (13) renlermant
troig constantes arhilraires. S ‘ \ )

Le probléme proposé est ainsi ramend i ln recherche dune solution
particulicre de Péquation (13) dans laquelle p', ¢', 7, &', ¢ sont des fonce.
tions des cing variubles &/, y, 5, J, 4, qui dépendent des dérivées pre-
miéves et secondes des arbitraives X, Y, 7, [, Q. Cette équation (15) est
donc une dquation & cing variables &'y y'y 3y by g renfermant cing
Jonctions inconnues (*).

Remarquons, cn outre, que la conuaissance d’unc solution particuliére
de P'équation (13) et celle de lu solution dépendant de trois constantes
du systéme (5) suffisent pour obtenir la solution cherchée de I'équa-
tion (13). I suffira, en eflet, de faire dans les équations

Lix,y, sy prgqr={,

Mz, ¥, 3, p )= m,
Niz, ¥, 2:. 00 ¢) = 0y

qui définissent les trois solutions distinctes de (1), le changement de va-
riables

r= XK@y, SN e g =Q@ S el
et d"éliminer 2 et w entre les trois ¢quations transformées, pour obtenir 3'
au moyen de 2, ¥, &, m, n. On w'a donc pas besoin d'intégrer chaque

(1) Les expressions d¢ #/, &, ¢ sont daitleurs lindaires par vapport aux déri-
vies sccondes de chacunce des fonctions inconnues.
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fois le systéme (14) ou le systéme équivalent écrit avec les variables 2,

Vs by e

4. Des remarques anatogues sappliquent aussia la recherche des énté-
arales complites des dquations du second ordre, qui dépendent de cing
constanles avhitraires,

Considérons une équation du second ordre, supposée résolue par rap-
port i r,

{10) r— Rir, MY X R H

on sait que pour en obtenir une intégrale compléte il faut lui adjoindre’

deux dquations
) fue@ s p g st)y=1
Ul) l "“(‘TVJ'V 2, P’ q! £, ‘) o pv

telles que le systéme formé par los trois équations soit complétement in-

tégrable quelles que saient les constantes =z et 3. Les conditions d'intégra-

bitité s'obtiennent en devivant fes égalivds
.. dr ds ds i
(18} dy T &’ dy ~ dr!
ry 8, ¢ étant définis implicitement par les wrois équations considérdes;
elles sont du premier ordre et bilindaires par rapport aux dérivées de
et e,
Tout systtme d'intégrales de ces deux équations (18) pour lequel le

. Mau. ¢ S
déterminant 1“%'——;—; n'est pas nul permettra de dérerminer s et ¢ de fugon

que le systeme
ds --pdr--qgdy =~ o,
dp—rdr-. sdy o
dyg ~sdr.-tdy:=:0

posside trois combinaisons intégrables; Pintégration introduira trois
nouvelles constantes 4, m, n et Pon obliendra ainsi une intégrale com-

pléte.

Ladaermination de u et v a été ¢uiiée, en particalier, par M J. Konig

(Mathematische Annaten, t. XXW, p. 465); st Fon élimine v lcn résols
. . Ldv d .
vant les deux équations (18) par rapport 4 % et ;7;. puis annulant le cro-

chet de Jacobi, pour cxprimer que le sysiéme est complct], on obtient
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pour déterminer « une cquation du second ordre @ sept variables z,
Y 3 Py 4y 5 4 Unéadre par rapport awr dérivées du second ordre :

19) A=o,

Bien entendu, le cas od les dquations (18) se réduisent algébriquement
a une seule est éearté, ha méthode d'Ampérve Glant alors applicable
(cf. 3. Kimig, loc. eit., p. 481, §1V).

Réciproquement, si « satisfait a 'équation (19), les deux équations r==R,
t==9 posstdent en commun une intégrale dépendant de quatre cone
stantes acbitraires; la détermination de cetle intégrale exige encore des
intégrations : celle du systéme complet (18), ou du moins la détermination
d'une solution, et Vintégration compléte du systéme aux différentielles
toteles, qui admet alors trois combinaisons intégrables.

H sulliv de se reporter aux résultats obtenus dans le paragraphe précé-
dent’ pour reconnuitre que la connaissance de trois fonctions r, s, ¢ de
£ ¥y 3y q et de deux variables « et 3 pourlesquelles le systéme

ds - pde—qdy o,
(3) dp—rdr—s dy—o,

dy—sde—tdy=o

posséde trois combinuisons intégrables, raméne la détermination d’une
solution compléte de Véquation

(16) =Ry a,p,q,5,8)

a celle d’une solution particuliére de 'équation i sept variables

(20) v R, S g8 ).

Ceue dernitére ne renfermera d'ailleurs, avee les cing fonctions inconnues
X, Y, Z, P, Q des variables &', 57, &', 0, p, % et B, que leurs dérivées
secondes par rapport aux cing variables o', 5, &, 2, @; les expressions
de v/, s, ¢! sout lincaires par rapport aux dérivées secondes de chacune
des inconnues. .

Ajoutons que si P'on connail, pour le choix des fonctions r, 5, ¢ de
T 5 Py i % B d'od Pon est parti, les tiois solutions distinétes da sys-
téne aux dillérenticlles wiales :

s pdr—~qgdy=o,
3 cdp—~rde—s dy#o,

dg —s dr-—-t dy = o,
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aucune intégration n'est néeessaire pour trouver Vintégrale compléte
de (10) quand on connait une solution particuliére de Péquation (20).
Il suffiva de faire daus les expressions de 2, p, ¢, au moyen des vaviables
a. ¥ et des constantes =, 3, {, s, ale changement de vaviables

e N, S hwa By o g= 0y o, By,

et d’éliminer A, » entre les trois équations oblenues.

Ces remarques sont actuellement sans portée pratique; nous n'avons
aucune idée du degré de difliculié que présentent l'intégration de Péqua-
tion (14) & sept variables ou celle de Péquation anulogue

L2u) A A U I N N

H nous a tqmnduut para wtile de montrer qu'on peut remplacer Pégua-
tion (19), qui est entiérement déterminée, par une équation susceptible de
promlw des formes trés difféventes, puisqu’elle contient, vutre les fone-

tions rys tde XY, L4, P, 0, 2, 8 assujetties & lu seule condition de
'vmhe le wateme(.) ) Lmnplvluncn!, intégrable, quatre fonctions de 7', 3,
3y 2y 1y 20 3y que Fon peuat choisic arbiteaivement. Nous avons vu de plus
que la détermination d'une solution particulicre de (20) doit éwre regar-
dée en fait comme équivalente & celle d'une iutdgrale compléte de
Véquation
r=Rue,y, 3,p,q, 8,01

puisqu’en choisissant convenablement les trois fonctions r, s, ¢ de x, y, 3,
Ps s %+ 3y aucune inlégration ne sera plus néeessaive pour obtenir cette
intégrale complete.

3. Nuus n'insisterons pas ici sur la signification géométrique des
transformations en @, ¥, 3, p, ¢ que nous venons de considérer, transfor-
mations qui changent manifestement des familles de surfaces @ trois ou
cing paramétres en familles analogues, et sont de contact pour l'ensemble
des éléments ainsi délinis,

Bornous-nous & faire observer que la remarque fondamentale d’oii nous

_sommes parti, relotive & Ia transformation d'un systéme jacobicn de n équa-
tions i n - ¢ inconnues en un systtme de méme forme, est susceplible
“d'applications variées; Signalons pour Féquation du second ordre

= R{z,y,2p, T:9:8)

la généralisation qui se présente quand on adjoint a Péquation deux
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autres relations :

g g
{4 (.1-'3,' S Yy S, [ m};;-_—l-\ '-);-u) =4,

gy dnz
Y (J DL Sl G Gy ) =

ol ne figurent que deux dévivées d'ordre n (les autves s’exprimant avee
celles-1i ) de fagon & former un systéme complétement invégrable, M. Kinig
(loc. cit.) a montré que les conditions d'intégrabilité

() = (e d izt
dy \ gart gyn~y ) T de \ o dyn-i )' :l‘}(ri.fc)ffﬁ“‘“‘) dx \ gy )

conduisent encore, dans le cas gonéral, & une seule équation du second
ordre pour déterminer «, équation & 21 4 3 variables. La déterminatiun
d’une solution de celte équation, jointe & des intégrations de systémes
complets, conduit & une intégrale compléte venfermant 21 + 1 constantes
avhitraives, Nous avons, avec la théorie indiquée plus haut, le moyen de
mmplacer cetle dquation déterminde & an -+ 3 variables par unc autre
¢quation & an + 3 vaviables renfermant an + v fonetions inconnues et
de supprimer les intégrations uliéricures de systemes complets.

Rappelons, en terminant, que Pétude du cas oa les denx conditions
d’intégrabilité se réduisent algébriquement & une seule a permis a
M. Kinig de retrouver la méthode de M. Darboux; il n'est done pas
nécessairement sans intérét d'étudier ka détermination des solutions d'une
¢quation du second ordre qui ne dépendent que d’un nombre fini de
constantes arbitraires.

[11]




