SUR LINTEGRATION LOGIQUE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

PAR Junes DracH.

Je me propose de donner ici un aper¢u rapide des points essentiels de la théorie
d’intégration que jai développée depuis 1893 pour les équations différentielles
ordinaires (ou encore les équations linéaires aux dérivées partielles). Eu égard au
caracteére particulier de cette théorie, je lui ai donné le nom d’intégration logique par
opposition aux termes ntégration géométrique ou intégration par séries qui me
paraissent devoir caractériser les anciennes méthodes de Lagrange, Cauchy, Jacobi,
etc....ott Von ne fait pas intervenir la nature des coefficients ou celle des solutions.

Llintégration logique de 'ensemble des équations différentielles ordinaires aboutit
A partager cet ensemble en types drréductibles et irréductibles les uns aux autres et
A caractériser chacun de ces types. Pour une équation déterminée

ar da dn—1
ol la fonction f fait partie d'un domaine de rationalité bien défini, on pourra indiquer
une méthode réguliere (malheureusement théorique dans les cas généraux) pour
reconnaitre & quel type elle appartient—cest-a-dire, au fonds, quelles sont les
transcendantes les plus simples qui permettent d’exprimer rationnellement les
éléments de la solution générale.

D’une maniére générale, si I'on consideére une équation aux dérivées partielles

0z 0z 0z
X<Z)=52+A‘ZE+"'+A"5@=O ..................... (@)

dont les coefficients sont des fonctions des (n + 1) arguments @, @y, ..., #, appartenant
a un certain domaine de rationalité [A], le systeme fondamental de solutions

21, 2y, ..., 2, de I'équation (@) que 'on peut regarder comme le plus stmple est défini
par des relations :

0z 0z,
Qi (zla vens Zn,s 5;511 LR} a'_xi‘ba "V) = (x: Ly eees -7/'71)
w1 n
(e=1, ..., k)

dans lesquelles les premiers membres sont tous les invariants différentiels rationnels
et rationnellement distincts, d’'un certain groupe de transformations I' des éléments
21, 2y, ..., 2, regardés comme. fonction des variables @, @,
les seconds membres sont des fonctions de 2, «,,
de rationalité [A].

..., @, non transformées;
...; &, qui appartiennent au domaine
Le systéme précédent est irréductible, c’est-d-dire que toute
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relation de méme nature compatible avec les précédentes (vérifiée ainsi que ces
derniéres par un systéme fondamental au moins) en est une conséquence nécessaire ;
il est également primitif, c’est--dire qu’on ne peut abaisser 'ordre des équations du
systéme ou augmenter le nombre de ces équations qui sont d'un ordre donné en
passant & un autre systéme fondamental. Je dis que le groupe I' est le groupe de
rationalité de Uéquation et que les solutions les plus simples de (a) sont des fonctions

de (n + 1) arguments z, @y, ..., @y, attachées au groupe I'; ces fonctions sont en général
définies simultanément et ne peuvent étre séparées.

On peut prendre pour groupe I' un des types de groupes déterminés a prior:
par S. Lie—mais la théorie actuelle s’établit de fagon directe et algébriquement ; elle
redonnerait donc ces types §'il était nécessaire.

Sophus Lie avait appliqué lui-méme sa théorie des groupes de transformations
& Pétude des équations différentielles, mais ses travaux, entiérement duistincts de ceux
dont il s'agit ici, ne sappliquaient qu'a des équations particuliéres parmi celles que
nous étudions et ne donnaient que des résultats incomplets, qui valables dans un cas
idéalement général ne subsistaient plus nécessairement pour un exemple particulier.
La théorie des groupes avait donc donné des conclusions intéressantes pour l'intégra-
tion mais ne paraissait pas essentielle pour 'étude des équations différentielles. En la
retrouvant dans ses traits fondamentaux @ partir de ces équations jespére avoir établi
qu’elle est une discipline inséparable de Uétude des transcendantes du Caleul Intégral.

On remarquera l'analogie profonde entre ces résultats et ceux que l'on doit
& Galois pour la résolutton logique des équations algébriques. C’est en effet I'étude
de la théorie algébrique de Galois et de I'extension remarquable, maintenant classique,
de cette théorie aux équations différeniielles linéarres, faite par M. Emile Picard en
1887, qui m’a conduit & rechercher les raisons cachées de la perfection et du caractere

définitif de ces théories et les conditions les plus générales sous lesquelles ces qualités
peuvent étre conservées.

EQUATION DU PREMIER ORDRE.

1. Formes-types et Groupes correspondants.

1. Considérons une équation du premier ordre

ol nous supposons d’abord, pour fizer les idées, A rationnel en = et y; nous définirons
son intégrale générale par une relation

z (2, y) = const.

ol z est une solution particuliére quelconque de I'équation aux dérivées partielles
0z 0z
X ()= % + A4 (z, v) 53} ........................... (a).

Cette derniere donne I'expression de toutes les dérivées de z prises une fois au

moins par rapport & «, au moyen des dérivées prises seulement par rapport & y et des
variables #, y. S’il existe par suite une relation

0z 0z
F z, Y, z, 92" @, ...>_0
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rationnelle par rapport & tous les éléments qu'elle renferme et compatible avec
Véquation (a) sans en étre une conséquence nécessaire on pourra supposer qu’il y figure

0z 0%
by G

seulement les dérivées prises par rapport & y (et aussi l'écrire sous

forme entiere).

Supposons d’abord que, quel que soit le choix de la solution z (autre qu’'une
constante), il n’existe pas de relation telle que (a'), je dis alors que 'équation () est
générale. Toutes ses solutions particulieres sont des transcendantes de méme nature ;
elles sont définies aux transformations pres du groupe ponctuel général & une variable
7 = F (2) ou F est arbitraire, par I'équation () elle-méme: je les appelle fonctions de

deuz wvariables z, y attachées au groupe Z = F (z) (F arbitraire) dans le domaine
rationnel.

Sl existe des relations telles que («'), auquel cas je dis que (@) est spéciale,
considérons celles qui sont d’ordre mintmum par rapport aux dérivées de z et parmi
celles-14, une quelconque de celles olt le degré par rapport & la plus haute dérivée
de z est le plus petit possible. La relation (o) est alors nécessairement d’ordre au plus

égal & trovs et il est possible de choisir z de fagon a lui donner 'une des quatre formes-
types suivantes :

() z=R(z,y)= Eé—; z; ........................... («),

si elle est d’ordre zéro. Il existe pour I'équation («) une solution rationnelle; on
peut la prendre de fagon que le polynome

P(SL‘, y)_ZQ(w: 3/)
ne soit pas décomposable quelle que soit la constante z.
La solution générale de (1) est algébrique.
[0z\"
2V oK
®) (5) =K@
si elle est d’ordre 1; n est un nombre entier positif, supposé le plus petit possible.

La fonction rationnelle K (z, y) doit satisfaire & I'équation résolvante
X (K) +nK %—1; -
qut ne peut admettre qu'une seule solutton rationnelle.

La transcendante z est définie, aux transformations prés du groupe linéaire
Z=ez+a (e"=1);
on 'obtient par la quadrature

o= f VE (dy — Ada).
En d’autres termes il existe un multiplicateur de I'équation

dy — Adz =0

au sens d’Euler, dont la puissance n est rationnelle en a, .
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(v) Sila relation (a’) est du second ordre, on peut prendre pour forme-type
0%
o T a
ou J (=, y) est rationnel et doit vérifier la rdsolvante

9A 4
XD+ T 5 455

Cette résolvante ne peut avoir qu'une seule solution rationnelle.
est définie, aux transformations pres du groupe

=0,
La transcendante z

Z=az+0b

(@, b constantes arbitraires).
On lobtient par les quadratures superposées

04

f .[de AJ+By
7=

) (dy — Adx).

En d’autres termes, pour l'équation dy—

Adz =0, la dérivée logarithmique d'un
multiplicateur d’Euler est rationnelle.

On peut encore définir 2z par le systéme suivant:

0z 0z
a=—AK, o=k,
K 24 oK
o= (AJ ) R

ou lon reconnait que K est donné & un facteur constant prés multiplicatif; z est
ensuite donné & une constante additive pres.

(8) Si la relation (a') est du troisitme ordre, on prendra pour forme-type

g_;% ) (2 JZ> I (a, y)( ) =0 ereiiieeeinnnn (@),

ou la fonction rationnelle I (w, y) doit vérifier 'équation résolvante

L4
X(I)+2I +55=0

Cette équation résolvante ne posséde qu'une solumon rationnelle. TLa transcendante z

est définie aux transformations prés du groupe projectif général Z et

T’ ol

a, b, ¢, d sont des constantes, par les équations (a) et (d').
On peut l'obtenir au moyen des opérations théoriques suivantes:—
Détermination de J par le systéme de deux équations de Riccati:
X(J)+JBA %7‘3_0, %;;_u 1
Détermination de K au moyen de J, comme plus haut;
Détermination de z au moyen de K, comme plus haut.

Ainsi, & deux quadratures pres, la détermination de z se rameéne & l'intégration
el

d’'un systéme de deux équations de Riccati dans le cas ol ce systéme ne posséde pas
de solution rationnelle.
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Dans les cas (B), (v), (3) je dis que la transcendante z est une fonction de z et y
attaclée, dans le domaine rationnel, auz groupes respectifs

Z=ez+a ((:'77'=1), Z:az+b} Zzaz:‘:,b

cz+d’
II. Groupes de Rationalité. Solutions Principales.

2. Les formes-types que nous avons adoptées pour la relation («’) ne se
conservent pas quand on remplace la solution z par une autre solution w. Si l'on
pose, par exemple,

z=¢ (u),

on obtient dans le cas (8)

¢" (¢, u} @g)‘l + [{U, Y= I] (%)Z =0 ....oiiinn.n. (a"),

ol {¢, u} représente l'invariant bien connu de Cayley

6 BEY gt

& T alg =
et cette relation n’est rationnelle que si la fonction ¢ satisfait & une relation
{¢, u} = B (u),

ol R est rationnel.

Dans ce dernier cas (qui se présente toujours si ¢ est rationnel) la forme de la
relation (') est I'une de celles qui satisfont aux deux conditions imposées plus haut:
d’étre d’ordre minimum par rapport aux dérivées de u relatives & y et d’étre de degré

2
le plus petit par rapport & la dérivée %}; d’ordre le plus élevé.

On peut P'écrire sous la forme

*u 0%u\ 2

o 3| o ou\?

| o | H RO <T@,
oy oy

ou le premier membre est Pinvariant caractéristique du groupe de transformations
(u, v) défini par

d*u d2u\ 2

dvt 3| dv? du\?

T\ @ | rRo(G) =R,
dv dv

quand on étend ce groupe en y regardant w comme fonction de la variable y non
transformée.

Toutes les fois ot nous choisissons la relation (a') de fagon & satisfaire aux deux
conditions précitées, elle exprime que linvariant caractéristique d'un certain groupe

de transformations en (u, v) a une valeur rationnelle en «, v ; cette valeur est, suwwant
les cas, K, J ou I.

Je dis que le groupe de rationalité de la solution u est le groupe en (u, v),

& équation de définition rationnelle, dont l'invariant caractéristique est connu ration-
nellement en #, y.
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Parmi ces groupes de rationalité, nous avons choisi plus haut les groupes-types
que I'on peut ici caractériser en disant que leur invariant caractéristique ne dépend

ou o

pas de u mais seulement des dérivées 3y’ dg Ces groupes de rationalité types

correspondent & la solution z que l'on peut regarder comme la plus simple. Bien

entendu, cette solution la plus simple n’est définie qu’aux transformations pres qui
conservent les formes-types des relations (a’).

3. Il est essentiel de montrer quels sont les groupes de rationalité qui se
présentent pour la solution principale, au point = =z,, de 1'équation

0z 0z
¢’est-a-dire pour la solution qui pour « = &, prend la valeur y.

(¢) Dans le cas ol z est rationnel en x, y cette solution principale w est
définie par R(z,y)=R (x,,u), cest-a-dire est algébrique.

(B) Si z est défini aux transformations prés Z=ez+ a, (¢"=1) on a, pour
déterminer la solution principale, les équations

ou\"
X(u)=0, K (a,u) <a‘y> —K(ay);
elle ‘est donc définie aux transformations prés du groupe (u, v) ol
du\"™
K (,, ) (ﬁ) = K (0, v),

transformations qui sont en général transcendantes.

(y) Sizest défini aux transformations prés Z =az + b, la solution principale u
est déterminée par les équations

0%u
_ 0y® i ou
X (u)=0, E + J (@, w) BTJ =J (z,y)
0y
aux transformations prés (u, v), qui satisfont &
d*u
dv? du
d__u + J (2, w) = J (@, v).
dv

(8) Enfin lorsque 2z n'est défini qu'aux transformations pres du groupe projectif
Z= Zzz:{—s , la solution principale w de (1) est déterminée par les équations
oy 0%\ 2
;N oy 3[ 0y NGO
X=0, L 47,0 (a—y) = I(x,y)

oy oy
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aux transformations pres (u, v) du groupe qui a pour équation de définition

dil, d?u\ 2

dvr 3| dv? duw)\?

d__u_§ @ +1(w03u) <E[Z;> =I(m0:v)'
dv dv

L'importance de la considération des solutions principales u (z, ¥, a,) résulte de

ce que la solution de 'équation (1) %—Z = A (z, y) qui prend la valeur y, pour = = «,

est donnée par la relation implicite

u (@, Y, %) = Yo

qui, d’apres une remarque de Jacobi, s’écrit aussi sous forme résolue

Yy =u (2, Yo, ).

La solution y de I'équation (1) qui prend en z =z, la valeur y, est donc une

fonction des trois arguments ,, ¥,, # dont la nature peut étre mise en évidence,
dans tous les cas de réduction.

Observons que le groupe de rationalité de w dépend des valeurs des tnvariants
rationnels K, J, I, ce qui complique singulierement I'étude des propriétés de y alors
que celles de z sont si simples.

4. Tl convient de remarquer ici que lorsque le groupe de rationalité d'une
solution, et par suite le groupe de rationalité-type de V'équation
dy
de= A @ Y) e (1)
est déterminé, il y a lieu d’étudier les réductions qui peuvent se produire dans la

difficulté de la recherche de z & partir des invariants du groupe-type. Ces réductions
correspondent & la possibilité d’obtenir z & l'aide de fonctions d'un seul argument

n
attachées au groupe-type ou & I'un de ses sous-groupes. Par exemple, si K ou (g%)
est rationnel, il peut se faire que 2 puisse s'obtenir par des quadratures de différen-

tielles algébriques portant sur des fonctions d'un argument o (z, y), rationnel en
et y.

De méme si J (#, y) est rationnel, on voit que, dans tous les cas, I'introduction
de la transcendante ¢¥, fonction d'une variable u attachée au groupe u’ = au, permet
d’obtenir K par une quadrature

K=e, o =dey - <AJ+aai;> da,

et il y aura lieu de chercher si cette derniére quadrature ne peut pas s’exécuter par
I'introduction de logarithmes d’arguments rationnels en «, y.

De méme encore, dans le cas (8), si par exemple I dépend de y seul, on voit

que J qui vérifie %: I + }J* s'obtiendra en y par l'intégration d’une seule équation
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de Riccati rationnelle en y et sa détermination complete se rameénera & l'intégration
d’une autre équation de Riccati en « seul.

Mais & un premier examen, on peut regarder ces réductions, qui ne modifient
pas le groupe de rationalité, comme secondaires.

III. Eatensions du domaine de Rationalité. Adjonction de Transcendantes.

5. Jusqu’a présent nous avons supposé, dans I'équation
q

dy _
%—A(x,y) et eerateiage et eiaaaes (1),

A (z, y) rationnel. Rien d’essentiel n’est changé & la théorie précédente lorsqu’on

étend le domaine de rationalité par I'adjonction de fonctions algébriques en @, y ou de
transcendantes bien définzes.

Par exemple si la relation algébrique entiere

Sy, =0

est irréductible et de degré n en ¢, toute fonction rationnelle en ,y, § se raméne dune
seule maniére a la forme

Po(@ Y+ 01 (@ ) E+ oo+ oo (@ y) &7
q (=, y) ’

ou les p et ¢ sont des polynomes en @, y sans diviseur commun. On peut répéter
tout ce qui a été dit plus haut, dans le domaine [{], pour une équation

dy _
do = A (, Y, f))

ou A est rationnel en =z, y, §& Les n (ou Z%) équations qu'on obtient en remplagant
¢ par ses n valeurs dans A («, y, §), ont le méme groupe de rationalité.
La théorie s’applique donc & une équation du premier ordre, de degré quelconque

F (m, Y, g—%) =0, que nous écrirons ;% = ¢ avec F (2, y, §) =0.

On peut aussi adjoindre au domaine de rationalité des transcendantes bren
définies ; voici ce que nous entendons par la.

Considérons un systéme différentiel formé d’équations

ou Ju 0w
¢i(a,,y,u,56~v : ..)—O,

STy B
Yy’ 0
(=1, ..., k),
. . ou 0w N
dont les premiers membres sont des polynomes entiers en z, ¥, w, 3m’ By o oL est

une fonction de deux variables x, y; on sait par des procédés réguliers qui ne compor-
tent que des opérations rationnelles, reconnaitre si ces équations sont compatibles
c’est-d-dire possédent au moins une solution u (z, y) dépendant des deux arguments
2z et y. On sait, dans ce cas, déduire des équations données un systeme différentiel
(%) qui définit, dans un domaine algébrique convenable [A], certaines des dérivées de
u, que l'on appelle principales, au moyen des autres qui sont dites paramétriques—et
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dont sous certaines conditions de convergence, les valeurs pour @ = ,, y = y, peuvent
étre choisies arbitrairement.

Toute fonction rationnelle des dérivées de u et de @, y, Sexprime sous une forme

unique, au moyen des dérivées paramétriques et des variables, dans le domaine
algébrique [A].

Cela étant rappelé, deux cas peuvent se présenter. Il peut se faire qu'on ne
puisse ajouter aux équations de () aucune équation nouvelle, rationnelle par rapport
a tous ses éléments [c’est-a-dire aucune relation entiére entre les dérivées paramé-
triques dont les coefficients appartiennent au domaine [A]] sans cesser d’avoir un
systeme compatible (le nouveau systéme n’admettrait plus comme solutions que
des constantes, ou des fonctions de # seul ou de y seul). Je dis alors que le systéme
) envisagé comme définissant des fonctions « de deux variables @, y est wrréductible.

La transcendante w est bien définie: le calcul des fonctions rationnelles de z, ¥, w,
gi;, %, ... (mod. =) peut se faire sans ambiguité.

Si on peut ajouter aux équations () une ou plusieurs éqnations nouvelles (o)
sans cesser d’avoir un systéme compatible, les diverses solutions u (z, y) de () ne se

comportent pas de méme dans le domaine [A]. Je dis que u n’est pas bien défini par
(2), qui est réductible.

Dans ce cas on peut toujours supposer quon a ajouté & () assez d’équations
nouvelles () pour former un systéme (2 + o) irréductible; aux divers systémes (o)
possibles correspondront autant de types de transcendantes w (x, y) bien définies
vérifiant (). Enfin si I'on veut raisonner sur la transcendante w(z, y) qui vérifie
les équations (2) sans satisfaire & aucune des équations (o) il faudra compléter les
équations () en ajoutant des wnégalités qui expriment qu’aucun des premiers
membres des équations (o) n’est nul. Il sera en pratique inutile d’écrire ces
inégalités, étant bien entendu que dans le calcul des fonctions rationnelles de u et

. ou  ou . o
de ses dérivées Bw’ 3y les dérivées paramétriques se comporteront comme des
1

indéterminées.

Ce qui vient d’étre dit pour les fonctions u (z, y) de deux variables sapplique
évidemment aussi aux fonctions d'une seule variable.

L’exemple le plus simple d'une transcendante bien définie est la fonction
exponentielle ¢?; elle est définie par la relation

ou
5y = U avec (u+#0)

et n'est pas séparable de cu ol ¢ est une constante quelconque. Adjoindre par

conséquent la transcendante ¢® au domaine de rationalité c'est écrire le systéme
irréductible

. Ou ou
et en tenir compte dans le calcul (addition, multiplication, division, dérivation) des
fonctions rationnelles de z, ¥, u, Ziu, wa,
0z’ oy
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Si Ton considére une équation

dy _
dn= A (z, y, w)

dont le second membre est rationnel en @, y, u, on peut donc répéter dans le domaine
[u] tout ce qui a été dit pour un domaine rationnel absolu.

6. A un certain point de vue les fonctions arbitraires d'un ou de plusieurs
arguments déterminés se comportent comme des transcendantes bien définies.
Par exemple pour I'équation de Riccati

dy
d_aJé = @)+ @ (@)Y + (@)Y ceeiiii (1)

la résolvante en I posseéde, lorsque a,, @, @, sont arbitraires en «, la seule solution

rationnelle 7 =0. Si l'on cherche & quelle condition la résolvante en J posséde une

. . . -2
solution rationnelle on trouve que pour cette solution J=3/—-E ou £ (@) est une

solution de l'équation de Riccati. Ce n'est donc que dans le domaine [£] obtenu

par l'adjonction d’une solution particuliére de I'équation de Riccati que cette équation
se réduit.

De méme, si dans une équation (1) %‘Z: A (z, y) dont le groupe de rationalité
est I'un des groupes-types (a), (8), (), (8) on remplace a et y par deux fonctions

arbitraires @ (u, v), y (u, v) des arguments u et v, pour lesquelles o(z, y)% 0, on

0 (u, v)
obtient une nouvelle équation
' oz 0y
do A D5 du ,
&Z&=m(1t’ V) S i 1)

oy _ ox
o 4 (2 y) o

qui dans le domaine formé par 'adjonction des fonctions arbitraires « (u, v), y (u, v)
(ce qui entraine toujours l'adjonction de leurs dérivées) a le méme groupe de

2
rationalité. Le calcul des expressions explicites rationnelles de 0z 0% 02

v’ 0w o’
0’z 0%\ *
o _sfon)
e b
ov o
au moyen des valeurs de
0%z
0z o1*
K=@’ J=5—;—, I ={zy}
%y

se fait sans difficulté.

On peut naturellement supposer que « et y sont des expressions rationnelles en
w, v, ¢y (), Pa(W), ..oy Yy (v), Yo (v), ..., x (U, V), ..., o1t les fonctions ¢y, o, vy Y1, Yo, -ony
x (u, v) sont arbitraires et former ainsi des équations du premier ordre dépendant de
fonctions arbitraires dont le groupe de rationalité est déterminé, mais rien ne serait
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plus facile que de revenir d’une telle équation & 'équation (1) %: A (z, y) qui a servi

a la construire.

11 est plus intéressant de chercher a exprimer rationnellement, dans un domaine
algébrique [A], 4 et K, ou 4 et J, ou A et I au moyen de =, y, et dune ou de
plusieurs fonctions arbitraires d’'une ou de deux variables ainsi que de leurs dérivées
jusquwa un ordre fixé, de maniére & satisfaire aux équations résolvantes :

X(K)+71Kz%_0 X(J)+J”A aa;l ~0, X(D+2u +3;‘1
On parvient alors a des types generaux d’équations dont le groupe de rationalité est

connu et qui ne se ramenent pas & des équations déterminées par un changement
explicite des variables.

Toutes les fois ol l'on remplace dans 'une de ces équations les arbitraires qui
y figurent par des transcendantes bien défintes on pourra chercher & réduire le groupe
de rationalité—et la réduction obtenue sera définitive.

On se trouve ainsi amené & des problemes “de Diophante” que 'on peut résoudre
méthodiquement, mais sur lesquels je n’insisterai pas ici. J’ajoute qu'on peut se poser
et résoudre des problémes analogues dans le domaine obtenu par l'adjonction aux
variables #, y, d'une ou de plusieurs transcendantes, u, bien définies en @, y.

Comme exemple d'une équation renfermant des éléments arbitraires, dont le
groupe de rationalité est le groupe projectif géméral (8) je donnerai I'équation

'y 1y ¥ ¥

tqb’ 1 ¢ ¢ ¢

| W1 o e ¥ =0 treveeeeinnn, (1)
[0 0 4 pEY FY gy

[ o

0 0 2 3(¢+)

pour laquelle dans le domaine [¢, Y] formé par deux de ses solutions particulieres, la
résolvante en I possede la solution rationnelle

3 1
2°(y—P)y—¥)’

unique lorsque ¢ et Y demeurent arbitraires.

I=—

IV.  Détermination du Groupe de Rationalité (Groupe-type).
Intégration algébrique de I Equation du Premier Ordre.

7. Pour déterminer le groupe de rationalité (type) d'une équation

ou A appartient & un certain domaine de rationalité [A], il est nécessaire de savoir
décider, par un nombre fixé d Uavance de calouls élémentaires, si I'une des équations
résolvantes

r@=0. X(K)”Kaaﬁ_o X(J>+J ajl 0, X(I)+2134+%‘f=o
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posséde dans le domaine [A] une solution rationnelle. C’est 1& un probléme qui est
loin d’&tre résolu.

On peut commencer les essais en cherchant si z peut &tre rationnel, puis si
K peut 8tre rationnel, etc.... on est alors certain que I'équation résolvante que l'on
étudie (sauf I'équation en z bien entendu) ne peut avoir qu'une seule solution ration-
nelle. Au contraire si I'on aborde d’emblée I'étude de la résolvante en [ et si on
trouve une solution rationnelle, il peut y en avoir d’autres lorsque I'équation en
J posséde elle-méme une solution rationnelle. On aura done & étudier, aprés avoir
trouvé I, les deux équations de Riccati qui déterminent J pour décider si elles
possedent ou non une solution J rationnelle; ce n'est que dans le dernier cas que le
groupe de rationalité est le groupe projectif général.

Supposons pour fizer les idées A (xz, y) rationnel, écrivons I'équation (1)
dy _a(zy) .
dz = B, 9) ou a, B sont deux polynomes en #, y sans diviseur commun.

Dans 'hypothése générale ol %5 # 0 et ot B est dépourvu de facteurs multiples

on montre aisément que si  est rationnel :
0B 9By
;3 (a_/) L5
B 2\p BR
et les polynomes S, R sans diviseur commun doivent satisfaire aux relations, ol
T désigne un polynome auxiliaire :

oR | OR 28 08 2
aSi B =R, a8+ BT=ROD(F ] “),

oy \ox ' oy
gg [ L OB 08\ OB
+B8¢L S(v+5, - 28y> 3T 5y

P8 (pa OB, 08 D (G 0B\ _ o 0 (ea 08
+R[By2 <8y+6w>+38y ay\ay“Lam)"Béyé(aTy*éi) :

Si le groupe de rationalité est le groupe projectif général, il n’existe quun seul
systeme de polynomes, R, S, T,  satisfaisant & ces conditions.

On voit que R égalé & zéro définit des solutions particulidres algébriques de
Péquation (1) et méme toutes les solutions particuliéres algébriques.

Le polynome
R étant connu, la détermination de S et 7' s’ensuit.

Des conclusions analogues peuvent étre énoncées lorsque le groupe de rationalité
est le groupe linéaire. L’invariant J, 8’1l est rationnel s'écrit

9B
oy H
J—-F—'E,
, L oR | R _
et lon doit avoir agy—+B—a;—fyR.

M. C. 29
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) (-2

olt le polynome auxiliaire K satisfait & la condition
aH +BK =R (g;‘ + 8,
qui est d’ailleurs une conséquence des précédentes.
Ces relations expriment simplement lintégrabilité de l'expression
NECRE

z =f(f>’dy —adz)e
et Pon reconnait comme plus haut, que R égalé & zéro définit toutes les solutions

particulieres algébriques de (1).

Enfin si Péquation possede un multiplicateur dont la puissance n soit ration-
nelle, z est donné par la quadrature

z-—f\/ ~(Bdy — adx),

ou les polynomes P, ¢ doivent satisfaire aux relations

WQ+BQ—L@

I

qui expriment que P=0 et Q =0 définissent des solutions particulieres algébriques,

convenablement associées, de (1); on voit d’ailleurs que toutes les solutions par-
ticulitres algébriques doivent annuler P ou .

Ainsi la difficulté principale est, dans tous les cas, la détermination de toutes les
solutions particuliéres algébriques de (1).

La remarque suivante permet quelquefois de les obtenir.

I’équation &—Z = A (z, y), & étudier, dépende de certains paramétres A, u,

Supposons que

., et que

pour un systéme de valeurs Ao, u,, ... de ces paramétres on sache déterminer son

groupe de rationalité I'; il est clair que le groupe de rationalité G qui correspond au
cas général aura I' comme sous-groupe. En particulier les solutions algébriques du

cas général devront se réduire pour A=2N,, w=p,, ... & des fonctions algébriques
connues.

8. On n’a étudié jusqua présent que le cas ol I’équation

X(z):Bg—z+a%=0 .............................. (a)

possede une solution z rationnelle, c’est-A-dire ot 'équation (1) dx = ;((z’ Z; s'integre
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algébriquement. Dans un Mémoire célébre (Bulletin des Sciences Mathématiques,
1878) Mr Darboux a montré que la connaissance dun certain nombre de polynomes
irréductibles ¢ (, y) satisfaisant & des identités X (¢) = M¢, c’est-d-dire d'un certain
nombre de solutions particuliéres algébriques de (1) permet de construire la solution
générale de (1) ou au moins un multiplicateur. Plus récemment, MM. Poincaré,
Painlevé et Autonne, dans des mémoires bien connus, ont cherché & déduire de
I'étude des points ot A (2, y) est indéterminé (points singuliers) la limitation du
degré de lintégrale algébrique irréductible de (1) en faisant intervenir la forme
analytique des intégrales au voisinage des points singuliers.

Je me bornerai & indiquer ici quelques résultats auxquels on parvient par
une voie tout élémentaire.

Si I'équation (1) %% olt @ et B sont des polynomes en z, y de degré
m s'integre algebrlquement, son intégrale générale peut étre définie par une relation
P (2, y)+2Q (= y) =0,

ou P, @ sont des polynomes d’un certain degré p et ol on peut supposer, d’apres

Poincaré, que P + 2§ n’est pas décomposable pour toute valeur de z.

On en déduit
aisément les relations

2P 0Q
Q—a*x‘—P%—La,

X(P)y=MP,
aP 8Q_ _
BPaQ oP aQ _ Oo 0B
ox 0y~ Oy oz =L, X Iy = <2M oy om )L’

d’olt 'on peut conclure que L est un polynome de degré 2p —(m+1) divisible par
¢ si l'on a pour une valeur convenable & de z: P + {Q = ¢%r. Ce polynome L dont
I'introduction est due & M. Darboux (loc. cit.) qui en a également reconnu la significa-
tion profonde, ne renferme d’ailleurs pas d’autres facteurs que ceux qui peuvent étre
multiples dans P + 2@ pour des valeurs convenables de z.

Supposons d’abord quil n’existe pour z que deux valeurs exceptionnelles pour

lesquelles P + 2 posséde un diviseur multiple ; on peut admettre qu’elles sont z =0
et z = o0, cest-d-dire que

P =gy ... pp,
Q =t L Ay

ol les a et les b sont entiers. On a dans ce cas

&

Q= =1y ... DYV .o Yy

et le degré de Q est égal & (m+1): le polynome Q de degré (m+ 1) satisfait en
outre & I'équation ‘

x@=(5+%)a

qui exprime que (ll est un multiplicateur pour Bdy — ada.

29—2
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On sait donc trouver Q dont le degré est connu et sa décomposition en facteurs

indécomposables donne les ¢ et les 4. Formons les polynomes S; et 7 de degré (m — 1)
définis par les identités

X () =8Sidi X () =Ty
aSi+ ... +a, S =M,
bLT + ...+ Ty=M,
d’olt 'on conclut I'existence d’une relation linéaire & coefficients entiers, positifs ou
négatifs, sans diviseur commun, entre les S et les 1"
aSi+ ... +apSy, =0T — ... — b 1% =0.

Cette relation est unique et sa formation effective sépare les 7', dont le coefficient est
un entier négatif, des S dont le coefficient est positif; elle donne par suite les groupe-
ments qui constituent P et Q.

on aura immédiatement

Ainsi 'intégrale P +2Q =0 a pu é&tre formée, mais le degré des polynomes P et Q
nwest connu qu aprés la construction effective de ces polynomes. Le principal objet de
Poincaré paralt, au contraire, avoir été de limiter d’avance ce degré.

On aurait pu tout aussi bien partir de I'identité

1 — dd)l dc_,bh_ d_"kl__ _ d_\IfL
—Q(de—adw)—ala+...+ah . b, v, by o

qui détermine sans ambiguité les entiers a et b.

9. L’intérét de la solution précédente, applicable quelle que soit la forme des
polynomes a et B et la nature des points communs aux deux courbes a =0, 8=0,
s'augmente si I'on observe que la méme méthode peut réussir alors qu'il existe trois
ou quatre valeurs exceptionnelles de 2.

Admettons qu’il existe trois valeurs remarquables de z donnant lien & des
identités
P4+2Q=4=3¢*p" ... ¢,
P+ 2,Q=B=y"yb ..,
P+2z,Q=0=xx" ... x>
olt I'on a mis en évidence les exposants «, b, ¢, les plus élevés des facteurs indé-

composables multiples du premier membre. Peut-on former une expression

AEBnC¢ | . s ..
Q= o o £ m, ¢ A sont des entiers, quon peut supposer sans diviseur

commun, qui se réduise & un polynome de degré indépendant de p (degré inconnu,
du polynome P + z()) et par conséquent connu?
Il faudra d’abord choisir & #, ¢ de fagon que
E+n+E=2n
puis il suffira que Ton ait
ak=(@—1N, bp=0-1)N, cf=2(c—-1)A\
On en déduit aisément

26 _a-1 29 _b—1 26 _c—1

2 - S e > y R A— 2 _
E+n+¢” a 7 E+q+¢ b E+n+t ¢
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d’olt T'on conclut que a, b, ¢ devront satisfaire & I'inégalité
atite>!
dont les solutions sont respectivement
a=2, bb=2 ¢=2,3..,1n ...
a=2, b=3, ¢=3,4,5,06.
a=2, b=4, c=4.
a=3, ,b=3’ ¢=3.
Dans tous ces cas une puissance fractionnuire convenable de O donne un multipl-
cateur de la différentielle Bdy —ada; bien plus, on connait Uewpression en A[B de

Uintégrale correspondante. On sait donc former par un nombre limité de caleuls, les
polynomes A4 et B.

Voici le résultat le plus intéressant: si 'on suppose a=2,b=2, c=n on peut,
ABC?

sans connaitre la valeur de n, former le polynome = - , de degré 2(m+1);

L
Pexpression VL) est un multiplicateur de la différentielle Bdy —ade. On a
d’ailleurs :
—d <é>
%V;Z“d”=/A B . si O=A+pB,
B+ 2)a/

ce qui permettra d’obtenir 4 et B.

. . 1 1 1 .
Mais sauf les cas extrémes, ou =~ + ste = 1, on a plusieurs systémes de valeurs
a ¢

possibles pour & %, & donc an moins deux multiplicateurs, c’est-a-dire lintégrale
algébrique elle-méme.

Lorsquiil existe quatre valeurs exceptionnelles de z pour lesquelles P + zQ
renferme un facteur multiple, la méthode précédente ne sapplique plus que si les

JSacteurs multiples sont doubles. Si Von écrit pour les quatre valeurs exceptionnelles

P=A=¢¢, Q=B=y,
P+AQ=C=y2x, P+ uQ=D=00,

le quotient Q=A§?£ est un polynome de degré 2(m +1) et :/zf_l est un

multiplicateur de Bdy —adaz. On a dailleurs

5(4\
Bely — adw _ “\B)

SR

ce qui permettra d’obtenir 4 et B.
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V. Comment on tire parti de la connaissance dune relation ratwonnelle
Yy . s s . 0z 0z

vérifiée par une solution de Uéquation == + A 5= 0.

Y

oz

10.  Jusqu’h présent, nous nous sommes proposé de définir et d’obtenir la solution
la plus simple de 'équation X (2)= g—z +4 %j =0, celle qui est attachée au groupe

de rationalité-type. Mais il y a lieu d'indiquer une méthode régulidre qui permette

d'utiliser au mieux la connaissance d’une solution quelconque de I'équation précédente,
cest-a-dire en fait, d’'une relation rationnelle quelconque entre les éléments

o o
z, Y, 2, >
compatible avec Uéquation ().

. 0z 0% _
Soit P(w,y,z,a—y, @2,...)—0,
cette relation supposée d’ordre p et mise sous forme entiere; la relation
X (P)y=P,=0

est également une relation entiére du méme ordre, vérifiée par la méme solution z.
Si cette relation n’est pas identique & la précédente, on en peut conclure par
élimination de la dérivée d’ordre le plus élevé, une relation entiere d’ordre inférieur

2z . . .
Q <x, Y, 2, g, ) =0 compatible avec (a); on raisonnera sur celle-ci comme sur la
Y
premiére et il est clair qu'on trouvera ainsi une relation entiere
S=0

telle que l'on ait identiquement X (S) = MS (ot M ne dépend que de x et y) et dont
toutes les autres sont des conséquences.

Regardons maintenant dans S, z comme fonction d'un argument » que nous ne
précisons pas: on pourra mettre S sous la forme

’k 0z ou
S=1zlé; <Z, »a—u, ) fi(w, Y, 67/7 )

ol le nombre % est le plus petit possible, ce qui exige que les & ne soient liées par
aucune relation linéaire et homogeéne & coefficients constants et qu’il en soit de méme

pour les I; (qui sont des polynomes en z, %i , g}tzz’ >
On conclut alors de I'identité X (S)y=MS

les I identités

X(E,,)=be (’L.=1, ceey /L)

Ces identités expriment simplement que les équations
E‘,; (a:, Y, g—;, -..>

ou
fl(% Y, @, )

sont compatibles avec la relation X (u)=0, lorsque les fonctions &; (u), en général
transcendantes, sont choisies de maniére que ces équations soient compatibles quand

=o;(u) (t=1,...,h=1)
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on y regarde # comme un parameétre et ¥ comme la seule variable. SilTon détermine
par conséquent ces fonctions a; (u) de maniére que le systéme précédent posséde la
solution % qui pour z =, se réduit & la fonction de y définie par y = ¢ (u), c’est-d-dire

si I'on pose .
£ (w p 0. (5), )
& (wo, ¢ (w), %), )

par les formules

o; (1) =

en calculant <g§>, <g—;§>,

1= @), 0=p @ reo ()

on a des équations rattonnelles lorsque ¢ (uw) est rationnel.

Le systéme rationnel ainsi obtenu définat, dans tous les cas, w aux transformations
prés dun groupe. On peut donc en déduire par un procédé régulier, pour une
solution convenable z, 'expression rationnelle en «, y, de l'un des invariants que nous
avons désigné par K, J, I (si on n’en déduit pas z lui-méme).

Ainst, dans tous les cas, la connaissance d’une relation rationnelle entre

0z . . . .
%, Y, 2, =, ... compatible avec l'’équation () entraine par un calcul régulier, la
oy

connaissance de linvariant rationnel de l'un des groupes-types.

On ne peut pas affirmer que ce groupe-type est le groupe de rationalité de
I'équation (a); il y aura donc lieu d’étudier la détermination ultérieure, dans le
domaine de rationalité adopté, des invariants J, K ou z.

Toutes les fois ol I'on a pu attribuer & une solution particuliére z de 'équation

(a) X (2)= %j +4 gg =0, une propriété qui se traduit en derniére analyse par une

. . 0z .
relation rationnelle entre z, y, 2, 53—/, ... on est donc certain que l'on se trouve dans

I'un des cas de réduction indiqués au début; c’est-d-dire que I'équation

@

di_ = A (B, Y)  ceeeeeeeee e (1),

est spéciale et que la détermination de z se raméne, dans le cas le moins avantageux,
& des quadratures et & l'intégration de deux équations de Riccati.

Supposons, par exemple, qu’il existe une solution z de (&) qui soit un polynome
741

entier en y d'ordre n; I'équation agﬁézo doit &tre compatible avec (a). En

appliquant la méthode précédente on trouve (méme sans faire intervenir «) d’abord
la condition définitive de compatibilité et ensuite l'expression explicite de
oz 0z _
oy "oy
De méme si I'on suppose qu'une certaine solution z s’exprime rationnellement

P(y)

en y, z= Q(y)’ olt P et @ sont d’ordre n par exemple, la méme méthode conduit,
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quand n est donné, & I'équation de condition que doit vérifier A4 (z,y) et ensuite a
Pexpression rationnelle de 7 (z,y) dans le cas le plus défavorable.

Bien entendu, si I'on ne fixe pas n, on ne peut qu'affirmer la réduction sans
donner Pexpression de [ ou la condition & laquelle 4 doit satisfaire.

VI. Ezemples de déterminations du Groupe-type de Rationalité.
11. Je me propose d’indiquer ici quelques exemples, empruntés & la Géométrie,
quations du premier ordre dont j'ai pu déterminer le groupe de rationalité.

Le premier est relatif & 'équation différentielle qui définit les lignes de courbure
de la surface des ondes de Fresnel.

La surface étant définie par les équations

Q’gi_*_ lgi +£—0

a—B b—=B c—B 7

et la variable 4/a désignant la distance de l'origine au plan tangent en (X, Y, Z),

X2y VeaZo= B,

M. Darboux (Legons sur la théorie des surfaces, t. IV, note VIII) pose B =a +;—b et

trouve pour équation différentielle des lignes de courbure

du\? du
i —_ / /7 (Iv)
o (%) —du(G)+us+ 56"+ 58
ou les accents indiquent des dérivées par rapport & a et ou
¢ =of (0) =a(a—a)(a—10)(a— o).
Dans le cas ot f(a) se réduit & un polynome du second degré, un artifice
ingénieux lui permet de ramener lintégration de (1) & des quadratures de ditféren-
tielles algébriques. A notre point de vue, si I'on pose alors
d
d—u+m- 0 avec ¢wZ+u¢ow+u¢>+ <;b"—0
0z 0z , 02\? \
Ed 5&—0 est telle que la résolvante en (@) possede dans le
domaine [w] la solution rationnelle

02\* _ 1 )
<870> T (1l —w)’

le groupe de rationalité est donc Z=ez+a (=1).

Péquation —

La méme forme de maultipli-

. . . du .
cateur convient a toutes les équations Ta + @ =0 ol = est une fonction de u et

de a définie par la relation implicite v’ (1 — ) = =’ ( a+ 2-) , quelle que soit la
fonction ¢.

Clest 'étude du cas precedent envisagé comme cas limite, qui m’a conduit &
la solution du cas général ot ¢ est du quatridme degré.

Supposons que ¢ commence par le terme o, I'équation & étudier se conserve par

la transformation u = % et si l'on pose

0 =—4dpu’ +u* (¢ — 2dd") — 4dp*u
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y up’+
la méme transformation remplace 'équation ag = ¢2 ¢ £ - par la méme équation en ¢,

oll w est changé de signe. Pour equatlon

+ w0
X (Z) A= + uqbga)*(f" 51% 0

la résolvante en (g—iy possede dans le domaine [w] la solution rationnelle
| Ly S S
(81& T u(K,— wk,)
avec Ky=uld (w2 +¢)+up Qa+f")], K==

le groupe de rationalité est donc, comme tout-a-I'heure, Z=ez +a (¢ =1).
dans le cas général, la transcendante z est donnée par la quadrature

AR (Tt

attachée & la surface (w, u, ) du neuvieéme degré.

Ainsi,

12. Un autre exemple intéressant est celui de I'équation différentielle des lignes
asymptotiques des surfaces générales du troisiéme degré.

Jai pensé que sur les surfaces générales du troisitme degré les seules lignes
asymptotiques algébriques devalent étre les 27 droites.

L'examen d’un cas particulier, celui de la surface

L"+J
6

dont les lignes asymptotiques sont transcendantes et données par la quadrature

z=uay +

df = JdL/+(l+\/1——ay)dw
‘ (P+wQ)p
ol P=y* — 4+ 3ay, Q=ay—4 o=+s—rt(quadrature qui se ramene & celle d'une
Y Y Y 1 q

différentielle bindme non exprimable) a confirmé cette hypothese et m’a montré
comment les 27 droites intervenaient.

0:

Voici le résultat général: Soit Q (x, y, 2) =0, I'équation, mise sous forme entiere,
d’'une surface du troisitme degré; en différentiant totalement quatre fois cette
équation, on obtient un résultat qui, pour o, =1+ 2sm +tm*=0, se réduit &

Q
%QUAHQX(@ >_0,
N . _ df df of of | of (om 8m>
ol Ton a posé X (f)= dot d1/ wt ™ oy +om (5507 + oy

. d¥z . . s d'z
et ou Ty= =0 + 3Bm + Sym? + dm?, = dn No+ AN+ .

équation précédente exprime simplement que pour chaque ligne asymptotique

0\ . .
(%;) oy est Uinverse du cube d'un multiplicateur.
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— 4; .
En d’autres terms (%%) To,T (dy — mda) = df

est une différentielle exacte (les surfaces réglées sont exclues); le groupe de

rationalité dans le domaine [z, V/s* —rt] est simplement f' =ef+a, (¢ =1).

Un résultat analogue peut s’énoncer pour les lignes qui satisfont & I'équation
différentielle de degré (n—1)

anz
Tn = g =0

sur les surfaces algébriques de degré n, dont l'équation peut s’écrire
Q =ayz+ ¢ (2, Y) 2 + pu (2, y)=0.
Ces lignes sont données par la quadrature de différentielle algébrique
n+1 1
= (%) . )vn " (dy - mda) =0,
ol m désigne une racine de l'équation

oz (n—1) 0"z
Op— = m =

Qa1 1 a0y Y

Les surfaces pour lesquelles o, s'annule en méme temps que o, sont naturellement
exclues. Pour en revenir aux lignes asymptotiques des surfaces du troisitme degré,
jobserverai qu'une réduction du groupe de rationalité de leur équation ne peut se
produire que si toutes ces lignes sont algébriques ; j'ai étudié en détail, & ce point de
vue, les vingt et un types projectifs de ces surfaces (non réglées).

On déduit aisément des résultats précédents, par 'emploi d'une transformation
dualistique (ou d’une transformation de Lie qui change les droites en spheéres)
d’autres résultats relatifs aux lignes asymptotiques (ou aux lignes de courbures)
de surfaces algébriques; mais nous ne pouvons pas y insister ici, pas plus que sur
des observations analogues aux précédentes relatives & d’autres formes de 'équation
différentielle des lignes asymptotiques ou de courbure.

Je donnerai cependant, & cause de son élégance, la proposition suivante dont la
forme seule est nouvelle Soit Q (#,y, 2) =0, I'équation générale d’une surface du

second degré et (1) ds Y —m avec 1+m?+ (p +gm)*=0, équation différentielle de
ses lignes de longueur nulle. - On trouve sans difficulté

om _1a; X (m)

oy 2 oy

avec  oy=7+42sm+tm’, o, =2(s+tm), X(f)= f 6]; a,)];X()

Différentions totalement trois fois 'équation Q =0; le résultat ot I'on fait ‘}fl:m,

dx

: : : _y a0\ -
exprime que, pour la forme différentielle dy — mdz, o, 5 (%g) est un multiplicateur
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Ainst les lignes de longueur nulle des surfaces du second degré sont données par la
quadrature

dy — mdx
VA
72\ 2z
le groupe de rationalité de 1'équation (1) dans le domaine [z, m] est

S =¢+ta, (&=1)

VIL. Classification des points singuliers. Forme analytique des Intégrales
dans le voisinage des points singuliers.

18. La théorie d’intégration que nous venons d’exposer pour l'équation

a mis en évidence l'intérét qu’il y a & définir la solution générale de cette équation
par une relation implicite

z (=, y) = const.,

olt z vérifie X(@=2 +Ag—j 0.

En choisissant la solution z la plus stmple, on a défini la solution w« principale en
x=a, par la relation z(x,y) =2 (%, u) et il y aura lieu de dégager de cette relation
implicite les propriétés de u ou de y.

Cette méthode n’est pas limitée au cas ot 4 (z, y) est une fonction bien définie;
elle conduit dans P'hypothése ot A (#,y) est, dans le voisinage de chaque point,
méromorphe ou algébroide, @ une classification précise des points singuliers de (1)
dont je veux indiquer les traits essentiels.

Si au voisinage d'un point & =m,, y = 3,, 4 ou % est holomorphe, on sait que w

est holomorphe en «, y, ¥,; le point @, ¥, est ordinaire.

Nous dirons quun systeme de valeurs a,, v, est singulier, pour une fonction
A (%, y) méromorphe, lorsq’au point, z=a,, y =1, A est indéterminé. Il con-
viendra d’ajouter, pour envisager les cas ol wx, ou bien 7, seraient infinis, les

systemes analogues pour la transformée de (1) par w=%, Y=y Considérons, au

voisinage d’un point singulier #,, %, 'équation
0z 0z

il peut se faire qu’il existe une solution z de cette équation, qui soit méromorphe au

voisinage de ,, . Dans ce cas il en existera une infinité, puisque ¢ (2) ol ¢ est
méromorphe en z est méromorphe, en z, y, avec z.

Je dis alors que le point w,, 7,
est un point singulier apparent.

On devra donc comme probléme préliminaire décider si l'équation (a) peut
posséder une solution z holomorphe au voisinage de =, ¥ =Yy, ou au moins
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méromorphe, c’est-a-dire si en posant 4 =

a o
3 ol a et B sont holomorphes, les deux
équations

81 o oQ 0Q
+B —MI dsy‘i‘ﬁ*a:”—MQ

peuvent posséder, pour une méme détermination de la fonction holomorphe M, deux

solutions holomorphes distinctes. P et @ (ou une solution holomorphe P + AQ
dépendant linéairement d’une constante A).

Il est facile de former des exemples de points singuliers apparents; on n'a qu'a
partir des expressions de P et @ et prendre par exemple
BQ oP _ 0Q oP
B=P, -~ a=—(Pg-Q5),

lorsque ces expressions n’ont pas de facteur commun, ou si 'on se donne

= (;)1“‘ ¢2a2 “ee ¢hah, Q = ‘lflbl ‘!/‘2 2. \Irkbk,

les ¢ et les Y étant holomorphes pour &=, y =y, avec L (a,, ¥,) = Q (@, ¥,) =0
prendre pour a et B les quotients des expressions précédentes par

L= o it Attt

Supposons que le point (2, ¥) ne soit pas un point singulier apparent: il peut
se faire que I'équation résolvante en K

04
X(K)-{-nKsy =0
posséde une solution K méromorphe au voisinage de (« = u,, y = y,) pour une valeur
positive de n aussi petite que possible.

Dans ce cas, il ne peut en exister qu'une seule: s'il y en avait deux, leur quotient
serait une solution méromorphe de I'équation (a); on aurait donc un point singulier
apparent. Je dis alors que le point singulier (w,, y,) est du premier ordre. Pour
reconnaitre un tel point, on aura d’abord & rechercher si la résolvante en K peut
posséder une solution kolomorphe au voisinage de (w,, y,) pour une valeur entiere
de n positive ou négative mais différente de 1.

K= 'g, P et @ s'annulant tous deux en (@, y,) et on cherchera s'il est possible de

Sicela n’a pas lieu, on posera

trouver P et @ holomorphes de maniére & vérifier les deux équations

Q+B T = 7

aP oP [ e 93],
/Bad/ [:y—)l,(azl'*'%):ll

pour une méme fonction holomorphe .

Il est bien aisé de former des exemples de points singuliers du premier ordre—
ou 'équation (1) sintégre par l'adjonction de transcendantes attachées au groupe
Z=ez+ a, ("= 1) et ne dépendant que d’un argument.

Ainsi, si Pon prend I'équation X g;g +Y (1 —-XY)=0, ol X, Y sont des fonctions
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holomorphes de # et y Sannulant pour « = 0, y =0, on a pour une telle équation dont
la solution générale est définie par

\, i +log X,
(X or, yoXy ox
Uexpression méromorphe i =K =— ___a.uy_ _ﬁﬂ/_
P dy 7 -

Un autre exemple, simple et général, d'un point singulier du premier ordre est donné,

st iapio O N
en =0, y =0, par I'équation a—g:%,ou a=Ax+ ..., B=py+ ..., les termes non

écrits étant du second ordre au moins, lorsque % west ni une quantité réelle négative

n un entier positif, ni Uinverse dun tel entier. MM. Poincaré et Picard ont établi
que lon peut alors poser

_ L, y»

T QG
P et Q étant holomorphes au voisinage de =0, y=0 et s’annulant en ce point.

Dans le cas le plus général olt w: N est complexe, ou bien réel et irrationnel, on
a donc en prenant Z =log z,

oP 0Q
0Z _ 87/ B oy
@ K =x=3 - Q .

Le cas ot w: A est un entier positif ou I'inverse d’un tel entier et ol lintégrale
z peut s’éerire sous la forme

)’?Ex /g + h log X (2, y)

ol h est une constante, S et X des fonctions holomorphes donne encore un point

singulier du premier ordre. Sih =0 avec w =X\ (point dicritique de M. Autonne) on
a simplement un point singulier apparent.

S’il n’existe pas pour la résolvante en K, de solution méromorphe au voisinage
de (=, 7,), il peut se faire qu’il en existe un pour la résolvante en .J,
0’z 0z 04 0?4
=55y’ X(J)+J~—+ay =0.
11 est clavr quil wWen peut exister qu’une seule, sans quoi on retomberait dans le cas

précédent. Je dis alors que le point (z =, y =y,) est singulier du second ordre.
On donnerait aisément les équations résolvantes & vérifier par des fonctions holo-

morphes, s'annulant toutes deux lorsque J et% ne peuvent ni P'un ni Pautre &tre
holomorphes.

Pour obtenir un exemple simple de point singulier du second ordre, on n’a qu’a
former une équation (@) X (2) =0, dont le groupe de rationalité soit le groupe
linéaire et pour laquelle J soit le quotient de deux polynomes s'annulant en ,, ¥,
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Je donnerai simplement ’équation

dy_2b(2x+y)+aw2+QEQC,Z'?/.;_‘}’_EEW 1
dm_2b(m_23/)+62¥w2_c’g2aw'y+cyg ............... (1),
% ot ¥

pour laquelle = % — x—;:ci-zf ou encore z= f@ aets (Bdy — adz).

Supposons enfin que I’équation résolvante en J ne posséde pas de solution méro-
morphe au voisinage du point z,, 7,, il peut se faire que la résolvante en I,

Fz [0\

o3[ oy
I={2;?/}=TyZ:§ =1,

oy 9y

RSET 5704  0°4
cest-a-dire X (I)+ 27 ay_ + BTJ-“

seule. Le point z =,, y =1y, sera dit alors sengulier du troisiéme ordre.

=0, en possede une. Klle ne pourra en avoir qu'une

Par exemple, si 'on envisage I'équation de Riccati

dy _ ay(2) + ay (®) y + as (#) y°
dz )

ol dy, @, @y, ¢ sont des fonctions holomorphes de =, dont les extrémes a, et ¢
gannulent pour =0, on sait que I'équation aux dérivées partielles en I admet la
solution 7=0; le point singulier est en général du troisiéme ordre et si I'on observe

que Vexpression de J peut s'écrive J =1———_—2X ot X doit vérifier I'équation (1) on
peut affirmer que pour que le point #=0, y=0 soit seulement du second ordre il
faut et il suffit que 'équation (1) possede une solution particuliere X méromorphe au

voisinage de 2 =0. Ce n’est évidemment que dans des cas exceptionnels que cette
circonstance se présente.

Lorsqu'un point singulier n’est ni du premier ni du second ni du troisieme
ordre, je dirai qu’il est général. On peut également construire sans difficulté des
exemples de points singuliers généraux.

(11 serait facile de donner une classification analogue, en supposant 4 algébroide
au voisinage de chacun des points singuliers.)

L’intérét de cette classification réside évidemment dans ce fait que sl existe une

relation )
z 0%
F<5U, Y, 2, aTl/, @2, ...)—O,
compatible avec Péquation
0z

0z 0%

qui soit rationnelle en 2, @ s Z?T/?’
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et dont les coefficients sont méromorphes en z, y, au voisinage de &= x,, Y=Y,
cette relation o Pune des jformes-types obtenues au début. Il suffit de remplacer
le mot rationnel par rationnel aw woisinage de x=w,, y=1,; les démonstrations
subsistent. I’extension du domaine de rationalité peut également se faire de la
méme maniére. A chaque point singulier correspond ainsi un groupe-type dont
l'invariant est rationnel au wvoisinage de ce point: on en déduira une représentation
analytique de l'intégrale en faisant appel & des transcendantes simples (logarithmes,
exponentielles, ete.) qui subissent précisément aw wvotstnage du point singulier con-
sidéré les mémes transformations que z.

Le guide naturel dans cette recherche est la théorie de Fuchs, pour les équa-

tions différentielles linéaires du second ordre. (Cf. aussi F. Marotte, Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, 1898.)

< e . ’ o . .
Il me reste & faire observer que si I'on suppose A =3 au voisinage du point

singulier considéré, quotient de deux fonctions holomorphes quelconques, il ne sera
pas possible de réaliser effectivement la classification précédente: l'existence d'un
point singulier non général, ou d’un point singulier apparent, peut entrainer une
infinité de conditions distinctes (théorie des centres de Poincaré).

Mais il n’en sera plus de méme si I'on admet simplement que a et B sont
rationnels ou font partie d'un domaine [A] bien défini. La plus grande difficulté
4 résoudre (formation des conditions d’existence de développements holomorphes
convergents au voisinage du point singulier) amene seulement & distinguer pour
chaque degré des cas généraux (ot a et B8 commencent par des termes de ce degré
déterminé, dont les coefficients ne satisfont pas & certaines conditions d’égalité et
d’inégalité, et ol les termes de degré supérieur ont des coefficients arbitraires)
et des cas particuliers ou ces conditions n’étant plus satisfaites, tout se passe
comme si le degré déterminé était augmenté d'une ou de plusieurs unités. Mais
il peut se faire qu’il y ait indéfiniment des cas d’exception. Ce n’est donc que
si a et B sont enfrérement déterminés qu'on peut espérer, dans tous les cas, épuiser
la question.

L’emploi des fonctions majorantes en donne alors le moyen: il s’agit de ranger
les dérivées de la fonction inconnue de fagon que le rang croisse avec l'ordre de
dérivation et que toutes les équations qui déterminent les dérivées dun certain
ordre donnent I'expression de chacune d’elles au moyen des dérivées de rang
précédent. Les exemples classiques dus & Poincaré et & M. Picard montrent com-
ment on peut ainsi majorer les modules de chacune de ces dérivées et trouver
des conditions suflisantes pour la convergence des fonctions inconnues.

EQUATION D'ORDRE QUELCONQUE.

I Systémes vrréductibles réguliers. Groupe de rationalité.
14. Soit une équation différentielle ordinaire

Y =Ff(x, y, Y, YT (1),

ol f appartient & un certain domaine de rationalité; je définirai sa solution générale
par n relations

bi(w,y, o, ...,y ) =¢ (=1, ...,n),
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ol les ¢; forment un systéme fondamental de solutions de I'équation
0z 0z ,
X(z)za%+5§,?/ + ... Jm_lf 0 e (2),

et je me propose de fiwer les caractéres du systéme fondamental le plus simple de
Péquation (2).

Prenons tout de suite au lieu de (2), 'équation

0z 0z
X (2)=x + A= A4 4,=—=0...... T @),
o, oz,
olt les A sont des fonctions de z, @, ..., @, appartenant & un certain domaine de
rationalité [A] [pour fizer les idées, on pourrait supposer simplement les A ration-
nels]; les éléments z, 2, ..., 2, de tout systéme fondamental vérifient les relations
D_D_ Do e (@),
1 A4, A,

avec D#0, ott les D; sont des déterminants fonctionnels dont la formation est
immédiate; par exemple

D= 0(z1, -vs 2Zn)
0 (@, oovy @)
En d’autres termes les quotients % sont les tnvariants différentiels indépendants
du groupe ponctuel général T,

Z’i=¢i('zl)"'3 Zy) (i=l,...,n),

étendu en regardant les z comme fonction des (n+ 1) variables @, @, ..., &, non
transformées. Si le systéme (@) est wrréductible, c'est-d-dire si toute relation
. . 0z 0z,
rationnelle <en‘ore 21, Za,y ..., 2y et leurs dérivées 57'1’ e, éx—", > d’ordre quelconque
1 n

dont les coefficients sont des fonctions des variables , @,, ..., @, appartenant au
domaine [A] compatible* avec les équations (a), en est une conséquence nécessaire, je

dis que l'équation (I) est générale. Tous les systémes fondamentaux z, ..., 2, sont
des transcendantes de méme nature, ce sont des fonctrons des (n+1) variables
®, @, ..., &, attachées dans le domaine [A], au groupe ponctuel général T,.

Tous les invariants différentiels rationnels de ce groupe I, sont des fonctions

rationnelles des quotients ﬁ et de leurs dérivées et sont par suite connus ration-

nellement dans [A]

Si le systéme (a) est réductible, c’est-a-dire §'il existe des relations rationnelles,
compatibles avec les équations (@) sans en étre une conséquence nécessaire, on peut
distinguer certains systémes fondamentaux des autres.

En ajoutant aux relations (a) les relations nouvelles dont nous supposons
I'existence, on obtiendra un systéme (S) que l'on peut supposer complété de fagon
a4 ce quil soit wrréducttble. Aux divers systémes fondamentaux correspondront

divers systémes (S); il s’agit de choisir celui qu'on devra regarder comme le
plus simple.

* J’entends par 1a simplement qu’un systeme fondamental z,, ..., z,, aw moins, la vérifie.
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Pour cela, 8’ existe des systémes (S) renfermant des équations d’ordre zéro
(c’est-a-dire rationnelles en z, ..., z,) on prendra tous ceux (S,) qui en renferment
le plus grand nombre, parmi ceux-la on prendra tous les systémes (S;) qui renferment
le plus grand nombre d’équations du premier ordre, puis parmi ceux-la on prendra

tous ceux (iS,) qui renferment le plus grand nombre d’équations du second ordre, et
ainsi de suite.

Le raisonnement ne se continue pas indéfiniment. M. Tresse a établi en effet
qua partir d’'un certain ordre assignable, toutes les équations d’un systeme com-
patible quelconque sont des conséquences nécessaires des équations d’ordre inférieur.
Drailleurs tout systéme (S) renfermera certainement des équations d’ordre 0,1, 2 ou 3.

On obtient ainsi des systemes (S,) irréductibles, qui déterminent tous un méme
ensemble de dérivdes principales—(au sens de MM. Méray et Riquier). On peut
former pour ces systémes (S,) continués jusqu'a un ordre convenable (et méme pour
chaque ordre de dérivation) une résolvante algébrique qui définit une combinaison
lindaire et homogeéne & coefficients rationnels arbitraires, de ces dérivées principales
au moyen des dérivées paramétriques. Si ces résolvantes n'ont pas le méme degré,
on prendra enfin parmi les systemes (S;) ceux (X) qui donnent des résolvantes de
degré minimum.

Ce sont ces systemes (2) que jappelle systémes vrréductibles réguliers : le nombre
des équations de chaque ordre et le degré de la résolvante algébrique sont les mémes
pour tous ces systémes.

On peut encore dire que ces systémes (2) sont & la fois trréductibles et primitifs
en entendant par la qu'aucune transformation

2= (41, ..., Zp) (t=1, ..., n),

ou les ¢; sont définis par un systéme différentiel rationnel quelconque, ne peut
jamais augmenter le nombre des équations du systéme (2) qui sont d’un ordre donné,
ou abaisser le degré de la résolvante algébrique correspondante, en conservant les
nombres analogues attachés aux ordres plus petits.

15. Les systémes irréductibles réguliers sont susceptibles d’une forme re-
marquable qui justifie leur choix.

On peut écrire les équations nouvelles (2) sous la forme canonique

(s, oo zn%-i— ) (@, my ey an) =1, ey k) e (D),
1

dans laquelle les Q; sont des invariants différentiels, rationnellement distinets, d'un
groupe I' de transformations én z, ..., 2z, formant pour ce groupe I' un systéme
complet d’'invariants et les a; des fonctions de z, =,

.., @, appartenant au domaine
de rationalité adopté [A]

Les transformations (2, Z) du groupe I' sont entitrement définies par les
relations

% N\ .
Q(z zn,a ) Q(ZaT/ (=1,..., k),

30
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ou les variables ,, ..., @, n'interviennent qu'en apparence. Il suffira d'y faire

&y =2, ..., Ly = 2, pour obtenir la forme canonique des équations de définition du
groupe T, au sens de Lie.

J’al appelé le groupe I' groupe de rationalité de l'équation spéciale (I); il
posséde les propriétés fondamentales du groupe de rationalité (au sens de Galois)
des équations algébriques:

1°. Tout invariant rationnel de T' est égal a une fonction des variables
x, @, ..., x, rationnelle dans le domaine [A].

2°. Toute fonction rationnelle de z, ..., 2z, et de leurs dérivées, & coefficients
rationnels dans [A], et qui est égale & une fonction rationnelle dans [A], est une
fonction rationnelle des invariants de I' & coefficients rationnels dans [A]

Je dis que les transcendantes z, ..., z, sont des fonctions des (n+ 1) variables
&, @y, .., @ attachées, dans le domaine [A], au groupe I

On doit observer tout de suite que le groupe I' n'est déterminé qu’a certaines
transformations prés: toute transformation (2, 2’) qui change un systéme irréductible
régulier () en un systéme de méme nature (¥') change le groupe I' en un groupe
homologue (I') qui sera le groupe de rationalité pour les solutions de (2'). Il faut

et il suffit pour cela que les équations de (I') soient transformées par (z, 2’) en
équations rationnelles de méme ordre.

J’ajoute en passant que si le systeme (Z) renferme des équations d’ordre zéro, en
nombre p, elles peuvent s'éerire z,=R,, ..., z,=R,, ot les R sont rationnels dans
[A], les autres équations de (2) ne renfermant plus que 2,4,
wtransitiyf I' correspondant est formé de transformations

Zi=z (t=1,...,p), Zpi=di(2, ..o, z) (=1, ..., n—p).

.., 2, et le groupe

II. Forme normale d'un systéme irréductible régulier.

16. Une méthode particuliére, dont je vais indiquer lessentiel, m’a permis
d’obtenir pour les systémes irréductibles réguliers une forme normale, nouvelle, qui

met en évidence les propriétés précédentes. Soit P (Z, %f, a) un polynome entier par

rapport aux éléments Z,, ..., Z, et & leurs dérivées d'ordre quelconque relatives aux

variables «,, ..., @, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de «, «,,
dans le domaine [A].

n arguments z,, ..

vy
Si Pon regarde les Z comme des fonctions indépendantes des

., Zy (qu’on ne précise pas davantage) et si l'on exécute les

transformations
07 _0Z oz 04 dzn
awi N azl awi, o 8zn ch, ?
02 _0°Z 05 0z 0Z 0z
Owom; 022 Ow; Om; ' 0z Owgow;

................................................

on pourra toujours écrire une identité

0Z N\ Lo/ 0N, [ 0z
P<Z’§E’w>_ lt<4 5;)&('1«, a;c),

1
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ou les /; ne dépendent que des Z et de leurs dérivées par rapport aux z et les & que

des variables et des dérivées %jo ; nous supposerons que le nombre L est le plus petit

possible, ce qui exige que les I; d'une part, les &; d’autre part ne soient liés par aucune
relation linéaire et homogéne & coefficients constants.

Les &;, qui ne sont d’ailleurs définis qu’a une transformation linéaire & coefficients
constants preés, seront dits coordonnées du polynome P; leur introduction met en
évidence de fagon simple la maniére dont se comportent les polynomes tels que
P, quand on exécute sur les Z une transformation ponctuelle.

Soit L;(Z) ce que devient I; (Z, %—f) quand on y fait z,=2,, ..., z,=Z,; on
a évidemment
oz N\ I 07
P(Z, ) =S <w 555)'
D’autre part si les 2/ sont des fonctions quelconques des z, on a encore

(s )8 )~ $0(5 ) )

d’ou V'on conclut que la transformation (z, 2’) fait subir aux &; et aux l; deuw trans-
Jormations linéaires adjointes.

Je ne veux pas insister ici sur I'étude générale des fonctions rationnelles en

0Z

B dans un domaine [A] faite en partant de la considération des coordonnées :
x

Z

groupe des transformations qu’admet P, permutation des polynomes P entre eux,
formation du systéme différentiel qui définit P quand on y regarde les z comme
donnés et les Z comme arbitraires, .... Il s’'agit simplement de montrer l'usage des
coordonnées &; pour 'étude des systemes-irréductibles réguliers.

Supposons d’abord que les éléments Z;,
mental déterminé, pour une équation

oz | oz oz ;
X(Ay=g + Augy 4ot Ao o, @),

dont les coefficients appartiennent au domaine [A], et que de plus le polynome
P satisfasse & une identité

..., Z, constituent un systéme fonda-

X (P)y=MP,
qui est la condition nécessaire et suffisante pour que I'dquation unique
P(2%% 2)=0
ox
forme avec le systéme

X (Z;)=0 (T=1,...,1) i IIm
un systéme complétement intégrable.

On en conclura que les éléments 2z, ..., z, qui représentent un systeéme
fondamental quelconque satisfont aux identités

XE . _EXE_ e e
g =T g M (z, ay,

AR w'n.)y

30—2




468 JULES DRACH
ou encore que les équations

——(-——a—-——-ai(zl,...,zﬂ) (t=2,...,h)
El Z, ‘)
oz

sont toujours vérifiées, pour un choix convenable des fonctions (en général trans-
cendantes) a; par un systéme fondamental particulier quelconque.

Si Ton veut que le systéme précédent admette la solution qui pour z =,
satisfait aux conditions

2i (g, @y, oy ) = i (@y, v, @) (=1, ..., n),
0

Ei (‘770, Xy veey Ty 5%:7 >
a )

& (x(n Ly wevy T,y 5%7 >

et de calculer les seconds membres au moyen des z, en partant des formules

zi =i (@, ..., @) (=1, ..., n)

il suffira de poser o; =

résolues en =, ..., @,.

Pour que le systéme précédent soit rationnel, il suffira de choisir un systéme
fondamental qui, pour #=a,, satisfait aux conditions

;= Ri(21, .., 2a) (r=1,...,m),

ol les R; sont rationnels. C’est ce qui arrive toujours pour la solution principale
en z=ux, de 'équation (I) qui est définie par

Xy =2 pO'llI' X = Xy.

17.  Considérons maintenant un systéme irréductible régulier (2) vérifié par Z,,
..., Zy et supposons que jusqua un certain ordre N, tel que les équations distinctes
d’ordre (I + p) sobtiennent en dérivant simplement jusqua cet ordre les équations
d’ordre N, le systéme () renferme k relations entiéres, rationnellement distinctes,

Fim0 o =0 oo )

(cest-a-dire qu’aucun des polynomes f; ne s'exprime sous forme entiére avec les
autres).

Remarquons tout de suite que il existe pour l'équation (I) p solutions
rationnelles distinctes z,=R,, ..., z,= R, 'adjonction au domaine [A] de p fonctions
algébriques (a,, ..., #p, par exemple, des arguments @i, ..., Zn, 21, --., Zp) Yamene
I'équation (I) & une équation & (n—p + 1) variables seulement, dépendant des para-
métres z, ..., z, dans le domaine modifié [A’]. On peut donc supposer en modifiant
[A], quil n’existe pas de solutions z; rationnelles dans ce domaine [A].

J’ajoute en passant qu'il y aura lieu de chercher aprés avoir déterminé R,, ..., B,
§'il n’est pas possible d’exprimer rationnellement ces fonctions au moyen de p autres
7y, ..., 7p appartenant au méme domaine, sans que la réciproque soit vraie; ce n’est

qu’a cette condition que les solutions rationnelles z,, ..., z, seront les plus simples.

un systeme irréductible régulier (2') possédant la solution z,
x = x, aux conditions
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Formons le polynome P=ufi+... +upfy

ou les u désignent des polynomes arbitraires en z, i, ..., #, et mettons en évidence
les coordonnées de ce polynome P, en introduisant les éléments z,
fondamental quelconque, on aura

(5 )l )

et le systéme pourra se remplacer par les équations

.., 2, d'un systéme

I
P=31,=0,
1

X (P)=P, = 20X E@)=0,
1

h
X(‘Pkﬁg) = l)k,, = 2 li Xk:—l (El) = 0.
1

A
La relation Prp= X [;X; (&) =0 étant une conséquence des précédentes, on en conclut
1

P’existence d’identités
Xy (E)=BoEi+ B X (E)+ oo + B Xpa (82) (i=1,..., k).

Il est aisé de montrer que le nombre h des coordonnées de P est nécessairement
égal @ (k+1). Si lon avait h <k on déduirait des équations de () une ou plusieurs

relations rationnelles qui seraient vérifiées par les éléments z, ..., 2, d'un systéme

Jondamental quelconque et qui me se réduiraient pas d des identités—ce qui est

impossible.

Si lon avait A=Fk +r on pourrait former en partant du systéme précédent un
systeme rationnel comprenant rk équations d’ordre au plus égal & N. En rangeant
les £ dans un ordre convenable on peut montrer que chaque coordonnée dont
Pindice dépasse (k+ 1) donne  une équation au moins distincte rationnellement
des k premiéres formées en partant de & ... Ex€psa.

Le systéme (2) étant résolu par rapport & 4, ..., I, pourra donc s'écrire:

YA 0z
w(z3,)  aieg)

w(@f)  alg)

C’est la forme nouvelle que je voulais signaler; je l'appelle forme normale des
équations (X). On conclut immédiatement des équations () que T'on peut trouver

...y 2y qui satisfait pour

€; =Ri (Zl, cesy Zn),

ou les R; sont n fonctions rationnelles indépendantes. Il suffira de poser

0z 0z
A; (.’L’, a—w> =a; (27, ..., 2n) A (w, E‘ix) s
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en calculant les a; par les formules

02,
Ai(mo:wl;---;xn; )

. 'é;l 3 eee
o Az, x x 02, ) ’
( 0y 1y 20 n)axl;”'
NET) 1 aZi 1 . .
ou l'on remplace les &y et les 5z par leurs expressions en z, ..., 2.
k

En particulier, il existe un systéme irréductible régulier (X,) qui possede la

solution principale en x=m,, c'est-d-dire celle qui satisfait pour cette valeur de a
aux conditions

wi=z(1=1,...,n);
on l'obtient en prenant
A (g, my, e, @y 1 )
TA (@ By ey @y 1, 000)]

a;

L - A; L.
ou le second membre se déduit de =* en faisant

A
0z; 0z; _
€y = 25, 5;;—0, é;'l—l’

Le systéme nitial (2) peut s'écrire, en faisant z; = Z;,

0z
Li(Z) _ Ai <m a?)
Lk+1 (Z) A <w ?£> B
> 0x
et l'on passe de l'une de ses solutions z, ..., z, & une autre solution Z,, ..., Z, en
satisfaisant simplement aux relations
0z
, (Z %> Ly (2) i o
k+1 > az

qui sont les équations de définition du groupe de rationalité T', correspondant a ().
On reconnait 1& I'ensemble des transformations (z, Z) qui n’alterent pas la forme
de la relation unique

P=0.

Enfin, si I'on observe que dans la forme normale (Q) les éléments z,.
peuvent étre regardés comme arbitraires et si 'on y pose

-
vey lpm

Bzi _ az,- =1

Z; = &y ~ = =
¢ v amk ’ Bwi ’

on obtient la nouvelle forme

0Z
I <Z, a?;) __Ai@ae, . w10 @)
1 (Z @_Z)_ Aw, @, oy, 1, ) ,
k41 \“ oz
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qui prouve que les wnvariants différentiels du groupe de rationalité T' (ce sont les
premiers membres) sont, dans le domaine de rationalité adopté, des fonctions

rationnelles de z, @, ..., #,. Cette forme (') est la jforme canonique signalée
plus haut.

Il convient de signaler ici que les tnvariants relatifs I; (Z, g—i) du groupe I’

subissent, quand on exécute sur les variables # (non transformées par I') une trans-

formation quelconque du groupe ponctuel général T',, une simple transformation
linéarre et homogéne.

Les invariants absolus de T, Z_L’ subissent donc une transformation projective.
k+1

En adjoignant au besoin la racine p-itme d'une fonction du domaine de
. . . Z . .
rationalité [A], on peut toujours sarranger pour que [z, (Z, %;) soit une puis-

0(Zns e Zn)
(@1, eve, @y)

sance entiere du déterminant fonctionnel

III. Formation des résolvantes.

18. Considérons le polynome P qui nous a servi & obtenir la jforme normale du
systéme irréductible régulier (): si 'on met en évidence les coordonnées on a

oo, 0Z 0z
P=34(25)&(ns),
et nous avons observé qu'une transformation (z, z’) donne lieu & lidentité
LA oZ 0z 3 ,, 04 /07
%li <Z, E) Ez (-Z, 5;) = -l- l; (4 527> fi &, a)
On en conclut que l'on a des identités:
YANEEA 0z 0Z .
) 92N S (%N (7 92 =
I (z, ) wa(az,) I (4, =) G=Lub,

ol les z et les 2" sont des variables quelconques. Faisons dans ces identités 2, = o, ...

2’y = @, et en méme temps z,= 'y, ..., 2, = &', : elles ’écriront

0Z h o 0z .
N7 2V =S |\l Z == —
l; (A, 8.1;'> 2 i, j (aw’> l; (A, ax) (=1,...,h).

&= w; + Sa; (t=1,...,n),

Si Ton pose maintenant

en définissant les 8z; par

So_dun_ _bu

1 -A-1 = ... = "A—n s
ol l'on suppose 8z infiniment petit, ce qui revient & prendre

zi=x;+ X (.’L’@) Sz

avec X(f)=g%;+A,%+...+A %

axl n D, ’
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Zy, vy Ly seront des invariants pour la transformation infinitésimale précédente et
Uon aura, par exemple, en écrivant

4 04
5(d2 -5 d .. — £ da) =0,
0Z\ 0Z\ 04,07 04, 0Z
B (o) =0 X (G) == Gt o+ s )
S e e reerereiteeneanitatanaenantatttrtettasettettateatontionines ete. ...
Les formules classiques du changement de variables (#, ') nous permettent aisément

d’obtenir des expressions u; (%Z> telles que P'on ait identiquement

o’ ow
i (5r) =20 ()

on les aurait d’ailleurs immédiatement en résolvant les équations évidentes

L ox o’
205 (30) v (5)

/

Grj=1,.0,h);

(j,s=1,...,h),
avec e =0 pour j#s, ¢ =1.
Les formules o'y = dx. aAi, o'y =148 .aA"’
amk awk a.TL Bwi

donnent alors aisément le coefficient de dz dans le développement de w;, ; (aa%) :

oz’
M, j (ﬂ) = [, ;] + oz . wi+ ...
Ce coefficient w; est un polynome formé avec les dérivées des 4 en L S | |
nous suffit d’égaler les coefficients de 8z dans les deux membres de toutes les

équations qui définissent les I; (Z, g-f,) pour obtenir

0z i o . _
X [zi (Z, %ﬂ = 3 0y(o, 01,0, 00) zj< m) (i=1,...,0) ..(Ry).

Ce systeme (R,) est le systéme résolvant des invariants relatifs I; <Z, %—f) du groupe

de rationalité 1': on voit qu'il est linéaire et homogéne.

Pour obtenir le systeme résolvant dont dépendent les tnvariants absolus

Y
L (4, 'a?)

y 04
b (2.5,
nous poserons, en supprimant l'indice (£ + 1) pour avoir des formules plus simples,

i (7, %-Z) N

., 04
(2 %)
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et le systeme précédent s’écrira
(X (AL) + A@X (l) = lzj‘wij (.Z‘) A,-
X (l) = lijjAj,

d’ol encore
X (M) + ASjojAj=Sim50;  (G=1,.0,k) .eeenennnn (R).

Pour que ce systéme résolvant (R) soit linéaire il faut et il suffit que 'on puisse

choisir T'un des ; (Z, %g) de fagon que tous les w; correspondants soient nuls—c’est-
a-dire que cet I; (Z, Z;—Z) ne renferme pas de dérivées des Z.

19. Lorsque le groupe de rationalité est I' le systéme résolvant ne peut posséder
quw'UNE SEULE SOLUTION RATIONNELLE. Si l'on avait en effet un autre systeme

0z
li (Z, a—%)
—_—\ (G=1,..,k) (o),
> 0z
vérifié par un systeme fondamental au moins 2z, ..., 2,, il est impossible qu’il existe
des solutions communes aux deux systemes (o), (2).
Nous avons vu plus haut que ces deux systémes peuvent recevoir la forme
0z
Ly _ % (= %)
Ly (Z) A ( 0z )

A

oll —AseréduitéLAipouer=xp (p=1,...,n)

o Li(s) _ B <“"’ g%)

3; s . .
ol —-gv” se réduit & N; pour z,=wx,(p=1,...,n). Si tous les A; ne sont pas égaux

C . . S; A; . . .
aux A; de méme indice, les expressions g et KL ne sont pas identiques, mais les

x(F)=0, x(3)=0

\

identités

nous permettent de former un systéme rationnel comprenant les équations, en
nombre 2k:

ou\ . o
Ai <J/, E}:/ . (5,, <.oc, a) .
—-——a'—— = (P.L' (LL), —-——-a—— = ¢% (’lL) (?, = 1, ey ]C),
a(o ) (o 5)

ox ox

et satisfait par un systéme fondamental. Il suffit toujours de prendre le systéme
fondamental qui satisfait pour z =z, aux conditions

@y =Ry (U, ..., uy) (p=1,...,n)
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ol les R, sont n fonctions rationnelles distinctes. Le systéme (3) ne serait donc
pas wrréductible et régulier.

IV. Ezemples. Groupes-types de rationalité.

20. (A) Soit 'équation aux dérivées partielles & trois variables

T(f)—a{+A(zl v,t)af+B(u v,t)f 0,

dont nous désignons par @, y deux solutions distinctes. Si le groupe de rationalité

est (T Y=¢(y), X= & ( ) ol ¢ est arbitraire, les équations de définition

oY oY _
expriment simplement que l'on a XdY = xdy, d’'ott 'on conclut que = 0y et x oy

ou ov sont

les deux invariants au moyen desquels tous les autres s'expriment.

En écrivant que
le systéme

% _ 5 — 20 _
wa~—k——0, “s p=0,
reste invariant par lopération 7' (f), on a les résolvantes que doivent vérifier A et u
(rationnels dans le domaine adopté):

04 0B
b et e e e e reas (R).
BA aB
T +n s =0J

On pourrait aussi déduire de la lequatlon unique & laquelle doit satisfaire le
quotient

dy
ou_x
oy p
ov

On remarquera aisément qu’avec les équations (a) tout systéme irréductible
régulier renferme une autre équation du premier ordre, qui en est une condition
d’intégrabilité :

0z 0y 0Owdy Omw ON

oudv Ovou ou Ov
La méthode générale conduit alors pour la forme normale aux équations

ox ox oy oy op On  O(w y)
Pou a0 _FouMow au o

_ v 0(u, )
Xa_lf = _X@ “a(X,Y)_ TREERRRRIRIEPIPRITeS Q),
0w Oz y)

sur lesquelles on raisonnera. comme plus haut.

Par exemple, si l'on pose

M=\, B, Y), po=p(h Y),
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le systéme de solutions (2, y) de T'(f)=0 qui pour t=t¢, prennent respectivement
les valeurs u et v (systéme principal pour ¢ =t,) est défini par les équations

W02 30 Oy 0y Op 0N 9(xy)

ou v _ Hou v ou v a(u v)
Mo —N  Opo OA, 1
59?_55

On voit quelle est la complication de ces équations, ol interviennent les valeurs
particuliéres de N\ et w; alors que les éléments les plus simples, correspondant au
groupe-type de rationalité, sont définis par les équations

meve oY _ A0 Y M
TM=0 si=ww -3
ov
dont les deux premieres forment un systeme complet qui peut étre quelconque.
21. (B) Considérons encore le cas ol le groupe de rationalité est le groupe fini
_ax+b ay+b
=t d Y= Gy d e ),

a, b, ¢, d étant les constantes arbitraires.

Nous définirons ce groupe par 'équation aux différentielles totales
dXdyY dzdy
X -Yp~ (@—y?
qui nous donne immédiatement les trois invariants du premier ordre

sty ety awdy ey
ou ou owov "~ ov ou _ ov v -y )
(.7; _ y)z 2 (.%‘ — 2/)2 M (w_ :Z/)‘) ................. .
Les fonctions rationnelles A, u, v devront satisfaire au systéme résolvant :
roy+2240 428, 0
ou ou
04 on aA oB :
T () +2 5 0+ (G, + 5, ) w+ 25 1= 0 b s (R),

1‘(:/)+aA v+ 2 %B,L 0
qui ne possedera qu'un seul systéme de solutions rationnelles.

On obtient aisément la forme normale du systéme (3), il suffit de résoudre les
trois équations
0X oY 0X Y +8X oY 0X oY ]
or ow (%)2 x oy ' Oy ox o oy oy 0y (BJ>

(X = Y) \ou X=Y)r ouou + (X —Y)y\ou
XY aXav oXo¥ oX 0¥
2 Oz Ox a_xa_erax ay'*‘ay 0w 8x8y+8m8J> 9 oy dy Oyoy _ + ..(Q),
(X =Y )ouov (X-7Y)y (Bu v ' ov ou (X=Y)rouov

XY 0X 0¥  0X oY 0X oY
Jz 0w jow\*  Ox oy " Oy ox dx oy 81/ Yy (0y
(X = Y)e(av) P TY v aw T X oYy (a )
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par rapport aux trois invariants absolus du groupe. Mais cette résolution n’est pas

nécessaire pour U'application de la méthode de transformation des équations () indiquée
plus haut.

Il convient d’observer ici que si I'on définit (I') par l'invariance de dady 1

@—yy

permutation de z et y est possiblé, on doit donc la faire figurer explicitement
~dans (T").

Les invariants évidents

0w 9y
ou ou
@t oy
ov ov

sont donnés par les équations symétriques

a+B=L, ap=
La résolvante, dont dépend a,

L 9B _ B _ (04 034
7@+ 5, =95, = (4% ~ %)

x|

ov

admet deux solutions a, 8 dont les fonctions symétriques élémentaires sont ration-
nelles.

Si a et B sont rationnels tous deux, la permutation de « et y n’est pas possible:
le systéme irréductible régulier s’'obtiendra en ajoutant aux équations précédentes ()
une nouvelle équation rationnelle qui résulte de ce que

(a+,8)2—45a6=“~~4'1}1{=A2

V‘Z

)

ol A est rationnel: cette équation est simplement

0z dy 0z oy

ouov  0vou

oo oA
(—yy

22. (C) Des circonstances analogues se présentent toutes les fois ot le groupe
de rationalité (I") comprend des transformations finies non engendrées par ses trans-
formations infinitésimales, autrement dit est un groupe compleze.

Supposons par exemple que ce soit le groupe :
X =f(2), Y=g

ol f et g sont arbitraires, la permutation de « et y étant possible. Les quotients

0w oy
o ou
@g =aq, a—g - B’
ov ov

peuvent s'échanger par les transformations du groupe. Ce sont leurs fonctions
symétriques qui sont rationnelles, et si I'on pose

aB =N, a+fB=p
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le systéme irréductible régulier est formé des deux relations identiques :
0z\? 0x 0x 0x\?
(5) =0 a0+ (50) =0) ®
o oty o }a ........................... ,
<8u> K ou ow +A (5@3) =0
9(, y)

2 (. v) +0. Le systéme résolvant dont une seule solution est rationnelle sera
u’

0B 04 oB 04 od
T(w)—n < > L =0
|

avec

+2 22— o

v o ou 50 ~ W 5y =Y
oB 0B 024\ oA [ (R)
PO+, =2 (G, =g ) MGy =0 S

Lorsque a et B sont rationnels, le systéme régulier (), au lieu de se composer
des deux relations linéaires écrites plus haut, comporte trois équations quadratiques,
I'équation nouvelle étant

0
(JC, Z/ ) = — B
0 (u, v)
On verrait sans difficulté que ces équations sont rationnellement distinctes, bien
qu’elles soient fonctionnellement dépendantes.

Les trois équations du systéme irréductible régulier () conduisent aisément & la
forme normale ({2) ol interviennent les quatre invariants relatifs du groupe

0X oY 0X oY 0X oY 0X oY 0X oY 0X0oY

G ow’ oo dy oyow’ Oy oy O ow oy oy ow
Les remarques que l'on vient de faire suffisent pour rendre compte des diverses
circonstances qui peuvent se présenter lorsquon veut utiliser pour la théorie de la
rationalité les types de groupes A m variables (engendrés par leurs transformations

infinitésimales) donnés par Lie et M. Cartan, quand ils sont ¢mprimitefs.

D’abord un groupe G engendré par des transformations infinitésimales peut étre
compris dans un groupe complexe I': on obtient I' en ajoutant & G un nombre fini de

transformations, formant groupe, et appartenant au plus grand groupe H dans lequel
G est tnvariant.

On aura ainsi divers types de groupes I' correspondant aux divers types de
groupes finis contenus dans H.

En outre si I' est imprimitif et se définit comme sous groupe du groupe
Zi=¢;i (2, ... 2p) (t=1, ..., p)
Zj =i (Zps1s +++» Zp+g) (J=p+1,...p+9q)

Zr=wp (2, .. (k=p+qg+...+1, ..., n),

ol les ¢, Yy, ..., wy ... sont arbitraires, il peut arriver que certains ensembles de
variables z, en méme nombre, subissent des transformations appartenant & un méme
groupe (définies par les mémes équations différentielles).

‘s Zps Zp+1; cre Zn)

Le groupe I' comprendra alors normalement les permutations qui échangent
entre eux les éléments homologues de ces ensembles. Il pourra y avoir une réduction,
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par adjonction de grandeurs algébriques du domaine de rationalité [A] & un groupe
engendré par des transformations infinitésimales, mais la forme normale du groupe
restera composée d’équations d’ordre élevé en nombre surabondant, c’est-d-dire que les

premiers membres de ces équations seront rationnellement mais non fonctionellement
distincts.

Il est clair que si le groupe I' est smprimitif et compris dans H, on peut obtenir
pour le systéme irréductible régulier correspondant une forme réduite, que j'appelle
encore forme-type et qu’on obtient en faisant jouer & H le rdle joué dans la théorie
générale par le groupe ponctuel général I',.

On obtiendra ainsi des groupes de rationalité-types identiques & peu de chose
prées aux types de groupes adoptés par Lie: les invariants rationnellement indé-
pendants de ces groupes I' sont connus rationnellement dans [A] et réciproquement
mais le nombre des tnvariants relatifs de 1" (invariants qui subissent toujours une
transformation linéaire, quand on exécute une transformation de H) peut dépasser le
nombre des équations rationnellement distinctes, parce que dans la forme normale

réduite les dénominateurs des premiers membres ne sont plus nécessairement
identiques.
23. (D) Un exemple simple éclaircira cela :
Supposons pour 'équation
7=+ 4 WL 1B w0 -
dont z, ¥ sont deux solutions distinctes, le groupe de rationalité
X =a¢' (y) +¥ (3/)}
Y=¢()

ol ¢ et Y sont arbitraires. Sous cette forme on a, pour le groupe, les équations de
définition

0¥ _, aV_oX
o oy oz’
et Pon obtient immédiatement les invariants fonctionnellement digtincts
oy dwdy _dedy
6_u _ ouov ovou
oy~ " @y —f
ov ov

d’olt Lon peut déduire deux relations linéaires

9y _ % o _ 0w _ 0y _
ou av =0, Bzi—xau_ ov

En leur appliquant la méthode générale, on trouve

aY(ax 7\a_aa) 8Y<€9y 9_3/>=o,

ox \ou ov oy \ou ov
8X oz 0X /oy oy oY ox oY oy\
<8u )“57)) oy <Bu A VBA?)) <8x o +5§ Dv) R
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ol l'on voit apparaitre quatre expressions linéairement distinctes :
oY Y X X
x’ oy’ oz’ oy’
au lieu de trois que demande la théorie si le systéme (A) est wrréductible régulier.

Mais on forme aisément le systéme irréductible régulier qui comporte trois
relations du premier ordre et s'éerit sous la forme normale

ox o ox o\ (0y oy oy Bg/) ox 0y 0z 0y
(5~ X8v> (au K%) (a]"x%) <8u ) # (G 20~ 0 au>

LA ' S
( 8y> oy ox ( 0w ox
ol I'échange de « et y est possible.

Ces trois relations sont du type
A=n>=hk=k?

mais deux d’entre elles, comprenant A, ne permettent jamais de conclure, sans
restriction, h=rk.

Si maintenant on considére (I') comme sous-groupe de

Y=¢() }

.................................... (H),
X=f(z 9

le systéme (A) conduit pour la forme normale réduite &

oy ay 0X

ow 1 * o _ _E_Tﬁ

N TN T 4
ov ow ov oy

oY

avec D_y + 0.
V. Réduction du Groupe de Rationalité.
24. Le probleme de l’intégration logique, pour une équation
X()— ‘a2 +...+Anaa—z=0 ..................... 0,
n

exige la résolution des questions suivantes:

1°.  Détermination de tous les ¢ypes I' de groupes contenus dans le groupe
ponctuel général I',, & n variables z, ..., z, dont les équations de définition sont
rationnelles.

Ce probléeme peut &tre regardé comme résolu en principe par les recherches de
Lie et de M. Cartan.

2°.  Détermination du groupe de rationalité I' de (I).

Chaque type de groupe (I') est caractérisé par un systéme complet d’'invariants

différentiels, quand on y regarde les z comme des fonctions de n variables «,,

non transformées :

ces invariants différentiels sont liés & ceux de I', qui sont les
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dont les coefficients dépendent de «, Zpias o-, &y et des paramétres z,, ..., zp, les Zyy;
& la fois comme fonction des x et des paramétres z.

Il est donc nécessaire d’envisager dans la formation du systéme irréductible

o1 4 Z 4 R (s
régulier (2) les éléments 2—2-’ ey gg—ja—z—:, ... en méme temps que les dérivées
07 ¢z Czl t ZA J 1 dificati i n’attei t

s ey , ... Cela entraine quelques modifications qui n’atteignen
0p.i 0%y 402y ane 4 8
rien d’essentiel.

Des exemples simples suffisent & mettre en évidence ces modifi-
cations.

Observons cependant que les transformations des coefficients des Z,.; (i=1, ...
n—p) peuvent étre de forme beaucoup plus générale que celles des Z,,; entre eux;
comme cela résulte de la recherche des types de groupes intransitifs.

L'exemple évident, signalé par M. Cartan, du groupe
X=w, Y=y, Z=z+f(zv),

ol f est quelconque, ou bien est la solution lu plus générale d'un systéme quelconque,
linéaire, d’équations aux dérivées partielles

(o of of o >_ . .
Eb(x,g/,ﬁaw,;y,...,%é,... —0  (i=1,..., k)

@ coefficients dépendant seulement de x et y et qui peut se présenter pour équation

0z 0z

T(Z)—-§i+0(w,g/, w, t)%—()

sous des conditions faciles & donner—c’est-a-dire pour une équation de premier ordre

aai; =C(z, y, w, t),
dépendant de deux parametres—fait prévoir la complication possible des transfor-
mations du groupe I' de rationalité quand on laisse des parametres dans 'équation
étudiéel.

VI. Comment on tire parti de relations connues satisfuites par un systéme fondamental.

25.  Avant de passer aux applications particuliéres, je signalerai que la considéra-

-

tion des coordonnées d’'un polynome P (Z, aa— , m) permet, par une méthode régulicre de
Vi

calcul, de déduire de tout systéme d’équations rationnelles vérifié par Z,, ..., Z, et
leurs dérivées en @, ..., @, un autre systéme (peut-8tre réductible) ayant la forne
canonique.

Si Ton traite en effet ce systeme de la méme maniere que le systéme

* La théorie précédente d’intégration logique des équations linéaires aux dérivées partielles a été
résumée dans des Notes auw Comptes rendus de U Académic des Sciences (1893, 1895) et développée dans ma
thése (dnnales de UEcole Normale Supérieure, 1898), la définition des systémes irréductibles réguliers aux-
quels s’appliquent exclusivement les raisonnements et conclusions de ma thése a ¢été communiquée en
Octobre 1898, & MM. Painlevé et Vessiot, qui avaient amicalement appelé mon attention sur ’ambiguité de
certains énoncés. La théorie des coordonnées des polynomes, avec son application & la détermination de la
forme mnormale dun systéme irréductible régulier, a été exposée dans un mémoire présenté en 1902
a P’Académie des Sciences et qui a commencé & paraitre aux Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse
(1908).

M. C. 31
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régulier (2) tout ce que nous avons dit subsiste, fors que le nombre % des coordonnées

de P peut 8tre (k+7), ol r est quelconque. En résolvant les & relations obtenues par
rapport &, ..., l; on a le systeme

A .
l; —Zlkﬂ A (C=1, e, ke (A),
i1
d’ou Ton déduit les identités en z, ..., 2y’
Ai,_,' _
X () =0,
qui permettent de former le systeme compatible, rationnel:
AV . . . ;
*&'=wﬁi(21,--~:zn) =1, ..,k j=1, ., ) (B),

olt les w;; sont calculés de manidre que le systeme précédent posséde la solution gui
pour « = x, satisfait aux conditions

xi=R;(z, ..., 2) (t=1, ..., n),
ol les R; sont rationnels et quelconques.

Les équations I; = Sl 045 (=1, ..., k) demeurent inaltérées quand on exécute

sur les z une transformation (z, z') qui conduit d’une solution du systéme (B) & une
autre et réciproquement.

Eu égard & la transformation linéaire des /; quand on passe des z aux 2z’
trouve que ces transformations (z, z’) satisfont aux conditions, en nombre rk:

p% i,p (aa ) @pj (2) + N, ( ) 2 “’tq (2) { 2 7\Ic+<1,m (g:) Wing (') + Mg, b4 (32)}
(t=1,...,k;j=1,...,7)..(C).

On établirait aisément qu'elles définissent un groupe I' dont on a rationnellement les
invariants. Ce groupe n'est pas nécessairement le groupe de rationalité de X (2) =0
puisque () n’est pas méme irréductible.

, on

26. Je voudrais encore faire remarquer quil est aisé de préciser de quel secours
peut étre Uintégration d'une équation

Y(f)=g£+ §f+ B, o,

pour celle d'une autre équatton aux mémes variables

Z(9)= 8g+Agg+ +Ana8 =0.

Soient respectivement Vi, ..., ¥, et Z,, ..., Z, les éléments de deux systemes fonda-

mentaux : §'il existe de tels systémes pour lesquels les transcendantes Y; et Z; ne sont
pas étrangéres, c’est-a-dire pour lesquels on peut ajouter aux équations Y (Y;) =0,

Z (Z;) = 0 des relations rationnelles en Y;, g—? s ooy Zj, gfj, ... dont les coefficients
P P

appartiennent au domaine de rationalité adopté et renfermant effectivement les deux

SUR L'INTEGRATION LOGIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 483

systemes de fonctions Yy, ..., Y5, Z,, ..., Z,; Papplication de la méthode générale qui
a servi & transformer () conduit & les mettre sous la forme

0z .
Q. (Z, ’a%) —wi(®)  G=1,.., k),

0z oY .
QIH—j (Zr %) = Wy (6(}, Y: a_a;: "‘) (] = l) [ER) 74):

ol les Q sont tous les invariants rationnels et rationnellement distincts d’un certain
type de groupe I' de transformations en Z,, ..., Z, et ol les o sont rationnels dans le
domaine [A'] formé par adjonction & [A]de V5, ..., V,. On peut dailleurs supposer
que les wy; sont également des invariants différentiels pour un groupe (y) de trans-
formations en Y, ..., Y.

Enfin le systéme précédent peut étre supposé irréductible et primitif'; il contient
alors normalement des équations

oY
L0 <Y> "a;) = @p 11 () (I=1,...,98),

qui donnent avec les précédentes 'expression rationnelle de tous les invariants distincts
du groupe ().

APPLICATIONS.

1. Hquation du second ordre. Equations différentielles linéaires.

27. Lrétude de I'équation

T(f)_—+A(t,u, v)gi; + B(t, u, v)%%:O,
faite d’aprés les principes précédents, n’entraine pas d’autre difficulté—et celle-la
insurmontable dans le cas général-—que de reconnaitre si un systeme résolvant formé,
a, ou non, une solution rationnelle. En effet Lie, et aprés lui M. Cartan, a donné
tous les types de groupes finis et infinis & deux variables engendrés par leurs trans-
formations infinitésimales et 'on en déduit sans difficulté les groupes complexes. Le
nombre de ces types croit assez vite quand on passe d’'une variable & deux: il y en a
effet une soixantaine et quelques-uns renferment un entier arbitraire. Mais la
plupart sont imprimitifs, cest-a-dire que parmi les invariants différentiels figure par
exemple : -
Y. oY _
oul =

La solution y de 7' (y) = 0 est donc donnée par un systeme complet de deux équations
—systéme qui peut &tre quelconque—et se distingue nettement des autres.

Quand on envisage seulement les groupes primitifs, on n’en trouve que six—dont
trois sont finis:

Groupe général.

Groupe dont les transformations multiplient les aires par une constante.

31-—2
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. 0 (z, y)

Si l'on pose D= 3w v)’
10D o 1aD
Dow=" Daw—H

sont rationnels.
Groupe des transformations qui conservent les aires :

po2@y)
0 (u, v)
est rationnel. C’est le multiplicateur de Jacobi.
Groupe projectif général.
Les invariants s'obtiennent en observant que l'équation aux différentielles
totales, ded?y — dydie=0, demeure inaltérée par les transformations du groupe.
Groupe linéaire général.
Les invariants s'obtiennent en observant que le systéme
d*z=0, d*y=0,
admet 105‘: transformations du groupe.
Groupe linéaire spécial.
Avec les équations précédentes, on a g—((”’;’ ‘Z{}; =D on D est rationnel, c’est-a-dire
)

que I'élément d’intégrale double dzdy est invariant.

Remarquons en passant que toutes les fois o le groupe de rationalité est fini (et
cette remarque est générale) les transcendantes @, y peuvent étre amenées a faire
partie du domaine de rationalité par des adjonctions de transcendantes attachées ¢ des
groupes lindarres.

Ceci augmente l'importance des recherches faites dans les cas ol le groupe de
rationalité est linéaire, ce qui arrive toujours lorsque dans I'équation
0z 0z

o4+ 4,=—=0

0z
X(Z)—a—x-l—Ala‘wl a.%’n

les A; sont linéaires en @y, ..., &,.

On retrouve ainsi comme cas particulier, soit directement, soit en faisant inter-
venir Véguation adjointe de Lagrange, la théorie de M. Emile Picard pour les équations
différentielles linéaires. Mais on n’ajoute rien d’essentiel & cette théorie. Les obser-
vations faites par Fuchs et M. Darboux sur les propriétés des intégrales algébriques
se présentent simplement de fagon nécessaire.

II. Probléme Normal de Lie.

28. Il est bien clair que la théorie dintégration logique des équations aux dérivées
partielles donne le moyen de préciser pour tous les problémes de la théorie des groupes
de Lie (le domaine de rationalité étant fixé) la difficulté de la solution, cette difficulté

étant toujours caractérisée par un groupe de rationalité. Dans certains cas les

avantages qu’elle apporte sont de pure forme, mais il n’en est pas toujours ainsi. Lie
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et ses 6ldves ont fait appel, suivant les méthodes habituelles, & des changements de

variables transcendants et & des déterminations successives d’éléments indissolublement
liés.
Par exemple, Lie est revenu & diverses reprises sur I'étude des systémes complets

d’équations linéaires aux dérivées partielles qui admettent des transformations
infinitésimales. Il énonce ainsi le probléme normal de sa théorie.

Une équation

A(F)=Sa, (@, ..., @) §f=o .............. (1)

Ty

& (7 4+ 1) variables admet les » transformations infinitésimales indépendantes

. )
X (f)=28pn (21, -y @p0) Z)Tf (k=1,...,7),

qui satisfont aux conditions
(X, X)) =Zens X ()3
on suppose qu’il n’existe aucune identité
b (2) A(f)+ 2 (@) Xy () =0,

ol les ¢ sont quelconques et l'on demande d'utiliser le plus possible la connaissance
des Xy (f) pour Uintégration de I’équation.

En supposant que I'équation A (f) = 0 soit la plus générale possible parmi celles
qui satisfont & ces conditions, Lie a indiqué une méthode de détermination successive
des solutions de (1), mais le groupe de rationalité n’a pas été mis en évidence. Clest

ce groupe, qui est lindaire, qui caractérise pour nous la simplification apportée dans
I'intégration.

Par exemple, si les X; forment un groupe ¢ntégrable dépourvu de transformation
distinguée, le systéme obtenu en ajoutant & (1) les équations
X (f)Y+E:(f)=0 @=1,...,7)

ou les K;(f) définissent le groupe adjoint, admet » solutions pour lesquelles on peut
prendre
Zy=e;— @i (@1, ..., Zyyy)

(t=1,...,7).

Les o sont des fonctions de @y, ..., @, attachées ¢ un groupe linéaire tntégrable.

IIL.  Groupes infinis simples. Equations les plus générales qui lewr correspondent.

29. Il résulte des recherches de Lie qu’il existe, a n variables, quatre types de
groupes infinis simples; M. Cartan a démontré quil »’y en a pas d’autres. Ce sont :

(1°) le groupe ponctuel général I', & n variables;

(2°) le groupe V,, dont les transformations conservent les volumes;

(8°) le groupe W, des transformations de contact, qui n’altére pas 'équation
dz— pydw, — ... — ppda, =0

ounn=2k+1cetolzua,..,a, p, ..., prsont les n variables transformées ;
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(4°) le groupe de transformations & n =2k variables qui conserve lintégrale
double

f da,dy, + ... + depdyy,.

I1 est facile d’'indiquer des équations spéciales, dépendant de fonctions rationnelles

arbitraires en nombre aussi grand que possible, dont le groupe de rationalité I' est
l'un de ces groupes simples.

II.—Pour le groupe V,, dont I'équation de définition est

09Xy, 0, Xu)_

0(2yy ovvs @n)

si I'on regarde les «# comme des fonctions de ¢, u,,

., Uy satisfaisant &
_f o of
=7 1aul+~-+Anan .

l'invariant différentiel caractéristique est

D_a(-%'l, . ,xn)
0 (U, onny Up)’
et la résolvante correspondante,

04, 04,
@)+ D (G et 37) =0,
est Péquation au multiplicateur de Jacobi.

On obtiendra P'expression la plus générale
de D, A4,, ..., 4, en posant

aa)1 .
DA; = o (t=1,...,n)
aml aa’z awn J—
avec + ou, + Mty Tt Qun 0.

L’équation cherchée est done

/i _a (wa) a(("2:f) 0 (wn’ f)
DI =5y T oG w T o wn =

ol les w sont des fonctions arbitraires en u,
adopté.

ITI.—Si Von veut que I'équation

dz —pdz, — ... — ppday=0
soit une relation invariante entre (2k + 1) =n solutions, formant un systéme fonda-
mental de l'équation
T(f)—af+A f -+ ...+A%aaf 0,
il faut et il suffit pour cela que les rapports des expressions

oo om__om
ou; f‘aui B ou;

., Uy et t, dans le domaine de rationalité
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solent des invariants pour le groupe de rationalité. On pourra donc poser

dz — pydey, — ... — ppdag=p N du, + ..o+ Agpdtop, + dtlop ),

ol les A; seront des fonctions rationnelles. Ces

invariants devront satisfaire aux
équations résolvantes :

QA aA 2k—+1

m 04, _ o BIA
l(phi)+5ﬁ;p>\1+...+ o, b Nk + Bt p=0 (=1, ..., 2k),

04, . 1. .
'F(p)—l_au 7\41+-..+é,2k )\,k-}-aA’k-H 0’

OMotpa P 0ot 11 =
d’ott Pon conclut simplement :
8A 0Agpyr _ 04, 0Amy) - N
.+ “ous =N\; ot M + . (= , 2k)...(R).

Pour résoudre le systémo (R), je pose

A2k+1=_ {7\0+>V1A1 + ...+ 7\2kA2k},

ol A, est une nouvelle inconnue et l'on reconnait facilement que toutes les dérivées des
A; disparaissent des équations (R). Ces équations sont donc simplement 2k équations
linéaires aux inconnues d,, A4,, ..., Ay et A, demeure arbitraire.

Si l'on pose, pour la symétrie, ¢ = u, et

87\,- O\ L
2 o i, =0,1, ..., 2
T 0w 0w Qe Aj T (,j=0,1,...,2k),

le systeme qui définit les 4, peut s’écrire

wq'0+wilAl+...+wi,gk.A2k=0 (?:=1, R 2]0)

On aura done pour I’équation cherchée

o  of of o 1
0t 0w, T Oy Otpps )
(2T 0o .. @y, o); \1
QT (f)=| eveeeeeemeeimmnnnnanns ‘ —o,
Wok,0  Oop, 1 0 0 1
Ao M Nok 1 I

avec Q =| wy;]-

Quand les A sont pris arbitrairement dans le domaine de rationalité, les 4; sont
également rationnels et le groupe de rationalité est bien W,. Ce résultat est
d’ailleurs 1ié & la réduction de N du, + ... + dugy & sa forme canonique. Il est
nécessaire de supposer les N choisis de facon que la réduite soit bien & (2k +1)
éléments. On peut appliquer ceci & partir de k=1 et former, par exemple, une
équation

v =L a3 oV
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dépendant de trois fonctions rationnelles arbitraires de w, v, w, t et dont le groupe de
rationalité est défini par
dZ — PdX = o (dz — pdx),

c’est-a-dire est le groupe des transformations de contact du plan.
IV.—Supposons enfin qu’il s’agisse d’obtenir une équation

iy 4 U o _
l(f>_at+A’aul+“'+A =0,

% Dty

dont le groupe de rationalité soit formé des transformations qui conservent I’élément
d’intégrale double

da,dy, + ... + dzpdyy,

(les @ et les y étant 2k solutions convenables de 7' (/) = 0).

Si u; et u; sont deux
quelconques des variables u,, ..., uy Vexpression

0 (1, 1) | 0 (22 Yo)

0 (@, Yn)
0 (ug, wy) 0 (w, wy)

0 (us, uy)
est un invariant; désignons par u; son expression rationnelle en %, u,,
forme aisément le systéme des résolvantes pour les u;:

.+
vee, U On

T . aA‘ aA?k _aAl BA%
T (py) +"a-75 Mo+ oo+ ‘aggﬁgk’j —‘5&/—/ J e S au,{

mais ici se présente pour la recherche des 4 une difficulté qui tient & ce que les uy;
ne sont pas arbitraires.

i (Lg=1, ..., 2k) ...(R),

Ils doivent satisfaire & toutes les identités

Opij | Opn | Opai _
6ul + Bui Buj =0

(ij#l=1, ..., 2k),

et ces conditions nécessaires sont suffisantes. Observons qu’en posant

O Oy _
“1'87lj+ +‘7«k%—¢fp

ces fonctions o sont données par les équations— évidemment compatibles :

80',- a()'i ..

295 _ 9% =1, ..., 2k).

E)u,; 8'uj Hij (Z, J ’ C)

On passe de la solution particulitre oy, ... de ces relations & la solution la plus

générale 2;, ... en posant

3= o'i+%% G=1, ..., 2k),
ou Q est arbitraire en w,, ..., uy et t.
On peut donc dire que I’expression
o duy + ... + ooy

est définie & une différentielle totale additive prés d€) par les équations précédentes ;
il en est donc ainsi de

o dyy + ...+ T dyy.
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En d’autres termes, les éléments X, YV les plus généraux qui satisfont aux
conditions imposées sont liés & un systéme particulier #, y par l'équation aux
différentielles totales

X dY, + ...+ Xpd V=2, dy, + ... + zpdy + dQ,

ol ) est arbitraire en t, %, ..., Uy OU bien encore en &, ..., Tg, Yi, ---, Yr €t &

Le groupe de rationalité peut donc aussi se définir comme lensemble des

transformations en @, ..., Tk, Y1, -+, Y& qUi conserve A UNE DIFFERENTIELLE EXACTE
pres la forme

xydyy + ... + wpdyy.

. 0 oyr _ 0w . X
Soit alors 2 (—3;0-:; + ..ty B o + S, (t=1, ..., 2k),

ol w et les #, y sont inconnus; les résolvantes correspondantes sont
Ow 04, aw> 04 ( 0w > .
(o + 22 JON 4 .. 4 2L LA =1, ..., 2k)...(R).
r <o-"“ + au) + ou; (01+8ui SIRIL ous N + OUoss 0 G )e-(R)
T'(w)+ Ayoy+ ...+ Ao =,

ol nous pouvons cette fois regarder ¢ comme connu, les
systéme

Si Yon pose

A sont donnés par le

aO'q; a¢ le’ _ % 8@ aagk) _ . 97
gl (G aui>+...+A2k< 9T 0 (i=1, ..., 2K).

m 8’“7;
L’équation cherchée est donc explicitement
o KA K
ot ow, T Dugy, ‘
ooy | don, 09 |
MT(f)= a—tl S, 0 ... gy |=0,
00y 0
[ T
| ot  OQugy Makiy oo 0

ou M=|pyl|; elle dépend des 2k fonctions o, ..., oy arbitraires dans le domaine
de rationalité. La fonction ¢, si elle n'est pas la dérivée en t d'une fonction du

domaine, doit étre conservée. Lorsque ¢ = %\{; ol ¢ appartient au domaine, on peut

7

supprimer ¢ de P'équation en modifiant les o;.

Tout se passe ici pour les ¢ comme dans le probleme ou il s'agit de déter-

miner oy, 0, M €N %, U, dans un certain domaine de rationalité, de figon que
0oy, 00y

T =p; on n'a pas toutes les solutions en se donnant arbitrairement oy, o,
2 1
dans le domaine.

Les transformations infiniment petites du groupe de rationalité (bien connu
dans la théorie des transformations de contact) sont obtenues en résolvant

S(wdy, + ... +apdyy) =dQ . du,

. 0 .
ce qui donne 'y =+ % Su, Yi=y;— 5? ou (1=1,..., k),
ol ¢ demeure arbitraire,
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IV. Systémes complets d’équations linéaires.
30. Un systeme complet, mis sous la forme de Jacobi, et composé de p relations

& (m+ p) variables, résolubles en g—; e, Z%Z— , définit des transcendantes Z,, ..., Z,,
1 'p

fonctions de (m + p) variables et attachées au groupe ponctuel général Ty, ou & Uun

des sous-groupes types I', dans le domaine de rationalité [A] dont font partie les
coefficients.

La théorie de la rationalité pourrait, en effet, se développer comme pour une
seule équation, p des variables («, ..., #, par exemple) jouant le rdle de la variable
unique z et les autres @y, ..., Ly jouant le réle des variables principales.

Il est bon d’observer que les transcendantes Z,, ..., Z,, seront définies par des
systemes auxiliaires X ¢dentiques & ceux qui se présentent pour (m + 1) variables: il
y aura seulement & envisager pour chacune d’elles les p relations

X,(Z)=0,...,X,(Z)=0,
. .« . . 07 0z
qui sont les seules ou interviennent —, ..., =—.
5, 0wy

Une réduction théorique du probleme permettra de n’ajouter ces relations que
successivement : d’abord toutes celles qui renferment des dérivées en x,, ¢’est-a-dire
X, (2;) =0, puis toutes celles qui renferment des dérivées en ,, etc. Cest & ce méme
point de vue théorique qu’un systeme complet intégrable, de deux équations de Riceati

4 deux variables, se ramene, d’aprés M. Darboux, & deux équations successives & une
seule variable.

Cette observation s’applique encore pour ramener, d’'une maniere générale, la
détermination des fonctions de plusieurs variables attachées & un groupe fini, & une
succession de déterminations de fonctions d'une seule variable attachées au méme groupe,
dans des domaines convenablement choisis.

On peut aussi envisager I'une des équations du systeme et fixer son groupe de
rationalité, sachant qu’elle posséde des solutions qui satisfont aux (m+p— 1) autres
—clest-a-dire appliquer & une seule équation la théorie générale.

La méthode de Jacobi peut d’ailleurs étre présentée comme une simple appli-
cation de cette théorie générale. Supposons, par exemple, que pour l'équation

_ of o _
X(f)—a—w+Alé—a;1+...+Anaxn——0
on sache quune solution au moins, f, vérifie une équation linéaire quon écrit

I o _
B(f)—éTcl+ "'+b”axn“0’
on en déduira immédiatement, en appliquant X (f), ce qui donne
o 04; of _
—B(A=. L o
X[B(f)]=B (f)—blg‘;)+ "'+b"8wn_0’
01‘1 b’,; = X (bD —B (Az) ('L = 1, eeey n).
(B'(f) est précisément le crochet de Jacobi [X, B] obtenu d’un seul coup.)

(t=1, ..., n),
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Si B'(f) est distinct de B(f), on formera de méme X [B'(f)]=B"(f) et

ainsi de suite. On ne s'arréte que lorsque BW (f) est combinaison linéaire de
/ -
B, B, ..., B&™D,

Le systéme ainsi obtenu s'écrit aussi, en regardant f comme fonction de
Zi, eens Zyt

of o e
%B(Zl)‘}‘ es +5;’7‘13(Zn)—0,

o pu— By () —
5y BE (@) 4 e g B (2) = 0,

et puisque lopération X (/) ne laltere pas, on peut en le résolvant par rapport a

o ¥

3% 0 g B tirer un systéme rationnel (3) comprenant k (n — k) relations du premier
1 k

ordre, dont on pourra disposer de maniére qu’il admette une solution z, ..., 2, satis-
faisant pour # =, & des conditions initiales données:

w;=R;(z, ..., zp) (=1, ..., n).

Mais parmi tous ces systémes de k(n —k) relations figurent également ceux qui

résultent des hypotheses g =..= gﬁi =0, f arbitraire en zpyi, ..., Za—, ¢est-a-dire
1 k

les équations linéaires
B (z;) =0, (t=0,1, ..., (k—=1)),(I=k+1, ..., n),

qui expriment que Zgi, ..., Z, sont des solutions communes aux (k+ 1) équations

BO(f)=0, X(f)=0.

Ce sont donc toutes les solutions de ce systéme, et il est nécessaire et suffisant,
pour que Phypothese du début soit justifiée, que k < n.

V. E'quations aux dérivées partielles du premier ordre, non linéaires.
31. On sait quune ntégrale compléte de I'équation
Z (2, @1y veovy Zpy Pry ooy Pn) =@ vvnniininnneaniinnanns, (1),
ol pi=% , peut, d’aprés Lie, étre définie par les équations
Xi(2, @, ooy T, Pry oons Pn) = =1, ...,n)
ol les Z et les X satisfont & une identité
dZ—P,dX,—...— P,dX,=p(dz—pday— ... —pnday)......... (2),
dans laquelle les P sont connus rationnellement du moment ol les X le sont.
Les Z, X, P vérifient les conditions
[Z, X)) =[Xs, Xi] =[Ps, Pr]l=[Pi, Xi] =0,
[P, Xi)=p, [Pi, Z]=pPs

0z 0X, oP;
Zpl=p5,—p [Xupl=p7 [Pupl=r3
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qui sont suffisantes pour lexistence d'une identité (2) et o I'on a posé, suivant

Tusage:
BF o oP odb oF . OF

L’équation [A, F1=0 (1)
N L N . -P P n
3 (2n + 1) variables posseéde donc les solutions X, ..., X,, Z et P B
1
Pour fixer le groupe de rationalité qui leur correspond jobserve qu'un autre
systeme de déterminations,
dZ - QdY,i— ... —QdY,=0c (dz — pidz, — ... — pudzy),
donne dZ — PdX,—...— P,dX,= g (dZ—QdY,— ... —Q,dY,)

Les X et les P sont done définis, par l'identité (2), & une transformation de contact
pres qui conserve Z. 11 est aisé d’en déduire la transformation la plus générale subie

par Xy, ..., X P, P

WP P ; on w’a qu’d former les équations finies d'une transforma-
1

tion de contact en partant des équations directrices, parmi lesquelles on fera figurer
Z =2z

P, P,
Les éléments X1, ..., X,, P‘Z s sont donc en général vnséparables: bien que
1

les (n — 1) derniers s'expriment avec les premiers, les conditions auxquelles ils doivent
satisfaire n’isolent pas les X et on ne peut songer & les déterminer isolément.

Cela n’aurait de sens que si le groupe de rationalité était imprimitif, les X étant
transformés entre eux.

Cependant comme les P font partie du domaine de rationalité défini par les
X on n’augmente pas la difficulté du probléme en se proposant de les obtenir tous.

32. Examinons d’'un peu plus prés I'équation & deux variables
Z(zy 2 p=a
et équation linéaire correspondante
[Z, F1=0
Soit dZ —PdX — QdY =p(dz—pde—qdy);

si nous posons P =740, il existera pour (I) un systeme de 3 solutions X, ¥, 7' qui
satisfont aux deux relations

[X,Y]=0, [T, Y+TX]=0.
Si £, 9, 6 désigne un systéme particulier de valeurs de X, ¥, T on a évidemment
X=X(¢n0642), Y=Y(§902), T=T(En062),
et ces trois fonctions de quatre variables devront satisfaire aux relations

20X, ¥) ,o(X, 1Y)

a5 0) Cam e >
2(1,Y) _40(T, ) T{B(T,X) ea(T,X)}=O

at.0) ot T e e %m0
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qui sont les équations de définition du groupe de rationalité.

Il est facile d’obtenir
ses transformations infinitésimales; soit

X=F+ex, Y=n+ey, T=20+¢t,
I'une de ces transformations olt «, ¥, ¢ sont des fonctions & déterminer de &, 7, 0 ¢t Z;
on aura explicitement
0
wr—-a—(g, y=¢(&n 0, 72)— 98(1)

00’
i—0 ')d) _0¢
on 0’
ol ¢ demeure arbitraire en &, 7, 0, Z.

Parmi les réductions qui peuvent se présenter pour le groupe T, lorsque Z est
choisi de maniére particuliére, je signalerai celle qui correspond & existence dune
solution rationnelle p pour I'équation

Y
[Z pl=p 7, — P

Les éléments P, @), X, ¥V sont donnés par
PdX + QdY =dZ — p(dz — pdz — qdy),
donc définis & une transformation homogéne de contact pres & 2 variables et

X, Y, p sonb donnés & une transformation de contact du plan pres.

2

Si léquation a étudier est
F(w,y, 2,p 9)=0
nous pouvons 'écrire en adjoignant la fonction algébrique g an domaine de rationalité:
1=f (9,2 p).
La méthode de Lagrange conduit & chercher une fonction ¢ («, y, p) telle que
dz = pdx + fdy,

ol p est donné par ¢ («, y, 2, p) = a, soit intégrable par une seule relation en #, y,
dépendant d’'une nouvelle constante. La fonction p est solution de I'équation

lg—/ ¢]1=0

qui s’écrit développée
0p of 9¢ (_ of\op , (of of\ 0
A =5 ~spaw TV Pap)a7+( '+Paz>ap

Elle admet en général trois solutions inséparables. Désignons par yr(, y, z, p) une
seconde solution; pour que les deux équations

¢(.%‘, ,7/, 2, P)=a, ‘\!"(’/1"’ y? %, p>=b’

9 , 0p 09
aw TP o
soient compatibles, il faut o aw:yp ,

wPo o
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et on reconnait immediatement qu’alors
dz — pdx — f(z, y, z, p) dy =N (ddp — wdr),
ol 0 ® o _ 0

définit la troisidme solution. Ces trois éléments ¢, w, Y sont connus & une trans-

formation de contact du plan prés: si f est arbitraire le groupe de rationalité est
done le groupe de transformations de contact du plan.

Il serait facile d’'indiquer tous les types possibles de réduction. Je ferai simple-
ment observer que si z disparait de Uéquation g = f(«, y, p), auquel cas il suffit de
chercher ¢ de fagon que ¢ (z, 9, p) = a rende intégrable pde + f(x, y, p) dy, I'équation

qui définit ¢ est ‘
A (¢)=_E>f 8¢_|_?_3f o¢ —afé=().

ox dp ' Opox Oy

Elle admet le multiplicateur 1, et le groupe de rationalité du cas général est formé
des transformations

33. Des remarques analogues aux précédentes peuvent se faire pour lintégration
d'un systéme en wnvolution

Z=a, Xi=a, ..., X;=ay
Tout se passe comme si, dans la résolution de lidentité
dZ — P,dX,~ ...— P,dX,=p (dz—pde, — ... — ppday),
ou dans l'intégration de [Z, f]=0, on connaissait rationnellement X,, ..., X,.
On sait que la transformation infinitésimale de contact la plus générale en
Zy ®yy eeey Ty Piyoeees Pus

W(f)=§g£+61§£+...+w1%};;+--

est définie par les formules
_ow (oW oWy oW
6= = (Gt rs ) =3,

o W fonction caractéristique est quelconque en z, @y, ..., @n, P1, --v, Pn-

Les transformations qui n’altérent pas les'éléments z, o, ..., @, satisfont donc
aux conditions

- W,

ow ow ow
==7—=0, Sy, — W=0,
op 0pq Po Opg-+i

qui expriment que .

Pn Pn
On déduira de la les transformations infinitésimales subies par

W=pnF<z, Ly, aens xn,-ﬂ-q—il, .. &L;l>.

Poa Pra
,

L1y ooy Ty ™ 3 e

DPn Pn

>
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qui sont les (2n —2¢ —1) solutions du systeme en involution

(Z’(b):(mi’ 4)):0 (i‘—‘l,---,Q),

autres que les solutions rationnelles z, @y, ..., 4.
En posant Wy = %Q)i’l G=1,...,(n—=1)),
n
on aura
oF or or - ol .
.= Wi = — = + Wy 2 = — 2w P — =1, ... ’Hr"‘l)
‘f‘l+t awq+i > Q-+ awqﬂ Qi am“s En “~Wa+1 awqﬂ‘ ( ) ’ ( ) )

ou I est arbitraire en

Zy Ly eeey Xgy  Bggas voes Tny  Ogia, oo-s Ope
Comme I renferme & la fois les # et les w, ces éléments sont donc en général
inséparables: pour que les x se déterminent séparément il faut et il suffit que les

e ne dépendent plus des w, c’est-a-dire que F soit linéaire en gy, «-or @p. Les

subiront alors une transformation ponctuelle et les  les transformations projectives
qui en résultent lorsqu'on étend le groupe ponctuel.

Il est bien évident que la théorie de la rationalité, i la fois logique et nécessaire,
permet de discuter les diverses méthodes proposées par Jacobi, Cauchy, Mayer,
Lie, etc., pour intégrer les équations (ol systémes d’équations) non linéaires & une
inconnue. Les méthodes olt I'on se propose la détermination successive oun partielle
des éléments d’'une intégrale compléte ne se justifient que dans des cas particuliers ;
il n’y a guere que lemploi des caractéristiques de Cauchy (ou de leurs équivalents)

qui peut &tre légitimé.
VI. Probléme de Pfaf.
34. Il s’agit de ramener une forme différentielle donnée
A= aduy + ... + apduy,
a 'un ou & Tautre des types
dy — xydyy — ... — @, dy,,
xdyy + ... + @, dy,,
ou les y et les « sont des fonctions wndépendantes des n variables wu, ..., Up.
1°. SiTon a

les équations

A=azdy, + ...+ x,dy,,

Cl;,jlfl-*- ...+am§n=aifo (1,= 1, ...,/)Z) .................. (1),
Bai aak

ol = S B possédent (n — 2p + 1) systémes de solutions linéairement distinctes

les équations

Xs(f>=fm%;+~-+§nsaa¢—{n=0 (s=1, ..., (n—=2p+1)) ...(A)

formées avec ces solutions constituent un systéme complet dont les solutions sont

Zy @,
Yis Yos «oos Yps U
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Le groupe de rationalité de ce systéme complet est dans le cas général (c’est-
a-dire lorsque que les a; sont pris, dans un domaine de rationalité fixé, de la maniere
)

la plus générale de fagon & satisfaire aux conditions précédentes) le groupe général
des transformations de contact & (2p — 1) variables résultant de l'identité

w1<dyl+%dy2+...+§?dyz,)=X1(le+3Y(2le+ +%dxp>,
an 1 1 “+1

Les éléments v, — sont done en général inséparables; les transformations du groupe
&y

de rationalité les échangent les uns dans les autres. -Toute tentative de détermina-
tion séparée des y et des @ ne peut avoir de sens que §’il y a une réduction du groupe
de rationalité et s’il devient un groupe de transformations ponctuelles en y,, ..., Yn
étendu.

Quand le systéme complet (4) est intégré, la fonction 2, est connue explicitement.
2°. Si Ton a
les équations (1) ne sont satisfaites que si £=0 et possdédent (n—2p) solutions

linéairement distinctes; le systeme complet

Xs(f)=§w%+...+§ma—f 0 o, (A,

oy

formé avec ces solutions, admet lui-méme les solutions

A=dy—xdy, — ... — z,dy,,

Yis ooes Yp>s Lis vevs Tps
son groupe de rationalité est dans le cas général défini par lidentité
X dYi+ ...+ Xpdy, =adys + ... + xpdy, + dQ,

ot Q demeure arbitraire en @, ..., @, Y, ..., Y. Clest donc le groupe svmple pour
lequel Vélément d'intégrale double daydy, + ... + da,dy, demeure imvariant.

Ici encore toute tentative de détermination séparée ou successive des éléments
Try ooy Tpy Yy ---5 Yp a de sens que si le groupe de rationalité se réduit. Dans le cas
ol ce groupe est réduit & un groupe ponctuel en y,, ..., ¥, étendu, on pourra trouver
un systéme définissant seulement les y; les  seront alors connus sans nouvelle inté-
gration. On observera ici que lorsque le systeme (A) est intégré, y est donné par une
quadrature de différentielle totale.

Les remarques précédentes nous permettraient avec le tableau des types de
groupes .de contact & 2p+1 ou 2p variables d’indiquer sans difficulté tous les cas
de réduction qui peuvent se présenter dans la détermination de la forme canonique
de A.

Si expression A est inconditionnelle, ¢est-a-dire si'on a n=2p ou n=2p +1, le
systéme (A) se réduit & une seule équation, qui se trouve pour des raisons évidentes
stre celle obtenue dans la formation des équations les plus générales & groupes simples.

35. Pour terminer cet exposé, déja trop long, je me bornerai & signaler que la
théorie de la rationalité sapplique encore dans l'étude des groupes de fonctions
introduits par Lie (détermination des fonctions distinguées d'un groupe, réduction
du groupe i la forme canonique, ete....), dans celle des équations aux dérivées
partielles du second ordre qui peuvent sintégrer par les méthodes de Monge,
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ale des systemes d’équations

énér

7

d’Ampere ou de M. Darboux, enfin dans 'étude g

A

re ou

linéaires aux différentielles totales: la transformation du systeme en un aut

le -nombre des différentielles est réduit & sa plus petite valeur peut se faire par

I'intégration d'un certain systeme complet (E. V. Weber, Cartan) dont il y a lieu

de préciser le groupe de rationalité.

J’ai indiqué en détail pour le premier ordre, comment, en remplacant le mot

rattonnel par rationnel dans un certain voisinage, on pouvait déduire de 1

a méme

10n

at

e équ

se des domaines singuliers d’un

7

écl

classification pr

eorie une

7

th

=O,

0z
" 0y,

(ou d’un systeme complet) basée sur la nature des invariants différentiels rationnels

+...4+4

4,2
1

0z
ox

X (2)

Le principe de cette classification. subsiste dans le cas général,

dans ce votsinage.

puisque la réduction d’un systeme irréductible régulier a la forme normale et 'unicité

solvant relatif au groupe I" (qui remplace le groupe de

eme r1é

\

des solutions du syst

Il y a l& un domaine

J'on rencontre des difficult

rationalité au voisinage du domaine étudié) se conservent.

’
es.

.

als ol

s, alors que les applications précédentes sont de nature facile.

Enfin le probl

la curiosité des chercheurs—m

.
&

e ouvert

immens

1

sérieuse

’

crminé

bien dét

ste, dans un domaine de rationalité

eéme qui consi
tre, par un nombre limat

\

>

Vavance de calculs élémentaires, quel est

\
(47

, & reconnai ¢
le groupe de rationalité d’une équation donnée

A

[A]

b

0wy,

0z 0z
+A18751 4,

0z
ox

s'impose également & lattention.

X (2)

La principale difficulté est toujours la détermina-

tion de tous les polynomes P irréductibles dans [A], qui satisfont & une identité

X (P)=MP.

Ce n'est que dans des cas exceptionnels qu’on peut le résoudre.




