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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DE LA GEOMETRIE

PAr JurLes DRAcCH.

La théorie d’intégration, que jai développée sous le nom de théorie de la
rationalité ou intégration logique (et dont on trouvera les points essentiels dans
ma Communication au Congres, Section d’Analyse), donne pour les équations
différentielles de la Géométrie des méthodes réguliéres permettant de prévoir des
réductions dans la difficulté de Uintégration, c'est-a-dire une réduction duw groupe
de rationalité.

On ramene ainsi des propositions classiques, dues & I'ingéniosité des géometres,
4 leur source analytique commune et on peut, sans difficulté, en indiquer de
nouvelles.

Jappelle équations différentielles de la Géométrie, celles ol interviennent ou
des fonctions arbitraires ou des fonctions que l'on regarde comme données mais dont
on ne précise pas la nature transcendante.

Le domaine des fonctions que l'on doit regarder comme données ou connues, se
compose donc des fonctions rationnelles de certains éléments qui ont été représentés
par un signe explicite (je dirai ewxplicitées) et ce domaine comprendra toujours, avec

. . . op 0
une fonction ¢ (2, ) de deux variables par exemple, toutes ses dérivées a—i, ;,

Yy
Ainsi il est bien entendu gu'on nexplicite pas un signe fonctionnel d’opération: log u
ou sin u ne font pas nécessairement partie du domaine qui comprend u; les seules
fonctions de u qui appartiennent toujours & ce domaine sont les fonctions rationnelles
de u et de ses dérivées dont les coefficients sont rationnels par rapport aux autres
éléments du domaine.

L'incertitude ou l'on est de la nature des transcendantes données ne permet pas
d’aboutir & des conclusions précises sur l'intégration, sauf dans le cas général; ce
n'est que si les transcendantes sont définies par un systéme irréductible a partir
des éléments rationnels absolus (variables et constantes arbitraires) que la théorie

de lUintégration logigue peut s’appliquer jusqu'au bout.

Il s'agit donc seulement ici d’'une application particuliére et partielle de la
théorie de la rationalité: les propositions analytiques ne sont pas distinctes de
celles qui interviennent dans cette théorie.

M. C. IL 10




146 JULES DRACH

Equations du premier ordre.
1. Soit unc équation du premier ordre
AV =AU o ooiiiiniiiiii i (1),

o m est une fonction donnée de w et v. Supposons que Uon connaisse, pour les
courbes
¢ (u, v) = const.

’

quev satisfont d Uéquation (1), une propriété géométrique: de quelle utilité cette con-
naissance peut-elle étre pour U'intégration de (1)? Considérons d’abord le cas ol les
courbes étant tracées sur une surface (8), d’élément linéaire donné par

ds?= Edu®*+ 2F dudv + G dv?,

la propriété géométrique en question se conserve dans une déformation continue
de (S); elle s’exprime alors par une relation,

B(p, I, (¢), L(p), ..., Q, [,(Q),...) =0 eerririinin. (2),
entre les wnvariants de Beltrami de la fonction ¢ (c’est-d-dire les paramétres diffé-
rentiels A($), A,(¢p), A(P, AP),...) et les <nvariants absolus du ds* (ou de
Minding) déduits de la courbure totale Q par l'application & Q des opérateurs

A(P), Bs(¢), -... Cette relation (2) peut étre regardée comme une forme réduite
de la relation

R(®, I,(®), I,(D), ...

o @ est une fonction arbitraire de ¢.

QI (Q),...)=

Si la relation (3) ne renferme qu’en apparence la fonction ®, c’est-a-dire si elle

0 0¢

garde la méme forme en ¢, ER U quel que soit ® nous ne tirons aucun parti

de la connaissance de (2): elle est simplement l'équation aux dérivées partielles
3‘1’ 09

qui définit le rapport m——é(—;b. Elle ne renferme donc que le quotient % et ses
ov v

dérivées.
Ezemples: La relation A¢p =0; la relation -pl=F(Q, A(Q), ...) ou 1 est la
¢ Pe

courbure géodésique de la courbe ¢ =const. et F une fonction quelconque des
invariants absolus; la relation qui exprime que les lignes pour lesquelles dv =mdu
sont des asymptotiques sur I'une des déformées de (S).

(\ , dd

Si la relation (3) renferme ®, @', ®”, ... ([on P =d_¢’ ) lorsqu’on tient

compte des formules de transformation :

0D_ 0 PO

—p P g (0P
ou ou’ ow = ou? +@ <8u> >

et si on 'identifie & I'une de ses réduites (obtenue en particularisant ®), on obtiendra
un systeme différentiel qui définit, au moyen de ¢, 'une des expressions suivantes:
D P 3 (@”)2

R A T AV Y
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Suivant les cas, on déduira de (8) par une méthode réguliére, qui consiste
essentiellement dans la formation des conditions d’intégrabilité de (1) et (3), c’est-
a-dire, comme on l'a vu en Analyse, dans l’application de T'opération

qui donne par exemple:

, (0  Om 0P
X (av> + 5{}‘ % =0,
0% om 0°¢p | *m O _
X< ) +e v 0v® + ov® ov =0

une équation dont l'ordre différentiel ne dépasse pas trois et qui définit implicite-
ment l'une des expressions:

v TH\*
34’ . 34’ 3o
Do O 33 2| 5%
ov ov

Toutes les autres équations satisfaites par ¢ sont des conséquences de cette
relation unique. On peut donc ajouter & I'équation:

x(@)=22 4 m¥ 0,

u ov
I'une des équations:

i o e 0°¢ o¢
; T T =J ov’
a¢ 83¢> 3 0*P\? op\?
o o (%) —I<5ﬁ)’

ou R, K,J, I sont connus en wu, v sans intégration. Les équations qui définissent
m sont alors, respectivement :

X(R)=0, X (K)+ K?ﬂ—o, X(J)+Ja—”1+aa$_o,
8m *m
X(I)+2I + 5 = =0.

On observera que si les expressions de R, K, J, I sont, par rapport aux dérivées
de m, d’ordre p, 'équation aux dérivées partielles que doit vérifier m est d’ordre au
plus égal & (p+ 3).

Si les éléments qui figurent dans (1) et dans (2) appartiennent & un domaine
de rationalité [A] bien défini, on pourra préciser dans ce domaine la réduction
ultérieure de l'intégration de (1), s’il en existe une qui ne soit pas uniquement
celle signalée plus haut.

Remarque: Tout ce que nous venons de dire s’applique uniquement aux
solutions propres de (2), c'est-h-dire & celles qui ne satisfont & aucune relation
d’ordre inférieur par rapport aux dérivées de ¢. IL’équation (2) peut posséder des

10—2
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solutions particuliéres impropres qui pourront étre traitées par la méme méthode
mais conduiront & des conclusions différentes. Ainsi A,¢ =0 qui définit sur une
surface les lignes isothermes peut posséder des solutions de A¢p = F (¢); cela arrive
sur toutes les surfaces dont I'élément linéaire peut s’écrire d8?=F—($) (dep® + dr?),
c’est-a-dire qui sont applicables sur des surfaces de révolution. Pour les solutions
propres de A,¢ =0, la méthode conduit & la connaissance de J; pour les autres
on a K.

Ezxemples: Si la relation (2) est:
1
—=¢F(Q, AQ),...)
Pe

ol l'on désigne par pg le rayon de courbure géodésique des courbes ¢ (u, v) = const.,
elle donne ¢ sans intégration.

On a de méme sans intégration, connaissant seulement leur équation diffé-
rentielle, les lignes qui sur une déformée de (S) sont sur des sphéres concentriques ;

pour celles qui sont dans des plans paralléles on connaitra aaif =K en méme temps
que m (u, v), sauf si ces plans sont isotropes, auquel cas on ne connaitra que

o' 0¢

o=

I1 peut exister, pour certaines formes du ds?, des cas d’exception qui s'inter-
prétent aisément.

La relation

A2¢=F<Q, A(Q), ..., ’;1;, )

donnera, %%)’ cest-a-dire un multiplicateur de l'équation (1) dv —mdu =0; les

relations
A($, Ad)=0 ou A(Ad)=0
’¢ oo

5, c'est-d-dire la dérivée logarithmique d’un multipli-

donnent seulement == :
o0 " ov

cateur.
De méme si l'on connait I'dquation différentielle
dv—mdu=0 ...cciiiiiiiiiii 1)

des lignes ¢ (u, v) = const. qui permettent de mettre un élément linéaire donné sous
la forme

ds* = ad¢?® + ; dr?,

¢ 0

ov* " ov
lignes ¢ (u, v) = const. telles que

ds* = cos® ad?® + sin® ad®.

Enfin si la relation (2) est

on connait également

=J sans intégration. Il en est de méme pour les

A A gy - | H L3P o
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on peut obtenir sans intégration :

as¢ aQ_qS 2
ot 3| 0v?

5% 2\3 )=
ov ov

et I'intégration de (1) se raméne, & deux quadratures pres, a celle de deux équations
de Riccati.

2. Il est clair que ce qui permet la théorie précédente c’est I'intervention du
groupe ponctuel ® =D (¢); on peut donc appliquer la méthode & une propriété
géométrique quelconque du faisceauw de courbes ¢ (u,v) =const. dont on suppose
connue Uéquation différentielle

cette propriété étant exprimée par une relation, de nature quelconque, entre les
invariants géométriques, qui se ramene, en derniére analyse, & une relation entre

2, 3,
u, v, P, %Lf, 274:, g—;f Par exemple si 'on suppose que sur la surface

z=z(u,v), Y=y, v), 2=2(U V) .cviriiiieriin.. (S),

les courbes définies par (1) sont planes, ou sphériques, ou tracées sur des surfaces
algébriques de degré connu, on les obtient sans intégration.

Ainsi, soit A(p)= g%i: +m %%) =0 i (a),

dans I'hypotheése ol les courbes ¢ (u, v) = const. sont planes on peut, si elles ne sont
pas des droites, définir I'intégrale de (a) par la relation: z=az+By+v ol a, B, v
sont des solutions de 4 (¢)=0. Deux d’entre elles sont des fonctions entierement
déterminées de la troisieme.

En appliquant P'opération A (f) on obtient les équations
4 (z)=ad (2)+ B4 (y),
A,(2)=ad,(x)+ BA:(y), avec 4;(w)=A4 (4 (w)),
et lensemble de ces trois relations détermine a, B, 4. Deux de ces expressions
a et B seront d’ailleurs des fonctions de «, si o est variable.
L’équation aux dérivées partielles que doit vérifier m est simplement:
A () A (@ 4|
| 4,(2) Ay(=) 4.(y) |=0.
A;5(2) Az(z) A;(y)
Le cas d’exception, ou les lignes ¢ = const. sont des droites, se reconnait
a ce que:

A(z) A@ A’

on n’a que deux équations distinctes pour trouver a, B, v et les droites sont les
axes des faisceaux de plans ainsi obtenus. D’ailleurs elles sont & priori connues
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puisqu’en un point de (S) I'équation (1) donne la direction de la tangente & la
courbe.

s Ao O . . .
On connait de méme %’ sur les lignes telles que la dérivée de ¢ suivant la
direction conjuguée de la tangente & ¢ = const. est une fonction de ¢ (sauf si cette

fonction est nulle): I'équation (2) est alors

Iy s

o ov ov ou ov —F($)
. ,«¢ 09 0b _ 10 (1, 0% pody . B ’
\/E DY op (D92 p TI(5- av>+
¢ ¢>

On connait simplement

507 -5y POUT les lignes qui satisfont & A, (¢) =0, A,

étant un parametre analogue a ce1u1 de Beltrami mais construit avec une forme
différentielle quadratique quelconque, par exemple avec

Ddw? + 2D'dudv + D" dv?; ete.

On forme sans difficulté des exemples ol la propriété géométrique dont nous
supposons l'existence n’entraine que la connaissance de

axd) 324) 2
@ 3 ) _,.
op 2\ o9 | 7’
v £

celui signalé plus haut s’applique encore lorsque A¢ et A,¢p sont construits avec
une forme quadratique quelconque, définie sur (S), au lieu du carré de I’élément
linéaire.

3. Les raisonnements précédents se transportent, sans y rien changer d’essentiel,
4 un systéme complet d’équations linéaires aux dérivées partielles qui n'admet qu'une
solution.

On saura donc, par une méthode réguliére, tirer parti de la connaissance
d’une propriété géométrique de la famille de surfaces

¢ (2, y, z) = const.

our la détermination de au moyen d'un systéme complet connu :
P

op 04 09
ox ﬂ_az
XTYT7Z

quon peut toujours regarder comme définissant les surfaces normales aux courbes
de la congruence:

dz _dy dz
X Y Z
On se trouve ici dans le cas ol, identiquement:
G-+ Ga-%) 7 (5 %) -
0z 0y ox 0z oy oz
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Si l'on sait, par exemple, que les surfaces ¢ = const. forment une famille isotherme,
on a:
Dy 2 Ap=F (),

S R R VS R

U

On en déduit la connaissance de %, c’est-d-dire que ¢ sera défini & une

transformation linéaire prés, par des relations obtenues sans intégration. Si ces
surfaces ¢ =const. sont des plans ou des sphéres ou des surfaces algébriques de
degré connu, ou méme des surfaces transcendantes définies par une relation de forme
connue en z, ¥y, z

Q (2, y, 2) =0,
on les obtient sans intégration.
Si les surfaces ¢ = const. sont orthogonales aux surfaces A¢ = const., auquel cas
A (¢, Ap) =0, on peut encore déduire de la %l,/ c’est-d-dire que ¢ est défini aux

transformations prés du groupe linéaire. Enfin ¢ serait défini aux transformations
pres du groupe projectif, si Uon avait

N R Y el R )

4. La méthode générale, employée pour édifier la théorie de la rationalité,
donne aussi un procédé régulier pour déduire de la connaissance d’une propriété
géométrique du réseau des courbes

¢ (u, v) = const., r(u, v) = const,,

définies respectivement par les équations:

4 (¢) = 8¢+ma¢ O ),
By = enao @),

une réduction du groupe de rationalité de ces équations. Sil'on connait une relation

(u o ¢ % a¢ gV 4 ...>=o ........................ 3),

d’ordre quelconque par rapport aux dérivées de ¢ et de 4, I'application de I'opérateur

A (w) qui donne
A(08) 228y,

ov ov ov
et aussi A(\[r)+(n—-m)%\!—r=0,
(O >y On oY
4 (G0)+=m S5 T =0
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et par suite n’introduit pas d'éléments ¢, %, . autres que ceux qui figurent

dans R, conduit & une relation

F(d),%%, ) = <u,'v v, ’)‘P, ety aE;)_v\!”) .................. (4),

dont (3) et toutes les autres sont des conséquences, et dont le premier membre est
l'un des quatre invariants:

¢ e\
g w3 o)
2 =K, ov: o /. op 2\ 0¢ =1
o ov
L’équation : AFEP)=AG) v (5),

peut alors, en tenant compte des équations résolvantes

A($)=0, A(K)+KA——_0 A(J)+J?—”—Z Fm_o, ATy 20 4 L™,

ov? ov  ov?
dtre débarrassée de ¢ et de ses dérivées. Elle est donc une relation connue entre
\!f orTiyr
u, v, v, g

Mais nous savons qu’on en peut toujours déduire une relation analogue donnant
explicitement en u, v 'un des quatre invariants :

G s\
G T N T

Vo S ar o 9 2\ o
ov ov

Il est donc loisible de supposer tout de suite que dans R (ou dans @) la fonction
4r ne figure qu’au second ordre.

Les types possibles de relations entre ¢ et r peuvent ains étre établis a priori et
la réduction de Uintégration de (1) et de (2) précisée pour chacun d’eux. On observera
que l'équation (2) est nécessairement spéciale, et comme on aurait pu permuter le role
de ¢ et Y, il en est de méme de (1). Toute propriété géométrique du réseau (¢, V)
qui conduit & une relation (3) [¢’est-d-dire qui ne s’exprime pas par une relation entre
u, v, m, n et leurs dérivées] donnera donc, en derniére analyse, une des relations-types
dont nous venons d’établir I'existence.

(a) Supposons, par exemple, qu’il existe une relation

b=F(u v, V)
ol Y est connu, c’est-a-dire que l'intégration de (1) se ramene & celle de (2) et
réciproquement (sans d’ailleurs qu’aucune d’elles s'intégre explicitement); on aura
dans ce cas l'identité:

BF BF BF o
4 F)= ot ( m=mn) KD =0,

d’out résulte entre \p , %, v une relation du premier ordre, & laquelle nous pouvons
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supposer la forme :
oy _
% =K, (u, v).

La fonction F (qui dépend de ) doit donc vérifier identiquement la relation
?}TIS_*' -a£+%‘(m—n)1{1=0,
et cette condition est suffisante. On cbserve que F peut tre supposé linéaire en yr
et 'on trouve immédiatement
F=+4 4+ B(u v),
A(B)+(m—n)K,=0.

En résumé st Uéquation (2):

avec la condition :

B=2r 10 =0,

posséde le multiplicateur K,, c’est-a-dire si

B(K)+ K, 2 =0,

I’équation (1) A(¢>)—5L+ 84) =0, ov ’on a pris m de maniére & vérifier la

condition :

86 nK1+m<a’8+K)

posséde une solution ¢, lide '\]/‘ par la relation: ¢=y + L.

L’équation (1) posséde évidemment le multiplicateur connu

(b) Si la relation unique, supposée connue, a la forme

¢=F(u, v, \]f,%’j),

elle donnera de méme

A(F)_zg' aF*@( )\b‘ oF {(ﬂ_)a\p ana\p} 0

or > o v v
( ov
d’ou I'on conclut 'existence d’une relation connue :
Y o
ov: S v’
ol J; ne dépend que de u, v et vérifie:
872 8?71
B (J)) + 51; =0.
L’identité
oF 8E o aF N OF

dut M T MmN 5 5y {(m_”)‘f_ﬁ_v}a_v;('a:'«l»fo’
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conduit aisément & 'expression unigue :

- o
F—C\{/‘+a%,

acceptable sous la condition :

A(a)+a{(m—n)Jl-—g—Z}+c(m——n)=0 (c#0).

On peut encore prendre a arbitrairement et déterminer m par cette relation.

Drailleurs 1'équation :
op oo\ 0y i]r
v (c + 8v> ov +ad,
oy

jointe & celle qui donne ¢, permet d’exprimer exp,hc1tement ¥ et 5, U moyen de ¢
9, ..
et P lorsque ¢ #+ 0.

Si l'on a ¢ = 0, auquel cas

0¢p _ (0a a\[r
¢= (év)’ ov (Bv+ J)
log ¢ est donné par une quadrature ; une autre quadrature est nécessaire pour obtenir
4 quand ¢ est supposé connu. La correspondance entre les solutions des équations
(1) et (2) est évidente.
(¢) Pour épuiser I'étude des cas ol ¢ est explicitement connu quand on a
intégré (2), il reste & examiner l’hypothése-
8\[r 621[r>
p=F \u UV m s Ty
La fonction F devra satisfaire 1dent1quement a la relation :
or oF 0 o oF Y on 8\,!»}
Bu+m'5v+a_\f;(m— )%4_8(%){( )av“’ ov v
ov

oF 0*r an Y Pn ai}
TN 82\{r){(m e 20 v ow) O
( ov?
o A N A A
ou I'on suppose o o (av;> =1, (81)) >
I, étant connu en u, v et vérifiant :
B(1)+2L 2+ T ~o.

La réduction de F & sa forme la plus simple donnera, en observant que F' est
déterminé aux transformations prés qui remplacent yr par £ (yr) ou f est arbitraire :

(82,4,)2 82,\’,.
Fea 8112.4_,8 ov? Y

N

* L’hypothése ¢p =a (g—zs) , ol p est entier, se raméne & celle-1a par extraction de la racine piéme de a.
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ol B, v sont des fonctions de u, v seul qui s’expriment explicitement au moyen de
a (u, v) et de ses dérivées. Cette derniere satisfait & une condition du troisiéme ordre
facile & former, qui, jointe & la résolvante 7,, caractérise ce cas.

o op o

En général == s’exprime rationnellement en ¢, .=, ¢ ,
g ov’ ov?

ov

et il existe une relation

2

donnant explicitement %:: au moyen de ¢, %%) , U, V.

Remarque. 11 est clair que tout ce que nous venons de dire au sujet de I'inté-
gration simultanée de deux équations du premier ordre, pourra se répéter, avec des
changements évidents, pour trois ou un plus grand nombre d’équations.

Nous avons donc la possibilité par une méthode réguliére d'utiliser la connaissance

d’une propriété géométrique du systéme des courbes
a (u, v) = const., B (u, v) =const., «(u,v)=const., ...

pour l'intégration des équations du premier ordre qui définissent séparément ces
courbes.

Ezemples géométriques.

Supposons qu’il s'agisse de mettre un élément linéaire connu sous la forme

ds® = a*d¢® — 2dPdr + c*dr?,

et que l'on connaisse les équations

A(¢>)——+ma¢ 0, B(\p):%’ﬂ W _y

ov ov
qui définissent ¢ et . La relation
Y CIRD)
ApAYy — D% (p, V)
. ap
donnera explicitement o v = 6 (u, v),
et 'on en déduira aisément les expressions de
o v
ov? ov?
E%- et de @
ov ov

au moyen de u et v.
Supposons de méme que les courbes ¢ = const., Y = const., définies par
4($)=0, B({)=0,
satisfassent & la condition A (¢, AYr)=A¢; on en déduira une relation donnant

o oY . . N Yy Y

au moyen de -, —-, puis une relation en u, v, =, ——, ——
Y P P Y vt o

ov
. .. . R 0’ 0¢
expression explicite de I,. On aurait de méme == LAy =

ov*

o¢
ov

c’est-a-dire une

=J (u, v), explicitement

en u, v.
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On retrouve aisément aussi les propositions classiques en Géométrie: 'l s’agit
de mettre un ds* sous une forme connue

=20(¢, ¥)dpdy,

on a, avec les dquations différentielles des courbes ¢ = const., Yr = const., la condition

1

d’ott I'on déduira explicitement ¢ et 4, sauf 1° si QO a la forme F (¢ —+) (F quelcon-
o

. . . 0 .
que surfaces de révolution) auquel cas on ne connait que P et fAd , 2% s1 Q a la forme
v

ov

auquel cas on n’a que les invariants du groupe qui conserve —— -

(¢p— ‘I’)z
étudié dans ma communication en Analyse: ¢ et J» sont définis & une méme trans-
formation projective pres.

Des remarques analogues peuvent se faire lorsque Q n’est pas entierement connu,
mais satisfait & certaines équations aux dérivées partielles. Elles redonneraient, par
exemple, la théorie de la réduction d'un ds? & la forme de Liouville, avec la discussion
correspondante.

,
Equations du second ordre.

5. La méthode que nous venons d’exposer pour une ou plusieurs équations du

premier ordre, s'applique quels que soient l'ordre et le nombre des équations diffé-
rentielles ordinaires que l'on considére. En Géométrie, le cas des équations du second
ordre (ou des équations linéaires aux dérivées partielles & trois variables z, y, 2) est
particuliérement important. Le groupe de transformations qui intervient est le groupe
général & deux variables et le nombre des types de réductions possibles est voisin de
soixante.

Si l'on définit la congruence des courbes I'

¢ (z, y, z) =const., (=, y, z)=const.,
A(@P)=A () =0.ceiiiiiiiiiiin (1),

ou A(f)= Xaf+ Yaf+Zg£
on saura par une méthode réguliére, tirer parti, pour l'intégration des équations (1),
de la connaissance d'une propriété géométrique quelconque des courbes I' et 'on
obtiendra toujours, en définitive, Pexpression explicite, au moyen de z, y, z, des

invariants différentiels en ¢, g;’ %f e, %iy!’, %‘g,

groupes de transformations en ¢, -

par les équations:

. de Tun des types de

Il en sera de méme si 'on connait pour un systeme de deux congruences de
courbes ¢p=a, Yr=0b; $,=a,, Yy, =>0, une propriété géométrique et si l'on cherche
& en tirer parti pour la détermination de l'une ou de l'autre congruence & partir de
ses équations différentielles. Mais le nombre des types de relations possibles, entre
b, Y et leurs dérivées d'une part, ¢, Y et leurs dérivées d’autre part, types qu’on
peut établir a priori, est extrémement dlevé.
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Je me bornerai & indiquer des exemples tout & fait simples.

(a) Supposons (ue les courbes ¢ =const., Y = const., définies par le systeme

doz _dy dz
L S g et (1)

<ou les équations 4 (¢)=0, A (Yy)=0 avec 4 (f) = af af + na—f> , soient planes.

On pourra poser: z=oaz+ By +ry, a, B, o étant des fonctions & déterminer de
¢ et

Si deux de ces fonctions, @ et B par exemple, sont distinctes en ¢ et , on
pourra prendre ¢=a, Y=L et I'on aura en appliquant l'opération A (f):

n=a+ Bm,
A(n)=  BA(m),

qui donnent explicitement « et B en «, y, z. La condition qui exprime que les courbes

sont planes est :
A, (n) _ i‘ligi(fm;)

Ay A(@m)’

Si a, B, v sont fonctions d'un seul argument, et si a n’est pas constant, on pourra
prendre ¢ =a; a et B seront donnés comme plus haut, mais B sera une fonction de
a, d’ailleurs connue, et il en sera de méme de y. On connaitra donc explicitement
¢; la détermination de y» dépendra d'une équation & deux variables, renfermant le
parametre ¢.

En résumé si les plans qui renferment les courbes de la congruence dépendent
de deux parametres, chaque plan ne contient qu'un nombre limité de courbes qu’on
obtient sans intégration ; si ces plans ne dépendent que d’'un parameétre, on a toujours
ces plans sans intégration, mais les courbes qui sont dans chacun d’eux sont données
par une équation différentielle du premier ordre qui peut étre quelconque. Cela
g’étend au cas ou les courbes de la congruence sont sur des sphéres, des surfaces
algébriques de degré connu, ou méme des surfaces transcendantes dont I'équation
Q(z,y,z)=0 a une forme connue en z, y, z

(b) Supposons qu’il s'agisse de déterminer les trajectoires orthogonales d’une
famille de surfaces

f(z,y,2)=a,
qui soit une famille de Lamé. En posant:

of o9 | of 99 of og
Alf9)= 5‘0%+8y81+azaz

on a pour les inconnues ¢, Y les trois conditions:

A(fid)=0, A(fiv)=0, A(¢,¥)=0.
La dernitre, transformée par la méthode générale, s’écrit :

od oV 0P oV afb o 0P 0¥ .

op oy oy ap)®
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elle ne garde sa forme, si Uon ne peut avoir A¢p= A+ =0, qu'en prenant

oD ov_

oy 0
(ou permutant ¢ et ). Les surfaces ¢ = const., yr = const. se déterminent donc
séparément par des systémes complets & une solution.

0

On sait bien en effet que ces surfaces définissent les deux systémes de lignes de
courbure des surfaces f(z, v, z) = a.

S¢ Uon peut avoir Ag =0, Ay =0, les trajectoires sont intersections de dévelop-
pables isotropes: ceci ne se présente que si f(z, y, 2z) = a définit des plans ou des
sphéres (lignes de courbure indéterminées) et l'on retrouve alors les résultats
classiques.

Remarque. Ces résultats, relatifs aux trajectoires orthogonales d'une famille
de plans ou de sphéres (et les résultats analogues relatifs aux trajectoires orthogo-
nales d’'une famille de droites ou de cercles dans le plan ou sur une surface connue),
peuvent aussi s'obtenir par l'application directe de la théorie de la rationalité.

Si les équations différentielles & intégrer

sont données en coordonnées cartésiennes (z, y, z), on peut former explicitement au
moyen de x, y, z, m, n et leurs dérivées les expressions des nouvelles variables qui
ramenent le systéme (1) & sa forme la plus simple; on peut aussi donner explicite-
ment au moyen des mémes éléments les expressions des invariants du groupe I':

C=7($ V) ¥Y=g( ¥)

qui caractérise la réduction pour 1'équation’

oF oF  oF

dont ¢ et +r sont deux solutions.
Par exemple, supposons que l'équation
d
ag =m ('7": 3/)

soit 'équation d’'une famille de cercles ayant leurs centres sur 'axe oz et proposons
nous de trouver leurs trajectoires orthogonales.

o

Si lon pose: A(¢)=g%+ma$=0,

7

en écrivant I'équation des cercles:
2+ y*— 2ax + B =0,

on trouve z+my—a=0,
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pour déterminer a et B=w(a), cest-a-dire I'équation explicite des cercles.
condition que doit vérifier m [qui serait définl implicitement par les deux équations

o (@), o arbitraire] est simplement :

dentes en y posant 8=

’

précé

L’équation qui définit les trajectoires orthogonales est

>«
= g
g+
+ |-
8|2
= >

on en connait un multtplicatewr qui donne +r par la quadrature:




