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ESSAI
THEORIE GENERALE DE L'INTEGRATION

CLASSIFICATION DES TRANSCENDANTES,

Par M. Jures DRACH,

ANCIEX ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

INTRODUCTION.

(. Lacroix, dans son grand Trait¢ de Calcul différentiel et intégral,

apres avoir constate 1 extraordinaire diversité des éléments qui véri-
fient des relations différentielles et le petit nombre de cas ou ces rela-
lions peuvent étre résolues i U'aide des transeendantes élémentaires,
ajoute : « Ces considérations me portent a croire que ce qui peut le

’

plus contribuer aux progres du Calcul intégral, ¢’est la classification

s(7895),

289
*

exacte des divers genres de transcendantes absolument irréductibles,’

et par la essentiellement distinets, et la recherche des propriétés
particulieres it chacun de ces genres. »

Nous avons tenté ici de fixer les traits essentiels de cette classifica-
lion en nous bornant aux transcendantes les plus simples : celles qui
vérifient des equations différentielles algébriques et plus particuliere-
ment des équations du premier ordre.

ye

Peu de recherches ont été faites dans cet ordre d'idées, mais presque
toutes ont conduit jusqu’a présent i des résultats importants. Galois
a réalisé, pour les nombres et les fonctions algébriques, la classifica-

tion réclamée par Lacroix et, plus tard, les travaux de Puiseux et de
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Riemann oiw:o::,m qu'elle conduisait naturellement aux propriétés
essentielles de ces éléments.

Liouville, s’attaquant aux transcendantes du Calcul intégral, a défi-
nitivement établi le caractere transcendant de certaines fonctions
simples. La classification qu'il a ébauchée n’a malheureusement pas
conservé son importance devant les découvertes modernes de I'’Ana-
Ivse.

Une classe particuliere de transcendantes, les intégrales de différen-
tielles algébriques et les fonctions qui s'v rattachent, a accaparé en-
suite pendant longtemps Pattention des géometres. Clest seulement
de nos jours que 'étude des équations différenticlles linéaires i coeffi-
cients rationnels ou algéhriques, abordée dans des voies diverses par
un grand nombre de mathématiciens, parmi lesquels il faut citer, en
Allemagne avec Riemann, MM. Fuchs et Klein, en France MM. Jordan,
Poincaré et Picard, a permis d’entrevoir pour les transcendantes qui
vérifient ces équations une classification rationnelle.

Jamais d’ailleurs le probleme général de Lacroix n’a été posé d'une
maniere précise et c’est par Ia que nous avons dii commencer.

2. Les recherchescélebres de Galois nous ont appris que les nombres
algébriques ne sont jamais détermines d’une maniére unique par les rela-
tions algebrigues enticres a coefficients rationnels qu'tls vérifient.

Sil'on considere, parmt ces relations, celles qui renferment un seul
nombre algébrique, elles sont également vérifiées par tous les nombres
conjugués.

Si 'on constdere celles qui renferment i la fois un nombre et ses
conjugués, lear ensemble ou toute portion de cet ensemble qui suftit
a le déterminer reste inaltéré par certaines permutations des nombres
conjugués entre eux.

Le systeme de ces permutations ou, mieux encore, le systeme des
substitutions qui permettent de passer de l'une d'elles a toutes les
autres, fixe la nature des nombres algébriques que l'on étudie, en
montrant, de la maniere la plus claire, tous les moyens qui permettent
de rattacher ces éléments aux nombres rationnels.

Un fait analogue s'est présenté dans I'étude des fonctions algé-
briques d’une variable, olt son importance a ¢té mise en évidence par
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Puiseux, d’'une facon véritablement inattendue : On sait qu'une fonc-
tion algébrique permet d’établir entre les nombres algébriques unc
certaine corresporidance, telle qu'a une détermination de la variable
corresponde une détermination de la fonction, les déterminations qui
correspondent aux diverses fonctions conjuguées étant en géneral diffé-
rentes. Il existe cependant des déterminations singulieres de la variable
pour lesquelles les déterminations des fonctions conjuguées ne sont
pas toutes distinctes. Plusieurs des correspondances définies par ces
fonctions conjuguées se raccordent, pour ainsi parler, en ces détermi-
nations singulicres et cette circonstance a conduit Puiseux a les regar-
der comme données par diverses branches d’'une méme fonction, & dé-
termination multiple par conséquent, qui est la fonction algébrique de
la théorie moderne des fonctions. Pour fixer deux éléments de la nou-
velle correspondance 1l a été nécessaire, pour la premiere fois, de faire
intervenir, avec les éléments initiaux, la succession des déterminations
données i la variable jusqu’a la détermination finale et de choisir cette
succession de facon a étre certain de considérer toujours la méme
branche de la fonction algébrique. On constate alors qu’en revenant a
la détermination initiale de la variable on ne retrouve pas nécessaire-
ment les déterminations initiales des diverses fonctions conjuguées;
une certaine permutation s’est effectuée sur ces déterminations et cetze
permutation est Uune de celles que donne la theore de Galois.

La considération des relations rationnelles vérifiées par une fone-
tion et ses conjuguées joue, par suite, un role essentiel dans toute
recherche sur les fonctions algébriques.

3. L'¢tude des transcendantes les plus simples, celle de la fonction
logarithmique, par exemple, améne aux mémes conclusions. La rela-

tion
xy' =1

vérifiée par le logarithme de x et les relations
xry" +~ y' =o,

R " __
xy" 42y’ — 0,

qui en sont des conséquences nécessaires, ne nous permettent pas, en
effet, de distinguer entre les eléments y et y + ¢, ¢ désignant une con-
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stante Arbitraire. L'étude des correspondances numériques définies
parla fonction y a montré depuis longtemps qu’a une détermination de
x correspondent une infinité de déterminations de y qui s'obtiennent
en ajoutant & 1'une d’elles la constante 2MIT.

4. 11 était réserve a M. Picard d’établiren quelques pages, déja clas-
siques, que les transcendantes qui vérifient des équations différen-
tielles linéaires et homogenes & coefficients rationnels en x sont aussi
mcompletement déferminées par les relations rationnelles, qui les
lient & leurs dérivéees et i la variable; I'indétermination est définie
cette fois par un systeme de transformations linéaires et homogenes
portant sur les éléments d'un systeme fondamental de solutions (').
M. Vessiot, partant de 1a et utilisant les beaux résultats obtenus par
\l. Lic dans I'étude de la structure des groupes linéaires, a pu énoncer
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une équation linéaire
soit intégrable par quadratures.

Une classification naturelle des transcendantes qui verifient des
équations différentielies linéaires a coefficients algébriques, classifi-
cation hasée sur les propriétés des groupes linéaires, résultait immé-
diatement de ces vecherches (*).

Mais depuis longtemps déja Riemann e, apres lui, MM, Fuchs et
Klein avaient remarqué qu'a une détermination de la variable corres-
pondent, pour les éléments d'un systeme fondamental, une infinité
de déterminations, dérivant de 'une d’entre elles par des transforma-
tions linéaires et homogenes & coefficients constants, et étudié P’in-
flucnce des determinations singulieres de la variable. M. Poincare
avait méme, en profitant de ces remarques, construit de toutes pieees,
i Paide de développements en série, des transcendantes uniformes i
Paide desquelles il est possible d’exprimer, dans des casassez étendus,
les intégrales des équations lincaires a coefficients algébriques de la
méme maniere quon avait exprimé, avec les fonctions abéliennes, les
integrales de differentielles algébriques. 1l ouvrait ainsi une voie dont
nous pourrons setilement plus loin prévoir toute I'importance pour

notre hut.

(1} Annales de la Faculte de Toulowse, 1885.
(2) Vessior, Annales de !’ Ecole Normale supérieure, 1892,
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5. Toutes ces recherches avaient mis ¢n évidence le role jouc par
I"'ensemble des relations rationnelles vérifices par les éléements que
F'on étudie et leurs dérivées d’ordre guelconque, ou pluldt par les
transformations qu'il est possible de fairc subir aux éléments sans al-
térer cet ensemble. Ces transformations formaient d’ailleurs toujours
un groupe, puisque la succession de deux d'entre elles laissait évi-
demment 'ensemble inaltéré. Il était, des lors, tout naturel de cher-
cher h étendre les résultats obtenus aux groupes les plus géenéraux
que MM. Sophus Lie et Picard (') venaient de découvrir, dont les
transformations pouvaient dépendre de fonctions arbitraires. M. Lie (*)
5.3:__5-5@5.5 cherché » appliquer sa théorie des groupes, plus _::.,,.
ticulierement celle des groupes finis (dont les transformations ne d¢-
pendent que de parametres arbitraires, en nomhre limité ), & 'intégra-
tion des ¢équations différentielles. )

Il montrait que presque tous les cas d’abaissement qui s’étaient
_:.@mm_:mm jusqu'alors dans Vintégration des équations différenticlles
ordinaires résultent de Uexistence de transformations, dépendant
._..:: nombre limité de parametres, qui laissent invariables les ¢qua-
tions considérées. Ces transformations forment nécessairement un
groupe.

. U.u:c.o part, & tout groupe de transformations défini par des rela-
tions différentielles, M. Lic avait associ¢ des expressions, les inva-
riants differentiels, qui demearent invariables par les transformations
du groupe et par celles-1a seulement. Une équation qui reste invariable
par Fm transformations d'un groupe est (*) unc simple relation entre
ces invariants différentiels.

0. u_u:_mE.c:mo:_wE les cas signalés par M. Lie étarent towjours vax-
ricuLiers ¢ Une équation différentielle ovdinaire

Jlxe, vy oo,

(1) E. Prearp, Journal de Liowville, 18g2.

va.m. Lie, Berichte iber die Ferhandlungen der k. s. Gesellsehaft der Wissenschaften
s Lewpsig, 1891. ,

(3) Sauf des cas exceplionnels sur lesquels nous n'insistons pas ici.
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d’ordre supérieur au premier, n'admet pas, en général,

sens de M. Lie.
Les equations linéaires a

ds
(1 ——

et les svstemes complets, étudiés par

admettent un groupe de

arbitraires et portant sur les vart
sont aussi tres particuliers; les
I'ont montré 'une maniere frappante.

La méme observation s’étend a
d’ordre supérieur qui admettent des groupes.

Ajoutons que, dans les
groupe, il n'en résulte pa

cette équation; au contrair
donne, que la réduction qui 1
que U'on puisse faire. Les-théoremes ausqu
hodes n'ont, en général, pas de recipr
méme ot 'on sait que I'équation adme
dans le cas des équations différentielles or

on n'avail pu utiliser cette
Enfin, en poussantun p

on remarquait qu'il ne tirait aucun p
Jiatement en évidence sur l'équation,

3. DRACH.
de groupe au

ux deérivées partielles

- aJ3

—_— . —_— =0
} =+ - -+ L?:. Q_H.:

M. Lie, sont cclles ou ceux qui
transformations dépendant de paramctres
ables x, @,, Ty, .o ., @, CCS wuﬂwaimm
beaus travaux de MM. Lie et Vessiof

plus forte raison aux ¢quations

S, : , . ~
cas particuliers ol une équation admet ui

s une théorie compléte de I'intégration de
e, il est tmpossible d’affirmer. sur un cremp le
ésulte de Iexistence du groupe estla mazwm
els on parvient par ces me-
oques. Dans quelques cas
t un groupe, par exemple
dinaires du premier ordre,
propriété.

eu plus loin Uexamen des tr . I Lie
arti des transformations rmme-
transformations banales (),

avauyx de M. Lie,

telles, par exemple, que la transformation

ou
linéaive telle que (1).
Sans contester l'import

sujet, on peut donc aftirmer que Uapp
. e
sa théorie des groupes a I’intégration d

%m.:ﬁ,:bwaz.a: de la métho

cebriques.
0 M t3
Les travaux de M. Pica

f est une fonction arbitraire et qui laisse inv

1=7(3)

ariable toute équation
ance de ses recherches particulieres sur le
lication, indiquée par M. Lie, de
es équations nest pas la cw.w.ma&\m
de employce par Galois pour les équations al-

d, sur les équations différentielles Linéaires,
9y
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montraient la voie ot il fallait s’engager pour parvenir & cette géné-
ralisation.

7. Le succes de laméthode de Galois tient uniquement & la remarque
suivante :

Le systeme des équations qui sont vérifiées par toutes les racines
demeure invariable par une substitution quelconque de ces n racines
et par ces transformations senlement. Les coefficients de I'équation
dont on étudie les racines sont les invariants independants du
groupe G, des substitutions de » lettres. Tout progres dans la déter-
mination de ces racines amene i la connaissance explicite des inva-
riants d’un sous-groupe de G,,.

Cetle observation subsiste pour les équations différentielles linéaives.
Soient y, y,, ..., ¥, les éléments_d’un systeme fondamental de solu-
tions; on connait d’une mamere explicite les invariants différentiels
indépendants du groupe géncral T, des transformations linéaires et ho-
mogenes portant sur ¥,, ¥., . .., ¥,, quand on considére ces éléments
comme des fonctions de la variable «. Tout progres dans Uintégration
amene & connaitre U'expression explicite des invariants différentiels
de I'un des sous-groupes de ', et réciproquement.

A un autre point de vue, dans les deux cas on peut exprimer tous
les éléments qui satisfont a I'équation que 'on étudie, comme fonction
déterminée d’'un nombre limité d’entre eux, formant un svstéme fonda-
mental. Cela suffit pour permettre 'extension de la théorie de Galois.

Soit un systeme d’équations aux dérivées partielles, définissant
p fonctions z,, z,, ..., 5, de » variables, x, x,, ..., x,, et supposons
que la solution gencrale de ce systeme s’exprime d’une maniere deler-
munée, toujours la méme, i I'aide d'un nombre fini » de solutions parti-
culiéres quelconques, des variables et d'un nombre fini de constantes
arbitraives ¢,, ¢,, . .., ¢; oude fonctions arbitraires 9,, 24, ..., 9, d"ar-
guments déterminés; nous dirons que les solutions du systeme
dépendent d’'un nombre limité r d'¢léments fondamentaux. Si I'on
veut édifier une théoric compléte de la détermination de z,, =, ..., 7,
il est nécessarre e substituer & la recherche de la solution générale
celle, equrvalenie, de r solutions particulieres formant un systeme
fondamental.

dnn, de ' Le. Normale. 3° Serie, Tome X V. — JUILLLT 1308,

(2
]
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Ce second probleme dépend toujours de I'étude d'un groupe que I'on

obtient de la maniere spivante : On éerit les égalites qui ;o::mi_z
et 'on y

pale en fonetion des solutions _5__:5“:_._3.2
qce successivementau premier membre les éléments de la solu-
» nouveaux syslemes de solutions et au second

antes ou les fonctions arbitraives par r nouveaux

membre les const
Jde constantes ou de fanctions. Les pr egalites, ainsi obte-

éléments dun systeme fondamental, le

solution géne
vempl
tion mm:E.uF par
svstemes i
nues, definissent, entre les
aroupe attendu.

1l joue, dans ?.immﬁm:.cz di
meétrigue dans Idrude des équations z\m‘%l\\:& oiL
ygene dans ['étude des équations différentrelles lin¢aires.

¢ systéme, le méme réle que le groupe $y-
le groupe fineaire et

fromis

§. Parmi les systemes dont la solution dépend d'un nombre limite
Jeléments fondamentauXx, les c_:m importants sont formés par les équa-
tons linéaires auwxr dérivees \Ew:.ata dee pr

Le groupe & considérer est, dans ce cas, un

emier ordre.
groupe de {ransforma-

fions EE:.:E\\% (").
A toute équation

o Ny =g Mg T T

forment un systeme fon-

et

4 coefficients rationnels, dont z,, Zay o5 Ba
damental de solutions, ost attaché un groupe T, contenu dans le
groupe _:::_:_1 mm:m_.:_ T, des fransformations de =4y oy oo S0 que
nous appelons possede les proprictés
sulvantes :
Tous les invariants différentiels raitonnels de
(ransformations en regardantles = comme des fonctions des (n 4 1) va-
rables o, @y coor Tas s'expriment rationnellement & Iaide des x.
Toute fonction des = qui s'exprime ationnellement a I'aide des x
est une fonction de ces invariants difféerenticls.

Lintégration de I'équation (1) s¢ decompose donc en trois

son groupe de rationalité et qui

T, lorsqu’on ¢tend les

cu_.:om :

1o Recherche des diflerents groupes T quilya licu de considérer;

—

(9 Cf. Comptes rendus, 8 i 1893,

185, . T - ?
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2% Déterminaii i
ation du gr res : { I
. groupe T qui correspond & une ¢quation don-
.
3¢ Ltude des transformati
s transformations du groupe I';
(que nous étudions successivement.
La derniere ¢ it
g ::M.:w étude conduit i fixer la nature des transcendantes 'z
Suyea.y 5,0 e onsiderali ] ] ol s
m‘\.mwim .« . dapr 3. la considcration des relations rattonnelles qui lient ces
o_..u m ) a.:a variables et a leurs derivees par rapport « ces vartables. La
assHics y i ous
clas cation obtenue concorde, par suite, avec celle & laquelle nous
uo___“o:v parvenus en partant de ce dernier point de vue
inosuly i are : ’ .
o uivant pas @ pas la marche adoptée dans I'étude des nombres
« v—- 3 ! * S 1 i r
_:M ~ iques et des groupes de substitutions, on démontre que les éle-
nts 5,, ..., 5, qui forme SV st .
3, ent un svsteme fondame de s 1
n : ) ntal de solutions
I'équation n e

A_V ‘/ﬁuvHC,

attache m.: groupe de rationalité ', peuvent étre ameneés a .?:.o yartie
du domaine de rationalité par des adjonctions successives de t ..:__u..ma:-
dantes attachées i des groupes simples, ¢’est-a-dive qui :,E:n:m:ci
pas de sous-groupe invariant. Pour ces dernitres, sucune réduction
MHE_Em:c n'est plus possible; d’ott Vimportance de toute recherche
G_E:.o aux transcendantes 3,, ..., =, dans le cas ot T est un gr
simple. o
Tae nlinc
:owww_.wwzﬂ_mg.ﬂo:m pas sur un certain nombre de généralisa-
tions ciles des résultats obtenus dans la théorie des substitutions :
_ﬁ_:;:usom des groupes facteurs dans toute décomposition normale
u groupe I', théoreme de Lagrange, théorie de la ré nc
e e e ¥ ge, th F de .u résolvanie gence-
. ons de méme sur des applications immédiates, gquon
uﬂu: _u\: multiplier sans grandes difficultés, & I'éguation du _w_.e::o_.
N“mwm R\\W\A&, uwv o‘: \amW _..u:c_io_. a mm_..Sm:m.m équations du sccond
rar Y'=/f(x,y,¥'), aux équations différentielles linéaires et aux
systemes oo:.:u_,:m d’équations linéaires aux dévivées partielles, bi :
que la simplicité des résultats obtenus mérite peut-étre ::o:sor -

o L’é¢tude des équations non lincaires du premier ordee, ou plutot

e leurs integr tes, se [a . .
intégrales complites, se ait cn suivant les mémes principes

que pour les équations linéaires. ,
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lication de

On peut d’

ailleurs la considérer comme unc simple app
cette derniere, étude de I"équation

ey Pe s Pl = const.,

ACRRSY
exigeant seulement la détermination du groupe de sationalité de
I'équation linéaire a (27 + 1) variables
[Z,f]=o0.
oix particulier du systeme fondamental

Ce groupe est, pour un ch
horou (n— 1)

de solutions, un groupe de transformations de contact

variables.
On parvient d'ailleurs encore

contact quand on étudie les intégr

4 des groupes de transformations de
ales completes des systemes en tn-

volution
N\, =ay, B N, =g

ationnellement de z, &y ooy Tus Par -0 Pn (')
| est possible d’amener, par une trans-
ne transformation de contact,
3 une forme cano-

ot les X dépendent r
I convient d'observer ici qu'i

formation wo:on:m:o des variables ouu
u non, du ?.Ei@_. ordre,

-ation avait été faite depuis longtemps

ar M. Lie, mais la détermination de la transformation étantidentique
cela ne constiuait quun simple

I'équation donnee,
théories que nous développons

toute équation, linéaire o
nique tout intégrée. Cette obser

P
a Uintégration de

déplacement de la question (*). Les
fixer d’une mantere ﬁ&nam

&%.\.a:.c:v ¢ est-a-dire ausst
qui amene a la forme eanonique.

10. Nous n'avons pas, dansnotr
basées sur la théorie des groupes, congue & pr

résultats acquis dans ce domaine par
e

(') Nous avons dd, pour ne pas donner
primer I'étude des équations aux dérivées partielles du premier or
fera 'objet d'un Mémoire wcoo.a_., nous renverrons, & cette oeeasion,
Comples rendus, 14 janvier 1895.

2) Cf. DarpotX, Meémoire sur les solutions singulicres, cic. (
ctrangers, NNVIL p.9)

la dyfficulie de 'in-

montrent que l'on peut
celle qui consiste & trouver la :.a:m\cw:E:.o:
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[
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ranscengy . naissance, j
auquel noye oo M:% essentielles oy, %85\. chsm recherche rely
ip . placon - ordre . \
la définition de :\._wmm rgh. O:Qm:vwo% toujours me_c point de vue
anscendan . ’ n enten(
tes, Ie nombre eg ..:._.m:_:, dans
ariables rédyj¢

\

4800 minimyp,
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, indicati I a paru nécessaire
[1. Nous bornerons Ja les indications qu'il nous a paru mecesst
de donner sur le contenu de ce travail. . -
On pourra nous reprocher d'avoir insisie longuement sar des pro
: i des i d'antres points de vue comme evis
positions élémentaires, regardées a d'autres points de vue ¢o .
\ 1t ifférente § av
dentes. ou établics d’une maniere différente de celle que nou o
’ G > G .
adoptée; nous avons vu la le seul moyen de donner guelque um
ce travail. . e,
ctablir ol1s : s, ta distine
Nous avons voulu ¢galement ¢tabliv, une tois pour toutes, la s
i nati ctude - Jo gique et tou
tion i faire, en Matheématiques, entre une stude de pure \o%:ﬁ .
, vecho . [ S sur [ ans la Conclu-
qutre reeherehe. Nous insistons d'ailleurs sur ce point %_J a :
n " v orie avee celle que Fon
sion, en indiquant les rapports de notre thiorie avec cel M ﬁ_ o
“ . i iterveniv les dev sements en ser
i denive en faisant intervenir les dévelopy
ourrait construirve en fai rven . oppements on sene
sﬂ les eroupes de monodromic velatifs & nos tquations. Nous | “nson
e eeuto de \{suicre celle, que nous avons essayé d'es-
que cette derniere étude doit suiere celle, que e d o
‘sser. des eroupes de rationalité, mais en demeurer eutiere
quisser, des group
i -
distincte (*). o N —
Pent-étre nous permettra-t-on deux citations qui paraissent]
les idées qui nous ont guide :

i ’ i i g Gire rameng si
« Ce Q:.c: Jw_dm:m un fait d »,/::J.wm doit S:,_oc_m o:r_ :.5 v y
.. . 1lé 1 \ ¥ 1 3 SH “SHfues de
—.c: veul u..¢: m.s.:.@ une :—mm ._:wﬁm. aux —:_:o:umu _Saa.;u _uu _ L .
e | ’ i 3 caracteres aige-
cette sclence Il est évident, en o:mn. (que, | o_:_io_ des o;:o?a _u -
. i tdees "1 ¥ 5 on do
_i: ues ne ﬁo:z;:: _.mc: D,_OCT:. aux _Locv ﬂ_: __m qo_immmzﬂ_h: ’ .
. n 1 iti 5 de chaque (ues-
ﬁoc.wo:_.m frouver A_J:m _.mws_do: D:Aw::m.&mm no:&;_OSV L < _hﬂ.—a — —o
n 0 m. u S 3 Dl
i 3 ¢ 3 JuN( :a_v on est condul *
1 ¢ de tous fes res ltats aw | .
o :_‘_L s .ﬁnum ..V./:.m_.-m.
om_o ] |
incipi 3 oL i c0I'e NG nke
u Hsi:. mor Q_:we &_m T_._:o;:@: ﬁ_o_, I ::rfozmzhrbc_ e 5;0_::\.— S
\n: i u es u .m — ester wird eine Ueber-
i i ¢ Ass1d 1n SO TuuﬁOF wird m »
Q:m“or Hhoe es ﬂmw_ﬁ_mv—_q | ~:::m u_:m_:,u._wo:oﬂ 9‘:_:.:985
: diese aul dem Fum Qe g . : -
NmCGC:U Qumv ﬁ_:wvo < : T W
:F.mvihﬁ ﬁ.ﬁim: muss, und dass es m_ow_:_:v nicht der :o_r ge Hr_orm—_
" ﬁ o arg o einfacher ' amentaler
1 nrﬁdsz S—S«Uoﬂmm—:_m zur Hwnd—.::QC:mu Q_:ﬁ:\r: ::»— ::: " Fm,
e ‘ i _ _ 117 auszudruck
i i ! SC e » um mich Kurzd
H “mm_:.u_mo:m Sitze, das « H_u:er:Lo:n d n

-

[
e

s P o dyd i a¢ g 1 .U R ..’PDQ@_H;@ Qﬁm
i : t rin ipaux n—O ce Lrave H } c 138 1
A ! v e5 ~.On:_ ats i ﬂ h rava onL ¢ <Ol I ue: 1 i

1 I mu £ g 1 (3] A.— —OC@
Q.Q.O Oi._mw—v A:.:\JLC/ Aﬁﬁ:: tes 7 QZNNN;_ 26 octobre U@\ ) ct a wD Qﬁpow minatton du 4 e
eret =

de rationalité (Chapitre ).

janvi 33 ), sauf ¢ relatifs aux systemes
deux Notes (8 mai 1893, 1] janvier 1893 ), sauf ceux relatifs aux sy
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in Anspruch genommen wird, so hestechend auch auf den ersten
Anblick z. B die Betrachtungen sein migen, durch weleche Riemann

so viele der wichtigsten Eigenschaften algehraischer Functionen

entdeclkt hat. » K. WEIERSTRASS.

Qu'il me soit permis, en terminant, d'exprimer ma vive reconnais-
sance a M. 8. Lie, pour le dévouement avee lequel il m’a initié i ses
théovies si puissantes et si fécondes, et & MM. E. Picard et J. Tannery,
pour l'affectueux et inlassable intérét qu’
mes recherches!

N

ils ont bien voulu prendre a

30§

CHAPITRE I *

LES FONCTIONS ALGEBRIQUES ET LES GROUPES DE SUBSTITUTIONS.

I. — Nombres entiers positifs et négatifs.

. Nous défintrons tows les éléments sur lesquels nous ratsonnerons dans
la swte, c'est-d-dire les nombres et les fonctions algébriques, les diffé-
renticlles et les dérivées de ces fonctions, et, d'une maniere générale,
les fonctions d’une ou de plusieurs variables qui vérifient des relations

différentielles im.m,_:._a ues, par lewrs liaisons avec les élements d’un pre-
mier systéme, dont nous allons dabord préciser les propriétés.

Nous supposerons que ce systeme satisfait aux conditions suivantes :

L. Il existe un mode de composiiion qui permet de passer de denz élc-

menis q:m\ne:%&h die systcme & un troisicme élément, bien determiné, du
méme systéme.

L. Ce mode de composition est associatif.

Si P'on représente par (u, ¢) le résultat de la composition de 'élé-

ment « avee U'élément ¢, on aura par conséquent, entre trois éléments
quelconques du systeme, I'identité

(ac(hye)y={(a,b).c)
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Il. Un méme élément composc asec des éléments qui
eux donne encore des clements qui différent entre cux.

différent entre

On peut done conclure des identités

(a,u)—= b, (a,c)==2b

I’identité

u = .

wicme sont obtenus, et chacun d'eux est

IV. Tous les eléments dit $) : .
(ron repeteé conve-

obtenu une seule fois, par unc compositton répetee de Uun d a:,\w_.
ire en composant cel element a

nablement choist, avec lui-méme, ¢ est-a-d omy et @
avec lui-méme, ce qui donne (a,a), pus avee Uélément (a, a), ce ¢

donne (a,(a,a)) el ainsi de sutle.

;

Il est facile d’établir que ces hypotheses mc\_éa:o_: %w ?_”,59_, m,_u“ﬁm
seule manigre une table de composution. des EcSo:.Hm. du M.%m%c._:”o. OHM;:
:-dire une table donnant le résultat de la owséom:_o: det'é ::m,:q. “
choisi d’une maniere guelconque, avec {'élément ¢, quelconque cgaie
ment. . ,

Si, par exemple, nous continuons a rc
sert i obtenir tous les autres, la propriete
donnera Videntité

(1) Am;a,avvﬂu:a,i:,v.

A

.. . ¥ Y -
veprésenter par al m_cami qui
associative de la composition

On peut doncreprésenter les eléments (a, (a, @) ) et ((a a),a) par

i i 3 imant les parentheses inte-
un méme signe (a,a, «) obtenu en suppr I

R egal t les identités
o - . ,
Cette propriété associative donnera egalemen

(2) AQ,AQ.QJ::HAAQ,QV;PQCHAA?Q, a)a),

qui permettent encore de représenter par un meéme .m_m_w,ﬂ A__ao':am, a,a),
obtenu comme précédemment, tous les icamim,c:_ « ._.om m:h. i

il est elair que le méme raisonnement _wmw; m,:m _c.vo%m M s condt
tions et qu’on obtiendra ainsi une suite illimitée d’¢léments repre:

ar les signes
P ° a, (a,a), (a, a,a), (aya,a,c), o

dont la loi de formation est immédiate. Les identités (1), (2). .-

ESSAL SUR UNE THEORIE GENERALE DE L'INTEGRATION, ETC. wmu

écrites successivement, constituent une table de composition de ces
éléments.

Enfin, la représentation méme de ces ¢léments montre que leur com-
position est commutative ('), c’est-i-dire que 'on a identiquement

(e, 0)y = (v, u),

quels que soient les éléments u, ¢ du systeme.

Les éléments a, (a, a), (a, a, a), ..., que nous venons de définir,
sont appelés nombres entiers positifs. On les représente d’ordinaive,
pour la commodité de I’¢eriture, par des signes spéciaux 1, 2, 3, ...,
formés d’aprés des regles qui constituent la numération. On appelle
addition la composition a aide de laquelle tous les entiers positifs
dérivent de I'entier un, et I'on représente par (w + ¢) le résultat de
laddition des entiers « et ¢.

Tout cela est bien connu; nous avons jugé utile de le rappeler, afin
de fixer parmi les propriétés des entiers positifs celles que nous em-
plovons i les défimr.

Nous aurons souvent dans la suite a considérer des systemes d’éleé-
ments qui possedent les propriétés I, I, HI du systeme des nombres
entiers positifs : on dit que les clements de ces systeémes forment un groupe
pour le mode de composition considere. Les entiers positifs composés par
addition forment par eonséquent un groupe G.

2. La table de composition du groupe G montre immédiatement
(u'aucun entier positif mis & la place de @ ne peat vérifier la relation

(14 ) —1.

Proposons-nous de chercher s'il est possible de former un nouveau
systeme d’éléments satisfaisant aux conditions suivantes :

L Pour un certain mode de composition, les éléments dit systéme
forment un groupe.

L. Le systéme renferme les nombres entiers positefs el la table de com-
position relative a ces entiers est wdentique @ leur table d’addiion.

(1) Cf. Il PorncARE, Sur la nature du raisonnement mathematique ( Bevue de Métaphy-
vique ot de Morale; 1894).

dnn. de I*Fe. Normalc. 3¢ Serie. Tome XV, — JuiLLet 18g3, 33
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1. En clement au moins du nouvean systéme, mis @ la place de x,

verifie la relation

(1w =1,

ot l'on a conservé, pour indiquer la nouselle composition, le signe de

Uaddition des enticrs postiifs, c¢ qut est évidenunent &hm:.im.

On reconnait immédiatement qu'un seul ¢iément du nouveau Sys-
teme peut vérifier Ia relation (7 + ) =13 le développement des hypo-
theses précédentes conduit dailleurs uniquement aux identités

(@ - .) = .1,

(v +a)y=(a-+2x)y=a,

conque. 11 résulte de la que

duns lesquelles @ est un entier positit quel
t un seul

le nouveau systeme peut étre formé par les entiers positifs e
¢lément nouveau x. On nomme cet ¢lément zero et on le représente
par le signe o.

La composition des éléments du nouveau systéme, que nous conti-

nucrons d nommer addiion, vesie commutative ().

le Ia table d’addition du systeme

3. On peut conclure de 'examen
aucun ¢léement x du systeme

formé par zéro et les entiers positifs, qu’

we verifie la relation
(a + L) ==

seode a dans la suite natarelie des nombres o, 1, 2, 3, ...

des que b pre
Considérons Ia premiere refation satisfaisant 4 cette condition :

(1+ax)y=o

el proposons-nous de former un nouveau systeme d’éléments qui

posstde les propriétés sulvantes :

1. Pour un certain mode de cczwceb:o: les clements du systeme Jormen!

un %Q,O:\um.

pour toutes, que ¢est I'étude directe des grai=
Soinderiques, mécaniques o physiques qui conduil pratiguenent & introduire deans
qur Gléments ; noOUs nous préoceupons uniquement de montrer
s sortir du domaine de la logique pure.

{1y Nous ferons observer ici, une {ois
deurs
le W.NZ..,.C:tE:m:« m~® nouse
commen! cette introduction peut dtre faitc $

zéro et lers; si i
les entiers; si nous posons identiquement

:cm_m avons défini un nouveau mode de compos
quon appelle mudiiplication. Ce mode co%,c;o_%v
simples que l'on pewt établir en partant &m y
hous rappellerons seulement celles dont E:% auron

—_—

M,w@
~ b\ ' ¢ Q\NN.\WC me \Nh mamsm .m\ Q.w. .\W el QQ\O\. N&M NNN:NAW e N.angv ‘N.l
&NC\N NQ:NN«ﬁ €5 ele 4 mbNmQt? a Nﬁty N @\.
J abie aN QANNNNNNQ\~.

(t b-2)=o0. v

Sans insister sur 16
o ”H:m“mnm_ sur le développement de ces condition
e le nouv 'St {

o wwomlma M_:.wm: systeme ne renferme qu'un élément possédant
\ s atiribuées & x, mais qu’i | imit
'S P es a @z, mais qu’il renferme e suite Hlimite

d’¢léments nouveaux. A chaque entier ravond Lan e

éléments y qui vérifie 1a relation

5, nous rap _UE-

yositif @ correspond 'un de ces

la+yl=o
et si l'on désigne par
e désigne pai (— 1) Pélément @ et par (— a) Uélément
(— a) est formé par addition répétée de ’élément Al_w,

3 e . .
A\N Z v \.

eux [ ﬁ— e ©

d’ailleurs i

i s pu ob » Tag e AT

st pu obtenis les nouveaux éléments en se proposant de for
ysteme salisfaisant i cette condition posant e former

(a.1)=«a

nm.g+.vquz.S+av,

ition de ces élémonts
alement des propriétes
s wdeniites precédentes (");

s besoin plus tard :

(1) 0. Porxcarg. loc. cir.
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On a d"abord, quel que soit I'élément @ du systeme

(r.0) = 0.

ime zéro I'on obtiendra un nouveau systeme, dont les
oupe. La multi-

Si V'on suppr
¢léments composes par multiplication forment un gv
plication est A’ailleurs commutative comme addition.

Enfin, quels que soient les entiers @, b, ¢, on a identiguement
(a. (b))~ (a.by+(ac)

ce qu'on énonce en disant: La ..::\:.\Hb.qm:.oz est distributive par rapport

a ladditon.

L'etude de la constitution du groupe formé par les nombres entiers
lorsqu’on les compose par multiplication conduit & reconnailre que
nombres peuvent g’obtenir par multiplication de certains
es premiers. 1.a théorie de la décompo-
rs, ouunc étude directe, theorie

fous ces
bl ’
Jentre eux qu’on appelle nomor
sition des nombres en facteurs ?,E:.E
de la divisthilité, permet de deécider 87il existe ou non un entier x véri-
fiant 1a relation
(. )y =b
< donnés. Clest la considération

dans _E_:o:m a et b sont deux entier
sont veérifiées par aucun enticer,

dos relations de cette forme qui ne

qui amene a ntroduire dans le raisonnement de nouveaus ¢léments :

les nombres rationnels.

1. — Nombres rationnels.

5. Nous savons que les entiers composés par multiplication for-

11 est aisé de voir que la table de composttion de ce

multiplication, supposce construile, suffit a dfinar ces
nee d un deuxieme

ment un groupe
groupe, table de
Jléments. ¢ est-a-dire qu'on en peut conclure 'existe

possede les propric¢tés de I'ad-
y ce mode etant identique @ la
-nous de definir un

mode de nosécm:wo: des ¢lements qui
dition, la table de oo_:co,ﬁ.:._o_,, relative

table d’addition. Ce point étant admis, proposons

nouveau systeme satisfaisant aux conditions suivantes :
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1. FLes élements du systéme, composés par un certain mode, jorment
un groupe.
. II. Le sysiéme renferme les nombres entiers et la table de composi-
tion relative @ ces élements est identique @ leur table de multiplieca-
ton.
. 1. Le systéme renferme toujours un elément x qui vérifie la rela-
tion

(a.xr)y=0,

\ b . - -
ME l o:“ ~ mw:mm:m pour indiquer la nouvelle composition le signe de
a multiplication, a et b deésig . ele 5 ;
2w I , esignant deux éléments quelconques du
systeme.

Le développement de ces conditions conduit & établir que les él¢-
ments nouveaux s obtiennent en multipliant par des nombres enticrs
ceux qui vérifient des relations de la forme |

Aﬁ.sﬁv =1,

a désignant un entierdilférent de + 1 et de — 1, ou hien encore quils
v\ it ‘ 1
_.mmﬁ__ﬁcza de ._u composition entre eux et avee les nombres entiers des
¢léments satisfaisant aux relations ,

(p.r)==1,

'

ol N ..
m:m: est un nombre premier. La composition des nouveaux éléments
3 P v e ) M v

re eux et avec les entiers est encore commulative, on continue A

€

lappeler multiplicaty
cation; les nouveaux élé 1
: x ¢léments sont d es I
Pappe o its nombres ru-
IS Q 12 43 } % " 3
, zocm,?qosm observer qu'il est maintenant possible d’établir I'exis-
enc 1t | .
ten oﬁ un mmoo:; _.soﬁ_o de composition des nombres rationnels entre
o e E;:M es o:_:m_.m, qui possede les propriétés de 'addition; tel
exemple, que la multiplicati it distributi Pad-
ar on soit distributive par al
par ex par rapport i ad-
On , ! 1ti
o peut o.o:o_:_m de la que la composition par multiplication des
" m m.mm Ew_o.::m_w et de zéro, qui a été écarté jusqu’'a présent, suit
s mémes lois que celle de i ¢ ‘o
: s enliers et de zéro, c’est-a-di ’
tonouns , c’est-d-dire quon a
{o.a) ={(a.0)=o0.
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Les velations

(0.x) =0,
o sont done les seules qui n’admettent pas de
ormé par les nombres entiers et les nombres
es en ratson du réle singulier jouc

ot @ est différent de zér
solution dans le systeme f
rationnels. Ces relations sont INPOSSIGL
par =€ro duns la multiplication. ‘

Ajoutons que la relation (o.x) = o estver

1 P t
du systeme : nombres enfiers ou rationnels et zéro ().

ifiéc par tout élément &

IT1. — Variables. Polynomes. Fractions rationnelles.

6. Les ¢léments considérés jusqu’a présent sont liés aux nombres
enticrs par des relations qui suffisent @ les isoler; on les nomme, pour
cela, ¢léments deéterminés ou numerigues. Nous allons en gmm:.:,. qul
possedent des propriétés plus générales : les eléments indéterminés et
les éléements variables. o

Un élément indeéterminé cst un élément qui peut étre o__o_.E d une
manieve arbitraire, dans un systeme d'¢éléments déterminés; il posse-
1t, les propriétes communes i tous ces éléments.
mbre rationnel indéterminé o se composera avee
les nombres rationnels et avec lui-méme, suivant gﬁx ._:omam qui
posséderont les propriétés de Paddition et de la multiplication des

i Sil yple l: atl m - représenter le
nombres rationneis. Sil'on E_cc? la :o?:o:q.. pour repre .
ements déduits de o par ces deux

dera, par conséquel
dar exemple, un no

produit de m facteurs o, tous les él
modes sont de la forme

a - bo 4cal ...+ la",

[ étant des nombres rationnels déterminés. Ce
aleu! suit nécessairement les mémes
is. La considération des relations
qui ne sont vérifiées par

fes élements a, b, -+
sonl les polynomes en ¢; leur
lois que celui des nombres rationne
Ax— B ol A et Bsont des polynomes en 2,

(1) Nous verrons dans la suile Vimportance exceplionnelle de ces deux circonslances,

sur lesquelles repose loute la théorie dos sigularités des A.o:n:o:m.assoo:Qov_:m_o:«m

variables, -
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s

aucun de ces ¢léments, conduit i définir des él¢

. B . . "y
représente par + et qu'on appelle fractions rationnelles en z. Ces élé-

ments suivent encore nécessaivement les lois du calcul des nombres
rationnels.

A coté des propriétés générales de composition que nous venons de
rappeler, les éléments indéterminés posstdent des propriétés spéciales
qui dépendent du systeme particulier d'¢léments numériques auxquels
ils appartiennent; un entier indéterminé possede, par exemple, des
propriétés qui n’appartiennent pas a un nombre rationnel indéterminé.
On parvient aux éléments variables en ne conservant que les pro-
priétés générales de composition des éléments indétermines. Un éle-
ment variable x se composera avec lui-méme et avee les nombres rationnels
swieant deux modes qui possédent les propricteés de Uaddition et de la mul-
tplication des nombres rationnels, et ce sont la toutes ses proprieles ().

Les ¢léments qui résultent de cette composition sont de la forme

ments nouveaux qu’on

a +— b+ c. (LTS S N;le.

oit les @, b, ..., {sont des nombres rationnels et les lois de leur calcul
sont celles du calcul des nombres rationnels. On peut, de plus,
affirmer que deux polynomes en x qui ne renferment pas les mémes puis-
sances de x avec les mémes cocfficients sont deux éléments distincls.

Aux polynomes en x, la considération des relations

Ay =38,

(') On considére souvent dos ¢léments nommés paramétres ou constantes arbitraires,
qui possédent les mémes propriétés de composition que les variables; iy n'en différen:
que par la maniére dont ils s¢ comportent dans la DIFFERENTIATION, les différentielles
des constantes étant nulles et celles des variables ¢tant de nouvelles variables. On com-
prendra plus loin les raisons de ces dénominations distincles.

Ajoutons que les variables, telles que nous les définissons, sont ce qu'on appelle d’ha-
bitude des wariables complexes, qui peuvent étrc représentées géométriquement par les
points du plan de Cauchy ou par des segments géomdtriques. C'est d'ailleurs celte coin-
cidence qui est la véritable raivon de Uimportance des variables complexes en _Inelyse;
dans I'Analyse pure, en effet, ce sont les proprié¢iés logiques gui jouent un role essentiel;
dans 'Analyse appliquée, Yexistence ou la noun-existence, dans un enscmbie déterminé,
d'éléments réadisés possédant ees propriétés, peut modificr du tout au lout ce point deo
vue. ,
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qui ne sont verifices par

A ct B sont deux polynomes,
rattacher des ¢leé-

i la place de y, pevmet de

B et quon appelle Sracti

sente par | ¢
en x: ces eléments, bien definis, suivent encore les lois du caleul des
rationnels. Ceci peut Jatendre immédiatement en conside-

~ ou plusieurs éle-

éléments indéterminés o, By vy oo
ou a la fois des éléments indéterminés

n'y insisterons pas.
fes polynomes et les

variables &, v, 2, .., & coefficients

deux proprié(es suivantes:

dans lesquelles

aucun polynome mis
ons rationnelles

ments y quon repre

nombres
rant plusieurs
ments variables @, 35 5+ -0
ot dod ¢léments variables; nous

Ajoutons cependant que le systeme form¢ par
tionnelles de plusieurs
ermincs ou non, wOmmwmo les
o seul du systeme, X, qui vérifie

fonctions ra
rationnels, dét

1. 1l existe toujoursun élément et u
relation
> -+ \/ —_ _wu

elconques du systeme.

oit A et Bsont deux ¢lements qu
‘du systeme, X,, qui

[1. 1i existe toujours un ¢lement et un seul

yerifie la relation
.PT/H, =By,
e et A, différent de ZE10.

B, élant quelconqu
u systeme mis i la place de

Lorsque A, = B, = o, tout élement d X,
vorifie la relation.
Lorsque A, = 0, B,
teme ne vérifie la relation.
Suivant une dénomination ¢
fcédent sous le nom de dom

u simplement A’ absolu.

otant différent de zéro, aucun eléement du sys-
désignerons le systeme

onsacree, nous
u ou de domaine

pr aine de rationalité abso
absolu, o

IV. — Nombres et fonctions algébriques.

ici sont définis sans ambiguilé,

= Tous les éléments etudiés jusqu’
leurs liaisons avec les ¢léments

_Jire d’une manitre unique, par

¢ est-a
déja connus. CETTE CIRGONSTANGE NE SE PRESENTERA PLUS; foUs les elements
détermines, ¢ est-a-dire non variables, que nous aurons a constderer
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maintenant ne sero fini
Cest-tdive & P mOM: &Qmw:h par lewrs liaisons aux eléments précédent
ABSOLU, qu avec un cerial I 5
" ertain arbit :
précise de cet arbitrair traire. La conn
D e Lo« ﬂ__::_u:o nous permetira de fixer ce qu'il y a mw_mwwzom
H ale N 1. -t
e .mﬁ mo: %m ces éléments; elle nous wm_,Eo:_b{ aussi ﬁ_ﬁmw
asser. ctude ultérieur . a aussi de les
: re de la classificati
on N iication na :
I m;::oi ainst, en montrera I'importance puredle i laguelle
e premier exe "y ; ’
i MEEa i mple d’éléments ui ne sont définis quave
an guité est donné par les rombres algebri ¢ une cer-
maintenant résumer les prineipal algebrigues, dont nous allons
. ¢s proprietés (!
Le produit propriétés (*).
de deux \
_EZ:M:S o :,:_./ polynomes en « a coefficients rationnels est
) >4 coellicients ral; nis re s
D coellicients rationnels. Tout polynome en x : -y
‘ nels peut-il invers . v & -
gt s peut-il inversement étre regardé comme | a nomﬁ
) 0N CS 3 9 77 ) e pr
de la ;L_ _W_ Hes de méme naturc? Une théorie élémentair pro uit
v. sibilité) montre qu'il n'en est rien awve (théorie
ar un nombre limite o :
solymome ¥ nbre limité d’essais, fixé & Pavance, on peut met
) 1w Fé.e ” v . < s ‘ut mettr
(&) & coefficients rationnels sous la forme d'un p % i
¢ roautt

SHe)gb (). (2,

de polynomes i coeftici .
oo::uogm_:o: ._(oﬁ:_ic_:m rationnels pour chacun desquel
analog e . ¢ s L
bien reconnait ,~ wmca i r.i plus possible (polynomes :;,ML ._::m ae
} recon: itre 'impossibilité de cette dé N uctibles) ou-
L'identite :composition.
F(r) = .
A v[m&.r&»vﬁaAbﬂ.&._vlTHuA&_v‘

ot x, disiene
1 } ne u " et
obtiondra _Mm ‘ :_ :o:::.n rationnel arbitraire, nous montr ’
ombres rationnels @, qui vérifient la relati T aton
a relation

b(z)=o,
en égalant a zér
mE:ua_z ' ;.m_oucm polynomes f(x), g(x) Jacteurs de F
remier degrd : rs de F(x) qui
ﬂ:imm:wm* _J:o::ﬂ;m%_m enz. Tout polynome F(x) qui :;:_Eo%&» "o
(imieet tonnels du premier degré, ne s’annul e
nation rationnelle de o pour e deter-

(') On pourr
ot sulter
I ush.e\.h. RM:m oo:M::or pour plus de délails sur ce su
. A es nonibres ot de !’ "y \,. G =
Librairie Nony; 1893, Alygebre supéricure

jet, Fintr on ¢ I'¢)
A_i._ - SMN\:QS: a 'étude de
artie, dlgébre supéricurc),

<4 . de Co Normale, > :r . — L 10qo. e
7 .0t Série one X Jui
dnn. d UE V { 1 % 1 88 w
Y \—
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Supposons que F (@) n'admelte pas Je diviscurs rationnels du pre-
mier degre, ni méme d'aneun degré, el proposons-nous de rechercher
il existe, dans I’ensemble mozf_i form¢e par jes constantes arbi-
traives, des ¢léments o qui vérifient la relation

I'(x)=o0.
En désignant par &, I'un de ces cléments, on pourra encore ¢erire

identite
Flo)— 1@ —.2y) Fo(r, o) - F{x,).

ot conelure de Ta et de la relation

F(z)=o0,

la velation

(o — ) ol x )= 0.
(& distributive de la multiplication étant conservee dans
ral des constantes arbitraires, on peut affirmer que,
facteurs sotl nul, il faut et i suffit que L'un des

rent de x,, onaura

La _:ﬂc_:.:_

Iensemble géné
)

pour quiun \:.c&:g de

facteurs sout nul; si done @ st diffe
F(x, x;) =0

lement verifiant cette derniere relation, Iidentite

Soil @, un ¢
Vila, o) = (24— 2,) Fala, o )+ I (s, a)
qous montrera de méme que tout element &y, différent de , et de @,

qui verifie la relation
Fi(a, xy)=0

vérifie également
sz, Tos Zy) =0
4 a, lorsque le

. op . Ty
ent se continue manifestement jusqu
devront

Le raisonnem
est de degré n, et les clements @, Loy - v L

polynome F(x)
vérifier les relations
. FAA,HJV — 0,
m»Aku .&._v =0,

(¥, (&g @y T1) = O

B

.

—A,:.LA.N.\.Z L=ty ** 0 RS v -

ok R i DE LIN 01
: Ny o L

W
[
~1

On pourra p 1 ali
I conclure aussi de [a identité

Fle)=(r—x){e—xy)...(v —x,)

et il est clair . 1t

e il air que cette identité suffit pour que F(x) s‘annule
[.H: & =2=ay ..., x =x, Ce polynome F(zx) ne peut s ale

pour aucune autre détermination de x o et samner

Posons
Fz)=2m—pian=t g pyxt 2o (—1)p
ny

G_\ ﬁ_m\wmm nons ! u e )
UQ Dal m Mw4 . i
u . ~ .M 19 ‘m ‘ vy Mg _mm sommes Q S ~ H»OA.‘_F:nm un W— un, ﬁ—mzﬁ
d .T: X, ...,ntan ;mw elemen : i é ‘
o ; Ay y ay a1y Ly ~— _.Awm:_a Q " C N
. - ; . ts N\ \»u. »y Ly s edesremarquces
muuo Dm—.. 1fes ._Cm‘ 5 _— existe H_OU m_ﬁ:gozﬂw Um:‘mmmwwwu:um W _ﬁ ﬁm_dios_.

“—umwv — 0,

ces éléments distinets s
: _ ts distinets sont au nombre de 22 et doivent vérifier les rel:
ons () ou encore les relations (11) | S

11 T 3
(I S.=p1, D27 Py ceey n=— Pne

Ces conditions sont d’ailleurs suffisantos

8. Nous somn Insi hg 1}
L ous s Qvém umwmv“ amenés i rechercher toutes les conséquences
ations ou et 1l suffiva d7¢ i i o
lal , a d’¢tablir gu'ell 5 i i
o s Y : : fu elles ne sont jan
; dictoires pour démontrer U'existence des éléments @, ¢ T
quonappelle des nombres algebriques T
Nous étudier i s
g erons tout de suit {
) e le systéme s aéneral formé
pous ysteme plus général formé des

ATV H\.A&.: Ly ..;b):VHO rm.H_ 2 \\.,.

ol les Fsontd . .
e es _S_W:o::m a coefficients rationnels. Les conséquenc
essaires de ces relations s obti 5 LeS BONSEUERTes
d s'ohticnnent tout i
n . g ¢S en « i Tog
remarques suivantes : en appliquant les deux

Si 'ona
A= 0, B = o,

on a aussi
2N+ - B=o,

Vr ] Y s - _ .
T. ﬁﬂn zﬂ ﬁ— < ] 2 o ¢
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Silona )
AxBd = o,

on 4 aussi
>~J. == 0.

La théorie du résuliant apprend i ramencr ces conséquences & lew
. 1
forme la plus simple : nous rappellerons ¢u'en posant

mIm U Xy e U Ty W T

ot les u sont des nombres rationnels indéterminés, Liouville a So:.:,m
comment, par un procéde régulier, on parvient 2 les définir & Paide
d’une seule équation

MR (5, @y, Tay ovvs Tpi) == O,

: ?
dontle premicr membre estun produit de polynomes et quon appelle
la résolvante genérale du systeme. o .
Parmi les différents systemes (S), nous considérerons plus particu-
lierement ici ceux dont la résolvante ne renferme plus aucune des
lettres @, &a, - - -+ &, 6L s’écrit par conséquent

R, étant un polynome en =, &y, Uz, - u, i coefficients rationnels,
qu’on peut supposer sans diviseurs :,.:.:_.w:am.
(Ces systemes seront appelés determincs. , \ -
Les équations (S) sont olles-mémes des conséquences NECEssAIres

des relations

{ ,.—.upchuvnnow
Aq.ﬂv v _H.N.Uu—.ﬂaﬁhvl*ld_:ﬂzhmvuo ({==1, By ..y )y

en nombre (2 +1), dont n mmimEm_.: sont m:_m.s_.gimw o.ﬂ ot Us:;m.@
représente un polynome bien déterminé, la dérivée partelle de R,(=)
par rapport Ui o o ealitres no

Lorsque le résolvant R,(z) formé par les méthodes regu i .
renferme pas =, il se réduit a unc conslante; les equations (8) qui

entrainent la relation Y
R,(5) =0 ¢

£SSAT SUR UNE THEORIE GENERALE DFE L'INTEGRATION, ETC. w@@

conduisent alors & une contradiction : on dit que le systeme (S) est
tncompatible.

Si le résolvant R,(s) renferme =, deux cas peuavent se présenter
suivant que ce polynome est ou non réductible lorsque les u sont
indéterminés.

Si le résolvant R, (z) est irréductible, toute relation entiere en 3, &
coefficients rationnels en u,, u,, ..., u,, compatible avec la relation

R,(z)=o,

est une conséquence .:@oommu:,o de cette derniere, ¢’est-d-dire est com-
prise parmi les relations
AR, (35)=o,

ot A est un polynome en z, w,, u,, ..., U,.
Sile résolvant R, (5) admet des diviseurs rationnels, il n’en est pas
de méme; soit 7,(s) I'un de ces diviseurs, la relation

sans en étre une conséquence nécessaire. Les relations (T) peuvent se
partager en divers groupes

relatifs aux divers diviseurs rationnels de R,(z), et les relations de
I'un de ces groupes sont incompatibles avec celles de chacun des
autres.

Ceci subsiste lors méme que les « ne sont plus arbitraires, mais
recoivent des déterminations pour lesquelles R, (5) n’a pas de diviseurs
multiples.

Les systemes (S) se partagent done en deux classes :

1° Les systémes trréductibles, tels que toute relation rationnelle en x,,
&,, ..., x, compatible avec les équations (S), est une conséquence

nécessaire de ces équations et peut s’ebtenir en les combinant linéai-
rement:
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20 Les systémes réductibles, pour lesquels on peut gerire entre les &
des relations rationnelles qui, sans cesser d’étre compatibles avee les
relations (S), n'en sont pas des conséquences nécessaires. Ces der-
niers systemes se décomposent en un certain nombre de systemes

irréductibles distinets.

L'exemple le plus simple de tels systemes est fourni par une scule

relation

1° Si F(z) est irréductible, toute relation ¢(z) = o0, compatible
avec la relation F(z) = o, en est une conséquence nécessaire,
o(s)=2(5)F(s),

% étant un polynome.
20 Si F(s) = 4(=)¥(5), on peut déduire de la relation

m,nhv —= 0,
soit 1a relation

g{z) =0,
soit 1a relation

$(3) =10,

et lorsque F(s) n'a pas de diviseurs multiples, ces deux relations
cexcluent 'une I'autre: aucune d’elles n'est une CONSGQUENCe neces-

saire de la relation F(z) =o.
9. L’application des résultats précédents au systeme

Aﬁmv mm = Pt 5, = Pay BN w: p— T

se fait de la maniere suivante :

Le systeme (1) est determnc puisque chague &lement xy, @2, .o Ty
vérifie la relation F(a@) = o;s’il admet une solution a,, @y, - . ., @y, la
symétrie des premiers membres montre qu'il en aura au moins 2!,
obtenues en permutant les & d’unc manitre quelconque. Il ne pourra
en avoir plus, puisque le degré de fa résolvante ne peut surpasser le
produit des degrés des équations du systeme.

Le produit \

=Ah[ Uy ry = Uy 7T ::,N.\:v

ESSAI SUR UNE THEORIE GENE DR NTE
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étendu a toutes les per ions r.. .
permutations r, r,, ..., r, des entiers 1, 2, ..., n

est une wo._‘go:_czu symétrique des . On sait donc Uexprimer et d’une
seule maniere a l'aide de S, S,, ..., S \
= * n*

Soit R(5,8,,8,, ..., 8,) le vésultat obtenu; Uidentité de Tavlor

—MAH: m:mmv ...um@:vH:Au& \w:\uf ...u\v:v
= 2(Si— P DL R(s, pyy Pay o pa) + .

nous Eo.::_P en remplacant s par w, v, + u,x, +. ..+ w,x,, auquel
cas on a identiquement o v T

, wﬁn, M: rh.w, cty Uu:vucu
“que la relation

mwﬂu, PisPa ooy pPu) =0
est une conséquence nécessaire des relations
(11) MHH\‘:. 8, = pa, sy 5,2 pa

.H.cm:. combinaison lincaire de ces équations. Cest done la résolvante
genérale du systéme (11); elle venferme = quels que sotent | :J\
) J ~ @m OO -
cients py, pay ooy py. o
Le polynome R(:z i
multi ~__ o R(z pi, P - pu) est, d'ailleurs, sans diviscurs
ultiples lorsque les « sont indéterminés.
Donnons aux des déterminations telles que cette derniere pr
priété subsiste; on peut alirmer qu’il exi ins. 7.
6té s s on allirmer qu’il existe un ¢lément au moins,
qui vérifie la relation h
mwmww.\w:\wi ce Pr) =05

» — ¢ ﬂ —ﬁ ~ sap @ N iy H . ~. * _

O(5 Pos Pas oo pu) =0,
o désion: .. N . .
o désignant un diviseur rationnel irreductible de R. Les formul:
) s
mmU“:Amv\uv1TU:_~WAMV\NVHO ANH:ow Rv
CT

» L 2 1 Al A
donnent alors I'expression de n éléments £,

4
w2

g
oy G, qui, mis A la

Place des , vérifient les relations (1n).

L’existence des 1
3 :s 7 racines de toute équati ebri I
10n ¢ v " 1 i
fo dosn e quation algébrique irréductible
Fla)=o,
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< ne ¢ y ¢ H _ —-~::_A.\L_MH_.\F|

nels.

» qu'il v a d’essen-
10. Les remarques précédentes donnent tout ce quiil y a
ans | Sor 3 res algébrigques :
tiel dans la théorie des nombres algé ; I O letible. il en est
. , _ o) —
Si la résolvante R(=, py, pay s P ; réductidle, T n 68t
de méme du systeme (1I). On ne peut ajouter aux équatio M:Wm@i
‘ N : - \ L nécessair
des relations rationnelles quien sont des conséquences ﬂmroo o ;c.o_w
. i 6lé 3 ¢ ceux
par conséquent, distinguer les éléments z,, x,, co T oo
U - . y Yy s A rﬁ —
en déduit par une permutation quelconque. L'équation
e sductible, le sys-
7 = reductible 3
Si la rvésolvante R(z, p,, pa, .o s Pu) =0 est \_gi::r_i ,Q: e
teme (II) se décompose en plusieurs systemes irreduc ,.m_:S: >
Taul ] : ar conséquent,
‘un 4 Pautre par ermutation des z et, p: . .
de I'un & P'autre par une p b D nent. e
: ¢ egré. Les relati I
[ : s de la résolvante sont de méme deg !
divers facteurs de la rés . re: Les relations 400
¢ : rariables pour ce
systemes demeurent invaria
forment 'un de ces syste , : ertain
X i for nécessairement un groupe,
: tre eux, qui forment
e cchang ss¢dant cette pro-
i X éc es posscda
‘est-a-dir ccession de deux échang e
c'est-a-dire que la su . , L colte pre-
1616 équivaut & un seul échange possédant la méme propri Lo
. ‘ . i ‘est-d-dire des substitutions
8 yossibles, c¢’est-h-d
nombre des échanges | s, Clest es substtt
t le degré du facteur irréductible de la résolvant
N toute équate ciale correspond donc un groupe de
A toute ¢quation F(a) = o speciale corresp el _o_m. pe ¢
b \ g > de rationalite, deéfiniss:
1tuti lettres, nommé groupc a definissy
substitutions G de n , e de ra | inissan!
] i jours on des racines s
ttral 518 pjours dans la définiti , ide
arbitraire qui subsiste tou] 1S itio ; o e
des relations rationnelles qu’elles vérifient. Ce ,m:o:com mmﬁﬁ ( Lermin
, utati { . Toutes les -
" une permutation pres des lettres @y, x,, ..., ,
tions ratie i i " ] bstitutions de ce groupe,
tions rationnelles des x, invariables par les sub
i écipr t.
rationnels, et réciproquemen )
sont des nombres ratio ; I e dive de la manibre
Une ¢tude de la structure du groupe G, c'est-
dont les différentes permutations
T: ~u5 ey —J,.

K r ntre clles lorsqu’on
qui appartiennent & ce groupe, s'échangent entre clles QSE
e sur | fons, per mener
_:wo:—o sur les x 'ur2 de ces permutations, permet de rame

cffe ¢ v

ESSAL SUR ©NE THEORIE GENERALE DE ru;,_,nm?w,:oz. ETC.

groupe de substitutions & une forme canonique : décomposition nor-
male d’un groupe en facteur

s, 00t les facteurs seuls sont détermings. Il
en résulte une solution du probleme qui consiste & parvenir a une
définition précise des racines d’une équation en faisant intervenir
d’autres nombres algébriques bien déterminés, ¢’est-a-dire de la reso-
lution algébrigue. On démontre que les nombres algébriques qui con-
duisent & lune de ces solutions peuvent toujours étre choisis parmi
les fonctions rationnelles des racines.

Enfin tous les nombres algébriques sont des
de certains d’entre eux, les nombres
des équations dont toutes les 1
l'une d’elles.

*273

fonctions rationnelles
.im.m_:.E:mm normanx, racines
acines sont les fonetions rationnelles de

11. Tous les résultats précédents s’étendent, mutasis mutandrs, auy
Jonctions algebriqgues d'une oy de plusieurs variables. On est conduit 3
ces ¢léments en observant que la relation

(1) F(s, &, oy, STy ) = o,

ol F est un polynome i coefficients vationnels, irréductible méme apres

I'adjonetion de nombres algébriques convenables, ou de fonctions algé-
brigues de moins de n variables, ne peut étre vérifice en mettant a la
place de s une fonetion rationnelle de «,, x,,

R
Si I'on cherche, dans Pensemble des foncrions arbitraires des n va-
riables z,, «,,

2+ 2, (cest-a-dire dans Pensemble des éléments qui
possedent entre eux, e avec Jos fonctions rationnelles de ces rariables,

les deux modes de composition, addition et multiplication, dont nous
avons mis en évidence les pr

opriétés geénérales) des élements qui peu-
vent vérifier la relation (1), on trouve, en opér
fait plus haut pour les nombres algébrique
Z1s By ooy 5, lorsque pestle degré en
Jonctions algébriques de iy oo, 2,

Les systemes d’équations & considérer
générale de la forme

ant comme nous I'avons
S, qu'il en existe p distinets
s du polynome F: ce sont los

doivent avoir une résolvante

zANh iy Lyy .. Q.&.:VHOu

dur. de 'Ee. Normale. 3¢ $avia. Tome XV, — Jerweer 18¢8. 35
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sinon les fonetions ne dépendraient pas des » variables. La notion de
Firréductibilité subsiste sous la méme forme.

Les éléments 5,y Say -2 -0 Ep 0C sont jamais définis, par les relations
rationnelles qu'ils vérifient, qu’a certaines permutations pres formant
un groupe G, qui est le groupe de rationalité de I'équation (1).

On peut aussi indiquer une marehe canonique, basée sur Ia décom-
position du groupe G en facteurs, pour parvenir aux éléments z,,
en faisant intervenir des fonctions algébriques hien déter-

~

se enes Zpo
minées.
Ces questions n'ont dailleurs jamals été traitées d'une maniere

complete et mériteraient une étude approfondic que nous ne pou-
vons faire en quelques pages.

Nous avons seulement voulu indiquer tct les méthodes géncrales qui per-
mettent. en Algébre, A introduire dans le raisonnement des éléments nou-
veaux et de fixer leurs propriétes, afin de mettre en évidence la parfaite
analogte qu’elles presentent entre elles et avec celles qui nous serviront tout

& U heure en Analyse.

.

19. 11 convient cependant d’insister, avant de passer i un autre
ordre d'idées, sur deux circonstances dont nous retrouverons plus
tard les analogues.

Lorsqu'on ¢tudie les fonctions algébriques de 7 variables et leur
calcul, toutes les divisions par Jdes fonctions de ces variables qui ne
sont pas identiquement hulles sont des opérations possibles. Il n'en
est pas de meéme quand on considire les correspondances ¢tablies par
ces cléments entre des nombres alo¢hriques ou des fonctions algé-
briques de moins de n variables, correspondances qu'on obtient en
fixant dans le systeme des nomhres algebriques les dy’ terminations
Qune ou de plusienrs variables. L'examen de ces Eiwfo:m amine a
considérer des domaines stnguliers, définis par des fonctions algé-
briques de moins de n variables, qui jouent un trés erand role
dans l'etade des correspondances dont nous parlons. Tels sont, en
particulier, les Jomaines obtenus en égalant i z¢ro les divers divi-
seurs du discriminant de I'équation qui définit les fonctions algé-
briques clles-meémes. Les divisions par zévo sont d'ailleurs les seules
opérations impossibles, Sestiidire les seules i examiner.

ot - 1
u _ew. R et les r sont rationnels, ne
essenticlles distinctes.

—,WU.VLI - \d A > N LR
Al SUR UNE TIHEORIL GENFRALE DE L'INTEGRATION, ETC =3
. ). =TC. 270
/

an * c
L 0 )

—uﬁ.—.—ﬁm —A\U \NITH ’q..-..m9—u_.om I, X 4 ¥ ». 2 re : Q-
_ . &l { vy 0, Cr ! i ;

( s
v hpL“&,fk\.E...u&.:viJO,

"une d’entr 5 :

un m:,:o elles =, regardée comme une fonction des autres. S

sons que I'on passe des éléments =, 2 aux eléments 57, @ o8 reln-

oS x eléments =, & par-des rela-
g ,
s =403, ), 2y 20

T, N ! ‘ - ;
= N (L, w0 (i=1,2,...,n),

’

OWNA\_“ ~ A ] i ﬁ—\.:::@ 3 M 1's rgume —_r. ;~
. . Ma .
—O. .\H\ —um-. hmﬁ..u m.c_.:a :_Ow € L— UD, h > ..Dm — “ A v' ( Ww—w—.”n | nu -n .\: -
HuO: ~ L.CU £ G—,.. »\O__Cm LC mﬁ» WO:OHmO: Lw ~ ! . —. ; " hJ o
F\: 1~.=~.~.C D i vie .U:“ X } o el 1 d -
[ QMDH ﬁ—C ue ¢ SIS : !
- — o L const o _FZOE_.LA«—. A._D:U une r ~ ﬁ. c —J‘
._ - ' d ¢ meme —.O C ~‘ HH 2 i t _
e ] ) .y . y a ﬁ\:_”—c: CHD.:
~ non HL:U Sl —A\U »w—.._:ﬂ—:_u L:— —M» (<¢‘ ~.m: mi 1 " i

1 H *

Slx, ) =0, 9(in)=o,

=r(e ),
ry(z, ),

x = H.w_ Am. .bvv
b\ — —Nwmmw .bv‘

oy

3
li

posséderont pas de propriétés

A“-.-._— ﬁm—ﬁ i ’
ue, ave 2 4

m:mu_m _mm —:.o_;.‘ 63 ]
16£¢3 essentielles des ¢1¢
e " : N b
S .(_@Eo_:v Q:o _,c: oo:u,ac_.o.



() J. DRAGIL.

CIIAPITRE IL

LES SYSTEMES COMPLETEMENT INTEGRABLES ET LE PROBLEME
DE LINTEGRATION LOGIQUE.

1. — Différentielles et dérivées des polynomes.
Fonctions dérivables.

| Soicenta une variable, y une fonction de @ définic par identité

Nd =/f{x)

ol /() représente un polyneme a coefficients rationnels ('); dési

gnons par dx unc nouvelle variable, indépendante de , et formons le
développement de /(@ + da) suivant les puissances croissantes de dx

dr dx?

fla +do) = f(a) + — f{x)+

1 1.2

Sil@) s

nous définirons une fonction de @ et de da que nous représenterons
par dy en écrivant I'identité
dy = f"{x)dur.

La variable dx s’appellera differenteelle de x, la fonction dy s’appel-
lera différentielle de y; dy représente, par conséquent, I'enscemble des
termes du premier degré en de dans le développement de f(a + dx).

La fonction y' de x définie par Uidentité

! — “.\ Q.N, =0
& 3
Cucmﬂlwlh— re

y'=r'z),

sera dite dérivée preméiére ou simplement dérivée de la fonction y.

(1) Dans foul ee qui suit, & moins d'indication expresse du contraire, nous appcllerons
rationnels des ¢léments qui appartiennent & un donaine naturel pouvant renfermer des
variables, indépendantes de celles sur lesquelles nous raisonnerons explicitement.
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Répétons avee la fonction y' ee que nous venons de faire avee y,
¢'est-d-dire formons

dzx
S+ de)=/"(a)+ —["(2) +...,
et posons
dy'=["{x)dx;

dy’ sera la différentielle de y" et la fonction y”, définie par I'identité

dy' — y"dxr = o,

sera la dérivée premiere de y' ou la dérivée seconde de y. On définira
i w

R 1 1 T AT

%

7

de méme dy”, dy’
La théorte des fonctions algébriques a pu montrer déji I'intéret qui
s’attache 4 la considération des éléments y', ¥, ...; nous voulons
seculement mettre en ¢vidence une propriété essenticlie du caleul de
ces ¢léments.
Les relations de définition

L), =L, =),

permettent de former en nombre illimité des identités
olr,y,), ... )=o,

dont le premier membre est un polynome; si l'on remplace dans

l'une quelconque de ces identités x par « -+ dx, y par y +dy, y' par

y'-=dy's .., Uensemble des termes qui sont, dans le premier membre,

du premier degré par rapport awx différentielles, est identiquement nud.
Les relations

y=Js{z), y=S1),  Y=p0)
dont P’identité considérée est une simple combinaison linéaire, traitées
par le procédé indiqué, conduisent, en eflet, aux relations

&%H\:A&vaﬁ dy'= f"(z)dz, dy" — f"(x)dr, e

gui sont des identités d’apres la définition des différentielles.
Nous ajouterons que, si, dans la relation différenticlle ainst obtenue,
on remplace les différenticlles v, dy', V", ... par les expressions cor-
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vespondantes ¥ dw, ¥ da, y'dr, ..., on obtiendra une identité

G- O Gy .ycub\ |TG w1

qui renfermera nécessaivement y* lorsque y“~ " est la dérivée d'ordre
le plus éleve qui figure dans 9.

Tout ee que nous yenons de dire peut, avee d’évidentes modifi-

sations, ¢tre repété dans le cas de plusieurs variables.

Considérons, pour fixer les idées, une fonction s de dewx variables
seulement x et y définie par Uidentite

5 =] {2, )

dont e second membre est un polynome & coellicients rationnels.

Nous désignerons par dx et dy deux nouvelles variables idépen-
dantes, ct nous définirons une fonction ds de x, v, dx, dv cn prenant
dans le développement de /(2 + dx,y + dv) Uensemble des termes
du premicr degré en dx et dy

ds = fudz + [y dy.

Nous posons d’autre part Uidentité

Ik dz
- e T Ay —
ds Q&m\& Iy 'y — o,

et nous aurons defini ainsi deux dérivées premicres de la fonction z:

. , ds . e .
F'une, ﬂ,o_:dmm::wo par le signe 5=, sera dite dérivée de s relative a

I’ uz:m 9% dérivée relative ay.
dy
Les deux identités

J= dz
ox \.\.3 % 1i\.<
: ont de méme d'associer i 9% ot %% deux fonctions d = 05 — et 42
permettront de meme dassocier a 5= ¢ Jy Jy
définies par les relations
Q

_M. — \.&pﬁm&u - \Hu

d

ds
&.I = fyad - Jyyely,
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05 03

> suite de définir pour chacun jons -
et par suite de P wacune des cxpression Je’ Ty deux

dérivées premieresa P'aide des identités

gz d /03
- %_?7, %Od,, dy=o,
ds d /ds Jd /as
@QIL& de—olay ) r=o

Nous remarquerons immédiatement que les polynomes /,, et /,,
sont identiques; il en résulte done

D (9N 9 (9=
dr \Jdy a¥ \ dx

et trois dérivées secondes seulement sont distinctes. On les représente
Pz J*s Iz
0z drdy’ dyt

Il est clair qu’en continuant de la sorte nous définirons d’une seule
maniere les dérivées de s d'un ordre quelconque ('); nous consta-
terons en particulier que (n -+ 1) dérivées d’ordre n seulement sont

par les signes

distinctes et nous les représenterons par

\w:n Q:u Q:h
Q.H: ‘ Q.N\):\_ Q\ ? «w.\._..;

On verrait aisément gu’il n’existe pas d'autres relations entre les
dérivées d'un polynome de degré quelconque, que celles qui résultent
de Ta remarque précédente.

Le calcul des fonctions enticres de @, y, = ot des dérivées suc-
cessives de = jusqu’d un ordre détermine possede encore la propriété
que nous avons signalée dans le cas d’une seule variable. Si dans une
relation

= w::
PLE Y 5 Mﬁl_ T @v.:v — 0,

dont le premier membre est un polynome et que I'on suppose vérifliée

’

(1) Lorsque z omk un polynome d'ordre s, les dérivées d'ordre supéricur & m sont
toutes nalles, mais comme nous nous proposons de donner des définitions applicables a
tout-polynome quel que soit son degré, nous devons regarder ce fait comme un simple
aecident.
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) PN . Ry ti-
par les ¢léments précédemment définis (7), on remplace ~wﬁ_.mo
)3 s
ds Jgrs i v e ds. e d,
vementa, ¥, 5, = e oo para + da,y + dv, s +dz, 5 dx

g% ] : rer gré par
s -+ ! = I'ensemble des termes qui sont du T_o::o_ Qod_r P
dyn ¢ an.u

rapport aux différenticlles est identiquement nul.
On a, par conséquent,

Jds "

0pdr + 0pdy - @ ds + 9y, «JM d 9 d dy”
v dy

== Q,

ot si Ion substitue aux différenticlles leur expression & Faide gc_ M\&
et dy, on pourra en conclure, puisque da et dy sont deus variables

indépendantes, deux relations aux dérivées

5 d*s g, IR
Pr+ Pz a + Qs vm_ﬁu + ,Lh Qb‘: dx
P dyn
- 2n Jdnris
- G..lh -+ O, ‘Qli]l .. .ITCQ:,.. s+l =0,
TRy TV g dy 3 AL
o i

: ¢ ires de larelation o = o. Ajoutons

qui seront des conséquences nécessaires de la relation p = 0. Ajo e
que ces relations renferment nécessairement des deérivées d'ordre
\ 1 ! i 1 \- \\-
(n+1) lorsque les dérivées qui sont dans g de l'ordre le plus ¢levée

sont d'ordre 7.

L . ,
3. Un examen attentif des résultats qui précedent montre quon
peut les obtenir en faisant simplement les hypotheses suivantes :

le . g ? ’s s a wne ou plu-
19 A tout élement u, pris dans le systeme des .cc@ﬁc:.& \ \M .
F o , , . . h« z) ] gl Z] ¢l N
sieurs variables, est associé un cldment du, sa différenticlle, tel que Lor

ait identiguement
7 d{w—+v)=du—dp,

duv)y= wdv+v¢ du:

20 La différenticlle d’une constante est nulle; ;
30 Les différenticlles des variables independantes sont de nougelles

variables N.:&%QSS:RF

- SRS Conerp 1 . essi0n
(1} Cest-a-dire qu'en remplagant dups Je polynome o ces ¢léments par leur expressic
en 2 et », on obtient un polynome identiquement nul.
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Ces hypotheses permettent cn effet de former I'expression (ui donne
la différentielle 4= d’un polynome a n variables x,, 2

9 o vy Tys
ds = adr + ayda, 4, .+ a,dx,,

ol les @; sont des polynomes dépendant de toutes les variables x,,
&y, ..., T, 0u de quelques-unes d’entre elles sealement, mais dont
aucun n’est nul. Ces coefficients seront, par definition, les dérivées pre-
micres du polynome z; ils ne dependent pas des du,.

On parviendra de méme aux dérivées d’ordre supérieur.

Les relations qui lient les dérivées d'ordre 2 d'un polynome, rela-
tions signalées plus haut dans le cas de denx vartables, expriment
simplement que les dérivations relatives & des variables indépendantes
sont échangeables.

Enfin toute relation

bidey+ bode, —.  +b,de, = o
\

ol les & sont des variables indépendantes entraine nécessaivement

bi=by=.. .22 b, = o.

4. Ces observations vont nous permetire de donner d'une manicre
précise la définition des éléments généraux dont nous allons mainte-
nant nous occuper : les fonctions dericables d’une et de plusicurs va-
riables. Nous désignerons ainsi tous les ¢léments qui satisfont aux con-
ditions suivantes :

1° Ils se composent entre cux et avee les polynomes i coefficients
rationnels suivant deux modes distinets qui possedent les proprictés
générales de l'addition et de a multiplication de ces polynomes : pro-
priétés qui ont servi & définir les variables.

2° A chacun d'eux u, peut étre ussoci¢ un élément e, qu'on appelle
sa &&\m@i&&? de telle sorte que I'on ait

d{w—+ oy = du + v,

d(ue) == ude 4 cdu.

La différenticlle d’une constante est nulle.

Les différentielles des variables indépendantes sont de nouvelles
variables indépendantes.

Ann. de PEc. Normale. 3 Série. Tome XV, — Aout 18g8. 36
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3¢ Lorsque s désigne une fonction derivable des n variables x,
2., ..., Ty, 00 aidentiquement

ds = ade, + aydoy -+ . A,

ot aucun des coefficients @,, a,, ..., @, n'est égal & ztro.
Ces coefficients a; sont appelés deérivées premiéres de la fonction s et
représentés par les expressions

Jz IS dz

. N JR—

dx,’

ce sont encore des fonctions derivables des seuls élements &,y Xy, ooy Lo
4* Nous exigeons enfin que los dérivations relatives a des variables
indépendantes sotent cehangeables.
J*s g% =

na, par exemple = oaﬁocgm_cwaa_::omu:m.
On a, par cxemple, Jram = daeoa

fogues.

Toutes ces conditions étant satisfaites par les polynomes 4 une ou
plusicurs variables ne sont point contradictoires en elles-mémes. Nous
allons montrer qu’il existe effectivement d"autres fonctions dérivables
que les polynonies ef, pour commencer, nous établirons que les fone-
tions rationnelles et les fonctions algébriques sont derivables.

5. Prenons, pour fixer les idées, la fonction rationnelle de deux va-
riables 2 et y définie par identite

dans laquelle A et B sont des polynomes sans diviseur commun. On

en pourra conclure
Ads + s5dA +dB=o,

ce qui définit la differentielle d=, comme, d’autre part,

JdA JA
— : “dy
dA O da 4+ Jy dy,
JB JB
dB —= Ir dax -+ & dy,
dz = e dx + I3 dr,
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les deux équations
ds dA  JB

A — 4+ 5 5 4+ — —=
Yox T or o T ™
\ dz  _0JdA  JB
A5 4+ 5 o -— =0
dy dy  dy
détermineront 2= ot %3 . 1l n’est inutil i
Jz gy pas inutile de faire remarquer qu'elles
. . dz | ds . .
sont toujours résolubles en —= et o, Puisque le coefficient de ces élé-

ments est A,

En appliquant aux deux équations précédentes la méme méthode
on obtiendra trois dérivées distinctes du second ordre par des gcmw
tions du premier degr¢ toujours résolubles, et ainsi de suite, chaque
dérivée étant donnée par une seule équation. Cela suffit a mSEw.: we |l
Jfonction s est derivable. e

Le systeme formé par ces équations est irréductible, puisque cha-
cune d’elles renferme au premier degré un élément qui ne figure %.Z
dans les précédentes; toute relation rationnelic entre z et mmmw?.?_mw,ﬁ
c.oq,%.m:r_o avec ces ¢quations en est donc une simple ooE_:zamo.m
__m:uu:.o.. On voit alors directement que cette relation o = o entraine
nécessairement do = o et la propriété du calcul des dérivées m_.::n po-
J:::,zm. que nous avons établie au début de cc Chapitre, subsiste mA_:_m
la méme forme pour les dérivées d’une fraction rationnelle.

Passons aux fonctions algébriques et considérons, pour simplifier

3 . .
Uécriture, une fonction y de la seule variable « définie

. ) var la relati
irréductible parfa relation

Sz, y)=o.
Nous pouvons conclure de cette relation
X
' V e O
pye dr + Jy dy = o,

af

le polynome == n’¢ ; Pive i
poly oy n'etant pas nul; la dérivée premiere y est done dé-

finie d’une maniere unique par I'équation

of o _

ox Ty =
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Celle-ci donnera de méme

O i

i dy - oS y'dre + 2 xu dy + ~— Jy

da? drdy *  dxdy: dy?
¢'est-h-dire, en tenant compte des expressions de dy, dy',

NwH a3 Qw\m . \. «»\_ == 0

a2 da dy e % }

¢ détermine v d’une maniere unique, efc.
La fonction algébrique y de x est donc dévivable.
Comme dans le cas d’une fonction rationnelle, le systeme des equa-

tions obtenues est irréductible et toute équation entre x, )y, ¥ y" ..
compatible avec les précédentes est une combinaison linéaire de ces

derniéres.
On peut ajouter qu'aucune des dérivées ainsi définies n'est égale &

zero.
Nous avons supposé que la relation /(z, ¥) = o, qui définit y, est
irréductible; le cas général se raméne & celui-la en observant que, si

I"on a
floe, vy=&{r,y) (2, y),

on en peut conclure
df = g dh + lidg
d’oit il résulte que le systéme

J =0, df —o

se décompose en deux systemes

o =0, de — o et h— o, dh = o.

Les mémes remarques s élendraient aux fonctions algébriques de

plusicurs variables.

6. L'existence de fonctions dérivables autres que les polynomes
etant établie, nous allons présenter i leur sujet quelques observations
immédiates, mais d'une grande imporiance.

Sil'on «
bodo,— bydao, o = b, dr,= o0,

ESSAI SUR UNE THEORIE GEN
les x étant des variables indé épendan

m.».“@u“.

St l'on a
b dx,+ bydz, +

et si b,, par exemple, n'est pas nu
Lyy «eey Ty Ol de quelques-uns d’e

Soient z,, 5,5, ..., 5, des foncti
ou de quelques-unes d’entre elles;

ds s

dz, = = , ot
1 Q:«;&&, -+ o,
ds, = “2 . Yz
T dx, A, + da,
- Qu\» . dz,
T = UMI— NNFN_!T mrmm

nous dirons que les fonctions =, i
’ - * P
n existe aucune identite de la forme

Mds 4+ Rdz, 4.

ot les coeffficients h,, ks, ..., K, ne
Les déterminants d’ordre p ?L
sont donc pas tous nuls et I'on peut
par rapport a p des différentielles o
I ne peut exister entre les élér
aucune relation

.\A HT hmq .. )
owﬁ. on en pourrait déduire, la foneti,
. Y .
0z, set
Tes.coefficients 9 cees Jf n'étant
dz, ds,

Nous venons de voir que, réciprod

hyds) —+

=
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oit les % ne sont pas tous nuls, exige que I'un des gléments 5., Tar oo
3, soit fonction des autres ou de quelques-uns d’entre eux. 1l en résul-
tera qu’on peut définiv Vindépendance de p fonctions =,, 3gy «««s =p
des n variables &, @, ..., 2, €D disant qu’il n'existe aucune relation
de la forme

FACITRTTIRER, zp)=o

entre ces fonctions, ol fest une fonction dérivable quelconque des
arguments ., Sy, . Spe

11 n’existe pas plus de n fonctions indépendantes de n variables
Xyy Loy ovs Lo Si z,, Zg» ... 5, désignent de telles fonctions, les dx
peuvent s'exprimer lintatrement & I'aide de ds,, dz,, ..., dz,5 onen
peut done conclure que les @ sont des fonctions des éléements z,,

P e T

Les identiteés

Jdx; dr; .
lﬁ.”ﬂ%luw+f.+\~lu: (i=1,2, ..., 1)
z

) . , e P! -

permettront d'obtenir les dérivées 5= I'aide des dérivées premieres
5%

des 5 par rapport aux r, par des cquations du premier degré toujours

résolubles.

- L, dx; . .
Ces dérivées 5 sont elles-mémes des fonctions de 5,, Zay -y Zao

J3,
dont on obtiendra aisément les dérivees - QN. 4 ’aide des dérivees
~h U~k

premieres et secondes des = par rapport aux x. Les ¢quations a rékoudre
seront toujours du premier degre et résolubless ete.

. Nous venons de voir quels sont les principes qui permettent de
définir les différentielles et les dérivées des fonctions de plusieurs va-
riables. 11 résulte immeédiatement des définitions donnces, qu'il est
possible de considérer plusicurs systemes de différentietles en prenant
pour dxy, dx,, ..., dv, plusteurs systemes de variables nouvelles.
Soient x,, 2, ..., ox, les elements d’un nouveau systéme; on aura
evidemment si z désigne une fonction quelconque des

2 L o A
0z — @, 0%+ A0y . L @1, 00,

'y ‘Enfin on peut, dans le cas ou les
antes » définir ¢
s, supposer, pour définir le sceond systeme de différentielles, les
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et, si nous rappelons que les dérivces de s sont des fonctions des seuls

éléments x|, x,, ..., z, lorsque les dx sont des variables arbitraires, on
en pourra conclure

3 2 Jz 3
) g = R —_ .
m\,&.~ dr, ’ ? a, = o
n

oy =

En d’autres termes, les dérivees ne dépendent pas du systéme de dvffe-
Ei,&.&\% considere. Ceci s'étend manifestement aux m:@.r‘mmm dovdre
supérieur.

On considere parfois aussi simultanément plusieurs systemes de dif-
férentielles relatifs aux mémes variables w:%ﬁa:%z"omd

Supposons qu'ayant défini un premicr systeme par les éléments dx,,

dx,, . .., dx,, on en forme un second ¢n considérant z,, x,, v

. ) ) . ) 29 0y sl
dz,, «_N.ﬁ_.:_ ., dr,, comme les variables indépendantes. On devra
regarder les différenticlles 2o, sar S, 5 , :

g3 es différenticlles éx,, oa,, ..., s, odv,, ddwv,, ..., ddx,

comme de nouvelles variables indépendantes et appliquer les regles
données plus haut. °
On aura, par exemple,

N Jds
03 “M Oy
dx; *

N 0%z ) =
Ods = —~ ~ ox;ddx w gz s \
Q%M Q.N.\_. , \_. le Q&.: o dx >

(6, Ay h=1,2,...,n).

n ﬂuws_ les systemes obtenus de cette maniere, 'un des plus impor-
nts A ] ™

mm s est wmr: ol 'on suppose sz, = dz,; on aura alors, en employant
e signe & pour les deux systemes de différentielles,

ds
ds HM 9z dur,

o 17 Js
NN&L IMQ',&...._IMI.MM&(NN «.N.N.\r. ITM «N«mm.&.b

Q,H,}

(L hyh=1,2, ..., n).

L'expressi ; ; i i
pression d dzx, est unc nouvelle variable, indépendante des x et

des dx; on | :

) a représente par d*z, et . o
S d » et on la non s
seconde. : d ame differentielle

@ sont des variables indépen-
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slements du,, da,, - - da, constants; on aurd alors
ddr;=o

ot, par conséquent.

. e 2z
c&( \M «?D.QH\,.

da; dxy, (i, h=1,2, ).

L expression odz est alors identique a cclle qu'on ohtiendrait
pour dsz, en chSmE: les wﬁ. constants.

Dans le cas _53._2:2. ou les cx, sont identiques aux dx;, on @ sim-
plement

J%s
2 o~ —— i y
s |M o7, QH»&.&_ day.

et on obtiendrait aisément des formules analogues représentant d*=,

d'z, ...-
iI. — Systémes complétement intégrables.
8. L'impossibilité de vérifier une relation algébrique entiere
(0 Sz, y) =0

Jonnée arbitraircment, en mettant a la place de y une fonction ration-
tolle de o, nous a conduits & étudier directement les éléments y qui
possedent les prepriétés générales de composition des ¢lcments ration-
nels et peuvent satisfaire a la relation (1). Nous sommes ainsi parve-
qus b définir les fonctions algébriques d'une variable et i fixer, dans
la mesure ou il est déterminé, le calcul de ces sléments. C'est en trai-
tant par la méme méthode un probleme analogue que nous allons par-
venir aux éléments qui font Pobjet essentiel de cette ¢tude et que
nous appelons fonctions dérivables a définition algébrique.

Les définitions données pour les derivees et les différentielles nous
permettent aisément de former des relations entieres liant une fonc-
tion algéhrique donnée a ses dérivées des differents ordres. Peut-on
inversement choisir arbitrairement I'unc de ces velations, & condition
de laisser la fonetion algebrique a déterminer? 11 est facile de voir
qu'il n'en est rien.

on aurait de méme

e GENE J D ,: .

St 'on ¢erit arbitrai , *
rbitrairement une r 1 Shri i ,
elation algéhrique entiere
. ﬁﬁﬁ_w.w\u,v\\‘...v”ow
il nlexiste : i shri
e S\Enzso fonction algéhrique y de la variable x, liée
: (et : i v : . .
¢rivées ¥, ¥”, ... par cette rvelation, P d e

Un exemple si i
( ple simple de cette circonstance est donné par | i
du premier ordre : y' =y 1€ parfa relation

. Admetton i
oo s, en m@mr. un nstant, que la fonction algébrique y de
définie par la relation irréductible ° [ae yte
.\.A&.u ¥y )=o,
vérifie la relation y
¢ Y =y; nous pourr ‘dui :
en 2 ot y 1 ons en déduire une identite

(1) Jdf _of

,

QN. | N \'. ,\..
A.—a:—»w —LA st un C 1 an € ( _ . ] _ h 0s
¢

\A.~.- rﬁ,,v — ./:,.: 4- /_.v\:l_ « /
et ~wiy
I"identité (
1) donners boals 5 icl
(1) era, en égalant les coefficients de v~
[V *

A
I T A=A,
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9. Considérons alors une relation algébrique entiere

(1) ﬁ?ﬁ‘.v\,‘b;,...vuou
1 alechri y g1 peut-on
qui n'est satisfaite par aucune fonction algébrique de wﬁ o
] Sl ag ole 3
wouver, dans Uensemble des fonctions dérivables de x, des ¢lements
‘ , dans ]
" canpiafeg?
la vérifient? Quelles seront leurs propriétes? . N
Nous pouvons, dés a présent, répondre affirmativement a 1a |
, ‘er séguences
mitre question; il suffira pour cela de montrer que les oosuirmo o
i L1 S radie-
de la relation (1), ol 'on suppose y dérivable, ne sont pas no_: o
« « / ’ ) N »ﬂ A A\v )
toires en clles-mémes. La seconde question est beancoup p :.T F
b = ~ . e L. e i ce °
eate: ce n'est que dans le Chapitre suivant qu'elle mmS::» .
won d 1 oprictes carac-
qu’on donnera, pour les fonctions considérées, des proprictes
[éristiques. . . i
Examinons, par exemple, le cas simple, signalé plus haut,
relation donnée est y' = . . Lok
On peut conclure de cette relation, en supposant la fonction y
vable, toutes les identites .
) .\v\:,ub\
i spivable qui les vérifie ne peut
ot celles-la sculement. Une fonction dérivable qui les vérifie ne
catisfaire & aucune relation algébrique entiere

.\.A.N,. NE) .a.‘u N
. palt seerire
{ aadontes. ear cette relation pourrall s ecr
non conséquence des _:crrgr:?m, car cet i
Fla, 3eys - 1=

ot nous avons yu que y ne peul étre une fonction M__mo._:.:_:o. -
Les relations v =y qui Jeterminent toutes les dérivées de la tone-
: : st i erive > X5 a nomnic
tion v, définissent donc une fonction dérivable de a3 on la n
onclion 3.\5:3:%&9 .
i i V= y s permet d'ajouter
g La forme particulicre de la relation y =y nous smm_ _#:S\;_m._o "
N 1 1 s .-- T » TP & Hﬁ
on : si zdes » fonetion dérivable verttiant 13
une observation : si = désigne unce autre fo

.

[ Py e de la
relation 3= z, on pourra conelure de

V- sy =
el, par suite, e,

ol ¢ désigne une constante arbitraire.
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Toutes les fonctions qui vérifient la relation y’ =y s’obtiennent

. donc en multipliant 'une d’elles par une constante arbitraire; les

velations y® = y ne permettent pas de les distinguer 'une de 'autre.
Nous verrons plus loin de nombreux exemples d’une indétermination
‘analogue et nous mettrons en évidence le role qu’elle joue dans I'¢tude
- des fonctions correspondantes.
- Considérons maintenant une relation algébrique entiere
| o2,y ¥ =0
queleonque, qui n’est satisfaite par aucune fonction algébrique de .

in supposant que y représente unc fonction dérivable, on pourra en
déduire une suite bien déterminée de relations

qui définiront y”, 7, ... par des ¢quations du premicr degré toujours
résolubles, o Paide des ¢léments @, v, ¥'; ce sont d’ailleurs les scules
consc¢quences de nos hypotheses.

Cela suffit pour établir qu’il existe au moins une fonction dérivable
satisfaisant & la relation

. 9(z, ¥, ) =0,
et il est clair que les mémes conclusions s’étendent @ fortori i une
relation

@(x, y, ¥ ", =0,
qui renfermerait des dérivées d'ordre supérieur.

Les fonctions y dont nous venons d’établir Pexistence sont dites
Jonctions de la variable x, & définition algébrique. D'une maniere géné-
EF.. nous désigneronssous le nom de fonctions « definition algebrique,
Mow.monozosm dérivables d’unc ou de plusieurs variables, qui sont liées
i leurs dérivées et aux variables par des relations entieres. Les équa-
tions qui lient plusieurs de ces fonctions sont alors en nombre suffi-
pour qu'aucune d’clles ne puisse étre choisie arbitraivement. Les
. systemes qui possedent cette propriété seront dits a solutions détermi-

_mees; on verra plus tard comment on les distingue des autres.
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10. Nous avons vu qu'une relation entiere entre les éléments @, v,
V', ... cst tonjours veévifiée par au mowns une fonction dérivable y de
Ja variable 2 il s'en faut qu'il soit toujours aussi simple de reconnaitre
'oxistence de fonctions dévivables vérifiant des relations entitres
donndes, en particulier quand ces velations renferment i la fois plu-
sicurs fonctions et leurs dérivies. Néanmoins, on petd towjours, par un
nombre limité & opérations. fixé « lavance, décider s'il existe ou non des

Sfonetions deérivables qui vértfient des relations entiéres donnces.
(Uest 1 une des conséquences ¢ une tres remarquable proposition (')
qui peut s’énoncer de fa maniere suivante :

Sofent =,, ..., =, des fonctions derivables des n vartables x,, .. 5 X,
qui sont lices & lewrs dérivées el aux pariables par des relattons algebrigues
enticres: il existe un ordre fini de dérivaton P tel que toules les cqualions
distincies d'ordre (P + Q) s'obticnnent en dcrivant simplement Jusqu'a

cel ordre les ¢quations d’ordre égal aP.

Nous indiquons sculement ici les grandes lignes de la démonstra-
tion quc nous avons exposéc dans un autre travail (*).

On ramenc d’abord le cas de plusieurs fonctions z,, ..., 5, AU €48
Qune seule fonction. Nous posons pour cela

Lo wysy e Up Ty

les « désignant de nouvelles variables indépendantes il en résulte

o

., T~
Jdu;

et les équations données ot figuraient z,, .... 3, 8¢ changent en rela-
tions ot ne figurent plus que les dérivées de Z. 11 suffit d’ajouter les
¢quations

0’7

. =0
du; duy ’

(1) Cette proposition a éi¢, sous unc forme legerement difiérente, donnée et démontrée
pour la premiére fois par M. Tresse, Sur les invariants différenticls des groupes conlinus
de transformations (deta mathematica, t. XYII).

(2) Sur les systémes différentiels les plus genéraux ¢l le probléme de Caucly (Annales
de I'Fcole Normale supérieure, 1898), Cf. aussi Comptes rendus (26 octobre 1897).
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pip-+1) JOUr eXDri \ .,
_— pour exprimer que Z est linéaire par rapport aux

en-nombre

variables u.

A toute fonction Z qui vérifie les équations ainsi obtenues corres-
pond, si Z n’est pas une fonction des « sculs, un systeme de fonctions
2., eny 5, QU vérifient les équations initiales et réciproquement.

I suffira, par conséquent, d'établir la proposition de M. Tresse pour
une seule fonction s des variables x,, ..., z, ().

lle résulte alors des observations suivantes .

. ars Ce . .
Soit SRR g une dérvivée d’ordre p de 53 nous lui attribue-
vons lo poids o, g"" 4 28" .. - %, § %, OU g est un entier

positif tees grand, et nous rangerons les dérivées d'ordre p de fagon
que leurs poids aillent en déeroissant.

Si un systeme d’¢quations d’ovdve p est résoluble par rapporta & de-
rivées d’ordre p, il est résoluble par rapport aux & premieres.

Soit %, g" "'+ 2, 8" .+ %, g + %, le poids de la Eene dérivae
d’ordre p; le systeme quon déduit da préeédent par une dérivation
est résoluble par rapport i toutes les dérivées dont fe poids surpasse

‘ N2t WIS w2 o
I 5 4&?%: |T...J|rn~:1T_V.

,m: m_osss.a un nombre fini et assignable d’équations nouvelles
d’ordre supérieur 2 p, on obtient un systeme résoluble par rapport &
toutes les dérivées d’un certain ordre p + p”. 11 est manifeste qu’alors
le systeme ne peut plus renfermer qu'un nombre limité d’équations
nouvelles.

Un systeme formé d’un nombre limité d’équations étant donné, des
méthodes régulitres permettront de déterminer le nombre désigné
par P. Supposons que le systeme donné ne renferme pas d’équation
d’ordre supérieur d 2 et qu'en passant de Pordre 2 & Uovdre (£ 1),
a.nm?w-ﬁ_:.o en dérivant les équations d'ordre 2, qui sont en nombre k,
on obtienne précisément aulant d’¢quations distinctes qu'il y a de
dérivées d’ordre (A + 1) de poids supérieur & )

n—1i -2
gt A 2 T Ly & (2, 1),

{1y'Le principc de cotte démonstration est di & M. Delassus (Cf. dnnales de 1 Feole

Normele supéricurc, 1896).
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. s st 14 k4 " 2 .
Ol @, @ e A By & T % €1 Je poids delakme dérivee d’ordre A3 on

. gt | 3% le ordre o —+ 13
plaura pas non plus d’¢quations nouvelles en passant de lordre
’ Cneny Y —
3 Pordre A+ 2, v On pourra, par conséquent, posel P = A.

On sait done, en définitive, aumoyen &'un nombre assignable d’opé-
vations, reconnaitre si un systeme donne est form¢ d’équations com-
patibles. ost-i-dire admet une solution au moins, ou d’équations
incompatibles. Un systeme form¢ %9_5:9.; compatibles et oosajzm
jusqua Uordre P scra désigné, dans la suite, sous le nom de sysieme
complétement intégrable.

1. Les systemes completement intégrables offrent, @ priort, unc
diversité considérable; on peut cependant montrer qu’ils se ramencnt
s un nombre de types assez restreint. ,

Nous avons déji vu qu’on peut se borner a considérer des systemes
. une scule fonction inconnues supposous pour un tel systeme
Pordre P fixé et soit 2 le nombre des variables. Prenons comme in=
connues toutes les dervivées de s qui sont J"ordre P ou d’ordre infc-
rieur et ajoutons les conditions Cintégrabitité dordre (P -+ Q.,

On montre aisément guon obtient ainsi un systeme completement
intégrable formé ¢ "equations du premier ordre ('), mais avec un nombre
N d’inconnues. o

Appliquons a ce systeme la transformation indiquéc pourle ramener
5 une seule inconnue, en augmentant de N le nombre des variables.
On obtiendra un systéme d’équations du second ovdre au plus, @ une
seule fonction inconnue. ‘ |

Towt sysiéme completement intégrable sc ramene donc & un systeme
du %mo:% ordre & une seule fonction tnconnue. Le nombre des ,S._,._:.Zcm
devient alors le premier clement de classification; mais nous n’insiste-
vons pas ici sur ce sujet, qui demanderait d’autres développements.

(1) Nous renverrons, pour plus de délails, an travail eité plus bhaut: Annales de U Ecole
Normale supérieure, 1598.

Hon
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1II. — L'intégration logique (').

12. Considérons un systeme complétement intégrable S (*) formé
d'équations algébriques entieres entre les variables x,, ..., 2, la fone-
{ion = de ces variables et ses diverses dérivées jusqu’y un ordre dé-
terminé et proposons-nous de rechercher ce qu'il faut faire pour par-
venir & une connaissance, aussi complete que possible, des propriétés
des divers éléments = qui vérifient les équations S. Nous nous atta-
cherons vEg:nz:wéaoi ici i celles de ces propriétés qui se traduisent
par des relations rationnelles entre les éléments = et leurs dérivies
dordre quelcongue.-

Nous appelons solution du systeme S toule fonction z dependant
des n variables ., Tav ..., 2, ow de quelques-uncs seulement ’entre
elles qui vértfie les équations S, 11 peut se faire que cette fonction dé-
pende de variables ou de fonetions arbitraires de moins de 2 ¢léments’;
N0US Ne Préjugeons rien sur son ctendue.

Si nous envisageons d'abord Uensemble des relations rationnelles
qui lient une selution = & ses dérivoes et aux variables, deux eas
peuvent se présenter

1o Toutes les relations rationnelles entre z, ses dérivées d'ordre
quelconque ct les variables, compatibles acec les cquat.ons S, ¢’est-h-dire
formant avee ces équations un nouveau systeme complitement inté-

grable, sont des conséquences nccessaires des équations 8. La ou les

_relations considérces s'obticnnent alovs par dilférentiation des ¢qua-

tions S et combinaison lin¢aire des vésultats.
Il est elair que, dans ce cas, les diverses solutions du systeme S ne
peuvent étre distinguces par la seule considération des velations ra-

¢\ Le terme « intégration logique » esl adopté il par opposition & cclui & « inlégra-

udomélrique » que 'on pent emplover pour désigner 1o probleme de Cauchy. 11 dis-
16 lo probléme que nous indiquons de lout probleme d'intégration, avec ow sans
itons awr limites, ou on ne tient aucun compte de la nature Lranscendanic dcter-

snee dos solutions.

23 On pourra naturcllement supposer tout de suite que le systeme S est algébrique-

- ment irréductible ot quil n'est pas le produit do systemes irreductibles identiques.
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tionnelles qui tient une queleonque d'entre elles & ses dérivies et aux
variables. Le systeme S envisagé i ce point de vue est irreductible.

»¢ 11 existe des relations rationnelles entre =, les deérivés de = et les
les ¢quations § et qui n'en sont pas des

variables, compatibles av
conséquences nécessaires. On peat évidemment, pour chaque systeme
de telles relations, supposer quelles forment avec les ¢quations S un
systeme réductdble S|, au sens gue nous VENons de préciser, sans
A_,:om on powrrait continuer le raisonnement ct ajouter de nouvelles
relations.

Il est alovs possible de distinguer, par la seule considération des
velations rutionnelles verifiees par une solution ct ses dérivées, les
solutions du systeme S, des autres solutions du systeme S, L'étude des
solutions =z du systéme S est done un probléme réductible.

La premicre recherche aura done pour but de reconnaitee si e sys-
teme S, reaardé comme définissant los solutions 5, est ou non rédue-
tible. .

1 faudra examiner les divers types de velations rationnelles que 'on
peut ajouter aux équations S, de manitre a former un u,,,ﬁ,o_:o‘oo_:-
pletement intégrable. Dans corlains cas, la forme méme des ¢qua-
tions S donnera immédiatement des indieations sur fes types possibles
@ priori; Nous e Verrons des exemples plus tard. En .o,,o.:o.:r on
n’aura dindications que =ur fe nombre et 'ordre des Q_:M::w.:m qu il
est possible d'ajouter aux ¢quations S (1)1 les conc itions d :ﬁ».@:ﬂ
Dilité se traduiront par un nombre determiné d'équations aux dérivees
partielles, toujours algéhriques et entieres par .E%o:. aux So:;_.o:\ﬁm
qu'elles renfermeront ¢t formant un systeme cc::,_io_:.c_: EE-
grable 5. Ces équations o deveont, si le systeme cst reductible,
admettre des solutions rationnelles ou des solutions enticres.

i v aura done licu de chercher des proccdes praiigues permetiant de
reconnaitre si un systéme d'équalions DONSE admet des soluttons ratron-
nelles et de les déterminersi elles cxistent. Cest mallicareusement un pro-
bleme que l'on ne sait résoudre que dans des cas trbs particuliers : Ia

(1) Nous reucontrerons plus loin de nawmbrens exemples oit le nombre des types E:c-
rents de ces équalions est fini: il w'en esl pas de meme dans tous les cas o nous ¥ revich-
drong prochainement.
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ésolution en est assurée quand on peut fixer & I'avance un nombre
Jimité d’essais, ¢’est-A-dire de calculs élémentaires, apres lesquels on
_aura trouvé les différents systemes de solutions, ou bien on pourra
“affirmer qu’il n’existe pas de solutions. Nous aurons plusloinarevenir

sur.ce sujet.

13. Supposons la question précédente résolue; admettons, par con-
séquent, que 1'on ait formé un systeme irréductible S, ce systeme
pouvant étre S lui-méme ; continuons a le désigner par S. Il est im-
possible de séparer les solutions de S par la seule considération des
velations rationnelles qui lient I'une d’entre elles, =, i ses dérivées et

_ausvariables. Que peut-on faire pour arriver & une connaissance plus
‘complete des propriétés de ces diverses solutions?

La méthode suivante s’offeira immédiatement

Soit L une fonction transcendante des variables x,, @, ..., x,, dé-
finie par un systeme complitement intégrable wrréductible Z; nous
l'adjorgnons (') au domaine de rationalite, ¢ est-a-dire nous écrivons,
a coté des équations S qui définissent =, les équations I qui définis-
sent.C, et nous étudions le systeme i deux fonctions inconnues, z et J,
formé par Ia réunion des équations S et I. Nous savons que le sys-
teme (X + S) peut étre remplacé par un systeme & une seule fonction
inconnue, mais il n’est pas nécessaire de faire cette transformation
pour le but que nous avons en vue.

Ce systeme (T -+ S), & deux inconnues (=, U), peut étre réductible
ou-irréductible. Nous disons qu'il est irréductible si toutes les rela-
tions rationnelles entre les variables, les fonctions =z, { et leurs déri-

~vées dordre grelconque, que I'on peut ajouter aux équations (X +8)
“sans cesser d’avoir un systéme complétement intégrable, sont des
conséquences necessatres des équations du systeme (E +8).

Il est alors impossible de distinguer un couple (5, €) de solutions
des équations (2 + S) de tout autre couple vérifiant les mémes équa-
tions, par la seule considération des relations rationnelles qui lient les

{%) Insistons sur la différence enire Popération algebrique que nous appelons adjonction
i élément au domaine de rationalité et Vopération iddele qu’on désigne parfois sous le
. mgme nom.

Ann. de 'E¢. Normale. 3 Serie. Tome XV. — Aour 18g8. 38
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variables aux fonctions =, T et a leurs dérivées. L'adjonction de  au

domaine de rationalité parait sans effet utile; examinons, d'un peu
plus pres, dans quel cas cetie circonstance se présente.

[4. Les équations rationnelles S et Z permettent de caleuler ration-
nellement certaines des dérvivées de = et de ¢, que I'on nomme derivées
principales, i l'aide des autres, qui sont les dérivées paramétriques.
On peut donc se borner & considerer les relations rouvelles qui ne
renferment que les dérivées paramétrigues.

Nous avons i chercher si Pon peut ajouter aux équations (£+8)
des relations enticres entre les dérivées paramétriques de z et de L,

(@) w(5 ) =0,

de maniere & obtenir un nouveau systeme completement intégrable.

Les conditions d’intégrabilité des équations 5, = et @ donneront un
certain nombre d’équations résolvantes, vationnelles par rapport 2 tous
les éléments qui y figurent, auxquelles devront satisfaire les fone-
tions . Il faudra donc reconnaitre si ces résolvantes admettent ounon
des solutions entieres par rapport i tous les elcments dont elles dé-
pendent. :

On voit tout de suite que, si I'on ne parvient pas & limiter I'ordre
des dérivées paramétriques de 5 et de T qui entrent dans les fonctions ¢
que l'on doit considérer, il y aura pour les systemes (4 ) un nombre
illimité de types différents. La limitation dont nous venons de parler
n'est pas loujours possible, des que les dquations S ou X renferment
des arbitraires (constantes ou fonctions); mais il parait extrémement
probable que, dans chaque cas partieulier, ¢’est-a-dire quand tous les
¢léements figurant dans S et dans = sont déterminés et définis algébri-
quement, on pourra s¢ borner & considerer des fonctions entiéres o dans
lesquelles les dérivées paramelriques de = et de C ne figurent que Jusqu’a
un ordre déterminé. Nous en verrons tout a I'heure, des exemples.

Supposons maintenant que, quelles que soient les dérivées paramé-
triques qui figurent dans les 4, les équations résolvantes dont ils de-
pendent n'admettent pas de solutions enticres. Tl sera impossible de
former un systeme completement intégrable en ajoutant aux équa-
teurs (X -+ S)des relations entieres entre les dérivées paramétriques.

E::m aux wn:u:.o:m X et X, qui définissent respectivement & ot £
- conduise nécessairement i

ESSAI SUR UNE THEORIE GENERALE DE L'INTEGRATION, ETC 209
ATION, ETC. 2

ﬁuwﬂ_‘wonnzoz de C au domaine de rationalité n’a pas d’effet utile; noy

dirons que les transcendantes s et { sont étran géres { .58 il .a.i.:,m e
G _wwum tous les autres cas, 'adjonction de { au domaine de 3:9?:1
m..w.m:; les équations (S); en d’autres termes, le m,wm:::o‘ A4.+ mw mlm
ww%ﬁ&&k.. Considérons I'un quelconque des systemes .Ae.w de E_Ma
tions entieres, dont nous supposons ~.oz_.m$:om“ il est clair que ~M.j
ac:E.mw (5, 0) qui, avee les ¢quations (X + S, vérifient @Qim:m:: _o”
‘wﬂa.a:.o:m (@), sont distingués des autres. U,u:_mc_.? s1 ﬂo: Q:E.o__w
a &_.E_:S.,m entre les équations (X) et (@), on ne pourra obtenir ¢ E“
des équations du systeme (S); il suit de Ia que toute solution = ﬂ__e f
peut étre obtenue en associant i une solution convenablement o:w?:,.__\
de AMV une solution du systeme (®). Nous dirons que le ﬁmg_zm.AwW
est imprimirif et que Vadjonction de 7 met cette im :.:::,?.T ey
Q@BO&. I 1Ie en evi-

.bcx divers m.u,ma_som tels que (®) correspondent naturellement
A_.:;:.w modes d'imprimitivité des équations (S). Il ¥ aura lieu ;_ﬂ.,?y
dier les rapports qu’ont entre eux ces différents systemes (D). |

15. Ces observations peuvent étre complétées si P'on fait appel & la
nﬁ.:mom:gm_:g E—az+ bl ouaetdh désignent des fonctions E:c:..
nelles ‘m:&_:.p:.@m des variables et au systeme particulier X, nécessaire-
ment rréductible, qui la définit. On démontrera mmmmEo:w ﬁ_:o,q,im
m.océ_: s’exprimer rationnellement i Paide de £ et de scs ;Q.m,\m
ommﬂ-w-m?o appartiennent au domaine [£]; soit . on aura o
meme temps

2}

= F(%), on aura en

¢

tal

by = —al (&),
- Supposons que la relation

§—aF (D) =i~ al(&),

R}

gy
i
£\|

“

ses dérivé "est-a-dir £ i
dérivées, ¢’est-a-dire que % appartient au domaine [<]

L. n i Y 4 o z o N 1
| pourra établir que ¢ est une fonction rationnelle de £ — aF (%) et
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La relation & =as + 47 montre alors que = E%E.:mi au meme
domaine. L'¢tude de la fonction = est done ramende i celle de la fonc-

tion L.
Supposons mai
X, et

ntenant que le systeme formé par les ¢quations N,

feaF (5 =L —alF ()

admette d'autres solutions que £ =%, (). A deux solutions distinctes
mﬂu...mm:_m:.ai ;._m::o:rf

% et E, correspondent deux solutions =,

=i
donc a une méme solution C 82&%::& plus d’une solution s.

Considérons alors le systeme formé par fa relation

jointe aux équations X et X,;ce systeme, qul admet la solution & = £,

peut ou non admettre L’autres solutions. S'il n’admet que la solution

t —£,, on peut affirmer que % est une fonction rationnelle de z. ll en
! 1 q . .

resulte que { est aussi une fonclon rationnelle de s, et la réduction du

systeme S par I'adjonction de

7 est manifeste.
Lorsque le dernier systeme admet dadtres solutions que & = Z,, A
une solution s correspondent plusieurs solutions £ et, par consequent,

plusicurs solutions 7. La réduction du systeme S obtenue par adjone-

tion de Z n’est plus aussi évidente.

16. Pourapprofondir cette question, considérons dans le domaine H
qui peuvent indifféremment §'exprimer & "aide de =
5 Paide de et de ses dérivées. 1l en est d’évi-
[] ou de [{] qui, en vertu des équa-

.

toutes les fonctions
et de ses dérivées ou bien
dentes: ce sont les fonctions de
tions S ou X, s’expriment wtionnellement a Laide de 2y, *as -
S’il y en a d'autres, Sestoa-dire s'il existe des fonctions de [=] qui,
sans pouvoir s'exprimer rationnellement a l'aide de @y, @2v - T

appartiennent a [{] ilya effectivement une réduction de S produite
par Vadjonetion de z.
Les ¢léments communs a [=] eta [¢] forment un domaine de ratio-

nalité, puisque, d'une part, la somme, le produit, le quotient de deux

e

1y Ce svstéme a deus fonctions {neonnues est nécessairement réductible,
) N

-vées princ)
vees principales de z augmente constamm

- Signalons cependant, avant de qu
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tiennent encore i [z aft i e i
‘ a[z] et & [{]. Ce domaine de rationalité est _@* WM_M%

Az, 0).

m ile d’établ;
est facile d’établir que toutes les fonctions de A(z, () peuvent
5, ¢ ‘en

g .
- sexprimer rati T
E qwm%::m:oam:wa:m_._ms2; a 'aide d’un nombre limité d’entre el
L . nt indépendantes, de leurs dérivées et des variabl o
ariables.

mcwm:_“nn
. [} 293 ....O.~®m ﬁc . .\
: . . A :o:o:woo:m_... .
aura des identités de la forme dérées; il est clair quon

Oaﬁmu x) =B, (g, ) “»PN.Au.,&.V

oti les A et les B sont d i |
es fonetions d i ‘ K
Posons maintenant o domaines [elet [2)

6= .
AL Ay,

ol les u sont rati
onne itrai
%.%EE vt jmw: x, R x, et arbitraires; la transcendante 0
e acm%_mwamo _E.&:a:Eo T qu'il est facile de former, ct il
,E. . 38 fonclions A, ..., A, § i ionn "
2 Paido de b ot oo e . » g s expriment rationnellement
( . § erivées. Toute fonceti i i
appartient d’ail . chon qui appartient & |
leurs évidemment & [=] et & [{Fen S:mr de _,:_c.:a_mf
v entité
9= u;Bi+...+ uyB,.

Le domaine A(
e z S
—L.u&ozoaosbﬁ%n.ﬂv est donc identique au domaine [6]
e la transcendant . )
by R ¢ [+] O e g .
maine | = |, produr; . € Yy qu appartient cette fois au do-
L=). 7 i donc une reduction du systéme S analo qzm\m ) %
Sue a ceite pro-

€ 7 HNGN one

-47. Le system

2 ysteme (X +S) étant r ;

, ; ¢ empl , p

0 ’ S placé parle sy .

on poursuivra application de Ia n m:Eﬁ_% m.@ wumﬂmBmAe + X+ 8),

mr_ugm_:m [], en adjoignant une nouvelle tr cmm appartient pas au
jours par ot o . anscendante £, défini
: par un systeme irréductible; et ainsi de suite - efinic tou-

I nous parait inutile d’insister sur ce faj
; ce fait que le nombre des déri-

ent et que, par conséquent,

le nom .
e nombre total des adjonctions utiles est limité

. ttter énéralité .
bl remarquabie gui o g er ces genéralités, une circon-
g presentera parfois : il peut arriver que |

. : ue les
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¢quations résolvantes dont dépendent les 5 admettent des solutions
dépendant rationnellement de constantes ou de fonctions arbitraires
d’arguments rationnels, de telle sorte que les équations (P + X)) con-
duisent nécessairement par 'élimination de ces arbitraires aux ¢qua-
tions (S). Nous dirons alors que les équations (X + S) admetlent une
intégration immédiate partielle; nous Winsisterons pas ici sur le parti
qu’on pourrait en tirer.

Bornons-nous a faire observer ue, en remplacant les arbitraires
par des élements determinés, définis algébriquement, on a une Infi-
nite de systemes irreductibles tels que (@ + 3+ 8).

18. Soient @ étudier, par exemple, les fonctions y de la variable qu
satisfont a la relation
(1) FELE )

plus de précision, un polynome en.x, ¥, y'. Toute

ot [ représente, pour
se ramenc immeédiatement a

relation rationnelle entre o, ¥, ¥, ¥\ ..
la forme

(2, ), ¥')y=o,

ot ¢ est un polynome qui doit satisfaire & I’équation

5
&l
i
4
“
4
X

dans laquelle L est un polynome en , v,y de degré inféricur d’une

unit¢ au degré de /.

g'il mexiste pas de polynome ¢ vérifiant I'équation (2), I'équa-
tion (1) sera irréductible.

Dans cette hypothese, adjoignons au domaine de
définie par 1'équation irréductible (c'est-i-dire sans

ationalite la

transcendante =
solution algébrique) du premicr ovdre

!

(3) =gl 5

ol g est une fraction rationnelle.

Toute relation rationnelle compatible avec les relations (1) et (3)

se ramene @ la forme
eAHv.un Y u\v e
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.. @ désienant un ; i isfai ) -
: ésig polynome qui devra satisfaire i la relation

o0 00 I | 90

—_— —— o ot PR i
py —g(r, VKT%\.\, , % (r,y, ) =M®,

@E est une fraction rationnelle dont les deux termes sont de dearé
‘ ]
. mm: .EEE:E: (4) n’admet pas de solution entiere telle o, I
jonction de z au domaine de rationalité est sans effet : e
mmsmmm Y et 5 sont étrangeres 'une A autre. .
m~ Péquation (4) admet une seule solution entiere D(x,z,v, 9
mmi H”mn_w?ni "équation du second ordre (1) par le s @ N
équations du premier ordre yeteme des dens

les transcen-

=gz, 3),

D(r,z, v, v )=o0;

.m.o.m‘w.u‘ N . , . - . ..
~.._m.§”8: irréductible (1) est imprimitive et réduite par I'adjonction
de z. Le: 5 i i C des
- ,.$ couples AC.L\V qui annulent ® sont distingués des autres
y existe une fonction algébrique, et par conséquent aus .
ton E&a:a&? de @, y, ¥, dont la détermination dépend
tion du premier ordre. _
Supposons e é i
mzmwwwm on nfin que _mm:m:oz (1) admette plusieurs solutions
v» Py, .., sans admettre, d'ailleurs i ]
. : s, de solution ¢ g
ferme une constante arbitraire. . o

A chaque solution 6 O
z de 'équation (3 p .
définies par 'équation 1 (3) correspondent les solutions

st une fonc-
d’une équa-

@50, 0%) =o.

Deux polvyno i .
Taiis Mz % mes .m_m.m_,m.iw ., @, font correspondre i une méme
0.z des solutions différentes.

A une méme i
p g ’ ipa
olution y, y* correspondent, par des

copiy oo solution 3, : polynomes diffé-
v de tions s différentes, et si 'on a

Q, (2, 3, 7,0") =0,

D, (2, Y, ¥')=o,

on en peut déduire algéhri

uement v et v i ai .
1 Y et y i laide des solutions =

Le eas excepti,
plionnel ol la résolution n'est pas possible ne peut se
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présenter que si 5, €l %, sont liees algébriquement, ¢'est-a-dire 81l
existe un polynome 7 (@, 5, =,) satisfaisant i la relation

Jdv Jdy .

Y9 o+ Zho(r, z,)+ 55 5(T, 52) == Ny

Jdx Qh,rJA _v umOA 2/ 7.
on pourra supposer g(x, =) choiside telle sorte que cette circonstance
n'ait pas lieu.

Tl resterait 3 examiner le cas ol I'équation (4) admet une solution ®
dépendant d'une constante arbitraire. L'élimination de = entre fes
équations

(x5, 0L0)) =0

D(a, 5,007, )70

Jonnerait une relation entre &, 1, )" et les constantes; ce cas ne peut
donc se présenter quand on suppose I'équation donncée irréductible.

Examinons maintenant les circonstances qui peuvent se présenter
quand on adjoint au domaine de rationalité unc transeendante / dé-
finic par une équation irréductible du second ordre

() (e (e, 4y L),

sur laquelle on pourrait, d'ailleurs, faire d’autres hypotheses restric-
tives. ,
Les relations rationnelles possibles sont de la forme

D(r, e, 0, vy —=o,

@ étant un polynome qui satisfera s I'équation

(6) m% -+ %b\ + %,\4 Wﬁ.w L — «www - L,
oit L est une fraction rationnelle dont les termes ont des degrés Himités.

il n’existe aueune solution entiere de (6) les transcendantes y
et ¢ sont ézrangeres 'une a 'autre.

S'il existe une seule solution entiere @, l'adjonction de ¢ reduit
P'équation imprimitive (1). Deux cas sont i considérer suivant que les
équations

@D(x, t.t, vy ¥ )= 0,
D(r, Lot Y, TRy T

—
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_sont résolubles ou nonenzet . Si elles le sont, ¢ et ¢ sont des fonc-

m.wumm_:._ncmm de deux m&::o:mu\: Yau ¥\r ¥, qui satisfont & des
équations du second ordre; il y a done des fonctions rationnelles de
ux solutions qui possedent cette propri¢té, 'une d’elles étant méme,

* si Von veut, la dérivée de 'autre.

_ Sinon, il existe une fonction entiere de x, ¢, ¢ qui s’exprime algé-

T = I I ' . .
- briquement a Vaide de @, y,, ¥, oudex, yu, Y, Toutes les solutions,

distinetes de y,, de la relation
®(z,t, 0,y y)=o0
sont liées 4 y, par une relation entivre
Wz, yis FirFos ¥,) = o.

On ramene done I'équation (1) au premier ordre par I'adjonction de
'une de ses solutions.
Supposons qu'il existe plus ’unc solution entiere de (6); soient @,

et:®, deux de ces solutions. Les équations

O, (x, (U, ¥,y )=0 @y (0, L, ¥, y')=o

_peuvent : 1° permetire ou non la détermination de z et de ¢ a laide de

&y, y'; 2° permettre ou non la détermination de y et y’ & l'aide de x,
tetd.
si les deux déterminations sont possibles, I'élimination de ¢ don-

" pera une relation entiere

eﬁnﬁ,u ? &\‘ .VIVHOu

et, par suite, la seconde relation sera

i ,.__.”..mmSWBEoB ¢t est donc algébrique en x, y, y et la réciproque
- . -estyraie.

Les deux transcendantes ¢ et y sont de méme espece; si l'on se

=t donne arbitrairement @ (a, ¢, ¥, ¥'), on se trouvera, en général, dans

cas.

Supposons la premiere determination seule possible : 7 est algé-
que en x,y, ), mais la réciproque n'est pas vraie. Les équations
Ann. de "Ee. Normale. 3° Série. Tome XV. Aotr 1898. 39
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%_Ho,e,._w::oS:?ﬁdoEg:,::m ma:_o?:o:o:gol,!,__.,f_,o:,
mination de cette fonetion donnera pour £ une cquation du premicr
ordre. Ce cas est donc & écarter.

Enfin, si aucune des déterminations n’¢tait possible, on cn déduirait
des relations algébriquesentre @, ¢, ¢ ow entre a, v, 3. Ce cas ne peut
donc se présenter avee nos hypotheses.

On verrait de méme que trois équations distinetes

¢, —o

B e

D, = o, @, - o,

ne peavent étre compatibles si les equations (1) et (5) sont irrédue-
tibles. Mais il nous parait inutile d'insister plus fonguement sur ce
sujet, dont une étude complete ne scmble pas présenter de difficultés.

19. La méthode précédente, qui repose sur des adjonctions de trans-

cendantes ¢, .. . définies indépendamment de la transcendante = que
Pon étudie, n’a d'intérét que si, pour une raison quelcongque, ces trans-
cendantes {, ... peuvent étre regardées comme mieux connues que la

transcendante = ov possedent des proprictés plus simples. L’applica-
tion de cette méthode exige done la recherche préliminaire de trans-
cendantes dont les propriétés sont simples; nous en définirons dans
la suite des classes étendues.

11 est possible d’indiquer, pour 'étude des solutions = d’un systtme
ivvéductible S, une méthode plus précise qui a Pavantage de ne faire
appel d aucun élément ¢tranger i ce systeme S el qui parait justifiée par
les résultats auxquels conduit la méthode précédente. Gette méthode
consiste dans l'adjonction successive de solutions distincles du systeme
irreduetible S lui-méme, ou de fonctions rationnelles de ces solutions et de
lewrs derveées.

Le systeme S étant irréductible, on ne peat espérer le rendre rédue-
tible par I'adjonction ’une fonction rationnelle de = ct de ses deéri-
vées; néanmoins, dans le cas oun il est imprematif, une semblable
adjonction peut amener une décomposition du systeme.

Nous aurons done a chercher s'il existe des fonctions rationnelles

de 5 el de ses dérivées

ds
HHHA&:..;PQ&V...V“
i
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- dont Padjonction ne suffit pas & déterminer =, ¢’est-b-dire telles qu’en
_vertu des équations I qui définissent £, équation précédente ne per-
nette pas d’exprimer s et ses dérivées en fonetion rationnelle des z
deTet de ses dérivées. ,
_Considérons, parmi les fonctions qui possédent la propriété indi-
ée, celles qui sont d’ordre minimum par rapport aux dérivées para-
étriques de z; le nombre de ces fonetions rationnellement indépen-
lantes est limité. On pourra donc en trouver une au moins, 9, telle
- que Pon puisse calculer, en fonction rationnelle de 0 et de ses déri-
"”..ﬁwmm, le plus grand nombre possible de dérivées paramétriques de s.
1l est elair que Padjonction de 0 permet de décomposer le systeme S
en deux autres : 'un T irréductible et définissant 6 en partant des va-
. riables, 'autre Sy définissant = dans le domaine [0] et qui sera certai-
- nement, d’apres la définition de 0, irréductible et primari/ (').

Il suffira done d’appliquer la méme méthode au systeme T pour
parvenir, aprés un nombre limité d'opérations, 4 un systeme Ty qut
sera-certainement irréductible et primitif.

Nous aurons donc remplacé tout systeme imprimitif par une chaine
de systemes irréductibles et primitifs. 11 y aura lieu de continuer pour
chacun de ces systemes 4 une scule inconnue, les autres étant déjh
adjointes au domaine de rationalité, Uapplication de la méthode,
comme nous allons I'indiquer.

. Le systeme S étant irréductible et primitif, ¢’est-a-dire tel que I'ad-
ue.:.amoz au domaine de rationalitc d’un nouvel ¢lément, dépendant
A_ﬁﬂoasc:a_so:ﬂ de € et de ses dérivées, entraine nécessairement 1'ad-
.5525: de s lui-méme, nous écrivons d coté des équations S, qui défi-
nissent s, les équations S, qui définissent une autre solution z,, et nous
ﬁa%mwcsm le systéme & deux inconnues s, 5, ainsi obtenu. ,
. Ce systeme S, , peut étre ou non réductible. S'il est irréductible
.gn‘mcnm qmo_,_.m,_gorm? comme plus haut, s’il est imprimitif et le rame-
wmﬁﬂcmm orm::w. de systemes primitifs, puis adjoindre une nouvelle
Mom_wmwb 53 définie par le systeme S, et distincte de = et de =,, et arnsi
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Si le systeme S, , est réductible, divers cas peuvent se présenter

1l peut arriver que les équations S,,,, regardées comme définissant =
dans le domaine [z,], admettent une intégration immédiate compléte.
Nous voulons dire par I que les équations S, et Jeurs derivées sont
les seules conséquences nécessaires des équations S, et de relations A
qui permettent d’exprimer rationneliement = a I'aide des variables,
de 3, ct de ses dérivées, de constantes arbitraires ou de fonctions ar-
bitraires d’arguments déterminés appartenant au domaine [z/] et des
dérivées de ces fonctions arbitraires.

En remplacant par des transcendantes bien defines ces fonctions
arbitraives, on aura un nombre illimite de types de systemes irréduc-
tibles contenus dans le systeme S, .- Le systome S étant irréductible,
toutes les transcendantes s sont de méme nature et leur C¢tude est
simplement celle du systeme S,, faite plus haut.
al, cette circonstance ne se présentera pas et il y aura lieu
rs systémes irréductibles que l'on peut
des relations rationnelles conve-

En génér
{étudier directement les dive
former cn ajoutant aux relations Sy,
nables, dépendant & la fois de = et de =,.

Une recherche directe permettra, dans chaque cas particulier, de
rouver les relations possibles de cette nature. L’étude de chacun des
systemes irréductibles, auxquels on parvient ainsi, se poursuivra en
appliquant la méme méthode. Nous nous hornerons i faire ohserver

systemes réductibles qu’un nombre limité de

qu'on ne rencontrera de
E._m,wim@:.osﬂ:maoim chaque fois le nombre des dérivées princi-

pales.

Dans le cas ou les systémes S, ) So i 00 -- o
les opérations préeédentes paraissent pouvolr
il serait trés important de reconnaitre tous les cas o il
*y un nombre limité de solutions pour obtenir tous
les types de relations distinctes entre ces solutions, de telle sorte que
toute relation possible entre (p + ¢) solutions et leurs dérivées soit,
quel que soit ¢, une conséquence nécessaire des relations qui lient
entre elles p solutions prises parmi les (p + ¢q) considérées. Pources
systemes particuliers, il est elair que la théorie qui précede gagnera
beaucoup en précision et en portée; nous pourrons nous en rendre
compte en étudiant les équations linéaires aux dérivées partielles.

sont tous rréductibles,
se continuer indé-

finiment;
suffit d’aller jusqu
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; wc .b.p_u.w:ommo: réguliere de la méthode conduit d’ailleurs i consi
dérer .mw.mcs_csmi tous les systemes pour lesquels une 8\::.%; awwﬂ.-
re peut s'exprimer d’une manicre determinée, toujours la mém Nq
urént Emz.oaz.mkmim:& a cold des vartables, un certain nombre de MMM .
s %a&%:hm_w% quelconques, leurs derivees des differents ordres et a i
des .&z&ﬁi&. ou des fonctions arbitraires d’arguments bien &m.nmmsm Fwﬁ
&mam&. par rapport aux mémes elements, ainsi que leurs derivées e
- ...m..ommmm les réductions possibles s'obtiennent alors dans le mo_w::
o .,mm.m,.z par un nombre déterminé de solutions particulieres, ct il mcm,:m
- ma pousser jusque-la P'application de la méthode ou L.m&w:::d ﬁ_mmﬁn
_mmmm_&. au systeme S les équations S, S,, ..., qui définissent les sol :
tions particulieres considérées. o S
Nous dirons que les systemes précédents possedent des sysze
. \Wﬁ&aﬂmiaza d’intégrales. On peut ranger dans cette classe FM\. .
tions différentielles linéaires, ’équation de Riccati et ﬁm,m anal N@.Sw
enfin-les équations linéaires aux dérivées partielles m:.w%:ﬁw%m%ﬂ
mm._mm m%ma..mm:wm complets de ces équations. Clest & Iétude de ces ~_ﬁ w.r
Bieres qu est particulierement consacré ce travail. S
| r.S«mWSNS.a logique du systeme S, ¢’est-d-dire I'étude des systemes
5, mP.: ..., faite en suivant la marche que nous venons d’indi u asm,v
mn.ﬁ%rmwam en général inabordable. On devra se horner pr e o
. jours a .mme_&m? non pas des solutions particulicres du m,.mﬂ_whmﬁ_w_o e
| ﬁ.mmm solutions étendues, ¢’est-a-dire qui dépendent d N o5 ou do
fonetions arbitraires. ’ ¢ oonetantes ou de
Il faudra, dans cha ) as ivi
do I solation gue Pon St par s e domt on posees e pooe
tion, et remplacer, en conséquence, Mm,m mg%u:ooﬂ om: M.:Wm.:ﬁ o
st s S par de nouvelles
Par exemple, si 'on étudie des i i dé
- nombre nm.mwduhm:m ﬁ_msoﬂ%%_wm:”_momu ;m_“v_m:@m mm. S e
constantes comme des fonctions L,o 5 wwmeM.ﬁ_~,_ ,.m,w.:@_.m resalen oo
ﬁwnmﬁ la nature des transcendantes ainsi mo‘.m_m_:mmw ‘mo 1o dos ol
tions de ’équation rationnelle oo Loctude des solu
B A QAR S

- qui dépe ’ .
m .w. ndent d’une constante ¢, est ainsi remplaeée par Vétude des
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solutions particulieres de I'équation aux dérivées partielles

prohleme en apparence, mais en apparence seulement, plus com-
pliqud.

31. Précisons pav un exemple simple les généralités qui precedent.
Soit « dudier Uéquation du premer ordre

ot [ est une fonction rationnelle de w1 v. Toute relation ationnelle

\ ”

en a, vy v e compatible avee Péquation (1), peut clre ramence
3 Pordre zéra, ¢est-a-dire 2 la forme

S,y )= o,

ol 5 est un polynome. On deduit de 1o Uidentite

Jdo A .
27 - T = 1,
o ! Jy ?
N . : B 3
ol 7 est unc fonction rationnelle, ou encore en posant /= 5 P et Q
désignant des polynomes
L do o
(o Q-==D = Lo,
v Sdr Jy v

[ ¢tant cette fois un wao_u.:ﬁ::m. en o, Y, de degre Limite, iféricur
J'une unité i celui des polynomes P, Q. dont le degre est le plas
arand.

Qi la relation (2) n’admet pas, pourun choix convenable du poly-
nonie L, un pelynome 5 comme solution, 'équation (1) est irréductible;
olle n’admet aucunc solution algéhrique.

Dans le cas contraire, pour déterminer les solutions algthriques, il
faut former les polynomes o, que I'on peut supposer irréductibles.
(’est I un probleme tres difficile et que 'on ne sait resoudre que dans
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ca .‘mui_nzrcqm" nous renverrons, pour ce point, aux belles
gherches de MM. Painlevé, Poincaré et Autonne (*). Nous i?.&o:ﬂ
= g 3s * - * M - ) o )
i wa; quil n o.ZmS qu'un nombre limité de polynomes irréduc-
bles, réellement distincts, satisfaisant & "équation (2)
Clest E_.E..m conséquence ¢vidente de resultats obtenus par M. Dar-
: x dans un Mémoire fondamental (*) et des recherches signalées
1) > 4 T : ) 0 ’
plushaut. M. Darboux établit, en effet, que si les polynomes 4 5
sont des selutions de 1'équati 2 i y N
- e équation (2), ct si leur nombre surpasse une
- limite immédiatement assignable, la fonction y la plus général i
eh : ble, y i générale, qui
- m.w..:.mwm: a la relation (1), est définie par I'équation A

alogo,+ ... +x.logo, = ¢,

oit logu désigne la transcendante = définic par

ol s '
=

tu o

mh_,Eo qu» m@.m_wm:u:_., des nombres rationnels ou algébriques. Sous cetre
. : v , N . . . )
il ;o::m.mﬁm %mf”.o_“mowo_m.mowwh:mm solutions algébriques de I'équation (1)
U, =0 (f=1,..., k),
HMW”M.%E,_E_. les o figurent des nombres algébriques.
ous les x sont rationnels, I'inté 21 é ;
‘brique. Elle est alors A_MMM“M:MMJ-. :_:_ozwmﬂ_mham_m”u: smerne de (1 et alge

\.A&.v :ﬂv —+ m.,wu.ﬁ r, uv — 0

¥
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92, Supposons maintenant qu'en introduise dans le ;2..:3:0 m.o
rationalité une solution de Iéquation y’ = f{x, ), ¢ est-h-dire consi-
dérons le systeme

va ,w\#H,\‘A.N.VrV\_vu _w.mw.lw..\'nrﬁu.wau

toute relation rationnelle compatible avee les équations (3) peut étre
ramenée i la forme

qui définit deux solutions : y, et y.. Nous remarquerons encore que

oA{x, Y1, ¥a) = 0y

ol ¢ est un polynome ‘eréductible. Si on néglige les relations evi-
dentes qui lient les solutions algébriques, lorsqu’il en existe, on peut
supposer qu’il existe une seule relation de cette forme. Onen déduira

Iidentité en @, ¥y, Ve

QG me .
(4 = ) A&.f%_v ‘Qﬂ.w = v,m,

0
g Oy, S

Qw\_

oul M est rationnel en @, ¥y, ¥2, 50N dénominateur n'admettant pas le
. P . .
?o%Eé.E: _Emu:rooEEm tout i heure, f = o’ ’équatton

do do , 99 _
Qs ) Q. 32) 5L+ QU p2) Pl G2 QL1 Pley) gy, = 19

devra, pour une Jétermination convenable du polynome de mnm_um
limité L, admettre comme solution un polynome. Il existera parfois
alors un nombre illimité de polynomes irréductibles tels que ¢. Chacun
d’eux permettra Jassocier i toute solution y, de ’équation (1) une

N

nouvelle solution y, de la méme équation, liée algébriquement a @

et a v ().

(1) Nous supposons, bien entendn, quaucun de ces polynomes ¢ nc _.G:EH,\E@. de
constante arbitraire, auquel cas la solution générale de (1) est une fonclion algébrique
de « et d'une solution particuliere queleonque yi. . o .

Les éguations du premier ordre dont la solulion generale 8L fonction m_mo?._ncw d’un
certain nombre de solutions particulieres quelconques ot de la variable = se S:ﬁnocr
par des {ransformations algébriques, a P'équation )” = A2~ By -+ C dite .._c Riceati; ecla
résulte des recherches de MM. Keenigsberger el Vessiot (Acta mathemalica, 1L 4nnales

de t'Ecole Normale, 1893 ).
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‘ us admettons, en effet, qu'a la solution y, corresponde la solu-
i ¥, définie par la relation

QA.NJ@\:%.MJ =0,
_ on poutra faire correspondre a y, la solution y, définie par
o(a, ¥y .u\uv = 0,

- eleg mmm solutions y,, ... ainsi définies sont liées algébriquement a y,
et définissent de nouveaux polynomes . Il existe des équations pour

mnmﬁam_m.m on obtient ainsi un nombre illimité de polynomes 3; on
_ peut-aisément en former. Il est néanmoins vraisemblable qu’elles se

ramenent toutes par des transformations algébriques a I'équation de
Pt . 3 - ©
Riceati et qu’il existe alors des polynomes « dépendant d’une con-

. stante arbitraire.

Dans le cas olt I’on ne peut faire correspondre i la solution y, qu’un
nombre limité desolutions, par l'emploi du polynome 5, elles dérivent
manifestement de l'une d'entre clles par les transformations d’un
groupe. L’équation donnée est alors une relation entre les invariants
de ce groupe ou, d’une maniere plus précise, entre 'invariant de ce

groupe et sa dérivée par rapport i x, L'équation donnée est manifes-

- tement imprimitive.

’ ’ M
L'exemple le plus simple que 'on en puisse donner est I'équa-

tion

Yy = ela,yt,

Am.w .M.:_Ear%éc la solution y = y,, les solutions y = ey,, (e"=1).
0TS i - : - . v . <
Lorsque deux solutions y, et y, sont des transcendantes étrangeres

oy 5 Paittre. | s
- .M‘mma@.@ 1 m:.:m, il faudra adjoindre une nouvelle solution y, au domaine
: m?ﬁo:m_:@ et étudier lc systeme & trois inconnues qui en résulte;

Is nous pensons que ce qui précede suffira pour faire comprendre
ritde la méthode.

LT

dan,de I'Ec. Normale 3¢ Série. Tome XV. — Aovr 1808, 4
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CHAPITRE TIL

LES FQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
ET LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS PONCTUELLES.

I. — Généralités sur I'équation linéaire aux dérivées partielles.

1. Nous allons étudier les fonctions = liées aux variables =, @y, .. s

@, par une relation

.05 a5 ds3
(1) X(s)= gz Az et A g

- 0,

linéaire et homogene par rapport aux dérivées premieres de la fonction
ot dont les coefficients A, A,, ..., A, sont des fonctions rationnelles
des variables: ces fonctions sont appelées solutions ou intégrales de
I'équation (1. t

Enoncons d'abord relativement  ces solutions quelques propositions
immédiates, qui résultent des définitions données pour les différen-
tielles et les dérivées.

Si =, est une solution, f(s,) sera encore une solution, quelle que
soit la fonction d’'une seule variable indiquéce par la lettee /5 st 5, ct =,
sont deux solutions, g(z,, 5,)sera encore une solution quelle que soit
la fonction de deux variables indiquée parla lettre g; ete.

Enfin, si 2, 541 -+ 5, sont n solutions independantes, ¢'est-i-dire
2 fonctions dont les différenticlles ds,, dz,, .. ., dz, sont des formes
linéairves indépendantes des differentielles dx, dx,, . . ., dx,, toute autre
solution =z vérifiera la relation

| 95 05 9=
Ta 02 " dx,
(2) A— k do  day dx, | =o,
05, 0 O
— Qmﬁ Q,H.» Q,Nu: W
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hmﬂwgaamsmi, toute fonction z qui vérifie la relation (2) dans
| lle, f,.mu. s S sont n solutions indépendantes de Péqua-
mHACw verific aussi 'équation (1). Il suffit pour le voir de remplacer

g le déterminant A les é1é 93i 0 p
o ements = (¢ ==1, 2, ..., 7) par les expres-
L v 95 Jds; Jds;
ons. ~— ?.w,ﬂ — A5 — A, Q&._ correspondantes.
: - n

- Mais la refation (2) exprime simplement qu'il existe entre les
~ ¢léments de chaque colonne de A une meéme relation linéaire et homo-
bng .mc.m; _mm coefficients ne sont pas tous nuls, relation qu’on peut
rive d’apres les hypotheses faites sur s

Siy Spy eeesr 5y
ds dz, Jds
L A T Y S . /
; m&.,|~:t,54r..._, \\:Q&m ({=0,1,...,n%
nous pouvons donc conclure de la
ds = b,ds = ...+ b,dz,,

‘et par suite affirmer que z est une fonction des seuls ¢léments z
- P )
“ Aucune restriction n’est apportée |

. st apportée a la nature de cette fonction, car
si-{'on pose ne

3 H-Emll: Sy ey U:Vu
on pourra en déduire
Jb
ds= —ds +.. .+ NAW&»J:
X =
ouencore ’
g5 _ d® 03, Jgb s
— T Um o 1 .
dx; ds, J, "oz ;Q:H ({==o0,1, ..., n),

et ces relations entrainent A = o.
La solution la 15, generale de équation

m*w i ..x ot “y@‘hlr QU \ <
L A v dr .Dkwk\h A

est-done une fonctr bitrair : :
i ..&.ﬁ. 16 Jonction arbitraire de n solutions tndependantes, choisies
Aure maruere quelconque.

¥HLH~ " et N ‘r v L

m:_, propesition précédente ramine U'étude des éléments s les plus
{ ¥ zm G w\ uv + ) s 1 AR ? .

. qut vérifient Ia relation (1) dcelle d'un systeme de solutions
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indépendantes =, z,, .. ., z,; nous nommerons un tel systeme sysiéme
Jondamental de solutions de I'équation (1).

On obtient aisément les équations que doivent veérifier les ¢léments
d'un systeme fondamental; il suffit d’identifier les formes (1) et (2) de
I'¢quation considérée, ce qui conduit aux relations

| VP b,
TTA, T T A,

ot 'on a désigné par D, D,, ..., D, les coelficients des ¢léments de
la premiere ligne du déterminant A dans le développement de ce dé-
terminant. Les hypotheses faites sur z,, z,, ..., 5, exigent, en outre,
que les divers déterminants D, D,, ..., D, ne soient pas tous nuls.

Il est clair que, réciproquement, tout systeme de fonctions z,,
Sy +..y 3, qui, sans annuler tous les Dy, vérifient les équations (3) est
un systeme fondamental de solutions de Péquation (1).

v

Ces remarques supposent qu’il existe pour toute équation

ds ds A ER
dr Mgy, TG

0,

i coeflicients rationnels, un systeme {ondamental de solutions. Pour
é¢tablir ce point d’une manikre rigourcuse, il faut montrer que les
¢quations (3), ot D est different de zéro, forment un systéme com-
pletement intégrable, quelles que soient les fonctions A, ..., A,.

La démonstration est immédiate : Les équations (3) sont résolubles
mﬁu Qu.ﬁ . 03z,

dx’ o dx
déduire par une dérivation sont ¢cn nombre 2 (n + 1) et résolubles
0% s Jd*s J' s
Tz Jw o, T dwor, 10 €09
¢léments. 1l ne peut done y aveir de conditions d'intégrabilité.

Il résulte des observations que nous venons de faive qu’en désignant
par s, z,, ..., 5, les éléments d’un systeme fondamental particulier et
par Z,, Zy, ..., Z, ceux d'un systtme fondamental quelconque, on a
nécessairement 2 relations

par rapport aux ¢lément 5 toutes celles qu'on en peut

par rapport aux n(n-1) dérivécs

(M Li=F (3, 50 ...y 3) (=1, ..., 1)

dans lesquelles ¥\, F,, ..., F, sont des fonetions imdépendantes des
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PguUments s, 5, ..., z,. Inversement, il suffit que les fonetions F,,
2 oo Fysolent indépendantes, c’est-i-dire que le déterminant fone-

= Jd(F,Fy oL F)
onnel :

: Qﬁh: hm. reey u:v
v Loy .., Z, constituent un systeme fondamental.

soit différent de zéro, pour que les éléments

-3. On conclut de Ix que les équations (3) et leurs conséquences ne-

cessaires, c'est-d-dire les équations qui peuvent s'en déduire par diffé-
_rentiation et combinaison linéaire, ne permettent pas de distinguer

‘un de P'autre les divers systemes fondamentaux qui se déduisent de

- Pan d’entre eux par les formules (4).

N'est-il donc pas possible de définiv avec plus de précision les élé-
ments qui conslituent un systeme fondamental particulier? 4 prior:

- deux cas peuvent se présenter (') :

1° Toute relation raiionnelle entre les variables x, x,, .. ., 2, les fone-
Lons 3., Sa, ..., 3, el leurs dérivées des différents ordres, compatible avec
les égquations (3), c’est-a-dire formant avee ces équations un systeme
complétement intégrable, en est unce consequence nécessaire.

- Le systeme formé par les équations (3) est irréductible, au sens que
“ nous avons donné A ce mot.

T est clair qualors aucune distinction ne peut étre faite entre les
divers systémes fondamentaux de I'équation (1); nous dirons que
1Y+ ¥ ’ ’

Uéquation Tv est genérale.
2° Il ‘existe des relations rationnelles en Ty Tyy ovvys T 5, . z

n 12 A 2
ds,

mmﬂu. -+ r compatibles avec les équations (3) et qut n'en sont pas des con-
séquences necessaires.
Le systeme des équations (3) est réductible. On peut distinguer

_parmi les divers systemes fondamentaux de équation (1) ceux qui

vérifient les relations nouvelles: nous dirons que Péquation (1) est
speciale.

Plagons-nous dans ce dernier cas ct considérons le nouveau systeme
ompletement intégrable S quon oblicnt en ajoutant aux équations (3)

les équations nouvelles, dont nous supposons l'existence. Si ce sys-
teme S n’est pas irréductible, c¢'est qu'on peut encore ajouter des

A1) On verra dans la suite qu'ils se présentent effeclivement.
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¢quations nouvelles formant avec S un systeme completement inte-
grable et distinguer parmi les solutions de S celles qui satisfont aux
équations nouvelles. Nous pouvons donc supposer tout de suite que
S estirréductibie.

Désignons par s,, 5,, ..., z, les ¢léments d'un systeme fondamental
particulier qui vérifie les ¢quations S; les éléments Z,, Z,. ..., 7, dé-

finis par les relations
Ar\_v 1= uN.AMT For ey Sp) ﬂh.wum:.w.u....:.p

ne vérifient pas les équations S quelles que soient les fonctions inde-
pendantes Fo, F,, ..., F,. Les conditions que doivent remplir ces
fonctions donnent évidemment la mesure de arbitraire (ui subsistera
dans la définition des éléments z,, Zus - vny 5y, Cest-bedire en Cautres
lermes la mesure de la transcendance de ces éléments. Ces conditions
sont exprimées par un nombre limité de relations rationnelles entre
les éléments s,, z,, ..., z,, les fonctions I, F., . ., F,de ces élé-
ments ct leurs dérvivées des différents ovdres, relations avee lesquelles
on peut former un systeme completement intégrable X; il est cluir
qu’on peut les obtenir immédiatement si 'on connait les relations qui
constituent le systéme irréductible S.
L’étude des solutions de Péquation linéaire

sy U5 ds _ Js
A_u VA).VIJ! .\/ IT...I.T;P:Q.H.:

— 0

se décompose ainsi naturellement en deux parties :

1¢ Formation d’un systéme irréductible S, verfic par un systeme fon-
damental de solutions z,, z,, . ... 5, de Uequation (1).

2° Elude de larbitraire qui subsiste dans la definition des éléments =,

Bay ooy Ty, Cest-a-dive ctude du systéme complétement intégrable ¥ cor-
respondant au systéme S,

4. I est essentiel de répondre immédiatement & unc question que
suggere la méthode précédente : Powr une méme équation (1), i peut
exister divers systémes irréductibles S quels sont les rapporis qui existent
entre ces dyftrents sysiémes el y a-t-il avantage & choisir Uun d’euzx de
preference aux autres?
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oient, par exemple,

ds .
Ji n:..;nim‘“.,... =o0 (Fe==1,2,...,h),

ruations du systeme S vérifié par les éléments z,, ..., 5, ct

A)ﬁ h:...vh:.N:...uﬂ oL, )= A«H:w“.:“\nv‘

1y QN—« N

ssaires et suffisantes pour que z,, ..., 5, vérifient également les
uations S,

- mmx.msmm. d’autre part,

, 0z, . L
.\“.Au\:....niml,m ...vHo (f=1,2,..., ")

. , , 9L . Y
(3" ..ﬁﬂ.ﬁum\.....ﬁt _,....N:,Qlﬂ_v ...v“o (i=rx,2, ..., k)

les équations analogues du systeme irréductible S’ et du systeme ¥
correspondant.
Nous savons a priori qu’il existera, entre les z et les z

7

, nrelations

5;=®;(3), 35, ..., 5,) (t=1,2,...,n)

ol les @, sont des fonctions distinctes des » éléments =/, ..., =/, et

d’ott 'on pourra déduire les dérivées des =z relatives & z, x,, ..., x,,
au moyen des dérivées des =" relatives aux mémes variables.

Si P’on porte les expressions obtenues dans le systeme S, on retrou-
vera nécessairement le systtme S', puisque ce systeme a été supposé

_irréductible.

1 résulte de Ta que les fonctions ®,(1 =1, 2, ..., n) devront satis-
faird b certaines équations aux dérivées partielles formant un systeme
complétement intégrable (A); équations qu’on obtiendra en écrivant

~ Iidentité du systeme S et du systeme déduit de S.

- Ces mémes relations (A) exprimeront également qu’en posant

h“.“emﬁhx—....whvv. NN.HGNAN“V ..JN\“V ?.”:Mv...ubv“

rtant ces expressions des s ct des Z, ainsi que celles des dérivées
u'on en peut déduire, dans les équations X, on obtiendra les équa-
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Remarquons en outre que les ¢quations T et X7 sont rationnelles
par rapport i tous les ¢léments qui y figurent. Les fonctions O, qui ve-
rifient les dquations ( A) sont donc choisies de facon @ transformer un
systéme de relations RATIONNELLES, tel que S, en un systéme X' possedant
la méme propricie.

II. — Existence et propriétés générales des groupes de transformations.
Le groupe de rationalité.

EEY

5 Suivant la voie déja indiquée pour l'étude des nombres algé-
hrigues, nous donnerons aux généralités qui précedent une forme plus
précise en introduisant d’une manicre explicite les éléments qui permeltent
de définir ‘arbitraire qui subsiste toujours dans la détermination des
solutions 5,, 5,. ... 5, de I’équation
s 0= Js

A e A O
;_

(n N = on

Considérons les formules

2

(ry ;= Fi(0y 00y -0 0 O

—

dans lesquelles Fy, Foy oo F, veprésentent des fonctions indépendantes
des arguments ¢y, #5, ..., ¢yt NOUS dirons qu’elles définissent une
transformation an vartables qui, appliquée aux éléments e, Uay o ooy 1y
les remplace par les éléments ¢,, ¢4, . - -, ¢, Les eléments g, s, o Wy,
otant des variables quelconques, la transformation cst entierement
définie par les fonctions F,, F., .. .. F,; nous la représcnterons sou-
vent par la seule lettre F.

Envisageons maintenant unc deuxieme transformation, définie par

les formules
(G) si= Gl Loy oy la)

il est clair que eette transformation G, appliquée aux ¢léments ¢,
les remplacera par les éléments o, &0 qui satisfont

’
ey Vs

aux relations

v Gy, W, o 1) (i=1,2, .., 1)

Mais ces derniers ¢léments a, w,. ..., w, peuvent s’obtenir imme-
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ment en appliquant aux eléments u,, ., ..., w, la transformation
finie par.les formules

iy =l (v, vy s ) (Fo=1,7 .0,
it Pon a posé identiquement
WMHFA@:DE..;?; (E==1,2, ..., ).

oxiste done un mode de composition des transformations d n va-~
les amw nam%:: des deux transformations F et G d une transforma-
tion H bien déterminée; nous indiquerons cette composition en
serivant identité
- _ H=—(F,&).

~ On vérifie immédiatement que la composition est assoctative, ¢'est-
a-dire qu'on a, quelles que soient les transformations A, B, C,

(A, (B,€)) =((\,B), C).

Deux transformations distinctes composées avec une méme trans-
formation donnent des transformations qui sont encove distinctes. On
peut donc conclure des identités

F=—=iG, H

E F=(G, K)

. Tidentité
. I-—=K.

.

nmm remarques suffisent pour établic que les transformations a
riables, composces entre elles comme 1l vient d’étre dit, forment un
rolps I';. Ce groupe cst appelé groupe géncral a n variables; M. Lie,
‘pour des raisons géométriques évidentes, le nomme groupe ponctuel
général de V'espace E,.

" 6. Dans les formules

=1, 2, ..., ),

aissent une transformation i n variables, supposons que les «

oient des fonctions de p variables quelconques x,, @, .., @y

S

*fe. Normade. 3° Série, Tome XV. - Seprevnre 183, at
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il sera facile d'exprimer les dérivées des wa Uaide des dérivées des ¢.
Nous pouvons, €n effet, conclure des relations (™)

JF;
du, = <= dvy—+ ..
! Qf» 1
et, comme, d'autre part,
I,
du;— —dx, -+
= 9z,
mwh.\
vy = —— m\,&. =
8 dr, !
nous en déduirons
QU o dvy JF; ov
Aﬂ._v M\HHN'%@I]LT.,\].M*
Xp 'y Ty Q«: gy

Le méme procédeé, applique aux
dérivees sccondes, et ainsi de suite.

oF;

L e \ﬁ:

J%n

du;

b e de,

Jdz,
Qt\..
E

((=m1, 2 s 03 Jmt, 2, o D)

¢quations (Fy)s donnerait les

On peut d'ailleurs obtenir ces formules cn faisant usage des diffe-
renticlles dordre supérieat et partant des identites

*F,
2p, [T deydey,

s Cﬂ: Qﬁ\,

Jr; Ik,

di;, = —— dv g e

Uy Qﬁ» (225 - - ;t; ws
aF; OF .,

A= ey E i
dvy adev,

Les formules (F), (Fy,

, ., ainsi trouvées, définissent une trans-

(ormation des ¢léments 1 i - 07U ;
ormd s R Q.jﬁv Q&.:QH\.“ J

on dit ;c.c:e est la trans-

formation T prolongée ou dtendue en regardant les « comme des
fonctions de p variables non (ransformées. 11 est elair que, si les trans-
formations F formentun groupe, il en sera de méme des ransformations
quon obtient en prolongeant ou stendant les T d'une maniere quel-

conque.

-

dz 0z

() X(3)= gy T Mo,

pour laquelle 2,5 545

e Ay

7. Nous revenons maintenant i I'équation

Js

n
Ay,

LA

= 0,

..., 3, forment un systeme fondamental de solu-
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oute transformation a n variables effectuée sur s, 25y - ovs Sns
3 un nouveau systeme fondamental. Comme les éléments d’un
o fondamental quelconque vérifient les équations

p_0o _ D
YV xS
sk 5 - y U» c: . .
sut en conclure que les expressons gps == demeurent tnvariables

1

ur toute transformation a n variables portant sur les éléments =,

U- U: y y -
| n IR 1} sont des invariants diffé-
entiels pour le groupe Ly, Jformé des transformations a n variables z,,

‘Nous dirons que les expressions

T m:a:& on dtend ce groupe en.y %maizi les & comme des

,\u&m&aﬁ des (n -+ 1) variables x, ©,, ..., @, non transformeées.
D,
. . D
yariables &, x,, ..., &, DON transformées, sont également des inva-

o Ilest clair que les dérivées des fonctions & prises par rapport aux

.H.ﬁmﬂmmﬁm%s:&m du groupe précédent; nous ne les regarderons pas
~ comme indépendants des précédents.
~ Lesens du mot « wnearant différenticl du groupe I'y » ¢tant fix¢ par

_Ce que nous venons de dive, proposons-nous de rechercher s'il existe
jouP ce groupe T,, étendu comme il a 6té dit, ’autres invariants diffeé-
.mum.&m que les expressions W et leurs dérivées par rapport aux .
Zﬁ_m w:.c.sm montrer qu'il n’y en a pas, Cest-i-dire que tout tnvariant
mw%.mwNENNwN du.groupe T, est une Jonction des expresstons %m et de leurs
.m.mm&%@ rapport auzx x. On traduira ce fait en disant ;po les expres-

mw m w.moa._smsr pour le groupe T, étendu comme il a été dit, un sys-
; nmﬁ@m&ﬁ .&««.:caz.aza différentiels.
- mm.wwzasm en effet que la fonction

,_An:... ITICLIN 93
s oy Q.N\.VL;.MM i A.MI_N“Mu .

w.u_zé_._mr_c par une transformation quelconque du groupe | P
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Les ¢quations

2 %.\I.L]...JLN/ Q

£ =0 (o= 1,8, ... 0
Q.&, nﬁ.ﬂ.m n Q,&,: A 2y Al vv

et celles qui s’en déduisent par différentiation, permettent d” oé:Boa
rationnellement toutes les dérivées des s, prises une fols au moins par

.

rapport & x, a Iaide des dérivées de ces fonctions relatives a &, .. .y
D, D,

x,, des ¢léments A, = R A, = o

La fonetion J peut donc se mettre sous la forme

et de leurs dérivées.

7%? .‘;n:,...u:, Qu»v.../vw

b Q&.: day

nous allons montrer qu'efle ne peut diépendre d’ aucun deséléments s,, ...,
ds,
QHH
Il est clair, en premier lieu, que si l'on remplace z, par z, -+ a,,
a, ¢tant une constante arbitraire, K ne doit pas changer; on a done

Z,

ct, par suite,

=0
la fonction K ne pewt renfermer aucun des éléments z,, 2,y .o Sy
Faisons maintenant sur les zune transformation arbitraive, définie par
Z;= 05, .0y Za) (i—=1,2, ..., 1)

nous devons avolr, identiquement,

" 034 iz, B 07, A A
Vﬁmﬁ. " dx, 0z, v FAQ&_ gz, dxy \vw

quelles que soient les fonctions indépendantes g,. Supposons que
les ¢, dépendent d'un parametre variable ¢, et désignons par G S
do, &mom da,
de’ de’ 7 de
arbitraives en z,, =,, ..., 3, ¢t ¢, que les dérivées {,, &y ooy {, sont
arbitraires en z,, Z,. ..., 5,, ou encore en L,, Ly, .., Ly, ¢'est-h-dire

7, les dérivées

; nous pouvons affirmer, si les @; sont
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nt liées 2 leurs dévivées relatives & Z,, Z,, ..., Z, par aucune
4. €est 1h une conséquence des formules du changement de

s
rons alors queK AQ&“V R

v est indépendant de ¢,

it résulte de l'identité précédente; nous aurons la relation

4K 0K om0k ot
72 /A QH_ Q 7, dzydx,
Jdx, g, 0z,
A allons, dans cette relation, remplacer == 9 o P yar
amwm ’ U Q,N.» Y Q&J Q,&.mq —n
Jeurs expressions & Paide de oL O que donnent les
leurs exp i T
- farmules
. i QN\, i mm N N mr Mwmm
9z, 0L, dr, 7 JZ, dxy
L 2, 0L Iy 02,
Oz 0z, — A 9T 0Ly Oy Iy 2 @N\ 0z, 05

dK : . .
s'annule identiquement, et, par consc-

oy dt, 9L
Jz," oz, 01,01,

et nous remarquerons que

..@mmwﬂu.as.m les coefficients des éléments . sont
tous nuls.

* Supposons que les dérivees d’ordre maximum qui ma:_.mi dans K
- soient d'ordre p, et considérons les équations cEﬁEom en égalant a
6 les coefficients des dérivées dovdre p de ¢, &y, ... {, par rapport
wx élémentsZ,, Z,, ..., Z,. Ces ¢quations sont linéaires et homogénes
ﬁ»mmoﬁ aux dérivées de K, considéré comme fonction des Lﬁ.:‘mmm
re p de Z,, Z,, ..., Z, relatives iz, @, o0y 2y, © Yest-d-dire aux
ents

K
J ) .Qr Z
Am&w. drd .. .Q&m,.v

le déterminant des coefficients de ces derniers éléments

.




326 1. DRacl,
est précisément le déterminant des coefficients des éléments

ore, ‘

%Wﬁgv ‘ _

dans les formules dy changement de Variables écriteg plus wmmﬁ. }

Pon a changé les lignes en colonnes; il pg¢ done essentiellement d
férent de z¢po. .

Les équations considérées entrainent alopg néeessairement

JK .
o ovZ; T =o,
‘ ?M, 0x%. grk

el K ne peut renfermer de dérivées d'ordre p des 7.
Nous avons donc é1al]; qucK ne peut renfermer que les élément

wﬁfﬁ. e, par conséquent, que lout tnearign: differentiel ratip
I,

. - ry oy —v— uv=.
du groupe T, est une Jonction ratonnelle des cléments R

’

leurs déripees parrapport aux varighies Ty 2y, 000, 2,

8. Reprenons maintenant ce qui a été dit au debug sur Péquat

. Js ds ds
A_v VALV{WM ITP_M\.M |T...ITV..P:M\MMIIO.

Supposons d’abord Iéquation (1) genérale, ¢’est-a-dire le systé

D b, D,

(3) TEL T
irréductible; toutes les relations rationnelles qui lient les mEEoimn
Z2s -0y 5, d'un systeme fondamental particulier sont vérifiées par ton
autre systeme fondamenial, L'ensemble de ces relations demeure in
riable par toute transformatron Jdy sroupe ponctuel général T,.

Un raisonnement analogue a celui que nous venons de faire po

établir que les D sont les seuls invariants m:;%m:%:nm deT, Bc :

b
immeédiatement que tout invariant du groupeT,,

Qn_ ) «wh: . vu

J :u.?...;h:«ﬂu. nm\.ﬁxv

P 2, el opar ¥ s Vo des fonetionsg rationnelles de =
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qur dépend rationnellement de tous ses arguments, peud s’ exprimer patioy-
NELLEMENT @ qide des cocfficients A of 4, leurs deripées. Tout nvariant
rationnel dy groupe T, est dong ¢gala une fonetion rationnelle de o,
Ty o, @,

Supposons cnsuite I'équation (1) spéctale, c'est-a-dire lo systéme (3)
réductible et considépons Pun des systemes frréductibles S verifig par
les éléments S oov, =, d'un systeme fondamenty] particulier. Les
¢quations quj constituent le systeme S ne sont vérifices par les éla-
mentsZ,, .., Z., ol 1ona posé

Nk“mu‘nn:..;u:v T.”_.uni;;vM

que st les fonctions indépendantes Fi vérifient og équations X, Les
seles transformations du groupe T, qui laissent invariablps | s dquations S
sont donc celles oy les fonctions T, verifient les Cquations 3. (e transfor-
wations de T, forment manifestement yp groupe, car la composition
de deux transformations qui n’altbrent pas Uensemble des ¢quations S
donne une transformation qui possede évidemmont la méme propriété.
Ce groupe T dong Jog transformations Appartiennent & T',, of qui est
dit pour cely sous-groupe de T, nous le nommerons le groupe de ragip-
nalie de Iéquation (1). M possede des propriétés tros remarquables
que nous allons étahlip.
Considérons, pour cela, les relations nouvelles qui, ajoutées auy
équations
93
"o,

+ A

=0

»

conslituent Je systeme irréductiblo . Sinous y remplacons toutes Joes
dérivées des z prisesune fois ay moins pap rapport i x parleyy CXpres-
sion en fonetion des autpes dérivées ot Jog variables o, Ty oo, 2, los
¢quations S peuven Se mettre sous la fopme

2y e H

(S) NZJJLJ...ITYS,ANEJF,\NuHC ({=1,02 o)

ou ['on désigne pap T e Yo v des polynomes entjops en .z,

-
T geetde Toyps dérivies suceessives Parrapport aux varighies x,,
Tyy ooy,
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Quelles sont, par conséquent, les relations distinctes qui S:mﬁm:.”
entre deux systemes fondamentaux =,, 5o, ..., 5, et Z,, Z,, ..., NnN qui
vérifient les équations (S)? Il est clair qu’elles sont toutes comprises,

i "mi ¢ ions .
pour un choix convenable des V, parmi les conséquences des relatior

A_‘ﬁ_v .\:au;hvt,r‘ , ‘+v\~.~v<aﬁhv+ ,\N,‘.\:/w_va .. .ITV\:M%«EANV;TVJ
(f—=1,2,....,h),

que I'on obtient en égalant les premiers membres des équations (8) &
ce qu'ils deviennent quand on y remplace les =z par les Z de méme

indice. o .
Ces relations entre les = et les Z, indépendantes des variables x,

- [ iy
r, , x,, seront done exprimées par un certain nombre d égalités
T, ... ,
de la forme

/

e : , ) .
AOV kau?..ln:' Mm“”, .‘v‘,mlﬂ\:.‘,;\:t Q&,_“ Cl:.v._. u )

dont les premiers membres sont des .ﬁo:n:o:m rationnelles %mm
leurs dérivées par rapport aux n variables x, ,. cer Zn et ﬁm ‘
stituent un systeme (©) équivalent au systeme (T). b._:m: n:mnz‘n.‘ des
relations © est une combinaison linéaire des équations T et récipro-

quement. . R R

Les équations (©) expriment dailleurs que, par les :.E.m owwww ons
du groupe T', les premiers membres ,, ..., Q, ﬁ_mEoE_m:.ﬁ :_%mzw .EMM
ces premicrs membres sont. par swite, des invariants différent du

groupe T, . . y
Tout autre nvariant différentiel du méme m_.cw%o ﬂ, S#Euam Mw_g
rapport i tous les ¢léments qu’il _uo:_q.u.,_‘s.m, \—55 s'exprimer rationnel-
lement & Paide de ceux-la et de leurs dérivées en @y, @y, o, @
En effet, la relation

oz
dz 7 Yy o
U Aut Cs S Qx._w, VH CAN: oo Ly dz,

i 3¢ 3 ht OnRg
grand nombre possible d’¢léments, nous obtiendro:
une identité. La proposition est done établie.

ESSAL SUR UNE THEORIE GENERALE pE L'INTEGRATION, ETC. 329

Les invariants Q,...,Q Jorment, par consequent, pour le groupe T,
un systéme complet d’invarianis (*).

Nous avons vu que les systemes (T) et (@) sont équivalents; on
peut conclure de cette équivalence la possibilité de déduire du Sys-
teme (T) un systeme de la forme

Bal(Qu(=) — (7)) — S Bul () = QT =0 (i=1,, ..., oF

ol les B, sont des polynomes en z, «,, ... x, dont le déterminant
n'est pas nul.

Il'en résulte immédiatement qu'on peut déduive des équations (8),
par de simples combinaisons linéaires, des équations de la forme

(81) R:.O._Anv;T...J_\u~.>,b\..Auv+u~.Ho (d=1,2, ..., 4),

olt les B3; sont également des polynomes ou des fractions rationnelles
des variables «, Ty, ..., z,. Ces dernieres équations peuvent donc
¢tre résolues par rapport 2 Q, Q,, ..., Q,, et donnent, pour ces inva-
riants, des fonetions rationnelles des variables. I est clair qu'on
pourra, inversement, déduire les equations (S) des équations (S,).

Ainsi, les relations rationnelles (S), tnvariantes par les transforma-
tions du groupe U, peuvent se mettre sous la forme canonique

ds .
bmmu_u...'h‘:awu...v“ﬁmmr&,..@:..;r&,:v ANH:w‘...‘%V»
2y

dans laquelle les Q, sont des invariants différenticls de U formant un
systéme complet, et les o, des fonctions rationnelles des variables.

Les résultats auxquels nous sommes parvenus peuvent aussi s’énon-
cer de la maniere suivante, qui met en évidence deux propriétés
essentielles du groupe de rationalité T.

1° Tout invariant rationnel de T est egal a une fonction rationnelle
des variables z, Ty oou, X,
2° Toute fonction rationnelle de Zvs ooy T, el de leurs déripées, qur est

egale & une fonction rationnelle de Xy Ty, ..., X, €SL un invariant ra-
tionnel de T,

-_—
() Ajoulons que rien n'autorise & los regarder comme fonctionnellement indépendants :
il existe, en ellet, des cas ol ils sont liés par unc ou plusieurs relations algébriques,
Aan. de ' fe, Normale. 3¢Serie. Tome XV, — SEPTEMERE 1898, 42
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9. Les équations canoniques

J3 ~ ., d7, /v . -
A®v bmmh:...qn:nwﬁ._ﬂi...vubﬁ &:....N\:MWN”M Amnl:mw...v.\v«

qui renferment toutes les liaisons entre deux systemes ?:g.mamsgzx
de solutions =, ..., 5, Zy, ..., Z, des équations (S), sontévidemment
¢quivalentes aux équations () signalées plus haut, qui mﬁ;_&m:ﬂmm
mémes liaisons. On obtiendra le systeme X, ou un systeme équivalent

, o d7.; . X .
en remplacant les dérivées Jr.» -+ au moyen des formules
L h

a7, d7,; dz . d7; 23,

dr;,  dz, dr, " dz, dxy,

R R T IR T

et en observant que les équations obtenues sont des identités par
L, dE,

rapport aux dérvivées 575, .o =
i .. - ‘,ﬁw ‘s
Il n’est pas nécessaire de faire celte transformation pour déduire
les ¢quations (X) des équations (). Si 'on remarque, en effét, que
les liaisons entre les = et les Z, exprimées par ces dernieres, ‘gﬂmm
mémes, quelles que soient les variables @, @,, ..., x,, il suftira de
prendre, pour ces variables, les fonetions =, 5,, ..., 5, elles- mes.

On obtiendra ainsi un systeme canonique

. - \w " 07
(X MNN.A&_. R % Qz..“

N\

v...vHSK.Au_V..._u:v (f==1,2, c k)

qui est ¢quivalent au sysitme £ et qu’on peat, par conséquent, re-
garder comme étant le systeme ¥ loi-méme. :
Les ¢quations canoniques (©) ou (X), que nous venons d

la transformation identique de T'. Les équations () n .
de forme lorsqu’on y remplace les éléments =,, ;
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Z\, .., 7Z,, ou simultanément les uns et les autres, par ceux qui en
dérivent, a I'aide d’une transformation quelconque de T.

Inversement, toute transformation i n variables qui, effectuée sur
les 5 ou sur les Z, n’altere pas les équations (I), appartient au
groupe I'.

10. Nous avons fait observer déja qu'il existe, pour une méme
équation

03 ] ds
Auv MAALVI\WMLINVmIIW ....T\f.a%ﬁloy
différents systemes irréductibles tels que S, et différents systemes X

correspondants. On passe des équations (Z) i celles d’un autre sys-
teme I’ en faisant sur les s et les Z la méme transformation

.~ s ot
Lh.tleh.ﬂti SITERRTE-H N

Zi=®,(F,,7,, .. 7)),

ol les @ sont des fonctions indépendantes, des n éléments qui y figu-
rent.

Toute transformation de cette forme qui change les équations (X)
en d’autres équations (X) rationnelles par rapport a tous les élements
qut ¥ figurent, permet de remplacer le systeme S par un autre SVs-
teme S" également irréductible.

Précisons la nature des rapports qui existent entre le groupe T' d¢é-
fini par les équations () et le groupe I défini par les équations ().

Rappelons, dans ce but, que, si Ia lettre F désigne la transforma-
tion

2;=T,(5,...,3 )y

qui remplace les = par les Z, on définit Jes puissances successives e ¥
¢n posant
PP=(F,F) =F.F (),

(') Onemploie ici, pour représenter la composition des transformations, le signe ordinaive
de la multiplication ; il ne faut pas oublier que cetle composition West, en général, pas
commulative.



332 J. DRACIL.

La transformation ingerse de F se représente par F=', et 'on a
I=(F-',F)=F-1F,

en désignant par I la transformation identique.

Soit maintenant F une transformation quelconque de T remplacant
les z parles Z. 11 est clair qu’on peut remplacer cette transformation
par les suivantes, effectuées successivement :

1° La transformation ®, qui remplace les z par les z';

2° Une transformation F’ de T, qui remplace les 5/ parles Z';

3° La transformation @, qui remplace les 2’ par les Z.

On a donc I'identité

F—=QF ¢-!
ou l'identité analogue

F'= 0-'Fd,
on dit, pour exprimer ces identités, que la transformation ¥ est la
transformée de ¥' par la transformation ®, ou encore que I’ est la trans-
Jormee de ¥ par lu transformation @',

Les transformations de I" sont donc les transformées des transfor-
mations de ' par la transformation ®. On écrit souvent cela, d’une

maniere abrégée,
Fr—=o.1.0-.

Faisons encore remarquer en passant que, si I'on a, entre trois
tracsformations de T, la relation

AB=¢,

on a, entre leurs transformées par @, la méme relation

GA O DB =D.C.0-1,

. y e »

Deux groupes T' et I, tels que I'on puisse passer de I'un & Vautre
parune transformation @ convenablement choisie, sont dits ap
au méme ¢ype. Nous voyons donc que, & toute équation

ds ds __
+>_Q!§ +:.+>=Q§ =0

_os

R

(1) X(s)

correspond un TveE de groupes T, qui est seul bien R&aﬁ.ﬁﬁ? n
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choisir arbitrairement un sroupe appartenant i ce type, sous la seale
condition que la teansformation @ transforme Jos équations ration-
nelles (X) en d'autres également rationnelles.

I, L’étude des éléments =, =,

2 -0 3, d'un systeme fondamental
de solations de I'équation

Js 3 Js
(1) K?VHMMJ_..:’&,I_LJ..LAF:MMMHD
se %oo:%cmo maintenant, d’une maniere fort nette, en diverses par-
ties qui paraissent indépendantes, et que nous étudierons séparé-
ment :

1 Formation effective des systemes ¥ & erenis, c’est-a-dire des
équations de définition d’un représentant I' de chaque type de groupe
contenu dans le groupe ponctuel général T,.

2® Détermination du systéme X, qui correspond au groupe de ra-
tionalit¢ T de DPéquation (1)5 par conséquent détermination de ce
groupe T'. .

3 Etude particulicre du groupe de rationalite T, ainsi détermine,
permettant d’approfondir les liaisons des transcendantes s, z,, ..., z,
avee leurs dérivées des différents ordres ct les variables, et, par con-
séquent, de préciser 1a nature de leur transcendance.

II. -~ Détermination du groupe de rationalite.

iy

a. Formation des types de groupes ponctuels a n variables,

12. Nous avons & nous occuper d’abord de la determination effective,
pour une valeur de n donnée, des Cquations de definition (X) de tous les
TYPES de groupes contenus dans le groupe ponctuel general a n varigbles.
La théorie précédente exige, en effet, Ia connaissance des invariants
différentiels indépendants pour chacun de ces types. Ce probleme géné-
ral n’est pas encore résolu d’une maniore complete; les recherches de
M. Lie et de ses éleves, notamment de M. Engel, résolvent des ques-
tions voisines; mais, méme quand on suppose le groupe Sint, c’est-
a-dire formé de transformations qui dépendent seulement d'un nombre
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limité de parametres arbitraires, le probleme que nous venons de poser
reste & traiter (). o N

Nous donnerons simplement quelques indications générales, dont
une étude quine peut trouver place ici établirait 1'utilité, et un résumé
rapide des résultats obtenus par MM. Lie et Engel.

Nous savons que tout groupe de transformations 3 » ﬁ:;m_u_%m

, it sfini par eme ¢ inté-

T4y -+ 00 3p st entierement défint par un systeme completement
grable d’équations rationnelles

os )
Ly e Hmwm NT..JNE\N,&Jv

(2) h:._.un:wm.ﬁu (i=1,...,p)
i

ou les Z sont les variables transformées des =, et on les variables
&y, ..., T, ne sont pas transformées. Les Q; constituent pour le groupe
considéré un systeme complet d’invariants différentiels qui .comzr:r w::.
desimples dérivations, aux invariants ?:o:.ozsmzmami distincts d’un
ordre quelconque, supérieur i I'ordre maximum des Q,.

Les équations (X) établissent des relations entre les z et les Z; elles

ne dependent donc des variables x gu'en apparence. 11 suit de la que, si
on fait sur les - une transformation quelconque -

.&_M‘wﬁ.mb\_u ey .v\:v'
ce qui entraine, d'une maniere générale,
du M du dyy

= - o5y
d.r; « 0¥y 02

J%u M d*u  dys dy TM du  FPyy

’ v T . e b
dridry, a.p Oyadyp 0x; day 20)y dx; 0y

le systeme transformé est équivalent au systeme

_dz N e 7 Jd7Z,
.o.&_ Au: :.3:&\_“ ¥ {bhmzkh &.»

N v ({= u._‘..wh.qu”v

qu’on déduitde (Z) en remplacant simplement les - par les u\m _méme
indice.
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La condition précédente, nécessaire pour que les équations ()
soient les équations de définition d’un groupe, est aussi suffisante. En
effet, la composition de deux transformations qui laissent les Q; inva-
riables, donne une transformation qui possédera évidemment la méme
propriété. Posons

/ iy ; ,
e".A&.V,Ur‘MP,Am:... Js, ..;leANC..Lw dz, v

Sy 5 — s / ,
b ny QPN_ "y N\&-_ 5

s

la determination des tyvpes de groupes a n variables revient ¢ cetle de 1ous
les systémes d’équations rationnelles, completement intégrables

(

tels que L’on ai, pour toute transformation des x en ¥

&

) @;(x)=o, (i=1,...,p),

Di(y) =2 Ay ().

On observe immédiatement que les coefficients A, ne peuvent
dépendre, ni des s et de leurs dérivies, ni des Z et de leurs dérivées
ce sont des fonciions des éléments de g {ransformation mwu -~ Paillears,
L est clair que le déterminant des Ay ne peut sannuler s les ¥ sont
n fonctions distinctes des .

On peut faire sur les équations () dautres remarques faciles qui
ne sont pas sans importance : Les formules de transformation des
dérivées %W.v @w]%ﬂ‘ -+- remplacent des dérivées d’ordre £ par des déri-
vées Q.S.m\_,m mmm; n\m ct des dérivées d’ordre inférieur. Par conséquent,
si les équations (X) ne sont pas toutes du méme ordre, celles qur sont
d’ordre égal ou inféricur i f, prises tsolément, forment un systeme (nea-
riant pour toute transformation des x; elles definissent donc un groupe.

Par exemple, les équations (Z) qui sont d'ordre minimum w définis-
sent un groupe; les équations d’ordre et d'ordre (u + 1) définissent
un nouveau groupe compris dans le précédent, etc.

Supposons maintenant que, pour toute transformation des a, cer-
taines des équations d'ordre ¢ du systeme () forment un systéme in-
variant; elles définiront un groupe qui comprendra parmi ses trans-
formations celles du groupe défini par toutes les équattons d’ordre .
La remarque s’étend naturellement i tout systeme compris dans (X)
qui reste invariant par toute transformation des x.
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Obsecrvons enfin que les fonctions @, ne renferment pas les va-

: . e, as .

riables z,, ..., 2,, mais sculement les dérivées ml&p .-+ les transfor-
1

mations & considérer sont donc les transformaiions lincaires et homo-

. feo. 03 ., , o
sénes des derioces =5 .. qud resultent d’un changement arbitraire des

o dr,
. ! c Ay Py
variables x,, ..., a,. Ony peut regarder les dérivées 02y dzior

comme des parameétres arbitraires indépendants.

L3. Nous avons jusqu’a présent conservé les deux séries de variables =
'L Z; il est facile de se restreindre & la considération des 5 et de leurs
dérivées. En effet, Pexpression

ka.A.v\V - M_\.>~,\.. %.w\-A,N'v-

ot figurent seulement les z, ne change pas quand on y remplace les =
dyi i N

« e e ous
Q,N‘\..v Qc@.\mm,ﬁbv
avons alors, pour toute transformation des a en y,

parles Z; elle ne dépend done que des éléments

() =2 Au Q4(2) + By,

Wi BV . ia

2 2
dxr dwyday,

recherche des fonctions rationnelles Q; est évidemment un simple pro-
bleme d’Algebre des qu’on limite 'ordre des dérivées qui peuvent y
figurer. Mais il n’est pas certain que sans autre donnée que le nombre
on puisse limiter Pordre des Q, pour tous les types de groupes contenus
dansD',;les types de groupesimprimitifssemblent devoir faire exception.

Nous disons, comme en Algébre, qu'un groupe G contenu dans T,
est imprinulif quand il existe des fonctions indépendantes, de z,, ..., z,,
er.nombre inferieur & n qui s’échangent les unes dans les autres par Ies
transformations de G. Quand on recherche les types de groupes, on
peut supposer tout de suite que ces fonctions sont 5,, ..., 5,5 les
transformations du groupe G laissent alors invariant le systeme d’équa-
tions

ol les A et les B ne dépendent que des dérivées

af 9> _

- = 0, ey m.m.-ﬁllo.

LT ]

Ces transformations consistent en une transformation des ¢lé-

ments z,, ..., %, associ¢e i une transformation de s4,,, ..., 3, qui deé-
pend, en général, des éléments de la premiere.
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Un groupe qui n’est pas imprimitif est dit primitif. W vésulte évidem-
ment des observations générales déja faites que dans la recherche des
; on peut commencer par en considérer un nombre mintmum, qui se-
ront alors transformés par un groupe linéaire pramitif lorsqu’on fera
sur les @ une transformation arbitraire. Ce groupe linéaire primif
sera manifestement isomorphe (') au groupe des transformations que

. e OL; ;
subissent les dérivées &. » -+« quand on fait sur les y une transforma-
'k

tion quelconque.

On continuera i déterminer les Q, en ajoutant chaque fois le plus
petit nombre possible d’équations d’ordre minimum de facon a définir
un groupe, ct nous savons qu’au bout d’un certain temps on ne pourra
plus ajouter d’équations nouvelles sans obtenir autant d’équations que
de dérivées, c’est-i-dire sans tomber sur la transformation identique.
Ces remarques mériteraient, d’ailleurs, une étude que nous n’avons
pas l'intention de faive ici (*).

14. M. Lie a déterminé effectivement, par des méthodes sur les-
quelles nous ne pouvons insister ("), tous les types de groupes finis

(') Pour la signification de ee ternie, on peul se reporter a la théorie des substitutions,
Ou aux pages suivantes consacrées a étude du groupe de rationalilé,

(%) Ajoutons un beau théereme da & M. Lic duquel il résulte que, parmi les cquations
de définition d’un groupe a n variables, il y en a toujours du premier ow du second ordre ;
théoreme établi par Vemploi des transformations infinitésimales ot de leurs développe-
menls au voisinage d’un point. On peut Uénoncer aussi en disant que le groupe général T',,
scul renferme toutes les transformations quadratiques.

On peut déduire immédiatement de 1i (qu'dd suffic d’exprimer que les quations (3) de-
meurent tneariuntes par toute transformetion quadratique des x pour quclles définissent wie
03
Q.ﬁb Sy
de transformation des dérivées; Lo recherehe des 9y en se servant des transformations in-
finitésimales cst aussi ramende par cetle remarque a une forme simple. Mais ce sont i
des questions dont nous devons remetirve V'étude 4 un autre moment. Il en est de méme
des rapports de la méthode adoptée avee celle employée par M. Engel pour former les
¢quations de définition des transformations infinite males d'un groupe ct aussi avee celle
due 4 M. Picard (2); nous ne poavons que reuvover le leeteur & ces travaux.

(*) Cf. N_ZS,Q.S..S::.EN.,%.E\»\E:. Dritler Abschnitt, p. v 4 313.

groupe. L'adjonetion des relations = o simplifie considérablement les formales

(%) ENGEL, Math. Ann., Bd. 39, 1886; E. Preanp, Journal de Liouviile, 18g2; P. MrpoLicni,
Annali di Matematica, t. XXV, 18¢ 7.

dnn. de ’Ee. Normale. 3¢ Serie. Tome XV. — Sppreusns 1898. 43
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@ unc et deux variables et sauf une classe particuliere de groupes impri-
mitifs, les types de groupes finis i trois variables. :

1 a formé, d'autre part ('), tous les types de groupes infines (dont
les transformations dépendent de fonetions arbitraires) 4 deux va-
riables et détermine des classes importantes de groupes in fints primitifs
a n vartables.

Iy aurait lieu de préciser dans les tableaux des groupes imprimitifs
donnés par Pillustre géometre norvégien, lanature des fonctions deéter-
nunces (ui figurent dans les transformations du groupe, de fagon que
les cquations de definition (X) des transformations Jinies sotent ration-
nelles par rapport & tous les éléments qu’elles renferment; nous avons vu,
en cffet, que c’est seulement sous cette restriction que ces résultats
peavent nous servir. Cette observation immeédiate ne s'applique pas
aux groupes primitifs qui possédent, en général, des équations de défi-
nition trées simples. Enoncons i leur égard, les résultats obtenus par
M. Lie :

Groupes primitifs finis & deux varwables : 1° groupe projectif général,
formé des transformations ,

L A by-=c¢ g doe+by+/
T e+ by + " ? F = a'z 4+ by 4 "’
2® groupe linéaire général :
r'—ax 40y < ¢, YV9=da by 4+

3° groupe linéaire spécial :

2maxr+ 0y e, Y=aw+by+ ¢ abl— ba'—=1.

Groupes primityfs finis a trocs variables : 1° groupe projectif général,
4 quinze parameétres; 2° groupe linéaire général & douze parametres;
3% groupe linéaire spécial & onze parametres; 4° groupe projectif a
dix parametres qui laisse invariant le complexe linéaire

ds + wdy — ydx = o;

(") dbheedlungen d. K. S. Gesellseheft d. Wissenschafien zu Leipzrig, XXI1; 1893,
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5¢ groupe projectif & six parametres qui n’altere pas la surface

6° groupe des mouvements euclidiens; 7° groupe 3 sept paramétres
formé des déplacements et des homothéties; 8° groupe i dix para-
meétres des transformations conformes de I'espace 2, v, =.

Groupes primuilfs infinis a deux variables : 1° groupe général T,;
2° groupe des transformations qui multiplient les aires par une con-

stante :
X, )
\%L:,ﬁ _;,,;!P

3° groupe des transformations qui n’alterent pas les aires :

X, Y)

Al v)

Ces trots types de groupes cxistent quel que soit le nombre 22 des va-
riables

15. L’é¢tude que nous aborderons tout 4 I'heure du groupe de ratio-
nalité montrera I'importance d'une classe de groupes : les groupes
simples, lorsqu’il s’agit de définir des transcendantes de nature essen-
tiellement nouvelle. Rappelons, tout de suite, les résultats classiques
obtenus dans la détermination des structures de groupes simples par
MM. Liec, Killing, Cartan, Engel, ctc.

Groupes tnfinis : 1° groupe général T',; 2° groupe des transformations
de contact en z, v, ..., x,; 3° groupe des transformations de contact
homogenes en x, ..., x,, p,, ..., p,; 4° groupe qui n'altere pas les
volumes 4 n dimensions : il est défini par la seule équation

%AMT ety K:v —
QA.N._» oty ,.~.=v o

Groupes finis (') : 1° groupe linéaire et homogene spécial i (n* —1) pa-

N C, N Lon(n—iu \ .
rameires; 2° groupe linéaire et homocene & nin—1) yarametres, qui
.O 0 _

>

(¥) Cf. pour plus de détails : E. CARTAN, Sur la structure des groupes de transformations
JSinis et continus, p. 147.
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2

?e hp . 2 .l oy o . M
naltere pas o} +. .. 235 3 sinest pair, le groupe linéaire et homo-

ohnn n{n—+1) ) N C oy s .
gene 4 ———— parametres qui n'altére pas expression

2
2y dry — xodry 4. 4 2y, dr, — x, dag .

En dehors de ccs types, qui peuvent ne pas étre tous distincts
(n=2,3,4,5,6), il en est d’exceptionnels : («) G,, pour n=1;
(P) G,, pour n = 26; (v) G.s pour n = 25, G,,, pour 7= 56, G,,,
pour n = 248.

b. Formation des résolrantes.

16. Quand on a fixé, pour chaque type de groupes contenu dans le
groupe général T, des invariants différentiels formant un systeme
complet, que reste-t-il & faire pour déterminer le groupe de rationalité
d’une équation linéaire donnée?

Nous savons qu'il faut : 1° former les equations résolvantes dont
depend, pour chacun de ces ¢ ypes, la determination des invariants diffe-
renticls, puis 2° reconnaitre pour lequel d’entre eux ces équations résol-
vantes admettent un systeme de solutions rationnelles. Ges deux problemes
sont de difficulté tres inégale; le premier n'exige que des calculs algé-
briques immédiatement réalisables, le second est un des probléemes
les plus difficiles de I'’Analyse et n’a été résolu que dans des cas tres
particuliers, par MM. Painlevé, Poincaré et Autonne (loc. cit.).

Les invariants différentiels d’un groupe I se partagent, suivant leur
ordre, en diflérentes classes, ceux d’un ordre donné et d’ordre inféricur
définissant i enx seuls un groupe qui renferme T. Considérons parmi
les invariants de T, ceux qui sont d’ordre minimum (on sait que cet
ordre est ur ou deux) et parmi ceux-la ceux qul, associés en nombre
minimum, définissent un groupe. Sotent @, ..., @, cesinvariants et G,
fe groupe défini par les équations

0z Jaz
AU\AU_'..;MVMM_MV...VHA—VNAN:..._@M‘...VM

si les @ sont du second ordre, G, n’est contenu dans aucun groupe
plus grand, sauf T',, carles invariants de ce groupe plusgrand devrajent
etre des fonctions des éléments @,, ..., @,; si les @ sont du premier
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ordre, il peut arriver que certaines fonctions des ® et de leurs dérivées
définissent un groupe G contenant G, et qui ne sera, lui, contenu dans
aucun groupe autre que I',. On commencera, dans tous les cas, par
former les résolvantes pour un groupe maximum dans ', (G, ou G) de
la maniere suivante : les équations

05
emHemAh: Caey %rﬁ—»u ...v

étant écrites, on les différentie par rapport aux (» -+ 1) variables ,
Zy, .eey @, o8 Ponyremplace les dérivées relatives h 2 par lears expres-
sions a l'aide des autres dérivées et des invariants différentiels de T,
déduites des équations X(z,) = o, et des équations dérivées.

ds,

dz,’
faire aprés un nombre limité de dérivations, on aura les équations ré-
solvantes que vérifient Ies @,. De plus, le groupe considéré (G, ou G)
étant maximum dans T, il n’est pas possible de réduire ordre des
résolvantes en faisant choix de fonctions rationnelles des ® comme
nouvelles inconuues; le nombre des invariants ®; d’ordre égal & un ou
a deuz qui définissent le groupe est également invariant.

On continuera 'application de la méthode en n’ajoutant jamais que
le nombre minimum d’équations nouvelles et en les supposant d’ordre
minimum. Le raisonnement fait sur G, peut étre répété sur G, ; on peut
donc toujours s’arranger pour que chacun des groupes I',, G, G,, ..., T
s0it maximum dans le précédent : le systeme formé par les résolvantes
est alors primitif.

Nous n’insisterons pas sur le développement des remarques qui
précedent, mais nous ferons remarquer, en passant, que {'adoption
d’une méthode regulicre dans la formation des équations résolvantes est
indispensable pour reconnaitre exactement quels probléemes précis on
devra traiter pour détermuner effectivement le groupe de rationalité T
d’une équation donnce. Le plus simple de ces problemes, celui qu’il est
nécessaire d’avoir résolu pour fixer le groupe de rationalité de I’équa-
tion MI,M A mw = o, consiste en la détermination des solutions parti-
culieres algébrigues de 'équation y’ = A, et n'a pas encore été traite.

En éliminunt les dérivées -=-» e que 'on pourra évidemment
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IV. — FEtude du gronpe de rationalité.

a. Décomposition normale du groupe T.

7 g rationalité T de I'équation
17. Le groupe de rationalité 1 |

¢ 93 @ . RSN | 93
A~v VAHVHMMIT,}» =

—=o,

" dx,

défini par les équations (Z) étant déterminé, la nature des Sdusmma:-

dantes = z,, qui forment un systeme fondamental de solutions
< D ALy ey Ay A

de (1) vérifiant les relations

., I ..1.,‘.2;&=,
Amv .A.MmAH_.....L\:MmM,J. JIIO:AR“«N‘_ v

¢ inée et ne de 'steme jondamental
est également déterminée et ne dépend pas du s) /
choist., N
‘ { y S étu-
Pour étudier ces transcendantes atiachees au groupe ﬁ..: suffit o
dier le groupe T lui-méme; c’est ce que nous allous faire en suivan
as & pas la marche adoptée pour I'étude des groupes de mc_um_:\:w_o:m.
 on efiniti i fourniront la générali-
Donnons d’abord quelques définitions, qui lag
. s refati < ns.
sation naturelle des notions communes relatives aux m:_uwm;::w m
" Soi < gr S -ansformations entre lesquels nou
Soient F et G deux groupes de transform ; q
N ) 5 Y .
supposons qu’'il existe une correspondance telle que : Jormation bien
] or’ iransform
1° A toute transformation g de G correspond une
determince [ de T ; . o
1 oo : _ ns de G correspord le pro-
2° Au produit gg' de .&m:& transformatio et p
duit ff des transformations correspondantes de F.
Nous dirons que le groupe F est isomorphe a G. o condont
1 for g e G' corr .
A des transformations de G formant un ui:%m: P
1 < IEYY S o .
alors des transformations de F formant un group et 1a e
Considérons les transformations de G qui correspon m:wu !
jon I i . e : c de ces transformations;
formation identique de F. Soient g, et g, deux sformations
le produit g, g, aura pour correspondant dans I' le produit 1. L
anaf ton i 1 mali ui corres-
a-dire la transformation identique. Les NS:M\ESEMEa de G g ’
: On U } > F groupe H.
pondent a la transformation dentique de ¥ forment done un group
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Soit g 'une des transformations de G qui correspondent i la trans-
formation /; il est clair que le produit gk, o % est une transformation
quelconque de H, correspond aussi & /- La méme obscrvation s’ap-
plique & toute transformation hg et ces transformations sont ¢videm-
ment les seules qui peavent correspondre a f.

Sil'on considere, d’ailleurs, la transformation ghg='de G, la trans-
formation correspondante de F sera /=, ¢’est-a-dire la transformation
identique. On a done

She—t= i,
ou encore

gh=hg,

ce qu'on exprime en disant que /e groupe H demeure invariant lorsqu’on
le transforme par une transformation de G.
C:.mocmum_.o:bm H du groupe G, qui possede Ia propriété exprimée
par I'identité
She~ =/,

est dit sous-groupe invariant de G. Nous venons d’¢tablir que, s'il existe
un groupe I isomorphe & G, les transformations de € qui corres-
pondent & la transformation identique de F forment un sous-groupe
invariant H de G. La réciproque est évidente. S G posséde un sous-
groupe invariant H, il existe un groupe I isomorphe a G pour lequel
correspond a la transformation tdentique.

Associons, en effet, les transformations de G en faisceaux de la ma-
niere suivante. Deux transformations & et g, appartiendront au méme
faisceau si I'on a une identité de la forme

N

% appartenant a H, a des faisceaux différents s'il n'y a pas d'identité
de cette nature.

Désignons par une meme lettre £ Pune quelconque des transforma-
tions g4 ou hg, ot g est déterminé et 4 arbitrajre dans H. Ces conven-
tions faites, il est clair que si 'on a

on a aussi

S'= s
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les farsceaux de transformations f se composent donc entre eux de ma-

nicre a former un groupe F. . ‘
Ce groupe F sera, comme dans la théorie des m:_;m:::om;, uE.E_c

quottent de G parH, et Von écrira F = G/H pour rappeler sa »o_dsn_.o:.
Ajoutons une observation sur Uisomorphisme. Lorsque F est 1s0-

morphe & G, la véciproque n’est vraic que si & une transformation f

de F ne correspond qu’une transformation de G; on dit alors que F est

holoédriguement isomorphe i G.

18. Supposons que le groupe de rationalité I' possede un sous-
groupe invariant G; quelles conclusions pouvons-nous en déduire
relativement au systeme (S)? L

Le groupe G est entierement défini par un nombre limité d’inva-
riants rationnels par rapportd s,, . .., 3, NMH -++» qul s’ajoutent aux
invariants de I'. Nous supposerons ces invariants nouveaux classés de
la maniere suivante :

ny invariants d’ordre v, Iy, ..., I, ;

ny tnvariants d'ordre v+, I, ..., I, qui ne s'expriment pas avec les
invariants de I et les dérivées des précédents;

n, invariants d’ordre v+ 2, I, ..., I, ete.

Soit, en définitive, N le nombre des invariants :ocﬁwm:x?ma:,w un
ordre tel que tous les invariants distincts d'un ordre supérieur .m,o_,-
tiennent en dérivant jusqu'a cet ordre ceux déja obtenus et les inva-
riants de T'; soit, d’autre part, J une fonction rationnelle quelconque
de ces invariants.

Nous savons que, si g est une transformation quelconque de G ct y
une transformation quelconque de T', on a

YEYTI= 8 0w yg=8i1
g, appartenant encore 4 G. Appliquons la transformation y g aux ¢lé-

ds, -
5 ' : : aurons
ments z,. ..., 3, gz’ o qui figuvent dans J; nous au

&Iy =gyd),
et comme
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il en résulte
I =g y{J).

La fonction transformee (1) est donc un wnearant de G ot s'exprime
I"aide des invariants de G qui sont au plus d'ordre égal & celui de J,
puisque la transformation ne peut élever I'ordre de dérivation. On doit
naturellement comprendre ici, parmi les invariants de G, ceux de T;
mais on remarquera tout de suite qu’ils sont inaltérés par les trans-
formations .

. > %;- i I N
Les invariants I,, ..., 1, @!&I_, R H L....du groupe G, qui
1

sont en nombre N, sont done transformés entre eux lorsqu’on trans-
forme z,, ..., z, par les transformations de I', et les transformations
qu'ils subissent forment un groupe womorphe a T, dans lequel la trans-
formation identique correspond & une transformation quelconque de G.
St Pon compare ce groupe au groupe des transformations subies par
les faisceaux yg, considéré plus haut et représenté par I'/G, on constate
qu’ils sont holocdriguement wsomorphes. Nous désignerons dans la suite
les deux groupes par le méme signe r/G.

Le groupe de transformations des invariants de G que nous venons
de définir possede des invariants différentiels, qui sont évidemment,

) . Js
lorsqu’on les regarde comme dépendant de z,, ..., By NM“ —or des
invariants du groupe T. Ceux d’entre eux qui s’expriment rationnelle-
ha r ’ r - Q,H M
ment & Vaide des éléments Q, 1,, .. ., L., ﬁ._i .-+ sont done aussi des
Rl §

fonctions rationnelles des variables «, Tyy oo, X,
Considérons un systeme complet de ces invariants ("); les relations
correspondantes

Aﬁwv ».’.\.AMM? ~: ..Q —:_,: ;«Fu . .‘v H Q\.A.N.u .N,?,:u ,N.:Y

dr,
d’ot 'on a exclu les équations évidentes,

Qi=w, (2, x, .. ., z,),

———

(1) On obtiendra manifestement un tel systeme en exprimant tous les @ a l'aide des
invariants nouveaux I,, ..., e,: 15, ... du groupe G.
s
1

Ann. de {'Fe. Nurmale. 3* Serie. Tome XV. SEpTEMBRE 18y8. - r\—
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sont des équations aux dérivées partielles qui définissent les élé-
mentst, ..., [ 1, .... Toute solution du systéme () s'obtient d’ail-
leurs en appliquant & une solution particulicre une transformation
convenahle du groupe T'/G.

Les éléments 1,, ..., 1,5 I, ... Otant ainsi définis, on définira les

transcendantes z,, ..., =, & l'aide des équations

{ Js \
0.~ . el PR N o mw~
) TR T o, v ’
“, i g = m)_. —1

ol les seconds membres sont tous les invariants distinets du groupe G.

L'introduction explicite des invariants nouveaux I, ..., L5 1, ...
du groupe G permet donc une décomposition des ¢quations (S). Nous
observerons que les équations (S) définissent les éléments z,. ..., 5,
¢’est--dire les invariants de la transformation identique, au moyen des
invariants de I, ¢t nous ¢noncerons les résultats obtenus de la maniere
suivante :

Soient T un groupe queiconque de transformations des éléments Sy eees
z,, G un sous-groupe invariant de I'; considérons le sysiéme (S) qut
definit =,, ..., z, en partant des invariants de T', on peul y melire en
évidence :

1° Un systéme (A) qui définit les invariants de G en partant des inva-
riants de T ;

2® Un systéme (B) qui définit =,, ..., 5, en partant des invarcants
de G.

Ces deux systemes sont entierement analogues au systeme initial e/
les groupes de rationalite correspondants sont respectivement /G et G.

19. Si I'un ou I'autre de ces groupes possede un sous-groupe inva-
viant, on peut continuer la décomposition. Pour n’avoir a faire celte
opération que dans un sens, il suffiva de choisir G de fagon que I'un
des groupes G et /G soit simple, c’est-h-live ne possede pas dautre
sous-groupe invariant que Ia transformation identique.

Montrons, par excmple, que le groupe T'/G est simple, st le groupe G
nest pas contenu dans un aulre sous-groupe invariant F de T et seulement

dans ce cas.
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Supposons, en effet, F invariant dans ' et renfermant G: conside-
rons les groupes que nous avons désignés plus haut par I'/F, T/G
et F/G, il est clair que les faisceaux /g de F/G appartiennent & I'/G;
mais, d’autre part, on a

s =0
Ie groupe F/G est donc invariant dans I'/G.

Enfin, si nous faisons correspondre & la transformation identique
de T'/G le groupe F/G, on obtiendra précisément le groupe I'/F iso-
morphe a I'/G.

Supposons maintenant que T'/G possede un sous-groupe invariant H;
parmi les faisceaux yg, il en est qui se transforment entre cux. Soient
Vi &a Y2 & deux de ces faisceaux

V1S a2 80==Y1 s e

puisque P'on a, G étant invariant dans T,

Y= L

¥)

Les transformations V18w Y28 -+, 0l g est quelconque dans G,
forment donc un groupe I qui renferme G,

St H est invaviant dans I'/G, on aura, par excmple, pour tout ¥

ey e - .
\.\:WR.\ — Y250

ce qui exprime que F est invariant dans T,

Lorsqu’un groupe G invariant dans T n’est contenu dans aucun
sous-groupe invariant F de ', on dit qu'il est un sous-groupe invariant
maxunum de T. 1 vésaltera done des propositions établics que lout
groupe I donne une suite limitée (') de groupes

Hﬂ mu Am: Tt Awt.w Iy

dans laquelle chaque terme est un sous-groupe incariant maximum du

(1) La limitation de la suite résulie des deus obsorvations suivanles :
.Hoi groupe. de transformalions ¢st entierement défini par un nombre limité d'inva-
riants différentiels.
1 a 2y M . o 1 o N oo . M T M N 5 1
Tout sous-groupe invariant d'un groupe posséde au wmoins un invariant dilférenticl
nouveau.
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précedent. Les groupes IJG, G/G,, ..., G /1 correspondants sont, par
conséquent, des groupes simples. .

Aldasuite I, G, Gy, ..., Gy, 1 correspond ane decomposuion nor-
male du groupe I', que nous indiquons en éerivant

F=T/G.G6/Gy . ... Gy/y,

et qui nous permet de mettre en évidence dans les macm:w:m (8), par
'introduction explicite des invariants nouveaux des groupes G, G, .. .,
Gy, 1, des systemes d’équations pour chacun desquels on a un groupe
de rationalité simple. D’'une maniere plus précise, la A_EE.::E:E:
de z,, ..., 5, en partant des invariants de T' (groupe de rationalite T')
se ramene aux opérations suivantes :

1 Détermination des invariants de G en partant de ceux de [
(groupe T/G);

2¢ Détermination des invariants de G, en partant de ceux de &
(groupe G/G,);

(¢~ -~ 2)° Détermination des invariants z,, ..., 5, de la transformation
identique en partant des invariants de Gy (groupe Gy/1).

D’apres ta définition que nous avons donnée de I'adjonction, on peut
encore résumer les résultats qui précedent en disant :

Les transcendantes 5, . .., z, qui forment un systéme fondamental de
solutions de I'¢quation

V‘,A.\VH%.HanfluTl.Jx.» IQBH

O
n ’
Q&J Aw&:

et qui sont attachées au groupe de rationalité T, peuvent éire 933.6.% a
faire partie du domaine de rationalitd par des adjonctions successives de
transcendantes attachées a des groupes stmples ().

Il resterait & montrer comment, lorsqu’on donne les invariants diflé-
rentiels du groupe I', on peut former effectivement une décomposition
normale du groupeI', ¢’est-a-dire déterminer les invariants nouveaux
des groupes G, Gy, .... C'est la un probleme algébrigue qui exige une

(1) A quelque point de vue que I'on se place pour I'étude des transcendanles 3y, ..., 5n,
il est clair que cette proposition doit gouverner toutes les recherches.
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¢tude spéciale(*). Nous nous hornerons i faire observer que lorsqu'un
groupe H est un sous-groupe invariant maximuam de G, les inoariants
rowveaux de W sont nécessairement tous du méme ordre.

b. Invariants de la décomposition normale.

20. Revenons & la décomposition du groupe de rationalité I" et pro-
posons-nous d’étudicer les différentes décompositions normales pos-
sibles d’un méme groupe.

Soient done
' 6. Gy, ..., 1,

r, u, 1, ..., 1

deux deécompositions narmales du groupe I', ol nous supposons que
et H ne coincident pas, sans quoi il suffirait de considérer les suites &
partir du moment ol elles different.

Les transformations de la forme g/ forment évidemment un groupe
contenu dans I'; ce groupe est incartant dans T, car on a

rehyTi=yayTlyhyTi= g

Mais, d'autre part, ce groupe contient G qui est un sous-groupe
invariant maximum de 1'; il se confond donc avec le groupe T lui-
méme. Ainsi, foute transformation de I peut étre obtenue comme produit
d’une transformation de G et d’unc transformation de I (*).

Considérons maintenant les transformations communes i G ot i 1,
elles forment un groupe K; montrons que ce groupe K est un sous-groupe
invariant de G et de 1,

Soit £ une transformation quelconque de K; la transformation ghg!
appartiendra & H puisque £ appartient & H qui est invariant dans [';
mais elle appartiendra aussi & G puisque 4 appartient a G. Cette trans-

(1 Dans un beaa Travail, publié par I'Atwmerican Journal of Mathematics (t. XVII,
1896), M. Cartan a fait cette étude pour les groupes dont les transformations dépendent
@'un nombre fini de paraméires, en partant des résultats relatifs a Ta structure de cos
groupes.

(*) Celle conelusion subsiste sous la condition que le groupe G, seul, soit un sous-groupe
invariant maximum de T.
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formation est done une transformation de K :

ofr or—1 — [
Shs |>:

ce qui exprime que K est invariant dans G. Le méme raisonnement-
montre que K est invariant dans H.

Nous pouvons ¢galement conclure de la que K est un sous-groupe inva-
riant de I'. On a, en cffet, manifestement puisque, pour touty, on peut
poser v = gh

gl = g = ey gV ey,

¢’est-a-dire
Yl = hy,

ce qui établit Ia proposition.

Envisageons maintenant les transformations des f{aisccaux que l'on
peut faire correspondre d’une part aI et H, d'autre parta G et K, c’est-
a-dire les deux groupes T'/H et G/K.

Un faisceau du premicr groupe T'/H est défint par les transformations
A ol y est déterming, et % arbitraire dans H. Si 'on remarque qu'on
a toujours y = gk, on peut ¢galement le définir comme 'ensemble des
transformations g/ ol g est fixe et 4 arbitraive dans H.

Soient g et g, deux transformations différentes de G; a quelle con-
dition donneront-elles des faisccaux différents? Il faut et il suffit évi-
demment qu’il n’existe aucune idéntité

&= m._\:“

mais une telle identité exprime que %, est égal a g\'g, c'est-i-dive
appartient & G : £, appartenant i la fois & G et & H appartient & K. On

conclut de la, que dewx transformations différentes g et g, de G donne-
ront dans T[H deux faisceaux differents s'il n’existe aucune identité

=~

yo— o
b ot

ou k appartient a K.

On reconnait manifestement la la condition nécessaire et suffisante
pour que les deux transformations g et g, de G donnent dans G/K deux
faisceaux différents.

Si nous regardons comme correspondants deux faisceaux de T'/H et
de G/K qui correspondent i la méme transformation g de G, il résul-
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tera .ﬁ_o. cette oo_,.%mwos%:oo que les dewx groupes T/H et G/K sont
holoédriquement isomorphes.

Nous avons supposé le groupe H mazimum dansT et par conséquent
_om_,,o:ce U/IE simples on peut done conclure des propositions qui
précedent, que le groupe G/K est simple et par eonséquent que le
groupe K est un sous-groupe invariant mazinum de G.

Enrésumé, nous avons établi que si

r, G, G, ..., 1,

mj. :« m_, tey Iy

sont deux décompositions normales de T et si | on désigne parK le groupe
des transformations communes ¢ G et a H:
o . ¢ . y
1° Le groupe K est un sous-groupe invariant de T
o - A . o ;
2% Les groupes I'/H et G/K sone holoédriguement isomorphes ;
et il est bien clair que la méme eonclusion sapplique aux groupes

T/G et IIK.

21. Il est facile de deduire deld Jes propriétés invariantes d'une Jé-
composition normale.
. m:Evowo:u en premier licu que K se réduise 4 la transformation
identique. Les deux mcacavom:mo:m se réduiront manifestement

r. G, o,
r. H, i,

les groupes I'/H et G seront holodédriquement tsomorphes et il en ser:
de méme des mwo:_ﬁw I'/G et H. En passant d’une suite & autre, on
permute seulement Uordre des groupes stmples qu'il y a & considérer.
. w:w_émo:m maintenant que K ne se véduise pas i la transformation
tdentique et formons une décomposition normale de K :

K, K, A
r A ‘ .,
Nous pourrons en déduire les deux ;go:%oﬂ:c:m normales de T

I, G, K, K, ...
L, U, K, K, ..., 1,
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pour lesquelles les deux suites

I/G. G/K, K/K, ...
T'H, T/K, KK, ...,

renferment, & ordre pres, les mémes éléments ou du moins des
groupes holoédriquement isomorphes. Pour établic que cette pro-
< ..

position subsiste pour deux décompositions quelconques

P, G G, ..., 1,
r, 0, . ..., 1,

’

il suffira de comparer chacune d’elles aI'une des décompositions inter-
médiaires que nous venons de former.

Mais les suites
r, G, G, ..., 1

I, G, K, ..., 1

ont deux éléments identiques; il en résulte manifestement que, sil'on
suppose la proposition établie pour le groupe G, ¢lest-h-dive pour un
groupe dont toute décomposition normale renferme m termes, c:m scra
vraie pour tout groupe I' dont la décomposition normale renferme
(m 1) termes. Or la proposition est évidente pour un groupe simple,
c'est-i-dire torsque m = 25 elle est donc générale.

Soit T' un groupe de transformations et

r, G, G, ..., 1

une décomposition normale quelconque de T's dans cette décomposition,
les eléments de la suite
G, G/G, ...,
qui sont tous des groupes simples, sont dcterminés & Uordre pres, chacun
d’eux pouvant, tout au plus, éire remplace par un groupe qui lui est holoc-
driguement isomorphe.
- . N N .. [l -

Cette proposition, qui est a peu pres évidente, est d'une grande
importance dans P'étude des transcendantes z,, ..., z, attachées au
groupe I'; elle établit en effet que toutes les adjonctions de transcen-

e g ‘ ) )

dantes, auxquelles nous avons ramené P'adjonction de =,, .. ., z,, sont

essentielles.
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22, Cherchons a compléter les résultats qui précédent. Nous venons
de voir que, dans une décomposition normale, I'ordre des groupes
simples T'/G, G/G,, ... n'est pas completement détermingé. Toute
permutation de ces éléments est-elle possible; sinon, quelles sont
celles que 'on peut obtenir?

IFest bien évident d’abord que s¢ H est un sous-groupe invariant de T,
on peut former une decomposition normale de T qui renferme H. En effet,
si H est un sous-groupe invariant maximum de T, on le prendra pour
premier terme de la décomposition; sinon, on prendra pour premier
terme le plus grand sous-groupe invariant de T, G, qui renferme H.

SUH est maximum dans G, on le prendra pour second terme: sinon,
on prendra pour second terme le plus grand sous-groupe invariant
de G qui renferme H, etc. '

Cela posé, dans une décomposition normale quelconque deT', chaque
terme est un sous-groupe invariant du précédent, mais non de tous les
précédents. Les termes qui sont, comme le premier G ct le dernier 1,
des sous-groupes invariants de T', méritent une attention particuliere;
c’est sur eux que va porter notre étude.

Soit G, un terme de la décomposition qui est un sous-groupe inva-
riant de T, le terme suivant G, étant invariant dans (x;_,, mais non
dans T'. Considérons Ie groupe transformé de G, par une transforma-
tion v de T' qui n'appartient pas a G, ; ce groupe v G;y~" est encore un
sous-groupe invariant maximum de G,_, .

En effet, les deux groupes transformés YGim v~ et vG,y! sont
respectivement isomorphes holoédriquement aux groupes G,_, et G;; e
groupe yG,y~'est donc un sous-groupe invariant maximum devy G,y
mais ce dernier groupe est simplement G,_(, puisque G,_, est invariant
dans T

Il suit de la que s G-, est invariant dans L', mars non G;, on
peut remplacer G; par un quelconque des transformes vG,v~'. Qu'en
résulte-t-il pour les termes suivants de la décomposition? Nous desi-
gnerons par K le groupe des transformations communes a G; et & tous
ses transformés vG,y~', et nous remarquerons que ce groupe K est in-
variant dans T

Considérons ensuite le groupe H des transformations communes &
GietayG,y~'; ce groupe H scra, d'apres des propositions precédentes,
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un sous-groupe invariant maximum de G, et de vG~'. Nous pouvons
done prendre, pour continuer la décomposition, les termes

Gy, G, H ou bien G, 76y H,

et il importe de remarquer que les groupes G...,/G, et vG,vy~'/H sont
holoédriquement isomorphes. Comme il en est de méme des groupes
G /Giet G, /yG,y~', on peut en conclure que les deux groupes G, [Gi
et G,/H, qut se suivent, sont holoédriguement isomorphes.

Supposons que le groupe H des transformations communes a G; et a
v G,y nesoit pas identique 4 K, groupe des transformations communcs
2 G, et & tous ses transformeés dans T'; considérons alors un autre groupe
transformé de Gy, v,G,v;', et désignons par H, le groupe des transfor-
mations communes aux trois groupes G, vG,v=', v,G;v,". Ce groupe H,
est contenu dans H et n’est pas identique & H lorsque y, est convena-
blement choisi; il peut ou non étre égal & K. Représentons d’une
maniére générale par H, le groupe des transformations communes aux
groupes ‘

G yGiy ™ nGats o G

en supposant les transformations y, ¥,. ..., 7, de ' choisies de telle
sorte que H, soit contenu dans H,_,, H,_, dans H_,, etc. 11 est clair que
I'un des groupes de la suite

H, H, ..., H,
se réduira & K et que tous les groupes suivants seront égaux a K
en effet, le groupe K étant completement défini par un nombre limité
Q’équations ct chaque groupe H, possédant au moins un invariant de
plus que le précédent, le nombre 1, tel que W, =K, est nécessatrement
lemate.
Nous allons établir que {'on peut faire figurer, dans une decomposttion
| ! surer, pOS

rormale de T, la suite

Gy Gi W, H, ..., H_, K,
et que tous les groupes

Gioo/Gi GyH, I, ..., H,_ /K

sont holoédriguement tsomorphes.

- . - o nrE
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93. La proposition est démontrée pour les (rois premiers Levmes;

supposons-la vraie pour toute suite

Gisis Q:.n :v HMC sy HM\Piw.

et démontrons-la pour la suite
G-, G, H W, ... W ;.

'mé des tr r ] g aux croupes
Le groupe Hy., est formé des transformations communes aux grouy

QT .\»‘:,\i_‘ s ,\\,.,;QN,.\\,#‘:
et le Mﬁoﬁﬁ@ Wm» des :.M_SMWOﬂ—\:ﬁSOD,f. communcs aux m.—doﬁ;uom
- 5 v - -t
Gy, ,\_A:.\\_, cay .\\,‘\l\:\\m—,: \\.A:\\.. .

H, , form¢ des transformations communes

Considérons le groupe : :
, .:.,ON..Q_“ il est clair que Ia

o - ar J.J‘._
aux groupes G, yG 7" oo Gyl
suite ‘

G G I, H, Lo Mooy W

ficure dans une décomposition normale de ' et donne les groupes

simples : ‘
_ GiiGry GIL oo Heo /I,

qui sont holoédriquement isomorphes, puisqu'on suppose la propo-
sition vraie pour toute suite de &+ 2 termes. ‘

Par définition, Hy est forme des transformations commnunes a H, et
a H,_, : c’est donc, d’apres un théoreme établi plus haut, un sous-

groupe invariant maziniumn de chacun de ces groupes et sl Fon con

sidere les suites
HM\,{.uw Hm_\.f: HH\;

H, Wi, Hy
les groupes Hy_o/Hi, et H, /0, sont holoédriquement isomorphes,
ainsi que les groupes Hy_o/H,_, ct H, /W, . ,

Comme, d’autre part, Hy_,/U,_, est holoédriquement isomorphe R
H,—./H,_,, on peut en conclure que H,_,/H,_, et H,_,/H; sont holoé-
driquement isomorphes, ce que nous voulions démontrer.
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Toute décomposition normale de T peut done s'éerire sous une forme
MA. AJ-_. AA:u ey 1,

pour laquelle G; est un sous-groupe invariant de T chague fois que
G 116G et GifGioy ne sont pas holoédriguement tsomorphes.

24. Nous sommes parvenus i la détermination de 5, ..., z,, {rans-
cendantes attachées au groupe T, par des adjonctions successives de
transeendantes attachées i des groupes simples : les invariants nou-
veaux des groupes G, Gy, ..., G, qui forment une décomposition nor-
male de I, On peut arriver au méme résultat par une voie un peu dif-
férente qui présente un intérét particulier.

Considérons, & coté de la décomposition normale

r, G, G, ..., Gy, 1,

ta suite de groupes F, F,, ..., Fy, F,.\, 00 T; représente le ples grand
sous-groupe de G,_, qui renferme le groupe G,. Ce groupe I'; existe tou-
jours, mais il peut se réduire 2 G,.

SoientJ,, J,, ..., J; les invariants de G, qui ne sont pas des inva-
riants de G,_,; ces invariants sont tous du méme ordre et subissent,
quand on transforme z,, ..., 5, par les transformations de Gy les
transformations du groupe simple G, /G;. Le groupe F,, qui a évidem-
ment G; comme sous-groupe invariant maximum, est défini par des
invariants

qui n'appartiennent pas a G._, et qui sont des fonctions de J,, ..., J, et
de leurs dérivées, toutes du méme ordre de dérivation. Ce sont préci-
sement les invariants différentiels du groupe simple F,/G, de transfor-
mations des éléments J,, ..., J,.

On peut former les résolvantes dont dépend la détermination de
Daveeey gy 0 partant des invaviants de G, ; ce sont ces résolvantes R

que nous allons étudier.
Tous les groupes F, T, ..., transformés de F, par unc transfor-

mation de G._,, n'ont en commun que les transformations de G;: on
peat d’ailleurs en choisir un nombre limité m, de telle sorte que les
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:,m:mﬁc_d_:.ﬂ:mo:m communes a

sotent seulement celles de G,. Il résulte de Ia que les invariants J,, ...,
2 o - 4* ‘g .- 3 2} 0 1 : H 8 M
I de G; peuvent s'esprimer rationnellement & Paide des m systemes
de solutions
oty oL, of [Z=o0,1, .., (m-—1)]
des résolvantes R,
’ - .

Comme, d’autre part, les invariants d'un transformé quelconque de
F;dans G,_, sont des fonctions de Ji, oo dpet de lears dérivées, zou
systeme de solutions des résoloantes R sexprimera rationnellement ¢
Caide de m systemes convenablement choisis (") de solutions particulicres.
Les résolvantes R possedent des systemes fondamentauzx d’intégrales ot

N . . . , . ; . & . .
Padjonction de la solution Ia plus générale de ces résolvantes réduit le
groupe de rationalité 4 G,, c’est-iedirc produit le méme effet que I'ad-
jonctionde J, ..., J,.

Les observations précédentes permettraient de voir, d’unc maniere
m@:.mS_P ¢é qui se passe lorsqu’on veut adjoindre au domaine de ratio-
nalité les invariants nouveaux d’un groupe G qui n’est pas invariant
dans le groupe de rationalité I'; il est nécessaire d’adjoindre en méme
temps _m. mo_::Ao: F plus générale des résolvantes dont ils dépendent.
On parviendrait ainsi i la généralisation du théoréme bien connu de

s, " . v r o " .
Lagrange; nous n'insisterons pas sur ce sujet. Pour le moment, nous
nous bornerons i faire observer que les groupes simples F,/G,,

Nl (m—1) 3
H“\Au: o B77VIG, sont des sous-groupes maxima de G, /G, et qu'ils
nont en commun que la transformation identique. Toute transforma-
tion de G,_, /G, peut étre obtenue comme produit de transformations
de ces m groupes. Enfin ces groupes sont permutables.

La maniére dont nous les avons définis suffit & mettre en évidence -

1° Ltncariance du nombre m,

20 ‘tneary, ’ -3
: 2° L ﬁ.a:amwm. du type de l'un des groupes FifG;, lorsqu’on passe
d'une décomposition normale de T & une autre, puisqu’on remplace

—

(1) lls nc sont asswetlis qua ne pas vérifier des relations d ¢galité faciles & former,

L]
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simplement les groupes simples G,_, /G, par des groupes qui leur sont
holoédriquement isomorphes ().

¢ La résolvante géndérale,

25. La théorie générale des équations linéaires que nous venons

d’esquisser pourrait ¢tre présentée en suivant de plus pres encore la
vole ouverte par Galois en Algebre et adoptéé par M. Picard dans sa
théorie des équations différentielles linéaires. Nous nous hornerons i
indiquer rapidement Ia méthode 3 suivre.

Soit toujours

. 0s Jz z

1 X(s5)= "1 =L
(1) () 0
I"équation i étadicr, dont les coefficients sont rationnels, et =z, ..., z,
un systeme fondamental de solutions,

Posons

L =u s —. U, T,

ou les w sont des fonctions rationnelles arbitraires des variables a,
Xy ..., ax,; la fonetion 7 verifie, quel que soit Ie systeme fondamental

¥iv ce e 3y, une équation facile i former ef qui suffira i la définip.
Nous remarquerons, en effet, qu'on a EE:E:%E:

ZANVH%At_vh_)T..AIT%AE:VM:V

et c’est Ia, d'ailleurs, la seule équation indépendante des deérivees pre-
mieres de =, ..., 3, que 'on puisse former en dérivant une scule fois.
Laméme remarque donnera done aussi

MNANV s %i.m:vu;il. : .JTMNAQ:VM:.
uWwANvllnkuuAR_vuth. s waR\NvM\:

st 'on convient d’écrire
XIXo ()] =X, (o).
—_—
(') On pourra eomparer les indications qui précedent avee Ia généralisation, donnée
bar MM. Lic et Vessiot, du théoréme de Jordan, pour la décomposition normale des groupes
Sinis - Visstor (Annades de {'Lcole Normale, 1842); Lig A5.::19.5:\\_E:m.\_tﬁ\\n:‘ 1M,
peo104).

—
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On conclut de la que Z vérifie 'équation aux dérivées particlles

Q’ordre n, . . o
X(Z)y X{(uy) ... X(u,

X, (uy) o X ()

m
(2) _.:Nv;hﬂ
Xl

.
-

\ . o o o

C'est cette équation que nous appelons la resolpante geénerale d
I’équation (1). . .

Il résulte de la remarque faite plus haut que cette équation est
Péquation d’ordre minimum que vérifie Z; il est facile de montrer que
toute équation d'ordre supérieur & n satisfaite par Z est une combi-
naison linéaire de la résolvante générale et des équations mﬁ..womm.

Toutes les équations indépendantes des dérivées des 5, appartiennent
évidemment a la suite

No(Zy = Xo(uy) s+ X (2t 50

toutes les équations en Z qui peuvent s’en déduire s’éerivent sous
. e
forme de déterminant analogue & R; mais, d’autre part, ~.oa:wm_o=
R(Z) = o et celles qui s’en déduisent en appliquant 'opération X( /),
¢c’est-a-dire
X[R(Z)]=o, X.[R(Z)]=0, ...

permettent d’exprimer X, (Z), X, (Z), ... en Q:o:o: _.E‘m»\:d wﬁ Mo-
mogenedeZ,X(Z), X, (Z), ..., X,_,(Z). L’équation oo:mam_.@.m d oﬂ re
supérieur a n se ramene ainsi a l'ordre (n —1); elle ne peut étre alors
qu’une identité.

26. Lafonction Z regardée comme dépendant des éléments 5, s B
nedemeure invariable par aucune transformation de ces m_.mSE:m“ ¢'est
un invariant caractéristique pour la transformation identique.

A toute solution Z de (2), ol les u sont fixés, ooim%o:%i.@ .mcr_-
tions z,, ..., 5, de I’équation (1). Pour les obtenir, nous considérons
les relations, en nombre n,

7 = UpSy =t o Uy 5y,
X(Z)= X(u)zs+...+ X(a,)z,,

e e LR LI I T T AP

x:l_ANv — %:I_At_vn_ B o Vx:l_Atva:'
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et nous les résolvons par rapport & =,, ..., 5,. Cela est possible & la
seule condition que le déterminant

: Uy, ./WA:w.f R} %:I_A::v :

soit différent de zéro, ce qui a évidemment licu pour une infinité de
déterminations des .

Remarquons aussi que cette condition exprime simplement qu'il est
impossible d’¢liminer les =z entre les équations

Ny =Xp(a))s + oo+ Xy (w5, ({=0,1,...,k)

lant que £ est inférieur a n.

Toute solwtion 1 de la résolvante générale condutt done a un sysicme
de solutions =, ..., z, de I’équation X(z) = o; ces solutions §"cxpriment
rationnellement & U'aide de Z et de ses dérivées jusqu ¢ Uordre (-~ 1).

Pour que le systeme ainsi obtenu soit fondamental, il faut et il suffit
que tous les déterminants fonctionnels des = pris par rapport i n des
variables w, x,, ..., o, ne soient pas nuls simultanément. Si I'on ob-

: o gz ; Ao 56 6aal 3 Punité
serve que le coefficient de 5= dans X(=) a été supposé égal & I'unité,
de telle sorte que

D,—=AD, . D,=A,D,

on voit qu'il suffira d'écrire que D n’est pas nul.
En portant dans
%AM: . .U:v

D= {2y, .y ) =0

Pexpression des s au moyen de Z et de ses dérivées, on trouve une équa-
tion d'ordre n

A(Z) = o,
que nous appellerons équation discriminante. Toute solution 7. de la ré-
solvante genérale gui R’ annule pas A(L) donnera un systéme fondamental
de solutions de " équation (1).

27. Soit Z une solution de R(Z) =0 qui conduil & un systeme
fondamental =, ..., z,; toute autre solution Z’, de méme nature, de la
résolvante générale pourra s’écrive

:_D_fhh: Tty n.:v -+ tmm,uul.l. B I:O:w
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ot les ¢ désignent r fonctions indépendantes de s, ..., z,. Elle
s'exprimera donc avec Z ¢t ses dérivées Jusqua Uordre (n — 1) sous
une forme déterminée, qu’on obtient en remplacant =, ..., 3, par leur
expression 4 'aide de Z, X(Z), ..., Xy (Z). Tnversement, Dy enes O
étant .a_om fonetions indépendantes de z,, ..., z,, la mo_::m: Z ?:.;
m.mxc\_i::e., rationnellement i I'aide de 2/, X(Z), oo X (29).

.h,mm:m:o: résolvante R(Z) = o possede, par conséquent, la pro-
E.::m remarquable suivante : La solution la plus générale de cette équa-
tion peut s'obtenir par une formule déterminée ov JSigurent n fonctions
arburaires de n arguments détermines qui dépendent rationnellement
d’une soluiion fondameniale 7. et des combinaisons X(Z), ... X, (Z).

wm résolvante appartient donc i la classe si importante des équations
qut possedent des systemes fondamentaux d’intégrales.

28. Ces préliminaires établis, nous pourrions interpréter, dans lc
domaine [Z] d’une solution fondamentale de la résolvante, les résultats
%S@:@m par d’autres voies; mais l'application de la théorie générale
esquissée au Chap. 1 sous le nom d’intégration logique suffit 4 obtenir
les points essentiels sans aucune difficulte.

D’abord, pour déterminer Ia solution générale de R(Z) =o, il
suflira d’en étudicr une solution fondamentale Z. Le systtme R(Z) =10
qu’il y a lieu de considérer est irréductible ou réductible.

Dans le premier cas, les seules relations rationnel]es vérifiées par Z
mwi les conséquences nécessaires de R(Z) = o; aucune réduction
n'est possible.

Um:m Pautre cas, il existe des relations rationnelles en Z et en ses
dérivées compatibles avec léquation R(Z) = o et qui n’en sont pas
m.mm conséquences nécessairves. Considérons I'un des systemes irrédue-
tibles en lesquels R(Z) = o se décompose, et les fonctions rationnelles
de Z et de ses dérivées qui s’expriment rationnellement en x, T, . ..,
Zp, en vertu des équations de ce systeme. Ces fonctions s’expriment
rationnellement i 'aide d’un nombre limité d’entre elles, A, ..., A,,
rationnellement indépendantes et de leurs dérivées; si 'on pose

©H<‘>H+,..+<»>\C

ol les V sont des fonctions rationnelles arbitraires de X, X, ...,
Ann. de I'Ee, Normale. 3¢ Série. Tome XV, — OcronRe 1848, 46

ne
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on peut aflirmer que tous les A s’expriment rationnellement en O et ses
dérivées. L'équation

R J7. - i
ALV @A»‘Mﬂl—u..VI&AL\W%:...‘L:V

est irréductible et définit complitement la réduction de I'équation
R(Z)-==o0. Les transformations qui font passer d’une solution fonda-
mentale Z de (3) & une autre solution fondamentale 7 de la méme
¢quation, forment un groupe qui cst holo¢driquement isomorphe au
groupe de rationalité 1 déji défini. La fonction @ est, pour ce groupe, un
invariant caractéristique; oi la double propriété du groupe de ratio-
nalité.

Enfin, si l'on fait sur Z, X(Z), ..., X, (Z) une transformation qui
n'appartient pas a I', on obtient une autre ¢quation
Jdr’ '

., v =ala,wy, oo, ay,),

;e
9 o
(o) ’ dr’ Y.

qui définit un groupe de rationalité " transformé de T et qui lui est,
par conséquent, holoédriquement isomorphe.

La théoric de la réduction aux transcendantes attachées d des
groupes simples se poursuivrait manifestement sans difficulté. Nous
n’insisterons pas davantage sur ee point, quitte & y revenir ultérieure-
ment.,

V. — Applications diverses.

a. Ltude de U'équation

‘ 9f L 9f _
:v MW...T»}QM'IO“

oit A est rationnel en x et -

29. Les types de sous-groupes du groupe ponctuel général i une
variable, dont la transformation générale est
F=el/),

¢ designant une fonetion arbiteaire, renferment tous un nombre fini
de parametres, au plus egal a trois. Ces types sont :
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2, le groupe projectif général, formé des transformations

Hla\lT@.
T ef+d’

B. le groupe linéaire général
F=af+ i
Y» le groupe complexe des transformations
F=97+0,
o 0 est une solution de Péquation 0 = 1;
8, le groupe linéaire ot homogene
F=ar
qu'on peut remplacer par le groupe de translation
F=jf+b;
¢, la transformation identique
F—=r

Il existe donc six classes de fonctions de deux variables 2 et y qui
peuvent vérifier une équation de la forme (1).

Classe géncrale. — Le groupe de rationalité est e groupe ponctuel
général. Quelle que soit la solntion _E_,:S:E&\AHQ\V. elle ne vérifie
pas d’autres relations rationnclles que celles qu’on obtient en combi-
nant linéairement I'¢quation (1) avee ses dérivées.

Classes speciales. — o, L'équation de définition des transformations
du groupe est

PFgr

BTN
F 5 F ] O
dse \Of /

L'invariant caractéristique I peut s’éerire

Qm.\. QNV\. 2
1= 27 3 ay
T df o\ Jf |7



364 1. DRACH.

la résolvante dont il dépend et qui doit admettre une solution ration-
nelle est

oF _
aE o
L’invariant caractéristique
o' f
— 9.
J= w.N 3
dyv

la résolvante dont il dépend et qui doit admettre une solution ration-

nelle est
9] 0 AN
3y (M) =

Les invariants I et J sont liés par la relation

o I
1= gy maw.

v. L'équation de définition du groupe complexe’

F=0f-+b, on 6=

gv: —
afr;)
L’invariant caractéristique K sera
— (9",
K=(5)"

la résolvante dont il dépend et qui devra avoir une solution rationnelle
sera

peut s’écrire
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On a, d'ailleurs, entre K et J, 1a relation

1 gk

TR oy
Il est bien évident que le type vy, dont I'équation de définition ren-
ferme un entier arbitraire n est, au fond, le représentant d'une infinité
de types distincts, correspondant aux diverses valeurs de cet entier.

o. Le groupe de rationalité est le groupe de translation

F=f+a

dont I'équation de définition est

o,
of =T
L’invariant caractéristique
9 _
wb\ =L
vérifie la relation
oL J
mwr&. ~+ M«.le Ak’—.\.u —- 0

qui n’est autre que I'équation au multiplicateur de Jacobi. Il y a done
un multiplicateur L qui est rationnel.

Ajoutons que ce type peut étre regardé comme compris dans la
famille précédente, lorsqu’on y fait » = 1.

e. Le groupe de rationalité étant formé par la transformation iden-
tique, I'équation (1) admet une solution rationnelle en x et y.

30. La classification précédente constitue également une classifica-
tion des divers types de transcendantes qui peuvent vérifier I'équation
différentielle ordinaire

dy
g) A
(2) 4z

== A(w, ¥),

el qui dependent d’une constante arbitraire c. La fonction y étant, en
effet, définie par I'équation implicite

J{r, y)=c¢,
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la fonction / satisfait 4 'équation

of L, of
() oz me

et réciproquement. 1l y a done cing types de transcendantes qui
peuvent vérifier I'équation (o).
Nous ferons remarquer, en passant, que I'équation générale dite de
Riccati :
dy

ﬁ =X -+ V_:u.lTu.wwm.

A
dr

= Q

appartient toujours au type (z). L'équation en I dans laquelle .
admet, en effet, Ia solution rationnelle T — 0.

Il suffit, au contraire, de prendre pour A une fraction dont les deux
termes sont des polynomes généraux du troisieme degré en x et y

pour obtenir des transcendantes du type genéral, c’est-i-dire pour

:.m.\ &s ., :
lesquelles P'équation prdas >@\ == o appartient a la classe générale.

Les types que nous venons d’établir sont évidemment tris généraux;
it suffit pours’en convaincre de considérer e plus simple, qui est formé
de toutes les fonctions définies par une quadrature de différentielle
totale exacte portant sur une fonction rationnelle de deuy variables

s =Adr 4+ Bdy avee 9A — al ;
v dy Jdr
le groupe de rationalité T est z, == z +- const.

Cet exemple nous montre aussi de quelle nature seront les classifi-
cations ultérieures. En effet, le cas oil Fintégration se fait algébrique-
ment étant écarté, une simplification ne peut se présenter que si fa
transcendante = peut s’oblenir a I'aide de transcendantes attachées ¢ diffé-
rents sous-groupes de ', mais dépendant d’un moins grand nombre de
variables (').

Dans I'exemple que nous adoptons, les seules transcendantes atia-
chées au groupe z, =z +cet qui dépendent d'une variable se rédujsent

(1) I faut naturellement que ces sous-groupes soient choisis de lelle sorte que toutes
les transformations de T puissent résulter de la combinaison de leurs transformations.
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a la fonction logarithmique. Nous devons done rechercher si Uon n’a

pas

du iy du
ds=dR + 2, = &+ 5,2 Ao,

?

uy I i,

olt les ¢léments R, w,, ..., u, sont des fonctions rationnelles de x ot b%
et les éléments 2, «,, .., o, des conslantes nécessairement ration-
nelles ou appartenant au méme domaine de rationalité que les coeffi-
cients de A et de B.

Si Ton introduit, dans le domaine de rationalité, une fonction algé-
brique 6 de = et y, on augmente beaucoup le nembre des types qui
correspondent & Péquation du premier ordre, écrite cetle fois sous
la forme

Y=/l y 0) avee olw, y, 4 =o.

Ainsi, dans Ie cas d'une scule variable 2, on trouve pour transcen-
dantes attachées au groupe de translation toutes Jes intégrales abé-
liennes; dans le cas de deux variables on aura toutes los intégrales de
différenticlles totales attachées i une surface algébrique, étudiées par
M. Picard.

Le groupe de rationalité étant z, = 5 + ¢, les réductions ultérieures,
s'il en existe, ne peuvent que ramener ces dernicrs ¢léments, qui dé-
pendent des variables « et y, & des sommes d’intégrales abéliennes qui
dépendent d’un seul argument algébrique en @ et y et i des fonctions
algébriques et logarithmiques. Bien entendu, 'étude du domaine 6]
ameénera aussi a considérer des cas analogues i ceux qui se présentent
dans la réduction des intégrales abéliennes d'un certain genre 4 un
genre inférieur; toutes ces réductions n’affectent en rien le groupe de
rationalité.

31. 1l existe évidemment pour unc équation linéaire aux dérivées
partielles quelconques
() X =g a2l
a coefficients rationnels en x, Xy .o, 2, des cas remarquables de ré-
duction identiques & ceux que nous venons de trouver pour I'équation
4 deux variables el qui se présentent quand on étudie les relations
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rationnelles qui lienta ses dérivées etaux ﬁ:.m.ur_am une seule .SEWS.:_.]H
de I'équation (1). Nous nous hornons w_._mm signaler pour Edow_:m_. e
parti que 'on peut tirer de la connaissance de la :.m.zmno::uco:
Z= f(=) qui laisse invariante I'équation (1), quelle que soit Ia fonction
d’un seul argument, désignée par /. . N 5

Ces cas se présenteront quand le groupe de rationalité H, de I'équa-
tion (1) sera imprimitif, l'une des solwions ctunt attachée au groupe
ponctuel général @ une variable ou a U'un de ses sous-groupes.

Silon pose

ds ds IQM
dr _ dx, \m,p,
0BT B,

on aura ,
1+ A B, +.. .+ AB,=o,
et les résolvantes dont dépend la détermination de B,, ..., B, admet-

tront une solution rationnelle. ,
Evi ‘ i 5 as oll
On aura évidemment des réductions analogues dans tous les cas ot

le groupe I' est imprimitif.

b, — @J\:a:.a:,w différenticlles ordinaires du second ordre.

LI N
32. L’¢tude de 'intégrale générale (avec deux constantes) de I'équa
tion
A_v -V\:M.\\,A,N.w ww‘v-\a.\v
ol / est rationnel, amene a considérer, lorsqu’on la définit par les
deux équations L
CHA.H_;.V.VQHG: ﬂwAN.»w‘..w ) == Cay
. y or el T,
les divers types de groupes contenus dans le groupe 10:2.; ;
puisque @, et 9, forment un systeme fondamental de solutions de
o
I'équation
do  dy

me \L
|L lt \.”O.
va WMVTQ.Y,V ITQb\?\.A.N.v,V_u v

Le nombre de ces types est d’environ soixante, alors méme qu’on
néglige les groupes complexes qu'on obtient en associant a un groupe
2 . , . S .
défini par un systeme d’équations algébriquement irréductible un
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groupe fini g (composé d'un nombre limité de transformations)
contenu dans le plus grand groupe G qui renferme H comme sous-
groupe invariant. Nous ne pouvons songer a faire une étude tant soit
peu compléte de ces différents types.

Les types primitifs, finis ou infinis, sont au nombre de six. Les
types primitifs finis sont linéaires ou projectifs; ils ne donneront rien
de particulier. Quant aux autres, on les caractérise en quelques mots :
Le groupe général T, correspond & Péquation (2) génerale; le groupe

défini par Ia relation

(P, D) _

&4” Qﬁﬂ_uﬂwvg =°

correspond & une équation (2) pour laquelle les derivées logarith-
migues d’un multiplicateur de Jacobi sont rationnelles; le groupe défini
par la relation

(@, ;)

d(e,01)

1

correspond & une équation (2) pour laquelle il y a un multiplicateur
rationnel et un seul.

Ces observations évidentes faites, nous indiquerons quelques réduc-
tions remarquables pour lesquelles le groupe de rationalité de I'équa-
tion (2) est imprimitif. On peut alors se proposer de déterminer
successivement ¢, et ®,; ¢’estd’ailleurs le seul cas ot il en est ainsi.

Les deux groupes imprimitifs et infinis que nous signalons sont
formés des transformations ()P, = F(g,) oli F est arbitraire, avec

0:d,
- 1 Jdei
Gml!.nwlﬂ ﬁNlTIQ[nU_I
do, Jdo,
ou bien
) PP, 0* ¢,
LI do} 3{ ode?
eTA@vH R i - |
Qﬁ_ Qﬁ_ Qﬂ_

() Ci. abhandlunger der K. §. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, XXI, 1895.
Ann. de I'Ee. Normale, 3¢ Série. Tome XV. — Ocrons 1898, hu
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Pour 'un et pour P'autre, il existera une ¢quation linéaire
dv (r,y xvscf
Jda ALY Q,w\ =
ot A est rationnel, compatible avec Féquation (2) et qui définira la
solution o, Or, si {on forme _.S_:u:o: que doit vérifier A, on trouve

O 0N, oA N/,
\«ﬁQ’&u. a.w - Q,‘f:\mrﬁw,d.m. v;r}fwla VAMHIT’UWI\V.

Les autres invariants differentiels des groupes constdérés sont sim-
plement

o, Cdro Nt
.—”Ce Q\.;_ — Q,‘\w ot —”C AEVwI Iﬁ .
oy ds, 72 dy Jo, H
dy dy

on formera aisément les résolvantes dont ils dépendent et qui devront
admettre des solutions rationnelles. Observons seulement que la déter-
mination de ces invariants ¢quivaut i celle de la solution @, lorsque
@, est déterminé.

Dans le cas général ot le groupe de rationalité est imprimitif, on ne
sait rien sar I’équation rationnelle Az, y,¥') = const., qui est une
wntégrale premiere de 'équation (1) :onaura en particulicr tous les cas
@’abaissement considérés pour le premier ordre.

¢, — Equations difiércniiclles lindaires.

33. Nous nous proposons d’indiquer apidement ici comment on
] I
seat vattacher & la théorie générale donnée your I'équation
) I

la théorie classique donnée par M. Picard pour les équations différen-
tielles linéaires.
Soit, par exemple,

(1) .\.TDHV.:L'&_WW’T:]T\

dr
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‘équation 2 étudier. Cherchons les relations de la forme

ol wyu, . wln—t) = const.,

. . die d?u dr=1y
S 1) X . ¢
onw,u, ..., u désignent respectivement T2 dat

ey

s com-

patibles avee I'équation
Jlu)=o.

On obtient immédiatement pour 2 I'équation linéaire aux dérivies
partielles
de  Jdo Jdg

2 . ITINN.‘I,I...IT.[{’,':::”O
(2) dx du Qun—1 ’

ol u" doit otre remplacé par son expression déduite de (r). n
résulte de la que, sio,, Qay - o5 Yndésignent les éléments d’un systéme
fondamental de solutions de (2). les équations

eila, u, i, .., wl=) —= Qi(oy tyy teyy ooy 1) (i=1,...,n)

sont compatibles avec Péquation (1) et définissent une solution de
cette équation qui dépend de n constantes arbitraires, ¢'est-i-dire la
solution générale.

L'étude de 'équation (1) se raméne done, & ce point de vae, i celle
de I'équation (2).

Nous allons profiter des résultats acquis par M. Picard pour fixer
le groupe de rationalité de Péquation (2). 1l suffit, pour cela, d'ob-
server qu'on peut définir un systeme fondamental de solutions de
Péquation (2) de la maniere suivante :

Exprimons que le produit ¢/(u), olte estune simple fonction de ,
estla dérivée exacte, parrapporta &, d'une fonetion de v, 1/, ..., (="
Une suite d’intégrations par partics donnera

o]
,;_.\TLI:%T,V”WMV
ou I'on a posé
oy Ay dr (), 0) LA (d,0)
gle)=te— de T TapT Tt Tdzr
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et
d A=Y,
D, ¢)=u _me...rwmmv.,mfv;*»...ATAllL;l &HMI_QH_ m
B d n—2 ' M
+u' Tu._ I O e @) Rq@.@ g ﬁ
L T ..

dute U [, el |

Il suffit de prendre pour ¢ une solution particuliere de I’égquation
differentielle inéacre d’ordre n

(3) g(v)=o

pour obtenir une solution ®(u,0) = const. de "équation (2).

A nsolutions ¢,, ¢,, ..., ¢, formant un systeme fondamental cor-
respondent n solutions formant également un systeme fondamental;
un calcul facile le montrerait.

La détermination des éléments D5 oo vy estdone ramenée i celle des
solutions particulieres ¢,, ..., ¢, de I'équation (3). Cette équation (3)
est dite adjointe de Lagrange de I'équation (1), et I'on démontre que
la liaison entre ces équations est réciproque; U'intégration de I'équa-
tion (2) et celle de (3) sont donc deux problemes équivalents. D’une
maniere plus précise, les équations ,

i flie)y= @

dzx

montrent que e groupe de rationalité de Iéquation

do  do Jo
- _ — ) =
(2) @&le&: IT...rquiT: u 0

relatif auzx solutions linéaires @, (u, ) est identique au group: de ratio-
nalité G de M. Picard pour I'équation linéaire

(3)

ce groupe est done, dans tous les cas, un groupe linéaire. Les deux
groupes subissent d’ailleurs simultanément la méme réduction.

(¢Y=o;

U3

34. Quand on n’impose plus aux solutions de I"équation (2) la con-
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dition d’étre linéaires en u, o', ..., w(®1y, le groupe de rationalité
de cette équation n’est plus nécessairement le groupe G. Il pourra
étre un sous-groupe de 1'un de ses transformés non Lnéaires.

Celte circonstance se présentera toujours s'il existe des combinai-
sons homogenes des intégrales linéaires de P'équation (2) qui admet-
tent des transformations de G. Ces intégrales homogenes sont, en
effet, déterminées par un systeme incompatible avec celui qui définit
les intégrales linéaires.

Ainsi, dans tous les cas oli il existe un sous-groupe de G qui admet
des invariants homogenes en ¢,, ¢, ..., v, Ces invariants, ou plutot
ceux du groupe commun i H et i ses transformés dans G, conduiront
a des intégrales de (2) qui correspondront & un groupe plus simple
que G. Le groupe de rationalité de (2) sera, en général, intransitif.

Dans le cas particulier ol le groupe G possede des invariants homo-
genesene,, ¢v,, ..., v,, ces invariants donneront des intégrales ration-
nelles de I'équation (2). §'j| y en a r fonctionnellement distinets, le
groupe de rationalité de (2) sera a (n —r) variables et transformé
d’un groupe linéaire  ~ variables.

On peut rattacher ces observations & deux Notes importantes de
M. Darboux ('), dans lesquelles I'éminent géometre s'est proposé de
déduire les propriétés des intégrales de équation (2) de celles de
P’équation différentielle linéaire (1).

d. Systémes complets,

35. Les considérations qui nous ont conduit i I'intégration logique
de I’équation linéaire aux dérivées partielles

umngys |

of of of

X =4 A L A

() QH;T _QHHIT -+ " Do

permettent aussi de classer les transcendantes qui satisfont simulta-

nément & plusieurs équations linéaires, ot nous supposerons toujours,
pour fixer les idées, les coefficients rationnels.

(1) Comptes rendus, 1880.



354 J. DERACH.

Soit un svsteme de la forme

. df ) ) .
Anv ;/N.A‘\.VIQ,U.H\W_.JIQ \ +.ooota WJQ«\ O Ah“:...v«\y

ol nous supposons les équations indépendantes, ¢'est-a-dire telles qu'il
n'existe pas d'identité
D P LNy 0
proposons-nous d'¢tudier les propriétés des intégrales communes i ces
¢ équations.

Le nombre ¢ ne peut étre supérieur i n; si ona ¢ = n, le déter-
minant des a; ¢tant différent de zéro, on peut conclure des équations

données
af A

—o .. = o.
xR ! ’ dx,

La solution commune / est une constante.
Supposons donc ¢ inféricur i # : Toute solution / commune aux

équations
N{)=0,  Nu(f)=o

vérifie aussi 'équation linéaire du premier ordre

(NI —XelXe( )] =0,

gquon écrit simplement
N N )] =

Si parmi les équations nouvelles, qu’on déduit des équations (1) de
cette maniere, il en est qui soient indépendantes des équations primi-
tives, il faudrales leur adjoindre et recommencer les mémes opérations
sur le nouveau systeme. Apres (n — ¢) opérations au plus ('), deux
cas peuvent se présenter :

1° On aura au moins n équations distinctes; la solution commune
sera une constante;

Si Pune des opérations ne donne pas d'équation nouvelle, les suivantes n’en don-
neront évidemiment pas.
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* On aura moins de » équations distinctes, done un systeme de
r 2:::27
X N)=o  (i=1,...,1),
avec des identités

(i Xe( Al =2 X 4+ X,

ol les o sont des fonctions rationnelles des x. Ce systeme s'appelle
systéme complet.

Tout systemme équicalent a un systéme complet est encore complet. Cette
proposition permet de remplacer tout systéme complet de m équations
a (m--n) variables x,, ..., x,,., par un systeme équivalent

. Jaf . df af
X = i +..4a—— =0 L=, ., m),
_‘A,\.V Q.Hm Q.H.E(T_ " «\Lu:TTE ﬁ ' u v
ottl'onarésolu les équations par rapport & m dérivées convenablement
choisies
af df
dx,’ T drx,

Sous cette forme, les expressions [ X;(/), X, (/)] sont nulles; on
dit que le systéme est jacobien. C'esta ces systemes que nous _552 ons
notre étude (*).

36. Un systeme jacobien de m dquations a (m —+ r) variables admet
n solutions fonctionnellement indépendantes. — Cette proposition se dé-
montre exactement comme on a démontré qu’une seule équation a
(m + 1) variables admettait m solutions distinctes

On reconnait immédiatement que si f,, fa, ..., f, sont 2 solutions
du systeme, pour lesquelles tous les déterminants fonctionnels relatifs
a n des variables ne sont pas nuls; tout autre systeme de solutions
distinctes se déduit de celui-la par une transformation ponctuelle des
éléments £, fo, ..oy fo

Les raisonnements déja employés montrent alors que les coeffi-
cients a, du sysiéme jacobien sont des invariants différenticls, formant un

(1) Les généralités qui préeedent forment la théorie classique des systémes complets.
duc essenticllement 4 Jacobi et & Clebsch.
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systeme complet, pour les élements Sis Sav ooy [a consideres comme fonc-
tions des (m -+ n) variables ., ..., @, ... Topins lorsqi’on transforme
ces eléments par le groupe ponctuel général T,.
. . ., .
Cela peut d'ailleurs se conclure de Ia remarque suivante : L'équation
af af af

X == ta)-—— . . al————a
pA_\.v dx ! Q.N-Ex: * Q,\hz.;.:

m_uoc_.mo_csoi.\:,\m.\i&..;Rs“m:ommEm:_o:oASI.v
solutions rationnelles et son groupe de rationalité est le groupe ponc-
tuel général en /, f,,..., f,, ou l'un de ses sous-groupes, quand on
regarde les variables «,, ..., 2, comme des constantes. Les invariants
différentiels du groupe L'y, lorsqu’on regarde f,, /., ..., f, comme des
fonetions des (7 + 1) variables x,, 2., ,, ..., Zp.n, sont précisément
ay, ..., a, d’apres la théorie des équations linéaires.

Nous pouvons i volonté, maintenant, ouappliquer la théorie générate
d’intégration logique du Chapitre 11, ou répéter les raisonnements faits
dans le Chapitre 11T quand nous avons défini le groupe de rationalité.
En résumé, 1l existe un groupe I' de transformations en f,, fo,-..., /x
entierement défini par un nombre limité d’invariants rationnels par
rapport aux f et a leurs dérivées relatives aux variables (') .y, - .,
Zens €t possedant les propriétés suivantes :

Toute fonction rationnelle des /¢t de leurs dérivées qui peut s’cx-
primer rationnellement a I'aide de «,, ..., 2., est un invariant de T
et s’exprime rationnellement a P'aide des invariants formant le systeme
complet et de leurs dérivées.

Tout invariant rationnel de I' peut s’exprimer rationnellement en
Ly oony Xppine

Les transcendantes /,, /,, .. ., /, sont donc des fonctions, de (m + n)
variables, de méme nature que celles que nous avons étudiées; elles
peuvent également s'obtenir par l'adjonction de transcendantes attachées
@ des groupes simples.

Il est d’ailleurs manifeste que, lorsqu’on les considere comme fonc-

(') En effet, toutes les dérivées des f relatives aux variables xy, ..., z:a se calculent
rationnellement & laide des dérivées relatives & x,uy, ..., Tman €l des invariants du
groupe I'y,.
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tions des (n + 1) variables z,, Lipoyy -y &, elles sont les mémes que
celles qui se présentent dans I'étude d’une équation linéaire & (2 +-1)
variables.

La scule différence qui apparaisse entre cette étude et celle d'une
¢quation linéaire, ¢’est que, dans la détermination du groupe de ratio-
nalité, les invariants différentiels étant exactement les mémes, il v a
n svstemes de résolvantes identiques relatifs anx vaviables x,, ..., @,
au lieu d'an seul.

CONCLUSION.

I La théorie générale d’intégration que nous avons essayé d’esquisser
présente des lacunes considérables, et plusieurs d'entre elles nous ont
paru, pour longtemps encore, au-dessus de nos forces. Cest pourquoi
nous nous sommes résigné A présenter ce travail sous sa forme actuelle,
bien que la disproportion entre la longueur des parties et leur impor-
tance soit manifeste et que beaucoup de démonstrations ne soient
qu’thauchdes.

Nous espérons qu’une étude plus approfondie permettrait de
défendrele point de vue, un peu étroit au premier abord, auquel nous
nous sommes placé pour définir les fonctions derivabies, et justificrait
en quelque mesure les développements considérables donngs i des
théories élémentaires. Disons tout de suite que, dans la voie purement
formelle ou nous nous sommes engagé, la théorie algebrique de la
divisibilité et les beaux travaux de M. Dedekind sur les idéaue se pré-
teront & une extension naturelle et que les propriétés des transcen-
dantes que 'on pourra atteindre par cette voie sont foin d'étre aussi
superficielles qu’on pourrait le eroire a un premiecr exanien.

issayons maintenant de dégager quelques conséquences positives
des théories que nous avons indiquées. Si I'on considere d’abord Ia
théorie des équations linéaires aux dérivées partielles ou des systémes
complets de telles équations, dont les coefficients sont rationnels, on
voil qu'en général les transcendantes =,, .. ., S, QUL en constituent un
systeme fondamental de solutions, sont des éléments tnséparables.

Toute tentative faite pour déterminer un ou plusicurs d’entre cux,
sans déterminer les autres, n’a de sens que dans des cas particuliers,

Ann. de ’Ec. Normale. 30 Séric. Tome X V. — Ocyonre 1898, 48
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lorsque le groupe de rationalité corvespondant est imprimatif ou intran-
st/ et il nous semble que Ta scule manitve régulicre de faive Uintégra-
tion soit de déterminer e groupe de rationalité.

2. La méme observation sapplique aux ¢léments qui définissent
une ntegrale complite ' une equation non linéaive du premicr ordre
ou d'un svsteme en involution.

On sait qu'une intégrale complete de 'équation

Sy Xy ey Dy iy ey Pa) A

(1

est définie par un svsteme d’équations

(2) %Lu,g._...;.3:\:....:F;HS (f=1,...,n)

ott les X satisfont aux relations

—
]
—

N

[Z, X;]=o, [N, X] =0
A tout systeme de fonctions N; on peut associer des fonctions P,,
qut s'expriment rvationnellement i 'aide des X, et de leurs dérivées,

de telle sorte qu'on ait identiquement .

! Al — P dX . — PydNX, = olds — pida, — .. = pada,).

On passe d'un svsteme X, ..., X, de solutions des ¢quations (3) a
tout autre systeme de solations Y,, ..., Y, en satisfaisant simplement

alidentite

(3) df— P dX)—. . — P dX, =g (dl— QudY, —.. . — Q,dY,),
mais cette identité exprime que les ¢léments Y,, ..., Y, dépendent

a la fois, en général, des X et des P, Les ¢quations (3) ne définissent
pas les X seuls. Les éléments X et P détermines par Uidentue () sont
des dlements tnseparables; ils sont détinis & un groupe de transforma-
tions de contact pres, qui, dans le cas général, est le groupe des trans-
formations en Z,X,, ..., X, P,, ..., P, qui nalterent pas Z. Ce

ESSAL SUR UNE THEORIE GENERALE DE L'[NTE RATION,  ETE, ‘wmw
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aroupe de transformati ; Mre passiil .
A oupe de t m o. JZ.:owm de .noi.uo.ﬁ .?;; .c:o regardé, e mine
groupe de rationalité de 'équation linéaire 3 (27 4 1) variables ©

(6) (7, ®]=o,
, - ' . P, P
pour un choix particulier : Z, X, ..., X,, P po des éléments
d’un systeme fondamental. _ ~
Lovsque Z est de la forme z + F(a,, ..., o, Pis -
manitre générale, lorsque 'équation dont dépend

\u:v. ou, ﬁ_.—::_

admet une solution rationnelle, le groupe de rationalité est sim plement
le groupe de transformations homogénes en X, P, défini par Pidentité

PdX o PadNG = QdY A O, Y,

ou I'un de ses sous-groupes (dont, comme toujours, le type scul est
défini).

On ne peut déterminer les X seuls que s/ e groupe de rationalité est
un groupe ponctuel e n variables étendu, et non un groupe wrreductible
de transformations de contact; I'équation (6) fait alors partie d’un
systeme complet de 72 équations linéaires i coefficients rationnels.

La détermination d’une intégrale complete d’un systeme en invo-

tution
7—a, X, =a, R Xy = ag,

conduit de méme a résoudre 'tdentité (4). Les éléments X, ..., X,,
P, ..., P, sont encore inséparables ¢t définis, en général, aux transfor-
mations pres du groupe des transformations de contact en Z, D S

Nue Povoosy Py quinalierent pas Z, X, ..., X,

3. Les considérations qui nous ont servi jusqu’a présent trouvent
encore leur application dans 'étade d'un probleme classique, le pro-
bléme de Pfaff, qui, au point de vue des intégrations qu’il exige, ne
parait pas non plusavoir jamais été traité d’une maniere satisfaisante.
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On sait qu'il s"agit de ramener une forme différontiolle donnee

O =N de, +—. . - N, dry,
a 'un ou d Pautre des types
dy — dy —. . — spdy .

Sy 4 — pdyv,,

ot les v et les 5 sont des fonclions wndependanies de av,, . . ., X,
On détermine aisément « preori cclui des deux types qu'il faut
adopter, ainsi que le nombre p.
Cette opération faite, nous vovons qu'on passe d'une forme réduite
wuncaatee en satisfaisant 3 lidenti(o

AY —LdY, —. . — LodYy=dy — 3 dyv . v,

ou i lidentite
LAY, —, . - LodY, =z dy . = v,

Les ¢léments Y et Z sont done en genéral inseparables; ils sont
deéfinis 2 un groupe de transformations de contact prés, qui est un
sous-groupe du groupe général i (2p + 1) éléments ou du groupe
:o_:omﬁ:c a 2p éléments, suivant le ecas. Toute tentative de détermi-
nation successice des v ou des = n'a de sens que dans les cas excep-
tionnels ot le groupe considéré est imprimitif ou intransitif: I'étude
de ce groupe (dontle tvpe seul est défini) conduit d’ailleurs A une
meéthode réguliere pour déterminer la (ranscendance des élémonts
J et s;ete.

t. Un grand nombre d’¢quations du sccond ordre (d'une maniere
précise toutes celles qui se ramenent au premuer ordre ou s'intégrent par
les meéthodes de Monge, d Ampére ou de M. bmt.@o:&v peavent étre
trattées comme celles du premier. .

Considérons, pour fixer les idées, unc equation & deux variables de
la forme de Monge

(1) Hr—+oKs+Le+ M4+ N(rt—s?) =0,

ESSAL SUR UNE THEORIE - GENERALE pE LINTEGES wr

ou les coefficients H, ..., N sont des fonctions Awﬁmonammﬁwv dew, v,
%, P, g3 supposons que, les racines de I'équation ‘ ‘

ANt oK2i+HNL—MN=o
¢tant confondues, on se trouve dans le cas ob les équations linéaires

Jav av L ov 3, 9V

) 0r TPE TN TR o =
v AN\ S\ S T\ S
o "7 TN TN T

forment un systeme complet, c'est-i-dire admettent trois solutions
distinctes.
Si I'on désigne par«, v, w ces solutions, les équations

u—=aq, =20, W=

définissent une solution de (r) dépendant de trois constantes, d'vi
on peut déduire une solution qui dépend de deux fonctions arbi-
traires. La détermination de «, ¢, w, clest-d-dire Uintégration du Sys-
teme complet (2}, est un probleme dont notre théorie donne tous les
as d'abaissement. Nous pouvons done classer d'une maniire précise
toutes les transcendantes s, mmcm:mu_: de trols constantes a, b, ¢ qui
vérifient léquation ().

Si I'on rappelle qu'on peut toujours associcr aux é¢lements i, o, w
des ¢léments 5 et <, tels que I'on ait

dv —podu —adv = k(ds — pda — qdy),

on voit que la transformation de contact, définic par les formules

Il

KH|_P m‘“|o|. NII;€|_02|QF P=u, (
ramene P'équation donnée i la forme
S* —RT =o.

Les éléments X, Y, Z, P, Q sont done définis 2 un groupe de trans-
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formations de contact pres, qui n'altere pas la relation S* — RT = o.
Cette remarque permettrait de faire étude de équation (1) directe-
ment, c’est-a-dire sans utiliser les résultats que nous avons obtenus
sur les systemes complets.

Pourune équation du second ordre quelconque, on ne connait jusqu'a
préesent aucune classe de solutions (dépendant de constantes ou de
fonctions arbitraires) dont on puisse préciser 'indétermination. ¢'est-
a-dive pour lesquelles on connaisse Ja nature des opérations (formant
nécessairement un groupe) qui permettent de passer d’une solution
de la classe & une autre solution quelconque de la méme classe. La
_..2._::.2_: de ces classes est manifestement lice & celle des transforma-
trons, portant sur &, v, 5, p, g, r, s, ¢, qui changent une é¢quation du
second ordre donnée en une antre quelconque, par exemple en I'équa-

)
N

tron 5 == o. Mais c¢'est li un sujet qui n’a pas encore été ahordé.

2. D'une maniere générale, nous avons constate que les éléments
qui se présentent dans [a théorie des ¢quations difTerentielles, faite au
point de vue spécial auquel nous nous sommes placé, sont toujours
indissolublement liés & d’autres, dont ils ne peuvent étre ﬁ:m:_h::mm
algébriquement. Clest 'arbitraire qui subsiste dans leur %ﬁ:w:.o:
algébrique, qui est la véritable mesure de Jeur ?u:moo_:_u:oa.,

Nous avons vu é¢galement que le caleul des fonctions rationnelles de
ces éléments et de leurs dérivées d'ordre quelconque, rend manifestes,
par les transformations qu’il admet en lui-méme, leurs propriétés les
plus importantes et donne, en particulier, pour des équations qui
renferment des indéterminées, tous les cas possibles d’abaissement ou
de dégénérescence.

Si Fon fait maintenant appel, pour représenter les transcendantes
que nous étudions i des développements en série de puissances ou a
S:R autre expression analytique qu’on pourra continuer, au sens de
Weierstrass, on reconnaitra que ces (ranscendantes ne sonf en général
pas wntformes. En partant d’un point de situation générale dans le
champ des variables et y revenant apres avoir déerit des chemins fer-
mes quelconques, on ne retrouvera pas les m_m,d_o_%o::::m intiavux.
Par exemple, pour les équations linéaires aux dérivées partielles, les
développements des ¢léments d’un systeme fondamental subiront une
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transformation ponctuelle déterminée. Les transformations qu’on
obtient ainsi forment un groupe qui sera le groupe de monodromie de
I'équation donnée. Ce groupe est évidemment un sous-groupe du
groupe de rationalité et il importe pour Uétudier de partiv des équa-
tions qui définissent ce dernier, cn d’autres termes de n’é¢tudier que
des systemes différentiels wréductibles. Les rvecherches faites sur les
équations différentielles linéaires & coefficients algébriques, four-
niront un guide naturel pour cette étude.

Ajoutons entin que la méthode qui nous a servi pour ébaucher la
classification des transcendantes qui vérifient des équations différen-
tielles algébriques a une portée beaucoup plus générale. Elle sappli-
quera encore, sans modifications essentielles, a I' « tniégration logique »
des équations aux différcnces fintes, aux différences mélees, et, en
géncral, de toutes equations fonctionnelles, a condition de préciser con-
venablement l¢ domaine de rationalite; il en résultera également une
classification naturelle des transcendantes que 'on peut définir algé-
briguement de cette maniere. Mais nous en avons dit assez pour mon-
trer que nous navens fait qu'effleurer un sujet tres vaste qui, nous
Pespérons, pourra étre pendant longtemps Poceasion de recherches
fécondes.

Nous considérons comme un devoir de rappeler en terminant
quelques lignes de la célebre lettre éerite par Galois, fa veille de sa
mort (29 mai 1832), & son ami Auguste Chevalier. Dans cette lettre,
comme on sait, Galois, avee une divination sans égale, n'a pas seule-
ment donné son admirabie théorie des équations algéhriques; il a
encore indiqué, d’une manitre extrémement nette, les proprictes
essentielles des intégrales de différentielles algébriques, et ses indica-
tions ont été, vingt ans apres, entierement confirmées par les travaux
mémorables de Riemann et de Welerstrass. Nous serions heureux si
notre travail pouvait appeler U'attention sur les quelques lignes qui
terminent la lettre de Galois, et s'il pouvait étre regardé comme une
premiere tentative d’éclaircissement de la pensée qu'elles expriment :

« Mes principales méditations, depuis quelque temps, étaient
dirigées sur 'application & I'Analyse transcendante de la théorie de
Pambiguité. ¥ s'agissait de voir, a priori, dans une relation entre des
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quantités ou fonctions transcendantes, quels echanges on pouvait farre

=]
queelles quantites on pouvait substituer aux quaniues donnees, sans que la

relation put cesser d’

3

E,S.wb.m:.Qm\m.\ﬁ.\xm%:zab%«?f::.:w\ ;..c%a:.-

bitite de beaucoup d’capressions que Uon pourrait chercher. Mais je n’al
! q 4

pas le temps, et mes idées ne sont pas encore bien développées sur ce

terrain qui est immense. »
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