Čěőňěâàĺçěáłőě áãňňĺàőćăŋĺě

... Ďőáâőŕőçâěŋŋěľèĺľ Ďĺőŋĺáĺľ, ğŋăï çâő âë àěćŋőáâŋő åőçěèì ŋăãçĺâìáï àěèěŋĺî ğăďăç, łăáăîéĺåáï çĺáěń, ï ŕőŕëâăńáï ĺğńőęĺâì ŕàĺàőďã ĺå ĺ ňőčãéěáâćő, ŋăçĺŋăï á âěå őáŋőćăŋĺľ, ŋă łőâőàëå ŕőłőĺâáï íâă ŋăãłă ... Ćáě çĺáńă, łăł âë ğŋăěèì, áőáâőïâ ĺğ ŋěłőâőàőčő łőńĺçěáâćă ěďĺŋĺæ; ïáŋő, çâő őŋĺ ŕàőďőńęăîâáï, ãćěńĺçĺćăïáì, ďő ąěáłőŋěçŋőáâĺ. Šăł ćőâ, áàěďĺ ŋĺå ŋăåőďïâáï: łćăďàăâë, ŕőńãçăîéĺěáï őâ ãňŋőęěŋĺï ŋěłőâőàőčő çĺáńă áăňőčő ŋă áěąï — çĺáńő ęě íâő ŋăğëćăěâáï áâőàőŋőľ łćăďàăâă; ğăâěň łãąë ... Łăęďőě ĺğ ćőğàăáâăîéĺå őâ ěďĺŋĺæë çĺáěń, ŋăçĺŋăï á âàě̈å, ïćńïěâáï ŕěàćëň ŕőáńě ěďĺŋĺæë ňŋőčőãčőńìŋĺłőň ĺ ĺňěěâ áâőńìłő ãčńőć, áłőńìłő ć ŋě̈ň áőďěàęĺâáï ěďĺŋĺæ, áâőàőŋőľ ęě ěčő ąãďěâ 2. Šăł, 3 ąãďěâ âàěãčőńìŋĺłőň, 4 — çěâëàě̈åãčőńìŋĺłőň, 5 — ŕïâĺãčőńìŋĺłőň ĺ â. ď.

ĺğ łŋĺčĺ Ďĺőäăŋâă Ăńěłáăŋďàĺľáłčő “Ăàĺäňěâĺłă” ĺ ěčő ęě ãçěŋĺï “Ő ňŋőčőãčőńìŋëå çĺáńăå”

M1⋄1. Řăááňőâàĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì , , , , , . . . (ďàěćŋĺě čàěłĺ ŋăğëćăńĺ

Č-őąàăğŋëě äĺčãàłĺ čŋőňőŋăňĺ). Śłőńìłő łńěâőł ć k-âőľ äĺčãàłě ĺ çěňã àăćŋă áãňňăàŋăï ŕńőéăďì ŕěàćëå k čŋőňőŋőć?

M1⋄2. Ůěňã àăćŋő k-ě ŋěçě̈âŋőě çĺáńő ĺ áãňňă ŕěàćëå k ŋěçě̈âŋëå çĺáěń? Ůěňã àăćŋő k-ě çě̈âŋőě çĺáńő ĺ áãňňă ŕěàćëå k çě̈âŋëå çĺáěń? Ćëçĺáńĺâě áãňňë 300 ŋěçě̈âŋëå çĺáěń, ŋăçĺŋăï á 57 ĺ 200 çě̈âŋëå çĺáěń, ŋăçĺŋăï á 444.

M1⋄3. Šàěãčőńìŋëě çĺáńă Ďĺőäăŋâă: , , , — íâő 1,

3, 6, 10, ... Ůěâëàě̈åãčőńìŋëě çĺáńă: , , , — íâő łćăďàăâë. Śńőęĺâě ĺğ ďćãå ŕőáńěďőćăâěńìŋëå âàěãčőńìŋëå çĺáěń łćăďàăâ. Ůěňã àăćŋő T_n + T_n? Ćëàăğĺâě T_n çěàěğ n.

M1⋄4. Ŋăľďĺâě áãňňã ŕěàćőľ âëáïçĺ ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń. M1⋄5^∘ (ŕĺäăčőàőćă âăąńĺæă ãňŋőęěŋĺï). Ďőłăęĺâě âőęďěáâćő

mk = km (â. ě. çâő k + k + · · · + k m = m + m + · · · + m k ). Łăłőćë

àăğňěàë ĺ ŕńőéăďì âăąńĺæë ŋă àĺá. 1.1?

M1⋄6. Śłőńìłő łńěâőł ć k-âőň, áçĺâăï őâ ńěćőčő ćěàåŋěčő ãčńă ŕĺäăčőàőćőľ âăąńĺæë, “âőńáâőň” čŋőňőŋě, ćěàèĺŋă łőâőàőčő ŕàěďáâăćńïěâ k^2, ă áâőàőŋë áãâì ŕàőĺğćěďěŋĺï k ŋă 1, 2, . . . , (k − 1)?

Řĺá. 1.1. Ŕĺäăčőàőćă âăąńĺæă ãňŋőęěŋĺï çĺáěń őâ 1 ďő n.

M1⋄7. Śäőàňãńĺàãľâě ĺ ďőłăęĺâě âěőàěňã, őŕĺáëćăîéãî

ïćńěŋĺě: 3 + 5 = 2^3 , 7 + 9 + 11 = 3^3 , 13 + 15 + 17 + 19 = 4^3 , . . . M1⋄8. Ćëçĺáńĺâě áãňňë:

a) 1^3 + 2^3 + · · · + n^3 ; b) T_1 + 2 T_2 + · · · + n T_n ; c^*) 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 ; d^*) T_1 + T_2 + · · · + T_n .

M1⋄9^*. Ćëçĺáńĺâě áãňňë łćăďàăâőć ŕěàćëå n çě̈âŋëå çĺáěń

ĺ ŕěàćëå n ŋěçě̈âŋëå çĺáěń.

Řĺá. 1.2. Ŕïâĺãčőńìŋëě çĺáńă.

M1⋄10. Ŕïâĺãčőńìŋëě çĺáńă Ďĺőäăŋâă: P_1 = 1, P_2 = 5, P_3 = 12, P_4 = 22, . . . ĺğőąàăęěŋë ŋă àĺá. 1.2. Ůěňã àăćŋő P_k − P_{k−1}? Ćëàăğĺâě P_n çěàěğ n.

Śãňňĺàőćăŋĺě àăğŋőáâěľ

Ăàĺäňěâĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï — íâő (łőŋěçŋëľ ĺńĺ ąěáłőŋěçŋëľ) ŋăąőà . . . , a_1, a_2, a_3, . . . ğăŋãňěàőćăŋŋëå çĺáěń, ć łőâőàőň àăğŋőáâì d = a_k − a_{k−1} ňěęďã ďćãňï áőáěďŋĺňĺ çĺáńăňĺ őďĺŋăłőćă ďńï ćáěå k; őŋă ŋăğëćăěâáï àăğŋőáâìî ĺńĺ ŕàĺàăéěŋĺěň ŕàőčàěááĺĺ.

M2⋄1^∘. Ąãďěâ ńĺ ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì á k-âëň çńěŋőň, àăćŋëň:

a) 1 1 . . . 1 k , b) 1 + 2 + · · · + k k , c) k-âőňã ŋăâãàăńìŋőňã çĺáńã, őłăŋçĺćăîéěňãáï ŋă 13 ?

M2⋄2^∘. Ćëàăğĺâě n-âëľ çńěŋ ŕàőĺğćőńìŋőľ ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ çěàěğ ŕěàćëľ çńěŋ ĺ àăğŋőáâì. Ůěňã àăćŋő 91-ě ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő, ąőńìèěě 444, c őáâăâłőň 43 őâ ďěńěŋĺï ŋă 57?

M2⋄3. Ć ŋěłőľ ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ a_m = −a_n ďńï łăłĺå-âő m < n. Ŕàĺ łăłĺå m, n íâă ŕàőčàěááĺï áőďěàęĺâ ŋãńì ĺ ŕőď łăłĺň ŋőňěàőň?

M2⋄4^∘. Łăłĺě ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå ŋĺęě áćőľáâć ŋăąőàă çĺáěń a_0, a_1, . . . , a_n ŋěőąåőďĺňë, ă łăłĺě — ďőáâăâőçŋë ďńï âőčő, çâőąë íâőâ ŋăąőà ąëń ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ?

a) ńîąőľ íńěňěŋâ (łàőňě łàăľŋĺå), ěáâì áàěďŋěě ăàĺäňěâĺçěáłőě ďćãå áőáěďŋĺå; b) 2 a_i = a_{i−2} + a_{i+2} ŕàĺ ćáěå 2 ⩽ i ⩽ n − 2; c) a_i = 2 a_{i−1} − a_{i−2} ŕàĺ ćáěå 2 ⩽ i ⩽ n; d) áãňňă a_i + a_{n−i} őďŋă ĺ âă ęě ďńï ćáěå 0 ⩽ i ⩽ n.

M2⋄5^∘. Ćëàăğĺâě áãňňã ćáěå íńěňěŋâőć łőŋěçŋőľ ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ^1 a) çěàěğ ďćă łàăľŋĺå çńěŋă ĺ łőńĺçěáâćő áńăčăěňëå; b) çěàěğ ŋăçăńìŋëľ çńěŋ, łőńĺçěáâćő áńăčăěňëå ĺ ŕàĺàăéěŋĺě.

M2⋄6. Ŋăľďĺâě áãňňã ćáěå âàě̈åğŋăçŋëå çĺáěń á őáâăâłőň 7 őâ ďěńěŋĺï ŋă 43. M2⋄7. Ŕő áâàőłăň ĺ áâőńąæăň ŕàïňőãčőńìŋőľ âăąńĺæë àăğňěàă m × n áâőïâ ăàĺäňěâĺçěáłĺě ŕàőčàěááĺĺ. Ŋăľďĺâě áãňňã ćáěå çĺáěń ć âăąńĺæě, ěáńĺ áãňňă çěâëàě̈å ãčńőćëå àăćŋă S.

M2⋄8. Łăł áćïğăŋë ăàĺäňěâĺçěáłĺě ŕàőčàěááĺĺ á m-ãčőńìŋëňĺ çĺáńăňĺ Ďĺőäăŋâă? Ůěňã àăćŋő n-âőě m-ãčőńìŋőě çĺáńő?

M2⋄9^*. Ňőęŋő ńĺ àăğąĺâì ňŋőęěáâćő ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń N ć őąêěďĺŋěŋĺě (ćőğňőęŋő, ąěáłőŋěçŋőčő) ŋăąőàă ŕőŕăàŋő ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ąěáłőŋěçŋëå ăàĺäňěâĺçěáłĺå ŕàőčàěááĺľ á àăğŋőáâïňĺ d_1, d_2, . . . , ãďőćńěâćőàïîéĺňĺ ŋěàăćěŋáâćã 1/d_1 + 1/d_2 + · · · < 0, 9?

Śãňňĺàőćăŋĺě àăğŋőáâěľ. Ůăáâő áãňňã b_1 + b_2 + · · · + b_n ãďăě̈âáï ćëçĺáńĺâì, ŕàěďáâăćĺć łăęďőě áńăčăěňőě ć ćĺďě àăğŋőáâĺ b_i = c_{i+1} − c_i çĺáěń ŋěłőěčő ďàãčőčő ŋăąőàă c_1, c_2, . . . , c_{n+1} . Ąőńěě őąéĺň őąàăğőň íâă ĺďěï ćëčńïďĺâ âăł: ğăňěŋĺň łăęďőě b_i ŕőďåőďïéěľ áãňňőľ b_i = ±c_{i1} ± c_{i2} ± · · · ± c_{imi} âăł, çâőąë ŕàĺ ŕőďáâăŋőćłě ć ĺáåőďŋãî áãňňã b_1 + b_2 + · · · + b_n ąő́ńìèăï çăáâì c_{ij} ńĺąő áőłàăéăńăáì, ńĺąő ńěčłő áłńăďëćăńăáì.

M2⋄10. Ćëçĺáńĺâě áãňňë: a) 1 1 · 2 + 1 2 · 3 + · · · + 1 n (n + 1)

; b) 1 · 2 + 2 · 3 + · · · + n (n + 1); c) 1 a_1a_2 + 1 a_2a_3 + · · · + 1 a_{n−1}a_n ( a_1, a_2, . . . , a_n – ăàĺäňěâĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï á àăğŋőáâìî d); d) 1 1 · 2 · 3 + 1 2 · 3 · 4 + · · · + 1 n (n + 1) (n + 2)

; e) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + · · · + n (n − 1) (n + 2); f) 1 1 · 2 · 3 · 4 + 1 2 · 3 · 4 · 5 + · · · + 1 n (n + 1) (n + 2) (n + 3) . M2⋄11. Ćëàăğĺâě (n + 1)^k ĺ àăğŋőáâì (n + 1)^k − n^k ć ćĺďě ňŋőčőçńěŋőć őâ n ŕàĺ k = 1, 2, 3, 4, 5, 6. M2⋄12. Ŕőńìğãïáì ŕàěďëďãéěľ ğăďăçěľ, ćëçĺáńĺâě áãňňã k-âëå áâěŕěŋěľ ŕěàćëå n ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń ďńï k = 0, 1, 2, 3, 4.

1ŋă łńěâçăâőľ ąãňăčě ŕàőčàěááĺî, áłăęěň, 2, 5, 8, 11, ãďőąŋő àĺáőćăâì ć ćĺďě

ŊŐĎ, ŊŐŁ ĺ ďěńěŋĺě á őáâăâłőň

Ć àěèěŋĺïå ğăďăç íâőčő ńĺáâłă áńőćőáőçěâăŋĺï “ŕàőáâőě çĺáńő” ĺ “ŕàőáâëě ňŋőęĺâěńĺ” ğăŕàěéěŋë.

Ŕàőèã — ğăąãďì ćáě̈, çěňã âë ãçĺńáï ć èłőńě; ŕőâőňã çâő âë íâőňã ŋě ŋăãçĺńáï. (İ. Ńăŋďăã, “Őáŋőćë ăŋăńĺğă”)

M3⋄1^∘. Łăłőě ŋăĺňěŋìèěě àăááâőïŋĺě ňőęŋő őâńőęĺâì őâ ďăŋŋőľ âőçłĺ ŋă ŕàïňőľ, ŕőńìğãïáì ďćãňï èăąńőŋăňĺ (ąěğ ďěńěŋĺľ) ďńĺŋë a) 13 áň ĺ 29 áň ; b) 21 áň ĺ 30 áň ?

M3⋄2. Ŕãáâì A, B ∈ Z — ďćă äĺłáĺàőćăŋŋëå æěńëå çĺáńă. Őąőğŋăçĺň çěàěğ I ⊂ Z ňŋőęěáâćő ćáěå çĺáěń n, łőâőàëě ňőęŋő őâńőęĺâì ŋă çĺáńőćőľ ŕàïňőľ őâ ŋãńï, ĺáŕőńìğãï èăąńőŋë^1 A ĺ B. Ŕãáâì D — íâő ŋăĺňěŋìèěě ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő ć I. Ćěàŋő ńĺ, çâő:

a) A, B, ă âăłęě áãňňë, àăğŋőáâĺ ĺ ńîąëě æěńëě łàăâŋëě çĺáěń ĺğ I ńěęăâ ć I ? b) Ćáě çĺáńă ĺğ I (ć çăáâŋőáâĺ, A ĺ B) ŋăæěńő ďěńïâáï ŋă D ?

c) Ćáě çĺáńă ĺğ I (ć çăáâŋőáâĺ, D) ŋăæěńő ďěńïâáï ŋă ńîąőľ őąéĺľ ďěńĺâěńì çĺáěń A ĺ B ? ŊŐĎ ĺ ŊŐŁ. Ŋăĺąőńìèěě ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő D, łőâőàőě ďěńĺâ łăęďőě ĺğ çĺáěń A_1, A_2, . . . , A_n , ŋăğëćăěâáï ĺå ŋăĺąőńìèĺň őąéĺň ďěńĺâěńěň ĺ őąőğŋăçăěâáï ŋőď(A_1, A_2, . . . , A_n). Ăŋăńőčĺçŋő, ŋăĺňěŋìèěě ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő K, łőâőàőě ďěńĺâáï ŋă ćáě çĺáńă A_i ŋăğëćăěâáï ĺå ŋăĺňěŋìèĺň őąéĺň łàăâŋëň ĺ őąőğŋăçăěâáï ŋőł(A_1, A_2, . . . , A_n).

M3⋄3. Řăááãęďăï łăł ć ğăď. M3⋄2, ŕőłăęĺâě, çâő ŋőď(A_1, A_2, . . . , A_n) ďěńĺâáï ŋăæěńő ŋă ńîąőľ ďàãčőľ őąéĺľ ďěńĺâěńì çĺáěń A_1, A_2, . . . , A_n ĺ ŕàěďáâăćńïěâáï ć ćĺďě z_1A_1 + z_2A_2 + · · · + z_nA_n á æěńëňĺ z_ν . Ćěàŋő ńĺ, çâő ŋőď(A ± B, B) = ŋőď(A, B)?

M3⋄4. Ďőłăęĺâě, çâő ŋőł(A_1, A_2, . . . , A_n) ďěńĺâ ŋăæěńő ńîąőě ďàãčőě őąéěě łàăâŋőě çĺáěń A_i ĺ çâő ŋőł(A, B) · ŋőď(A, B) = A · B.

M3⋄5 (ăńčőàĺâň Ěćłńĺďă). Ŕãáâì A > B — ďćă äĺłáĺàőćăŋŋëå ŋăâãàăńìŋëå çĺáńă. Őŕàěďěńĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì çĺáěń E_0 , E_1 , E_2 , E_3 , . . . ŕàăćĺńăňĺ: E_0 = A, E_1 = B, E_k = (őáâăâłã őâ ďěńěŋĺï E_{k−2} ŋă E_{k−1}) ŕàĺ k ⩾ 2. Ďőłăęĺâě, çâő ćáě çĺáńă E_ν ńěęăâ ć ňŋőęěáâćě I ĺğ ğăď. M3⋄2 ĺ ňőŋőâőŋŋő ãąëćăîâ ďő âěå ŕőà, ŕőłă őçěàěďŋőě E_{ν+1} ŋě őąàăâĺâáï ć ŋãńì (â. ě. ŕőłă E_{ν−1} ŋě àăğďěńĺâáï ŋăæěńő ŋă E_ν ). Łăł áćïğăŋő íâő ŕőáńěďŋěě ŋěŋãńěćőě E_ν á ŋőď(A, B)?

M3⋄6. Ćëçĺáńĺâě ŋőď(A, B) ĺ ŕőďąěàĺâě æěńëě x, y âăł, çâőąë x A + y B = ŋőď(A, B), ďńï áńěďãîéĺå ŕăà (A, B): a) ( 17 , 13 ) ; b) ( 44 863 , 70 499 ) ; c) ( 8 385 403 , 2 442 778 ) .

Ćğăĺňŋăï ŕàőáâőâă. Ěáńĺ ŋőď(a, b) = 1 ďńï a, b ∈ Z, âő çĺáńă a, b ŋăğëćăîâáï ćğăĺňŋő ŕàőáâëňĺ.

M3⋄7. Ďőłăęĺâě, çâő ćğăĺňŋăï ŕàőáâőâă a ĺ b àăćŋőáĺńìŋă áãéěáâćőćăŋĺî âăłĺå x, y ∈ Z, çâő a x + b y = 1, ĺ àăćŋőáĺńìŋă ćőğňőęŋőáâĺ ŕàěďáâăćĺâì ńîąőľ z ∈ Z ć ćĺďě z = a · k + b · m á ŕőďåőďïéĺňĺ k, m ∈ Z.

M3⋄8. Ŕãáâì c ćğăĺňŋő ŕàőáâő á a, ă b – ńîąőě. Ďőłăęĺâě, çâő

a) ěáńĺ ŕàőĺğćěďěŋĺě ab ďěńĺâáï ŋă c, âő b ďěńĺâáï ŋă c; b) ěáńĺ b ďěńĺâáï łăł ŋă a, âăł ĺ ŋă c, âő b ďěńĺâáï ĺ ŋă ŕàőĺğćěďěŋĺě ac.

M3⋄9. Ćěàŋő ńĺ, çâő ŋěáőłàăâĺňăï ďàőąì p/q (čďě p ∈ Z, q ∈ N) ňőęěâ ąëâì łőàŋěň ňŋőčőçńěŋă a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ, âőńìłő ěáńĺ a_0 . q ĺ a_n . p?

M3⋄10. Ćěàŋő ńĺ, çâő ŋőł(a, b)⧸a ĺ ŋőł(a, b)⧸b ćğăĺňŋő ŕàőáâë ŕàĺ ńîąëå a, b ∈ N? M3⋄11. Ćěàŋő ńĺ, çâő ∀ a ∈ N áãéěáâćãěâ ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő b ∈ N, âăłĺå çâő b + a ĺ b − a ćğăĺňŋő ŕàőáâë? Ćáěčďă ńĺ ćğăĺňŋő ŕàőáâë a ĺ a + 1?

M3⋄12. Ŋăľďĺâě ćáě æěńëě àěèěŋĺï ãàăćŋěŋĺľ:

a) 1537 x + 1387 y = 1 b) 5 x + 7 y = 11 c) 26 x + 32 y = 60 d) 169 x + 221 y = 26 M3⋄13. Ůěňã àăćŋő k-ě ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő, őďŋőćàěňěŋŋő ďăîéěě őáâăâłĺ:

a) 1, 2, 3 őâ ďěńěŋĺï, áőőâćěâáâćěŋŋő, ŋă 2, 3 ĺ 5? b) 2, 4, 6, 8 őâ ďěńěŋĺï, áőőâćěâáâćěŋŋő, ŋă 5, 9, 11 ĺ 14?

1ĺŋăçě čőćőàï, I áőáâőĺâ ĺğ ćáěå çĺáěń n, ŕàěďáâăćĺňëå ć ćĺďě n = k A + m B á æěńëňĺ k ĺ m

Řăćŋőáőáâăćńěŋŋőáâì ĺ ŕńőéăďĺ

M4⋄1. Ŋăàĺáãľâě ŋă ńĺáâě łńěâçăâőľ ąãňăčĺ őáĺ łőőàďĺŋăâ ĺ őâňěâìâě âőçłĺ A(−2, 0), B(2, 0), C(2, 2), D(2, 5), E(0, 5), F (−7, 7), G(−5, 4). Ďőŕãáâĺň, çâő ŋă ğăłàăèĺćăŋĺě őďŋőľ łńěâłĺ âàăâĺâáï 1 ŕĺłőńĺâà çěàŋĺń. Śłőńìłő çěàŋĺń ãľďě̈â ŋă ğăłàăèĺćăŋĺě ňŋőčőãčőńìŋĺłőć: CED, ADE, AEC, ECG, ABDE, GCEF , ACEF G? M4⋄2. Řăááňőâàĺň ŋă łőőàďĺŋăâŋőľ ŕńőáłőáâĺ âőçłĺ O(0, 0) ĺ A(4, 3). Ďőáâàőľâě őâàěğőł OA ďő łćăďàăâă OABC ĺ ćëçĺáńĺâě S(OABC) ĺ |OA|.

M4⋄3. Ůěňã àăćěŋ łćăďàăâ àăááâőïŋĺï őâ ŋăçăńă łőőàďĺŋăâ ďő ŕàőĺğćőńìŋőľ âőçłĺ P á łőőàďĺŋăâăňĺ (p_1, p_2) ĺ çěňã àăćěŋ łćăďàăâ àăááâőïŋĺï ňěęďã P ĺ ďàãčőľ ŕàőĺğćőńìŋőľ âőçłőľ Q(q_1, q_2)?

M4⋄4. Ŋăàĺáãľâě ČŇŠ á łőőàďĺŋăâăňĺ (x, y), ãďőćńěâćőàïîéĺňĺ áőőâŋőèěŋĺïň:

a) x^2 + y^2 = 1 b) (x − 3)^2 + (y + 5)^2 = 16 c) x^2 + y^2 + 1 = 2 (y − 3 x) M4⋄5. Ćěàèĺŋë ŕăàăńńěńőčàăňňă ABCD ĺňěîâ łőőàďĺŋăâë A(1, 5), B(−3, 2), C(4, −1). Ŋăľďĺâě łőőàďĺŋăâë ćěàèĺŋë D ĺ S(ABCD).

M4⋄6^*. Ćěàèĺŋë ŕăàăńńěńőčàăňňă OAP B ĺňěîâ łőőàďĺŋăâë O(0, 0), A(a_1, a_2) ĺ B(b_1, b_2). Ćëàăğĺâě łőőàďĺŋăâë ćěàèĺŋë P ĺ S(OAP B) çěàěğ a_1, a_2, b_1 ĺ b_2.

Śćőľáâćă ŕńőéăďěľ. Ňŋőčĺě ŕńőáłĺě äĺčãàë F ĺňěîâ ŕńőéăďì S(F). Ŋăŕàĺňěà, ŕńőéăďì ŕàïňőãčőńìŋĺłă áő áâőàőŋăňĺ a ĺ b àăćŋă ab. Ŕńőéăďĺ àăćŋëå äĺčãà àăćŋë. Ťĺčãàë àăćŋőľ ŕńőéăďĺ ŋăğëćăîâáï àăćŋőćěńĺłĺňĺ. Ěáńĺ äĺčãàă F àăğàěğăŋă ŕàïňőńĺŋěľŋëň àăğàěğőň ŋă ďćě çăáâĺ F_1 ĺ F_2 ĺ ĺğ âàě̈å äĺčãà F, F_1, F_2 łăłĺě-âő ďćě ĺňěîâ ŕńőéăďì, âő ěě̈ ĺňěěâ ĺ âàěâìï, ŕàĺçě̈ň S(F) = S(F_1) + S(F_2). Ďćě äĺčãàë ŋăğëćăîâáï àăćŋőáőáâăćńěŋŋëňĺ, ěáńĺ őďŋã ĺğ ŋĺå ňőęŋő łőŋěçŋëň çĺáńőň ŕàïňőńĺŋěľŋëå àăğàěğőć àăğąĺâì ŋă çăáâĺ, ĺğ łőâőàëå áłńăďëćăěâáï ďàãčăï äĺčãàă. Ŕńőéăďĺ àăćŋőáőáâăćńěŋŋëå äĺčãà àăćŋë.

M4⋄7. Řăćŋőćěńĺłĺ ńĺ ŋă àĺá. 4.1 ŕăàăńńěńőčàăňňë áőőâćěâáâćãîéĺň ŕàïňőãčőńìŋĺłăň? Ćëàăğĺâě ŕńőéăďì ŕăàăńńěńőčàăňňă çěàěğ őáŋőćăŋĺě ĺ ćëáőâã.

M4⋄8. Ćëàăğĺâě ŕńőéăďĺ âàěãčőńìŋĺłă ĺ âàăŕěæĺĺ çěàěğ ćëáőâë ĺ őáŋőćăŋĺï.

M4⋄9. Śãéěáâćãěâ ńĺ âăłőľ âàěãčőńìŋĺł á ćëáőâăňĺ h_1, h_2,

ŕěàĺňěâàőň P ĺ ŕńőéăďìî S, çâő: a) P > 1 ň S < 1 áň^2 ?

b) S > 1 ň^2 P < 1 áň ? c) h_1 ⩾ 1 ň h_2 ⩾ 1 ň S ⩽ 1 áň^2 ?

Řĺá. 4.1.

M4⋄10. Ŕãáâì ďńĺŋë ŕőáńěďőćăâěńìŋëå áâőàőŋ (áłăęěň, ŕő çăáőćőľ áâàěńłě) ŕàőĺğćőńìŋőčő ćëŕãłńőčő çěâëàě̈åãčőńìŋĺłă àăćŋë a, b, c, d. Ňőęěâ ńĺ ěčő ŕńőéăďì ąëâì ąőńìèě, çěň a) (ab + cd)/2? b) (ac + bd)/2?

M4⋄11. Ćëàăğĺâě ŕńőéăďì ŕàőĺğćőńìŋőčő çěâëàě̈åãčőńìŋĺłă á ŕěàŕěŋďĺłãńïàŋëňĺ ďĺăčőŋăńïňĺ çěàěğ ďńĺŋë ďĺăčőŋăńěľ.

M4⋄12. Ćëàăğĺâě ŕńőéăďì âàěãčőńìŋĺłă çěàěğ ďńĺŋë áâőàőŋ ĺ àăďĺãá

a) ćŕĺáăŋŋőčő b) ćŋěćŕĺáăŋŋőčő łàãčă.

M4⋄13. Ğăćĺáĺâ ńĺ áãňňă àăááâőïŋĺľ őâ âőçłĺ, ńěęăéěľ ćŋãâàĺ ŕàăćĺńìŋőčő âàěãčőńìŋĺłă, ďő ěčő áâőàőŋ őâ ćëąőàă íâőľ âőçłĺ?

M4⋄14. Ćěàŋő ńĺ, çâő ňěďĺăŋë àăğàěğăîâ âàěãčőńìŋĺł ŋă 6 àăćŋőćěńĺłĺå âàěãčőńìŋĺłőć? M4⋄15^*. Šàěãčőńìŋĺł àăğàěğăńĺ ŋă âàĺ ňěŋìèĺå, áőěďĺŋĺć ćěàèĺŋë á ŋěłőľ ćŋãâàěŋŋěľ âőçłőľ. Ćěàŋő ńĺ, çâő őŋĺ àăćŋőćěńĺłĺ âőńìłő ěáńĺ íâă âőçłă — ŕěàěáěçěŋĺě ňěďĺăŋ?

Ňăâěňăâĺçěáłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăáá Ńĺáâőł N^∘ 4^1_2 (ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ)

Čěőňěâàĺï ŋă łńěâçăâőľ ąãňăčě

M4^1_2 ⋄1^*. Ňăâěňăâĺçěáłĺľ ąĺńìïàď — íâő łćăďàăâ ABCD á âőçěçŋëňĺ ńãğăňĺ ć ćěàèĺŋăå.

Šőçěçŋëľ èăà ćëŕãáâĺńĺ ĺğ áěàěďĺŋë áâőàőŋë AD ć ŋăŕàăćńěŋĺĺ âőçłĺ E, łőâőàăï ďěńĺâ ŕàőâĺćőŕőńőęŋãî áâőàőŋã ć őâŋőèěŋĺĺ BE : EC = 43 : 57. Ŕőŕăďě̈â ńĺ őŋ łőčďă-ŋĺąãďì ć ńãğã? Ěáńĺ ŋěâ – ŕőçěňã, ěáńĺ ďă – ŕőáńě áłőńìłĺå őâàăęěŋĺľ^1 őâ áâěŋőł?

M4^1_2 ⋄2^*. Śãéěáâćãěâ ńĺ ŕăàăńńěńőčàăňň ŕńőéăďĺ 4 łń. á æěŋâàőň ć ãğńě łńěâçăâőľ ąãňăčĺ, ŋě áőďěàęăéĺľ ŋĺłăłĺå ďàãčĺå ãğńőć ŋĺ ćŋãâàĺ, ŋĺ ŋă čàăŋĺæě?

Ťőàňãńă Ŕĺłă áőŕőáâăćńïěâ ńîąőňã (ŋě őąïğăâěńìŋő ćëŕãłńőňã) ŋěáăňőŕěàěáěłăîéěňãáï ňŋőčőãčőńìŋĺłã M á ćěàèĺŋăňĺ ć ãğńăå łńěâçăâőľ ąãňăčĺ çĺáńő Ŕ(M)^{def}= ( çĺáńő ãğńőć ćŋãâàĺ M ) + 1 2 ( çĺáńő ãğńőć ŋă čàăŋĺæě M ) − 1 .

ĺ ãâćěàęďăěâ, çâő S(M) = Ŕ(M). Őŋă ďőłăğëćăěâáï ć áńěďãîéĺå ďćãå ğăďăçăå:

M4^1_2 ⋄3. Ňŋőčőãčőńìŋĺł M àăğàěğăńĺ ŕàïňőńĺŋěľŋëň àăğàěğőň ŋă ďćă ňŋőčőãčőńìŋĺłă M_1 ĺ M_2 âőęě á ćěàèĺŋăňĺ ć ãğńăå. Ćěàŋő ńĺ, çâő Ŕ(M) = Ŕ(M_1) + Ŕ(M_2)?

M4^1_2 ⋄4. Ŕőáńěďőćăâěńìŋő ďőłăęĺâě äőàňãńã Ŕĺłă ďńï:

a) ŕàïňőãčőńìŋĺłă áő áâőàőŋăňĺ ŕő ńĺŋĺïň łńěâőł; b) ďńï ŕàïňőãčőńìŋőčő âàěãčőńìŋĺłă á łăâěâăňĺ ŕő ńĺŋĺïň łńěâőł;

c) ďńï ńîąőčő âàěãčőńìŋĺłă; d) ďńï ćëŕãłńőčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă; e^*) ć őąéěň ćĺďě. M4^1_2 ⋄5. Ňőęěâ ńĺ âàěãčőńìŋĺł á ŕńőéăďìî 1 łń. ĺ ćěàèĺŋăňĺ ć ãğńăå áőďěàęăâì ãğńë áâàőčő ćŋãâàĺ áěąï? Ňőęěâ ńĺ őŋ ĺňěâì áłőńì ãčőďŋő ąőńìèőľ ŕěàĺňěâà?

M4^1_2 ⋄6. Ćěàŋő ńĺ, çâő ńîąőľ őâàěğőł á łőŋæăňĺ ć ãğńăå, ŋő ŋě áőďěàęăéĺľ ãğńőć ćŋãâàĺ áěąï, ňőęŋő ďőáâàőĺâì ďő âàěãčőńìŋĺłă ŕńőéăďĺ 1 łń. á ćěàèĺŋăňĺ ć ãğńăå?

M4^1_2 ⋄7. Ňőęěâ ńĺ ŕăàăńńěńőčàăňň á ŕńőéăďìî 1 łń. ĺ ćěàèĺŋăňĺ ć ãğńăå ŋăłàëćăâì łăłĺěńĺąő ãğńë łàőňě ćěàèĺŋ? Ňőęěâ ńĺ àăááâőïŋĺě ňěęďã ŋăĺąőńěě ãďăńě̈ŋŋëňĺ ďàãč őâ ďàãčă ćěàèĺŋăňĺ âăłőčő ŕăàăńńěńőčàăňňă ąëâì áłőńì ãčőďŋő ąőńìèĺň?

M4^1_2 ⋄8. Ŕàïňăï ℓ áőěďĺŋïěâ ãğńë á łőőàďĺŋăâăňĺ (0, 0) ĺ (p, q), ŕàĺçě̈ň ňěęďã íâĺňĺ ãğńăňĺ ŋă ŕàïňőľ ℓ ŋěâ ďàãčĺå ãğńőć. Ěáâì ńĺ áàěďĺ ŋě ńěęăéĺå ŋă ℓ ãğńőć ąńĺęăľèĺě ł ŋěľ ĺ ňŋőčő ńĺ ĺå ňőęěâ ąëâì? Ŋăľďĺâě àăááâőïŋĺě őâ âăłőčő ãğńă ďő ŕàïňőľ ℓ.

M4^1_2 ⋄9 (ğăďăçă ő łãğŋěçĺłăå). Šàě̈å łãğŋěçĺłőć ŕőáăďĺńĺ ć âőçłĺ á łőőàďĺŋăâăňĺ (0, 1), (1, 1) ĺ (1, 0) ĺ ŕőğćőńĺńĺ ŕàëčăâì ďàãč çěàěğ ďàãčă ć ŕěàćőň łćăďàăŋâě ŕő áńěďãîéěňã ŕàăćĺńã: ć łăęďëľ ňőňěŋâ őďĺŋ ĺğ ćěłâőàőć, áőěďĺŋïîéĺå ŋăçăńő łőőàďĺŋăâ á łãğŋěçĺłăňĺ, ŋăåőďĺâáï ňěęďã ďćãňï ďàãčĺňĺ, ĺ ńîąőľ ĺğ ďćãå “łàăľŋĺå” łãğŋěçĺłőć ňőęěâ æěŋâàăńìŋő áĺňňěâàĺçŋő őâàăğĺâìáï őâ íâőčő “áàěďŋěčő”. Ŕőłăęĺâě, çâő:

a) ŋăçăńő łőőàďĺŋăâ ĺ łãğŋěçĺłĺ ćáěčďă ŋăåőďïâáï ć ćěàèĺŋăå ŕăàăńńěńőčàăňňă ěďĺŋĺçŋőľ ŕńőéăďĺ, ĺ ŋĺłăłĺå ďàãčĺå æěńëå âőçěł íâőâ ŕăàăńńěńőčàăňň ŋě ŋăłàëćăěâ;

b) łãğŋěçĺłĺ ňőčãâ ŕőąëćăâì âőńìłő ć âőçłăå á ćğăĺňŋő ŕàőáâëňĺ łőőàďĺŋăâăňĺ; c) ďńï łăęďőľ âőçłĺ á ćğăĺňŋő ŕàőáâëňĺ łőőàďĺŋăâăňĺ ĺňěěâáï ěďĺŋáâćěŋŋëľ áŕőáőą ŕàëčăŋĺï, ŕàĺćőďïéĺľ őďŋőčő ĺğ łãğŋěçĺłőć ć íâã âőçłã.

M4^1_2 ⋄10^*. Łăęďëľ ãğěń łńěâçăâőľ ąãňăčĺ ŋăłàëńĺ łàãčőň, æěŋâà łőâőàőčő ŋăåőďĺâáï ć íâőň ãğńě ă àăďĺãá ć 1999^{2000} àăğ ňěŋìèě èĺàĺŋë łńěâőł. Ňőęŋő ńĺ ĺğ ŋăçăńă łőőàďĺŋăâ ćëŕãáâĺâì ńãç, ŋě ŕěàěáěłăîéĺľ ŋĺ őďŋőčő (łàőňě ŋăłàëćăîéěčő ŋăçăńő) łàãčă?

M4^1_2 ⋄11. Ŕãáâì p_1, p_2 — ńîąëě, ă q_1, q_2 — ŕőńőęĺâěńìŋëě çĺáńă. Őŕĺèĺâě ćáě áńãçăĺ, łőčďă p_1 q_1 + p_2 q_2 = p_1 + p_2 q_1 + q_2

. Łăłĺňĺ ŋěàăćěŋáâćăňĺ áćïğăŋë íâĺ âàĺ ďàőąĺ ć őáâăńìŋëå áńãçăïå?

1ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ŕàĺ łăęďőň ãďăàě ő áâěŋłã “ãčőń ŕăďěŋĺï àăćěŋ ãčńã őâàăęěŋĺï”

Ćăęŋëě łćăďàăâĺçŋëě áőőâŋőèěŋĺï

M5⋄1. Ŕőńìğãïáì âěň, çâő ĺğ çěâëàě̈å őďĺŋăłőćëå ŕàïňőãčőńìŋëå âàěãčőńìŋĺłőć á łăâěâăňĺ a, b ĺ čĺŕőâěŋãğőľ c ňőęŋő áńőęĺâì łćăďàăâ łăł ŋă àĺá. 5.1, ďőłăęĺâě, çâő a^2 + b^2 = c^2.

M5⋄2. Ďőłăęĺâě, çâő ã ŕĺäăčőàőćëå èâăŋőć ŋă àĺá. 5.2 łćăďàăâ čĺŕőâěŋãğë àăćŋőáőáâăćńěŋ áãňňě łćăďàăâőć łăâěâőć (íâőâ äăłâ ĺğćěáâěŋ łăł âěőàěňă Ŕĺäăčőàă).

Řĺá. 5.1.

Śàěďŋěě čěőňěâàĺçěáłőě (ĺńĺ áàěďŋěě ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋőě) ďćãå ŕőńőęĺâěńìŋëå çĺáěń m ĺ n — íâő âăłőě ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő q, çâő q^2 = mn (ĺńĺ ĺŋăçě n : q = q : m).

M5⋄3. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ŕőńőęĺâěńìŋëě çĺáńă a, b, c ãďőćńěâćőàïîâ

ãáńőćĺî c^2 = a^2 + b^2, âő ňőęŋő ŕőáâàőĺâì ěďĺŋáâćěŋŋëľ âàěãčőńìŋĺł áő áâőàőŋăňĺ a, b ĺ c, ĺ íâőâ âàěãčőńìŋĺł ăćâőňăâĺçěáłĺ ąãďěâ ŕàïňőãčőńìŋëň.

M5⋄4. Ďőłăęĺâě, çâő ŋă àĺá. 5.3 łćăďàăâ ćëáőâë ŕàïňőãčőńìŋőčő âàěãčőńìŋĺłă àăćŋőáőáâăćńěŋ ŕàïňőãčőńìŋĺłã, áâőàőŋë łőâőàőčő áãâì őâàěğłĺ, ŋă łőâőàëě ćëáőâă àăğąĺćăěâ čĺŕőâěŋãğã.

M5⋄5. Ďőłăęĺâě, çâő ŋă àĺá. 5.4 łćăďàăâ łăâěâă àăćŋőáőáâăćńěŋ ŕàïňőãčőńìŋĺłã, áâőàőŋë łőâőàőčő áãâì čĺŕőâěŋãğă ĺ ěě̈ őâàěğőł, ğăłńîçě̈ŋŋëľ ňěęďã íâĺň łăâěâőň ĺ ćëáőâőľ.

Řĺá. 5.2.

M5⋄6. Ďćãňï áŕőáőąăňĺ — á ŕőňőéìî ŕàěďëďãéĺå ğăďăç ĺ çěàěğ ŕőďåőďïéĺě ŕőďőąŋëě âàěãčőńìŋĺłĺ — ćëïáŋĺâě, ćëŕőńŋïîâáï ńĺ ć ŕàőĺğćőńìŋőň ŕàïňőãčőńìŋőň △ ABC á čĺŕőâěŋãğőľ AB ĺ ćëáőâőľ CH áőőâŋőèěŋĺï: a) |AH| : |CH| = |CH| : |HB| ; b) |AH| : |AC| = |AC| : |AB| c) |BH| : |CB| = |CB| : |AB| . Řĺá. 5.3.

M5⋄7. Čńïďï ŋă àĺá. 5.5 æĺàłãńěň ĺ ńĺŋěľłőľ ŕőáâàőľâě ăàĺäňěâĺçěáłőě

ĺ čěőňěâàĺçěáłőě áàěďŋĺě ďćãå őâàěğłőć a = AP ĺ b = P B. Ďőłăęĺâě, çâő čěőňěâàĺçěáłőě áàěďŋěě ďćãå ŕőńőęĺâěńìŋëå çĺáěń ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ăàĺäňěâĺçěáłőčő, ĺ őŕĺèĺâě ćáě áńãçăĺ ĺå àăćěŋáâćă.

M5⋄8. Ďăŋë őâàěğőł ďńĺŋë 1 ĺ őâàěğőł ďńĺŋë a. Űĺàłãńěň ĺ ńĺŋěľłőľ

ŕőáâàőľâě őâàěğőł, ďńĺŋă łőâőàőčő àăćŋă a) √ 3 b) √ 19 c) √ a d) a^2.

M5⋄9. Ďăŋ łćăďàăâ. Űĺàłãńěň ĺ ńĺŋěľłőľ ŕőáâàőľâě ŋőćëľ łćăďàăâ,

ŕńőéăďì łőâőàőčő őâŋőáĺâáï ł ŕńőéăďĺ ďăŋŋőčő łăł m : n.

Řĺá. 5.4.

M5⋄10. Ďăŋë őâàěğłĺ ďńĺŋë 1, p ĺ q. Űĺàłãńěň ĺ ńĺŋěľłőľ ŕőáâàőľâě

łőàŋĺ ãàăćŋěŋĺľ x^2 + p x − q = 0 ĺ x^2 − p x − q = 0.

M5⋄11. Ďőłăęĺâě, çâő ć ńîąőň △ABC á ćëáőâőľ AH ćëŕőńŋěŋő áőőâ- ŋőèěŋĺě |AB|^2 − |AC|^2 = |BH|^2 − |CH|^2. M5⋄12. Ćëàăğĺâě áãňňã łćăďàăâőć ďĺăčőŋăńěľ ŕăàăńńěńőčàăňňă çěàěğ

ěčő áâőàőŋë.

Řĺá. 5.5.

M5⋄13. Ćëàăğĺâě ďĺăňěâà łàãčă, ćŕĺáăŋŋőčő ć àăćŋőąőłãî âàăŕěæĺî, çěàěğ ěě̈ őáŋőćăŋĺï. M5⋄14. Ćëàăğĺâě a) ňěďĺăŋã b) ćëáőâã c^*) ąĺááěłâàĺáã d^*) ŕńőéăďì ŕàőĺğćőńìŋőčő âàěãčőńìŋĺłă çěàěğ ďńĺŋë ěčő áâőàőŋ.

Čěőňěâàĺçěáłĺě ŕàőčàěááĺĺ

Ć ąăŋłě ęĺćãâ ąăłâěàĺĺ ĺ łăęďëľ ďěŋì ĺå çĺáńő ãďćăĺćăěâáï, âăł çâő ğă ŋěďěńî ąăŋłă ğăŕőńŋïěâáï ąăłâěàĺïňĺ æěńĺłőň. Ğă áłőńìłő ďŋěľ ąăłâěàĺĺ ğăŕőńŋïâ ŕőńąăŋłĺ?

Čěőňěâàĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï — íâő (łőŋěçŋëľ ĺńĺ ąěáłőŋěçŋëľ) ŋăąőà ğăŋãňěàőćăŋŋëå ŋěŋãńěćëå çĺáěń . . . , g_1, g_2, g_3, . . . , ć łőâőàőň őâŋőèěŋĺě q = g_k/g_{k−1} ňěęďã ďćãňï áőáěďŋĺňĺ çĺáńăňĺ őďĺŋăłőćő ďńï ćáěå k; őŋő ŋăğëćăěâáï ğŋăňěŋăâěńěň ŕàőčàěááĺĺ.

M6⋄1^∘. Ąãďěâ ńĺ čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, k-âëľ çńěŋ łőâőàőľ àăćěŋ:

a) 0, 0 . . . 0 k 3; b) 3^{−k}; c) 33 . . . 3 _k ; d)^k √ 3; e) g^′_k · g^{′′}_k , čďě g^′_k, g^{′′}_k – čěőňěâàĺçěáłĺě ŕàőčàěááĺĺ;

f) ϑ^{ak} , čďě ϑ ≠ 0, ĺ a_k — ăàĺäňěâĺçěáłăï (áłăęěň, æěńőçĺáńěŋŋăï) ŕàőčàěááĺï. M6⋄2. Ňőęŋő ńĺ àăğąĺâì N ć őąêěďĺŋěŋĺě a) łőŋěçŋőčő b) ąěáłőŋěçŋőčő ŋăąőàă ŕőŕăàŋő ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ąěáłőŋěçŋëå čěőňěâàĺçěáłĺå ŕàőčàěááĺľ?

M6⋄3. Łăłĺě ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå ŋĺęě áćőľáâć ŋăąőàă ŕőńőęĺâěńìŋëå çĺáěń g_0, g_1, . . . , g_n ŋěőąåőďĺňë, ă łăłĺě ďőáâăâőçŋë ďńï âőčő, çâőąë íâőâ ŋăąőà ąëń čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ?

a) ńîąőľ íńěňěŋâ (łàőňě łàăľŋĺå) ěáâì áàěďŋěě čěőňěâàĺçěáłőě ďćãå áőáěďŋĺå; b) g^2_i = g_{i−2}g_{i+2} ŕàĺ ćáěå 2 ⩽ i ⩽ n − 2 ; c) g_ig_{n−i} őďĺŋăłőćő ďńï ćáěå 0 ⩽ i ⩽ n .

M6⋄4. Ćěàŋő ńĺ, çâő a^m − b^m ďěńĺâáï ŋă (a − b), ąãďě íâă àăğŋőáâì ŋěŋãńěćăï? Ěáńĺ ďă, âő çěňã àăćŋő çăáâŋőě? Ůâő ňőęŋő ãâćěàęďăâì ŕàő a^m + b^m?

M6⋄5. Ćëçĺáńĺâě áãňňã 1 + x + x^2 + · · · + x^n. Őąőąéěŋĺě: ćëàăğĺâě áãňňã ćáěå íńěňěŋâőć łőŋěçŋőľ čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ çěàěğ ŋăçăńìŋëľ çńěŋ, łőńĺçěáâćő áńăčăěňëå ĺ ğŋăňěŋăâěńì.

M6⋄6. Ŋăľďĺâě áãňňë: a) 1+2 q+3 q^2 + · · · +(n+1) q^n b) 1·2+2·3 q+3·4 q^2 + · · · +(n+1)(n+2) q^n. M6⋄7. Ĺğ ŕãŋłâă A ć ŕãŋłâ B áő áłőàőáâìî 5 łň/çăá ćëèěń Šőńï, ă çěàěğ âàĺ çăáă ćáńěď ğă ŋĺň áő áłőàőáâìî 7 łň/çăá őâŕàăćĺńáï Łőńï ĺ – áő áłőàőáâìî 12 łň/çăá – ěčő áőąăçłă Ęãçłă, łőâőàăï ďőčŋăńă Šőńî, ňčŋőćěŋŋő àăğćěàŋãńăáì ĺ ŕőąěęăńă ŋăğăď ł Łőńě, ćáâàěâĺć ěčő, áŋőćă àăğćěàŋãńăáì ĺ áŋőćă ďőčŋăńă Šőńî ĺ â. ď. Łăłőě àăááâőïŋĺě ŕàőąěęĺâ Ęãçłă ŕőłă Łőńï ďőčőŋĺâ Šőńî? Łăłăï ŕàőčàěááĺï ŕàĺ íâőň ŕàőáãňňĺàőćăńăáì?

M6⋄8. Ďőčŋăć Šőńî, Łőńï áâăń ďěńĺâìáï á ŋĺň ğăćâàăłőň: ć ŕěàćãî ňĺŋãâã őŋ àăğďěńĺń ěčő ŕőŕőńăň ĺ ãáŕěń áêěáâì âàěâì áćőěľ ŕőńőćĺŋë, ă Šőńï áćőî – æěńĺłőň. Ć áńěďãîéĺě ŕőńňĺŋãâë Łőńï àăğďěńĺń ŕőŕőńăň őáâăâłĺ áćőěľ ďőńĺ ĺ őŕïâì ãáŕěń áêěáâì âàěâì, ă Šőńï – ćáě̈. Ďăńěě ŕàőæěáá ŕőćâőàïńáï (ĺ łăęďăï áńěďãîéăï áâăďĺï ŕàőĺáåőďĺńă ćďćőě ąëáâàěě ŕàěďëďãéěľ). Ůěàěğ łăłőě ćàěňï ğăćâàăł ąãďěâ áêěďěŋ ĺ łăłăï ěčő çăáâì ďőáâăŋěâáï Łőńě, ă łăłăï – Šőńě?

M6⋄9. Ŋăğőćě̈ň áãňňőľ ąěáłőŋěçŋőľ ãąëćăîéěľ ŕőńőęĺâěńìŋőľ čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ g_0, g_1, g_2, . . .

ŋăĺňěŋìèěě çĺáńő, ąőńìèěě ńîąőľ łőŋěçŋőľ áãňňë g_0 + · · · + g_n. Ďőłăęĺâě, çâő âăłőě çĺáńő áãéěáâćãěâ ĺ ćëàăğĺâě ěčő çěàěğ ŋăçăńìŋëľ çńěŋ ĺ ğŋăňěŋăâěńì ŕàőčàěááĺĺ.

M6⋄10. Ł ąőńìèěňã łăâěâã ŕàïňőãčőńìŋőčő âàěãčőńìŋĺłă áő áâőàőŋăňĺ 1, 2, √ 3 ŕőďłńěĺńĺ àăćŋãî ěňã ŕő ďńĺŋě čĺŕőâěŋãğã ŕőďőąŋőčő âàěãčőńìŋĺłă. Ğăâěň ł ąőńìèěňã łăâěâã ćâőàőčő âàěãčőńìŋĺłă ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ŕőďłńěĺńĺ čĺŕőâěŋãğã âàěâìěčő âàěãčőńìŋĺłă, ŕőďőąŋőčő ŕěàćëň ďćãň, ĺ âăł ďăńěě ďő ąěáłőŋěçŋőáâĺ. Ůěňã àăćŋă ŕńőéăďì ŕőńãçăîéěčőáï ğăćĺâłă?

M6⋄11. Ćáěčďă ńĺ ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń “ãčőńłőň” ŕőńãçĺâáï ńĺąő łőŋěçŋăï, ńĺąő ąěáłőŋěçŋăï ŕěàĺőďĺçěáłăï ďěáïâĺçŋăï ďàőąì? Ňőęŋő ńĺ âăłĺň őąàăğőň ŕőńãçĺâì ďàőąĺ a) 0, 575757 . . . ; b) 19, 9919991999 . . . ; c) 2, 43575757 . . . ?

M6⋄12. Ďőłăęĺâě, çâő ŕěàĺőďĺçěáłăï ďàőąì 0, a_1 . . . a_n b_1 . . . b_m b_1 . . . b_m . . . ěáâì àěğãńìâăâ ďěńěŋĺï çĺáńă a_1 . . . a_n b_1 . . . b_m − a_1 . . . a_n ŋă çĺáńő 9 . . . 9 m 0 . . . 0 n .

Łăł őàčăŋĺğőćăâì ŕőńŋëľ ŕěàěąőà

Ůâőąë ãŕàăćĺâìáï á łńăááőň, ěčő ŋăďő ćëáâàőĺâì ŕő àőáâã ĺ ŕěàěłńĺłŋãâì ŕő ăńäăćĺâã. (ĺğ Ÿłőńìŋëå Ğăŕőćěďěľ) M7⋄1. Śłőńìłő àăğńĺçŋëå a) ďćãå- b) çěâëàě̈å- c) n-ąãłćěŋŋëå áńőć^1 ňőęŋő ŋăŕĺáăâì âàĺďæăâìî âàěňï ąãłćăňĺ àãááłőčő ăńäăćĺâă?

M7⋄2. Ňőęŋő ńĺ ğăłőďĺàőćăâì àãááłĺľ ăńäăćĺâ ăğąãłőľ Ňőàğě âăł, çâőąë łăęďăï ąãłćă ŕěàěďăćăńăáì ŋě ąőńěě, çěň çěâëàìňï áĺčŋăńăňĺ? Łăłőě çĺáńő áĺčŋăńőć ŋă áĺňćőń ďőáâăâőçŋő őâćőďĺâì ďńï ŕěàěďăçĺ 3000 àăğńĺçŋëå ĺěàőčńĺäőć?

M7⋄3. Śłőńìłő ćáěčő àăğŋëå áńőć (ŋě őąïğăâěńìŋő őáňëáńěŋŋëå) ňőęŋő ŕőńãçĺâì ŕěàěáâăćńïï ąãłćë ć áńőćăå OK, àőł, ãàőł, èŋãàőł?

M7⋄4. Łăł ĺğňěŋĺâáï őâćěâ ć ğăď. M7⋄1, ěáńĺ ŕőâàěąőćăâì, çâőąë ąãłćë ŋě ŕőćâőàïńĺáì? M7⋄5. Ňőęŋő ńĺ ãŕőàïďőçĺâì ćáě áâő ďćãåàăğàïďŋëå çĺáěń őâ 00 ďő 99 âăł, çâőąë łăęďëě ďćă áőáěďŋĺå çĺáńă őâńĺçăńĺáì àőćŋő ć őďŋőľ æĺäàě, ŕàĺçě̈ň àőćŋő ŋă ěďĺŋĺæã? Šőâ ęě ćőŕàőá ŕàő âàě̈å- ĺ n-àăğàïďŋëě çĺáńă.

Ťăłâőàĺăńë. Ŕàőĺğćěďěŋĺě n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 1 őąőğŋăçăěâáï n! (çĺâăěâáï “n-äăłâőàĺăń”). Ŕő őŕàěďěńěŋĺî, 0! = 1! = 1 .

M7⋄6. Ŕàĺ łăłĺå n: a) n! ⩾ 3^n ; b) 2^n ⩾ n^3 ?

Ňăâěňăâĺçěáłăï ĺŋďãłæĺï — íâő áŕőáőą ďőłăğăâì ąěáłőŋěçŋãî áěàĺî ğăŋãňěàőćăŋŋëå ãâćěàęďěŋĺľ ğă ďćă åőďă: (1) – ąăğă ĺŋďãłæĺĺ – ďőłăğëćăěâáï ãâćěàęďěŋĺě N^∘1 ; (2) – ĺŋďãłâĺćŋëľ ŕěàěåőď – ďőłăğëćăěâáï, çâő ŕàĺ ńîąőň n ĺğ ãâćěàęďěŋĺï N^∘n ćëâěłăěâ ãâćěàęďěŋĺě N^∘(n + 1).

M7⋄7. Ćěàŋő ńĺ, çâő ŕàĺ àăğàěğăŋĺĺ ćëŕãłńőčő n-ãčőńìŋĺłă ŋă âàěãčőńìŋĺłĺ ŕő ďĺăčőŋăńïň çĺáńő ŕőńãçĺćèĺåáï âàěãčőńìŋĺłőć ąãďěâ őďŋĺň ĺ âěň ęě, łăł ąë ŋě àěğăńĺ? Ůěňã őŋő ňőęěâ àăćŋïâìáï? Łăłőćă áãňňă ćŋãâàěŋŋĺå ãčńőć ćëŕãłńőčő n-ãčőńìŋĺłă?

M7⋄8. Ŋă áłőńìłő łãáłőć àăğąĺćăěâáï ŕńőáłőáâì n ŕàïňëňĺ, ŋĺłăłĺě âàĺ ĺğ łőâőàëå ŋě ŕěàěáěłăîâáï ć őďŋőľ âőçłě ĺ ŋĺłăłĺě ďćě ŋě ŕăàăńńěńìŋë?

M7⋄9. Ćáěčďă ńĺ ŕńőáłőáâì, àăğąĺâăï ŋă çăáâĺ ŕàïňëňĺ ĺ őłàãęŋőáâïňĺ, àăáłàăèĺćăěâáï ć ďćă æćěâă âăł, çâőąë ĺňěîéĺě őąéãî áâőàőŋã łãáłĺ ąëńĺ àăğŋőæćěâŋëňĺ?

M7⋄10^*. Ďăŋë n âőçěł. Ćěàŋő ńĺ, çâő őŋĺ ńĺąő ńěęăâ ŋă őďŋőľ ŕàïňőľ, ńĺąő ĺå áőěďĺŋïěâ ŋě ňěŋěě n àăğŋëå ŕàïňëå?

M7⋄11. Śłőńìłő àăğŋëå m-ąãłćěŋŋëå áńőć ňőęŋő ŋăŕĺáăâì n-ąãłćěŋŋëň ăńäăćĺâőň, ěáńĺ ąãłćë ć áńőćăå a) ňőčãâ b) ŋě ňőčãâ ŕőćâőàïâìáï?

M7⋄12. Ć ąěáłőŋěçŋëľ ńăąĺàĺŋâ ŋă àĺá. 7.1 ŕăďăěâ

èăàĺł ĺ ŕőď ďěľáâćĺěň âïęěáâĺ ŕàőćăńĺćăěâáï ćŋĺğ, áńãçăľŋëň őąàăğőň ŕőćőàăçĺćăï ŋăńěćő-ŋăŕàăćő. Ŋă ŋă łăęďőľ ĺğ łőňŋăâ ćěàåŋĺå 11 íâăęěľ ŋăŕĺèĺâě, áłőńìłĺňĺ àăğńĺçŋëňĺ ŕãâïňĺ èăàĺł ňőęěâ ďő ŋěě̈ ďőąàăâìáï.

M7⋄13. Ďńï k = 0, 1, 2, . . . , 10 àăáłàőľâě áłőąłĺ ĺ

ŕàĺćěďĺâě ŕőďőąŋëě áńăčăěňëě ć (1 + x)^k ĺ (a + b)^k. Śäőàňãńĺàãľâě ĺ ďőłăęĺâě âěőàěňã, áàăćŋĺćăîéãî ŕőńãçěŋŋëě őâćěâë á őâćěâăňĺ ğăď. M7⋄12.

Řĺá. 7.1. Ńăąĺàĺŋâ Ŕăáłăńï

M7⋄14. Ůĺáńő x + 1/x ïćńïěâáï æěńëň. Ąãďěâ ńĺ æěńëň x^n + 1/x^n ? (Ŋăçŋĺâě á n = 2, 3, . . . )

1áńőćă ŋě őąïğăŋë ąëâì őáňëáńěŋŋëňĺ ĺ ąãłćë ć áńőćăå ňőčãâ ŕőćâőàïâìáï

Ňăâěňăâĺçěáłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăáá Ńĺáâőł N^∘ 7^1_2 (ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ)

Ğŋăłőňìâěáì, čàăä . . .

Čàăä — íâő łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő âőçěł ŋă ŕńőáłőáâĺ (ćěàèĺŋ čàăäă), ŋěłőâőàëě ĺğ łőâőàëå áőěďĺŋěŋë őâàěğłăňĺ (àě̈ąàăňĺ čàăäă). Łőńĺçěáâćő ćëåőďïéĺå ĺğ ďăŋŋőľ ćěàèĺŋë A àě̈ąěà ŋăğëćăěâáï áâěŕěŋìî ćěàèĺŋë ĺ őąőğŋăçăěâáï deg A.

M7^1_2 ⋄1 (ńěňňă ő àãłőŕőęăâĺïå). Ćëàăğĺâě áãňňã áâěŕěŋěľ ćáěå ćěàèĺŋ ŕàőĺğćőńìŋőčő čàăäă çěàěğ őąéěě çĺáńő ěčő àě̈ąěà.

M7^1_2 ⋄2. Ć ńîąőň ńĺ čàăäě á ąőńěě çěň őďŋőľ ćěàèĺŋőľ ěáâì ŕăàă ćěàèĺŋ őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ? M7^1_2 ⋄3. Ćáě 28 Ŕěâĺŋëå őďŋőłńăááŋĺłőć ĺňěîâ ŕő àăğńĺçŋőňã çĺáńã ďàãğěľ ć íâőň łńăááě.

Śłőńìłő ĺğ ŋĺå ďàãęĺâ á Ŕěâěľ?

M7^1_2 ⋄4 (ãàőłĺ ďěňőłàăâĺĺ - 1). Łăęďëľ ĺğ 450 ďãňæěć ćàěğăń ŕő äĺğĺőŋőňĺĺ àőćŋő őďŋőňã áćőěňã łőńńěčě. Ŋăąěàě̈âáï ńĺ 150 ďãňæěć, ĺğ łőâőàëå ŋĺłâő ŋĺłőčő ŕő ńĺæã ŋě ąĺń?

M7^1_2 ⋄5^* (âěőàěňă Ţőńńă). Ć ŋěłőľ łőňŕăŋĺĺ n îŋőèěľ ĺ ŕàĺ łăęďőň k = 1, 2, . . . , n ďńï ńîąëå k îŋőèěľ ć íâőľ łőňŕăŋĺĺ ŋăľďě̈âáï ŋě ňěŋěě k ďěćãèěł, ğŋăłőňëå åőâï ąë á őďŋĺň ĺğ àăááňăâàĺćăěňëå k îŋőèěľ. Ňőęŋő ńĺ ŕàőáćăâăâì ćáěå îŋőèěľ ğă ğŋăłőňëå ďěćãèěł?

Ŕãâì ć čàăäě — íâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ěčő ćěàèĺŋ A_1, A_2, . . . , A_{n+1} ĺ àě̈ąěà [A_1, A_2], . . . , [A_n, A_{n+1}], áőěďĺŋïîéĺå áőáěďŋĺě ćěàèĺŋë ć íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ; çĺáńő n ŋăğëćăîâ ďńĺŋőľ ŕãâĺ. Ěáńĺ ćáě àě̈ąàă ŕãâĺ àăğńĺçŋë ĺ ŋăçăńìŋăï ćěàèĺŋă áőćŕăďăěâ á łőŋěçŋőľ: A_1 = A_{n+1}, âő ŕãâì ŋăğëćăîâ æĺłńőň. Čàăä ŋăğëćăîâ áćïğŋëň, ěáńĺ ńîąëě ďćě ěčő ćěàèĺŋë ňőęŋő áőěďĺŋĺâì ŕãâě̈ň. Śćïğŋëľ čàăä ąěğ æĺłńőć ŋăğëćăěâáï ďěàěćőň.

M7^1_2 ⋄6^∘. Ŋăàĺáãľâě łăłőě-ŋĺąãďì ďěàěćő. Ŕãáâì ňěęďã ńîąëňĺ ďćãňï ćěàèĺŋăňĺ čàăäă ĺňěěâáï àőćŋő őďĺŋ ŕãâì ĺğ ŋěŕőćâőàïîéĺåáï àě̈ąěà. §ćńïěâáï ńĺ íâő ãáńőćĺě a) ŋěőąåőďĺňëň b) ďőáâăâőçŋëň ďńï âőčő, çâőąë čàăä ąëń ďěàěćőň?

M7^1_2 ⋄7^∘. Łăł áćïğăŋë çĺáńő ćěàèĺŋ ĺ çĺáńő àě̈ąěà ŕàőĺğćőńìŋőčő ďěàěćă? M7^1_2 ⋄8^∘ (őáâőćë). Ćáěčďă ńĺ ĺğ áćïğŋőčő čàăäă ňőęŋő ãďăńĺâì ŋěáłőńìłő àě̈ąěà âăł, çâőąë őáâăńőáì ďěàěćő á âěň ęě ňŋőęěáâćőň ćěàèĺŋ, çâő ĺ ĺáåőďŋëľ čàăä^1?

M7^1_2 ⋄9^* (âěőàěňă Łěńĺ). Ďőłăęĺâě, çâő ŕőńŋëľ^2 čàăä á n ćěàèĺŋăňĺ ĺňěěâ n^{n−2} őáâőćőć. M7^1_2 ⋄10^∘. Ćáěčďă ńĺ ć áćïğŋőň čàăäě ňőęŋő ãďăńĺâì ŋěłőâőàãî ćěàèĺŋã ćňěáâě áő ćáěňĺ ćëåőďïéĺňĺ ĺğ ŋěě̈ àě̈ąàăňĺ âăł, çâőąë őŋ őáâăńáï áćïğŋëň?

M7^1_2 ⋄11. Ňőčãâ ńĺ áâěŕěŋĺ ćáěå ćěàèĺŋ ŋěáćïğŋőčő n-ćěàèĺŋŋőčő čàăäă ąëâì ⩾ (n − 1)/2? M7^1_2 ⋄12. Ĺğ áâőńĺæë ćëåőďĺâ 101 ăćĺăńĺŋĺï, ĺğ č. Ďăńìŋĺľ — őďŋă, ă ĺğ őáâăńìŋëå čőàőďőć — ŕő 100. Ňőęŋő ńĺ, ŕãáâì á ŕěàěáăďłăňĺ, ďőńěâěâì ĺğ áâőńĺæë ć Ďăńìŋĺľ?

M7^1_2 ⋄13 (íľńěàőćë čàăäë). Ďőłăęĺâě, çâő ć áćïğŋőň čàăäě âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă ěáâì æĺłń, ŕàőåőďïéĺľ àőćŋő őďĺŋ àăğ ŕő łăęďőňã àě̈ąàã, łőčďă áâěŕěŋĺ ćáěå ćěàèĺŋ çě̈âŋë.

Ŕńőáłĺě čàăäë — íâő čàăäë, àě̈ąàă łőâőàëå ŋě ŕěàěáěłăîâ ďàãč ďàãčă ŋĺčďě łàőňě ćěàèĺŋ. Ůăáâĺ, ŋă łőâőàëě ďěńĺâ ŕńőáłőáâì âăłőľ čàăä, ŋăğëćăîâáï čàăŋïňĺ čàăäă.

M7^1_2 ⋄14. Ďőłăęĺâě, çâő čàăŋĺ ŕńőáłőčő čàăäă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă àăáłàăèĺćăîâáï ć ďćă æćěâă âăł, çâőąë čàăŋĺ á őąéĺň àěąàőň ŕőńãçăńĺáì àăğŋőæćěâŋëňĺ, łőčďă íâőâ čàăä íľńěàőć (áň. ğăď. M7^1_2 ⋄13).

M7^1_2 ⋄15. Ňŋőčőãčőńìŋĺł àăğàěğăîâ ŋă âàěãčőńìŋĺłĺ ŋěŕěàěáěłăîéĺňĺáï (ŋĺčďě łàőňě ćěàèĺŋ) ďĺăčőŋăńïňĺ. Ňőęěâ ńĺ ŕàĺ íâőň ŕőńãçĺâìáï ňěŋìèě ďćãå âàěãčőńìŋĺłőć á ŕăàőľ áâőàőŋ, ąëćèĺå áâőàőŋăňĺ ĺáåőďŋőčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă?

1âăłőě ďěàěćő ŋăğëćăěâáï őáâőćőň čàăäă 2čàăä ŋăğëćăěâáï ŕőńŋëň, ěáńĺ ńîąăï ěčő ćěàèĺŋă áőěďĺŋěŋă á ńîąőľ ďàãčőľ àőćŋő őďŋĺň àěąàőň

Ňăâěňăâĺçěáłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăáá Ńĺáâőł N^∘ 7^2_3 (ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ)

Řăğŋëě ğăďăçĺ ő čàăäăå

M7^2_3 ⋄1 (äőàňãńă İľńěàă). Ćáěčďă ńĺ ć − à + č = 2 ć ŕńőáłőň áćïğŋőň čàăäă á ć ćěàèĺŋăňĺ, à àě̈ąàăňĺ ĺ č čàăŋïňĺ^1? Śŕàăćěďńĺćő ńĺ íâő àăćěŋáâćő ďńï ćěàèĺŋ, àě̈ąěà ĺ čàăŋěľ ŕàőĺğćőńìŋőčő ćëŕãłńőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă^2?

M7^2_3 ⋄2. Ňőęŋő ńĺ ŋăàĺáőćăâì ŋă áäěàě ŕőńŋëľ čàăä á ŕïâìî

ćěàèĺŋăňĺ, çâőąë ěčő àě̈ąàă ŋě ŕěàěáěłăńĺáì? M7^2_3 ⋄3^*. Łăł ĺğňěŋĺâáï äőàňãńă İľńěàă, ěáńĺ čàăä á ŋěŕěàěáěłăîéĺňĺáï àě̈ąàăňĺ ŋăàĺáőćăŋ ŋě ŋă áäěàě, ă ŋă

Řĺá. 7.1. Śäěàë á àãçłăňĺ

a) âőàě (“áäěàě á àãçłőľ”)? b) łàěŋďěńě (“áäěàě á 2 àãçłăňĺ”)? c) áäěàě á g àãçłăňĺ? M7^2_3 ⋄4. Ňőęŋő ńĺ ŕőáâàőĺâì âàĺ ďőňă, ćëàëâì âàĺ łőńőďæă ĺ ŕàőńőęĺâì ŕőŕăàŋő ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï âàőŕĺŋłĺ őâ łăęďőčő ďőňă ł łăęďőňã łőńőďæã?

M7^2_3 ⋄5. Ŋă ŕńőáłőáâĺ őâňěçěŋő ŋěáłőńìłő âőçěł, ŋĺłăłĺě âàĺ ĺğ ŋĺå ŋě ńěęăâ ŋă őďŋőľ ŕàïňőľ.

Ďćőě ŕő őçěàěďĺ áőěďĺŋïîâ őâàěğłăňĺ ńîąëě ďćě ĺğ ěéě̈ ŋě áőěďĺŋě̈ŋŋëå âőçěł âăł, çâőąë íâĺ őâàěğłĺ ŋě ŕěàěáěłăńĺáì ŋĺčďě łàőňě őâňěçěŋŋëå âőçěł. Šőâ, łâő ŋě ňőęěâ áďěńăâì åőď, — ŕàőĺčàăń. Ğăćĺáĺâ ńĺ ĺáåőď íâőľ ĺčàë őâ âőčő, łăł åőďïâ áőŕěàŋĺłĺ?

M7^2_3 ⋄6^*. Šàě̈åğŋăçŋëľ łőďőćëľ ğăňőł őâłàőěâáï łăł âőńìłő ąãďãâ ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŋăąàăŋë âàĺ ŕàăćĺńìŋëě æĺäàë ŕőďàïď (ćŋě ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, łăłĺě æĺäàë ŋăąĺàăńĺáì ďő íâőčő). Ňőęŋő ńĺ, ŋăąĺàăï ŕő őďŋőľ æĺäàě ć áěłãŋďã, őâłàëâì âăłőľ ğăňőł ğă 17 ňĺŋãâ?

M7^2_3 ⋄7. Ć ŋěłőľ łőňŕăŋĺĺ ŕőàőćŋã îŋőèěľ ĺ ďěćãèěł ĺ łăęďëľ îŋőèă ğŋăłőň á ďćãňï ďěćãèłăňĺ, ă łăęďăï ďěćãèłă — á ďćãňï îŋőèăňĺ. Ďőłăęĺâě, çâő ćáěå ĺå ňőęŋő ŕěàěęěŋĺâì ďàãč ŋă ďàãčě ć àăňłăå íâĺå ğŋăłőňáâć.

k -ďőńìŋëě čàăäë. Řăáłàăáłă ćěàèĺŋ čàăäă ŋăğëćăěâáï ŕàăćĺńìŋőľ, ěáńĺ ŋĺłăłĺě ďćě ćěàèĺŋë őďĺŋăłőćőčő æćěâă ŋě áőěďĺŋěŋë àěąàőň. Čàăä ŋăğëćăěâáï k-ďőńìŋëň, ěáńĺ ŕàăćĺńìŋăï àăáłàăáłă ěčő ćěàèĺŋ ćőğňőęŋă k æćěâăňĺ ĺ ŋě ňěŋìèě.

M7^2_3 ⋄8. Řăćŋőáĺńìŋă ńĺ ďćãďőńìŋőáâì őâáãâáâćĺî æĺłńőć ŋěçě̈âŋőľ ďńĺŋë? M7^2_3 ⋄9. Ć ńîąőň ńĺ k-ďőńìŋőň čàăäě ěáâì ŕãâì ĺğ àőćŋő k àăğŋőæćěâŋëå ćěàèĺŋ? M7^2_3 ⋄10. Śãéěáâćãěâ ńĺ čàăä á n ćěàèĺŋăňĺ {A_1, A_2, . . . , A_n} ĺ n àě̈ąàăňĺ {b_1, b_2, . . . , b_n}, âăłĺňĺ çâő A_i áőěďĺŋïěâáï àěąàőň á A_j âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă b_i ĺ b_j ćëåőďïâ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë? Ěáńĺ ďă, âő łăłőćă áâěŕěŋì łăęďőľ ćěàèĺŋë?

M7^2_3 ⋄11. Čőàőďă áâàăŋë áőěďĺŋěŋë k · m ŕàïňëňĺ ăćĺăńĺŋĺïňĺ, ĺ ŋěłĺě m îàĺďĺçěáłĺå ńĺæ ćőğŋăňěàĺńĺáì ŕàĺåćăâĺğĺàőćăâì àőćŋő ŕő k ńĺŋĺľ, őďŋăłő ăŋâĺňőŋőŕőńìŋăï áńãęąă ğőàłő áńěďĺâ ğă âěň, çâőąë ŋĺ ć őďŋőň ĺğ čőàőďőć ŋĺ őďŋőňã ńĺæã ŋě ďőáâăńőáì ąë áàăğã ďćě ńĺŋĺĺ, ćëåőďïéĺě ĺğ íâőčő čőàőďă. Ćőğňőęŋő ńĺ őáãéěáâćĺâì âăłãî ŕàĺåćăâĺğăæĺî?

M7^2_3 ⋄12. Ć łãąĺçěáłőľ łőàőąłě n × n × n ńěęăńĺ n^3 ěďĺŋĺçŋëå łãąĺłőć. Łãąĺłĺ ćëáëŕăńĺ, łăęďëľ ŕàőáćěàńĺńĺ ŕő ďĺăčőŋăńĺ, ğăâěň ćáě ŕńőâŋő ŋăŋĺğăńĺ ŋă ŋĺâì ĺ áćïğăńĺ ć łőńìæő (áőěďĺŋĺńĺ ćěàèĺŋã ŕěàćőčő łãąĺłă á ćěàèĺŋőľ ŕőáńěďŋěčő). Ŕàĺ łăłĺå n ŕőńãçĺćèěěáï “őęěàěńìě” ňőęŋő őąàăâŋő ãąàăâì ć łőàőąłã?

M7^2_3 ⋄13^*. Ć čőáâĺ őęĺďăěâáï ńĺąő n, ńĺąő m çěńőćěł, ŕàĺçě̈ň ŋőď(n, m) = 1. Ŋă łăłőě ňĺŋĺňăńìŋőě çĺáńő áěłâőàőć ŋãęŋő àăğàěğăâì łàãčńëľ âőàâ, çâőąë ĺğ ŋĺå ňőęŋő ąëńő áńőęĺâì łăł n, âăł ĺ m őďĺŋăłőćëå łãáłőć?

M7^2_3 ⋄14^*. Ćáěčďă ńĺ áàěďĺ 50 çěńőćěł ŋăľďãâáï ďćőě á çě̈âŋëň (ćőğňőęŋő, ŋãńěćëň) çĺáńőň őąéĺå ğŋăłőňëå áàěďĺ 48 őáâăńìŋëå?

1áà. á ğăď. M4^1_2 ⋄3 ĺ ğăď. M4^1_2 ⋄4 2łőâőàëľ ěáâì ŋě çâő ĺŋőě, łăł áćïğŋëľ čàăä á ŋěŕěàěáěłăîéĺňĺáï àě̈ąàăňĺ, ŋăàĺáőćăŋŋëľ ŋă áäěàě

Ňŋőęěáâćă ĺ őâőąàăęěŋĺï

(ŕăňïâłă ŋăçĺŋăîéěňã ŕőńìğőćăâěńî)

Ŕőŋïâĺě ňŋőęěáâćă ć ăŋăńĺğě, ŕőďőąŋő ŕőŋïâĺî ŕàïňőľ ć čěőňěâàĺĺ, őŕàěďěńïěâáï ŋě łőŋáâàãłâĺćŋő, ă “łăł őąêěłâ, ãďőćńěâćőàïîéĺľ ăłáĺőňăň” (íâőâ áŕĺáőł ăłáĺőň âěőàĺĺ ňŋőęěáâć ňë ŕőłă ŋě ąãďěň ãâőçŋïâì). Łăł ŕàïňăï ĺ âőçłă äőàňăńĺğãîâ ĺğćěáâŋëě ŕàőáâàăŋáâćěŋŋëě őąàăğë, âăł ňŋőęěáâćă äőàňăńĺğãîâ ęĺâěľáłĺě ŕàěďáâăćńěŋĺï ő áőćőłãŕŋőáâïå ŕàěďňěâőć ŕàőĺğćőńìŋőľ ŕàĺàőďë. Ňŋőęěáâćő áőáâőĺâ ĺğ íńěňěŋâőć. İńěňěŋâë ňőčãâ ąëâì ńîąëě: çĺáńă, áâãńìï, ďàãčĺě ňŋőęěáâćă . . . Ŕàĺŋăďńěęŋőáâì íńěňěŋâă a ňŋőęěáâćã A őąőğŋăçăěâáï a ∈ A. Ěďĺŋáâćěŋŋőě ňŋőęěáâćő, ŋě áőďěàęăéěě ŋĺ őďŋőčő íńěňěŋâă, ŋăğëćăěâáï ŕãáâëň ĺ őąőğŋăçăěâáï ∅. Ćáě íńěňěŋâë ć ńîąőň ňŋőęěáâćě, ŕő őŕàěďěńěŋĺî, àăğńĺçŋë. Ňŋőęěáâćő ğăďăŋő, łăł âőńìłő ŕàő ńîąőľ őąêěłâ ňőęŋő áłăğăâì, ŕàĺŋăďńěęĺâ őŋ ďăŋŋőňã ňŋőęěáâćã ĺńĺ ŋěâ. Ďćă ňŋőęěáâćă àăćŋë, ěáńĺ őŋĺ áőáâőïâ ĺğ őďŋĺå ĺ âěå ęě íńěňěŋâőć. Ňŋőęěáâćő A ŋăğëćăěâáï ŕőďňŋőęěáâćőň ňŋőęěáâćă B (őąőğŋăçěŋĺě: A ⊂ B), ěáńĺ łăęďëľ íńěňěŋâ a ∈ A ńěęĺâ âăłęě ĺ ć B. Ďńï ńîąëå ďćãå ňŋőęěáâć A ĺ B ňŋőęěáâćő A ∪ B, áőáâőïéěě ĺğ ćáěå íńěňěŋâőć, ŕàĺŋăďńěęăéĺå åőâï ąë őďŋőňã ĺğ ŋĺå, ŋăğëćăěâáï ĺå őąêěďĺŋěŋĺěň; ňŋőęěáâćő A ∩ B, áőáâőïéěě ĺğ ćáěå íńěňěŋâőć, ŕàĺŋăďńěęăéĺå őďŋőćàěňěŋŋő łăęďőňã ĺğ ŋĺå, ŋăğëćăěâáï ĺå ŕěàěáěçěŋĺěň; ňŋőęěáâćő A\B, áőáâőïéěě ĺğ ćáěå íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă A, łőâőàëě ŋě áőďěàęăâáï ć B, ŋăğëćăěâáï ĺå àăğŋőáâìî.

M8⋄1. Śłőńìłő ćáěčő ŕőďňŋőęěáâć ã ňŋőęěáâćă, áőďěàęăéěčő n íńěňěŋâőć? M8⋄2. Łăłĺě ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå ŋĺęě áćőľáâć áŕàăćěďńĺćë ďńï ńîąëå ňŋőęěáâć A, B ĺ C : a) (A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) b) (A ∪ B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C) c) A ∪ C = B ∪ C ⇒ A = B d) (A ∪ B) \ (A ∩ B) = (A \ B) ∪ (B \ A) e) A \ C = B \ C ⇒ A = B f) (A ∩ B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C) g) (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) h) A ∩ C = B ∩ C ⇒ A = B M8⋄3. Ćëàăęăîâáï ńĺ:

a) ŕěàěáěçěŋĺě çěàěğ àăğŋőáâì? b) àăğŋőáâì çěàěğ ŕěàěáěçěŋĺě ĺ őąêěďĺŋěŋĺě?

Őâőąàăęěŋĺě A^f B ĺğ ňŋőęěáâćă A ć ňŋőęěáâćő B — íâő ŕàăćĺńő, áőŕőáâăćńïîéěě łăęďőňã íńěňěŋâã a ∈ A àőćŋő őďĺŋ íńěňěŋâ f(a) ∈ B, ğăćĺáïéĺľ őâ a ĺ ŋăğëćăěňëľ őąàăğőň a. Ŕőďňŋőęěáâćő f(A) ⊂ B, áőáâőïéěě ĺğ őąàăğőć íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă A, ŋăğëćăěâáï őąàăğőň őâőąàăęěŋĺï f. Őâőąàăęěŋĺï A^f B ĺ A^g B àăćŋë, ěáńĺ f(a) = g(a) ∀ a∈A . Őâőąàăęěŋĺě B^g A ŋăğëćăěâáï őąàăâŋëň ł őâőąàăęěŋĺî A^f B, ěáńĺ g(f(a)) = a ∀ a∈A ĺ őďŋőćàěňěŋŋő f(g(y)) = y ∀ b∈B ; ć íâőľ áĺâãăæĺĺ őâőąàăęěŋĺě f (ĺ őâőąàăęěŋĺě g) ŋăğëćăîâ őąàăâĺňëň ĺ ŕĺèãâ g = f^{−1}. Őâőąàăęěŋĺě A^f B ŋăğëćăěâáï őâőąàăęěŋĺěň “ŋă” (ĺńĺ áîàêěłâĺćŋëň, ĺńĺ íŕĺňőàäŋëň, ĺńĺ ŋăńőęěŋĺěň), ěáńĺ ã łăęďőčő íńěňěŋâă b ∈ B ěáâì ŕàőőąàăğ ć A, â. ě. f(A) = B. Őâőąàăęěŋĺě ŋăğëćăěâáï őâőąàăęěŋĺěň “ć” (ĺńĺ ĺŋêěłâĺćŋëň, ĺńĺ ňőŋőňőàäŋëň, ĺńĺ ćńőęěŋĺěň), ěáńĺ ŋĺłăłĺě ďćă íńěňěŋâă ĺğ A ŋě ŕěàěåőďïâ ć őďĺŋ ĺ âőâ ęě íńěňěŋâ B, â. ě. a_1 ≠ a_2 ⇒ f(a_1) ≠ f(a_2). Őâőąàăęěŋĺě, ïćńïîéěěáï őďŋőćàěňěŋŋő ĺ ćńőęěŋĺěň ĺ ŋăńőęěŋĺěň, ŋăğëćăěâáï ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋëň (ĺńĺ ĺğőňőàäĺğňőň, ĺńĺ ąĺěłæĺěľ).

M8⋄4. Ŋăàĺáãľâě ćáě őâőąàăęěŋĺï: a) ĺğ {0, 1, 2} ć {0, 1}; b) ĺğ {0, 1} ć {0, 1, 2}. M8⋄5. Ĺğ őâőąàăęěŋĺľ: Z^{x→x2} Z; N^{x→x2} N; Z^{x→px,} Z (á p∈Z); R^{x→px,} R (á p∈R) ćëąěàĺâě ćáě a) ąĺěłæĺĺ, b) ĺŋêěłæĺĺ, c) áîàêěłæĺĺ.

M8⋄6. Řăćŋőáĺńìŋă ńĺ ćğăĺňŋăï őďŋőğŋăçŋőáâì őąàăâĺňőáâĺ? M8⋄7. Ďőáâăâőçŋő ńĺ ďńï âőčő, çâőąë f ąëńő őąàăâŋő ł g, âőńìłő őďŋőčő ãáńőćĺï a) f(g(b)) = b ∀ b∈B ? b) g(f(a)) = a ∀ a∈A ? M8⋄8. Ŋěłőě çĺáńő ďěńĺâáï ŋă 2, ŋő ŋě ďěńĺâáï ŋă 4. Łăłĺå ďěńĺâěńěľ ã ŋěčő ąőńìèě: çě̈âŋëå ĺńĺ ŋěçě̈âŋëå?

M8⋄9. Łăłĺå âàěãčőńìŋĺłőć á æěńëňĺ ďńĺŋăňĺ áâőàőŋ ąőńìèě: á ŕěàĺňěâàőň 1999 ĺńĺ 2002?

Łăł áàăćŋĺćăâì ňŋőęěáâćă

Ŕő ŕëńìŋőľ âàőŕĺŋłě ďăńě̈łőľ ŕńăŋěâë ąàěďě̈â áâăďő áěňĺŋőčĺå ŕïâĺåćőáâőł. Śłőńìłő ŋőč ŕàĺåőďĺâáï ŋă łăęďãî áőâŋî åćőáâőć ? (ďěâáłăï ğăčăďłă)

M9⋄1. Śłőńìłő ćáěčő àăğŋëå a) ńîąëå b) ĺŋêěłâĺćŋëå c) áîàìěłâĺćŋëå d) ąĺěłâĺćŋëå őâőąàăęěŋĺľ ňőęŋő ŕőáâàőĺâì ĺğ n-íńěňěŋâŋőčő ňŋőęěáâćă ć m-íńěňěŋâŋőě?

Ŕàőőąàăğë. Ěáńĺ ğăďăŋő őâőąàăęěŋĺě A^f B, âő ∀ b∈B ňŋőęěáâćő f^{−1}(b)^{def}= { a∈A | f(a) = b } ⊂ A ŋăğëćăěâáï ŕőńŋëň ŕàőőąàăğőň b, ă ěčő íńěňěŋâë — ŕàőőąàăğăňĺ b. Ş àăğŋëå b ∈ B ňőęěâ ąëâì àăğŋőě çĺáńő (ć âőň çĺáńě ĺ ŋãńì) ŕàőőąàăğőć. Ěáńĺ łăęďëľ b∈B ĺňěěâ àőćŋő m ŕàőőąàăğőć, âő őâőąàăęěŋĺě f ŋăğëćăěâáï m-ńĺáâŋëň ŋăłàëâĺěň^1.

M9⋄2. Łăł ĺğňěŋïâáï őâćěâë ć ğăď. M7⋄3, ěáńĺ ąãłćã ő ĺ ąãłćã ł őąě ğăňěŋĺâì ąãłćőľ ë?

Śłőńìłő áńőć ňőęŋő ŕőńãçĺâì ŕěàěáâăćńïï ąãłćë ć áńőćăå: a) łőł , b) łãàőł , c) ŚŚŚŘ , d) łőńőąőł , e) àěäàĺęěàăâőà , f) ăă . . . ă α ąą . . . ą β , g) ă^1ă^1 . . . ă^1

m_1

ă_2ă_2 . . . ă_2

m_2

. . . ă_kă_k . . . ă_k m_k ?

Ďĺăčàăňňă đŋčă — íâő łăàâĺŋłă âĺŕă , áőáâőïéăï ĺğ ćëàőćŋěŋŋëå ŕő ńěćőňã łàăî čőàĺğőŋâăńìŋëå łńěâőçŋëå ŕőńőáőł, ďńĺŋă łőâőàëå áćěàåã ćŋĺğ ŋě ćőğàăáâăěâ.

M9⋄3. Ĺňěěâáï 5 àăğŋőæćěâŋëå çăèěł, 7 àăğŋőæćěâŋëå áőńőňĺŋőł, 4 őďĺŋăłőćëå áâăłăŋă ĺ 6 őďĺŋăłőćëå łãáłőć áăåăàă. Śłőńìłĺňĺ áŕőáőąăňĺ ňőęŋő àăğńőęĺâì^2: a) áăåăà ŕő çăèłăň?

b) áőńőňĺŋłĺ ŕő çăèłăň? c^*) áăåăà ŕő áâăłăŋăň? d^*) áőńőňĺŋłĺ ŕő áâăłăŋăň? M9⋄4. Łăł ĺğňěŋïâáï őâćěâë ć ğăď. M9⋄3, ěáńĺ ğăŕàěâĺâì ŕãáâëě ě̈ňłőáâĺ? M9⋄5. Śłőńìłő ĺňěěâáï őďŋőçńěŋőć áâěŕěŋĺ d őâ a) ďćãå b) âàě̈å c) n ŕěàěňěŋŋëå? M9⋄6. Űěńő ńĺ çĺáńő 1000!⧸10!^{100} ?

M9⋄7. Śłőńìłő ŕőńãçĺâáï áńăčăěňëå, ěáńĺ âãŕő àăáłàëâì áłőąłĺ ã (a+b+c)^3? Łăłĺě őďŋőçńěŋë ĺ á łăłĺňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ őáâăŋãâáï ŕőáńě ŕàĺćěďěŋĺï ŕőďőąŋëå?

M9⋄8. Ňěęďã łăłĺňĺ ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå ŋĺęě ňŋőęěáâć ĺňěěâáï ĺğőňőàäĺğň? Ŕőáâàőľâě íâĺ ĺğőňőàäĺğňë ïćŋő. Śłőńìłő íńěňěŋâőć ć łăęďőň ňŋőęěáâćě?

a) ğŋăçłĺ, łőâőàëě ňőęŋő ćëáćěçĺćăâì, ğăęĺčăï àőćŋő 12 ńăňŕőçěł ŋă ŕàïňőãčőńìŋőň âăąńő, ĺňěîéěň 5 àïďőć ŕő 4 ńăňŕőçłĺ ć łăęďőň;

b) áŕőáőąë àăáłńăďëćăŋĺï 8 őďĺŋăłőćëå łãáłőć áăåăàă ŕő 13 àăğŋëň çăèłăň; c) áńőćă, łőâőàëě ŕőńãçăîâáï ŕàĺ ŕěàěáâăŋőćłě ąãłć ć áńőćě ăăăăăăăăąąąąąąąąąąąą; d) ňăàèàãâë ĺğ ğăď. M7⋄12, ŕàĺćőďïéĺě èăàĺł ć 12-î łőňŋăâã ŋă 20-ň íâăęě (íâăęĺ ĺ łőňŋăâë ŋãňěàãîâáï áćěàåã ćŋĺğ ĺ áńěćă ŋăŕàăćő, ŋăçĺŋăï á ŋãńěćőčő ŋőňěàă);

e) őďŋőçńěŋë a^8b^{12}, łőâőàëě ŕőńãçăâáï ěáńĺ âãŕő àăáłàëâì áłőąłĺ ã (a+b)^{20} ĺ ŋě ŕàĺćőďĺâì ŕőďőąŋëě áńăčăěňëě;

f) ďĺăčàăňňë đŋčă ćëáőâë ⩽ 8 ĺ èĺàĺŋë ⩽ 12.

M9⋄9^*. Čàăŋĺ łãąĺłă àăáłàăèĺćăîâ ć 6 äĺłáĺàőćăŋŋëå àăğŋëå æćěâőć (àăğŋëě – ć àăğŋëě).

Śłőńìłő àăğŋëå łãąĺłőć ňőęěâ ŕőńãçĺâìáï?

M9⋄10^*. Łăł ĺğňěŋĺâáï őâćěâ, ěáńĺ èěáâìî æćěâăňĺ àăáłàăèĺćăâì ŋě łãąĺł, ă âěâàăíďà? M9⋄11^*. Śłőńìłő àăğŋëå ĺčàãèěł ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ć ŕàěďëďãéĺå ďćãå ğăďăçăå áłńěĺćăâì łàăèěŋëě łãąĺłĺ (áőőâć. âěâàăíďàë) ŕő ďćă čàăŋì ł čàăŋĺ?

1ć çăáâŋőáâĺ, őďŋőńĺáâŋëě ŋăłàëâĺï — íâő ć âőçŋőáâĺ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋëě őâőąàăęěŋĺï 2ďćě àăáłńăďłĺ őďĺŋăłőćë, ěáńĺ őŋĺ ŕőńãçăîâáï ďàãč ĺğ ďàãčă ŕěàěďćĺčăŋĺěň ě̈ňłőáâěľ ŕő áâőńã ąěğ ĺğňěŋěŋĺï ĺå áőďěàęĺňőčő.

Ňãńìâĺŋőňĺăńìŋëě łőíääĺæĺěŋâë

M10⋄1. Śłőńìłő áńăčăěňëå ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ àăáłàëâì áłőąłĺ ĺ ŕàĺćěáâĺ ŕőďőąŋëě ã (a+b+c)^5?

Ąãďãâ ńĺ áàěďĺ ŋĺå a^2bc^2 ĺ ab^2c^3, ĺ ěáńĺ ďă, âő á łăłĺň łőíääĺæĺěŋâőň? M10⋄2. Łăłĺě őďŋőçńěŋë ĺ á łăłĺňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ ŕőńãçăâáï ŕőáńě àăáłàëâĺï áłőąőł ĺ ŕàĺćěďěŋĺï ŕőďőąŋëå ã a) (1 + x)^n; b) (a + b)^n; c) (x_1 + x_2 + · · · + x_m)^2;

d) (x_1 + x_2 + · · · + x_m)^n; e) (1 + x_1 + x_2 + · · · + x_m)^n.

Ąĺŋőňĺăńìŋëě łőíääĺæĺěŋâë ĺ çĺáńă áőçěâăŋĺľ. Łőíääĺæĺěŋâ ŕàĺ x^k, ŕőńãçăîéĺľáï ŕőáńě àăáłàëâĺï áłőąőł ĺ ŕàĺćěďěŋĺï ŕőďőąŋëå áńăčăěňëå ã (1 + x)^n, ŋăğëćăěâáï ąĺŋőňĺăńìŋëň łőíääĺæĺěŋâőň ĺ őąőğŋăçăěâáï (_n k ) (őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő (_n k ) = 0 ŕàĺ k < 0 ĺ k > n ĺ (_n n ) = (_n 0 ) = (_0 0 ) = 1). Łőńĺçěáâćő áńőć, łőâőàëě ňőęŋő ŕőńãçĺâì, ŕěàěáâăćńïï ąãłćë ć n-ąãłćěŋŋőň áńőćě ăă . . . ăąą . . . ą, áőďěàęăéěň k ąãłć ă ĺ (n − k) ąãłć ą, ŋăğëćăěâáï çĺáńőň áőçěâăŋĺľ ĺğ n ŕő k ĺ őąőğŋăçăěâáï C^k_n.

M10⋄3^∘. Ďőłăęĺâě, çâő (_n k ) = C^k_n ĺ áőćŕăďăěâ á çĺáńőň ŕãâěľ ĺğ ğăď. M7⋄12, ćěďãéĺå ć k-âãî łőňŋăâã ŋă n-âőň íâăęě. Ćěàŋő ńĺ, çâő (_n k ) = (_n n−k ) ? M10⋄4^∘. Ćëàăğĺâě (_n k ) ïćŋő çěàěğ n ĺ k ĺ ćëçĺáńĺâě ďńï 0 ⩽ n ⩽ 15 ĺ ćáěå 0 ⩽ k ⩽ n.

M10⋄5. Ĺğ ŕàőĺğćőńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ çĺáěń A_0, A_1, . . . , A_n áâàőïâ ŋőćãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì A^{(1)}_0 , A^{(1)}_1 , . . . , A^{(1)}_{n−1} , áőáâőïéãî ĺğ áãňň áőáěďŋĺå íńěňěŋâőć: A^{(1)}_i = A_i + A_{i+1}. Ğăâěň áâàőïâ áńěďãîéãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì A^{(2)}_0 , A^{(2)}_1 , . . . , A^{(2)}_{n−2} á A^{(2)}_i = A^{(1)}_i + A^{(1)}_{i+1} ĺ â. ď. ŕőłă ŋě ŕőńãçĺâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì A^{(n)}_0 , áőáâőïéăï ĺğ őďŋőčő çĺáńă. Ćëàăğĺâě ěčő çěàěğ ĺáåőďŋëě çĺáńă A_0, A_1, . . . , A_n ïćŋőľ äőàňãńőľ.

Šàěãčőńìŋĺł Ŕăáłăńï — íâő ąěáłőŋěçŋëľ ćŋĺğ çĺáńőćőľ âàěãčőńìŋĺł ŋă àĺá. 10.1. Ěčő áâàőłĺ ŋãňěàãîâáï áćěàåã ćŋĺğ, ŋăçĺŋăï á ŋãńï, ă çĺáńă ć łăęďőľ áâàőłě — áńěćă ŋăŕàăćő, âăłęě ŋăçĺŋăï á ŋãńï; k-ě çĺáńő n-âőčő íâăęă — íâő C^k_n = (_n k ) . M10⋄6. Ŋăľďĺâě ć âàěãčőńìŋĺłě Ŕăáłăńï çĺáńă: ŋăâãàăńìŋëě 1, 2, 3, . . . , âàěãčőńìŋëě: T_1, T_2, T_3, . . . ĺ “ŕĺàăňĺďăńìŋëě” Ŕ_1, Ŕ_2, Ŕ_3, . . . (őŋĺ áőáâăćńïîâáï ĺğ âàěãčőńìŋëå ŕő ŕàăćĺńã Ŕ_k^{def}= T_1 + T_2 + · · · + T_k). Ćëçĺáńĺâě áãňňã(^1): C^0_k + C^1_{k+1} + · · · + C^n_{k+n}.

1 1 1 1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1 .. . .. . .. . .. . . . . .. .

Řĺá. 10.1. Šàěãčőńìŋĺł Ŕăáłăńï

M10⋄8. Ćëçĺáńĺâě áãňňë: a) C^0_n + C^1_n + C^2_n + · · · + C^n_n ; b) C^0_n − C^1_n + C^2_n − · · · + (−1)^nC^n_n . M10⋄9. Ćëçĺáńĺâě áãňňë: a) C^0_n + C^1_{n−1} + C^2_{n−2} + · · · b) C^0_n + C^2_{n+1} + C^4_{n+2} + · · · c) C^1_n + 2 C^2_n + · · · + n C^n_n d) C^0_n + 2 C^1_n + · · · + (n + 1) C^n_n e^*) (_n 0 )_2 + (_n 1 )_2 + · · · + (_n n )_2 . M10⋄10. Ćëàăğĺâě (n + 1)^{k+1} − n^{k+1} ć ćĺďě ňŋőčőçńěŋă őâ n. Ŕőłăęĺâě, çâő áãňňă k-âëå áâěŕěŋěľ ŕěàćëå n ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń ïćńïěâáï ňŋőčőçńěŋőň (k+1)-őľ áâěŕěŋĺ őâ n. Ŋăľďĺâě ěčő áâăàèĺľ łőíääĺæĺěŋâ ĺ áćőąőďŋëľ çńěŋ.

M10⋄11^*. Ďńï k = 5 ćëŕĺèĺâě ňŋőčőçńěŋë ĺğ ğăď. M10⋄10 ïćŋő.

1Ś íâőľ ğăďăçěľ áćïğăŋă âăłăï ňŋőčőňěàŋăï čěőňěâàĺï:

M10⋄7^*. Ďćãňěàŋăï ŕĺàăňĺďă ćëáőâë k — íâő âàěãčőńìŋĺł: Ŕ^{(2)}_k^{def}= T_k. Šàě̈åňěàŋăï ŕĺàăňĺďă ćëáőâë k áőáâőĺâ ĺğ áńőęěŋŋëå ć áâőŕłã âàěãčőńìŋĺłőć Ŕ^{(3)}_k^{def}= T_1 + T_2 + · · · + T_k. Ůěâëàě̈åňěàŋăï ŕĺàăňĺďă ćëáőâë k áőáâőĺâ ĺğ áńőęěŋŋëå ć áâőŕłã ćďőńì “çěâćě̈àâőľ łőőàďĺŋăâŋőľ őáĺ” âàě̈åňěàŋëå ŕĺàăňĺď: Ŕ^{(4)}_k^{def}= Ŕ^{(3)}_1 +Ŕ^{(3)}_2 + · · · + Ŕ^{(3)}_k . Ůâő âăłőě m-ňěàŋăï ŕĺàăňĺďă ćëáőâë k ĺ áłőńìłő m-ňěàŋëå łãąĺłőć ãľďě̈â ŋă ěě̈ ŕőáâàőľłã? Ĺğ ďćãå ďćãňěàŋëå ŕĺàăňĺď áłńăďëćăěâáï ŕàïňőãčőńìŋĺł: T_k +T_k = k ×(k +1). Ňőęŋő ńĺ ĺğ èěáâĺ âàě̈åňěàŋëå ŕĺàăňĺď Ŕ^{(3)}_k áńőęĺâì ŕăàăńńěńěŕĺŕěď k ×(k + 1) ×(k + 2)? Ĺğ áłőńìłĺå m-ňěàŋëå ŕĺàăňĺď ćëáőâë k áńěďãěâ ŕëâăâìáï áőąĺàăâì m-ňěàŋëľ ŕăàăńńěńěŕĺŕěď ĺ łăłőćë ąãďãâ ěčő àăğňěàë?

Ňăâěňăâĺçěáłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăáá Ńĺáâőł N^∘ 10^1_2 (ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ)

Ďćě ćăàĺăæĺĺ ŋă âěňã ąĺŋőňĺăńìŋëå łőíääĺæĺěŋâőć

“... ŕàĺ ŕőňőéĺ íâőľ äőàňãńë ï áňőč áńőęĺâì ďěáïâëě áâěŕěŋĺ ŕěàćőľ âëáïçĺ ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń ňěŋěě, çěň ğă ŕőńőćĺŋã çěâćěàâĺ çăáă...” (§łőą Ąěàŋãńńĺ (1654–1705), “Ars Conjectandi”, ĺğďăŋő ć 1713 č., ŕőáňěàâŋő)

M10^1_2 ⋄1. Ńîąőě ńĺ æěńőě çĺáńő čàăňňőć ňőęŋő őâćěáĺâì ŋă çăèěçŋëå ćěáăå, ŕőńìğãïáì ŋăąőàőň čĺàì ć 1 č , 3 č , 9 č , 27 č , . . . (ŕő őďŋőľ čĺàě łăęďőčő ćěáă) ?

m-ĺçŋăï ŕőğĺæĺőŋŋăï áĺáâěňă áçĺáńěŋĺï ĺáŕőńìğãěâ m æĺäà, łőĺňĺ áńãęăâ áĺňćőńë: 0, 1, . . . , m − 1. Ŕőď n-àăğàïďŋëň çĺáńőň m-ĺçŋőľ áĺáâěňë ňë ŕőŋĺňăěň ńîąãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ n m-ĺçŋëå æĺäà (ćőğňőęŋő, ŋăçĺŋăîéãîáï á ŋãńěľ). Ďńï ℓ ∈ N ğăŕĺáì ℓ = μ_0μ_1 . . . μ_{n−1} őğŋăçăěâ, ŕő őŕàěďěńěŋĺî, çâő ℓ = μ_0 + μ_1 m + μ_2 m^2 + · · · + μ_{n−1} m^{n−1}. Łőńĺçěáâćő ćáěå n-àăğàïďŋëå çĺáěń m-ĺçŋőľ áĺáâěňë á áãňňőľ æĺäà k ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì çěàěğ β_m(n, k).

M10^1_2 ⋄2. Ğăŕĺèĺâě ďěáïâĺçŋëě çĺáńă 43, 57 ĺ 1999 ć 2-ĺçŋőľ, 3-ĺçŋőľ ĺ 16-àĺçŋőľ áĺáâěňăå. M10^1_2 ⋄3. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ğăďăŋŋőň ŋăâãàăńìŋőň m ⩾ 2, łăęďőě ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő ℓ ňőęěâ ąëâì ěďĺŋáâćěŋŋëň őąàăğőň ğăŕĺáăŋő ć m-ĺçŋőľ ŕőğĺæĺőŋŋőľ áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï, â. ě. çâő áãéěáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋëľ ŋăąőà æěńëå çĺáěń μ_0, μ_1, . . . , μ_{n−1} , ńěęăéĺå ć ŕàěďěńăå őâ 0 ďő m − 1 ćłńîçĺâěńìŋő ĺ á μ_{n−1} ≠ 0, âăłőľ çâő ℓ = μ_0 + μ_1 m + μ_2 m^2 + · · · + μ_{n−1} m^{n−1}.

M10^1_2 ⋄4. Śłőńìłő ćáěčő n-àăğàïďŋëå çĺáěń ć m-ĺçŋőľ áĺáâěňě ĺ çěňã àăćŋő β_2(n, k)? M10^1_2 ⋄5^*. Ďőłăęĺâě, çâő β_m(n, k) àăćŋő łőíääĺæĺěŋâã ŕàĺ x^k ć àăğńőęěŋĺĺ ( 1 + x + x^2 + · · · + x^{m−1} )_n ĺ ãďőćńěâćőàïěâ áőőâŋőèěŋĺïň β_m(n, k) = β_m(n, n (m − 1) − k) ĺ

β_m(n, k) = β_m(n − 1, k) + β_m(n − 1, k − 1) + · · · + β_m(n − 1, k − m + 1) .

M10^1_2 ⋄6^*. Śãěćěàŋëě ńîďĺ áçĺâăîâ áçăáâńĺćëň łăęďőě èěáâĺàăğàïďŋőě ďěáïâĺçŋőě çĺáńő, ã łőâőàőčő áãňňă âàě̈å ŕěàćëå æĺäà àăćŋă áãňňě âàě̈å ŕőáńěďŋĺå. Śłőńìłő âăłĺå “áçăáâńĺćëå” çĺáěń? (^1) Ůĺáńă Ąěàŋãńńĺ B_k ŋăçĺŋăîâáï á B_0^{def}= 1 ĺ őŕàěďěńïîâáï àěłłãàěŋâŋő^2 äőàňãńőľ

B_k = − 1 k + 1 ( C^0_{k+1}B_0 + C^1_{k+1}B_1 + · · · + C^{k−1}_{k+1} B_{k−1} ) . M10^1_2 ⋄7^*. Ŕőłăęĺâě, çâő áãňňă k-âëå áâěŕěŋěľ ŕěàćëå (n − 1) ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń àăćŋă 1 k + 1 ( C^0_{k+1}B_0 n^{k+1} + C^1_{k+1}B_1 n^k + · · · + C^{k−1}_{k+1} B_{k−1} n ) . M10^1_2 ⋄8^*. Ćëçĺáńĺâě ŕěàćëě 14 çĺáěń Ąěàŋãńńĺ ĺ áãňňã 1^{10} + 2^{10} + 3^{10} + · · · + (n − 1)^{10}. M10^1_2 ⋄9^*. Ůâő Ćë ňőęěâě áłăğăâì ŕàő çĺáńă Ąěàŋãńńĺ á ŋěçě̈âŋëňĺ ŋőňěàăňĺ? M10^1_2 ⋄10^*. Łăł ćěďãâ áěąï ğŋăłĺ çĺáěń Ąěàŋãńńĺ?

1Ŕőďáłăğłă: ĺå β_{10}(6, 27).

2Ŕàěďãŕàěęďěŋĺě: “ïćŋőčő” ćëàăęěŋĺï B_n çěàěğ n ŋě áãéěáâćãěâ!

Ňăâěňăâĺçěáłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăáá Ńĺáâőł N^∘ 11

Ăàĺäňěâĺłă ćëçěâőć

M11⋄1 (őáâăâőł áãňňë ĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï). Ćëàăğĺâě őáâăâłĺ őâ ďěńěŋĺï ŋă n çĺáěń A + B ĺ AB çěàěğ őáâăâłĺ a ĺ b áăňĺå çĺáěń A, B.

M11⋄2. Ŋăľďĺâě ŕőáńěďŋîî æĺäàã ĺ őáâăâőł őâ ďěńěŋĺï ŋă 7 ã 1998^{1999} ĺ 1998^{19992000} . M11⋄3. Ćěàŋő ńĺ, çâő 2222^{5555} + 5555^{2222} ďěńĺâáï ŋă 7, ă 2^{70} + 3^{70} — ŋă 13? M11⋄4. Ňőęěâ ńĺ łćăďàăâ ŋăâãàăńìŋőčő çĺáńă ďăćăâì őáâăâőł 2 őâ ďěńěŋĺï ŋă 6? Łăłĺě őáâăâłĺ ňőčãâ ďăćăâì łćăďàăâë ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń őâ ďěńěŋĺï ŋă 8?

M11⋄5. Ĺňěěâ ńĺ ãàăćŋěŋĺě x^2 + y^2 + z^2 = 2 xyz ŋěŋãńěćëě àěèěŋĺï ć æěńëå çĺáńăå? M11⋄6. Ćěàŋő ńĺ, çâő: a) a^2 + b^2 . 7 ⇒ a . 7 ĺ b . 7? b^*) a^3 + b^3 + c^3 . 7 ⇒ abc . 7?

c^*) a^2 + b^2 + c^2 + d^2 + e^2 . 9 ⇒ abcde . 9?

Ăàĺäňěâĺłă ćëçěâőć ŕő ňőďãńî 7 (ĺńĺ 7-ăàĺäňěâĺłă) Z/7 Z áőáâőĺâ ĺğ áěňĺ “çĺáěń” — őáâăâłőć őâ ďěńěŋĺï ŋă 7 (ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì ĺå [0]_7, [1]_7, . . . , [6]_7). Ŕő őŕàěďěńěŋĺî, [x]_7 + [y]_7 ěáâì őáâăâőł őâ ďěńěŋĺï ŋă 7 áãňňë x + y, ă [x]_7 · [y]_7 — őáâăâőł ŕàőĺğćěďěŋĺï xy.

M11⋄7. Śőáâăćìâě ďńï 7-ăàĺäňěâĺłĺ âăąńĺæë áńőęěŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï ĺ ŕàőćěàìâě, çâő íâĺ őŕěàăæĺĺ ŕőďçĺŋïîâáï őąëçŋëň ŕěàěňěáâĺâěńìŋőňã, áőçěâăâěńìŋőňã ĺ àăáŕàěďěńĺâěńìŋőňã ğăłőŋăň. Ďăľâě őŕàěďěńěŋĺě ŕàőâĺćőŕőńőęŋőčő çĺáńă −a ĺ őąàăâŋőčő çĺáńă a^{−1} ł ďăŋŋőňã çĺáńã a ∈ Z/7Z. Śőáâăćìâě âăąńĺæë ŕàőâĺćőŕőńőęŋëå ĺ őąàăâŋëå çĺáěń. Śŕàăćěďńĺćë ńĺ ć 7-ăàĺäňěâĺłě âőęďěáâćă (−1) · a = −a ĺ (−a) · (−b) = ab?

M11⋄8. Ďăľâě őŕàěďěńěŋĺě n-ăàĺäňěâĺłĺ Z/nZ ĺ áőáâăćìâě âăąńĺæë áńőęěŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï ďńï 5-, 6- ĺ 8-ăàĺäňěâĺł. Ćěàŋő ńĺ, çâő ŕàĺ ãňŋőęěŋĺĺ ć n-ăàĺäňěâĺłě

a) ã ćáěå ŋěŋãńěćëå çĺáěń ěáâì őąàăâŋëě b) “ňĺŋãá” ŋă “ňĺŋãá” ďăě̈â “ŕńîá” c) a ≠ 0 ĺ b ≠ 0 ⇒ ab ≠ 0 d) ab = ac ĺ a ≠ 0 ⇒ b = c e) a ≠ 0 ⇒ a^n ≠ 0 ∀ n ⩾ 1 f) áâěŕěŋĺ a^0, a^1, a^2, a^3, . . . ńîąőčő a ∈ Z/nZ ćáěčďă “ğăæĺłńĺćăîâáï”?

M11⋄9. Ćëçĺáńĺâě áãňňã ćáěå çĺáěń n-ăàĺäňěâĺłĺ. Ďěńĺâáï ńĺ 1^3 + 2^3 + · · · + 28^3 ŋă 29? M11⋄10 (ŕőğĺæĺőŋŋëě ŕàĺğŋăłĺ ďěńĺňőáâĺ). Ćëçĺáńĺâě őáâăâłĺ ćáěå áâěŕěŋěľ ďěáïâłĺ őâ ďěńěŋĺï ŋă 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7 ĺ áłăęĺâě, łăł čńïďï ŋă æĺäàë ďěáïâĺçŋőľ ğăŕĺáĺ ďăŋŋőčő çĺáńă (áłăęěň, abcdefghi) ãğŋăâì, ďěńĺâáï ńĺ őŋő ŋă 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7?

M11⋄11. Ş łăłĺå çĺáěń 5-, 6- ĺ 8-ăàĺäňěâĺł ěáâì őąàăâŋëě (âăłĺě çĺáńă ŋăğëćăîâáï őąàăâĺňëňĺ)? Şłăęĺâě íâĺ őąàăâŋëě ïćŋő.

M11⋄12. Ďőłăęĺâě, çâő áńěďãîéĺě áćőľáâćă a ∈ Z/nZ ŕőŕăàŋő íłćĺćăńěŋâŋë:

a) a őąàăâĺň; b) őâőąàăęěŋĺě ãňŋőęěŋĺï ŋă a: Z/nZ^{x→ax}−−−−→ Z/nZ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋő; c) ax = 0 ⇒ x = 0 ; d) ax = ay ⇒ x = y ; e) ∀y ∃x : ax = y ; f) ŋőď(a, n) = 1 .

M11⋄13^* (âěőàěňă Ćĺńìáőŋă). Ůěňã àăćŋő ŕàőĺğćěďěŋĺě ćáěå ŋěŋãńěćëå çĺáěń n-ăàĺäňěâĺłĺ ŕàĺ ŕàőáâőň ĺ áőáâăćŋőň n? Ćěàŋő ńĺ, çâő ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő p ⩾ 2 ŕàőáâő, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ őŋő ďěńĺâ (p − 1)! + 1?

M11⋄14^* (čőňőňőàäĺğň Ťàőąěŋĺãáă). Ŕãáâì p – ŕàőáâőě. Ďőłăęĺâě, çâő Ś^k_p ďěńĺâáï ŋă p ŕàĺ ćáěå 1 < k < p ĺ çâő ć p-ăàĺäňěâĺłě ćëŕőńŋěŋő âőęďěáâćő (a + b)^p = a^p + b^p.

M11⋄15^* (ňăńăï âěőàěňă Ťěàňă). Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő a ∈ N ĺ ŕàőáâőčő p áâěŕěŋì a^p ĺňěěâ âőâ ęě őáâăâőł őâ ďěńěŋĺï ŋă p, çâő ĺ a.

Ňăâěňăâĺçěáłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăáá Ńĺáâőł N^∘ 11^1_2 (ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ)

Ŕàőáâëě çĺáńă ĺ àăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺâěńĺ

Ůĺáńő p∈Z ŋăğëćăěâáï ŕàőáâëň, ěáńĺ őŋő ďěńĺâáï âőńìłő ŋă ±1 ĺ ±p.

M11^1_2 ⋄1. Ŋăľďĺâě ćáě ŕàőáâëě çĺáńă, łőâőàëě őďŋőćàěňěŋŋő ŕàěďáâăćńïîâáï ć ćĺďě áãňňë ĺ ć ćĺďě àăğŋőáâĺ ďćãå ŕàőáâëå çĺáěń.

M11^1_2 ⋄2. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőáâëå çĺáěń ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő.

M11^1_2 ⋄3. Śãéěáâćãîâ ńĺ ŋă çĺáńőćőľ ŕàïňőľ áłőńì ãčőďŋő ďńĺŋŋëě őâàěğłĺ, ŋě áőďěàęăéĺě ŋĺ őďŋőčő ŕàőáâőčő çĺáńă?

M11^1_2 ⋄4^*. Ćěàŋő ńĺ, çâő áàěďĺ çĺáěń ćĺďă a) 2^{2k} −1 b) 1 k 00 . . . 00 3 c) k 33 . . . 33 1 ĺňěěâáï ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő áőáâăćŋëå?

M11^1_2 ⋄5 (őáŋőćŋőě áćőľáâćő ŕàőáâëå çĺáěń). Ŕãáâì p∈Z ŕàőáâőě. Ďőłăęĺâě, çâő ∀ a, b ∈Z ŕàőĺğćěďěŋĺě ab ďěńĺâáï ŋă p âőńìłő ěáńĺ a ĺńĺ b ďěńĺâáï ŋă p. Ąëćăîâ ńĺ ŋěŕàőáâëě çĺáńă p á âăłĺň áćőľáâćőň?

M11^1_2 ⋄6. Ŕãáâì p > 0 ŕàőáâőě. Śãéěáâćãîâ ńĺ x, y ∈ N : x^2 = p y^2?

M11^1_2 ⋄7^*. Śãéěáâćãîâ ńĺ n ⩾ 1 àăğńĺçŋëå ŕàőáâëå çĺáěń p_1, p_2, . . . , p_n ĺ àăæĺőŋăńìŋëě çĺáńă λ_1, λ_2, . . . , λ_n , ďńï łőâőàëå λ_1 √ p_1 + λ_2 √ p_2 + · · · + λ_n √ p_n àăæĺőŋăńìŋő? İâő ćěáìňă âàãďŋăï ğăďăçă. Ŕőŕëâăľâěáì àěèĺâì ěě̈ åőâï ąë ďńï n = 1, 2, 3.

M11^1_2 ⋄8 (äăłâőàĺăńìŋőáâì Z). Ďőłăęĺâě, çâő ńîąőě æěńőě çĺáńő z ňőęŋő ŕàěďáâăćĺâì ć ćĺďě ŕàőĺğćěďěŋĺï z = ±p_1p_2p_3 · · · p_s, ć łőâőàőň ćáě áőňŋőęĺâěńĺ áãâì ŋăâãàăńìŋëě ŕàőáâëě çĺáńă (ŋě őąïğăâěńìŋő àăğŋëě), ĺ ńîąëě ďćă âăłĺå àăğńőęěŋĺï (ŋăŕàĺňěà, ŕőńãçěŋŋëě àăğŋëňĺ áŕőáőąăňĺ) ňőčãâ àăğńĺçăâìáï âőńìłő ŕőàïďłőň áńěďőćăŋĺï ňŋőęĺâěńěľ.

M11^1_2 ⋄9. Řăğńőęĺâě ŋă ŕàőáâëě ňŋőęĺâěńĺ ćáě çĺáńă A, B ĺğ ğăď. M3⋄6. M11^1_2 ⋄10. Śłőńìłő àăğńĺçŋëå ŋăâãàăńìŋëå ďěńĺâěńěľ ã çĺáńă: a) 27; b) 35; c) 67500;

d) p^{m1}_1 p^{m2}_2 p^{m3}_3 · · · p^{ms}_s (p_ν — ŕőŕăàŋő àăğŋëě ŕàőáâëě).

M11^1_2 ⋄11. Ŋăľďĺâě ćáě łàăâŋëě 30 çĺáńă c àőćŋő âàĺďæăâìî ŋăâãàăńìŋëňĺ ďěńĺâěńïňĺ. M11^1_2 ⋄12^*. Ŕěàěçĺáńĺâě ćáě n∈N, ĺňěîéĺě ŋě ňěŋěě √ n ŋăâãàăńìŋëå ďěńĺâěńěľ.

Ťãŋłæĺï İľńěàă. Őąőğŋăçĺň çěàěğ φ(n) łőńĺçěáâćő őąàăâĺňëå çĺáěń ć n-ăàĺäňěâĺłě (â. ě. łőńĺçěáâćő ćáěå ŋě ŕàěćőáåőďïéĺå n ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń, ćğăĺňŋő ŕàőáâëå á n, áň. ğăď. M11⋄12). Őâőąàăęěŋĺě n → φ(n) ŋăğëćăěâáï äãŋłæĺěľ İľńěàă.

M11^1_2 ⋄13. Ĺğőąàăğĺň çĺáńă n-ăàĺäňěâĺłĺ Z/nZ âőçłăňĺ, ğăäĺłáĺàãěň łăłőě-ńĺąő őďŋő çĺáńő a ∈ Z/nZ , ĺ ĺğ łăęďőľ âőçłĺ x ∈ Z/nZ ŕàőćěďě̈ň áâàěńłã ć âőçłã ax. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ a őąàăâĺň, âő ŋă íâőľ łăàâĺŋłě ďćĺęěŋĺě ŕő áâàěńłăň àăáŕăďăěâáï ŋă ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï æĺłńë, ŕàĺçě̈ň łăęďëľ æĺłń, áőďěàęăéĺľ åőâì őďŋő őąàăâĺňőě çĺáńő, ćěáì áőáâőĺâ ĺğ őąàăâĺňëå çĺáěń, ĺ ćáě æĺłńë, áőáâőïéĺě ĺğ őąàăâĺňëå çĺáěń, ĺňěîâ őďĺŋăłőćãî ďńĺŋã.

M11^1_2 ⋄14 (âěőàěňă İľńěàă). Ĺáŕőńìğãï ŕàěďëďãéãî ğăďăçã, ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąëå ćğăĺňŋő ŕàőáâëå a, b ∈ N çĺáńő a^{φ(b)} ĺňěěâ őáâăâőł 1 őâ ďěńěŋĺï ŋă b.

M11^1_2 ⋄15. Ćëçĺáńĺâě φ(n) ďńï a) n = 36 b) n = p^k (p – ŕàőáâőě) c) n = p_1p_2p_3 · · · p_s d^*) n = p^{m1}_1 p^{m2}_2 p^{m3}_3 · · · p^{ms}_s (p_ν ŕőŕăàŋő àăğŋëě ŕàőáâëě).

Ąěáłőŋěçŋëě ňŋőęěáâćă

M12⋄1^∘. Ŕàĺďãňăľâě ňŋőęěáâćő A, ćńőęěŋĺě A^{⊂ φ} A ĺ ŋăńőęěŋĺě A^ψ A, łőâőàëě, őďŋăłő, ŋě ïćńïîâáï ąĺěłæĺïňĺ. Ćőğňőęŋő ńĺ âăłőě ďńï łőŋěçŋőčő ňŋőęěáâćă A?

M12⋄2. Šőńï àĺáãěâ ŋă ďőáłě 10 łàěáâĺłőć, ŕőáńě çěčő Łőńï áâĺàăěâ őďĺŋ ĺğ ŋĺå, ğăâěň Šőńï àĺáãěâ ěéě̈ 10 łàěáâĺłőć, ă Łőńï áâĺàăěâ ěéě̈ őďĺŋ łàěáâĺł ĺ â. ď. Ŋă ŕěàćãî ŕăàã åőďőć ãåőďĺâ 1 áěł., ŋă ćâőàãî — ŕőń áěłãŋďë, ŋă âàěâìî — çěâćěàâì ĺ â. ď. Šőńï ćëĺčàëćăěâ, ěáńĺ çěàěğ 2 áěł. ŋă ďőáłě ąãďěâ åőâì őďĺŋ łàěáâĺł; ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ćëĺčàëćăěâ Łőńï. Łâő ŕőąěďĺâ ŕàĺ ŕàăćĺńìŋőľ ĺčàě?

M12⋄3. Ąěáłőŋěçŋëľ ŋăŕàăćő ĺ ćŋĺğ ńĺáâ łńěâçăâőľ ąãňăčĺ áŕńőèì ğăŕőńŋěŋ łàěáâĺłăňĺ ĺ ŋőńĺłăňĺ. Ćáěčďă ńĺ, čńïďï ŋă íâőâ ńĺáâ, ňőęŋő ŕőáâàőĺâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì łàěáâĺłőćŋőńĺłőć, ŋě áőćŕăďăîéãî ŋĺ á őďŋőľ ĺğ áâàőł?

Śçě̈âŋëě ňŋőęěáâćă. Ňŋőęěáâćő M ŋăğëćăěâáï áçě̈âŋëň, ěáńĺ őŋő ĺğőňőàäŋő ňŋőęěáâćã ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń N. Ĺŋăçě čőćőàï, ňŋőęěáâćő M áçě̈âŋő, ěáńĺ ćáě ěčő íńěňěŋâë ňőęŋő ğăŋãňěàőćăâì àăğŋëňĺ ŋăâãàăńìŋëňĺ çĺáńăňĺ, âăł çâő ćáě ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă ąãďãâ ŕàĺ íâőň ĺğàăáåőďőćăŋë.

M12⋄4. Śçě̈âŋő ńĺ ňŋőęěáâćő: a) ŕàőáâëå b) æěńëå c) àăæĺőŋăńìŋëå çĺáěń? M12⋄5. Śçě̈âŋő ńĺ ňŋőęěáâćő âőçěł łőőàďĺŋăâŋőľ ŕńőáłőáâĺ, őąě łőőàďĺŋăâë łőâőàëå a) æěńëě b) àăæĺőŋăńìŋëě?

M12⋄6. Ćáěčďă ńĺ ąěáłőŋěçŋőě ŕőďňŋőęěáâćő áçě̈âŋőčő ňŋőęěáâćă áçě̈âŋő? M12⋄7. §ćńïěâáï ńĺ áçě̈âŋëň őąêěďĺŋěŋĺě a) áçě̈âŋőčő ňŋőęěáâćă á łőŋěçŋëň ňŋőęěáâćőň;

b) łőŋěçŋőčő çĺáńă (ŋăŕàĺňěà, ďćãå ĺńĺ âàě̈å) áçě̈âŋëå ňŋőęěáâć; c) áçě̈âŋőčő ňŋőęěáâćă áçě̈âŋëå ňŋőęěáâć?

M12⋄8. Ŕãáâì ŕàĺ őâőąàăęěŋĺĺ ňŋőęěáâć A^f−−→ B ã łăęďőčő b∈B ĺňěěâáï ŋěŕãáâőě a) łőŋěçŋőě b) łőŋěçŋőě ĺńĺ áçě̈âŋőě ňŋőęěáâćő ŕàőőąàăğőć.

Ćěàŋő ńĺ, çâő A áçě̈âŋő âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă B áçě̈âŋő?

M12⋄9. Śçě̈âŋő ńĺ ňŋőęěáâćő a) łőŋěçŋëå b) ąěáłőŋěçŋëå áńőć ĺğ ąãłć a ĺ ą ? M12⋄10. Śçě̈âŋő ńĺ ňŋőęěáâćő ćáěå: a) łőŋěçŋëå b) áçě̈âŋëå ŕőďňŋőęěáâć áçě̈âŋőčő ňŋőęěáâćă?

Ňőéŋőáâì. Ŕàő ĺğőňőàäŋëě ňŋőęěáâćă čőćőàïâ, çâő őŋĺ àăćŋőňőéŋë. Ěáńĺ ňŋőęěáâćő A ĺğőňőàäŋő ŋěłőâőàőňã ŕőďňŋőęěáâćã ňŋőęěáâćă B, ŋő ŋě ĺğőňőàäŋő áăňőňã B, âő čőćőàïâ, çâő B ňőéŋěě A.

M12⋄11^*. Ďőłăęĺâě, çâő ňŋőęěáâćő őâőąàăęěŋĺľ ĺğ ŕàőĺğćőńìŋőčő ňŋőęěáâćă A ć ńîąőě ňŋőęěáâćő, áőďěàęăéěě ŋě ňěŋěě ďćãå íńěňěŋâőć, ňőéŋěě, çěň A.

M12⋄12^*. Ďőłăęĺâě, çâő ňŋőęěáâćő ćáěå ŕőďňŋőęěáâć ŋěŕãáâőčő ňŋőęěáâćă A ňőéŋěě, çěň A. M12⋄13. Ŕőáâàőľâě ąĺěłæĺî ňěęďã őâàěğłőň [0, 1] ĺ ŕőńãĺŋâěàćăńőň [0, 1). M12⋄14^* (âěőàěňă Łăŋâőàă - Ąěàŋèâěľŋă). Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ňŋőęěáâćő B àăćŋőňőéŋő ŕőďňŋőęěáâćã ňŋőęěáâćă A, ă ňŋőęěáâćő A àăćŋőňőéŋő ŕőďňŋőęěáâćã ňŋőęěáâćă B, âő A ĺ B àăćŋőňőéŋë.

Ő ŕàőâĺćőàěçĺïå. Ćëáłăğëćăŋĺě ŕàőâĺćőàěçĺćő, ěáńĺ ĺğ ŋěčő áńěďãěâ ńőęŋőě ãâćěàęďěŋĺě (â. ě. ćëáłăğëćăŋĺě âĺŕă “A ĺ ŋě A”). Ĺğ ńőęŋőčő ãâćěàęďěŋĺï áńěďãěâ ćáě̈ çâő ãčőďŋő.

M12⋄15^* (ãàőłĺ ďěňőłàăâĺĺ - 2). Ąëń, ŕőňŋĺâáï, ć Ďãňě âăłőľ ňěę ďěŕãâăâăňĺ àăğčőćőà:

ę: “Ŋă áńěďãîéěľ ŋěďěńě ďãňã âőçŋő àăáŕãáâïâ! ” ğ: “Ć łăłőľ ęě ďěŋì? ” ę: “Őą íâőň ŋě ąãďěâ ĺğćěáâŋő ďăęě ŋăłăŋãŋě! ”.

Ďőłăęĺâě, çâő ćëáłăğëćăŋĺï č-ŋă ę ŕàőâĺćőàěçĺćë.

M12⋄16^*. Ďőłăęĺâě ŕàőâĺćőàěçĺćőáâì âăłĺå ŕőŋïâĺľ: a) “ňŋőęěáâćő ćáěå ňŋőęěáâć”;

b) “ňŋőęěáâćő ćáěå ňŋőęěáâć, ğăďăîéĺåáï äàăğőľ ĺğ ⩽ 2000 âĺŕőčàăäáłĺå ğŋăłőć”.

Ďěľáâćĺâěńìŋëě çĺáńă ĺ ąďď

Ąěáłőŋěçŋăï ďěáïâĺçŋăï ďàőąì (ąďď) — íâő łőŋěçŋăï ćńěćő ĺ ąěáłőŋěçŋăï ćŕàăćő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďěáïâĺçŋëå æĺäà ćĺďă ±b_{−n} . . . b_{−1}b_0, b_1b_2 . . . b_m . . . . Łãáłĺ áńěćă ĺ áŕàăćă őâ ğăŕïâőľ ŋăğëćăîâáï æěńőľ ĺ ďàőąŋőľ çăáâïňĺ ďăŋŋőľ ąďď. Ěáńĺ ąďď ĺňěěâ ńĺèì łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő ŋěŋãńěćëå æĺäà, âő őŋă ŋăğëćăěâáï łőŋěçŋőľ; ã âăłőľ ąďď ćáě æĺäàë ŕàăćěě ŋěłőěčő àăğàïďă — ŋãńĺ, ĺ ĺå őąëçŋő ŋě ŕĺèãâ. Ňŋőęěáâćő ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń R ŕőńãçăěâáï ĺğ ňŋőęěáâćă ćáěå ąďď ŕãâě̈ň őâőęďěáâćńěŋĺï ďàãč á ďàãčőň ŋěłőâőàëå ŕăà ąďď ŕő áńěďãîéěňã ŕàăćĺńã: ďćě ąďď, ŕő őŕàěďěńěŋĺî, ĺğőąàăęăîâ őďŋő ĺ âő ęě ďěľáâćĺâěńìŋőě çĺáńő, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ őŋĺ őďŋőčő ğŋăłă ĺ áãéěáâćãěâ ŋőňěà i∈Z, âăłőľ çâő æĺäàë íâĺå ďàőąěľ ćő ćáěå àăğàïďăå ńěćěě i-âőčő áőćŕăďăîâ, ć i-âőň àăğàïďě àăğńĺçăîâáï àőćŋő ŋă ěďĺŋĺæã, ĺ ďàőąì á ąőńìèěľ i-âőľ æĺäàőľ ĺňěěâ áŕàăćă őâ i-âőčő àăğàïďă őďŋĺ ŋãńĺ, ă á ňěŋìèěľ — őďŋĺ ďěćïâłĺ. Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, b_β . . . b_{i−1} b_i 9 9 9 9 . . . = b_β . . . b_{i−1} (b_i + 1) 0 0 0 0 . . . łăł ďěľáâćĺâěńìŋëě çĺáńă. Ěáńĺ ďěľáâćĺâěńìŋőě çĺáńő ĺňěěâ ďćă ŕàěďáâăćńěŋĺï ć ćĺďě ąďď, âő ŕàěďáâăćńěŋĺě, őłăŋçĺćăîéěěáï ŋãńïňĺ, ňë ąãďěň ŋăğëćăâì áâăŋďăàâŋëň ĺ ĺáŕőńìğőćăâì ŕő ãňőńçăŋĺî ĺňěŋŋő ěčő.

M13⋄1. Ďőłăęĺâě, çâő ňŋőęěáâćő R ŋěáçě̈âŋő.

Ŋěàăćěŋáâćă. Ŕőńőęĺâěńìŋëě ąďď ąőńìèě őâàĺæăâěńìŋëå. Ďńï áàăćŋěŋĺï ďćãå ŕőńőęĺâěńìŋëå ąďď ĺå áâăŋďăàâŋëě ŕàěďáâăćńěŋĺï ğăŕĺáëćăîâ ďàãč ŕőď ďàãčőň, ćëàőćŋĺć ŕő ğăŕïâőľ; ňěŋìèěľ áçĺâăěâáï ąďď á ňěŋìèěľ áăňőľ ńěćőľ ĺğ ŋěáőćŕăďăîéĺå æĺäà. Ďńï őâàĺæăâěńìŋëå ąďď ŋăőąőàőâ: −a < −b ⇔ a > b. Őčàăŋĺçěŋŋőáâì. Ůĺáńő b ∈ R ŋăğëćăěâáï ćěàåŋěľ čàăŋìî ďńï ďăŋŋőčő ňŋőęěáâćă ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń M ⊂ R, ěáńĺ b ⩾ x ∀ x ∈ M . Ňŋőęěáâćő M ⊂ R ŋăğëćăěâáï őčàăŋĺçěŋŋëň áćěàåã, ěáńĺ ã ŋěčő ěáâì ćěàåŋïï čàăŋì. Ăŋăńőčĺçŋő őŕàěďěńïîâáï ŋĺęŋïï čàăŋì ĺ őčàăŋĺçěŋŋőáâì áŋĺğã. Ňŋőęěáâćă őčàăŋĺçěŋŋëě őďŋőćàěňěŋŋő ĺ áćěàåã ĺ áŋĺğã ŋăğëćăîâáï ŕàőáâő őčàăŋĺçěŋŋëňĺ.

M13⋄2^∘. Ŋě ãŕőâàěąńïï őâàĺæăŋĺľ, ďăľâě őŕàěďěńěŋĺï:

a) çĺáńă, ŋě ïćńïîéěčőáï ŋĺęŋěľ čàăŋìî ďăŋŋőčő ňŋőęěáâćă M ⊂ R; b) ňŋőęěáâćă, ŋěőčàăŋĺçěŋŋőčő áćěàåã c) ŋěőčàăŋĺçěŋŋőčő ňŋőęěáâćă.

Ňăłáĺňăńìŋëě íńěňěŋâë. Ůĺáńő m ∈ M, âăłőě çâő m ⩾ x ∀ x ∈ M , ŋăğëćăěâáï ňăłáĺňăńìŋëň íńěňěŋâőň ňŋőęěáâćă M ⊂ R. Ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ć ňŋőęěáâćě ŋĺęŋĺå čàăŋěľ ďăŋŋőčő ňŋőęěáâćă M ŋăğëćăěâáï âőçŋőľ ŋĺęŋěľ čàăŋìî (áőłàăéě̈ŋŋő: âŋč) ĺ őąőğŋăçăěâáï inf M (őâ ńăâĺŋáłőčő “infimum”).

M13⋄3^∘. Ďăľâě őŕàěďěńěŋĺě ňĺŋĺňăńìŋőčő íńěňěŋâă ĺ âőçŋőľ ćěàåŋěľ čàăŋĺ (áőłàăéě̈ŋŋő: âćč) ďăŋŋőčő ňŋőęěáâćă M ⊂ R (őŋă őąőğŋăçăěâáï sup M — őâ ńăâĺŋáłőčő “supremum”).

M13⋄4. Łăęďőě ńĺ őčàăŋĺçěŋŋőě áćěàåã ŕőďňŋőęěáâćő ć R ĺňěěâ ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ? M13⋄5. Ćëçĺáńĺâě âćč ňŋőęěáâć: a) {0, 3 ; 0, 33 ; 0, 333 ; 0, 3333 ; 0, 33333 ; . . . } ;

b) áãňň 1 + q + q^2 + · · · + q^m á äĺłáĺàőćăŋŋëň 0 < q < 1 (áłăęěň, q = 1⧸2) ĺ ńîąëň m∈N. M13⋄6. Ćěàŋő ńĺ, çâő ńîąăï ąďď b ∈ R ěáâì âćč ňŋőęěáâćă:

a) ćáěå ąďď, ňěŋìèĺå b; b) ćáěå łőŋěçŋëå ąďď, ňěŋìèĺå b; c) ćáěå łőŋěçŋëå ąďď, ïćńïîéĺåáï ŋăçăńìŋëňĺ łãáłăňĺ b.

M13⋄7 (âěőàěňă ő ŕőńŋőâě). Ďőłăęĺâě, çâő łăęďőě őčàăŋĺçěŋŋőě áćěàåã ŕőďňŋőęěáâćő ć R ĺňěěâ âőçŋãî ćěàåŋîî čàăŋì, ă łăęďőě őčàăŋĺçěŋŋőě áŋĺğã – âőçŋãî ŋĺęŋîî.

M13⋄8 (áńőęěŋĺě ĺ ãňŋőęěŋĺě). Śãňňőľ ąďď a, b ∈ R ŋăğëćăěâáï âćč çĺáěń ćĺďă α + β, čďě α < a ĺ β < b — ćáěćőğňőęŋëě łőŋěçŋëě ąďď. Ăŋăńőčĺçŋő, ŕàőĺğćěďěŋĺě ab ďćãå ŕőńőęĺâěńìŋëå ąďď — íâő âćč çĺáěń ćĺďă αβ á łőŋěçŋëňĺ ŕőńőęĺâěńìŋëňĺ α < a ĺ β < b (ŋă ŋěŕőńőęĺâěńìŋëě ąďď ŕàőĺğćěďěŋĺě àăáŕàőáâàăŋïěâáï ŕő áâăŋďăàâŋőňã ŕàăćĺńã “−” ŋă “−” ďăě̈â “+”). Ďőłăęĺâě, çâő íâĺ őŕàěďěńěŋĺï łőààěłâŋë (â. ě. ŋãęŋëě âćč áãéěáâćãîâ), ďăîâ ďńï łőŋěçŋëå a ĺ b âő ęě, çâő ĺ àăŋìèě, ĺ ŕàőćěàìâě, çâő a(b + c) = ab + ac ∀ a, b, c∈R .

M13⋄9 (łőàŋĺ). Ŕãáâì b ∈ R ěáâì âćč łőŋěçŋëå ąďď β á β^2 < 5. Ďőłăęĺâě, çâő b áãéěáâćãěâ ĺ ćëçĺáńĺâě b^2.

Ňăâěňăâĺçěáłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăáá Ńĺáâőł N^∘ 13^1_2 (ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ)

Őą ãŕőàïďőçěŋĺĺ

Šàĺ ãàőćŋï ŕőàïďłă. Ňŋőęěáâćő ŋăğëćăěâáï çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋëň (çãňőň), ěáńĺ ŕàő ŋěłőâőàëě ŕăàë ěčő íńěňěŋâőć a, b ňőęŋő áłăğăâì a ⩽ b ĺńĺ b ⩽ a, âăł çâő ŕàĺ íâőň ćëŕőńŋěŋë âàĺ áćőľáâćă: (1) a ⩽ a ∀a , (2) a ⩽ b ĺ b ⩽ a ⇒ a = b , (3) a ⩽ b ĺ b ⩽ c ⇒ a ⩽ c . Ŕőďňŋőęěáâćő [. . . x]^{def}= { m ∈ M | m ⩽ x } çãňă M ŋăğëćăěâáï ŋăçăńìŋëň őâàěğłőň M ďő x. çãň ŋăğëćăěâáï ãŕőàïďőçěŋŋëň (ĺńĺ ńĺŋěľŋő ãŕőàïďőçěŋŋëň), ěáńĺ őâŋőèěŋĺě ŕőàïďłă őŕàěďěńěŋő ďńï ńîąőľ ŕăàë íńěňěŋâőć. Ć ńĺŋěľŋő ãŕőàïďőçěŋŋőň ňŋőęěáâćě ňőęŋő ććěáâĺ őâŋőèěŋĺě a < b őğŋăçăîéěě, çâő a ≠ b ĺ a ⩽ b; âőčďă ∀a, b ąãďěâ ćëŕőńŋěŋă ăńìâěàŋăâĺćă: ńĺąő a < b, ńĺąő a = b, ńĺąő a > b. İńěňěŋâ μ∈M çãňă M ŋăğëćăěâáï ňĺŋĺňăńìŋëň, ěáńĺ ∀ x∈M ĺğ ŋěàăćěŋáâćă x ⩽ μ ćëâěłăěâ àăćěŋáâćő x = μ. Ńĺŋěľŋő ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő ŋăğëćăěâáï ćŕőńŋě ĺńĺ ĺŋďãłâĺćŋő ãŕőàïďőçěŋŋëň, ěáńĺ ć ńîąőň ěčő ŕőďňŋőęěáâćě ĺňěěâáï ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ. Ďćă ćŕőńŋě ãŕőàïďőçěŋŋëå ňŋőęěáâćă ŋăğëćăîâáï ŕőďőąŋëňĺ, ěáńĺ ňěęďã ŋĺňĺ ĺňěěâáï ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě, áőåàăŋïîéěě ŕőàïďőł. Łńăááë ŕőďőąŋëå ćŕőńŋě ãŕőàïďőçěŋŋëå ňŋőęěáâć ŋăğëćăîâáï âàăŋáäĺŋĺâŋëňĺ çĺáńăňĺ.

M13^1_2 ⋄1^∘. Ćëïáŋĺâě, łăłĺě ĺğ ãłăğăŋŋëå ŋĺęě őâŋőèěŋĺľ “ ≼ ” ŋă ňŋőęěáâćăå M ïćńïîâáï ãŕőàïďőçěŋĺïňĺ ĺ łăłőčő âĺŕă: a) M = N ĺ a ≼ b ⇐⇒ b ďěńĺâáï ŋă a; b) âő ęě ďńï M = Z;

c) M = N , Z , Q á őąëçŋëň ⩽ ďńï çĺáěń; d) âő ęě ďńï M = N ∪ {∞}, čďě ∞ ⩾ n ∀ n∈N ; e) M ěáâì ňŋőęěáâćő ćáěå ŕőďňŋőęěáâć ŋěłőâőàőčő ňŋőęěáâćă A ĺ a ≼ b ⇐⇒ a ⊆ b ; f) M ěáâì ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă Č ĺ a ≼ b ⇐⇒ ć Č ěáâì àěąàő −→ ab. M13^1_2 ⋄2^∘. Ďăľâě őŕàěďěńěŋĺě ňăłáĺňăńìŋőčő íńěňěŋâă çãňă ĺ ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà çãňă á ŋěáłőńìłĺňĺ ňăłáĺňăńìŋëňĺ íńěňěŋâăňĺ.

M13^1_2 ⋄3^∘. Ćěàŋő ńĺ, çâő ńîąőľ ŋăçăńìŋëľ őâàěğőł ŕàőĺğćőńìŋőčő çãňă ńĺŋěľŋő ãŕőàïďőçěŋ? M13^1_2 ⋄4 (ŕàĺŋæĺŕ âàăŋáäĺŋĺâŋőľ ĺŋďãłæĺĺ). Ŕãáâì ňŋőęěáâćő M ćŕőńŋě ãŕőàïďőçěŋő, ĺ ŕàő ěčő íńěňěŋâë ćëáłăğăŋő ŋěłőě ãâćěàęďěŋĺě U, łőâőàőě ĺáâĺŋŋő ďńï ňĺŋĺňăńìŋőčő íńěňěŋâă ňŋőęěáâćă M, ĺ ŕàĺ ćáěå m∈M ĺğ âőčő, çâő U ĺáâĺŋŋő ∀ x < m, áńěďãěâ, çâő U ĺáâĺŋŋő ďńï m. Ďőłăęĺâě, çâő U ĺáâĺŋŋő ∀ m∈M .

M13^1_2 ⋄5. Ňőęěâ ńĺ ćŕőńŋě ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő ąëâì ŕőďőąŋő áćőěňã ŋăçăńìŋőňã őâàěğłã, őâńĺçŋőňã őâ ćáěčő ňŋőęěáâćă?

M13^1_2 ⋄6. Ďőłăęĺâě, çâő őâŋőèěŋĺě a ≼ b ⇐⇒ “a ŕőďőąŋő ŋăçăńìŋőňã őâàěğłã b” ćŕőńŋě ãŕőàïďőçĺćăěâ âàăŋáäĺŋĺâŋëě çĺáńă.

Ŕőńŋëě çãňë. çãň M ŋăğëćăěâáï ŕőńŋëň, ěáńĺ ďńï łăęďőčő ńĺŋěľŋő ãŕőàïďőçěŋŋőčő ŕőďňŋőęěáâćă U ⊂ M áãéěáâćãěâ íńěňěŋâ m∈M, âăłőľ çâő u ⩽ m ∀ u∈U .

M13^1_2 ⋄7^* (âěőàěňă ő ŋěŕőďćĺęŋőľ âőçłě). Ďőłăęĺâě, çâő ńîąőě őâőąàăęěŋĺě M^f M ĺğ ŕőńŋőčő çãňă ć áěąï, őąńăďăîéěě áćőľáâćőň x ⩽ f(x) ∀ x ∈ M , ĺňěěâ ŋěŕőďćĺęŋãî âőçłã (â. ě. f(x_0) = x_0 ďńï ŋěłőâőàőčő x_0 ∈M).

Ăłáĺőňă ćëąőàă ćåőďĺâ ć áŕĺáőł ăłáĺőň “áâàőčőľ” âěőàĺĺ ňŋőęěáâć ĺ ãâćěàęďăěâ, çâő ć ńîąőň ňŋőęěáâćě ŋěŕãáâëå ňŋőęěáâć ňőęŋő ćëąàăâì ŕő őďŋőňã íńěňěŋâã ĺğ łăęďőčő ňŋőęěáâćă (ĺŋăçě čőćőàï, ďńï ńîąőčő ňŋőęěáâćă M, íńěňěŋâë łőâőàőčő áăňĺ áãâì ŋěŕãáâëě ňŋőęěáâćă, áãéěáâćãěâ őâőąàăęěŋĺě f ĺğ M ć őąêěďĺŋěŋĺě ćáěå ňŋőęěáâć M ∈M, âăłőě çâő f(M) ∈ M ∀ M ∈M ).

M13^1_2 ⋄8^*. Ćëćěďĺâě ĺğ ăłáĺőňë ćëąőàă ĺ ğăď. M13^1_2 ⋄7 áńěďãîéĺě ďćă ãâćěàęďěŋĺï^1:

a) (ńěňňă Űőàŋă) Ć ńîąőň ŕőńŋőň çãňě ěáâì ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ. b) (âěőàěňă Űěàňěńő) Ńîąőě ňŋőęěáâćő ňőęŋő ćŕőńŋě ãŕőàïďőçĺâì.

1àěèěŋĺě íâĺå (ćěáìňă âàãďŋëå) ğăďăç ŋě áâëďŋő ŕőďčńïďěâì ć łŋĺčăå: Ćăŋ Ďěà Ćăàďěŋ. Ăńčěąàă. Ň. “Ňĺà” (1976), áâà. 246–249 ĺńĺ Ŕ. Ś. Ăńěłáăŋďàőć. Ććěďěŋĺě ć âěőàĺî ňŋőęěáâć ĺ őąéãî âőŕőńőčĺî.. Ň. “Ŋăãłă” (1977), áâà. 80–83.

Łőŋâĺŋããň

Łőőàďĺŋăâŋëě ŕàőáâàăŋáâćă. Łőőàďĺŋăâŋăï ŕàïňăï R^1 — íâő ňŋőęěáâćő ćáěå ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń. Ăŋăńőčĺçŋő, łőőàďĺŋăâŋëě ŕńőáłőáâì R^2 , 3-ňěàŋőě ŕàőáâàăŋáâćő R^3 , . . . , n-ňěàŋőě ŕàőáâàăŋáâćő R^n , . . . áãâì ňŋőęěáâćă ãŕőàïďőçěŋŋëå ŕăà (x_1, x_2), âàőěł (x_1, x_2, x_3), . . . , n-őł (x_1, x_2, . . . , x_n), . . . çĺáěń x_i ∈ R. Ňŋőęěáâćő { (x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ R^n | 0 ⩽ x_i ⩽ 1 ∀ i ∈ } ŋăğëćăěâáï ěďĺŋĺçŋëň n-ňěàŋëň łãąőň ć R^n .

M14⋄1. Śłőńìłő ã n-ňěàŋőčő łãąă a) ćěàèĺŋ ; b) àě̈ąěà ; c) (n − 1)-ňěàŋëå čàăŋěľ , d^*) k-ňěàŋëå čàăŋěľ ( 0 ⩽ k ⩽ (n − 1) ).

M14⋄2. Ŋăàĺáãľâě 3-ňěàŋãî àăğćě̈àâłã ĺ őąéãî 2-ňěàŋãî ŕàőěłæĺî 4-ňěàŋőčő łãąă. Ŋěáçě̈âŋőáâì ĺ łőŋâĺŋãăńìŋőáâì. Ňŋőęěáâćő ŋăğëćăěâáï ŋěáçě̈âŋëň, ěáńĺ őŋő ąěáłőŋěçŋő ĺ ŋě áçě̈âŋő. Ŕàő ňŋőęěáâćő, àăćŋőňőéŋőě ěďĺŋĺçŋőňã őâàěğłã čőćőàïâ, çâő őŋő ĺňěěâ ňőéŋőáâì łőŋâĺŋããňă.

M14⋄3. Ćáěčďă ńĺ N \ M àăćŋőňőéŋő M, ěáńĺ M áçě̈âŋő, ă N ŋěáçě̈âŋő? M14⋄4. Ňőęŋő ńĺ ŋăàĺáőćăâì ŋěáçě̈âŋőě ňŋőęěáâćő ŕőŕăàŋő ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï a) ĺŋâěàćăńőć ŋă ŕàïňőľ? b^*) ćőáìňě̈àőł^1 ŋă ŕńőáłőáâĺ? c^*) ąãłć Š ŋă ŕńőáłőáâĺ?

M14⋄5. Ĺňěîâ ńĺ ňőéŋőáâì łőŋâĺŋããňă: a) ňŋőęěáâćő ąěáłőŋěçŋëå áńőć ĺğ ąãłć a ĺ ą ;

b^∘) ńîąőľ őâàěğőł [a, b] (á a < b) ; c) ńîąőľ ŋěŕãáâőľ ĺŋâěàćăń (a, b) ; d) ćáï ŕàïňăï ; e) m-ňěàŋëľ łãą ; f) ňŋőęěáâćő ąěáłőŋěçŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń?

Űěńëě ĺ àăæĺőŋăńìŋëě çĺáńă. ąďď á ŋãńěćőľ ďàőąŋőľ çăáâìî ŋăğëćăîâáï æěńëňĺ. Ŋă łőőàďĺŋăâŋőľ ŕàïňőľ ňŋőęěáâćő æěńëå ąďď Z ⊂ R ŕőńãçăěâáï őâłńăďëćăŋĺěň őâ 0 ćáěćőğňőęŋëå æěńëå łàăâŋëå ěďĺŋĺçŋőčő őâàěğłă. ąďď r ∈ R ŋăğëćăěâáï àăæĺőŋăńìŋőľ, ěáńĺ ∃ k, m ∈ Z : kr = m ć R. Ŕőďňŋőęěáâćő àăæĺőŋăńìŋëå ąďď Q ⊂ R ŋă çĺáńőćőľ ŕàïňőľ ĺğőąàăęăěâáï őâłńăďëćăŋĺěň őâ 0 ćáěćőğňőęŋëå őâàěğłőć, áőĺğňěàĺňëå^2 á ěďĺŋĺçŋëň.

M14⋄6. Ďőłăęĺâě, çâő łőŋěçŋëě ąďď àăæĺőŋăńìŋë. Ćěàŋő ńĺ, çâő ∀ α ∈ R ĺ ∀ ε > 0 áãéěáâćãîâ r_1, r_2 ∈ Q , âăłĺě çâő α − ε < r_1 < α < r_2 < α + ε?

M14⋄7. Ďőłăęĺâě, çâő ňŋőęěáâćă: a) ĺààăæĺőŋăńìŋëå b^*) âàăŋáæěŋďěŋâŋëå^3 ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń ĺňěîâ ňőéŋőáâì łőŋâĺŋããňă.

Ďěďěłĺŋďőćë áěçěŋĺï. Řăğąĺěŋĺě Q = A_1 ⊔ A_2 ć őąêěďĺŋěŋĺě ďćãå ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ŕőďňŋőęěáâć, âăłĺå çâő a_1 < a_2 ďńï ńîąëå a_1 ∈A_1, a_2 ∈A_2, ŋăğëćăěâáï áěçěŋĺěň ňŋőęěáâćă Q.

M14⋄8. Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő áěçěŋĺï Q = A_1 ⊔ A_2 ĺňěěâ ňěáâő àăćěŋáâćő sup A_1 = inf A_2 ĺ ćëŕőńŋïěâáï àőćŋő őďŋă ĺğ âàě̈å ćőğňőęŋőáâěľ: ńĺąő ć A_1 ěáâì ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ, ńĺąő ć A_2 ěáâì ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ, ńĺąő ďěľáâćĺâěńìŋőě çĺáńő sup A_1 = inf A_2 ĺààăæĺőŋăńìŋő.

M14⋄9. Ğăąãďěň ŋă ćàěňï ŕàő ąďď, ąãďěň ŕőŋĺňăâì Q łăł ňŋőęěáâćő őąëłŋőćěŋŋëå ďàőąěľ p⧸q á p ∈ Z, q ∈ N ĺ ŋăğőćě̈ň ďěľáâćĺâěńìŋëň çĺáńőň Ďěďěłĺŋďă ńîąőě áěçěŋĺě Q = A_1 ⊔ A_2, ć łőâőàőň A_1 ŋě ĺňěěâ ňăłáĺňăńìŋőčő íńěňěŋâă. Ďăľâě őŕàěďěńěŋĺě áãňňë ĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń Ďěďěłĺŋďă (íâő ďőńęŋő ąëâì áěçěŋĺě ŋãęŋőčő âĺŕă) ĺ ãáâăŋőćĺâě áőåàăŋïîéĺľ ăàĺäňěâĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ ĺğőňőàäĺğň ňěęďã ňŋőęěáâćőň ďěďěłĺŋďőćëå ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń ĺ ňŋőęěáâćőň ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń, őŕàěďěńě̈ŋŋőň ć ŕàěďëďãéěň ńĺáâłě ŕőáàěďáâćőň ąďď^4.

M14⋄10. Ĺáåőďï âőńìłő ĺğ ďěďěłĺŋďőćă őŕàěďěńěŋĺï ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń (â. ě. ŋě ŕőńìğãïáì ąďď, ŋő ć âěàňĺŋăå áěçěŋĺľ) ďőłăęĺâě âěőàěňã ő ŕőńŋőâě (áà. á ğăď. M13⋄7) ĺ őŕàěďěńĺâě łćăďàăâŋëě łőàŋĺ (áà. á ğăď. M13⋄9).

1ćőáìňě̈àłőľ ŋăğëćăěâáï ńîąăï ŕăàă áőŕàĺłăáăîéĺåáï ćŋěèŋĺň őąàăğőň őłàãęŋőáâěľ 2ďćă őâàěğłă ŋăğëćăîâáï áőĺğňěàĺňëňĺ, ěáńĺ őŋĺ ďőŕãáłăîâ őąéãî ěďĺŋĺæã ĺğňěàěŋĺï — âàěâĺľ őâàěğőł, łőâőàëľ æěńőě çĺáńő àăğ ãłńăďëćăěâáï ć łăęďőň ĺğ ŋĺå

3çĺáńő ŋăğëćăěâáï ăńčěąàăĺçěáłĺň, ěáńĺ őŋő ïćńïěâáï łőàŋěň ňŋőčőçńěŋă á àăæĺőŋăńìŋëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ; çĺáńă, ŋě ïćńïîéĺěáï ăńčěąàăĺçěáłĺňĺ, ŋăğëćăîâáï âàăŋáæěŋďěŋâŋëňĺ

4ŕőďáłăğłă: áőŕőáâăćìâě łăęďőňã łńăááã íłćĺćăńěŋâŋëå ąďď α ∈R áěçěŋĺě Q = { q ∈Q | q < α }⊔{ q ∈Q | q ⩾ α }

Őłàěáâŋőáâĺ ĺ ŕőłàëâĺï

M15⋄1 (ńěňňă ő ćńőęěŋŋëå őâàěğłăå). Ĺňěěâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì őâàěğłőć, łăęďëľ ĺğ łőâőàëå áőďěàęĺâáï ć ŕàěďëďãéěň. Ňőęěâ ńĺ ŕěàěáěçěŋĺě ćáěå íâĺå őâàěğłőć ąëâì ŕãáâëň?

M15⋄2. Ĺğňěŋĺâáï ńĺ őâćěâ, ěáńĺ őâàěğłĺ ğăňěŋĺâì ĺŋâěàćăńăňĺ?

M15⋄3. Čàãŕŕă ěáâěáâćőĺáŕëâăâěńěľ ć âěçěŋĺĺ 6 çăáőć ŋăąńîďăńă ğă (ŋěàăćŋőňěàŋő) ŕőńğãéěľ ãńĺâłőľ âăł, çâő őŋă ćáě̈ íâő ćàěňï ąëńă ŕőď ŕàĺáňőâàőň. Łăęďëľ ŋăąńîďăâěńì áńěďĺń ğă ãńĺâłőľ àőćŋő 1 çăá ąěğ ŕěàěàëćőć ĺ ğăäĺłáĺàőćăń, çâő őŋă ŕàőŕőńğńă ğă íâőâ çăá àőćŋő 1 ňěâà. Ňőčńă ńĺ ãńĺâłă ğă ćàěňï ćáěčő íłáŕěàĺňěŋâă ŕàőŕőńğâĺ a) 5 ň ? b) 10 ň ? c) 12 ň ?

M15⋄4 (ńěňňă ő łőŋěçŋőň ŕőłàëâĺĺ). Ďőłăęĺâě, çâő ć ńîąőň ŕőłàëâĺĺ őâàěğłă ĺŋâěàćăńăňĺ ŋăľďě̈âáï łőŋěçŋëľ ŋăąőà ĺŋâěàćăńőć, ŕőłàëćăîéĺľ ćěáì őâàěğőł.

M15⋄5. Ĺğ ńîąőčő ńĺ ŕőłàëâĺï őâàěğłă ĺŋâěàćăńăňĺ ňőęŋő ãďăńĺâì çăáâì âăł, çâőąë őáâăćèĺěáï ĺŋâěàćăńë âőęě áőáâăćńïńĺ ŕőłàëâĺě, ŋő łăęďãî âőçłã ŋăłàëćăńő ąë ŋě ąőńěě ďćãå ĺğ ŋĺå?

M15⋄6. Ĺğňěŋĺâáï ńĺ çâő-ŋĺąãďì ć ŕàěďëďãéĺå ďćãå ğăďăçăå, ěáńĺ őâàěğőł ğăňěŋĺâì ĺŋâěàćăńőň?

M15⋄7. Ćáěčďă ńĺ ĺğ ŕőłàëâĺï őâàěğłă a) łőŋěçŋëň b) ńîąëň ňŋőęěáâćőň áőďěàęăéĺåáï ćŋãâàĺ ŋěčő őâàěğłőć ňőęŋő ćëłĺŋãâì çăáâì őâàěğłőć âăł, çâőąë őáâăćèĺěáï ŕő-ŕàěęŋěňã ŕőłàëćăńĺ ĺáåőďŋëľ őâàěğőł ĺ ĺå áãňňăàŋăï ďńĺŋă ŋě ŕàěćëèăńă ąë ěčő ãďćőěŋŋőľ ďńĺŋë?

Ćŋãâàěŋŋĺě âőçłĺ ĺ őâłàëâëě ňŋőęěáâćă. Ďńï ńîąőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő çĺáńă ε ąãďěň ŋăğëćăâì ε-őłàěáâŋőáâìî âőçłĺ x_0 ∈R ĺŋâěàćăń

D_ε(x_0)^{def}= (x_0 − ε, x_0 + ε) = { x∈R : |x − x_0| < ε } = { x∈R : x_0 − ε < x < x_0 + ε }

ďńĺŋë 2ε á æěŋâàőň ć x_0. Šőçłă a∈R ŋăğëćăěâáï ćŋãâàěŋŋěľ âőçłőľ ňŋőęěáâćă M ⊂ R, ěáńĺ ã ŋěě̈ ěáâì ε-őłàěáâŋőáâì, æěńĺłőň áőďěàęăéăïáï ć M. Ňŋőęěáâćő ŋăğëćăěâáï őâłàëâëň, ěáńĺ ćáě ěčő âőçłĺ — ćŋãâàěŋŋĺě. Ĺŋăçě čőćőàï, U ⊂ R őâłàëâő, ěáńĺ ∀ u∈U ∃ ε > 0 : D_ε(u) ⊂ U (ćěńĺçĺŋă ε ňőęěâ ğăćĺáěâì őâ âőçłĺ u). Ŕãáâőě ňŋőęěáâćő âőęě, ŕő őŕàěďěńěŋĺî, áçĺâăěâáï őâłàëâëň.

M15⋄8^∘. Şąěďĺâěáì, çâő ŕàőňěęãâłĺ (−∞, a), (a, −∞) ĺ (a, b) őâłàëâë. Ňőęŋő ńĺ àăğąĺâì ĺŋâěàćăń ć őąêěďĺŋěŋĺě ďćãå ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï őâłàëâëå ňŋőęěáâć?

M15⋄9. Ďőłăęĺâě, çâő őąêěďĺŋěŋĺě ńîąőčő ŋăąőàă őâłàëâëå ňŋőęěáâć őâłàëâő. M15⋄10. Ďőłăęĺâě, çâő ŕěàěáěçěŋĺě łőŋěçŋőčő ŋăąőàă őâłàëâëå ňŋőęěáâć őâłàëâő. Šăł ńĺ íâő ďńï ŕěàěáěçěŋĺľ ąěáłőŋěçŋëå ŋăąőàőć?

M15⋄11. Ďőłăęĺâě, çâő ćáïłőě őâłàëâőě ňŋőęěáâćő ŋă ŕàïňőľ ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ őąêěďĺŋěŋĺě łőŋěçŋőčő ĺńĺ áçě̈âŋőčő ŋăąőàă ŕőŕăàŋő ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ĺŋâěàćăńőć, ć çĺáńě łőâőàëå ďőŕãáłăîâáï ĺ ŋěőčàăŋĺçěŋŋëě ĺŋâěàćăńë âĺŕă (−∞, a), (a, +∞) ĺ (−∞, +∞).

Ĺğőńĺàőćăŋŋëě âőçłĺ ĺ ďĺáłàěâŋëě ňŋőęěáâćă. Šőçłă a ∈ M ⊂ R ŋăğëćăěâáï ĺğőńĺàőćăŋŋőľ âőçłőľ ňŋőęěáâćă M, ěáńĺ ŋěłőâőàăï ěě̈ ε-őłàěáâŋőáâì ŋě áőďěàęĺâ ŋĺłăłĺå ďàãčĺå âőçěł ĺğ M. Ňŋőęěáâćő, ćáě âőçłĺ łőâőàőčő ĺğőńĺàőćăŋë, ŋăğëćăěâáï ďĺáłàěâŋëň.

M15⋄12. Ňőęěâ ńĺ ąěáłőŋěçŋőě ďĺáłàěâŋőě ňŋőęěáâćő ąëâì:

a) őčàăŋĺçěŋŋëň? b) ŋěáçě̈âŋëň?

Ňăâěňăâĺçěáłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăáá Ńĺáâőł N^∘ 15^1_2 (ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ)

Ŕàěďěńìŋëě âőçłĺ ňŋőęěáâć

Ŕàěďěńìŋëě âőçłĺ. Šőçłă x_0 ∈ R ŋăğëćăěâáï ŕàěďěńìŋőľ âőçłőľ ňŋőęěáâćă M ⊂ R, ěáńĺ ńîąăï ěě̈ ε-őłàěáâŋőáâì D_ε(x_0) áőďěàęĺâ łăłãî-ŋĺąãďì âőçłã x∈M, őâńĺçŋãî őâ x_0.

M15^1_2 ⋄1. Ŕőáâàőľâě ąěáłőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő M ⊂ R , ňŋőęěáâćő ŕàěďěńìŋëå âőçěł łőâőàőčő:

a) ŕãáâő; b) áőáâőĺâ ĺğ őďŋőľ âőçłĺ; c) áőáâőĺâ ĺğ ďćãå âőçěł; d) áőćŕăďăěâ á Z ⊂ R. M15^1_2 ⋄2. Ňőęěâ ńĺ ňŋőęěáâćő ŕàěďěńìŋëå âőçěł ąëâì ňŋőęěáâćőň ćáěå çĺáěń ćĺďă 1/k á k ∈N? M15^1_2 ⋄3. Ňőęěâ ńĺ ąěáłőŋěçŋőě őčàăŋĺçěŋŋőě ňŋőęěáâćő ŋě ĺňěâì ŕàěďěńìŋëå âőçěł?

Ğăňłŋãâëě ňŋőęěáâćă. Ňŋőęěáâćő Z ⊂ R ŋăğëćăěâáï ğăňłŋãâëň, ěáńĺ őŋő áőďěàęĺâ ćáě áćőĺ ŕàěďěńìŋëě âőçłĺ (ć çăáâŋőáâĺ, ěáńĺ ĺå ã ŋěčő ćőőąéě ŋěâ). Ŋěŕãáâëě őčàăŋĺçěŋŋëě ğăňłŋãâëě ňŋőęěáâćă ŋăğëćăîâáï łőňŕăłâăňĺ.

M15^1_2 ⋄4^∘. Ďőłăęĺâě, çâő őâàěğőł ĺ ŕàïňăï — ğăňłŋãâë, ă ĺŋâěàćăń ĺ őâłàëâëľ ńãç — ŋěâ.

Ąëćăîâ ńĺ ďĺáłàěâŋëě ŋěğăňłŋãâëě ňŋőęěáâćă? M15^1_2 ⋄5^∘. Ąëćăîâ ńĺ ąěáłőŋěçŋëě ďĺáłàěâŋëě łőňŕăłâë?

M15^1_2 ⋄6^∘. Řăğąĺćăěâáï ńĺ őâàěğőł ć őąêěďĺŋěŋĺě ďćãå ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ŋěŕãáâëå ğăňłŋãâëå ňŋőęěáâć? Ŕěàěçĺáńĺâě ćáě őďŋőćàěňěŋŋő őâłàëâëě ĺ ğăňłŋãâëě ŕőďňŋőęěáâćă ć R.

M15^1_2 ⋄7. Ďőłăęĺâě, çâő ňŋőęěáâćő Z ⊂ R ğăňłŋãâő âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ěčő ďőŕőńŋěŋĺě R \ Z = { x∈R | x ∉ Z } őâłàëâő. M15^1_2 ⋄8. Ďőłăęĺâě, çâő ŕěàěáěçěŋĺě ńîąőčő ŋăąőàă ğăňłŋãâëå ňŋőęěáâć ğăňłŋãâő. M15^1_2 ⋄9. Ďőłăęĺâě, çâő őąêěďĺŋěŋĺě łőŋěçŋőčő ŋăąőàă ğăňłŋãâëå ňŋőęěáâć ğăňłŋãâő. Šăł ńĺ íâő ďńï ąěáłőŋěçŋëå ŋăąőàőć?

M15^1_2 ⋄10 (ńěňňă ő ćńőęěŋŋëå łőňŕăłâăå). Ďőłăęĺâě, çâő ńîąăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćńőęěŋŋëå łőňŕăłâőć Ł_1 ⊃ Ł_2 ⊃ K_3 ⊃ · · · ĺňěěâ ŋěŕãáâőě ŕěàěáěçěŋĺě: ⋂ K_ν ≠ ∅. M15^1_2 ⋄11^* (ńěňňă ő łőŋěçŋőň ŕőłàëâĺĺ). Ďőłăęĺâě, çâő K ⊂ R łőňŕăłâ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ńîąőě ěčő ŕőłàëâĺě ĺŋâěàćăńăňĺ áőďěàęĺâ łőŋěçŋőě ŕőďŕőłàëâĺě.

Łăŋâőàőćő ňŋőęěáâćő. Őŕàěďěńĺň ŕő ĺŋďãłæĺĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì łőňŕăłâőć K_ν ⊂ [0, 1] áńěďãîéĺň őąàăğőň. Łăęďëľ K_ν ïćńïěâáï őąêěďĺŋěŋĺěň 2^ν őâàěğłőć: K_{ν+1} ŕőńãçăěâáï ĺğ K_ν ćëłĺďëćăŋĺěň őâłàëâőľ (â. ě. ąěğ łőŋæěćëå âőçěł) áàěďŋěľ âàěâĺ ĺğ łăęďőčő őâàěğłă, ćåőďïéěčő ć K_ν , ă K_0 = [0, 1]. Ŕěàěáěçěŋĺě K^{def}= ⋂ ν K_ν ŋăğëćăěâáï łăŋâőàőćëň ňŋőęěáâćőň (ć çěáâì Čěőàčă Łăŋâőàă). Ĺŋăçě K ⊂ [0, 1] ňőęŋő őŕàěďěńĺâì łăł ňŋőęěáâćő ćáěå çĺáěń κ ∈ [0, 1] , łőâőàëě ć âàőĺçŋőľ áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï ňőęŋő ğăŕĺáăâì ŕàĺ ŕőňőéĺ ąďď, ŋě áőďěàęăéěľ 1, ŕàĺçě̈ň ŋě âàěąãěâáï, çâőąë íâă ğăŕĺáì ąëńă áâăŋďăàâŋőľ (â. ě. őŋă ňőęěâ őłăŋçĺćăâìáï ŋă őďŋĺ ďćőľłĺ).

M15^1_2 ⋄12. Ďőłăęĺâě, çâő łăŋâőàőćő ňŋőęěáâćő ĺňěěâ ňőéŋőáâì łőŋâĺŋããňă, ŋő ŕőłàëćăěâáï łőŋěçŋëň ŋăąőàőň ĺŋâěàćăńőć áő áłőńì ãčőďŋő ňăńőľ áãňňőľ ďńĺŋ.

M15^1_2 ⋄13. Śőďěàęĺâ ńĺ łăŋâőàőćő ňŋőęěáâćő: a) ĺŋâěàćăńë? b) ĺğőńĺàőćăŋŋëě âőçłĺ? Łőŋďěŋáăæĺï ŋěáçě̈âŋëå ňŋőęěáâć. İńěňěŋâ a ∈ M ŕàőĺğćőńìŋőčő ŋěáçě̈âŋőčő ňŋőęěáâćă M ⊂ R ŋăğëćăěâáï ěčő âőçłőľ łőŋďěŋáăæĺĺ, ěáńĺ D_ε(a) ∩ M ŋěáçě̈âŋő ∀ ε > 0.

M15^1_2 ⋄14^*. Ďőłăęĺâě, çâő ňŋőęěáâćő âőçěł b ∈ M, ŋě ïćńïîéĺåáï âőçłăňĺ łőŋďěŋáăæĺĺ, łőŋěçŋő ĺńĺ áçě̈âŋő.

M15^1_2 ⋄15^*. Ňőęěâ ńĺ ňŋőęěáâćő âőçěł łőŋďěŋáăæĺĺ ĺňěâì ĺğőńĺàőćăŋŋëě âőçłĺ? M15^1_2 ⋄16^*. Ďőłăęĺâě, çâő ňŋőęěáâćő âőçěł łőŋďěŋáăæĺĺ ğăňłŋãâő.

M15^1_2 ⋄17^*. Ďőłăęĺâě, çâő ńîąőě ğăňłŋãâőě ŕőďňŋőęěáâćő ć R ĺńĺ ŕãáâő, ĺńĺ łőŋěçŋő, ĺńĺ áçě̈âŋő, ĺńĺ ĺňěěâ ňőéŋőáâì łőŋâĺŋããňă.

Řăďĺłăńìŋëě ŕàěőąàăğőćăŋĺï

(ŋăŕőňĺŋăŋĺï ĺğ ăńčěąàë)

. . . ğďěáì ćăň ŋě ãŋĺćěàáĺâěâ: âãâ čőńőćőľ ďãňăâì ŋăďő!

(ĺğ ăàňěľáłőčő îňőàă)

Ŋăŕőňŋĺň, çâő çěàěğ |a − b| (çĺâăěâáï “ňőďãńì a ňĺŋãá b”) őąőğŋăçăěâáï àăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ a ĺ

b ŋă çĺáńőćőľ ŕàïňőľ R^1 . Šăłĺň őąàăğőň, |a − b| = |b − a| àăćŋő âőľ ĺğ ďćãå àăğŋőáâěľ (a − b), (b − a),

łőâőàăï ŋěőâàĺæăâěńìŋă. Ćňěáâő |a − 0| = |0 − a| ŕĺèãâ ŕàőáâő |a|.

M16⋄1^∘. Ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå ŋĺęě ãâćěàęďěŋĺľ ćěàŋëě ďőłăęĺâě, ă ŋěćěàŋëě őŕàőćěàčŋĺâě ĺ,

ŕő ćőğňőęŋőáâĺ, ĺáŕàăćìâě: a) α β < a b ⇒ α β < α + a β + b < a b ∀ α, a, β, b∈R á β, b > 0 ; b) a ⩽ b ĺ α ⩽ β ⇒ a β ⩽ b α ∀ a, b, α, β ∈R ; c) |a − b| + |b − c| = |a − c| ∀ a, b, c∈R ; d) |a| − |b| ⩽ |a − b| ∀ a, b∈R ; e) |a| + |b| ⩾ |a + b| ∀ a, b∈R ; f) √ x^2 = x ∀ x∈R . M16⋄2. Ąěğ ŕőňőéĺ łăńìłãńïâőàă ćëïáŋĺâě, çâő ąőńìèě: a) √ 37 − 6 ĺńĺ 1⧸10; b) √ 3 − √ 2 ĺńĺ √ 5 − 2 c) 1 √ 2 − 1 ĺńĺ 5; d)^3 √ 60 ĺńĺ 2 +^3 √ 7. M16⋄3. Łăłĺě ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå ŋĺęě ŕăà çĺáěń őąàăâŋë ďàãč ďàãčã:

a) 2 − √ 3 ĺ 2 + √ 3 ; b) ( 2 √ 20 + 9

)_{100} ĺ ( 2 √ 20 − 9

)_{100}

; c) ( 7 + 5 √ 2 )_3 ĺ ( 7 − 5 √ 2 )_3 ,; d) ( 7 + 5 √ 2 )_4 ĺ ( 7 − 5 √ 2 )_4

; e) 3 + √ 2 ĺ 3 − √ 2 ; f)^3 √ 9 − 3 ĺ 3^3 √ 3 + 2^3 √ 9 + 4 .

M16⋄4. Ĺğąăćìâěáì őâ ĺààăæĺőŋăńìŋőáâĺ ć ğŋăňěŋăâěńě: a) 3 √ 7 − 2

; b) √ 5 − √ 7 √ 5 + √ 7 ; c) 2 3√ 3 + 1

; d) 3√ 3 −^3 √ 5 3√ 3 +^3 √ 5 ; e) 1 1 +^3 √ 2 +^3 √ 4 ; f^*) 1 √ 2 +^3 √ 2 ; g^*) 1 3√ x +^3 √ y +^3 √ z . M16⋄5 (äőàňãńë Ćĺěâă). Ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ (x − ϑ_1)(x − ϑ_2) · · · (x − ϑ_â) àăáłàëńĺ áłőąłĺ ĺ

áčàãŕŕĺàőćăńĺ áńăčăěňëě ŕő áâěŕěŋïň x. Ůěňã ąãďěâ àăćěŋ łőíääĺæĺěŋâ ŕàĺ x^k? Ĺğ áłőńìłĺå

áńăčăěňëå őŋ áőáâőĺâ?

M16⋄6. Ŕàĺďãňăľâě ňŋőčőçńěŋ á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ, áàěďĺ łőàŋěľ łőâőàőčő ěáâì:

a) 1 + √ 7 ; b) 5 − 2 √ 3 ; c) √ 5 ĺ √ 7 ; d) √ 3 + √ 2 . M16⋄7. Łăłĺňĺ ďőńęŋë ąëâì α, β, çâőąë (√ α + √ β )_2

= a + √ b ďńï ďăŋŋëå a, b ? Ćëďěńïï

ŕőńŋëľ łćăďàăâ ĺńĺ łãą, ĺğąăćìâěáì őâ ŋăàãęŋěčő àăďĺłăńă ć ćëàăęěŋĺïå: a) √ 3 + 2 √ 2 ; b) √ 28 + 10 √ 3 ; c) √ 67 + 12 √ 7 ; d) √ 12 + 2 √ 35 ; e)^3 √ 16 + 8 √ 5 ; f)^3 √ 37 + 30 √ 3 ; g)^3 √ 7 + 5 √ 2 ; h)^3 √ 9 √ 3 − 11 √ 2 ; i)^3 √ 21 √ 6 − 23 √ 5 . M16⋄8. Ŕãáâì α, β ∈ Q . Ćěàŋő ńĺ, çâő ŕàĺ α ≠ β çĺáńă √ α + √ β ĺ √ α − √ β ńĺąő őąă

àăæĺőŋăńìŋë, ńĺąő őąă ĺààăæĺőŋăńìŋë?

M16⋄9. Řăæĺőŋăńìŋë ńĺ çĺáńă: a) √ 5 + √ 3 ; b) √ 7 + 4 √ 3 − √ 3 ; c) (√ 5 + 1

)_3 − (√ 5 − 1

)_3 ; d) ( 1 + √ 2 )_5 + ( 1 − √ 2 )_5

; e) ( 1 + √ 3 )_{11} + ( 1 − √ 3 )_{11}

; f) (√ 3 + 1

)_{10} − (√ 3 − 1

)_{10} . M16⋄10. Ćëçĺáńĺâě ŕěàćãî âëáïçã ğŋăłőć ŕőáńě ğăŕïâőľ ã a) ( 12 − √ 143 )_{2000}

; b^*) ( 7 + √ 48 )_{1999}

; c^*) ( 7 + √ 50 )_{2000}

; d^*) ( 7 + √ 50 )_{2001} . M16⋄11^*. Ůě̈âŋă ĺńĺ ŋěçě̈âŋă æěńăï çăáâì çĺáńă ( 45 + √ 1975

)_{30} ?

Čàăäĺłĺ ĺ łàĺćëě

M17⋄1. Ťãŋłæĺï y = f(x) ĺňěěâ čàăäĺł, ĺğőąàăęě̈ŋŋëľ ŋă

àĺá. 17.1. Ŋăàĺáãľâě (ŕőâőçŋěě) čàăäĺłĺ äãŋłæĺľ:

a) 2 f(x) ; b) f(2x) ; c) f(x + 2) ; d) f(x) + 2 ; e) f(−x) ; f) f(|x|) ; g) −|f(−|x|)| ; h) 3 f(x) + 2 ; i) 3 − f(2 − x) ;

j) f ( x − 3 2 ) ; k) f ( 1 2 x − 3 ) ; l) 3 − 2f(3 − 2x) ;

m) 1 − | | | |f ( 1 − |x| 3 )| | | ; n) x f(x) ; o) 1 f(x) ; p) f ( 1 x ) . M17⋄2. Řěèĺâě ŋěàăćěŋáâćő | | 3 | 1 − 2 |x − 1| | − 5 | | ⩾ 2. Řĺá. 17.1. Čàăäĺł y = f(x)

M17⋄3. Ćëàăğĺâě äãŋłæĺî g(x) çěàěğ äãŋłæĺî f(x), ěáńĺ ĺğćěáâŋő, çâő čàăäĺł g ŕőńãçăěâáï ĺğ čàăäĺłă f a) ŕăàăńńěńìŋëň ŕěàěŋőáőň ŋă ćěłâőà (3, 5) ; b) áęăâĺěň ć 2 àăğă ł őáĺ OY ;

c) áĺňňěâàĺěľ őâŋőáĺâěńìŋő őáĺ OX ; d) áĺňňěâàĺěľ őâŋőáĺâěńìŋő ŕàïňőľ x = 3 ; e) àăáâïęěŋĺěň ć 3 àăğă őâ ŕàïňőľ y = −1 ;

f) æěŋâàăńìŋőľ áĺňňěâàĺěľ őâŋőáĺâěńìŋő ŋăçăńă łőőàďĺŋăâ ; g) čőňőâěâĺěľ á łőíääĺæĺěŋâőň 2 őâŋőáĺâěńìŋő ŋăçăńă łőőàďĺŋăâ ; h) čőňőâěâĺěľ á łőíääĺæĺěŋâőň −1⧸3 őâŋőáĺâěńìŋő âőçłĺ (−3, 2) .

M17⋄4. Ŕőáâàőľâě čàăäĺłĺ: a) 1 x ; b) 1 − 2 x + 1

; c) x + 1 x − 1 ; d)

2x + 3 2 − 3x ; e) ax + b cx + d , čďě ad ≠ bc .

M17⋄5. Ŕőáâàőľâě čàăäĺłĺ: a) x^2 ; b) 3 − 2(x − 5)^2 ; c) ax^2 + bx + c, čďě a ≠ 0 . M17⋄6. Čďě ńěęăâ áěàěďĺŋë ńîąőčő áěňěľáâćă ŕăàăńńěńìŋëå åőàď ďăŋŋőľ ŕăàăąőńë? M17⋄7. Ůâőą ŕőğŋăłőňĺâìáï á Ňăèěŋìłőľ, Ćőćőçłă áâě̈à ć ěě̈ âěâàăďłě őáĺ łőőàďĺŋăâ ã čàăäĺłőć a) y = x^2 b) y = 1⧸x . Łăł Ňăèěŋìłě âőçŋő ćőááâăŋőćĺâì ĺå æĺàłãńěň ĺ ńĺŋěľłőľ?

M17⋄8. Ňŋőęěáâćő ćáěå àěèěŋĺľ (x, y) ãàăćŋěŋĺï Ť(x, y) = 0

ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ łàĺćãî ŋă àĺá. 17.2. Ŋăàĺáãľâě (ŕőâőçŋěě) łàĺćëě, ğăďăŋŋëě ãàăćŋěŋĺïňĺ: a) Ť(x + 2, y − 1) = 0 ;

b) Ť(y, x) = 0 ; c) Ť(−x, −y) = 0 ; d) Ť(2x, y) = 0 ; e) Ť (x 2 , 2y ) = 0 ; f) Ť (|y|, x) = 0 ; g) Ť(x + y, x − y) = 0 .

M17⋄9. Ŋăŕĺèĺâě łăłőě-ŋĺąãďì ãàăćŋěŋĺě, ğăďăîéěě łàĺćãî, ŕőńãçăîéãîáï ĺğ ŕőłăğăŋŋőľ ŋă àĺá. 17.2 łàĺćőľ Ť(x, y) = 0 :

a) ŕăàăńńěńìŋëň ŕěàěŋőáőň ŋă ćěłâőà (−2, 3) ; b) àăáâïęěŋĺěň ć 2 àăğă őâ őáĺ OX ; c) áĺňňěâàĺěľ őâŋőáĺâěńìŋő őáĺ OY ; d) áĺňňěâàĺěľ őâŋőáĺâěńìŋő ŕàïňőľ y = −2 ;

Řĺá. 17.2. Łàĺćăï Ť(x, y) = 0

e) æěŋâàăńìŋőľ áĺňňěâàĺěľ őâŋőáĺâěńìŋő ŋăçăńă łőőàďĺŋăâ; f) čőňőâěâĺěľ á łőíääĺæĺěŋâőň 2 őâŋőáĺâěńìŋő ŋăçăńă łőőàďĺŋăâ;

g) ŕőćőàőâőň ŋă 45^∘ ćőłàãč ŋăçăńă łőőàďĺŋăâ; h) áęăâĺěň ć 3 àăğă ł ŕàïňőľ x = 1; i) čőňőâěâĺěľ á łőíääĺæĺěŋâőň −^1_3 őâŋőáĺâěńìŋő âőçłĺ (1, −1).

M17⋄10. Ŋăàĺáãľâě łàĺćëě: a) x^2 − y^2 = 1 ; b) 4 x^2 + 9 y^2 = 36 ; c) 16 x^2 − 25 y^2 = 400 . M17⋄11. Ŋăŕĺèĺâě ãàăćŋěŋĺě, ğăďăîéěě a) őłàãęŋőáâì àăďĺãáă 3 á æěŋâàőň ć âőçłě (−5, 2);

b) čĺŕěàąőńã y = 1⧸x, áďćĺŋãâãî ĺ ŕőćě̈àŋãâãî âăł, çâő ěě̈ æěŋâà ŋăåőďĺâáï ć âőçłě (−5, 2), ă ăáĺňŕâőâë áőáâăćńïîâ ãčńë ć 45^∘ á őáìî OX;

c) ŕăàăąőńã y = x^2, áďćĺŋãâãî ĺ ŕőćě̈àŋãâãî âăł, çâő ěě̈ ćěàèĺŋă ŋăåőďĺâáï ć âőçłě (−1, −1), ă őáì ĺďě̈â ŕőď ãčńőň 45^∘ ł őáĺ OX.

Ŕőńãçěŋĺě őæěŋőł

Ňăâăŋăńĺğ ěáâì ĺáłãááâćő ŕőńãçěŋĺï âőçŋëå àěğãńìâăâőć ŕőáàěďáâćőň ŕàĺąńĺęě̈ŋŋëå őæěŋőł. (ĺğ ŕàőäěááőàáłő - ŕàěŕőďăćăâěńìáłőčő äőńìłńìńőàă)

M18⋄1 (ŋěàăćěŋáâćő Ąěàŋãńńĺ). Ćěàŋő ńĺ, çâő (1 + α)^n ⩾ 1 + n α ∀ n ∈ N ĺ ŕàőĺğćőńìŋőčő ďěľáâćĺâěńìŋőčő α > −1?

M18⋄2. Şłăęĺâě łăłőě-ŋĺąãďì^1 m∈N, çâőąë ŕàĺ ćáěå æěńëå n ⩾ m ćëŕőńŋïńăáì őæěŋłă:

a) 1000 · 2^n < n! ; b) 100 · n^2 < 2^n ; c) 10 · n^3 < 2^n ; d) n^{10} < 2^n ; e) (1 + 10^{−4})^n > 10^6 ; f) (1 − 10^{−4})^n < 10^{−6} ; g) 1⧸(k + 1) + 1⧸(k + 2) + · · · + 1⧸(k + n) > 1/2 .

Őæěŋłĺ äãŋłæĺľ. Ťãŋłæĺï X^f R, ğăďăŋŋăï ŋă ŋěłőâőàőň ňŋőęěáâćě X, ŋăğëćăěâáï őčàăŋĺçěŋŋőľ áćěàåã (áőőâć. őčàăŋĺçěŋŋőľ áŋĺğã ĺ ŕàőáâő őčàăŋĺçěŋŋőľ) ŋă X, ěáńĺ âăłőćëň ïćńïěâáï ňŋőęěáâćő ěě̈ ğŋăçěŋĺľ f(X) ⊂ R. Ĺŋăçě čőćőàï, f őčàăŋĺçěŋă áćěàåã, ěáńĺ ∃ á ∈ R : f(x) < c ∀ x ∈ X ; f őčàăŋĺçěŋă áŋĺğã, ěáńĺ ∃ c∈R : f(x) > c ∀ x∈X ; f őčàăŋĺçěŋă, ěáńĺ ∃ c_1, c_2 ∈ R : c_1 < f(x) < c_2 ∀ x∈X .

M18⋄3. Ĺááńěďãľâě łăęďãî ĺğ äãŋłæĺľ: x^3 − 10 x , x^3 − x + 1 x^4 + 1 , x^4 − x + 1 x^4 + 1 , x^5 − x + 1 x^4 + 1 ŋă őčàăŋĺçěŋŋőáâì a) ŋă őâàěğłě [−100, 100] ; b) ŋă ćáěľ ŕàïňőľ.

M18⋄4. Łăłĺě ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå ŋĺęě äãŋłæĺľ őčàăŋĺçěŋë ŋă áćőěľ őąńăáâĺ őŕàěďěńěŋĺï ĺ á łăłőľ áâőàőŋë: a) √ x^2 + 1 − x ; b) √ x + 1 − √ x ; c) 5 x √ 2 x + 1 − √ 2 x − 1

; d)

3 + 2 x 3 x − 2 . M18⋄5. Őčàăŋĺçěŋë ńĺ áćěàåã ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ: a) a_n = C^{100}n ⧸n^{100} ? b) b_n = ( 1 + 1⧸n )_n ? Őæěŋłĺ àïďőć. Ąěáłőŋěçŋëě áãňňë âĺŕă ∑ ν⩾1 a_ν = a_1 + a_2 + a_3 + · · · ŋăğëćăîâáï àïďăňĺ. Łőŋěçŋăï

áãňňă ŕěàćëå m çńěŋőć âăłőčő àïďă s_m =^m ∑ ν=1 a_ν = a_1 + a_2 + · · · + a_m ŋăğëćăěâáï ěčő çăáâĺçŋőľ áãňňőľ. Řïď ŋěőâàĺæăâěńìŋëå ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń ŋăğëćăěâáï áåőďïéĺňáï, ěáńĺ ňŋőęěáâćő ğŋăçěŋĺľ ěčő çăáâĺçŋëå áãňň őčàăŋĺçěŋő áćěàåã; âćč íâőčő ňŋőęěáâćă ŋăğëćăěâáï áãňňőľ àïďă. Ěáńĺ çăáâĺçŋëě áãňňë ŋě őčàăŋĺçěŋë, âő čőćőàïâ, çâő àïď àăáåőďĺâáï.

M18⋄6. Ďőłăęĺâě, çâő áãňňă ŕőńőęĺâěńìŋőľ ãąëćăîéěľ ąěáłőŋěçŋőľ čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ áåőďĺâáï ĺ ćëàăğĺâě ěě̈ (ěáńĺ Ćë ďő áĺå ŕőà íâőčő ŋě áďěńăńĺ) çěàěğ ŕěàćőě áńăčăěňőě ĺ ğŋăňěŋăâěńì.

M18⋄7. Ćěàŋő ńĺ, çâő ńîąăï ε-őłàěáâŋőáâì ńîąőčő çĺáńă áőďěàęĺâ ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő àăæĺőŋăńìŋëå çĺáěń? Ňőęŋő ńĺ ŕőłàëâì ćáě àăæĺőŋăńìŋëě çĺáńă áĺáâěňőľ ĺŋâěàćăńőć, áãňňăàŋăï ďńĺŋă łőâőàëå ňěŋìèě ńîąőčő ŋăŕěàě̈ď ğăďăŋŋőčő ε > 0 ?

M18⋄8 (çĺáńő e). Ďőłăęĺâě, çâő çĺáńő e^{def}= ∑ k⩾0 1⧸k! = 1 + 1 + 1⧸2 + 1⧸6 + 1⧸24 + · · ·

a) áãéěáâćãěâ ; b) ãďőćńěâćőàïěâ ŋěàăćěŋáâćăň 2, 7 < e < 2, 8 ; c^*) ĺààăæĺőŋăńìŋő. M18⋄9 (čăàňőŋĺçěáłĺľ àïď). Śåőďĺâáï ńĺ àïď: ∑ k⩾1 1⧸k = 1 + 1⧸2 + 1⧸3 + 1⧸4 + · · · ?

M18⋄10. Śåőďĺâìáï ńĺ àïď, áőáâăćńěŋŋëľ ĺğ łćăďàăâőć çńěŋőć čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă? M18⋄11 (ğăďăçă ő áâĺàłě). Ĺňěěâáï 10 łč čàïğŋőčő ąěńìï ĺ 10 łč çĺáâőľ ćőďë. Ŕàĺ ŕőčàãęěŋĺĺ ńîąőľ çăáâĺ ąěńìï ć ńîąőě łőńĺçěáâćő ćőďë čàïğì àăáŕàěďěńïěâáï ć ĺå őąéěľ ňăááě àăćŋőňěàŋő. Ňőęŋő ńĺ ãňěŋìèĺâì łőńĺçěáâćő čàïğĺ ć ąěńìě ąőńěě çěň ć a) 3 b^*) 2000 àăğ?

M18⋄12^*. Ĺğ čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă ćëłĺŋãńĺ ćáě áńăčăěňëě, ć ďěáïâĺçŋőľ ğăŕĺáĺ łőâőàëå ãçăáâćãěâ æĺäàă 9. Ďőłăęĺâě, çâő áãňňă őáâăćèĺåáï áńăčăěňëå ŋě ŕàěćëèăěâ 100.

1ŕőďçěàłŋě̈ň, çâő “łăłőě-ŋĺąãďì” ćőćáě ŋě őğŋăçăěâ “łăł ňőęŋő ňěŋìèěě”

Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ

Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă X — íâő őâőąàăęěŋĺě N^x X. Ćňěáâő x(n) őąëçŋő ŕĺèãâ x_n ĺ ŋăğëćăîâ ěčő n-âëň çńěŋőň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ. Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì x_1 , x_2 , x_3 , . . . łőàőâłő őąőğŋăçăěâáï çěàěğ (x_n). Őâňěâĺň, çâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋě áńěďãěâ ŕãâăâì á ňŋőęěáâćőň ěě̈ ğŋăçěŋĺľ, ĺ ŋěćěàŋő ďãňăâì ő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ łăł ő “ğăŋãňěàőćăŋŋőň ňŋőęěáâćě”. Ćáîďã ć íâőň ńĺáâłě àěçì ąãďěâ ĺďâĺ ő çĺáńőćëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïå, â. ě. ő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïå N^x R.

M19⋄1^∘. Ďăľâě őŕàěďěńěŋĺï çĺáńőćëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ: a) őčàăŋĺçěŋŋőľ ;

b) ŋěőčàăŋĺçěŋŋőľ ; c) ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéěľ ; d) ňőŋőâőŋŋő ŋěćőğàăáâăîéěľ. M19⋄2. Ĺğőąàăğĺâě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺ ĺááńěďãľâě ĺå ŋă őčàăŋĺçěŋŋőáâì ĺ ňőŋőâőŋŋőáâì:

a) x_n = 1 ; b) x_n = n ; c) x_n = (−1)^n/n ; d) 0 , 1/2 , 0 , 1/3 , 0 , 1/4 , . . . ; e) x_n = (n − 3)/(2n + 5) ; f) x_n = (n^2 + 1)/(2n + 1) ; g) x_n = (n + 1)/(2n^2 − 1) .

M19⋄3. Ďăľâě őŕàěďěńěŋĺě ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ x_1 , x_2 , x_3 , . . . . Ŕàěďěńë. Ůĺáńő p ŋăğëćăěâáï ŕàěďěńőň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (x_n), ěáńĺ ńîąăï ěčő ε-őłàěáâŋőáâì D_ε(p) áőďěàęĺâ ćáě çńěŋë íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, łàőňě łőŋěçŋőčő çĺáńă; ąőńěě äőàňăńìŋő íâő ğăŕĺáëćăěâáï âăł: ∀ ε > 0 ∃ N ∈ N : ∀ n ⩾ N |x_n − p| < ε. Őąőğŋăçěŋĺě: p = lim_{n→∞} x_n ĺńĺ x_n → p ŕàĺ n → ∞. Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, ã łőâőàőľ ěáâì ŕàěďěń, ŋăğëćăěâáï áåőďïéěľáï, ă ã łőâőàőľ ŋěâ — àăáåőďïéěľáï.

M19⋄4^∘. Ąěğ őâàĺæăŋĺľ áłăęĺâě, çâő ğŋăçĺâ, çâő q ∈ R ŋě ěáâì lim_{n→∞} x_n, ĺ çâő ğŋăçĺâ, çâő (x_n) àăáåőďĺâáï. Ąëćăîâ ńĺ ŋěőčàăŋĺçěŋŋëě áåőďïéĺěáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ?

M19⋄5^∘. Ňőęěâ ńĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋě ĺňěâì ŋĺ őďŋőčő ĺńĺ ĺňěâì ŋěáłőńìłő ŕàěďěńőć? M19⋄6. Ćëïáŋĺâě, łăłĺě ĺğ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ áåőďïâáï ĺ ďńï áåőďïéĺåáï ŋăľďĺâě ŕàěďěń ĺ ïćŋő ãłăęĺâě ďńï ŕàőĺğćőńìŋő ğăďăŋŋőčő ε > 0 łăłőľ-ńĺąő ŋőňěà N, ŕőáńě łőâőàőčő ćáě x_n ğăćěďőňő ńěęăâ ć ε-őłàěáâŋőáâĺ ŕàěďěńă a) 1/2 , −1 , 1/4 , ; −1/3 , 1/8 , −1/5 , . . . ;

b) 1/n ; c) (−1)^n ; d) 2^n/n! ; e) ((−1)^n cos n) /n^2 ; f) n/(n^2 + 1); g) q^n , q ∈R ; h) 1 + q + q^2 + · · · + q^n , q ∈R ; i) √ n + 1 − √ n ; j) √ n^2 + n − n; ; k) (n^a) / (b^n) ; l^*)^n √ n. M19⋄7^*. Ďőłăęĺâě, çâő lim_{n→∞} ( 1 + 1⧸n )_n = e (çĺáńő e őŕàěďěńïńőáì ć ğăď. M18⋄8).

M19⋄8^∘. Ďăľâě őŕàěďěńěŋĺě âőňã, çâő ŕàĺ n → ∞ a) a_n → +∞ , b) a_n → −∞ , c) a_n → ∞ .

Ćěàŋő ńĺ, çâő (a_n) → ∞ ⇐⇒ lim_{n→∞} a^{−1}_n = 0 ?

M19⋄9. Ňőęŋő çâő-ńĺąő ãâćěàęďăâì ő áåőďĺňőáâĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ: a_n±b_n ; a_n·b_n b_n/a_n ;

a_n/b_n (ã ďćãå ŕőáńěďŋĺå ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő a_n, b_n ≠ 0 ∀ n ≫ 0), ěáńĺ ĺğćěáâŋő, çâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì b_n őčàăŋĺçěŋă, ă a_n áâàěňĺâáï a) ł 0 b) ł ∞?

Ŕàěďěńìŋëě âőçłĺ. Ůĺáńő p ŋăğëćăěâáï ŕàěďěńìŋőľ âőçłőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (x_n), ěáńĺ ńîąăï ěčő ε-őłàěáâŋőáâì D_ε(p) áőďěàęĺâ ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő çńěŋőć íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ; ĺŋăçě íâő ğăŕĺáëćăěâáï âăł: ∀ ε > 0 , ∀ N ∈N ∃ n ⩾ N : |x_n − p| < ε. M19⋄10^∘. Şąěďĺâěáì, çâő íâĺ ďćă őŕàěďěńěŋĺï ďěľáâćĺâěńìŋő íłćĺćăńěŋâŋë. Őąïğăŋă ńĺ ŕàěďěńìŋăï âőçłă ąëâì ŕàěďěńőň? Ă ŕàěďěń — ŕàěďěńìŋőľ âőçłőľ?

M19⋄11. Ňőęěâ ńĺ ňŋőęěáâćőň ćáěå ŕàěďěńìŋëå âőçěł ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ąëâì:

a) ∅ ? b) n àăğńĺçŋëå âőçěł (n = 1, 2, . . . ) ? c) Z ? d) Q ? e) R ? M19⋄12. Ş ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (a_n) ŋěâ ŕàěďěńìŋëå âőçěł. Ćěàŋő ńĺ, çâő a_n → ∞? M19⋄13. Őąïğăŋă ńĺ áåőďĺâìáï a) ŕàőĺğćőńìŋăï b) őčàăŋĺçěŋŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, ã łőâőàőľ ěáâì àőćŋő őďŋă ŕàěďěńìŋăï âőçłă?

M19⋄14. Cńěćă ĺńĺ áŕàăćă őâ ńîąőčő x∈R ńěęĺâ ńĺèì łőŋěçŋőě çĺáńő çńěŋőć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (a_n). Ćěàŋő ńĺ, çâő (a_n) ńĺąő áåőďĺâáï ńĺąő áâàěňĺâáï ł ±∞ ?

Ŕàěďěńë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ

M20⋄1 (âěőàěňë Ąőńìæăŋő - Ćěľěàèâàăááă). Ńîąăï ńĺ őčàăŋĺçěŋŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì:

a) ĺňěěâ ŕàěďěńìŋãî âőçłã? b) áőďěàęĺâ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, ĺňěîéãî ŕàěďěń? c) ěáńĺ ňőŋőâőŋŋő ŋěãąëćăěâ (ĺńĺ ňőŋőâőŋŋő ŋěćőğàăáâăěâ), âő ĺňěěâ ŕàěďěń?

M20⋄2. Ŕãáâì (a_n) ĺ (b_n) ĺňěîâ łőŋěçŋëě ŕàěďěńë lim_{n→∞} a_n = α , lim_{n→∞} b_n = β . Ďőłăęĺâě, çâő a) a_n ± b_n , b) a_n · b_n , c) (a_1 + a_2 + · · · + a_n)/n , ă ěáńĺ β ≠ 0, âő ĺ d) 1/b_n , e) a_n/b_n âőęě áåőďïâáï, ĺ ćëàăğĺâě ĺå ŕàěďěńë çěàěğ α ĺ β.

M20⋄3. Ćëçĺáńĺâě ŕàěďěńë (ŕàĺ n → ∞) ĺńĺ ďőłăęĺâě àăáåőďĺňőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ:

a) (3n^3 − 5n + 7)/(5n^3 + 7n^2 − 11) ; b) √ n^2 + 3n − √ n^2 − 5n ; c) √ n^2 + 2n^3 − √ 2n^2 + n^3 ;

d)^n √ n! ; e^*) √ 2^4 √ 2^8 √ 2 · · ·^{2n} √ 2 ; f^*) √ 2 + √ 2 + · · · + √ 2 n àăďĺłăńőć

; g^*) (1 − 1/n)^n ; h^*) (1 + 3/n)^n .

M20⋄4. Ąãďěň ŋăğëćăâì ŕěàěňěèĺćăŋĺěň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ N^a R ěě̈ łőňŕőğĺæĺî á ŕàőĺğćőńìŋëň ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋëň őâőąàăęěŋĺěň N N. Ćńĺïěâ ńĺ ŕěàěňěèĺćăŋĺě ŋă áåőďĺňőáâì/àăáåőďĺňőáâì ĺ ğŋăçěŋĺě ŕàěďěńă (ć âőň çĺáńě, łőčďă a_n → ±∞, ∞) ?

M20⋄5 (łàĺâěàĺľ Łőèĺ). Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì a_n ŋăğëćăěâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî Łőèĺ, ěáńĺ ∀ ε > 0 ∃ N ∈ N : |a_{n1} − a_{n2} | < ε ∀ n_1, n_2 > N. Ďőłăęĺâě, çâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺňěěâ łőŋěçŋëľ ŕàěďěń âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă őŋă ïćńïěâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî Łőèĺ.

M20⋄6^*. Ďćě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ Łőèĺ (a_n) ĺ (b_n) ŋăğëćăîâáï íłćĺćăńěŋâŋëňĺ, ěáńĺ ńîąőě ŕěàěňěèĺćăŋĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ a_1, b_1, a_2, b_2, . . . âőęě ïćńïěâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî Łőèĺ. Ŋăğőćě̈ň ďěľáâćĺâěńìŋëň çĺáńőň Łőèĺ łńăáá íłćĺćăńěŋâŋëå àăæĺőŋăńìŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ Łőèĺ. Őŕàěďěńĺâě áãňňã ĺ ŕàőĺğćěďěŋĺě ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń Łőèĺ ĺ ďőłăęĺâě, çâő ňŋőęěáâćő ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń Łőèĺ ĺğőňőàäŋő (á áőåàăŋěŋĺěň őŕěàăæĺľ) ňŋőęěáâćã ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń, őŕàěďěńě̈ŋŋëå çěàěğ ąďď ĺńĺ ďěďěłĺŋďőćë áěçěŋĺï (áň. ğăď. M14⋄9).

Ăąáőńîâŋăï ĺ ãáńőćŋăï áåőďĺňőáâì àïďőć. Řïď ∑ i⩾1 a_i ŕàőĺğćőńìŋëå çĺáěń a_i ∈ R ŋăğëćăěâáï áåő-

ďïéĺňáï, ěáńĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ěčő çăáâĺçŋëå áãňň s_n = a_1 + · · · + a_n ĺňěěâ łőŋěçŋëľ ŕàěďěń (őŋ ŋăğëćăěâáï áãňňőľ àïďă). Śåőďïéĺľáï àïď ŋăğëćăěâáï ăąáőńîâŋő áåőďïéĺňáï, ěáńĺ ěčő àïď ăąáőńîâŋëå ćěńĺçĺŋ ∑ i⩾1 |a_i| âőęě áåőďĺâáï; ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě àïď ŋăğëćăîâ ãáńőćŋő áåőďïéĺňáï.

M20⋄7. Şąěďĺâěáì, çâő ďńï àïďă ŋěőâàĺæăâěńìŋëå çĺáěń ŋőćőě őŕàěďěńěŋĺě áåőďĺňőáâĺ, ďăŋŋőě ć íâőň ńĺáâłě, áőčńăáãěâáï á őŕàěďěńěŋĺěň ĺğ ŕőğăŕàőèńőčő ńĺáâłă.

M20⋄8. Ůěňã àăćěŋ lim_{i→∞} a_i, ěáńĺ àïď ∑ i⩾0 a_i áåőďĺâáï?

M20⋄9. Śåőďĺâáï ńĺ àïď 1 − 1/2 + 1/3 − 1/4 + · · · a) ăąáőńîâŋő ? b) ãáńőćŋő ? M20⋄10 (łàĺâěàĺľ Łőèĺ). Ďőłăęĺâě, çâő àïď ∑ i⩾1 a_i áåőďĺâáï âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă

∀ ε > 0 ∃ N ∈N : |a_{n1} + a_{n1+1} + · · · + a_{n2} | < ε ďńï ćáěå ŋőňěàőć n_2 > n_1 > N. M20⋄11^*. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ŕőňőéĺ ŕőďåőďïéěčő ŕěàěňěèĺćăŋĺï áńăčăěňëå ãáńőćŋő áåőďïéěčőáï àïďă ěčő áãňňã ňőęŋő áďěńăâì àăćŋőľ ńîąőňã ŋăŕěàě̈ď ğăďăŋŋőňã çĺáńã, ă âăłęě áďěńăâì àïď àăáåőďïéĺňáï.

M20⋄12. Ňőęŋő ńĺ ŕěàěňěèăâì áńăčăěňëě àïďă 1 − 1 + 1 − 1 + · · · âăł, çâőą őŋ áâăń áåőďĺâìáï? M20⋄13^*. Ĺğňěŋïěâáï ńĺ áãňňă ăąáőńîâŋő áåőďïéěčőáï àïďă ŕàĺ ŕěàěňěèĺćăŋĺĺ áńăčăěňëå?

Ňăâěňăâĺçěáłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăáá Ńĺáâőł N^∘ 20^1_2 (ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ)

Űěŕŋëě ďàőąĺ

M20^1_2 ⋄1^∘ (ŕàőďőńęěŋĺě ğăď. M4^1_2 ⋄9 ő łãğŋěçĺłăå). Ŋăàĺáãěň ć ŕěàćőň łőőàďĺŋăâŋőň łćăďàăŋâě ńãç y = αx á ĺààăæĺőŋăńìŋëň α > 0 ĺ àăááňőâàĺň ńőňăŋëě, őčàăŋĺçĺćăîéĺě ćëŕãłńëě őąőńőçłĺ æěńëå âőçěł, ńěęăéĺå, áőőâćěâáâćěŋŋő, ćëèě ĺ ŋĺęě íâőčő ńãçă (áň. àĺá. 20.1). Ğăŋãňěàãěň ćěàèĺŋë T_i ŋĺęŋěľ ńőňăŋőľ çě̈âŋëňĺ, ă ćěàåŋěľ — ŋěçě̈âŋëňĺ æěńëňĺ ĺŋďěłáăňĺ ŕőďàïď áńěćă ŋăŕàăćő âăł, çâőąë [T_0T_2] ąëń ŕěàćëň ŋěćěàâĺłăńìŋëň àěąàőň ŋă ŋĺęŋěľ ńőňăŋőľ, ĺ őąőğŋăçĺň çěàěğ (p_n, q_n) łőőàďĺŋăâë âőçłĺ T_n, ă çěàěğ a_n — çĺáńő łãáłőć, ŋă łőâőàëě ďěńĺâáï àěąàő [T_{n−2}T_n] ńěęăéĺňĺ ŋă ŋě̈ň æěńëňĺ âőçłăňĺ. Ŕőŕàőáĺň âěŕěàì łãğŋěçĺłőć ć ğăď. M4^1_2 ⋄9 ŕàëčăâì ĺğ ŋăçăńìŋőčő ŕőńőęěŋĺï âăł, çâőąë ŕàëęőł łăęďëľ àăğ áőćěàèăń âőâ łàăľŋĺľ łãğŋěçĺł, łőâőàëľ ŋăåőďĺâáï ŕő âã ęě áâőàőŋã őâ ńãçă y = αx, çâő ĺ áàěďŋĺľ. Şąěďĺâěáì, çâő łãğŋěçĺłĺ ŕőąëćăîâ ćő ćáěå æěńëå âőçłăå őąěĺå čàăŋĺçŋëå ńőňăŋëå (ĺ âőńìłő ć íâĺå âőçłăå), ĺ ďőłăęĺâě çâő :

a) ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ( p_{2n} q_{2n} ) ĺ ( p_{2n+1} q_{2n+1} ) ňőŋőâőŋŋë; b) { p_n = a_np_{n−1} + p_{n−2} q_n = a_nq_{n−1} + q_{n−2} c) { p_{n−1}q_n − p_nq_{n−1} = (−1)^n p_{n−2}q_n − p_nq_{n−2} = (−1)^{n−1}a_n d) 1 q_n (q_n + q_{n+1}) < | | |α − p_n q_n | | | < 1 q_nq_{n+1} ; e) lim_{n→∞} p_n q_n = α .

M20^1_2 ⋄2. Ůâő ĺğňěŋĺâáï, ěáńĺ ć ğăď. M20^1_2 ⋄1 ćğïâì α ∈Q ? M20^1_2 ⋄3. Ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő α ∈ R őąàăğãěň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (a_n) ĺ (r_n), ŕőńăčăï ∀ i ⩾ 0 a_i = [r_i] (æěńăï çăáâì r_i) , r_{i+1} = (r_i − a_i)^{−1} ĺ r_0 = α. Łăł áćïğăŋë íâĺ a_i á őďŋőĺňě̈ŋŋëňĺ çĺáńăňĺ ĺğ ğăď. M20^1_2 ⋄1, ěáńĺ α > 0?

Řĺá. 20.1.

Űěŕŋăï ďàőąì — íâő łőŋěçŋőě ĺńĺ ąěáłőŋěçŋőě ćëàăęěŋĺě a_0 + 1/(a_1 + 1/(a_2 + . . . )) (áň. àĺá. 20.2). Ćěńĺçĺŋë a_i ŋăğëćăîâáï íńěňěŋâăňĺ æěŕŋőľ ďàőąĺ (ŕőáńěďŋĺľ íńěňěŋâ łőŋěçŋőľ æěŕŋőľ ďàőąĺ ćáěčďă ŕàěďŕőńăčăěâáï őâńĺçŋëň őâ 1). Ěáńĺ a_i ∈ R ĺ áãéěáâćãěâ łőŋěçŋëľ lim_{n→∞} a_0 + 1/(a_1 + 1/(a_2 + . . . + 1/(a_{n−1} + 1/a_n) . . . )) = α, âő ďàőąì (20.2) ŋăğëćăěâáï áåőďïéěľáï, ă α ŋăğëćăěâáï ěě̈ ğŋăçěŋĺěň. Ąãďěň ŋăğëćăâì æěŕŋãî ďàőąì łăŋőŋĺçěáłőľ, ěáńĺ a_0 ∈Z, ĺ a_i ∈N ŕàĺ i ⩾ 1.

a_0 + 1 a_1 + 1 a_2 + . ..

Řĺá. 20.2.

M20^1_2 ⋄4. Ďőłăęĺâě, çâő ćáě ąěáłőŋěçŋëě łăŋőŋĺçěáłĺě æěŕŋëě ďàőąĺ áåőďïâáï, ĺ, áőŕőáâăćńïï łăŋőŋĺçěáłĺň æěŕŋëň ďàőąïň (łăł łőŋěçŋëň, âăł ĺ ąěáłőŋěçŋëň) ĺå ğŋăçěŋĺï, ňë ŕőńãçăěň ąĺěłæĺî ňěęďã ňŋőęěáâćőň âăłĺå ďàőąěľ ĺ R.

M20^1_2 ⋄5. Ćëçĺáńĺâě 1 + 1/(2 + 1/(3 + 1/(1 + 1/(2 + 1/(3 + · · · ))))) . Ćáïłăï ńĺ ŕěàĺőďĺçěáłăï łăŋőŋĺçěáłăï ďàőąì ãďőćńěâćőàïěâ łćăďàăâŋőňã ãàăćŋěŋĺî á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ?

M20^1_2 ⋄6. Řăğńőęĺâě ć łăŋőŋĺçěáłĺě æěŕŋëě ďàőąĺ çĺáńă a) √ 3 , b) √ 5 , c) √ 43 , d) √ 57. Őáâăâłĺ ĺ łőŋćěàčěŋâë. Ńîąőľ ŋăçăńìŋëľ őâàěğőł a_0 + 1/(a_1 + 1/(a_2 + . . . + 1/(a_{n−1} + 1/a_n) . . . )) æěŕŋőľ ďàőąĺ (20.2) ňőęŋő äőàňăńìŋő áćěàŋãâì ć őąëłŋőćěŋŋãî ďàőąì p_n/q_n, ŕőáńěďőćăâěńìŋő ćëŕőńŋĺć (ąěğ “áőłàăéěŋĺľ”) ćáě ŕàěďŕĺáăŋŋëě áŕàăćă ŋăńěćő ďěľáâćĺï. Šăł, p_0/q_0 = a_0/1, p_1/q_1 = (a_0a_1 + 1)/a_1 ĺ â. ď. Šăłăï p_n/q_n ŋăğëćăěâáï n-âőľ ŕőďåőďïéěľ ďàőąìî (ĺńĺ łőŋćěàčěŋâőľ) æěŕŋőľ ďàőąĺ (20.2). Ěáńĺ (20.2) áåőďĺâáï, âő çĺáńă r_n ∈R, âăłĺě çâő a_0 + 1/(a_1 + 1/(a_2 + . . . )) = a_0 + 1/(a_1 + 1/(a_2 + . . . + 1/(a_{n−1} + 1/r_n) . . . )), ŋăğëćăîâáï ěě̈ őáâăâłăňĺ; ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, r_n = a_n + 1/(a_{n+1} + 1/(a_{n+2} + . . . )).

M20^1_2 ⋄7. Łăł áćïğăŋë łőŋćěàčěŋâë łăŋőŋĺçěáłőľ æěŕŋőľ ďàőąĺ á (p_n, q_n) ĺğ ğăď. M20^1_2 ⋄1? M20^1_2 ⋄8. Łăłĺě ĺğ áőőâŋőèěŋĺľ ğăď. M20^1_2 ⋄1 ćěàŋë ďńï æěŕŋëå ďàőąěľ á ŕàőĺğćőńìŋëňĺ a_i ∈R ?

Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ (20.2) áåőďĺâáï ł α, âő α = (r_np_{n−1} − p_{n−2}) / (r_nq_{n−1} − q_{n−2}) ∀n. M20^1_2 ⋄9^*. Ďőłăęĺâě, çâő æěŕŋăï ďàőąì (20.2) á ŕőńőęĺâěńìŋëňĺ a_i ∈R áåőďĺâáï âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă àăáåőďĺâáï àïď ∑ a_i.

Ňăâěňăâĺçěáłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăáá Ńĺáâőł N^∘ 20^2_3 (ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ)

Łćăďàăâĺçŋëě ĺààăæĺőŋăńìŋőáâĺ

M20^2_3 ⋄1. Ŕãáâì ĺààăæĺőŋăńìŋőě α ∈ R ïćńïěâáï łőàŋěň łćăďàăâŋőčő ãàăćŋěŋĺï á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ. Ŕàőćěàìâě, çâő ćáě őáâăâłĺ r_n łăŋőŋĺçěáłőčő àăğńőęěŋĺï α ć æěŕŋãî ďàőąì âăłęě ïćńïîâáï łőàŋïňĺ łćăďàăâŋëå ãàăćŋěŋĺľ á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ. Ćěàŋő ńĺ, çâő:

a) ã ćáěå íâĺå ãàăćŋěŋĺľ őďĺŋ ĺ âőâ ęě ďĺáłàĺňĺŋăŋâ? b) ňŋőęěáâćő łőíääĺæĺěŋâőć íâĺå ãàăćŋěŋĺľ őčàăŋĺçěŋő?

M20^2_3 ⋄2 (âěőàěňă Ńăčàăŋęă). Ďőłăęĺâě, çâő ćěéěáâćěŋŋőě çĺáńő âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă ïćńïěâáï łőàŋěň łćăďàăâŋőčő ãàăćŋěŋĺï á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ, łőčďă ěčő łăŋőŋĺçěáłőě ŕàěďáâăćńěŋĺě æěŕŋőľ ďàőąìî ŕěàĺőďĺçŋő.

Ďĺőäăŋâőćë ŕàĺąńĺęěŋĺï. Ŕãáâì α∈R — ŕàőĺğćőńìŋőě çĺáńő. Řăæĺőŋăńìŋőě çĺáńő p/q (p∈Z, q ∈N) ŋăğëćăěâáï ŋăĺńãçèĺň ŕàĺąńĺęěŋĺěň ł α, ěáńĺ ďńï ńîąőčő ďàãčőčő àăæĺőŋăńìŋőčő çĺáńă m/n ≠ p/q (m∈Z, n∈N) áő ğŋăňěŋăâěńěň m ⩽ q ĺňěěâ ňěáâő áâàőčőě ŋěàăćěŋáâćő |αn − m| > |αq − p|.

M20^2_3 ⋄3^∘. Ďőłăęĺâě, çâő ńîąőě ĺààăæĺőŋăńìŋőě α ∈R őąńăďăěâ ŋăĺńãçèĺňĺ ŕàĺąńĺęěŋĺïňĺ áő áłőńì ãčőďŋő ąőńìèĺň ğŋăňěŋăâěńěň, ă âăłęě çâő ćáě ŋăĺńãçèĺě ŕàĺąńĺęěŋĺï ŋěáőłàăâĺňë ĺ ĺáçěàŕëćăîâáï ŕőďåőďïéĺňĺ ďàőąïňĺ łăŋőŋĺçěáłőčő àăğńőęěŋĺï α ć æěŕŋãî ďàőąì.

M20^2_3 ⋄4^∘. Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő ĺààăæĺőŋăńìŋőčő çĺáńă α áãéěáâćãěâ ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő ŋěáőłàăâĺňëå ďàőąěľ x⧸y á x∈Z, y ∈N, ãďőćńěâćőàïîéĺå ŋěàăćěŋáâćã | |α − x⧸y | | < 1⧸y2. M20^2_3 ⋄5. Ŋăàĺáãľâě łàĺćëě x^2 − y^2 = 1 ĺ x^2 − 3 y^2 = 1. Ěáâì ńĺ ŋă ŋĺå æěńëě âőçłĺ łàőňě (±1, 0), ĺ ěáńĺ ďă, âő łőŋěçŋő ńĺ ňŋőęěáâćő âăłĺå âőçěł?

M20^2_3 ⋄6. Ďńï ńîąőčő ńĺ ŋăâãàăńìŋőčő d, ŋě ďěńïéěčőáï ŋă łćăďàăâë, ňőęŋő ŕőďőąàăâì m ∈ N âăł, çâőąë a) ŋěàăćěŋáâćő x^2 − dy^2 ⩽ m b) ãàăćŋěŋĺě x^2 − dy^2 = m ĺňěńő ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő æěńëå àěèěŋĺľ (x, y) á x, y ≠ 0 ?

Łćăďàăâĺçŋëě àăáèĺàěŋĺï, ŋőàňă ĺ áőŕàïęěŋĺě. Ŕãáâì d ∈ N ŋě ďěńĺâáï ŋă łćăďàăâë; ŕőńőęĺň Q( √ d)^{def}= { x + y √ d | x, y, ∈ Q} ĺ Z[ √ d]^{def}= { p + q √ d | p, q, ∈ Z}. Őâőąàăęěŋĺě Q( √ d)^{α→α} Q( √ d), ŕěàěćőďïéěě α = x + y √ d ć α = x − y √ d ŋăğëćăěâáï áőŕàïęěŋĺěň, ă őâőąàăęěŋĺě Q( √ d)^N Q, ŕěàěćőďïéěě α ć N(α)^{def}= αα = x^2 − dy^2 ŋăğëćăěâáï ŋőàňőľ.

M20^2_3 ⋄7^∘. Ŕàőćěàìâě, çâő Q ( √ d) ĺ Z[ √ d] ğăňłŋãâë őâŋőáĺâěńìŋő áńőęěŋĺï, ćëçĺâăŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï. Ďńï α ∈ Q ( √ d) ćëàăğĺâě α^{−1} çěàěğ α ĺ N(α). Ćěàŋő ńĺ, çâő:

a) α_1 ± α_2 = α_1 ± α_2 ? b) α_1 · α_2 = α_1 · α_2 ? c) N(α) = N(α) ? d) N(α_1α_2) = N(α_1)N(α_2) ? e) ϑ ∈ Z[ √ d] âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă őąàăâĺň ć Z[ √ d], łőčďă N(ϑ) = ±1 ?

f) ňŋőęěáâćő ćáěå íńěňěŋâőć Z[ √ d] á ŋőàňőľ 1 ğăňłŋãâő őâŋőáĺâěńìŋő ãňŋőęěŋĺï?

M20^2_3 ⋄8^* (ãàăćŋěŋĺě Ŕěńńï). Ŕãáâì æěńőě d ⩾ 2 ŋě ďěńĺâáï ŋă łćăďàăâë; ãàăćŋěŋĺě Ŕěńńï:

x^2 − dy^2 = 1 őŕĺáëćăěâ ćáě çĺáńă ĺğ Z[ √ d] á ŋőàňőľ 1; ã ŋěčő, àăğãňěěâáï, ěáâì 2 âàĺćĺăńìŋëå àěèěŋĺï (±1, 0), ĺ ćňěáâě á łăęďëň àěèěŋĺěň (x, y) àěèěŋĺïňĺ ąãďãâ ĺ ćáě (±x, ±y). Řěèěŋĺě (x_0, y_0) c ŋăâãàăńìŋëňĺ x_0, y_0 ŋăğëćăěâáï äãŋďăňěŋâăńìŋëň, ěáńĺ ćěéěáâćěŋŋőě çĺáńő x_0 + y_0 √ d ňĺŋĺňăńìŋő áàěďĺ ćáěå çĺáěń x + y √ d á ŋőàňőľ 1 ĺ x, y ∈ N. Ďőłăęĺâě, çâő:

a) äãŋďăňěŋâăńìŋőě àěèěŋĺě (x_0, y_0) áãéěáâćãěâ ĺ ěďĺŋáâćěŋŋő; b) x0⧸y_0 ěáâì ŕőďåőďïéăï ďàőąì łăŋőŋĺçěáłőčő àăğńőęěŋĺï √ d ć æěŕŋãî ďàőąì;

c) ćáě x + y √ d á ŋőàňőľ 1 ĺ x, y ∈ N ĺáçěàŕëćăîâáï çĺáńăňĺ ( x_0 + y_0 √ d )_n á n∈N. M20^2_3 ⋄9. Ŋăľďĺâě äãŋďăňěŋâăńìŋëě àěèěŋĺï ĺ őŕĺèĺâě ćáě æěńëě àěèěŋĺï ãàăćŋěŋĺľ^1:

a) x^2 − 5y^2 = 1 ; b) x^2 − 19y^2 = 1 ; c) x^2 − 43y^2 = 1 ; d) x^2 − 57y^2 = 1 .

1ěáńĺ Ćë ńîąĺâě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě, âő ňőęěâě ŋăŕĺáăâì ŕàőčàăňňë ďńï őâëáłăŋĺï äãŋďăňěŋâăńìŋëå àěèěŋĺľ ãàăćŋěŋĺï Ŕěńńï ĺ àăğńőęěŋĺï ć æěŕŋëě ďàőąĺ çĺáěń ćĺďă x + y √ d á x, y, d ∈ Z