Čěőňěšřĺůěśłőě śşňňĺřőćăŋĺě

... Ďőśšőŕőůšěŋŋěľÿĺľ Ďĺőŋĺśĺľ, ğŋă£ ůšő šż řěćŋőśšŋő ţőůěÿĳ ŋăşůĺšĳś£ řěÿěŋĺ¿ ğăďăů, łăśă¿źĺţś£ ůĺśěń, £ ŕőŕżšăńś£ ĺğńőęĺšĳ ŕřĺřőďş ĺţ ĺ ňőčşźěśšćő, ŋăůĺŋă£ ś šěţ őśŋőćăŋĺľ, ŋă łőšőřżţ ŕőłőĺšś£ ¡šă ŋăşłă ... Ćśě ůĺśńă, łăł šż ğŋăěÿĳ, śőśšő£š ĺğ ŋěłőšőřőčő łőńĺůěśšćă ěďĺŋĺű; £śŋő, ůšő őŋĺ ŕřőďőńęă¿šś£, şćěńĺůĺćă£śĳ, ďő ąěśłőŋěůŋőśšĺ. Šăł ćőš, śřěďĺ ŋĺţ ŋăţőď£šś£: łćăďřăšż, ŕőńşůă¿źĺěś£ őš şňŋőęěŋĺ£ ŋěłőšőřőčő ůĺśńă śăňőčő ŋă śěą£ | ůĺśńő ęě ¡šő ŋăğżćăěšś£ śšőřőŋőľ łćăďřăšă; ğăšěň łşąż ... Łăęďőě ĺğ ćőğřăśšă¿źĺţ őš ěďĺŋĺűż ůĺśěń, ŋăůĺŋă£ ś šř-ěţ, £ćń£ěšś£ ŕěřćżň ŕőśńě ěďĺŋĺűż ňŋőčőşčőńĳŋĺłőň ĺ ĺňěěš śšőńĳłő şčńőć, śłőńĳłő ć ŋ-ěň śőďěřęĺšś£ ěďĺŋĺű, śšőřőŋőľ ęě ěčő ąşďěš 2. Šăł, 3 ąşďěš šřěşčőńĳŋĺłőň, 4 | ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłőň, 5 | ŕ£šĺşčőńĳŋĺłőň ĺ š. ď.

ĺğ łŋĺčĺ Ďĺőťăŋšă Ăńěłśăŋďřĺľśłčő ÀĂřĺťňěšĺłăÁ ĺ ěčő ęě şůěŋĺ£ ÀŐ ňŋőčőşčőńĳŋżţ ůĺśńăţÁ

M1⋄1. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ , , , , , : : : (ďřěćŋĺě čřěłĺ ŋăğżćăńĺ

Č-őąřăğŋżě ťĺčşřłĺ čŋőňőŋăňĺ). Śłőńĳłő łńěšőł ć k-šőľ ťĺčşřłě ĺ ůěňş řăćŋă śşňňăřŋă£ ŕńőźăďĳ ŕěřćżţ k čŋőňőŋőć?

M1⋄2. Ůěňş řăćŋő k-ě ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő ĺ śşňňă ŕěřćżţ k ŋěů-ěšŋżţ ůĺśěń? Ůěňş řăćŋő k-ě ů-ěšŋőě ůĺśńő ĺ śşňňă ŕěřćżţ k ů-ěšŋżţ ůĺśěń? Ćżůĺśńĺšě śşňňż 300 ŋěů-ěšŋżţ ůĺśěń, ŋăůĺŋă£ ś 57 ĺ 200 ů-ěšŋżţ ůĺśěń, ŋăůĺŋă£ ś 444.

M1⋄3. Šřěşčőńĳŋżě ůĺśńă Ďĺőťăŋšă: , , , | ¡šő 1,

3, 6, 10, ... Ůěšżř-ěţşčőńĳŋżě ůĺśńă: , , , | ¡šő łćăďřăšż. Śńőęĺšě ĺğ ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ šřěşčőńĳŋżţ ůĺśěń łćăďřăš. Ůěňş řăćŋő T_n + T_n? Ćżřăğĺšě T_n ůěřěğ n.

M1⋄4. Ŋăľďĺšě śşňňş ŕěřćőľ šżś£ůĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń. M1⋄5^∘ (ŕĺťăčőřőćă šăąńĺűă şňŋőęěŋĺ£). Ďőłăęĺšě šőęďěśšćő

mk = km (š. ě. ůšő k + k + · · · + k m = m + m + · · · + m k ). Łăłőćż

řăğňěřż ĺ ŕńőźăďĳ šăąńĺűż ŋă řĺś. 1.1?

M1⋄6. Śłőńĳłő łńěšőł ć k-šőň, śůĺšă£ őš ńěćőčő ćěřţŋěčő şčńă ŕĺťăčőřőćőľ šăąńĺűż, ÀšőńśšőňÁ čŋőňőŋě, ćěřÿĺŋă łőšőřőčő ŕřěďśšăćń£ěš k^2, ă śšőřőŋż śşšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ k ŋă 1; 2; : : : ; (k − 1)?

Řĺś. 1.1. Ŕĺťăčőřőćă šăąńĺűă şňŋőęěŋĺ£ ůĺśěń őš 1 ďő n.

M1⋄7. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě šěőřěňş, őŕĺśżćă¿źş¿

£ćńěŋĺě: 3 + 5 = 2^3 ; 7 + 9 + 11 = 3^3 ; 13 + 15 + 17 + 19 = 4^3 ; : : : M1⋄8. Ćżůĺśńĺšě śşňňż:

ă) 1^3 + 2^3 + · · · + n^3 ; ą) T_1 + 2 T_2 + · · · + n T_n ; ć^*) 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 ; č^*) T_1 + T_2 + · · · + T_n .

M1⋄9^*. Ćżůĺśńĺšě śşňňż łćăďřăšőć ŕěřćżţ n ů-ěšŋżţ ůĺśěń

ĺ ŕěřćżţ n ŋěů-ěšŋżţ ůĺśěń.

Řĺś. 1.2. Ŕ£šĺşčőńĳŋżě ůĺśńă.

M1⋄10. Ŕ£šĺşčőńĳŋżě ůĺśńă Ďĺőťăŋšă: P_1 = 1, P_2 = 5, P_3 = 12, P_4 = 22, : : : ĺğőąřăęěŋż ŋă řĺś. 1.2. Ůěňş řăćŋő P_k − P_{k−1}? Ćżřăğĺšě P_n ůěřěğ n.

Śşňňĺřőćăŋĺě řăğŋőśšěľ

Ăřĺťňěšĺůěśłă£ ŕřőčřěśśĺ£ | ¡šő (łőŋěůŋżľ ĺńĺ ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăąőř : : : ; a_1; a_2; a_3; : : : ğăŋşňě-

řőćăŋŋżţ ůĺśěń, ć łőšőřőň řăğŋőśšĳ d = a_k − a_{k−1} ňěęďş ďćşň£ śőśěďŋĺňĺ ůĺśńăňĺ őďĺŋăłőćă ďń£ ćśěţ k; őŋă ŋăğżćăěšś£ řăğŋőśšĳ¿ ĺńĺ ŕřĺřăźěŋĺěň ŕřőčřěśśĺĺ.

M2⋄1^∘. Ąşďěš ńĺ ăřĺťňěšĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ś k-šżň ůńěŋőň, řăćŋżň:

ă) 1 1 : : : 1 k , ą) 1 + 2 +^{· · ·} + kk , ć) k-šőňş ŋăšşřăńĳŋőňş ůĺśńş, őłăŋůĺćă¿źěňşś£ ŋă 13 ?

M2⋄2^∘. Ćżřăğĺšě n-šżľ ůńěŋ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ăřĺťňěšĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ ůěřěğ ŕěřćżľ ůńěŋ ĺ řăğŋőśšĳ. Ůěňş řăćŋő 91-ě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ąőńĳÿěě 444, c őśšăšłőň 43 őš ďěńěŋĺ£ ŋă 57?

M2⋄3. Ć ŋěłőľ ăřĺťňěšĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ a_m = −a_n ďń£ łăłĺţ-šő m < n. Ŕřĺ łăłĺţ m, n ¡šă ŕřőčřěśśĺ£ śőďěřęĺš ŋşńĳ ĺ ŕőď łăłĺň ŋőňěřőň?

M2⋄4^∘. Łăłĺě ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ŋĺęě śćőľśšć ŋăąőřă ůĺśěń a_0; a_1; : : : ; a_n ŋěőąţőďĺňż, ă łăłĺě | ďőśšăšőůŋż ďń£ šőčő, ůšőąż ¡šőš ŋăąőř ążń ăřĺťňěšĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺěľ?

ă) ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš (łřőňě łřăľŋĺţ), ěśšĳ śřěďŋěě ăřĺťňěšĺůěśłőě ďćşţ śőśěďŋĺţ; ą) 2 a_i = a_{i−2} + a_{i+2} ŕřĺ ćśěţ 2 ⩽ i ⩽ n − 2; ć) a_i = 2 a_{i−1} − a_{i−2} ŕřĺ ćśěţ 2 ⩽ i ⩽ n; č) śşňňă a_i + a_{n−i} őďŋă ĺ šă ęě ďń£ ćśěţ 0 ⩽ i ⩽ n.

M2⋄5^∘. Ćżřăğĺšě śşňňş ćśěţ ¡ńěňěŋšőć łőŋěůŋőľ ăřĺťňěšĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ^1 ă) ůěřěğ ďćă łřăľŋĺţ ůńěŋă ĺ łőńĺůěśšćő śńăčăěňżţ; ą) ůěřěğ ŋăůăńĳŋżľ ůńěŋ, łőńĺůěśšćő śńăčăěňżţ ĺ ŕřĺřăźěŋĺě.

M2⋄6. Ŋăľďĺšě śşňňş ćśěţ šř-ěţğŋăůŋżţ ůĺśěń ś őśšăšłőň 7 őš ďěńěŋĺ£ ŋă 43. M2⋄7. Ŕő śšřőłăň ĺ śšőńąűăň ŕř£ňőşčőńĳŋőľ šăąńĺűż řăğňěřă m × n śšő£š ăřĺťňěšĺůěśłĺě ŕřőčřěśśĺĺ. Ŋăľďĺšě śşňňş ćśěţ ůĺśěń ć šăąńĺűě, ěśńĺ śşňňă ůěšżř-ěţ şčńőćżţ řăćŋă S.

M2⋄8. Łăł ść£ğăŋż ăřĺťňěšĺůěśłĺě ŕřőčřěśśĺĺ ś m-şčőńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ Ďĺőťăŋšă? Ůěňş řăćŋő n-šőě m-şčőńĳŋőě ůĺśńő?

M2⋄9^*. Ňőęŋő ńĺ řăğąĺšĳ ňŋőęěśšćő ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń N ć őąžěďĺŋěŋĺě (ćőğňőęŋő, ąěśłőŋěůŋőčő) ŋăąőřă ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ąěśłőŋěůŋżţ ăřĺťňěšĺůěśłĺţ ŕřőčřěśśĺľ ś řăğŋőśš£ňĺ d_1; d_2; : : : , şďőćńěšćőř£¿źĺňĺ ŋěřăćěŋśšćş 1=d_1 + 1=d_2 + · · · < 0; 9?

Śşňňĺřőćăŋĺě řăğŋőśšěľ. Ůăśšő śşňňş b_1 + b_2 + · · · + b_n şďă-ěšś£ ćżůĺśńĺšĳ, ŕřěďśšăćĺć łăęďőě

śńăčăěňőě ć ćĺďě řăğŋőśšĺ b_i = c_{i+1} − c_i ůĺśěń ŋěłőěčő ďřşčőčő ŋăąőřă c_1; c_2; : : :; c_{n+1} . Ąőńěě őąźĺň őąřăğőň ¡šă ĺďě£ ćżčń£ďĺš šăł: ğăňěŋĺň łăęďőě b_i ŕőďţőď£źěľ śşňňőľ b_i = ±c_{i1} ± c_{i2} ± · · · ± c_{imi} šăł, ůšőąż ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě ć ĺśţőďŋş¿ śşňňş b_1 + b_2 + · · · + b_n ą«őńĳÿă£ ůăśšĳ c_{ij} ńĺąő śőłřăźăńăśĳ, ńĺąő ńěčłő śłńăďżćăńăśĳ.

M2⋄10. Ćżůĺśńĺšě śşňňż: ă) 11_· 2 + 12_· 3 + · · · + 1n (n + 1); ą) 1 · 2 + 2 · 3 + · · · + n (n + 1);

ć) 1a_1a_2 + 1a_2a_3 + · · · + 1a_{n−1}a_n ( a_1; a_2; : : : ; a_n { ăřĺťňěšĺůěśłă£ ŕřőčřěśśĺ£ ś řăğŋőśšĳ¿ d);

č) 11_· 2_· 3 + 12_· 3_· 4 + · · · + 1n (n + 1) (n + 2); ď) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + · · · + n (n − 1) (n + 2);

ě) 11_· 2_· 3_· 4 + 12_· 3_· 4_· 5 + · · · + 1 n (n + 1) (n + 2) (n + 3).

M2⋄11. Ćżřăğĺšě (n+1)^k ĺ řăğŋőśšĳ (n+1)^k −n^k ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋőć őš n ŕřĺ k = 1; 2; 3; 4; 5; 6. M2⋄12. Ŕőńĳğş£śĳ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůěľ, ćżůĺśńĺšě śşňňş k-šżţ śšěŕěŋěľ ŕěřćżţ n ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ďń£ k = 0; 1; 2; 3; 4.

1ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ŕřőčřěśśĺ¿, śłăęěň, 2, 5, 8, 11, şďőąŋő řĺśőćăšĳ ć ćĺďě

ŊŐĎ, ŊŐŁ ĺ ďěńěŋĺě ś őśšăšłőň

Ć řěÿěŋĺ£ţ ğăďăů ¡šőčő ńĺśšłă śńőćőśőůěšăŋĺ£ Àŕřőśšőě ůĺśńőÁ ĺ Àŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺÁ ğăŕřěźěŋż.

Ŕřőÿş | ğăąşďĳ ćś-ě, ůěňş šż şůĺńś£ ć ÿłőńě; ŕőšőňş ůšő šż ¡šőňş ŋě ŋăşůĺńś£. (İ. Ńăŋďăş, ÀŐśŋőćż ăŋăńĺğăÁ)

M3⋄1^∘. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě řăśśšő£ŋĺě ňőęŋő őšńőęĺšĳ őš ďăŋŋőľ šőůłĺ ŋă ŕř£ňőľ, ŕőńĳğş£śĳ ďćşň£ ÿăąńőŋăňĺ (ąěğ ďěńěŋĺľ) ďńĺŋż ă) 13 śň ĺ 29 śň ; ą) 21 śň ĺ 30 śň ?

M3⋄2. Ŕşśšĳ A; B ∈ Z| ďćă ťĺłśĺřőćăŋŋżţ űěńżţ ůĺśńă. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ I ⊂ Zňŋőęěśšćő ćśěţ ůĺśěń n, łőšőřżě ňőęŋő őšńőęĺšĳ ŋă ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ őš ŋşń£, ĺśŕőńĳğş£ ÿăąńőŋż^1 A ĺ B. Ŕşśšĳ D | ¡šő ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő ć I. Ćěřŋő ńĺ, ůšő:

ă) A, B, ă šăłęě śşňňż, řăğŋőśšĺ ĺ ń¿ążě űěńżě łřăšŋżě ůĺśěń ĺğ I ńěęăš ć I ? ą) Ćśě ůĺśńă ĺğ I (ć ůăśšŋőśšĺ, A ĺ B) ŋăűěńő ďěń£šś£ ŋă D ?

ć) Ćśě ůĺśńă ĺğ I (ć ůăśšŋőśšĺ, D) ŋăűěńő ďěń£šś£ ŋă ń¿ąőľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ůĺśěń A ĺ B ? ŊŐĎ ĺ ŊŐŁ. Ŋăĺąőńĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő D, łőšőřőě ďěńĺš łăęďőě ĺğ ůĺśěń A_1; A_2; : : :; A_n , ŋăğż-

ćăěšś£ ĺţ ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň ĺ őąőğŋăůăěšś£ ŋőď(A_1; A_2; : : :; A_n). Ăŋăńőčĺůŋő, ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő K, łőšőřőě ďěńĺšś£ ŋă ćśě ůĺśńă A_i ŋăğżćăěšś£ ĺţ ŋăĺňěŋĳÿĺň őąźĺň łřăšŋżň ĺ őąőğŋăůăěšś£ ŋőł(A_1; A_2; : : :; A_n).

M3⋄3. Řăśśşęďă£ łăł ć ğăď. M3⋄2, ŕőłăęĺšě, ůšő ŋőď(A_1; A_2; : : : ; A_n) ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă ń¿ąőľ ďřşčőľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ůĺśěń A_1; A_2; : : : ; A_n ĺ ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě z_1A_1 +z_2A_2 +· · · +z_nA_n ś űěńżňĺ z. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŋőď(A ± B; B) = ŋőď(A; B)?

M3⋄4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋőł(A_1; A_2; : : : ; A_n) ďěńĺš ŋăűěńő ń¿ąőě ďřşčőě őąźěě łřăšŋőě ůĺśěń A_i ĺ ůšő ŋőł(A; B) · ŋőď(A; B) = A · B.

M3⋄5 (ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă). Ŕşśšĳ A > B | ďćă ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńă. Őŕřěďěńĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń E_0 ; E_1 ; E_2 ; E_3 ; : : : ŕřăćĺńăňĺ: E_0 = A, E_1 = B, E_k = (őśšăšłş őš ďěńěŋĺ£ E_{k−2} ŋă E_{k−1}) ŕřĺ k ⩾ 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ůĺśńă E ńěęăš ć ňŋőęěśšćě I ĺğ ğăď. M3⋄2 ĺ ňőŋőšőŋŋő şążćă¿š ďő šěţ ŕőř, ŕőłă őůěřěďŋőě E_{+1} ŋě őąřăšĺšś£ ć ŋşńĳ (š. ě. ŕőłă E_{−1} ŋě řăğďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă E ). Łăł ść£ğăŋő ¡šő ŕőśńěďŋěě ŋěŋşńěćőě E ś ŋőď(A; B)?

M3⋄6. Ćżůĺśńĺšě ŋőď(A; B) ĺ ŕőďąěřĺšě űěńżě x, y šăł, ůšőąż x A + y B = ŋőď(A; B), ďń£ śńěďş¿źĺţ ŕăř (A; B): ă) ( 17 ; 13 ) ; ą) ( 44 863 ; 70 499 ) ; ć) ( 8 385 403 ; 2 442 778 ) .

Ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă. Ěśńĺ ŋőď(a; b) = 1 ďń£ a; b ∈ Z, šő ůĺśńă a, b ŋăğżćă¿šś£ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ.

M3⋄7. Ďőłăęĺšě, ůšő ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă a ĺ b řăćŋőśĺńĳŋă śşźěśšćőćăŋĺ¿ šăłĺţ x; y ∈ Z, ůšő a x + b y = 1, ĺ řăćŋőśĺńĳŋă ćőğňőęŋőśšĺ ŕřěďśšăćĺšĳ ń¿ąőľ z ∈ Zć ćĺďě z = a · k + b · m ś ŕőďţőď£źĺňĺ k; m ∈ Z.

M3⋄8. Ŕşśšĳ c ćğăĺňŋő ŕřőśšő ś a, ă b { ń¿ąőě. Ďőłăęĺšě, ůšő

ă) ěśńĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ab ďěńĺšś£ ŋă c, šő b ďěńĺšś£ ŋă c; ą) ěśńĺ b ďěńĺšś£ łăł ŋă a, šăł ĺ ŋă c, šő b ďěńĺšś£ ĺ ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺě ac.

M3⋄9. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ p=q (čďě p∈Z; q ∈N) ňőęěš ążšĳ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, šőńĳłő ěśńĺ a_0 . q ĺ a_n . p?

M3⋄10. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŋőł(a; b)Œa ĺ ŋőł(a; b)Œb ćğăĺňŋő ŕřőśšż ŕřĺ ń¿ążţ a; b ∈ N? M3⋄11. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ∀ a ∈ N śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő b ∈ N, šăłĺţ ůšő b + a ĺ b − a ćğăĺňŋő ŕřőśšż? Ćśěčďă ńĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšż a ĺ a + 1?

M3⋄12. Ŋăľďĺšě ćśě űěńżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ:

ă) 1537 x + 1387 y = 1 ą) 5 x + 7 y = 11 ć) 26 x + 32 y = 60 č) 169 x + 221 y = 26 M3⋄13. Ůěňş řăćŋő k-ě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, őďŋőćřěňěŋŋő ďă¿źěě őśšăšłĺ:

ă) 1, 2, 3 őš ďěńěŋĺ£, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋă 2, 3 ĺ 5? ą) 2, 4, 6, 8 őš ďěńěŋĺ£, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋă 5, 9, 11 ĺ 14?

1ĺŋăůě čőćőř£, I śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ůĺśěń n, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě n = k A + m B ś űěńżňĺ k ĺ m

Řăćŋőśőśšăćńěŋŋőśšĳ ĺ ŕńőźăďĺ

M4⋄1. Ŋăřĺśşľšě ŋă ńĺśšě łńěšůăšőľ ąşňăčĺ őśĺ łőőřďĺŋăš ĺ őšňěšĳšě šőůłĺ A(−2; 0), B(2; 0), C(2; 2), D(2; 5), E(0; 5), F (−7; 7), G(−5; 4). Ďőŕşśšĺň, ůšő ŋă ğăłřăÿĺćăŋĺě őďŋőľ łńěšłĺ šřăšĺšś£ 1 ŕĺłőńĺšř ůěřŋĺń. Śłőńĳłő ůěřŋĺń şľď-ěš ŋă ğăłřăÿĺćăŋĺě ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć: CED, ADE, AEC, ECG, ABDE, GCEF , ACEF G?

M4⋄2. Řăśśňőšřĺň ŋă łőőřďĺŋăšŋőľ ŕńőśłőśšĺ šőůłĺ O(0; 0) ĺ A(4; 3). Ďőśšřőľšě őšřěğőł OA ďő łćăďřăšă OABC ĺ ćżůĺśńĺšě S(OABC) ĺ |OA|.

M4⋄3. Ůěňş řăćěŋ łćăďřăš řăśśšő£ŋĺ£ őš ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ďő ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ P ś łőőřďĺŋăšăňĺ (p_1; p_2) ĺ ůěňş řăćěŋ łćăďřăš řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş P ĺ ďřşčőľ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłőľ Q(q_1; q_2)?

M4⋄4. Ŋăřĺśşľšě ČŇŠ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x; y), şďőćńěšćőř£¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ň:

ă) x^2 + y^2 = 1 ą) (x − 3)^2 + (y + 5)^2 = 16 ć) x^2 + y^2 + 1 = 2 (y − 3 x) M4⋄5. Ćěřÿĺŋż ŕăřăńńěńőčřăňňă ABCD ĺňě¿š łőőřďĺŋăšż A(1; 5), B(−3; 2), C(4; −1). Ŋăľďĺšě łőőřďĺŋăšż ćěřÿĺŋż D ĺ S(ABCD).

M4⋄6^*. Ćěřÿĺŋż ŕăřăńńěńőčřăňňă OAP B ĺňě¿š łőőřďĺŋăšż O(0; 0), A(a_1; a_2) ĺ B(b_1; b_2). Ćżřăğĺšě łőőřďĺŋăšż ćěřÿĺŋż P ĺ S(OAP B) ůěřěğ a_1, a_2, b_1 ĺ b_2.

Śćőľśšćă ŕńőźăďěľ. Ňŋőčĺě ŕńőśłĺě ťĺčşřż F ĺňě¿š ŕńőźăďĳ S(F). Ŋăŕřĺňěř, ŕńőźăďĳ ŕř£ňőşčőńĳ-

ŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ a ĺ b řăćŋă ab. Ŕńőźăďĺ řăćŋżţ ťĺčşř řăćŋż. Ťĺčşřż řăćŋőľ ŕńőźăďĺ ŋăğżćă¿šś£ řăćŋőćěńĺłĺňĺ. Ěśńĺ ťĺčşřă F řăğřěğăŋă ŕř£ňőńĺŋěľŋżň řăğřěğőň ŋă ďćě ůăśšĺ F_1 ĺ F_2 ĺ ĺğ šř-ěţ ťĺčşř F, F_1, F_2 łăłĺě-šő ďćě ĺňě¿š ŕńőźăďĳ, šő ě-ě ĺňěěš ĺ šřěšĳ£, ŕřĺů-ěň S(F) = S(F_1) + S(F_2). Ďćě ťĺčşřż ŋăğżćă¿šś£ řăćŋőśőśšăćńěŋŋżňĺ, ěśńĺ őďŋş ĺğ ŋĺţ ňőęŋő łőŋěůŋżň ůĺśńőň ŕř£ňőńĺŋěľŋżţ řăğřěğőć řăğąĺšĳ ŋă ůăśšĺ, ĺğ łőšőřżţ śłńăďżćăěšś£ ďřşčă£ ťĺčşřă. Ŕńőźăďĺ řăćŋőśőśšăćńěŋŋżţ ťĺčşř řăćŋż.

M4⋄7. Řăćŋőćěńĺłĺ ńĺ ŋă řĺś. 4.1 ŕăřăńńěńőčřăňňż śőőšćěšśšćş¿źĺň ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăň? Ćżřăğĺšě ŕńőźăďĳ ŕăřăńńěńőčřăňňă ůěřěğ őśŋőćăŋĺě ĺ ćżśőšş.

M4⋄8. Ćżřăğĺšě ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłă ĺ šřăŕěűĺĺ ůěřěğ ćżśőšż ĺ őśŋőćăŋĺ£.

M4⋄9. Śşźěśšćşěš ńĺ šăłőľ šřěşčőńĳŋĺł ś ćżśőšăňĺ h_1, h_2,

ŕěřĺňěšřőň P ĺ ŕńőźăďĳ¿ S, ůšő: ă) P > 1 ň S < 1 śň^2 ?

ą) S > 1 ň^2 P < 1 śň ? ć) h_1 ⩾ 1 ň h_2 ⩾ 1 ň S ⩽ 1 śň^2 ?

Řĺś. 4.1.

M4⋄10. Ŕşśšĳ ďńĺŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ śšőřőŋ (śłăęěň, ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě) ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćżŕşłńőčő ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă řăćŋż a, b, c, d. Ňőęěš ńĺ ěčő ŕńőźăďĳ ążšĳ ąőńĳÿě, ůěň ă) (ab + cd)=2? ą) (ac + bd)=2?

M4⋄11. Ćżřăğĺšě ŕńőźăďĳ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ůěšżř-ěţşčőńĳŋĺłă ś ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżňĺ ďĺăčőŋăń£ňĺ ůěřěğ ďńĺŋż ďĺăčőŋăńěľ.

M4⋄12. Ćżřăğĺšě ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă ůěřěğ ďńĺŋż śšőřőŋ ĺ řăďĺşś

ă) ćŕĺśăŋŋőčő ą) ćŋěćŕĺśăŋŋőčő łřşčă.

M4⋄13. Ğăćĺśĺš ńĺ śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš šőůłĺ, ńěęăźěľ ćŋşšřĺ ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ďő ěčő śšőřőŋ őš ćżąőřă ¡šőľ šőůłĺ?

M4⋄14. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ňěďĺăŋż řăğřěğă¿š šřěşčőńĳŋĺł ŋă 6 řăćŋőćěńĺłĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć? M4⋄15^*. Šřěşčőńĳŋĺł řăğřěğăńĺ ŋă šřĺ ňěŋĳÿĺţ, śőěďĺŋĺć ćěřÿĺŋż ś ŋěłőľ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłőľ. Ćěřŋő ńĺ, ůšő őŋĺ řăćŋőćěńĺłĺ šőńĳłő ěśńĺ ¡šă šőůłă | ŕěřěśěůěŋĺě ňěďĺăŋ?

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 4 12 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Čěőňěšřĺ£ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě

M4^1_2 ⋄1^*. Ňăšěňăšĺůěśłĺľ ąĺńĳ£řď | ¡šő łćăďřăš ABCD ś šőůěůŋżňĺ ńşğăňĺ ć ćěřÿĺŋăţ.

Šőůěůŋżľ ÿăř ćżŕşśšĺńĺ ĺğ śěřěďĺŋż śšőřőŋż AD ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ šőůłĺ E, łőšőřă£ ďěńĺš ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ śšőřőŋş ć őšŋőÿěŋĺĺ BE : EC = 43 : 57. Ŕőŕăď-ěš ńĺ őŋ łőčďă-ŋĺąşďĳ ć ńşğş? Ěśńĺ ŋěš { ŕőůěňş, ěśńĺ ďă { ŕőśńě śłőńĳłĺţ őšřăęěŋĺľ^1 őš śšěŋőł?

M4^1_2 ⋄2^*. Śşźěśšćşěš ńĺ ŕăřăńńěńőčřăňň ŕńőźăďĺ 4 łń. ś űěŋšřőň ć şğńě łńěšůăšőľ ąşňăčĺ, ŋě śőďěřęăźĺľ ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ şğńőć ŋĺ ćŋşšřĺ, ŋĺ ŋă čřăŋĺűě?

Ťőřňşńă Ŕĺłă śőŕőśšăćń£ěš ń¿ąőňş (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ćżŕşłńőňş) ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źěňşś£ ňŋőčőşčőńĳ-

ŋĺłş M ś ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ łńěšůăšőľ ąşňăčĺ ůĺśńő Ŕ(M)^{def}= ( ůĺśńő şğńőć ćŋşšřĺ M ) + 12 ( ůĺśńő şğńőć ŋă čřăŋĺűě M ) − 1 :

ĺ şšćěřęďăěš, ůšő S(M) = Ŕ(M). Őŋă ďőłăğżćăěšś£ ć śńěďş¿źĺţ ďćşţ ğăďăůăţ:

M4^1_2 ⋄3. Ňŋőčőşčőńĳŋĺł M řăğřěğăńĺ ŕř£ňőńĺŋěľŋżň řăğřěğőň ŋă ďćă ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M_1 ĺ M2 šőęě ś ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ. Ćěřŋő ńĺ, ůšő Ŕ(M) = Ŕ(M_1) + Ŕ(M_2)?

M4^1_2 ⋄4. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ďőłăęĺšě ťőřňşńş Ŕĺłă ďń£:

ă) ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ ŕő ńĺŋĺ£ň łńěšőł; ą) ďń£ ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ś łăšěšăňĺ ŕő ńĺŋĺ£ň łńěšőł; ć) ďń£ ń¿ąőčő šřěşčőńĳŋĺłă; č) ďń£ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă; ď^*) ć őąźěň ćĺďě.

M4^1_2 ⋄5. Ňőęěš ńĺ šřěşčőńĳŋĺł ś ŕńőźăďĳ¿ 1 łń. ĺ ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ śőďěřęăšĳ şğńż śšřőčő ćŋşšřĺ śěą£? Ňőęěš ńĺ őŋ ĺňěšĳ śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿőľ ŕěřĺňěšř?

M4^1_2 ⋄6. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ąőľ őšřěğőł ś łőŋűăňĺ ć şğńăţ, ŋő ŋě śőďěřęăźĺľ şğńőć ćŋşšřĺ śěą£, ňőęŋő ďőśšřőĺšĳ ďő šřěşčőńĳŋĺłă ŕńőźăďĺ 1 łń. ś ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ?

M4^1_2 ⋄7. Ňőęěš ńĺ ŕăřăńńěńőčřăňň ś ŕńőźăďĳ¿ 1 łń. ĺ ćěřÿĺŋăňĺ ć şğńăţ ŋăłřżćăšĳ łăłĺěńĺąő şğńż łřőňě ćěřÿĺŋ? Ňőęěš ńĺ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ŋăĺąőńěě şďăń-ěŋŋżňĺ ďřşč őš ďřşčă ćěřÿĺŋăňĺ šăłőčő ŕăřăńńěńőčřăňňă ążšĳ śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿĺň?

M4^1_2 ⋄8. Ŕř£ňă£ ‘ śőěďĺŋ£ěš şğńż ś łőőřďĺŋăšăňĺ (0; 0) ĺ (p; q), ŕřĺů-ěň ňěęďş ¡šĺňĺ şğńăňĺ ŋă ŕř£ňőľ ‘ ŋěš ďřşčĺţ şğńőć. Ěśšĳ ńĺ śřěďĺ ŋě ńěęăźĺţ ŋă ‘ şğńőć ąńĺęăľÿĺě ł ŋěľ ĺ ňŋőčő ńĺ ĺţ ňőęěš ążšĳ? Ŋăľďĺšě řăśśšő£ŋĺě őš šăłőčő şğńă ďő ŕř£ňőľ ‘.

M4^1_2 ⋄9 (ğăďăůă ő łşğŋěůĺłăţ). Šř-ěţ łşğŋěůĺłőć ŕőśăďĺńĺ ć šőůłĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (0; 1), (1; 1) ĺ (1; 0) ĺ ŕőğćőńĺńĺ ŕřżčăšĳ ďřşč ůěřěğ ďřşčă ć ŕěřćőň łćăďřăŋšě ŕő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş: ć łăęďżľ ňőňěŋš őďĺŋ ĺğ ćěłšőřőć, śőěďĺŋ£¿źĺţ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ś łşğŋěůĺłăňĺ, ŋăţőďĺšś£ ňěęďş ďćşň£ ďřşčĺňĺ, ĺ ń¿ąőľ ĺğ ďćşţ ÀłřăľŋĺţÁ łşğŋěůĺłőć ňőęěš űěŋšřăńĳŋő śĺňňěšřĺůŋő őšřăğĺšĳś£ őš ¡šőčő ÀśřěďŋěčőÁ. Ŕőłăęĺšě, ůšő:

ă) ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ĺ łşğŋěůĺłĺ ćśěčďă ŋăţőď£šś£ ć ćěřÿĺŋăţ ŕăřăńńěńőčřăňňă ěďĺŋĺůŋőľ ŕńőźăďĺ, ĺ ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ űěńżţ šőůěł ¡šőš ŕăřăńńěńőčřăňň ŋě ŋăłřżćăěš;

ą) łşğŋěůĺłĺ ňőčşš ŕőążćăšĳ šőńĳłő ć šőůłăţ ś ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ; ć) ďń£ łăęďőľ šőůłĺ ś ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ĺňěěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżľ śŕőśőą ŕřżčăŋĺ£, ŕřĺćőď£źĺľ őďŋőčő ĺğ łşğŋěůĺłőć ć ¡šş šőůłş.

M4^1_2 ⋄10^*. Łăęďżľ şğěń łńěšůăšőľ ąşňăčĺ ŋăłřżńĺ łřşčőň, űěŋšř łőšőřőčő ŋăţőďĺšś£ ć ¡šőň şğńě ă řăďĺşś ć 1999^{2000} řăğ ňěŋĳÿě ÿĺřĺŋż łńěšőł. Ňőęŋő ńĺ ĺğ ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ćżŕşśšĺšĳ ńşů, ŋě ŕěřěśěłă¿źĺľ ŋĺ őďŋőčő (łřőňě ŋăłřżćă¿źěčő ŋăůăńő) łřşčă?

M4^1_2 ⋄11. Ŕşśšĳ p_1; p_2 | ń¿ążě, ă q_1; q_2 | ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă. Őŕĺÿĺšě ćśě śńşůăĺ, łőčďă p_1 q_1 + p_2 q_2 = p_1 + p_2 q_1 + q_2 . Łăłĺňĺ ŋěřăćěŋśšćăňĺ ść£ğăŋż ¡šĺ šřĺ ďřőąĺ ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ?

1ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ŕřĺ łăęďőň şďăřě ő śšěŋłş Àşčőń ŕăďěŋĺ£ řăćěŋ şčńş őšřăęěŋĺ£Á

Ćăęŋżě łćăďřăšĺůŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£

M5⋄1. Ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő ĺğ ůěšżř-ěţ őďĺŋăłőćżţ ŕř£ňőşčőńĳŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć ś łăšěšăňĺ a, b ĺ čĺŕőšěŋşğőľ c ňőęŋő śńőęĺšĳ łćăďřăš łăł ŋă řĺś. 5.1, ďőłăęĺšě, ůšő a^2 + b^2 = c^2.

M5⋄2. Ďőłăęĺšě, ůšő ş ŕĺťăčőřőćżţ ÿšăŋőć ŋă řĺś. 5.2 łćăďřăš čĺŕőšěŋşğż řăćŋőśőśšăćńěŋ śşňňě łćăďřăšőć łăšěšőć (¡šőš ťăłš ĺğćěśšěŋ łăł šěőřěňă Ŕĺťăčőřă). Řĺś. 5.1.

Śřěďŋěě čěőňěšřĺůěśłőě (ĺńĺ śřěďŋěě ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőě) ďćşţ ŕőńő-

ęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń m ĺ n | ¡šő šăłőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő q, ůšő q^2 = mn (ĺńĺ ĺŋăůě n : q = q : m).

M5⋄3. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă a, b, c şďőćńěšćőř£¿š

şśńőćĺ¿ c^2 = a^2 + b^2, šő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżľ šřěşčőńĳŋĺł śő śšőřőŋăňĺ a, b ĺ c, ĺ ¡šőš šřěşčőńĳŋĺł ăćšőňăšĺůěśłĺ ąşďěš ŕř£ňőşčőńĳŋżň.

M5⋄4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă řĺś. 5.3 łćăďřăš ćżśőšż ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă řăćŋőśőśšăćńěŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłş, śšőřőŋż łőšőřőčő śşšĳ őšřěğłĺ, ŋă łőšőřżě ćżśőšă řăğąĺćăěš čĺŕőšěŋşğş.

M5⋄5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă řĺś. 5.4 łćăďřăš łăšěšă řăćŋőśőśšăćńěŋ ŕř£-

ňőşčőńĳŋĺłş, śšőřőŋż łőšőřőčő śşšĳ čĺŕőšěŋşğă ĺ ě-ě őšřěğőł, ğăłń¿ů-ěŋŋżľ ňěęďş ¡šĺň łăšěšőň ĺ ćżśőšőľ.

Řĺś. 5.2.

M5⋄6. Ďćşň£ śŕőśőąăňĺ | ś ŕőňőźĳ¿ ŕřěďżďşźĺţ ğăďăů ĺ ůěřěğ ŕőďţőď£źĺě ŕőďőąŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ | ćż£śŋĺšě, ćżŕőńŋ£¿šś£ ńĺ ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕř£ňőşčőńĳŋőň △ABC ś čĺŕőšěŋşğőľ AB ĺ ćżśőšőľ CH śőőšŋőÿěŋĺ£: ă) |AH| : |CH| = |CH| : |HB| ;

ą) |AH| : |AC| = |AC| : |AB| ć) |BH| : |CB| = |CB| : |AB| . Řĺś. 5.3. M5⋄7. Čń£ď£ ŋă řĺś. 5.5 űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ ŕőśšřőľšě ăřĺťňěšĺůěśłőě ĺ čěőňěšřĺůěśłőě śřěďŋĺě ďćşţ őšřěğłőć a = AP ĺ b = P B. Ďőłăęĺšě, ůšő čěőňěšřĺůěśłőě śřěďŋěě ďćşţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ŋě ŕřěćőśţőďĺš ăřĺťňěšĺůěśłőčő, ĺ őŕĺÿĺšě ćśě śńşůăĺ ĺţ řăćěŋśšćă.

M5⋄8. Ďăŋż őšřěğőł ďńĺŋż 1 ĺ őšřěğőł ďńĺŋż a. Űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ

ŕőśšřőľšě őšřěğőł, ďńĺŋă łőšőřőčő řăćŋă ă) √ 3 ą) √ 19 ć) √ a č) a^2.

M5⋄9. Ďăŋ łćăďřăš. Űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ ŕőśšřőľšě ŋőćżľ łćăďřăš,

ŕńőźăďĳ łőšőřőčő őšŋőśĺšś£ ł ŕńőźăďĺ ďăŋŋőčő łăł m : n.

Řĺś. 5.4.

M5⋄10. Ďăŋż őšřěğłĺ ďńĺŋż 1, p ĺ q. Űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ ŕőśšřőľšě

łőřŋĺ şřăćŋěŋĺľ x^2 + p x − q = 0 ĺ x^2 − p x − q = 0.

M5⋄11. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ń¿ąőň △ABC ś ćżśőšőľ AH ćżŕőńŋěŋő śőőšŋőÿěŋĺě |AB|^2 − |AC|^2 = |BH|^2 − |CH|^2.

M5⋄12. Ćżřăğĺšě śşňňş łćăďřăšőć ďĺăčőŋăńěľ ŕăřăńńěńőčřăňňă ůěřěğ

ěčő śšőřőŋż.

Řĺś. 5.5.

M5⋄13. Ćżřăğĺšě ďĺăňěšř łřşčă, ćŕĺśăŋŋőčő ć řăćŋőąőłş¿ šřăŕěűĺ¿, ůěřěğ ě-ě őśŋőćăŋĺ£. M5⋄14. Ćżřăğĺšě ă) ňěďĺăŋş ą) ćżśőšş ć^*) ąĺśśěłšřĺśş č^*) ŕńőźăďĳ ŕřőĺğćőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ůěřěğ ďńĺŋż ěčő śšőřőŋ.

Čěőňěšřĺůěśłĺě ŕřőčřěśśĺĺ

Ć ąăŋłě ęĺćşš ąăłšěřĺĺ ĺ łăęďżľ ďěŋĳ ĺţ ůĺśńő şďćăĺćăěšś£, šăł ůšő ğă ŋěďěń¿ ąăŋłă ğăŕőńŋ£ěšś£ ąăłšěřĺ£ňĺ űěńĺłőň. Ğă śłőńĳłő ďŋěľ ąăłšěřĺĺ ğăŕőńŋ£š ŕőńąăŋłĺ?

Čěőňěšřĺůěśłă£ ŕřőčřěśśĺ£ | ¡šő (łőŋěůŋżľ ĺńĺ ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăąőř ğăŋşňěřőćăŋŋżţ ŋěŋşńěćżţ

ůĺśěń : : : ; g_1; g_2; g_3; : : :, ć łőšőřőň őšŋőÿěŋĺě q = g_k=g_{k−1} ňěęďş ďćşň£ śőśěďŋĺňĺ ůĺśńăňĺ őďĺŋăłőćő ďń£ ćśěţ k; őŋő ŋăğżćăěšś£ ğŋăňěŋăšěńěň ŕřőčřěśśĺĺ.

M6⋄1^∘. Ąşďěš ńĺ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, k-šżľ ůńěŋ łőšőřőľ řăćěŋ:

ă) 0; 0 : : : 0 k 3; ą) 3^{−k}; ć) 33 : : : 3 k ; č)^k √ 3; ď) g^′_k · g^{′′}_k , čďě g^′_k, g^{′′}_k { čěőňěšřĺůěśłĺě ŕřőčřěśśĺĺ;

ě) #^{ak} , čďě # ≠ 0, ĺ a_k | ăřĺťňěšĺůěśłă£ (śłăęěň, űěńőůĺśńěŋŋă£) ŕřőčřěśśĺ£. M6⋄2. Ňőęŋő ńĺ řăğąĺšĳ N ć őąžěďĺŋěŋĺě ă) łőŋěůŋőčő ą) ąěśłőŋěůŋőčő ŋăąőřă ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ąěśłőŋěůŋżţ čěőňěšřĺůěśłĺţ ŕřőčřěśśĺľ?

M6⋄3. Łăłĺě ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ŋĺęě śćőľśšć ŋăąőřă ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń g_0; g_1; : : : ; g_n ŋěőąţőďĺňż, ă łăłĺě ďőśšăšőůŋż ďń£ šőčő, ůšőąż ¡šőš ŋăąőř ążń čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺěľ?

ă) ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš (łřőňě łřăľŋĺţ) ěśšĳ śřěďŋěě čěőňěšřĺůěśłőě ďćşţ śőśěďŋĺţ; ą) g^2_i = g_{i−2}g_{i+2} ŕřĺ ćśěţ 2 ⩽ i ⩽ n − 2 ; ć) g_ig_{n−i} őďĺŋăłőćő ďń£ ćśěţ 0 ⩽ i ⩽ n .

M6⋄4. Ćěřŋő ńĺ, ůšő a^m − b^m ďěńĺšś£ ŋă (a − b), ąşďě ¡šă řăğŋőśšĳ ŋěŋşńěćă£? Ěśńĺ ďă, šő ůěňş řăćŋő ůăśšŋőě? Ůšő ňőęŋő şšćěřęďăšĳ ŕřő a^m + b^m?

M6⋄5. Ćżůĺśńĺšě śşňňş 1 + x + x^2 + · · · + x^n. Őąőąźěŋĺě: ćżřăğĺšě śşňňş ćśěţ ¡ńěňěŋšőć łőŋěůŋőľ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ ůěřěğ ŋăůăńĳŋżľ ůńěŋ, łőńĺůěśšćő śńăčăěňżţ ĺ ğŋăňěŋăšěńĳ.

M6⋄6. Ŋăľďĺšě śşňňż: ă) 1+2 q+3 q^2 + · · · +(n+1) q^n ą) 1·2+2·3 q+3·4 q^2+ · · · +(n+1)(n+2) q^n. M6⋄7. Ĺğ ŕşŋłšă A ć ŕşŋłš B śő śłőřőśšĳ¿ 5 łň/ůăś ćżÿěń Šőń£, ă ůěřěğ šřĺ ůăśă ćśńěď ğă ŋĺň śő śłőřőśšĳ¿ 7 łň/ůăś őšŕřăćĺńś£ Łőń£ ĺ { śő śłőřőśšĳ¿ 12 łň/ůăś { ěčő śőąăůłă Ęşůłă, łőšőřă£ ďőčŋăńă Šőń¿, ňčŋőćěŋŋő řăğćěřŋşńăśĳ ĺ ŕőąěęăńă ŋăğăď ł Łőńě, ćśšřěšĺć ěčő, śŋőćă řăğćěřŋşńăśĳ ĺ śŋőćă ďőčŋăńă Šőń¿ ĺ š. ď. Łăłőě řăśśšő£ŋĺě ŕřőąěęĺš Ęşůłă ŕőłă Łőń£ ďőčőŋĺš Šőń¿? Łăłă£ ŕřőčřěśśĺ£ ŕřĺ ¡šőň ŕřőśşňňĺřőćăńăśĳ?

M6⋄8. Ďőčŋăć Šőń¿, Łőń£ śšăń ďěńĺšĳś£ ś ŋĺň ğăćšřăłőň: ć ŕěřćş¿ ňĺŋşšş őŋ řăğďěńĺń ěčő ŕőŕőńăň ĺ şśŕěń śžěśšĳ šřěšĳ śćőěľ ŕőńőćĺŋż, ă Šőń£ śćő¿ { űěńĺłőň. Ć śńěďş¿źĺě ŕőńňĺŋşšż Łőń£ řăğďěńĺń ŕőŕőńăň őśšăšłĺ śćőěľ ďőńĺ ĺ őŕ£šĳ şśŕěń śžěśšĳ šřěšĳ, ă Šőń£ { ćś-ě. Ďăńěě ŕřőűěśś ŕőćšőř£ńś£ (ĺ łăęďă£ śńěďş¿źă£ śšăďĺ£ ŕřőĺśţőďĺńă ćďćőě ążśšřěě ŕřěďżďşźěľ). Ůěřěğ łăłőě ćřěň£ ğăćšřăł ąşďěš śžěďěŋ ĺ łăłă£ ěčő ůăśšĳ ďőśšăŋěšś£ Łőńě, ă łăłă£ { Šőńě?

M6⋄9. Ŋăğőć-ěň śşňňőľ ąěśłőŋěůŋőľ şążćă¿źěľ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ g_0; g_1; g_2; : : : ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő, ąőńĳÿěě ń¿ąőľ łőŋěůŋőľ śşňňż g_0 + · · · + g_n. Ďőłăęĺšě, ůšő šăłőě ůĺśńő śşźěśšćşěš ĺ ćżřăğĺšě ěčő ůěřěğ ŋăůăńĳŋżľ ůńěŋ ĺ ğŋăňěŋăšěńĳ ŕřőčřěśśĺĺ.

M6⋄10. Ł ąőńĳÿěňş łăšěšş ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ 1, 2, √ 3 ŕőďłńěĺńĺ řăćŋş¿ ěňş ŕő ďńĺŋě čĺŕőšěŋşğş ŕőďőąŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ğăšěň ł ąőńĳÿěňş łăšěšş ćšőřőčő šřěşčőńĳŋĺłă ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŕőďłńěĺńĺ čĺŕőšěŋşğş šřěšĳěčő šřěşčőńĳŋĺłă, ŕőďőąŋőčő ŕěřćżň ďćşň, ĺ šăł ďăńěě ďő ąěśłőŋěůŋőśšĺ. Ůěňş řăćŋă ŕńőźăďĳ ŕőńşůă¿źěčőś£ ğăćĺšłă?

M6⋄11. Ćśěčďă ńĺ ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ÀşčőńłőňÁ ŕőńşůĺšś£ ńĺąő łőŋěůŋă£, ńĺąő ąěśłőŋěůŋă£ ŕěřĺőďĺůěśłă£ ďěś£šĺůŋă£ ďřőąĳ? Ňőęŋő ńĺ šăłĺň őąřăğőň ŕőńşůĺšĳ ďřőąĺ ă) 0; 575757 : : : ; ą) 19; 9919991999 : : : ; ć) 2; 43575757 : : : ?

M6⋄12. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕěřĺőďĺůěśłă£ ďřőąĳ 0; a_1 : : : a_n b_1 : : : b_m b_1 : : : b_m : : : ěśšĳ řěğşńĳšăš ďěńěŋĺ£ ůĺśńă a_1 : : : a_n b_1 : : : b_m − a_1 : : : a_n ŋă ůĺśńő 9 : : : 9 m 0 : : : 0 n .

Łăł őřčăŋĺğőćăšĳ ŕőńŋżľ ŕěřěąőř

Ůšőąż şŕřăćĺšĳś£ ś łńăśśőň, ěčő ŋăďő ćżśšřőĺšĳ ŕő řőśšş ĺ ŕěřěłńĺłŋşšĳ ŕő ăńťăćĺšş. (ĺğ Ÿłőńĳŋżţ Ğăŕőćěďěľ)

M7⋄1. Śłőńĳłő řăğńĺůŋżţ ă) ďćşţ- ą) ůěšżř-ěţ- ć) n-ąşłćěŋŋżţ śńőć^1 ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ šřĺďűăšĳ¿ šřěň£ ąşłćăňĺ řşśśłőčő ăńťăćĺšă?

M7⋄2. Ňőęŋő ńĺ ğăłőďĺřőćăšĳ řşśśłĺľ ăńťăćĺš ăğąşłőľ Ňőřğě šăł, ůšőąż łăęďă£ ąşłćă ŕěřěďăćăńăśĳ ŋě ąőńěě, ůěň ůěšżřĳň£ śĺčŋăńăňĺ? Łăłőě ůĺśńő śĺčŋăńőć ŋă śĺňćőń ďőśšăšőůŋő őšćőďĺšĳ ďń£ ŕěřěďăůĺ 3000 řăğńĺůŋżţ ĺěřőčńĺťőć?

M7⋄3. Śłőńĳłő ćśěčő řăğŋżţ śńőć (ŋě őą£ğăšěńĳŋő őśňżśńěŋŋżţ) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕěřěśšăćń££ ąşłćż ć śńőćăţ OK, řőł, şřőł, ÿŋşřőł?

M7⋄4. Łăł ĺğňěŋĺšś£ őšćěš ć ğăď. M7⋄1, ěśńĺ ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż ąşłćż ŋě ŕőćšőř£ńĺśĳ? M7⋄5. Ňőęŋő ńĺ şŕőř£ďőůĺšĳ ćśě śšő ďćşţřăğř£ďŋżţ ůĺśěń őš 00 ďő 99 šăł, ůšőąż łăęďżě ďćă śőśěďŋĺţ ůĺśńă őšńĺůăńĺśĳ řőćŋő ć őďŋőľ űĺťřě, ŕřĺů-ěň řőćŋő ŋă ěďĺŋĺűş? Šőš ęě ćőŕřőś ŕřő šř-ěţ- ĺ n-řăğř£ďŋżě ůĺśńă.

Ťăłšőřĺăńż. Ŕřőĺğćěďěŋĺě n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 1 őąőğŋăůăěšś£ n! (ůĺšăěšś£ Àn-ťăłšőřĺăńÁ). Ŕő

őŕřěďěńěŋĺ¿, 0! = 1! = 1 .

M7⋄6. Ŕřĺ łăłĺţ n: ă) n! ⩾ 3^n ; ą) 2^n ⩾ n^3 ?

Ňăšěňăšĺůěśłă£ ĺŋďşłűĺ£ | ¡šő śŕőśőą ďőłăğăšĳ ąěśłőŋěůŋş¿ śěřĺ¿ ğăŋşňěřőćăŋŋżţ şšćěřęďě-

ŋĺľ ğă ďćă ţőďă: (1) { ąăğă ĺŋďşłűĺĺ { ďőłăğżćăěšś£ şšćěřęďěŋĺě Â1 ; (2) { ĺŋďşłšĺćŋżľ ŕěřěţőď { ďőłăğżćăěšś£, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň n ĺğ şšćěřęďěŋĺ£ Ân ćżšěłăěš şšćěřęďěŋĺě Â(n + 1).

M7⋄7. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŕřĺ řăğřěğăŋĺĺ ćżŕşłńőčő n-şčőńĳŋĺłă ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ ŕő ďĺăčőŋăń£ň ůĺśńő ŕőńşůĺćÿĺţś£ šřěşčőńĳŋĺłőć ąşďěš őďŋĺň ĺ šěň ęě, łăł ąż ŋě řěğăńĺ? Ůěňş őŋő ňőęěš řăćŋ£šĳś£? Łăłőćă śşňňă ćŋşšřěŋŋĺţ şčńőć ćżŕşłńőčő n-şčőńĳŋĺłă?

M7⋄8. Ŋă śłőńĳłő łşśłőć řăğąĺćăěšś£ ŕńőśłőśšĳ n ŕř£ňżňĺ, ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ łőšőřżţ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě ĺ ŋĺłăłĺě ďćě ŋě ŕăřăńńěńĳŋż?

M7⋄9. Ćśěčďă ńĺ ŕńőśłőśšĳ, řăğąĺšă£ ŋă ůăśšĺ ŕř£ňżňĺ ĺ őłřşęŋőśš£ňĺ, řăśłřăÿĺćăěšś£ ć ďćă űćěšă šăł, ůšőąż ĺňě¿źĺě őąźş¿ śšőřőŋş łşśłĺ ążńĺ řăğŋőűćěšŋżňĺ?

M7⋄10^*. Ďăŋż n šőůěł. Ćěřŋő ńĺ, ůšő őŋĺ ńĺąő ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ńĺąő ĺţ śőěďĺŋ£ěš ŋě ňěŋěě n řăğŋżţ ŕř£ňżţ?

M7⋄11. Śłőńĳłő řăğŋżţ m-ąşłćěŋŋżţ śńőć ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ n-ąşłćěŋŋżň ăńťăćĺšőň, ěśńĺ ąşłćż ć śńőćăţ ă) ňőčşš ą) ŋě ňőčşš ŕőćšőř£šĳś£?

M7⋄12. Ć ąěśłőŋěůŋżľ ńăąĺřĺŋš ŋă řĺś. 7.1 ŕăďăěš

ÿăřĺł ĺ ŕőď ďěľśšćĺěň š£ęěśšĺ ŕřőćăńĺćăěšś£ ćŋĺğ, śńşůăľŋżň őąřăğőň ŕőćőřăůĺćă£ ŋăńěćő-ŋăŕřăćő. Ŋă ŋă łăęďőľ ĺğ łőňŋăš ćěřţŋĺţ 11 ¡šăęěľ ŋăŕĺÿĺšě, śłőńĳłĺňĺ řăğńĺůŋżňĺ ŕşš£ňĺ ÿăřĺł ňőęěš ďő ŋě-ě ďőąřăšĳś£.

M7⋄13. Ďń£ k = 0; 1; 2; : : : ; 10 řăśłřőľšě śłőąłĺ ĺ

ŕřĺćěďĺšě ŕőďőąŋżě śńăčăěňżě ć (1 + x)^k ĺ (a + b)^k. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě šěőřěňş, śřăćŋĺćă¿- źş¿ ŕőńşůěŋŋżě őšćěšż ś őšćěšăňĺ ğăď. M7⋄12.

Řĺś. 7.1. Ńăąĺřĺŋš Ŕăśłăń£

M7⋄14. Ůĺśńő x + 1=x £ćń£ěšś£ űěńżň. Ąşďěš ńĺ űěńżň x^n + 1=x^n ? (Ŋăůŋĺšě ś n = 2; 3; : : : )

1śńőćă ŋě őą£ğăŋż ążšĳ őśňżśńěŋŋżňĺ ĺ ąşłćż ć śńőćăţ ňőčşš ŕőćšőř£šĳś£

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 7 12 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Ğŋăłőňĳšěśĳ, čřăť : : :

Čřăť | ¡šő łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő šőůěł ŋă ŕńőśłőśšĺ (ćěřÿĺŋ čřăťă), ŋěłőšőřżě ĺğ łőšőřżţ śőěďĺŋěŋż

őšřěğłăňĺ (ř-ěąřăňĺ čřăťă). Łőńĺůěśšćő ćżţőď£źĺţ ĺğ ďăŋŋőľ ćěřÿĺŋż A ř-ěąěř ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ćěřÿĺŋż ĺ őąőğŋăůăěšś£ deg A.

M7^1_2 ⋄1 (ńěňňă ő řşłőŕőęăšĺ£ţ). Ćżřăğĺšě śşňňş śšěŕěŋěľ ćśěţ ćěřÿĺŋ ŕřőĺğćőńĳŋőčő čřăťă ůěřěğ őąźěě ůĺśńő ěčő ř-ěąěř.

M7^1_2 ⋄2. Ć ń¿ąőň ńĺ čřăťě ś ąőńěě ůěň őďŋőľ ćěřÿĺŋőľ ěśšĳ ŕăřă ćěřÿĺŋ őďĺŋăłőćőľ śšěŕěŋĺ? M7^1_2 ⋄3. Ćśě 28 Ŕěšĺŋżţ őďŋőłńăśśŋĺłőć ĺňě¿š ŕő řăğńĺůŋőňş ůĺśńş ďřşğěľ ć ¡šőň łńăśśě.

Śłőńĳłő ĺğ ŋĺţ ďřşęĺš ś Ŕěšěľ?

M7^1_2 ⋄4 (şřőłĺ ďěňőłřăšĺĺ - 1). Łăęďżľ ĺğ 450 ďşňűěć ćřěğăń ŕő ťĺğĺőŋőňĺĺ řőćŋő őďŋőňş śćőěňş łőńńěčě. Ŋăąěř-ěšś£ ńĺ 150 ďşňűěć, ĺğ łőšőřżţ ŋĺłšő ŋĺłőčő ŕő ńĺűş ŋě ąĺń?

M7^1_2 ⋄5^* (šěőřěňă Ţőńńă). Ć ŋěłőľ łőňŕăŋĺĺ n ¿ŋőÿěľ ĺ ŕřĺ łăęďőň k = 1; 2; : : : ; n ďń£ ń¿ążţ k ¿ŋőÿěľ ć ¡šőľ łőňŕăŋĺĺ ŋăľď-ěšś£ ŋě ňěŋěě k ďěćşÿěł, ğŋăłőňżţ ţőš£ ąż ś őďŋĺň ĺğ řăśśňăšřĺćăěňżţ k ¿ŋőÿěľ. Ňőęŋő ńĺ ŕřőśćăšăšĳ ćśěţ ¿ŋőÿěľ ğă ğŋăłőňżţ ďěćşÿěł?

Ŕşšĳ ć čřăťě | ¡šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ěčő ćěřÿĺŋ A_1; A_2; : : :; A_{n+1} ĺ ř-ěąěř [A_1; A_2]; : : :; [A_n; A_{n+1}],

śőěďĺŋ£¿źĺţ śőśěďŋĺě ćěřÿĺŋż ć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ; ůĺśńő n ŋăğżćă¿š ďńĺŋőľ ŕşšĺ. Ěśńĺ ćśě ř-ěąřă ŕşšĺ řăğńĺůŋż ĺ ŋăůăńĳŋă£ ćěřÿĺŋă śőćŕăďăěš ś łőŋěůŋőľ: A_1 = A_{n+1}, šő ŕşšĳ ŋăğżćă¿š űĺłńőň. Čřăť ŋăğżćă¿š ść£ğŋżň, ěśńĺ ń¿ążě ďćě ěčő ćěřÿĺŋż ňőęŋő śőěďĺŋĺšĳ ŕşš-ěň. Ść£ğŋżľ čřăť ąěğ űĺłńőć ŋăğżćăěšś£ ďěřěćőň.

M7^1_2 ⋄6^∘. Ŋăřĺśşľšě łăłőě-ŋĺąşďĳ ďěřěćő. Ŕşśšĳ ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ ćěřÿĺŋăňĺ čřăťă ĺňěěšś£ řőćŋő őďĺŋ ŕşšĳ ĺğ ŋěŕőćšőř£¿źĺţś£ ř-ěąěř. §ćń£ěšś£ ńĺ ¡šő şśńőćĺě ă) ŋěőąţőďĺňżň ą) ďőśšăšőůŋżň ďń£ šőčő, ůšőąż čřăť ążń ďěřěćőň?

M7^1_2 ⋄7^∘. Łăł ść£ğăŋż ůĺśńő ćěřÿĺŋ ĺ ůĺśńő ř-ěąěř ŕřőĺğćőńĳŋőčő ďěřěćă? M7^1_2 ⋄8^∘ (őśšőćż). Ćśěčďă ńĺ ĺğ ść£ğŋőčő čřăťă ňőęŋő şďăńĺšĳ ŋěśłőńĳłő ř-ěąěř šăł, ůšőąż őśšăńőśĳ ďěřěćő ś šěň ęě ňŋőęěśšćőň ćěřÿĺŋ, ůšő ĺ ĺśţőďŋżľ čřăť^1?

M7^1_2 ⋄9^* (šěőřěňă Łěńĺ). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńŋżľ^2 čřăť ś n ćěřÿĺŋăňĺ ĺňěěš n^{n−2} őśšőćőć. M7^1_2 ⋄10^∘. Ćśěčďă ńĺ ć ść£ğŋőň čřăťě ňőęŋő şďăńĺšĳ ŋěłőšőřş¿ ćěřÿĺŋş ćňěśšě śő ćśěňĺ ćżţőď£źĺňĺ ĺğ ŋě-ě ř-ěąřăňĺ šăł, ůšőąż őŋ őśšăńś£ ść£ğŋżň?

M7^1_2 ⋄11. Ňőčşš ńĺ śšěŕěŋĺ ćśěţ ćěřÿĺŋ ŋěść£ğŋőčő n-ćěřÿĺŋŋőčő čřăťă ążšĳ ⩾ (n − 1)=2? M7^1_2 ⋄12. Ĺğ śšőńĺűż ćżţőďĺš 101 ăćĺăńĺŋĺ£, ĺğ č. Ďăńĳŋĺľ | őďŋă, ă ĺğ őśšăńĳŋżţ čőřőďőć | ŕő 100. Ňőęŋő ńĺ, ŕşśšĳ ś ŕěřěśăďłăňĺ, ďőńěšěšĳ ĺğ śšőńĺűż ć Ďăńĳŋĺľ?

M7^1_2 ⋄13 (¡ľńěřőćż čřăťż). Ďőłăęĺšě, ůšő ć ść£ğŋőň čřăťě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ěśšĳ űĺłń, ŕřőţőď£źĺľ řőćŋő őďĺŋ řăğ ŕő łăęďőňş ř-ěąřş, łőčďă śšěŕěŋĺ ćśěţ ćěřÿĺŋ ů-ěšŋż.

Ŕńőśłĺě čřăťż | ¡šő čřăťż, ř-ěąřă łőšőřżţ ŋě ŕěřěśěłă¿š ďřşč ďřşčă ŋĺčďě łřőňě ćěřÿĺŋ. Ůăśšĺ,

ŋă łőšőřżě ďěńĺš ŕńőśłőśšĳ šăłőľ čřăť, ŋăğżćă¿šś£ čřăŋ£ňĺ čřăťă.

M7^1_2 ⋄14. Ďőłăęĺšě, ůšő čřăŋĺ ŕńőśłőčő čřăťă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă řăśłřăÿĺćă¿šś£ ć ďćă űćěšă šăł, ůšőąż čřăŋĺ ś őąźĺň řěąřőň ŕőńşůăńĺśĳ řăğŋőűćěšŋżňĺ, łőčďă ¡šőš čřăť ¡ľńěřőć (śň. ğăď. M7^1_2 ⋄13).

M7^1_2 ⋄15. Ňŋőčőşčőńĳŋĺł řăğřěğă¿š ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ (ŋĺčďě łřőňě ćěřÿĺŋ) ďĺăčőŋăń£ňĺ. Ňőęěš ńĺ ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůĺšĳś£ ňěŋĳÿě ďćşţ šřěşčőńĳŋĺłőć ś ŕăřőľ śšőřőŋ, ążćÿĺţ śšőřőŋăňĺ ĺśţőďŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă?

1šăłőě ďěřěćő ŋăğżćăěšś£ őśšőćőň čřăťă 2čřăť ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋżň, ěśńĺ ń¿ąă£ ěčő ćěřÿĺŋă śőěďĺŋěŋă ś ń¿ąőľ ďřşčőľ řőćŋő őďŋĺň řěąřőň

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 7 23 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Řăğŋżě ğăďăůĺ ő čřăťăţ

M7^2_3 ⋄1 (ťőřňşńă İľńěřă). Ćśěčďă ńĺ ć−ř+č = 2 ć ŕńőśłőň

ść£ğŋőň čřăťă ś ć ćěřÿĺŋăňĺ, ř ř-ěąřăňĺ ĺ č čřăŋ£ňĺ^1? Śŕřăćěďńĺćő ńĺ ¡šő řăćěŋśšćő ďń£ ćěřÿĺŋ, ř-ěąěř ĺ čřăŋěľ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćżŕşłńőčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă^2?

M7^2_3 ⋄2. Ňőęŋő ńĺ ŋăřĺśőćăšĳ ŋă śťěřě ŕőńŋżľ čřăť ś ŕ£-

šĳ¿ ćěřÿĺŋăňĺ, ůšőąż ěčő ř-ěąřă ŋě ŕěřěśěłăńĺśĳ? M7^2_3 ⋄3^*. Łăł ĺğňěŋĺšś£ ťőřňşńă İľńěřă, ěśńĺ čřăť ś ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ř-ěąřăňĺ ŋăřĺśőćăŋ ŋě ŋă śťěřě, ă ŋă

Řĺś. 7.1. Śťěřż ś řşůłăňĺ

ă) šőřě (Àśťěřě ś řşůłőľÁ)? ą) łřěŋďěńě (Àśťěřě ś 2 řşůłăňĺÁ)? ć) śťěřě ś g řşůłăňĺ? M7^2_3 ⋄4. Ňőęŋő ńĺ ŕőśšřőĺšĳ šřĺ ďőňă, ćżřżšĳ šřĺ łőńőďűă ĺ ŕřőńőęĺšĳ ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ šřőŕĺŋłĺ őš łăęďőčő ďőňă ł łăęďőňş łőńőďűş?

M7^2_3 ⋄5. Ŋă ŕńőśłőśšĺ őšňěůěŋő ŋěśłőńĳłő šőůěł, ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ ŋĺţ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ.

Ďćőě ŕő őůěřěďĺ śőěďĺŋ£¿š őšřěğłăňĺ ń¿ążě ďćě ĺğ ěź-ě ŋě śőěďĺŋ-ěŋŋżţ šőůěł šăł, ůšőąż ¡šĺ őšřěğłĺ ŋě ŕěřěśěłăńĺśĳ ŋĺčďě łřőňě őšňěůěŋŋżţ šőůěł. Šőš, łšő ŋě ňőęěš śďěńăšĳ ţőď, | ŕřőĺčřăń. Ğăćĺśĺš ńĺ ĺśţőď ¡šőľ ĺčřż őš šőčő, łăł ţőď£š śőŕěřŋĺłĺ?

M7^2_3 ⋄6^*. Šř-ěţğŋăůŋżľ łőďőćżľ ğăňőł őšłřőěšś£ łăł šőńĳłő ąşďşš ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŋăąřăŋż šřĺ ŕřăćĺńĳŋżě űĺťřż ŕőďř£ď (ćŋě ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, łăłĺě űĺťřż ŋăąĺřăńĺśĳ ďő ¡šőčő). Ňőęŋő ńĺ, ŋăąĺřă£ ŕő őďŋőľ űĺťřě ć śěłşŋďş, őšłřżšĳ šăłőľ ğăňőł ğă 17 ňĺŋşš?

M7^2_3 ⋄7. Ć ŋěłőľ łőňŕăŋĺĺ ŕőřőćŋş ¿ŋőÿěľ ĺ ďěćşÿěł ĺ łăęďżľ ¿ŋőÿă ğŋăłőň ś ďćşň£ ďěćşÿłăňĺ, ă łăęďă£ ďěćşÿłă | ś ďćşň£ ¿ŋőÿăňĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśěţ ĺţ ňőęŋő ŕěřěęěŋĺšĳ ďřşč ŋă ďřşčě ć řăňłăţ ¡šĺţ ğŋăłőňśšć.

k -ďőńĳŋżě čřăťż. Řăśłřăśłă ćěřÿĺŋ čřăťă ŋăğżćăěšś£ ŕřăćĺńĳŋőľ, ěśńĺ ŋĺłăłĺě ďćě ćěřÿĺŋż őďĺŋăłőćőčő űćěšă ŋě śőěďĺŋěŋż řěąřőň. Čřăť ŋăğżćăěšś£ k-ďőńĳŋżň, ěśńĺ ŕřăćĺńĳŋă£ řăśłřăśłă ěčő ćěřÿĺŋ ćőğňőęŋă k űćěšăňĺ ĺ ŋě ňěŋĳÿě.

M7^2_3 ⋄8. Řăćŋőśĺńĳŋă ńĺ ďćşďőńĳŋőśšĳ őšśşšśšćĺ¿ űĺłńőć ŋěů-ěšŋőľ ďńĺŋż? M7^2_3 ⋄9. Ć ń¿ąőň ńĺ k-ďőńĳŋőň čřăťě ěśšĳ ŕşšĳ ĺğ řőćŋő k řăğŋőűćěšŋżţ ćěřÿĺŋ? M7^2_3 ⋄10. Śşźěśšćşěš ńĺ čřăť ś n ćěřÿĺŋăňĺ {A_1; A_2; : : : ; A_n} ĺ n ř-ěąřăňĺ {b_1; b_2; : : : ; b_n}, šăłĺňĺ ůšő A_i śőěďĺŋ£ěšś£ řěąřőň ś A_j šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă b_i ĺ b_j ćżţőď£š ĺğ őďŋőľ ćěřÿĺŋż? Ěśńĺ ďă, šő łăłőćă śšěŕěŋĳ łăęďőľ ćěřÿĺŋż?

M7^2_3 ⋄11. Čőřőďă śšřăŋż śőěďĺŋěŋż k · m ŕř£ňżňĺ ăćĺăńĺŋĺ£ňĺ, ĺ ŋěłĺě m ¿řĺďĺůěśłĺţ ńĺű ćőğŋăňěřĺńĺśĳ ŕřĺţćăšĺğĺřőćăšĳ řőćŋő ŕő k ńĺŋĺľ, őďŋăłő ăŋšĺňőŋőŕőńĳŋă£ śńşęąă ğőřłő śńěďĺš ğă šěň, ůšőąż ŋĺ ć őďŋőň ĺğ čőřőďőć ŋĺ őďŋőňş ńĺűş ŋě ďőśšăńőśĳ ąż śřăğş ďćě ńĺŋĺĺ, ćżţőď£źĺě ĺğ ¡šőčő čőřőďă. Ćőğňőęŋő ńĺ őśşźěśšćĺšĳ šăłş¿ ŕřĺţćăšĺğăűĺ¿?

M7^2_3 ⋄12. Ć łşąĺůěśłőľ łőřőąłě n × n × n ńěęăńĺ n^3 ěďĺŋĺůŋżţ łşąĺłőć. Łşąĺłĺ ćżśżŕăńĺ, łăęďżľ ŕřőśćěřńĺńĺ ŕő ďĺăčőŋăńĺ, ğăšěň ćśě ŕńőšŋő ŋăŋĺğăńĺ ŋă ŋĺšĳ ĺ ść£ğăńĺ ć łőńĳűő (śőěďĺŋĺńĺ ćěřÿĺŋş ŕěřćőčő łşąĺłă ś ćěřÿĺŋőľ ŕőśńěďŋěčő). Ŕřĺ łăłĺţ n ŕőńşůĺćÿěěś£ ÀőęěřěńĳěÁ ňőęŋő őąřăšŋő şąřăšĳ ć łőřőąłş?

M7^2_3 ⋄13^*. Ć čőśšĺ őęĺďăěšś£ ńĺąő n, ńĺąő m ůěńőćěł, ŕřĺů-ěň ŋőď(n; m) = 1. Ŋă łăłőě ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő śěłšőřőć ŋşęŋő řăğřěğăšĳ łřşčńżľ šőřš, ůšőąż ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ążńő śńőęĺšĳ łăł n, šăł ĺ m őďĺŋăłőćżţ łşśłőć?

M7^2_3 ⋄14^*. Ćśěčďă ńĺ śřěďĺ 50 ůěńőćěł ŋăľďşšś£ ďćőě ś ů-ěšŋżň (ćőğňőęŋő, ŋşńěćżň) ůĺśńőň őąźĺţ ğŋăłőňżţ śřěďĺ 48 őśšăńĳŋżţ?

1śř. ś ğăď. M4 12⋄3 ĺ ğăď. M4 12 ⋄4 2łőšőřżľ ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ść£ğŋżľ čřăť ś ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ř-ěąřăňĺ, ŋăřĺśőćăŋŋżľ ŋă śťěřě

Ňŋőęěśšćă ĺ őšőąřăęěŋĺ£

(ŕăň£šłă ŋăůĺŋă¿źěňş ŕőńĳğőćăšěń¿)

Ŕőŋ£šĺě ňŋőęěśšćă ć ăŋăńĺğě, ŕőďőąŋő ŕőŋ£šĺ¿ ŕř£ňőľ ć čěőňěšřĺĺ, őŕřěďěń£ěšś£ ŋě łőŋśšřşł-

šĺćŋő, ă Àłăł őąžěłš, şďőćńěšćőř£¿źĺľ ăłśĺőňăňÁ (¡šőš śŕĺśőł ăłśĺőň šěőřĺĺ ňŋőęěśšć ňż ŕőłă ŋě ąşďěň şšőůŋ£šĳ). Łăł ŕř£ňă£ ĺ šőůłă ťőřňăńĺğş¿š ĺğćěśšŋżě ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżě őąřăğż, šăł ňŋőęěśšćă ťőřňăńĺğş¿š ęĺšěľśłĺě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő śőćőłşŕŋőśš£ţ ŕřěďňěšőć ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕřĺřőďż. Ňŋőęěśšćő śőśšőĺš ĺğ ¡ńěňěŋšőć. İńěňěŋšż ňőčşš ążšĳ ń¿ążě: ůĺśńă, śšşńĳ£, ďřşčĺě ňŋőęěśšćă : : : Ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ¡ńěňěŋšă a ňŋőęěśšćş A őąőğŋăůăěšś£ a∈A. Ěďĺŋśšćěŋŋőě ňŋőęěśšćő, ŋě śőďěřęăźěě ŋĺ őďŋőčő ¡ńěňěŋšă, ŋăğżćăěšś£ ŕşśšżň ĺ őąőğŋăůăěšś£ ?. Ćśě ¡ńěňěŋšż ć ń¿ąőň ňŋőęěśšćě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, řăğńĺůŋż. Ňŋőęěśšćő ğăďăŋő, łăł šőńĳłő ŕřő ń¿ąőľ őąžěłš ňőęŋő śłăğăšĳ, ŕřĺŋăďńěęĺš őŋ ďăŋŋőňş ňŋőęěśšćş ĺńĺ ŋěš. Ďćă ňŋőęěśšćă řăćŋż, ěśńĺ őŋĺ śőśšő£š ĺğ őďŋĺţ ĺ šěţ ęě ¡ńěňěŋšőć. Ňŋőęěśšćő A ŋăğżćăěšś£ ŕőďňŋőęěśšćőň ňŋőęěśšćă B (őąőğŋăůěŋĺě: A ⊂ B), ěśńĺ łăęďżľ ¡ńěňěŋš a ∈ A ńěęĺš šăłęě ĺ ć B. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ňŋőęěśšć A ĺ B ňŋőęěśšćő A ∪ B, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ¡ńěňěŋšőć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ţőš£ ąż őďŋőňş ĺğ ŋĺţ, ŋăğżćăěšś£ ĺţ őąžěďĺŋěŋĺěň; ňŋőęěśšćő A ∩ B, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ¡ńěňěŋšőć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ őďŋőćřěňěŋŋő łăęďőňş ĺğ ŋĺţ, ŋăğżćăěšś£ ĺţ ŕěřěśěůěŋĺěň; ňŋőęěśšćő A \ B, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă A, łőšőřżě ŋě śőďěřęăšś£ ć B, ŋăğżćăěšś£ ĺţ řăğŋőśšĳ¿.

M8⋄1. Śłőńĳłő ćśěčő ŕőďňŋőęěśšć ş ňŋőęěśšćă, śőďěřęăźěčő n ¡ńěňěŋšőć? M8⋄2. Łăłĺě ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ŋĺęě śćőľśšć śŕřăćěďńĺćż ďń£ ń¿ążţ ňŋőęěśšć A, B ĺ C :

ă) (A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) ą) (A ∪ B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C) ć) A ∪ C = B ∪ C ⇒ A = B č) (A ∪ B) \ (A ∩ B) = (A \ B) ∪ (B \ A) ď) A \ C = B \ C ⇒ A = B ě) (A ∩ B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C) ę) (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) ğ) A ∩ C = B ∩ C ⇒ A = B M8⋄3. Ćżřăęă¿šś£ ńĺ:

ă) ŕěřěśěůěŋĺě ůěřěğ řăğŋőśšĳ? ą) řăğŋőśšĳ ůěřěğ ŕěřěśěůěŋĺě ĺ őąžěďĺŋěŋĺě? Őšőąřăęěŋĺě A^f- B ĺğ ňŋőęěśšćă A ć ňŋőęěśšćő B | ¡šő ŕřăćĺńő, śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőňş

¡ńěňěŋšş a ∈ A řőćŋő őďĺŋ ¡ńěňěŋš f(a) ∈ B, ğăćĺś£źĺľ őš a ĺ ŋăğżćăěňżľ őąřăğőň a. Ŕőďňŋőęěśšćő f(A) ⊂ B, śőśšő£źěě ĺğ őąřăğőć ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă A, ŋăğżćăěšś£ őąřăğőň őšőąřăęěŋĺ£ f. Őšőąřăęěŋĺ£ A^f - B ĺ A^g- B řăćŋż, ěśńĺ f(a) = g(a) ∀ a ∈ A . Őšőąřăęěŋĺě B^g- A ŋăğżćăěšś£ őąřăšŋżň ł őšőąřăęěŋĺ¿ A^f- B, ěśńĺ g(f(a)) = a ∀ a ∈ A ĺ őďŋőćřěňěŋŋő f(g(y)) = y ∀ b ∈ B ; ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ őšőąřăęěŋĺě f (ĺ őšőąřăęěŋĺě g) ŋăğżćă¿š őąřăšĺňżň ĺ ŕĺÿşš g = f^{−1}. Őšőąřăęěŋĺě A^f- B ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺěň ÀŋăÁ (ĺńĺ ś¿řžěłšĺćŋżň, ĺńĺ ¡ŕĺňőřťŋżň, ĺńĺ ŋăńőęěŋĺěň), ěśńĺ ş łăęďőčő ¡ńěňěŋšă b∈B ěśšĳ ŕřőőąřăğ ć A, š. ě. f(A) = B. Őšőąřăęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺěň ÀćÁ (ĺńĺ ĺŋžěłšĺćŋżň, ĺńĺ ňőŋőňőřťŋżň, ĺńĺ ćńőęěŋĺěň), ěśńĺ ŋĺłăłĺě ďćă ¡ńěňěŋšă ĺğ A ŋě ŕěřěţőď£š ć őďĺŋ ĺ šőš ęě ¡ńěňěŋš B, š. ě. a_1 ≠ a_2 ⇒ f(a_1) ≠ f(a_2). Őšőąřăęěŋĺě, £ćń£¿źěěś£ őďŋőćřěňěŋŋő ĺ ćńőęěŋĺěň ĺ ŋăńőęěŋĺěň, ŋăğżćăěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżň (ĺńĺ ĺğőňőřťĺğňőň, ĺńĺ ąĺěłűĺěľ).

M8⋄4. Ŋăřĺśşľšě ćśě őšőąřăęěŋĺ£: ă) ĺğ {0; 1; 2} ć {0; 1}; ą) ĺğ {0; 1} ć {0; 1; 2}. M8⋄5. Ĺğ őšőąřăęěŋĺľ: Z^{x→x2}- Z; N^{x→x2}- N; Z^{x→px;}- Z(ś p∈Z); R^{x→px;}- R (ś p∈R) ćżąěřĺšě ćśě ă) ąĺěłűĺĺ, ą) ĺŋžěłűĺĺ, ć) ś¿řžěłűĺĺ.

M8⋄6. Řăćŋőśĺńĳŋă ńĺ ćğăĺňŋă£ őďŋőğŋăůŋőśšĳ őąřăšĺňőśšĺ? M8⋄7. Ďőśšăšőůŋő ńĺ ďń£ šőčő, ůšőąż f ążńő őąřăšŋő ł g, šőńĳłő őďŋőčő şśńőćĺ£ ă) f(g(b)) = b ∀ b∈B ? ą) g(f(a)) = a ∀ a∈A ?

M8⋄8. Ŋěłőě ůĺśńő ďěńĺšś£ ŋă 2, ŋő ŋě ďěńĺšś£ ŋă 4. Łăłĺţ ďěńĺšěńěľ ş ŋěčő ąőńĳÿě: ů-ěšŋżţ ĺńĺ ŋěů-ěšŋżţ?

M8⋄9. Łăłĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć ś űěńżňĺ ďńĺŋăňĺ śšőřőŋ ąőńĳÿě: ś ŕěřĺňěšřőň 1999 ĺńĺ 2002?

Łăł śřăćŋĺćăšĳ ňŋőęěśšćă

Ŕő ŕżńĳŋőľ šřőŕĺŋłě ďăń-ěłőľ ŕńăŋěšż ąřěď-ěš śšăďő śěňĺŋőčĺţ ŕ£šĺţćőśšőł. Śłőńĳłő ŋőč ŕřĺţőďĺšś£ ŋă łăęďş¿ śőšŋ¿ ţćőśšőć ? (ďěšśłă£ ğăčăďłă)

M9⋄1. Śłőńĳłő ćśěčő řăğŋżţ ă) ń¿ążţ ą) ĺŋžěłšĺćŋżţ ć) ś¿řĳěłšĺćŋżţ č) ąĺěłšĺćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺğ n-¡ńěňěŋšŋőčő ňŋőęěśšćă ć m-¡ńěňěŋšŋőě?

Ŕřőőąřăğż. Ěśńĺ ğăďăŋő őšőąřăęěŋĺě A^f- B, šő ∀ b∈B ňŋőęěśšćő f^{−1}(b)^{def}= { a∈A | f(a) = b } ⊂ A

ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋżň ŕřőőąřăğőň b, ă ěčő ¡ńěňěŋšż | ŕřőőąřăğăňĺ b. Ş řăğŋżţ b∈B ňőęěš ążšĳ řăğŋőě ůĺśńő (ć šőň ůĺśńě ĺ ŋşńĳ) ŕřőőąřăğőć. Ěśńĺ łăęďżľ b ∈ B ĺňěěš řőćŋő m ŕřőőąřăğőć, šő őšőąřăęěŋĺě f ŋăğżćăěšś£ m-ńĺśšŋżň ŋăłřżšĺěň^1.

M9⋄2. Łăł ĺğňěŋ£šś£ őšćěšż ć ğăď. M7⋄3, ěśńĺ ąşłćş ő ĺ ąşłćş ł őąě ğăňěŋĺšĳ ąşłćőľ ż?

Śłőńĳłő śńőć ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕěřěśšăćń££ ąşłćż ć śńőćăţ: ă) łőł , ą) łşřőł , ć) ŚŚŚŘ , č) łőńőąőł , ď) řěťřĺęěřăšőř , ě) ăă : : : ă ¸ ąą : : : ą

˛ , ę) ă_1ă_1 : : : ă_1 m1 ă_2ă_2 : : : ă_2 m2 : : : ă_kă_k : : : ă_k mk ? Ďĺăčřăňňă đŋčă | ¡šő łăřšĺŋłă šĺŕă , śőśšő£źă£ ĺğ ćżřőćŋěŋŋżţ ŕő ńěćőňş łřă¿ čőřĺğőŋ-

šăńĳŋżţ łńěšőůŋżţ ŕőńőśőł, ďńĺŋă łőšőřżţ śćěřţş ćŋĺğ ŋě ćőğřăśšăěš.

M9⋄3. Ĺňěěšś£ 5 řăğŋőűćěšŋżţ ůăÿěł, 7 řăğŋőűćěšŋżţ śőńőňĺŋőł, 4 őďĺŋăłőćżţ śšăłăŋă ĺ 6 őďĺŋăłőćżţ łşśłőć śăţăřă. Śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő řăğńőęĺšĳ^2: ă) śăţăř ŕő ůăÿłăň?

ą) śőńőňĺŋłĺ ŕő ůăÿłăň? ć^*) śăţăř ŕő śšăłăŋăň? č^*) śőńőňĺŋłĺ ŕő śšăłăŋăň? M9⋄4. Łăł ĺğňěŋ£šś£ őšćěšż ć ğăď. M9⋄3, ěśńĺ ğăŕřěšĺšĳ ŕşśšżě -ěňłőśšĺ? M9⋄5. Śłőńĳłő ĺňěěšś£ őďŋőůńěŋőć śšěŕěŋĺ d őš ă) ďćşţ ą) šř-ěţ ć) n ŕěřěňěŋŋżţ? M9⋄6. Űěńő ńĺ ůĺśńő 1000!Œ10!^{100} ?

M9⋄7. Śłőńĳłő ŕőńşůĺšś£ śńăčăěňżţ, ěśńĺ šşŕő řăśłřżšĳ śłőąłĺ ş (a+b+c)^3? Łăłĺě őďŋőůńěŋż ĺ ś łăłĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ őśšăŋşšś£ ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ?

M9⋄8. Ňěęďş łăłĺňĺ ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ŋĺęě ňŋőęěśšć ĺňěěšś£ ĺğőňőřťĺğň? Ŕőśšřőľšě ¡šĺ ĺğőňőřťĺğňż £ćŋő. Śłőńĳłő ¡ńěňěŋšőć ć łăęďőň ňŋőęěśšćě?

ă) ğŋăůłĺ, łőšőřżě ňőęŋő ćżśćěůĺćăšĳ, ğăęĺčă£ řőćŋő 12 ńăňŕőůěł ŋă ŕř£ňőşčőńĳŋőň šăąńő, ĺňě¿źěň 5 ř£ďőć ŕő 4 ńăňŕőůłĺ ć łăęďőň;

ą) śŕőśőąż řăśłńăďżćăŋĺ£ 8 őďĺŋăłőćżţ łşśłőć śăţăřă ŕő 13 řăğŋżň ůăÿłăň; ć) śńőćă, łőšőřżě ŕőńşůă¿šś£ ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ąşłć ć śńőćě ăăăăăăăăąąąąąąąąąąąą; č) ňăřÿřşšż ĺğ ğăď. M7⋄12, ŕřĺćőď£źĺě ÿăřĺł ć 12-¿ łőňŋăšş ŋă 20-ň ¡šăęě (¡šăęĺ ĺ łőňŋăšż ŋşňěřş¿šś£ śćěřţş ćŋĺğ ĺ śńěćă ŋăŕřăćő, ŋăůĺŋă£ ś ŋşńěćőčő ŋőňěřă);

ď) őďŋőůńěŋż a^8b^{12}, łőšőřżě ŕőńşůăšś£ ěśńĺ šşŕő řăśłřżšĳ śłőąłĺ ş (a+b)^{20} ĺ ŋě ŕřĺćőďĺšĳ ŕőďőąŋżě śńăčăěňżě;

ě) ďĺăčřăňňż đŋčă ćżśőšż ⩽ 8 ĺ ÿĺřĺŋż ⩽ 12.

M9⋄9^*. Čřăŋĺ łşąĺłă řăśłřăÿĺćă¿š ć 6 ťĺłśĺřőćăŋŋżţ řăğŋżţ űćěšőć (řăğŋżě { ć řăğŋżě).

Śłőńĳłő řăğŋżţ łşąĺłőć ňőęěš ŕőńşůĺšĳś£?

M9⋄10^*. Łăł ĺğňěŋĺšś£ őšćěš, ěśńĺ ÿěśšĳ¿ űćěšăňĺ řăśłřăÿĺćăšĳ ŋě łşąĺł, ă šěšřă¡ďř? M9⋄11^*. Śłőńĳłő řăğŋżţ ĺčřşÿěł ŕőńşůĺšś£, ěśńĺ ć ŕřěďżďşźĺţ ďćşţ ğăďăůăţ śłńěĺćăšĳ łřăÿěŋżě łşąĺłĺ (śőőšć. šěšřă¡ďřż) ŕő ďćă čřăŋĳ ł čřăŋĺ?

1ć ůăśšŋőśšĺ, őďŋőńĺśšŋżě ŋăłřżšĺ£ | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżě őšőąřăęěŋĺ£ 2ďćě řăśłńăďłĺ őďĺŋăłőćż, ěśńĺ őŋĺ ŕőńşůă¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă ŕěřěďćĺčăŋĺěň -ěňłőśšěľ ŕő śšőńş ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£ ĺţ śőďěřęĺňőčő.

Ňşńĳšĺŋőňĺăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż

M10⋄1. Śłőńĳłő śńăčăěňżţ ŕőńşůĺšś£, ěśńĺ řăśłřżšĳ śłőąłĺ ĺ ŕřĺćěśšĺ ŕőďőąŋżě ş (a+b+c)^5?

Ąşďşš ńĺ śřěďĺ ŋĺţ a^2bc^2 ĺ ab^2c^3, ĺ ěśńĺ ďă, šő ś łăłĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň? M10⋄2. Łăłĺě őďŋőůńěŋż ĺ ś łăłĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ŕőńşůăšś£ ŕőśńě řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ ş ă) (1 + x)^n; ą) (a + b)^n; ć) (x_1 + x_2 + · · · + x_m)^2;

č) (x_1 + x_2 + · · · + x_m)^n; ď) (1 + x_1 + x_2 + · · · + x_m)^n.

Ąĺŋőňĺăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺ ůĺśńă śőůěšăŋĺľ. Łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^k, ŕőńşůă¿źĺľś£ ŕőśńě řăś-

łřżšĺ£ śłőąőł ĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ śńăčăěňżţ ş (1 + x)^n, ŋăğżćăěšś£ ąĺŋőňĺăńĳŋżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň ĺ őąőğŋăůăěšś£

(_n k ) (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő

(_n k ) = 0 ŕřĺ k < 0 ĺ k > n ĺ

(_n n ) = (_n 0 ) = (_0 0 ) = 1). Łőńĺůěśšćő śńőć, łőšőřżě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ŕěřěśšăćń££ ąşłćż ć n-ąşłćěŋŋőň śńőćě ăă : : :ăąą : : :ą, śőďěřęăźěň k ąşłć ă ĺ (n − k) ąşłć ą, ŋăğżćăěšś£ ůĺśńőň śőůěšăŋĺľ ĺğ n ŕő k ĺ őąőğŋăůăěšś£ C^k_n.

M10⋄3^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő

(_n k ) = C^k_n ĺ śőćŕăďăěš ś ůĺśńőň ŕşšěľ ĺğ ğăď. M7⋄12, ćěďşźĺţ ć k-šş¿ łőňŋăšş ŋă n-šőň ¡šăęě. Ćěřŋő ńĺ, ůšő

(_n k ) = (_n n−k ) ? M10⋄4^∘. Ćżřăğĺšě

(_n k ) £ćŋő ůěřěğ n ĺ k ĺ ćżůĺśńĺšě ďń£ 0 ⩽ n ⩽ 15 ĺ ćśěţ 0 ⩽ k ⩽ n.

M10⋄5. Ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ůĺśěń A_0; A_1; : : : ; A_n śšřő£š ŋőćş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ A^{(1)}_0 ; A^{(1)}_1 ; : : : ; A^{(1)}_{n−1} , śőśšő£źş¿ ĺğ śşňň śőśěďŋĺţ ¡ńěňěŋšőć: A^{(1)}_i = A_i + A_{i+1}. Ğăšěň śšřő£š śńěďş¿źş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ A^{(2)}_0 ; A^{(2)}_1 ; : : : ; A^{(2)}_{n−2} ś A^{(2)}_i = A^{(1)}_i + A^{(1)}_{i+1} ĺ š. ď. ŕőłă ŋě ŕőńşůĺšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ A^{(n)}_0 , śőśšő£źă£ ĺğ őďŋőčő ůĺśńă. Ćżřăğĺšě ěčő ůěřěğ ĺśţőďŋżě ůĺśńă A_0; A_1; : : : ; A_n £ćŋőľ ťőřňşńőľ.

Šřěşčőńĳŋĺł Ŕăśłăń£ | ¡šő ąěśłőŋěůŋżľ ćŋĺğ ůĺśńőćőľ

šřěşčőńĳŋĺł ŋă řĺś. 10.1. Ěčő śšřőłĺ ŋşňěřş¿šś£ śćěřţş ćŋĺğ, ŋăůĺŋă£ ś ŋşń£, ă ůĺśńă ć łăęďőľ śšřőłě | śńěćă ŋăŕřăćő, šăłęě ŋăůĺŋă£ ś ŋşń£; k-ě ůĺśńő n-šőčő ¡šăęă | ¡šő C^k_n =

(_n k ) . M10⋄6. Ŋăľďĺšě ć šřěşčőńĳŋĺłě Ŕăśłăń£ ůĺśńă: ŋăšşřăńĳŋżě 1, 2, 3, : : : , šřěşčőńĳŋżě: T_1, T_2, T_3, : : : ĺ ÀŕĺřăňĺďăńĳŋżěÁ Ŕ_1, Ŕ_2, Ŕ_3, : : : (őŋĺ śőśšăćń£¿šś£ ĺğ šřěşčőńĳŋżţ ŕő ŕřăćĺńş Ŕ_k^{def}= T_1 + T_2 + · · · + T_k). Ćżůĺśńĺšě śşňňş(^1): C^0_k + C^1_{k+1} + · · · + C^n_{k+n}.

1 1 1 1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1 .. . .. . .. . ..

. ... ...

Řĺś. 10.1. Šřěşčőńĳŋĺł Ŕăśłăń£

M10⋄8. Ćżůĺśńĺšě śşňňż: ă) C^0_n + C^1_n + C^2_n + · · · + C^n_n ; ą) C^0_n − C^1_n + C^2_n − · · · + (−1)^nC^n_n . M10⋄9. Ćżůĺśńĺšě śşňňż: ă) C^0_n + C^1_{n−1} + C^2_{n−2} + · · · ą) C^0_n + C^2_{n+1} + C^4_{n+2} + · · · ć) C^1_n + 2 C^2_n + · · · + n C^n_n č) C^0_n + 2 C^1_n + · · · + (n + 1) C^n_n ď^*)

(_n 0 )_2 + (_n 1 )_2 + · · · + (_n n )_2 . M10⋄10. Ćżřăğĺšě (n + 1)^{k+1} − n^{k+1} ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš n. Ŕőłăęĺšě, ůšő śşňňă k-šżţ śšěŕěŋěľ ŕěřćżţ n ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň (k+1)-őľ śšěŕěŋĺ őš n. Ŋăľďĺšě ěčő śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ĺ śćőąőďŋżľ ůńěŋ.

M10⋄11^*. Ďń£ k = 5 ćżŕĺÿĺšě ňŋőčőůńěŋż ĺğ ğăď. M10⋄10 £ćŋő.

1Ś ¡šőľ ğăďăůěľ ść£ğăŋă šăłă£ ňŋőčőňěřŋă£ čěőňěšřĺ£:

M10⋄7^*. Ďćşňěřŋă£ ŕĺřăňĺďă ćżśőšż k | ¡šő šřěşčőńĳŋĺł: Ŕ^{(2)}_k^{def}= Tk. Šř-ěţňěřŋă£ ŕĺřăňĺďă ćżśőšż

k śőśšőĺš ĺğ śńőęěŋŋżţ ć śšőŕłş šřěşčőńĳŋĺłőć Ŕ^{(3)}k^{def}= T_1 + T_2 + · · · + Tk. Ůěšżř-ěţňěřŋă£ ŕĺřăňĺďă ćżśőšż k śőśšőĺš ĺğ śńőęěŋŋżţ ć śšőŕłş ćďőńĳ Àůěšć-ěřšőľ łőőřďĺŋăšŋőľ őśĺÁ šř-ěţňěřŋżţ ŕĺřăňĺď: Ŕ^{(4)}k^{def}= Ŕ^{(3)}_1 + Ŕ^{(3)}_2 + · · · + Ŕ^{(3)}k . Ůšő šăłőě m-ňěřŋă£ ŕĺřăňĺďă ćżśőšż k ĺ śłőńĳłő m-ňěřŋżţ łşąĺłőć şľď-ěš ŋă ě-ě ŕőśšřőľłş? Ĺğ ďćşţ ďćşňěřŋżţ ŕĺřăňĺď śłńăďżćăěšś£ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł: Tk + Tk = k ×(k + 1). Ňőęŋő ńĺ ĺğ ÿěśšĺ šř-ěţňěřŋżţ ŕĺřăňĺď Ŕ^{(3)}k śńőęĺšĳ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď k ×(k + 1) ×(k + 2)? Ĺğ śłőńĳłĺţ m-ňěřŋżţ ŕĺřăňĺď ćżśőšż k śńěďşěš ŕżšăšĳś£ śőąĺřăšĳ m-ňěřŋżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď ĺ łăłőćż ąşďşš ěčő řăğňěřż?

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 10 12 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Ďćě ćăřĺăűĺĺ ŋă šěňş ąĺŋőňĺăńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć

À... ŕřĺ ŕőňőźĺ ¡šőľ ťőřňşńż £ śňőč śńőęĺšĳ ďěś£šżě śšěŕěŋĺ ŕěřćőľ šżś£ůĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ňěŋěě, ůěň ğă ŕőńőćĺŋş ůěšćěřšĺ ůăśă...Á (§łőą Ąěřŋşńńĺ (1654{1705), ÀArs ConjectandiÁ, ĺğďăŋő ć 1713 č., ŕőśňěřšŋő)

M10^1_2 ⋄1. Ń¿ąőě ńĺ űěńőě ůĺśńő čřăňňőć ňőęŋő őšćěśĺšĳ ŋă ůăÿěůŋżţ ćěśăţ, ŕőńĳğş£śĳ ŋăąőřőň čĺřĳ ć 1 č ; 3 č ; 9 č ; 27 č ; : : : (ŕő őďŋőľ čĺřě łăęďőčő ćěśă) ?

m-ĺůŋă£ ŕőğĺűĺőŋŋă£ śĺśšěňă śůĺśńěŋĺ£ ĺśŕőńĳğşěš m űĺťř, łőĺňĺ śńşęăš śĺňćőńż: 0, 1, : : :, m − 1. Ŕőď n-řăğř£ďŋżň ůĺśńőň m-ĺůŋőľ śĺśšěňż ňż ŕőŋĺňăěň ń¿ąş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ n m-ĺůŋżţ űĺťř (ćőğňőęŋő, ŋăůĺŋă¿źş¿ś£ ś ŋşńěľ). Ďń£ ‘ ∈ N ğăŕĺśĳ ‘ = —_0—_1 : : :—_{n−1} őğŋăůăěš, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ůšő ‘ = —_0 + —_1 m + —_2 m^2 + · · · + —_{n−1} m^{n−1}. Łőńĺůěśšćő ćśěţ n-řăğř£ďŋżţ ůĺśěń m-ĺůŋőľ śĺśšěňż ś śşňňőľ űĺťř k ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ ˛_m(n; k).

M10^1_2 ⋄2. Ğăŕĺÿĺšě ďěś£šĺůŋżě ůĺśńă 43, 57 ĺ 1999 ć 2-ĺůŋőľ, 3-ĺůŋőľ ĺ 16-řĺůŋőľ śĺśšěňăţ. M10^1_2 ⋄3. Ŕőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ğăďăŋŋőň ŋăšşřăńĳŋőň m ⩾ 2, łăęďőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő ‘ ňőęěš ążšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ğăŕĺśăŋő ć m-ĺůŋőľ ŕőğĺűĺőŋŋőľ śĺśšěňě śůĺśńěŋĺ£, š. ě. ůšő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŋăąőř űěńżţ ůĺśěń —_0; —_1; : : : ; —_{n−1} , ńěęăźĺţ ć ŕřěďěńăţ őš 0 ďő m − 1 ćłń¿ůĺšěńĳŋő ĺ ś —_{n−1} ≠ 0, šăłőľ ůšő ‘ = —_0 + —_1 m + —_2 m^2 + · · · + —_{n−1} m^{n−1}.

M10^1_2 ⋄4. Śłőńĳłő ćśěčő n-řăğř£ďŋżţ ůĺśěń ć m-ĺůŋőľ śĺśšěňě ĺ ůěňş řăćŋő ˛_2(n; k)? M10^1_2 ⋄5^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ˛_m(n; k) řăćŋő łő¡ťťĺűĺěŋšş ŕřĺ x^k ć řăğńőęěŋĺĺ ( 1 + x + x^2 + · · · + x^{m−1}

)_n

ĺ şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ£ň ˛_m(n; k) = ˛_m(n; n (m − 1) − k) ĺ

˛_m(n; k) = ˛_m(n − 1; k) + ˛_m(n − 1; k − 1) + · · · + ˛_m(n − 1; k − m + 1) :

M10^1_2 ⋄6^*. Śşěćěřŋżě ń¿ďĺ śůĺšă¿š śůăśšńĺćżň łăęďőě ÿěśšĺřăğř£ďŋőě ďěś£šĺůŋőě ůĺśńő, ş łőšőřőčő śşňňă šř-ěţ ŕěřćżţ űĺťř řăćŋă śşňňě šř-ěţ ŕőśńěďŋĺţ. Śłőńĳłő šăłĺţ ÀśůăśšńĺćżţÁ ůĺśěń? (^1) Ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ B_k ŋăůĺŋă¿šś£ ś B_0^{def}= 1 ĺ őŕřěďěń£¿šś£ řěłłşřěŋšŋő^2 ťőřňşńőľ

B_k = − 1k + 1 ( C^0_{k+1}B_0 + C^1_{k+1}B_1 + · · · + C^{k−1}_{k+1} B_{k−1} ) : M10^1_2 ⋄7^*. Ŕőłăęĺšě, ůšő śşňňă k-šżţ śšěŕěŋěľ ŕěřćżţ (n − 1) ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń řăćŋă 1 k + 1 ( C^0_{k+1}B_0 n^{k+1} + C^1_{k+1}B_1 n^k + · · · + C^{k−1}_{k+1} B_{k−1} n ) : M10^1_2 ⋄8^*. Ćżůĺśńĺšě ŕěřćżě 14 ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ ĺ śşňňş 1^{10} + 2^{10} + 3^{10} + · · · + (n − 1)^{10}. M10^1_2 ⋄9^*. Ůšő Ćż ňőęěšě śłăğăšĳ ŕřő ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ ś ŋěů-ěšŋżňĺ ŋőňěřăňĺ? M10^1_2 ⋄10^*. Łăł ćěďşš śěą£ ğŋăłĺ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ?

1Ŕőďśłăğłă: ĺţ ˛_{10}(6; 27).

2Ŕřěďşŕřěęďěŋĺě: À£ćŋőčőÁ ćżřăęěŋĺ£ Bn ůěřěğ n ŋě śşźěśšćşěš!

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 11

Ăřĺťňěšĺłă ćżůěšőć

M11⋄1 (őśšăšőł śşňňż ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£). Ćżřăğĺšě őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă n ůĺśěń A + B ĺ AB ůěřěğ őśšăšłĺ a ĺ b śăňĺţ ůĺśěń A, B.

M11⋄2. Ŋăľďĺšě ŕőśńěďŋ¿¿ űĺťřş ĺ őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă 7 ş 1998^{1999} ĺ 1998^{19992000} . M11⋄3. Ćěřŋő ńĺ, ůšő 2222^{5555} + 5555^{2222} ďěńĺšś£ ŋă 7, ă 2^{70} + 3^{70} | ŋă 13? M11⋄4. Ňőęěš ńĺ łćăďřăš ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă ďăćăšĳ őśšăšőł 2 őš ďěńěŋĺ£ ŋă 6? Łăłĺě őśšăšłĺ ňőčşš ďăćăšĳ łćăďřăšż ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń őš ďěńěŋĺ£ ŋă 8?

M11⋄5. Ĺňěěš ńĺ şřăćŋěŋĺě x^2 + y^2 + z^2 = 2 xyz ŋěŋşńěćżě řěÿěŋĺ£ ć űěńżţ ůĺśńăţ? M11⋄6. Ćěřŋő ńĺ, ůšő: ă) a^2 + b^2 . 7 ⇒ a . 7 ĺ b . 7? ą^*) a^3 + b^3 + c^3 . 7 ⇒ abc . 7?

ć^*) a^2 + b^2 + c^2 + d^2 + e^2 . 9 ⇒ abcde . 9?

Ăřĺťňěšĺłă ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ 7 (ĺńĺ 7-ăřĺťňěšĺłă) Z/7 Zśőśšőĺš ĺğ śěňĺ ÀůĺśěńÁ | őśšăšłőć

őš ďěńěŋĺ£ ŋă 7 (ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ĺţ [0]_7; [1]_7; : : : ; [6]_7). Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, [x]_7 + [y]_7 ěśšĳ őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă 7 śşňňż x + y, ă [x]_7 · [y]_7 | őśšăšőł ŕřőĺğćěďěŋĺ£ xy.

M11⋄7. Śőśšăćĳšě ďń£ 7-ăřĺťňěšĺłĺ šăąńĺűż śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ĺ ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šĺ őŕěřăűĺĺ ŕőďůĺŋ£¿šś£ őążůŋżň ŕěřěňěśšĺšěńĳŋőňş, śőůěšăšěńĳŋőňş ĺ řăśŕřěďěńĺšěńĳŋőňş ğăłőŋăň. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő ůĺśńă −a ĺ őąřăšŋőčő ůĺśńă a^{−1} ł ďăŋŋőňş ůĺśńş a ∈ Z=7Z. Śőśšăćĳšě šăąńĺűż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ĺ őąřăšŋżţ ůĺśěń. Śŕřăćěďńĺćż ńĺ ć 7-ăřĺťňěšĺłě šőęďěśšćă (−1) · a = −a ĺ (−a) · (−b) = ab?

M11⋄8. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě n-ăřĺťňěšĺłĺ Z=nZĺ śőśšăćĳšě šăąńĺűż śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ďń£ 5-, 6- ĺ 8-ăřĺťňěšĺł. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ć n-ăřĺťňěšĺłě

ă) ş ćśěţ ŋěŋşńěćżţ ůĺśěń ěśšĳ őąřăšŋżě ą) ÀňĺŋşśÁ ŋă ÀňĺŋşśÁ ďă-ěš Àŕń¿śÁ ć) a ≠ 0 ĺ b ≠ 0 ⇒ ab ≠ 0 č) ab = ac ĺ a ≠ 0 ⇒ b = c ď) a ≠ 0 ⇒ a^n ≠ 0 ∀ n ⩾ 1 ě) śšěŕěŋĺ a^0, a^1, a^2, a^3, : : : ń¿ąőčő a ∈ Z=nZćśěčďă Àğăűĺłńĺćă¿šś£Á?

M11⋄9. Ćżůĺśńĺšě śşňňş ćśěţ ůĺśěń n-ăřĺťňěšĺłĺ. Ďěńĺšś£ ńĺ 1^3 + 2^3 + · · · + 28^3 ŋă 29? M11⋄10 (ŕőğĺűĺőŋŋżě ŕřĺğŋăłĺ ďěńĺňőśšĺ). Ćżůĺśńĺšě őśšăšłĺ ćśěţ śšěŕěŋěľ ďěś£šłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7 ĺ śłăęĺšě, łăł čń£ď£ ŋă űĺťřż ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ďăŋŋőčő ůĺśńă (śłăęěň, abcdefghi) şğŋăšĳ, ďěńĺšś£ ńĺ őŋő ŋă 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7?

M11⋄11. Ş łăłĺţ ůĺśěń 5-, 6- ĺ 8-ăřĺťňěšĺł ěśšĳ őąřăšŋżě (šăłĺě ůĺśńă ŋăğżćă¿šś£ őąřăšĺňżňĺ)? Şłăęĺšě ¡šĺ őąřăšŋżě £ćŋő.

M11⋄12. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě śćőľśšćă a ∈ Z=nZŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż:

ă) a őąřăšĺň; ą) őšőąřăęěŋĺě şňŋőęěŋĺ£ ŋă a: Z=nZ^{x→ax}−−−−→ Z=nZćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő; ć) ax = 0 ⇒ x = 0 ; č) ax = ay ⇒ x = y ; ď) ∀y ∃x : ax = y ; ě) ŋőď(a; n) = 1 .

M11⋄13^* (šěőřěňă Ćĺńĳśőŋă). Ůěňş řăćŋő ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ ŋěŋşńěćżţ ůĺśěń n-ăřĺťňěšĺłĺ ŕřĺ ŕřőśšőň ĺ śőśšăćŋőň n? Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő p ⩾ 2 ŕřőśšő, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ őŋő ďěńĺš (p − 1)! + 1?

M11⋄14^* (čőňőňőřťĺğň Ťřőąěŋĺşśă). Ŕşśšĳ p { ŕřőśšőě. Ďőłăęĺšě, ůšő Ś^k_p ďěńĺšś£ ŋă p ŕřĺ ćśěţ 1 < k < p ĺ ůšő ć p-ăřĺťňěšĺłě ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő (a + b)^p = a^p + b^p.

M11⋄15^* (ňăńă£ šěőřěňă Ťěřňă). Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő a ∈ N ĺ ŕřőśšőčő p śšěŕěŋĳ a^p ĺňěěš šőš ęě őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă p, ůšő ĺ a.

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 11 12 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Ŕřőśšżě ůĺśńă ĺ řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ

Ůĺśńő p∈Zŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ őŋő ďěńĺšś£ šőńĳłő ŋă ±1 ĺ ±p.

M11^1_2 ⋄1. Ŋăľďĺšě ćśě ŕřőśšżě ůĺśńă, łőšőřżě őďŋőćřěňěŋŋő ŕřěďśšăćń£¿šś£ ć ćĺďě śşňňż ĺ ć ćĺďě řăğŋőśšĺ ďćşţ ŕřőśšżţ ůĺśěń.

M11^1_2 ⋄2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšżţ ůĺśěń ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő.

M11^1_2 ⋄3. Śşźěśšćş¿š ńĺ ŋă ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ śłőńĳ şčőďŋő ďńĺŋŋżě őšřěğłĺ, ŋě śőďěřęăźĺě ŋĺ őďŋőčő ŕřőśšőčő ůĺśńă?

M11^1_2 ⋄4^*. Ćěřŋő ńĺ, ůšő śřěďĺ ůĺśěń ćĺďă ă) 2^{2k} −1 ą) 1 k 00 : : : 00 3 ć) k 33 : : : 33 1 ĺňěěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő śőśšăćŋżţ?

M11^1_2 ⋄5 (őśŋőćŋőě śćőľśšćő ŕřőśšżţ ůĺśěń). Ŕşśšĳ p∈Zŕřőśšőě. Ďőłăęĺšě, ůšő ∀ a; b∈Z ŕřőĺğćěďěŋĺě ab ďěńĺšś£ ŋă p šőńĳłő ěśńĺ a ĺńĺ b ďěńĺšś£ ŋă p. Ążćă¿š ńĺ ŋěŕřőśšżě ůĺśńă p ś šăłĺň śćőľśšćőň?

M11^1_2 ⋄6. Ŕşśšĳ p > 0 ŕřőśšőě. Śşźěśšćş¿š ńĺ x; y ∈ N : x^2 = p y^2?

M11^1_2 ⋄7^*. Śşźěśšćş¿š ńĺ n ⩾ 1 řăğńĺůŋżţ ŕřőśšżţ ůĺśěń p_1; p_2; : : : ; p_n ĺ řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă –_1; –_2; : : : ; –_n , ďń£ łőšőřżţ –_1 √p_1 + –_2 √p_2 + · · · + –_n √p_n řăűĺőŋăńĳŋő? İšő ćěśĳňă šřşďŋă£ ğăďăůă. Ŕőŕżšăľšěśĳ řěÿĺšĳ ě-ě ţőš£ ąż ďń£ n = 1; 2; 3.

M11^1_2 ⋄8 (ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ Z). Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě űěńőě ůĺśńő z ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ z = ±p_1p_2p_3 · · · p_s, ć łőšőřőň ćśě śőňŋőęĺšěńĺ śşšĳ ŋăšşřăńĳŋżě ŕřőśšżě ůĺśńă (ŋě őą£ğăšěńĳŋő řăğŋżě), ĺ ń¿ążě ďćă šăłĺţ řăğńőęěŋĺ£ (ŋăŕřĺňěř, ŕőńşůěŋŋżě řăğŋżňĺ śŕőśőąăňĺ) ňőčşš řăğńĺůăšĳś£ šőńĳłő ŕőř£ďłőň śńěďőćăŋĺ£ ňŋőęĺšěńěľ.

M11^1_2 ⋄9. Řăğńőęĺšě ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ćśě ůĺśńă A, B ĺğ ğăď. M3⋄6. M11^1_2 ⋄10. Śłőńĳłő řăğńĺůŋżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ďěńĺšěńěľ ş ůĺśńă: ă) 27; ą) 35; ć) 67500;

č) p^{m1}_1 p^{m2}_2 p^{m3}_3 · · · p^{ms}_s (p | ŕőŕăřŋő řăğŋżě ŕřőśšżě).

M11^1_2 ⋄11. Ŋăľďĺšě ćśě łřăšŋżě 30 ůĺśńă c řőćŋő šřĺďűăšĳ¿ ŋăšşřăńĳŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ. M11^1_2 ⋄12^*. Ŕěřěůĺśńĺšě ćśě n∈N, ĺňě¿źĺě ŋě ňěŋěě √ n ŋăšşřăńĳŋżţ ďěńĺšěńěľ.

Ťşŋłűĺ£ İľńěřă. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ’(n) łőńĺůěśšćő őąřăšĺňżţ ůĺśěń ć n-ăřĺťňěšĺłě (š. ě. łőńĺůěśšćő

ćśěţ ŋě ŕřěćőśţőď£źĺţ n ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś n, śň. ğăď. M11⋄12). Őšőąřăęěŋĺě n → ’(n) ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺěľ İľńěřă.

M11^1_2 ⋄13. Ĺğőąřăğĺň ůĺśńă n-ăřĺťňěšĺłĺ Z=nZ šőůłăňĺ, ğăťĺłśĺřşěň łăłőě-ńĺąő őďŋő ůĺśńő a ∈ Z=nZ, ĺ ĺğ łăęďőľ šőůłĺ x ∈ Z=nZ ŕřőćěď-ěň śšřěńłş ć šőůłş ax. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ a őąřăšĺň, šő ŋă ¡šőľ łăřšĺŋłě ďćĺęěŋĺě ŕő śšřěńłăň řăśŕăďăěšś£ ŋă ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ űĺłńż, ŕřĺů-ěň łăęďżľ űĺłń, śőďěřęăźĺľ ţőšĳ őďŋő őąřăšĺňőě ůĺśńő, ćěśĳ śőśšőĺš ĺğ őąřăšĺňżţ ůĺśěń, ĺ ćśě űĺłńż, śőśšő£źĺě ĺğ őąřăšĺňżţ ůĺśěń, ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ ďńĺŋş.

M11^1_2 ⋄14 (šěőřěňă İľńěřă). Ĺśŕőńĳğş£ ŕřěďżďşźş¿ ğăďăůş, ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ążţ ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ a; b ∈ N ůĺśńő a^{’(b)} ĺňěěš őśšăšőł 1 őš ďěńěŋĺ£ ŋă b.

M11^1_2 ⋄15. Ćżůĺśńĺšě ’(n) ďń£ ă) n = 36 ą) n = p^k (p { ŕřőśšőě) ć) n = p_1p_2p_3 · · · p_s č^*) n = p^{m1}_1 p^{m2}_2 p^{m3}_3 · · · p^{ms}_s (p ŕőŕăřŋő řăğŋżě ŕřőśšżě).

Ąěśłőŋěůŋżě ňŋőęěśšćă

M12⋄1^∘. Ŕřĺďşňăľšě ňŋőęěśšćő A, ćńőęěŋĺě A æ^’- A ĺ ŋăńőęěŋĺě A-- A, łőšőřżě, őďŋăłő, ŋě £ćń£¿šś£ ąĺěłűĺ£ňĺ. Ćőğňőęŋő ńĺ šăłőě ďń£ łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă A?

M12⋄2. Šőń£ řĺśşěš ŋă ďőśłě 10 łřěśšĺłőć, ŕőśńě ůěčő Łőń£ śšĺřăěš őďĺŋ ĺğ ŋĺţ, ğăšěň Šőń£ řĺśşěš ěź-ě 10 łřěśšĺłőć, ă Łőń£ śšĺřăěš ěź-ě őďĺŋ łřěśšĺł ĺ š. ď. Ŋă ŕěřćş¿ ŕăřş ţőďőć şţőďĺš 1 śěł., ŋă ćšőřş¿ | ŕőń śěłşŋďż, ŋă šřěšĳ¿ | ůěšćěřšĳ ĺ š. ď. Šőń£ ćżĺčřżćăěš, ěśńĺ ůěřěğ 2 śěł. ŋă ďőśłě ąşďěš ţőšĳ őďĺŋ łřěśšĺł; ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ćżĺčřżćăěš Łőń£. Łšő ŕőąěďĺš ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőľ ĺčřě?

M12⋄3. Ąěśłőŋěůŋżľ ŋăŕřăćő ĺ ćŋĺğ ńĺśš łńěšůăšőľ ąşňăčĺ śŕńőÿĳ ğăŕőńŋěŋ łřěśšĺłăňĺ ĺ ŋőńĺłăňĺ. Ćśěčďă ńĺ, čń£ď£ ŋă ¡šőš ńĺśš, ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łřěśšĺłőćŋőńĺłőć, ŋě śőćŕăďă¿źş¿ ŋĺ ś őďŋőľ ĺğ śšřőł?

Śů-ěšŋżě ňŋőęěśšćă. Ňŋőęěśšćő M ŋăğżćăěšś£ śů-ěšŋżň, ěśńĺ őŋő ĺğőňőřťŋő ňŋőęěśšćş ŋăšşřăńĳ-

ŋżţ ůĺśěń N. Ĺŋăůě čőćőř£, ňŋőęěśšćő M śů-ěšŋő, ěśńĺ ćśě ěčő ¡ńěňěŋšż ňőęŋő ğăŋşňěřőćăšĳ řăğŋżňĺ ŋăšşřăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ, šăł ůšő ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă ąşďşš ŕřĺ ¡šőň ĺğřăśţőďőćăŋż.

M12⋄4. Śů-ěšŋő ńĺ ňŋőęěśšćő: ă) ŕřőśšżţ ą) űěńżţ ć) řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń? M12⋄5. Śů-ěšŋő ńĺ ňŋőęěśšćő šőůěł łőőřďĺŋăšŋőľ ŕńőśłőśšĺ, őąě łőőřďĺŋăšż łőšőřżţ ă) űěńżě ą) řăűĺőŋăńĳŋżě?

M12⋄6. Ćśěčďă ńĺ ąěśłőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő śů-ěšŋőčő ňŋőęěśšćă śů-ěšŋő? M12⋄7. §ćń£ěšś£ ńĺ śů-ěšŋżň őąžěďĺŋěŋĺě ă) śů-ěšŋőčő ňŋőęěśšćă ś łőŋěůŋżň ňŋőęěśšćőň;

ą) łőŋěůŋőčő ůĺśńă (ŋăŕřĺňěř, ďćşţ ĺńĺ šř-ěţ) śů-ěšŋżţ ňŋőęěśšć; ć) śů-ěšŋőčő ňŋőęěśšćă śů-ěšŋżţ ňŋőęěśšć?

M12⋄8. Ŕşśšĳ ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ ňŋőęěśšć A^f−−→ B ş łăęďőčő b∈B ĺňěěšś£ ŋěŕşśšőě ă) łőŋěůŋőě ą) łőŋěůŋőě ĺńĺ śů-ěšŋőě ňŋőęěśšćő ŕřőőąřăğőć.

Ćěřŋő ńĺ, ůšő A śů-ěšŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă B śů-ěšŋő?

M12⋄9. Śů-ěšŋő ńĺ ňŋőęěśšćő ă) łőŋěůŋżţ ą) ąěśłőŋěůŋżţ śńőć ĺğ ąşłć a ĺ ą ? M12⋄10. Śů-ěšŋő ńĺ ňŋőęěśšćő ćśěţ: ă) łőŋěůŋżţ ą) śů-ěšŋżţ ŕőďňŋőęěśšć śů-ěšŋőčő ňŋőęěśšćă?

Ňőźŋőśšĳ. Ŕřő ĺğőňőřťŋżě ňŋőęěśšćă čőćőř£š, ůšő őŋĺ řăćŋőňőźŋż. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő A ĺğőňőřťŋő

ŋěłőšőřőňş ŕőďňŋőęěśšćş ňŋőęěśšćă B, ŋő ŋě ĺğőňőřťŋő śăňőňş B, šő čőćőř£š, ůšő B ňőźŋěě A.

M12⋄11^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő őšőąřăęěŋĺľ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ňŋőęěśšćă A ć ń¿ąőě ňŋőęěśšćő, śőďěřęăźěě ŋě ňěŋěě ďćşţ ¡ńěňěŋšőć, ňőźŋěě, ůěň A.

M12⋄12^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć ŋěŕşśšőčő ňŋőęěśšćă A ňőźŋěě, ůěň A. M12⋄13. Ŕőśšřőľšě ąĺěłűĺ¿ ňěęďş őšřěğłőň [0; 1] ĺ ŕőńşĺŋšěřćăńőň [0; 1). M12⋄14^* (šěőřěňă Łăŋšőřă - Ąěřŋÿšěľŋă). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ňŋőęěśšćő B řăćŋőňőźŋő ŕőďňŋőęěśšćş ňŋőęěśšćă A, ă ňŋőęěśšćő A řăćŋőňőźŋő ŕőďňŋőęěśšćş ňŋőęěśšćă B, šő A ĺ B řăćŋőňőźŋż.

Ő ŕřőšĺćőřěůĺ£ţ. Ćżśłăğżćăŋĺě ŕřőšĺćőřěůĺćő, ěśńĺ ĺğ ŋěčő śńěďşěš ńőęŋőě şšćěřęďěŋĺě (š. ě.

ćżśłăğżćăŋĺě šĺŕă ÀA ĺ ŋě AÁ). Ĺğ ńőęŋőčő şšćěřęďěŋĺ£ śńěďşěš ćś-ě ůšő şčőďŋő.

M12⋄15^* (şřőłĺ ďěňőłřăšĺĺ - 2). Ążń, ŕőňŋĺšś£, ć Ďşňě šăłőľ ňěę ďěŕşšăšăňĺ řăğčőćőř:

ę: ÀŊă śńěďş¿źěľ ŋěďěńě ďşňş šőůŋő řăśŕşśš£š!Á ğ: ÀĆ łăłőľ ęě ďěŋĳ?Á ę: ÀŐą ¡šőň ŋě ąşďěš ĺğćěśšŋő ďăęě ŋăłăŋşŋě!Á.

Ďőłăęĺšě, ůšő ćżśłăğżćăŋĺ£ č-ŋă ę ŕřőšĺćőřěůĺćż.

M12⋄16^*. Ďőłăęĺšě ŕřőšĺćőřěůĺćőśšĳ šăłĺţ ŕőŋ£šĺľ: ă) Àňŋőęěśšćő ćśěţ ňŋőęěśšćÁ;

ą) Àňŋőęěśšćő ćśěţ ňŋőęěśšć, ğăďă¿źĺţś£ ťřăğőľ ĺğ ⩽ 2000 šĺŕőčřăťśłĺţ ğŋăłőćÁ.

Ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă ĺ ąďď

Ąěśłőŋěůŋă£ ďěś£šĺůŋă£ ďřőąĳ (ąďď) | ¡šő łőŋěůŋă£ ćńěćő ĺ ąěśłőŋěůŋă£ ćŕřăćő ŕőśńěďőćăšěńĳ-

ŋőśšĳ ďěś£šĺůŋżţ űĺťř ćĺďă ±b_{−n} : : : b_{−1}b_0; b_1b_2 : : : b_m : : : . Łşśłĺ śńěćă ĺ śŕřăćă őš ğăŕ£šőľ ŋăğżćă¿šś£ űěńőľ ĺ ďřőąŋőľ ůăśš£ňĺ ďăŋŋőľ ąďď. Ěśńĺ ąďď ĺňěěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ŋěŋşńěćżţ űĺťř, šő őŋă ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋőľ; ş šăłőľ ąďď ćśě űĺťřż ŕřăćěě ŋěłőěčő řăğř£ďă | ŋşńĺ, ĺ ĺţ őążůŋő ŋě ŕĺÿşš.

Ňŋőęěśšćő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń R ŕőńşůăěšś£ ĺğ ňŋőęěśšćă ćśěţ ąďď ŕşš-ěň őšőęďěśšćńěŋĺ£

ďřşč ś ďřşčőň ŋěłőšőřżţ ŕăř ąďď ŕő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş: ďćě ąďď, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ĺğőąřăęă¿š őďŋő ĺ šő ęě ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ őŋĺ őďŋőčő ğŋăłă ĺ śşźěśšćşěš ŋőňěř i ∈ Z, šăłőľ ůšő űĺťřż ¡šĺţ ďřőąěľ ćő ćśěţ řăğř£ďăţ ńěćěě i-šőčő śőćŕăďă¿š, ć i-šőň řăğř£ďě řăğńĺůă¿šś£ řőćŋő ŋă ěďĺŋĺűş, ĺ ďřőąĳ ś ąőńĳÿěľ i-šőľ űĺťřőľ ĺňěěš śŕřăćă őš i-šőčő řăğř£ďă őďŋĺ ŋşńĺ, ă ś ňěŋĳÿěľ | őďŋĺ ďěć£šłĺ. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, b_˛ : : : b_{i−1} b_i 9 9 9 9 : : : = b_˛ : : : b_{i−1} (b_i + 1) 0 0 0 0 : : : łăł ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă. Ěśńĺ ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő ĺňěěš ďćă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ć ćĺďě ąďď, šő ŕřěďśšăćńěŋĺě, őłăŋůĺćă¿źěěś£ ŋşń£ňĺ, ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ śšăŋďăřšŋżň ĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŕő şňőńůăŋĺ¿ ĺňěŋŋő ěčő.

M13⋄1. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő R ŋěśů-ěšŋő.

Ŋěřăćěŋśšćă. Ŕőńőęĺšěńĳŋżě ąďď ąőńĳÿě őšřĺűăšěńĳŋżţ. Ďń£ śřăćŋěŋĺ£ ďćşţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ąďď ĺţ

śšăŋďăřšŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ğăŕĺśżćă¿š ďřşč ŕőď ďřşčőň, ćżřőćŋĺć ŕő ğăŕ£šőľ; ňěŋĳÿěľ śůĺšăěšś£ ąďď ś ňěŋĳÿěľ śăňőľ ńěćőľ ĺğ ŋěśőćŕăďă¿źĺţ űĺťř. Ďń£ őšřĺűăšěńĳŋżţ ąďď ŋăőąőřőš: −a < −b ⇔ a > b.

Őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ. Ůĺśńő b ∈ R ŋăğżćăěšś£ ćěřţŋěľ čřăŋĳ¿ ďń£ ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă ďěľśšćĺšěńĳŋżţ

ůĺśěń M ⊂ R, ěśńĺ b ¿ x ∀ x ∈ M . Ňŋőęěśšćő M ⊂ R ŋăğżćăěšś£ őčřăŋĺůěŋŋżň śćěřţş, ěśńĺ ş ŋěčő ěśšĳ ćěřţŋ££ čřăŋĳ. Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŋĺęŋ££ čřăŋĳ ĺ őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ śŋĺğş. Ňŋőęěśšćă őčřăŋĺůěŋŋżě őďŋőćřěňěŋŋő ĺ śćěřţş ĺ śŋĺğş ŋăğżćă¿šś£ ŕřőśšő őčřăŋĺůěŋŋżňĺ.

M13⋄2^∘. Ŋě şŕőšřěąń££ őšřĺűăŋĺľ, ďăľšě őŕřěďěńěŋĺ£:

ă) ůĺśńă, ŋě £ćń£¿źěčőś£ ŋĺęŋěľ čřăŋĳ¿ ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M ⊂ R; ą) ňŋőęěśšćă, ŋěőčřăŋĺůěŋŋőčő śćěřţş ć) ŋěőčřăŋĺůěŋŋőčő ňŋőęěśšćă.

Ňăłśĺňăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż. Ůĺśńő m ∈ M, šăłőě ůšő m ¿ x ∀ x ∈ M , ŋăğżćăěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň ¡ńě-

ňěŋšőň ňŋőęěśšćă M ⊂ R. Ňăłśĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš ć ňŋőęěśšćě ŋĺęŋĺţ čřăŋěľ ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M ŋăğżćăěšś£ šőůŋőľ ŋĺęŋěľ čřăŋĳ¿ (śőłřăź-ěŋŋő: šŋč) ĺ őąőğŋăůăěšś£ inf M (őš ńăšĺŋśłőčő Àin˛mumÁ).

M13⋄3^∘. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě ňĺŋĺňăńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă ĺ šőůŋőľ ćěřţŋěľ čřăŋĺ (śőłřăź-ěŋŋő: šćč) ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M ⊂ R (őŋă őąőğŋăůăěšś£ sup M | őš ńăšĺŋśłőčő ÀsupremumÁ).

M13⋄4. Łăęďőě ńĺ őčřăŋĺůěŋŋőě śćěřţş ŕőďňŋőęěśšćő ć R ĺňěěš ňăłśĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš? M13⋄5. Ćżůĺśńĺšě šćč ňŋőęěśšć: ă) {0; 3 ; 0; 33 ; 0; 333 ; 0; 3333 ; 0; 33333 ; : : : } ;

ą) śşňň 1 + q + q^2 + · · · + q^m ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň 0 < q < 1 (śłăęěň, q = 1Œ2) ĺ ń¿ążň m∈N. M13⋄6. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ąă£ ąďď b ∈ R ěśšĳ šćč ňŋőęěśšćă:

ă) ćśěţ ąďď, ňěŋĳÿĺţ b; ą) ćśěţ łőŋěůŋżţ ąďď, ňěŋĳÿĺţ b; ć) ćśěţ łőŋěůŋżţ ąďď, £ćń£¿źĺţś£ ŋăůăńĳŋżňĺ łşśłăňĺ b.

M13⋄7 (šěőřěňă ő ŕőńŋőšě). Ďőłăęĺšě, ůšő łăęďőě őčřăŋĺůěŋŋőě śćěřţş ŕőďňŋőęěśšćő ć R ĺňěěš šőůŋş¿ ćěřţŋ¿¿ čřăŋĳ, ă łăęďőě őčřăŋĺůěŋŋőě śŋĺğş { šőůŋş¿ ŋĺęŋ¿¿.

M13⋄8 (śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě). Śşňňőľ ąďď a; b ∈ R ŋăğżćăěšś£ šćč ůĺśěń ćĺďă ¸ + ˛, čďě ¸ < a ĺ ˛ < b | ćśěćőğňőęŋżě łőŋěůŋżě ąďď. Ăŋăńőčĺůŋő, ŕřőĺğćěďěŋĺě ab ďćşţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ąďď | ¡šő šćč ůĺśěń ćĺďă ¸˛ ś łőŋěůŋżňĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ ¸ < a ĺ ˛ < b (ŋă ŋěŕőńőęĺšěńĳŋżě ąďď ŕřőĺğćěďěŋĺě řăśŕřőśšřăŋ£ěšś£ ŕő śšăŋďăřšŋőňş ŕřăćĺńş À−Á ŋă À−Á ďă-ěš À+Á). Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šĺ őŕřěďěńěŋĺ£ łőřřěłšŋż (š. ě. ŋşęŋżě šćč śşźěśšćş¿š), ďă¿š ďń£ łőŋěůŋżţ a ĺ b šő ęě, ůšő ĺ řăŋĳÿě, ĺ ŕřőćěřĳšě, ůšő a(b + c) = ab + ac ∀ a; b; c∈R .

M13⋄9 (łőřŋĺ). Ŕşśšĳ b ∈ R ěśšĳ šćč łőŋěůŋżţ ąďď ˛ ś ˛^2 < 5. Ďőłăęĺšě, ůšő b śşźěśšćşěš ĺ ćżůĺśńĺšě b^2.

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 13 12 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Őą şŕőř£ďőůěŋĺĺ

Šřĺ şřőćŋ£ ŕőř£ďłă. Ňŋőęěśšćő ŋăğżćăěšś£ ůăśšĺůŋő şŕőř£ďőůěŋŋżň (ůşňőň), ěśńĺ ŕřő ŋěłőšőřżě

ŕăřż ěčő ¡ńěňěŋšőć a; b ňőęŋő śłăğăšĳ a 6 b ĺńĺ b 6 a, šăł ůšő ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋěŋż šřĺ śćőľśšćă:

(1) a 6 a ∀a , (2) a 6 b ĺ b 6 a ⇒ a = b , (3) a 6 b ĺ b 6 c ⇒ a 6 c .

Ŕőďňŋőęěśšćő [: : : x]^{def}= { m ∈ M | m 6 x } ůşňă M ŋăğżćăěšś£ ŋăůăńĳŋżň őšřěğłőň M ďő x. ůşň ŋăğżćăěšś£ şŕőř£ďőůěŋŋżň (ĺńĺ ńĺŋěľŋő şŕőř£ďőůěŋŋżň), ěśńĺ őšŋőÿěŋĺě ŕőř£ďłă őŕřěďěńěŋő ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż ¡ńěňěŋšőć. Ć ńĺŋěľŋő şŕőř£ďőůěŋŋőň ňŋőęěśšćě ňőęŋő ććěśšĺ őšŋőÿěŋĺě a < b őğŋăůă¿źěě, ůšő a ≠ b ĺ a 6 b; šőčďă ∀a; b ąşďěš ćżŕőńŋěŋă ăńĳšěřŋăšĺćă: ńĺąő a < b, ńĺąő a = b, ńĺąő a > b. İńěňěŋš —∈M ůşňă M ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň, ěśńĺ ∀ x∈M ĺğ ŋěřăćěŋśšćă x 6 — ćżšěłăěš řăćěŋśšćő x = —. Ńĺŋěľŋő şŕőř£ďőůěŋŋőě ňŋőęěśšćő ŋăğżćăěšś£ ćŕőńŋě ĺńĺ ĺŋďşłšĺćŋő şŕőř£ďőůěŋŋżň, ěśńĺ ć ń¿ąőň ěčő ŕőďňŋőęěśšćě ĺňěěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš. Ďćă ćŕőńŋě şŕőř£ďőůěŋŋżţ ňŋőęěśšćă ŋăğżćă¿šś£ ŕőďőąŋżňĺ, ěśńĺ ňěęďş ŋĺňĺ ĺňěěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě, śőţřăŋ£¿źěě ŕőř£ďőł. Łńăśśż ŕőďőąŋżţ ćŕőńŋě şŕőř£ďőůěŋŋżţ ňŋőęěśšć ŋăğżćă¿šś£ šřăŋśťĺŋĺšŋżňĺ ůĺśńăňĺ.

M13^1_2 ⋄1^∘. Ćż£śŋĺšě, łăłĺě ĺğ şłăğăŋŋżţ ŋĺęě őšŋőÿěŋĺľ À ≼ Á ŋă ňŋőęěśšćăţ M £ćń£¿šś£ şŕőř£ďőůěŋĺ£ňĺ ĺ łăłőčő šĺŕă: ă) M = N ĺ a ≼ b ⇐⇒ b ďěńĺšś£ ŋă a; ą) šő ęě ďń£ M = Z;

ć) M = N ; Z; Q ś őążůŋżň ⩽ ďń£ ůĺśěń; č) šő ęě ďń£ M = N ∪ {∞}, čďě ∞ ⩾ n ∀ n∈N ; ď) M ěśšĳ ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă A ĺ a ≼ b ⇐⇒ a ⊆ b ; ě) M ěśšĳ ňŋőęěśšćő ćěřÿĺŋ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő čřăťă Č ĺ a ≼ b ⇐⇒ ć Č ěśšĳ řěąřő −→ab.

M13^1_2 ⋄2^∘. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě ňăłśĺňăńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă ůşňă ĺ ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ůşňă ś ŋěśłőńĳłĺňĺ ňăłśĺňăńĳŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ.

M13^1_2 ⋄3^∘. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ąőľ ŋăůăńĳŋżľ őšřěğőł ŕřőĺğćőńĳŋőčő ůşňă ńĺŋěľŋő şŕőř£ďőůěŋ? M13^1_2 ⋄4 (ŕřĺŋűĺŕ šřăŋśťĺŋĺšŋőľ ĺŋďşłűĺĺ). Ŕşśšĳ ňŋőęěśšćő M ćŕőńŋě şŕőř£ďőůěŋő, ĺ ŕřő ěčő ¡ńěňěŋšż ćżśłăğăŋő ŋěłőě şšćěřęďěŋĺě U, łőšőřőě ĺśšĺŋŋő ďń£ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă ňŋőęěśšćă M, ĺ ŕřĺ ćśěţ m ∈ M ĺğ šőčő, ůšő U ĺśšĺŋŋő ∀ x < m, śńěďşěš, ůšő U ĺśšĺŋŋő ďń£ m. Ďőłăęĺšě, ůšő U ĺśšĺŋŋő ∀ m∈M .

M13^1_2 ⋄5. Ňőęěš ńĺ ćŕőńŋě şŕőř£ďőůěŋŋőě ňŋőęěśšćő ążšĳ ŕőďőąŋő śćőěňş ŋăůăńĳŋőňş őšřěğłş, őšńĺůŋőňş őš ćśěčő ňŋőęěśšćă?

M13^1_2 ⋄6. Ďőłăęĺšě, ůšő őšŋőÿěŋĺě a ≼ b ⇐⇒ Àa ŕőďőąŋő ŋăůăńĳŋőňş őšřěğłş bÁ ćŕőńŋě şŕőř£ďőůĺćăěš šřăŋśťĺŋĺšŋżě ůĺśńă.

Ŕőńŋżě ůşňż. ůşň M ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋżň, ěśńĺ ďń£ łăęďőčő ńĺŋěľŋő şŕőř£ďőůěŋŋőčő ŕőďňŋőęěśšćă U ⊂ M śşźěśšćşěš ¡ńěňěŋš m∈M, šăłőľ ůšő u 6 m ∀ u∈U .

M13^1_2 ⋄7^* (šěőřěňă ő ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłě). Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě őšőąřăęěŋĺě M^f- M ĺğ ŕőńŋőčő ůşňă ć śěą£, őąńăďă¿źěě śćőľśšćőň x ⩽ f(x) ∀ x ∈ M , ĺňěěš ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş (š. ě. f(x_0) = x_0 ďń£ ŋěłőšőřőčő x_0 ∈M).

Ăłśĺőňă ćżąőřă ćţőďĺš ć śŕĺśőł ăłśĺőň ÀśšřőčőľÁ šěőřĺĺ ňŋőęěśšć ĺ şšćěřęďăěš, ůšő ć ń¿ąőň

ňŋőęěśšćě ŋěŕşśšżţ ňŋőęěśšć ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕő őďŋőňş ¡ńěňěŋšş ĺğ łăęďőčő ňŋőęěśšćă (ĺŋăůě čőćőř£, ďń£ ń¿ąőčő ňŋőęěśšćă M, ¡ńěňěŋšż łőšőřőčő śăňĺ śşšĳ ŋěŕşśšżě ňŋőęěśšćă, śşźěśšćşěš őšőąřăęěŋĺě f ĺğ M ć őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ňŋőęěśšć M ∈ M, šăłőě ůšő f(M) ∈ M ∀ M ∈ M ).

M13^1_2 ⋄8^*. Ćżćěďĺšě ĺğ ăłśĺőňż ćżąőřă ĺ ğăď. M13^1_2 ⋄7 śńěďş¿źĺě ďćă şšćěřęďěŋĺ£^1:

ă) (ńěňňă Űőřŋă) Ć ń¿ąőň ŕőńŋőň ůşňě ěśšĳ ňăłśĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš. ą) (šěőřěňă Űěřňěńő) Ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ňőęŋő ćŕőńŋě şŕőř£ďőůĺšĳ.

1řěÿěŋĺě ¡šĺţ (ćěśĳňă šřşďŋżţ) ğăďăů ŋě śšżďŋő ŕőďčń£ďěšĳ ć łŋĺčăţ: Ćăŋ Ďěř Ćăřďěŋ. Ăńčěąřă. Ň. ÀŇĺřÁ (1976), śšř. 246{249 ĺńĺ Ŕ. Ś. Ăńěłśăŋďřőć. Ććěďěŋĺě ć šěőřĺ¿ ňŋőęěśšć ĺ őąźş¿ šőŕőńőčĺ¿.. Ň. ÀŊăşłăÁ (1977), śšř. 80{83.

Łőŋšĺŋşşň

Łőőřďĺŋăšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Łőőřďĺŋăšŋă£ ŕř£ňă£ R^1 | ¡šő ňŋőęěśšćő ćśěţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺ-

śěń. Ăŋăńőčĺůŋő, łőőřďĺŋăšŋżě ŕńőśłőśšĳ R^2, 3-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R^3, : : : , n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő

R^n, : : : śşšĳ ňŋőęěśšćă şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŕăř (x1; x2), šřőěł (x1; x2; x3), : : : , n-őł (x1; x2; : : :; xn), : : : ůĺ-

śěń x_i ∈ R. Ňŋőęěśšćő { (x_1; x_2; : : :; x_n) ∈ R^n | 0 6 x_i 6 1 ∀ i ∈ } ŋăğżćăěšś£ ěďĺŋĺůŋżň n-ňěřŋżň łşąőň

ć R^n._{M14⋄1. Śłőńĳłő ş n-ňěřŋőčő łşąă ă) ćěřÿĺŋ ; ą) ř-ěąěř ; ć) (n − 1)-ňěřŋżţ čřăŋěľ ,}

č^*) k-ňěřŋżţ čřăŋěľ ( 0 ⩽ k ⩽ (n − 1) ).

M14⋄2. Ŋăřĺśşľšě 3-ňěřŋş¿ řăğć-ěřšłş ĺ őąźş¿ 2-ňěřŋş¿ ŕřőěłűĺ¿ 4-ňěřŋőčő łşąă. Ŋěśů-ěšŋőśšĳ ĺ łőŋšĺŋşăńĳŋőśšĳ. Ňŋőęěśšćő ŋăğżćăěšś£ ŋěśů-ěšŋżň, ěśńĺ őŋő ąěśłőŋěůŋő ĺ ŋě śů-ěš-

ŋő. Ŕřő ňŋőęěśšćő, řăćŋőňőźŋőě ěďĺŋĺůŋőňş őšřěğłş čőćőř£š, ůšő őŋő ĺňěěš ňőźŋőśšĳ łőŋšĺŋşşňă.

M14⋄3. Ćśěčďă ńĺ N \ M řăćŋőňőźŋő M, ěśńĺ M śů-ěšŋő, ă N ŋěśů-ěšŋő? M14⋄4. Ňőęŋő ńĺ ŋăřĺśőćăšĳ ŋěśů-ěšŋőě ňŋőęěśšćő ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ă) ĺŋšěřćăńőć ŋă ŕř£ňőľ? ą^*) ćőśĳň-ěřőł^1 ŋă ŕńőśłőśšĺ? ć^*) ąşłć Š ŋă ŕńőśłőśšĺ?

M14⋄5. Ĺňě¿š ńĺ ňőźŋőśšĳ łőŋšĺŋşşňă: ă) ňŋőęěśšćő ąěśłőŋěůŋżţ śńőć ĺğ ąşłć a ĺ ą ;

ą^∘) ń¿ąőľ őšřěğőł [a; b] (ś a < b) ; ć) ń¿ąőľ ŋěŕşśšőľ ĺŋšěřćăń (a; b) ; č) ćś£ ŕř£ňă£ ; ď) m-ňěřŋżľ łşą ; ě) ňŋőęěśšćő ąěśłőŋěůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń?

Űěńżě ĺ řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă. ąďď ś ŋşńěćőľ ďřőąŋőľ ůăśšĳ¿ ŋăğżćă¿šś£ űěńżňĺ. Ŋă łőőřďĺŋăšŋőľ

ŕř£ňőľ ňŋőęěśšćő űěńżţ ąďď Z ⊂ R ŕőńşůăěšś£ őšłńăďżćăŋĺěň őš 0 ćśěćőğňőęŋżţ űěńżţ łřăšŋżţ ěďĺŋĺůŋőčő őšřěğłă. ąďď r ∈ R ŋăğżćăěšś£ řăűĺőŋăńĳŋőľ, ěśńĺ ∃ k; m ∈ Z: kr = m ć R. Ŕőďňŋőęěśšćő řăűĺőŋăńĳŋżţ ąďď Q ⊂ Rŋă ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ ĺğőąřăęăěšś£ őšłńăďżćăŋĺěň őš 0 ćśěćőğňőęŋżţ őšřěğłőć, śőĺğňěřĺňżţ^2 ś ěďĺŋĺůŋżň.

M14⋄6. Ďőłăęĺšě, ůšő łőŋěůŋżě ąďď řăűĺőŋăńĳŋż. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ∀ ¸ ∈ R ĺ ∀ " > 0 śşźěśšćş¿š r_1; r_2 ∈ Q, šăłĺě ůšő ¸ − " < r_1 < ¸ < r_2 < ¸ + "?

M14⋄7. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćă: ă) ĺřřăűĺőŋăńĳŋżţ ą^*) šřăŋśűěŋďěŋšŋżţ^3 ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ĺňě¿š ňőźŋőśšĳ łőŋšĺŋşşňă.

Ďěďěłĺŋďőćż śěůěŋĺ£. Řăğąĺěŋĺě Q = A_1 ⊔ A_2 ć őąžěďĺŋěŋĺě ďćşţ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕőďňŋőęěśšć,

šăłĺţ ůšő a_1 < a_2 ďń£ ń¿ążţ a_1 ∈A_1, a_2 ∈A_2, ŋăğżćăěšś£ śěůěŋĺěň ňŋőęěśšćă Q.

M14⋄8. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő śěůěŋĺ£ Q = A_1 ⊔ A_2 ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő sup A_1 = inf A_2 ĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ řőćŋő őďŋă ĺğ šř-ěţ ćőğňőęŋőśšěľ: ńĺąő ć A_1 ěśšĳ ňăłśĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš, ńĺąő ć A_2 ěśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš, ńĺąő ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő sup A_1 = inf A_2 ĺřřăűĺőŋăńĳŋő.

M14⋄9. Ğăąşďěň ŋă ćřěň£ ŕřő ąďď, ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ Q łăł ňŋőęěśšćő őążłŋőćěŋŋżţ ďřőąěľ

pŒq ś p ∈ Z, q ∈ N ĺ ŋăğőć-ěň ďěľśšćĺšěńĳŋżň ůĺśńőň Ďěďěłĺŋďă ń¿ąőě śěůěŋĺě Q = A1 ⊔ A2,

ć łőšőřőň A_1 ŋě ĺňěěš ňăłśĺňăńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě śşňňż ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń Ďěďěłĺŋďă (¡šő ďőńęŋő ążšĳ śěůěŋĺě ŋşęŋőčő šĺŕă) ĺ şśšăŋőćĺšě śőţřăŋ£¿źĺľ ăřĺťňěšĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş ňŋőęěśšćőň ďěďěłĺŋďőćżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ĺ ňŋőęěśšćőň ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń, őŕřěďěń-ěŋŋőň ć ŕřěďżďşźěň ńĺśšłě ŕőśřěďśšćőň ąďď^4.

M14⋄10. Ĺśţőď£ šőńĳłő ĺğ ďěďěłĺŋďőćă őŕřěďěńěŋĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń (š. ě. ŋě ŕőńĳğş£śĳ ąďď, ŋő ć šěřňĺŋăţ śěůěŋĺľ) ďőłăęĺšě šěőřěňş ő ŕőńŋőšě (śř. ś ğăď. M13⋄7) ĺ őŕřěďěńĺšě łćăďřăšŋżě łőřŋĺ (śř. ś ğăď. M13⋄9).

1ćőśĳň-ěřłőľ ŋăğżćăěšś£ ń¿ąă£ ŕăřă śőŕřĺłăśă¿źĺţś£ ćŋěÿŋĺň őąřăğőň őłřşęŋőśšěľ 2ďćă őšřěğłă ŋăğżćă¿šś£ śőĺğňěřĺňżňĺ, ěśńĺ őŋĺ ďőŕşśłă¿š őąźş¿ ěďĺŋĺűş ĺğňěřěŋĺ£ | šřěšĺľ őšřěğőł, łőšőřżľ űěńőě ůĺśńő řăğ şłńăďżćăěšś£ ć łăęďőň ĺğ ŋĺţ

3ůĺśńő ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň, ěśńĺ őŋő £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ; ůĺśńă, ŋě £ćń£¿źĺěś£ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ, ŋăğżćă¿šś£ šřăŋśűěŋďěŋšŋżňĺ

4ŕőďśłăğłă: śőŕőśšăćĳšě łăęďőňş łńăśśş ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ąďď ¸∈Rśěůěŋĺě Q = { q ∈Q | q < ¸ }⊔{ q ∈Q| q ¿ ¸ }

Őłřěśšŋőśšĺ ĺ ŕőłřżšĺ£

M15⋄1 (ńěňňă ő ćńőęěŋŋżţ őšřěğłăţ). Ĺňěěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őšřěğłőć, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ śőďěřęĺšś£ ć ŕřěďżďşźěň. Ňőęěš ńĺ ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ¡šĺţ őšřěğłőć ążšĳ ŕşśšżň?

M15⋄2. Ĺğňěŋĺšś£ ńĺ őšćěš, ěśńĺ őšřěğłĺ ğăňěŋĺšĳ ĺŋšěřćăńăňĺ?

M15⋄3. Čřşŕŕă ěśšěśšćőĺśŕżšăšěńěľ ć šěůěŋĺĺ 6 ůăśőć ŋăąń¿ďăńă ğă (ŋěřăćŋőňěřŋő) ŕőńğşźěľ şńĺšłőľ šăł, ůšő őŋă ćś-ě ¡šő ćřěň£ ążńă ŕőď ŕřĺśňőšřőň. Łăęďżľ ŋăąń¿ďăšěńĳ śńěďĺń ğă şńĺšłőľ řőćŋő 1 ůăś ąěğ ŕěřěřżćőć ĺ ğăťĺłśĺřőćăń, ůšő őŋă ŕřőŕőńğńă ğă ¡šőš ůăś řőćŋő 1 ňěšř. Ňőčńă ńĺ şńĺšłă ğă ćřěň£ ćśěčő ¡łśŕěřĺňěŋšă ŕřőŕőńğšĺ ă) 5 ň ? ą) 10 ň ? ć) 12 ň ?

M15⋄4 (ńěňňă ő łőŋěůŋőň ŕőłřżšĺĺ). Ďőłăęĺšě, ůšő ć ń¿ąőň ŕőłřżšĺĺ őšřěğłă ĺŋšěřćăńăňĺ ŋăľď-ěšś£ łőŋěůŋżľ ŋăąőř ĺŋšěřćăńőć, ŕőłřżćă¿źĺľ ćěśĳ őšřěğőł.

M15⋄5. Ĺğ ń¿ąőčő ńĺ ŕőłřżšĺ£ őšřěğłă ĺŋšěřćăńăňĺ ňőęŋő şďăńĺšĳ ůăśšĳ šăł, ůšőąż őśšăćÿĺěś£ ĺŋšěřćăńż šőęě śőśšăćń£ńĺ ŕőłřżšĺě, ŋő łăęďş¿ šőůłş ŋăłřżćăńő ąż ŋě ąőńěě ďćşţ ĺğ ŋĺţ?

M15⋄6. Ĺğňěŋĺšś£ ńĺ ůšő-ŋĺąşďĳ ć ŕřěďżďşźĺţ ďćşţ ğăďăůăţ, ěśńĺ őšřěğőł ğăňěŋĺšĳ ĺŋšěřćăńőň?

M15⋄7. Ćśěčďă ńĺ ĺğ ŕőłřżšĺ£ őšřěğłă ă) łőŋěůŋżň ą) ń¿ążň ňŋőęěśšćőň śőďěřęăźĺţś£ ćŋşšřĺ ŋěčő őšřěğłőć ňőęŋő ćżłĺŋşšĳ ůăśšĳ őšřěğłőć šăł, ůšőąż őśšăćÿĺěś£ ŕő-ŕřěęŋěňş ŕőłřżćăńĺ ĺśţőďŋżľ őšřěğőł ĺ ĺţ śşňňăřŋă£ ďńĺŋă ŋě ŕřěćżÿăńă ąż ěčő şďćőěŋŋőľ ďńĺŋż?

Ćŋşšřěŋŋĺě šőůłĺ ĺ őšłřżšżě ňŋőęěśšćă. Ďń£ ń¿ąőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă " ąşďěň ŋăğżćăšĳ "-őłřěśšŋőśšĳ¿ šőůłĺ x_0 ∈R ĺŋšěřćăń

D_"(x_0)^{def}= (x_0 − "; x_0 + ") = { x∈R : |x − x_0| < " } = { x∈R : x_0 − " < x < x_0 + " }

ďńĺŋż 2" ś űěŋšřőň ć x_0. Šőůłă a∈R ŋăğżćăěšś£ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłőľ ňŋőęěśšćă M ⊂ R, ěśńĺ ş ŋě-ě ěśšĳ "-őłřěśšŋőśšĳ, űěńĺłőň śőďěřęăźă£ś£ ć M. Ňŋőęěśšćő ŋăğżćăěšś£ őšłřżšżň, ěśńĺ ćśě ěčő šőůłĺ | ćŋşšřěŋŋĺě. Ĺŋăůě čőćőř£, U ⊂ R őšłřżšő, ěśńĺ ∀ u∈U ∃ " > 0 : D_"(u) ⊂ U (ćěńĺůĺŋă " ňőęěš ğăćĺśěšĳ őš šőůłĺ u). Ŕşśšőě ňŋőęěśšćő šőęě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, śůĺšăěšś£ őšłřżšżň.

M15⋄8^∘. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕřőňěęşšłĺ (−∞; a), (a; −∞) ĺ (a; b) őšłřżšż. Ňőęŋő ńĺ řăğąĺšĳ ĺŋšěřćăń ć őąžěďĺŋěŋĺě ďćşţ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ őšłřżšżţ ňŋőęěśšć?

M15⋄9. Ďőłăęĺšě, ůšő őąžěďĺŋěŋĺě ń¿ąőčő ŋăąőřă őšłřżšżţ ňŋőęěśšć őšłřżšő. M15⋄10. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕěřěśěůěŋĺě łőŋěůŋőčő ŋăąőřă őšłřżšżţ ňŋőęěśšć őšłřżšő. Šăł ńĺ ¡šő ďń£ ŕěřěśěůěŋĺľ ąěśłőŋěůŋżţ ŋăąőřőć?

M15⋄11. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě őšłřżšőě ňŋőęěśšćő ŋă ŕř£ňőľ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őąžěďĺŋěŋĺě łőŋěůŋőčő ĺńĺ śů-ěšŋőčő ŋăąőřă ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ĺŋšěřćăńőć, ć ůĺśńě łőšőřżţ ďőŕşśłă¿šś£ ĺ ŋěőčřăŋĺůěŋŋżě ĺŋšěřćăńż šĺŕă (−∞; a), (a; +∞) ĺ (−∞; +∞).

Ĺğőńĺřőćăŋŋżě šőůłĺ ĺ ďĺśłřěšŋżě ňŋőęěśšćă. Šőůłă a ∈ M ⊂ R ŋăğżćăěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ

šőůłőľ ňŋőęěśšćă M, ěśńĺ ŋěłőšőřă£ ě-ě "-őłřěśšŋőśšĳ ŋě śőďěřęĺš ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ šőůěł ĺğ M. Ňŋőęěśšćő, ćśě šőůłĺ łőšőřőčő ĺğőńĺřőćăŋż, ŋăğżćăěšś£ ďĺśłřěšŋżň.

M15⋄12. Ňőęěš ńĺ ąěśłőŋěůŋőě ďĺśłřěšŋőě ňŋőęěśšćő ążšĳ:

ă) őčřăŋĺůěŋŋżň? ą) ŋěśů-ěšŋżň?

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 15 12 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Ŕřěďěńĳŋżě šőůłĺ ňŋőęěśšć

Ŕřěďěńĳŋżě šőůłĺ. Šőůłă x_0 ∈ R ŋăğżćăěšś£ ŕřěďěńĳŋőľ šőůłőľ ňŋőęěśšćă M ⊂ R, ěśńĺ ń¿ąă£ ě-ě "-őłřěśšŋőśšĳ D_"(x_0) śőďěřęĺš łăłş¿-ŋĺąşďĳ šőůłş x∈M, őšńĺůŋş¿ őš x_0.

M15^1_2 ⋄1. Ŕőśšřőľšě ąěśłőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő M ⊂ R , ňŋőęěśšćő ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł łőšőřőčő:

ă) ŕşśšő; ą) śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ; ć) śőśšőĺš ĺğ ďćşţ šőůěł; č) śőćŕăďăěš ś Z⊂ R. M15^1_2 ⋄2. Ňőęěš ńĺ ňŋőęěśšćő ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł ążšĳ ňŋőęěśšćőň ćśěţ ůĺśěń ćĺďă 1=k ś k ∈N? M15^1_2 ⋄3. Ňőęěš ńĺ ąěśłőŋěůŋőě őčřăŋĺůěŋŋőě ňŋőęěśšćő ŋě ĺňěšĳ ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł?

Ğăňłŋşšżě ňŋőęěśšćă. Ňŋőęěśšćő Z ⊂ R ŋăğżćăěšś£ ğăňłŋşšżň, ěśńĺ őŋő śőďěřęĺš ćśě śćőĺ ŕřě-

ďěńĳŋżě šőůłĺ (ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ĺţ ş ŋěčő ćőőąźě ŋěš). Ŋěŕşśšżě őčřăŋĺůěŋŋżě ğăňłŋşšżě ňŋőęěśšćă ŋăğżćă¿šś£ łőňŕăłšăňĺ.

M15^1_2 ⋄4^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő őšřěğőł ĺ ŕř£ňă£ | ğăňłŋşšż, ă ĺŋšěřćăń ĺ őšłřżšżľ ńşů | ŋěš.

Ążćă¿š ńĺ ďĺśłřěšŋżě ŋěğăňłŋşšżě ňŋőęěśšćă? M15^1_2 ⋄5^∘. Ążćă¿š ńĺ ąěśłőŋěůŋżě ďĺśłřěšŋżě łőňŕăłšż?

M15^1_2 ⋄6^∘. Řăğąĺćăěšś£ ńĺ őšřěğőł ć őąžěďĺŋěŋĺě ďćşţ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŋěŕşśšżţ ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć? Ŕěřěůĺśńĺšě ćśě őďŋőćřěňěŋŋő őšłřżšżě ĺ ğăňłŋşšżě ŕőďňŋőęěśšćă ć R.

M15^1_2 ⋄7. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő Z ⊂ R ğăňłŋşšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő ďőŕőńŋě-

ŋĺě R \ Z = { x∈R | x ∉ Z } őšłřżšő.

M15^1_2 ⋄8. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕěřěśěůěŋĺě ń¿ąőčő ŋăąőřă ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć ğăňłŋşšő. M15^1_2 ⋄9. Ďőłăęĺšě, ůšő őąžěďĺŋěŋĺě łőŋěůŋőčő ŋăąőřă ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć ğăňłŋşšő. Šăł ńĺ ¡šő ďń£ ąěśłőŋěůŋżţ ŋăąőřőć?

M15^1_2 ⋄10 (ńěňňă ő ćńőęěŋŋżţ łőňŕăłšăţ). Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćńőęěŋŋżţ łőňŕăłšőć Ł_1 ⊃ Ł_2 ⊃ K_3 ⊃ · · · ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě: ⋂ K ≠ ?.

M15^1_2 ⋄11^* (ńěňňă ő łőŋěůŋőň ŕőłřżšĺĺ). Ďőłăęĺšě, ůšő K ⊂ R łőňŕăłš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ń¿ąőě ěčő ŕőłřżšĺě ĺŋšěřćăńăňĺ śőďěřęĺš łőŋěůŋőě ŕőďŕőłřżšĺě.

Łăŋšőřőćő ňŋőęěśšćő. Őŕřěďěńĺň ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łőňŕăłšőć K ⊂ [0; 1] śńěďş¿-

źĺň őąřăğőň. Łăęďżľ K £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň 2 őšřěğłőć: K_{+1} ŕőńşůăěšś£ ĺğ K ćżłĺďżćăŋĺěň őšłřżšőľ (š. ě. ąěğ łőŋűěćżţ šőůěł) śřěďŋěľ šřěšĺ ĺğ łăęďőčő őšřěğłă, ćţőď£źěčő ć K, ă K_0 = [0; 1]. Ŕěřěśěůěŋĺě K^{def}= ⋂ K ŋăğżćăěšś£ łăŋšőřőćżň ňŋőęěśšćőň (ć ůěśšĳ Čěőřčă Łăŋšőřă). Ĺŋăůě K ⊂ [0; 1] ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ ůĺśěń – ∈ [0; 1], łőšőřżě ć šřőĺůŋőľ śĺśšěňě śůĺśńěŋĺ£ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ąďď, ŋě śőďěřęăźěľ 1, ŕřĺů-ěň ŋě šřěąşěšś£, ůšőąż ¡šă ğăŕĺśĳ ążńă śšăŋďăřšŋőľ (š. ě. őŋă ňőęěš őłăŋůĺćăšĳś£ ŋă őďŋĺ ďćőľłĺ).

M15^1_2 ⋄12. Ďőłăęĺšě, ůšő łăŋšőřőćő ňŋőęěśšćő ĺňěěš ňőźŋőśšĳ łőŋšĺŋşşňă, ŋő ŕőłřżćăěšś£ łőŋěůŋżň ŋăąőřőň ĺŋšěřćăńőć śő śłőńĳ şčőďŋő ňăńőľ śşňňőľ ďńĺŋ.

M15^1_2 ⋄13. Śőďěřęĺš ńĺ łăŋšőřőćő ňŋőęěśšćő: ă) ĺŋšěřćăńż? ą) ĺğőńĺřőćăŋŋżě šőůłĺ? Łőŋďěŋśăűĺ£ ŋěśů-ěšŋżţ ňŋőęěśšć. İńěňěŋš a ∈ M ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋěśů-ěšŋőčő ňŋőęěśšćă M ⊂ R

ŋăğżćăěšś£ ěčő šőůłőľ łőŋďěŋśăűĺĺ, ěśńĺ D_"(a) ∩ M ŋěśů-ěšŋő ∀ " > 0.

M15^1_2 ⋄14^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő šőůěł b ∈ M, ŋě £ćń£¿źĺţś£ šőůłăňĺ łőŋďěŋśăűĺĺ, łőŋěůŋő ĺńĺ śů-ěšŋő.

M15^1_2 ⋄15^*. Ňőęěš ńĺ ňŋőęěśšćő šőůěł łőŋďěŋśăűĺĺ ĺňěšĳ ĺğőńĺřőćăŋŋżě šőůłĺ? M15^1_2 ⋄16^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő šőůěł łőŋďěŋśăűĺĺ ğăňłŋşšő.

M15^1_2 ⋄17^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő ć R ĺńĺ ŕşśšő, ĺńĺ łőŋěůŋő, ĺńĺ śů-ěšŋő, ĺńĺ ĺňěěš ňőźŋőśšĳ łőŋšĺŋşşňă.

Řăďĺłăńĳŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£

(ŋăŕőňĺŋăŋĺ£ ĺğ ăńčěąřż)

: : : ğďěśĳ ćăň ŋě şŋĺćěřśĺšěš: šşš čőńőćőľ ďşňăšĳ ŋăďő!

(ĺğ ăřňěľśłőčő ¿ňőřă)

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ůěřěğ |a − b| (ůĺšăěšś£ Àňőďşńĳ a ňĺŋşś bÁ) őąőğŋăůăěšś£ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ a ĺ

b ŋă ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ R^1. Šăłĺň őąřăğőň, |a − b| = |b − a| řăćŋő šőľ ĺğ ďćşţ řăğŋőśšěľ (a − b), (b − a),

łőšőřă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋă. Ćňěśšő |a − 0| = |0 − a| ŕĺÿşš ŕřőśšő |a|.

M16⋄1^∘. Ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ŋĺęě şšćěřęďěŋĺľ ćěřŋżě ďőłăęĺšě, ă ŋěćěřŋżě őŕřőćěřčŋĺšě ĺ,

ŕő ćőğňőęŋőśšĺ, ĺśŕřăćĳšě: ă) ¸˛ < ab ⇒ ¸˛ <¸ + a ˛ + b < a b ∀ ¸; a; ˛; b∈R ś ˛; b > 0 ;

ą) a ⩽ b ĺ ¸ ⩽ ˛ ⇒ ą ⩽ b̧ ∀ a; b; ¸; ˛∈R ; ć) |a − b| + |b − c| = |a − c| ∀ a; b; c∈R ;

č) |a| − |b| ⩽ |a − b| ∀ a; b∈R ; ď) |a| + |b| ⩾ |a + b| ∀ a; b∈R ; ě) √ x^2 = x ∀ x∈R .

M16⋄2. Ąěğ ŕőňőźĺ łăńĳłşń£šőřă ćż£śŋĺšě, ůšő ąőńĳÿě: ă) √ 37 − 6 ĺńĺ 1Œ10; ą) √ 3 − √ 2 ĺńĺ √ 5 − 2 ć) 1√ 2 − 1 ĺńĺ 5; č)^3 √ 60 ĺńĺ 2 +^3 √ 7. M16⋄3. Łăłĺě ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ŋĺęě ŕăř ůĺśěń őąřăšŋż ďřşč ďřşčş:

ă) 2 − √ 3 ĺ 2 + √ 3 ; ą) ( 2 √ 20 + 9

)_{100} ĺ ( 2 √ 20 − 9

)_{100}

; ć) ( 7 + 5 √ 2 )_3 ĺ ( 7 − 5 √ 2 )_3 ,; č) ( 7 + 5 √ 2 )_4 ĺ ( 7 − 5 √ 2 )_4

; ď) 3 + √ 2 ĺ 3 − √ 2 ; ě)^3 √ 9 − 3 ĺ 3^3 √ 3 + 2^3 √ 9 + 4 .

M16⋄4. Ĺğąăćĳšěśĳ őš ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĺ ć ğŋăňěŋăšěńě: ă) 3√ 7 − 2

; ą) √ 5 − √ 7 √ 5 + √ 7 ; ć) 2_3√

3 + 1

; č) 3√ 3 −^3 √ 5 3√ 3 +^3 √ 5 ; ď) 1 1 +^3 √ 2 +^3 √ 4 ; ě^*) 1 √ 2 +^3 √ 2 ; ę^*) 1 3√ x +^3√y +^3 √ z . M16⋄5 (ťőřňşńż Ćĺěšă). Ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ (x − #_1)(x − #_2) · · · (x − #_š) řăśłřżńĺ śłőąłĺ ĺ

śčřşŕŕĺřőćăńĺ śńăčăěňżě ŕő śšěŕěŋ£ň x. Ůěňş ąşďěš řăćěŋ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^k? Ĺğ śłőńĳłĺţ

śńăčăěňżţ őŋ śőśšőĺš?

M16⋄6. Ŕřĺďşňăľšě ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, śřěďĺ łőřŋěľ łőšőřőčő ěśšĳ:

ă) 1 + √ 7 ; ą) 5 − 2 √ 3 ; ć) √ 5 ĺ √ 7 ; č) √ 3 + √ 2 . M16⋄7. Łăłĺňĺ ďőńęŋż ążšĳ ¸, ˛, ůšőąż (√ ¸ + √ ˛ )_2

= a + √ b ďń£ ďăŋŋżţ a, b ? Ćżďěń££

ŕőńŋżľ łćăďřăš ĺńĺ łşą, ĺğąăćĳšěśĳ őš ŋăřşęŋěčő řăďĺłăńă ć ćżřăęěŋĺ£ţ: ă) √ 3 + 2 √ 2 ; ą) √ 28 + 10 √ 3 ; ć) √ 67 + 12 √ 7 ; č) √ 12 + 2 √ 35 ; ď)^3 √ 16 + 8 √ 5 ; ě)^3 √ 37 + 30 √ 3 ; ę)^3 √ 7 + 5 √ 2 ; ğ)^3 √ 9 √ 3 − 11 √ 2 ; ĺ)^3 √ 21 √ 6 − 23 √ 5 . M16⋄8. Ŕşśšĳ ¸; ˛ ∈ Q. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŕřĺ ¸ ≠ ˛ ůĺśńă √ ¸ + √ ˛ ĺ √ ¸ − √ ˛ ńĺąő őąă řăűĺő-

ŋăńĳŋż, ńĺąő őąă ĺřřăűĺőŋăńĳŋż?

M16⋄9. Řăűĺőŋăńĳŋż ńĺ ůĺśńă: ă) √ 5 + √ 3 ; ą) √ 7 + 4 √ 3 − √ 3 ; ć) (√ 5 + 1

)_3 − (√ 5 − 1

)_3 ; č) ( 1 + √ 2 )_5 + ( 1 − √ 2 )_5

; ď) ( 1 + √ 3 )_{11} + ( 1 − √ 3 )_{11}

; ě) (√ 3 + 1

)_{10} − (√ 3 − 1

)_{10} . M16⋄10. Ćżůĺśńĺšě ŕěřćş¿ šżś£ůş ğŋăłőć ŕőśńě ğăŕ£šőľ ş ă) ( 12 − √ 143 )_{2000} ; ą^*) ( 7 + √ 48 )_{1999}

; ć^*) ( 7 + √ 50 )_{2000}

; č^*) ( 7 + √ 50 )_{2001} . M16⋄11^*. Ů-ěšŋă ĺńĺ ŋěů-ěšŋă űěńă£ ůăśšĳ ůĺśńă ( 45 + √ 1975

)_{30} ?

Čřăťĺłĺ ĺ łřĺćżě

M17⋄1. Ťşŋłűĺ£ y = f(x) ĺňěěš čřăťĺł, ĺğőąřăę-ěŋŋżľ ŋă

řĺś. 17.1. Ŋăřĺśşľšě (ŕőšőůŋěě) čřăťĺłĺ ťşŋłűĺľ:

ă) 2 f(x) ; ą) f(2x) ; ć) f(x + 2) ; č) f(x) + 2 ; ď) f(−x) ; ě) f(|x|) ; ę) −|f(−|x|)| ; ğ) 3 f(x) + 2 ; ĺ) 3 − f(2 − x) ;

ł) f ( x − 3 2 ) ; ń) f ( 1 2x − 3 ) ; ň) 3 − 2f(3 − 2x) ;

ŋ) 1 − | | | |f ( 1 − |x| 3 )| | | ; ő) x f(x) ; ŕ) 1f(x) ; ř) f ( 1 x ) . M17⋄2. Řěÿĺšě ŋěřăćěŋśšćő | | | 3 | | 1 − 2 |x − 1| | | − 5 | | | ⩾ 2. Řĺś. 17.1. Čřăťĺł y = f(x)

M17⋄3. Ćżřăğĺšě ťşŋłűĺ¿ g(x) ůěřěğ ťşŋłűĺ¿ f(x), ěśńĺ ĺğćěśšŋő, ůšő čřăťĺł g ŕőńşůăěšś£ ĺğ čřăťĺłă f ă) ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň ŋă ćěłšőř (3; 5) ; ą) śęăšĺěň ć 2 řăğă ł őśĺ OY ;

ć) śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő őśĺ OX ; č) śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ x = 3 ; ď) řăśš£ęěŋĺěň ć 3 řăğă őš ŕř£ňőľ y = −1 ;

ě) űěŋšřăńĳŋőľ śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ; ę) čőňőšěšĺěľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň 2 őšŋőśĺšěńĳŋő ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ; ğ) čőňőšěšĺěľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň −1Œ3 őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ (−3; 2) .

M17⋄4. Ŕőśšřőľšě čřăťĺłĺ: ă) 1 x ; ą) 1 − 2 x + 1

; ć) x + 1 x − 1

; č)

2x + 3 2 − 3x

; ď) ax + b cx + d

, čďě ad ≠ bc .

M17⋄5. Ŕőśšřőľšě čřăťĺłĺ: ă) x^2 ; ą) 3 − 2(x − 5)^2 ; ć) ax^2 + bx + c, čďě a ≠ 0 . M17⋄6. Čďě ńěęăš śěřěďĺŋż ń¿ąőčő śěňěľśšćă ŕăřăńńěńĳŋżţ ţőřď ďăŋŋőľ ŕăřăąőńż? M17⋄7. Ůšőą ŕőğŋăłőňĺšĳś£ ś Ňăÿěŋĳłőľ, Ćőćőůłă śš-ěř ć ě-ě šěšřăďłě őśĺ łőőřďĺŋăš ş čřăťĺłőć ă) y = x^2 ą) y = 1Œx . Łăł Ňăÿěŋĳłě šőůŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ ĺţ űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ?

M17⋄8. Ňŋőęěśšćő ćśěţ řěÿěŋĺľ (x; y) şřăćŋěŋĺ£ Ť (x; y) = 0

ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łřĺćş¿ ŋă řĺś. 17.2. Ŋăřĺśşľšě (ŕőšőůŋěě) łřĺćżě, ğăďăŋŋżě şřăćŋěŋĺ£ňĺ: ă) Ť (x + 2; y − 1) = 0 ;

ą) Ť (y; x) = 0 ; ć) Ť (−x; −y) = 0 ; č) Ť (2x; y) = 0 ; ď) Ť (x 2 ; 2y ) = 0 ; ě) Ť (|y|; x) = 0 ; ę) Ť (x + y; x − y) = 0 .

M17⋄9. Ŋăŕĺÿĺšě łăłőě-ŋĺąşďĳ şřăćŋěŋĺě, ğăďă¿źěě łřĺćş¿, ŕőńşůă¿źş¿ś£ ĺğ ŕőłăğăŋŋőľ ŋă řĺś. 17.2 łřĺćőľ Ť (x; y) = 0 :

ă) ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň ŋă ćěłšőř (−2; 3) ; ą) řăśš£ęěŋĺěň ć 2 řăğă őš őśĺ OX ; ć) śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő őśĺ OY ; č) śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ y = −2 ;

Řĺś. 17.2. Łřĺćă£ Ť(x; y) = 0

ď) űěŋšřăńĳŋőľ śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋăůăńă łőőřďĺŋăš; ě) čőňőšěšĺěľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň 2 őšŋőśĺšěńĳŋő ŋăůăńă łőőřďĺŋăš;

ę) ŕőćőřőšőň ŋă 45^∘ ćőłřşč ŋăůăńă łőőřďĺŋăš; ğ) śęăšĺěň ć 3 řăğă ł ŕř£ňőľ x = 1; ĺ) čőňőšěšĺěľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň −^1_3 őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ (1; −1).

M17⋄10. Ŋăřĺśşľšě łřĺćżě: ă) x^2 − y^2 = 1 ; ą) 4 x^2 + 9 y^2 = 36 ; ć) 16 x^2 − 25 y^2 = 400 . M17⋄11. Ŋăŕĺÿĺšě şřăćŋěŋĺě, ğăďă¿źěě ă) őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă 3 ś űěŋšřőň ć šőůłě (−5; 2);

ą) čĺŕěřąőńş y = 1Œx, śďćĺŋşšş¿ ĺ ŕőć-ěřŋşšş¿ šăł, ůšő ě-ě űěŋšř ŋăţőďĺšś£ ć šőůłě (−5; 2), ă ăśĺňŕšőšż śőśšăćń£¿š şčńż ć 45^∘ ś őśĳ¿ OX;

ć) ŕăřăąőńş y = x^2, śďćĺŋşšş¿ ĺ ŕőć-ěřŋşšş¿ šăł, ůšő ě-ě ćěřÿĺŋă ŋăţőďĺšś£ ć šőůłě (−1; −1), ă őśĳ ĺď-ěš ŕőď şčńőň 45^∘ ł őśĺ OX.

Ŕőńşůěŋĺě őűěŋőł

Ňăšăŋăńĺğ ěśšĳ ĺśłşśśšćő ŕőńşůěŋĺ£ šőůŋżţ řěğşńĳšăšőć ŕőśřěďśšćőň ŕřĺąńĺę-ěŋŋżţ őűěŋőł. (ĺğ ŕřőťěśśőřśłő - ŕřěŕőďăćăšěńĳśłőčő ťőńĳłńĳńőřă)

M18⋄1 (ŋěřăćěŋśšćő Ąěřŋşńńĺ). Ćěřŋő ńĺ, ůšő (1 + ¸)^n ⩾ 1 + n ¸ ∀ n ∈ N ĺ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ďěľśšćĺšěńĳŋőčő ¸ > −1?

M18⋄2. Şłăęĺšě łăłőě-ŋĺąşďĳ^1 m∈N, ůšőąż ŕřĺ ćśěţ űěńżţ n ⩾ m ćżŕőńŋ£ńăśĳ őűěŋłă:

ă) 1000 · 2^n < n! ; ą) 100 · n^2 < 2^n ; ć) 10 · n^3 < 2^n ; č) n^{10} < 2^n ; ď) (1 + 10^{−4})^n > 10^6 ; ě) (1 − 10^{−4})^n < 10^{−6} ; ę) 1Œ(k + 1) + 1Œ(k + 2) + · · · + 1Œ(k + n) > 1=2 .

Őűěŋłĺ ťşŋłűĺľ. Ťşŋłűĺ£ X^f- R, ğăďăŋŋă£ ŋă ŋěłőšőřőň ňŋőęěśšćě X, ŋăğżćăěšś£ őčřăŋĺůěŋŋőľ

śćěřţş (śőőšć. őčřăŋĺůěŋŋőľ śŋĺğş ĺ ŕřőśšő őčřăŋĺůěŋŋőľ) ŋă X, ěśńĺ šăłőćżň £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćő ě-ě ğŋăůěŋĺľ f(X) ⊂ R. Ĺŋăůě čőćőř£, f őčřăŋĺůěŋă śćěřţş, ěśńĺ ∃ ś ∈ R : f(x) < c ∀ x ∈ X ; f őčřăŋĺůěŋă śŋĺğş, ěśńĺ ∃ c∈R : f(x) > c ∀ x∈X ; f őčřăŋĺůěŋă, ěśńĺ ∃ c_1; c_2 ∈ R : c_1 < f(x) < c_2 ∀ x∈X .

M18⋄3. Ĺśśńěďşľšě łăęďş¿ ĺğ ťşŋłűĺľ: x^3 − 10 x , x^3 − x + 1x_4 + 1 , x^4 − x + 1x_4 + 1 , x^5 − x + 1x_4 + 1 ŋă őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ ă) ŋă őšřěğłě [−100; 100] ; ą) ŋă ćśěľ ŕř£ňőľ.

M18⋄4. Łăłĺě ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ŋĺęě ťşŋłűĺľ őčřăŋĺůěŋż ŋă śćőěľ őąńăśšĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ ś łăłőľ śšőřőŋż: ă) √ x^2 + 1 − x ; ą) √ x + 1 − √ x ; ć) 5 x √ 2 x + 1 − √ 2 x − 1

; č)

3 + 2 x 3 x − 2 . M18⋄5. Őčřăŋĺůěŋż ńĺ śćěřţş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ: ă) a_n = C^{100}n Œn^{100} ? ą) b_n = ( 1 + 1Œn

)_n ? Őűěŋłĺ ř£ďőć. Ąěśłőŋěůŋżě śşňňż šĺŕă^∑ ¿1 a = a_1 + a_2 + a_3 + · · · ŋăğżćă¿šś£ ř£ďăňĺ. Łőŋěůŋă£

śşňňă ŕěřćżţ m ůńěŋőć šăłőčő ř£ďă s_m =^m ∑ =1 a = a_1 + a_2 + · · · + a_m ŋăğżćăěšś£ ěčő ůăśšĺůŋőľ śşňňőľ.

Ř£ď ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ŋăğżćăěšś£ śţőď£źĺňś£, ěśńĺ ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ ěčő ůăśšĺůŋżţ śşňň őčřăŋĺůěŋő śćěřţş; šćč ¡šőčő ňŋőęěśšćă ŋăğżćăěšś£ śşňňőľ ř£ďă. Ěśńĺ ůăśšĺůŋżě śşňňż ŋě őčřăŋĺůěŋż, šő čőćőř£š, ůšő ř£ď řăśţőďĺšś£.

M18⋄6. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ŕőńőęĺšěńĳŋőľ şążćă¿źěľ ąěśłőŋěůŋőľ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ śţőďĺšś£ ĺ ćżřăğĺšě ě-ě (ěśńĺ Ćż ďő śĺţ ŕőř ¡šőčő ŋě śďěńăńĺ) ůěřěğ ŕěřćőě śńăčăěňőě ĺ ğŋăňěŋăšěńĳ.

M18⋄7. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ąă£ "-őłřěśšŋőśšĳ ń¿ąőčő ůĺśńă śőďěřęĺš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń? Ňőęŋő ńĺ ŕőłřżšĳ ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă śĺśšěňőľ ĺŋšěřćăńőć, śşňňăřŋă£ ďńĺŋă łőšőřżţ ňěŋĳÿě ń¿ąőčő ŋăŕěř-ěď ğăďăŋŋőčő " > 0 ?

M18⋄8 (ůĺśńő e). Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő e^{def}= ∑ k¿0 1Œk! = 1 + 1 + 1Œ2 + 1Œ6 + 1Œ24 + · · ·

ă) śşźěśšćşěš ; ą) şďőćńěšćőř£ěš ŋěřăćěŋśšćăň 2; 7 < e < 2; 8 ; ć^*) ĺřřăűĺőŋăńĳŋő. M18⋄9 (čăřňőŋĺůěśłĺľ ř£ď). Śţőďĺšś£ ńĺ ř£ď: ∑ k¿1 1Œk = 1 + 1Œ2 + 1Œ3 + 1Œ4 + · · · ?

M18⋄10. Śţőďĺšĳś£ ńĺ ř£ď, śőśšăćńěŋŋżľ ĺğ łćăďřăšőć ůńěŋőć čăřňőŋĺůěśłőčő ř£ďă? M18⋄11 (ğăďăůă ő śšĺřłě). Ĺňěěšś£ 10 łč čř£ğŋőčő ąěńĳ£ ĺ 10 łč ůĺśšőľ ćőďż. Ŕřĺ ŕőčřşęěŋĺĺ ń¿ąőľ ůăśšĺ ąěńĳ£ ć ń¿ąőě łőńĺůěśšćő ćőďż čř£ğĳ řăśŕřěďěń£ěšś£ ć ĺţ őąźěľ ňăśśě řăćŋőňěřŋő. Ňőęŋő ńĺ şňěŋĳÿĺšĳ łőńĺůěśšćő čř£ğĺ ć ąěńĳě ąőńěě ůěň ć ă) 3 ą^*) 2000 řăğ?

M18⋄12^*. Ĺğ čăřňőŋĺůěśłőčő ř£ďă ćżłĺŋşńĺ ćśě śńăčăěňżě, ć ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ łőšőřżţ şůăśšćşěš űĺťřă 9. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă őśšăćÿĺţś£ śńăčăěňżţ ŋě ŕřěćżÿăěš 100.

1ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő Àłăłőě-ŋĺąşďĳÁ ćőćśě ŋě őğŋăůăěš Àłăł ňőęŋő ňěŋĳÿěěÁ

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă X | ¡šő őšőąřăęěŋĺě N^x- X. Ćňěśšő x(n) őążů-

ŋő ŕĺÿşš x_n ĺ ŋăğżćă¿š ěčő n-šżň ůńěŋőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_1 ; x_2 ; x_3 ; : : : łőřőšłő őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ (x_n). Őšňěšĺň, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋě śńěďşěš ŕşšăšĳ ś ňŋőęěśšćőň ě-ě ğŋăůěŋĺľ, ĺ ŋěćěřŋő ďşňăšĳ ő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ łăł ő Àğăŋşňěřőćăŋŋőň ňŋőęěśšćěÁ. Ćś¿ďş ć ¡šőň ńĺśšłě řěůĳ ąşďěš ĺďšĺ ő ůĺśńőćżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ţ, š. ě. ő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ţ N^x- R.

M19⋄1^∘. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺ£ ůĺśńőćżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ: ă) őčřăŋĺůěŋŋőľ ;

ą) ŋěőčřăŋĺůěŋŋőľ ; ć) ňőŋőšőŋŋő ćőğřăśšă¿źěľ ; č) ňőŋőšőŋŋő ŋěćőğřăśšă¿źěľ. M19⋄2. Ĺğőąřăğĺšě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺ ĺśśńěďşľšě ĺţ ŋă őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ ĺ ňőŋőšőŋŋőśšĳ:

ă) x_n = 1 ; ą) x_n = n ; ć) x_n = (−1)^n=n ; č) 0 ; 1=2 ; 0 ; 1=3 ; 0 ; 1=4 ; : : : ; ď) x_n = (n − 3)=(2n + 5) ; ě) x_n = (n^2 + 1)=(2n + 1) ; ę) x_n = (n + 1)=(2n^2 − 1) .

M19⋄3. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ x_1 ; x_2 ; x_3 ; : : : . Ŕřěďěńż. Ůĺśńő p ŋăğżćăěšś£ ŕřěďěńőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (x_n), ěśńĺ ń¿ąă£ ěčő "-őłřěśšŋőśšĳ D_"(p)

śőďěřęĺš ćśě ůńěŋż ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, łřőňě łőŋěůŋőčő ůĺśńă; ąőńěě ťőřňăńĳŋő ¡šő ğăŕĺśżćăěšś£ šăł: ∀ " > 0 ∃ N ∈ N : ∀ n ¿ N |x_n − p| < ". Őąőğŋăůěŋĺě: p = lim_{n→∞} x_n ĺńĺ x_n → p ŕřĺ n → ∞. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ş łőšőřőľ ěśšĳ ŕřěďěń, ŋăğżćăěšś£ śţőď£źěľś£, ă ş łőšőřőľ ŋěš | řăśţőď£źěľś£.

M19⋄4^∘. Ąěğ őšřĺűăŋĺľ śłăęĺšě, ůšő ğŋăůĺš, ůšő q ∈R ŋě ěśšĳ lim_{n→∞} x_n, ĺ ůšő ğŋăůĺš, ůšő (x_n) řăśţőďĺšś£. Ążćă¿š ńĺ ŋěőčřăŋĺůěŋŋżě śţőď£źĺěś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ?

M19⋄5^∘. Ňőęěš ńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋě ĺňěšĳ ŋĺ őďŋőčő ĺńĺ ĺňěšĳ ŋěśłőńĳłő ŕřěďěńőć? M19⋄6. Ćż£śŋĺšě, łăłĺě ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ śţőď£šś£ ĺ ďń£ śţőď£źĺţś£ ŋăľďĺšě ŕřěďěń ĺ £ćŋő şłăęĺšě ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋő ğăďăŋŋőčő " > 0 łăłőľ-ńĺąő ŋőňěř N, ŕőśńě łőšőřőčő ćśě x_n ğăćěďőňő ńěęăš ć "-őłřěśšŋőśšĺ ŕřěďěńă ă) 1=2 ; −1 ; 1=4 ; ; −1=3 ; 1=8 ; −1=5 ; : : : ;

ą) 1=n ; ć) (−1)^n ; č) 2^n=n! ; ď) ((−1)^n cos n) =n^2 ; ě) n=(n^2 + 1); ę) q^n ; q ∈R ; ğ) 1 + q + q^2 + · · · + q^n ; q ∈R ; ĺ) √ n + 1 − √ n ; ł) √ n^2 + n − n; ; ń) (n^a) = (b^n) ; ň^*)^n √ n. M19⋄7^*. Ďőłăęĺšě, ůšő lim_{n→∞} ( 1 + 1Œn

)_n

= e (ůĺśńő e őŕřěďěń£ńőśĳ ć ğăď. M18⋄8).

M19⋄8^∘. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě šőňş, ůšő ŕřĺ n → ∞ ă) a_n → +∞ , ą) a_n → −∞ , ć) a_n → ∞ .

Ćěřŋő ńĺ, ůšő (a_n) → ∞ ⇐⇒ lim_{n→∞} a^{−1}_n = 0 ?

M19⋄9. Ňőęŋő ůšő-ńĺąő şšćěřęďăšĳ ő śţőďĺňőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ: a_n ± b_n ; a_n · b_n b_n=a_n ; a_n=b_n (ş ďćşţ ŕőśńěďŋĺţ ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő a_n; b_n ≠ 0 ∀ n ≫ 0), ěśńĺ ĺğćěśšŋő, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ b_n őčřăŋĺůěŋă, ă a_n śšřěňĺšś£ ă) ł 0 ą) ł ∞?

Ŕřěďěńĳŋżě šőůłĺ. Ůĺśńő p ŋăğżćăěšś£ ŕřěďěńĳŋőľ šőůłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (x_n), ěśńĺ ń¿ąă£ ěčő "-

őłřěśšŋőśšĳ D_"(p) śőďěřęĺš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ůńěŋőć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ; ĺŋăůě ¡šő ğăŕĺśżćăěšś£ šăł: ∀ " > 0 ; ∀ N ∈N ∃ n ¿ N : |x_n − p| < ".

M19⋄10^∘. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šĺ ďćă őŕřěďěńěŋĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż. Őą£ğăŋă ńĺ ŕřěďěńĳŋă£ šőůłă ążšĳ ŕřěďěńőň? Ă ŕřěďěń | ŕřěďěńĳŋőľ šőůłőľ?

M19⋄11. Ňőęěš ńĺ ňŋőęěśšćőň ćśěţ ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ążšĳ:

ă) ? ? ą) n řăğńĺůŋżţ šőůěł (n = 1; 2; : : : ) ? ć) Z? č) Q ? ď) R ?

M19⋄12. Ş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_n) ŋěš ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł. Ćěřŋő ńĺ, ůšő a_n → ∞? M19⋄13. Őą£ğăŋă ńĺ śţőďĺšĳś£ ă) ŕřőĺğćőńĳŋă£ ą) őčřăŋĺůěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ş łőšőřőľ ěśšĳ řőćŋő őďŋă ŕřěďěńĳŋă£ šőůłă?

M19⋄14. Cńěćă ĺńĺ śŕřăćă őš ń¿ąőčő x∈R ńěęĺš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ůńěŋőć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_n). Ćěřŋő ńĺ, ůšő (a_n) ńĺąő śţőďĺšś£ ńĺąő śšřěňĺšś£ ł ±∞ ?

Ŕřěďěńż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ

M20⋄1 (šěőřěňż Ąőńĳűăŋő - Ćěľěřÿšřăśśă). Ń¿ąă£ ńĺ őčřăŋĺůěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ:

ă) ĺňěěš ŕřěďěńĳŋş¿ šőůłş? ą) śőďěřęĺš ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ĺňě¿źş¿ ŕřěďěń? ć) ěśńĺ ňőŋőšőŋŋő ŋěşążćăěš (ĺńĺ ňőŋőšőŋŋő ŋěćőğřăśšăěš), šő ĺňěěš ŕřěďěń?

M20⋄2. Ŕşśšĳ (a_n) ĺ (b_n) ĺňě¿š łőŋěůŋżě ŕřěďěńż lim_{n→∞} a_n = ¸ , lim_{n→∞} b_n = ˛ . Ďőłăęĺšě, ůšő ă) a_n ± b_n , ą) a_n · b_n , ć) (a_1 + a_2 + · · · + a_n)=n , ă ěśńĺ ˛ ≠ 0, šő ĺ č) 1=b_n , ď) a_n=b_n šőęě śţőď£šś£, ĺ ćżřăğĺšě ĺţ ŕřěďěńż ůěřěğ ¸ ĺ ˛.

M20⋄3. Ćżůĺśńĺšě ŕřěďěńż (ŕřĺ n → ∞) ĺńĺ ďőłăęĺšě řăśţőďĺňőśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ:

ă) (3n^3 − 5n + 7)=(5n^3 + 7n^2 − 11) ; ą) √ n^2 + 3n − √ n^2 − 5n ; ć) √ n^2 + 2n^3 − √ 2n^2 + n^3 ;

č)^n √ n! ; ď^*) √ 2^4 √ 2^8 √ 2 · · ·^{2n} √ 2 ; ě^*) √ 2 + √ 2 + · · · + √ 2 n řăďĺłăńőć

; ę^*) (1 − 1=n)^n ; ğ^*) (1 + 3=n)^n .

M20⋄4. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕěřěňěÿĺćăŋĺěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ N^a- R ě-ě łőňŕőğĺűĺ¿ ś ŕřőĺğćőńĳŋżň ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżň őšőąřăęěŋĺěň N - N. Ćńĺ£ěš ńĺ ŕěřěňěÿĺćăŋĺě ŋă śţőďĺňőśšĳ/řăśţőďĺňőśšĳ ĺ ğŋăůěŋĺě ŕřěďěńă (ć šőň ůĺśńě, łőčďă a_n → ±∞; ∞) ?

M20⋄5 (łřĺšěřĺľ Łőÿĺ). Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ a_n ŋăğżćăěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Łőÿĺ, ěśńĺ ∀ " > 0 ∃ N ∈ N : |a_{n1} − a_{n2} | < " ∀ n_1; n_2 > N. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺňěěš łőŋěůŋżľ ŕřěďěń šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋă £ćń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Łőÿĺ.

M20⋄6^*. Ďćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Łőÿĺ (a_n) ĺ (b_n) ŋăğżćă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ ń¿ąőě ŕěřěňěÿĺćăŋĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ a_1; b_1; a_2; b_2; : : : šőęě £ćń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Łőÿĺ. Ŋăğőć-ěň ďěľśšćĺšěńĳŋżň ůĺśńőň Łőÿĺ łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋżţ řăűĺőŋăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ Łőÿĺ. Őŕřěďěńĺšě śşňňş ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń Łőÿĺ ĺ ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń Łőÿĺ ĺğőňőřťŋő (ś śőţřăŋěŋĺěň őŕěřăűĺľ) ňŋőęěśšćş ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń, őŕřěďěń-ěŋŋżţ ůěřěğ ąďď ĺńĺ ďěďěłĺŋďőćż śěůěŋĺ£ (śň. ğăď. M14⋄9).

Ăąśőń¿šŋă£ ĺ şśńőćŋă£ śţőďĺňőśšĳ ř£ďőć. Ř£ď^∑_i ¿1 a_i ŕřőĺğćőńĳŋżţ ůĺśěń a_i ∈ R ŋăğżćăěšś£ śţő-

ď£źĺňś£, ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ěčő ůăśšĺůŋżţ śşňň s_n = a_1 + · · · + a_n ĺňěěš łőŋěůŋżľ ŕřěďěń (őŋ ŋăğżćăěšś£ śşňňőľ ř£ďă). Śţőď£źĺľś£ ř£ď ŋăğżćăěšś£ ăąśőń¿šŋő śţőď£źĺňś£, ěśńĺ ěčő ř£ď ăąśőń¿šŋżţ ćěńĺůĺŋ ∑ i¿1 |a_i| šőęě śţőďĺšś£; ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ř£ď ŋăğżćă¿š şśńőćŋő śţőď£źĺňś£.

M20⋄7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ďń£ ř£ďă ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń ŋőćőě őŕřěďěńěŋĺě śţőďĺňőśšĺ, ďăŋŋőě ć ¡šőň ńĺśšłě, śőčńăśşěšś£ ś őŕřěďěńěŋĺěň ĺğ ŕőğăŕřőÿńőčő ńĺśšłă.

M20⋄8. Ůěňş řăćěŋ lim_{i→∞} a_i, ěśńĺ ř£ď ∑ i¿0 a_i śţőďĺšś£?

M20⋄9. Śţőďĺšś£ ńĺ ř£ď 1 − 1=2 + 1=3 − 1=4 + · · · ă) ăąśőń¿šŋő ? ą) şśńőćŋő ? M20⋄10 (łřĺšěřĺľ Łőÿĺ). Ďőłăęĺšě, ůšő ř£ď ∑ i¿1 a_i śţőďĺšś£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

∀ " > 0 ∃ N ∈N : |a_{n1} + a_{n1+1} + · · · + a_{n2} | < " ďń£ ćśěţ ŋőňěřőć n_2 > n_1 > N. M20⋄11^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďţőď£źěčő ŕěřěňěÿĺćăŋĺ£ śńăčăěňżţ şśńőćŋő śţőď£- źěčőś£ ř£ďă ěčő śşňňş ňőęŋő śďěńăšĳ řăćŋőľ ń¿ąőňş ŋăŕěř-ěď ğăďăŋŋőňş ůĺśńş, ă šăłęě śďěńăšĳ ř£ď řăśţőď£źĺňś£.

M20⋄12. Ňőęŋő ńĺ ŕěřěňěÿăšĳ śńăčăěňżě ř£ďă 1−1+1−1+ · · · šăł, ůšőą őŋ śšăń śţőďĺšĳś£? M20⋄13^*. Ĺğňěŋ£ěšś£ ńĺ śşňňă ăąśőń¿šŋő śţőď£źěčőś£ ř£ďă ŕřĺ ŕěřěňěÿĺćăŋĺĺ śńăčăěňżţ?

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 20 12 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Űěŕŋżě ďřőąĺ

M20^1_2 ⋄1^∘ (ŕřőďőńęěŋĺě ğăď. M4^1_2 ⋄9 ő łşğŋěůĺłăţ). Ŋăřĺśşěň ć ŕěřćőň łőőřďĺŋăšŋőň łćăďřăŋšě ńşů y = ¸x ś ĺřřăűĺőŋăńĳŋżň ¸ > 0 ĺ řăśśňőšřĺň ńőňăŋżě, őčřăŋĺůĺćă¿źĺě ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ űěńżţ šőůěł, ńěęăźĺţ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ćżÿě ĺ ŋĺęě ¡šőčő ńşůă (śň. řĺś. 20.1). Ğăŋşňěřşěň ćěřÿĺŋż T_i ŋĺęŋěľ ńőňăŋőľ ů-ěšŋżňĺ, ă ćěřţŋěľ | ŋěů-ěšŋżňĺ űěńżňĺ ĺŋďěłśăňĺ ŕőďř£ď śńěćă ŋăŕřăćő šăł, ůšőąż [T_0T_2] ążń ŕěřćżň ŋěćěřšĺłăńĳŋżň řěąřőň ŋă ŋĺęŋěľ ńőňăŋőľ, ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ (p_n; q_n) łőőřďĺŋăšż šőůłĺ T_n, ă ůěřěğ a_n | ůĺśńő łşśłőć, ŋă łőšőřżě ďěńĺšś£ řěąřő [T_{n−2}T_n] ńěęăźĺňĺ ŋă ŋ-ěň űěńżňĺ šőůłăňĺ. Ŕőŕřőśĺň šěŕěřĳ łşğŋěůĺłőć ć ğăď. M4^1_2 ⋄9 ŕřżčăšĳ ĺğ ŋăůăńĳŋőčő ŕőńőęěŋĺ£ šăł, ůšőąż ŕřżęőł łăęďżľ řăğ śőćěřÿăń šőš łřăľŋĺľ łşğŋěůĺł, łőšőřżľ ŋăţőďĺšś£ ŕő šş ęě śšőřőŋş őš ńşůă y = ¸x, ůšő ĺ śřěďŋĺľ. Şąěďĺšěśĳ, ůšő łşğŋěůĺłĺ ŕőążćă¿š ćő ćśěţ űěńżţ šőůłăţ őąěĺţ čřăŋĺůŋżţ ńőňăŋżţ (ĺ šőńĳłő ć ¡šĺţ šőůłăţ), ĺ ďőłăęĺšě ůšő :

ă) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ( p_{2n} q_{2n} ) ĺ ( p_{2n+1} q_{2n+1} ) ňőŋőšőŋŋż; ą) { p_n = a_np_{n−1} − p_{n−2} q_n = a_nq_{n−1} − q_{n−2} ć ) { p_{n−1}q_n − p_nq_{n−1} = (−1)^n p_{n−2}q_n − p_nq_{n−2} = (−1)^{n−1}a_n

č) 1

q_n (q_n + q_{n+1}) < | | |¸ − p_n q_n | | | < 1 q_nq_{n+1} ; ď

) lim_{n→∞} p^n q_n = ¸ .

M20^1_2 ⋄2. Ůšő ĺğňěŋĺšś£, ěśńĺ ć ğăď. M20^1_2 ⋄1 ćğ£šĳ ¸∈Q ? M20^1_2 ⋄3. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ¸ ∈ R őąřăğşěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_n) ĺ (r_n), ŕőńăčă£ ∀ i ⩾ 0 a_i = [r_i] (űěńă£ ůăśšĳ r_i) , r_{i+1} = (r_i − a_i)^{−1} ĺ r_0 = ¸. Łăł ść£ğăŋż ¡šĺ a_i ś őďŋőĺň-ěŋ-ŋżňĺ ůĺśńăňĺ ĺğ ğăď. M20^1_2 ⋄1, ěśńĺ ¸ > 0?

Řĺś. 20.1.

Űěŕŋă£ ďřőąĳ | ¡šő łőŋěůŋőě ĺńĺ ąěśłőŋěůŋőě ćżřăęěŋĺě a0 +1=(a1 +1=(a2 + : : : ))

(śň. řĺś. 20.2). Ćěńĺůĺŋż a_i ŋăğżćă¿šś£ ¡ńěňěŋšăňĺ űěŕŋőľ ďřőąĺ (ŕőśńěďŋĺľ ¡ńěňěŋš łőŋěůŋőľ űěŕŋőľ ďřőąĺ ćśěčďă ŕřěďŕőńăčăěšś£ őšńĺůŋżň őš 1). Ěśńĺ a_i ∈

R ĺ śşźěśšćşěš łőŋěůŋżľ lim_{n→∞} a0 + 1=(a1 + 1=(a2 + : : : + 1=(an−1 + 1=an) : : :)) = ¸, šő

ďřőąĳ (20.2) ŋăğżćăěšś£ śţőď£źěľś£, ă ¸ ŋăğżćăěšś£ ě-ě ğŋăůěŋĺěň. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ űěŕŋş¿ ďřőąĳ łăŋőŋĺůěśłőľ, ěśńĺ a_0 ∈Z, ĺ a_i ∈N ŕřĺ i ¿ 1.

a_0 + 1 a_1 + 1 a_2 + ...

Řĺś. 20.2.

M20^1_2 ⋄4. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ąěśłőŋěůŋżě łăŋőŋĺůěśłĺě űěŕŋżě ďřőąĺ śţőď£šś£, ĺ, śőŕőśšăćń££ łăŋőŋĺůěśłĺň űěŕŋżň ďřőą£ň (łăł łőŋěůŋżň, šăł ĺ ąěśłőŋěůŋżň) ĺţ ğŋăůěŋĺ£, ňż ŕőńşůăěň ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ňŋőęěśšćőň šăłĺţ ďřőąěľ ĺ R.

M20^1_2 ⋄5. Ćżůĺśńĺšě 1 + 1=(2 + 1=(3 + 1=(1 + 1=(2 + 1=(3+ · · · ))))). Ćś£łă£ ńĺ ŕěřĺőďĺůěśłă£ łăŋőŋĺůěśłă£ ďřőąĳ şďőćńěšćőř£ěš łćăďřăšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ?

M20^1_2 ⋄6. Řăğńőęĺšě ć łăŋőŋĺůěśłĺě űěŕŋżě ďřőąĺ ůĺśńă ă) √ 3 , ą) √ 5 , ć) √ 43 , č) √ 57. Őśšăšłĺ ĺ łőŋćěřčěŋšż. Ń¿ąőľ ŋăůăńĳŋżľ őšřěğőł a0 + 1=(a1 + 1=(a2 + : : : + 1=(an−1 + 1=an) : : : )) űěŕŋőľ

ďřőąĺ (20.2) ňőęŋő ťőřňăńĳŋő śćěřŋşšĳ ć őążłŋőćěŋŋş¿ ďřőąĳ p_n=q_n, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżŕőńŋĺć (ąěğ ÀśőłřăźěŋĺľÁ) ćśě ŕřěďŕĺśăŋŋżě śŕřăćă ŋăńěćő ďěľśšćĺ£. Šăł, p0=q0 = a0=1, p1=q1 = (a0a1 + 1)=a1 ĺ š. ď. Šăłă£ p_n=q_n ŋăğżćăěšś£ n-šőľ ŕőďţőď£źěľ ďřőąĳ¿ (ĺńĺ łőŋćěřčěŋšőľ) űěŕŋőľ ďřőąĺ (20.2). Ěśńĺ (20.2) śţőďĺšś£, šő ůĺśńă r_n ∈R, šăłĺě ůšő a0 + 1=(a1 + 1=(a2 + : : : )) = a0 + 1=(a1 + 1=(a2 + : : : + 1=(an−1 + 1=rn) : : :)), ŋăğżćă¿šś£ ě-ě őśšăšłăňĺ; ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, rn = an + 1=(an_{+1} + 1=(an_{+2} + : : : )).

M20^1_2 ⋄7. Łăł ść£ğăŋż łőŋćěřčěŋšż łăŋőŋĺůěśłőľ űěŕŋőľ ďřőąĺ ś (p_n; q_n) ĺğ ğăď. M20^1_2 ⋄1? M20^1_2 ⋄8. Łăłĺě ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ ğăď. M20^1_2 ⋄1 ćěřŋż ďń£ űěŕŋżţ ďřőąěľ ś ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ a_i ∈R ?

Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ (20.2) śţőďĺšś£ ł ¸, šő ¸ = (r_np_{n−1} − p_{n−2}) = (r_nq_{n−1} − q_{n−2}) ∀n. M20^1_2 ⋄9^*. Ďőłăęĺšě, ůšő űěŕŋă£ ďřőąĳ (20.2) ś ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ a_i ∈R śţőďĺšś£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă řăśţőďĺšś£ ř£ď ∑ a_i.

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 20 23 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Łćăďřăšĺůŋżě ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĺ

M20^2_3 ⋄1. Ŕşśšĳ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě ¸ ∈ R £ćń£ěšś£ łőřŋěň łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ś űěńżňĺ łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćśě őśšăšłĺ r_n łăŋőŋĺůěśłőčő řăğńőęěŋĺ£ ¸ ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ šăłęě £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ łćăďřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ćěřŋő ńĺ, ůšő:

ă) ş ćśěţ ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ őďĺŋ ĺ šőš ęě ďĺśłřĺňĺŋăŋš? ą) ňŋőęěśšćő łő¡ťťĺűĺěŋšőć ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ őčřăŋĺůěŋő?

M20^2_3 ⋄2 (šěőřěňă Ńăčřăŋęă). Ďőłăęĺšě, ůšő ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£- ěšś£ łőřŋěň łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, łőčďă ěčő łăŋőŋĺůěśłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě űěŕŋőľ ďřőąĳ¿ ŕěřĺőďĺůŋő.

Ďĺőťăŋšőćż ŕřĺąńĺęěŋĺ£. Ŕşśšĳ ¸∈R | ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő. Řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő p=q (p∈Z, q ∈N)

ŋăğżćăěšś£ ŋăĺńşůÿĺň ŕřĺąńĺęěŋĺěň ł ¸, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő ďřşčőčő řăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă m=n ≠ p=q

(m∈Z, n∈N) śő ğŋăňěŋăšěńěň m 6 q ĺňěěš ňěśšő śšřőčőě ŋěřăćěŋśšćő |¸n − m| > |¸q − p|.

M20^2_3 ⋄3^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě ¸∈R őąńăďăěš ŋăĺńşůÿĺňĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ňĺ śő śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿĺň ğŋăňěŋăšěńěň, ă šăłęě ůšő ćśě ŋăĺńşůÿĺě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ŋěśőłřăšĺňż ĺ ĺśůěřŕżćă¿šś£ ŕőďţőď£źĺňĺ ďřőą£ňĺ łăŋőŋĺůěśłőčő řăğńőęěŋĺ£ ¸ ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ.

M20^2_3 ⋄4^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ĺřřăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă ¸ śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŋěśőłřăšĺňżţ ďřőąěľ xŒy ś x∈Z, y ∈N, şďőćńěšćőř£¿źĺţ ŋěřăćěŋśšćş | |¸ − xŒy | | < 1Œy^2.

M20^2_3 ⋄5. Ŋăřĺśşľšě łřĺćżě x^2 − y^2 = 1 ĺ x^2 − 3 y^2 = 1. Ěśšĳ ńĺ ŋă ŋĺţ űěńżě šőůłĺ łřőňě (±1; 0), ĺ ěśńĺ ďă, šő łőŋěůŋő ńĺ ňŋőęěśšćő šăłĺţ šőůěł?

M20^2_3 ⋄6. Ďń£ ń¿ąőčő ńĺ ŋăšşřăńĳŋőčő d, ŋě ďěń£źěčőś£ ŋă łćăďřăšż, ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ m ∈ N šăł, ůšőąż ă) ŋěřăćěŋśšćő x^2 − dy^2 ⩽ m ą) şřăćŋěŋĺě x^2 − dy^2 = m ĺňěńő ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő űěńżţ řěÿěŋĺľ (x; y) ś x; y ≠ 0 ?

Łćăďřăšĺůŋżě řăśÿĺřěŋĺ£, ŋőřňă ĺ śőŕř£ęěŋĺě. Ŕşśšĳ d ∈ N ŋě ďěńĺšś£ ŋă łćăďřăšż; ŕőńőęĺň

Q(^√d)^{def}= { x + y^√d | x; y; ∈ Q} ĺ Z[^√d]^{def}= { p + q^√d | p; q; ∈ Z}. Őšőąřăęěŋĺě Q(^√d)^{¸→¸}- Q(^√d), ŕěřěćő-

ď£źěě ¸ = x + y √ d ć ¸ = x − y √ d ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ęěŋĺěň, ă őšőąřăęěŋĺě Q( √ d)^N- Q, ŕěřěćőď£źěě ¸ ć N(¸)^{def}= ¸¸ = x^2 − dy^2 ŋăğżćăěšś£ ŋőřňőľ.

M20^2_3 ⋄7^∘. Ŕřőćěřĳšě, ůšő Q( √ d) ĺ Z[ √ d] ğăňłŋşšż őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£, ćżůĺšăŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£. Ďń£ ¸ ∈ Q( √ d) ćżřăğĺšě ¸^{−1} ůěřěğ ¸ ĺ N(¸). Ćěřŋő ńĺ, ůšő:

ă) ¸_1 ± ¸_2 = ¸_1 ± ¸_2 ? ą) ¸_1 · ¸_2 = ¸_1 · ¸_2 ? ć) N(¸) = N(¸) ? č) N(¸_1¸_2) = N(¸_1)N(¸_2) ? ď) # ∈ Z[ √ d] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őąřăšĺň ć Z[ √ d], łőčďă N(#) = ±1 ?

ě) ňŋőęěśšćő ćśěţ ¡ńěňěŋšőć Z[ √ d] ś ŋőřňőľ 1 ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£?

M20^2_3 ⋄8^* (şřăćŋěŋĺě Ŕěńń£). Ŕşśšĳ űěńőě d ⩾ 2 ŋě ďěńĺšś£ ŋă łćăďřăšż; şřăćŋěŋĺě Ŕěńń£:

x^2 −dy^2 = 1 őŕĺśżćăěš ćśě ůĺśńă ĺğ Z[ √ d] ś ŋőřňőľ 1; ş ŋěčő, řăğşňěěšś£, ěśšĳ 2 šřĺćĺăńĳŋżţ řěÿěŋĺ£ (±1; 0), ĺ ćňěśšě ś łăęďżň řěÿěŋĺěň (x; y) řěÿěŋĺ£ňĺ ąşďşš ĺ ćśě (±x; ±y). Řěÿěŋĺě (x_0; y_0) c ŋăšşřăńĳŋżňĺ x_0, y_0 ŋăğżćăěšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżň, ěśńĺ ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő x_0 + y_0 √ d ňĺŋĺňăńĳŋő śřěďĺ ćśěţ ůĺśěń x + y √ d ś ŋőřňőľ 1 ĺ x; y ∈ N. Ďőłăęĺšě, ůšő:

ă) ťşŋďăňěŋšăńĳŋőě řěÿěŋĺě (x_0; y_0) śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő; ą) x0Œy_0 ěśšĳ ŕőďţőď£źă£ ďřőąĳ łăŋőŋĺůěśłőčő řăğńőęěŋĺ£ √ d ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ;

ć) ćśě x + y √ d ś ŋőřňőľ 1 ĺ x; y ∈ N ĺśůěřŕżćă¿šś£ ůĺśńăňĺ ( x_0 + y_0 √ d )_n ś n∈N.

M20^2_3 ⋄9. Ŋăľďĺšě ťşŋďăňěŋšăńĳŋżě řěÿěŋĺ£ ĺ őŕĺÿĺšě ćśě űěńżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ^1:

ă) x^2 − 5y^2 = 1 ; ą) x^2 − 19y^2 = 1 ; ć) x^2 − 43y^2 = 1 ; č) x^2 − 57y^2 = 1 .

1ěśńĺ Ćż ń¿ąĺšě ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺě, šő ňőęěšě ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňż ďń£ őšżśłăŋĺ£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżţ řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ Ŕěńń£ ĺ řăğńőęěŋĺ£ ć űěŕŋżě ďřőąĺ ůĺśěń ćĺďă x + y √ d ś x; y; d ∈ Z