Ńěłűĺ£ 1 Ĺďěăńż ć łőńĳűăţ ňŋőčőůńěŋőć

.Ğăďăŋĺě ĺďěăńőć őąřăğş¿źĺňĺ .Ŋ-ěšěřőćőśšĳ .Šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě ĺ ŋşń£ţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő ĺďěăńă .Ŋşńĺ őďŋőřőďŋżţ ĺďěăńőć .Šěőřĺ£ ĺśłń¿ůěŋĺ£ ĺ ŕřőąńěňă ŕőśšřőěŋĺ£ řěğşńĳšăŋšőć .Ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăćĺśĺňőśšĳ .Ńěňňă ő ŕřĺňĺšĺćŋőň ¡ńěňěŋšě .Łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋżě řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ C

x1 Šěőřěňż Čĺńĳąěřšă

1.1. Ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£ ĺ ĺďěăńż. Ŕşśšĳ A n { n-ňěřŋőě ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋ-

śšćő ŋăď ŕőńěň C ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x_1; x_2; : : : ; x_n). Ňŋőęěśšćő ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ łăłőľ-ńĺąő (ćőğňőęŋő, ąěśłőŋěůŋőľ) śĺśšěňż ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ

f_ν (x_1; : : : ; x_n) = 0 ; f_ν ∈C [x_1 ; : : : ; x_n] (1-1)

ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ŕőďňŋőęěśšćőň ć A_n . Ăńčěąřăĺůěśłă£ čěőňěšřĺ£ ĺğşůăěš ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőęěśšćă ĺńĺ, ěśńĺ şčőďŋő, čěőňěšřĺůěśłĺě śćőľśšćă śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ. Ć ¡šőň łşřśě ňż őśšăŋőćĺňś£ ŋă śăňżţ őąźĺţ łăůěśšćěŋŋżţ śćőľśšćăţ ŕőďőąŋőčő řőďă. Ă ĺňěŋŋő, ňż ąşďěň ŕżšăšĳś£ şŕřőźăšĳ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ĺ ŕőďżśłĺćăšĳ łřĺšěřĺĺ ĺţ śőćňěśšŋőśšĺ. Ňěšőďż ŋăÿĺ ąşďşš ąőńěě ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ, ůěň čěőňěšřĺůěśłĺňĺ, ŋő čěőňěšřĺůěśłş¿ łăřšĺŋłş ćśěčďă śńěďşěš ďěřęăšĳ ć čőńőćě.

Ŕřěęďě ćśěčő £śŋő, ůšő ćňěśšě ś śĺśšěňőľ şřăŋěŋĺľ (1-1) ĺňěěš śňżśń řăśśňőšřěšĳ ĺ ćśě ě-ě śńěďśšćĺ£, łőĺňĺ £ćń£¿šś£ şřăćŋěŋĺ£ ćĺďă g(x) = 0, čďě g ŕřőąěčăěš ćśěćőğňőęŋżě łőŋěůŋżě ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ćĺďă

g(x) = g_1(x) · f_{ν1} (x) + g_2(x) · f_{ν2} (x) + · · · g_s(x) · f_{νs} (x) ; g_i ∈C [x_1 ; : : : ; x_n] :

Ğăďăůă1.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šăłĺě g śőśšăćń£¿š ĺďěăń ć łőńĳűě C [x1 ; : : : ; xn].

İšőš ĺďěăń ŋăğżćăěšś£ ĺďěăńőň, ŕőřőęď-ěŋŋżň śěňěľśšćőň ŕőńĺŋőňőć f_ν ĺ őąőğŋăůăěšś£ (f_ν ). Śăňĺ f_ν ŋăğżćă¿šś£ ěčő őąřăğş¿źĺňĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ćśěčďă ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ŕřăćżě ůăśšĺ śĺśšěňż (1-1) śőśšăćń£¿š ĺďěăń, ă ćőŕřőś őą şŕřőźěŋĺĺ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ŕřěćřăźăěšś£ ć ćőŕřőś ő ćżąőřě ţőřőÿěľ śĺśšěňż őąřăğş¿źĺţ ć ďăŋŋőň ĺďěăńě. Ŋăŕřĺňěř, ĺŋšěřěśŋő, ćő ćś£łőň ńĺ ĺďěăńě ňőęŋő ćżďěńĺšĳ łőŋěůŋş¿ śĺśšěňş őąřăğş¿źĺţ?

Ğăďăůă1.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ć łőńĳűě k[x], čďě k { ŕőńě, łăęďżľ ĺďěăń £ćń£ěšś£ čńăć-

ŋżň (ŕőřőęďăěšś£ őďŋĺň ¡ńěňěŋšőň).

Şłăğăŋĺě. Ć łăůěśšćě őąřăğşźěľ ňőęŋő ćğ£šĳ ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋăĺňěŋĳÿěľ

śšěŕěŋĺ.

Ğăďăůă1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺďěăńż (x; y) ⊂ k[x; y], čďě k { ŕőńě, ĺ (2; x) ⊂ Z[x] ŋě

£ćń£¿šś£ čńăćŋżňĺ.

1.1.1. Ńěňňă. Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő R ŕőŕăřŋő-řăćŋőśĺńĳŋż: (i) Ćś£łĺľ ĺďěăń I ⊂R łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋ.

(ii) Ć ŕřőĺğćőńĳŋőň śěňěľśšćě ¡ńěňěŋšőć f_ν ĺğ R ňőęŋő ćżďěńĺšĳ łőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő

{f_1; f_2; : : : ; f_k}, ůěřěğ łőšőřőě ń¿ąőľ f_ν ćżřăęăěšś£ ć ćĺďě f_ν =^k ∑ i=1 g_if_i ś ŕőďţőď£źĺňĺ g_i ∈R (řăğŋżňĺ ďń£ řăğŋżţ ).

(iii) Ćś£łă£ ąěśłőŋěůŋă£ ćőğřăśšă¿źă£ űěŕőůłă ćńőęěŋŋżţ ĺďěăńőć I_1 ⊂ I_2 ⊂ I_3 ⊂ · · · ć R śšăąĺńĺğĺřşěšś£, š.ě. ∃N ∈N : I_k = I_{k+1} ∀ k ≥ N

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őůěćĺďŋő, ůšő ĺğ (ii) śńěďşěš (i). Ůšőąż ćżćěśšĺ (iii) ĺğ (i) řăśśňőšřĺň

őąžěďĺŋěŋĺě I =^⋃_k I_k. İšő ĺďěăń ć R (ŕřőćěřĳšě!), ĺ ŕő (i) őŋ ŕőřőęďăěšś£ łőŋěůŋżň ŋăąőřőň ¡ńěňěŋšőć {f_1; f_2; : : : ; f_k}. Ć łăůěśšćě I_N ć (iii) ŋăďő ćğ£šĳ ĺďěăń, śőďěřęăźĺľ ćśě f_i.

Ŋăłőŋěű, ůšőąż ĺğ (iii) ŕőńşůĺšĳ (ii) ćżąěřěň śřěďĺ f_ν łăłőě ńĺąő f_1 ĺ řăśśňőšřĺň ĺďěăń I_1 = (f_1). Ěśńĺ ćśě f_ν ńěęăš ć I_1, šő (ii) ćżŕőńŋěŋő ś k = 1. Ěśńĺ ŋěš, ťĺłśĺřşěň f_2 ∉ I_1 ĺ řăśśňőšřĺň I_2 = (f_1; f_2) ⊃ I_1 ĺ š.ď. Ěśńĺ ňż šăłĺň őąřăğőň ŋě ŕőśšřőĺň łőŋěůŋş¿ śĺšěňş, şďőćńěšćőř£şźş¿ şśńőćĺ¿ (ii), šő ŕőńşůĺň ąěśłőŋěůŋş¿ ćőğřăśšă¿źş¿ űěŕőůłş śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ďřşč ć ďřşčă ĺďěăńőć, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš (iii). 2 1.1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Łőńĳűő R ŋăğżćăěšś£ ŋ-ěšěřőćżň ěśńĺ őŋő şďőćńěšćőř£ěš ŕěřěůĺśńěŋŋżň ć Ńň.1.1.1 řăćŋőśĺńĳŋżň şśńőćĺ£ň.

1.2. Šěőřěňă. (Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě.) Ěśńĺ łőńĳűő R ŋ-ěšěřőćő, šő łőńĳűő R[x] šăłęě ŋ-ěšěřőćő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ I ⊂ R[x] { ń¿ąőľ ĺďěăń. Ňż ŕőśšřőĺň ć I łőŋěůŋş¿ śĺśšěňş

őąřăğş¿źĺţ.

Ğăďăůă1.4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śšăřÿĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ I śőśšă-

ćń£¿š ĺďěăń ć R.

Ŕşśšĳ ¡šőš ĺďěăń ŕőřőęďăěšś£ śšăřÿĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ňŋőčőůńěŋőć f_1; f_2; : : : ; f_k Ćłń¿ůĺň ćśě f_i ć łőŋśšřşĺřşěňş¿ ŋăňĺ śĺšěňş őąřăğş¿źĺţ ĺďěăńă I. Ŕşśšĳ n { ňăłśĺňăńĳŋă£ ĺğ śšěŕěŋěľ ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ I ŕřěďśšăćń£ěšś£ ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă (f_1; f_2; : : : ; f_k) ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ ≤ (n − 1) (ěśńĺ deg g = d ≥ n, šő śšăřÿĺľ ůńěŋ g ňőęŋő śőłřăšĺšĳ, ćżůš£ ŕőďţőď£źş¿ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ňŋőčőůńěŋőć x^{d−deg fi} ·f_i).

Ğăďăůă1.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śšăřÿĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ n−1

ĺğ I śőśšăćń£¿š ĺďěăń ć R.

Łăł ĺ ŕřěďżďşźĺľ, ¡šőš ĺďěăń ŕőřőęďăěšś£ łőŋěůŋżň ůĺśńőň ¡ńěňěŋšőć | śšăřÿĺţ łő- ¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋőć g_1; g_2; : : : ; g_l . Ďőąăćĺň ĺ ĺţ ł ŋăÿěľ śĺśšěňě őąřăğş¿źĺţ. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŕő ňőďşń¿ ćśěţ f_i ĺ g_j ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ I ŕřěďśšăćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ ≤ (n − 2). Ĺ šăł ďăńěě. 2 1.2.1. Śńěďśšćĺě. Łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć R[x1; : : : ; xn] ŋăď ŋ-ěšěřőćżň łőńĳűőň ŋ-ěšěřőćő. 2

§1: Šěőřěňż Čĺńĳąěřšă 3

1.2.2. Śńěďśšćĺě. Ń¿ąă£ ąěśłőŋěůŋă£ śĺśšěňă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋěŋĺľ ŋăď ŋ-ěšě-řőćżň łőńĳűőň řăćŋőśĺńĳŋă ŋěłőšőřőľ śćőěľ łőŋěůŋőľ ŕőďśĺśšěňě.

2_{Ğăďăůă1.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ťăłšőř-łőńĳűő ŋ-ěšěřőćă łőńĳűă ŋ-ěšěřőćő.}

Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğşľšěśĳ śćőľśšćőň (iii) ĺğ Ńň.1.1.1.

1.2.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋă£ ăńčěąřă A ŋăď ŋ-ěšěřőćżň łőńĳűőň R ŋ-ěšěřőćă. 2 1.3. Ăńčěąřăĺůěśłĺě ŕőďňŋőęěśšćă ĺ ĺďěăńż. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ V (I) ⊂ A n ăńčěąřă-

ĺůěśłőě ŕőďňŋőęěśšćő, ğăďăŋŋőě łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ ĺďěăńă I ⊂ C [x_1 ; : : : ; x_n]. Śŕřăÿĺćăěšś£, ŋăśłőńĳłő őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ I ŕő V (I)? §śŋő, ůšő šşš ŋě ćś-ě šăł ŕřőśšő: śłăęěň, ŋăď ŕőńěň R ŋěśőąśšćěŋŋżľ ĺďěăń (1) ĺ čńăćŋżľ ĺďěń (x^2 + 1) ğăďă¿š őďŋő ĺ šő ęě (ŕşśšőě) ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ-ğăňłŋşšżň ŕőńěň ŋă őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ŋăďěęďż šőęě ŋěš: ňŋőęěśšćă ŋşńěľ ĺďěăńőć (x) ĺ (x^2) śőćŕăďă¿š.

Šěň ŋě ňěŋěě, ćś£łőňş ăńčěąřăĺůěśłőňş ňŋőęěśšćş V ňőęŋő łăŋőŋĺůěśłĺ śőŕőśšăćĺšĳ ŋěłĺľ ĺďěăń I(V ), ŋăğżćăěňżľ ĺďěăńőň ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă V . Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, őŋ śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ŕőńĺŋőňőć, ğăŋşń£¿źĺţś£ ć łăęďőľ šőůłě V ;

I(V )^{def}= {g ∈C [x_1 ; : : : ; x_n] | g(p) = 0 ∀ p∈V } :

Ğăďăůă1.7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő I(V ) ďěľśšćĺšěńĳŋő ĺďěăń.

Őůěćĺďŋő, ćśěčďă ĺňěěš ňěśšő ćłń¿ůěŋĺě I ⊂ I(V (I)). Śŕřăÿĺćăěšś£, łăł ăńčěąřăĺůěśłĺ ţăřăłšěřĺğş¿šś£ šě ĺďěăńż, ďń£ łőšőřżţ ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő, ĺ łăł őŕĺśăšĳ śőőšćěšśšćĺě I −→ I(V (I)) ć ăńčěąřăĺůěśłĺţ šěřňĺŋăţ? Ŋăď ŕőńěň C őšćěš ďă-ěš ğŋăňěŋĺšă£ šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ.

1.4. Šěőřěňă. (Der Nullstellensatz.) Ďń£ ń¿ąőčő ĺďěăńă I ⊂C [x1 ; : : : ; xn] śŕřăćěďńĺćż śńěďş¿źĺě ďćă şšćěřęďěŋĺ£:

(i) V (I) = ø šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă 1∈I;

(ii) ěśńĺ f őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ćő ćśěţ šőůłăţ V (I), šő f^k ∈I ďń£ ŋěłőšőřőčő k ∈N.

Šăłĺň őąřăğőň, I(V (I)) śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć, ŋěłőšőřă£ śšěŕěŋĳ łőšőřżţ ńěęĺš ć I. Ć łőňňşšăšĺćŋőľ ăńčěąřě śőćőłşŕŋőśšĳ

{f | f^k ∈I ďń£ ŋěłőšőřőčő k}

ŋăğżćăěšś£ řăďĺłăńőň ĺďěăńă I ĺ őąőğŋăůăěšś£ Rad (I).

Ğăďăůă1.8. Şąěďĺšěśĳ (ŋě ŕřĺąěčă£ ł šěőřěňě Čĺńĳąěřšă), ůšő řăďĺłăń ĺďěăńă £ćń£-

ěšś£ ĺďěăńőň.

Ĺďěăńż, śőćŕăďă¿źĺě śő śćőĺňĺ řăďĺłăńăňĺ, ŋăğżćă¿šś£ řăďĺłăńĳŋżňĺ. Šěň śăňżň, ăńčěąřăĺůěśłĺě ŕőďňŋőęěśšćă ć A_n (C ) ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š řăďĺłăńĳŋżň ĺďěăńăň.

1.5. Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ ğăľň-ěš őśšăšőł ¡šőčő ŕăřăčřăťă. Ňż

řăğőąĳ-ěň ěčő ŋă ŋěśłőńĳłő ÿăčőć. Ŕő ţőďş ďěńă ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ăńčěąřăĺůěśłőě őŕĺśăŋĺě ćśěţ łőŋěůŋőŕőřőęď-ěŋŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ ŕőń£ C . İšő őŕĺśăŋĺě ąşďěš ŕőńşůěŋő ŋăňĺ ć §3 (ĺąő őŋő ŋăţőďĺšś£ ć řăňłăţ ŋě ğăćĺźăěľ őš šěőřěňż Čĺńĳąěřšă šěőřĺĺ).

1.5.1. Řěďşłűĺ£ şšćěřęďěŋĺ£ (ii) ł şšćěřęďěŋĺ¿ (i) | ¡šő ťőřňăńĳŋżľ šř¿ł ś

şřăćŋěŋĺ£ňĺ.

Ŕşśšĳ f ∈C [x_1 ; : : : ; x_n] őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ćő ćśěţ šőůłăţ V (I) ⊂ A_n . Ćńőęĺň C [x_1 ; : : : ; x_n]

ć C [x1 ; : : : ; xn; t] ĺ řăśśňőšřĺň ć ¡šőň ąőńĳÿěň łőńĳűě ĺďěăń J, ŕőřőęď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋăňĺ

ĺğ I ĺ ěź-ě őďŋĺň ňŋőčőůńěŋőň g = 1 − t · f. Ăńčěąřăĺůěśłőě ŕőďňŋőęěśšćő V (J) ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A_{n+1} ś łőőřďĺăšăňĺ (x_1; : : : ; x_n; t) ŕşśšő, ĺąő őąźĺě ŋşńĺ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ I ĺňě¿š ćĺď (x; t), čďě x ∈ V (I) ⊂ A_n , ă ć šăłĺţ šőůłăţ g = 1. Ĺğ şšćěřęďěŋĺ£ (i) šěőřěňż Čĺńĳąěřšă śńěďşěš šőčďă, ůšő 1∈J.

İšő őğŋăůăěš, ůšő ŋăľďşšś£ łőŋěůŋżě ŋăąőřż ňŋőčőůńěŋőć {q_0; q_1; : : : ; q_s} ⊂ C [x_1 ; : : : ; x_n; t] ĺ {f_1; f_2; : : : ; f_s} ⊂ I ⊂ C [x_1 ; : : : ; x_n] šăłĺě, ůšő

q_0(x; t)(1 − tf(x)) + q_1(t; x)f_1(x) + · · · + q_s(x; t)f_s(x) = 1 :

Ŋăŕĺśăŋŋőě řăćěŋśšćő ěśšĳ řăćěŋśšćő ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć C [x_1 ; : : : ; x_n; t]. Ěśńĺ ćňěśšő ŕěřěňěŋŋżţ ć ŋěčő ŕőďśšăćĺšĳ \ůĺśńă" ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő řăśÿĺřěŋĺ£ K ⊃C , šő ŕőńşůĺšś£ ćěřŋőě řăćěŋśšćő ć ŕőńě K. Ćőğĳň-ěň ć łăůěśšćě K ŕőńě řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ C (x_1 ; : : : ; x_n), ă ć łăůěśšćě \ůĺśńőćżţ ğŋăůěŋĺľ" x_ν ĺ t ŕőďśšăćĺň, śőőšćěšśšćěŋŋő, śăňĺ x_ν ĺ ďřőąĳ 1=f(x). Ŕőńşůĺň řăćěŋśšćő q_1( 1 f(x)

; x)f_1(x) + · · · + q_s( 1 f(x)

; t)f_s(x) = 1 ;

śŕřăćěďńĺćőě ć ŕőńě C (x_1 ; : : : ; x_n). Ćśě ğŋăňěŋăšěńĺ ć ¡šőň řăćěŋśšćě ĺňě¿š ćĺď f^d, ĺ őš ŋĺţ ňőęŋő ĺğąăćĺšĳś£, şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ ŋă ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿş¿ śšěŕěŋĳ f^k. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺšś£ řăćěŋśšćő ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć C [x_1 ; : : : ; x_n], ćżřăęă¿źěě f^k ůěřěğ f_1; f_2; : : : ; f_s ś ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. İšő ďőłăğżćăěš, ůšő f^k ∈I.

1.5.2. Ďőłăğăšěńĳśšćő şšćěřęďěŋĺ£ (i). Ňż ďőńęŋż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ćś£łĺľ ĺďěăń

I ⊂ C [x1 ; : : : ; xn], ŋě śőďěřęăźĺľ 1 (š.ě. őšńĺůŋżľ őš ćśěčő łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć ĺńĺ, łăł ěź-ě

čőćőř£š, śőąśšćěŋŋżľ) ĺňěěš ŋşńĳ ć A_n (C ). §śŋő, ůšő šăłş¿ ŕřőćěřłş ďőśšăšőůŋő ŕřőćěśšĺ šőńĳłő ďń£ ňăłśĺňăńĳŋżţ ĺďěăńőć (ŋăŕőňŋ¿, ůšő ĺďěăń m ŋăğżćăěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň, ěśńĺ őŋ śőąśšćěŋŋżľ ĺ ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőň ąőńĳÿěň śőąśšćěŋŋőň ĺďěăńě).

Ğăďăůă1.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćś£łĺľ śőąśšćěŋŋżľ ĺďěăń śőďěřęĺšś£ ć ŋěłőšőřőň

ňăłśĺňăńĳŋőň ĺďěăńě.

Şłăğăŋĺě: ŕřĺňěŋĺšě ńěňňş Űőřŋă^1 ł śőćőłşŕŋőśšĺ ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ĺďěăńőć. Ğăďăůă1.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺďěăń m ć łőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě R ňăłśĺňăńěŋ šőčďă

ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ťăłšőř-łőńĳűő R=m £ćń£ěšś£ ŕőńěň.

Şłăğăŋĺě: Ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ ć R śőąśšćěŋŋőčő ŋěŋşńěćőčő ĺďěăńă ĺğ R=m £ćń£ěšś£

śőąśšćěŋŋżň ĺďěăńőň, śőďěřęăźĺň m.

Ĺšăł, ňż ďőńęŋż ŕřěďž£ćĺšĳ ŋşńĳ ďń£ ń¿ąőčő ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺďěăńă m. Őąőğŋăůĺň ŕőńě

C [x1; : : : ; xn]=m ůěřěğ K, ĺ ŕşśšĳ C [x1 ; : : : ; xn]^π−→ K

łăŋőŋĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£. Ě-ě őčřăŋĺůěŋĺě ŋă łőŋśšăŋšż ğăďă-ěš ćńőęěŋĺě ŕőń£ C ć K, šăł ůšő ňż ňőęěň řăśśňăšřĺćăšĳ K łăł řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ C . Ć ůăśšŋőśšĺ, ĺňěěš śňżśń čőćőřĺšĳ ő ňŋőęěśšćě ŋşńěľ ĺďěăńă m ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A_n (K) ŋăď ŕőńěň K. İšő ňŋőęěśšćő ŋě ŕşśšő: šőůłă = (_1; _2; : : : ; _n), čďě _i = ı(x_i), £ćń£ěšś£ őąźĺň ŋşń-ěň ďń£ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć

ĺğ m, ĺąő f() = f(ı(x)) = ı(f(x)) = f (mod m).

1Śň. Ćăŋ ďěř Ćăřďěŋ Ăńčěąřă Ň."Ŋăşłă" (1975) śšř. 246 ĺńĺ Ŕ. Ś. Ăńěłśăŋďřőć Ććěďěŋĺě ć šěőřĺ¿ ňŋőęěśšć ĺ őąźş¿ šőŕőńőčĺ¿ Ň."Ŋăşłă" (1977) śšř. 62 { 84

Šăłĺň őąřăğőň, ćśě ňŋőčőůńěŋż ĺğ m ĺňě¿š őąźĺľ ŋşńĳ ŋăď ŋěłőšőřżň łőŋěůŋő-ŕőřőę-ď-ěŋŋżň řăśÿĺřěŋĺěň K ⊃C . Ďń£ šőčő, ůšőąż śŕşśšĺšĳ ¡šőš ŋşńĳ ć A_n (C ) ňż ćőśŕőńĳğşěňś£ śńěďş¿źĺň őŕĺśăŋĺěň ćśěţ łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ ŕőń£ C .

1.5.3. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łőě łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋőě řăśÿĺřěŋĺě K ⊃ C ĺğőňőřťŋő řăśÿĺřěŋĺ¿ ŕőń£ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ R = C (t_1 ; : : : ; t_m) ŕřĺ ŕőňőźĺ őďŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ŋăď R ¡ńěňěŋšă “.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, K = R[z]=(’(z)), čďě

’(z) = z^r + a_1z^{r−1} + · · · + a_{r−1}z + a_r ∈ R[z]

ěśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ¡ńěňěŋšă “ (ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŋăď R). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śň. n^o 3.4.

1.5.4. Ğăćěřÿěŋĺě ďőłăğăšěńĳśšćă şšćěřęďěŋĺ£ (i). Ŕşśšĳ ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ ŕřěďż-

ďşźěčő ŕřěďńőęěŋĺ£ łőőřďĺŋăšż (_1; _2; : : : ; _n) őąźěčő ŋşń£ ć K^n ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ m ŕřěďśšăćń£¿šś£ łăł ¡ńěňěŋšż łőńĳűă R[z]=(’(z)) ć ćĺďě _ν = _ν (z) (mod ’(z)) ś _ν ∈ R[z]. Ŕşśšĳ

f ∈ C [x1 ; : : : ; xn] ŕřőąěčăěš łőŋěůŋş¿ śĺśšěňş őąřăğş¿źĺţ ĺďěăńă m. Řăćěŋśšćő f() = 0 ć K

őğŋăůăěš, ůšő ŋăľď-ěšś£ _f (z) ∈ R[z] (ğăćĺś£źĺľ őš f), šăłőľ ůšő

f(_1(z); _2(z); : : : ; _n(z)) = ’(z) · _f (z) (1-2)

Łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć _ν (z); ’(z); _f (z) ńěęăš ć R = C (t_1 ; : : : ; t_m). Ěśńĺ ćňěśšő t_i ŕőďśšăćĺšĳ łőŋłřěšŋżě ůĺśńőćżě ğŋăůěŋĺ£ šăł, ůšőąż ğŋăňěŋăšěńĺ ¡šĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŋě őąřăšĺńĺśĳ ć ŋşńĳ, šő ňż ŕőńşůĺň ňŋőčőůńěŋż ~_ν (z); ~’(z); ~ _f (z) ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ěśńĺ ŕőśńě ¡šőčő ŕőďśšăćĺšĳ ć ŋĺţ ćśňěśšő z łăłőľ-ńĺąő łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ z_0 ňŋőčőůńěŋă ~’(z), šő řăćěŋśšćă (1-2) ŕřěćřăš£šĳś£ ć ůĺśńőćżě řćěŋśšćă

f(~_1(z_0); ~_2(z_0); : : : ; ~_n(z_0)) = 0 ;

őğŋăůă¿źĺě, ůšő šőůłă ć C^n ś łőőřďĺŋăšăňĺ x_ν = ~_ν (z_0) £ćń£ěšś£ őąźĺň ŋşń-ěň ćśěţ őąřăğş- ¿źĺţ f ĺďěăńă m, š.ě. őąźĺň ŋşń-ěň ďń£ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć ¡šőčő ĺďěăńă.

Ŕřőďěńăŋŋżľ ćżÿě ćżąőř ğŋăůěŋĺľ t_i, ŋě ğăŋşń£¿źĺľ ğŋăňěŋăšěńěľ, ćőğňőęěŋ ćśńěďśšćĺě šőčő, ůšő ŕőńě C ąěśłőŋěůŋő, ă ğŋăňěŋăšěńěľ | łőŋěůŋőě ůĺśńő. Ćğ£ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ ğŋăňěŋăšěńěľ, ňż ŕőńşůĺň ŋěłĺľ ŋěŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ C [t_1 ; : : : ; t_m], ĺ ŋăň ďőśšăšőůŋő ŋăľšĺ ć C_m šőůłş, čďě őŋ ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ.

Ğăďăůă1.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋěŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ őš m ŕěřěňěŋŋżţ ŋăď ąěśłőŋěů-

ŋżň ŕőńěň ŋě ňőęěš šőęďěśšćěŋŋő ğăŋşń£šĳś£ łăł ťşŋłűĺ£ ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A_m .

Šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ďőłăğăŋă. 2 x2 Ŕřőśšěľÿĺě śńěďśšćĺ£ ĺğ šěőřěň Čĺńĳąěřšă

2.1. Ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć. Ć łăůěśšćě ŕěřćőčő śńěďśšćĺ£ šěő-

řěňż ő ŋşń£ţ ňż śěľůăś őŕĺÿěň ćśě ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć C [x_1 ; : : : ; x_n]. Ŕşśšĳ p ∈ A_n { ŕřőĺğćőńĳŋă£ šőůłă. Ĺďěăń I(p) ćśěţ ŕőńĺŋőňőć, őąřăźă¿źĺţś£ ć ŋşńĳ ć šőůłě p, ňăłśĺňăńěŋ, ĺąő ťăłšőř ŕő ŋěňş { ŕőńě (C [x_1 ; : : : ; x_n]=I(p) ∼= C ĺ łăŋőŋĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£

C [x1; : : : ; xn]=I(p)^π−→ C śőŕőśšăćń£ěš ňŋőčőůńěŋş f ěčő ğŋăůěŋĺě f(p)). Ŋăőąőřőš, ŕő šěőřěňě

Čĺńĳąěřšă ćś£łĺľ ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń m ĺňěěš ŋşńĳ ć ŋěłőšőřőľ šőůłě p ∈ A_n , ă śšăńő ążšĳ,

m ⊂ I(p), ĺ ĺğ-ğă ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ m ¡šő ćłń¿ůěŋĺě ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ £ćń£ěšś£ řăćěŋśšćőň.

Ĺšăł, ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż ć C [x_1 ; : : : ; x_n] | ¡šő ĺďěăńż šőůěł, ĺ šőńĳłő őŋĺ. Śŕřăÿĺćăěšś£, ă łăł şśšřőěŋż ĺďěăńż I ∈ C [x_1 ; : : : ; x_n], ďń£ łőšőřżţ V (I) śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ

p ∈ A n , š.ě. šăłĺě ĺďěăńż, řăďĺłăńż łőšőřżţ ňăłśĺňăńĳŋż? Ďń£ şďőąśšćă ďăćăľšě śůĺšăšĳ,

ůšő p = (0; 0; : : : ; 0) { ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S^k ∼= S^k(C^{n ∗}) ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ k őš x_1; x_2; : : : ; x_n .

Ğăďăůă1.12. Ćżůĺśńĺšě řăğňěřŋőśšĳ S^k .

Ğăďăůă1.13. Ŕşśšĳ V ∼= C^n { ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ŕőďńěęăźěě řăśśňăšřĺćă-

ěňőňş ŋăňĺ ăťťĺŋŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş A_n . Ŕőśšřőľšě ěśšěśšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćőň őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ k ŋă V (š.ě. ťşłűĺľ f ĺğ V

ć C , šăłĺţ ůšő f(–v) = –^k f(v) ∀ v ∈ V , ∀ – ∈ C ) ĺ ŕřőśšřăŋśšćőň ŕőńĺńĺŋěľŋżţ

śĺňňěšřĺůŋżţ k-ťőřň ŋă V (š.ě. k-šőľ śĺňňěšřĺůěśłőľ śšěŕěŋĳ¿ V^∗). Ŕő šřăďĺűĺĺ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňŋőčőůńěŋż ĺğ S^k őďŋőřőďŋżňĺ ťőřňăňĺ śšěŕěŋĺ k.

2.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. V (I) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă śőćŕăďăěš ś ŋăůăńőň łőőřďĺŋăš, łőčďă

∃N, šăłőě ůšő S^k ⊂ I ∀k ≥ N.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ V (I) śőďěřęĺš šőůłş, őšńĺůŋş¿ őš ŋăůăńă łőőřďĺŋăš, ĺ ŕşśšĳ ş

¡šőľ šőůłĺ, śłăęěň, x_1 ≠ 0. Šőčďă ťőřňă x^k_1 ŋě ńěęĺš ć I ŋĺ ŕřĺ łăłőň k, š.ě. S^k ⊄ I ∀ k ∈N .

Ŋăőąőřőš, ŕşśšĳ V (I) | ¡šő ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. Šőčďă ćśě łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ x_ν ğăŋşń£¿šś£ ŋă V (I), ĺ ŕő šěőřěňě Čĺńĳąěřšă śşźěśšćşěš m šăłőě, ůšő x^m_ν ∈ I ŕřĺ ćśěţ = 1; 2; : : : ; n. Ŋő šőčďă S^k ⊂ I ŕřĺ ćśěţ k ≥ N = n(m − 1) + 1.

2_{Ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ňż śřăğş ęě ŕőńşůăěň ĺğ ¡šőčő}

ŕřěďńőęěŋĺ£, ůšő řăďĺłăń ĺďěăńă I šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă śőćŕăďăěš ś ňăłśĺňăńĳŋżň ĺďěăńőň I(p), čďě p = (p_1; p_2; : : : ; p_n) ∈ A_n , łőčďă ć I ńěęăš ćśě őďŋőřőďŋżě ťőřňż őš (x_i − p_i) ďőśšăšőůŋő ćżśőłőľ śšěŕěŋĺ. Ć ůăśšŋőśšĺ, őšś¿ďă ćżšěłăěš

2.1.2. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ ĺďěăńă m! ⊂ C [x1 ; : : : ; xn] ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż őŋ ŕőřőęďăńś£ n ńĺŋěľŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ ćĺďă x_ν − p_ν . 2 2.2. Ŕřőěłšĺćŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£. Ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřő-

śšřăŋśšćă P_n ś őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ (t_0; t_1; t_2; : : : ; t_n) čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ĺňě¿š ńĺÿĳ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋă f(t_0; t_1; : : : ; t_n) ∈ C [t_0 ; : : : ; t_n], ĺąő šőńĳłő ĺţ ŋşńĺ łőřřěłšŋő őŕřěďěń£¿š čěőňěšřĺůěśłĺě ťĺčşřż ć P_n.

Ğăďăůă1.14. Ďőłăęĺšě, ůšő f(t) ∈ C [t0 ; : : : ; tn] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őďŋőřőďěŋ

śšěŕěŋĺ d, łőčďă ∀ –∈C f(–t) = –^df(t).

Ĺďěăń I ∈ C [t_0 ; : : : ; t_n] ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋżň, ěśńĺ ěčő ňőęŋő ğăďăšĳ śĺśšěňőľ őąřăğş¿- źĺţ, £ćń£¿źĺţś£ őďŋőřőďŋżňĺ ťőřňăňĺ (ćőğňőęŋő, řăğŋżţ śšěŕěŋěľ).

Ğăďăůă1.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺďěăń I šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őďŋőřőďěŋ, łőčďă ćňěśšě

ś łăęďżň (ŋěőďŋőřőďŋżň) ňŋőčőůńěŋőň f ∈ I ć I ąşďşš śőďěřęăšĳś£ ĺ ćśě ěčő őďŋőřőďŋżě łőňŕőŋěŋšż (őďŋőřőďŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ śšěŕěŋĺ d ňŋőčőůńěŋă f ŋăğżćăěšś£ śşňňă ćśěţ őďŋőůńěŋőć śšěŕěŋĺ d ćţőď£źĺţ ć f).

Ňŋőęěśšćő ŋşńěľ őďŋőřőďŋőčő ĺďěăńă I ∈ C [t_0 ; : : : ; t_n] łőřřěłšŋő őŕřěďěń£ěš čěőňěšřĺůěśłş¿ ťĺčşřş ć P_n. Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ šăłĺě ťĺčşřż ŕřőěłšĺćŋżňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ ĺ őąőğŋăůăšĳ PV (I). Ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, ğăďăćăěňőě őďŋőřőďŋżň ĺďěăńőň I šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋěŕşśšő, łőčďă śőőšćěšśšćş¿źěě ăťťĺŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő V (I) ⊂ A_{n+1} ćő-ŕěřćżţ ŋěŕşśšő, ă ćő-ćšőřżţ őšńĺůŋő őš ŋăůăńă łőőřďĺŋăš. Łăł ňż ćĺďěńĺ ćżÿě, ¡šő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő őďŋőřőďŋżţ ťőřň śšěŕěŋĺ k ŋě śőďěřęĺšś£ ć I ŋĺ ŕřĺ łăłőň k ∈ N. Ŋăŕřőšĺć, ěśńĺ PV (I) ŕşśšő, šő S^k ⊂ I ŕřĺ ćśěţ k ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő k = N.

Ğăďăůă1.16. Ďőłăęĺšě, ůšő řăďĺłăń őďŋőřőďŋőčő ĺďěăńă őďŋőřőďěŋ.

2.3. Šěőřĺ£ ĺśłń¿ůěŋĺ£. Ĺŋšşĺšĺćŋő-čěőňěšřĺůěśłĺ, ďőŕĺśżćăŋĺě őůěřěďŋőčő őďŋőřőď-

ŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ć śĺśšěňş őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ńĺąő ŋĺłăł ŋě ćńĺ£ěš ŋă ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ (ěśńĺ şřăćŋěŋĺě £ćń£ěšś£ śńěďśšćĺěň ŕřěďżďşźĺţ), ńĺąő şňěŋĳÿăěš ěčő řăğňěřŋőśšĳ ŋă 1 (ĺąő ŕěřěśěłăěš ěčő ś čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ¿). Ŕő¡šőňş ěśšěśšćěŋŋő őęĺďăšĳ, ůšő n+1 őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć {f_1; f_2; : : : ; f_{n+1}} ć őąźěň śńşůăě őŕřěďěń£¿š ŕşśšőě ŕřőěłšĺćŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ć P_n (š.ě. (n+1) čĺŕěřŕőćěřţŋőśšěľ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŋě ĺňě¿š őąźĺţ šőůěł). Šěőřĺ£ ĺśłń¿ůěŋĺ£ (ć łńăśśĺůěśłőň ćăřĺăŋšě) őŕĺśżćăěš šő ŕőďňŋőęěśšćő \ŋěőąźĺţ" ŋăąőřőć {f_1; f_2; : : : ; f_{n+1}}, łőšőřżě őŕřěďěń£¿š ŋěŕşśšőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě.

Ć ůşšĳ ąőńěě őąźěľ ŕőśšăŋőćłě ťĺłśĺřşěň ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ s, řăğňěřŋőśšĳ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă n ĺ ŋăąőř śšěŕěŋěľ d_1; d_2; : : : ; d_s . Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćěďěŋĺě

S^{d1} × S^{d2} × · · · × S^{ds} :

Šőůłĺ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ŋăąőřăň ĺğ s őďŋőřőďŋżţ ťőřň {f_1; f_2; : : : ; f_s} śšěŕěŋěľ d_1; d_2; : : : ; d_s śőőšćěšśšćěŋŋő.

2.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Śőćőłşŕŋőśšĳ šěţ ŋăąőřőć ťőřň, ďń£ łőšőřżţ śĺśšěňă őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ f_ν = 0 (čďě 1 ≤ ≤ s) ğăďă-ěš ŋěŕşśšőě ňŋőčőőąřăğĺě ć P_n, £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ŕőďňŋőęěśšćőň ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě S^{d1} × S^{d2} × · · · × S^{ds} ĺ ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋő łőŋěůŋőľ śĺśšěňőľ őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă łő¡ťťĺűĺěŋšż ťőřň. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋěŕşśšőšă ŕřěłšĺćŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£, ğăďăćăěňőčő ťőřňăňĺ fν řăćŋő-

śĺńĳŋă, łăł ňż ćĺďěńĺ, šőňş, ůšő ∀ k ∈ N ŕřőśšřăŋśšćő S^k őďŋőřőďŋżţ ťőřň śšěŕěŋĺ k ŋě śőďěřęĺšś£ ć ĺďěăńě I = (f_1; f_2; : : : ; f_s), ŕőřőęď-ěŋŋőň ¡šĺňĺ ťőřňăňĺ. Ŋő ŕěřěśěůěŋĺě S^k ∩ I £ćń£ěšś£ őąřăğőň C -ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă —_k : S^{k−d1} × S^{k−d2} × · · · × S^{k−ds} −→ S^k (g_1; g_2; : : : ; g_s) −→ s∑ i=1 g_i · f_i (1-3)

ďěľśšćş¿źěčő ĺğ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă řăğňěřŋőśšĺ

D_k = ( n + k − d_1 n ) + ( n + k − d_2 n ) + · · · + ( n + k − d_2 n )

ć ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ^(n + kn^). Őŋ ğăćěďőňő ŋě¡ŕĺňőřťěŋ ŕřĺ^(n + kn^) > D_k ,

ă ŕřĺ^(n + kn^) ≤ D_k ěčő ŋě¡ŕĺňőřťŋőśšĳ řăćŋőśĺńĳŋă őąřăźěŋĺ¿ ć ŋşńĳ ćśěţ ňĺŋőřőć ŕőř£ďłă (n + k n ) ěčő ňăšřĺűż ć łăłĺţ-ńĺąő ąăğĺśăţ.

Ěśńĺ ć łăůěśšćě ąăğĺśőć ćğ£šĳ śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśż ĺğ ňőŋőňőć, šő ¡ńěňěŋšăňĺ ¡šőľ ňăšřĺűż ąşďşš łő¡ťťĺűĺěŋšż ťőřň f_1; f_2; : : : ; f_s . Ŕřĺřăćŋĺćă£ ł ŋşń¿ ćśě şłăğăŋŋżě ňĺŋőřż ďń£ ćśěţ k ∈ N ňż ŕőńşůĺň ĺśłőňş¿ śĺśšěňş őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă łő- ¡ťťĺűĺěŋšż ťőřň. Ŕő šěőřěňě Čĺńĳąěřšă ő ąăğĺśě, ¡šă ąěśłőŋěůŋă£ śĺśšěňă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ řăćŋőśĺńĳŋă ŋěłőěľ śćőěľ łőŋěůŋőľ ŕőďśĺśšěňě. 2 2.3.2. Ğăňěůăŋĺě. Ŋăğćăŋĺě \šěőřĺ£ ĺśłń¿ůěŋĺ£" ść£ğăŋő ś šěň, ůšő Ŕř.2.3.1 ŕőğćőń£ěš

ĺśłń¿ůăšĳ ŕěřěňěŋŋżě ĺğ śĺśšěň őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ ňż řěÿăěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ f_ν (t_0; : : : ; t_n) = 0. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňŋőčőůńěŋż śĺśšěňż őďŋőřőďŋż ŕő łăłőľ-šő čřşŕŕě ŕěřěňěŋŋżţ. Šőčďă ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ĺţ łăł ňŋőčőůńěŋż šőńĳłő őš ¡šĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ğăćĺś£źĺňĺ őš őśšăćÿĺţś£ ŕěřěňěŋŋżţ. Śőčńăśŋő ŕřěďńőęěŋĺ¿ ¡šĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż őą£ğăŋż şďőćńěšćőř£šĳ ŋěłőňş ŋăąőřş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ. Ćżŕĺśżćă£ ĺţ £ćŋő, ŕőńşůăěň śĺśšěňş ś ňěŋĳÿĺň ůĺśńőň ŕěřěňěŋŋżţ.

2.3.3. Śĺśšěňż řěğşńĳšăŋšőć. Śĺśšěňă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă łő¡ťťĺűĺ-

ěŋšż ťőřň, řăćŋőśĺńĳŋă£ ŋěŕşśšőšě ňŋőęěśšćă ĺţ őąźĺţ ŋşńěľ ć P_n, ŋăğżćăěšś£ śĺśšěňőľ řěğşńĳšăŋšőć ďń£ ďăŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ n, s, d_1; d_2; : : : ; d_k . Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ďőłăğăŋŋőě šőńĳłő ůšő ŕřěďńőęěŋĺě čăřăŋšĺřşěš ńĺÿĳ śşźěśšćőćăŋĺě śĺśšěňż řěğşńĳšăŋšőć, ŋő ňăńő ůšő ďă-ěš ďń£ ě-ě ŕřăłšĺůěśłőčő őšżśłăŋĺ£ ĺ ďăęě ŋě ŕőğćőń£ěš ŋĺůěčő śłăğăšĳ ő šőň, ĺğ śłőńĳłĺţ şřăćŋěŋĺľ őŋă śőśšőĺš.

Ć śńşůăě, łőčďă řěğşńĳšăŋšŋőě şřăćŋěŋĺě šőńĳłő őďŋő, őŋő ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšő řěğşńĳšăŋšőň.

2.3.4. Ŕřĺňěř. Ěśńĺ s = n + 1 ĺ d1 = d2 = · · · = dn+1 = 1, šő ňż ĺňěěň ďěńő ś śĺšěňőľ

ĺğ n + 1 őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ őš n + 1 ŕěřěňěŋŋżţ. Şśńőćĺě śşźěśšćőćăŋĺ£ ŋěŋşńěćőčő řěÿěŋĺ£ šăłőľ śĺśšěňż ţőřőÿő ĺğćěśšŋő ĺğ ŋăůăńĳŋőčő łşřśă ăńčěąřż | ¡šő őąřăźěŋĺě ć ŋşńĳ őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż śĺśšěňż. Ć łőŋšěłśšě ďőłăğăšěńĳśšćă Ŕř.2.3.1 ¡šă ňăšřĺűă £ćń£ěšś£ ňăšřĺűěľ őŕěřăšőřă —_2 ĺğ (1-3). Šăłĺň őąřăğőň, n+1 ńĺŋěľŋżţ ťőřň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋě ŕőřőęďă¿š ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń I(0), łőčďă őŋĺ ŋě ŕőřőęďă¿š S^2 ∩ I(0).

2.3.5. Ŕřĺňěř. Ěśńĺ n = s = 2, šő řěůĳ ĺď-ěš őą őąźĺţ ŋşń£ţ ŕăřż őďŋőřőďŋżţ ťőřň f_1(t_0; t_1) = a_0t^α_0 + a_1t^{α−1}_0 t_1 + a_2t^{α−2}_0 t^2_1 + · · · + a_{α−1}t_0t^{α−1}_1 + a_αt^α_1 f_2(t_0; t_1) = b_0t^β_0 + b_1t^{β−1}_0 t_1 + b_2t^{β−2}_0 t^2_1 + · · · + b_{β−1}t_0t^{β−1}_1 + b_β t^β_1

śšěŕěŋěľ d_1 = ¸ ĺ d_2 = ˛ ŋă P_1. Ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă Ŕř.2.3.1 ďń£ ¡šőčő śńşůă£ řăğňěřŋőśšĳ D_k = 2k + 2 − (¸ + ˛), ĺ řăğňěřŋőśšĳ dim S^k = k + 1. Ŕő¡šőňş ŕěřćőě ŋěšřĺćĺăńĳŋőě şśńőćĺě ćőğŋĺłăěš ŕřĺ k = ¸ + ˛ − 1 ĺ ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő őšőąřăęěŋĺě

—_{α+β−1} : S^{β−1} × S^{α−1} −→ S^{α+β−1} ;

ŕěřěćőď£źěě ŕăřş ťőřň g_1; g_2 ć f_1 · g_1 + f_2 · g_2 ŋě¡ŕĺňőřťŋő. İšőš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ć śšăŋďăřšŋżţ ąăğĺśăţ ĺğ ňőŋőňőć ğăďă-ěšś£ łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűěľ ŕőř£ďłă ¸ + ˛.

Ğăďăůă1.17. Ŋăŕĺÿĺšě ¡šş ňăšřĺűş.

Őłăğżćăěšś£, ůšő ě-ě őŕřěďěńĺšěńĳ ĺ ąşďěš ć ¡šőň śńşůăě ěďĺŋśšćěŋŋżň řěğşńĳšăŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň (šőš, łšő řěÿĺń ğăďăůş ĺ ğŋăěš ťőřňşńş ďń£ řěğşńĳšăŋšă ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć şęě ŕőŋ£ń ¡šő!). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ-ğă śőćŕăďěŋĺ£ řăğňěřŋőśšěľ ŋě¡ŕĺňőřťŋőśšĳ őŕěřăšőřă —_{α+β−1} řăćŋőśĺńĳŋă ěčő ŋěňőŋőňőřťŋőśšĺ, ă ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĳ £ďřă —_{α+β−1} řăćŋőśĺńĳŋő ŋăńĺůĺ¿ őąźěčő ŋşń£ ş f_1 ĺ f_2 ŋă P_1 ćśńěďśšćĺě ğăďăůĺ

Ğăďăůă1.18. Ďőłăęĺšě, ůšő őďŋőřőďŋżě ťőřňż f1 ĺ f2 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺňě¿š

őąźĺľ ńĺŋěľŋżľ ňŋőęĺšěńĳ, łőčďă śşźěśšćşěš ťőřňă g_1 śšěŕěŋĺ deg f_2 − 1 ĺ ťőřňă g_2 śšěŕěŋĺ deg f_1 − 1, šăłĺě ůšő g_1f_1 = g_2f_2.

Őďŋőľ ĺğ űěńěľ ¡šőčő łşřśă £ćń£ěšś£ ĺğşůěŋĺě šěţŋĺłĺ, ŕőğćőń£¿źěľ, ěśńĺ şę ŋě ćżŕĺśżćăšĳ £ćŋő, šő ćő ćś£łőň śńşůăě ŕőďřőąŋő ĺśśńěďőćăšĳ śĺśšěňż řěğşńĳšăŋšőć ďń£ ďřşčĺţ ŋăąőřőć ťőřň.

Ğăďăůă1.19. Ŕőŕżšăľšěśĳ ŋăľšĺ řěğşńĳšăŋš śĺśšěňż šř-ěţ őďŋőřőďŋżţ ťőřň ŋă

P2 (ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ řěğşńĳšăŋšŋőě şśńőćĺě šőęě šőńĳłő őďŋő) ć śńşůă£ţ

ă) łőčďă ćśě šřĺ ťőřňż | łćăďřăšĺůŋżě;

ą) łőčďă őďŋă ĺğ ťőřň ńĺŋěľŋă, ă ďćě ďřşčĺě ĺňě¿š ŕřőĺğćőńĳŋżě śšěŕěŋĺ d1 ĺ d2.

x3 Łőě ůšő ő řăśÿĺřěŋĺ£ţ ŕőńěľ

3.1. Šěřňĺŋőńőčĺ£. Ŕşśšĳ k ⊂ K { ďćă ŕőń£. Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő K £ćń£ěšś£

řăśÿĺřěŋĺěň k. Ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă ¡ńěňěŋšőć a = {a_1; a_2; : : : ; a_m} ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ čőňőňőřťĺğň ćżůĺśńěŋĺ£

ev_{(a1,a2,...,am)} : k[x_1; : : : ; x_n] −→ K f(x) −→ f(a) ∈ K : (1-4)

Ěśńĺ ¡šőš čőňőňőřťĺğň ¡ŕĺňőřťěŋ, šő čőćőř£š, ůšő ¡ńěňěŋšż (a_1; a_2; : : : ; a_m) ŕőřőęďă¿š K ŋăď k, ĺ ŋăğżćă¿š šăłőčő śőřšă řăśÿĺřěŋĺ£ łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋżňĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ćśě ¡ńěňěŋšż łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋőčő řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ k ŕřěďśšăćń£¿šś£ ňŋőčőůńěŋăňĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k őš łăłőčő-šő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő łőŋěůŋőčő ŋăąőřă ¡ńěňěŋšőć.

Ŋăąőř ¡ńěňěŋšőć {a_1; a_2; : : : ; a_m} ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňżň ĺńĺ šřăŋśűěŋďěŋšŋżň, ěśńĺ čőňőňőřťĺğň (1-4) ĺŋžěłšĺćěŋ. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŋăąőř ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăćĺśĺňżň. Ăńčěąřăĺůěśłă£ (ŋě)ğăćĺśĺňőśšĳ ŋăąőřă {a_1; a_2; : : : ; a_m} ⊂ K őğŋăůăěš, šěň śăňżň, (ŋě)śşźěśšćőćăŋĺě ňŋőčőůńěŋă ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k, ğăŋşń£¿źěčőś£ ŋă ¡šőň ŋăąőřě.

Ěśńĺ ¡ńěňěŋšż {a_1; a_2; : : : ; a_m} ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňż, šő śőŕőśšăćńěŋĺě t_ν −→ a_ν ŕřőďőńęăěš čőňőřťĺğň (1-4) ďő ćńőęěŋĺ£ ŕőń£ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ

k(t_1; : : : ; t_m) ,→ K :

3.2. Ăńčěąřăĺůěśłĺě řăśÿĺřěŋĺ£. İńěňěŋš “ ∈ K ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ŋăď k,

ěśńĺ ěśńĺ őŋ ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăćĺśĺň śăň ś śőąőľ, š.ě. ćżůĺśńěŋĺě

ev_ζ : k[z] −→ K f(z) −→ f(“) ∈ K : (1-5)

ĺňěěš ŋěŋşńěćőě £ďřő. Ŕőśłőńĳłş k[z] { ¡šő őąńăśšĳ čńăćŋżţ ĺďěăńőć, £ďřő ker ev_ζ , ąşďě őŋő ŋěŋşńěćőě, śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć, ďěń£źĺţś£ ŋă ŋěłĺľ ňŋőčőůńěŋ f_ζ (z) ∈ k[z], őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěňżľ łăł ňŋőčőůńěŋ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, ďń£ łőšőřőčő “ £ćń£ěšś£ łőřŋěň. İšőš ňŋőčőůńěŋ ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň ¡ńěňěŋšă “ ∈ K ŋăď k.

Ğăďăůă1.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋěŕřĺćőďĺň ć k[z].

Ĺğ ğăďăůĺ ćżšěłăěš, ůšő k[z]=(f_ζ (z)) £ćń£ěšś£ ŕőńěň, ĺ śőŕőśšăćńěŋĺě z −→ “ ğăďă-ěš ĺğőňőřťĺğň ¡šőčő ŕőń£ ś ŋăĺňěŋĳÿĺň ŕőďŕőńěň ć K, śőďěřęăźĺň k ĺ “. Ŕőńě k[z]=(f_ζ (z)) ŋăğżćăěšś£ ŕřĺňĺšĺćŋżň řăśÿĺřěŋĺěň ŕőń£ k ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋĺ£ łőřŋ£ “ ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňŋőčőůńěŋă f_ζ (z) ĺ őąőğŋăůăěšś£ k(“).

Ğăďăůă1.21. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă ¡ńěňěŋš “ ∈ K ⊃ k řăćŋőśĺńĳŋż:

a) “ ăńčěąřăĺůěŋ ŋăď k;

ą) ŋăąőř ćłšőřőć {“^ν }_{ν∈}N ⊂ K ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺň ŋăď k;

ć) ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőďŕőńě ć K, śőďěřęăźěě k ĺ “, £ćń£ěšś£ łőŋěůŋőňěřŋżň ćěłšőřŋżň

ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď k.

Ŋăŕőňĺŋăŋĺě: ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ ŋăąőřă ćěłšőřőć őğŋăůăěš, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿,

ğăŋşńěŋĺě ŋěłőěľ łőŋěůŋőľ ŋěšřĺćĺăńĳŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ¡šĺţ ćěłšőřőć.

Ŕőďśłăğłă. Ůšőąż ćżćěśšĺ ă) ĺğ ć) řăśśňőšřĺšě őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă ¡ńěňěŋš “ ć łőŋěůŋőňěřŋőň ŕőďŕőńě, ğăďăľšě ěčő ňăšřĺűěľ ć şďőąŋőň ąăğĺśě, ĺ ćśŕőňŋĺšě ŕřő šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ.

Řăśÿĺřěŋĺě ŕőńěľ k ⊂ K ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň, ěśńĺ łăęďżľ ¡ńěňěŋš “ ∈ K ăńčěąřăĺůěŋ ŋăď k, ĺ łőŋěůŋżň, { ěśńĺ K £ćń£ěšś£ łőŋěůŋőňěřŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď k. Ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ śřăğş śńěďşěš, ůšő łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě ćśěčďă £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň. Őąřăšŋőě, řăğşňěěšś£, ŋěćěřŋő. Šěň ŋě ňěŋěě:

Ğăďăůă1.22. Ďőłăęĺšě, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ łőŋěůŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň

řăśÿĺřěŋĺěň.

Ğăďăůă1.23. Ďőłăęĺšě, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ ăńčěąřăĺůěśłĺţ řăśÿĺřěŋĺľ £ćń£ěšś£ ăń-

čěąřăĺůěśłĺň řăśÿĺřěŋĺěň (š.ě. ěśńĺ “ ∈ K^′ ⊃ K ăńčěąřăĺůěŋ ŋăď K, ĺ K ⊃ k { ăńčěąřăĺůěśłőě řăśÿĺřěŋĺě, šő “ ăńčěąřăĺůěŋ ŋăď k).

3.3. Šěőřěňă. Ćś£łőě łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ k ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ £ćń£ěšś£ ŕřĺňĺšĺćŋżň, š.ě. ĺğőňőřťŋő k[z]=(’(z)), čďě ’(z) ∈ k[z] { ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćś£łőě łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŋěśłőńĳłĺţ

ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ŕřĺňĺšĺćŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ. Ŕřěďżďşźă£ ğăďăůă ŕőłăğżćăěš, ůšő ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕřĺ łăęďőň ĺğ ¡šĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ ŕřĺśőěďĺŋ£ěšś£ ¡ńěňěŋš, ăńčěąřăĺůŋżľ ŋăď ĺśţőďŋżň ŕőńěň, š.ě. ŕřĺśőěďĺŋ£ěšś£ łőřěŋĳ ŋěłőčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňŋőčőůńěŋă ĺğ k[z]. Ććĺďş šőčő, ůšő ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ ŋăď ŕőńěň ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ćğăĺňŋő ŕřőśš śő śćőěľ ŕřőĺğćőďŋőľ, őŋ ŋě ňőęěš ĺňěšĳ łřăšŋżţ łőřŋěľ ŋĺ ć łăłőň řăśÿĺřěŋĺĺ őśŋőćŋőčő ŕőń£. Šěŕěřĳ őůěćĺďŋă£ ĺŋďşłűĺ£ ŕő łőńĺůěśšćş ŕřőňěęşšőůŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ ćżćőďĺš ŋăÿş šěőřěňş ĺğ ŕřĺćőďĺňőľ ŋĺęě ńěňňż, ĺğćěśšŋőľ łăł ńěňňă ő ŕřĺňĺšĺćŋőň ¡ńěňěŋšě.

3.3.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ k { ąěśłőŋěůŋőě ŕőńě, ’(z) ĺ (z) | ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőčőůńěŋż, ŕřĺů-ěň ’ ŋě ĺňěěš łřăšŋżţ łőřŋěľ ŋĺ ć łăłőň řăśÿĺřěŋĺĺ ŕőń£ k. Šőčďă ŕőńě K, ŕőńşůěŋŋőě ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň łőřŋ£ ňŋőčőůńěŋă ’ ĺ łőřŋ£ ňŋőčőůńěŋă £ćń£ěšś£ ŕřĺňĺšĺćŋżň řăśÿĺřěŋĺěň, š.ě. ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋő ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň őďŋőčő ¡ńěňěŋšă “ ∈ K. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ K^′ { šăłőě řăśÿĺřěŋĺě k, čďě ĺ ’ ĺ ŕőńŋőśšĳ¿ řăśłńăďżćă¿šś£

ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ (ěčő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺśőěďĺŋ££ ŋěďőśšă¿źĺě łőřŋĺ). Ŕşśšĳ {¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n} { ¡šő ćśě (ŕőŕăřŋő-řăğŋżě) łőřŋĺ ’, ă {˛_1; ˛_2; : : : ; ˛_m} { ćśě łőřŋĺ .

Ğăďăůă1.24. Ďőłăęĺšě, ůšő K ĺğőňőřťŋő ŋăĺňěŋĳÿěňş ŕőďŕőń¿ ć K^′, śőďěřęă-

źěňş ¸_1 ĺ ˛_1.

Őšőęďěśšćĺň K ś şłăğăŋŋżň ć ğăďăůě ŕőďŕőńěň ć K^′. Ąşďěň ĺśłăšĳ ŋşęŋżľ ŋăň “ ∈ K ć ćĺďě “ = ¸_1 · c + ˛_1, čďě c ∈ k. Ŋăň ŋăďő ŕőďőąřăšĳ c šăł, ůšőąż ĺ ¸_1 ĺ ˛_1 śőďěřęăńĺśĳ ć ŕřĺňĺšĺćŋőň řăśÿĺřěŋĺĺ k(“). Ŕőśłőńĳłş ˛_1 = “ − c¸_1, ďőśšăšőůŋő śńěďĺšĳ ńĺÿĳ ğă šěň, ůšő ¸_1 ∈ k(“). Ňż śőąĺřăěňś£ ŕőłăğăšĳ, ůšő ¸_1 £ćń£ěšś£ łőřŋěň ńĺŋěľŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋăď k(“).

Ğăňěšĺň, ůšő ¸_1 £ćń£ěšś£ łőřŋěň ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k(“), ă ĺňěŋŋő ’(z) ĺ (“ − cz) (čďě z { ŕěřěňěŋŋă£). Śńěďőćăšěńĳŋő, ¸_1 £ćń£ěšś£ łőřŋěň ĺ ĺţ ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ďěńĺšěń£ (šăłęě ňŋőčőůńěŋă ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k(z)). İšőš ŊŐĎ ąşďěš ńĺŋěěŋ, ěśńĺ ňż śşňěěň ŕőďőąřăšĳ c šăł, ůšőąż ňŋőčőůńěŋż ŋě ĺňěńĺ ďřşčĺţ őąźĺţ łőřŋěľ łřőňě ¸_1, š.ě. ůšőąż ďń£ ŕřőůĺţ łőřŋěľ ¸_ν , ( ≥ 2) ňŋőčőůńěŋă ’ ůĺśńă “ − c¸_ν ŋě śőćŕăńĺ ŋĺ ś őďŋĺň ĺğ łőřŋěľ ˛_μ ňŋőčőůńěŋă . Ďń£ ¡šőčő ňż ďőńęŋż şďőćńěšćőřĺšĳ łőŋěůŋőľ śĺśšěňě ŋěřăćěŋśšć c(¸_1 − ¸_ν ) + ˛_1 ≠ ˛_μ ;

čďě — = 1; 2; : : : ; m ĺ = 2; 3 : : : ; n. Ŋő ¡šő ćśěčďă ćőğňőęŋő ŋăď ąěśłőŋěůŋżň ŕőńěň!

Ńěňňă ĺ šěőřěňă ďőłăğăŋż.

2_{Ğăďăůă1.25. Čďě ć ďőłăğăšěńĳśšćě ĺśŕőńĳğőćăńőśĳ šřěąőćăŋĺě, ůšőąż ćśě łőřŋĺ ’}

ążńĺ ŕőŕăřŋő-řăğńĺůŋż?

Ğăďăůă1.26. Ŕőśšřőľšě ŕřĺňĺšĺćŋżľ ¡ńěňěŋš řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ Q ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕő-

śńěďőćăšěńĳŋőčő ŕřĺśőěďĺŋěŋĺ£ √ 3 ĺ √ 5. Ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ (ŋăď Q) ¡šőčő řăśÿĺřěŋĺ£. Ćżŕĺÿĺšě ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŕřěďńăčăěňőčő Ćăňĺ ŕřĺňĺšĺćŋőčő ¡ńěňěŋšă.

Ğăďăůă1.27. Ďőłăęĺšě, ůšő łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě łőŋěůŋőčő ŕőń£ ŕřĺňĺšĺćŋő. Şłăğăŋĺě: Ćőśŕőńĳğşľšěśĳ šěň, ůšő ŋěŋşńěćżě ¡ńěňěŋšż łőŋěůŋőčő ŕőń£ śőśšă-

ćń£¿š űĺłńĺůěśłş¿ čřşŕŕş ŕő şňŋőęěŋĺ¿.

3.4. Łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋżě řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ C . Ćěřŋ-ěňś£ šěŕěřĳ ł ĺśŕőńĳğőćăŋŋőňş

ŋăňĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ Ŕř.1.5.3, łőšőřőě őŕĺśżćăěš ćśě łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋżě řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń. Ĺšăł, ŕşśšĳ ŕőńě K ŕőřőęďăěšś£ ŋăď

C ¡ńěňěŋšăňĺ {a1; a2; : : : ; an}. Ŕěřěŋşňěřşěň ĺţ, ěśńĺ ŋăďő, šăł, ůšőąż ŕěřćżě m ¡ńěňěŋšőć

{a_1; a_2; : : : ; a_m} śőśšăćń£ńĺ šřăŋśűěŋďěŋšŋżľ ŋăď C ŋăąőř, ŋő ń¿ąőľ ŋăąőř {a_1; : : : ; a_m; a_{m+s}} ążń ąż ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăćĺśĺňżň. Őšňěšĺň, ůšő šăłă£ ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăćĺśĺňőśšĳ őą£ğăŋă ťăłšĺůěśłĺ śőďěřęăšĳ a_{m+s}, ă śšăńő ążšĳ, őŋă őğŋăůăěš, ůšő a_{m+s} ăńčěąřăĺůěŋ ŋăď ŋăĺňěŋĳÿĺň ŕőďŕőńěň ć K, śőďěřęăźěň C ĺ a_1; a_2; : : : ; a_m . Ŋő, łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŋăůăńě ŕăřăčřăťă, šăłőě ŕőďŕőńě ĺğőňőřťŋő ŕőń¿ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őš m ŕěřěňěŋŋżţ.

Ĺšăł, K £ćń£ěšś£ řăśÿĺřěŋĺěň ŕőń£ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ C (t_1 ; : : : ; t_m) ŕřĺ ŕőňőźĺ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć a_{m+1}; : : : ; a_n, ăńčěąřăĺůěśłĺţ ŋăď ¡šĺň ŕőńěň. Ŕő ńěňňě ő ŕřĺňĺšĺćŋőň ¡ńěňěŋšě, K ąşďěš ŕřĺňĺšĺćŋżň řăśÿĺřěŋĺěň ŕőń£ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ, ůšő ĺ şšćěřęďăńőśĳ ć Ŕř.1.5.3.

Ńěłűĺ£ 3 Ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ ĺ śţěňż

.Őąźă£ łőŋűěŕűĺ£ ňŋőčőőąřăğĺ£ .Šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő .Ňăłśĺňăńĳŋżľ śŕěłšř .Řěčşń£řŋżě őšőąřăęěŋĺ£ .Śšřşłšşřŋżľ ŕşůőł .Ăąśšřăłšŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ .Ăťťĺŋŋżě śţěňż .Ĺğőňőřťĺğňż ĺ ğăňłŋşšżě ćńőęěŋĺ£ .Űěńżě řăśÿĺřěŋĺ£ łőńěű .Ńěňňă Čăşśśă-Ďěďěłĺŋďă-Łřőŋěłěřă .Űěńżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ůĺśńă .Ěź-ě őďŋő ďőłăğăšěńĳśšćő der Nullstellensatz .Łőŋěůŋżě ňőřťĺğňż śţěň .Ŋ-ěšěřőćă ŋőřňăńĺğăűĺ£

x1 Ňŋőčőőąřăğĺ£

1.1. Ůšő šăłőě ňŋőčőőąřăğĺě? Čőćőř£ ťĺńőśőťśłĺ, ňŋőčőőąřăğĺě | ¡šő šă śřěďă, čďě

şňěśšŋő ğăŋĺňăšĳś£ čěőňěšřĺěľ ć ÿĺřőłőň śňżśńě śńőćă (ćłń¿ůă£ čěőňěšřĺůěśłĺě ăśŕěłšż ăńčěąřż, ăŋăńĺğă ĺ šőŕőńőčĺĺ). Šăłă£ śřěďă ćśěčďă £ćń£ěšś£ řěğşńĳšăšőň ćğăľňőďěľśšćĺ£ ďćşţ ŋěőšžěňńěňżţ łőňŕőŋěŋš | šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă ĺ łőńĳűă řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă ŋ-ěň. Ćğăľňőďěľśšćĺě ¡šő ŕřőĺśţőďĺš ŕő ďćşň ŋăŕřăćńěŋĺ£ň. Ćő-ŕěřćżţ, ć ńőłăńĳŋőľ őłřěśšŋőśšĺ łăęďőľ šőůłĺ šőŕőńőčĺ£ ŕőďńěęăźěčő ŕřőśšřăŋśšćă űěńĺłőň őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńĺšĺůěśłĺňĺ śćőľśšćăňĺ ťşŋłűĺľ, řěčşń£řŋżţ ć ďăŋŋőľ šőůłě. Ŕő¡šőňş ćąńĺğĺ łăęďőľ šőůłĺ ňŋőčőőąřăğĺě şśšřőěŋő ŋěłĺň śšăŋďăřšŋżň śŕőśőąőň. Ćő-ćšőřżţ, ăńčěąřăĺůěśłĺě śćőľśšćă łőńĳűă řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ ĺňě¿š ăďěłćăšŋőě őšřăęěŋĺě ć čńőąăńĳŋőľ čěőňěšřĺĺ ŕőďńěęăźěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Šăł, čńăďłőě ňŋőčőőąřăğĺě | ¡šő šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő X, łăęďă£ šőůłă x łőšőřőčő ĺňěěš őłřěśšŋőśšĳ U, śŋăąę-ěŋŋş¿ čőňěőňőřťĺğňőň B^{n φ}−→ U ś ÿăřőň B^n ⊂ R^n. İšă őłřěśšŋőśšĳ ćśěčďă řăśśňăšřĺćăěšś£ ćňěśšě ś łőńĳűőň čńăďłĺţ ťşŋłűĺľ. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, šăłőćżňĺ £ćń¿šś£ ćśě ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋżě ťşŋłűĺĺ f ŋă U, ďń£ łőšőřżţ łőňŕőğĺűĺ£ f’ ąşďěš čńăďłőľ ťşŋłűĺěľ ŋă B^n. Ćąńĺğĺ łăęďőľ šőůłĺ ś šăłĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ňőęŋő ğăŋĺňăšĳś£ ăŋăńĺğőň šőůŋő šăłęě, łăł ć R^n, ă čńőąăńĳŋă£ čěőňěšřĺ£ X (łőńĺůěśšćă ďżřőł, łőňŕăłšŋőśšĳ, ĺ š. ŕ.) őšćěůă¿š ğă čńőąăńĳŋş¿ ăńčěąřş łőńĳűă ťşŋłűĺľ ŋă ćś-ěň X (ĺŋďěłśż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ őŕěřăšőřőć, łőčőňőńőčĺĺ Ďě Řăňă ĺ š. ŕ.).

Ăŋăńőčĺůŋő, ăŋăńĺšĺůěśłă£ čěőňěšřĺ£ (ŋě ŕşšăšĳ ś ŋăğćăŋĺěň őďŋőčő ĺğ ććőďŋżţ ňěţňăšśłĺţ łşřśőć!) ğăŋĺňăěšś£ šőŕőńőčĺůěśłĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ńőłăńĳŋő şśšřőěŋŋżňĺ łăł őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő ć C^n , ĺ ĺśśńěďşěš ś ĺţ ŕőňőźĳ¿ ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ łőňŕńěłśŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Űěńĳ ŋăśšő£źěľ ńěłűĺĺ | őąž£śŋĺšĳ, ůšő šăłőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě, š. ě. őŕĺśăšĳ śřěďş, čďě şňěśšŋő ĺğőąřăęăšĳ čěőňěšřĺůěśłĺ ćś-ě šő, ůšő ść£ğăŋő ś ĺśśńěďőćăŋĺěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ. Őŕĺśăŋĺě ąşďěš ĺďšĺ ŕő śšăŋďăřšŋőľ śţěňě: Śŋăůăńă ňż őŕĺÿěň ńőłăńĳŋőě šőŕőńőčĺůěśłőě şśšřőľśšćő, ŕőšőň őąž£śŋĺň ś łăłĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ňż śőąĺřăěňś£ ĺňěšĳ ďěńő, ĺ ŋăłőŋěű, őŕĺÿěň ŕő łăłĺň ŕřăćĺńăň ńőłăńĳŋżě łşśłĺ ňőęŋő śłńěĺćăšĳ ć čńőąăńĳŋżě őąžěłšż.

1.2. Šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő ŋă ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőęěśšćě. Łőňŕńěłśŋőě ăńčěąřăĺ-

ůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ńőłăńĳŋő şśšřőěŋő łăł ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A_n (C ). Őďŋăłő ńőłăńĳŋőśšĳ ňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ ŋě ć śňżśńě śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺĺ ŋă C_n , ĺğćěśšŋőľ ĺğ ăŋăńĺğă ĺ ăŋăńĺšĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, ă ć śňżśńě ďřşčőľ šőŕőńőčĺĺ, ŋăğżćăěňőľ šőŕőńőčĺěľ Ğăřĺśśłőčő. Ć őšńĺůĺě őš őążůŋőľ šőŕőńőčĺĺ, šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő ŕřĺśŕőśőąńěŋă ŋě ł ňěšřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ĺ ŕřěďěńĳŋżň ŕěřěţőďăň, ă ł őšřăęěŋĺ¿ ăńčěąřăĺůěśłĺţ śćőľśšć łőńĳűă ťşŋłűĺľ, šăłĺţ łăł ďěńĺňőśšĳ, ćğăĺňŋőě řăśŕőńőęěŋĺě ĺďěăńőć ćŋşšřĺ łőńĳűă ĺ š. ŕ. Őŋă čőřăğďő čřşąěě őążůŋőľ, ŋő ğăšő ňőęěš ążšĳ ććěďěŋă ŋă ń¿ąőň ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőęěśšćě ŋăď ń¿ążň (ć šőň ůĺśńě łőŋěůŋżň) ŕőńěň.

Ĺšăł, ŕşśšĳ V ⊂ A_n (k) | ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő, ĺ

I(V ) = {f ∈ k[x_1; : : : ; x_n] | f(p) = 0 ∀ p∈V }

| ěčő ĺďěăń. Ťăłšőř-łőńĳűő k[V ]^{def}= k[x_1; : : : ; x_n]=I(V ) ŋăğżćăěšś£ łőőřďĺŋăšŋőľ ăńčěąřőľ ĺńĺ śšşłšşřŋżň łőńĳűőň ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă V . Ďń£ ń¿ąőčő f (mod I(V )) ∈ k[V ] ňŋőęěśšćő V (f) ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋă f ŋă V łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋő (š. ě. ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš łńăśśă f ć ťăłšőř-łőńĳűě). Ďń£ ń¿ąőčő ĺďěăńă J ⊂ k[V ] őąőğŋăůĺň ůěřěğ V (J)^{def}=^⋂_{f ∈J} V (f) ňŋőęěśšćő

ěčő ŋşńěľ ŋă V .

Ğăďăůă3.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕőśšřőěŋŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ŕőďňŋőęěśšćăňĺ ć V

ĺ ĺďěăńăňĺ łőőřďĺŋăšŋőčő łőńĳűă őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

ă) V (J1) ∪ V (J2) = V (J1 ∩ J2);

ą)^⋂_ν V (Jν ) = V (^∑_ν Jν ), čďě ŕőď śşňňőľ ĺďěăńőć ŕőŋĺňăěšś£ ĺţ śşňňă łăł ćěłšőřŋżţ

ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŋăď k;

ć) V (0) = V ĺ V (1) = ø; č) V (J1) ⊂ V (J2) ⇐⇒ J1 ⊃ J2.

Ĺğ ğăďăůĺ śřăğş śńěďşěš, ůšő őąž£ćĺć ćśě ŕőďňŋőęěśšćă ćĺďă V (J) ğăňłŋşšżňĺ ňż ğăďăďĺň ŋă V šőŕőńőčĺ¿. İšő ĺ ěśšĳ šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő.

Ğăďăůă3.2. Ŕőłăęĺšě, ůšő őąžěďĺŋěŋĺě ąěśłőŋěůŋőčő śěňěľśšćă ğăňłŋşšżţ ŕő Ğă-

řĺśśłőňş ŕőďňŋőęěśšć ňőęěš ążšĳ ŋěğăňłŋşšő.

Ğăďăůă3.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ďőŕőńŋěŋĺ£ D(f)^{def}= V \ V (f) ďő ňŋőęěśšć ćĺďă V (f), f ∈ k[V ], śőśšăćń£¿š ąăğş őšłřżšżţ ňŋőęěśšć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő.

Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺě őą őšńĺůĺĺ šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő őš łńăśśĺůěśłőľ, řăśśňőšřĺň šřĺ ţăřăłšěřŋżţ ŕřĺňěřă.

1.2.1. Ąőńĳÿĺě őšłřżšżě ňŋőęěśšćă. Ąăğĺśŋżě őšłřżšżě ňŋőęěśšćă ćĺďă D(f), ąş-

ďşůĺ ďőŕőńŋěŋĺ£ňĺ ďő čĺŕěřŕőćěřţŋőśšěľ, łăł ŕřăćĺńő, £ćń£¿šś£ ćś¿ďş ŕńőšŋżňĺ ĺ ŕőŕăřŋőŕěřěśěłă¿šś£. Ŕő¡šőňş šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő śĺńĳŋő ŋěőšďěńĺňă, ĺ śńőćă \śĺśšěňă śşęă¿- źĺţś£ őłřěśšŋőśšěľ" ćżřăęă¿š ŋě šő, ůšő ¡šĺ őłřěśšŋőśšĺ śš£čĺćă¿šś£ ć šőůłş, ă šő, ůšő ďőŕőńŋěŋĺě ďő ŋĺţ ğăďă-ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň ćś-ě ąőńěě ćżśőłőľ śšěŕěŋĺ. Ŋěŕřĺňěř, ěśńĺ V = A_1 { ăťťĺŋŋă£ ŕř£ňă£ (šăł ůšő k[V ] = k[x]), šő ğăňłŋşšżňĺ ąşďşš łőŋěůŋżě ňŋőęěśšćă šőůěł ĺ šőńĳłő őŋĺ. Ŕő¡šőňş šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő ŋă ŕř£ňőľ ŕőŕřőśšş śőćŕăďăěš ś ďĺśłřěšŋőľ šőŕőńőčĺěľ.

Ğăďăůă3.4. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă ĺ ďćşţ śőąśšćěŋŋżţ ŋě-

ŕěřěśěłă¿źĺţś£ őšłřżšżţ ŕőďňŋőęěśšć ćĺďă D(f) ŋă ŋ-ěň.

1.2.2. Ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ. Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň, ěśńĺ

őŋő ŋě ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ ďćşţ śćőĺţ śőąśšćěŋŋżţ ğăňłŋşšżţ ŕőďňŋőęěśšć. Řăğşňěěšś£, ć łńăśśĺůěśłőľ ćěźěśšćěŋŋőľ ňěšřĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć, őšńĺůŋżţ őš šőůłĺ, ŋě ążćăěš. Őďŋăłő, ć ăńčěąřăĺůěśłőľ ŕő ŕřĺřőďě šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ŋěŕřĺćőďĺňżě ğăňłŋşšżě ňŋőęěśšćă ĺčřă¿š šăłş¿ ęě řőńĳ, łăł ŕřőśšżě ůĺśńă ć ăřĺťňěšĺłě.

Ďőŕşśšĺň, ůšő ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő V = V (J) ŕřĺćőďĺňő. Šőčďă V śőďěřęĺš śőąśšćěŋŋőě ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő V_1 = V (J_1). Ěśńĺ ĺ őŋő ŕřĺćőďĺňő, šő V_1 ⊃ V_2 = V (J_2) ĺ š. ď. Űěŕőůłě śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ďřşč ć ďřşčă ğăňłŋşšżţ ŕőďňŋőęěśšć V ⊃ V_1 ⊃ V_2 ⊃ · · · śőőšćěšśšćşěš ćőğřăśšă¿źă£ űěŕőůłă śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ĺďěăńőć J ⊂ J_1 ⊂ J_2 ⊂ · · ·, łőšőřă£ ć ŋ-ěšěřőćőň łőńĳűě ŋě ňőęěš ążšĳ ąěśłőŋěůŋőľ. Šăłĺň őąřăğőň, ćś£łă£ şążćă¿źă£ űěŕőůłă ćńőęěŋŋżţ ğăňłŋşšżţ ŕőďňŋőęěśšć śšăąĺńĺğĺřşěšś£, ĺ łăł śńěďśšćĺě, ňż ŕőńşůăěň, ůšő ćś£- łőě ğăňłŋşšőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő V £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă śćőĺţ ğăňłŋşšżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕőďňŋőęěśšć. Őŋĺ ŋăğżćă¿šś£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ łőňŕőŋěŋšăňĺ V .

Ğăďăůă3.5. Ďőłăęĺšě, ń¿ążě ďćă ŋěŕşśšżţ őšłřżšżţ ŕőďňŋőęěśšćă ŋěŕřĺćőďĺ-

ňőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă V ĺňě¿š ŋěŕşśšőě (ĺ ďăęě ćś¿ďş ŕńőšŋőě ć V ) ŕěřěśěůěŋĺě.

Ğăďăůă3.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő W ⊂ V šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă

ŋěŕřĺćőďĺňő, łőčďă ěčő ĺďěăń I(W ) ⊂ k[V ] ŕřőśš (š. ě. ťăłšőř łőńĳűő k[W ] = k[V ]=I(W ) ŋě ĺňěěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ĺńĺ, łăł čőćőř£š, £ćń£ěšś£ űěńőśšŋżň). Ğăďăůă3.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăąőř ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋő-

ęěśšćă V őŕřěďěń£ěšś£ ŕő V őďŋőğŋăůŋő (¡šő ďőćőńĳŋő čřşążľ ăŋăńőč šěőřěňż ő ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ).

Ŕőďśłăğłă: Ŋěŕřĺćőďĺňżă łőňŕőŋěŋšă ŋě ňőęěš ńěęăšĳ ć őąžěďĺŋěŋĺĺ ďřşčĺţ

(őšńĺůŋżţ őš ŋě-ě) łőňŕőŋěŋš.

1.2.3. Šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺĺ. Ŋě ćďăćă£śĳ ć ŕőďřőąŋőě őąž£śŋěŋĺě,

ŕőůěňş ďěłăřšőćő ŕřőĺğćěďěŋĺě ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőęěśšć ĺňěěš ěśšěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă, ňż őšňěšĺň ğďěśĳ, ůšő šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő ŋă šăłőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ŋě śőćŕăďăěš ś ŕřőĺğćěďěŋĺěň šőŕőńőčĺľ Ğăřĺśśłőčő ŋă śőňŋőęĺšěń£ţ, ă £ćń£ěšś£ ąőńěě šőŋłőľ. Ŋăŕřĺňěř, ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ šőŕőńőčĺľ Ğăřĺśśłőčő ŋă A_2 = A_1 × A_1 ğăňłŋşšżňĺ ąşďşš ńĺÿĳ łőŋěůŋżě őąžěďĺŋěŋĺ£ šőůěł ĺ ŕř£ňżţ, ŕăřăńńěńĳŋżň őś£ň łőőřďĺŋăš, šőčďă łăł ć śćőěľ \řőďŋőľ" šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ŋă A_2 ğăňłŋşšż ń¿ążě ŕńőśłĺě ăńčěąřăĺůěśłĺě łřĺćżě, śłăęěň, čĺŕěřąőńă V (xy − 1).

Ść£ğăŋő ¡šő ś šěň, ůšő łőőřďĺŋăšŋă£ ăńčěąřă ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőęěśšć ěśšěśšćěŋŋő ĺğőňőřťŋă šěŋğőřŋőňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ łőőřďĺŋăšŋżţ ăńčěąř k[V × W ] ≃ k[V ] ⊗_k k[W ] , ă ďăńěłő ŋě ćśě ĺďěăńż ć šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ łőńěű £ćń£¿šś£ šěŋğőřŋżňĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ ĺďěăńőć śőňŋőęĺšěńěľ.

Ğăďăůă3.8. Ŕőŕżšăľšěśĳ ů-ěšłő őąőśŋőćăšĳ ďćă ¡šĺţ ťăłšă.

1.3. Řěčşń£řŋżě ťşŋłűĺĺ. Ŕőśńě šőčő, łăł ňż őŕřěďěńĺńĺ šőŕőńőčĺ¿ ŋă ăńčěąřăĺůěśłőň

ňŋőęěśšćě V ⊂ A_n (k), ňż ďőńęŋż ďń£ łăęďőčő őšłřżšőčő ňŋőęěśšćă U ⊂ V őŕĺśăšĳ łńăśś řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă ŋ-ěň. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ňż ąşďěň śůĺšăšĳ řěčşń£řŋżňĺ řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ, őŕřěďěń-ěŋŋżě ŋă U, š. ě. ťşŋłűĺĺ, łőšőřżě ć čńőąăńĳŋżţ łőőřďĺŋăšăţ ŋă A_n ŕřěďśšăćń£¿šś£ ć ćĺďě őšŋőÿěŋĺ£ f(x)=g(x) ďćşţ ŕőńĺŋőňőć f; g ∈ k[x_1; : : : ; x_n], ŕřĺů-ěň g ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă U. Řěčşń£řŋżě ŋă U ťşŋłűĺĺ śőśšăćń£¿š łőńĳűő, łőšőřőě ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ k[U].

Ěśńĺ U £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă ąăğĺśŋżţ őšłřżšżţ ňŋőęěśšć D(f_ν ), ă ŕőńě k { ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő, šő ĺğ šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ ćżšěłăěš, ůšő ğŋăňěŋăšěńĳ g řěčşń£řŋőľ ťşŋłűĺĺ f=g ∈ k[^⋃_ν D(f_ν )] ńěęĺš ć řăďĺłăńě ĺďěăńă, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ćśěňĺ f_ν , ă śšăńő ążšĳ £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň łăłĺţ-šő śšěŕěŋěľ ňŋőčőůńěŋőć, şůăśšćş¿źĺţ ć řăğńőęěŋĺ£ţ f_ν ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ.

Ć ůăśšŋőśšĺ, ňż ŕőńşůăěň, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň łőńĳűő ćśěţ ťşŋłűĺľ řěčşń£řŋżţ ŋă ćś-ěň ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőęěśšćě V śőćŕăďăěš śő śšřşłšşřŋżň łőńĳűőň k[V ]. Ŕő¡šőňş k[V ] ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š šăłęě łőńĳűőň řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ. Ğăňěůăšěńĳŋő, ůšő šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő V őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő łőńĳűş řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ.

1.4. Ăńčěąřăĺůěśłă£ ţăřăłšěřĺğăűĺ£ šőůěł. Ďăńěě ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő őśŋőćŋőě

ŕőńě k ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő (ęěńă¿źĺě ňőčşš śůĺšăšĳ, ůšő k = C ), šăł ůšő ďń£ ŋěčő śŕřăćěďńĺćă šěőřěňă Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ^1. Ś łăęďőľ šőůłőľ p ∈ V ść£ğăŋ (őůěćĺďŋő, ¡ŕĺňőřťŋżľ) čőňőňőřťĺğň ćżůĺśńěŋĺ£ ev_p : k[V ] −→ k, ŕěřěćőď£źĺľ f (mod I(V )) ć f(p) ∈ k. Ěčő £ďřő, śńěďőćăšěńĳŋő, ąşďěš ňăłśĺňăńĳŋżň ĺďěăńőň ć k[V ]. Őŋ őąőğŋăůăěšś£ m_p ĺ ŋăğżćăěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň ĺďěăńőň šőůłĺ p.

1.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Śőőšćěšśšćĺě p −→ mp ňěęďş ňŋőęěśšćőň šőůěł ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă V ĺ ňŋőęěśšćőň ňăłśĺňăńĳŋżţ ĺďěăńőć śšřşłšşřŋőčő łőńĳűă k[V ] ćğăĺňŋőőďŋőğŋăůŋő (ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň!).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě ŋěňěďńěŋŋő ďőśšăćń£ěšś£ šěőřěňőľ Čĺńĳąěřšă ő

ŋşń£ţ: ćś£łĺľ ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń ć k[V ] ĺňěěš ŋşńĳ q ∈ V , őšłşďă m ⊂ m_q , ůšő ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ őğŋăůăěš řăćěŋśšćő (ĺğ-ğă ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ m).

2_{Ğăďăůă3.9. Ďőłăęĺšě, ůšő šőůłĺ őšřěğłă ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ňăł-}

śĺňăńĳŋżň ĺďěăńăň ć łőńĳűě ćěźěśšćěŋŋő-ğŋăůŋżţ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě. Őąőąźăěšś£ ńĺ ¡šő

ă) ŋă łőňŕăłšŋżě ą) ŋă ń¿ążě ŕőďňŋőęěśšćă ć Rn?

Ğăďăůă3.10. Ŕşśšĳ U | őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă V .

Ŕőłăęĺšě, ůšő śőŕőśšăćń££ šőůłăň U ĺţ ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż, ňż ŕőńşůĺň, ćőőąźě čőćőř£, ŋě ćśě ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż łőńĳűă k[U], ă šăłęě, ůšő ¡šő łőńĳűő ňőęěš ĺ ŋě ążšĳ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżň ŋăď k.

Šőŕőńőčĺ£ Ğăřĺśśłőčő ŋă V šăłęě őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ăńčěąřăĺůěśłĺň śćőľśšćăň łőőřďĺŋăšŋőčő łőńĳűă. Ă ĺňěŋŋő, őąřăźěŋĺě ć ŋşńĳ řěčşń£řŋőľ ťşŋłűĺĺ f ∈ k[V ] ć šőůłě p ∈ V őğŋăůăěš ć šőůŋőśšĺ ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ f ∈ m_p. Ŕő¡šőňş ąăğĺś őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ŋă \ŕřőśšřăŋśšćě ňăłśĺňăńĳŋżţ ĺďěăńőć" śőśšăćń£¿š ňŋőęěśšćă ćĺďă D(f)^{def}= {m | f ∉ m}. Śőőšćěšśšćěŋŋő, ğăňłŋşšżňĺ ąşďşš ćśě ňŋőęěśšćă ćĺďă V (I)^{def}= {m | I ⊂ m}.

1Ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż ďőłăğăńĺ der Nullstellenzatz šőńĳłő ďń£ ŕőń£ C , őďŋăłő ęěńă¿źĺě ňőčşš ńěčłő şďőśšőćěřĺšĳś£, ůšő ďőłăğăšěńĳśšćő čőďĺšś£ ďń£ ń¿ąőčő ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšőčő ŕőń£ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ. Ŋĺęě, ć n^o 3.4.3 ňż śńěčłă ňőďĺťĺűĺřşěň ¡šő ďőłăğăšěńĳśšćő šăł, ůšő őŋő ąşďěš ŕřőţőďĺšĳ ďń£ ń¿ąőľ ţăřăłšěřĺśšĺłě.

Šăłĺň őąřăğőň, ňż ňőęěň śšřőĺšĳ ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő V ĺśţőď£ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ăąśšřăłšŋő ğăďăŋŋőčő łőńĳűă! Őŕĺÿěň šěŕěřĳ łńăśś łőńěű, łőšőřżě řěăńĳŋő ćőğŋĺłă¿š łăł k[V ] ďń£ \ŋăśšő£źĺţ" čěőňěšřĺůěśłĺţ ăťťĺŋŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ŕőďňőęěśšć V ⊂ A_n (k). Ŕřěęďě ćśěčő, ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿, ¡šĺ łőńĳűă £ćń£¿šś£ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżňĺ k- ăńčěąřăňĺ. Ćő-ćšőřżţ, ĺğ-ğă šőčő, ůšő ĺďěăńż ćĺďă I(V ) řăďĺłăńĳŋż ŕő šěőřěňě ő ŋşń£ţ, ¡šĺ łőńĳűă ąşďşš ŕřĺćěď-ěŋŋżňĺ, š. ě. ąěğ ŋĺńĳŕőšěŋšőć^2. Ňż ŕřĺţőďĺň ł śńěďş¿źěňş őŕřěďěńěŋĺ¿.

1.4.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ A | łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő. Ňŋőęěśšćő ňăłśĺňăńĳŋżţ ĺďěăńőć łőńĳűă A ś őŕĺśăŋŋőľ ćżÿě šőŕőńőčĺěľ Ğăřĺśśłőčő ŋă ŋ-ěň ŋăğżćăěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň śŕěłšřőň łőńĳűă A ĺ őąőğŋăůăěšś£ Spm(A). Ŕăřă A; Spm(A), čďě A | ŕřĺćěď-ěŋŋă£ łőŋěůŋőŕőřőęď-ěŋŋă£ ăńčěąřă ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ-ğăňłŋşšżň ŕőńěň k, ŋăğżćăěšś£ ăąśšřăłšŋżň ăťťĺŋŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň ŋăď ŕőńěň k.

1.5. Řěčşń£řŋżě őšőąřăęěŋĺ£. Ĺšăł, \¡ńěňěŋšăřŋżě łşśłĺ" ĺğ łőšőřżţ ňż ąşďěň śő-

ąĺřăšĳ őąźĺě ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£, | ¡šő (ăąśšřăłšŋżě) ăťťĺŋŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£. Şčőćőřĺňś£ šěŕěřĳ, łăłĺě őšőąřăęěŋĺ£ ňěęďş ăťťĺŋŋżňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ ňż śőąĺřăěňś£ řăśśňăšřĺćăšĳ, ĺ łăłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ ňż őąž£ćń£ěň ĺğőňőřťŋżňĺ.

Ŕşśšĳ V ⊂ A_n (k) ĺ W ⊂ A_m (k) | ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőęěśšćă. Ćś£łőě šěőřěšĺłő-ňŋő-ęěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě V^φ−→ W ĺďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň ŕőďŋ£šĺ£ ’^∗, ďěľśšćş¿źĺľ ĺğ łőńĳűă ćśěţ k-ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă W ć łőńĳűő ćśěţ k-ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă V ŕő ŕřăćĺńş f −→ f ∘’. Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ’ řěčşń£řŋżň őšőąřăęěŋĺěň ĺńĺ ňőřťĺğňőň ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ, ěśńĺ ’^∗ ŕěřěćőďĺš řěčşń£řŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă W ć řěčşń£řŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă V , š, ě. ĺŋďşűĺřşěš čőňőňřťĺğň k[W ] −→ k[W ], łőšőřżľ ňż šăłęě ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ’^∗.

Ğăďăůă3.11. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě ’ őšřěğłă ć őšřěğőł šőčďă ĺ šőńĳłő šő-

čďă ĺğňěřĺňő (ŋěŕřěřżćŋő, čńăďłő, : : :), łőčďă łőňŕőğĺűĺ£ ’ ś ń¿ąőľ ĺğňěřĺňőľ (ŋěŕřěřżćŋőľ, čńăďłőľ, : : :) ťşŋłűĺěľ ąşďěš ĺğňěřĺňő (ŋěŕřěřżćŋő, čńăďłő, : : :).

1.5.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ V ⊂ A n (k) ĺ W ⊂ A m (k) | ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőęěśšćă ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ-ğăňłŋşšżň ŕőńěň. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő čőňőňřťĺğňă łőńěű ’^∗ : k[W ] −→ k[V ] śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěčşń£řŋőě őšőąřăęěŋĺě ’ : V −→ W , ďń£ łőšőřőčő ’^∗ śńşęĺš čőňőňőřťĺğňőň ŕőďŋ£šĺ£.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ q = ’^{∗−1}(mp) ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺďěăńă mp ∈ k[V ] šőůłĺ p ∈ V £ćń£ěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň ĺďěăńőň ć k[W ] (¡šő śřăğş śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ k[W ]^{φ�}−−→ k[V ]^π−→ k[V ]=m_p ≃ k £ćń£ěšś£ ¡ŕĺňőřťĺğňőň ŋă ŕőńě ś £ďřőň q). Ŕő¡šőňş q £ćń£ěšś£ ĺďěăńőň ŋěłőšőřőľ šőůłĺ q ∈ W .

Ğăďăůă3.12. Ďőłăęĺšě, ůšő p −→ q £ćń£ěšś£ ĺśłőňżň řěčşń£řŋżň őšőąřăęěŋĺěň.

2_{Řěčşń£řŋőě őšőąřăęěŋĺě ’ : V −→ W ŋăğżćăěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň, ěśńĺ ’∗ £ćń£ěšś£ ĺğő-}

ňőřťĺğňőň łőőřďĺŋăšŋżţ łőńěű. Ĺğőňőřťĺğň, őůěćĺďŋő, ąĺěłšĺćěŋ, ĺ ćś£łă£ řěčşń£řŋă£ ąĺěłűĺ£, ŕő ŕřěďżďşźěňş ŕřěďńőęěŋĺ¿, £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. Ŕőďůěłŋ-ěň, ůšő ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăňłŋşšőśšĳ ŕőń£ śşźěśšćěŋŋă ďń£ śšőńĳ ţőřőÿěčő śőőšćěšśšćĺ£ ňěęďş ăńčěąřőľ ĺ čěőňěšřĺěľ.

Ğăďăůă3.13. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺě R1^{t−→t3}−−−−→ R1 řěčşń£řŋő, ąĺěłšĺćŋő, ŋő

ŋě ĺğőňőřťĺğň.

2İńěňěŋš a łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă A ŋăğżćăěšś£ ŋĺńĳŕőšěŋšŋżň, ěśńĺ a ≠ 0, ŋő a^m = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő ∀ m ∈ N .

1.5.2. Ćńőęěŋĺě ăąśšřăłšŋőčő ăťťĺŋŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ć A n šăćšőńőčĺůěśłĺ

ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřěďńőęěŋĺ£. Ěśńĺ A { ŕřĺćěď-ěŋŋă£ k-ăńčěąřă ś łőŋěůŋżň ůĺśńőň őąřăğş¿źĺţ, šő ďń£ ŋěłőšőřőčő n ∈ N śşźěśšćşěš ¡ŕĺňőřťĺğň k[x_1; : : : ; x_n]^{π�}−−→ A, £ďřő łőšőřőčő | řăďĺłăńĳŋżľ ĺďěăń I ⊂ k[x_1; : : : ; x_n]. Śőőšćěšśšćş¿źěě řěčşń£řŋőě őšőąřăęěŋĺě Spm(A)^π−→ A_n ąşďěš ĺğőňőřťĺğňőň ś ăńčěąřăĺůěśłĺň ŕőďňŋőęěśšćőň V (I) ⊂ A_n (ĺąő ı^∗ ĺŋďşűĺřşěš ĺğőňőřťĺğň k[x_1; : : : ; x_n]=I ś A).

1.5.3. Ăńčěąřăĺůěśłĺľ śňżśń řěčşń£řŋżţ őšőąřăęěŋĺľ Ůšőąż ğăďăšĳ řěčşń£řŋőě

őšőąřăęěŋĺě ĺğ ăťťĺŋŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ⊂ A_n = Spm(k[x_1; : : : ; x_n]) ć ăťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě W ⊂ A_m = Spm(k[y_1; : : : ; y_m]), ňż ďőńęŋż ŕőśšřőĺšĳ čőňőňřťĺğň łőńěű

k[y_1; : : : ; y_m]=I(W )^{φ�}−−→ k[x_1; : : : ; x_n]=I(V ) :

Ďń£ ¡šőčő ŋăďő ğăďăšĳ őąřăğż őąřăğş¿źĺţ łőőřďĺŋăšŋőčő łőńĳűă y_i −→ f_i(x_1; : : : ; x_n), ŕřĺů-ěň śďěńăšĳ ¡šő šăł, ůšőąż ćś£łă£ ťşŋłűĺ£ f(y) ĺğ ĺďěăńă I(W ) ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě f_i(x) ćňěśšő y_i ŕřěćřăźăńăśĳ ć ťşŋłűĺ¿ ĺğ ĺďěăńă I(V ) (ĺŋăůě ŋě ŕőńşůĺšś£ čőňőňőřťĺğňă ťăłšőř-łőńěű). Šăłĺň őąřăğőň, ŋăńĺůĺě řěčşń£řŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ V ć W ŋă £ğżłě şřăćŋěŋĺľ őğŋăůăěš, ůšő śşźěśšćşěš ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ, ŕřěćřăźă¿źă£ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źş¿ W , ć śĺśšěňş, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ śńěďśšćĺěň śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źěľ V .

1.6. Śłńěľłă. Šěŕěřĳ, ŋăłőŋěű, ňż ňőęěň ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő (ŋě ăťťĺŋŋőčő)

ăąśšřăłšŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£.

Ăťťĺŋŋőľ łăřšőľ ŋă šőŕőńőčĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě X ŋăğżćăěšś£ őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő V ⊂ X, ŋăďěń-ěŋŋőě śšřşłšşřőľ ăąśšřăłšŋőčő ăťťĺŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£. İšő őğŋăůăěš ŋăńĺůĺě čőňěőňőřťĺğňă Spm(A)^φ−→ U ś ăąśšřăłšŋżň ăťťĺŋŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň (řăśśňăšřĺćăěňżň ś šőŕőńőčĺěľ Ğăřĺśśłőčő) ĺ ťĺłśăűĺ¿ ć łăůěśšćě łőńűă řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă ń¿ąőň őšłřżšőň ŕőďňŋőęěśšćě W ⊂ U šăłĺţ k-ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ f, ďń£ łőšőřżţ łőňŕőğĺűĺ£ f’ ńěęĺš ć k[’^{−1}(W )].

Ŕőłřżšĺě šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X ăťťĺŋŋżňĺ łăřšăňĺ V_ν ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ăšńăśőň, ěśńĺ ń¿ążě ďćě łăřšż V_1 ĺ V_2 śőčńăśőćăŋż ć šőň śňżśńě, ůšő łőńĳűă řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă őšłřżšőň ňŋőęěśšćě V_1 ∩ V_2 ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě śšřşłšşřăňĺ ŋă V_1 ĺ ŋă V_2 ĺğőňőřťŋż. Ďćă ăńčěąřăĺůěśłĺţ ăšńăśă ŋă X ŋăğżćă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ ĺţ łăřšż ŕőŕăřŋő-śőčńăśőćăŋż, š. ě. őąžěďĺŋěŋĺě ĺţ łăřš šăłęě £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ăšńăśőň.

1.6.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ăąśšřăłšŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň ŋăğżćăěšś£ šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ćňěśšě ś ŋěŕşśšżň łńăśśőň ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ăšńăśőć ŋă ŋ-ěň.

Ğăďăůă3.14. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ £ćń£¿šś£ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ: ă) ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Pn(k);

ą) ňŋőęěśšćő ŋşńěľ ń¿ąőčő őďŋőřőďŋőčő ŕőńĺŋőňă ć Pn(k); ć) ňŋőęěśšćő ŋşńěľ ń¿ąőčő őďŋőřőďŋőčő ĺďěăńă ć Pn(k);

č) ăťťĺŋŋă£ ŕř£ňă£ ś řăğďćőěŋŋőľ šőůłőľ, š.ě. řěğşńĳšăš ğăňěŋż őďŋőľ ĺğ šőůěł

ŋă A 1 ŋă ŕăřş ďĺğž¿ŋłšŋżţ šőůěł.

1.6.2. Śšřşłšşřŋżľ ŕşůőł. k-ğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ f ŋă őšłřżšőň ŕőďňŋőęěśšćě U ăń-

čěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ X ŋăğżćăěšś£ řěčşń£řŋőľ, ěśńĺ ě-ě őčřăŋĺůěŋĺě ŋă ŕěřěśěůěŋĺě U ∩ V ś ń¿ąőľ ăťťĺŋŋőľ łăřšőľ V ŕřĺŋăďńěęĺš łőńĳűş řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ k[U ∩ V ]. Řěčşń£řŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă őšłřżšőň ŕőďňŋőęěśšćě U śőśšăćń£¿š łőńĳűő, őąőğŋăůăěňőě k[U].

Śőŕőśšăćńěŋĺě U −→ k[U] ŋăğżćăěšś£ śšřşłšşřŋżň ŕşůłőň ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ X ĺ őąőğŋăůăěšś£ O_X . Ć šăłőň łőŋšěłśšě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă k[U] ŋăğżă¿šś£ śěůěŋĺ£ňĺ śšřşłšşřŋőčő ŕşůłă ŋăď őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ U ĺ ĺţ śőćőłşŕŋőśšĳ őąőğŋăůă¿šś£ ůěřěğ Č (U; O_X) ĺńĺ H^0(O_x; U). Őšňěšĺň, ůšő ďń£ łăęďőčő ćńőęěŋĺ£ őšłřżšżţ ňŋőęěśšć V ,→ U ĺňě¿šś£ čőňőňőřťĺğňż őčřăŋĺůěŋĺ£ r^U_V : k[U] −→ k[V ].

Őšőąřăęěŋĺě X^φ−→ Y ňěęďş ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ ŋăğżćăěšś£ řěčşń£řŋżň, ěśńĺ őŋő ŋěŕřěřżćŋő, ĺ ďń£ ń¿ąőčő őšłřżšőčő ŕőďňŋőęěśšćă U ⊂ Y čőňőňőřťĺğň ŕőďž-ěňă ĺŋďşűĺřşěš őšőąřăęěŋĺě łőńěű řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ k[U]^{φ�}−−→ k[’^{−1}(U)].

Ğăďăůă3.15. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ďń£ řěčşń£řŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ăńčě-

ąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ X ć ăťťĺŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě Y ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż śşęěŋĺě ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ŋă łăęďş¿ ăťťĺŋŋş¿ łăřšş X ążńő řěčşń£řŋżň ňőřťĺğňőň ăťťĺŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ.

Ğăďăůă3.16. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕřőěłűĺ£ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ĺğ ŕőďŕřőśš-

řăŋśšćă ŋă ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő £ćń£ěšś£ řěčşń£řŋżň őšőąřăęěŋĺěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ.

Ğăďăůă3.17. (Šřşďŋă£!) Ďőłăęĺšě, ůšő k[Pn] = k, š.ě. řěčşń£řŋżě ťşŋłűĺĺ,

őŕřěďěń-ěŋŋżě ŋă ćś-ěň ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě | ¡šő łőŋśšăŋšż ĺ šőńĳłő őŋĺ (őśŋőćŋőě ŕőńě | ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő!).

x2 Śţěňż

2.1. Řăśÿĺřěŋĺě łőŋűěŕűĺĺ šőůłĺ. Ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£, őŕřěďěń-ěŋŋżě ć ŕřě-

ďżďşźěň ŕăřăčřăťě, £ćń£¿šś£ ĺğőąřăęěŋĺ£ňĺ łőńěű śŕěűĺăńĳŋőčő ćĺďă, ă ĺňěŋŋő, łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżţ űěńőśšŋżţ ăńčěąř ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň. Ŕżšńĺćżľ şň ťőřňăńĳŋőčő śłńăďă ŋě ğăňěďńĺš ŕőľšĺ ďăńĳÿě ć řĺśőćăŋĺĺ ăńčěąřż ĺ řăğřăąőšăšĳ \čěőňěšřĺůěśłĺľ" £ğżł ďń£ őŕĺśăŋĺ£ čőňőňřťĺğňőć ŕřőĺğćőńĳŋżţ łőńěű. Śńőćő \čěőňěšřĺůěśłĺľ" ćğ£šő ć łăćżůłĺ, ŕőšőňş ůšő ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ňż şęě ĺğőąřăğĺńĺ šőůłăňĺ ćś-ě, ůšő ĺğőąřăęăěšś£ ŋăśšő£źĺňĺ čěőňěšřĺůěśłĺňĺ šőůłăňĺ ć ŋăśšő£źěň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŕőńěň. Šěň ŋě ňěŋěě, śşźěśšćşěš ŋěłőšőřőě řăśÿĺřěŋĺě łőŋűěŕűĺĺ šőůłĺ, łőšőřőě ŕőğćőń£ěš, ěśńĺ ŋě řĺśőćăšĳ ŕőśńěďŋĺě, šő ŕőńĳğőćăšĳś£ ŕřĺ řăąőšě ś ŋĺňĺ ćŕőńŋě čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšşĺűĺěľ, ŕřĺů-ěň ŋă £ğżłě ¡šĺţ őąőąź-ěŋŋżţ šőůěł ňőęŋő ąşďěš őŕěřĺřőćăšĳ ś ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ łőńĳűăňĺ.

Ňż ąşďěň ĺśţőďĺšĳ ĺğ šőčő, ůšő šőůłě ňŋőčőőąřăğĺ£ V ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŕőńěň k śőőšćěšśšćşěš čőňőňřťĺğň ćżůĺśńěŋĺ£ k[V ]^{ev}−−→ k. Řăğşňěěšś£, ňż ňőęěň ćżůĺśń£šĳ ğŋăůěŋĺě ĺ ŋăď łăłĺň-ŋĺąşďĳ ďřşčĺň ŕőńěň k^′. Ŕőńşůĺň čőňőňřťĺğň k[V ]^{ev}−−→ k^′. Ğăňěŋ££ k[V ] ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň A, ňż ňőęěň, šăłĺň őąřăğőň, śůĺšăšĳ ćżůĺśńěŋĺěň ğŋăůěŋĺ£ ¡ńěňěŋšőć ĺğ A ŋăď ŕőńěň K ŕřőĺğćőńĳŋżľ čőňőňőřťĺğň A −→ K. Šőůłĺ A ďőńęŋż łăł-šő ŕăřăňěšřĺğőćăšĳ ćśě šăłĺě čőňőňőřťĺğňż ćő ćśěćőğňőęŋżě ŕőń£ K ćő ćŋşšřěŋŋĺţ šěřňĺŋăţ łőńĳűă A. Ěśšěśšćěŋŋő őśşźěśšćĺšĳ šăłş¿ ŕăřăňěšřĺğăűĺ¿ śőŕőśšăćń££ łăęďőňş čőňőňřťĺğňş ěčő £ďřő { ĺďěăń ć A, ăćšőňăšĺůěśłĺ £ćń£¿źĺľś£ ŕřőśšżň, ŕőśłőńĳłş őąřăğ čőňőňřťĺğňă ć ŕőńě £ćń£ěšś£ łőńĳűőň ąěğ ďěńĺšěńěľ ŋşń£.

2.2. Ŕřőśšőľ śŕěłšř. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ŕřőśšżţ ĺďěăńőć łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă A

ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň śŕěłšřőň ¡šőčő łőńĳűă ĺ őąőğŋăůăěšś£ Spec(A). Ć šőůŋőśšĺ šăłęě, łăł ĺ ŋă ňăłśĺňăńĳŋőň śŕěłšřě, ŋă Spec(A) ňőęŋő ććěśšĺ šőŕőńőčĺ¿ Ğăřĺśśłőčő, őąž£ćĺć

§2: Śţěňż 19

ğăňłŋşšżňĺ ćśěćőğňőęŋżě ňŋőęěśšćă ćĺďă V (I)^{def}= {p ⊂ A | I ⊂ p}, čďě I { ĺďěăń ć A.

Ğăďăůă3.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺ ć śăňőň ďěńě ŕőńşůĺšś£ šőŕőńőčĺ£. Ğăďăůă3.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő V (I) ŋěŕřĺćőďĺňő šőčďă ĺ

šőńĳłő šőčďă, łőčďă I { ŕřőśšőľ ĺďěăń.

Ğăďăůă3.20. Ďőłăęĺšě, ůšő šőůłă p ∈ Spec(A) ğăňłŋşšă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă,

łőčďă ĺďěăń p ⊂ A ňăłśĺňăńěŋ, ĺ şąěďĺšěśĳ, ůšő ğăňżłăŋĺě ŋěğăňłŋşšőľ šőůłĺ p ěśšĳ ŋěŕřĺćőďĺňőě ňŋőęěśšćő V (p) ŋşńěľ ĺďěăńă p.

İńěňěŋšż łőńĳűă A ŋăğżćă¿šś£ čńőąăńĳŋżňĺ řěčşń£řŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ŋă Spec(A). Ŋăğćăŋĺě ¡šő, śłőřěě, şśńőćŋő, ŋő šěň ŋě ňěŋěě, ś łăęďőľ šőůłőľ p ∈ Spec(A) ść£ğăŋ čőňőňőřťĺğň ćżůĺśńěŋĺ£ A^{evp}−−−→ K_p śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć űěńőśšŋőň łőńĳűě K_p^{def}= A=p. Šăłĺň őąřăğőň, őąńăśšĳ ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺľ f ∈ A ňěŋ£ěšś£ őš šőůłĺ ł šőůłě. Ĺ ćś-ě ęě, łăęďă£ f ∈ A őŕřěďěń£ěš ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő V (f) = {p ∈ Spec(A) | f ∈p}, ŋăğżćăěňőě ňŋőęěśšćőň ŋşńěľ ťşŋłűĺĺ f, ĺ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ł ŋěňş őšłřżšőě ŕőďňŋőęěśšćő D(f) = Spec(A) \ V (f).

Ğăďăůă3.21. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őšłřżšżě ŕőďňŋőęěśšćă D(f) śőśšăćń£¿š ąăğĺś őš-

łřżšżţ ňŋőęěśšć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ŋă Spec(A).

Łăł ňż ćĺďěńĺ, ůĺśńő řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ, řěčşń£řŋżţ ŋă őšłřżšőň ŕőďňŋőęěśšćě ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőęěśšćă, şćěńĺůĺćăěšś£ ś ĺğňěĳůěŋĺěň ňŋőęěśšćă ğă śů-ěš šőčő, ůšő ŕő- £ćń£ěšś£ ąőńĳÿěě łőńĺůěśšćő ŋě őąřăźă¿źĺţś£ ć ŋşńĳ ğŋăňěŋăšěńěľ. Ůšőąż őšřăğĺšĳ ¡šő £ćńěŋĺě ć śńşůăě ŕřőśšőčő śŕěłšřă ĺśŕőńĳğşěšś£

2.2.1. Ńőłăńĺğăűĺ£. Ŕşśšĳ A { ń¿ąőě łőńĳűő, ă p ⊂ A { ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń.

Ďőŕőńŋěŋĺě S = A \ p ďő ¡šőčő ĺďěăńă ć A ŋě śőďěřęĺš ŋşń£, śőďěřęĺš 1 ĺ ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£, š. ě. s_1s_2 ∈ S ∀ s_1; s_2 ∈ S. Ďń£ ćś£łőčő šăłőčő ňŋőęěśšćă S ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ łőńĳűő ůăśšŋżţ A[S^{−1}], őŕřěďěń£ěňőě ăŋăńőčĺůŋő ŕőń¿ ůăśšŋżţ^3 łăł ňŋőęěśšćő łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ğăŕĺśěľ a=s, čďě a∈A, s∈S ĺ ďćě ğăŕĺśĺ a_1=s_1 ĺ a_2=s_2 ¡łćĺćăńěŋšŋż, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ s(a_1s_2 − a_2s_1) = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő s∈S.

Ğăďăůă3.22. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő ďěľśšćĺšěńĳŋő őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ, ŕřő-

ďşňăľšě, ŕőůěňş őŋő ĺňěŋŋő šăłőě, ĺ ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřűĺĺ

a_1 s_1 · a_2 s_2 def= a_1 · a_2 s_1 · s_2 ĺ a_1 s_1 + a_2 s_2 def= a_1s_2 + a_2s_1 s_1s_2

łőřřěłšŋő őŕřěďěń£¿š ŋă A[S^{−1}] śšřşłšşřş łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă ś ěďĺŋĺűěľ, ă őšőąřăęěŋĺě A^{locS}−−−→ A[S^{−1}], ŕěřěćőď£źěě a ć a=1, £ćń£ěšś£ čőňőřťĺğňőň łőńěű, £ďřő łőšőřőčő śőćŕăďăěš ś ňŋőęěśšćőň S-ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ć A (š. ě. šăłĺţ a ≠ 0, ůšő sa = 0 ďń£ ŋěłőčő s∈S).

Ć łőńĳűě A[S^{−1}] ĺňěěšś£ řőćŋő őďĺŋ ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń p[S^{−1}]^{def}= loc_S (p), ĺąő ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ ćśě ¡ńěňěŋšż ćŋě p[S^{−1}] őąřăšĺňż ć A[S^{−1}]. Łőńĳűă, őąńăďă¿źĺě šăłĺň śćőľśšćőň, ŋăğżćă¿šś£ ńőłăńĳŋżňĺ, ĺ ŕěřěţőď őš \čńőąăńĳŋőčő" łőńĳűă A ł łőńĳűş ůăśšŋżţ A[S^{−1}] ŋăğżćăěšś£ ńőłăńĺğăűĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőčő ňŋőęěśšćă S. Ěśńĺ ć łăůěśšćě S, łăł ć ŋăÿěň śńşůăě, ąěř-ěšś£ ďőŕőńŋěŋĺě ďő ŕřőśšőčő ĺďěăńă p ⊂ A, šő řěğşńĳšăš ńőłăńĺğăűĺĺ ůăśšő ŋăğżćă¿š ńőłăńĳŋżň łőńĳűőň šőůłĺ p ∈ Spec(A) ĺ őąőğŋăůă¿š A_p ĺńĺ OSpec_{(A)}; p. Ŋăğćăŋĺě ĺŋšşĺšĺćŋő őŕřăćďżćăěšś£ šěň, ůšő ťőřňăńĳŋő őąřăźă£ ćśě ťşŋłűĺĺ, ŋě ğăŋşń£- ¿źĺěś£ ć ďăŋŋőľ šőůłě p, ňż łăł ąż őčřăŋĺůĺćăěň śěą£ šőľ őłřěśšŋőśšĳ¿ ¡šőľ šőůłĺ, čďě śőőšćěšśšćş¿źĺě ğŋăňěŋăšěńĺ ŋě ĺňě¿š ŕőń¿śőć.

3ś ŕőŕřăćłőľ ŋă ćőğňőęŋőě ŋăńĺůĺě ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ć A (ŋő ŋě ć S !)

2.2.2. Śšřşłšşřŋżľ ŕşůőł O_{Spec(A)} ŋă Spec(A) ŋăďěń£ěš łăęďőě őšłřżšőě ňŋőęěśšćő U ⊂ Spec(A) łőńĳűőň Č (U; OSpec_{(A)}), łőšőřőě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, śőśšőĺš ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ őšőąřăęěŋĺľ s, śőŕőśšăćń£¿źĺţ łăęďőľ šőůłě p ∈ U ńőłăńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿ s(p) = f_p=g_p ∈ A_p, ĺ ŋěŕřěřżćŋżţ ć ć śńěďş¿źěň śňżśńě: ∀ q ∈ U ∃ őšłřżšă£ őłřěśšŋőśšĳ q ∈ U^′ ⊂ U ĺ ŕăřă ťşŋłűĺľ f; g ∈ A šăłĺţ, ůšő g ŋě őąřăźăšś£ ć ŋşńĳ ŋĺčďě ŋă U^′ ĺ ∀ p ∈ U^′ s(p) = f=g ć A_p. İńěňěŋšż s łőńĳűă Č (U; OSpec_{(A)}) ŋăğżćă¿šś£ śěůěŋĺ£ňĺ ŕşůłă OSpec_{(A)} ŋăď őšłřżšżň ňŋőęěśšćőň U.

Ğăďăůă3.23. Şąěďĺšěśĳ, ůšő Č (U; O_{Spec(A)}) ďěľśšćĺšěńĳŋő £ćń£ěšś£ łőńĳűőň, ĺ ŕő-

śšřőľšě ďń£ łăęďőľ ŕăřż ćńőęěŋŋżţ őšłřżšżţ ňŋőęěśšć V ⊂ U čőňőňřťĺğň őčřă-

ŋĺůěŋĺ£ Č (U; OSpec_{(A)})^r U V−−→ Č (V; OSpec_{(A)}), Ďőłăęĺšě ďăńěě, ůšő čőňőňřťĺğňż őčřăŋĺůěŋĺ£ őąńăďă¿š śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

ă) r^V_W r^U_V = r^U_W ďń£ ń¿ąőľ şŕőř£ďőůěŋŋőľ šřőľłĺ W ⊂ V ⊂ U.

ą) Ďń£ łăęďőčő ŕőłřżšĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő őšłřżšőčő ňŋőęěśšćă U ŋăąőřőň őšłřż-

šżţ ňŋőęěśšć V_ν ĺ ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă śěůěŋĺľ s_ν ∈ Č (V_ν ; OSpec_{(A)}), łőšőřżě \śőćŕăďă¿š" ŋă ŕěřěśěůěŋĺ£ţ ć šőň śňżśńě, ůšő ∀i; j r^{Vi}_{Vi∩Vj} (s_i) = r^{Vj}_{Vi∩Vj} (s_j ) ć Č (V_i ∩ V_j ; OSpec_{(A)}, śşźěśšćşěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě śěůěŋĺě ŋăď U, őčřăŋĺůěŋĺě łőšőřőčő ŋă łăęďőě ĺğ V_ν śőćŕăďăěš ś s_ν .

Šăłĺň őąřăğőň, śěůěŋĺ£ śšřşłšşřŋőčő ŕşůłă ŋăď őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ őąńăďă¿š ćśěňĺ ťőřňăńĳŋżňĺ ŕřĺğŋăłăňĺ ńőłăńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋżţ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŋăŕřĺňěř, ňż šőęě ňőęěň ćżůĺśń£šĳ ĺţ \ğŋăůěŋĺ£", ąěř£ łńăśś ćżůěšőć

s(p) (mod p)^{def}=^{fp}_{gp} (mod pAp) ∈ A[S^{−1}]=pA[S^{−1}] ≃ A=p = Kp :

2.2.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕăřă Spec(A); O_{Spec(A)}, čďě A { ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő, ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋőľ śţěňőľ.

Ğăďăůă3.24. Ŕőďşňăľšě, łăł őŕřěďěńĺšĳ śłńěľłş ăťťĺŋŋżţ śţěň ĺ őąźĺě (ŋěăť-

ťĺŋŋżě) śţěňż, ă šăłęě řěčşń£řŋżě ťşŋłűĺĺ ŋă ŋĺţ ĺ řěčşń£řŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ňěęďş ŋĺňĺ.

Ňż ŋě ąşďěň čńşąęě şţőďĺšĳ ć šőŋłőśšĺ šěőřĺĺ śţěň, ŕőśłőńĳłş ć ¡šőň łşřśě śţěňż ŋăň ŕőšřěąş¿šś£ ńĺÿĳ łăł śřěďśšćő ŕřĺćńěůěŋĺ£ čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšşĺűĺĺ ł ĺğşůěŋĺ¿ śćőľśšć łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű ĺ ĺţ čőňőňőřťĺğňőć.

2.3. Čěőňěšřĺůěśłĺľ ăŋăńĺğ čőňőřťĺğňőć łőńěű. §ğżł śţěň ďă-ěš ćŕőńŋě ăďěłćăšŋş¿

čěőňěšřĺğőćăŋŋş¿ ŕěřěťőřňşńĺřőćłş ćśěľ ăńčěąřż, ść£ğăŋŋőľ ś łőňňşšăšĺćŋżňĺ łőńĳűăňĺ ĺ ĺţ čőňőňőřťĺğňăňĺ. Ŋăŕřĺňěř, ŕő ŕřőĺğćőńĳŋőňş čőňőňőřťĺğňş A^{φ�}−−→ B ŕřőĺğćőńĳŋżţ łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű śšřőĺšś£ ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě Spec(B)^φ−→ Spec(A), ŕěřěćőď£źěě

q∈B ć ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ ’^{∗−1}(q) ∈ A. Šăłĺě őšőąřăęěŋĺ£ śŕěłšřőć ŋăğżćă¿šś£ řěčşń£řŋżňĺ.

Ğăďăůă3.25. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ ŕřőśšőčő ĺďěăńă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřő-

ĺğćőńĳŋőčő čőňőňřťĺğňă ŕřőĺğćőńĳŋżţ łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű ćśěčďă £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň ĺďěăńőň.

Ğăďăůă3.26. (Ŋěőą£ğ£šěńĳŋă£.) Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěřż, ŕőłăğżćă¿źĺě, ůšő ďń£

ňăłśĺňăńĳŋżţ ĺďěăńőć ¡šő ŋěćěřŋő.

Ŕřěďşŕřěęďěŋĺě. Ňż ćĺďěńĺ ćżÿě, ůšő ć čěőňěšřĺůěśłőľ śĺšşăűĺĺ ŕřőőąřăğ

ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺďěăńă ňăłśĺňăńěŋ. Ŕő¡šőňş łőŋšřŕřĺňěřż ŋăďő ĺśłăšĳ ŋě śřěďĺ ăńčěąř ŋăď ŕőńěň!

Ğăďăůă3.27. Ŕřőćěřĳšě, ůšő řěčşń£řŋőě őšőąřăęěŋĺě śŕěłšřőć ďěľśšćĺšěńĳŋő ŋě-

ŕřěřżćŋő.

2.3.1. Ŕřĺňěř: ĺğőňőřťĺğň śţěň. Łăł ĺ ć śńşůăě ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ,

ĺğőňőřťĺğň ŕřőĺğćőńĳŋżţ łőńěű ĺŋďşűĺřşěš, őůěćĺďŋő, čőňěőňőřťĺğň ĺğ śŕěłšřőć. Ć ¡šőň śńşůăě śőőšćěšśšćş¿źĺě śţěňż ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňőřťŋżňĺ.

2.3.2. Ŕřĺňěř: ğăňłŋşšőě ćńőęěŋĺě. İŕĺňőřťĺğň łőńěű A^{φ�}−−→ B šăłęě ĺňěěš

ŕřőśšş¿ čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿. Ĺďěăń I = ker(’^∗) ⊂ A őŕřěďěń£ěš ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő V (I) ⊂ Spec(A), ŕřĺů-ěň ěčő šőŕőńőčĺ£, ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ śő Spec(A) śőćŕăďăěš (şąěďĺšěśĳ!) ś šőŕőńőčĺěľ ěčő łăł śţěňż Spec(A=I). Ŕőśłőńĳłş ’^∗ ĺŋďşűĺřşěš ĺğőňőřťĺğň A=I ś B, śţěňă Spec(B) őšőęďěśšćń£ěšś£ ś V (I). Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő Spec(B) £ćń£ěšś£ ğăňłŋşšőľ ŕőďśţěňőľ ć Spec(A) ĺ ŋăğżćă¿š Spec(B)^φ−→ Spec(A) ğăňłŋşšżň ćńőęěŋĺěň.

Ğăďăůă3.28. Ŕşśšĳ A^{φ�}−−→ B { čőňőřťĺğň łőńěű, Spec(B)^φ−→ Spec(A) { śőőš-

ćěšśšćş¿źěě řěčşń£řŋőě őšőąřăęěŋĺě ăťťĺŋŋżţ śţěň ĺ V (I) ⊂ Spec(B) { ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő ć B. Ďőłăęĺšě, ůšő ğăňżłăŋĺě ’(V (I)) ć Spec(A) ěśšĳ V (J) ⊂ Spec(A), čďě J { ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ I őšŋőśĺšěńĳŋő ’^∗.

Ŕřěďşŕřěęďěŋĺě. Őąřăğ ğăňłŋşšőčő ňŋőęěśšćă, ćőőąźě čőćőř£, ŋěğăňłŋşš (śŕřő-

ěłšĺřşľšě, ŋăŕřĺňěř, čĺŕěřąőńş xy = 1 ŋă ŕř£ňş¿ y = 0 ćďőńĳ őśĺ OY ).

2.3.3. Ŕřĺňěř: řăśÿĺřěŋĺ£ łőńěű. Ćőŕřěłĺ őęĺďăŋĺ£ň, čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšă-

űĺ£ ćńőęěŋĺ£ łőńěű A ⊂ B őłăğżćăěšś£ ŋě šăłőľ ŕřőśšőľ, łăł ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ¡ŕĺňőřťĺğňőć. Śőőšćěšśšćş¿źěě őšőąřăęěŋĺě śŕěłšřőć ŕěřěćőďĺš łăęďş¿ šőůłş q ⊂ B ć šőůłş q ∩ A ⊂ A. Šőš ęě ŕřĺňěř ś ŕřőěłűĺěľ čĺŕěřąőńż, łőšőřőňş őšćěůăěš ćńőęěŋĺě k[x] ć k[x; y]=(xy − 1) ŕő ŕřăćĺńş x −→ x (mod xy − 1) , ŕőłăğżćăěš, ůšő őšőąřăęěŋĺě śŕěłšřőć ćńőęěŋŋżţ łőńěű, ćőőąźě čőćőř£, ŋě ¡ŕĺňőřťŋő. Ŋă £ğżłě ĺďěăńőć ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ŋě ş ćś£łőčő ŕřőśšőčő (ă ć ŕřĺňěřě { ďăęě ĺ ňăłśĺňăńĳŋőčő) ĺďěăńă p ⊂ A ĺňěěšś£ ŕőďž-ěň ć řăśÿĺřěŋĺě B ⊂ A. Ăŋăńĺğş šěţ śńşůăěć, łőčďă šăłőľ ŕőďž-ěň ćś-ě ęě ĺňěěš ňěśšő, ŕőść£ź-ěŋ śńěďş¿źĺľ ŕăřăčřăť. Ć ůăśšŋőśšĺ, ňż şćĺďĺň, ůšő łăğşś ś ŕřőěłűĺěľ čĺŕěřąőńż ćśěčďă ĺśŕřăćń£ěšś£ ňăńżň ÿěćěńěŋĺěň ŋăŕřăćńěŋĺ£ ŕřőěłűĺĺ.

x3 Űěńżě ¡ńěňěŋšż

3.1. Ăřĺťňěšĺůěśłă£ ňőšĺćĺřőćłă. Ŕřĺ ĺğşůěŋĺĺ ňŋőčőůńěŋőć ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő-

¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ćăęŋş¿ řőńĳ ĺčřă¿š śőőąřăęěŋĺ£ ďěńĺňőśšĺ ć łőńĳűě Z⊂ Q, ĺąő şňŋőęă£ ňŋőčőůńěŋ ĺğ Q[x] ŋă ŕőďţőď£źěě űěńőě, ňż ŕőńşůăěň ňŋőčőůńěŋ ĺğ Z[x], ł łőšőřőňş ŕřĺňěŋĺňă ďőćőńĳŋő řăğćĺšă£ ăřĺťňěšĺůěśłă£ ňăÿĺŋěřĺ£.

Ğăďăůă3.29. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ p=q ∈ Zňőęěš ążšĳ łőřŋěň ňŋő-

čőůńěŋă ĺğ Z[t] ńĺÿĳ ć śńşůăě, łőčďă p ďěńĺš śćőąőďŋżľ ůńěŋ, ă q ďěńĺš śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă.

Ğăďăůă3.30. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ Z[t] ŋěŕřĺćőďĺň ĺ ć Q[t]. Łőňňěŋšăřĺľ. İšő şšćěřęďěŋĺě ĺğćěśšŋő łăł Ńěňňă Čăşśśă ĺ, łăł ŕřăćĺńő, ďő-

łăğżćăěšś£ ć ŕěřćőň śěňěśšřě şŋĺćěřśĺšěšśłőčő łşřśă ăńčěąřż. Ŋĺęě ć n^o 3.2 ňż ďőłăęěň ě-ě őąőąźěŋĺě.

Ćőğŋĺłăěš ěśšěśšćěŋŋőě ęěńăŋĺě śłőŋśšřşĺřőćăšĳ ŋěůšő ŕőďőąŋőě ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕőńě ăńčěąřăĺůěśłĺţ ůĺśěń, š. ě. ŕőśšřőĺšĳ ć ŕřőĺğćőńĳŋőň łőŋěůŋőň řăśÿĺřěŋĺĺ K ⊃ Q ŋěłőě ŕőďłőńĳűő K ⊃ O_K ⊃ Z, łőšőřőě ąż ćżŕőńŋ£ńő řőńĳ łőńĳűă Z. Ĺŋšşĺšĺćŋő, ţőšěńőśĳ ąż, ůšőąż ¡šĺ őąőąź-ěŋŋżě űěńżě ůĺśńă śőśšăćń£ńĺ řěÿ-ěšłş ć K ĺ őďŋőćřěňěŋŋő łőńĳűő, ĺ ůšőąż K ążńő ŕőńěň ůăśšŋżţ ďń£ O_K . Łőśćěŋŋżň şłăğăŋĺěň ŋă ŕőńěğŋőśšĳ šăłőľ łőŋśšřşłűĺĺ £ćń£¿šś£ űěńżě Čăşśśőćż ůĺśńă {n+im | m; n ∈ Z} ⊂ Q[i], ŕřĺ ŕőňőźĺ łőšőřżţ řěÿăěšś£ ř£ď łřăśĺćżţ ăřĺťňěšĺůěśłĺţ ğăďăů (ść£ğăŋŋżţ ś łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ x^2 + y^2, ďń£ řăğńőęěŋĺ£ łőšőřőľ ŋă ňŋőęĺšěńĺ ĺ ŕřĺţőďĺšś£ ŕřĺśőěďĺŋ£šĳ i = √ −1).

Ĺšăł, ňż ďőńęŋż řěÿĺšĳ, łăłĺě ůĺśńă ć łőŋěůŋőňěřŋőň ŕőńě K ⊃ Q ŕřăćĺńĳŋő śůĺšăšĳ űěńżňĺ?

Ğăďăůă3.31. Ŕřěęďě ůěň ůĺšăšĳ ďăńĳÿě, ŕřěďńőęĺšě śćőľ ćăřĺăŋš őšćěšă ŋă ¡šőš

ćőŕřőś.

Řěÿěŋĺě (ŕřěďńőęěŋŋőě ćő ćšőřőľ ŕőńőćĺŋě ŕřőÿńőčő ćěłă) śőšőĺš ć šőň, ůšő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă ŕőń£ K ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě K ŋăď ŕőńěň Q. Ć łőőřďĺŋăšăţ ŋăď Q ¡šĺ őŕěřăšőřż ğăŕĺśżćă¿šś£ ňăšřĺűăňĺ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ. Ŋăğőć-ěň őŕěřăšőř “ űěńżň, ěśńĺ ć K ŋăľďěšś£ “-ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L, ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě łőšőřőčő ŋăď Q őčřăŋĺůěŋĺě “|_L ğăŕĺśżćăěšś£ űěńőůĺśńěŋŋőľ ňăšřĺűěľ.

İšő şśńőćĺě ďőŕşśłăěš ř£ď ŕěřěťőřňşńĺřőćőł, ŕřĺčőďŋżţ ĺ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ ŕřőĺğćőńĳŋżţ łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű.

3.1.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ A ⊂ B { ŕřőĺğćőńĳŋżě łőňňşšăšĺćŋżě łőńĳűă. Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă ¡ńěňěŋš b∈B ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż:

(i) śşźěśšćşěš A-ňőďşńĳ M ⊂ B, łőšőřżľ b-ĺŋćăřĺăŋšěŋ^4, ¡ťťěłšĺćěŋ^5 ĺ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋ^6 (ii) A-ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ąěśłőŋěůŋőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć {1; b; b^2; b^3; : : : } £ćń£ěšś£ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżň A-ňőďşńěň.

(iii) Ŋěłőšőřă£ śšěŕěŋĳ b^n A-ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ňěŋĳÿĺě śšěŕěŋĺ, š. ě. b şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿

b^n = a_1b^{n−1} + a_2b^{n−2} + · · · + a_{n−1}b + a_n ; a_ν ∈ A

(łőšőřőě ŋăğżćăěšś£ şřăćŋěŋĺěň űěńőľ ğăćĺśĺňőśšĺ b ŋăď A).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őůěćĺďŋő, ůšő ĺğ (iii) śńěďşěš (ii) ĺ ĺğ (ii) śńěďşěš (i). Ůšőąż ćżćěśšĺ

(iii) ĺğ (i), ćżąěřěň ć M śĺśšěňş őąřăğş¿źĺţ ŋăď A ĺ ğăŕĺÿěň őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă b ć ćĺďě ňăšřĺűż ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ A. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ffl(t) ¡šőľ ňăšřĺűż šăłęě ąşďěš ĺňěšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺğ A śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš 1. Ć śĺńş šőęďěśšćă Čăňĺńĳšőŋă- Ł¡ńĺ őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă ffl(b) ăŋŋşńĺřşěš M, őšłşďă ffl(b) = 0, ůšő ĺ ďă-ěš şřăćŋěŋĺě űěńőľ ğăćĺśĺňőśšĺ.

2_4 š. ě. bM ⊂ M 5š. ě. Ann_A(M )^{def}= {a ∈ A | am = 0 ∀ m ∈ M } = {0} 6Łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě ňőďşńĺ ŋě śńěďşěš ŕşšăšĳ ś łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżňĺ ăńčěąřăňĺ. Šő, ůšő A-ňőďşńĳ M ŕőřőęďăěšś£ ¡ńěňěŋšăňĺ {ζ1, ζ2, . . . , ζ_k}, őğŋăůăěš, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ůšő ń¿ąőľ ζ ∈ M £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ζ = ∑ a_ν ζ_ν ś a_ν ∈ A. Ć ůăśšŋőśšĺ, ć śńşůăě A = Z, B = K ⊃ Q ŕěřćőě şśńőćĺě ńěňňż ć šőůŋőśšĺ őŕĺśżćăěš śĺšşăűĺ¿, łőčďă şňŋőęěŋĺě ŋă b ŕěřěćőďĺš Q-ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş M ć śěą£ ĺ ğăŕĺśżćăěšś£ űěńőůĺśńěŋŋőľ ňăšřĺűěľ ć ń¿ąőň Z-ąăğĺśě M .

Ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőśšĳ ¡šőňş, łőŋěůŋă£ ŕőřőęď-ěŋŋőśšĳ A-ăńčěąřż R, śłăęěň, ¡ńěňěŋšăňĺ {α_1, α_2, . . . , α_k} őğŋăůăěš, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋżľ α ∈ A £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš α_ν , š. ě. A-ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ńĺÿĳ ůěřěğ ćśěćőğňőęŋżě śšěŕěŋĺ α_ν .

3.1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. İńěňěŋšż b şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ£ň ŕřěďżďşźěľ ńěňňż ŋăğżćă¿šś£ űěńżňĺ ŋăď łőńĳűőň A.

Łőńĳűő B ŋăğżćăěšś£ űěńżň ŋăď łőńĳűőň A, ěśńĺ ćśě ěčő ¡ńěňěŋšż űěńż ŋăď A. Řăśÿĺřěŋĺ£ B ⊃ A, ć łőšőřżţ B űěńő ŋăď A, ŋăğżćă¿šś£ űěńżňĺ.

Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ űěńżţ ŋăď A ¡ńěňěŋšőć ŕřőĺğćőńĳŋőčő řăśÿĺřěŋĺ£ A ⊂ R ŋăğżćăěšś£ űěńżň ğăňżłăŋĺěň A ć R. Űěńőśšŋőě (š. ě. ąěğ ďěńĺšěńěľ ŋşń£) łőńĳűő ŋăğżćăěšś£ űěńőğăňłŋşšżň ĺńĺ ŋőřňăńĳŋżň, ěśńĺ ěčő űěńőě ğăňżłăŋĺě ć ěčő ŕőńě ůăśšŋżţ śőćŕăďăěš ś ŋĺň śăňĺň.

3.1.3. Ŕřĺňěř. Łőńĳűő Zűěńőğăňłŋşšő. İšő śřăğş śńěďşěš ĺğ ğăď.3.29: ěśńĺ řăűĺőŋăńĳ-

ŋőě ůĺśńő £ćń£ěšś£ łőřŋěň şřăćŋěŋĺ£ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, šő ğŋăňěŋăšěńĳ ć ěčő ŋěśőłřăšĺňőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ňőęěš ążšĳ šőńĳłő ±1.

3.1.4. Ŕřĺňěř: łőŋěůŋżě řăśÿĺřěŋĺ£. Ŕşśšĳ A ⊂ B ĺ B łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋő łăł A-ňőďşńĳ. Šőčďă B űěńő ŋăď A. İšő śřăğş śńěďşěš ĺğ Ńň.3.1.1 (i). Ŕő ăŋăńőčĺĺ ś łőŋěůŋżňĺ řăśÿĺřěŋĺ£ňĺ ŕőńěľ, řăğąĺřăćÿĺňĺś£ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, šăłĺě řăśÿĺřěŋĺ£ łőńěű šăłęě ŋăğżćă¿šś£ łőŋěůŋżňĺ.

3.1.5. Ŕřĺňěř: ĺŋćăřĺăŋšż łőŋěůŋőľ čřşŕŕż. Ŕşśšĳ łőŋěůŋă£ čřşŕŕă G ďěľśšćşěš

łőńĳűěćżňĺ ăćšőňőřťĺğňăňĺ ŋă łőńĳűě A. Ŕőďłőńĳűő A^{G def}= {a ∈ A | g(a) = a ∀ g ∈ G } ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň G-ĺŋćăřĺăŋšőć.

Ğăďăůă3.32. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő ĺ ćŕřăćďş ŕőďłőńĳűő.

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő A űěńő ŋăď A^G. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ {a_1; a_2; : : : ; a_k} { G-őřąĺšă ŕřőĺğćőńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă a_1 ∈ A. Šőčďă a_1 { łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă f(t) = (t − a_1)(t − a_2) · · · (t − a_k), ĺňě¿źěčő śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš 1 ĺ ŕřőůĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺğ A^G (ĺąő őŋĺ ąşďşš śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ őš a_ν , łőšőřżě ŕřőśšő ŕěřěśšăćń£¿šś£ čřşŕŕőľ G). Őďŋő ĺğ ŕřĺňěŋěŋĺľ ŕőďőąŋőčő řăśśşęďěŋĺ£ śň. ŋĺęě ć n^o 3.2.

3.1.6. Ŕřěďńőęěŋĺě. Űěńőě ğăňżłăŋĺě A ć B ⊃ A ćśěčďă £ćń£ěšś£ łőńĳűőň. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćś-ě ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ śőŕőśšăćńěŋĺ£ şśńőćĺľ (i) ĺ (ii) Ńň.3.1.1: ěśńĺ

ćśě űěńżě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě śšěŕěŋĺ ¡ńěňěŋšőć b_1 ĺ b_2 śőďěřęăšś£ ć A-ňőďşń£ţ, ŕőřőęď-ěŋŋżţ, śőőšćěšśšćěŋŋő, łőŋěůŋżňĺ ŋăąőřăňĺ b^ν_1 ś 0 ≤ < n ĺ b^μ_2 ś 0 ≤ — < m, šő őŕěřăšőřż şňŋőęěŋĺ£ ŋă b_1b_2 ĺ ŋă (b_1 + b_2) ŕěřěćőď£š ć śěą£ łőŋěůŋżľ A-ňőďşńĳ, ŕőřőęď-ěŋŋżľ ŋăąőřőň b^ν_1b^μ_2 ś 0 ≤ < n, 0 ≤ — < m. 2 3.1.7. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ C ⊃ B ⊃ A { łőňňşšăšĺćŋżě łőńĳűă, B űěńő ŋăď A ĺ c∈C űěń ŋăď B. Šőčďă c űěń ŋăď A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ b1; b2; : : : ; bn | łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřăćőľ ůăśšĺ şřăćŋěŋĺ£ űěńőľ ğă-

ćĺśĺňőśšĺ c ŋăď B, ĺ ŕşśšĳ ďń£ łăęďőčő i = 1; 2; : : : ; n ćśě śšěŕěŋĺ b_i A-ńĺŋěľŋő ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŕěřćżţ ŋěśłőńĳłĺţ śšěŕěŋěľ b^{νi}_i , 0 ≤ _i < m_i. Šőčďă şňŋőęěŋĺě ŋă c ŕěřěćőďĺš ć śěą£ łőŋěůŋżľ A-ňőďşńĳ, ŕőřőęď-ěŋŋżľ ćśěćőğňőęŋżňĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ

c^μ · b^{ν1}_1 · b^{ν2}_2 · · · · · b^{νn}_n ;

čďě 0 ≤ — < n, 0 ≤ _i < m_i. 2 3.2. Ńěňňă Čăşśśă-Ďěďěłĺŋďă-Łřőŋěłěřă. Ŕşśšĳ

¸(t) = a_0t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n

˛(t) = b_0t^m + b_1t^{m−1} + · · · + b_{m−1}t + b_m ‚(t) = ¸(t) · ˛(t) = c_0t^{n+m} + c_1t^{n+m−1} + · · · + c_{n+m−1} t + c_{n+m}

| ňŋőčőůńěŋż, řăśśňăšřĺćăěňżě ťőřňăńĳŋő, š. ě. łăł ¡ńěňěŋšż łőńĳűă

B = Z[t; a0; : : : ; an; b0; : : : ; bm] :

Łő¡ťťĺűĺěŋšż c_ν ∈ B ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ a_ν ĺ b_μ ŕő ĺğćěśšŋżň ťőřňşńăň ĺ ŕőřőęďă¿š ŕőďłőńĳűő A ≃ Z[c_0; : : : ; c_{n+m}] ⊂ B.

3.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ć őŕĺśăŋŋőľ ćżÿě śĺšşăűĺĺ ćśě ŕőŕăřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ aibj ∈ B űěńż ŋăď A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćńőęĺň B ć ąőńĳÿěě łőńĳűő R = Z[t; a0; b0; x1; : : : ; xn+m], ŕőřőęď-ěŋŋőě

ťőřňăńĳŋżňĺ łőřŋ£ňĺ ňŋőčőůńěŋőć ¸(t) ĺ ˛(t). İšő ćńőęěŋĺě ğăďă-ěšś£ śőŕőśšăćńěŋĺěň

a_ν −→ (−1)^ν a_0ff_ν (x_1; : : : ; x_n) b_μ −→ (−1)^μb_0ff_μ(x_{n+1}; : : : ; x_{n+m}) ;

čďě ; — ≥ 1. Ć R ćśě ŋăÿĺ ňŋőčőůńěŋż řăśłńăďżćă¿šś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ:

¸(t) = a_0^{n∏}_{ν=1}(t − x_ν ) ˛(t) = b_0^{n+m∏}_{ν=n+1}(t − x_ν ) ‚(t) = c_0^{n+m∏}_{ν=1} (t − x_ν )

Śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă S_{n+m} ďěľśšćşěš ŋă R ŕěřěśšăŋőćłăňĺ ťőřňăńĳŋżţ łőřŋěľ. Łăł ĺ ć n^o 3.1.5, řăśśňőšřĺň őřąĺšş {p_1; p_2; : : : ; p_s} ¡ńěňěŋšă p_1 = ff_i(x_1; : : : ; x_n) · ff_j (x_{n+1}; : : : ; x_{n+m}) ĺ śőśšăćĺň űěńőě şřăćŋěŋĺě (t − p_1)(t − p_2) · · · (t − p_s) = 0 ŋă p_1. Łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ńěęăš, őůěćĺďŋő, ć Z[c_0; : : : ; c_{n+m}], šăł ůšő şňŋőęĺć őąě ůăśšĺ ŋă ŕőďţőď£źş¿ śšěŕěŋĳ (−1)^{i+j} c_0, ŕőńşůĺň şřăćŋěŋĺě űěńőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ŋă a_ib_j = (−1)^{i+j} c_0p_1.

2_{Ğăďăůă3.33. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ěśńĺ b űěń ŋăď A, šő ĺ ćśě ěčő A-łřăšŋżě űěńż ŋăď A.}

Ğăďăůă3.34. Ŕşśšĳ O | űěńőśšŋőě űěńőğăňłŋşšőě łőńĳűő ś ŕőńěň ůăśšŋżţ K. Ĺś-

ŕőńĳğş£ n^o 3.2 ďőłăęĺšě, ůšő:

ă) ěśńĺ ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ O[t] řăśłńăďżćăěšś£ ć K[t] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ

ňŋőčőůńěŋőć śő śšăřÿĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ 1, šő őąă ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋă ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ńěęăš ć O[t];

ą) ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ ĺğ O[t] ŋěŕřĺćőďĺň ć O[t], šő őŋ ŋěŕřĺćőďĺň ĺ ć K[t]. 3.3. Űěńżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ůĺśńă. Őąřăšĺňś£ őŕ£šĳ ł śńşůă¿, łőčďă A = Z| łőńĳűő

űěńżţ řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń, ă B = O_K ⊂ K | ěčő űěńőě ğăňżłăŋĺě ć łőŋěůŋőň ăńčěąřăĺůěśłőň řăśÿĺřěŋĺĺ K ⊃ Q. Łőńĳűő O_K ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň űěńżţ (ăńčěąřăĺůěśłĺţ) ůĺśěń ŕőń£ K. 3.3.1. Ńěňňă. ∀ “ ∈ K ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ űěńőě řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő m ∈ N, šăł ůšőąż m“ ∈ O_K . Ć ůăśšŋőśšĺ, ń¿ąőľ ąăğĺś ŕőń£ K ŋăď Q ňőęŋő ŕőśńě ďőňŋőęěŋĺ£ ŋă ŕőďţőď£źěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő śůĺšăšĳ śőśšő£źĺň ĺğ űěńżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ůĺśěń. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ňĺŋĺňăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě ŋă “ ŋăď Q ĺňěěš ćĺď

“^n + p^1

q_1

“^{n−1} + p^2 q_2

“^{n−2} + · · · + p^n q_n

= 0 ;

šő ŕőńăčă£ q = ŊŐŁ(q_1; q_2; : : : ; q_n) ĺ şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ ŋă q^n, ňż ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě űěńőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ŋă q“ ŋăď Z. 2 3.3.2. Śńěď. Ďń£ ćś£łőčő “ ∈ K őąőğŋăůĺň ůěřěğ Sp(“) śńěď őŕěřăšőřă şňŋőęěŋĺ£ ŋă “ ć K. Ŕőśłőńĳłş śńěď ěďĺŋĺűż Sp(1) = 1 + 1 + · · · + 1

dim K

= dimK, śńěď £ćń£ěšś£ ŋěŋşńěćżň^7

Q-ğŋăůŋżň ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě K.

3.3.3. Ńěňňă. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ űěńőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ůĺśńă ĺňěěš űěńżě łő- ¡ťťĺűĺěŋšż, ĺ śńěď űěńőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ůĺśńă | űěń.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ “ ∈OK | űěń, ĺ f(“) = 0 | ěčő şřăćŋěŋĺě űěńőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ŋăď

Z, ă ’(“) = “^k + q1“^{k−1} + · · · + qk−1“ + qk | ěčő ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋăď Q. Ŕőśłőńĳłş

’ ďěńĺš f ć Q[t] ĺ őąă őŋĺ ĺňě¿š śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš 1, ŕő ńěňňě Čăşśśă (ğăď.3.34) ćśě őśšăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż q_i šăłęě ąşďşš űěńżňĺ.

Ŕşśšĳ L ≃ Q[t]=(’(t)) | ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőďŕőńě ć K, śőďěřęăźěě Q ĺ “. Ŕőśłőńĳłş K | ¡šő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď L, ňż ĺňěěň “-ĺŋćăřĺăŋšŋőě řăğńőęěŋĺě

K = L ⊕ L ⊕ · · · ⊕ L

dimL(K) : Šăłĺň őąřăğőň, Sp(“) ěśšĳ şňŋőęěŋŋżľ ŋă dim_L(K) śńěď őŕěřăšőřă şňŋőęěŋĺ£ ŋă “ ć ŕőńě

Q[t]=(’(t)). Ŕőśńěďŋĺľ, őůěćĺďŋő, řăćěŋ q1 ĺ ŕő ďőłăğăŋŋőňş ćżÿě űěń. 2_{Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ”; “ ∈ K őąőğŋăůĺň ůěřěğ Sp(”; “) śńěď ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ”“. Őůěćĺďŋő,}

ůšő Sp(”; “) £ćń£ěšś£ Q-ğŋăůŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ŋă K × K, ŕřĺů-ěň őŋă ŕřĺŋĺňăěš űěńżě ğŋăůěŋĺ£ ŋă Z-ŕőďňőďşńě O_K × O_K .

Ńěčłő şśňőšřěšĳ, ůšő ¡šă ťőřňă ŋěćżřőęďěŋă. Ěśńĺ ćěłšőř » ≠ 0 ŋăţőďĺńś£ ć £ďřě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż śńěďă ĺ ĺňěěš ŋşńěćżě śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ śő ćśěňĺ ćěłšőřăňĺ ŋěłőšőřőčő ąăğĺśă {“_1; “_2; : : : ; “_n} ŕőń£ K ŋăď Q, šő ć ąăğĺśě {»“_1; »“_2; : : : ; »“_n} ťşŋłűĺőŋăń śńěďă ĺňěěš ŋşńěćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, ůšő ŋěćőğňőęŋő.

3.3.4. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ K ⊃ Q { łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě ĺ dimQ(K) = n. Łőńĳűő űěńżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ůĺśěń O_K śőśšăćń£ěš n-ňěřŋş¿ űěńőůĺśńěŋŋş¿ ŕőďřěÿ-ěšłş ć K (š. ě. £ćń£ěšś£ śćőąőďŋżň Z-ňőďşńěň řăŋčă n).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżąěřěň ąăğĺś {“1; “2; : : : ; “n} ŕőń£ K ŋăď Q, śőśšő£źĺľ ĺğ ¡ńěňěŋšőć

OK . Ŕşśšĳ {^^“1;^^“2; : : : ;^^“n} { ďćőľśšćěŋŋżľ ąăğĺś őšŋőśĺšěńĳŋő śńěďă, őŕřěďěń£ěňżľ şśńőćĺ£ňĺ

Sp(^“_i; “_j ) = ‹_{ij} (őŋ śşźěśšćşěš ćśńěďśšćĺĺ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ ťőřňż). Šőčďă O_K śőďěřęĺšś£ ć śćőąőďŋőň Z-ňőďşńě, ŕőřőęď-ěŋŋőň {^“_1; ^“_2; : : : ; ^“_n}. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ űěńőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ůĺśńă ŕő ¡šőňş ąăğĺśş £ćń£¿šś£ űěńżňĺ, ĺąő őŋĺ śşšĳ śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ś ćěłšőřăňĺ ďćőľśšćěŋŋőčő ąăğĺśă, łőšőřżľ űěń.

Łăł ŕőďňőďşńĳ śćőąőďŋőčő Z-ňőďşń£, ňőďşńĳ O_K šăłęě ąşďěš śćőąőďěŋ, ă šăł łăł ěčő

Q-ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă śőćŕăďăěš ś K, rk OK = n. 2 7Ěśńĺ ćňěśšő Q řăśśňăšřĺćăěšś£ ŕőńě łőŋěůŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ, šő ¡šő, ćőőąźě čőćőř£, ŋěćěřŋő. Őďŋăłő, ŋăÿă ćżłńăďłă ŕőłăğżćăěš, ůšő śńěď ŋěŋşńěćőľ, ěśńĺ śšěŕěŋĳ řăśÿĺřěŋĺ£ ŋě ďěńĺšś£ ŋă ţăřăłšěřĺśšĺłş ŕőń£. Řăśÿĺřěŋĺ£, ďń£ łőšőřżţ ťşŋłűĺőŋăń śńěďă ŋěšřĺćĺăńěŋ, ŋăğżćă¿šś£ śěŕăřăąěńĳŋżňĺ. Řăśÿĺřěŋĺ£, ć łőšőřżţ śńěď šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćőľ, ŋăğżćă¿šś£ ŋěśěŕăřăąěńĳŋżňĺ.

Ğăďăůă3.35. Őŕĺÿĺšě łőńĳűő űěńżţ ůĺśěń ć řăśÿĺřěŋĺ£ţ Q[ √ −1], Q[ √ −3], Q[ √ 3] ĺ Q[^√5]. Ŕőŕżšăľšěśĳ ďăšĳ őšćěš ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő łćăďřăšĺůŋőčő řăśÿĺřěŋĺ£ Q[^√d], čďě d { ŋăšşřăńĳŋőě, śćőąőďŋőě őš łćăďřăšőć (ćĺď őšćěšă ğăćĺśĺš őš ćżůěšă

d (mod 4) ).

3.4. Űěńőśšĳ ĺ őąřăšĺňőśšĳ. Ćěřŋ-ěňś£ ćŋőćĳ ł ŕřőĺğćőńĳŋżň űěńżň řăśÿĺřěŋĺ£ň B ⊃ A. Ĺŋšşĺšĺćŋő £śŋő, ůšő ¡ńěňěŋš, őąřăšŋżľ ł űěńőňş, řěďłő łőčďă ążćăěš űěńżň.

3.4.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ B ⊃ A űěńő ŋăď A. Šőčďă (i) ěśńĺ B | ŕőńě, šő ĺ A | ŕőńě;

(ii) ěśńĺ A | ŕőńě ĺ ć B ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, šő ĺ B | ŕőńě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ B { ŕőńě, šő ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš a∈A őąřăšĺň ć B, ĺ ŕő şśńőćĺ¿ a^{−1} ∈B

űěń ŋăď A, š. ě.

a^{−n} = a_1a^{−n+1} + a_2b^{−n+2} + · · · + a_{−1}b + a_n ; a_ν ∈ A : Şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ ŋă a^{n−1}, ŕőńşůăěň, ůšő a^{−1} ∈A.

Ŕşśšĳ A { ŕőńě. Őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě ŋěŋşńěćőě b ∈ B ŕěřěćőďĺš ć śěą£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęď-ěŋŋőě ćěłšőřăňĺ 1; b; b^2; : : :. İšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő łőŋěůŋőňěřŋő (b { űěń) ĺ b ďěľśšćşěš ŋă ŋ-ěň ĺŋžěłšĺćŋő (ć B ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£). Ŕő¡šőňş b { ĺğőňőřťĺğň ĺ ŕřőőąřăğ 1 ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě łăł b^{−1}. 2 3.4.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ B { łőŋůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋă£ ăńčěąřă ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k. Ěśńĺ B { ŕőńě, šő B ăńčěąřăĺůŋő ŋăď k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő ůĺśńş őąřăğş¿źĺţ B ŋăď k. Ŕşśšĳ B ŕőřőęďăěšś£ (łăł

ăńčěąřă) ¡ńěňěŋšăňĺ a_1; a_2; : : : ; a_m . Ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ł ŕăřě k(a_m) ⊂ B, čďě k(a_m) { ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőďŕőńě ć B, śőďěřęăźěě k ĺ a_m, ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő őśšăńĳŋżě őąřăğş¿źĺě a_1; a_2; : : : ; a_{m−1} ăńčěąřăĺůŋż ŋăď k(a_m). İšő őğŋăůăěš, ůšő ŕřĺ 1 ≤ ≤ (m − 1) őąřăğş¿źă£ a_ν £ćń£ěšś£ łőřŋěň (ćőğňőęŋő, ŋěŕřĺćěď-ěŋŋőčő) ňŋőčőůńěŋă f_ν (z), łő¡ťťĺűĺěŋšż łőšőřőčő | ňŋőčőůńěŋż őš a_m.

Ŕşśšĳ p = p(a_m) { ŕřőĺğćěďěŋĺě śšăřÿĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć f_ν (z), ă A ⊂ B | k-ŕőďăńčěąřă, ŕőřőęď-ěŋŋă£ ¡ńěňěŋšőň p^{−1} (őąřăšŋżňĺ ł p ć B). Š. ł. B űěńő ŋăď A, A £ćń£ěšś£ ŕőńěň (ŕő Ńň.3.4.1). Ŋő ŋăńĺůĺě ć A őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă, śłăęěň, ł 1 + p^{−1} őğŋăůăěš ŋăńĺůĺě śőőšŋőÿěŋĺ£_( 1 + 1 p(a_m) ) · g ( 1 p(a_m) ) = 1 ; p; g ∈ k[t] : (3-1)

Řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ őďŋőčő ŕěřěňěŋŋőčő g ( 1 p(t) ) ∈ k(t) ňőęěš ążšĳ ŕěřěŕĺśăŋă ć ćĺďě h(t) p(t)^d , čďě h(t) ∈ k[t] | ňŋőčőůńěŋ, łőšőřżľ ŋě ďěńĺšś£ ŋă p(t) ć k[t]. Şňŋőęĺć őąě ůăśšĺ (3-1) ŋă p(a_m)^{d+1}, ŕőńşůăěň, ůšő a_m £ćń£ěšś£ łőřŋěň ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ( p(t) + 1 ) · h(t) = p(t)^{d+1}

ŋăď k. İšő şřăćŋěŋĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋő (ŋě ěśšĳ šőęďěśšćő ć k[t]), ŕőśłőńĳłş ńěćă£ ůăśšĳ ŋě ďěńĺšś£ ŋă p(t). Śšăńő ążšĳ, a_m ăńčěąřăĺůěŋ ŋăď k, ă ğŋăůĺš, ĺ B ăńčěąřăĺůŋő ŋăď k, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. 2

3.4.3. Şšőůŋěŋĺ£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş der Nullstellensatz. Šěŕěřĳ ňż ć ňőęěň ğŋăůĺ-

šěńĳŋő ŕřő£śŋĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő \šřşďŋőľ ůăśšĺ" šěőřěňż Čĺńĳąěřšă ő ŋşń£ţ. § ŋăŕőňŋ¿, ůšő ňż ďőńęŋż ążńĺ ŕőśšřőĺšĳ šőůłş ć A_n (k), ć łőšőřőľ ąż őąřăźăńĺśĳ ć ŋşńĳ ćśě ŕőńĺŋőňż ĺğ ŋěłőšőřőčő ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺďěăńă m ∈ k[x_1; : : : ; x_n]. Ňż şąěďĺńĺśĳ, ůšő šăłă£ šőůłă śşźěśšćşěš ŋăď łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżň řăśÿĺřěŋĺěň K = k[x_1; : : : ; x_n]=m ŕőń£ k. Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő ŕőńě K łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋő ŋăď k ŋě łăł ŕőńě, ă łăł ăńčěąřă, š. ě. śőśšőĺš ĺğ k-ńĺŋěľŋżţ űěńżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ śšěŕěŋěľ śćőĺţ őąřăğş¿źĺţ. Ŕő ŕřěďżďşźěňş ŕřěďńőęěŋĺ¿ K ăńčěąřăĺůŋő ŋăď k, ĺ ěśńĺ k ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő, šő K = k, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš šěőřěňş Čĺńĳąěřšă.

Őšňěšĺň, ůšő šěň śăňżň ňż ďőłăğăńĺ der Nullstellensatz ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ŕřőĺğćőńĳŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ.

3.5. Łőŋěůŋżě ňőřťĺğňż. Ćěřŋ-ěňś£ ł ŕřĺňěřş, ŋă łőšőřőň ňż őśšăŋőćĺńĺśĳ ć n^o 2.3.3.

Ňż śőąĺřăěňś£ ďőłăğăšĳ, ůšő ćńőęěŋĺ¿ łőńěű A ,→ B ŕřĺ łőšőřőň B űěńő ŋăď őąřăğőň A śőőšćěšśšćşěš ¡ŕĺňőřťĺğň ăťťĺŋŋżţ śţěň, ă ć čěőňěšřĺůěśłőľ śĺšşăűĺĺ | łőŋěůŋőě ŋăłřżšĺě (ćőőąźě čőćőř£, řăğćěšćń-ěŋŋőě).

Ŋăŕőňŋ¿, ůšő ňőřťĺğň Spec(B) −→ Spec(A), ĺŋďşűĺřőćăŋŋżľ ćńőęěŋĺěň A ,→ B, őšőąřăęăěš ŕřőśšőľ ĺďěăń q ⊂ B ć ěčő ŕěřěśěůěŋĺě ś őąřăğőň A. Ŕő¡šőňş ŋăÿĺ čěőňěšřĺůěśłĺě şšćěřęďěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż śńěďş¿źěňş ŕřěďńőęěŋĺ¿.

3.5.1. Ńěňňă ő ŕőďž-ěňě. Ŕşśšĳ B ⊃ A űěńő ŋăď A. Šőčďă:

(i) ďń£ ń¿ąőčő ŕřőśšőčő ĺďěăńă p ⊂ A śşźěśšćşěš ŕřőśšőľ ĺďěăń q ⊂ B šăłőľ, ůšő p = q ∩ A (őŋ ŋăğżćăěšś£ ŕőďž-ěňőň p ć B);

(ii) ďń£ ń¿ąőčő ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺďěăńă m ⊂ A ćś£łĺľ ŕřőśšőľ ĺďěăń q ⊂ B šăłőľ, ůšő q ∩ A =

m, ăćšőňăšĺůěśłĺ £ćń£ěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň ć B;

(iii) ďń£ ń¿ąőčő ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺďěăńă q ⊂ B ĺďěăń q ∩ A ňăłśĺňăńěŋ ć A; (iv) ěśńĺ B łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋő łăł A-ňőďşńĳ, šő ş łăęďőčő ŕřőśšőčő ĺďěăńă p ⊂ A ĺňěěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŕřőśšżţ ŕőďž-ěňőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő (iii). Ěśńĺ q ⊂ B { ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń, šő. ŕőńě B=q

űěńő ŋăď ŕőďłőńĳűőň A=(q ∩ A), łőšőřőě ŕő Ńň.3.4.1 šăłęě ąşďěš ŕőńěň. Śńěďőćăšěńĳŋő, q ∩ A { ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń ć A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő (ii). Ěśńĺ q ⊂ B { ŕřőśšőľ ĺďěăń, ďń£ łőšőřőčő q ∩ A = m { ňăłśĺňăńěŋ ć A, šő űěńőśšŋőě łőńĳűő B=q űěńő ŋăď ŕőńěň A=m ĺ ŕő Ńň.3.4.1 £ćń£ěšś£ ŕőńěň. Ŕő¡šőňş q { ňăłśĺňăńěŋ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő (i) ĺ (iv). Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ĺğ (ii) ĺ (iii) śńěďşěš, ůšő ć śŕěűĺăńĳŋőň ůăśšŋőň śńşůăě, łőčďă A { ńőłăńĳŋőě łőńĳűő, ă p = m { ěčő ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń, şšćěřęďěŋĺě (i) ĺňěěš ňěśšő, ĺ ŕřőśšżě ĺďěăńż łőńĳűă B, ćżśěłă¿źĺě ć ŕěřěśěůěŋĺĺ ś A ěďĺŋśšćěŋŋżľ ć A ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń m { ¡šő ćśěćőğňőęŋżě ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż B ĺ šőńĳłő őŋĺ. İšĺ ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż ŋăţőď£šś£ ćő ćğĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ňăłśĺňăńĳŋżňĺ ĺďěăńăňĺ ăńčěąřż B=mB ŋăď ŕőńěň A=m. Ěśńĺ B { łőŋěůŋőŕőřőęď-ěŋŋżľ A-ňőďşńĳ, šő B=mB łőŋěůŋőňěřŋă ŋăď A=m, ă ğŋăůĺš (iv) šăłęě śŕřăćěďńĺćő ć śĺńş ğăďăůĺ:

Ğăďăůă3.36. Ŕşśšĳ F { k-ăńčěąřă, łőŋěůŋőňěřŋă£ łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď k (šăłĺě ăńčěąřż ŋăğżćă¿šś£ ăřšĺŋőćżňĺ). Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ŕřőśšżě ĺďěăńż ć F ňăłśĺňăńĳŋż ĺ ĺţ ĺňěěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő. Śőćěš: ĺśŕőńĳğşľšě Ńň.3.4.1.

Őąźĺľ śńşůăľ śćőďĺšś£ ł řăğőąřăŋŋőňş ůăśšŋőňş ŕřĺ ŕőňőźĺ ńőłăńĺğăűĺĺ. Ă ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ A { ń¿ąőě łőńĳűő, ĺ p ⊂ A { ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń. Řăśśňőšřĺň łőńĳűă ůăśšŋżţ A[S^{−1}] ĺ B[S^{−1}] ŕő ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőňş ŕőďňŋőęěśšćş S = A \ p ⊂ A ⊂ B (śň. n^o 2.2.1) .

Ğăďăůă3.37. Şąěďĺšěśĳ, ůšő A[S^{−1}] ⊂ B[S^{−1}] | űěńőě řăśÿĺřěŋĺě łőńěű ĺ ůšő B[S^{−1}] łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋő łăł A[S^{−1}]-ňőďşńĳ, ěśńĺ B ążńő łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżň A-ňőďşńěň.

Łőńĳűő A[S^{−1}] £ćń£ěšś£ ńőłăńĳŋżň ś ěďĺŋśšćěŋŋżň ňăłśĺňăńĳŋżň ĺďěăńőň p[S^{−1}]^{def}= loc_S (p), čďě loc_S : A −→ A[S^{−1}] { ěśšěśšćěŋŋżľ čőňőňőřťĺğň. Ŕő ďőłăğăŋŋőňş ćżÿě, ŕřőśšőľ ĺďěăń q_S ⊂ B[S^{−1}], ŕěřěśěůěŋĺě łőšőřőčő ś ŕőďłőńĳűőň A[S^{−1}] śőćŕăďăěš ś p[S^{−1}] śşźěśšćşěš^8. Ŕşśšĳ q ⊂ B { ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ őďŋőčő ĺğ šăłĺţ ĺďěăńőć őšŋőśĺšěńĳŋő ěśšěśšćěŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ B^{locS}−−−→ B[S^{−1}]. Ŕő ğăď.3.25 q { ŕřőśšőľ ĺďěăń. Őůěćĺďŋő, ůšő p ⊂ q∩A. Ŋăőąőřőš, ďń£ ń¿ąőčő f ∈ q∩A şśńőćĺě f=1 ∈ p[S^{−1}] őğŋăůăěš, ůšő s·(f ·s_2 −p·1) = 0 ďń£ ŋěłĺţ s; s_2 ∈ S ĺ p∈p. Ŕő¡šőňş sfs_2 ∈ p, őšłşďă f ∈p ĺ p = q ∩ A.

İšő ďőłăğżćăěš (i). Ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă (iv) őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ćś£łĺľ ŕőďž-ěň q ⊂ B ŕřőśšőčő ĺďěăńă p ⊂ A ŕřĺ ńőłăńĺğăűĺĺ ŕő S ŕřěćřăźăěšś£ ć ŕőďž-ěň q[S^{−1}] ⊃ B[S^{−1}] ŕřőśšőčő ĺďěăńă p[S^{−1}] ⊂ A[S^{−1}] (śň. ğăďăůş ŋĺęě), šăł ůšő (iv) śńěďşěš ĺğ śďěńăŋŋőľ ćżÿě śŋőśłĺ (^8).

Ğăďăůă3.38. Ďőłăęĺšě, ůšő őąřăğż ŕřőśšżţ ĺďěăńőć ŕřĺ ń¿ąőľ ńőłăńĺğăűĺĺ őśšă-

¿šś£ ŕřőśšżňĺ ĺďěăńăňĺ.

2_{Řěčşń£řŋőě őšőąřăęěŋĺě ăťťĺŋŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ V φ−→ W ŋăğżćăěšś£}

łőŋěůŋżň ňőřťĺğňőň, ěśńĺ k[W ]^{φ�}−−→ k[V ] { ćńőęěŋĺě ĺ k[W ] łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋő łăł ňőďşńĳ ŋăď k[V ]. Ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ŕřěďńőęěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő łőŋěůŋżľ ňőřťĺğň £ćń£ěšś£ ńőłăńĳŋőłőŋěůŋżň ŋăłřżšĺěň. Ğăňěůăšěńĳŋő, ůšő ń¿ąőě ăťťĺŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőőąřăğĺě ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ łăł šăłőčő śőřšă ŋăłřżšĺě ŋăď ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň.

3.6. Ŋ-ěšěřőćă ŋőřňăńĺğăűĺ£. Ŕşśšĳ k { ąěśłőŋěůŋőě ŕőńě, ĺ A = k[x1; : : : ; xm]=I |

ŕřőĺğćőńĳŋă£ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋă£ k-ăńčěąřă. Ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ ě-ě łăł śšřşłšşřŋőě łőńĳűő ğăňłŋşšőľ ŕőďśţěňż ć A_m (k), ğăďăŋŋőľ łăł ňŋőęěśšćő ŋşńěľ ĺďěăńă I ⊂ k[x_1; : : : ; x_m]. Ěśńĺ I ≠ (0); (1), šő ¡šă ŕőďśţěňă ŋěŕşśšă ĺ őšńĺůŋă őš ćśěčő ŕřőśšřăŋśšćă, ă ğŋăůĺš ňż ňőęěň ŕăřăńńěńĳŋő śŕřőěłšĺřőćăšĳ ě-ě ŋă łăłş¿-ŋĺąşďĳ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ. Ěśńĺ ŋăŕřăćńěŋĺě ŕřőěłűĺĺ ćżąřăšĳ ŋěăśśĺňŕšőšĺůěśłĺň ďń£ ďń£ ŋăÿěľ ŕőďśţěňż, šő őčřăŋĺůěŋĺě ŕřőěłűĺĺ ŋă ŕőďśţěňş ąşďěš łőŋěůŋżň ňőřťĺğňőň. Ěśńĺ ěčő őąřăğ őšńĺůěŋ őš ćśěľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, šő ŕřőűěďşřş ňőęŋő ąşďěš ŕőćšőřĺšĳ, ĺ ďăńěě ŕřőďőńęăšĳ ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě ŕőńşůĺň łőŋěůŋőčő ŋăłřżšĺ£ ŋăď ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŕőďţőď£źěľ řăğňěřŋőśšĺ.

Ŋă £ğżłě ťőřňşń ¡šő őğŋăůăěš śńěďş¿źěě.

3.6.1. Ńěňňă İňňĺ Ŋ-ěšěř ő ŋőřňăńĺğăűĺĺ. Ćś£łă£ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋă£ ăńčěąřă ŋăď ąěśłőŋěůŋżň ŕőńěň k £ćń£ěšś£ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżň ňőďşńěň ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć k[t_1; : : : ; t_n] őš ŕőďţőď£źěčő ůĺśńă ŕěřěňěŋŋżţ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő ůĺśńş őąřăğş¿źĺţ ăńčěąřż A ŋăď k. Ŕşśšĳ A ŕőřőęďă-

ěšś£ m őąřăğş¿źĺňĺ a_1; a_2; : : : ; a_m . Ěśńĺ őŋĺ ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňż, šő A ěśšĳ łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć, ĺ ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ ňěęďş ŋĺňĺ ěśšĳ ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăćĺśĺňőśšĳ f(a_1; : : : ; a_m) = 0, šő ňż řăğńőęĺň f ć śşňňş őďŋőřőďŋżţ łőňŕőŋěŋš f = f_d + f_{d−1} + · · · + f_0, čďě deg f_ν = ĺ ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő a_m £ćŋő ćţőďĺš ć ťőřňş śšăřÿěľ śšěŕěŋĺ f_d.

8Łăł ňż ćĺďěńĺ, ¡šĺň śćőľśšćőň őąńăďă¿š ćśě ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż łőńĳűă B[S�^1] ĺ šőńĳłő őŋĺ. Ĺţ ůĺśńő łőŋěůŋő, ěśńĺ B łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋő łăł ňőďşńĳ ŋăď A.

Ěśńĺ ć f_d(a_1; a_2; : : : ; a_m) ĺňěěšś£ ůĺśšă£ śšěŕěŋĳ ¸ · a^d_m, čďě ¸ ∈ k, šő ďěń£ śőőšŋőÿěŋĺě f(a_1; a_2; : : : ; a_m) = 0 ŋă ¸, ňż ŕőńşůĺň şřăćŋěŋĺě űěńőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ďń£ a_m ŋăď ŕőďłőńĳűőň, ŕőřőęď-ěŋŋżň a_1; a_2; : : : ; a_{m−1} , łőšőřőě ŕő ĺŋďşłűĺĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ łőŋěůŋżň ňőďşńěň ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć. Ŕőśłőńĳłş űěńżľ ¡ńěňěŋš ŋăď űěńżň řăśÿĺřěŋĺěň űěń ĺ ŋăď ĺśţőďŋżň łőńĳűőň, ŕřĺśőěďĺŋ££ a_m ňż ćŋőćĳ ŕőńşůĺň łőŋěůŋżľ ňőďşńĳ ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć. Šăł ůšő ć ¡šőň śńşůăě ćś-ě ďőłăğăŋő (ă ĺŋďşłšĺćŋżľ ŕěřěţőď čěőňěšřĺůěśłĺ ĺğőąřăęăěšś£ ŕřőěłűĺěľ ćďőńĳ m-šőľ łőőřďĺŋăšŋőľ őśĺ ŋă čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, ŋăš£ŋşšş¿ ŋă őśšăńĳŋżě őśĺ).

Ěśńĺ ć f_d(a_1; a_2; : : : ; a_m) ŋěš ůĺśšőľ śšěŕěŋĺ ¸ · a^d_m, šő ŋăďő ůşšĳ-ůşšĳ ŕőÿěćěńĺšĳ ŋăŕřăćńěŋĺě ŕřőěłűĺĺ. Ă ĺňěŋŋő, ğăňěŋĺň őąřăğş¿źĺě a_1; a_2; : : : ; a_{m−1} ŋă ŋőćżě őąřăğş¿źĺě b_1; b_2; : : : ; b_{m−1} , ść£ğăŋŋżě śő śšăřżňĺ ťőřňşńăňĺ a_ν = b_ν + –_ν · a_m, čďě 1 ≤ ≤ (m − 1) ĺ –_ν ∈k. Ŕőďśšăćń££ ćżřăęěŋĺ£ a_ν ůěřěğ b_ν ć f, ŕőńşůĺň

0 = f( b_1; b_2; : : : ; b_{m−1} ; a_m) = f_d(–_1; : : : ; –_{m−1}; 1) · a^d_m + ůńěŋż ňěŋŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ ŕő a_m :

Šăłĺň őąřăğőň, ůĺśšă£ śšěŕěŋĳ a^d_m ŕőśńě ŋăÿěčő ÿěćěńěŋĺ£ ąşďěš ćţőďĺšĳ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň f_d(–_1; : : : ; –_{m−1}; 1) ĺ ŋăď ąěśłőŋěůŋżň ŕőńěň ĺż ňőęěň ŕőďőąřăšĳ łőŋśšăŋšż –_ν šăł, ůšőąż ¡šőš łő¡ťťĺűĺěŋš ŋě ğăŋşńĺńś£. Ŋő šőčďă a_m ąşďěš űěń ŋăď ŕőďłőńĳűőň, ŕőřőęď-ěŋŋżň b_1; b_2; : : : ; b_{m−1} , ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő ğăćěřÿăěšś£ łăł ć ŕřěďżďşźěň śńşůăě. 2 3.6.2. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ăťťĺŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k śşźěśšćşěš łőŋěůŋżľ ňőřťĺğň V −→ A_m (k) ŋă ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŕőďţőď£źěľ řăğňěřŋőśšĺ. 2