Ńěłűĺ£ 5 Ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřăňĺ.

▷ňőďşńĺ ŋăď ňŋőęěśšćőň őŕěřăšőřőć, ĺţ čőňőňőřťĺğňż, ĺğőňőřťĺğňż, ŕř£ňżě śşňňż, ŕőďňőďşńĺ ĺ ťăłšőř ňőďşńĺ ▷ďěľśšćĺě čřşŕŕ ĺ ăńčěąř Ńĺ ŋă šěŋğőřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ţ, ďćőľśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ĺ ŕřőśšřăŋśšćăţ čőňőňőřťĺğňőć ▷ŕřĺćőďĺňőśšĳ, řăğńőęĺňőśšĳ ĺ ŕőńşŕřőśšőšă ▷ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őďŋőčő őŕěřăšőřă ▷ńěňňă Ÿşřă ▷śćőľśšćă ŕřőśšżţ ĺ ŕőńşŕřőśšżţ ňőďşńěľ ▷B = EndA(V) ⇐⇒ A=EndB(V) ▷šěőřěňă Ąěřŋśăľďă ▷ŋěŕřĺćőďĺňżě sl_2- ňőďşńĺ ▷ŕőńşŕřőśšőšă sl_2-ňőďşńěľ

x1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£, őšŋőś£źĺěś£ ł ŕřőśšřăŋśšćăň ś őŕěřăšőřăňĺ.

1.1. Ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřăňĺ | ¡šő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V , řăśśňăšřĺćăěňőě ćňěśšě ś ďěľśšćĺěň ŋă ŋ-ěň ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, ĺńĺ čőćőř£ ąőńěě ťőřňăńĳŋő, ćňěśšě ś őšőąřăęěŋĺěň ňŋőęěśšć M^ϱ−→ End(V ). Ć šăłőň łőŋšěłśšě őšőąřăęěŋĺě ϱ ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň ňŋőęěśšćă M ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V , ă V ŋăğżćăěšś£ M-ňőďşńěň. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő M ŋěś-ěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšřşłšşřş, ŋăŕřĺňěř, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čřşŕŕş, ăśśőűĺăšĺćŋş¿ ăńčěąřş ĺńĺ ăńčěąřş Ńĺ, ă ϱ £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ śšřşłšşřż, šő ϱ ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň śőőšćěšśšćş¿źěľ čřşŕŕż, ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřż ĺńĺ ăńčěąřż Ńĺ.

Ňŋőčĺě ňăšěňăšĺůěśłĺě šěőřĺĺ ŕřĺćőď£š ł ŋěőąţőďĺňőśšĺ łńăśśĺťĺűĺřőćăšĳ M-ňőďşńĺ ŋăď šěň ĺńĺ ĺŋżň ťĺłśĺřőćăŋŋżň ňŋőęěśšćőň M ś šőľ ĺńĺ ĺŋőľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ śšřşłšşřőľ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąśşďĺň śăňżě őąźĺě ŕőŋ£šĺ£, ść£ğăŋŋżě ś ¡šőľ ğăďăůěľ, ĺ řăğąěř-ěň ŋěśłőńĳłő ţăřăłšěřŋżţ ŕřĺňěřőć. Ć śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ ňż ŕőďřőąŋő ĺğşůĺň ćăęŋżľ śŕěűĺăńĳŋżľ śńşůăľ | ňőďşńĺ ŋăď łőŋěůŋżňĺ čřşŕŕăňĺ.

Šěőřĺ£ ŕřőśšřăŋśšć ś őŕěřăšőřăňĺ őšńĺůăěšś£ őš ÀőążůŋőľÁ ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż šěň, ůšő śőďěřęăšěńĳŋżľ śňżśń ć ŋěľ ĺňě¿š šőńĳłő šăłĺě ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż, ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕř£ňżě śşňňż ĺ š. ŕ., łőšőřżě ĺŋćăřĺăŋšż őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ őŕěřăšőřőć ĺğ M.

1.2. Čőňőňőřťĺğňż. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř U^φ−−→ V ňěęďş ďćşň£ M-ňőďşń£ňĺ

M^λ−−→ End(U) ĺ M^ϱ−→ End(V )

ŋăğżćăěšś£ M-čőňőňőřťĺğňőň (ĺńĺ čőňőňőřťĺğňőň M-ňőďşńěľ), ěśńĺ őŋ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ śő ćśěňĺ őŕěřăšőřăňĺ ĺğ M, š. ě. ěśńĺ ďĺăčřăňňă

U^φ - V

U λ(g) ? φ -_V ϱ(g)?

łőňňşšăšĺćŋă ∀ g ∈ M . Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ M-čőňőňőřťĺğňőć ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě ćśěţ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć Hom(U, V ), ĺ őąőğŋăůăěšś£ Hom_M (U, V ). Ďćă M-ňőďşń£ ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňőřťŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš M-čőňőňőřťĺğň V_1^∼−−→ V_2, £ćń£¿źĺľś£ ĺğőňőřťĺğňőň ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

1.3. Ŕőďňőďşńĺ ĺ ťăłšőř ňőďşńĺ. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U ć M-ňőďşńě V ŋăğżćăěšś£ ĺŋćă-

řĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ĺńĺ ŕőďňőďşńěň , ěśńĺ ćśě őŕěřăšőřż ĺğ M ŕěřěćőď£š ěčő ć śěą£. Őčřăŋĺůěŋĺě őŕěřăšőřőć M ś V ŋă U śŋăąęăěš U łăŋőŋĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ M-ňőďşń£, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ ćńőęěŋĺě U^⊂ - V £ćń£ěšś£ M-čőňőňőřťĺğňőň.

Ěśńĺ U £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć M-ňőďşńě V , šő ćśě őŕěřăšőřż ĺğ M łőřřěłšŋő ďěľśšćş¿š ŋă ťăłšőř ŕřőśšřăŋśšćě V/U, ŋăďěń££ ěčő łăŋőŋĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ M-ňőďşń£, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ őšőąřăęěŋĺě ťăłšőřĺğăűĺĺ V -- V/U £ćń£ěšś£ M-čőňőňőřťĺğňőň.

Ğăďăůă 5.1. Ďőłăęĺšě, ůšő £ďřő ĺ őąřăğ ń¿ąőčő M-čőňőňőřťĺğňă V^φ−−→ W £ćń£¿šś£ ŕőďňőďşń£ňĺ, ĺ ůšő φ łăŋőŋĺůěśłĺ řăśłńăďżćăěšś£ ć łőňŕőğĺűĺ¿ ¡ŕĺňőřťĺğňă M-ňőďşńěľ

V --_{V/ ker φ ≃ im φ ĺ ćńőęěŋĺ£ M-ňőďşńěľ V/ ker φ ≃ im φ} ⊂ -_{W .}

1.4. Ŕř£ňżě śşňňż. Ďń£ ń¿ążţ M-ňőďşńěľ U, V ŕř£ňă£ śşňňă ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć

U ⊕ V łăŋőŋĺůěśłĺ ŋăďěń£ěšś£ śšřşłšşřőľ M-ňőďşń£ ŋăğżćăěňőčő ŕř£ňőľ śşňňőľ ĺśţőďŋżţ ňőďşńěľ. Ďěľśšćĺě őŕěřăšőřőć ĺğ M őŕřěďěń£ěšś£ ŕő śšăŋďăřšŋżň ŕřăćĺńăň g(u, v) = (gu, gv) ∀ g ∈ G , ∀ u ∈ U, v ∈ V . Őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ śšřşłšşřż ćńőęěŋĺ£ śńăčăěňżţ ĺ ŕřőěłűĺĺ ŋă ŋĺţ:

U^⊂ - U ⊕ V œ^⊃ V U œœ U ⊕ V -- V

£ćń£¿šś£ M-čőňőňőřťĺğňăňĺ.

Ğăďăůă 5.2. Ŕşśšĳ M-ňőďşńĳ W řăğńőęěŋ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ćěłšőřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć W = U ⊕ V , ŕřĺů-ěň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň. Ďőłăęĺšě, ůšő V šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£¿šś£ ŕőďňőďşńěň, łőčďă ŕřőěłšőř W ŋă U ćďőńĳ V £ćń£ěšś£ M-čőňőňőřťĺğňőň.

1.5. Ďćőľśšćěŋŋżě ňőďşńĺ ĺ šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ěśńĺ U ĺ V | ďćă M-ňőďşń£, šő ŋă šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć U ⊗ V ĺ ŋă ďćőľśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ U^∗, V^∗ ňőęŋő řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ ğăďăćăšĳ śšřşłšşřş M-ňőďşń£, ĺ ćżąőř šőčő ĺńĺ ĺŋőčő śŕőśőąă őążůŋő ďĺłšşěšś£ ŋşęďăňĺ łőŋłřěšŋőľ šěőřĺĺ, ĺğ łőšőřőľ ŕřőĺśţőď£š řăśśňăšřĺćăěňżě ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřăňĺ. Ć ďăńĳŋěľÿěň ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ďćă ŕřĺňěřă, ć łőšőřżţ M | ¡šő čřşŕŕă G ĺńĺ ăńčěąřă Ńĺ g čřşŕŕż Ńĺ G.

1.5.1. Ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕż ŋă U ⊗ V őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ g (u ⊗ v) = g u ⊗ g v ∀ g ∈ G , ∀ u ∈ U, v ∈ V ,

62 Ńěłűĺ£ 5: Ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřăňĺ.

š. ě. šăł, ůšőąż őŕěřăšőřż ĺğ G ążńĺ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżňĺ čőňőňőřťĺğňăňĺ šěŋğőřŋőľ ăńčěąřż (ŕěřěćőďĺńĺ šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěłšőřőć ć šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěłšőřőć). Ďěľśšćĺě G ŋă U^∗ őŕřěďěń£ěšś£ ŕřăćĺńőň g : ξ −→ g^{∗−1}ξ , š. ě. ňăšřĺűż, ğăďă¿źĺě ďěľśšćĺě G ć ďćőľśšćěŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă U^∗, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋż ĺ őąřăšŋż ł ňăšřĺűăň, ğăďă¿źĺň ďěľśšćĺě G ŋă U.

Ğăďăůă 5.3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő ŕřăćĺńő ďěľśšćĺšěńĳŋő ğăďă-ěš čőňőňőřťĺğň ĺğ čřşŕŕż G ć GL(U^∗), ă šăłęě ůšő őŋő ¡łćĺćăńěŋšŋő šřěąőćăŋĺ¿, ůšőąż ść-ěřšłă ćěłšőřőć ś łőćěłšőřăňĺ ążńă G-ĺŋćăřĺăŋšŋă ć šőň śňżśńě, ůšő ⟨ g(ξ) , g(v) ⟩ = ⟨ ξ , v ⟩ ∀ g ∈G , ∀ u∈U , ∀ ξ ∈U^∗ . Ğăďăůă 5.4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć őŕřěďěń-ěŋŋőň ŕő ŕřěďżďşźĺňĺ ŕřăćĺńăň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ čřşŕŕż G ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Hom(U, V ) = U^∗ ⊗ V ¡ńěňěŋš g ŕěřěćőďĺš őŕěřăšőř φ ć őŕěřăšőř gφg^{−1}. Ć ůăśšŋőśšĺ őŕěřăšőřż, ŋěŕőďćĺęŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ďěľśšćĺ£ śőśšăćń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Hom_G(U, V ).

1.5.2. Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ăńčěąřż Ńĺ ŋă U^∗ ĺ U ⊗ V ğăďă-¿šś£ ďĺťťěřěŋűĺăńăňĺ őŕĺśăŋŋżţ ćżÿě ŕřěďśšăćńěŋĺľ śőőšćěšśšćş¿źěľ čřşŕŕż Ńĺ. İńěňěŋš x ∈ g = T_eG ďěľśšćşěš ŋă šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ŕő ŕřăćĺńş x(u ⊗ v) = d dt | | | |_{t=0} ( e^{tx}u ⊗ e^{tx}v ) = ( d dt | | | |_{t=0} e^{tx}u ) ⊗ v + u ⊗ ( d dt | | | |_{t=0} e^{tx}v ) = (xu) ⊗ v + u ⊗ (xv) , ă ŋă ďćőľśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě | ŕő ŕřăćĺńş x(ξ) = d dt | | | |_{t=0} e^{−tx∗}ξ = −x^∗ξ Ğăďăůă 5.5. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šĺ ŕřăćĺńă ďěľśšćĺšěńĳŋő ğăďă¿š čőňőňőřťĺğňż ăńčěąř Ńĺ g −→ End(U ⊗ V ) ĺ g −→ End(U^∗).

Ğăďăůă 5.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ć őŕřěďěń-ěŋŋőň ŕő ŕřěďżďşźĺňĺ ŕřăćĺńăň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ăńčěąřż Ńĺ g ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Hom(U, V ) = U^∗ ⊗ V ¡ńěňěŋš x ŕěřěćőďĺš őŕěřăšőř φ ć őŕěřăšőř xφ − φx. Ć ůăśšŋőśšĺ őŕěřăšőřż, ăŋŋşńĺřşěňżě ¡šĺň ¡šĺň ďěľśšćĺěň śőśšăćń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Hom_g(U, V ).

1.6. Ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ. M-ňőďşńĳ W ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ĺńĺ ŕřőśšżň, ěśńĺ őŋ ŋě ĺňěěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ^1 ŕőďňőďşńěľ. Ŕőśłőńĳłş ŕěřěśěůěŋĺě ŕőďňőďşńěľ, őůěćĺďŋő, šőęě £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň, ń¿ążě ďćă ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕőďňőďşń£ ć ďăŋŋőň ňőďşńě ńĺąő śőćŕăďă¿š ńĺąő ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő ŋşń¿.

Ğăďăůă 5.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ŋěŋşńěćőľ čőňőňőřťĺğň ňěęďş ďćşň£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ňőďşń£ňĺ £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň.

1.6.1. Ńěňňă Ÿşřă. Ěśńĺ V ŕřőśšőľ M-ňőďşńĳ ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň

k, šő End_M (V ) ≃ k Id_M , š. ě. M-¡ŋďőňőřťĺğňż ĺśůěřŕżćă¿šś£ čőňőšěšĺ£ňĺ.

1š. ě. őšńĺůŋżţ őš 0 ĺ śăňőčő W

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ćś£łĺľ ¡ŋďőňőřťĺğň V^φ−−→ V őąńăďăěš śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň, š. ě. ker(φ − μ Id_V ) ≠ 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő μ ∈ k. Ŋő ěśńĺ φ ∈ End_M (V ), šő ĺ φ − μ Id_V ∈ End_M (V ), ĺ śšăńő ążšĳ, ŕőďňőďşńĳ ker(φ − μ Id_V ) = V ĺğ-ğă ŕřőśšőšż V , š. ě. φ = μ Id_V . □

Ğăďăůă 5.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő M-čőňőňőřťĺğňőć ňěęďş ďćşň£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ M-ňőďşń£ňĺ ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ńĺąő ŋşńěćőě, ńĺąő őďŋőňěřŋőě.

1.7. Řăğńőęĺňőśšĳ. Ňőďşńĳ ŋăğżćăěšś£ řăğńőęĺňżň, ěśńĺ őŋ ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě ŕř£ňőľ śşňňż śćőĺţ śőąśšćěŋŋżţ ŕőďňőďşńěľ. Ćś£łĺľ M-ňőďşńĳ £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ ŋěřăğńőęĺňżţ. Ňőďşńĳ ŋăğżćăěšś£ ćŕőńŋě ŕřĺćőďĺňżň ĺńĺ ŕőńşŕřőśšżň, ěśńĺ őŋ £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ ŋěŕřĺćőďĺňżţ (š. ě. ŕřőśšżţ) ňőďşńěľ. Ŋěŕřĺćőďĺňżě ňőďşńĺ ŋěřăğńőęĺňż. Őąřăšŋőě ŋěćěřŋő, ĺ ŋěřăğńőęĺňżě ňőďşńĺ ňőčşš ążšĳ ŕřĺćőďĺňż.

Ćőőąźě, łăł ŕőłăğżćăěš ńěňňă Ÿşřă, ŕřőśšżě M-ňőďşńĺ £ćń£¿šś£ ăŋăńőčăňĺ őďŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ĺ ĺţ, łăł ŕřăćĺńő, ňőęŋő £ćŋő ŕěřěůĺśńĺšĳ. Ŕőńŋă£ łńăśśĺťĺłăűĺ£ ğăďăŋŋőčő šĺŕă ŕřőśšřăŋśšć ś őŕěřăšőřăňĺ (ąşďě őŋă ĺňěěšś£) őążůŋő śšřőĺšś£ ŕő šăłőľ śţěňě: ŕěřěůĺśń£¿šś£ ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě M-ňőďşńĺ ĺ şłăğżćăěšś£, łăł ĺğ ŋĺţ Àśőąĺřă¿šś£Á ŋěřăğńőęĺňżě ňőďşńĺ; ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőďşńĳ ěśšĳ ŕř£ňă£ śşňňă ŋěřăğńőęĺňżţ. Ňż ŕřőĺńń¿śšřĺřşěň ¡šş śţěňş ŋă ŕřĺňěřě, ĺğćěśšŋőň ĺğ ŕřőÿńőčő śěňěśšřă. 1.8. Ŕřĺňěř: ŕřěďśšăćńěŋĺě őďŋőčő ¡ŋďőňőřťĺğňă. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő M = {φ} śőśšőĺš ĺğ őďŋőčő ¡ńěňěŋšă, šő łńăśśĺťĺłăűĺ£ M-ňőďşńěľ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łńăśśĺťĺłăűĺ¿ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, łőšőřă£ őąśşęďăńăśĳ ć ŕřőÿńőň śěňěśšřě. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k ń¿ąőľ őŕěřăšőř ĺňěěš śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř, šăł ůšő ć ¡šőň śńşůăě ŋěŕřĺćőďĺňżě ňőďşńĺ | ¡šő őďŋőňěřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ šőńĳłő őŋĺ, ă ŕőńşŕřőśšőšă őğŋăůăěš ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĳ őŕěřăšőřă φ.

Ğăďăůă 5.9. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŋěřăğńőęĺňőčő ŕřĺćőďĺňőčő (ĺ śšăńő ążšĳ, ŋěŕőńşŕřőśšőčő) ŕřőśšřăŋśšćă ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň.

Ğăďăůă 5.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k ćś£łőě ŋěřăğńőęĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş, ŋă łőšőřőň őŕěřăšőř ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě ğăďă-ěšś£ ňăšřĺűěľ

μ 1 0 ... ... ... 1 0 μ , μ ∈ k

Ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k šěőřĺ£ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň šőęďěśšćěŋŋă šěőřĺĺ łőŋěůŋőňěřŋżţ k[t]-ňőďşńěľ, ŕőśłőńĳłş ğăďăŋĺě őŕěřăšőřă φ ∈ End(V ) řăćŋőśĺńĳŋő ğăďăŋĺ¿ čőňőňőřťĺğňă k-ăńčěąř k[t]^{eφ}−−→ End(V ), ŕěřěćőď£źěčő t ć φ, ĺ ŕřĺ ¡šőň ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ, řăğńőęĺňőśšĳ ĺ ŕřĺćőďĺňőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő φ ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő k[t] ąşďşš őğŋăůăšĳ őďŋő ĺ šő ęě. Ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň ąěśłőŋěůŋőňěřŋőľ ăńčěąřż k[t] ć łőŋěůŋőňěřŋş¿ ăńčěąřş End(V ) őąńăďăěš ŋěŋşńěćżň £ďřőň, łőšőřőě, ŕőśłőńĳłş k[t] £ćń£ěšś£ őąńăśšĳ¿ čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ĺňěěš ćĺď ker ~φ = (f), čďě f ∈ k[t] ěśšĳ ňŋőčőůńěŋ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, ăŋŋşńĺřş¿źĺľ őŕěřăšőř φ. Šăłőľ ňŋőčőůńěŋ ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň őŕěřăšőřă φ.

64 Ńěłűĺ£ 5: Ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřăňĺ.

Ğăďăůă 5.11. Ŕşśšĳ őŕěřăšőř φ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ăŋŋşńĺřşěšś£ ňŋőčőůńěŋőň f ∈ k[t], łőšőřżľ řăśłńăďżćăěšś£ ć k[t] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě s ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěńěľ

f(t) = q_1(t) · q_2(t) · · · · · q_s(t) .

Ďń£ łăęďőčő j = 1, 2, . . . , s őąőğŋăůĺň ůěřěğ f_j (t) = f(t)/q_j (t) śőőšćěšśšćş¿źěě ŕřőĺğćěďěŋĺě (s−1) ĺğ ŋĺţ. Ďőłăęĺšě, ůšő V řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş φ-ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ker q_j(φ) = im f_j(φ) (ŋěłőšőřżě ĺğ łőšőřżţ ňőčşš őłăğăšĳś£ ŋşńěćżňĺ). Şłăğăŋĺě: Ĺğ řăćěŋśšćă 0 = f(φ)V = q_j(φ)f_j (φ)V ćżšěłăěš, ůšő

im f_j(φ) ⊂ ker q_j(φ) ∀j .

Ĺğ ćğăĺňŋőľ ŕřőśšőšż q_i ĺ q_j ćżšěłăěš, ćő-ŕěřćżţ, ůšő 1 = x(t) q_i(t) + y(t) q_j (t) ďń£ ŕőďţőď£źĺţ x(t), y(t) ∈ k[t], šăł ůšő ŕőďśšăćĺć ćňěśšő t őŕěřăšőř φ ĺ ŕřĺňěŋĺć ł v ∈ ker q_i(φ) ∩ ker q_j(φ), ŕőńşůĺň

q_i(φ) ∩ ker q_j(φ) = 0 ,

ă ćő-ćšőřżţ, ůšő ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ćśěţ f_j řăćěŋ 1 ĺ 1 =^s ∑ ν=1 f_ν (t)g_ν (t) ďń£ ŕőďţőď£źĺţ

g_ν (t) ∈ k[t], šăł ůšő ŕőďśšăćĺć ćňěśšő t őŕěřăšőř φ ĺ ŕřĺňěŋĺć ł ŕřőĺğćőńĳŋőňş v ∈ V , ŕőńşůĺň

V ⊂ ⊕_ν im f_ν (φ) .

Ĺğ ¡šőľ ğăďăůĺ śńěďşěš, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k, čďě ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ f_φ őŕěřăšőřă φ řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ňŋőęĺšěńěľ f_φ(t) = ∏ λ (t−λ)^{mλ} ŕřőśšřăŋśšćő V łăł φ-ňőďşńĳ řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕőďŕřőśšřăŋśšć W_λ = ker(φ − λ Id_v ), ŋăğżćăěňżţ łőřŋěćżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ.

Ğăďăůă 5.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ğăďăŋ őŕěřăšőř π, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şřăćŋěŋĺ¿ π^2 = π, šő V = ker π ⊕ im π, ĺ π śşšĳ ŕřőěłšőř V ŋă im π ćďőńĳ ker π. Ğăďăůă 5.13. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř φ ďĺăčőŋăńĺğşěň ŋăď ŕőńěň k šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ ăŋŋşńĺřşěšś£ ňŋőčőůńěŋőň, ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčă¿źĺňś£ ć k[t] ŋă ŕőŕăřŋő řăğŋżě ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ.

Ğăďăůă 5.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k ćś£łőě ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş k[t]/(p), ă ćś£łőě ŋěřăğńőęĺňőě | ŕřőśšřăŋśšćş k[t]/(p^n), čďě p ∈ k[t] { ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ, ă ďěľśšćĺě őŕěřăšőřă śőśšőĺš ć şňŋőęěŋĺĺ ŋă t.

Şłăğăŋĺě: Śň. ńěłűĺ¿ ŕřő ňěšőď Čăşśśă ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć (ŕěřćżľ śěňěśšř) ĺńĺ ŕřő ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş (ćšőřőľ śěňěśšř).

1.9. Ŕřĺňěř: ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřőć. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő M ⊂ End(V ) śőśšőĺš ĺğ ŕőŕăřŋő łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřőć, šő ∀ φ ∈ M ćśě őŕěřăšőřż ĺğ M £ćń£¿šś£ φ-čőňőňőřťĺğňăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă V łăł ŕřőśšřăŋśšćă ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň φ ĺ ŕěřěćőď£š ć śěą£ łăęďőě śőąśšćěŋŋőě ĺ łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő őŕěřăšőřă φ:

(φ − λ Id_V )^nv = 0 ⇒ (φ − λ Id_V )^nψv = ψ (φ − λ Id_V )^nv = 0 ,

š. ě. ψ (ker(φ − λ Id_V )^n) ⊂ ker(φ − λ Id_V )^n ∀ n ∈ N , ∀ ψ ∈ M . Őšś¿ďă śřăğş śńěďş¿š śńěďş¿źĺě ťăłšż.

1.9.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ őŕěřăšőřőć ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ĺňěěš őąźĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

§2: Śćőľśšćă ŕőńşŕřőśšżţ ňőďşńěľ. 65

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő dim V . İšő šăł ŕřĺ dim V = 1 ĺńĺ ěśńĺ ćśě őŕěřăšőřż | čőňőšěšĺĺ. Ěśńĺ ęě ţőšĳ őďĺŋ ĺğ őŕěřăšőřőć φ ŋě £ćń£ěšś£ čőňőšěšĺěľ, šő őŋ ĺňěěš ŋěšřĺćĺăńĳŋőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő 0 ≠ V_λ = {v ∈ V | φv = λv} ≠ V , łőšőřőě ŕěřěćőďĺšś£ ć śěą£ ćśěňĺ őśšăńĳŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ, šăł ůšő ł ŋěňş ŕřĺňěŋĺňő ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě. □ 1.9.2. Śńěďśšćĺě. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ćś£łĺľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňőďşńĳ ŋăď ń¿ążň ňŋőęěśšćőň łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřőć őďŋőňěřěŋ. □

Ğăďăůă 5.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ ďĺăčőŋăńĺğşěňżţ őŕěřăšőřőć ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěďěŋő ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş őďŋőćřěňěŋŋő ć őďŋőň ąăğĺśě.

1.9.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łőě ŕřěďśšăćńěŋĺě łőŋěůŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕż ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ őďŋőňěřŋżţ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćśě őŕěřăšőřż ĺğ łőŋěůŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕż G ăŋŋşńĺřş¿šś£ ňŋőčőůńěŋőň t^{|G|} − 1 = 0 ąěğ łřăšŋżţ łőřŋěľ, ĺ śšăńő ążšĳ, ďĺăčőŋăńĺğşěňż. □

x2. Śćőľśšćă ŕőńşŕřőśšżţ ňőďşńěľ.

2.1. Ńěňňă. Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă łőŋěůŋőňěřŋżľ^2 M-ňőďşńĳ W řăćŋőśĺńĳŋż: (1) W ŕőńşŕřőśš;

(2) W ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ŕřőśšżňĺ ŕőďňőďşń£ňĺ;

(3) ďń£ ćś£łőčő ŕőďňőďşń£ U ⊂ W śşźěśšćşěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ŕőďňőďşńĳ V ⊂ M, šăłőľ ůšő W = U ⊕ V ;

(4) ďń£ ćś£łőčő ŕőďňőďşń£ U ⊂ W śşźěśšćşěš čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ W^π−−→ U, őčřăŋĺůěŋĺě łőšőřőčő ŋă U šőęďěśšćěŋŋő^3: π|_U = Id_U .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ W ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ŋăąőřőň ŕřőśšżţ ŕőďňőďşńěľ Vα, šő ďń£ ń¿ąőčő ŕőďňőďşń£ U ⊂ W ňőęŋő ćżąřăšĳ ĺğ ůĺśńă V_α šăłĺě ŕőďňőďşńĺ V_1, V_2, . . . , V_m , ůšő W = U ⊕V_1 ⊕V_2 ⊕· · ·⊕V_m. Ă ĺňěŋŋő, ć łăůěśšćě V_1 ąěř-ěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňőďşńĳ, ŋě śőďěřęăźĺľś£ ć U. Ŕěřěśěůěŋĺě V_1 ∩ U, ąşďşůĺ ŕőďňőďşńěň ć V_1, £ćń£ěšś£ ŋşńěćżň, šăł ůšő śşňňă U ĺ V_1 | ŕř£ňă£. Ğăšěň ćżąĺřăěň ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňőďşńĳ V_2 ⊄ U ⊕V_1. Ŕěřěśěůěŋĺě V_2 ∩(U ⊕ V_1), ąşďşůĺ ŕőďňőďşńěň ć V_2, śŋőćă £ćń£ěšś£ ŋşńěćżň, šăł ůšő śşňňă U, V_1 ĺ V_2 šőęě ŕř£ňă£, ĺ š. ď. ŕőłă śőğďăćăěňă£ ŕř£ňă£ śşňňă ŋě ĺśůěřŕăěš ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő W . Šăłĺň őąřăğőň, ĺğ ćšőřőčő şśńőćĺ£ ćżšěłă¿š łăł šřěšĳě, šăł ĺ (ŕřĺ U = 0) ŕěřćőě şśńőćĺ£.

Ŋăőąőřőš, ŕěřćőě şśńőćĺě ćłń¿ůăěš ć śěą£ ćšőřőě, ă ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ šřěšĳěčő şśńőćĺ£ ňőďşńĳ W őůěćĺďŋżň őąřăğőň řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕőďňőďşńěľ. Ŋăłőŋěű, ůěšć-ěřšőě şśńőćĺě řăćŋőśĺńĳŋő šřěšĳěňş ŕő ğăď.5.2. □ 2.1.1. Śńěďśšćĺě. Ŕř£ňżě śşňňż, ŕőďňőďşńĺ ĺ ťăłšőř ňőďşńĺ ŕőńşŕřőśšżţ ňőďşńěľ šăłęě £ćń£¿šś£ ŕőńşŕřőśšżňĺ ňőďşń£ňĺ.

2šřěąőćăŋĺě łőŋěůŋőňěřŋőśšĺ ŋě £ćń£ěšś£ śşźěśšćěŋŋżň, ĺ ŕřěőďőńěćăěšś£ śšăŋďăřšŋżňĺ šěőřěšĺłő-ňŋő-ęěśšćěŋŋżňĺ şţĺźřěŋĺ£ňĺ šĺŕă ńěňňż Űőřŋă ĺńĺ šřăŋśťĺŋĺšŋőľ ĺŋďşłűĺĺ (őśŋőćăŋŋőľ ŋă ăłśĺőňě ćżąőřă ĺ šěőřěňě Űěřňěńő)

3ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř π ∈End(V ), ďń£ łőšőřőčő im π = U ĺ π|_U = Id_U ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšőřőň ŕřőśšřăŋśšćă V ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕř£ňă£ śşňňă ŕőńşŕřőśšżţ ňőďşńěľ ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ŕřőśšżňĺ ŕőďňőďşń£ňĺ śńăčăěňżţ. Łăęďőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕőďňőďşńě ŕőńşŕřőśšőčő ňőďşń£ £ćń£ěšś£ őąřăğőň M-ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ŕřőěłšőřă. Ťăłšőř ňőďşńĳ ŕőńşŕřőśšőčő ňőďşń£ ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ őąřăğăňĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕőďňőďşńěľ ĺśţőďŋőčő ňőďşń£, ă őąřăğ ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňőďşń£ ńĺąő ŋşńěćőľ, ńĺąő ĺğőňőřťěŋ ěňş śăňőňş (ĺ šěň śăňżň, šőęě ŋěŕřĺćőďĺň). □ Ğăďăůă 5.16. Ć šěőřĺĺ ŕřőśšřăŋśšć ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř, ć łőšőřőň ŕőďňőďşńĳ U ⊂ V ĺ ťăłšőř ňőďşńĳ V/U ŕřőśšż, ŋő V ŋě ŕőńşŕřőśš.

2.2. Ăśśőűĺăšĺćŋżě ăńčěąřż, ść£ğăŋŋżě ś ňŋőęěśšćőň őŕěřăšőřőć. Śő ćś£łĺň ňŋőęěśšćőň őŕěřăšőřőć M ⊂ End(V ) ňőęŋő ść£ğăšĳ ŋăĺňěŋĳÿş¿ ăśśőűĺăšĺćŋş¿ ŕőďăńčěąřş ś ěďĺŋĺűěľ A_M ⊂ End(V ), śőďěřęăźş¿ M. Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ě-ě ăśśőűĺăšĺćŋőľ őąőńőůłőľ ňŋőęěśšćă M ⊂ End(V ). Őŋă ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋă łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ŕőďăńčěąř ć End(V ), śőďěřęăźĺţ M ĺ Id_V , ĺńĺ łăł ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćśěćőğňőęŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ őŕěřăšőřőć ĺğ M ĺ čőňőšěšĺľ. Ěśńĺ M | čřşŕŕă, šő A_M | ¡šő ŕřőśšő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă őŕěřăšőřőć ĺğ M. Ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ, řăğńőęĺňőśšĳ ĺ ŕřĺćőďĺňőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő M ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő A_M őğŋăůă¿š, őďŋő ĺ šő ęě, šăł ůšő śćőľśšćă V łăł M-ňőďşń£ šőęďěśšćěŋŋż śćőľśšćăň V łăł A_M -ňőďşń£.

Ďřşčă£ ăśśőűĺăšĺćŋă£ ŕőďăńčěąřă, ść£ğăŋŋă£ ś ňŋőęěśšćőň M őŕěřăšőřőć ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V , | ¡šő ăńčěąřă M-čőňőňőřťĺğňőć B = End_M (V ) = End_{AM} (V ). Ěśńĺ šěŕěřĳ řăśśňőšřěšĳ ŕřőśšřăŋśšćő V łăł B-ňőďşńĳ ĺ őąřăğőćăšĳ ěź-ě őďŋş ăńčěąřş End_B(V ), ňż őąŋăřşęĺň ğăňěůăšěńĳŋş¿ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ.

2.3. Šěőřěňă. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő V ŕőńşŕřőśšő łăł ňőďşńĳ ŋăď ăśśőűĺăšĺćŋőľ ŕőďăńčěąřőľ

A ⊂ End(V ), ĺ B = End_A(V ), šő A = End_B(V ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ćśě őŕěřăšőřż ĺğ B ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕěřěśšăŋőćőůŋż ś őŕěřăšőřăňĺ ĺğ A, ĺňěěšś£ šăćšőńőčĺůěśłőě ćłń¿ůěŋĺě A ⊂ End_B(V ). Ůšőąż ďőłăğăšĳ őąřăšŋőě ćłń¿ůěŋĺě řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś {e_1, e_2, . . . , e_n} ŕřőśšřăŋśšćă V ĺ ŕőłăęěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă φ ∈ End_B(V ) śşźěśšćşěš šăłőľ őŕěřăšőř a ∈ A, ůšő φe_i = ae_i ŕřĺ ćśěţ i. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ŕőńşŕřőśšőľ A-ňőďşńĳ W = V ⊕ V ⊕ · · · ⊕ V n , ŋă łőšőřőň A

ďěľśšćşěš ŕő ŕřăćĺńş a (v_1, v_2, . . . , v_n) = (av_1, av_2, . . . , av_n) , ĺ őŕřěďěńĺň ŋă ŋ-ěň őŕěřăšőř W^{eφ}−−→ W ŕő ťőřňşńě ~φ : (v_1, v_2, . . . , v_n) −→ (φv_1, φv_2, . . . , φv_n) . Ŋăň ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő ~φe ∈ A e, čďě e = (e_1, e_2, . . . , e_n) ∈ W . Ŕőśłőńĳłş W ŕőńşŕřőśš, śşźěśšćşěš ŕřőěłšőř π ∈ End_A(W ) ňőďşń£ W ŋă A-ŕőďňőďşńĳ A e. Ěśńĺ ąż π ążń ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś őŕěřăšőřőň ~φ, ňż ąż ĺňěńĺ ~φ(e) = ~φ(πe) = π( ~φe) ∈ A e, ůšő ĺ šřěąşěšś£. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ řăćěŋśšćő π ~φ = ~φπ.

Ďěľśšćĺě ń¿ąőčő ¡ŋďőňőřťĺğňă W^F−−→ W ňőęŋő őŕĺśżćăšĳ ňăšřĺűěľ (F_{ij}) ś ¡ńěňěŋšăňĺ F_{ij} ∈ End(V ), šăł ůšő

F (v_1, v_2, . . . , v_n) = ( ∑ ν F_{1ν}v_ν , ∑ ν F_{2ν}v_ν , . . . , ∑ ν F_{nν} v_ν ) ,

Ŕőďśšăćń££ ć řăćěŋśšćő πa(w) = aπ(w) ćěłšőř w, ş łőšőřőčő j-šă£ łőőřďĺŋăšă řăćŋă v ∈ V , ă őśšăńĳŋżě łőőřďĺŋăšż ŋşńěćżě, ňż ŕőńşůĺň, ůšő ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŕřőěłšőřă π şďőćńěšćőř£¿š śőőšŋőÿěŋĺ£ň ( π_{1j}a v , π_{2j}a v , . . . , π_{nj} a v ) = ( a π_{1j}v , a π_{2j}v , . . . , a π_{nj}v ) ŕřĺ ń¿ąőň 1 ⩽ j ⩽ n ĺ ń¿ąőň v ∈ V . İšő őğŋăůăěš, ůšő ćśě ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż (π_{ij}) ŕěřěśšăŋőćőůŋż ś A, š. ě. ńěęăš ć B = End_A(V ), ĺ šěň śăňżň, π ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś ń¿ążň őŕěřăšőřă ćĺďă (v_1, v_2, . . . , v_n) −→ (φv_1, φv_2, . . . , φv_n) ś φ ∈ End_B(V ), ůšő ĺ şšćěřęďăńőśĳ. □ Ğăďăůă 5.17. Ŕşśšĳ V | ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺňěěš ňěśšő ĺğőňőřťĺğň ăńčěąř End (V^{⊕n}) ≃ Mat_n (End(V )).

2.4. Šěőřěňă Ąěřŋśăľďă. Ěśńĺ V | ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřăňĺ ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň, šő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćśěćőğňőęŋżţ łőňŕőğĺűĺľ ¡šĺţ őŕěřăšőřőć śőćŕăďăěš śő ćśěľ ăńčěąřőľ ¡ŋďőňőřťĺğňőć End(V ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş V ŋěŕřĺćőďĺňő łăł ňőďşńĳ ŋăď ăśśőűĺăšĺćŋőľ őąőńőůłőľ

A_M ⊂ End(V ) ňŋőęěśšćă őŕěřăšőřőć M, ŕő ńěňňě Ÿşřă ĺňěěň B = End_A(V ) = k, őšłşďă ŕő ŕřěďżďşźěľ šěőřěňě A = End_B(V ) = End(V ). □

x3. sl2 - ňőďşńĺ.

Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő char k = 0.

3.1. Őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ šěřňĺŋőńőčĺ£. Ŋăŕőňŋ¿, ůšő ăńčěąřă Ńĺ sl2(k) ⊂ Mat2(k) śőśšőĺš ĺğ ćśěţ 2 × 2 - ňăšřĺű ś ŋşńěćżň śńěďőň ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ šř-ěţňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ć łăůěśšćě ąăğĺśă ć sl_2(k) ňż ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ňăšřĺűż X = ( 0 1 0 0 ) , Y = ( 0 0 1 0 ) , X = ( 1 0 0 −1 )

łőšőřżě łőňňşšĺřş¿š ŕő ŕřăćĺńăň:

[X, Y ] = H , [H, X] = 2 X , [H, Y ] = −2 Y (3-1) Śšřşłšşřă sl_2(k)-ňőďşń£ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ğăďă-ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ăńčěąř Ńĺ^4 sl_2(k)^ϱ−→ End(V ) .

ĺńĺ, ůšő řăćŋőśĺńĳŋő, šřěň£ őŕěřăšőřăňĺ X, Y, Z ⊂ End(V ), şďőćńěšćőř£¿źĺňĺ łőňňşšăűĺőŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň (3-1).

3.2. Śšăŋďăřšŋżě sl2-ňőďşńĺ. Ŕřőśšěľÿĺňĺ sl2-ňőďşń£ňĺ £ćń£¿šś£ šřĺćĺăńĳŋżľ őďŋőňěřŋżľ ňőďşńĳ V_0 ≃ k, ŋă łőšőřőň ćśě šřĺ őŕěřăšőřă ďěľśšćş¿š şňŋőęěŋĺěň ŋă ŋşńĳ, ĺ šăćšőńőčĺůěśłĺľ ďćşňěřŋżľ ňőďşńĳ V_1 = k^2 ŋă łőšőřőň sl_2 ⊂ Mat_2(k) ďěľśšćşěš ńěćżňĺ şňŋőęěŋĺ£ňĺ: X ( x y ) = ( y 0 ) , Y ( x y ) = ( 0 −x ) , H ( x y ) = ( x −y )

4š. ě. ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, łőšőřżľ ŕěřěćőďĺš łőňňşšăšőřż ć łőňňşšăšőřż

İšĺ ďćă ňőďşń£ £ćń£¿šś£ ŕěřćżňĺ ůńěŋăňĺ ĺğ śěřĺĺ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ăńčěąřż sl_2 ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ őďŋőřőďŋżţ ąĺŋăřŋżţ ťőřň, ś łőšőřżňĺ ňż şęě ćśšřěůăńĺśĳ ć ńěłűĺĺ 5. Ă ĺňěŋŋő, ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě őŕěřăšőřż X −→ x ∂ ∂y , Y −→ y ∂ ∂x , H −→ x ∂ ∂x − y ∂ ∂y , ğăďă¿š ďěľśšćĺě ăńčěąřż Ńĺ sl_2 ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć k[x, y].

Ğăďăůă 5.18. Şąěďĺšěśĳ ŕř£ňżň ćżůĺśńěŋĺěň, ůšő ¡šĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě őŕěřăšőřż şďőćńěšćőř£¿š łőňňşšăűĺőŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň (3-1).

Ŕőśłőńĳłş ćśě šřĺ őŕěřăšőřă śőţřăŋ£¿š śšěŕěŋĳ łăęďőčő ňőŋőňă, k[x, y] £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ łőŋěůŋőňěřŋżţ sl_2-ňőďşńěľ V_n ≃ S^nV_1, śőśšő£źĺţ ĺğ őďŋőřőďŋżţ ťőřň n-šőľ śšěŕěŋĺ, šăł ůšő dim V_n = (n + 1). Ňőďşńĺ V_n ŋăğżćă¿šś£ śšăŋďăřšŋżňĺ. Ć ňőŋőňĺăńĳŋőň ąăğĺśě { e_p = x^py^{n−p} } ďěľśšćĺě őŕěřăšőřőć X, Y , H ğăďă-ěšś£ ťőřňşńăňĺ X : e_p −→ (n − p) e_{p+1} Y : e_p −→ p e_{p−1} H : e_p −→ (2 p − n) e_p (3-2)

3.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ćśě śšăŋďăřšŋżě sl2-ňőďşńĺ Vn ŋěŕřĺćőďĺňż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăğńőęĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v ∈Vn ŕő śšăŋďăřšŋőňş ąăğĺśş ĺğ (3-2), ĺ ŕşśšĳ e_s { ¡šő ŕőśńěďŋĺľ ąăğĺśŋżľ ćěłšőř (ś ŋăĺąőńĳÿĺň s) řěăńĳŋő ŕřĺśşšśšćş¿źĺľ ć ¡šőň řăğńőęěŋĺĺ. Šőčďă X^mY^kv ąşďěš ŕřőŕőřűĺőŋăńěŋ (ś ŋěŋşńěćżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň) ąăğĺśŋőňş ćěłšőřş e_m ŕřĺ ćśěţ 0 ⩽ m ⩽ n, ĺ śšăńő ążšĳ, sl_2-őřąĺšă ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă v ŕőřőęďăěš ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő V_n □

3.3. Őŕĺśăŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňżţ sl2-ňőďşńěľ. Ŕşśšĳ V | ŋěŕřĺćőďĺňżľ sl2-ňőďşńĳ. Ůšőąż ŕřő£śŋĺšĳ ěčő śšřőěŋĺě, ňż řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő V ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺň ğăňżłăŋĺěň őśŋőćŋőčő ŕőń£ ĺ řăğńőęĺň ěčő ć ŕř£ňş¿ śşňňş V = ⊕W_λ łőřŋěćżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć W_λ őŕěřăšőřă H, őšćěůă¿źĺţ ćśěň ěčő ŕőŕăřŋő řăğŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň λ. Ŋăŕőňŋ¿, ůšő W_λ ⊂ V ĺŋćăřĺăŋšŋő ćżďěń£¿šś£ łăł £ďřă ker(H − λ E)^n, čďě n ďőśšăšőůŋő ćěńĺłő.

3.3.1. Ńěňňă. Őŕěřăšőř X ŕěřěćőďĺš śőąśšćěŋŋőě ĺ łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă őŕěřăšőřă H, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ, ć ěčő śőąśšćěŋŋőě ĺ łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ + 2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńĳğş£śĳ łőňňşšăűĺőŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň [H, X] = HX − XH = 2 X ŋăţőďĺň: X(H − λ E) = XH − λ X = H − 2 X − λ X = (H − (λ + 2) E)X , őšłşďă X(H − λ E)^n = (H −(λ +2) E)^nX ŕřĺ ń¿ąőň n ⩾ 1. Šăłĺň őąřăğőň, ĺğ (H − λ E)^nv = 0 ćżšěłăěš, ůšő (H − (λ + 2) E)^nXv = X(H − λ E)^nv = 0. □

Ğăďăůă 5.19. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř Y ŕěřěćőďĺš śőąśšćěŋŋőě ĺ łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă őŕěřăšőřă H, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ, ć ěčő śőąśšćěŋŋőě ĺ łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ − 2.

3.3.2. Ŕřĺňĺšĺćŋżě ćěłšőřż ĺ ćěśă. Śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřă H ŋă ŋěŕřĺćőďĺňőň ňőďşńě V ŋăğżćă¿šś£ ćěśăňĺ, ă śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż | ćěśőćżňĺ ćěłšőřăňĺ. Ćěśőćżě ćěłšőřż, ŕőŕăďă¿źĺě ć £ďřő őŕěřăšőřă X ŋăğżćă¿šś£ ŕřĺňĺšĺćŋżňĺ. Ń¿ąőľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ sl_2-ňőďşńĳ őąńăďăěš ŕřĺňĺšĺćŋżň ćěłšőřőň (ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň). Ůšőąż ěčő ŕőśšřőĺšĳ, ŋăďő ćğ£šĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěśőćőľ ćěłšőř, ĺ ŕřĺňěŋ£šĳ ł ŋěňş őŕěřăšőř X. Ćěłšőřż, łőšőřżě ŕřĺ ¡šőň ąşďşš ŕőńşůăšĳś£, šőęě ąşďşš ćěśőćżňĺ śő ćś-ě ąőńĳÿĺňĺ ćěśăňĺ, ůšő ŋě ňőęěš ŕřőďőńęăšĳś£ ąěśłőŋěůŋő, ĺąő ş H ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ. Ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńěćőľ ćěśőćőľ ćěłšőř ć ¡šőľ űěŕőůłě ĺ ąşďěš ŕřĺňĺšĺćŋżň.

3.3.3. Ńěňňă. sl2-őřąĺšă ŕřĺňĺšĺćŋőčő ćěłšőřă ĺğőňőřťŋă śšăŋďăřšŋőňş ňőďşń¿ Vn ś ŕőďţőď£źĺň n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ v ∈ V ŕřĺňĺšĺćŋżľ ćěłšőř ćěśă λ, šăł ůšő Hv = λv ĺ Xv = 0. Śőčńăśŋő ğăď.5.19 ćśě ćěłšőřż ć űěŕőůłě v, Y v, Y^2v, . . . £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ďń£ H ś śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ λ, (λ−2), (λ−4), . . . , šăł ůšő ŕřĺ łăłőň-šő m ąşďěň ĺňěšĳ Y^{m−1}v ≠ 0, ă Y^mv = 0. Őąőğŋăůĺň ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř Y^{m−1}v ůěřěğ v_0, ă ŕřěďÿěśšćş¿źĺě ěňş ůěřěğ v_1, v_2, šăł ůšőąż űěŕőůłă ŕřĺőąřěńă ćĺď 0^Y←−− v_0^Y←−− v_1^Y←−− v_2^Y←−− . . .^Y←−− v_{m−1}^Y←−− v_m^X−−→ 0 Őŕěřăšőř H ďěľśšćşěš ŋă ćěłšőřż űěŕőůłĺ ŕő ťőřňşńě Hv_i = (λ−2 (m−i)) v_i, ă ğŋă£ ďěľśšćĺě Y ĺ H, ňż ś ŕőňőźĳ¿ śőőšŋőÿěŋĺ£ XY = Y X +H ňőęěň ćżůĺśńĺšĳ ďěľśšćĺě ŋă ¡šş űěŕőůłş ĺ šřěšĳěčő őŕěřăšőřă X:

X v_m = X v = 0 X v_{m−1} = XY v_m = Y X v_m + H v_m = λ v_m X v_{m−2} = XY v_{m−1} = Y X v_{m−1} + H v_{m−1} = (λ + (λ − 2)) v_{m−1} X v_{m−3} = XY v_{m−2} = Y X v_{m−2} + H v_{m−2} = (λ + (λ − 2) + (λ − 4)) v_{m−2} · · · · · · X v_{m−i} = XY v_{m−i+1} = Y X v_{m−i+1} + H v_{m−i+1} = = (λ + (λ − 2) + · · · + (λ − 2 (i − 1))) v_{m−i+1} = i (λ − i + 1) v_{m−i+1} · · · · · · X v_0 = m (λ − m + 1) v_1

Ďěńă£ ěź-ě őďĺŋ šăłőľ ęě ÿăč, ňż ćżůĺśńĺň X(0) = XY v_0 = 0. İšő ŕřĺćőďĺš ł śőőšŋőÿěŋĺ¿:

0 = XY v_0 = Y X v_0 + H v_0 = (m (λ − m + 1) + (λ − 2 m)) v_0 = (m + 1)(λ − m) v_0 ,

ůšő ćőğňőęŋő šőńĳłő ŕřĺ m = λ. Šăłĺň őąřăğőň, ćśě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřă H űěńżě^5, ă ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć v_i ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ sl_2-ŕőďňőďşńĳ, ć łőšőřőň ďěľśšćĺě őŕěřăšőřőć X, Y , H ŋă ąăğĺś v_i ğăďă-ěšś£ ťőřňşńăňĺ: X : v_p −→ (m − p)(p + 1) e_{p+1} Y : v_p −→ v_{p−1} H : v_p −→ (2 p − n) v_p .

5ĺ ć ůăśšŋőśšĺ, łőřŋěćőě řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă V ŕő ďěľśšćĺ¿ őŕěřăšőřă H ćőğňőęŋő ŋăď ń¿ążň ŕőńěň!

Őšőąřăęěŋĺě v_p −→ 1 p! e_p = 1 p! x^py^{n−p} şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ¡šőčő ňőďşń£ śő śšăŋďăřšŋżň ňőďşńěň V_m. □ 3.3.4. Śńěďśšćĺě. Ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě sl2-ňőďşńĺ ĺśůěřŕżćă¿šś£ śšăŋďăřšŋżňĺ ňőďşń£- ňĺ V_n. □

Ğăďăůă 5.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŕřőĺğćőńĳŋőň sl_2-ňőďşńě őŕěřăšőř H ďĺăčőŋăńĺğşěň ĺ ĺňěěš űěńżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, ă őŕěřăšőřż X ĺ Y ŋĺńĳŕőšěŋšŋż.

3.4. Ŕőńŋă£ ŕřĺćőďĺňőśšĳ sl2-ňőďşńěľ. Ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż ďőłăęěň, ůšő ćś£łĺľ łőŋěůŋőňěřŋżľ sl_2-ňőďşńĳ ŕőńşŕřőśš. Čńăćŋżň ĺŋśšřşňěŋšőň ďőłăğăšěńĳśšćă ąşďěš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř K, łőšőřżľ ńěęĺš ć ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřě, ŕőřőęď-ěŋŋőľ őŕěřăšőřăňĺ X, Y , Z, ĺ łőňňşšĺřşěš ś ŋĺňĺ. Ŕő ńěňňě Ÿşřă šăłőľ őŕěřăšőř ďěľśšćşěš ŋă łăęďőň ŋěŕřĺćőďĺňőň ňőďşńě łăł čőňőšěšĺ£, ůšő ĺ ŕőğćőńĺš ŋăň ŕőśšřőĺšĳ sl_2-ĺŋćăřĺăŋšŋżľ ŕřőěłšőř ŋă ń¿ąőľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŕőďňőďşńĳ.

3.4.1. Őŕěřăšőř Łăğĺňĺřă. Ăńčěąřă sl2 ěśšěśšćěŋŋő ćńőęěŋă łăł ŕőďăńčěąřă Ńĺ ć ăśśőűĺăšĺćŋş¿ ăńčěąřş End(sl_2). Łăęďőňş ¡ńěňěŋšş x ∈sl_2 ŕřĺ ¡šőň śőőšćěšśšćşěš ¡ŋďőňőřťĺğň ad_x : y −→ [x, y]. Ğăďăůă 5.21. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ad_{[x,y]} = [ad_x, ad_y] ć End(sl_2) ďń£ ń¿ążţ x, y ∈ sl_2, ĺ ůšő End(sl_2) £ćń£ěšś£ sl_2-ňőďşńěň őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ x : φ −→ [ad_x, φ].

Ŋă ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřě End(sl_2) ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă śńěďă (φ, ψ) = tr (φψ), őčřăŋĺůěŋĺě łőšőřőľ ŋă őąřăğ sl_2 ⊂ End(sl_2) ŋěćżřőęďěŋŋő.

Ğăďăůă 5.22. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż (x, y) = tr (ad_xad_y) ć ąăğĺśě {X, Y, H}

ĺňěěš ćĺď

0 4 0 4 0 0 0 0 8 . Ďćőľśšćěŋŋżň ł ąăğĺśş {X, Y, H} őšŋőśĺšěńĳŋő ťőřňż śńěďă £ćń£ěšś£, šăłĺň őąřăğőň, ąăğĺś

{ X^∗ = 1 4 Y , Y^∗ = 1 4 X , H^∗ = 1 8 X } . Ŋăńĺůĺě śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŋă sl_2 ŕőğćőń£ěš őšőęďěśšćĺšĳ sl_2 ś sl^∗_2, ă ăńčěąřş ¡ŋďőňőřťĺğňőć End(sl_2) ≃ sl^∗_2 ⊗ sl_2 ś šěŋğőřŋżň łćăďřăšőň sl_2 ⊗ sl_2. Ŕřĺ šăłőň őšőęďěśšćńěŋĺĺ šőęďěśšćěŋŋżľ ¡ŋďőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšćă sl_2 ĺğőąřăğĺšś£ šěŋğőřőň Łăğĺňĺřă

– = X ⊗ X^∗ + Y ⊗ Y^∗ + H ⊗ H^∗ =^1_4 (X ⊗ Y + Y ⊗ X) +^1_8 H ⊗ H .

Ćś£łőě ŕřěďśšăćńěŋĺě sl_2^ϱ−→ End(V ) ĺŋďşűĺřşěš ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě

End(sl_2) ≃ sl_2 ⊗ sl_2^{eϱ}−→ End(V ) ,

ďěľśšćş¿źěě ŋă řăğńőęĺňżě šěŋğőřż ŕő ŕřăćĺńş ~ϱ(A ⊗ B) = ϱ(A)ϱ(B) ∈ End(V ). Őŕěřăšőř ~ϱ(Id_{sl2} ) ⊂ End(V ) ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň Łăğĺňĺřă ŋă sl_2-ňőďşńě V .

Ğăďăůă 5.23. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ~ϱ £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň sl_2-ňőďşńěľ.

Ěśńĺ, őŕşśłă£ śĺňćőń ϱ, łăł ĺ řăŋěě, őąőğŋăůăšĳ ąşłćăňĺ X, Y, Z śřăğş śăňĺ őŕěřăšőřż, ďěľśšćş¿źĺě ŋă sl_2-ňőďşńě V , šő őŕěřăšőř Łăğĺňĺřă ćżřăğĺšś£ ůěřěğ ŋĺţ ŕő ťőřňşńě K = 1 4 (XY + Y X) + 1 8 H^2 .

Ğăďăůă 5.24. Ŕřĺ ŕőňőźĺ £ćŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£, őśŋőćăŋŋőčő ŋă śőőšŋőÿěŋĺ£ţ (3-1), ŕřőćěřĳšě, ůšő [X, K] = [Y, K] = [H, K] = 0, ă šăł ęě ůšő K ďěľśšćşěš ŋă śšăŋďăřšŋőň ŋěŕřĺćőďĺňőň sl_2-ňőďşńě V_m łăł čőňőšěšĺ£ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1 8 (m^2 + 4 m).

3.4.2. Ńěňňă. Ćś£łĺľ sl2-ŕőďňőďşńĳ łőřăğňěřŋőśšĺ 1 őąńăďăěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň őďŋőňěřŋżň šřĺćĺăńĳŋżň sl_2-ŕőďňőďşńěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěęďě ćśěčő őšňěšĺň, ůšő ćś£łĺľ őďŋőňěřŋżľ sl2-ňőďşńĳ ś ŋěĺğąěęŋőśšĳ¿ šřĺćĺăńěŋ, ŕőśłőńĳłş ć łőňňşšăšĺćŋőľ ăńčěąřă ¡ŋďőňőřťĺğňőć őďŋőňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă H = [X, Y ] = 0, 2X = [H, X] = 0, 2Y = −[H, Y ] = 0. Ŕő¡šőňş ťăłšőř ňőďşńĳ V/U ŕő ń¿ąőňş ŕőďňőďşń£ U ⊂ V łőřăğňěřŋőśšĺ 1 šřĺćĺăńěŋ, ĺ ğŋăůĺš, ćśě šřĺ őŕěřăšőřă X, Y , Z ŕěřěćőď£š V ć U.

Śšřőĺšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ šřĺćĺăńĳŋżľ őďŋőňěřŋżľ ŕőďňőďşńĳ L ł ďăŋŋőňş ŕőďňőďşń¿ U ⊂ V łőřăğňěřŋőśšĺ 1 ňż ąşďěň ĺŋďşłšĺćŋő ŕő dim U. Ěśńĺ U šřĺćĺăńěŋ (ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ dim U = 1), šő V šőęě ąşďěš šřĺćĺăńěŋ, ŕőśłőńĳłş ŕő ŕřěďżďşźěňş ğăňěůăŋĺ¿

sl_2 V = [sl_2, sl_2] V ⊂ sl_2 sl_2 V ⊂ sl_2 U = 0 ,

ĺ ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ U ≃ V_m ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŕőďňőďşńĳ, šő őŕěřăšőř 8 m^2 + 4 m K = 1 m^2 + 4 m ( H^2 + 2 (XY + Y X) ) ąşďěš sl_2-ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕřőěłšőřőň V ŋă U, šăł ůšő ĺśłőňżľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ŕőďňőďşńĳ | ¡šő L = ker K. Ěśńĺ ęě ŕőďňőďşńĳ U ŕřĺćőďĺň, šő ňż ćżąěřěň ć U ŋěŋşńěćőľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŕőďňőďşńĳ W ≠ U ĺ śŋăůăńă ŕő ĺŋďşłšĺćŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ŕőśšřőĺň sl_2-ĺŋćăřĺăŋšŋőě řăğńőęěŋĺě ťăłšőř ňőďşń£ (V/W ) = (U/W ) ⊕ (~L/W ) , čďě sl_2-ŕőďňőďşńĳ ~L ⊂ V šăłőć, ůšő L ∩ U = W ĺ dim(L/W ) = 1, ă ğăšěň, ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ł ŕăřě W ⊂ ~L, ŕőśšřőĺň ĺŋćăřĺăŋšŋőě řăğńőęěŋĺě ~L = W ⊕ L. Šřĺćĺăńĳŋżľ 1-ňěřŋżľ ŕőďňőďşńĳ L ⊂ ~L ⊂ V ĺ ąşďěš ĺśłőňżň ďőŕőńŋěŋĺěň ł U. □ 3.4.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ łőŋěůŋőňěřŋżľ sl2-ňőďşńĳ ćŕőńŋě ŕřĺćőďĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ sl2-ĺŋćăřĺăŋšŋżľ ŕřőěłšőř sl2-ňőďşń£ V ŋă ń¿ąőľ ěčő ŕőďňőďşńĳ U ⊂ V , řăśśňőšřĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W = { φ ∈ Hom(V, U) | φ|_U = λ Id_U , λ ∈ k } ⊂ Hom(V, U) W^′ = { φ ∈ W | φ|_U = 0 } ⊂ W ć sl_2-ňőďşńě Hom(V, U). Ŕő ğăď.5.6 őŋĺ £ćń£¿šś£ sl_2-ŕőďňőďşń£ňĺ, ŕřĺů-ěň łőřăğňěřŋőśšĳ W^′ ć W řăćŋă 1. Ŕő ŕřěďżďşźěľ ńěňňě W = W^′ ⊕ L, čďě L | šřĺćĺăńĳŋżľ sl_2-ňőďşńĳ. Ŕő ğăď.5.6 ěčő őąřăğş¿źă£, őšŋőřňĺřőćăŋŋă£ šăł, ůšőąż ě-ě őčřăŋĺůěŋĺě ŋă U ążńő šőęďěśšćěŋŋżň őŕěřăšőřőň, ĺ £ćń£ěšś£ ĺśłőňżň ŕřőěłšőřőň.

Ńěłűĺ£ 6 Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋżţ čřşŕŕ.

▷Ĺŋćăřĺăŋšż ĺ ŕőńşŕřőśšőšă. ▷Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋżţ ăąěńěćżţ čřşŕŕ. ▷Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ Ŕőŋšř£čĺŋă. ▷Čřşŕŕőćă£ ăńčěąřă ▷Řěčşń£řŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ▷Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. ▷Šěőřěňă Ňăÿłě. ▷Śőőšŋőÿěŋĺ£ ŋă ůĺśńő ĺ řăğňěřŋőśšĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ. ▷Ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ. ▷Ąăğĺśŋżě ĺďěňŕőšěŋšż ĺ ŕřőěłšőřż ŋă ĺğőšĺŕŋżě łőňŕőŋěŋšż. ▷Ţăřăłšěřż. ▷Łőńĳűő ŕřěďśšăćńěŋĺľ. ▷Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋăď ăńčěąřőľ. ▷Őčřăŋĺůěŋĺě ĺ ĺŋďşűĺřőćăŋĺě ŕřěďśšăćńěŋĺľ. ▷Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ Ťřőąěŋĺşśă.

Ěśńĺ śŕěűĺăńĳŋő ŋě őčőćăřĺćăěšś£ ŕřőšĺćŋőě, ćś¿ďş ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ůěřěğ G őąőğŋăůăěšś£ łőŋěůŋă£ čřşŕŕă, ŕőř£ďőł łőšőřőľ |G| ŋě ďěńĺšś£ ŋă ţăřăłšěřĺśšĺłş őśŋőćŋőčő ŕőń£ k.

x1. Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż.

1.1. Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕ. Ńĺŋěľŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕż G ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě

V | ¡šő čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ G^ϱ−→ GL(V ), ĺ ąşďě őŋ ğăďăŋ, ŕřőśšřăŋśšćő V ŋăğżćăěšś£ Gňőďşńěň. Ŕřěďśšăćńěŋĺě ŋăğżćăěšś£ šřĺćĺăńĳŋżň, ěśńĺ im ϱ = {Id_V }, ĺ ¡ťťěłšĺćŋżň ĺńĺ šőůŋżň, ěśńĺ ker ϱ = {e}. Ěśńĺ ¡šő ŋě ŕřĺćőďĺš ł ŕşšăŋĺűě, śĺňćőń ϱ ć őąőğŋăůěŋĺĺ ďěľśšĺ£ őążůŋő őŕşśłă¿š ĺ ŕĺÿşš ŕřőśšő gv ćňěśšő ϱ(g)v.

Ğăďăůă 6.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ łőŋěůŋă£ ŕőďčřşŕŕă G ⊂ GL_n(k) ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k, ţăřăłšěřĺśšĺłă łőšőřőčő ŋě ďěńĺš ŕőř£ďőł čřşŕŕż, śőśšőĺš šőńĳłő ĺğ ďĺăčőŋăńĺğşěňżţ őŕěřăšőřőć.

Ŕř£ňă£ śşňňă, šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ă šăł ęě ćŋěÿŋĺě ĺ śĺňňěšřĺůěśłĺě śšěŕěŋĺ Gňőďşńěľ U, V śăňĺ £ćń£¿šś£ G-ňőďşń£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ěśšěśšćěŋŋőčő ďěľśšćĺ£ G ŕő ŕřăćĺ- ńăň g(u, v) = (gu, gv), g(u ⊗ v) = (gu) ⊗ (gv), g(u ∧ v) = (gu) ∧ (gv) ĺ š. ď. Ďćőľśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě G^{ϱ∗}−−→ GL(V^∗) ł ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ G^ϱ−→ GL(V ) őŕřěďěń£ěšś£ šăł, ůšőąż ⟨ ϱ^∗(g) ξ , ϱ(g) v ⟩ = ⟨ ξ , v ⟩ ŕřĺ ćśěţ g, ξ, v, š. ě. ŕřăćĺńőň ϱ^∗(g)ξ : v −→ ξ (g^{−1}v).

Ňăšřĺűż őŕěřăšőřőć ϱ(g) ĺ ϱ^∗(g) ć ďćőľśšćěŋŋżţ ąăğĺśăţ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋż ĺ őąřăšŋż ďřşč ďřşčş.

Ďěľśšćĺě G ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć Hom(U, V ) = U^∗ ⊗ V ňěęďş ďćşň£ G-ňőďşń£ňĺ U ĺ V , śőčńăśŋő ŕřěďżďşźěňş, ŕřőĺśţőďĺš ŕő ťőřňşńě g : φ −→ gφg^{−1}. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋěŕőďćĺęŋżţ ćěłšőřőć ¡šőčő ďěľśšćĺ£ śşšĳ Hom_G(U, V ).

§1: Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż. 73

Ğăďăůă 6.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ őąřăğ d-ňěřŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ ńěęĺš ć SL(V ), šő ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ćŋěÿŋĺě śšěŕěŋĺĺ ~^kϱ ĺ ~^{d−k}ϱ ¡šőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ĺğőňőřťŋż ďń£ ćśěţ 0 6 k 6 d.

1.2. Ĺŋćăřĺăŋšż. G-ŕőďňőďşńĳ V^{G def}= { v ∈ V | gv = v ∀ g ∈ G } ⊂ V ŋăğżćăěšś£

ŕřőśšřăŋśšćőň ĺŋćăřĺăŋšőć ŕřěďśšăćńěŋĺ£ G −→ V .

1.2.1. Šěőřěňă. Ŋăď ŕőńěň, ţăřăłšěřĺśšĺłă łőšőřőčő ŋě ďěńĺš ŕőř£ďőł čřşŕŕż |G|, őŕěřăšőř ♮ = 1 |G| ∑ g∈G g ğăďă-ěš G-ĺŋćăřĺăŋšŋżľ ŕřěłšőř ń¿ąőčő G-ňőďşń£ ŋă ŕőďňőďşńĳ ĺŋćăřĺăŋšőć. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň h ∈ G ¡ńěňěŋšż hg ĺ gh ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő ŕřőąěčă¿š G ćňěśšě ś g, ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ őŕěřăšőřă ♮ ŕřőćěř£ěšś£ ćżłńăďłőľ h ( ∑ g∈G g ) = ∑ g∈G hg = ∑ g∈G g = ∑ g∈G gh = ( ∑ g∈G g ) h . Ăŋăńőčĺůŋő şśšăŋăćńĺćăěšś£, ůšő őąřăğ v^♮ ń¿ąőčő ćěłšőřă v ∈ V ąşďěš G-ĺŋćăřĺăŋšěŋ: |G| hv^♮ = h ( ∑ g∈G g v ) = ∑ g∈G hg v = ∑ g∈G g v = |G| v^♮ . Ŋăłőŋěű, v^♮ = v ďń£ ń¿ąőčő ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ćěłšőřă v, ŕőśłőńĳłş ∑ g∈G gv = |G| v. □ 1.3. Ŕőńşŕřőśšőšă. Ń¿ąőě ŕřěďśšăćńěŋĺě G −→ GL(V ) łőŋěůŋőľ čřşŕŕż (ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłă łőšőřőčő ŋě ďěńĺš ŕőř£ďőł ¡šőľ čřşŕŕż) ćŕőńŋě ŕřĺćőďĺňő, ŕőśłőńĳłş ŕőńĳğş£śĳ ŕřěďżďşźěľ šěőřěňőľ, ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ G-ĺŋćăřĺăŋšŋżľ ŕřőěłšőř ŋă ń¿ąőľ ŕőďňőďşńĳ U ⊂ V . Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ŕřőěłűĺ£ ŋă ĺŋćăřĺăŋšż

Hom(V, U)^♮−→ Hom_G(V, U)

ŕěřěćőďĺš ń¿ąőľ ŕřěłšőř π śŋőćă ć ŕřőěłšőř. Ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ π|_U = Id_U ĺ g^{−1}U ⊂ U ćżšěłăěš, ůšő π^♮u = 1 |G| ∑ g∈G gπg^{−1}u = 1 |G| ∑ g∈G gg^{−1}u = 1 |G| |G| u = u ∀ u ∈ U , š. ě. π^♮|_U = Id_U .

1.4. Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋżţ ăąěńěćżţ čřşŕŕ. Ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕż őďŋőňěřŋż. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă őďŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě | ¡šő şňŋőęěŋĺě ŋă ůĺśńő. Ğăďăŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăńěŋĺ£ łőŋěůŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕż řăćŋőśĺńĳŋő ğăďăŋĺ¿ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőčő čőňőňőřťĺğňă

G^χ−−→ k : χ(g_1g_2) = χ(g_1)χ(g_2) , śőŕőśšăćń£¿źěčő ¡ńěňěŋšş čřşŕŕż šő ůĺśńő, ŋă łőšőřőě őŋ şňŋőęăěš, šăł ůšő ďěľśšćĺě G ŕřőĺśţőďĺš ŕő ŕřăĺńş gv = χ(g) v . Čőňőňőřťĺğň χ ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřőň ăąěńěćőľ čřşŕŕż G, ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺľ őďŋőňěřŋżľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ G-ňőďşńĳ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ V_χ.

Ğăďăůă 6.3. Ďőłăęĺšě, ůšő V_χ ≃ V_ψ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă χ = ψ.

Ć ŕřőśšřăŋśšćě k[G] ćśěţ k-ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă čřşŕŕě G ţăřăłšěřż őąřăğş¿š ăąěńěćş ŕőďčřşŕŕş őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőšőůěůŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ. Őŋă ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋőľ ł G ĺ őąőğŋăůăěšś£ G^∧. Ěďĺŋĺűěľ ć G^∧ śńşęĺš šřĺćĺăńĳŋżľ ţăřăłšěř χ_e ≡ 1, őšćěůă¿źĺľ šřĺćĺăńĳŋőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿.

Ğăďăůă 6.4. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ţăřăłšěř šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ őďŋőňěřŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ăąěńěćőľ čřşŕŕż G řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ĺţ ţăřăłšěřőć ć G^∧, ă ţăřăłšěř ďćőľśšćěŋŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őąřăšěŋ ć G^∧ ţăřăłšěřş ĺśţőďŋőčő.

Čřşŕŕă G ďěľśšćşěš ŋă k[G] ŕő ŕřăćĺńş f(x)^g−→ gf(x)^{def}= f(xg). Řăğńőęĺň ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ŕř£ňş¿ śşňňş őďŋőňěřŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ k[G] = ⊕_χ V^{⊕mχ}_χ , Ćś£łă£ ťşŋłűĺ£ f ∈ V_χ şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş f(xg) = χ(g)f(x), ŕőďśšăćń££ ć łőšőřőě x = e, ŕőńşůĺň f(g) = 1 f(e) χ(g), š. ě. f ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋă ţăřăłšěřş χ ∈ k[G]. Šăłĺň őąřăğőň,

łăęďőě ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě V_χ ćţőďĺš ć k[G] ś łřăšŋőśšĳ¿ m_χ = 1 ĺ śőőšćěšśšćş- ¿źěě őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć k[G] ŋăš£ŋşšő ŋă ţăřăłšěř χ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ţăřăłšěřż śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć k[G], ĺ |G^∧| = |G|.

Őšőąřăęěŋĺě g −→ ev_g, śőŕőśšăćń£¿źěě ¡ńěňěŋšş g ∈ G k-ğŋăůŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ev_g ŋă G^∧ , ćżůĺśń£¿źş¿ ğŋăůěŋĺě ţăřăłšěřă ć šőůłě ev_g : χ −→ χ(g) £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ĺğ G ć G^{∨∨}, ŕőśłőńĳłş

ev_g(χ_1χ_2) = ev_g(χ_1)ev_g(χ_2) ĺ ev_{g1g2} (χ) = ev_{g1} (χ)ev_{g2} (χ) .

Ěśńĺ g ńěęĺš ć ěčő £ďřě, šő χ(g) = 1 ďń£ ćśěţ χ ∈ G^∧, š. ě. g ďěľśšćěš šřĺćĺăńĳŋő ć ń¿ąőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ čřşŕŕż G. Ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ f ∈ k[G] ąşďěň ĺňěšĳ f(xg) = f(x), ůšő ćőğňőęŋő šőńĳłő ěśńĺ xg = x ďń£ łăęďőčő x ∈ G, š. ě. šőńĳłő łőčďă g = e. Šăłĺň őąřăğőň, ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ăąěńěćżţ čřşŕŕ G^∼−−→ G^{∨∨}, ĺğćěśšŋżľ łăł ďćőľśšćěŋŋőśšĳ Ŕőŋšř£čĺŋă.

x2. Čřşŕŕőćă£ ăńčěąřă łőŋěůŋőľ čřşŕŕż.

2.1. Őŕřěďěńěŋĺě čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż. Śő ćś£łőľ łőŋěůŋőľ čřşŕŕőľ G ňőęŋő łăŋőŋĺůěśłĺ ść£ğăšĳ ăśśőűĺăšĺćŋş¿ ăńčěąřş, őąőğŋăůăěňş¿ kG ĺ ŋăğżćăěňş¿ čřşŕŕőćőľ ăńčěąřőľ čřşŕŕż G ŋăď ŕőńěň k, ć łőšőřş¿ G ćńőęěŋă ć łăůěśšćě ŕőďčřşŕŕż, śőśšăń¿źěľ ąăğĺś ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă kG. İńěňěŋšż ¡šőľ ăńčěąřż ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ łőŋěůŋżě ťőřňăńĳŋżě ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ćĺďă ∑ g∈G c_g g , c_g ∈ k , łőšőřżě śłńăďżćă¿šś£ ĺ ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő śšăŋďăřšŋżň ăśśőűĺăšĺćŋżň ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋżň ŕřăćĺńăň řăśłřżšĺ£ śłőąőł, ś şů-ěšőň, őďŋăłő, šőčő, ůšő şňŋőęěŋĺě ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż ŋě őą£ğăšěńĳŋő łőňňşšăšĺćŋő.

Ğăďăůă 6.5. Ďőłăęĺšě, ůšő śőŕőśšăńěŋĺě űěńőňş ůĺśńş m ňőŋőňă t^m şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ňěęďş kZ ĺ łőńĳűőň ŕőńĺŋőňőć Ńőřăŋă k[t, t^{−1}], ă šăłęě ňěęďş k(Z/nZ)ĺ ťăłšőřłőńĳűőň k[t]/(t^m − 1).

Ćś£łőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ čřşŕŕż G^ϱ−→ GL(V ) łăŋőŋĺůěśłĺ śőőšćěšśšćşěš ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż kG^ϱ−→ End(V ), łőšőřőě £ćń£ěšś£ ŕřőďőńęěŋĺěň ϱ ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ ś ąăğĺśă ŋă ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő kG ϱ ( ∑ g c_gg ) = ∑ g c_gϱ(g) , ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čőňőňőřťĺğň ăśśőűĺăšĺćŋżţ ăńčěąř, őąřăğ łőšőřőčő śşšĳ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă A_{ϱ(G)} ⊂ End(V ) őŕěřăšőřőć ĺğ ϱ(G). Šăłĺň őąřăğőň, šěőřĺ£ ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕż G šőęďěśšćěŋŋă šěőřĺĺ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřż kG.

Ğăďăůă 6.6. Ŕşśšĳ ăśśőűĺăšĺćŋă£ k-ăńčěąřă kG ćňěśšě ś ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżň čőňőňőřťĺğňőň G^μ−−→ kG őąńăďă¿š śńěďş¿źĺň śćőľśšőň şŋĺćěřśăńĳŋőśšĺ: ćś£łĺľ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżľ čőňőřťĺğň G^φ−−→ A ć ăśśőűĺăšĺćŋş¿ k-ăńčěąřş A ěďĺŋśšćěŋěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ kG

G_φ -

μ -_A α -

μ ĺ čőňőňőřťĺğňă k-ăńčěąř k[G]^α−−→ A. Ďőłăęĺšě, ůšő kG őŕřěďěń£ěšś£ ¡šĺň şŋĺćěřśăńĳŋżň śőľśšćőň őďŋőğŋăůŋő ś šőčŋőśšĳ¿ ďő ěďĺŋśšćěŋŋőčő ĺğőňőřťĺğňă, ŕěřěśšăŋőćőůŋőčő ś μ.

2.2. Ťşŋłűĺĺ ŋă čřşŕŕě ĺ ŕř£ňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě. Ŕřőśšřăŋśšćő k[G] ťşŋłűĺľ ŋă čřşŕŕě G £ćń£ěšś£ łőňňşšăšĺćŋőľ ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřőľ őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ ŕőšőůěůŋőčő śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺľ. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ťşŋłűĺ£ ψ ∈ k[G], śőŕőśšăćń££ łăęďőňş ąăğĺśŋőňş ćěłšőřş g ∈ kG ůĺśńő, őŕřěďěń£ěš ŋă kG ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ψ : ∑ g c_gg −→ ∑ g c_gψ(g), šăł ůšő k[G] łăŋőŋĺůěśłĺ ĺğőňőřťŋő ďćőľśšćěŋŋőňş ŕřőśšřăŋ-

śšćş čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż (kG)^∗. Ŋăłőŋěű, ďń£ ŋăąőřă ůĺśěń ψ(g) ĺňěěšś£ ĺ šřěšĳ£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ | ěčő ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ŋăąőř łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ğăďă¿źĺţ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż, š. ě. łăł ¡ńěňěŋš śăňőľ čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż

ψ^∧ = ∑ g ψ(g) g ∈ kG .

76 Ńěłűĺ£ 6: Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋżţ čřşŕŕ.

Őšőąřăęěŋĺě (kG)^∗ = k[G] −→ kG, ŕěřěćőď£źěě ψ ć ψ^∧, ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕř£ňżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň Ťşřĳě. İšő ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ŕřěćřăźă¿źĺľ śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś k[G] ĺğ δ-ťşŋłűĺľ

δ_g(h) =

1 , ŕřĺ h = g 0 , ŕřĺ h ≠ g , ć ąăğĺś kG, śőśšő£źĺľ ĺğ ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż G. Őŋ ŋě £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ăńčěąř, ĺ ŕřőőąřăğ (ŋěłőňňşšăšĺćŋőčő) şňŋőęěŋĺ£ ć kG ğăďă-ěš ŋă k[G] ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋş¿ őŕěřăűĺ¿, ŋăğżćăěňş¿ ść-ěřšłőľ

φ ∗ ψ(g)^{def}= ∑ h∈G φ(gh^{−1}) ψ(h) = ∑ h∈G φ(h) ψ(h^{−1}g) = ∑ h1h2=g φ(h_1) ψ(h_2) .

Ğăďăůă 6.7. Ŕřőćěřĳšě, ůšő (φ ∗ ψ)^∧ = φ^∧ψ^∧ ć kG.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ůăšő ąşďěň ąěğ śŕěűĺńĳŋżţ őčőćőřőł őšőęďěśšćń£šĳ kG ĺ k[G] ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕř£ňőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ťşřĳě. Ć ůăśšŋőśšĺ, łăęďőľ ťşŋłűĺĺ ψ ∈ k[G] ć ń¿ąőň ńĺŋěľŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ G^ϱ−→ GL(V ) łăŋőŋĺůěśłĺ śőőšćěšśšćşěš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř^1

ϱ(ψ)^{def}= ϱ(ψ^∧) = ∑ g ψ(g)ϱ(g) ∈ End(V ) ĺ łőňŕőğĺűĺ£ šăłĺţ őŕěřăšőřőć śőőšćěšśšćşěš ść-ěřšłě ťşŋłűĺľ: ϱ(φ) ϱ(ψ) = ϱ(φ ∗ ψ). 2.3. Řěčşń£řŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£. Čőňőňőřťĺğň G^ℓ−→ End(kG), śőŕőśšăćń£¿źĺľ ¡ńěňěŋšş g ∈ G őŕěřăšőř ℓ_g ńěćőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă g: x −→ gx, ŋăğżćăěšś£ ńěćżň řěčşń£řŋżňĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ čřşŕŕż G. Ďćőľśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć k[G] ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ńěćżľ śďćĺč ăřčşňěŋšă ŋă g^{−1}: ℓ^∗_gφ(h) = φ(g^{−1}h) . Ŕř£ňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě őšőęďěśšćń£ěš ĺţ ňěęďş śőąőľ, ŕőśłőńĳłş ℓ_g ∑ h φ(h) h = ∑ h φ(h) gh = ∑ t φ(g^{−1}t) t . Łřőňě ńěćőčő, ĺňěěšś£ ăŋăńőčĺůŋőě ŕřăćőě řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě G^ℓ−→ End(kG), łőšőřőě śőŕőśšăćń£ěš g ∈ G őŕěřăšőř r_g ŕřăćőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă g^{−1}: x −→ xg^{−1}, ĺ ŋă £ğżłě ťşŋłűĺľ śőśšőĺš ć ŕřăćőň śďćĺčě ăřčşňěŋšă ŋă g: r^∗_gφ(h) = φ(hg). 2.4. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă kG. Ńěćőě řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě kG^ℓ−→ End(kG) ćłńăďżćăěš čřşŕŕőćş¿ ăńčěąřş kG ć ăńčěąřş End(kG), ŋă łőšőřőľ ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłă£ ťőřňă śńěďă. Őčřăŋĺůěŋĺě ¡šőľ ťőřňż ŋă kG, ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕő ťőřňşńě

(a, b)^{def}= 1 |G|^2 tr (ℓ_aℓ_b) = 1 |G|^2 tr (ℓ_{ab}) ,

1ć łńăśśĺůěśłĺţ şůěąŋĺłăţ ŕő čăřňőŋĺůěśłőňş ăŋăńĺğş ŕřěőąřăğőćăŋĺěň Ťşřĳě, śőąśšćěŋŋő, ĺ ŋăğżćăěšś£ śőŕőśšăćńěŋĺě łăęďőľ ťşŋłűĺĺ ŋă čřşŕŕě ŋăąőřă őŕěřăšőřőć ŋă ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ţ ¡šőľ čřşŕŕż, ğăďăćăěňőě ŕő ŋăŕĺśăŋŋőľ ŋăňĺ ťőřňşńě

ğăďă-ěš ŋă kG ŋěćżřőęďěŋŋőě śĺňňěšřĺůŋőě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, őŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőčő ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż G ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő ŕřăćĺńş (g, h) = 1/|G| , ŕřĺ h = g^{−1} 0 , ŕřĺ h ≠ g^{−1} .

Ğăďăůă 6.8. Ŕřőćěřĳšě, ůšő tr (ℓ_g) = |G| , ŕřĺ g = e 0 , ŕřĺ g ≠ e . Ŕőśłőńĳłş ℓ_{ab}ℓ_c = ℓ_{abc} = ℓ_aℓ_{bc}, śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă k[G] őąńăďăěš śćőľśšćăňĺ (ab, c) = (a, bc) ab = 0 =⇒ (a, b) = 0 ∀ a, b, c∈ k [G] (2-1) Ğăďăůă 6.9. Ďőłăęĺšě, ůšő őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ńěćőňş ĺďěăńş ć kG £ćń£ěšś£ ŕřăćżň ĺďěăńőň ĺ ŋăőąőřőš. Ć ůăśšŋőśšĺ, őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ďćşśšőřőŋŋěňş ĺďěăńş £ćń£ěšś£ šăłęě ďćşśšőřőŋŋĺň ĺďěăńőň.

Ŕř£ňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě ŕěřěŋőśĺš śłăń£řŋőě ŕřőňğćěďěŋĺě ĺğ kG ć k[G], čďě őŋő ŕřĺőąřěšăěš ćĺď

(φ, ψ)^{def}= (φ^∧, ψ^∧) = ∑ g,h∈G φ(g) ψ(h) (g, h) = 1 |G| ∑ g∈G φ(g) ψ(g^{−1}) = 1 |G| φ ∗ ψ (e) . 2.5. Őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě. Ĺğőňőřťĺğň kG^∼−−→ (kG)^∗ = k[G], ğăďăćăěňżľ śńěďőćżň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň, ŋăğżćăěšś£ őąřăšŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň Ťşřĳě^2. Őŋ ŕěřěćőďĺš c = ∑ g c_gg ∈ kG ć ťşŋłűĺ¿

c^∨ : c^∨(g) = 1 |G| c_g−1 . Ćőŕřěłĺ ŋăğćăŋĺ£ň, ŕřĺğćăŋŋżň őšřăęăšĳ ńĺÿĳ ŋăŕăćńěŋĺ£ śšřěńőł, ŕř£ňőě ĺ őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ťşřĳě

kG œ^∧_∨-_{k[G]}

őšŋ¿ďĳ ŋě £ćń£¿šś£ őąřăšŋżňĺ ďřşčş ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ. Ĺţ łőňŕőğĺűĺĺ ďěľśšćş¿š ŋă ťşŋłűĺĺ ĺ ŋă ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż ŕő ŕřăćĺńăň ψ^{∧∨}(g) = 1 |G| ψ(g^{−1}) ĺ g^{∨∧} = 1 |G| g^{−1} . Őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě őšőęďěśšćń£ěš ńěćőě řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ℓ ŋă kG ś ŕřăćżň řěčşń£řŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň r^∗ ŋă k[G], ă ŕřăćőě r | ś ńěćżň ℓ^∗. 2.6. Śšřőěŋĺě čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż. Řăğńőęĺň ńěćőě řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŋěŕřĺćőďĺňżţ: kG = ⊕_ϱ V^{mϱ}ϱ . Łăęďőě ŋěŕřĺćőďĺňőě őšŋőśĺšěńĳŋő ńěćőčő şňŋőęěŋĺ£ ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő V_ϱ ⊂ kG ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ńěćżľ ĺďěăń^3 ăń-

2Ŕř£ňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě k[G]^∧−−→ kG : φ −→ φ^, řăğşňěěšś£, šőęě śőőšćěšśšćşěš śłăń£řŋőňş ŕřőğćěďěŋĺ¿, łőšőřőě ć šěřňĺŋăţ k[G] ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ ⟨ φ , ψ ⟩ = φ(ψ^) (ćżůĺśńěŋĺě ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ć šőůłě). δ-ťşŋłűĺĺ ĺ ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż śőśšăćń£¿š ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŋěňş őřšőŋőřňăńĳŋżě ąăğĺśż. Őďŋăłő, ¡šő ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋě ĺčřăěš śşźěśšćěŋŋőľ řőńĺ ć šěőřĺĺ ŕřěďśšăćńěŋĺľ, ĺ ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ ŋě řăśśňăšřĺćăěšś£.

3ĺďěăń ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň, ěśńĺ őŋ ŋě śőďěřęĺš ŋěŋşńěćżţ ĺďěăńőć, őšńĺůŋżţ őš ŋěčő śăňőčő

čěąřż kG. Ŕőśłőńĳłş ŕřăćőě şňŋőęěŋĺě ŋă ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš y ∈ kG ŕěřěśšăŋőćőůŋő ś ńěćżň ďěľśšćĺěň G, ŕő ńěňňě Ÿşřă V_ϱy ⊂ ⊕_ϱ V^{mϱ}ϱ ňőęěš ŋěšřĺćĺăńĳŋő ŕřőěłšĺřőćăšĳś£ šőńĳłő ŋă

ŕř£ňżě śńăčăěňżě, ĺğőňőřťŋżě V_ϱ. Ŕő¡šőňş śşňňă I_ϱ = V^{mϱ}ϱ ćśěţ ňĺŋĺňăńĳŋżţ ńěćżţ ĺďěăńőć, ĺğőňőřťŋżţ ďăŋŋőňş ŋěŕřĺćőďĺňőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ V_ϱ, £ćń£ěšś£ ďćşśšőřőŋŋĺň ĺďěăńőň ć k[G]. Ĺğ řăćěŋśšćă I_ϱI_λ ⊂ I_ϱ ∩ I_λ = 0 ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ (2-1) śńěďşěš, ůšő ĺďěăńż I_ϱ ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋż őšŋőśĺšěńĳŋő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŋă kG. Šăłĺň őąřăğőň, ăńčěąřă kG ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őřšőčőŋăńĳŋş¿ ŕř£ňş¿ śşňňş śćőĺţ ďćşśšőřőŋŋĺţ ĺďěăńőć I_ϱ.

Ğăďăůă 6.10. Ďőłăęĺšě, ůšő I_r £ćń£¿šś£ ňĺŋĺňăńĳŋżňĺ ďćşśšőřőŋŋĺňĺ ĺďěăńăňĺ ăńčěąřż k[G], ĺ ůšő ćśě ďćşśšőřőŋŋĺě ĺďěăńż ć k[G] ĺśůěřŕżćă¿šś£ ŕř£ňżňĺ śşňňăňĺ ĺďěăńőć I_ϱ.

2.6.1. Šěőřěňă Ňăÿłě. Čřşŕŕőćă£ ăńčěąřă łőŋěůŋőľ čřşŕŕż ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň, ţăřăłšěřĺśšĺłă łőšőřőčő ŋě ďěńĺš ŕőř£ďőł čřşŕŕż, ĺğőňőřťŋă ŕř£ňőľ śşňňě ⊕_ϱ End(V_ϱ) ăńčěąř ¡ŋďőňőřťĺğňőć ćśěţ řăğńĺůŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ. Ŕřĺ ¡šőň

ĺğőňőřťĺğňě łăęďżľ ďćşśšőřőŋŋĺľ ĺďěăń I_ϱ ĺğőňőřťŋő őšőąřăęăěšś£ ŋă śőőšćěšśćş¿źş¿ ăńčěąřş End(V_ϱ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćś£łőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ G^ϱ−→ GL(Vϱ) őšćěůăěš čőňőňőřťĺğň ăńčěąř

kG^ϱ−→ End(V_ϱ), łőšőřżľ ŕěřěćőďĺš ∑ c_gg ć ∑ c_gϱ(g). Őąřăğ ¡šőčő čőňőňőřťĺğňă śőćŕăďăěš ś ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ A_{ϱ(G)} őŕěřăšőřć ĺğ ŕőďčřşŕŕż ϱ(G) ⊂ End(V_ϱ). Ěśńĺ ŕřěďśšăćńěŋĺě V_ϱ ŋěŕřĺćőďĺňő, šő ŕő šěőřěňě Ąěřŋśăľďă A_{ϱ(G)} = End(V_ϱ), ĺ śšăńő ążšĳ, čőňőňőřťĺğň kG^ϱ−→ End(V_ϱ) ¡ŕĺňőřťěŋ. Ŕř£ňă£ śşňňă ¡šĺţ ¡ŕĺňőřťĺğňőć ŕő ćśěň řăğńĺůŋżň ŋěŕřĺćőďĺňżň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ň čřşŕŕż G ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ¡ŕĺňőřťĺğň ăńčěąř kG^{⊕ϱ}−−→ ⨁ ϱ End(V_ϱ) , (2-2)

ŕěřěćőď£źĺľ ¡ńěňěŋš g ć ŋăąőř ¡ŋďőňőřťĺğňőć ϱ(g). Ěčő £ďřő śőśšőĺš ĺğ šăłĺţ x ∈ kG, łőšőřżě ďěľśšćş¿š ŋşńěćżň őŕěřăšőřőň ćő ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ţ. Řăśłńăďżćă£ ńěćőě řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŋěŕřĺćőďĺňżţ, ňż ćĺďĺň, ůšő ńěćőě şňŋőęěŋĺě ŋă šăłőľ ¡ńěňěŋš x £ćń£ěšś£ ŋşńěćżň ¡ŋďőňőřťĺğňőň kG, őšłşďă x = λ_x(1) = 0. Ŕőśłőńĳłş őčřăŋĺůěŋĺě ¡ŕĺňőřťĺğňă kG^ϱ−→ End(V_ϱ) ŋă ń¿ąőľ ĺďěăń I_λ ≠ I_ϱ šřĺćĺăńĳŋő ŕő ńěňňě Ÿşřă, őčřăŋĺůěŋĺě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ ŋă I_ϱ £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ¡šőčő ĺďěăńă ś ăńčěąřőľ End(V_ϱ). □ 2.6.2. Śńěďśšćĺě. Śşňňă łćăďřăšőć řăğňěřŋőśšěľ ćśěţ řăğńĺůŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň, ţăřăłšěřĺśšĺłă łőšőřőčő ŋě ďěńĺš |G|, řăćŋă ŕőř£ďłş čřşŕŕż |G|. □

2.6.3. Śńěďśšćĺě (ťőřňşńă Ŕńăŋÿěřěń£). Ďń£ ń¿ążţ x, y ∈ kG |G| (x, y) = 1 |G| ∑ ϱ dim(V_ϱ) tr (ϱ(x)ϱ(y)) ,

čďě śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ćśěň řăğńĺůŋżň ŋěŕřĺćőďĺňżň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ň ϱ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżůĺśńĺň |G| (φ, ψ) = 1_{|G|}tr (ℓxy), ŕőńĳğş£śĳ ĺğőňőřĺğňőň (2-2). Ć šěřňĺŋăţ ⊕End(V_ϱ) ďěľśšćĺě ℓ_{xy} ŋă ŕř£ňőň śńăčăěňőň End(V_ϱ) śőśšőĺš ć ńěćőň şňŋőęěŋĺĺ ŋă ϱ(x) ϱ(y). Ŋő ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ śńěćă ŋă ňăšřĺűş z ąăğĺśŋă£ ňăšřĺůŋă£ ěďĺŋĺűă ε_{ij} ŕěřěţőďĺš ć ∑ ν z_{νi}ε_{νj}, šăł ůšő śńěď ńěćőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă z řăćěŋ ∑ j ∑ i z_{ii} = dim(V_ϱ) tr (z). □

Ğăďăůă 6.11. Ďőłăęĺšě, ůšő łăęďőě ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě V_ϱ čřşŕŕż G ćţőďĺš ć řăğńőęěŋĺě łăł ńěćőčő šăł ĺ ŕřăőčő řěčşń£řŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ś łřăšŋőśšĳ¿, řăćŋőľ dim V_ϱ.

2.7. Űěŋšř čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż, š. ě. łőňňşšăšĺćŋă£ ŕőďăńčěąřă Z(kG) = { z ∈ kG | zx = xz ∀ x ∈ kG } , őšőęďěśšćń£ěšś£ ŕőśřěďśšćőň ŕř£ňőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ťşřĳě ś ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ťşŋłűĺľ, ŕőśšő£ŋŋżţ ŋă łńăśśăţ śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć. Ć śăňőň ďěńě, řăćěŋśšćő gφ^∧ = φ^∧g ďőśšăšőůŋő ŕřőćěř£šĳ šőńĳłő ďń£ ćśěţ g ∈ G, čďě őŋő řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ φ(g^{−1}h) = φ(hg^{−1}) ∀ g, h ∈ G , łőšőřőě ŕőśńě ŕěřěőąőğŋăůěŋĺ£ s = g^{−1}h ŕřěćřăźăěšś£ ć φ(s) = φ(gsg^{−1}). Ć ůăśšŋőśšĺ, řăğňěřŋőśšĳ dim Z(kG) řăćŋă ůĺśńş łńăśśőć śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć ć čřşŕŕě G. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, űěŋšř łăęďőľ ĺğ ăńčěąř End(V ) őďŋőňěřěŋ, ĺąő śőśšőĺš ĺğ čőňőšěšĺľ, ă űěŋšř ŕř£ňőľ śşňňż ăńčěąř śőćŕăďăěš ś ŕř£ňőľ śşňňőľ ĺţ űěŋšřőć, ĺąő ŕěřěśšăŋőćőůŋőśšĳ śőňŋőęĺšěńěľ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěř£šĳ őšďěńĳŋő ŋă łăęďőň śńăčăěňőň ŕř£ňőľ śşňňż. Ňż ŕőńşůăěň

2.7.1. Śńěďśšćĺě. Ůĺśńő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ řăćŋő ůĺśńş łńăśśőć śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć. □

2.8. Ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ. Ťĺłśăűĺ£ ąăğĺśă ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ V_ϱ ŕőğćőń£ěš ğăŕĺśżćăšĳ ćśě őŕěřăšőřż ϱ(g) ňăšřĺűăňĺ (ϱ_{ij}(g)). Ňăšřĺůŋě ¡ńěňěŋšż ϱ_{ij}(g) £ćń£¿šś£ k-ğŋăůŋżňĺ ťşŋłűĺĺ£ňĺ ŋă čřşŕŕě G, ĺ šěň śăňżň, ńěęăš ć k[G].

2.8.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ őąřăğş¿š ć

k[G] ąăğĺś, ŕřĺů-ěň ć ěčő ňăšřĺűě Čřăňă ( (ϱ_{μν} , λ_{αβ}) ) őšńĺůŋż őš ŋşń£ šőńĳłő śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (ϱ_{ij}, ϱ_{ji}) = 1 dim V_ϱ . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ąăğĺśŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř Vϱ^{εαβ}−−−→ Vλ, ňăšřĺűă łőšőřőčő ĺňěěš 1 ć ŕőğĺűĺĺ (αβ) ĺ ŋşńĺ ć őśšăńĳŋżţ ňěśšăţ. Ěčő şśřěďŋěŋĺě ~ε_{αβ} = 1 |G| ∑ g∈G λ(g)ε_{αβ}ϱ(g^{−1}) , £ćń£ěšś£ G-čőňőňőřťĺğňőň ňěęďş ďćşň£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ, ĺ ŕő ńěňňě Ÿşřă ŕřĺ λ ≠ ϱ ğăŕĺśżćăěšś£ ŋşńěćőľ ňăšřĺűěľ, ă ŕřĺ λ = ϱ | śłăń£řŋőľ ňăšřĺűěľ, ş łőšőřőľ ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ śšőĺš ůĺśńő 1 dim V_ϱ tr ~ε_{αβ} = 1 dim V_ϱ 1 |G| ∑ g∈G tr ( g ε_{αβ} g^{−1} ) = 1 dim V_ϱ 1 |G| ∑ g∈G tr (ε_{αβ}) = 1 dim V_ϱ tr ε_{αβ} =

1/ dim V_ϱ , ŕřĺ α = β

0 , ŕřĺ α ≠ β

80 Ńěłűĺ£ 6: Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋżţ čřşŕŕ.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż (ij)-šżľ ¡ńěňěŋš ňăšřĺűż ~ε_{αβ} řăćěŋ 1 |G| ∑ g∈G λ_{iα}(g) ϱ_{βj}(g^{−1}) = (λ_{iα}, ϱ_{βj}), ůšő

ĺ ďă-ěš ŋşęŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ. □ 2.8.2. Śńěďśšćĺě. Őŕěřăšőř ϱ^∧_{ij} ∈ kG ďěľśšćşěš ćő ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ţ

λ ≠ ϱ^∗ ŋşń-ěň, ă ć ŋěŕřĺćőďĺňőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ϱ^∗ | őŕěřăšőřőň, ňăšřĺűă łőšőřőčő ć ďćőľśšćěŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V^∗ ĺňěěš ć ŕőğĺűĺĺ (ij) ůĺśńő |G|/ dim V_ϱ ĺ ŋşńĺ ć őśšăńĳŋżţ ňěśšăţ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďśšăćńěŋĺě kG^λ−−→ End(Vλ) ŕěřěćőďĺš ¡ńěňěŋš ϱ^∧_{ij} =^∑_{g∈G} ϱij (g)g ∈ k[G] ć őŕěřăšőř ∑ g∈G ϱ_{ij}(g)λ(g) ∈ End(V_λ), ňăšřĺűă łőšőřőčő ĺňěěš ć ŕőğĺűĺĺ (mn) ůĺśńő ∑ g∈G ϱ_{ij} (g) λ_{mn}(g) = ∑ g∈G ϱ_{ij} (g) λ^∗_{nm}(g^{−1}) = |G| (ϱ_{ij} , λ^∗_{nm}) , řăćŋőě |G|/ dim V_ϱ ŕřĺ λ^∗ = ϱ ĺ (nm) = (ji), ĺ ŋşń¿ ćő ćśěţ őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ. □ 2.8.3. Śńěďśšćĺě. Ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćśěţ ňăšřĺůŋţ ¡ńěňěŋšőć ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă ć V_ϱ ĺ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕř£ňőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ťşřĳě őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ĺďěăńőň I_ϱ∗ . □

Ğăďăůă 6.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ¡ńěňěŋšőć łăęďőčő śšőńąűă ňăšřĺű ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ϱ őąřăğşěš ć k[G] ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŕőďňőďşńĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ńěćőčő řěčşń£řŋőčő ďěľśšćĺ£ G, ĺ ůšő ¡šőš ŕőďňőďşńĳ ĺğőňőřťěŋ ďćőľśšćěŋŋőňş ŋěŕřĺćőďĺňőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ ϱ^∗.

Şłăğăŋĺě: Ńěćőě řěčşń£řŋőě ďěľśšćĺě ¡ńěňěŋšă g ∈ G ŕěřěćőďĺš ťşŋłűĺ¿ ϱij (h) ć

ℓ^∗_g ϱ_{ij} (h) = ϱ_{ij} (g^{−1}h) = ( ϱ(g^{−1}ϱ(h) ) ij = ∑ ν ϱ_{iν} (g^{−1})ϱ_{νj} (h) ,

Ğăďăůă 6.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćőľśšćěŋŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ G^ϱ−−→ V ĺ G^{ϱ∗}−−→ V^∗ ĺğőňőřťŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V śşźěśšćşěš ŋěćżřőęďěŋŋă£ G-ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă^4, ĺ ŕőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňőň G-ňőďşńě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň šăłă£ ťőřňă śşźěśšćşěš, šő őŋă ěďĺŋśšćěŋŋă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ.

Ğăďăůă 6.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň R ŋă ń¿ąőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G ĺňěěšś£ śĺňňěšřĺůŋă£ ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋă£ G-ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ťőřňă.

Ğăďăůă 6.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň C ŋă ń¿ąőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G ĺňěěšś£ ¡řňĺšőćă G-ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ťőřňă ĺ ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő ćś£łőě łőňŕńěłśŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě G^ϱ−−→ V ĺğőňőřťŋő śćőěňş ¡řňĺšőćő śőŕř£ę-ěŋŋőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ G^{ϱ∗}−−→ V^∗, (ğăďăćăěňőňş ć ďćőľśšćěŋŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűăňĺ, łőšőřżě őąřăšŋż, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋż ĺ łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋż ł ňăšřĺűăň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ).

2.9. Ąăğĺśŋżě ĺďěňŕőšěŋšż. Őřšőčőŋăńĳŋă£ ŕřěłűĺ£ eϱ ∈ Iϱ ěďĺŋĺűż e ∈ kG ŋă ĺďěăń Iϱ ć ń¿ąőň őšńĺůŋőň őš ϱ ŋěŕřĺćőďĺňőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ďěľśšćşěš ŋşńěćżň, ă ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ϱ | ěďĺŋĺůŋżň őŕěřăšőřőň. Ŕő¡šőňş őąřăğ ¡ńěňěŋšă e_ϱ ć ń¿ąőň ńĺŋěľŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ W

4ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă b ŋă V ŋăğżćăěšś£ G-ĺŋćăřĺăŋšŋőľ, ěśńĺ b(gv, gw) = b(v, w) ∀ v, w ∈ V , ∀ g ∈ G

£ćń£ěšś£ ŕřőěłšőřőň ŋă śşňňş ćśěţ šěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ śőśšăćń£¿źĺţ W , łőšőřżě ĺğőňőřťŋż V_ϱ. İšă śşňňă ŋăğżćăěšś£ ϱ-ĺğőšĺŕŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ W , ă ŕřőěłšőřż e_ϱ | ąăğĺśŋżňĺ ĺďěňŕőšěŋšăňĺ^5.

Ğăďăůă 6.16. Ŕőłăęĺšě, ůšő ąăğĺśŋżě ĺďěňŕőšěŋšż ć kG ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő ŕřăĺńăň

e_ϱe_λ = e_ϱ , ŕřĺ λ = ϱ 0 , ŕřĺ λ ≠ ϱ ĺ śőśšăćń£¿š őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ć űěŋšřě čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż, ĺňě£ śłăń£řŋżě łćăďřăšż

(e_ϱ, e_ϱ) = 1 |G|^2 tr ℓ_{eϱ} = ( dim V_ϱ |G| )_2 . Ğăďăůă 6.17. Ďőłăęĺšě, ůšő e_ϱ ŕőřőęďăěš ć kG ňĺŋĺňăńĳŋżľ ńěćżľ ĺďěăń kG · e_ϱ ⊂ kG, łőšőřżľ łăł G-ňőďşńĳ ĺğőňőřťěŋ ŋěŕřĺćőďĺňőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ V_ϱ.

Ğăďăůă 6.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćşśšőřőŋŋĺľ ĺďěăń kG · e_ϱ · kG ⊂ kG, ŕőřőęď-ěŋŋżľ e_ϱ ć kG śőćŕăďăěš ś I_ϱ.

Śőčńăśŋő Śń.2.8.2 ąăğĺśŋżě ĺďěňŕőšěŋšż ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ ňăšřĺůŋżě ěďĺŋĺűż ŕő ťőřňşńě

e_ϱ = dim V_ϱ |G| ∑ ν ϱ^∗_{νν}^∧ = dim V_ϱ |G| ∑ g∈G ∑ i ϱ^∗_{ii}(g) g = dim V_ϱ |G| ∑ g∈G tr ϱ(g^{−1}) g

2.10. Ţăřăłšěřż. Ťşŋłűĺ£ χϱ(g)^{def}= tr ϱ(g) =^∑_ν ϱνν ∈ k[G] ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřőň ŕřěď-

śšăćńěŋĺ£ ϱ. Ţăřăłšěřż ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ść£ğăŋż ś ąăğĺśŋżňĺ ĺďěňŕőšěŋšăňĺ śőőšŋőÿěŋĺěň e_ϱ = dim V_ϱ |G| ∑ g∈G χ_ϱ(g^{−1}) g .

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřőěłšőř ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ G^R−−→ GL(W ) ŋă ϱ-ĺğőšĺŕŋş¿ łőňŕőŋěšş ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋ ůěřěğ ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŕő ťőřňşńě

π_ϱ = dim V_ϱ |G| ∑ g∈G χ_ϱ(g^{−1}) R(g) ∈ End_G(W )

Ŕőśłőńĳłş śńěď őŕěřăšőřă ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ śőŕř£ęěŋĺĺ, ţăřăłšěř χ_R(g) = tr R(g) ń¿- ąőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ G^R−−→ W ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă ć W ĺ ŕőśšő£ŋěŋ ŋă łńăśśăţ śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć, š. ě. ěčő (ŕř£ňőľ) Ťşřĳě-őąřăğ ńěęĺš ć űěŋšřě čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż k[G]. 2.10.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕř£ňżě Ťşřĳě-őąřăğż ţăřăłšěřőć ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ śőśšăćń£¿š őřšőŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś ć űěŋšřě čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć śĺńş śőőšŋőÿěŋĺľ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ĺğ Şšć.2.8.1 ďń£ ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ ĺňěěň

(χ_ϱ, χ_ϱ) = ( ∑ ν ϱ_{νν} , ∑ μ ϱ_{μμ} ) = ∑ ν ( ϱ_{νν} , ϱ_{νν} ) = ∑ ν 1 dim V_ϱ

= 1 .

ĺ (χ_r, χ_λ) = 0 ďń£ ŋěĺğőňőřťŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ λ ĺ ϱ. □

5ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă, śőćŕăďă¿źĺľ śő śćőĺň łćăďřăšőň, ŋăğżćăěšś£ ĺďěňŕőšěŋšőň

82 Ńěłűĺ£ 6: Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋżţ čřşŕŕ.

x3. Šěţŋĺłă řăąőšż ś ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ.

3.1. Ŕřĺňěř: ŋěłőšőřżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ śĺňňěšřĺůěśłĺţ čřşŕŕ. Ŕőśłőńĳłş łńăśśż śőŕř£ę-ěŋŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_n ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š nłńěšőůŋżň ďĺăčřăňňăň đŋčă^6, ůĺśńő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ S_n řăćŋő łőńĺůěśšćş řăğąĺěŋĺľ ůĺśńă n.

Ğăďăůă 6.19. Ćż£śŋĺšě, śłőńĳłő ¡ńěňěŋšőć ć łńăśśě śőŕř£ę-ěŋŋőśšĺ S_n, śőśšő£źěň ĺğ ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł, řăśŕăďă¿źĺţś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě m_1 ŋěğăćĺśĺňżţ űĺłńőć ďńĺŋż 1, m_2 ŋěğăćĺśĺňżţ űĺłńőć ďńĺŋż 2, . . . , m_n ŋěğăćĺśĺňżţ űĺłńőć ďńĺŋż n (čďě^n ∑ ν=1 ν · m_ν = n).

Őšćěš: n!

m_1! 1^{m1} m_2! 2^{m2} · · · m_n! n^mn

Ğăďăůă 6.20. Ŕěřěůĺśńĺšě łńăśśż śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć ć ğŋăłőŕěřěňěŋŋżţ čřşŕŕăţ A_n ś

n 6 6 ĺ őŕřěďěńĺšě ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ć łăęďőň ĺğ ŋĺţ.

Čřşŕŕă S_3 ĺňěěš řőćŋő šřĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£: šřĺćĺăńĳŋőě őďŋőňěřŋőě, őďŋőňěřŋőě ğŋăłőćőě (ć łőšőřőň σv = sgn(σ) v), ĺ ďćşňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕőľ śĺňňěšřĺľ šřěşčőńĳŋĺłă.

Ğăďăůă 6.21. Ŋăřĺśşěň ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ C ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ś űěŋšřőň ć ŋşńě ĺ ćěřÿĺŋőľ ć ěďĺŋĺűě ĺ řăśśňőšřĺň řĺňăŋőćş śťěřş CP_1, ¡łćăšőř łőšőřőľ őŕĺśăŋ ćőłřşč ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Śšěřěőčřăťĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£ ĺğ śěćěřŋőčő ŕőń¿śă śťěřż őšőęďěśšćń£ěš ŕńőśłőśšĳ C śő śšăŋďăřšŋőľ ăťťĺŋŋőľ łăřšőľ ŋă CP_1 , šăł ůšő čřşŕŕă śĺňňěšřĺľ šřěşčőńĳŋĺłă, řěăńĺğőćăŋŋă£ ćřăźěŋĺ£ňĺ śťěřż, ąşďěš ďěľśšćőćăšĳ ŋă C ďřőąŋő ńĺŋěľŋżňĺ ğăňěŋăňĺ łőőřďĺŋăšż z. Ŋăŕĺÿĺšě £ćŋżě ťőřňşńż ďń£ ćśěţ ÿěśšĺ šăłĺţ ğăňěŋ ĺ ŋăľďĺšě ţőš£ ąż őďŋş ĺŋćăřĺăŋšŋş¿ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋĺţ ŋěŕőśšő£ŋŋş¿ řăűĺőŋăńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿ őš z.

Ş čřşŕŕż S_4 ěśšĳ řőćŋő ŕ£šĳ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ: ďćă őďŋőňěřŋżţ, šř-ěţňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕőľ śĺňňěšřĺľ šěšřă¡ďřă, šř-ěţňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕőľ ćřăźěŋĺľ (š. ě. śőţřăŋ£¿źĺţ őřĺěŋšăűĺ¿ śĺňňěšřĺľ) łşąă, ĺ ďćşňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕőľ šřěşčőńĳŋĺłă, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ¡ŕĺňőřťĺğňőň S_4 −→ S_3, łőšőřżľ ğăďă-ěšś£ ťăłšőřĺğăűĺěľ ŕő ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕě Łńľŋă Z_2× Z_2⊂ S_4.

Ğăďăůă 6.22. Řăğńőęĺšě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ěśšěśšćěŋŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕż ćřăźěŋĺľ łşąă ć ŕřőśšřăŋśšćě łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ

ă) ŋă ňŋőęěśšćě ćěřÿĺŋ; ą) ŋă ňŋőęěśšćě ř-ěąěř; ć) ŋă ňŋőęěśšćě čřăŋěľ.

Ğăďăůă 6.23. Śďěńăľšě šő ęě śăňőě ďń£ čřşŕŕż śĺňňěšřĺľ ŕřăćĺńĳŋőčő šěšřă¡ďřă.

Ğăďăůă 6.24. Łăł řăśłńăďżćă¿šś£ ć śşňňş ŋěŕřĺćőďĺňżţ šř-ěţňěřŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕż S_4 ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă ŕőďčřşŕŕş S_3 ŕěřěśšăŋőćőł ŕěřćżţ šř-ěţ śĺňćőńőć?

Ş łăęďőľ śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_n ěśšĳ ďćă őďŋőňěřŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ (šřĺćĺăńĳŋőě ĺ ğŋăłőćőě) ĺ (n − 1)-ňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě śĺňňěšřĺ£ňĺ ŕřăćĺńĳŋőčő śĺňŕńěłśă. Ŕőśńěďŋěě ĺğőňőřťŋő ŕőďňőďşń¿, ğăďăŋŋőňş şřăćŋěŋĺěň ∑ x_ν = 0, ć šăćšőńőčĺůěśłőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ S_n ŕěřěśšăŋőćłăňĺ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć łőőřďĺŋăšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă k^n.

3.2. Ćżůĺśńěŋĺ£ ţăřăłšěřőć. Ěśńĺ čřşŕŕă G ďěľśšćşěš ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŕěřěśšăŋőćłăňĺ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć, šő ğŋăůěŋĺě ţăřăłšěřă šăłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŋă ¡ńěňěŋšě

6ďńĺŋż śšřőł ďĺăčřăňňż śşšĳ ďńĺŋż ŋěğăćĺśĺňţ űĺłńőć, ŋă łőšőřżě řăśłńăďżćăěšś£ ŕěřěśšăŋőćłă g ∈ G řăćŋő ůĺśńş ŋěŕőďćĺęŋżţ ¡ńěňěŋšőć ŕěřěśšăŋőćłĺ g. Šăł ŋăŕřĺňěř, ţăřăłšěř řěčşń£řŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£

χ_ℓ(g) = χ_r(g) = |G| , ěśńĺ g = e 0 , ěśńĺ g ≠ e

Ğăďăůă 6.25. Ćżůĺśńĺšě ţăřăłšěřż šăćšőńőčĺůěśłőčő ĺ śĺňŕńĺűĺăńĳŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺľ S_n. Ŕřőśńěďĺšĳ ğă šěň, łăł ňěŋ£¿šś£ ţăřăłšěřż ŕřĺ śšăŋďăřšŋżţ őŕěřăűĺ£ţ ŋăď ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ, ŕřőźě ćśěčő ğăŕĺśżćă£ ňăšřĺűż őŕěřăšőřőć ć śšăŋďăřšŋżţ ęě ąăğĺśăţ, ść£ğăŋŋżţ ś ¡šĺňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ.

Ğăďăůă 6.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ∀ g ∈G ĺ ďń£ ń¿ążţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ϱ, λ

ă) χ_{ϱ⊕λ}(g) = χ_ϱ(g) + χ_λ(g) ą) χ_{ϱ⊗λ}(g) = χ_ϱ(g)χ_λ(g) ć) χ_ϱ∗ (g) = χ_ϱ(g^{−1}) Ğŋăůěŋĺ£ ţăřăłšěřőć śĺňňěšřĺůěśłĺţ ĺ ćŋěÿŋĺţ śšěŕěŋěľ ďăŋŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ ŋă ďăŋŋőň ¡ńěňěŋšě g ∈ G ŕřőźě ćśěčő ćżůĺśń£šĳ ć ąăğĺśě, čďě ňăšřĺűă ϱ(g) ďĺăčőŋăńĳŋă.

Ğăďăůă 6.27. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ţăřăłšěřőć ćŋěÿŋĺţ śšěŕěŋěľ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ ĺňěěš ćĺď ∑ ν¿0 χ_Λν_ϱ(g) t^ν = det(1 + t ϱ(g)) .

Ğăďăůă 6.28. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ţăřăłšěřőć śĺňňěšřĺůěśłĺţ śšěŕěŋěľ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ ĺňěěš ćĺď ∑ ν¿0 χ_Sν_ϱ(g) t^ν = 1 det(1 − t ϱ(g)) . Ţăřăłšěřż ŕřěďśšăćńěŋĺľ, ğăďăŋŋżţ čěőňěšřĺůěśłĺ, ńěčłő ćżůĺśń£¿šś£ łăł śşňňż śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕőćőřőšőć ĺ őšřăęěŋĺľ.

Ğăďăůă 6.29. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ğŋăůěŋĺ£ ţăřăłšěřőć ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_4 ŋă łńăśśăţ śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěšőć ğăďă¿šś£ šăąńĺűěľ:

łńăśśż

ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć 1 6 3 8 6 ğŋăůěŋĺ£ ţăřăłšěřőć:

šřĺćĺăńĳŋőčő 1 1 1 1 1 ğŋăłőćőčő 1 −1 1 1 −1 šěšřă¡ďřăńĳŋőčő 3 −1 −1 0 −1 łşąĺůěśłőčő 3 1 −1 0 1 šřěşčőńĳŋőčő 2 0 2 −1 0

Ğăďăůă 6.30. Őŕĺÿĺšě ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕż śĺňňěšřĺľ ŕřăćĺńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă ĺ ćżůĺśńĺšě ĺţ ţăřăłšěřż.

84 Ńěłűĺ£ 6: Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋżţ čřşŕŕ.

Ğăďăůă 6.31. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋěőďŋőňěřŋżľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ţăřăłšěř ŋě ňőęěš ążšĳ ćś¿ďş ŋěŋşńěćżň.

3.3. Őŕĺśăŋĺě ŕřěďśšăćńěŋĺľ ś ŕőňőźĳ¿ ţăřăłšěřőć. Ćś£łőě ŕřěďśšăćńěŋĺě W čřşŕŕż

G őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňőřťĺğňă őŕřěďěń£ěšś£ ŋăąőřőň łřăšŋőśšěľ, ś łőšőřżňĺ ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ V_ϱ ćţőď£š ć ěčő řăğńőęěŋĺě W = ⨁ ϱ V^{⊕mϱ}_ϱ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ. Śőčńăśŋő ğăď.6.26 ţăřăłšěř šăłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ χ_W = ∑ ϱ m_ϱχ_ϱ , š. ě. ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕż G ąĺěłšĺćŋő śőőšćěšśšćşěš ńĺŋěľŋżň łőňąĺŋăűĺ£ň ŋěŕřĺćőďĺňżţ ţăřăłšěřőć ś űěńżňĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ć śĺńş őřšőŋőřňăńĳŋőśšĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ţăřăłšěřőć, łřăšŋőśšĺ m_ϱ ŋěŕřĺćőďĺňţ łőňŕőŋěŋš řăćŋż śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺ£ň:

(χ_λ, χ_W ) = ∑ ϱ m_ϱ(χ_λ, χ_ϱ) = m_λ .

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕőśłőńĳłş ćśě m_ϱ űěńżě, ĺğ řăćěŋśšćă (χ_W , χ_W ) = ∑ ϱ m^2_ϱ ćżšěłăěš, ůšő ŕřěďśšă-

ćńěŋĺě W ŋěŕřĺćőďĺňő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śłăń£řŋżľ łćăďřăš ěčő ţăřăłšěřă řăćěŋ ěďĺŋĺűě.

Ğăďăůă 6.32. Śőśšăćĳšě šăąńĺűż ŋěŕřĺćőďĺňżţ ţăřăłšěřőć ďń£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋżţ čřşŕŕ A_4 ĺ A_5.

Şłăğăŋĺě: Čřşŕŕă A5 ĺňěěš ďćă šř-ěţňěřŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ćřăźěŋĺ£ňĺ ĺłőśă¡ďřă (őšńĺůă¿źĺěś£ ćŋěÿŋĺň ăćšőňőřťĺğňőň A_5, łőšőřżľ ğăďăćă-ěšś£ śőŕř£ęěŋĺěň ń¿ąőľ šřăŋśŕőğĺűĺěľ ćŋşšřĺ S_5) ĺ ůěšżř-ěţňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ćřăźěŋĺ£ňĺ śĺňŕńěłśă. Ŕőńŋă£ šăąńĺűă ŋěŕřĺćőďĺňżě ţăřăłšěřőć A_5 šăłőćă:

łńăśśż (12345) (21345)

ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć 1 20 15 12 12 ğŋăůěŋĺ£ ţăřăłšěřőć:

šřĺćĺăńĳŋżľ 1 1 1 1 1

ĺłőśă¡ďř-1 3 0 −1 1 + √ 5 2 1 − √ 5 2 ĺłőśă¡ďř-2 3 0 −1 1 − √ 5 2 1 + √ 5 2 śĺňŕńĺűĺăńĳŋżľ 4 1 0 −1 −1 ŕ£šĺňěřŋżľ 5 −1 1 0 0

Ğăďăůă 6.33. Ćżůĺśńĺšě śłăń£řŋżě łćăďřăšż ţăřăłšěřőć ćśěţ ćŋěÿŋĺţ śšěŕěŋěľ šăćšőńőčĺůěśłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_n ĺ ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ćŋěÿŋĺě śšěŕěŋĺ śĺňŕńĺűĺăńĳŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŋěŕřĺćőďĺňż.

§3: Šěţŋĺłă řăąőšż ś ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ. 85

Şłăğăŋĺě: Ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě {eI } ŕřőśšřăŋśšćă ~^m(k^n) śńěď ŕěřěśšăŋőćłĺ σ řăćěŋ ∑ I {σ}_I, čďě

{σ}_I = sgn(σ|_I ) , ŕřĺ σ(I) ⊂ I 0 , ŕřĺ σ(I) ⊄ I . İšő ğŋăůěŋĺě śńěďşěš ŕőďśšăćĺšĳ ć £ćŋş¿ ťőřňşńş ďń£ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ ăłłşřăšŋő ćżůĺśńĺšĳ ćőğŋĺłă¿źş¿ śşňňş, ĺňě£ ć ćĺďş, ůšő śőćőłşŕŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćőł σ, ďń£ łőšőřżţ {σ}_I{σ}_J ≠ 0, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě śĺňňěšřĺůěśłĺţ čřşŕŕ, ŋěğăćĺśĺňő ŕěřěśšăćń£¿źĺţ ¡ńěňěŋšż ć ŕőďňŋőęěśšćăţ I ∩ J, I \ (I ∩ J), J \ (I ∩ J) ĺ {1, 2, . . ., n} \ (I ∪ J).

Ğăďăůă 6.34. Śőśšăćĳšě šăąńĺűş ŋěŕřĺćőďĺňżţ ţăřăłšěřőć śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_5. Şłăğăŋĺě: S5 ĺňěěš ğŋăłőćőě őďňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě α ĺ śĺňŕńĺűĺăńĳŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ϑ. Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ α ⊗ϑ ĺ ~^2ϑ őłăğżćă¿šś£ ŋěŕřĺćőďĺňż, ă S^2ϑ = α ⊕ϑ⊕ζ, čďě ζ | ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕ£šĺňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě. Őšćěš:

łńăśśż^′

ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć 1 10 30 20 15 20 24 ğŋăůěŋĺ£ ţăřăłšěřőć:

šřĺćĺăńĳŋżľ 1 1 1 1 1 1 1 ğŋăłőćżľ α 1 −1 −1 1 1 −1 1 śĺňŕńĺűĺăńĳŋżľ ϑ 4 2 0 1 0 −1 −1 ůěšżř-ěţňěřŋżľ ϑ ⊗ α 4 −2 0 1 0 1 −1 ÿěśšĺňěřŋżľ ~^2ϑ 6 0 0 0 −2 0 1 ŕ£šĺňěřŋżľ ζ ⊂ S^2ϑ 5 1 −1 −1 1 1 0 ŕ£šĺňěřŋżľ ζ ⊗ α 5 −1 1 −1 1 −1 0

3.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. dim HomG(U, W ) = (χU , χW ) ďń£ ń¿ążţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ U ĺ V . Ďőłăğăšěńĳśšćő. dim HomG(U, W ) řăćŋă łřăšŋőśšĺ ćţőęďěŋĺ£ šřĺćĺăńĳŋőčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ć řăğńőęěŋĺě U^∗ ⊗ W , š. ě. śłăń£řŋőňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ šřĺćĺăńĳŋőčő ţăřăłšěřă χ_0 ≡ 1 ĺ ţăřăłšěřă χ_U ∗_{⊗W} (g) = χ_W (g)χ_U (g^{−1}):

dimHom_G(U, W ) = (χ_U ∗_{⊗W} , χ_0) = 1 |G| ∑ g∈G χ_W (g)χ_U (g^{−1}) · 1 = (χ_W , χ_U ) ,

ůšő ĺ şšćěřęďăńőśĳ. □ Ğăďăůă 6.35. Ŋěłšő ŋăŕĺśăń ŋă čřăŋ£ţ łşąă ůĺśńă 1, 2, 3, 4, 5, 6 ĺ ğăšěň łăęďżľ ďěŋĳ ğăňěŋ£ń őďŋőćřěňěŋŋő ŋă ćśěţ čřăŋ£ţ śšăřżľ ŋőňěř ŋă śřěďŋěě ăřĺťňěšĺůěśłőě śšăřżţ ŋőňěřőć ůěšżř-ěţ śőśěďŋĺţ čřăŋěľ. Ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ćšőřőčő ğŋăłă ŕőśńě ğăŕ£šőľ ćżůĺśńĺšě šě ůĺśńă, łőšőřżě ąşďşš ŋăŕĺśăŋż ŋă čřăŋ£ţ ůěřěğ ňěś£ű.

Ğăďăůă 6.36. Ŕşśšĳ V | ďćşňěřŋőě ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě S_3.

ă) Řăğńőęĺšě S^2(V ) ĺ S^3(V ) ć śşňňş ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ. ą) Ďőłăęĺšě, ůšő S^{n+6}(V ) = S^n(V ) ⊕ R, čďě R - řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě S_3. ć) Őŕĺÿĺšě řăğńőęěŋĺě ćśěţ S^n(V ).

86 Ńěłűĺ£ 6: Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋżţ čřşŕŕ.

č) Őŕĺÿĺšě ŕřőśšřăŋśšćő S_3-ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőńĺŋőňőć ŋă V . ď) Ďőłăęĺšě, ůšő S^2(S^3(V )) G-ĺğőňőřťŋő S^3(S^2(V )). ě) Ćżůĺśńĺšě ţăřăłšěřż ćśěţ V^{⊗n} ĺ řăğńőęĺšě ĺţ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě. ę) Ćěřŋő ńĺ, ůšő S^k(S^m(V )) G-ĺğőňőřťŋő S^m(S^k(V )) ŕřĺ ń¿ążţ k ĺ m?

Ğăďăůă 6.37. Ďń£ ń¿ąőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ G^ϱ−−→ GL(V ) łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő G-ĺŋćăřĺăŋšŋżţ őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňőć śšěŕěŋĺ m ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V : Symm_G (V ) def= { f ∈ Sym^m(V ) | f(gv) = f(v) ∀ g ∈G , ∀ v ∈V } Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ řăğňěřŋőśšěľ d_m = dim Sym^m_G (V ) ĺňěěš ćĺď ∑ m¿0 d_mt^m = 1 |G| ∑ g∈G 1 det(1 − t ϱ(g))

(ťőřňşńă Ňőńĺŋă) .

Ğăďăůă 6.38. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż ćśšřěůă¿šś£ ć řăğńőęěŋĺ£ţ šěŋğőřŋżţ śšěŕěŋěľ ń¿ąőčő ě-ě ¡ťťěłšĺćŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£.

3.4. Łőńĳűő ŕřěďśšăćńěŋĺľ. Řăśśňőšřĺň řěÿ-ěšłş

Rep (G)^{def}= ⨁ ϱ∈Irr(G) Z χϱ⊂ k[G] , śőśšő£źş¿ ĺğ űěńőůĺśńěŋŋżţ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ŋěŕřĺćőďĺňţ ţăřăłšěřőć. Rep (G) £ćń£- ěšś£ łőňňşšăšĺćŋżň ŕőďłőńĳűőň ś ěďĺŋĺűěľ ć łőňňşšăšĺćŋőľ ăńčěąřě k[G] ćśěţ ťşŋłűĺľ (őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ ŕőšőůěůŋőčő śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ) ĺ ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕż G. İńěňěŋšż G, řăćŋżě śşňňăň ŋěŕřĺćőďĺňżţ ţăřăłšěřőć ś ŋěőšřĺűăšěńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ŕřěďśšăćńěŋĺ£ň čřşŕŕż G. Őśšăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż Rep (G) ŋăğżćă¿šś£ ćĺřšşăńĳŋżňĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ, ŕőśłőńĳłş ĺŋšşĺšĺćŋő ňőčşš ćőśŕřĺŋĺňăšĳś£ łăł Àŕřěďśšăćńěŋĺ£Á, ć řăğńőęěŋĺĺ łőšőřżţ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ďőŕşśłă¿šś£ őšřĺűăšěńĳŋżě łřăšŋőśšĺ. Śőčńăśŋő ğăď.6.26, śńőęěŋĺ¿ ĺ şňŋőęěŋĺ¿ šőůěł Rep (G) őšćěůăěš ŕř£ňă£ śşňňă ĺ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğěďěŋĺě ŕřěďśšăćńěŋĺľ.

x4. Őčřăŋĺůěŋĺě ĺ ĺŋďşűĺřőćăŋĺě.

4.1. Ńěćżě ĺ ŕřăćżě A-ňőďşńĺ. Ŕşśšĳ A { ŕřőĺğćőńĳŋă£ ăśśőűĺăšĺćŋă£ ăńčěąřă ŋăď ŕőńěň

k. A-ňőďşńĺ, ś łőšőřżňĺ ňż ĺňěńĺ ďěńő ďő śĺţ ŕőř, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ğăďăćăńĺśĳ čőňőňőřťĺğňőň ăńčěąř A^λ−−→ End(U). Ăłłşřăšŋżě ăńčěąřăĺśšż ŋăğżćă¿š ĺţ ńěćăňĺ A-ňőďşń£ňĺ. Śőőšćěšśšćěŋŋő, ŕřăćżňĺ A-ňőďşń£ňĺ ŋăğżćă¿šś£ ăŋšĺčőňőňőřťĺğňż^7 ăńčěąř A^ϱ−→ End(V ), şďőćńěšćőř£¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ¿: ϱ(ab)v = ϱ(b)ϱ(a)v ∀ a, b∈ A , ∀ v ∈ V . 7š. ě. ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż, ŕěřěćőď£źĺě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ş łőšőřżţ ŕőř£ďőł śőňŋőęĺšěńěľ ŕřőšĺćőŕőńőęěŋ ĺśţőďŋőňş

Ďěľśšćĺě A ŋă ŕřăćőň A-ňőďşńě şďőąŋěě ğăŕĺśżćăšĳ ŕřăćżň şňŋőęěŋĺěň:

va^{def}= ϱ(a)v ,

ŕőśłőńĳłş ŕřĺ šăłőľ ğăŕĺśĺ v (ab) = (v a) b.

4.2. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋăď ăńčěąřőľ. Ěśńĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě U ĺňěěšś£ śšřşłšşřă ŕřăćőčő, ă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V | śšřşłšşřă ńěćőčő A-ňőďşń£, šő ťăłšőř ŕřőśšřăŋśšćő šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ U ⊗ V ŕő ŕőďŕřőśšřăŋśšćş, ŕőřőęď-ěŋŋőňş ćśěćőğňőęŋżňĺ šěŋğőřăňĺ ćĺďă (ua) ⊗ v − u ⊗ (av) , a ∈ A , u ∈ U , v ∈ V ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň U ĺ V ŋăď A ĺ őąőğŋăůăěšś£ U ⊗_A V . Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě U ⊗_A V ŋĺłăłőľ śšřşłšşřż A-ňőďşń£, ćőőąźě čőćőř£, şęě ŋěš.

4.2.1. Őčřăŋĺůěŋĺě ĺ ĺŋďşűĺřőćăŋĺě ňőďşńěľ. Ŕşśšĳ S ⊂ A { ăśśőűĺăšĺćŋă£ ŕőďăńčěąřă, ĺ V { ńěćżľ S-ňőďşńĳ. Řăśśňőšřĺň A łăł ŕřăćżľ S-ňőďşńĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřăćőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ¡ńěňěŋšż ĺğ S ĺ őąřăğşěň šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě A ⊗_S V . Ŋă ŋ-ěň ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřă ńěćőčő A-ňőďşń£: a (b ⊗_S v)^{def}= (ab) ⊗_S v. Ńěćżľ A-ňőďşńĳ A ⊗_S V ŋăğżćăěšś£ ĺŋďşűĺřőćăŋŋżň ś ńěćőčő S-ňőďşń£ V . Čőćőř£š šăłęě, ůšő A ⊗_S V ŕőńşůăěšś£ ĺğ V řăśÿĺřěŋĺěň ĺńĺ ŕőďž-ěňőň śłăń£řőć^8 őš S ďő A. Šăłĺň őąřăğőň, łăęďżľ ńěćżľ S ňőďşńĳ ĺŋďşűĺřşěš ŋěłĺľ ńěćżľ A-ňőďşńĳ.

Ŋăőąőřőš, łăęďżľ ńěćżľ A-ňőďşńĳ W ňőęěš őůěćĺďŋżň őąřăğőň řăśśňăšřĺćăšĳś£ łăł ńěćżľ ňőďşńĳ ŋăď ŕőďăńčěąřőľ S ⊂ A. Ć šăłőň łőŋšěłśšě őŋ őąőğŋăůăěšś£ W_S ĺ ŋăğżćăěšś£ ňőďşńěň, ŕőńşůěŋŋżň ĺğ W őčřăŋĺůěŋĺěň ŋă S, ĺńĺ, łăł ěź-ě čőćőř£š, śşęěŋĺěň ĺńĺ śŕşśłőň śłăń£řőć^9 ś A ďő S. Őŕěřăűĺĺ őčřăŋĺůěŋĺ£ ĺ ĺŋďşűĺřőćăŋĺ£ śőŕř£ęěŋż ďřşč ďřşčş ć śńěďş¿źěň śňżśńě.

4.2.2. Šěőřěňă. Ďń£ ń¿ążţ A-ňőďşń£ W ĺ S-ňőďşń£ U ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň Hom_A(A ⊗_S U, W ) ≃ Hom_S (U, W_S).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőŕőśšăćĺň A-čőňőňőřťĺğňş A ⊗_S U^F−−→ W őŕěřăšőř U^f−−→ WS, ğăďăŋŋżľ ŕřăćĺńőň u^f−→ F (1 ⊗_S u). Őŋ £ćń£ěšś£ S-čőňőňőřťĺğňőň, ŕőśłőńĳłş

f(su) = F (1 ⊗_S su) = F (s ⊗_S u) = F (s (1 ⊗_S u)) = s F (1 ⊗_S u) = s f(u) .

Ŋăőąőřőš, S-čőňőňőřťĺğňş U^φ−−→ W_S śőŕőśšăćĺň ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A ⊗ U^{eΦ}−−→ W , ďěľśšćş¿źĺľ ŋă řăğńőęĺňżě šěŋğőřż ŕő ŕřăćĺńş a ⊗ u^{eΦ}−→ aφ(u). Ŕőśłőńĳłş ˘((as) ⊗ u − a ⊗ (su)) = ˘((as) ⊗ v) − ˘(a ⊗ (su)) = asφ(u) − aφ(su) = 0 , 8ŋăğćăŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ŕřőśšěľÿĺň ŕřĺňěřőň ¡šőľ łőŋśšřşłűĺĺ £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ ćěźěśšćěŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V , ŕřěďśšăćń£¿źă£ śőąőľ ŋě ůšő ĺŋőě łăł C ⊗RV .

9ŋăğćăŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ŕřőśšěľÿĺň ŕřĺňěřőň ¡šőľ łőŋśšřşłűĺĺ £ćń£ěšś£ őćěźěśšćńěŋĺě łőňŕńěłśŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W , ŕřěďśšăćń£¿źěě śőąőľ ŋě ůšő ĺŋőě łăł WR.

őŋ łőřřěłšŋő ťăłšőřĺğşěšś£ ďő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A ⊗_S U^Φ−−→ W , łőšőřżľ £ćń£ěšś£ Ačőňőňőřťĺğňőň, ŕőśłőńĳłş

˘(a (b ⊗_S u)) = ˘((ab) ⊗_S u) = abφ(u) = a˘(b ⊗_S u) .

Śőŕőśšăćńěŋĺ£ F −→ f ĺ φ −→ ˘ śşšĳ ćğăĺňŋő őąřăšŋżě ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ Hom_A(A ⊗_S U, W ) ĺ Hom_S (U, W_S). □

Ğăďăůă 6.39. Ďőłăęĺšě, ůšő őčřăŋĺůěŋĺě ĺ ĺŋďşűĺřőćăŋĺě ŕěřěśšăŋőćőůŋż ś ŕř£ňżňĺ śşňňăňĺ ĺ ś šěŋğőřŋżňĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ.

4.3. Őčřăŋĺěŋĺě ĺ ĺŋďşűĺřőćăŋĺě ŕřěďśšăćńěŋĺľ. Ć śĺšşăűĺĺ, łőčďă H ⊂ G | ŕőďčřşŕŕă łőŋěůŋőľ čřşŕŕż, ŕřěďżďşźĺě łőŋśšřşłűĺĺ śőŕőśšăćń£¿š łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ čřşŕŕż G^ϱ−→ GL(V ) ěčő őčřăŋĺůěŋĺě Res^G_H V : H^{ResGH ϱ}−−−−−→ GL(V ) ŋă ŕőďčřşŕŕş H, ă łăęďőňş ńĺŋěľŋőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ ŕőďčřşŕŕż H^λ−−→ GL(U) | ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě Ind^G_H U : G^{IndGH λ}−−−−−→ GL(k[G] ⊗_{k[H]} U) čřşŕŕż G, šăł ůšő ĺňňěš ňěśšő łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň

Hom_G(Ind^G_H U, V ) ≃ Hom_H (U, Res^G_H V ) ,

ĺğćěśšŋżľ ć ¡šőň łőŋšŋěłśšě łăł ďćőľśšćěŋŋőśšĳ Ťřőąěŋĺşśă. Ŋă £ğżłě ţăřăłšěřőć śőŕř£- ęěŋĺě ĺ ĺŋďşűĺřőćăŋĺě £ćń£¿šś£ ćśšřěůŋżňĺ čőňőňőřťĺğňăňĺ łőńěű ŕřěďśšăćńěŋĺľ

Rep (H)^{Ind} G H-œ_{ResGH Rep (G) ,}

śőŕř£ę-ěŋŋżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő łăŋőŋĺůěśłőčő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŋă čřşŕŕőćőľ ăńčěąřě:

(Ind^G_H U, V )_{k[G]} = (U, Res^G_H V )_{k[H]} ∀ U ∈Rep (H) , ∀ V ∈Rep (G) .

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŋěŕřĺćőďĺňżľ G-ňőďşńĳ V ćţőďĺš ć řăğńőęěŋĺě ŕřěďśšăćńěŋĺ£, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ś ŋěŕřĺćőďĺňőčő H-ňőďşń£ U śšőńĳłő ęě řăğ, śłőńĳłő ŋěŕřĺćőďĺňżľ H-ňőďşńĳ U ćţőďĺš ć řăğńőęěŋĺě őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋěŕřĺćőďĺňőčő G-ňőďşń£ V ŋă ŕőďčřşŕŕş H. 4.4. Śšřşłšşřă ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£. Ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő k[G] ⊗ U ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕř£ňş¿ śşňňş k[G] ⊗ U = ⨁ g∈G g ⊗ U . Ŕřĺ ťăłšőřĺğăűĺĺ ŕő śőőšŋőÿěŋĺ£ň (gh) ⊗ u = g ⊗ (hu) ćśě ŕř£ňżě śńăčăěňżě g ⊗ U, ş łőšőřżţ g ńěęăš ć őďŋőň śňěęŋőň łńăśśě gH ŕő ŕőďčřşŕŕě H, śłńě£šś£ ć őďŋő ŕřőśšřăŋśšćő, ĺğőňőřťŋőě U, ŕřĺů-ěň śłńěľłă ¡šă ğăďă-ěšś£ ďěľśšćĺěň H ŋă U: gh ⊗ u ↭ hu. Šăłĺň őąřăğőň, ğăťĺłśĺřőćăć śĺšěňş ŕřěďśšăćĺšěńěľ {g_1, g_2, . . . , g_s} łńăśśőć śňěęŋőśšĺ G/H, ňż ňőęěň ŋăŕĺśăšĳ śńěďş¿źěě řăğńőęěŋĺě ć ŕř£ňş¿ śşňňş ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć k[G] ⊕_{k[H]} U = g_1U ⊕ g_2U ⊕ g_3U ⊕ · · · ⊕ g_sU , ć łőšőřőň łăęďőě g_ν U ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łőŕĺ¿ ŕřőśšřăŋśšćă U, ă ŕřĺŕĺśăŋŋżľ śńěćă ğŋăů-ěł g_ν ŕřĺğćăŋ ŕőłăğżćăšĳ, ůšő ¡šă łőŕĺ£ śőőšćěšśšćşěš śňěęŋőňş łńăśśş g_ν H ⊂ G. Ěśńĺ şśńőćĺšĳś£ ŕĺśăšĳ g_ν (u) ďń£ őąőğŋăůěŋĺ£ ćěłšőřă u ∈ U, ńěęăźěčő ć γ_ν -šőľ łőŕĺĺ g_νU ŕřőśšřăŋśšćă U, šő ćěłšőřż w ∈ k[G] ⊗_{k[H]} U ąşďşš őďŋőğŋăůŋő ŕřěďśšăćń£šĳś£ śşňňăĺ ćĺďă s∑ ν=1 g_ν (u_ν ) .

ś u_ν ∈ U. Ć čřşŕŕě G ńěćőě şňŋőęěŋĺě ŋă ¡ńěňěŋš g ∈ G őśşźěśšćń£ěš ŕěřěśšăŋőćłş śňěęŋżţ łńăśśőć: ďń£ ń¿ąőčő g ∈ G ĺ ń¿ąőčő 1 ⩽ ν ⩽ s śşźěśšćş¿š ěďĺŋśšćěŋŋżě h_{g,ν} ∈ H ĺ 1 ⩽ μ_{g,ν} ⩽ s, šăłĺě ůšő g g_ν = g_{μg,ν} h_{g,ν} . Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ďěľśšćĺě ¡ńěňěŋšőć g ∈ G ŋă ⊕_ν g_νU ŕřőĺśţőďĺš ŕő ŕřăćĺńş g s∑ ν=1 g_ν (u_ν) = s∑ ν=1 g_{μg,ν} (h_{g,ν}u_ν) , čďě h_{g,ν}u_ν ∈ U ćżůĺśń£¿šś£ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ďěľśšćĺěň H ŋă U.

Ğăďăůă 6.40. Őŕĺÿĺšě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_3, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě ś őďŋőňěřŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ŕőďčřşŕŕż S_2 ⊂ S_3, ŕěřěśšăćń£¿źěľ ŕěřćżě ďćă śĺňćőńă.

Ğăďăůă 6.41. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ňőęŋő őŕĺśăšĳ łăł ŕřőśšřăŋśšćő Hom_H (k[G], U) = { G^f−−→ U | f(hg) = hf(g) ∀ h∈H , ∀ g ∈G } , ŋă łőšőřőň G ďěľśšćşěš ŕő ŕřăćĺńş f(x)^g−→ gf(x) = f(xg).

Ğăďăůă 6.42. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă ďăŋŋőň łńăśśě śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć C ⊂ G ţăřăłšěř ŕřěďśšăćńěŋĺ£, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő šřĺćĺăńĳŋżň őďŋőňěřŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň ń¿ąőľ ŕőďčřşŕŕż H ⊂ G, ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě

χ_{Ind}G_{H Id}(C) =

[G : H] |C| · |C ∩ H| . Ğăďăůă 6.43. Ŕşśšĳ ŕěřěśěůěŋĺě łńăśśă śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć C ⊂ G ś ŕőďčřşŕŕőľ H ⊂ G řăśłńăďżćăěšś£ ć őąžěďĺŋěŋĺě m łńăśśőć H-śőŕř£ę-ěŋŋőśšĺ C ∩ H = D_1 ∪ D_2 ∪ · · · ∪ D_m Ďőłăęĺšě, ůšő ţăřăłšěř ŕřőĺğćőńĳŋőčő ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ Ind^G_H U ŕřĺŋĺňăěš ŋă C ğŋăůěŋĺě χ_{Ind}G_{H U} (C) = |G| |H| m∑ i=1 |D_i| |C| χ_U (D_i) .

Ğăďăůă 6.44. Őŕĺÿĺšě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_4, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě ś

90 Ńěłűĺ£ 6: Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋżţ čřşŕŕ.

ă) ďćşňěřŋőčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_3 ⊂S_4;

ą) őďŋőňěřŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ űĺłńĺůěśłőľ ŕőďčřşŕŕż ůěšć-ěřšőčő ŕőř£ďłă, ć łőšőřőň őąřăğş¿źă£ ¡šőľ ŕőďčřşŕŕż ďěľśšćşěš şňŋőęěŋĺěň ŋă √ −1 ć) őďŋőňěřŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ űĺłńĺůěśłőľ ŕőďčřşŕŕż šřěšĳěčő ŕőř£ďłă, ć łőšőřőň őąřăğş¿źă£ ¡šőľ ŕőďčřşŕŕż ďěľśšćşěš şňŋőęěŋĺěň ŋă ŕřĺňĺšĺćŋżľ^3 √ 1 Ğăďăůă 6.45. Őŕĺÿĺšě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_5, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě śő ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ ŕőďčřşŕŕż.