ŇŁ ŊŇŞ, Ăńčěąřă, 3-ľ śěňěśšř Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋżţ čřşŕŕ.

Ďěľśšćĺě čřşŕŕż: őřąĺšż, ĺŋćăřĺăŋšż ĺ śšăąĺńĺğăšőřż.

Šěřňĺŋőńőčĺ£. Čőćőř£š, ůšő čřşŕŕă G ďěľśšćşěš ŋă ňŋőęěśšćě M ĺ ŕĺÿşš G: M, ěśńĺ ğăďăŋő őšőąřăęěŋĺě ϱ : G × M −→ M : (g, m) −→ g(m) şďőćńěšćőř£¿źěě šőęďěśšćş g(h(m)) = gh(m) ∀g, h ∈ G ∀m ∈ M (š.ě. £ćń£¿źěěś£ čőňőňőřťĺğňőň ĺğ G ć čřşŕŕş Aut(M) ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ M ć śěą£). Ěśńĺ M = V | ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ im ϱ ⊂ GL(V ), šő ďěľśšćĺě ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřěďśšăćżńěŋĺěň čřşŕŕż G ć ŕřőśšřăŋśšćě V , ă śăňő ŕřőśšřăŋśšćő V ŋăğżćăěšś£ G-ňőďşńěň.

Ěśńĺ μ : G −→ Aut(M) ĺ ν : G −→ Aut(N) | ďćă ďěľśšćĺ£ (śőőőšć. ńĺŋěľŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£), šő őšőąřăęěŋĺě (śőőšć. ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř) F : M −→ N ŋăğżćăěšś£ G-¡łćĺćăřĺăŋšŋżň (ĺńĺ śŕńěšă¿źĺň őŕěřăšőřőň, ĺńĺ G-čőňőřťĺğňőň), ěśńĺ őŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋő ś ďěľśšćĺěň

G, š.ě. ďń£ ń¿ążţ g ∈G ĺ m ∈ M ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő ν(g)F m = F μ(g)m. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ
G-őšőąřăęěŋĺľ (śőőšć. ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć) őąőğŋăůăěšś£ homG(M, N).

Ňŋőęěśšćő ćśěţ šěţ ¡ńěňěŋšőć M, łőšőřżě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕřĺňěŋ££ ćśěćőğňőęŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺğ G ł ďăŋŋőňş ťĺłśĺřőćăŋŋőňş ¡ńěňěŋšş m ∈ M ŋăğżćăěšś£ őřąĺšőľ ¡šőčő ¡ńěňěŋšă ĺ őąőğŋăůăěšś£ O_m ĺńĺ Gm. Ďěľśšćĺě ŋăğżćăěšś£ šřăŋğĺšĺćŋżň, ěśńĺ łăęďżľ ¡ńěňěŋš ĺğ M ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć ń¿ąőľ ďřşčőľ ¡ńěňěŋš ĺğ M ŕőďţőď£źĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň

ĺğ G (š.ě. łőčďă ćśě őřąĺšż řăćŋż M).

Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ĺğ G, ŕěřěćőď£źĺţ ć śěą£ ŋěłőě ŕőďňŋőęěśšćő ˘ ⊂ M ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĺğăšőřőň ¡šőčő ŕőďňŋőęěśšćă ĺ őąőğŋăůăěšś£ N_Φ. Ěśńĺ N_Φ = G, šő ŕőďňŋőęěśšćő ˘ ŋăğżćăěšś£ G-ĺŋćăřĺăŋšŋżň.

Ńĺŋěľŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ϱ : G −→ GL(V ) ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň, ěśńĺ ć V ŋěš ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć łřőňě ŋşńěćőčő ĺ śăňőčő V . Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŕřěďśšăćńěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕřĺćőďĺňżň. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň, ŕřěďśšăćńěŋĺě ŋăğżćăěšś£ řăğńőęĺňżň ĺńĺ ŋěřăğńőęĺňżň, śňőšř£ ŕő šőňş, řăğńăčăěšś£ ńĺ V ć ŕř£ňş¿ śşňňş ďćşţ śőąśšćěŋŋżţ

G-ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ĺğ G, őśšăćń£¿źĺţ ŋă ňěśšě łăęďżľ ¡ńěňěŋš ĺğ ŋěłőšőřőčő ŕőďňŋőęěśšćă ˘ ⊂ M ŋăğżćăěšś£ űěšřăńĺğăšőřőň ¡šőčő ŕőďňŋőęěśšćă ĺ őąőğŋăůăěšś£ C_Φ. Ěśńĺ ˘ = {m} śőśšőĺš ĺğ őďŋőčő ¡ńěňěŋšă, šő űěŋšřăńĺğăšőř śőćŕăďăěš ś ŋőřňăńĺğăšőřőň ĺ ŋăğżćăěšś£ ć ¡šőň śńşůăě śšăąĺńĺğăšőřőň ¡ńěňěŋšă m. Ěśńĺ śšăąĺńĺğăšőřż ćśěţ ¡ńěňěŋšőć šřĺćĺăńĳŋż (š.ě.śőśšő£š ĺğ őďŋőľ ěďĺŋĺűż čřşŕŕż G), šő ďěľśšćĺě ŋăğżćăěšś£ śćőąőďŋżň.

Ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă ker ϱ = ⋂ m∈M C_m ⊂ G ŋăğżćăěšś£ £ďřőň ďěľśšćĺ£ ϱ. Ďěľśšćĺě ś

šřĺćĺăńĳŋżň £ďřőň ŋăğżćăěšś£ ¡ťťěłšĺćŋżň.

Śőčńăÿěŋĺ£ őą őąőğŋăůěŋĺ£ţ. Ćś¿ďş ďăńěě čřşŕŕă G ąşďěš ŕřěďŕőńăčăšĳś£ łőŋěůŋőľ, ă őśŋőćŋőě ŕőńě k | ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C (ěśńĺ śŕěűĺăńĳŋő ŋě őčőćőřěŋő ŕřőšĺćŋőě). Łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć ć łőŋěůŋőň ňŋőęěśšćě I ąşďěš őąőğŋăůăšĳś£ |I| ĺńĺ #I.

Ŋěőąţőďĺňżě śćěďěŋĺ£ ő ţăřăłšěřăţ ĺ šěŋğőřŋżţ őŕěřăűĺ£ţ ŋăď ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ ňőęŋő ŋăľšĺ ŋĺęě ć ŕ.ŕ. ğăď. ŁŔ�6 ĺ ğăď. ČŇ�24.

ĎČ�1. Ďőłăęĺšě, ůšő C_Φ ćśěčďă £ćń£ěšś£ ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕőľ ć N_Φ ĺ ťăłšőř N_Φ/C_Φ ěśšěśšćěŋŋő ďěľśšćşěš ŋă ˘.

ĎČ�2. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ňŋőęěśšćő, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš čřşŕŕă, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őąžěďĺŋěŋĺě ŕőŕăřŋő-ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ őřąĺš. Ďőłăęĺšě, ůšő śšăąĺńĺğăšőřż ćśěţ ¡ńěňěŋšőć őďŋőľ őřąĺšż śőŕř£ęěŋż ĺ ćżćěďĺšě ťőřňşńş ďń£ ďńĺŋż őřąĺšż |Gm| =^|G^|_{|Cm|} . ĎČ�3. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ńĺŋěľŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż ćśě ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż ŕřěďśšăćń£¿šś£ ďĺăčőŋăńĺğşěňżňĺ őŕěřăšőřăňĺ.

ĎČ�4. (Ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋőě ďěľśšćĺě.) Ŕřőćěřĳšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě

Ad : G −→ Aut(G) ,

śőŕőśšăćń£¿źěě ćś£łőňş g ∈G ćŋşšřěŋĺľ ăćšőňőřťĺğň Ad(g) : h → ghg^{−1} , £ćń£ěšś£ ďěľśšćĺěň čřşŕŕż ŋă śěąě. Őŋő ŋăğżćăěšś£ ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋżň ďěľśšćĺěň, ă ěčő őřąĺšż ŋăğżćă¿šś£ łńăśśăňĺ śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć. Łřőňě šőčő:

ă) ďőłăęĺšě, ůšő ćŋşšřăěŋŋĺě ăćšőňőřťĺğňż śőśšăćń£¿š ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş ć Aut(G);

ą) ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ŕőďčřşŕŕ, śőŕř£ęěŋŋżţ ďăŋŋőľ ŕőďčřşŕŕě řăćŋő ĺŋďěłśş ě-ě ŋőřňăńĺğăšőřă;

ć) ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďčřşŕŕă, ĺŋďěłś łőšőřőľ řăćěŋ ŋăĺňěŋĳÿěňş ŕřőśšőňş ůĺśńş, ďěń£źěňş ŕőř£ďőł čřşŕŕż, ćśěčďă ŋőřňăńĳŋă.

ĎČ�5. Ďőłăęĺšě, ůšő łńăśśż śőŕř£ę-ěŋŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_n ćğăĺňŋőőďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ďĺăčřăňňăň đŋčă ĺğ n łńěšőł. Ŕěřěůĺśńĺšě ćśě ¡šĺ łńăśśż ś şłăğăŋĺěň ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć ć ŋĺţ ďń£ ćśěţ čřşŕŕ S_n ś n 6 6.

ĎČ�6. Ŕěřěůĺśńĺšě łńăśśż śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć ś şłăğăŋĺěň ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć ć łăęďőň łńăśśě ďń£ ćśěţ ğŋăłőŕěřěňěŋŋżţ čřşŕŕ A_n ś n 6 6.

ĎČ�7. Ĺśŕőńĳğş£ řěğşńĳšăšż ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, ďőłăęĺšě, ůšő

ă) Aut(A_5)/Ad(A_5) ∼= Z/2Zĺ £ćŋő şłăęĺšě ăćšőňőřťĺğň A_5, ŋě £ćń£¿źĺľś£ ćŋşšřěŋŋĺň;

ą) ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă A_5 ŕřőśšă (š.ě. ŋě śőďěřęĺš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ŋőřňăńĳŋżţ ŕőďčřşŕŕ).

ĎČ�8. (Ĺŋćăřĺăŋšŋżľ ŕřőěłšőř) Ŕşśšĳ U | ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ńĺŋěľŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ϱ : G −→ GL(V ) łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G. Ŕőśšřőľšě G-¡łćĺćăřĺăŋšŋżľ ŕřőěłšőř V ŋă U ĺ ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě ŕřĺćőďĺňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě łőŋěůŋőľ čřşŕŕż řăğńőęĺňő.

Şłăğăŋĺě: Ćőśŕőńĳğşľšěśĳ "şśřěďŋěŋĺěň ŕő čřşŕŕě" ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřőěłšőřă.

ĎČ�9. Ŕőśšřőľšě ŕřĺćőďĺňőě ŋěřăğńőęĺňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ăďďĺšĺćŋőľ čřşŕŕż Z.

Şłăğăŋĺě: Ğăďăšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺě ąěśłőŋěůŋőľ űĺłńĺůěśłőľ čřşŕŕż Z| ¡šő šő ęě śăňőě, ůšő ťĺłśĺřőćăšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě ďěľśšćĺě ŋěłőěčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă.

ĎČ�10. (Ńěňňă Ÿşřă)

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ G-¡łćĺćăřĺăŋšŋżľ ¡ŋďőňőřťĺğň ŋěŕřĺćőďĺňőčő łőňŕńěłśŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ čřşŕŕż £ćń£ěšś£ čőňőšěšĺěľ.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ŋěŋşńěćőľ G-¡łćĺćăřĺăŋšŋżľ őŕěřăšőř, ďěľśšćş¿źĺľ ĺğ őďŋőčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ć ďřşčőě ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě, £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ¡šĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ (ŕřĺů-ěň ¡šő ćěřŋő ďń£ ń¿ążţ čřşŕŕ ŋăď ń¿ążň ŕőńěň).

ĎČ�11. (Łăŋőŋĺůěśłă£ İřňĺšőćă śšřşłšşřă)

ă) Ŕşśšĳ ϱ : G −→ GL(V ) łőňŕńěłśŋőě łőŋěůŋőňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě łőŋěůŋőľ čřşŕŕż

G. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ĺňěěšś£ G-ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ¡řňĺšőćă ťőřňă ⟨∗, ∗⟩

(G-ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ őğŋăůăěš, ůšő ⟨gv, gw⟩ = ⟨v, w⟩ ∀ v, w ∈ V ĺ ∀g ∈G).

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň, šő ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ¡řňĺšőćă śšřşłšşřă ŋă V ěďĺŋśšćěŋŋă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ.

Čřşŕŕőćă£ ăńčěąřă łőŋěůŋőľ čřşŕŕż. Čřşŕŕőćă£ ăńčěąřă C [G] łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G | ¡šő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň, ćěłšőřż łőšőřőčő ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ¡ńěňěŋšăň čřşŕŕż. Şňŋőęěŋĺě ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ őŕřěďěń£ěšś£ łăł şňŋőęěŋĺě ŋă čřşŕŕě ĺ ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ ŋă ćś¿ čřşŕŕőćş¿ ăńčěąřş.

Ďćă ďřşčĺţ śŕőśőąă ćőśŕřĺŋĺňăšĳ čřşŕŕőćş¿ ăńčěąřş:

{ C [G] | ¡šő ťőřňăńĳŋżě ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż, śłńăďżćăěňżě ĺ ŕěřěň-

ŋőęăěňżě ŕő śšăŋďăřšŋżň ŕřăćĺńăň řăśłřżšĺ£ śłőąőł (ŋő ś şů-ěšőň šőčő, ůšő şňŋőęěŋĺě ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż ŋě łőňňşšăšĺćŋő, ěśńĺ čřşŕŕă ŋě łőňňşšăšĺćŋă);

{ C [G] | ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő C -ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă čřşŕŕě G (ść£ğĳ ś ŕřěďżďşźĺň şśšăŋă-

ćńĺćăěšś£ šăł: ťşŋłűĺĺ f : G −→ C śőŕőśšăćń£ěšś£ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ∑ g∈G f(g) · g). ĎČ�12. Őŕĺÿĺšě şňŋőęěŋĺě ć čřşŕŕőćőľ ăńčěąřě ŋă £ğżłě C -ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă čřşŕŕě. (Řăğşňěěšś£, őŋő ŋě śőćŕăďăěš ś łőňňşšăšĺćŋżň ŕőšőůěůŋżň şňŋőęěŋĺěň ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺľ ĺ ŕőšőňş ŋăğżćăěšś£ ść-ěřšłőľ ťşŋłűĺľ ŋă čřşŕŕě).

ĎČ�13. Ďőłăęĺšě, ůšő űěŋšř čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż śőśšőĺš ĺğ ťşŋłűĺľ, ŕőśšő£ŋŋżţ ŋă łńăśśăţ śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć.

ĎČ�14. (Řěčşń£řŋőżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£) Ńěćżň ĺ ŕřăćżň řěčşń£řŋżňĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ čřşŕŕż G ŋăğżćă¿šś£ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ G ć ŕřőśšřăŋśšćě C [G], ć łőšőřżţ łăęďżľ ¡ńěňěŋš g ∈G ŕřěćőďĺš ąăğĺśŋżľ ćěłšőř, őšćěůă¿źĺľ h ∈G, ć ąăğĺśŋżě ćěłšőřż, őšćěůă¿- źĺě ¡ńěňěŋšăň gh ĺ hg^{−1} śőőšćěšśšćěŋŋő. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šăłĺň śŕőśőąőň ďěľśšćĺšěńĳŋő ğăďăŋő ďěľśšćĺě.

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ńěćőě ĺ ŕřăćőě řěčşń£řŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ G-ĺğőňőřťŋż. ą) Őŕĺÿĺšě řěčşń£řŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ć šěřňĺŋăţ C -ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă G. ć) Ćżůĺśńĺšě ţăřăłšěřż řěčşń£řŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ.

č) Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡řňĺšőćă ťőřňă ŋă C [G], őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ĺğ ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż £ćń£ěšś£ őřšőŋőřňăńĳŋżň, ąşďěš G-ĺŋćăřĺăŋšŋżň, ĺ őŕĺÿĺšě łăł ćżůĺśń£šĳ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć šěřňĺŋăţ C -ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă G.

Čřşŕŕż ňŋőčőčřăŋŋĺłőć.

Šěřňĺŋőńőčĺ£. Ŕşśšĳ ˘ | łăłőě-ńĺąő ŕőďňŋőęěśšćő ć ěćłńĺďőćőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě

E. Ŋőřňăńĺğăšőř ˘ ć čřşŕŕě ćśěţ őřšőčőŋăńĳŋżţ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć O(E) ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ťĺčşřż ˘, ă ŋőřňăńĺğăšőř ˘ ć śŕěűĺăńĳŋőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ čřşŕŕě SO(E) ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕőľ ťĺčşřż ˘.

Ăťťĺŋŋżě ťĺčşřż, ő łőšőřżţ ąşďěš ĺďšĺ řěůĳ ŋĺęě, ŕřěďŕőńăčă¿šś£ ńěęăźĺňĺ ć ăťťĺŋĺğăűĺĺ A¸(E) šăł, ůšő ĺţ űěŋšř śĺňňěšřĺĺ ŋăţőďĺšś£ ć ŋşńě.

Ŕő ŕőćőďş őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ śćőľśšć ţăřăłšěřőć śň. řăğďěń ğăď. ŁŔ�6.

ČŇ�1. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ŋă ŕńőśłőśšĺ ĺğőňőřťŋă śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕě S_3. §ćń£ěšś£ ńĺ ¡šő 2-ňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě S_3 ŋěŕřĺćőďĺňżň?

ČŇ�2. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕż ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ňőčşš ążšĳ őŕĺśăŋż łăł čřşŕŕż ă) ŕőřőęď-ěŋŋżě ďćşň£ ¡ńěňěŋšăňĺ σ ĺ τ ś śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ σ^2 = τ^3 = 1 ĺ στ σ = τ^{−1}; ą) ŕőřőęď-ěŋŋżě ďćşň£ ¡ńěňěŋšăňĺ σ_1 ĺ σ_2 ś śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ

σ^2_1 = σ^2 = 1 ĺ σ_1σ_2σ_1 = σ_2σ_1σ_2 .

ČŇ�3. (Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_3)

ă) Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕż šřěşčőńĳŋĺłă ćżůĺśńĺšě ćőğňőęŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ćţőď£źĺţ ć ¡šş čřşŕŕş őŕěřăšőřőć.

ą) Ćż£śŋĺšě, łăł ďěľśšćşěš őŕěřăšőř, ŕřěďśšăćń£¿źĺľ śĺňňěšřĺ¿ šřěşčőńĳŋĺłă, ŋă śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřśšřăŋśšćăţ őŕěřăšőřă, ŕřěďśšăćń£¿źěčő ŕőćőřőš.

ć) Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă šřěşčőńĳŋĺłă ĺňěěš řőćŋő šřĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£:

ďćă 1-ňěřŋżţ ĺ őďŋő 2-ňěřŋőě.

č) Řăğńőęĺšě (ńěćőě) řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕż šřěşčőńĳŋĺłă ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŋěŕřĺćőďĺňżţ.

ČŇ�4. Řăğňěśšĺň ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ šăł, ůšőąż ěčő űěŋšř ŋăţőďĺńś£ ć 0, ă őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ | ć 1. Řăśśňőšřĺň ěďĺŋĺůŋş¿ śťěřş, ďĺňěšřăńĳŋżň śěůěŋĺěň łőšőřőľ £ćń£ěšś£ őŕĺśăŋŋă£ ćőłřşč ŋăÿěčő šřěşčőńĳŋĺłă őłřşęŋőśšĳ. Čřşŕŕş šřěşčőńĳŋĺłă ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ćřăźěŋĺ£ňĺ ¡šőľ śťěřż, ĺ ěśńĺ ŋă śťěřě ććěśšĺ śšřşłšşřş łőňŕńěłśŋőľ ŕřěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ C P_1 (ŕřĺ ŕőňőźĺ śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ ĺğ śěćěřŋőčő ŕőń¿śă), šő ćőğŋĺłŋěš ďěľśšćĺě čřşŕŕż šřěşčőńĳŋĺłă ŋă C P_1 ďřőąŋőńĺŋěľŋżňĺ ğăňěŋăňĺ łőőřďĺŋăšż z (ŋăŕřĺňěř, śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő őśĺ OX ąşďěš śőőšćěšśšćőćăšĳ ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋőľ z → 1/z).

ă) Ŋăŕĺÿĺšě £ćŋżě ťőřňşńż ďń£ ćśěţ ÿěśšĺ ćőğŋĺłă¿źĺţ šăłĺň őąřăğőň ďřőąŋőńĺŋěľŋżţ ŕőďśšăŋőćőł.

ą) Ŕőśšřőľšě ŋěŕőśšő£ŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿, ĺŋćăřĺăŋšŋş¿ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ ŕőďśšăŋőćőł. ć) Őŕĺÿĺšě čřşŕŕş ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżţ ğăňěŋ ćěźěśšćěŋŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ t, ŕőřőęď-ěŋŋş¿ ŕőďśšăŋőćłăňĺ t → 1/t ĺ t → (1 − t).

ČŇ�5∗. Ć şśńőćĺ£ţ ŕőśńěďŋěčő ŕşŋłšă ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ őŕĺÿĺšě ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ, ĺŋćăřĺăŋšŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż šřěşčőńĳŋĺłă.

ČŇ�6. Ğăďăľšě őąřăğş¿źĺňĺ ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ čřşŕŕş ŕřăćĺńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă ŋă ŕńőśłőśšĺ (¡šă čřşŕŕă ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ďĺ¡ďřă ĺ őąőğŋăůăěšś£ D_n). Şłăğăŋĺě: Őąőąźĺšě

ğăď. ČŇ�2ă).

ČŇ�7. Őŕĺÿĺšě ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕż ďĺ¡ďřă ĺ ćżůĺśńĺšě ĺţ ţăřăłšěřż.

ČŇ�8∗. Ğăďăľšě őąřăğş¿źĺňĺ ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ śĺňňěšřĺůěśłş¿ čřşŕŕş S_n. Şłăğăŋĺě:

Őąőąźĺšě ğăď. ČŇ�2ą).

ČŇ�9. (Šř-ěţňěřŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_4)

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śőąśšćěŋŋă£ čřşŕŕă łşąă ć šř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺğőňőřťŋă śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕě S_4.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő śőąśšćěŋŋă£ čřşŕŕă őłšă¡ďřă ć šř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺğőňőřťŋă śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕě S_4.

ć) Ďőłăęĺšě, ůšő (ŋěśőąśšćěŋŋă£) čřşŕŕă šěšřă¡ďřă ć šř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺğőňőřťŋă śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕě S_4.

č) Ąşďşš ńĺ ŕěřěůĺśńěŋŋżě ćżÿě šř-ěţňěřŋżě ńĺŋěľŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_4 ŋěŕřĺćőďĺňż, ĺ łăłĺě ĺğ ŋĺţ ĺğőňőřťŋż, ă łăłĺě | ŋěš?

ď) Ćżůĺśńĺšě ţăřăłšěřż ¡šĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ.

ČŇ�10. Ŕőśšřőľšě ¡ŕĺňőřťĺğň śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕż łşąă ŋă čřşŕŕş šřěşčőńĳŋĺłă, őŕĺÿĺšě ěčő £ďřő (ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş ć S_4, ŋăğżćăěňş¿ łćăďřăšĺůŋőľ čřşŕŕőľ Łńěľŋă), ćżůĺśńĺšě ţăřăłšěř ćőğŋĺłă¿źěčő šăłĺň őąřăğőň 2-ňěřŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_4, ĺ őŕĺÿĺšě ŕřőőąřăğ ć S_4 łăęďőčő łńăśśă śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć ĺğ S_3.

ČŇ�11. Őŕĺÿĺšě ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ A_4 ĺ řăğńőęĺšě (ńěćőě) řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě.

ČŇ�12. Őŕĺÿĺšě ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_4 ĺ řăğńőęĺšě (ńěćőě) řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě.

ČŇ�13. Őŕĺÿĺšě łăł ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ řăśłńăďżćă¿šś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă A_4.

ČŇ�14. Řăğńőęĺšě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕż łşąă ć ŕřőśšřăŋśšćăţ łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă ňŋőęěśšćě

ă) ćěřÿĺŋ ą) ř-ěąěř ć) čřăŋěľ łşąă ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£, ČŇ�15. Šě ęě ćőŕřőśż ŕřő śőąśšćěŋŋş¿ ĺ ŋěśőąśšćěŋŋş¿ čřşŕŕż šěšřă¡ďřă. ČŇ�16. Šě ęě ćőŕřőśż ŕřő śőąśšćěŋŋş¿ ĺ ŋěśőąśšćěŋŋş¿ čřşŕŕż ĺłőśă¡ďřă. ČŇ�17. Őŕĺÿĺšě łăł řăśłńăďżćăěšś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕż S_3 łăęďőě ĺğ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕż S_4 (ňż śůĺšăěň, ůšő S_3 ćńőęěŋă ć S_4 łăł čřşŕŕă, ŕěřěśšăćń£¿źă£ ŕěřćżě 3 śĺňćőńă).

ČŇ�18. Ďőłăęĺšě, ůšő ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ čřşŕŕă A_5 ĺğőňőřťŋă śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕě ĺłőśă- ¡ďřă ĺ śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕě ďőďěłă¡ďřă. Ąşďşš ńĺ ¡šĺ ďćă šř-ěţňěřŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ A_5 ĺğőňőřťŋż? Ćżůĺśńĺšě ţăřăłšěřż ¡šĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ.

ČŇ�19. Őŕĺÿĺšě ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ A_5.

ČŇ�20. Ąşďşš ńĺ (ŋěśőąśšćěŋŋżě) čřşŕŕż ďőďěłă¡ďřă ĺ ĺłőśă¡ďřă ĺğőňőřťŋż śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕě S_5?

ČŇ�21. Őŕĺÿĺšě ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_5.

ČŇ�22. Őŕĺÿĺšě łăł ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ řăśłńăďżćă¿šś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă A_5.

ČŇ�23. Őŕĺÿĺšě łăł řăśłńăďżćăěšś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕż S_4 łăęďőě ĺğ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕż S_5 (ňż śůĺšăěň, ůšő S_4 ćńőęěŋă ć S_5 łăł čřşŕŕă, ŕěřěśšăćń£¿źă£ ŕěřćżě 4 śĺňćőńă).

ČŇ�24∗. Őŕĺÿĺšě ćśě łőŋěůŋżě ŕőďčřşŕŕż ć SO_3(R) ś šőůŋőśšĳ¿ ďő śőŕř£ęěŋĺ£.

Ěśšěśšćěŋŋżě łőŋśšřşłűĺĺ ś ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ.

Šěŋğőřŋżě łőŋśšřşłűĺĺ. Ěśńĺ ğăďăŋż ńĺŋěľŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ η : G −→ GL(U) ĺ ϱ : G −→ GL(V ), šő ąěř£ šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ őŕěřăšőřőć ¡šĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ, ňż ŕőńşůăěň ŕřěďśšăćńěŋĺě η ⊗ ϱ : g −→ η(g) ⊗ ϱ(g) ć U ⊗ V . Őŋő ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŕřěďśšăćńěŋĺľ η ĺ ϱ.

Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŕő ďăŋŋőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ ϱ : G −→ GL(V ) śšřő£šś£ ěčő šěŋğőřŋżě śšěŕěŋĺ ϱ^{⊗n}, śĺňňěšřĺůěśłĺě śšěŕěŋĺ S^n(ϱ) ĺ ćŋěÿŋĺě śšěŕěŋĺ ~^n(ϱ) ŁŔ�1. (Śőŕř£ę-ěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě.) Ďń£ ń¿ąőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ : G −→ GL(V ) őŕřěďěńĺň ďćőľśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ϱ^∗ : G −→ GL(V^∗) šăł, ůšőąż ďń£ ń¿ążţ g, ξ, v ćżŕőńŋ£ńőśĳ šőęďěśšćő ⟨ϱ^∗(g)ξ, ϱ(g)v⟩ = ⟨ξ, v⟩ . Ďőłăęĺšě, ůšő šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő. Łăł ść£ğăŋż őŕěřăšőřż ϱ^∗(g) ĺ (ϱ(g))^∗ (ďćőľśšćěŋŋżľ ł ϱ(g))?

ŁŔ�2. Ŕşśšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺě ϱ : G −→ GL(V ) šăłőćő, ůšő im ϱ ⊂ SL(V ). Ŕőśšřőľšě Gĺğőňőřťĺğň ŕřěďśšăćńěŋĺľ ~^k(ϱ) ĺ ~^{d−k}(ϱ) ďń£ ćśěţ 0 6 k 6 dim V = d.

ŁŔ�3. Ŕşśšĳ η : G −→ GL(U) ĺ ϱ : G −→ GL(V ) | ńĺŋěľŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£. Őŕĺÿĺšě ŕřěďśšăćńěŋĺě η^∗ ⊗ϱ ć ŕřőśšřăŋśšćě U^∗ ⊗V = hom(U, V ) ć šěřňĺŋăţ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ĺğ U ć V . Ć ůăśšŋőśšĺ,

ă) şďőśšőćěřĳšěśĳ, ůšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺŋćăřĺăŋšŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őŕěřăšőřőć ć šőůŋőśšĺ śőćŕăďăěš ś homG(U, V );

ą) £ćŋő őŕĺÿĺšě ć šěřňĺŋăţ η ĺ ϱ ńĺŋěľŋżľ G-¡łćĺćăřĺăŋšŋżľ ŕřőěłšőř hom(U, V ) −→ homG(U, V ).

ŁŔ�4. Ŕşśšĳ V | ďćşňěřŋőě ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě S_3.

ă) Řăğńőęĺšě S^2(V ) ĺ S^3(V ) ć śşňňş ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ. ą) Ďőłăęĺšě, ůšő S^{n+6}(V ) = S^n(V ) ⊕ R, čďě R - řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě S_3. ć) Őŕĺÿĺšě řăğńőęěŋĺě ćśěţ S^n(V ).

č) Őŕĺÿĺšě ŕřőśšřăŋśšćő S_3-ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőńĺŋőňőć ŋă V (śř. ś ğăď. ČŇ�5). ď) Ďőłăęĺšě, ůšő S^2(S^3(V )) G-ĺğőňőřťŋő S^3(S^2(V )). ě) Ćżůĺśńĺšě ţăřăłšěř ćśěţ V^{⊗n} ĺ řăğńőęĺšě ĺţ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě. ę) Ćěřŋő ńĺ, ůšő S^k(S^m(V )) G-ĺğőňőřťŋő S^m(S^k(V )) ŕřĺ ń¿ążţ k ĺ m?

ŁŔ�5∗. Ťőřňşńă Ňőńĺŋă (1897 č.) Ŕşśšĳ ϱ : G −→ GL(V ) łőňŕńěłśŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě łőŋěůŋőľ čřşŕŕż, ă d_n | řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă G-ĺŋćăřĺăŋšŋżţ őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňőć ŋă V śšěŕěŋĺ n (š.ě. ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ćěłšőřőć ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S^n(ϱ^∗)), Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {d_n} ĺňěěš ćĺď ∑ n¿0 d_n · t^n = 1 |G| ∑ g∈G det(E − tϱ(g))^{−1} ,

čďě E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă.

ŁŔ�6. Ŕşśšĳ ϱ : G −→ GL(V ) | ¡ťťěłšĺćŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G. Ďőłăęĺšě, ůšő ć řăğńőęěŋĺ£ţ ěčő šěŋğőřŋżţ śšěŕěŋěľ ćśšřěůăěšś£ ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ G.

Ţăřăłšěřż.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ ϱ : G −→ GL(V ) | ŕřěďśšăćńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ χϱ ∈ C [G], őŕřěďěń£ěňă£ ŕřăćĺńőň χ_ϱ(g)^{def}= Tr(ϱ(g) , ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřőň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ.

Ţ�1. Ďőłăęĺšě, ůšő ţăřăłšěřż ŕřěďśšăćńěŋĺľ ńěęăš ć űěŋšřě čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż ĺ ŕřĺŋĺňă¿š łőňŕńěłśŋő-śőŕř£ę-ěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŋă ŕăřăţ ćğăĺňŋő-őąřăšŋżţ ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż.

Ţ�2. Ćżřăğĺšě ůěřěğ ţăřăłšěřż χ_η ĺ χ_ϱ ţăřăłšěřż śńěďş¿źĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ: ă) η ⊕ ϱ; ą) η ⊗ ϱ; ć) ϱ^∗;

č) ~^n(ϱ);

ď) S^n((ϱ) (ţőš£ ąż ďń£ n = 2, 3, ěśńĺ ğăšřşďŋ£ěšěśĳ ŕőńşůĺšĳ őąźş¿ ťőřňşńş!). Ţ�3. Ŕşśšĳ čřşŕŕă G ďěľśšćşěš (ŕěřěśšăŋőćłăňĺ) ŋă ňŋőęěśšćě ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ŋěłőšőřőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ďőłăęĺšě, ůšő ţăřăłšěř ńĺŋěľŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ¡šĺň ďěľśšćĺěň, śőŕőśšăćń£ěš łăęďőňş ¡ńěňěŋšş čřşŕŕż ůĺśńő ěčő ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł (ŕřĺ ďěľśšćĺĺ ŋă ňŋőęěśšćě ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć).

Őąőğŋăůěŋĺ£. Ţăřăłšěřż ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ

ţăřăłšěřăňĺ čřşŕŕż G. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőŕăřŋő-řăğŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ţăřăłšěřőć őąőğŋăůĺň ůěřěğ Irr(G) ⊂ C [G].

Ďăńěě, ťĺłśĺřşěň ŕő ŕřěďśšăćĺšěń¿ ć łăęďőň łńăśśě ĺğőňőřťŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕż G, ă ć łăęďőň šăłőň ŕřěďśšăćĺšěńě ğăťĺłśĺřşěň őřšőŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś łăŋőŋĺůěśłőľ G-ĺŋćăřĺăŋšŋőľ ¡řňĺšőćőľ ťőřňż (śň. ğăď. ĎČ�11ą)). Ğăŕĺÿěň łăęďżľ ¡ńěňěŋš g ∈ G ňăšřĺűěľ ć ¡šőň ąăğĺśě ĺ řăśśňőšřĺň ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŕőńşůěŋŋżţ ňăšřĺű

łăł C -ğŋăůŋżě ťşŋłűĺĺ őš g ∈ G. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ¡šĺ ťşŋłűĺĺ ¡řňĺšőćżňĺ ňăšřĺůŋżňĺ

¡ńěňěŋšăňĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕż G.

Ţ�4. (Śőőšŋőÿěŋĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ďń£ ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć)

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő řăğńĺůŋżě ¡řňĺšőćż ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŕőŕăřŋő-őřšőčőŋăńĳŋż őšŋőśĺšěńĳŋő G-ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ¡řňĺšőćă ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŋă C [G] ĺğ ğăď. ĎČ�14č).

ą) Ćżůĺśńĺšě ĺţ śłăń£řŋżě łćăďřăšż.

ć) Ďőłăęĺšě, ůšő ¡řňĺšőćż ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ńĺŋěľŋő ŕőřőęďă¿š C [G].

č) Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă łćăďřăšőć řăğňěřŋőśšěľ ćśěţ ŕőŕăřŋő-ŋěĺğőňőřťŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ řăćŋă ŕőř£ďłş čřşŕŕż.

Şłăğăŋĺě: Ďń£ řěÿěŋĺ£ ŕěřćżţ ďćşţ ŕşŋłšőć ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ťőřňşńőľ ĺğ ğăď. ŁŔ�3ą), ćżřăęă¿źěľ ŕřőěłűĺ¿ hom(U, V ) ŋă homG(U, V ) ůěřěğ ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŕřěďśšăćńěŋĺľ U ĺ V ĺ šěň, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő G-őŕěřăšőřőć ňěęďş ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ ńĺąő ŋşńěćőě, ńĺąő őďŋőňěřŋőě (ŕő ńěňňě Ÿşřă). Ďń£ řěÿěŋĺ£ šřěšĳěčő ŕşŋłšă řăğńőęĺšě řěčşń£řŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŋěŕřĺćőďĺňżţ ĺ şąěďĺšěśĳ ůšő łăęďőě śńăčăěňőě ¡šőčő řăğńőęěŋĺ£ ŕőřőęďăěšś£ ¡řňĺšőćżňĺ ňăšřĺůŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ŕőďţőď£źěčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£.

Ţ�5. (Śőőšŋőÿěŋĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ďń£ ţăřăłšěřőć)

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő őšŋőśĺšěńĳŋő ¡řňĺšőćă śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺğ ğăď. ĎČ�14č) ŋěŕřĺćőďĺňżě ţăřăłšěřż śőśšăćń£¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś űěŋšřă čřşŕŕőćőľ ăńčěąřż C [G].

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ∀ g, h ∈ G. ∑ χ∈Irr(G) χ(g)χ(h) = { |G|_{c(g) , ŕřĺ h = g} 0 , ŕřĺ h ≠ g , čďě ůěřěğ c(g) őąőğŋăůěŋő łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć, śőŕř£ę-ěŋŋżţ ś g.

Ţ�6. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ążţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ U ĺ V śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺţ ţăřăłšěřőć

ć C [G] śőćŕăďăěš ś dimhomG(U, V ).

Ţ�7. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă G-ĺğőňőřťŋż, łőčďă ĺţ ţăřăłšěřż śőćŕăďă¿š.

Ţ�8. Ćżůĺśńĺšě ŕőŕăřŋżě śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ţăřăłšěřőć ŕřěďśšăćńěŋĺľ ĺğ ğăď. ČŇ�14, ğăď. ČŇ�15 ĺ ğăď. ČŇ�16.

Ţ�9. Śőśšăćĳšě šăąńĺűż ŋěŕřĺćőďĺňżţ ţăřăłšěřőć śńěďş¿źĺţ čřşŕŕ:

ă) čřşŕŕż ćőśĳňĺ łćăšěřŋĺőŋŋżţ ěďĺŋĺű {±1, ±i, ±j, ±k} ⊂ H; ą) śŕěűĺăńĳŋőľ ńĺŋěľŋőľ čřşŕŕż SL_2(Z/3Z);

ć) ŕőďčřşŕŕż ćěřţŋĺţ şŋĺšřěşčőńĳŋżţ (š.ě. ś ěďĺŋĺűăňĺ ŕő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ) ňăšřĺű ć SL_3(Z/3Z) (őŋă ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ Čěľğěŋąěřčă ĺ őąőğŋăůăěšś£ H(Z/3Z)).

Ţ�10. (Ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě ŋă łőŋěůŋőľ čřşŕŕě) Ŕşśšĳ φ ∈C [G] ćőśŕřĺŋĺňăěšś£ łăł

C -ğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă čřşŕŕě G. Ě-ě ŕřěőąřăğőćăŋĺěň Ťşřĳě ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě ^φ,

śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ ϱ : G −→ GL(V_ϱ) ¡ŋďőňőřťĺğň

^φ(ϱ)^{def}= ∑ g∈G φ(g) · ϱ(g) ∈ End(V_ϱ) . ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě ŕěřěćőďĺš ść-ěřšłş ťşŋłűĺľ ŋă čřşŕŕě (śň.

ğăď. ĎČ�12) ć łőňŕőğĺűĺ¿ őŕěřăšőřőć.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ĺśţőďŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă čřşŕŕě ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő śćőěňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ Ťşřĳě ŕřĺ ŕőňőźĺ őąřăšŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ťşřĳě, łőšőřőě ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ φ(g) = 1 |G| ∑ ϱ∈Irr(G)

dim(V_ϱ) · Tr(ϱ(g^{−1} ∘ ^φ(ϱ))

(¡šă ťőřňşńă ĺğćěśšŋă šăłęě łăł ťőřňşńă őąřăźěŋĺ£ Ťşřĳě). ć) Ďőłăęĺšě ťőřňşńş Ŕńăŋÿěřěń£ ∑ g∈G φ(g^{−1}ψ(g) = 1 |G| ∑ ϱ∈Irr(G)

dim(V_ϱ) · Tr( ^φ(ϱ) ∘ ^ψ(ϱ)) .

Ţ�11∗. Ďőłăęĺšě, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ćśěčďă ďěńĺš ŕőř£ďőł čřşŕŕż.

Ţ�12∗. Ďőłăęĺšě, ůšő ţăřăłšěř ŋěőďŋőňěřŋőčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă ŋěłőšőřőň łńăśśě śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć.

Ĺśšőřĺůěśłă£ śŕřăćłă. Šěőřĺ£ ţăřăłšěřőć ążńă śőğďăŋă ć łőŋűě XIX Ťřőąěŋĺşśőň ć ţőďě šőčő łăł őŋ (ğăŋĺňă£śĳ ňőďŋőľ ć šő ćřěň£ šěőřĺěľ őŕřěďěńĺšěńěľ ĺ ďěšěřňĺŋăŋšăńĳŋżţ šőęďěśšć) řěÿăń śńěďş¿źş¿ ğăďăůş ő řăğńőęěŋĺĺ ŋă ňŋőęĺšěńĺ.

Ţ�13∗. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ŋőňěřăňĺ {1, 2, . . . , n} ĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ŋěłőšőřőľ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G. Řăśśňőšřĺň ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć K =

C [ x1, x2, . . . , xn ] őŕřěďěńĺšěńĳ n × n-ňăšřĺűż, ş łőšőřőľ ć ŕěřěśěůěŋĺĺ śšřőłĺ, őšćěůă-

¿źěľ g ∈ G, ĺ śšőńąűă, őšćěůă¿źěčő h ∈ G, śšőĺš x_{gh}�1 , (š.ě. ŋěğăćĺśĺňă£ ŕěřěňěŋŋă£, ŋőňěř łőšőřőľ őšćěůăěš gh^{−1} ∈ G). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ F ¡šőš őŕřěďěńĺšěńĳ, şňŋőęěŋŋżľ ŋă šăłş¿ łőŋśšăŋšş, ůšőąż F = 1 ŕřĺ x_e = 1, x_g = 0 ŕřĺ g ≠ e (čďě e | ěďĺŋĺűă čřşŕŕż G). Řăğńőęĺň F ć K ć ŕřőĺğćěďěŋĺě śšěŕěŋěľ ŕőŕăřŋő-řăğńĺůŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć F_ϱ. Ďőłăęĺšě, ůšő ă) ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ F_ϱ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ŋěŕřĺćőďĺňżň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ň V_ϱ čřşŕŕż G;

ą) deg F_ϱ = dim V_ϱ;

ć) ŕőłăğăšěńĳ, ś łőšőřżň F_ϱ ćţőďĺš ć řăğńőęěŋĺě F , šăłęě śőćŕăďăěš ś dim V_ϱ; č) ğŋăůěŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňőčő ţăřăłšěřă χ_ϱ ŋă ¡ńěňěŋšě g řăćŋő łő¡ťťĺűĺěŋšş ŕřĺ x_gx^{(dim V%−1)}e .

Ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£.

ĹŔ�1. (§ćŋă£ łőŋśšřşłűĺ£ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£) Ŕşśšĳ H ⊂ G | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă. Ŋĺęě ąşďşš ŕřĺćěďěŋż ďćě łőŋśšřşłűĺĺ, śőŕőśšăćń£¿źĺě ŕřőĺğćőńĳŋőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ H ć ŕřőśšřăŋśšćě U ŋěłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕż G ć ŋěłőšőřőň ŋőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šĺ ďćě łőŋśšřşłűĺĺ łőřřěłšŋż ĺ ŕřĺćőď£š ł ĺğőňőřťŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ň čřşŕŕż G (őŋĺ ŋăğżćă¿šś£ ĺŋďşűĺřőćăŋŋżňĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ ĺ őąőğŋăůă¿šś£ IndGH(U)).

ă) IndGH(U) ∼= homH(C [G], U)^{def}= def= {f : G −→ U | f(hg) = hf(g) ∀ h ∈H, g ∈G} , ă ďěľśšćĺě G ŕřőĺśţőďĺš śŕřăćă:

[g · f](g^′)^{def}= f(g^′g) .

ą) Ŕşśšĳ {g_1H, g_2H, . . . , g_rH} | ćśě ŕőŕăřŋő-řăğńĺůŋżě ńěćżě śňěęŋżě łńăśśż čřşŕŕż

G ŕő ŕőďčřşŕŕě H. Řăśśňőšřĺň ŕř£ňş¿ śşňňş r ¡łğěňŕń£řőć ŕřőśšřăŋśšćă U ĺ šőš

¡łğěňŕń£ř łăęďőčő ćěłšőřă u ∈ U, łőšőřżľ řăśŕőńăčăěšś£ ć ν-šőň śńăčăěňőň ¡šőľ śşňňż, ňż őąőğŋăůĺň ůěřěğ g_ν u. Ďń£ łăęďőčő g ∈ G ĺ ń¿ąőčő ĺğ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ćżÿě g_ν śşźěśšćş¿š ěďĺŋśšćěŋŋżě h = h(g, ν) ∈ H ĺ μ = μ(g, ν) ∈ {1, 2, . . . , r}, šăłĺě ůšő gg_ν = g_μh. Őŕřěďěńĺň šěŕěřĳ ďěľśšćĺě G ŋă ŋăÿěľ ŕř£ňőľ śşňňě ŕřăćĺńőň g r∑ ν=1 g_ν u_ν^{def}= r∑ ν=1 g_{μ(g,ν)}h(g, ν)u_ν . İšő ĺ ąşďěš ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě IndGH ŋăğżćăěšś£ ĺŋďşűĺřőćăŋĺěň ŕřěďśšăćńěŋĺľ ś ŕőďčřşŕŕż

H ⊂ G ŋă čřşŕŕş G. İšă őŕěřăűĺ£ £ćń£ěšś£, łăł čőćőř£š ć čőňőńőčĺůěśłőľ ăńčěąřě, ńěćżň

śőŕř£ę-ěŋŋżň ťşŋłšőřőň ł ťşŋłšőřş őčřăŋĺůěŋĺ£ ResHG, śőŕőśšăćń£¿źěňş łăęďőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ čřşŕŕż G ěčő őčřăŋĺůěŋĺě ŋă ŕőďčřşŕŕş H ⊂ G. Śőďěřęăšěńĳŋżľ śňżśń ¡šőľ ťřăğż řăśłřżćăěšś£ ć śńěďş¿źěľ ğăďăůě

ĹŔ�2. (Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ Ťřőąěŋĺşśă) Ŕşśšĳ H ⊂ G | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă, ĺ H: U

ĺ G: V |ŕřőĺğćőńĳŋżě ńĺŋěľŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋżľ

ĺğőňőřťĺğň homH(U, ResHGV ) ∼= homG(IndGHU, V ) .

Ąőńěě šőčő, ďőłăęĺšě, ůšő ŋăńĺůĺě šăłőčő ĺğőňőřťĺğňă őŕřěďěń£ěš ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ěďĺŋśšćěŋŋőčő G-ĺğőňőřťĺğňă.

ĹŔ�3. Ŕşśšĳ U | šřĺćĺăńĳŋőě őďŋőňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ŕőďčřşŕŕż H ⊂ G. Ďőłăęĺšě, ůšő ğŋăůěŋĺě ţăřăłšěřă ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŋă ďăŋŋőň łńăśśě śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć C ⊂G ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě

χ_{IndU} (C) =

[G : H]_{|C| · |C ∩} H_{| .}

ĹŔ�4. Ŕşśšĳ ŕěřěśěůěŋĺě łńăśśă śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć C ⊂ G ś ŕőďčřşŕŕőľ H ⊂ G řăśłńăďżćăěšś£ ć őąžěďĺŋěŋĺě C ∩ H = D1 ∪ D2 ∪ · · · ∪ Ds łńăśśőć H-śőŕř£ę-ěŋŋőśšĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ğŋăůěŋĺě ţăřăłšěřă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕż G, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ś ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ H: U, ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě

χ_{Ind(U )}(C) = |G| |H|^· s∑ i=1 |D_i| |C| χ_U (D_i) .

Łőńĳűő ŕřěďśšăćńěŋĺľ Ňŋőęěśšćő ćśěţ łńăśśőć ĺğőňőřťŋżţ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ďăŋŋőľ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ ŕř£ňőľ śşňňż ĺ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ďőąăćń££ ł łăęďőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ ěčő ťőřňăńĳŋőě ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě (őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ śşňňż), ňż ŕőńşůĺň łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő, őąőğŋăůăěňőě Rep(G) ĺ ŋăğżćăěňőě łőńĳűőň (ćĺřšşăńĳŋżţ) ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕż G.

Ňěŋěě ťőřňăńĳŋő ¡šă łőŋśšřşłűĺ£ őŕĺśżćăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Śőŕőśšăćń££ łăęďőňş ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ ěčő ţăřăłšěř, ňż ňőęěň őšőęďěśšćĺšĳ (ś śőţřăŋěŋĺěň őŕěřăűĺľ) ňŋőęěśšćő łńăśśőć ŕřěďśšăćńěŋĺľ ś ůăśšĳ¿ űěńőůĺśńěŋŋőľ ŕőďřěÿ-ěšłĺ ć łőňŕńěłśŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě C [G], ŋăš£ŋşšőľ ŋă ţăřăłšěřż ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ. İšă ŕőďřěÿ-ěšłă ĺ ąşďěš łőńĳűőň ćĺřšşăńĳŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ. \Ŋăśšő£źĺě" ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ćżďěń£¿šś£ ć ŋěľ łăł \ŕěřćżľ őłšăŋš", š.ě, łăł ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě űěńőůĺśńěŋŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ţăřăłšěřőć.

Őšňěšĺň, ůšő řěÿ-ěšłă ćĺřšşăńĳŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ śŋăąęěŋă űěńőůĺśńěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ şŋĺňőďşń£řŋőľ (š.ě. ś ňăŕřĺűěľ Čřăňă, ĺňě¿źěľ ć ń¿ąőň Z-ąăğĺśě ěďĺŋĺůŋżľ ŕő ňőďşń¿ őŕřěďěńĺšěńĳ) ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ

⟨U, V ⟩^{def}= dim homG(U, V ) = ⟨χ_U , χ_V ⟩ ,

čďě ŕőśńěďŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě | ¡šő śšăŋďăřšŋőě İřňĺšőćő G-ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă

C [G] ĺğ ğăď. ĎČ�14č).

ĹŔ�5. Ŕşśšĳ H ⊂ G | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őčřăŋĺůěŋĺě ĺ ĺŋďşűĺřőćăŋĺě őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęă¿šś£ ďő čőňőňőřťĺğňőć łőńěű

ResHG : Rep(G) −→ Rep(H) ĺ IndGH : Rep(H) −→ Rep(G) ,

łőšőřżě śőŕř£ęěŋż ďřşč ďřşčş ć śňżśńě ěśšěśšćěŋŋőčő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŋă łőńĳűě ŕřěďśšăćńěŋĺľ: ⟨IndGHU, V ⟩G = ⟨U, ResHGV ⟩H ∀U ∈ Rep(H) , ∀V ∈ Rep(G) . ĹŔ�6. Őŕĺÿĺšě ŕřěďśšăćńěŋĺě S_3, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ś őďŋőňěřŋőčő ğŋăłőŕěřěňěŋŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŕőďčřşŕŕż S_2 ⊂S_3.

ĹŔ�7. Őŕĺÿĺšě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_4, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě

ă) ś ďćşňěřŋőčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_3 ⊂S_4;

ą) ś őďŋőňěřŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ űĺłńĺůěśłőľ ŕőďčřşŕŕż ŕőř£ďłă 4, ć łőšőřőň őąřăğş¿źă£ ¡šőľ ŕőďčřşŕŕż ďěľśšćşěš şňŋőęěŋĺěň ŋă √ −1; ć) ś őďŋőňěřŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ űĺłńĺůěśłőľ ŕőďčřşŕŕż ŕőř£ďłă 3, ć łőšőřőň őąřăğş¿źă£ ¡šőľ ŕőďčřşŕŕż ďěľśšćşěš şňŋőęěŋĺěň ŋă e^{2π√−1/3}.

ĹŔ�8. Őŕĺÿĺšě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_5, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě śő ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ ŕőďčřşŕŕż.