ŇŁ ŊŇŞ, Ăńčěąřă, 3-ľ śěňěśšř Ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ăńčěąřă

Šěŋğőřż ĺ šěŋğőřŋőě ŕřőĺćěďěŋĺě.

Oąőğŋăůěŋĺ£. Ůěřěğ V (ĺńĺ Vi) ňż ćśěčďă őąőğŋăůăěň łőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ d (ĺńĺ d_i) ŋăď ŕőńěň k ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ (ŕřĺ ęěńăŋĺĺ ňőęěšě ćśěčďă śůĺšăšĳ k = C ). Łăł ŕřăćĺńő, řěůĳ ąşďěš ĺďšĺ ŋě őą őďŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ă ő ŕřőĺğćěďěŋĺĺ n ŕřőśšřăŋśšć.

Šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕřőśšřăŋśšć V_1, V_2, . . . , V_n őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ V_1 × V_2 × · · · × V_n. Ěśńĺ ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ěčő łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (őšŋőśĺšěńĳŋő śšăŋďăřšŋőľ śšřşłšşřż), šő ąşďěň ŕĺśăšĳ ⨁ i V_i.

Ěśńĺ W | ěź-ě őďŋő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő (šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě) őšőąřăęěŋĺě: φ : V_1 × V_2 × · · · × V_n −→ W ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕőńĺńĺŋěľŋżň, ěśńĺ őŋő ńĺŋěľŋő ŕő łăęďőňş ĺğ ăřčşňěŋšőć (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ). Ŕőńĺńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć őďŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě W = k ŋăğżćă¿šś£ ŕőńĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ.

ŠŔ1-1. Őŕĺÿĺšě ćśě śńşůăĺ, łőčďă ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ąşďěš šăłęě £ćń£šĳś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ĺğ ⨁ i V_i ć W , ĺ ćśě śńşůăĺ, łőčďă ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř őłăğżćăěšś£

ŕőńĺńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň.

ŠŔ1-2. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ φ : V_1 × V_2 × · · · × V_n −→ W śőśšăĺń£ěš ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŋăľďĺšě ěčő řăğňěřŋőśšĳ ĺ ŕőśšřőľšě ěčő ąăğĺś, ěśńĺ ğăďăŋż ąăğĺśż ćő ćśěţ ŕřőśšřăŋśšćăţ V_i ĺ W .

ŠŔ1-3. Ŕşśšĳ (v_1, v_2, . . . , v_n) ∈ V_1 × V_2 × · · · × V_n. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćśě v_i šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őšńĺůŋż őš ŋşń£, łőčďă śşźěśšćşěš ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, ğŋăůěŋĺě łőšőřőľ ŋă ¡šőň ŋăąőřě ćěłšőřőć ŋěŋşńěćőě.

ŠŔ1-4. Şŋĺćěřśăńĳŋőśšĳ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ďń£ ďăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć V_1, V_2, . . . , V_n ŕőśšřőľšě šăłőě ŕřőśšřăŋśšćő P ćňěśšě ś şŋĺćěřśăńĳŋżň ŕőńĺńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň τ : V_1 × V_2 × · · · × V_n −→ P, ůšőąż ćśě ŕőńĺńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ V_1 ×V_2 ×· · ·×V_n ć ń¿ążě W ŕřěďśšăćń£ńĺśĳ ąż ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ τ ĺ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ĺğ P ć W , ŕřĺů-ěň ¡šőš őŕěřăšőř őŕřěďěń£ńś£ ąż łăęďżň ŕőńĺńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň őďŋőğŋăůŋő.

Şłăğăŋĺě: Řăśśňőšřĺšě (ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě) ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ łőŋěůŋżţ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ťőřňăńĳŋżţ śĺňćőńőć v_1 � v_2 � � � vn, čďě vi ŋěğăćĺśĺňő ŕřőąěčă¿š Vi, ĺ ŕřőťăłšőřĺğşľšě ěčő ŕő ŕőďŕřőśšřăŋśšćş, ŕőřőęď-ěŋŋőňş ćśěňĺ ćőğňőęŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ ćĺďă

v1 � vi � vn � λv1 � v^0_i � vn � μv1 � v^{00}_i � vn ,

čďě vi = λv^0i + μv^{00}i .

ŠŔ1-5. Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ďřşčőčő řěÿěŋĺ£ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ

τ^′ : V_1 × V_2 × · · · × V_n −→ P^′, śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň i : P −→ P^′, šăłőľ ůšő i ∘ τ = τ^′.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ěďĺŋśšćěŋŋőě ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ěďĺŋśšćěŋŋőčő ĺğőňőřťĺğňă řěÿěŋĺě ğăď. ŠŔ1- 4 ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ĺ őąőğŋăůăěšś£ V_1 ⊗ V_2 ⊗· · ·⊗ V_n ĺńĺ ⨂ i V_i. İńěňěŋšż

¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă ğőćşšś£ šěŋğőřăňĺ. Őąřăğ n-łĺ ćěłšőřőć (v_1, v_2, . . . , v_n) ŕřĺ şŋĺćěśăńĳŋőň ŕőńĺńĺŋěľŋőň őšőąřăęěŋĺĺ

τ : V_1 × V_2 × · · · × V_n −→ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n

őąőğŋăůăěšś£ v_1⊗v_2⊗· · ·⊗v_n ĺ ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ¡šĺţ ćěłšőřőć. Ćśě šăłĺě šěŋğőřż ŋăğżćă¿šś£ řăğńőęĺňżňĺ. Šěŋğőřż, ŋě ŕőŕăćÿĺě ć őąřăğ τ , ŋăğżćă¿šś£ ŋěřăğńőęĺňżňĺ. Őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě ŋă šő, ůšő őąřăğ τ ŋě ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ĺąő τ ŕőńĺńĺŋěěŋ, ă ŋě ńĺŋěěŋ!

ŠŔ1-6. Ąăğĺś šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć řăćŋő ŋşń¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ řăćěŋ ŋşń¿.

ą) Ŕşśšĳ ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_d ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż ć ŕřőśšřăŋśšćě V , ĺ W | ń¿ąőě ŋěŋşńěćőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďőłăęĺšě, ůšő łăęďőě ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ⟨e_i⟩ ⊗ W ⊂ V ⊗ W ĺğőňőřťŋő W , ă ĺţ śşňňă £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ (ůěřěğ ⟨e_i⟩ őąőğŋăůěŋő őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V , ŕőřőęď-ěŋŋőě ćěłšőřőň e_i).

ć) Ŕşśšĳ {e_1, e_2, . . . , e_p} ĺ {ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_q} | ąăğĺśż ŕřőśšřăŋśšć V ĺ W . Ďőłăęĺšě, ůšő

pq řăğńőęĺňżţ šěŋğőřőć e_i ⊗ ξ_j śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć V ⊗ W .

č) Őąőąźĺšě ŕřěďżďşźěě ŋă śńşůăľ n ŕřőśšřăŋśšć ĺ ćżřăğĺšě řăğňěřŋőśšĳ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ůěřěğ řăğňěřŋőśšĺ śőňŋőęĺšěńěľ.

ď) Ŕşśšĳ v_1, v_2 ĺ v_3 | ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňżě ćěłšőřż ŕřőśšřăŋśšćă V . Ďőłăęĺšě, ůšő šěŋğőř v_1 ⊗ v_2 + v_2 ⊗ v_3 ŋěřăğńőęĺň.

Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ğăňěůăŋĺě. Şśńőćĺňś£ ŋăğżćăšĳ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ěśšěśšćěŋŋżň, ěśńĺ ěčő ňőęŋő ğăďăšĳ ŋě ŕřĺąěčă£ ł łőőřďĺŋăšăň ĺ ąăğĺśăň, ă ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ć šěřňĺŋăţ śăňĺţ ćěłšőřőć. Ŋăŕřĺňěř, śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň : V −→ V^{∗∗}, ŋő ŋě śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋőčő ĺğőňőřťĺğňă : V −→ V^∗. Šőůŋżľ ťőřňăńĳŋżľ śňżśń ¡šőčő ňż őąśşďĺň ŕőğęě.

ŠŔ1-7. Ŕőśšřőľšě ěśšěśšćěŋŋżě ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż, £ćń£¿źĺěś£ ĺğőňőřťĺğňăňĺ: ă) U ⊗ (V ⊗ W ) −→ U ⊗ V ⊗ W ą) (U ⊗ V ) ⊗ W −→ U ⊗ V ⊗ W ć) (U ⊗ V ) ⊗ W −→ U ⊗ V ⊗ W č) U ⊗ (V ⊕ W ) −→ (U ⊗ V ) ⊕ (U ⊗ W ) ŠŔ1-8. Ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťőřňż łăł šěŋğőřż.

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň U^∗ ⊗ V^∗ −→ (U ⊗ V )^∗ , ŕěřěćőď£źĺľ ćś£łĺľ řăğńőęĺňżľ šěŋğőř φ ⊗ ψ ć ťşŋłűĺőŋăń, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă řăğńőęĺňżě šěŋğőřż ŕő ŕřăćĺńş u ⊗ v −→ φ(u) · ψ(v) .

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă U × V ěśšěśšćěŋŋő ĺğőňőřťŋő ďćşň řăśśňőšřěŋŋżň šőńĳłő ůšő ŕřőśšřăŋśšćăň.

ć) Őąőąźĺšě ŕřěďżďşźěě ŋă śńşůăľ n ŕřőśšřăŋśšć, ć ůăśšŋőśšĺ, ŕőśšřőľšě ěśšěśšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň

V^∗_1 ⊗ V^∗_2 ⊗ · · · ⊗ V^∗_n −→ (V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n)^∗ .

č) Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ąĺńĺńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ U ×V ć W ěśšěśšćěŋŋő ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćăň hom(U ⊗ V, W ) ĺ hom(U, hom(V, W )).

ŠŔ1-9. Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż łăł šěŋğőřż.

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň U^∗ ⊗ V −→ hom(U, V ) , ŕěřěćőď£źĺľ ćś£łĺľ řăğńőęĺňżľ šěŋğőř φ ⊗ v ć ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ďěľśšćş¿źĺľ ćěłšőř u ∈ U ŕő ŕřăćĺńş u −→ φ(u) · v . ą) Ŕşśšĳ {e_i} ĺ {x_i} | śőŕř£ę-ěŋŋżě ąăğĺśż ć V ĺ ć V^∗. Ďőłăęĺšě, ůšő šěŋğőř Łăğĺňĺřă ∑ i x_i ⊗ e_i ∈ V^∗ ⊗ V ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă.

ć) Ŕşśšĳ őŕěřăšőřż f ĺ g ŕřĺ őšőęďěśšćńěŋĺĺ hom(V, V ) ś V^∗ ⊗ V ğăŕĺśżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, šěŋğőřăňĺ ∑ i φ_i ⊗u_i ĺ ∑ j ψ_j ⊗v_i. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ĺţ łőňŕőğĺűĺ¿ f ∘g

ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě ∑ j ψ_j ⊗ w_i ĺńĺ ć ćĺďě ∑ i η_i ⊗ u_i, ĺ ŕőńşůĺšě £ćŋżě ćżřăęěŋĺ£ ďń£ w_j ĺ η_i.

ŠŔ1-10. Ŕőśšřőľšě ěśšěśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň hom(U, V ) −→ hom(V, U)^∗. ŠŔ1-11. Ěśńĺ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ŕőńőęĺšĳ U = V , šő ŕőńşůĺšś£ łőřřěń£űĺ£ hom(V, V ) −→ hom(V, V )^∗. Łăłőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě ŋă hom(V, V ) őŋă śőőšćěšśšćşěš? Ąşďěš ńĺ ¡šă ťőřňă śĺňňěšřĺůěśłőľ? Łăł őŋă ćżůĺśń£ěšś£ ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺű?

ŠŔ1-12. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őŕěřăšőřőć. Ŕşśšĳ ğăďăŋż ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż f_i : U_i −→

V_i. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř

f_1 ⊗ f_2 ⊗ · · · ⊗ f_n : U_1 ⊗ U_2 ⊗ · · · ⊗ U_n −→ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n

ŕěřěćőď£źĺľ šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěłšőřőć ć šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺţ őąřăğőć. ŠŔ1-13. Ŕşśšĳ F | ćńőęěŋĺě, ă E | ŋěŋşńěćőľ šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř. Ďőłăęĺšě, ůšő

F ⊗ E | ćńőęěŋĺě.

ŠŔ1-14. Ć ąăğĺśăţ ĺğ ğăď. ŠŔ1-6ć) ćżřăğĺšě ňăšřĺűş šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ őŕěřăšőřőć f : V −→ V ĺ g : W −→ W ůěřěğ ňăšřĺűż f ĺ g.

ŠŔ1-15. Ŕşśšĳ űĺłńőćőľ šĺŕ ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă f : V −→ V ğăďă-ěšś£ ďĺăčřăňňőľ đŋčă a) Y ą) · · · n ć) · · · n .

Łăłőć űĺłńőćőľ šĺŕ f ⊗ f ĺ f ⊗ f ⊗ f?

ŠŔ1-16∗. Őŕĺÿĺšě űĺłńőćőľ šĺŕ šěŋğőřŋőčő łćăďřăšă ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă ć šěřňĺŋăţ ďĺăčřăňňż đŋčă śăňőčő őŕěřăšőřă ć őąźěň śńşůăě.

ŠŔ1-17. Ŕşśšĳ őŕěřăšőřż f ĺ g ďĺăčőŋăńĺğşěňż ĺ ĺňě¿š śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ {λ_1, λ_2, . . . , λ_d} ĺ {μ_1, μ_2, . . . , μ_d} (ćśě ůĺśńă λ_i ĺ μ_j ŕőŕăřŋő-řăğńĺůŋżě). Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ f ⊗ g ĺ ĺţ łřăšŋőśšĺ..

Šěŋğőřŋżě śšěŕěŋĺ őďŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă

Őąőğŋăůěŋĺ£. Ťĺłśĺřşěň ďő łőŋűă ¡šőčő ŕăřăčřăťă őďŋő d-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V . Ŕřőĺğćěďěŋĺě V^{⊗n def}= V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V n ŋăğżćăěšś£ n-šőľ šěŋğőřŋőľ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšřăŋśšćă V . Ŕőď V^{⊗0} ćśěčďă ŕőŋĺňăěšś£ őďŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő k.

Őšňěšĺň, ůšő ŕř£ňă£ śşňňă ⨁ k¿0 V^{⊗k} ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ăśśőűĺăšĺćŋş¿ ŋěłőňňşšăšĺćŋş¿

ăńčěąřş ŋăď ŕőńěň k (ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺŋďşűĺřőćăŋő šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěłšőřőć). Őŋă ŋăğżćăěšś£ śćőąőďŋőľ ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřőľ ŋăď k, ŕőřőęď-ěŋŋőľ ŕřőśšřăŋśšćőň V .

ŠŚ-1. Ďőłăęĺšě, ůšő V^{⊗n} ěśšěśšćěŋŋő ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă V^∗ × · · · × V^∗ n . ŠŚ-2. Ść-ěřšłĺ. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćěďěŋĺě V^∗ ⊗ V^∗ ⊗ · · · ⊗ V^∗ p ⊗ V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V q ĺ ťĺłśĺřşěň ďćă ŕőďňŋőęěśšćă ĺŋďěłśőć I = {i_1, i_2, . . . , i_k} ⊂ {1, 2, . . . , p} J = {j_1, j_2, . . . , j_k } ⊂ {1, 2, . . . , q} őďĺŋăłőćőľ ňőźŋőśšĺ #I = #J = k.

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř c_{IJ} : V^∗ ⊗ V^∗ ⊗ · · · ⊗ V^∗ p ⊗ V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V q −→ V^∗ ⊗ V^∗ ⊗ · · · ⊗ V^∗ p−k ⊗ V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V q−k , ďěľśšćş¿źĺľ ŋă řăğńőęĺňżě šěŋğőřż ŕő ŕřăćĺńş

c_{IJ} (φ_1 ⊗ φ_2 ⊗ · · · ⊗ φ_p ⊗ v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_q) = k∏ ν=1 φ_{iν} (v_{jν} ) · ⨂ i∉I φ_i ⊗ ⨂ j∉J v_j . ą) Őŕĺÿĺšě ďěľśšćĺě ść-ěřšłĺ ŋă £ğżłě ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň (š.ě. łőčďă V^{∗⊗p} ĺńĺ V^{⊗q} ĺŋšěřŕřěšĺřşěšś£ łăł ŕřőśšřăŋśšćő ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă ďćőľśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě).

ć) Őŕĺÿĺšě ďěľśšćĺě ść-ěřšłĺ ć łőőřďĺŋăšăţ.

Šěřňĺŋőńőčĺ£. Őŕěřăšőř cIJ ś #I = #J = k ŋăğżćăěšś£ k-łřăšŋőľ ść-ěřšłőľ ŕő ĺŋďěłśăň

I ĺ J. Ŋăĺąőńěě ćăęŋżňĺ ďń£ ŋăś ąşďşš ďćă łřăľŋĺţ śńşůă£. Ěśńĺ p = q = n ĺ I = J = {1, 2, · · · , n}, šő ść-ěřšłă ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋőľ ĺ őąőğŋăůăěšś£ ⟨τ, t⟩^{def}= c_{{1,2, ··· ,n}{1,2, ··· ,n}}(τ ⊗ t) , čďě τ ∈ V^{∗⊗n} , t ∈ V^{⊗n} . Ěśńĺ p = 1, ă q | ń¿ąőě (ĺńĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, q = 1, ă p | ń¿ąőě), ĺ I = J = {1}, šő ść-ěřšłă ŋăğżćăěšś£ ćŋşšřěŋŋĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěłšőřă ĺ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŋă V (śőőšěšśšćěŋŋő, łőćěłšőřă ĺ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŋă V^∗) ĺ őąőğŋăůăěšś£

i_v(φ)^{def}= c_{11}(v ⊗ φ) , čďě v ∈ V , φ ∈ V^{∗⊗n} ,

ĺńĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, i_ξ(t)^{def}= c_{11}(ξ ⊗ t) , čďě ξ ∈ V^∗ , t ∈ V^{⊗n} .

ŠŚ-3. Őŕĺÿĺšě ŕőńŋş¿ ść-ěřšłş ć V^∗ ⊗ V ŋă £ğżłě ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć. ŠŚ-4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńŋă£ ść-ěřšłă ⟨V^{∗⊗n}, V^{⊗n}⟩ őŕřěďěń£ěš ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş ¡šĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ŕřĺů-ěň ¡šă ďćőľśšćěŋŋőśšĳ śőčńăśőćăŋă ś ĺğőňőřťĺğňőň ĺğ ğăď. ŠŔ1-8.

Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ğăňěůăŋĺě. Ĺŋďşűĺřőćăŋŋş¿ ŕőńŋőľ ść-ěřšłőľ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş V^{∗⊗n} ĺ V^{⊗n} ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ łăŋőŋĺůěśłĺň śŕăřĺćăŋĺěň ĺńĺ łăŋőŋĺůěśłőľ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ¿.

ŠŚ-5. Őŕĺÿĺšě ćŋşšřěŋŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă £ğżłě ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ĺ ğăďăľšě ěčő ďěľśšćĺě ć łőőřďĺŋăšăţ.

ŠŚ-6. Ŕşśšĳ ξ ∈ V^∗ | ťĺłśĺřőćăŋŋżľ łőćěłšőř. Ďőłăęĺšě, ůšő ćŋşšřěŋŋěě şňŋőęěŋĺě ŋă ξ:

i_ξ : V^{⊗(n+1)} −→ V^{⊗n} ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ¡ŕĺňőřťŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ďćőľśšćěŋŋżľ (őšŋőśĺšěńĳŋő łăŋőŋĺůěśłőčő śŕăřĺćăŋĺ£) ćńőęěŋĺ¿ μ_ξ : V^{∗⊗n} −→ V^{∗⊗(n+1)} : τ −→ ξ ⊗ τ ğăďăćăěňőňş ŕřĺ ŕőňőźĺ ńěćőčő šěŋğőřŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ξ.

ŠŚ-7. (ďěľśšćĺě śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż ŋă šěŋğőřŋőľ śšěŕěŋĺ) Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ łăęďőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ σ ∈ S_n śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ ăćšőňőřťĺğň σ : V^{⊗n} −→ V^{⊗n}, ďěľśšćşźĺľ ŋă řăğńőęĺňżě šěŋğőřż ŕő ŕřăćĺńş

σ(v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n) = v_{σ(1)} ⊗ v_{σ(2)} ⊗ · · · ⊗ v_{σ(n)}.

Ďőłăęĺšě, ůšő šăłĺň őąřăğőň ćőğŋĺłăěš ďěľśšćĺě čřşŕŕż S_n ŋă V^{⊗n}. Őŕĺÿĺšě ¡šő ďěľśšćĺě, ěśńĺ šěŋğőřż ĺğ V^{⊗n} ĺŋšěřŕřěšĺřş¿šś£ łăł ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ŋă V^∗.

Śĺňňěšřĺůěśłă£ ăńčěąřă.

Šěŋğőř t ∈ V^{⊗n} ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺůěśłĺň, ěśńĺ σ(t) = t ∀σ ∈ S_n. Śĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż śőśšăćń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V^{⊗n}. Őŋő őąőğŋăůăěšś£ S^n(V ) ĺ ŋăğżćăěšś£ n-šőľ śĺňňěšřĺůěśłőľ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšřăŋśšćă V . Ěśńĺ f : V −→ V | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, šő f^{⊗n def}= f ⊗ f ⊗ · · · ⊗ f n ŕěřěćőďĺš S^n(V ) ć śěą£. Śőőšćěšśšćş¿źěě őčřăŋĺůěŋĺě őąőğŋăůă-

ěšś£ S^n(f) ĺ ŋăğżćăěšś£ n-šőľ śĺňňěšřĺůěśłőľ śšěŕěŋĳ¿ őŕěřăšőřă f. ŚĂ-1. Ŕşśšĳ ć V ćżąřăŋ ąăğĺś {e_1, e_2, . . . , e_d} (ŋăŕőňŋĺň: dim V = d). Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋăąőřă ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń ν = (ν_1, ν_2, . . . , ν_d) ś śşňňőľ |ν| = ∑ ν_i = n őąőğŋăůĺň ůěřěğ t_ν śşňňş ćśěţ řăğńĺůŋżţ řăğńőęĺňżţ šěŋğőřőć, £ćń£¿źĺţś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ν_1 ćěłšőřőć e_1, ν_2 ćěłšőřőć e_2, . . . , ν_d ćěłšőřőć e_d. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šĺ šěŋğőřż śőšăćń£¿š ąăğĺś ć S^n(V ) ĺ ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

ŚĂ-2. Ďőłăęĺšě, ůšő S^n(V ) ěśšěśšćěŋŋő őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕřőśšřăŋśšćőň ŕőńĺńĺŋěľŋżţ śĺňňěšřĺůŋżţ ťőřň ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺĺ V^∗ × · · · × V^∗ n (š.ě. šăłĺţ ťőřň, ğŋăůěŋĺě łőšőřżţ

ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ń¿ąőľ ŕěřěśšăŋőćłě ăřčşňěŋšőć).

ŚĂ-3. Ćżůĺśńĺšě Tr(S^2(f)) ĺ Tr(S^3(f)) ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă f : V −→ V ďń£ śńşůăěć dim V = 2, 3.

ŚĂ-4∗. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ćżřăęěŋĺľ Tr(S^k(f)) (k = 0, 1, 2, . . . ) ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă f ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě ∑ k¿0 Tr(S^k (f)) · z^k = 1 det(E − zf) . Ćżůĺśńĺšě ¡šş ťşŋłűĺ¿ ć ďćş- ĺ šř-ěţňěřŋőň śńşůăě (ĺ ŕřőćěřĳšě őšćěšż ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě).

ŚĂ-5. Śĺňňěšřĺğăűĺ£. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř

Sym_n = 1 n! ∑ σ∈S_n σ : V^{⊗n} −→ V^{⊗n} £ćń£ěšś£ ŕřőěłšőřőň V^{⊗n} ŋă S^n(V ).

ŚĂ-6. Śĺňňěšřĺůěśłă£ śšěŕěŋĳ łăł ťăłšőř Őąřăğşěň ťăłšőř-ŕřőśšřăŋśšćő V^{⊗n} ŕő ŕőďŕřőśšřăŋśšćş S ŕőřőęď-ěŋŋőňş ćśěćőğňőęŋżňĺ šěŋğőřăňĺ ćĺďă t − σ(t). Ŕşśšĳ

sym_n : V^{⊗n} −→ V^{⊗n} S łăŋőŋĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£ ŋă ¡šőš ťăłšőř. Ďőłăęĺšě, ůšő őčřăŋĺůěŋĺě sym_n ŋă S^n(V ) ⊂ V^{⊗n} £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň.

ŚĂ-7. Śĺňňěšřĺůěśłőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ŕşśšĳ t_k ∈ S^k(V ), t_m ∈ S^m(V ) | ďćă śĺňňěšřĺůŋżţ šěŋğőřă. Ŕő-őŕřěďěńěŋĺ¿, śĺňňěšřĺůěśłőě ŕřőĺğćěďěŋĺě t_k · t_m ∈ S^{(k+m)} ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżľ (ŕő ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě) śĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř, şďőćńěšćőř£¿źĺľ řăćěŋśšćş

sym_n(t_k ⊗ t_m) = sym_n(t_k · t_m) .

ă) Ćěřŋő ńĺ, ůšő t_k · t_m = Sym_n(t_r ⊗ t_m).

ą) Ćżřăğĺšě śĺňňěšřĺůěśńĺě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ąăğĺśŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć m_ν ·m_ν ůěřěğ m_α (čďě |ν| + |μ| = |α|).

ć) Şąěďĺšěśĳ, ůšő S^·(V )^{def}= ⨁ k¿0 S^k(V ) ś śĺňňěšřĺůěśłĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň £ćń£ěšś£ łőňňş-

šăšĺćŋőľ ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřőľ (őŋă ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺůěśłőľ ăńčěąřőľ ŕřőśšřăŋśšćă V ) ĺ şśšăŋőćĺšě ĺğőňőřťĺğň ¡šőľ ăńčěąřż ś ăńčěąřőľ ňŋőčőůńěŋőć őš d = dim V ŕěřěňěŋŋżţ .

č) Őŕĺÿĺšě śĺňňěšřĺůěśłőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă £ğżłě śĺňňěšřĺůěśłĺţ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň.

ŚĂ-8. Śĺňňěšřĺůěśłă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ. Ďőłăęĺšě, ůšő őčřăŋĺůěŋĺě łăŋőŋĺůěśłőľ ďćőľśšćěŋŋőśšĺ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć S^n(V ) ⊂ V^{⊗n} ĺ S^n(V^∗) ⊂ V^{∗⊗n} őŕřěďěń£ěš łăŋőŋĺůěśłş¿ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş ¡šĺňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Łřőňě šő- čő: ă) ćżůĺśńĺšě ąăğĺś, łăŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋżľ ąăğĺśş m_α ĺğ ğăď. ŚĂ-1; ą) ŋăľďĺšě őŕěřăšőř łăŋőŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋżľ őŕěřăšőřş śĺňňěšřĺůŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ćěłšőř;

ć) ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř i_v ćŋşšřěŋŋěčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ćěłšőř v ∈ V ¡ŕĺňőřťŋő őšőąřăęăěš S^n(V^∗) ŋă S^{n−1}(V^∗) ĺ ŋăľďĺšě łăŋőŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋżľ ěňş őŕěřăšőř.

č) Ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă ŕřőćěřĳšě, ůšő i_v ∘ i_w = i_w ∘ i_v. ď) Ćżůĺśńĺšě ďěľśšćĺě őŕěřăšőřă i_v ŋă ąăğĺś m_α.

ŚĂ-9. Ŕřőśšřăŋśšćő őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňőć. Ťşŋłűĺ£ F : V −→ k ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋżň ŕőńĺŋőňőň n-šőľ śšěŕěŋĺ, ěśńĺ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě {e_1, e_2, . . . , e_d} ğŋăůěŋĺě F (x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_de_d) £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ n őš ŕěřěňěŋŋżţ x_i.

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śćőľśšćő ťşŋłűĺĺ ążšĳ őďŋőřőďŋżň ŕőńĺŋőňőň n-šőľ śšěŕěŋĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ůšő šăłĺě ťşŋłűĺĺ śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ ćżůĺśńĺšě řăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

ą) Śőŕőśšăćĺň łăęďőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě φ ∈ S^n(V^∗) ťşŋłűĺ¿ φ_Δ : V −→ k : φ_Δ(v)^{def}= φ(v, v, . . . , v)

(š.ŋ. "őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ďĺăčőŋăńĳ"). Ďőłăęĺšě, ůšő šăłĺň őąřăğőň şśšăŋăćńĺćăěšś£ ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšćă ŕőńĺńĺŋěľŋżţ śĺňňěšřĺůŋżţ ťőřň ś ŕřőśšřăŋśšćőň őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňőć.

ć) Ťĺłśĺřşěň ć V ąăğĺś {e_1, e_2, . . . , e_d} ś łőőřďĺŋăšăňĺ {x_1, x_2, . . . , x_d}. Őŕĺÿĺšě ąăğĺś ć S^n(V^∗), £ćń£¿źĺľś£ ŕřőőąřăğőň (őšŋőśĺšěńĳŋő őŕĺśăŋŋőčő ćżÿě ĺğőňőřťĺğňă) śšăŋďăřšŋőčő ąăğĺśă ŕřőśšřăŋśšćă őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ n, śőśšő£źěčő ĺğ ňőŋőňőć x^{α1}_1 x^{α2}_2 · · · x^{αd}_d č) Ďőłăęĺšě, ůšő őŕĺśăŋŋżľ ćżÿě ĺğőňőřťĺğň ĺŋďşűĺřşěš ĺğőňőřťĺğň śĺňňěšřĺůěśłőľ ăńčěąřż ŕřőśšřăŋśšćă V^∗ ś ăńčěąřőľ ćśěţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă V (š.ě. ŕřőćěřĳšě, ůšő śĺňňěšřĺůěśłőě ŕřőĺğćěďěŋĺě šěŋğőřőć ŕěřěţőďĺš ć őążůŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕőńĺŋőňőć).

ď) Łăłőľ őŕěřăűĺĺ ŋă ŕőńĺŋőňăţ śőőšćěšśšćşěš őŕěřăűĺ£ ćŋşšřěŋŋěčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ś ďăŋŋżň ćěłšőřőň v ∈ V ?

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ F | őďŋőřőďŋżľ ŕőńĺŋőň n-šőľ śšěŕěŋĺ. Śĺňňěšřĺůŋă£ ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă φ, őčřăŋĺůěŋĺě łőšőřőľ ŋă ďĺăčőŋăńĳ śőćŕăďăěš ś F (š.ě. φ_Δ = F ) ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋőľ ŕőń£řĺğăűĺěľ ňŋőčőůńěŋă F ĺ őąőğŋăůăěšś£ pl^nF . Ŕő ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ćś£łĺľ őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋş¿ ŕőńŋş¿ ŕőń£řĺğăűĺ¿.

ŚĂ-10. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕőń£řĺğăűĺ£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż (őďŋőřőďŋőčő ŕőńĺŋőňă ćšőřőľ śšěŕěŋĺ) F ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě

pl^2F (v, w) = 1 2 (F (v + w) − F (v) − F (w)) , ĺ ŕőŕřőąşľšě ŕřĺďşňăšĳ ŕőţőęş¿ ťőřňşńş ďń£ ŕőń£řĺğăűĺĺ łşąĺůěśłőľ ťőřňż.

ŚĂ-11. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő S^n(V ) ∈ V^{⊗n} ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ šěŋğőřăňĺ ćĺďă v^{⊗n def}= v ⊗ v ⊗ · · · ⊗ v n . Ďń£ ŕőďšćěřęďěŋĺ£ ŕřěďśšăćĳšě ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ

šěŋğőřŋżţ śšěŕěŋěľ śńěďş¿źĺě śĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż ă) v ⊗ w + w ⊗ v ą) u ⊗ v ⊗ w + v ⊗ w ⊗ u + w ⊗ u ⊗ v − v ⊗ u ⊗ w − u ⊗ w ⊗ v − w ⊗ v ⊗ u. ŚĂ-12. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ĺğ End(V^{⊗n}) ŕěřěśšăŋőćőůŋżě ś ďěľśšćĺěň ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł σ ∈ S_n śőśšăćń£¿š ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, łőšőřőě ŕőřőęďăěšś£ őŕěřăšőřăňĺ ćĺďă f^{⊗n} ŕő ćśěň f ∈End(V ).

Ŕőń£řż. Ŕşśšĳ F | ŕőńĺŋőň śšěŕěŋĺ n ŋă V , φ ∈ S^n(V ) |ěčő ŕőńŋă£ ŕőń£řĺğăűĺ£ ĺ

{v_1, v_2, . . . , v_k} ⊂ V | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř ćěłšőřőć. Cć-ěřšłă φ ś v_1 ⊗ v_2 ⊗· · · ⊗ v_k (ŕő ŕěřćżň k ĺŋďěłśăň) £ćń£ěšś£ śĺňňěšřĺůěśłĺň šěŋğőřőň. Ěčő őčřăŋĺůěŋĺě ŋă ďĺăčőŋăńĳ ŋăğżćăěšś£ k-šőľ ŕőń£řőľ F őšŋőśĺšěńĳŋő ćěłšőřőć {v_1, v_2, . . . , v_k} ĺ őąőğŋăůăěšś£ pl^k_{v1,v2,...,vk} F . Ćňěśšő pl^1 ŕĺÿşš ŕřőśšő pl, ă ěśńĺ ŋăąőř ćěłšőřőć śőśšőĺš ĺğ k ¡łğěňŕń£řőć őďŋőčő ĺ šőčő ęě ćěłšőřă v, šő ŕĺÿşš pl^k_v ĺ ŋăğżćă¿š šăłş¿ ŕőń£řş k-šőľ ŕőń£řőľ őšŋőśĺšěńĳŋő v.

ŚĂ-13. Ďőłăęĺšě śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ŕőń£ř

ă) Őšőąřăęěŋĺě (v, F ) −→ pl_vF ąĺńĺŋěľŋő ŕő v ĺ F . ą) pl_v ∘ pl_w = pl_w ∘ pl_v = pl^2_{vw} = pl^2_{wv} ć) pl^n_v F = F (v)∈ k č) Ć łőőřďĺŋăšăţ (x_1, x_2, . . . , x_d) őšŋőśĺšěńĳŋő ąăğĺśă {e_1, e_2, . . . , e_d} ĺňěěň

pl_v F = 1 deg F ∂F ∂v , čďě ∂F ∂v = d∑ i=1 v_i · ∂F ∂x_i , ěśńĺ v = ∑ v_ie_i.

Ğăňěůăŋĺě. Ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ śńěďşěš, ůšő őŕěřăűĺ£ "ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ ćěłšőřă" ěśšěśšćěŋŋă (ĺńĺ łőćăřĺăŋšŋă), š.ě. ůšő^{∂F}_{∂v} ğăćĺśĺš šőńĳłő őš F ĺ v, ŋő ŋě őš ćżąőřă ąăğĺśă.

Ěśńĺ ŕřĺňěŋĺšĳ ťőřňşńş ąĺŋőňă ł řăćěŋśšćş pl^k_{u+v} = (pl_u + pl_v)^k , šő ŕőńşůĺň ďřşčőě śńěďśšćĺě:

ŚĂ-14. Ťőřňşńă Š¡ľńőřă. Ďń£ ń¿ąőčő ŕőńĺŋőňă F

F (v + w) = ∑ k¿0 1 k! ∂^kF ∂v^k (w). Ćŋěÿŋ££ ăńčěąřă.

Šěŋğőř t ∈ V^{⊗n} ŋăğżćăěšś£ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺň, ěśńĺ σ(t) = sgn σt ∀σ ∈ S_n, čďě sgn σ | ¡šő ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ. Łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż śőśšăćń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć

V^{⊗n}. Őŋő őąőğŋăůăěšś£ ~^n(V ) ĺ ŋăğżćăěšś£ n-šőľ ćŋěÿŋěľ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšřăŋśšćă V . Ěśńĺ f : V −→ V | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, šő f^{⊗n} ŕěřěćőďĺš ~^n(V ) ć śěą£. Śőőšćěšśšćş- ¿źěě őčřăŋĺůěŋĺě őąőğŋăůăěšś£ ~^n(f) ĺ ŋăğżćăěšś£ n-šőľ ćŋěÿŋěľ śšěŕěŋĳ¿ őŕěřăšőřă f. ĆĂ-1. Ŕşśšĳ ć V ćżąřăŋ ąăğĺś {e_1, e_2, . . . , e_d}. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋăąőřă śšřőčő ćőğřăśšă¿źĺţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń I = (i_1, i_2, . . . , i_d) őąőğŋăůĺň e_I ăńĳšěřŋĺřőćăŋŋş¿ śşňňş

e_I^{def}= ∑ σ∈S_n sgn σe_{iσ(1)} ⊗ e_{iσ(2)} ⊗ · · · ⊗ e_{iσ(n)} . ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šĺ šěŋğőřż śőšăćń£¿š ąăğĺś ć ~^n(V ) ŕřĺ n 6 d ĺ ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ~^n(V ) = 0 ŕřĺ n > d.

ĆĂ-2. Ďőłăęĺšě, ůšő ~^n(V ) ěśšěśšćěŋŋő őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕřőśšřăŋśšćőň ŕőńĺńĺŋěľŋżţ łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ ťőřň ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺĺ V^∗ × · · · × V^∗ n (š.ě. šăłĺţ ťőřň ğŋăůěŋĺě łő-

šőřżţ ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ ń¿ąőľ ŋěů-ěšŋőľ ŕěřěśšăŋőćłě ăřčşňěŋšőć).

ĆĂ-3. Şšőůŋĺšě ťőřňşńĺřőćłş ĺ ďőłăęĺšě, ůšő "ňăšřĺűă őŕěřăšőřă ~^k (f) ěśšĳ ňăšřĺűă ňĺŋőřőć k-šőčő ŕőř£ďłă ňăšřĺűż f.

ĆĂ-4. Ćżřăğĺšě Tr(~^k(f)) ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă f : V −→ V .

ĆĂ-5. Ŕőśšřőľšě łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň n⨁ k=0 ~^k(U) ⊗ ~^{n−k} (V ) −→ ~^n(U ⊕ V ) .

ĆĂ-6. Ăńĳšěřŋĺřőćăŋĺě. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř

Alt_n = 1 n! ∑ σ∈S_n sgn σ · σ : V^{⊗n} −→ V^{⊗n} £ćń£ěšś£ ŕřőěłšőřőň V^{⊗n} ŋă ~^n(V ).

ĆĂ-7. Ćŋěÿŋ££ śšěŕěŋĳ łăł ťăłšőř. Őąřăğşěň ťăłšőř-ŕřőśšřăŋśšćő V^{⊗n} ŕő ŕőďŕřőśšřăŋśšćş A ŕőřőęď-ěŋŋőňş ćśěćőğňőęŋżňĺ šěŋğőřăňĺ ćĺďă t − sgn σσ(t). Ŕşśšĳ

alt_n : V^{⊗n} −→ V^{⊗n} A łăŋőŋĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£. Ďőłăęĺšě, ůšő őčřăŋĺůěŋĺě alt_n ŋă ~^n(V ) £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň.

ĆĂ-8. Ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ŕşśšĳ t_k ∈ ~^k(V ), t_m ∈ ~^m(V ) | ďćă łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ šěŋğőřă. Ŕő-őŕřěďěńěŋĺ¿, ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě t_k ∧ t_m ∈ ~^{(k+m)} ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżľ (ŕő ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě) łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř, şďőćńěšćőř£¿źĺľ řăćěŋśšćş

alt_n(t_k ⊗ t_m) = alt_n(t_k ∧ t_m) .

ă) Ćěřŋő ńĺ, ůšő t_k ∧ t_m = Alt_n(t_k ⊗ t_m)?

ą) Ćżřăğĺšě ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ąăğĺśŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć e_I ∧ e_J ůěřěğ

e_K .

ć) Şąěďĺšěśĳ, ůšő ~^·(V )^{def}= ⨁ k¿0 ~^k(V ) ś ćŋěÿŋĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň £ćń£ěšś£ śşŕěřłőňňş-

šăšĺćŋőľ ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřőľ (śşŕěřłőňňşšăšĺćŋőśšĳ őğŋăůăěš, ůšő t_k ∧ t_m = (−1)^{km}t_m ∧ t_k). İšă ăńčěąřăă ŋăğżćăěšś£ ćŋěÿŋěľ ăńčěąřőľ ŕřőśšřăŋśšćă V ).

č) Ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ćŋěÿŋěľ ăńčěąřż řăğňěřŋőśšĳ ě-ě űěŋšřă. ď) Őŕĺÿĺšě ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă £ğżłě łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň.

ĆĂ-9. Őŕĺÿĺšě űěŋšř ćŋěÿŋěľ ăńčěąŕż ĺ ŋăľďĺšě ěčő řăğňěřŋőśšĳ. ĆĂ-10. (ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ć łőśőśĺňňěšřĺůěśłőň śńşůăě) Ďőłăęĺšě, ůšő őčřăŋĺůěŋĺě łăŋőŋĺůěśłőľ ďćőľśšćěŋŋőśšĺ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć ~^n(V ) ⊂ V^{⊗n} ĺ ~^n(V^∗) ⊂ V^{∗⊗n} őŕřěďěń£ěš łăŋőŋĺůěśłş¿ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş ¡šĺňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Łřőňě šőčő:

ă) ćżůĺśńĺšě ąăğĺś, łăŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋżľ ąăğĺśş e_I ĺğ ğăď. ĆĂ-1; ą) ŋăľďĺšě őŕěřăšőř łăŋőŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋżľ őŕěřăšőřş ćŋěÿŋěčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ćěłšőř;

ć) Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř i_v ćŋşšřěŋŋěčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ćěłšőř v ∈ V ŕěřěćőďĺš ~^n(V^∗) ć ~^{n−1}(V^∗) ĺ ŋăľďĺšě łăŋőŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋżľ ěňş őŕěřăšőř.

č) Ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă ŕřőćěřĳšě, ůšő i_v ∘ i_w = −i_w ∘ i_v. ď) Ćżůĺśńĺšě ďěľśšćĺě őŕěřăšőřă i_v ŋă ąăğĺś e_I .

ĆĂ-11. Ŕşśšĳ

i_v : ~^k(V^∗) −→ ~^{k−1}(V^∗)ĺ ∧_v : ~^k(V ) −→ ~^{k+1}(V )

őŕěřăšőřż ćŋşšřěŋŋěčő ĺ ćŋěÿŋěčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ćěłšőř v. Ďőłăęĺšě, ůšő ďńĺŋŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

0^{iv}−→ ~^n(V^∗)^{iv}−→ ~^{n−1}(V^∗)^{iv}−→ · · ·^{iv}−→ ~^2(V^∗)^{iv}−→ ~^1(V^∗)^{iv}−→ ~^0(V^∗)^{iv}−→ 0

0^{∧v}−→ ~^0(V )^{∧v}−→ ~^1(V )^{∧v}−→ · · ·^{∧v}−→ ~^{n−2}(V )^{∧v}−→ ~^{n−1}(V )^{∧v}−→ ~^n(V )^{∧v}−→ 0

šőůŋż.

ĆĂ-12. (łőňŕńěłśż ĎěŘăňă ĺ Łőÿşń£) Őąőğŋăůĺň ůěřěğ

d_{k,m} : ~^k(V^∗) ⊗ S^m(V^∗) −→ ~^{k+1}(V^∗) ⊗ S^{m−1}(V^∗)

łőňŕőğĺűĺ¿ őŕěřăšőřőć

~^k (V^∗) ⊗ S^m(V^∗)^{Id⊗Δ}−→ ~^k(V^∗) ⊗ V^∗ ⊗ S^{m−1}(V^∗) ĺ ~^k (V^∗) ⊗ V^∗ ⊗ S^{m−1}(V^∗)^{∧⊗Id}−→ ~^{k+1}(V ) ⊗ S^{m−1}(V^∗) ,

čďě ´ : S^m(V^∗) −→ V^∗ ⊗ S^{m−1}(V^∗) | őŕěřăšőř, łăŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋżľ ł śĺňňěšřĺůěśłőňş şňŋőęěŋĺ¿, ă ∧ : ~^k(V^∗) ⊗ V^∗ −→ ~^{k+1}(V ) | ćŋěÿŋěě şňŋőęěŋěě.

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő im(d_{k,m}) = ker(d_{k+1,m−1}), š.ě. ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě d_{·,·} łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ŕřĺćőďĺš ł ďńĺŋŋőľ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (őŋă ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłś ĎěŘăňă).

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ťĺłśĺřőćăšĳ łőőřďĺŋăšż ĺ őšőęďěśšćĺšĳ śĺňňěšřĺůěśłş¿ ăńčěąřş ś ăńčěąřőľ ňŋőčőůńěŋőć, šő ďěľśšćĺě d_{·,·} ąşďěš ďăćăšĳś£ ťőřňşńőľ: d_{k,m}(x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ · · · ∧ x_{ik} ⊗ F ) = d∑ i=1 x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ · · · ∧ x_{ik} ∧ x_i ⊗ ∂F ∂x_i . ć) Ŕőńĳğş£śĳ łăŋőŋĺůěśłőľ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ¿, ŕőśšřőľšě (ĺŋćăřĺăŋšŋő ĺ ć łőőřďĺŋăšăţ) őŕěřăšőřż

∂_{k,m} : ~^k(V ) ⊗ S^m(V ) −→ ~^{k−1}(V ) ⊗ S^{m+1}(V )

ĺ ďőłăęĺšě, ůšő ĺţ łőňŕőğĺűĺĺ šăłęě śőśšăćń£¿š šőůŋżľ łőňŕńěłś (őŋ ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśőň Łőÿşń£).

č) Ğăňěŋĺšě ć łőŋśšřşłűĺĺ łőňŕńěłśă ĎěŘăňă V^∗ ŋă V ĺ ćżůĺśńĺšě łőňňşšăšőř ∂_{k+1,m−1} ∘ d_{k,m} − d_{k−1,m+1} ∘ ∂_{k,m} Řăğńőęĺňżě ŕőńĺćěłšőřż. İńěňěŋšż ŕřőśšřăŋśšćă ~^k(V ) ŋăğżćă¿š ŕőńĺćěłšőřăňĺ (ć ďăŋŋőň śńşůăě k-ćěłšőřăňĺ). Ŕőńĺćěłšőř ω ∈~^k(V ) ŋăğżćăěšś£ řăğńőęĺňżň, ěśńĺ őŋ řăćěŋ ćŋěÿŋěňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ őążůŋżţ ćěłšőřőć: ω = v_1 ∧ v_2 ∧ · · · ∧ v_k.

ĆĂ-13. Ďőłăęĺšě, ůšő ąĺćěłšőř ω ć ůěšżř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V šőčďă ĺ šőńĳłő řăğńőęĺň, łőčďă ω ∧ ω = 0. Ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő łńăśśż řăğńőęĺňżţ ąĺćěłšőřőć ğăňěšă¿š ŋěőśőąş¿ łćăďřĺłş ć P(~^2(V )) ĺ ŋăŕĺÿĺšě £ćŋőě şřăćŋěŋĺě ¡šőľ łćăďřĺłĺ (őŋă ŋăğżćăěšś£ łćăďřĺłőľ Ŕń¿łłěřă ć P^5.

ĆĂ-14. Ŕő ďăŋŋőňş ω ∈~^k (V ) ŕőśšřőĺň ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă

˙ = {ξ|! ∈ V^∗ | i_ξ(ω) = 0} ⊂ V^∗ W = {w ∈ V | w ∧ ω = 0} ⊂ V Ďőłăęĺšě, ůšő ω šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă řăğńőęĺň, łőčďă Ann ˙ = W .

ĆĂ-15. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă ŕőńĺćěłšőř ω ∈~^k (V ) ŕőŕăřŋő ¡ńćĺćăńěŋšŋż:

ă) ω řăğńőęĺň ą) ∀ξ ∈~^{k+1}(V ) c_{11}(c_{{1,2,...,k}{1,2,...,k}}(ξ ⊗ ω) ⊗ ω) = 0 ć ~^{k−1}(V ) ć) ∀ξ ∈~^{k−1}(V ) c_{{1,2,...,k}{1,2,...,k}}(ξ ⊗ ω) ∧ ω) = 0 ć ~^{k+1}(V ) ĆĂ-16. Ŕěřěŕĺÿĺšě şśńőćĺ£ ĺğ ŕőśńěďŋĺţ ďćşţ ŕşŋłšőć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ć ćĺďě £ćŋőčő łőŋěůŋőčő ŋăąőřă łćăďřăšĺůŋżţ śőőšŋőźěŋĺľ ŋă łőőřďĺŋăšż ŕőńĺćěłšőřă ć śšăŋďăřšőň ąăğĺśě e_I .