Ńěłűĺĺ ŕő ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě

Ă.Ń.Čőřőďěŋűěć 25 ďěłăąř£ 1994 čőďă

Ăŋŋőšăűĺ£

İšă łŋĺčă | ŋěśłőńĳłő řăśÿĺřěŋŋă£ ğăŕĺśĳ őą£ğăšěńĳŋőčő łşřśă ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż ćěśěŋŋěčő śěňěśšřă 1993/94 şůěąŋőčő čőďă ďń£ ŕěřćőłşřśŋĺłőć ŊŇŞ. Šěłśš ăďăŕšĺřőćăŋ ďń£ ůšěŋĺ£, ă ŋě ďń£ śńşÿăŋĺ£, ĺ ŕőšőňş ěčő ńőčĺůěśłőě řăğąĺěŋĺě ŋă \ńěłűĺĺ" ŋě ćŕőńŋě śőőšćěšśšćşěš śőďěřęăŋĺ¿ řěăńĳŋő ůĺšăćÿĺţś£ ńěłűĺľ. Ğăšő ďőłăğăšěńĳśšćă ŕřőćőď£šś£ ąőńěě ŕőďřőąŋő. Ćśě ŕřĺćőďĺňżě ć šěłśšě ğăďăůĺ őą£ğăšěńĳŋő śńěďşěš řěÿăšĳ (ěśńĺ śŕěűĺăńĳŋő ŋě şłăğăŋő ŕřőšĺćŋőě), ĺąő őŋĺ ŋěőąţőďĺňż ďń£ ŕőŋĺňăŋĺ£ ďăńĳŋěľÿěčő ňăšěřĺăńă, ĺ ĺňěŋŋő ĺğ ĺţ ůĺśńă śőśšăćń£ńăśĳ ¡łğăňěŋăűĺőŋŋă£ ŕĺśĳňěŋŋă£ řăąőšă.

Śőďěřęăŋĺě

Ńěłűĺ£ 1: Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă 6

§1. Ŋăŕőňĺŋăŋĺě őśŋőćŋżţ ŕőŋ£šĺľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 ⋄ ňăšřĺůŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ ďń£ ćěłšőřőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 ⋄ ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 ⋄ ąăğĺśż ĺ řăğňěřŋőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 ⋄ łőőřďĺŋăšż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 ⋄ ćğăĺňŋőě řăśŕőńőęěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 §2. Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 ⋄ śőŕř£ę-ěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 ⋄ śőŕř£ę-ěŋŋżľ ąăğĺś . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 ⋄ ĺğőňőřťĺğň V ~−→V^{∗∗} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 ⋄ ňăšřĺůŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ ďń£ łőćěłšőřőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 ⋄ ăŋŋşń£šőřż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 §3. Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 ⋄ £ďřő ĺ őąřăğ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 ⋄ ňăšřĺűż őŕěřăšőřőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 ⋄ śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 ⋄ řăŋč ňăšřĺűż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 ⋄ ĺŋšěřŕőń£űĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Ńěłűĺ£ 2: Ăťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă 21

§1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 ⋄ ăťťĺŋĺğăűĺ£ ĺ ćěłšőřĺğăűĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 ⋄ ăťťĺŋŋżě őšőąřăęěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 ⋄ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 ⋄ ăťťĺŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 §2. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 ⋄ űěŋšř š£ęěśšĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 ⋄ ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőňąĺŋăűĺĺ ĺ ąăřĺűěŋšřż . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 ⋄ ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 ⋄ šěőřěňă ő čřşŕŕĺřőćăŋĺĺ ňăśś . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 §3. Ćżŕşłńă£ čěőňěšřĺ£. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 ⋄ łşąż ĺ śšăŋďăřšŋă£ šőŕőńőčĺ£ ć R^n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 ⋄ ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 ⋄ ćżŕşłńżě ňŋőęěśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

ŚŐĎĚŘĘĂŊĹĚ 3

⋄ őŕőřŋżě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 ⋄ čřăŋĺ ĺ łřăľŋĺě šőůłĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 §4. Ćżŕşłńżě ňŋőčőčřăŋŋĺłĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 ⋄ ćżŕşłńżě ňŋőčőčřăŋŋĺłĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 ⋄ čřăŋĺ ňŋőčőčřăŋŋĺłőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 ⋄ šěőřěňă Ňĺŋłőćśłőčő-Ćěľń£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 ⋄ ňăłśĺňşňż ăťťĺŋŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Ńěłűĺ£ 3: Ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă 35

§1. Ňěšřĺłĺ ĺ ŋőřňż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 ⋄ ąĺěłűĺ£ ňěęďş ňěšřĺłăňĺ ĺ ŋőřňăňĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 ⋄ ďřşčă£ ťőřňă ŋěřăćěŋśšćă šřěşčőńĳŋĺłă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 ⋄ ÿăřż ĺ šőŕőńőčĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 §2. Śćőľśšćă ŋőřň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 ⋄ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ŋőřň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 ⋄ čěőňěšřĺůěśłőě őŕĺśăŋĺě ŋőřň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 §3. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 ⋄ ňăšřĺűż Čřăňă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 ⋄ ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 ⋄ şčńż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 ⋄ ěćłńĺďőćż ňěšřĺłĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 §4. Ěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 ⋄ őąž-ěň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 ⋄ őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřőěłšĺřőćżŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Ńěłűĺ£ 4: Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ 46

§1. Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 ⋄ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 ⋄ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęď-ěŋŋżě śőąśšćěŋŋżňĺ ćěłšőřăňĺ . . . . . . . . . . 47 ⋄ ĺğőňěšřĺĺ šř-ěţňěřŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . 48 §2. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 ⋄ ŕőśšřőěŋĺě C ⊗ V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 ⋄ ąăğĺśż ĺ řăğňěřŋőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 ⋄ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ őŕěřăšőřă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 §3. Őćěźěśšćńěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 ⋄ ąăğĺśż ĺ řăğňěřŋőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 ⋄ śřăćŋěŋĺě ńĺŋěľŋżţ čřşŕŕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 ⋄ şśńőćĺ£ Łőÿĺ-Řĺňăŋă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 §4. Łőňŕńěłśŋă£ ĺ ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 ⋄ ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 ⋄ łőňŕńěłśŋă£ śšřşłšşřă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 §5. Łćăšěřŋĺőŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 ⋄ łćăšěřŋĺőŋŋőě şňŋőęěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 ⋄ ŋőřňă ĺ śőŕř£ęěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 ⋄ ďěńěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4 ŚŐĎĚŘĘĂŊĹĚ

Ńěłűĺ£ 5: Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň 59

§1. İřňĺšőćż ŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 ⋄ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 ⋄ ňăšřĺűż Čřăňă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 ⋄ őřšőčőŋăńĺğăűĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 ⋄ ¡řňĺšőćă ňěšřĺłă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 ⋄ şčńż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 ⋄ ĺğőňěšřĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 ⋄ őąž-ěň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 §2. Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 ⋄ śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 ⋄ łřĺšěřĺĺ ŋőřňăńĳŋőśšĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 ⋄ łăŋőŋĺůěśłĺľ ćĺď őŕěřăšőřőć ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě . . . . . . . . . . 67 ⋄ őšśšşŕńěŋĺě ő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ őŕěřăšőřăţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Ńěłűĺ£ 6: Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřőň 70

§1. Čěőňěšřĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřőň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 ⋄ ťăłšőřĺğăűĺ£ őŕěřăšőřă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 ⋄ ăŋŋşńĺřşźĺě ňŋőčőůńěŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 ⋄ řăğńőęěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŕő řăğńőęěŋĺ¿ ăŋŋşńĺřş¿źěčő ňŋőčőůńěŋă . 72 §2. Řăğńőęěŋĺě Ęőřďăŋă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 ⋄ łőřŋěćőě řăğńőęěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 ⋄ ăďďĺšĺćŋőě řăğńőęěŋĺě Ęőřďăŋă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 §3. Śšřőěŋĺě ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă (ŋăď ń¿ążň ŕőńěň). . . . . . . . . . . . . . 77 ⋄ śćőľśšćă ęőřďăŋőćă ąăğĺśă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 ⋄ śşźěśšćőćăŋĺě ęőřďăŋőćă ąăğĺśă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 ⋄ ęőřďăŋőćă ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă ňăšřĺűż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 §4. Ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 ⋄ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 ⋄ cšěŕěŋĺ őŕěřăšőřă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 ⋄ ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 ⋄ ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 §5. Ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřőň łăł k[t]-ňőďşńĳ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 ⋄ řăğńőęěŋĺě V łăł ňőďşń£ ŋăď k[t] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 ⋄ ¡ńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 ⋄ őšżśłăŋĺě ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ ŕő ňăšřĺűě őŕěřăšőřă . . . . . . . . . 86

Ńěłűĺ£ 7: Ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż 88

§1. Ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ĺ łőřřěń£űĺĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 ⋄ ść£ğĳ ňěęďş ťőřňăňĺ ĺ łőřřěń£űĺ£ňĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 ⋄ śĺňňěšřĺůŋżě ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżě ťőřňż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 ⋄ £ďřă ĺ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 ⋄ £ďřă (łőśő)śĺňňěšřĺůŋżţ ťőřň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 §2. Ŋěćżřőęďěŋŋżě ťőřňż. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 ⋄ śőŕř£ęěŋĺě őŕěřăšőřőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

ŚŐĎĚŘĘĂŊĹĚ 5

⋄ ĺğőňěšřĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 ⋄ ťőřňż ĺ őŕěřăšőřż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 §3. Őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 ⋄ őřšőčőŋăńż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 ⋄ ĺğőšřőŕŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 ⋄ čĺŕěřąőńĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 ⋄ śĺňŕńěłšĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 ⋄ ŕřĺćěďěŋĺě łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 §4. Őćěźěśšćńěŋĺě ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 ⋄ śőčńăśőćăŋŋőśšĳ ťőřň g ĺ ! ś łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ . . . . . . . . . . . . 98 ⋄ śőčńăśőćăŋŋőśšĳ ěćłńĺďőćőľ ĺ śĺňŕńěłšĺůěśłőľ śšřşłšşřż . . . . . . . . . . 99 §5. Śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż . . . . . . . . . . . . . . . . 100 ⋄ ŕőń£řĺğăűĺ£ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 ⋄ šěőřěňă Ńăčřăŋęă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 ⋄ ăŋĺğőšřőŕŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 ⋄ őšřăęěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 ⋄ šěőřěňă Ćĺššă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

Ńěłűĺ£ 8: Ŕřőěłšĺćŋżě ŕřőśšřăŋśšćă 107

§1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 ⋄ őďŋőřőďŋżě ĺ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 ⋄ ťşŋłűĺĺ ŕěřěţőďă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 ⋄ ŕřőěłšĺćŋőě ğăňżłăŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 §2. Ŕřőěłšĺćŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. . . . . . . . . . 111 ⋄ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŕřőěłšĺřőćăŋĺě . . . . . . . . . . . . . 111 ⋄ ńĺŋěľŋżě ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 ⋄ ŕřőěłšĺćŋă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 §3. Ŕřőěłšĺćŋżě łćăďřĺłĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 ⋄ ćğăĺňőďěľśšćĺě łćăďřĺłĺ ĺ ŕř£ňőľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 ⋄ łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ł łćăďřĺłě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 ⋄ čěőňěšřĺůěśłőě śšřőěŋĺě łćăďřĺłĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 ⋄ ŕěřěśěůěŋĺě łćăďřĺłĺ ś łăśăšěńĳŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ . . . . . . . . . . . . 117 ⋄ łńăśśĺťĺłăűĺ£ ŕřőěłšĺćŋżţ łćăďřĺł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 ⋄ łńăśśĺťĺłăűĺ£ ăťťĺŋŋżţ łćăďřĺł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 §4. Ŕőń£řĺšěšż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 ⋄ ŕőń£řŋă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő łćăďřĺłĺ . . . . . . . . . . . . . . . 121 §5. Ńĺŋěľŋżě śĺśšěňż łćăďřĺł. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

Ăńťăćĺšŋżľ şłăğăšěńĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

Ńěłűĺ£ 1 Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

▷Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ▷Ŕőřőęďă¿źĺě ŋăąőřż ▷Ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ ▷Ąăğĺśż ĺ łőőřďĺŋăšż ▷Ćğăĺňŋőě řăśŕőńőęěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć ▷Ŕř£ňżě śşňňż ▷Śőŕř£ę-ěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ▷Ďćőľśšćěŋŋżě ąăğĺśż ▷Ăŋŋşń£šőřż ćěłšőřŋżţ ĺ łőćěłšőřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ▷Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ▷§ďřő ĺ őąřăğ ▷Cőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř ▷Řăŋč ňăšřĺűż ▷Ĺŋšěřŕőń£űĺ£

x1. Ŋăŕőňĺŋăŋĺě őśŋőćŋżţ ŕőŋ£šĺľ

Ŋăŕőňŋ¿ (śň. ńěłűĺ¿ 5 ŕřőÿńőčő śěňěśšřă), ůšő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň k | ¡šő

ňőďşńĳ ŋăď ¡šĺň ŕőńěň, š.ě. ňŋőęěśšćő V , ŋă ¡ńěňěŋšăţ łőšőřőčő ĺňěěšś£ ăśśőűĺăšĺćŋőě,

łőňňşšăšĺćŋőě ĺ őąńăďă¿źěě ŋşń-ěň ĺ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ śńőęěŋĺě ćěłšőřőć, ă šăłęě ăśśőűĺăšĺćŋőě ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőě (łăł ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śńőęěŋĺ¿ ćěłšőřőć, šăł ĺ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śńőęěŋĺ¿ ůĺśěń) şňŋőęěŋĺě ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă ĺğ ŕőń£ k, ŕřĺů-ěň ∀v ∈V 1·v = v. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V | ¡šő ćś£łőě ŕőďňŋőęěśšćő, łőšőřőě śăňő £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ, ğăďăŋŋżţ ŋă V . Ůšőąż W ⊂ V ążńő ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ćňěśšě ś łăęďżň śćőĺň ćěłšőřőň W śőďěřęăńő ĺ ćśě ćěłšőřż, ěňş ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżě, ă ćňěśšě ś łăęďżňĺ ďćşň£ ćěłšőřăňĺ | ĺţ řăğŋőśšĳ.

Čőňőňőřťĺğňż ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, š.ě. őšőąřăęěŋĺ£ F : V −→ W , şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ¿ F (–u + —v) = –F (u) + —F (v) ∀–; —∈k ∀u; v ∈ V;

ŋăğżćă¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ĺńĺ ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ. 1.1. Ńĺŋěľŋżě őąőńőůłĺ. Őśŋőćŋżňĺ őąžěłšăňĺ ĺğşůěŋĺ£ ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć, š.ě. ćżřăęěŋĺ£ ćĺďă

–_1v_1 + –_2v_2 + · · · + –_mv_m; čďě – ∈k ; v ∈V;

ŕřĺů-ěň śşňňă ćśěčďă ŕřěďŕőńăčăěšś£ łőŋěůŋőľ. Ŋăĺąőńěě ůăśšżľ ćőŕřőś, ŋă łőšőřżľ ŕřĺţőďĺšś£ őšćěůăšĳ, | ¡šő ňőęŋő ńĺ ďăŋŋżě ćěłšőřż ćżřăğĺšĳ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ďřşčĺţ ďăŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺ ěśńĺ ďă, šő \śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ". Ďń£ őšćěšă ŋă šăłőľ ćőŕřőś ććőď£šś£ śńěďş¿źĺě ŕőŋ£šĺ£.

§1: Ŋăŕőňĺŋăŋĺě őśŋőćŋżţ ŕőŋ£šĺľ 7

Ŋăąőř ćěłšőřőć {e } (ćőğňőęŋő ĺ ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăğżćăěšś£ ŕőřőęďă¿źĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W , ěśńĺ łăęďżľ ćěłšőř ĺğ W řăćěŋ łőŋěůŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć e. Ćś£łĺľ ŋăąőř ćěłšőřőć {e } ⊂ V ćśěčďă ŕőřőęďăěš ŋěłőšőřőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, őąőğŋăůăěňőě ⟨e⟩ ĺ ŋăğżćăěňőě ěčő ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ. Őŋő ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋő łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć V , śőďěřęăźĺţ ŋăąőř {e}, ĺńĺ ąőńěě łőŋśšřşłšĺćŋő, łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ łőŋěůŋżţ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ĺğ ćěłšőřőć e .

Ğăďăůă 1.1. Ďőłăęĺšě, ůšő őąă őŕĺśăŋĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋő őŕřěďěń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕřĺů-ěň őďŋő ĺ šő ęě.

Ŕřőśšřăŋśšćő, łőšőřőě ňőęěš ążšĳ ŕőřőęďěŋő łőŋěůŋżň ŋăąőřőň {e_1; e_2; : : : ; e_m} ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋőňěřŋżň. Łăęďżľ ćěłšőř šăłőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ (ćőğňőęŋő, ňŋőčĺňĺ śŕőśőąăňĺ) ć ňăšřĺůŋőň ćĺďě ŕřĺ ŕőňőźĺ śšőńąűă ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ěčő ńĺŋěľŋőčő řăğńőęěŋĺ£ ŕő őąřăğş¿źĺň:

v = m∑ =1 x e ↭ x^1 x^2 . . x^m :

1.1.1. Śőčńăÿěŋĺ£ őą ĺŋďěłśăţ: śńşůăľ ćěłšőřőć. Ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ ňż ćśěčďă ąşďěň ğăŕĺśżćăšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺľ ćěłšőřőć ć ćĺďě śšőńąűőć ĺ ŋşňěřőćăšĳ ĺţ ćŋşšřĺ śšőńąűă ćěřţŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ.

Ŋăąőřż ĺğ ćěłšőřőć ňż, ŋăőąőřőš, ćśěčďă ąşďěň ğăŕĺśżćăšĳ śšřőůłăňĺ, ă ŋşňěřőćăšĳ ćěłšőřż ć ŋăąőřě ąşďěň ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ.

Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ğăŕĺśĳ ( a^i_j ) 1 ≤i ≤m 1 ≤j ≤n ĺğőąřăęăěš ňăšřĺűş ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő-

£š łő¡ťťĺűĺěšż řăğńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć a_1; a_2; : : : ; a_n ŕő łăłőľ-ńĺąő ŕőřőęďă¿źěľ śĺśšěňě {e_1; e_2; : : : ; e_m} ĺğ m ćěłšőřőć, šăł ůšő a^i_j śšőĺš ć i-šőľ śšřőůłě ĺ j-šőň śšőńąűě ĺ řăćěŋ i-šőňş łő¡ťťĺűĺěŋšş j-šőčő ćěłšőřă a_j.

Šăłă£ ňăšřĺűă ( a^i_j ) ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ ŋăąőřă {a } ć ŋăąőřě {e_—} ĺńĺ ňăšřĺűěľ ŕěřě-

ţőďă őš e ł a, ĺ őąőğŋăůăěšś£ Cea. Ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺůŋőľ ăńčěąřż ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő

(a_1; a_2; : : : ; a_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_m)C_{ea};

čďě ŕőď ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěłšőřă ŋă ůĺśńő śŕřăćă ŕőŋĺňăěšś£ őążůŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă ŋă ůĺśńő, š.ě. v · –^{def}= –v.

1.2. Ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ. Ŋăąőř ćěłšőřőć (ćőğňőęŋő ĺ ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżň, ěśńĺ ĺğ ěčő ćěłšőřőć ňőęŋő śőśšăćĺšĳ łőŋěůŋş¿ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿,

řăćŋş¿ ŋşńěćőňş ćěłšőřş, ŋő ĺňě¿źş¿ ŋěŋşńěćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż. Ŋăőąőřőš, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ łőŋěůŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć ĺğ ďăŋŋőčő ŋăąőřă ĺğ őąřăźěŋĺ£ ě-ě ć ŋşńĳ śńěďşěš, ůšő řăćŋż ŋşń¿ ćśě ě-ě łő¡ťťĺűĺěŋšż, šő šăłőľ ŋăąőř ŋăğżćă¿š ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżň.

1.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ć ŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęď-ěŋŋőň ŋăąőřőň {e1; e2; : : : ; em} ćś£łĺľ ŋăąőř {a_1; a_2; : : : ; a_n} ĺğ n > m ćěłšőřőć ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőŕřőś őą őšżśłăŋĺĺ ůĺśěń (–1; –2; : : : ; –n) (ŋě ćśěţ ŋşńěćżţ), ďń£ łőšőřżţ –_1a_1 + –_2a_2 + · · · + –_na_n = 0;

ć ňăšřĺůŋżţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ¡łćĺćăńěŋšěŋ ğăďăůě őšżśłăŋĺ£ ŋěŋşńěćőčő řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż

C_{ea}

–_1 –_2 . . –_n = 0

ĺğ m ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś n > m ŋěĺğćěśšŋżňĺ. Ŕřĺňěŋ££ ł śĺśšěňě ňěšőď Čăşśśă, ňż ŕőńşůĺň ŋă ćżţőďě śšşŕěŋůăšş¿ śĺśšěňş śőďěřęăźş¿ śćőąőďŋżě ŕěřěňěŋŋżě. Ğăďăć ĺň ŋěŋşńěćżě ğŋăůěŋĺ£, ňż łăł řăğ ĺ ŕőśšřőĺň šřěąşěňş¿ ŋěšřĺćĺăńĳŋş¿ ńĺŋěľŋş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ. □ 1.3. Ąăğĺśż ĺ řăğňěřŋőśšĳ. Ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżľ ŕőřőęďă¿źĺľ ŋăąőř ŋăğżćăěšś£ ąăğĺśőň. Łőŋěůŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ćśěčďă őąńăďăěš ąăğĺśőň: ćżłĺďżćă£ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő

ŕőřőęďă¿źěčő ŋăąőřă ćěłšőřż, ďőŕşśłă¿źĺě ńĺŋěľŋőě ćżřăęěŋĺě ůěřěğ őśšăńĳŋżě, ňż ć łőŋűě łőŋűőć ŕőńşůĺň ąăğĺś. Ąőńěě šőčő, ŕřěďńőęěŋĺě Şšć.1.2.1 ŕőłăğżćăěš, ůšő ćśě ąăğĺśż ďăŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V śőśšő£š ĺğ őďĺŋăłőćőčő ůĺśńă ćěłšőřőć. İšő ůĺśńő ŋăğżćă¿š řăğňěřŋőśšĳ¿ ĺ őąőğŋăůă¿š dimV . Ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřěďńőęěŋĺ£ Şšć.1.2.1 ŋěšřşďŋő ŕőńşůĺšĳ śńěďş¿źĺě ¡łćĺćăńěŋšŋżě ŕěřěťőřňşńĺřőćłĺ ŕőŋ£šĺľ ąăğĺśă ĺ řăğňěřŋőśšĺ, łőšőřżě ůăśšő ążćă¿š şďőąŋż, ĺ łőšőřżňĺ £ ďăńěě ąşďş śćőąőďŋő ŕőńĳğőćăšĳś£:

Ğăďăůă 1.2. Ďőłăęĺšě, ůšőŕőŕăřŋş¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ćśěţ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ŋĺęě śćőľśšć ŋăąőřă ćěłšőřőć {e_1; e_2; : : : ; e_n} ⊂ V :

ă) {e1; e2; : : : ; en} | ąăğĺś ć V ;

ą) {e1; e2; : : : ; en} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň ĺ šěř£ěš ¡šő śćőľśšćő ŕřĺ ďőąăćńěŋĺĺ ń¿ąőčő ćěłšőřă (š.ě. {e_1; e_2; : : : ; e_n} | ňăłśĺňăńĳŋżľ ŕő ćłń¿ůěŋĺ¿ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżľ ŋăąőř ćěłšőřőć);

ć) {e1; e2; : : : ; en} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň ĺ ć V ŋěš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ŋăąőřőć ĺğ ąőńĳÿěčő łőńĺůěśšćă ćěłšőřőć (š.ě. {e_1; e_2; : : : ; e_n} | ňăłśĺňăńĳŋżľ ŕő łőńĺůěśšćş ćěłšőřőć ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżľ ŋăąőř);

č) {e1; e2; : : : ; en} | ňĺŋĺňăńĳŋżľ ŕő ćłń¿ůěŋĺ¿ ŕőřőęďă¿źĺľ ŋăąőř; ď) {e1; e2; : : : ; en} | ňĺŋĺňăńĳŋżľ ŕő łőńĺůěśšćş ćěłšőřőć ŕőřőęďă¿źĺľ ŋăąőř; ě) Łăęďżľ ćěłšőř v ∈V ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć e, ŕřĺů-ěň ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šőľ łőňąĺŋăűĺĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő v.

Ğăďăůă 1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě ůĺśńă śőćŕăďă¿š:

ă) dimV ;

ą) ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő ćěłšőřőć, ŕőřőęďă¿źĺţ V ; ć) ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć ć V ;

č) ďńĺŋă n ŋăĺąőńĳÿěľ űěŕőůłĺ śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ďřşč ć ďřşčă ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć V :

V ⊃ V_1 ⊃ V_2 ⊃ · · · ⊃ V_{n−1} ⊃ V_n = {0}:

1.4. Łőőřďĺŋăšż. Ŋăąőřż śšőńąűőć ćżśőšż n ĺğ ůĺśěń ŕőń£ k ćĺďă

0
B
B
B
B@ x^1 x^2 . . x^n

1
C
C
C
CA śőśšăćń£¿š

§1: Ŋăŕőňĺŋăŋĺě őśŋőćŋżţ ŕőŋ£šĺľ 9

n-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőłőňŕőŋěŋšŋőčő śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă. Őŋő ŋăğżćăěšś£ łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ĺ őąőğŋăůăěšś£ k^n.

Ěśńĺ ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ćżąřăŋ ąăğĺś {e_1; e_2; : : : ; e_n}, šő (őďŋőğŋăůŋőě) śőŕőśšăćńěŋĺě ćěłšőřş ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăğńőęěŋĺ£ ŕő ¡šőňş ąăğĺśş:

V ∋ v = n∑ =1 xe → x^1 x^2 . . x^n

∈ k^n

şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšćă V ś łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň k^n. Ťĺłśăűĺ£ šăłőčő ĺğőňőřťĺğňă (ğăćĺś£źěčő őš ćżąőřă ąăğĺśă ĺ šőńĳłő őš ŋěčő) ŋăğżćăěšś£ ććěďěŋĺěň

łőőřďĺŋăš ŋă V , ă śăňĺ śšőńąűż

0
B
B
B
B@ x^1 x^2 . . x^n

1
C
C
C
CA ŋăğżćă¿š łőőřďĺŋăšăňĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ćěłšőřőć

v. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŋăąőř ćěłšőřőć {fi_1; fi_2; : : : ; fi_n} ć ŕřőśšřăŋśšćě ś ąăğĺśőň {e_1; e_2; : : : ; e_n} šăłęě śőśšăćń£ń ąăğĺś, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ňăšřĺűă C_{efi} ąşďěš őąřăšĺňőľ. Ŕřĺ ¡šőň C_{fie} = C^{−1}_{efi} . Ć ŕřőÿńőň śěňěśšřě ňż ćĺďěńĺ, ůšő őąřăšĺňőśšĳ ňăšřĺűż řăćŋőśĺńĳŋă ě-ě

ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ, š.ě. şśńőćĺ¿ det Cefi ≠ 0.

Śšőńąěű łőőřďĺŋăš (x_e) ćěłšőřă v ć ąăğĺśě {e_1; e_2; : : : ; e_n} ść£ğăŋ śő śšőńąűőň łőőřďĺŋăš (x_fi ) šőčő ęě śăňőčő ćěłšőřă, ŋő ć ďřşčőň ąăğĺśě {fi_1; fi_2; : : : ; fi_n}, ťőřňşńőľ (x_e) = C_{efi} (x_fi ).

Ğăďăůă 1.4. Ŕřőćěřĳšě ćśě şŕőň£ŋşšżě ňăšřĺůŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£.

1.5. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ěśńĺ V ⊂ W | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő ŕő ŕřěďńőęěŋĺ¿ Şšć.1.2.1 dim V ≤ dimW . Ń¿ąőľ ąăğĺś ć V ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ďő ąăğĺśă ć W , ďőąăćń££ ł ŋěňş ćěłšőřż ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŋăŕěř-ěď ğăďăŋŋőľ ŕőřőęďă¿źěľ W śĺśšěňż ćěłšőřőć. Ŕőńşůěŋŋżľ ąăğĺś {e_1; e_2; : : : ; e_n} ć W , ć łőšőřőň ŕěřćżě m ćěłšőřőć {e_1; e_2; : : : ; e_m} śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě V , ŋăğżćăěšś£ śőčńăśőćăŋŋżň ś ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň V ⊂ W .

Ěśńĺ U; V ⊂ W | ŕăřă ŕőďŕřőśšřăŋśšć, šő ňőęŋő őąřăğőćăšĳ, ĺţ ŕěřěśěůěŋĺě U ∩ V = {w ∈W | w ∈U ĺ w ∈V } ĺ śşňňş U + V = {w = u + v | u∈U ; v ∈V }.

Ğăďăůă 1.5. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ĺ ŕěřěśěůěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć | ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ă šăłęě şąěďĺšěśĳ, ůšő őąžěďĺŋěŋĺě ďćşţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, łăł ŕřăćĺńő, ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ŋě £ćń£ěšś£.

Ĺšăł, ş ŋăś ěśšĳ űěŕőůłă ćńőęěŋĺľ: U {0} ⊂ U ∩ V U + V ⊂ W V :

1.5.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ

{e_1; e_2; : : : ; e_m} − ąăğĺś ć U ∩ V; {e_1; : : : ; e_m; u_1; : : : ; u_s} − ąăğĺś ć U; {e_1; : : : ; e_m; v_1; : : : ; v_r} − ąăğĺś ć V:

Šőčďă {e_1; : : : ; e_m; u_1; : : : ; u_s; v_1; : : : ; v_r} ąşďěš ąăğĺśőň ć śşňňě U + V , śőčńăśőćăŋŋżň ĺ ś U, ĺ ś V , ĺ ś U ∩ V .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őůěćĺďŋő, ůšő ćěłšőřż {e1; : : : ; em; u1; : : : ; us; v1; : : : ; vr} ŕőřőęďă¿š śşňňş U + V . Ŕřőćěřĺň, ůšő őŋĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Ŕşśšĳ

–_1e_1 + –_2e_2 + · · · + –_me_m e + —_1u_1 + —_2u_2 + · · · + —_su_s u + _1v_1 + _2v_2 + · · · + _rv_r v = 0 Řăćěŋśšćő u = −e − v ŕőłăğżćăěš, ůšő u ∈ U ∩ V , ă ğŋăůĺš ďőńęěŋ ćżřăęăšĳś£ šőńĳłő ůěřěğ {e_1; e_2; : : : ; e_m}. Śńěďőćăšěńĳŋő ć řăğńőęěŋĺĺ u = —_1u_1 + —_2u_2 + · · · + —_su_s ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż | ŋşńĺ, ĺ u = 0. Ŕő šěň ęě ŕřĺůĺŋăň řăćŋż ŋşń¿ ĺ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ş v, ă śšăńő ążšĳ ŕřěďżďşźěě řăćěŋśšćő ĺňěěš ćĺď e = 0. Ććĺďş ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ćěłšőřőć e_i ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ĺ ş e ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŋşńěćżě. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

1.5.2. Śńěďśšćĺě. dim(U + V ) = dim U + dim V − dim(U ∩ V )

1.5.3. Śńěďśšćĺě. Ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć V , śşňňă řăğňěřŋőśšěľ łőšőřżţ ąőńĳÿě dimV , ĺňě¿š ŋěŋşńěćőě ŕěřěśěůěŋĺě.

Śşňňż ĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ďń£ ń¿ążţ ŋăąőřőć ŕőďŕřőśšřăŋśšć

U_1; U_2; : : : ; U_k ⊂ W :

Łăł ĺ ćżÿě, őŋĺ ąşďşš ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć W .

1.5.4. Şšćěřęďěŋĺě. Śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ŕőďŕřőśšřăŋśšć U1; U2; : : : ; Uk ŕőŕăřŋő řăŋőśĺńĳŋż:

(i) ∀i U_i ∩ ∑ ≠i U = {0};

(ii) dim(U_1 + · · · + U_k) = dimU_1 + · · · + dim U_k;

(iii) Ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ćěłšőřă w ∈ U_1 + · · · + U_k ć ćĺďě w = u_1 + · · · + u_k ćśě łőňŕőŋěŋšż u őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő w.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ŕřőďěńăěň łřşč (i)⇒(ii)⇒(iii)⇒ (i).

(ii) ćżćőďĺšś£ ĺğ (i) ňŋőčőłřăšŋżň ŕřĺňěŋěŋĺěň Śń.1.5.2.

Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ĺğ (ii) şšćěřęďěŋĺě (iii), ćżąěřěň ć łăęďőň U ąăğĺś ĺ őąžěďĺŋĺň ĺţ ćśě ć őďĺŋ ŋăąőř. İšőš ŋăąőř ąşďěš ŕőřőęďăšĳ śşňňş ćśěţ U ĺ ŕő (ii) śőśšő£šĳ řőćŋő ĺğ śšőńĳłĺţ ćěłšőřőć, łăłőćă řăğňěřŋőśšĳ ¡šőľ śşňňż. Šěň śăňżň, őŋ ąşďěš ąăğĺśőň śşňňż. Ćś£łĺľ ćěłšőř u_i ∈U_i ŕřĺ řăğńőęěŋĺĺ ŕő ¡šőňş ąăğĺśş ąşďěš ĺňěšĳ ŋěŋşńěćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż šőńĳłő ŕřĺ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ ŕřőśšřăŋśšćă U_i, ĺ ¡šĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ąşďşš łőőřďĺŋăšăňĺ u_i ć U_i. Cńěďőćăšěńĳŋő, ćěłšőř u ć řăğńőęěŋĺĺ w = u_1 + · · · + u_k őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő w łăł śşňňă šěţ śńăčăěňżţ řăğńőęěŋĺ£ w ŕő šőńĳłő ůšő ŕőśšřőěŋŋőňş ŋăňĺ ąăğĺśş, łőšőřżě śőďěřęăšś£ ć U .

Ŋăłőŋěű, ěśńĺ (i) ŋěćěřŋő, ĺ ŕřőśšřăŋśšćă U_i ĺ ∑ ≠i U ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő ŋěŋşńěćőňş ćěłšőřş

w, šő ¡šő őğŋăůăěš ŋăńĺůĺě ďćşţ řăğŋżţ řăğńőęěŋĺľ

w = u_i = ∑ ≠i u;

§2: Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ 11

ŕřőšĺćőřěůăźĺţ (iii). Šăłĺň őąřăğőň, ĺğ (iii) śńěďşěš (i), ůšő ĺ ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő. □ Ć śĺšşăűĺĺ, łőčďă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U_1; U_2; : : : ; U_k şďőćńěšćőř£¿š ŕřěďżďşźěňş ŕřěďńőęěŋĺ¿, ĺţ śşňňă ŋăğżćăěšś£ ŕř£ňőľ ĺ őąőğŋăůăěšś£

U_1 ⊕ U_2 ⊕ · · · ⊕ U_k ĺńĺ k⨁ =1 U :

x2. Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ

2.1. Ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż. Ŕşśšĳ ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ćżąřăŋż łőőřďĺŋăšż (x^i). Šőčďă ŋă V ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ńĺŋěľŋőě şřăćŋěŋĺě: ∑ a x = a_1x^1 + a_2x^2 + · · · + a_nx^n = 0: (2-1)

Ěčő řěÿěŋĺěň ąşďěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V , śőśšő£źěě ĺğ ćěłšőřőć ś łőőřďĺŋăšăňĺ şďőćńěšćőř£¿źĺňĺ ŋăŕĺśăŋŋőňş řăćěŋśšćş. Ćăęŋőě ŋăąń¿ďěŋĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŋě šőńĳłő řěÿěŋĺ£, ŋő ĺ śăňĺ şřăćŋěŋĺ£, ă šőůŋěě, | ĺţ ńěćżě ůăśšĺ (a_1; a_2; : : : ; a_n) śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő: ĺţ ňőęŋő śłńăďżćăšĳ ďřşč ś ďřşčőň ĺ şňŋőęăšĳ ŋă ůĺśńă. Şďőąŋěě, őďŋăłő, ĺňěšĳ ďěńő ŋě ś ŕřőśšřăŋśšćőň \ńěćżţ ůăśšěľ şřăćŋěŋĺľ", ă ś ŕřőśšřăŋśšćőň ťşŋłűĺľ ¸(x) = a_1x^1 +a_2x^2 +· · ·+a_nx^n, ŕřĺů-ěň ŋěŕńőţő ąż őŕřěďěńĺšĳ ŋşęŋżľ łńăśś ťşŋłűĺľ ĺŋćăřĺăŋšŋő, š.ě. ŋě ŕřĺąěčă£ ł łőőřďĺŋăšăň (ĺąő šőńĳłő šăłĺě őŕřěďěńěŋĺ£ ĺňě¿š čěőňěšřĺůěśłĺľ

śňżśń).

2.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ ¸: V −→ k ĺğ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć őśŋőćŋőě ŕőńě k ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň, ěśńĺ őŋă £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, š.ě. şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň:

¸(–v) = –¸(v) ∀–∈k ; ∀v ∈V ¸(v + w) = ¸(v) + ¸(w) ∀ v; w ∈ V

Ğăďăůă 1.6. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őšŋőśĺšěńĳŋő śšăŋďăřšŋżţ őŕěřăűĺľ ŕőšőůěůŋőčő śńőęěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ĺţ ŋă ůĺśńă.

Ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăğżćăěšś£ ďćőľ-

śšćěŋŋżň, ďşăńĳŋżň ĺńĺ śőŕř£ę-ěŋŋżň ł ćěłšőřŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş V ĺ őąőğŋăůăěšś£ V^∗.

İńěňěŋšż V^∗ ć śĺšşăűĺ£ţ, łőčďă őŋĺ řăśśňăšřĺćă¿šś£ łăł ¡ńěňěŋšż ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ă ŋě łăł ťşŋłűĺĺ, ŋăğżćă¿šś£ łőćěłšőřăňĺ | śŕěűĺăńĳŋő, ůšőąż ŕőďůěřłŋşšĳ, ůšő ćěłšőřż ĺ łőćěłšőřż ńěęăš ć ťĺğĺůěśłĺ řăğŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ (¡šő őśőąěŋŋő ćăęŋő ŕřĺ őďŋőćřěňěŋŋőľ řăąőšě ś V ĺ V^∗).

2.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě V ćżąřăŋ ąăğĺś {e1; e2; : : : ; en}, šő ťşŋłűĺĺ łőőřďĺŋăš őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ąăğĺśă:

e^i : v = ∑ xe −→ e^i(v)^{def}= x^i

ąşďşš ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺőŋăńăňĺ ŋă V ĺ śőśšăć£š ąăğĺś ć V^∗.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő, ůšő łőőřďĺŋăšż £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺőŋăńăňĺ, | őůěćĺďŋő. Ďăńěě, ďń£ łőőřďĺŋăšŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő:

e^i(e_j) = ‹_{ij} ∀i; j;

čďě ůěřěğ ‹_{ij} ğďěśĳ ĺ ďăńěě őąőğŋăůăěšś£ šăł ŋăğżćăěňżľ ‹-śĺňćőń Łřőŋěłěřă:

‹_{ij} = { 0 ; ŕřĺ i ≠ j 1 ; ŕřĺ i = j :

Ĺğ ŋăŕĺśăŋŋżţ řăćěŋśšć ńěčłő ŕőńşůĺšĳ ńĺŋěľŋş¿ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ťşŋłűĺľ e: ěśńĺ łăłă£ ńĺąő ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ’ = ∑ – e £ćń£ěšś£ šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćżň ťşŋłűĺőŋăńőň ŋă V , šő, ć ůăśšŋőśšĺ, ŋşńěćżňĺ ąşďşš ĺ ćśě ğŋăůěŋĺ£ ’(e_i) ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ, ůšő ŕő ŕřěďżďşźěľ ťőřňşńě ŕřĺćőďĺš ł řăćěŋśšćăň:

0 = ’(e_i) = ∑ – e(e_i) = –_i ∀i:

Ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůăěšś£ ĺ ńĺŋěľŋőě řăğńőęěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő ťşŋłűĺőŋăńă ¸ ∈ V^∗ ŕő ťşŋłűĺőŋăńăň e^i. ∀v ∈V ĺňěěň:

¸(v) = ¸( ∑ — x^—e_—) = ∑ — x^—¸(e_—) = ∑ — ¸(e_—)e^—(v):

İšő řăćěŋśšćő őğŋăůăěš, ůšő ¸ = ∑ a_—e^—, čďě łőŋśšăŋšż a_— = ¸(e_—) śşšĳ ğŋăůěŋĺ£ řăğńăčăěňőčő ťşŋłűĺőŋăńă ¸ ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ V . □ 2.2.2. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ V łőŋěůŋőňěřŋő, šő dimV = dim V^∗.

Ąăğĺś ĺğ łőőřďĺŋăšŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć {e^i} ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋżň ĺńĺ śőŕř£ę-ěŋŋżň ąăğĺśőň ł ĺśţőďŋőňş ąăğĺśş {e_i} ŕřőśšřăŋśšćă V .

2.3. Řěťńěłśĺćŋőśšĳ. Şřăćŋěŋĺě (2-1) ğăňěůăšěńĳŋő śĺňňěšřĺůŋő ŕő ŕěřěňěŋŋżň a-x: ňż ňőęěň ťĺłśĺřőćăšĳ łőćěłšőř ¸ ĺ řěÿăšĳ (2-1) ć ŕřőśšřăŋśšćě V , ă ňőęěň ŋăőąőřőš | ťĺłśĺřőćăšĳ v ĺ řěÿăšĳ (2-1) őšŋőśĺšěńĳŋő ¸ ć V^∗. Ĺŋăůě čőćőř£, ůĺśńő ¸(v) ∈ k ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ ĺ łăł ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă ¸ ŋă ćěłšőřě v ĺ łăł ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă ćżůĺśńěŋĺ£ ev_v ∈ ( V^∗ )_∗ ŋă łőćěłšőřě ¸:

ev_v : V^∗ −→ k : ¸ → ¸(v):

Ğăďăůă 1.7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő evv ďěľśšćĺšěńĳŋő £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň ŋă V^∗.

Ŕřőśšřăŋśšćő ( V^∗ )_∗ łőřőůě őąőğŋăůăěšś£ łăł V^{∗∗} ĺ ŋăğżćăěšś£ ďćăęďż ďćőľśšćěŋŋżň ł V . 2.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě ev : V −→ V^{∗∗}, śőŕőśšăćń£¿źěě ćěłšőřăň v ∈ V ťşŋłűĺőŋăńż ćżůĺśńěŋĺ£ ev_v ∈ V^{∗∗}, £ćń£ěšś£ ĺŋžěłšĺćŋżň ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, ă ěśńĺ V łőŋěůŋőňěřŋő, šő ďăęě ĺğőňőřťĺğňőň.

§2: Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ 13

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő, ůšő őšőąřăęěŋĺě v → evv ńĺŋěľŋő, ŕřőćěř£ěšś£ ąěğ ğăšěľ: ev_{–v+—w}(¸) = ¸(–v + —w) = –¸(v) + —¸(w) = –ev_v(¸) + —ev_w(¸) = = [–ev_v + —ev_w](¸) ∀¸∈V^∗

őğŋăůăěš, ůšő ev_{–v+—w} = –ev_v + —ev_w.

Ůšőąż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ev | ćńőęěŋĺě, ğăňěšĺň, ůšő řăćěŋśšćő ev_v = ev_w řăćŋőśĺńĳŋő řăćěŋśšćş ev_{v−w} = 0. łőšőřőě őğŋăůăěš, ůšő ¸(v − w) = 0 ∀¸. Ŋő ďń£ ń¿ąőčő ŋěŋşńěćőčő ćěłšőřă u ∈ V ; u ≠ 0 ńěčłő ŕőśšřőĺšĳ ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ¸ ∈ V^∗, šăłőľ ůšő ¸(u) ≠ 0: ďőśšăšőůŋő ďőŕőńŋĺšĳ u ďő ąăğĺśă ć V ĺ ćğ£šĳ ć łăůěśšćě ¸ łőőřďĺŋăšş ćďőńĳ u (ŕřőďşňăľšě śăňĺ, ůšő ćś-ě ¡šő őğŋăůăěš ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě!).

Ŋăłőŋěű, ůšőąż şąěďĺšĳś£, ůšő ć łőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě ev £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ňěęďş V ĺ V^{∗∗}, ćżąěřěň ć V ąăğĺś {e}, ć V^∗ | ďćőľśšćěŋŋżľ ąăğĺś {e}. Śřăćŋěŋĺě őŕřěďěńěŋĺľ ŕőłăğżćăěš, ůšő őšőąřăęěŋĺě ev ŕěřěćőďĺš ąăğĺśŋżě ćěłšőřż e ć šőůŋőśšĺ ć ąăğĺśŋżě ćěłšőřż śőŕř£ę-ěŋŋőčő ł {e} ąăğĺśă V^{∗∗}. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

Ĺšăł, ćśě łőŋěůŋőňěřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă řăğąĺćă¿šś£ ć ŕăřż śőŕř£ę-ěŋŋżţ V -V^∗. Řőńĳ őąőĺţ ŕřőśšřăŋśšć ć łăęďőľ šăłőľ ŕăřě ăąśőń¿šŋő śĺňňěšřĺůŋă, ĺ łăęďőě ĺğ ŋĺţ ňőęěš řăśśňăšřĺćăšĳś£ łăł ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ŋă ďřşčőň. Ŕřĺ řăąőšě ś šăłőľ ŕăřőůłőľ şďőąŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ąőńěě śĺňňěšřĺůŋőě őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ůĺśńă ¸(v), őšřăęă¿źěě őąě ćőğňőęŋőśšĺ ¡šő ůĺśńő ĺśšőńłőćżćăšĳ. Ďń£ ¸∈V^∗ ĺ v ∈V ŕőńőęĺň

⟨¸; v⟩^{def}= ¸(v)

ĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ¡šő ůĺśńő ść-ěřšłőľ ćěłšőřă v ś łőćěłšőřőň ¸.

2.3.2. Ğăňěůăŋĺ£ ŕő ŕőćőďş ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Šĺŕĺůŋżň ŕřĺňěřőň \ăńčěąřăĺůěśłőčő" ąěśłőŋěůŋőňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć k[x], ĺğőňőřťŋőě łőőřďĺŋăšŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş k^∞ ąěśłőŋěůŋżţ ćŋĺğ śšőńąűőć (x ) ; = 0; 1; 2; : : : , ĺňě¿źĺţ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ łőőřďĺŋăš. Ěśńĺ ťĺłśĺřőćăšĳ ć k[x] śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś e = x ; = 0; 1; 2; : : : , šő łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺőŋăńż e, śőŕőśšăćń£¿źĺě ňŋőčőůńěŋş ěčő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x, łăł ĺ ćżÿě, ąşďşš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż,

ŋő ŋě ąşďşš ŕőřőęďăšĳ k[x]^∗: ŋăŕřĺňěř, ťşŋłűĺőŋăń, śőŕőśšăćń£¿źĺľ ňŋőčőůńěŋş śşňňş

ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ŋě ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě łőŋěůŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ e. Ăŋăńőčĺůŋő şśňăšřĺćăěšś£, ůšő łăŋőŋĺůěśłőě ćńőęěŋĺě V −→ V^{∗∗} ŋě ¡ŕĺňőřťŋő.

Ťĺńőśőťśłőě őąž£śŋěŋĺě ŕěřěůĺśńěŋŋżň £ćńěŋĺ£ň śőśšőĺš ć šőň, ůšő ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě ćśěčďă ĺňěěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ŋăŕřăćńěŋĺě ďń£ şţőďă ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĳ | ŕő ŋőňěřăň ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć. Ćőš őďŋő ĺğ £řłĺţ ŕřő£ćńěŋĺľ ¡šőľ ćőğňőęŋőśšĺ: ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śšăŋďăřšŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć e ŕřőśšřăŋśšćă k^∞ ŕő ćśěň ĺŋšşĺšĺćŋżň ŕřĺğŋăłăň řăśŕőńăčăěšś£ ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě, ŋő ŕřĺ ¡šőň ŋě ĺňěěš ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł (ŋĺ ć łăłőň ĺŋšşĺšĺćŋő-řăğşňŋőň śňżśńě), š.ě. ěďĺŋĺůŋă£ śťěřă ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋě łőňŕăłšŋă!

Ć ťşŋłűĺőŋăńĳŋőň ăŋăńĺğě ¡šĺ ŕřőąńěňż őąţőď£šś£ ğă śů-ěš ććěďěŋĺ£ řăğŋőčő řőďă ŕřěďěńĳŋżţ şśńőćĺľ ŋă ŕőćěďěŋĺě ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺőŋăńőć ŕřĺ śšřěňńěŋĺĺ ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ ŕő , ĺŋćăřĺăŋšŋżľ śňżśń łőšőřżţ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ć łăůěśšćě V^∗ ąěřşš ŋě ćś¿ śőćőłşŕŋőśšĳ ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć, ă ŋăŕřĺňěř, šőńĳłő ťşŋłűĺőŋăńż, őčřăŋĺůěŋŋżě ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě. Ŕőďřőąŋőśšĺ ćż şğŋăěšě ĺğ śőőšćěšśšćş¿źěčő łşřśă ăŋăńĺğă.

2.3.3. Śőčńăÿěŋĺ£ őą ĺŋďěłśăţ: śńşůăľ łőćěłšőřőć. Ďń£ ğăŕĺśĺ łőćěłšőřőć ć ňăšřĺůŋőň ćĺďě şďőąŋő ććěśšĺ śőčńăÿěŋĺ£, śĺňňěšřĺůŋżě šěň , łőšőřżě řăŋěě ążńĺ ććěďěŋż ďń£ ćěłšőřőć. Ă ĺňěŋŋő, ůĺśńěŋŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ łőćěłšőřőć ŕő łőćěłšőřŋżň ąăğĺśăň ňż ąşďěň ğăŕĺśżćăšĳ ňăšřĺűăňĺ-śšřőłăňĺ ĺ ŋşňěřőćăšĳ ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ, šőčďă łăł ŋăąőřż łőćěłšőřőć ąşďěň ğăŕĺśżćăšĳ ć śšőńąűż ĺ ŋşňěřőćăšĳ ć ŕřěďěńăţ śšőńąűă ćěřţŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ. Ĺňěŋŋő šăłőľ śŕőśőą ğăŕĺśĺ şŋĺťĺűĺřşěšś£ ś řăŋěě ććěď-ěŋŋżň ďń£ ćěłšőřőć, ŕőśłőńĳłş łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć śăňĺ £ćń£¿šś£ łőćěłšőřăňĺ ĺ ŋăőąőřőš, ćěłšőřż ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł łőőřďĺŋăšż łőćěłšőřőć ć śőŕř£ę-ěŋŋőň ąăğĺśě. 2.4. Ăŋŋşń£šőřż. Ěśńĺ ćňěśšő őďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (2-1) řăśśňăšřĺćăěšś£ śĺšěňă ńĺŋěľŋżţ őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ, šő ě-ě řěÿěŋĺě ć ŕřőśšřăŋśšćě V ěśšĳ ňŋőęěśšćő őąźĺţ ŋşńěľ ŋăąőřă łőćěłšőřőć, ă ě-ě řěÿěŋĺě ć ŕřőśšřăŋśšćě V^∗ ěśšĳ ňŋőęěśšćő łőćěłšőřőć, ğăŋşń£¿źĺţś£ ŋă ďăŋŋőň ŋăąőřě ćěłšőřőć. Őąě ¡šĺ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ śőďěřęăšś£ ć ŕőŋ£šĺĺ ăŋŋşń£šőřă.

Ŕşśšĳ W ⊂ V | ŋěłőšőřőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő; ěčő ăŋŋşń£šőřőň ŋăğżćăěšś£ śńěďş¿źěě ŕőďňŋőęěśšćő Ann (W ) ć śőŕř£ę-ěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě:

Ann W = {¸∈V^∗ | ⟨¸; w⟩ = 0 ∀w ∈W }:

2.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ann W ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V^∗ ĺ dimAnn W = dimV − dim W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżąěřěň ć V ąăğĺś {e1; e2; : : : ; en}, šăł ůšőąż ŕěřćżě k ćěłšőřőć

{e_1; e_2; : : : ; e_k}

śőśšăćń£ńĺ ąăğĺś ć W , ĺ ŕşśšĳ {e} |ďćőľśšćěŋŋżľ ąăğĺś ć V^∗. Ťşŋłűĺőŋăń ¸ = ∑ ae šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őąřăźăěšś£ šőęďěśšćěŋŋő ć ŋşńĳ ŋă W , łőčďă őŋ ğăŋşń£ěšś£ ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ {e_1; e_2; : : : ; e_k} ŕřőśšřăŋśšćă W , ůšő řăćŋőśĺńĳŋő ćżŕőńŋěŋĺ¿ śńěďş¿źĺţ k řăćěŋśšć: 0 = ¸(e_j) = ∑ ae(e_j) = a_j ∀j = 1; 2; : : : ; k:

Šăłĺň őąřăğőň, Ann W ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ⟨e^{k+1}; e^{k+2}; : : : ; e^n⟩ ć V^∗. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğă- ŋő. 2.4.2. Śńěďśšćĺě. Ann Ann W = W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őůěćĺďŋő, W ⊂ Ann Ann W ĺ

dim Ann Ann W = dim V^∗ − dimAnn W = dimV^∗ − dim V + dim W = dim W:

Ĺšăł, ňěęďş j-ňěřŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć V ĺ (n − j)-ňěřŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć V^∗ ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋă£ ąĺěłűĺ£, śőŕőśšăćń£¿źă£ ďřşč ďřşčş ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, £ćń£¿źĺěś£ ďřşč ďń£ ďřşčă ăŋŋşń£šőřăňĺ.

Ăŋŋşń£šőř ňőęŋő ążńő ąż őŕřěďěńĺšĳ ŋě šőńĳłő ďń£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŋő ĺ ďń£ ń¿ąőčő ŕőďňŋőęěśšćă ćěłšőřőć ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Őďŋăłő ¡šő ŋě ŕřĺćěď-ěš ł ůěňş-ńĺąő śşźěśšćěŋŋő ŋőćőňş.

Ğăďăůă 1.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ăŋŋşń£šőř ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć śőćŕăďăěš ś ăŋŋşń£šőřőň ĺţ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ (ć ůăśšŋőśšĺ, ńĺŋěľŋă£ őąőńůłă ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕőďňŋőęěśšćă ćěłšőřőć M ⊂ V śőćŕăďăěš ś Ann Ann M).

§3: Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż 15

x3. Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż

Ŋăŕőňŋ¿, ůšő ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ŋăğżćăěšś£ ćś£łőě őšőąřăęěŋě F : V −→ W ňěęďş ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ V ĺ W , łőšőřőě şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň:

F (–v) = –F (u) ∀–∈k ∀v ∈ V; F (u + v) = F (u) + F (v) ∀u; v ∈ V:

Ěśńĺ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŕěřěćőďĺš řăğŋżě ćěłšőřż ć řăğŋżě, šő őŋ ŋăğżćăěšś£ ćńőęě-

ŋĺěň, ňőŋőňőřťĺğňőň ĺńĺ ĺŋžěłšĺćŋżň őŕěřăšőřőň. İŕĺňőřťĺğňăňĺ, ŋăńőęěŋĺ£ňĺ ĺńĺ ś¿řĳěłűĺ£ňĺ ŋăğżćă¿šś£ őŕěřăšőřż, őšőąřăęă¿źĺě V ŋă ćś-ě W . Ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŕżě ńĺ-

ŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňőřťĺğňăňĺ.

Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ĺğ ŕřőśšřăŋśšćă V ć ŕřőřśšřăŋśšćő W őąőğŋăůăěšś£ Hom(V; W ).

Ğăďăůă 1.9. Ŕřőćěřĳšě, ůšő Hom(V; W ) £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň őšŋőśĺšěńĳŋő śšăŋďăřšŋżţ ŕőšőůěůŋżţ őŕěřăűĺľ ŋăď őšőąřăęěŋĺ£ňĺ. Ğăďăůă 1.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň, łőčďă F (v) = 0 ńĺÿĳ ďń£ v = 0.

3.1. §ďřő ĺ őąřăğ. Łăł ĺ śő ćś£łĺň čőňőňőřťĺğňőň, ś ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň F : V −→ W ňőęŋő ść£ğăšĳ

£ďřő ker F = {v ∈V | F (v) = 0 } ⊂ V , őąřăğ imF = {w ∈W | ∃v ∈V : F (v) = w } ⊂ W .

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ¡šő ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă.

Ğăďăůă 1.11. Śďěńăľšě ¡šş ŕřőćěřłş.

3.2. Ńěňňă. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă F : V −→ W ňőęŋő šăł ćżąřăšĳ ąăğĺśż {e_1; e_2; : : : ; e_n} ć V ĺ {fi_1; fi_2; : : : ; fi_m} ć W , ůšőąż

F (e) = { 0 ; ŕřĺ = 1; : : : ; k fi_{−k} ; ŕřĺ = (k + 1); : : : ; n ;

čďě k = dim ker F .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżąěřěň ć V ąăğĺś {e1; e2; : : : ; en} šăł, ůšőąż ŕěřćżě k ćěłšőřőć

{e_1; e_2; : : : ; e_k}

śőśšăćń£ńĺ ąăğĺś ć ker F . Šőčďă ćěłšőřż F (e) ś ≥ (k + 1) ąşďşš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ć W .

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ 0 = ∑ ≥k+1

– F (e) = F ( ∑ ≥k+1

– e):

Šőčďă ćěłšőř ∑ ≥k+1

– e ∈ ker F , ă śšăńő ążšĳ ńěęĺš ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ćěłšőřőć e ś ≤ k.

İšő ćőğňőęŋő, šőńĳłő łőčďă ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŋşńěćżě.

Ŕőńăčă£ fi_— = F (e_{—−k}) (čďě — ≥ k), ĺ ďőŕőńŋ££ ¡šş ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňş¿ śĺśšěňş ćěłšőřőć ďő ąăğĺśă ć W , ŕőńşůĺň šřěąşěňőě.

3.2.1. Śńěďśšćĺě. dim ker F + dim imF = dim V ∀F : V −→ W .

3.2.2. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ dim V = dimW = n. Śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă F : V −→ W ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż:

(i) F | ĺğőňőřťĺğň; (ii) ker F = 0;

(iii) dim imF = n.

3.3. Ňăšřĺűż őŕěřăšőřőć. Ŕşśšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćăţ V ĺ W ťĺłśĺřőćăŋż ąăğĺśż

{e_1; e_2; : : : ; e_n} ĺ {fi_1; fi_2; : : : ; fi_m}

śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă ś łăęďżň őŕěřăšőřőň F : V −→ W ňőęŋő ść£ğăšĳ ňăšřĺűş F_{fie} = ( f^i_j ) 1 ≤i ≤m 1 ≤ j ≤n ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć F (e_j) ć ąăğĺśě {fi_i}, šăł ůšő

ĺňěěš ňěśšő ňăšřĺůŋă£ ťőřňşńă: ( F (e_1); : : : ; F (e_n) ) = (fi_1; fi_2; : : : ; fi_m)F_{fie}:

İšă ňăšřĺűă şďőąŋă ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ łőőřďĺŋăš őąřăğőć ćěłšőřőć, ěśńĺ ğăďăŋż łőőřďĺŋăšż śăňĺţ ćěłšőřőć. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőńĳğş£śĳ ńĺŋěľŋőśšĳ¿ F , ŋăţőďĺň ∀v = ∑ x^ie_i ∈ V :

F (v) = ( F (e_1); : : : ; F (e_n) ) x^1 x^2 . . x^n

= (fi_1; fi_2; : : : ; fi_m)F_{fie} x^1 x^2 . . x^n :

Ŕő¡šőňş ć łőőřďĺŋăšăţ ďěľśšćĺě F ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ:

F : x^1 x^2 . . x^n −→ F_{fie} x^1 x^2 . . x^n

Ğăďăůă 1.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ćżąőřě ć V ďřşčőčő ąăğĺśă (u) = (e)Ceu, ă ć W | ďřşčőčő ąăğĺśă (ff) = (fi)C_{fiff}, ňăšřĺűă őŕěřăšőřă F ŕřěőąřăğşěšś£ ŕő ťőřňşńě

F_{ffu} = C_{fffi} F_{fie}C_{eu} = C_{fffi} F_{fie}C^{−1}_{ue} = C^{−1}_{fiff} F_{fie}C_{eu}

3.3.1. Ňăšřĺůŋżě ěďĺŋĺűż. Ŋěśłőńĳłő ĺŋőľ śňżśń łő¡ťťĺűĺěŋšăň^(f^i_j^) ňăšřĺűż F_{fie} őŕěřăšőřă F ňőęŋő ŕřĺďăšĳ, ěśńĺ řăśśňőšřěšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě Hom(V; W ) śŕěűĺăńĳŋżľ ąăğĺś (ŕőśšřőěŋĺě łőšőřőčő ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš ćżąőřă ąăğĺśőć ć V ĺ W ). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ "^i_j śńěďş¿źěě őšőąřăęěŋĺě ĺğ V ć W :

"^i_j : v = ∑ xe −→ x^ifi_j ∈ W:

§3: Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż 17

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, őšőąřăęěŋĺě "^i_j ŕěřěćőďĺš ćś£łĺľ ćěłšőř v ∈ V ć ąăğĺśŋżľ ćěłšőř fi_j ŕřőśšřăŋśšćă W , şňŋőęěŋŋżľ ŋă i-šş¿ łőőřďĺŋăšş v ć ŕřőśšřăŋśšćě V (ć ůăśšŋőśšĺ, im "^i_j = ⟨fi_j⟩ őďŋőňěřěŋ).

Ğăďăůă 1.13. Ŕřőćěřĳšě, ůšő "^i_j | ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż.

Őŕěřăšőřż "^i_j ŋăğżćă¿šś£ ňăšřĺůŋżňĺ ěďĺŋĺűăňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ćżąřăŋŋżţ ć V ĺ W ąăğĺśőć. Ŕő ŕřĺůĺŋăň, łőšőřżě ňż őąśşďĺň ŕőğďŋěě, ĺţ šăłęě őąőğŋăůă¿š ůěřěğ e^i ⊗ fi_j .

3.3.2. Şšćěřęďěŋĺě. Ňăšřĺůŋżě ěďĺŋĺűż śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć Hom(V; W ) (šăł ůšő, ć ůăśšŋőśšĺ, dim Hom(V; W ) = dimV dimW ). Łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ řăğńőęěŋĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő őŕěřăšőřă F ŕő ¡šőňş ąăğĺśş £ćń£¿šś£ ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż ¡šőčő őŕěřăšőřă, ćğ£šżě ś šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋżňĺ ĺŋďěłśăňĺ: F = ∑ i;j f^i_j "^j_i ; čďě ( f^i_j ) = F_{fie}:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő ůšő F ĺ^∑_{i;j} f^i_j "^i_j őďĺŋăłőćő ďěľśšćş¿š ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v ∈V ŕřőćěř£ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő: ∀v = ∑ xe ĺňěěň:

F (v) = ∑ xF (e) = ∑ — xf^— fi_— = ∑ — f^— "_—(v):

Šăłĺň őąřăğőň, ňăšřĺůŋżě ěďĺŋĺűż ŕőřőęďă¿š Hom(V; W ). Ĺţ ńĺŋěľŋă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřőćěř£ěšś£ šőůŋő šăłęě, łăł ńĺŋěľŋă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ łőćěłšőřőć śőŕř£ę-ěŋŋőčő ąăğĺśă, ěśńĺ şůěśšĳ, ůšő

"^i_j(e ) = { 0 ŕřĺ ≠ i fi ŕřĺ = i :

Ěśńĺ ∑ i;j –^j_i "^i_j = 0, šő ∀k ĺňěěň: 0 = ∑ i;j –^j_i "^i_j(e_k) = ∑ j –^j_kfi_j :

Ŕő¡šőňş ćśě –^j_k = 0. □ Ğăďăůă 1.14. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě, śőŕőśšăćń£¿źěě ńĺŋěľŋőňş őŕěřăšőřş ěčő ňăšřĺűş, £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšćă őŕěřăšőřőć ĺ ŕřőśšřăŋśšćă ňăšřĺű.

Ğăďăůă 1.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăšřĺűă łőňŕőğĺűĺĺ őŕěřăšőřőć řăćŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ňăšřĺű śăňĺţ őŕěřăšőřőć (ć šőň ęě ŕőř£ďłě).

3.4. Śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř. Ś łăęďżň őŕěřăšőřőň F : V −→ W ňőęŋő ść£ğăšĳ šăł ŋăğżćăěňżľ śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř F^∗ : W^∗ −→ V^∗, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă ďćőľśšćěŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, F^∗ ŕěřěćőďĺš ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż ŋă W ć ĺţ łőňŕőğĺűĺ¿ ś őšőąřăęěŋĺěň F . Ŕřĺ ¡šőň ąşďşš ŕőńşůăšĳś£ ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż ŋă V , ďěľśšćĺě łőšőřżţ ŋă ćěłšőřż v ∈V ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ:

F^∗’(v)^{def}= ’(F (v)) ∀’∈W^∗;

ĺńĺ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ąőńěě śĺňňěšřĺůŋőčő śĺňćőńă ść-ěřšłĺ:

⟨F^∗’; v⟩_V = ⟨’; F v⟩_W ; (3-2)

(čďě ĺŋďěłśż V ĺ W şłăğżćă¿š, ć łăłőľ ŕăřě ďćőľśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ďěńăěšś£ ść-ěřšłă).

Ğăďăůă 1.16. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőęďěśšćń££ ŕřőśšřăŋśšćă V , W ś ďćăęďż ďćőľśšćěŋŋżňĺ, ňż ŕőńşůĺň řăćěŋśšćő F^{∗∗} = F ∀F ∈ Hom(V; W ).

Řăćěŋśšćő (3-2) ŕőłăğżćăěš, ůšő şśńőćĺě F^∗’ = 0 řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ ’ ∈ Ann imF . Ŕő¡šőňş ker F^∗ = Ann im F . Ěśńĺ ŕőďśšăćĺšĳ ć ¡šő řăćěŋśšćő ćňěśšő F őŕěřăšőř F^∗ ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěň, ůšő F^{∗∗} = F , ňż ŕőńşůĺň ďćőľśšćěŋŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ker F = Ann im F^∗, łőšőřőě řăćŋőśĺńĳŋő, łăł ňż ğŋăěň, śőőšŋőÿěŋĺ¿ imF^∗ = Ann ker F . Ňż ďőłăğăńĺ 3.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. ker F^∗ = Ann im F imF^∗ = Ann ker F .

Ğăďăůă 1.17. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě F −→ F^∗ £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšć Hom(V; W ) ĺ Hom(W^∗; V^∗).

Ğăďăůă 1.18. Ďőłăęĺšě, ůšő^(F ∘ G^{)∗} = G^∗ ∘ F^∗.

3.4.2. Ňăšřĺűă śőŕř£ę-ěŋŋőčő őŕřěřăšőřă. Ěśńĺ ćżąřăšĳ ć V ĺ V^∗ ďćőľśšćěŋŋżě ąăğĺśż {e} ĺ {e}, ă ć W ĺ W^∗ | ąăğĺśż {fi_—} ĺ {fi^—}, šő őŕěřăšőřş F^∗ ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ňăšřĺűş F^∗_{fie}, śšřőłĺ łőšőřőľ ąşďşš śšřőłăňĺ łőőřďĺŋăš őąřăğőć F^∗fi^— ąăğĺśŋżţ łőćěłšőřőć fi^— ć ąăğĺśě {e}, šăł ůšő F^∗fi^1 F^∗fi^2 . . F^∗fi^m

= F^∗_{fie} e^1 e^2 . . e^n :

Ůĺśńő f^{∗i}_j , cšő£źěě ć i-šőľ śšřőůłě ĺ j-šőň śšőńąűě ňăšřĺűż F^∗_{fie} ěśšĳ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ řěğşńĳšăš ďěľśšćĺ£ ťşŋłűĺőŋăńă e_j ∈V =V^{∗∗} ŋă łőćěłšőř F^∗fi^i, ůšő řăćŋő

⟨F^∗fi^i; e_j⟩_V = ⟨fi^i; F e_j⟩_W = f^i_j ;

š.ě. ňăšřĺűż F_{fie} ĺ F^∗_{fie} śőćŕăďă¿š.

3.5. Ŕřĺňěř: řăŋč ňăšřĺűż. Ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ňăšřĺűş^(a^i_j^) 1_≤i_≤m

1 ≤ j ≤n ňőęŋő řăśśňăšřĺ-

ćăšĳ łăł ňăšřĺűş ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A : k^n −→ k^m (ĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, łăł ňăšřĺűş ďćőľśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă A^∗ : k^{m∗} −→ k^{n∗}). Ŕřĺ šăłőľ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă śšřőł ňăšřĺűż A ąşďěš őąřăğőň őŕěřăšőřă A^∗ ć k^{n∗}, ă ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă śšőńąűőć | őąřăğőň śăňőčő őŕěřăšőřă A ć k^m. Řăğňěřŋőśšĺ ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š, śőőšćěšśšćěŋŋő, śšřőůŋżň ĺ śšőńąűőćżň řăŋčőň ňăšřĺűż A. Řăćěŋśšćă

dim im A^∗ = m − dim ker A^∗ = m − dim Ann imA = m − (m − dim imA) = dim im A

ŕőłăğżćă¿š. ůšő śšřőůŋżľ řăŋč śőćŕăďăěš śő śšőńąűőćżň. Ŕő¡šőňş ¡šő ůĺśńő ůăźě ŋăğżćă¿š ŕřőśšő řăŋčőň ňăšřĺűż A ĺ őąőğŋăůă¿š rk A.

§3: Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż 19

Ğăďăůă 1.19. Ďőłăęĺšě, ůšő řăŋč ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ śšřőł ĺ śšőńąűőć (ă śńěďőćăšěńĳŋő, ňőęěš ążšĳ ćżůĺśńěŋ ŕřĺćěďěŋĺěň ňăšřĺűż ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş őďŋőćřěňěŋŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć). Ğăďăůă 1.20. (Šěőřěňă őą őłăľňń£¿źĺţ ňĺŋőřăţ.) Ŕşśšĳ ňăšřĺűă A śőďěřęĺš ŋěćżřőęďěŋŋş¿ łćăďřăšŋş¿ ŕőďňăšřĺűş řăğňěřă m × m, šăłş¿ ůšő ćśě śőďěřęăźĺě ě-ě ŕőďňăšřĺűż řăğňěřă (m + 1) × (m + 1) ćżřőęďěŋż. Ďőłăęĺšě, ůšő rk A = m.

3.6. Ŕřĺňěř: ĺŋšěřŕőń£űĺ£. Ğăďăůă ĺŋšěřŕőń£űĺĺ ś łřăšŋżňĺ şğńăňĺ ğăłń¿ůăěšś£ ć śńěďş¿źěň. Ŕşśšĳ ğăďăŋ ŋăąőř šőůěł x_1; x_2; : : : ; x_k ś űěńżňĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ łřăšŋőśš£ňĺ m_1; m_2; : : : ; m_k , ĺ ďń£ łăęďőľ šőůłĺ x_j şłăğăŋő m_j ğŋăůěŋĺľ y_{j 0}; j_{j 1}; : : : ; y_{j mj−1} . Šřěąşěšś£ ŕőďőąřăšĳ šăłş¿ ťşŋłűĺ¿ y = f(x), ůšőąż ć łăęďőľ ĺğ šőůěł x_j őŋă śăňă ĺ ŕěřćżě ě-ě m_j − 1 ŕřőĺğćőďŋżţ ŕřĺŋĺňăńĺ šřěąşěňżě ğŋăůěŋĺ£ y_j :

f^{()}(x_j) = y_j ŕřĺ 0 ≤ ≤ m_j − 1 ∀ j = 1; : : : ; k:

3.6.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕřĺ śşňňě łřăšŋőśšěľ^∑ mj = N ğăďăůă ĺŋšěřŕőń£űĺĺ ďőŕşśłăěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿěľ N ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąőğŋăůĺň ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿěľ N ůěřěğ PN . Őšőąřăęěŋĺě ĺğ P_N ć k^N , śőŕőśšăćń£¿źěě ŕřőĺğćőńĳŋőňş ňŋőčőůńěŋş ěčő ğŋăůěŋĺ£ ĺ ğŋăůěŋĺ£ ěčő ğăďăŋŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ ć ğăďăŋŋżţ šőůłăţ (şŕőř£ďőůěŋŋżě ć śšőńąěű łăłĺň-ńĺąő ťĺłśĺřőćăŋŋżň śŕőśőąőň) £ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő, ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň.

İšőš őŕěřăšőř ĺŋžěłšĺćěŋ, ŕőśłőńĳłş ńěęăźĺľ ć £ďřě ňŋőčőůńěŋ ďőńęěŋ ĺňěšĳ šőůłĺ x_j śćőĺňĺ łőřŋ£ňĺ łřăšŋőśšĺ, ŋě ňěŋĳÿěľ, ůěň m_j, ůšő ŋěćőğňőęŋő ďń£ ŋěŋşńěćőčő ňŋőčőůńěŋă śšřőčő ňěŋĳÿěľ, ůěň śşňňă łřăšŋőśšěľ, śšěŕěŋĺ.

Ŕőśłőńĳłş řăğňěřŋőśšĺ P_N ĺ k^N řăćŋż, ŋăÿě őšőąřăęěŋĺě | ĺğőňőřťĺğň, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ. □ Ŕřăłšĺůěśłőě őŕřěďěńěŋĺě ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ć łőŋłřěšŋżţ ğăďăůăţ, łăł ŕřăćĺńő, şďőąŋěě ćśěčő ŕřőĺğćőďĺšĳ ňěšőďőň ŋěőŕřěďěń-ěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Őďŋăłő ňőęŋő ŕĺśăšĳ ĺ ŋěłőšőřżě őąźĺě ťőřňşńż. Ćżąěřěň ć P_N ąăğĺś ĺğ ňŋőčőůńěŋőć g_j , ďćőľśšćěŋŋżľ ł ąăğĺśş ć P^∗_N , śőśšő£źěňş ĺğ łőćěłšőřőć, łőšőřżě śőŕőśšăćń£¿š ňŋőčőůńěŋş f ğŋăůěŋĺ£ f^{()}(x_j). Šőčďă řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ ąşďěš ğăďăćăšĳś£ ťőřňşńőľ: f = ∑ j; y_jg_j :

Ňŋőčőůńěŋż g_j őŕřěďěń£¿šś£ šěň, ůšő

g^{(—)}_j (x_k) = { 1 ; ŕřĺ k = j ; = — 0 ; ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ :

Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ćśě şğńż ŕřőśšżě, š.ě. ćśě łřăšŋőśšĺ m_j = 1 (ă k = N), ňŋőčőůńěŋ g_j ďőńęěŋ ĺňěšĳ ğŋăůěŋĺě 1 ć šőůłě x_j, ĺ őąřăźăšĳś£ ć ŋşńĳ ć őśšăńĳŋżţ N − 1 šőůłăţ x. Šěň śăňżň g_j = ∏ ≠j (x − x) (x_j − x) ;

šăł ůšő ďń£ ňŋőčőůńěŋă, ŕřĺŋĺňă¿źěčő ć ğăďăŋŋżţ šőůłăţ x_1; x_2; : : : ; x_N ğăďăŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ y_1; y_2; : : : ; y_N , ňż ŕőńşůăěň ĺğćěśšŋş¿ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋş¿ ťőřňşńş Ńăčřăŋęă: f = N∑ j=1 y_j ∏ ≠j (x − x ) (x_j − x ) : Ğăďăůă 1.21. Řăśśňőšřĺšě ďřşčőľ łřăľŋĺľ śńşůăľ, łőčďă ĺňěěšś£ őďĺŋ şğěń x0 łřăšŋőśšĺ N. Ůšő ğă ťőřňşńă ŕőńşůĺšś£ ć ¡šőň śńşůăě? Őšćěš: Ťőřňşńă Šěľńőřă.

Ńěłűĺ£ 2 Ăťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

▷Ăťťĺŋĺğăűĺ£ ĺ ćěłšőřĺğăűĺ£ ▷Ăťťĺŋŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ▷Ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ▷Ăťťĺŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ▷Ąăřĺűěŋšřż ĺ ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż ▷Ćżŕşłńżě ťĺčşřż ▷Őŕőřŋżě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćă ▷Čřăŋĺ ĺ łřăľŋĺě šőůłĺ ▷Ćżŕşłńżě ňŋőčőčřăŋŋĺłĺ ▷Šěőřěňă Ňĺŋłőćśłőčő-Ćěľń£ ▷Ňăłśĺňşňż ăťťĺŋŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ŋă ćżŕşłńżţ ňŋőčőčřăŋŋĺłăţ

x1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£

Čěőňěšřĺ£ ĺğşůăěš śćőľśšćă ťĺčşř. Ťĺčşřż śőśšő£š ĺğ šőůěł ĺ řăśŕőńőčă¿šś£ ć šőůěů-

ŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ĺňěěšś£ ňŋőčő ňăšěňăšĺůěśłĺţ łőŋśšřşłűĺľ šőůěůŋőčő čěőňěšřĺůěśłőčő

ŕřőśšřăŋśšćă. Ć ¡šőň łşřśě ňż őąśşďĺň ďćě ĺğ ŋĺţ: ăťťĺŋŋőě ĺ ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćă. Őąě őŋĺ ĺśţőď£š ĺğ ďăŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ĺ őąž£śŋ£¿š, ć śşźŋőśšĺ, ść£ğĳ ňěęďş šőůłăňĺ ĺ ćěłšőřăňĺ.

Ŋěťőřňăńĳŋő čőćőř£, ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő | ¡šő ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő šőůěł, ć łőšőřőň ćěłšőřż ĺğ ďăŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňőčşš ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳś£ łăł ŋăŕřăćńěŋŋżě őšřěğłĺ, ă šőůŋěě, | łăł łńăśśż řăćŋżţ ŋăŕřăćńěŋŋżţ őšřěğłőć. Ťőřňăńĺğőćăšĳ ¡šő ňőęŋő ďćşň£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ śŕőśőąăňĺ.

1.1. Őŕřěďěńěŋĺě. (Ŕěřćżľ śŕőśőą) Ňŋőęěśšćő A ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋżň^1 ŕřőśšřăŋśšćőň ăśśőűĺĺřőćăŋŋżň ś ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň VA , ěśńĺ ğăďăŋă őŕěřăűĺ£

A × VA −→ A : (p; v) −→ p + v ∈ A ;

łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ őšłńăďżćăŋĺěň ćěłšőřă v őš šőůłĺ p ĺ şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň:

(i) (p + v) + w = p + (v + w) ∀v:w ∈ VA ∀p∈A (ii) p + −→0 = p ∀p∈A (iii) ∀p; q ∈ A ćěłšőř v ∈VA , šăłőľ ůšő q = p + v, śşźěśšşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ.

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. (Ćšőřőľ śŕőśőą) Ňŋőęěśšćő A ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżň ś ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň VA , ěśńĺ łăęďőľ ŕăřě šőůěł P; Q ∈ A

śőŕőśšăćńěŋ ćěłšőř^→P Q ∈ VA , šăł ůšő ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě ďćă şśńőćĺ£:

1¡šőš šěřňĺŋ | łăńĳłă ś ăŋčńĺľśłőčő a‹ne (ăśśőűĺĺřőćăŋŋżľ), ůěň ĺ őąşśńőćńěŋă ěčő ŋěčřěůěśłă£ őřťőčřăťĺ£

(i) ∀v ∈VA ĺ ∀P ∈A śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă šőůłă Q∈A , šăłă£ ůšő^→P Q = v; (ii) Ďń£ ń¿ążţ šř-ěţ šőůěł A; B; C ∈ A (ŋěőą£ğăšěńĳŋő řăğŋżţ) ćżŕőńŋěŋő ŕřăćĺńő šřě-

şčőńĳŋĺłă:^→AB +^→BC =^→AC .

Ğăďăůă 2.1. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őąă őŕřěďěńěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ğăďăůă 2.2. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ďń£ ůěšżř-ěţ šőůěł A; B; C; D ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă řăćěŋśšćă^→AB =^→DC ĺ^→BC =^→AD řăćŋőśĺńĳŋż ďřşč ďřşčş (¡šőš ťăłš ĺğćěśšěŋ

łăł ŕřăćĺńő ŕăřăńńěńőčřăňňă).

1.3. Ăťťĺŋĺğăűĺ£ ĺ ćěłšőřĺğăűĺ£. Śő ćś£łĺň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň V ňőęŋő łăŋőŋĺůěśłĺ ść£ğăšĳ ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ŋăğżćăěňőě ěčő ăťťĺŋĺğăűĺěľ ĺ őąőğŋăůăěňőě A¸ (V ), Šőůłĺ A¸ (V ) ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ćěłšőřăň V , ĺ ěśńĺ A; B ∈ A¸ (V ) { ďćě šőůłĺ, śőőšćěšśšćş¿źĺě ćěłšőřăň a; b ∈ V , šő ćěłšőř^→AB ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńăčă¿š řăćŋżň^→AB = b − a.

Šăłĺň őąřăğőň, šőůłĺ A¸ (V ) ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł łőŋűż ćěłšőřőć ĺğ V , őšńőęěŋŋżţ őš ŋşń£ O ∈A¸ (V ).

Ğăďăůă 2.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő A¸ (V ) şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Őąřăšŋă£ ŕřőűěďşřă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă A ć ćĺďě ňŋőęěśšćă łőŋűőć ćěłšőřőć ăśśőűĺĺřőćăŋŋőčő ś ŋĺň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă VA ŋăğżćăěšś£ ćěłšőřĺğăűĺěľ ĺ őŕřěďěńěŋă ŋěőďŋőğŋăůŋő | őŋă ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ć A šőůłĺ O ∈ A , ŋăğżćăěňőľ ŋăůăńőň

őšśůěšă ĺńĺ űěŋšřőň ćěłšőřĺğăűĺĺ. Ěśńĺ šăłőě ŋăůăńő ćżąřăŋő, šő, śőŕőśšăćń££ łăęďőľ

šőůłě P ∈ A ě-ě řăďĺşś-ćěłšőř^→OP ∈ VA , ňż ŕőńşůăěň őšőęďěśšćńěŋĺě šőůěł A ś ćěłšőřăňĺ ĺğ VA .

Ć ůăśšŋőśšĺ, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ŋăąőřă šőůěł łăł šőůłş, řăďĺşśćěłšőř łőšőřőľ řăćěŋ śőőšćěšśšćş¿źěľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺ¿ řăďĺşś-ćěłšőřőć šőůěł ĺğ ŋăąőřă őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěłőšőřőľ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŋăůăńĳŋőľ šőůłĺ. Řăğşňěěšś£, řěğşńĳšăš ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš ćżąőřă ŋăůăńĳŋőľ šőůłĺ, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň őďŋőčő ğăňěůăšěńĳŋőčő śńşůă£, ŕőďřőąŋěě ő łőšőřőň ňż ŕőčőćőřĺň ć śńěďş¿źěň ŕăřăčřăťě.

Ğăďăůă 2.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ šőůěł, ć łőšőřőľ śşňňă łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăćŋă 1, ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă űěŋšřă ćěłšőřĺğăűĺĺ.

Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ćěłšőřĺğăűĺ¿ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă A ś űěŋšřőň ć šőůłě O ∈ A ůěřěğ Vect_O(A ).

1.4. Ăťťĺŋŋżě őšőąřăęěŋĺ£. Ćś£łőě őšőąřăęěŋĺě F : A −→ B ňěęďş ăťťĺŋŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŕőřőęďăěš őšőąřăęěŋĺě ~F_O : Vect_O(A ) −→ Vect_{F (O)}(B ) ňěęďş ĺţ ćěłšőřĺğăűĺ£ňĺ (ğăćĺś£źěě, ćőőąźě čőćőř£, őš ćżąőřă űěŋšřă). Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿

~F_O(^→OP ) =^→ F (O)F (P ) ∈Vect_{F (O)}(B ) ∀^→OP ∈Vect_O(A )

Őšőąřăęěŋĺě F ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋżň (ĺńĺ čőňőňőřťĺğňőň ăťťĺŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć), ěśńĺ ~F_O | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř. Łőřřěłšŋőśšĳ šăłőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ďă-ěš śńěďş¿źă£ 1.4.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ A ĺB | ăťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ś ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ VA ĺ VB . Ěśńĺ őšőąřăęěŋĺě ~F_O : VA −→ VB ńĺŋěľŋő ţőš£ ąż ďń£ őďŋőľ šőůłĺ

§1: Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ 23

O ∈ A , šő őŋő ńĺŋěľŋő ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ (š.ě. ∀O1; O2 ∈ A

őŕěřăšőřż ~F_{O1} ĺ ~F_{O2} śőćŕăďă¿š łăł ¡ńěňěŋšż Hom(VA ; VB )).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ O ∈ A | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ šőůłă. Ěśńĺ FO : VA −→ VB £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, šő ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ O_1 ∈ A ĺ ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă v =^→O_1Q ∈ VA ŕőńşůĺň:

~F_{O1} (v) =^→ F (O_1)F (Q) =^→

F (O)F (Q) −^→

F (O)F (O_1) =

= ~F_O(^→OQ ) − ~F_O(^→OO_1 ) = ~F_O(^→OQ −^→OO_1 ) = F_O(v) :

İšő ğŋăůĺš, ůšő ~F_{O1} = ~F_O, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

1.4.2. Ďĺťťěřěŋűĺăń. Ŕőśłőńĳłş őŕěřăšőř FO ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ O, őŋ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ DF ĺ ŋăğżćăěšś£ ďĺťťěřěŋűĺăńőň^2 ăťťĺŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ F .

Őšőąřăęěŋĺě F őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£, ěśńĺ ĺğćěśšěŋ ěčő ďĺťťěřěŋűĺăń ĺ őąřăğ łăłőľ-ńĺąő šőůłĺ: ∀v ∈ V ĺňěěň F (O + v) = F (O) + DF (v). Ć ůăśšŋőśšĺ, ďćă őšőąřăęěŋĺ£ F ĺ G ś őďĺŋăłőćżň ďĺťťěřěŋűĺăńőň řăğńĺůă¿šś£ ŋă ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś: ěśńĺ DF = DG ĺ fi =^→

F (O)G(O) , šő ∀P ŕőńşůĺň

G(P ) = G(O+^→OP ) = G(O) + DG(^→OP ) = F (O) + DF (^→OP ) + fi = F (P ) + fi

Ďőŕşśłă£ ĺğćěśšŋş¿ ćőńĳŋőśšĳ řěůĺ, ňőęŋő śłăğăšĳ,ůšő ăťťĺŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ěśšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ĺ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă.

1.4.3. Ăťťĺŋŋżě ťşŋłűĺőŋăńż. Ăťťĺŋŋőě őšőąřăęěŋĺě a: A −→ A¸ (k), čďě A¸ (k) | ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ăśśőűĺĺřőćăŋŋőě ś 1-ňěřŋżň łőőřďĺŋăšŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň. Ěśńĺ ć A ćżąřăŋă ŋăůăńĳŋă£ šőůłă O ∈ A , ňż, ŕő ŕřěďżďşźěňş, ňőęěň ğăŕĺśăšĳ ∀P ∈ A

a(P ) = ¸(^→OP ) + a_0 ;

čďě a_0 = a(O) ∈ k ěśšĳ ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă a ć šőůłě O, ă ¸ ∈ VA^∗ ěśšĳ ďĺťťěřěŋűĺăń a, š.ě. ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă VA .

Ğăďăůă 2.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ăťťĺŋŋżě ťşŋłűĺőŋăńż ŋă n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śőśšăćń£¿š (n + 1)-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

2Ěśńĺ A ĺ B | ăťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň R, šő ďń£ ń¿ąőčő őšőąřăęěŋĺ£ F : A −→ B ĺ ń¿ąőľ šőůłĺ O ∈ A ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ďĺťťěřěŋűĺăń D_O F : VA −→ VB łăł "ńĺŋěľŋş¿ ůăśšĳ" őšőąřăęěŋĺ£ ~F_O , ă šőůŋěě, łăł šăłőľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ňěęďş ăśśőűĺĺřőćăŋŋżňĺ ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, łőšőřżľ ŕřĺąńĺęăěš ~F_O ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňăńżţ ŕőř£ďłă ćżÿě ŕěřćőčő, šăł ůšő

F (P ) = F (O) + D_O F (^→OP ) + o(^→OP ) .

Řăğşňěěšś£, D_O F ąşďěš śşźěśšćőćăšĳ ŋě ďń£ ćśěţ őšőąřăęěŋĺľ (šě őšőąřăęěŋĺ£, ďń£ łőšőřżţ ďĺťťěřěŋűĺăń śşźěśšćşěš, ŋăğżćă¿šś£ ć ăŋăńĺğě ďĺťťěřěŋűĺřşěňżňĺ) ĺ ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš O. Ďőłăğăŋŋă£ ćżÿě ńěňňă ć ¡šĺţ šěřňĺŋăţ őğŋăůăěš, ůšő ăťťĺŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ĺ ĺňěěš ŕőśšő£ŋŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿.

1.5. Ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż. Ăťťĺŋĺğăűĺ¿ A¸ (k^n) łőőřďĺŋăšŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćă¿š ăťťĺŋŋżň łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ĺ őąőğŋăůă¿š A^n ĺńĺ A^n (k), ěśńĺ ćăęŋő őąőğŋăůĺšĳ ŕőńě. Ŕřőĺğćőńĳŋőě n-ňěřŋőě ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş A^n ć šőň śňżśńě, ůšő śşźěśšćşěš ąĺěłšĺćŋőě ăťťĺŋŋőě őšőąřăęěŋĺě A ~−→A^n . Łăęďőě šăłőě őšőąřăęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋőľ śĺśšěňőľ łőőřďĺŋăš ŋă A ĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ćżąőřőň ć A řěŕěřă, š.ě. ŋăůăńĳŋőľ šőůłĺ O ∈ A ĺ ąăğĺśă (e_1; e_2; : : : ; e_n) ć VA .

Ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż šőůłĺ P ∈ A őšŋőśĺšěńĳŋő řěŕěřă {O; (e1; e2; : : : ; en)} | ¡šő śšőńąěű

łőőřďĺŋăš ćěłšőřă^→OP ć ąăğĺśě (e_1; e_2; : : : ; e_n), řăśśňăšřĺćăěňżľ łăł šőůłă ć A^n = A¸ (k^n).

Ğăďăůă 2.6. Łăł ść£ğăŋż ńĺŋěľŋżě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă^→P Q ć ąăğĺśě (e1; e2; : : : ; en) ĺ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż šőůěł P ĺ Q őšŋőśĺšěńĳŋő řěŕěřă {O; (e_1; e_2; : : : ; e_n)}? Ğăďăůă 2.7. Ŕşśšĳ (x ) | ăťťĺŋŋżľ łőőřďĺŋăšŋżľ śšőńąěű ŋă A^n . Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ăťťĺŋŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă A^n ĺňěěš ćĺď a(x) = a_1x^1 + · · · + a_nx^n + a_0, čďě a ∈k | łőŋśšăŋšż, őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěňżě ŕő a.

Ğăďăůă 2.8. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćś£łőě ăťťĺŋŋőě őšőąřăęěŋĺě F : A^n −→ A^m ďěľśšćşěš ŋă śšőńąěű łőőřďĺŋăš ŕő ťőřňşńě: F (x) = M(x ) + (b^—) (čďě M | ňăšřĺűă řăğňěřă m × n, ă (b^—) | śšőńąěű łőőřďĺŋăš ŋěłőľ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ šőůłĺ ć A^m ), ŕřĺů-ěň ĺ M ĺ b őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő F .

1.6. Ăťťĺŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. k-ňěřŋżň ăťťĺŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ĺńĺ łőřőůě, k-ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A ŋăğżćăěšś£ ćś£łőě ŕőďňŋőęěśšćő ćĺďă

ı(p; U) = p + U = {q ∈A | q = p + u ŕő ćśěň u∈U};

čďě p ∈ A | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ šőůłă, ă U ⊂ VA | ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŋăğżćăěňőě

ŋăŕřăćń£¿źĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ŕńőśłőśšĺ ı = ı(p; U).

Ŋěťőřňăńĳŋő, ŕńőśłőśšĳ | ¡šő śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ šőůěł, łőšőřżě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ŋěłőšőřőľ ďăŋŋőľ šőůłĺ p, őšłńăďżćă£ őš ŋě-ě ćśěćőğňőęŋżě ćěłšőřż ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U.

Ğăďăůă 2.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ı(p; U) = ı(q; W ) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă U = W ĺ^→pq ∈ U = W .

Ğăďăůă 2.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő M ⊂ A šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ăťťĺŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, łőčďă ćěłšőřż^→pq ś p; q ∈ M śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć VA .

Ŕşśšĳ ı = ı(p; U) ⊂ A . Ůĺśńă dimı^{def}= dimU ĺ codimı^{def}= dim A − dim U ŋăğżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, řăğňěřŋőśšĳ¿ ĺ łőřăğňěřŋőśšĳ¿ ŕńőśłőśšĺ ı. Ŕńőśłőśšĺ łőřăğňěřŋőśšĺ 1 ŋăğżćă¿š čĺŕěřŕńőśłőśš£ňĺ, ă ŕńőśłőśšĺ řăğňěřŋőśšĺ 1 | ŕř£ňżňĺ.

Ğăďăůă 2.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ůěřěğ ń¿ążě k + 1 šőůěł, ŋě ńěęăźĺţ ć (k − 1)-ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĺ, ŕřőţőďĺš ĺ ŕřĺšőň šőńĳłő őďŋă k-ňěřŋă£ ŕńőśłőśšĳ (ć ůăśšŋőśšĺ, ůěřěğ ń¿ąş¿ ŕăřş ŋěśőćŕăďă¿źĺţ šőůěł ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ěďĺŋśšćěŋŋş¿ ŕř£ňş¿). Ğăďăůă 2.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, łőčďă ćňěśšě ś łăęďżňĺ ďćşň£ šőůłăňĺ őŋő śőďěřęĺš ĺ ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ŋĺţ ŕř£ňş¿.

1.6.1. Ğăďăŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć şřăćŋěŋĺ£ňĺ. Ćś£łă£ ŕńőśłőśšĳ

ı(p; U) = p + U ∈ A¸ (V )

§2: Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż 25

ňőęěš ążšĳ ğăďăŋă łăł ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ ŋěőďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ:

ı(p; U) = {v ∈A¸ (V ) | ¸(v) = ¸(p) ∀¸∈AnnU}

(ďěľśšćĺšěńĳŋő, şśńőćĺě v = p + u, čďě u∈U, řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ¸(v) = ¸(p) ∀¸∈Ann U). Ćżąőř ć Ann U ąăğĺśă {¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_{n−k}} ŕőğćőń£ěš ğăňěŋĺšĳ ¡šş śĺśšěňş řăćŋőśĺńĳŋőľ śĺśšěňőľ ĺğ n−k şřăćŋěŋĺľ, šăł ůšő łőřăğňěřŋőśšĳ ŕńőśłőśšĺ řăćŋă ŋăĺňěŋĳÿěňş ůĺśńş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, łőšőřżňĺ ě-ě ňőęŋő ğăďăšĳ.

1.6.2. Ćğăĺňŋőě řăśŕőńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ı1 ĺ ı2 | ďćě ŕńőśłőśšĺ ć A¸ (V ), ś ŋăŕřăćń£¿źĺňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ U_1 ĺ U_2 śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă ĺňě¿šś£ ďćě ćőğňőęŋőśšĺ: ı_1 ∩ ı_2 = ? ĺ ı_1 ∩ ı_2 ≠ ?.

Ć ŕěřćřőň śńşůăě ŕńőśłőśšĺ ŋăğżćă¿šś£ śłřěźĺćă¿źĺňĺś£, ěśńĺ U_1 ∩ U_2 = {0}, ĺ ŕăřăń-

ńěńĳŋżňĺ ś łřăšŋőśšĳ¿ k, | ěśńĺ U1 ∩ U2 = W ĺ dimW = k > 0.

Ć śńşůăě, łőčďă ŕěřěśěůěŋĺě ŕńőśłőśšěľ ŋě ŕşśšő, őŋő £ćń£ěšś£ ŕńőśłőśšĳ¿, ăśśőűĺĺřőćăŋŋőľ ś ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň U_1 ∩ U_2. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ U_1 ∩ U_2 = 0, ŋő ı_1 ∩ ı_2 ≠ ?, šő ı_1 ∩ ı_2 | őďŋă šőůłă (š.ě. ŋşńĳňěřŋă£ ŕńőśłőśšĳ), ĺ ć ¡šőň śńşůăě ŕńőśłőśšĺ ŋăğżćă¿šś£

šřăŋśćěřśăńĳŋżňĺ.

1.6.3. Ăťťĺŋŋżě őąőńőůłĺ. Ŋăĺňěŋĳÿă£ ŕńőśłőśšĳ, śőďěřęăźă£ ďăŋŋőě ňŋőőęěśšćő šőůěł M ⊂ A¸ (V ) ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłőľ ňŋőęěśšćă M ĺ őąőğŋăůăěšś£ a¸(M). İšş ŕńőśłőśšĳ ňőęŋő šăłęě őŕĺśăšĳ łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ăťťĺŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, śőďěřęăźĺţ M, ńĺąő łăł ŕńőśłőśšĳ ćĺďă ı(p; U) = p + U, čďě p ∈ M, ă U ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćśěćőğňőęŋżţ ćěłšőřőć^→pq ś p; q ∈ M.

Ğăďăůă 2.13. Ŕřőćěřĳšě łőřřěłšŋőśšĳ ĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ¡šĺţ ďćşţ őŕĺśăŋĺľ. Ğăďăůă 2.14. Ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłĺ ďćşţ śłřěźĺćă¿źĺţś£ ŕńőśłőśšěľ řăğňěřŋőśšěľ m ĺ k.

Ğăďăůă 2.15. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ťşŋłűĺőŋăńż ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ ŋă ŋěłőšőřőň ňŋőęěśšćě šőůěł ŕőřőęďă¿š ŕřőśšřăŋśšćő, śőŕř£ę-ěŋŋőě ł ćěłšőřŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş ăťťĺŋŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ŋă ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłě ¡šĺţ šőůěł.

x2. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż

2.1. Űěŋšř š£ęěśšĺ śĺśšěňż šőůěł. Ŕřěďŕőńőęĺň. ůšő ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A ŋăď ŕőńěň k ğăďăŋ ŋăąőř šőůěł p_1; p_2; : : : ; p_s , ĺ łăęďőľ šőůłě p ŕřĺŕĺśăŋ ćěś – ∈ k. Šőůłă c ŋăğżćăěšś£ űěŋšřőň š£ęěśšĺ (ĺńĺ űěŋšřőň ňăśś) ¡šőčő ŋăąőřă ćğćěÿěŋŋżţ šőůěł, ěśńĺ s∑ =1 –^→cp = 0 (2-1)

e e e e u � � � JJ JJ J HHH � 6

?

6

? c

Řĺś. 2{Ă. Ňőňěŋšż śĺń.

İšő ŋăğćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ĺğ ňěţăŋĺłĺ ĺ ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ŕřĺ k = R śşňňă ć ńěćőľ ůăśšĺ (2-1) ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ăńčěąřăĺůěśłă£ śşňňă ňőňěŋšőć őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ c śĺń – , ŕřĺńőęěŋŋżţ ł šőůłăň p ć ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżţ ĺţ ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłě, łăł ŋă řĺś.řĺś. 2{Ă (ěśńĺ ¡šă őąőńőůłă | ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő, šő ěčő śńěďşěš ćńőęĺšĳ ć łăůěśšćě čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ć ŋěłőšőřőě ąőńĳÿěě ŕřőśšřăŋśšćő).

Łăł ĺğćěśšŋő ĺğ ňěţăŋĺłĺ, řăćěŋśšćő ŋşń¿ šăłőľ śşňňż őğŋăůăěš, ůšő ŕńőśłőśšĳ ğăłřěŕń-ěŋŋă£ ć šőůłě c ŋě ąşďěš ćřăźăšĳś£ ŕőď ďěľśšćĺěň ¡šĺţ śĺń.

2.1.1. Ńěňňă. Ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă šőůěł p1; p2; : : : ; ps ś ćěśăňĺ –1; –2; : : : ; –s , šăłĺňĺ ůšő ∑ – ≠ 0, űěŋšř š£ęěśšĺ śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň łăłĺě-ńĺąő ďćě řăğńĺůŋżě šőůłĺ c ĺ e ĺ śřăćŋĺň śşňňż ňőňěŋšőć (2-1), ŕőśůĺšăŋŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ ďćşţ šőůěł: ∑ –^→ep = ∑ – (^→ec +^→cp ) = (∑ – )_→ ec + ∑ –^→cp

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ ∑ – ≠ 0 śşňňż řăğńĺůă¿šś£ ŋă ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř (∑ – )_→ ec . Ŕő¡šőňş, ğăťĺłśĺřőćăć ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş e, ňż ŕőńşůĺň ŋşńěćş¿ śşňňş ňőňěŋšőć ć šőůŋőśšĺ ďń£

ěďĺŋśšćěŋŋőľ šőůłĺ c, ść£ğăŋŋőľ ś e ŕő ťőřňşńě: c = e + ∑ i –_i∑ – →ep_i. □

2.1.2. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă ůĺśěń –1; –2; : : : ; –s ∈ k ś śşňňőľ^∑ – = 1 ĺ ń¿ąőčő ŋăąőřă šőůěł p_1; p_2; : : : ; p_s šőůłă

c = e + ∑ –^→ep

ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ e (ĺ £ćń£ěšś£ űěŋšřőň š£ęěśšĺ ďń£ šőůěł p ś ćěśăňĺ – ).

2.2. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőňąĺŋăűĺĺ. Ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő śşňňă ćěśőć^∑ – = 1 šőůłă c = e + ∑ –^→ep ĺğ ŕřěďżďşźěčő śńěďśšćĺ£ ŋăğżćăěšś£ ąăřĺűěŋšřőň śĺśšěňż šőůěł p ś ćěśăňĺ – ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ ∑ – p . Ŕőďůěřłŋş, ůšő ¡šő őąőğŋăůěŋĺě ŕřěďŕőńăčăěš, ůšő ∑ – = 1. Śşňňă ∑ – p ŋăğżćăěšś£ ąăřĺűěŋšřĺůěśłőľ łőňąĺŋăűĺěľ ĺ ćő ňŋőčĺţ śńşůă£ţ ćěď-ěš śěą£ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ăťťĺŋŋżň őąžěłšăň šőůŋő šăłęě, łăł ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ćěłšőřőć ćěď-ěš śěą£ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ńĺŋěľŋżň őąžěłšăň.

Ğăďăůă 2.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ąăřĺűěŋšřĺůěśłőľ łőňąĺŋăűĺĺ^∑ – p ĺ ďń£ ń¿ąőčő ăťťĺŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ F śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő: F ( ∑ – p ) = ∑ – F (p)

2.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ (n + 1) šőůěł (p0; p1; p2; : : : ; pn) ŋě śőďěřęăšś£ ć (n − 1)- ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĺ (ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, dim A¸ (p_0; p_1; p_2; : : : ; p_n) = n). Šőčďă ń¿ąă£ šőůłă q ∈ A¸ (p_0; p_1; p_2; : : : ; p_n) ďőŕşśłăěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě ąăřĺűěŋšřĺůěśłőľ łőňąĺŋăűĺĺ: q = ∑ – p :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Şśńőćĺ£ őğŋăůă¿š, ůšő n ćěłšőřőć^→p0p_i, čďě i = 1; 2; : : : ; n, śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě Vect_{p0} A¸ (p_0; p_1; p_2; : : : ; p_n). Šěň śăňżň ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ q ĺğ ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłĺ A¸ (p_0; p_1; p_2; : : : ; p_n) ćěłšőř^→p_0q ďőŕşśłăěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě

→p_0q = n∑ =1 –^→p_0p :

§2: Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż 27

İšő řăćěŋśšćő ¡łćĺćăńěŋšŋő řăćěŋśšćş q = p_0 +^n ∑ =0 –^→p_0p , łőšőřőě ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő^n ∑ =0 – =

1 (š.ě. ůšő ćěńĺůĺŋă –_0 ćżůĺśń£ěšś£ ĺğ řăćěŋśšćă –_0 = 1−^n ∑ =1 – ), ĺ őğŋăůăěš, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿,

ůšő q | ¡šő ąăřĺűěŋšř. □ 2.3. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż. Ěśńĺ ć n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ťĺłśĺřőćăšĳ (n + 1) šőůěł (p_0; p_1; p_2; : : : ; p_n), łőšőřżě ěčő ăťťĺŋŋő ŕőřőęďă¿š, šő łăł ŕőłăğżćăěš ŕřěďżďşźěě ŕřěďńőęěŋĺě, šőůłĺ ŕřőśšřăŋśšćă ňőęŋő őďŋőğŋăůŋő ŕăřăňěšřĺğőćăšĳ ŋăąőřăňĺ ĺğ n+1 ůĺśěń (–_0; –_1; –_2; : : : ; –_n), ŕőďůĺŋ-ěŋŋżţ şśńőćĺ¿^n ∑ =0 – = 1. Šăłĺě ŋăąőřż ŋăğż¿šś£ ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ šőůěł ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă őšŋőśĺšěńĳŋő ăťťĺŋŋőčő ąăğĺśă (p0; p1; p2; : : : ; pn). Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łoořďĺŋăšż ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłă¿š ćő ňŋőčĺţ

ğăďăůăţ ĺ ćěďşš śěą£ ăŋăńőčĺůŋő ăťťĺŋŋżň łőőřďĺŋăšăň.

Ğăďăůă 2.17. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕńőśłőśšĺ ğăďă¿šś£ ć ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺţ łőőřďĺŋăšăţ śĺśšěňăňĺ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ĺ ŋăőąőřőš, | śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż (ćňěśšě ś şśńőćĺěň ∑ – = 1) őŕĺśżćă¿š ŕńőśłőśšĺ.

Ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ś ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ ůěřěğćżůăľŋő ŕőńěğŋă śńěďş¿źă£ šěőřěňă, ŕřěďśšăć¿źă£ śőąőľ śćőěčő řőďă ğăłőŋ ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ (ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňěţăŋĺůěśłőľ ĺŋšşĺűĺĺ | őůěćĺďŋżľ!).

2.4. Šěőřěňă ő čřşŕŕĺřőćăŋĺĺ ňăśś. Ŕşśšĳ šőůłĺ p1; p2; : : : ; ps ś ćěśăňĺ –1; –2; : : : ; –s ĺňě¿š űěŋšř š£ęěśšĺ p, ă šőůłĺ q_1; q_2; : : : ; q_r ś ćěśăňĺ —_1; —_2; : : : ; —_r ĺňě¿š űěŋšř š£ęěśšĺ q. Ěśńĺ őąžěďĺŋěŋĺě ¡šĺţ ďćşţ ŋăąőřőć šőůěł^3, ĺňěěš űěŋšř š£ęěśšĺ c, šő c ąşďěš šăłęě ĺ űěŋšřőň š£ęěśšĺ ďń£ ŕăřż šőůěł p ĺ q, ćğ£šżţ ś ćěśăňĺ ∑ –_i ĺ ∑ —_j śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş c | űěŋšř š£ęěśšĺ őąžěďĺŋ-ěŋŋőčő ŋăąőřă, ĺňěěň řăćěŋśšćő: ∑ i –_i^→cp_i + ∑ j —_j^→cq_j = 0

Ŕőďśšăćń££ ć ŋěčő^→cp_i =^→cp +^→pp_i ĺ^→qq_j =^→cq +^→qq_j , ĺ ŕőńĳğş£śĳ řăćěŋśšćăňĺ ∑ –_i^→pp_i = 0 ĺ ∑ —_j^→qq_j = 0, ŕőńşůĺň: (∑ –_i )_→ cp + (∑ —_j )_→ cq = 0. □ 2.4.1. Śńěďśšćĺě. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłă£ łőňąĺŋăűĺ£ őš ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺţ łőňąĺŋăűĺľ £ćń£ěšś£ ąăřĺűěŋšřĺůěśłőľ łőňąĺŋăűĺěľ ĺśţőďŋżţ šőůěł, š.ě. ěśńĺ šőůłĺ {r_i} ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺ ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ šőůłĺ {q_j}, ă ¡šĺ ŕőśńěďŋĺě | ůěřěğ šőůłĺ {p_k}, šő {r_i} ŕřěďśšăćĺňż ć ćĺďě ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺţ łőňąĺŋăűĺľ {p_k}.

2.4.2. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ ŋă ăťťĺŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŋăřĺśőćăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC, ĺ ŋă ěčő śšőřőŋăţ (ĺńĺ ŋă ĺţ ŕřőďőńęěŋĺ£ţ) ćğ£šż šőůłĺ A_1; B_1; C_1 (śň. řĺś. 2{Ą). Ŋăąőř ćěśőć ¸; ˛; ‚, łőšőřżě śńěďşěš ŕőňěśšĺšĳ ć ěčő ćěřÿĺŋż, šăł ůšőąż űěŋšř š£ęěśšĺ šőůěł A ĺ B őłăğăńś£ ć šőůłě C_1, űěŋšř š£ęěśšĺ šőůěł B ĺ C | ć šőůłě A_1, ă űěŋšř š£ęěśšĺ šőůěł C ĺ A | ć šőůłě B_1, śşźěśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă → BA_{1→}

A_1C · → CB_{1→}

B_1A · → AC_{1→}

C_1B

= 1 (2-2)

3Ć şśńőćĺĺ šěőřěňż ďőŕşśłăěšś£, ůšőąż ŋăąőřż ĺňěńĺ őąźĺě šőůłĺ. Ŕřĺ őąžěďĺŋěŋĺĺ ŋăąőřőć ć šăłĺţ šőůłăţ ćěśă śłńăďżćă¿šś£.

(čďě ŕőď őšŋőÿěŋĺěň ďćşţ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ ćěłšőřőć ŕőŋĺňăěšś£ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ). Ěśńĺ ŋăŕĺśăŋŋőě şśńőćĺě ćżŕőńŋěŋő, šő ŕő šěőřěňě ő čřşŕŕĺřőćăŋĺĺ ňăśś űěŋšř š£ęěśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ďőńęěŋ ńěęăšĳ ŋă łăęďőľ ĺğ ŕř£ňżţ AA_1, BB_1, CC_1, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő őŋĺ ąşďşš ŕěřěśěłăšĳś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ šőůłăţ A_1 ĺ B_1 şśńőćĺě (2-2) őďŋőğŋăůŋő ťĺłśĺřşěš ĺ šőůłş C_1. Ŕő¡šőňş ŕř£ňă£ CC_1 ąşďěš ŕřőţőďĺšĳ ůěřěğ šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AA_1 ĺ BB_1 šőńĳłő ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ řăćěŋśšćă (2-2) ĺ ŋĺłőčďă ąőńěě. u u u u u u � � � � � �@@ @@ @@ @@ @@ @@ A

B_1

C

A_1

C_1 B Řĺś. 2{Ą. Ł šěőřěňě Ůěćż.

Ĺšăł, şśńőćĺě (2-2) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ŕř£ňżě AA_1; BB_1; CC_1 ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. İšőš ťăłš ĺğćěśšěŋ łăł šěőřěňă Ůěćż.

Ğăďăůă 2.18. Ŕşśšĳ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŕőńěň R ğăďăŋ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř ĺğ n šőůěł. Ěčő ňěďĺăŋőľ ś ćěřÿĺŋőľ ć őďŋőľ ĺğ ğăďăŋŋżţ šőůěł ŋăğżćăěšś£ őšřěğőł^4, śőěďĺŋ£¿źĺľ ¡šş šőůłş ś űěŋšřőň š£ęěśšĺ őśšăńĳŋżţ šőůěł, ćğ£šżţ ś ěďĺŋĺůŋżňĺ ćěśăňĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ňěďĺăŋż ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě ĺ ďěń£šś£ ¡šőľ šőůłőľ ć őšŋőÿěŋĺĺ (n − 1) : 1, śůĺšă£ őš ćěřÿĺŋ.

x3. Ćżŕşłńă£ čěőňěšřĺ£.

Ś ¡šőčő ňőňěŋšă ĺ ďő łőŋűă śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ šőńĳłő ăťťĺŋŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŋăď ŕőńěň ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń R (ćśě ĺśłń¿ůěŋĺ£ ąşďşš śŕěűĺăńĳŋő őčőćăřĺćăšĳś£). Ăťťĺŋŋă£ čěőňěšřĺ£ ćěźěśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ŕřěďśšăćń£ěš őśőążľ ĺŋšěřěś, ŕőśłőńĳłş ĺňěŋŋő őŋă, śőąśšćěŋŋő, ĺ śőśšăćń£ěš śőďěřęăŋĺě čěőňěšřĺĺ ć šřăďĺűĺőŋŋőň ŕőŋĺňăŋĺĺ ¡šőčő śńőćă ĺ ŋăĺąőńěě ŕřĺćżůŋă ďń£ \ňăśśőćőľ" čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšşĺűĺĺ. Ťőřňăńĳŋă£ ęě ě-ě śŕěűĺťĺłă śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŋă ŕř£ňőľ R^1 ĺňěěšś£ ŕőř£ďőł, š.ě. ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă řăğąĺćă¿šś£ ŋă őšřĺűăšěńĳŋżě ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżě, ă šăłęě ć šőň, ůšő ŋă ćěźěśšćěŋŋżţ ăťťĺŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ĺňěěšś£ šőŕőńőčĺ£, ţőřőÿő ĺğćěśšŋă£ ĺğ łşřśă ăŋăńĺğă.

3.1. Łşąż ĺ śšăŋďăřšŋă£ šőŕőńőčĺ£ ć R^n. Ťĺłśĺřşěň ć ćěźěśšćěŋŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě łăłĺě-ńĺąő ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż (x^1; x^2; : : : ; x^n).

3.1.1. Łşąż. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ "-łşąőň ś űěŋšřőň ć šőůłě p = (p^1; p^2; : : : ; p^n) ťĺčşřş

Q(p; ") = {x = (x^1; x^2; : : : ; x^n) | |x^i − p^i| ≤ " ∀i};

čďě ŕőď " ćśěčďă ŕőŋĺňăěšś£ ćěźěśšćěŋŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő. Ŕřĺ ¡šőň łşą Q(0; 1) ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ śšăŋďăřšŋżň łşąőň.

Ğăďăůă 2.19. Śłőńĳłő ş n-ňěřŋőčő łşąă k-ňěřŋżţ čřăŋěľ (ŕřĺ łăęďőň k = 0, 1, : : : , (n − 1)) ĺ śłőńĳłő ş ŋěčő ćŋşšřěŋŋĺţ ďĺăčőŋăńěľ?

Ğăďăůă 2.20. Ŋăřĺśşľšě ŕřőěłűĺ¿ 4-ňěřŋőčő łşąă ŋă 2-ňěřŋş¿ ŕńőśłőśšĳ (ń¿ąş¿, ŋő šăłş¿, ůšőąż řăğŋżě ćěřÿĺŋż ŕřőěłšĺřőćăńĺśĳ ć řăğŋżě šőůłĺ ŕńőśłőśšĺ).

4šőůŋőě őŕřěďěńěŋĺě őšřěğłă (ěśńĺ őŋő Ćăň ĺ šăł ŋě őůěćĺďŋő) śň. ŋěňŋőčő ŋĺęě

§3: Ćżŕşłńă£ čěőňěšřĺ£. 29

Ğăďăůă 2.21. Ŕőćěřţŋőśšĳ 4-ňěřŋőčő łşąă śőśšőĺš ĺğ 3-ňěřŋżţ łşąőć-čřăŋěľ, ă śšăńő ążšĳ ć šř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő śďěńăšĳ řăğć-ěřšłş 4-ňěřŋőčő łşąă, ŕőďőąŋş¿ ĺğćěśšŋőľ ŕńőśłőľ řăğć-ěřšłě ďń£ śłńěĺćăŋĺ£ šř-ěţňěřŋőčő łşąĺłă. Ŋăřĺśşľšě 3-ňěřŋş¿ řăğć-ěřšłş 4-ňěřŋőčő łşąă ĺ śŋăąďĺšě ě-ě şłăğăŋĺ£ňĺ ŕő śłńěľłě (řăğşňěěšś£, řěăńĺğăűĺ£ ¡šĺţ şłăğăŋĺľ ąşďěš ćőğňőęŋă ńĺÿĳ ć 4-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě).

3.1.2. Šőŕőńőčĺ£. Śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺěľ ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ šş, ć łőšőřőľ őšłřżšżňĺ £ćń£¿šś£ ňŋőęěśšćă, śőďěřęăźĺě ćňěśšě ś łăęďőľ śćőěľ šőůłőľ ĺ ŋěłőšőřżľ "-łşą ś űěŋšřőň ć ¡šőľ šőůłě. Ťőřňăńĳŋő, šăłőě őŕřěďěńěŋĺě ğăćĺśĺš őš ťĺłśăűĺĺ łőőřďĺŋăš.

Ğăďăůă 2.22. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ łőőřďĺŋăšăţ őŕĺśăŋŋżľ šőńĳłő ůšő łńăśś őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ďěľśšćĺšěńĳŋő şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň šőŕőńőčĺĺ, ă šăłęě ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ćżąőřě ďřşčĺţ łőőřďĺŋăš ŕőńşůĺšś£ šőš ęě śăňżľ łńăśś őšłřżšżţ ňŋőęěśšć.

Ďőŕőńŋěŋěĺ£ ďő őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ŋăğżćă¿šś£ ğăňłŋşšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ.

Ğăďăůă 2.23. Ďőłăęĺšě, ůšő ğăňłŋşšőśšĳ řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ć ňěśšě ś łăęďőľ śţőď£źěľś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ šőůěł ňŋőęěśšćő śőďěřęĺš šăłęě ĺ ŕřěďěń ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő śţőďĺňőśšĳ ć śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă R^n őğŋăůăěš ć šőůŋőśšĺ ŕőłőőřďĺŋăšŋş¿ śţőďĺňőśšĳ.

Ďń£ ćś£łőľ ťĺčşřż ˘ őŕřěďěńĺň śőćőłşŕŋőśšĳ ě-ě ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł ∘ ˘= {x∈˘ | ∃" > 0 : Q(x; ") ⊂ ˘ }

ĺ ğăňżłăŋĺě —˘ | ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć, śőďěřęăźĺţ ˘. Ćŋěÿŋĺňĺ šőůłăňĺ

˘ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćŋşšřěŋŋĺě šőůłĺ ďőŕőńŋěŋĺ£ ďő ˘. Šőůłĺ, ŋě £ćń£¿źĺěś£ ŋĺ ćŋěÿŋĺňĺ, ŋĺ ćŋşšřěŋŋĺňĺ, ŋăğżćă¿šś£ čřăŋĺůŋżňĺ ĺńĺ śőąśšćěŋŋżňĺ čřăŋĺůŋżňĺ, śňőšř£ ŕő šőňş, ŕřĺŋăďńěęăš ńĺ őŋĺ ťĺčşřě ˘.

Ğăďăůă 2.24. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šőůłă £ćń£ěšś£ čřăŋĺůŋőľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ć ń¿ąőň "-łşąě ś űěŋšřőň ć ¡šőľ šőůłě ńěęăš łăł šőůłĺ ĺğ ˘, šăł ĺ šőůłĺ, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺě ˘.

3.2. Ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ąăřĺűěŋšřĺůěśłş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ∑ – p ; čďě ∑ – = 1 ;

šőůěł p ćżŕşłńőľ, ěśńĺ ćśě ě-ě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŋěőšřĺűăšěńĳŋż: – ≥ 0 ∀. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ćżŕşłńżţ łőňąĺŋăűĺľ ćśěćőğňőęŋżţ łőŋěůŋżţ ŋăąőřőć šőůěł ťĺčşřż ˘ ŋăğżćăěšś£

ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ ťĺčşřż ˘ ĺ őąőğŋăůăěšś£ Conv ˘.

3.2.1. Śĺňŕńěłśż. Ćżŕşłńă£ őąőńőůłă k + 1 šőůěł p0; p1; p2; : : : ; pk , ŋě ńěęăźĺţ ŋĺ ć łăłőľ (k−1)-ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĺ, ŋăğżćăěšś£ k-ňěřŋżň śĺňŕńěłśőň ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ ĺ őąőğŋăůăěšś£

[p_0; p_1; p_2; : : : ; p_k ] = { q = ∑ – p | ∑ – = 1 ĺ – ≥ 0 ∀ }:

Ć ůăśšŋőśšĺ 1-ňěřŋżľ śĺňŕńěłś

[ab] = {q = –a + —b | – + — = 1; – ≥ 0; — ≥ 0} ŋăğżćăěšś£ őšřěğłőň ś łőŋűăňĺ ć šőůłăţ a ĺ b.

Ğăďăůă 2.25. Ŕřőćěřĳšě, ůšő čřăŋĺűă śĺňŕńěłśă [p0;p1; p2; : : : ; pn ] £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ćśěćőğňőęŋżţ śĺňŕńěłśőć ćĺďă [p_1 ; p_2 ; : : : ; p_m ] ś m < n ĺ _i ∈ {0; 1; : : : ; n} ĺ ŕőďśůĺšăľšě łőńĺůěśĺćő čřăŋěľ ć łăęďőľ řăğňěřŋőśšĺ.

3.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő šőůěł ć ćěźěśšćěŋŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ ćżŕşłńżň, ěśńĺ ćňěśšě ś łăęďżňĺ ďćşň£ šőůłăňĺ őŋő śőďěřęĺš ĺ őšřěğőł ś łőŋűăňĺ ć ¡šĺţ

šőůłăţ.

3.4. Ŕřőśšěľÿĺě śćőľśšćă ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő śőďěřęĺš ŋě šőńĳłő ń¿ążě őšřěğłĺ ś łőŋűăňĺ ć ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ¡šőňş ňŋőęěśšćş šőůłăţ, ŋő ĺ ćőőąźě ń¿ążě ćżŕşłńżě łőňąĺŋăűĺĺ śćőĺţ šőůěł (ŋăďő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő łőńĺůěśšćş šőůěł, şůăśšćş¿źĺţ ć łőňąĺŋăűĺĺ ĺ ŕřĺňěŋĺšĳ šěőřěňş ő čřşŕŕĺřőćăŋĺĺ ňăśś).

Ğăďăůă 2.26. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕěřěśěůěŋĺě ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć ćżŕşłńő, ĺ ůšő ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ťŋčşřż ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋă łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć, śőďěřęăźĺţ ¡šş ťĺčşřş.

Ďăńěě, ěśńĺ šőůłĺ a_i śţőď£šś£ ł a, ă šőůłĺ b_i | ł b, šő ŕřĺ ń¿ążţ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ –; — ś ěďĺŋĺůŋőľ śşňňőľ šőůłĺ –a_i +—b_i śţőď£šś£ ł šőůłě –a + —b. Ŕő¡šőňş ğăňżłăŋĺě ćżŕşłńőčő ňŋő-

ęěśšćă ćżŕşłńő.

Ěśńĺ šőůłĺ a ĺ b ńěęăš ć ćżŕşłńőň ňŋőęěśšćě M ćňěśšě ś ŋěłőšőřżňĺ śćőĺňĺ łşąĺůěśłĺňĺ őłřěśšŋőśš£ňĺ, šő ňŋőęěśšćş M ąşďşš ŕřĺŋăďńěęăšĳ ĺ łşąĺůěśłĺě őłřěśšŋőśšĺ ćśěţ šőůěł őšřěğłă [ab] (śň. řĺś. 2{Ć). Ŕő¡šőňş ćŋşšřěŋŋőśšĳ ćżŕşłńőčő

ňŋőęěśšćă ćżŕşłńă.

ıııı ııııı ıııı ııııı

ıııı ııııı ıııı ııııı u u ıııı ııııı

Řĺś. 2{Ć. Ćżŕşłńőśšĳ

ćŋşšřěŋŋőśšĺ.

Ğăďăůă 2.27. Ŕşśšĳ U |őšłřżšőě ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő, ĺ O ∉ U. Şąěďĺšěśĳ, ůšő łőŋşś C(O; U), £ćń£¿źĺľś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ćśěţ őšłřżšżţ ńşůěľ ]OP ) ś P ∈U, šăłęě ąşďěš őšłřżšżň ćżŕşłńżň ňŋőęěśšćőň.

Łőŋşś, ő łőšőřőň ÿńă řěůĳ ć ğăďăůě, őąńăďăěš ğăňěůăšěńĳŋżň śćőľśšćőň: łăęďă£ ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ O ńĺąő ćőőąźě ěčő ŋě ŕěřěśěłăěš, ńĺąő ŕěřěśěłăěš šăł, ůšő ŕő őďŋş śšőřőŋş őš O ćśě šőůłĺ ¡šőľ ŕř£ňőľ ąşďşš ćŋşšřěŋŋĺňĺ ďń£ C(O; U), ă ŕő ďřşčş¿ śšőřőŋş őš O | ćśě šőůłĺ ąşďşš ćŋěÿŋĺňĺ (¡šő ćżšěłăěš ĺğ ćżŕşłńőśšĺ łőŋşśă ĺ šőčő, ůšő šőůłă O ěňş ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš). Őšś¿ďă śřăğş śńěďşěš šăłă£

3.4.1. Ńěňňă. Ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, řăğňěřŋőśšĳ łőšőřőčő ŋě ňěŋěě 2, ůěřěğ šőůłş, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźş¿ őšłřżšőňş ćżŕşłńőňş ňŋőęěśšćş, ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ŕř£ňş¿, ŋě ŕěřěśěłă¿źş¿ ¡šő ňŋőęěśšćő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ŕřěďżďşźĺňĺ őąőğŋăůěŋĺ£ňĺ ĺ řăśśňőšřĺň ğăňżłăŋĺě Z łőŋşśă C(O; U). Ŕřěďżďşźěě ğăňěůăŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő ĺňěěšś£ šőůłă X, ćŋěÿŋ££ ďń£ Z. Ŕřőćěď£ ůěřěğ ŋě-ě ŕř£ňş¿, őšńĺůŋş¿ őš (OX), ŋő ŕěřěśěłă¿źş¿ Z, ňż śňőęěň ŋăľšĺ ŋă ¡šőľ ŕř£ňőľ šőůłş Q ≠ O, čřăŋĺůŋş¿ ďń£ Z. Ŕř£ňă£ (OQ) | ĺśłőňă£, š.ł. ěśńĺ ąż őŋă ŕěřěśěłăńă C(O; U), šő šőůłă Q ążńă ąż ďń£ C(O; U) ńĺąő ćŋěÿŋěľ, ńĺąő ćŋşšřěŋŋěľ, ŋő ŋě čřăŋĺůŋőľ. □ Ğăďăůă 2.28. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ďń£ őďŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ńěňňă ŋěćěřŋă, ĺ şłăęĺšě ć ďőłăğăšěńĳśšćě ňěśšő, čďě ĺśŕőńĳğőćăńăśĳ ňŋőčőňěřŋőśšĳ.

§3: Ćżŕşłńă£ čěőňěšřĺ£. 31

3.5. Őŕőřŋżě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćă. Ďń£ ćś£łőčő ăťťĺŋŋőčő ťşŋłűĺőŋăńă a ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćă:

H_a = {p∈A | a(p) = 0} ; H^+_a = {p∈A | a(p) ≥ 0} ; H^−_a = {p∈A | a(p) ≤ 0} :

H_a £ćń£ěšś£ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ ć A . Őŋă řăğąĺćăěš A ŋă ďćă ŋěŕşśšżţ őšłřżšżţ ćżŕşłńżţ ŕőďňŋőęěśšćă ∘ H^+_a = {p∈A | a(p) > 0} ∘ H^−_a = {p∈A | a(p) < 0}

őąźěľ čřăŋĺűěľ łőšőřżţ śăňă ĺ £ćń£ěšś£.

Ćś-ě śłăğăŋŋőě ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěľ ăńĳšěřŋăšĺćż ďń£ őčřăŋĺůěŋĺ£ ăťťĺŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ťşŋłűĺőŋăńă a ŋă őšřěğőł [pq]: ńĺąő a šőęďěśšćěŋŋő ğăŋşń£ěšś£ ŋă [pq], ńĺąő ĺňěěš ćś¿ďş ŋă [pq] ŕőśšő£ŋŋżľ ğŋăł, ńĺąő őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ć ěďĺŋśšćěŋŋőľ šőůłě, ŕřĺů-ěň ¡šă šőůłă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ćŋşšřěŋŋěľ ďń£ őšřěğłă, łőčďă a ĺňěěš řăğŋżě ğŋăłĺ ŋă łőŋűăţ. Ďăńěě ňż ćś-ě ćřěň£ ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ¡šş ăńĳšěřŋăšĺćş.

Ĺśłń¿ůĺšěńĳŋş¿ ćăęŋőśšĳ ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő ĺňěěš 3.5.1. Ńěňňă. Ůěřěğ ń¿ąş¿ (ć šőň ůĺśńě ŋşńĳňěřŋş¿) ăťťĺŋŋş¿ ŕńőśłőśšĳ ı, ŋě ŕěřěśěłă¿źş¿ őšłřżšőřőčő ćżŕşłńőčő ňŋőęěśšćă U, ňőęŋő ŕřőćěśšĺ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, šăłęě ŋě ŕěřěśěłă¿źş¿ U.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ďěńő ŕřőĺśţőďĺš ć ăťťĺŋĺğăűĺĺ A¸ (V ) ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V , ĺ ůšő ı = A¸ (W ) ďń£ ŋěłőšőřőčő ćěłšőřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W ⊂ V . Ŕşśšĳ H ⊂ V | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋăĺąőńĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ ĺğ ćśěţ, śőďěřęăźĺţ W ĺ ŋě ŕěřěśěłă¿źĺţ U. Ŕřěďśšăćĺň V ć ćĺďě V = H ⊕ H_1 ś ŕőďţőď£źĺň H_1, ĺ ćżąěřěň ć V ąăğĺś, śőčńăśőćăŋŋżľ ś šăłĺň řăğńőęěŋĺěň. Ŋăň ŋăďő ŕőłăğăšĳ, ůšő dim H_1 = 1.

Śŕřőěłšĺřşěň V ŋă H_1 ćďőńĳ H. Ŕőśłőńĳłş őšřěğłĺ ŕřĺ ¡šőň ŕěřěľďşš ć őšřěğłĺ, ă łşąż | ć łşąż, ňŋőęěśšćő U śŕřőěłšĺřşěšś£ ć őšłřżšőě ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő, łőšőřőě ŋě śőďěřęĺš ŋşń£ (š.ł. ŕřőőąřăğ ŋşń£ H ŋě ŕěřěśěłăńś£ ś U), ŋő ŕěřěśěłăěšś£ ś łăęďőľ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ O (ŕő ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ H). Ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě ňż ćĺďěńĺ, ůšő šăłőě ążćăěš šőńĳłő ć őďŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. □ 3.5.2. Śńěďśšćĺě. Ůěřěğ łăęďş¿ čřăŋĺůŋş¿ šőůłş x ćżŕşłńőčő ňŋőęěśšćă M ŕřőţőďĺš ğăňłŋşšőě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő H^+_a , śőďěřęăźěě M.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śńşůăľ, łőčďă M ńěęĺš ć ŕńőśłőśšĺ, őůěćĺďěŋ. Ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ ş M ěśšĳ ŋěŕşśšă£ ćŋşšřěŋŋőśšĳ (ĺąő ş ŕőńŋőňěřŋőčő śĺňŕńěłśă ěśšĳ ćŋşšřěŋŋőśšĳ). Ŕřőćěď-ěň ůěřěğ x čĺŕěřŕńőśłőśšĳ H_a, ŋě ŕěřěśěłă¿źş¿ ćŋşšřěŋŋőśšĳ M. Ťşŋłűĺőŋăń a ŋě ňőęěš ňěŋ£šĳ ğŋăł ŋă^∘M ćśńěďśšćĺĺ ćżŕşłńőśšĺ^∘M (ĺąő śőěďĺŋĺć šőůłĺ řăğŋőčő ğŋăłă őšřěğłőň, ŕőńşůĺň ŋă ¡šőň őšřěğłě ŋşńĳ ťşŋłűĺőŋăńă, š.ě. šőůłş ĺğ H_a). Ňěŋ££, ěśńĺ ŋăďő, ğŋăł ş a, ŕőńşůăěň M ⊂H^+_a , ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő H^+_a ŋăğżćăěšś£ őŕőřŋżň ŕőńşŕřőśšřăŋśšćőň, ă ťşŋłűĺőŋăń a | őŕőř-

ŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň ňŋőęěśšćă M ć šőůłě x. Ăŋăńőčĺůŋő, őŕőřŋőľ ŋăğżćăěšś£ ĺ čĺŕěřŕńőś-

łőśšĳ H_a.

3.6. Šěőřěňă. Ćś£łőě ğăňłŋşšőě ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő £ćń£ěšś£ ŕěřěśěůěŋĺěň śćőĺţ őŕőřŋżţ ŕőńşŕřőśšřăŋśšć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő řăğňěřŋőśšĺ śćőďĺš ćś-ě ł śńşůă¿, łőčďă řăśśňăšřĺćăěňőě ňŋőęěśšćő M ĺňěěš ŋěŕşśšş¿ ćŋşšřěŋŋőśšĳ. Ňż ďőńęŋż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő łăęďă£ ćŋěÿŋ££ šőůłă q ∉M ŋě ńěęĺš ţőš£ ąż ć őďŋőň ĺğ őŕőřŋżţ ŕőńşŕřőśšřăŋśšć. Śőěďĺŋĺň q őšřěğłőň [qp] ś ŋěłőšőřőľ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłőľ p ňŋőęěśšćă M ĺ ŕřőćěď-ěň őŕőřŋőě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő H^+_a ł M ć čřăŋĺůŋőľ šőůłě x ňŋőęěśšćă M, ńěęăźěľ ŋă őšřěğłě [qp]. Šőčďă a(p) > 0 ĺ a(x) = 0 ćńěłşš, ůšő a(q) < 0, š.ě. q ∉ H^+_a , ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ŕőśłőńĳłş ŕěřěśěůěŋĺě ŕőńşŕřőśšřăŋśšć, őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ ğăňłŋşšżň ćżŕşłńżň ňŋőęěśšćőň, ňż ŕőńşůăěň, ůšő łńăśśż ğăňłŋşšżţ ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć ĺ ňŋőęěśšć, ŕřěďśšă-

ćĺňżţ ć ćĺďě ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕőńşŕřőśšřăŋśšć, śőćŕăďă¿š.

3.7. Čřăŋĺ ĺ łřăľŋĺě šőůłĺ. Ŕşśšĳ M | ğăňłŋşšőě ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő. Ŕěřěśěůěŋĺě M ś ń¿ąőľ śćőěľ őŕőřŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ ŋăğżćăěšś£ čřăŋĳ¿^5 M. Ćś£łă£ čřăŋĳ šăłęě £ćń£ěšś£ ğăňłŋşšżň ćżŕşłńżň ňŋőęěśšćőň, ŕřĺů-ěň ńěęĺš ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňěŋĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ, ůěň ĺśţőďŋőě. Řăğňěřŋőśšĳ¿ čřăŋĺ ŋăğżćăěšś£ řăğňěřŋőśšĳ ě-ě ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłĺ. Ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺĺ ¡šőľ ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłĺ ĺňěěš śňżśń čőćőřĺšĳ ő ćŋşšřěŋŋĺţ, ćŋěÿŋĺţ ĺ čřăŋĺůŋżţ šőůłăţ čřăŋĺ. Ŋşńĳňěřŋżě čřăŋĺ (š.ě. čřăŋĺšőůłĺ) ŋăğżćă¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ.

Ğăďăůă 2.29. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř, ŕőłăğżćă¿źĺľ, ůšő čřăŋĳ čřăŋĺ ňőęěš ŋě ążšĳ čřăŋĳ¿ ďń£ ĺśţőďŋőľ ťĺčşřż.

Šőůłă p ∈ M ŋăğżćăěšś£ łřăľŋěľ, ěśńĺ őŋă ŋě £ćń£ěšś£ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłőľ ŋĺłăłőčő őšřěğłă, űěńĺłőň śőďěřęăźěčőś£ ć M. Ěśńĺ M ğăňłŋşšő ĺ ćżŕşłńő, šő ěčő łřăľŋĺě šőůłĺ | ¡šő ćěřÿĺŋż ĺ šőńĳłő őŋĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ p = H_a ∩ M | ćěřÿĺŋă, šő ťşŋłűĺőŋăń a śšřőčő ŕőńőęĺšěńěŋ ŋă M ćś¿ďş ćŋě p, ă ğŋăůĺš p ňőęěš ążšĳ ńĺÿĳ łőŋűőň ďń£ őšřěğłă ĺğ M (ćśŕőňŋĺšě ăńĳšěřŋăšĺćş!). Őąřăšŋő, ćś£łă£ łřăľŋ££ šőůłă ńěęĺš ŋă čřăŋĺűě M, ă ğŋăůĺš | ŋă čřăŋĺ. Ăŋăńőčĺůŋő, őŋă ńěęĺš ĺ ŋă čřăŋĺűě ¡šőľ čřăŋĺ, š.ě. ŋă čřăŋĺ čřăŋĺ ĺ š.ď. Čřăŋĺ, ŋě ĺňě¿źĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ čřăŋěľ | ¡šő ćěřÿĺŋż.

Ŕřĺćěď-ěŋŋőě šőńĳłő ůšő řăśśşęďěŋĺě ŋăğżćăěšś£ \ćżďăćńĺćăŋĺěň ŋă čřăŋĳ" ĺ ůăśšő ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ ćżŕşłńżţ ťĺčşř (őążůŋő ć śőůěšăŋĺĺ ś ĺŋďşłűĺěľ ŕő řăğňěřŋőśšĺ).

3.8. Šěőřěňă. Ćżŕşłńőě ğăňłŋşšőě őčřăŋĺůěŋŋőě ňŋőęěśšćő śőćŕăďăěš ś ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ śćőĺţ łřăľŋĺţ šőůěł.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćŋşšřěŋŋĺě šőůłĺ őčřăŋĺůěŋŋőčő ğăňłŋşšőčő ćżŕşłńőčő ňŋőęěśšćă ńěęăš ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłě čřăŋĺůŋżţ (ďń£ ďăŋŋőľ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłĺ ňőęŋő ćğ£šĳ, ł ŕřĺňěřş, łőŋűż őšřěğłă, ćżśěłăěňőčő ňŋőęěśšćőň ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ¡šş šőůłş). Ćśě čřăŋĺůŋżě šőůłĺ ńěęăš ć čřăŋ£ţ, ă śšăńő ążšĳ ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłě čřăŋěľ čřăŋěľ ĺ š.ď. ŕőłă ŋě ďőľď-ěň ďő ćěřÿĺŋ. □

5Ćőğňőęŋő, šěřňĺŋ ÀčřăŋĳÁ ć łőŋšěłśšě őąźĺţ ćżŕşłńżţ ťĺčşř (ŋě ňŋőčőčřăŋŋĺłőć) ŋě śńĺÿłőň şďăůěŋ. Ł ŕřĺňěřş, ş őłřşęŋőśšĺ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő čřăŋěľ ĺ ćśě őŋĺ ŋşńĳňěřŋż. Ěź-ě ąőńěě śšřăŋŋő ďěńő őąśšőĺš ś ťĺčşřăňĺ šĺŕă ff� �.

§4: Ćżŕşłńżě ňŋőčőčřăŋŋĺłĺ. 33

x4. Ćżŕşłńżě ňŋőčőčřăŋŋĺłĺ.

4.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ćżŕşłńżň ňŋőčőčřăŋŋĺłőň ŋăğżćăěšś£ ŕěřěśěůěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ğăňłŋşšżţ ŕőńşŕřőśšřăŋśšć.

Ŋă £ğżłě ťőřňşń, ćżŕşłńżľ ňŋőčřăŋŋĺł £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň řěÿěŋĺľ łőŋěůŋőľ śĺśšěňż ŋěśšřőčĺţ ńĺŋěľŋżţ ŋěőďŋőřőďŋżţ ŋěřăćěŋśšć. Őšňěšĺň, ůšő ňŋőčřăŋŋĺł ŋě őą£ğăŋ ążšĳ őčřăŋĺůěŋŋżň. Ŋăŕřĺňěř, ňŋőčřăŋŋĺłăňĺ £ćń£¿šś£ ŕńőśłőśšĺ, ĺąő łőňąĺŋăűĺ£ ĺğ ďćşţ ŋěřăćěŋśšć, őšńĺůă¿źĺţś£ ğŋăłőň, řăćŋőśĺńĳŋă şřăćŋěŋĺ¿.

Ďřşčĺň ŕřĺňěřőň ŋěőčřăŋĺůěŋŋżţ ňŋőčőčřăŋŋĺłőć £ćń£¿šś£ ćżŕşłńżě ŕőńĺ¡ďřăńĳŋżě

łőŋşśż | ŕěřěśěůěŋĺ£ łőŋěůŋżţ ŋăąőřőć ŕőńşŕřőśšřăŋśšć, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋ-

ŋş¿ šőůłş | ćěřÿĺŋş łőŋşśă. Ćňěśšě śő ćś£łőľ šőůłőľ šăłőľ łőŋşś śőďěřęĺš ĺ ğăňłŋşšżľ ńşů ś ŋăůăńőň ć ćěřÿĺŋě, ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ ¡šş šőůłş. Ěśńĺ ććěśšĺ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ś űěŋšřőň ć ćěřÿĺŋě łőŋşśă, šő ćżŕşłńżľ ŕőńĺ¡ďřăńĳŋżľ łőŋşś ğăŕĺÿěšś£ śĺśšěňőľ ńĺŋěľŋżţ

őďŋőřőďŋżţ ŋěřăćěŋśšć.

4.2. Čřăŋĺ ňŋőčřăŋŋĺłőć. Ŕşśšĳ ňŋőčőčřăŋŋĺł M ğăďăŋ łăł ŕěřěśěůěŋĺě ŕőńşŕřőśšřăŋśšć H^+_1 ; H^+_2 ; : : : ; H^+_m, őšćěůă¿źĺţ ťşŋłűĺőŋăńăň a_1; a_2; : : : ; a_m . Šőčďă ěčő čřăŋĺ šăłęě ńěčłő őŕĺśăšĳ £ćŋő. Ć śăňőň ďěńě, ćś£łőě ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě

H_{i1} ∩ · · · ∩ H_{ik} ∩ M

łăłĺţ-ńĺąő ĺğ őčřăŋĺůĺćă¿źĺţ ňŋőčočřăŋŋĺł čĺŕěřŕńőśłőśšěľ ś śăňĺň ňŋőčőčřăŋŋĺłőň ąşďěš čřăŋĳ¿ ďń£ M, ŕőśłőńĳłş ťşŋłűĺőŋăń b = a_{i1} +· · ·+a_{ik} ŕřĺ şśńőćĺĺ ŋěŕşśšőšż ŕěřěśěůěŋĺ£ £ćń£ěšś£ őŕőřŋżň ďń£ M ĺ H_b ∩ M = H_{i1} ∩ · · · ∩ H_{ik} ∩ M:

Ŋăőąőřőš, ćś£łă£ čřăŋĳ `⊂M ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć šăłőň ćĺďě. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě, ğăŋşňěřşěň ťşŋłűĺőŋăńż a šăł, ůšőąż ŕěřćżě k ĺğ ŋĺţ šőęďěśšćěŋŋő őąřăźăńĺśĳ ć ŋşńĳ ŋă `, ă őśšăńĳŋżě m − k ążńĺ ŕőńőęĺšěńĳŋż ţőš£ ąż ć őďŋőľ šőůłě ŋă `. Šőčďă ć űěŋšřě š£ęěśšĺ p∈` ¡šĺţ šőůěł ąşďěš ŕőńőęĺšěńěŋ łăęďżľ ĺğ ŋĺţ. Šăłĺň őąřăğőň, čřăŋĳ` śőďěřęĺšś£ ć čřăŋĺ ˘ = H_{a1} ∩ · · · ∩ H_{ak} ∩ M ĺ śőďěřęĺš šőůłş p, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ďń£ ¡šőľ čřăŋĺ ˘ ćŋşšřěŋŋěľ. Ŋő šőčďă őŕőřŋă£ ŕńőśłőśšĳ, ćżśěłăćÿă£ ` őą£ğăŋă śőďěřęăšĳ ˘: ěśńĺ ťşŋłűĺőŋăń, ğăďă¿źĺľ ¡šş ŕńőśłőśšĳ őłăęěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň ć łăłőľ ńĺąő šőůłě q ∈ ˘, šő ŋěňŋőčő ŕřőďńĺć őšřěğőł [qp] ğă šőůłş p, ňż ŕőśšřőĺň šőůłş r ∈ ˘, ďń£ łőšőřőľ ¡šőš ťşŋłűĺőŋăń śšăŋěš őšřĺűăšěńĳŋżň, ůšő ďń£ őŕőřŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŋěćőğňőęŋő. Śńěďőćăšěńĳŋő,

` = ˘ = H_{a1} ∩ · · · ∩ H_{ak} ∩ M:

Śłăğăŋŋőě ňőęŋő ŕőďżšőęĺšĳ ć ćĺďě šăłőčő ŕřěďńőęěŋĺ£:

4.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ş ćżŕşłńőčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă ĺňěěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő čřăŋěľ, ĺ ćśě őŋĺ ňőčşš ążšĳ ğăďăŋż łăł řěÿěŋĺ£ śĺśšěň, ŕőńşůă¿źĺţś£ ĺğ śĺśšěňż ŋěřăćěŋśšć, őŕřěďěń£¿źěľ śăň ňŋőčőčřăŋŋĺł, ğăňěŋőľ ŋěłőšőřżţ ŋěřăćěŋśšć ŋă řăćěŋśšćă.

4.2.2. Śńěďśšćĺě. Ćżŕşłńżľ őčřăŋĺůěŋŋżľ ňŋőčřăŋŋĺł £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ łőŋěůŋőčő ůĺśńă šőůěł | śćőĺţ ćěřÿĺŋ.

Ğăňěůăšěńĳŋő, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě.

4.3. Šěőřěňă. Ňĺŋłőćśłőčő-Ćěľń£ Ć łńăśśě őčřăŋĺůěŋŋżţ ğăňłŋşšżţ ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć ćżŕşłńżňĺ ňŋőčőčřăŋŋĺłăňĺ £ćń£¿šś£ ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ łőŋěůŋżţ ŋăąőřőć šőůěł ĺ šőńĳłő őŋĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ďőńęŋż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ćżŕşłńş¿ őąőńőůłş łőŋěůŋőčő ŋăąőřă šőůěł p_1; p_2; : : : ; p_m ňőęŋő ğăďăšĳ łőŋěůŋżň ůĺśńőň ŋěřăćěŋśšć. Ŕřĺ ¡šőň ňőęŋő ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ĺţ ăťťĺŋŋă£ őąőńőůłă | ¡šő ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő. §śŋő, ůšő conv(p_1; p_2; : : : ; p_m) £ćń£ěšś£ ŕěřěśěůěŋĺěň ąěśłőŋěůŋőčő śěňěľśšćă ŕőńşŕřőśšřăŋśšć H^+_a śő ćśěćőğňőęŋżňĺ a, şďőćńěšćőř£¿źĺňĺ şśńőćĺ¿ a(p) ≥ 0 ∀. Šăł łăł šőůłĺ ŋě ńěęăš ć čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, ďń£ łăęďőčő šăłőčő ťşŋłűĺőŋăńă a ůĺśńő ∑ a(p ) śšřőčő ŕőńőęĺšěńĳŋő. Ŕőśłőńĳłş őšńĺůă¿źĺěś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň ňŋőęĺšěńěň ťşŋłűĺőŋăńż őŕřěďěń£¿š őďŋő ĺ šő ęě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő, ňż ňőęěň (ďěń£ a ŋă ∑ a(p )) śůĺšăšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő, ůšő ∑ a(p) = 1 ∀a.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŋăąőř ťşŋłűĺőŋăńőć a, ğăďă¿źĺľ conv(p_1; p_2; : : : ; p_m), ĺğőąřăęăěšś£ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě F, ăśśőűĺĺřőćăŋŋőň ś ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ćśěţ ăťťĺŋŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć, ťĺčşřőľ A = {a∈F | ∑ a(p) = 1 ĺ a(p ) ≥ 0 ∀};

łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ćżŕşłńżň ňŋőčőčřăŋŋĺłőň. Ćżąĺřă£ śřěďĺ ťşŋłűĺőŋăńőć ćżůĺśńěŋĺ£ ev_{pν} ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ŋă F, ňż ćĺďĺň, ůšő ć ¡šĺţ łőőřďĺŋăšăţ ňŋőčőčřăŋŋĺł A őłăğżćăěšś£ ńěęăźĺň ć śšăŋďăřšŋőň łşąě (š.ł. ev_{pν} (a) = a(p ) ≤ 1). Šěň śăňżň A | őčřăŋĺůěŋŋżľ ňŋőčőčřăŋŋĺł, ĺ £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ łőŋěůŋőčő ůĺśńă śćőĺţ ćěřÿĺŋ a_1; a_2; : : : ; a_s .

İšő őğŋăůăěš, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋżľ a ∈ A ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě a = ∑ –_—a_— c –_— ≥ 0, ă śšăńő ążšĳ, ąěśłőŋěůŋă£ śĺśšěňă ŋěřăćěŋśšć a ≥ 0 £ćń£ěšś£ śńěďśšćĺěň łőŋěůŋőľ ŕőďśĺśšěňż a_— ≥ 0, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ğăďăůă 2.30. Ďőłăęĺšě, ůšő ćżŕşłńă£ őąőńőůłă łőŋěůŋőčő ŋăąőřă šőůěł őčřăŋĺůě- ŋă. 4.4. Ňăłśĺňşňż ăťťĺŋŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć. Ĺğ śőőąřăęěŋĺľ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ, ćś£łĺľ ăťťĺŋŋżľ ťşŋłűĺőŋăń a ďőśšĺčăěš ňăłśĺňăńĳŋőčő ğŋăůěŋĺ£ ŋă őčřăŋĺůěŋŋőň ňŋőčőčřăŋŋĺłě. Ŕřăłšĺůěśłőňş őšżśłăŋĺ¿ ¡šőčő ňăłśĺňşňă őůěŋĳ ŕőňőčăěš šő őąśšő£šěńĳśšćő, ůšő śřěďĺ šőůěł, ć łőšőřżţ őŋ ďőśšĺčăěšś£, őą£ğăšěńĳŋő ĺňě¿šś£ ćěřÿĺŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăŕĺśżćă£ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş p ňŋőčőčřăŋŋĺłă ć ćĺďě ćżŕşłńőľ ąăřĺűěŋšřĺůěśłőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěřÿĺŋ p , ŕőńşůăěň a(p) = a( ∑ – p ) = ∑ – a(p);

ůšő £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ łőňąĺŋăűĺěľ šőůěł ŋă ŕř£ňőľ R ĺ ńěęĺš ćŋşšřĺ őšřěğłă ś łőŋűăňĺ ć ňăłśĺňăńĳŋőň ĺ ňĺŋĺňăńĳŋőň ğŋăůěŋĺĺ a ŋă ćěřÿĺŋăţ.

Řěăńĳŋżľ ăńčőřĺšň ďń£ İĆŇ, ćżůĺśń£¿źĺľ ňăłśĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă ŋă ňŋőčőčřăŋŋĺłě, ŋăğżćăěšś£ śĺňŕńěłś-ňěšőďőň, ĺ śőśšőĺš ć ďćĺęěŋĺĺ ŕő ř-ěąřăň ňŋőčőčřăŋŋĺłă ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŕřĺ ¡šőň śšřőčő ćőğřăśšăěš ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă. Ć ćěřÿĺŋě, ĺğ łőšőřőľ ďăńĳŋěľÿěě šăłőě ŕřőďćĺęěŋĺě ŋěćőğňőęŋő, ĺ ďőśšĺčăěšś£ ňăłśĺňşň.

Ğăďăůă 2.31. Őąőśŋşľšě ŕřăćĺńĳŋőśšĳ ăńčőřĺšňă ĺ ŕőŕżšăľšěśĳ ěčő ğăŕřőčřăňňĺřőćăšĳ.

Ńěłűĺ£ 3 Ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă

▷Ňěšřĺłĺ ▷Őďŋőřőďŋőśšĳ ĺ šřăŋśń£űĺőŋŋă£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ▷Ŋőřňż ▷Ÿăřż ĺ šőŕőńőčĺ£ ▷İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ ŋőřň ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ▷Čěőňěšřĺůěśłőě ğăďăŋĺě ŋőřňż ▷Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ▷Őřšőčőŋăńĺğăűĺ£ Čřăňă-Ÿňĺďšă ▷Ňăšřĺűż Čřăňă ĺ őŕřěďěńĺšěńĺ Čřăňă ▷Ŋěřăćěŋśšćő Ąşŋ£łőćśłőčő-Łőÿĺ-Ÿćăřűă ▷Ěćłńĺďőćż ňěšřĺłĺ ▷Şčńż ▷Ěćłńĺďőć őąž-ěň ▷Őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřőěłšĺřőćăŋĺě ĺ ćżůĺśńěŋĺě řăśśšő£ŋĺľ

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ŕő-ŕřěęŋěňş ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ łőŋěůŋőňěřŋżňĺ ăťťĺŋŋżňĺ ĺ ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŋăď ŕőńěň R ĺ őąśşďĺň ćőŕřőśż, ść£ğăŋŋżě ś ĺğňěřěŋĺěň ďńĺŋ, şčńőć ĺ őąž-ěňőć ć šăłĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ.

x1. Ňěšřĺłĺ ĺ ŋőřňż

Ăłśĺőňăšĺğăűĺ£ śćőľśšć řăśśšő£ŋĺ£ ŕřĺćőďĺš ł őąźěňş šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőňş ŕőŋ£-

šĺ¿ ňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

1.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő X, ŋăğżćăěšś£ ňěšřĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň, ěśńĺ ğăďăŋă ťşŋłűĺ£ % : X×X −→ R : (x; y) → %(x; y), łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ řăśśšő£ŋĺěň (ĺńĺ ňěšřĺłőľ) ĺ őąńăďăěš śćőľśšćăňĺ:

(i) śĺňňěšřĺůŋőśšĳ: %(x; y) = %(y; x) ∀x; y ∈ X (ii) ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ: %(x; y) ≥ 0 ∀x; y ∈ X (iii) ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ: %(x; y) = 0 ⇐⇒ x = y (iv) ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă: %(x; y) + %(y; z) ≥ %(x; z) ∀x; y; z ∈ X

Ěśńĺ X | ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő, ğăŋĺňă£śĳ ăťťĺŋŋőľ čěőňěšřĺěľ ŋă X, ěśšěśšćěŋŋő řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő ňěšřĺłĺ, śőčńăśőćăŋŋżě ś ăťťĺŋŋőľ śšřşłšşřőľ ŋă X. Čěőňěšřĺůěśłĺ ¡šă śšřşłšşřă ŕřő£ćń£ěšś£ ć ŋăńĺůĺĺ ŋă X ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőć ĺ čőňőšěšĺľ.

Ňěšřĺłă % ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺ-

čőć, ěśńĺ %(x; y) = %(x + v; y + v) ∀x; y ∈X ĺ ∀v ∈V_X:

Ňěšřĺłă ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋőľ, ěśńĺ

→xy = –^→pq =⇒ %(x; y) = |–|%(p; q):

Ćś¿ďş ďăńěě ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŋă ăťťĺŋŋżţ ŕřőśřăŋśšćăţ šőńĳłő őďŋőřőďŋżě ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ňěšřĺłĺ. Ŋăńĺůĺě šăłőľ ňěšřĺłĺ ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X ňőęŋő ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ ć šěřňĺŋăţ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V_X . 1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ ‖ · ‖ : V −→ R : v → ‖v‖ ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăğżćăěšś£ ŋőřňőľ, ěśńĺ őŋă őąńăďăěš śćőľśšćăňĺ:

(i) ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ: ‖v‖ ≥ 0 ∀v ∈ V (ii) ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ: ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0 (iii) őďŋőřőďŋőśšĳ: ‖–v‖ = |–| · ‖v‖ ∀v ∈V ∀–∈R (iv) ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă: ‖v‖ + ‖w‖ ≥ ‖v + w‖ ∀v ∈V .

1.3. Ąĺěłűĺ£ ňěęďş ňěšřĺłăňĺ ĺ ŋőřňăňĺ. Ěśńĺ ňěšřĺłă % ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X ĺŋćăřĺăŋšŋă őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ĺ őďŋőřőďŋă, šő, ŕőńăčă£

‖v‖^{def}= %(x; x + v);

ňż łőřřěłšŋő őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺ¿ ĺğ V ć R (ŕőśłőńĳłş ŕřăćă£ ůăśšĳ ŋě ğăćĺśĺš őš x ĺğ-ğă ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ %). Śřăćŋěŋĺě śćőľśšć ňěšřĺłĺ ĺ ŋőřňż ŋěňěďńěŋŋő ŕőłăğżćăěš, ůšő ‖ · ‖ ąşďěš ŋőřňőľ ŋă V .

Ğăďăůă 3.1. Ŕřőćěřĳšě ¡šő.

Őąřăšŋő, ń¿ąă£ ŋőřňă ‖ · ‖ ŋă V ĺŋďşűĺřşěš ĺŋćăřĺăŋšŋş¿ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ĺ őďŋőřőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿ őš ďćşţ šőůěł ĺğ A¸ (V ) : %(x; y)^{def}= ‖^→xy ‖.

Ğăďăůă 3.2. Şąěďĺšěśĳ, ůšő % | ňěšřĺłă.

Šăłĺň őąřăğőň, ĺňěěšś£ ąĺěłűĺ£ ňěęďş ŋőřňăňĺ ŋă V ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć őďŋőřőďŋżňĺ ňěšřĺłăňĺ ŋă A¸ (V ).

1.4. Ďřşčă£ ťőřňă ŋěřăćěŋśšćă šřěşčőńĳŋĺłă. Ňż ğăŕĺśăńĺ ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă ć \čěőňěšřĺůěśłőľ" ťőřňě, őďŋăłő ĺŋőčďă ążćăěš şďőąěŋ ďřşčőľ ěčő ćăřĺăŋš. Ŕőńăčă£ v = a, w = b−a, ŕőńşůĺň ‖a‖+‖b−a‖ ≥ ‖b‖, ĺńĺ, ŕěřěŋőś£ ć ďřşčş¿ ůăśšĳ, ‖b−a‖ ≥ ‖b‖−‖a‖. Ňěŋ££ a ĺ b ňěśšăňĺ ĺ ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő ‖b − a‖ = ‖a − b‖, ŕőńşůăěň šăłęě, ůšő ‖b − a‖ ≥ ‖a‖ − ‖b‖. Őšłşďă őłőŋůăšěńĳŋő ‖b − a‖ ≥ | | |‖b‖ − ‖a‖ | | |. Ğăďăůă 3.3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ řăćŋőśĺńĳŋő ŋěřăćěŋśšćş šřěşčőńĳŋĺłă.

1.5. Ÿăřż ĺ šőŕőńőčĺ£. Ŕşśšĳ X | ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ " | ćěźěśšćěŋŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ "-ÿăřőň ś űěŋšřőň ć šőůłě p ∈ X ňŋőęěśšćő

B_"(p) = {q ∈X | %(p; q) ≤ "}:

Ěśńĺ X | ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ ňěšřĺłă % ĺŋďşűĺřőćăŋă ŋőřňőľ ‖ · ‖ ŋă V_X , šő ÿăř ňőęŋő őŕĺśăšĳ łăł B_"(p) = {q = p + v | ‖v‖ ≤ "; v ∈ V_X }:

§2: Śćőľśšćă ŋőřň 37

Ěśńĺ őąž£ćĺšĳ ć X őšłřżšżňĺ šě ĺ šőńĳłő šě ŕőďňŋőęěśšćă, łőšőřżě ćňěśšě ś łăęďőľ śćőěľ šőůłőľ śőďěřęăš ĺ ŋěłőšőřżľ "-ÿăř ś űěŋšřőň ć ¡šőľ šőůłě, šő ňż ğăďăďĺň ŋă X

šőŕőńőčĺ¿.

Ğăďăůă 3.4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ĺğ śćőľśšć ňěšřĺłĺ ćżšěłăěš ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň šőŕőńőčĺĺ ďń£ őŕĺśăŋŋőľ śĺśšěňż őšłřżšżţ ňŋőęěśšć.

İšă šőŕőńőčĺ£ ŋă ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ šőŕőńőčĺěľ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ňě-

šřĺłőľ.

1.5.1. Ŕřĺňěř: śšăŋďăřšŋă£ šőŕőńőčĺ£ ŋă R^n. Ěśńĺ ťĺłśĺřőćăšĳ ć V ąăğĺś {e} ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x^1; x^2; : : : ; x^n), šő ťşŋłűĺ£ ‖v‖ = ‖ ∑ x^ie_i‖^{def}= max_i |x^i|

ąşďěš, őůěćĺďŋő, ŋőřňőľ. "-ÿăř ś űěŋšřőň ć šőůłě p, ŕőśšřőěŋŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ ŋőřňż, ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł "-łşą ś űěŋšřőň ć p (śň. ŕřőÿńş¿ ńěłűĺ¿).

B_"(p) = Q(p; ") = {q | |q^i − p^i| ≤ " ∀ i = 1; : : : ; n} :

Ŕő¡šőňş šőŕőńőčĺ£, ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ¡šőľ ŋőřňőľ, śőćŕăďăěš śő śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺěľ ŋă

R^n , łőšőřş¿ ňż őąśşęďăńĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ. Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŋőřňş max_i |x^i| śšăŋďăřš-

ŋőľ ĺ őąőğŋăůăšĳ ‖ · ‖st.

x2. Śćőľśšćă ŋőřň

2.1. İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ ŋőřň. Ňż śőąĺřăěňś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśě ŋőřňż ğăďă¿š őďŋş ĺ šş ęě šőŕőńőčĺ¿^1. Ďń£ ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ¡šő ŋěćěřŋő ĺ ůĺšăšěń¿ őůěŋĳ ŕőşůĺšěńĳŋő ąşďěš ŕřőśńěďĺšĳ, čďě ć ŋăÿĺţ řăśśşęďěŋĺ£ţ ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăŋă łőŋěůŋőňěřŋőśšĳ, ă šăłęě ŕőśšřőĺšĳ ąěśłőŋěůŋőňěřŋżě łőŋšřŕřĺňěřż.

2.1.1. Ńěňňă. Ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋőřňă ŋă R^n ŋěŕřěřżćŋă ć śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ {e1; e2; : : : ; en} | śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć R^n, ‖ · ‖st | śšăŋďăřšŋă£, ă ‖ · ‖ | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋőřňż, ĺ ŕşśšĳ M = max_i ‖e_i‖. Őűěŋłă ‖v‖ = ‖ ∑ x^ie_i‖ ≤ ∑ ‖x^ie_i‖ = ∑ |x^i|‖e_i‖ ≤ nM max_i |x^i| = nM‖v‖_{st}

ŕőłăğżćăěš, ůšő ŕřĺ ňăńżţ ‖v‖_{st} ŋőřňă ‖v‖ šăłęě ňăńă: ∀" > 0 ŕřĺ ‖v − w‖_{st} < "=2nM ŕőńşůĺň | | |‖v‖ − ‖w‖ | | | ≤ ‖v − w‖ < nM‖v − w‖st < " ;

ůšő ĺ őğŋăůăěš ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ ‖v‖.

2.1.2. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ń¿ąőľ ŋőřňż ‖ · ‖ śşźěśšćş¿š ćěźěśšćěŋŋżě ŕőńőęĺšěńĳŋżě łőŋśšăŋšż — ĺ M, šăłĺě, ůšő ∀v ∈ V —‖v‖_{st} ≤ ‖v‖ ≤ M‖v‖_{st}.

1Ůšő, ć ůăśšŋőśšĺ, ďăśš \őąţőďŋőě" řěÿěŋĺě ğăď.2.22 ő ŋěğăćĺśĺňőśšĺ śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺĺ őš ćżąőřă łőőřďĺŋăš.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő K = {v ∈ R^n | ‖v‖st = 1}. İšő ć šőůŋőśšĺ čřăŋĺűă śšăŋďăřšŋőčő 1-łşąă ś űěŋšřőň ć ŋşńě. K £ćń£ěšś£ łőňŕăłšŋżň ňŋőęěśšćőň, ĺ 0 ∉ K. Ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ‖ · ‖ ĺňěěš ŋă łőňŕăłšě K łőŋěůŋżě šőůŋżě ŋĺęŋ¿¿ ĺ ćěřţŋ¿¿ čřăŋĺ M = sup(‖v‖ | v ∈ K) ĺ — = inf(‖v‖ | v ∈ K), ŕřĺů-ěň ĺňěěš ňěśšő śšřőčőě ŋěřăćěŋśšćő — > 0, | ĺŋăůě śşźěśšćőćăńă ąż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ v_i ∈ K ś ‖v_i‖ → 0, śőďěřęăźă£ (ć śĺńş łőňŕăłšŋőśšĺ K) ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ĺňě¿źş¿ ć K ŕřěďěń, ůšő ŋěćőğňőęŋő, ĺąő ĺğ-ğă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ‖ · ‖ ĺ śćőľśšćă ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0 šăłĺň ŕřěďěńőň ňőč ąż ążšĳ ńĺÿĳ 0 ∉ K.

Ĺšăł, ∀v ∈ K ĺňěěň 0 < — ≤ ‖v‖ ≤ M < ∞. Ŋő ∀v ∈ K ćěłšőř v‖v‖_{st} ńěęĺš ć K.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ‖ ‖ ‖ v ‖v‖_{st} ‖ ‖ ‖ = ‖v‖ ‖v_{st}‖ ńěęĺš ňěęďş — ĺ M ∀v ∈ K, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. □ Ąěř£ ć łăůěśšćě ‖ · ‖ ďćě ń¿ążě ŋőřňż ‖ · ‖_1 ĺ ‖ · ‖_2 ŕőńşůĺň:

2.1.3. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ŋőřň ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćě¿š ćěźěśšćěŋŋżě ŕőńőęĺšěńĳŋżě łőŋśšăŋšż c ĺ C šăłĺě, ůšő c‖v‖_1 ≤ ‖v‖_2 ≤ C‖v‖_1

Čěőňěšřĺůěśłĺ ¡šő śćőľśšćő őğŋăůăěš, ůšő ćś£łĺľ "-ÿăř ďń£ ŕěřćőľ ŋőřňż śőďěřęĺšś£ ć C"-ÿăřě ĺ śőďěřęĺš c"-ÿăř ďń£ ćšőřőľ ŋőřňż. Šěň śăňżň śŕřăćěďńĺćő

2.1.4. Śńěďśšćĺě. Ń¿ążě ďćě ŋőřňż ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺŋďşűĺřş¿š őďŋş ĺ šş ęě šőŕőńőčĺ¿, śőćŕăďă¿źş¿ ś šőŕőńőčĺěľ ŕőłőőřďĺŋăšŋőľ śţőďĺňőśšĺ.

2.2. Čěőňěšřĺůěśłőě őŕĺśăŋĺě ŋőřň.

Ěśńĺ ĺŋšěřěśőćăšĳś£ ŋě šőŕőńőčĺěľ, ă śăňĺňĺ ŋőřňăňĺ, šő śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ŋőřň ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ďőŕşśłăěš şďőąŋőě čěőňěšřĺůěśłőě őŕĺśăŋĺě.

Śőŕőśšăćĺň łăęďőľ ŋőřňě ‖ · ‖ ě-ě ěďĺŋĺůŋżľ ÿăř ś űěŋšřőň ć ŋşńě

˘ = B_1(0) = {v ∈ V | ‖v‖ ≤ 1}:

Ŕő ŕřěďżďşźěňş, ˘ £ćń£ěšś£ őčřăŋĺůěŋŋżň ğăňłŋşšżň ňŋőęěśšćőň (ğăňłŋşšőśšĳ ćżšěłăěš ĺğ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŋőřňż), ďń£ łőšőřőčő ŋşńĳ £ćń£ěšś£ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłőľ. Ąőńěě šőčő, ˘ { ćżŕşłńő. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ –; — > 0 ĺ – + — = 1, šő ∀ v; w ś ‖v‖ ≤ 1 ĺ ‖w‖ ≤ 1 ĺňěěň

‖–v + —w‖ ≤ –‖v‖ + —‖w‖ ≤ 1 :

Ğăňěšĺň, ůšő ŋőřňă ‖ · ‖ őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ťĺčşřě ˘, ŕőśłőńĳłş

‖v‖ = inf(– ∈ R | v ∈ –˘)

2.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Śőŕőśšăćńěŋĺě ˘ −→ ‖v‖Φ, čďě

‖v‖_Φ^{def}= inf(– ∈ R | v ∈ –˘) (2-1)

£ćń£ěšś£ ąĺěłűĺěľ ňěęďş ňŋőęěśšćőň ğăňłŋşšżţ ćżŕşłńżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ŕőďňŋőęěśšć ć A¸ (V ), śőďěřęăźĺţ ŋěłőšőřş¿ őłřěśšŋőśšĳ ŋşń£, ĺ ňŋőęěśšćőň ćśěţ ŋőřň ŋă V .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ ńĺÿĳ, ůšő ťőřňşńă 2-1 ďěľśšćĺšěńĳŋő ğăďă-ěš ŋőřňş, ěśńĺ ˘ ğăňłŋşšő, ćżŕşłńő, őčřăŋĺůěŋő ĺ śőďěřęĺš ŋşńĳ ćŋşšřĺ.

§3: Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě 39

Ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ, ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ ĺ őďŋőřőďŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ ‖v‖_Φ őůěćĺďŋă (ĺţ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ć őďŋőňěřŋőň śńşůăě).

Ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă śńěďşěš ĺğ ćżŕşłńőśšĺ: ∀v; w ∈ V šőůłă q = v + w‖v‖_Φ + ‖w‖_Φ £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ łőňąĺŋăűĺěľ šőůěł v‖v‖_Φ ĺ w‖w‖_Φ . Ŕőśńěďŋĺě ďćě šőůłĺ ńěęăš ć ˘, ŕő¡šőňş q ∈ ˘, őšłşďă ‖v + w‖_Φ ≤ ‖v‖_Φ + ‖w‖_Φ.

x3. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě

Ŕřĺ ćśěľ čěőňěšřĺůěśłőľ ŋăčń£ďŋőśšĺ, ŕőŋ£šĺě şčńă ŋě śńĺÿłőň ţőřőÿő ŕőďďă-ěšś£ ăłśĺőňăšĺğăűĺĺ ć łőŋšěłśšě ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż. Čőřăğďő şďőąŋěě ăłśĺőňăšĺğĺřőćăšĳ śćőľśšćă šěśŋő ść£ğăŋŋőčő ś ŋĺň ŕőŋ£šĺ£ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (£ ŋăŕőňŋ¿, ůšő ć ÿłőńě śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěłšőřőć u; v ŋăğżćă¿š ůĺśńő

(u; v) = ‖u‖ · ‖v‖ · cos ’;

čďě ’ | şčőń ňěęďş u ĺ v).

3.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ćěźěśšćěŋŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V ŋăğżćăěšś£ ěćłńĺďőćżň, ěśńĺ ŋă ŋ-ěň ğăďăŋő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě^2, š.ě. ťşŋłűĺ£

(·; ·) : V × V −→ R : v; w −→ (v; w) ∈ R;

şďőćńěšćőř£¿źă£ śćőľśšćăň:

(i) śĺňňěšřĺůŋőśšĳ: (v; w) = (w; v) ∀v; w ∈ V (ii) ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ: (v; w) ≥ 0 ∀v ∈ V (iii) ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ: (v; v) = 0 ⇐⇒ v = 0 (iv) ąĺńĺŋěľŋőśšĳ:

(–v; w) = –(v; w) = (v; –w) ∀– ∈ R ∀v; w ∈ V

(v_1 + v_2; w) = (v_1; w) + (v_2; w) (v; w_1 + w_2) = (v; w_1 + w_2) ∀v^1; v^2; w^1; w^2 ∈ V

3.1.1. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ {e1; : : : ; en} | śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć R^n ĺ (x^1; : : : ; x^n) | łőőřďĺŋăšż őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ąăğĺśă. Őůěćĺďŋő, ůšő ďń£ v = ∑ x^ie_i ĺ w = ∑ y^ie_i ťőřňşńă

(v; w)^{def}= ∑ v x^vy^v

őŕřěďěń£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Őŋő ŋăğżćăěšś£ śšăŋďăřšŋżň ěćłńĺďőćżň ŕřőĺğćěďě-

ŋĺěň ŋă R^n ĺ ğăňěůăšěńĳŋő šěň, ůšő ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ei ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő ŕřăćĺńş

(e_i; e_j) = ‹_{ij};

š.ě. őŋĺ őřšőčőŋăńĳŋż ďřşč ďřşčş ĺ ĺňě¿š śłăń£řŋżě łćăďřăšż 1. Ąăğĺś ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě, őąńăďă¿źĺľ šăłĺňĺ śćőľśšćăňĺ, ŋăğżćă¿šś£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň.

2Ěčő ŋăğżćă¿š šăłęě ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřőľ.

3.1.2. Ŕřĺňěř. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň ąěśłőŋěůŋőňěřŋżň őąőąźěŋĺěň ŕřěďżďşźěčő ŕřĺňěřă £ćń£ěšś£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě

(f; g) = b∫ a f(x)g(x)dx

ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě [a; b].

Ğăďăůă 3.5. Ŋăľďĺšě łăłőľ-ńĺąő őřšőŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś ďń£ ¡šőčő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ⩽ 3 ŋă [0; 1].

3.2. Šěőřěňă. Ŕşśšĳ V | ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺ {fi1; fi2; : : : ; fin} | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś ć ŋ-ěň. Šőčďă ć V śşźěśšćşěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś {e_1; e_2; : : : ; e_n}, ňăšřĺűă łőšőřőčő C_{fie} ć ĺśţőďŋőň ąăğĺśě ĺňěěš ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżľ ćĺď:

C_{fie} = ∗ ∗ ∗ 0 ... ∗ Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő őśŋőćăŋő ŋă ďćşţ ĺďě£ţ: ďń£ šőčő, ůšőąż śďěńăšĳ ĺğ ćěłšőřă a ćěłšőř ~a ś (~a; ~a) = 1, ŋăďő řăğďěńĺšĳ a ŋă √ (a; a), ă ďń£ šőčő, ůšőąż śďěńăšĳ ĺğ ćěłšőřă b ćěłšőř, őřšőčőŋăńĳŋżľ ďăŋŋőňş ćěłšőřş e ś (e; e) = 1, ŋăďő ćżůěśšĳ ĺğ b ěčő őřšőčőŋăńĳŋş¿ ŕřőěłűĺ¿ ŕő e, łőšőřă£ řăćŋă (e; b)e. Šőůŋőě řăśśşęďěŋĺě ŕřőćőďĺšś£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

Ŕőńőęĺň e_1 = fi_1= √ (fi_1; fi_1). Ŕşśšĳ şęě ŕőśšřőěŋż ćěłšőřż e_1; e_2; : : : ; e_k, šăłĺě, ůšő ĺţ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă śőćŕăďăěš ś ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ ćěłšőřőć fi_1; fi_2; : : : ; fi_k, ĺ šăłĺě, ůšő (e_i; e_j) = ‹_{ij}. Ŕőńőęĺň

~e_{k+1} = fi_{k+1} − (fi_{k+1}; e_1)e_1 − (fi_{k+1}; e_2)e_2 − · · · − (fi_{k+1}; e_k)e_k = fi_{k+1} − k∑ =1 (fi_{k+1}; e)e

Šőčďă ćěłšőř ~e_{k+1} őřšőčőŋăńěŋ łăęďőňş ĺğ ćěłšőřőć e_1; e_2; : : : ; e_k ĺ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć e_1; e_2; : : : ; e_k; ~e_{k+1} śőćŕăďăěš ś ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ fi_1; fi_2; : : : ; fi_{k+1} (ć ůăśšŋőśšĺ, ~e_{k+1} ≠ 0). Őśšă-ěšś£ ŕőńőęĺšĳ e_{k+1} =

~e_{k+1} √ (~e_{k+1}; ~e_{k+1}) □ Ŕřőűěďşřă ŕőśšřőěŋĺ£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă, ĺśŕőńĳğőćăŋŋă£ ć ďőłăğăšěńĳśšćě, ŋăğżćăěšś£ ŕřőűěśśőň őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ Čřăňă-Ÿňĺďšă.

3.3. Ňăšřĺűż Čřăňă. Śćőľśšćő ąĺńĺŋěľŋőśšĺ ŕőğćőń£ěš ćżůĺśń£šĳ śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňěęďş ń¿ążňĺ ćěłšőřăňĺ, ěśńĺ ĺğćěśšŋż śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňěęďş ąăğĺśŋżňĺ ćěłšőřăňĺ. Ŕřĺ ¡šőň ŕőśńěďŋĺě şďőąŋő őřčăŋĺğőćăšĳ ć ňăšřĺűş

G_e = (g_{ij}) = ((e_i; e_j))

§3: Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě 41

ŋăğżćăěňş¿ ňăšřĺűěľ Čřăňă śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć ąăğĺśě e (ĺńĺ ŕřőśšő ňăšřĺűěľ

Čřăňă ąăğĺśă e).

Ěśńĺ (x) = ∑ x^ie_i, (y) = ∑ y^ie_i, šő ((x); (y)) = ∑ ij x^i · (e_i; e_j) · y^j = (x)^tG_e(y), čďě (x)^t | őğŋăůăěš šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋżľ śšőńąěű (š.ě. śšřőłş) łőőřďĺŋăš ćěłšőřă x, (y) | śšőńąěű łőőřďĺŋăš ćěłšőřă (y), ă G_e | ňăšřĺűş Čřăňă.

Ěśńĺ {a_1; : : : ; a_n} | ďřşčőľ ąăğĺś, šő łőőřďĺŋăšż (x_a) ĺ (x_e) ść£ğăŋż, łăł ňż ğŋăěň, ŕő ťőřňşńě (x_e) = C_{ea}(x_a), čďě C_{ea} | ňăšřĺűă ąăğĺśă {a} ć ąăğĺśě {e}. Ŕőďśšăćń££ ¡šő ć ŕřěďżďşźş¿ ťőřňşńş, ŕőńşůăěň, ůšő ∀x; y ∈ V

(x; y) = (x_a)^tC^t_{ea}G_eC_{ea}(y_a)^t

Ŕő¡šőňş ňăšřĺűż Čřăňă G_a ĺ G_e ść£ğăŋż ťőřňşńőľ G_a = C^t_{ea}G_eC_{ea}.

Őšňěšĺň ďćă śńěďśšćĺ£ ¡šőľ ťőřňşńż:

3.3.1. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ąăğĺś {e} őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ, šő ąăğĺś {a} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ąşďěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň, łőčďă ěčő ňăšřĺűă C_{ea} ć ąăğĺśě {e} şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ¿

C^t_{ea} = C^{−1}_{ea}

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňăšřĺűă Čřăňă őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă | ěďĺŋĺůŋă£, šăł ůšő ŕő ŕřěďżďşźěľ ťőřňşńě E = C^t_{ea}EC_{ea} = C^t_{ea}C_{ea}. □ Ňăšřĺűż, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋżě ł śćőĺň őąřăšŋżň, ŋăğżćă¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋżňĺ. 3.3.2. Śńěďśšćĺě. Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż Čřăňă şňŋőęăěšś£ ŋă łćăďřăš őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă.

3.4. Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă. Ňăšřĺűş Čřăňă Ga = ((ai; aj)) ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć {a_1; : : : ; a_m}.

3.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż Čřăňă şďőćńěšćőř£ěš ŋěřăćěŋśšćş

det ((a_i; a_j)) ⩾ 0

ĺ řăćěŋśšćő řăćŋőśĺńĳŋő ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ćěłšőřőć (a_1; : : : ; a_m)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ćěłšőřż ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, śłăęěň a1 =^∑_{⩾2} – a, šő ŕřĺ ćśěţ k ňż ąşďěň ĺňěšĳ (a_1; a_k) = ∑ ⩾2 – (a; a_k), š. ě. ŕěřćă£ śšřőłă ňăšřĺűż Čřăňă G_a ąşďěš ńĺŋěľŋőľ

łőňąĺŋăűĺěľ őśšăńĳŋżţ. Ŕő¡šőňş det G_a = 0.

Ěśńĺ ćěłšőřż ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż, šő őŋĺ śőśšăć£š ąăğĺś ć śćőěľ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě W . Őčřăŋĺůĺćă£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă W ňż, őůěćĺďŋő, ŕőńşůĺň őŕ£šĳ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ćżąĺřă£ ć W őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś {e}, ąşďěň ĺňěšĳ det G_e = det E = 1, ă ğŋăůĺš det G_a = (det C_{ea})^2 > 0: □ Ůăśšŋżľ śńşůăľ ¡šőčő ŋěřăćěŋśšćă ďń£ śĺśšěňż ĺğ ďćşţ ćěłšőřőć (v; w): det ( (v; v) (v; w) (w; v) (w; w) ) = (v; v)(w; w) − (v; w)^2 ⩾ 0 ć ťőřňşńĺřőćłě: łćăďřăš śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ ćěłšőřőć ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŕřőĺğćě-

ďěŋĺ£ ĺţ śłăń£řŋżţ łćăďřăšőć (ŕřĺů-ěň řăćěŋśšćő řăćŋőśĺńĳŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ ćěłšőřőć), ĺğćěśšěŋ łăł ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă.

3.4.2. Ŕřĺňěř. Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă ďń£ śšăŋďăřšŋőľ ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřż ŋă R^n őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ń¿ążţ ŋăąőřőć ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń x_1; : : : ; x_n ĺ y_1; : : : ; y_n

(x_1y_1 + · · · + x_ny_n)^2 ≤ (x^2_1 + · · · + x^2_n)(y^2_1 + · · · + y^2_n)

Ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě [a; b] ŕőńşůăěň b∫ a f(x)g(x)dx 2 ⩽ ∫ f^2(x)dx ∫ g^2(x)dx

3.5. Şčńż. Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă ŕőğćőń£ěš ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě őŕřěďěńĺšĳ şčőń ’ ňěęďş ćěłšőřăňĺ v ĺ w łăł ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő, şďőćńěšćőř£¿źěě şśńő- ćĺ¿ (v; w) = √ (v; v)(w; w) · cos ’

Šăłőě őŕřěďěńěŋĺě ğăďă-ěš ’ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğăňěŋż ’ ŋă −’ ĺ ďőąăćńěŋĺ£ űěńżţ łřăšŋżţ 2ı, ĺ ďń£ őďŋőğŋăůŋőľ ťĺłśăűĺĺ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ čěőňěšřĺůěśłĺľ şčőń ’_{čěőň} łăł ğŋăůěŋĺě ’, ŕőŕăďă¿źěě ć őšřěğőł [0; ı]. Ğăĺŋšěřěśőćăŋŋżľ ůĺšăšěńĳ ąěğ šřşďă ŕřőćěřĺš, ůšő šăłőě őŕřěďěńěŋĺě şčńă śőčńăśşěšś£ śő ćśěňĺ őęĺďăěňżňĺ čěőňěšřĺůěśłĺňĺ śćőľśšćăňĺ şčńőć (šĺŕă ăďďĺšĺćŋőśšĺ).

3.6. Ěćłńĺďőćż ňěšřĺłĺ.

3.6.1. Ńěňňă. Ťőřňşńă ‖v‖^{def}=^√(v; v) őŕřěďěń£ěš ŋőřňş ŋă ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě V .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ, ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ ĺ őďŋőřőďŋőśšĳ ŋěňěďńěŋŋő śńěďş¿š ĺğ śćőľśšć śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă ćżšěłăěš ĺğ ŋěřăćěŋśšćă Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă:

(‖v‖ + ‖w‖)^2 = (v; v) + (w; w) + 2 √ (v; v)(w; w) ⩾ (v; v) + (w; w) + 2(v; w) = ‖v + w‖^2 : □ Őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě, ůšő ćś£łă£ ŋőřňă ĺŋďşűĺřőćăŋă ŋěłőšőřżň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň, ŋěćěřŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ‖v‖^2 = (v; v) ∀v ∈ V , šő ∀v; w ∈ V ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ šőęďěśšćő ŕăřăńńěńőčřăňňă:

‖v + w‖^2 + ‖v − w‖^2 = 2 ( ‖v‖^2 + ‖w‖^2 ) (śşňňă łćăďřăšőć ďĺăčőŋăńěľ ŕăřăńńěńőčřăňňă řăćŋă śşňňě łćăďřăšőć ůěšżř-ěţ ěčő śšőřőŋ).

Ğăďăůă 3.6. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŋőřňż, ďń£ łőšőřőľ šőęďěśšćő ŕăřăńńěńőčřăňňă ŋăřşÿăěšś£.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśńĺ ŋőřňă ‖ · ‖ ćś-ě-šăłĺ ćőğŋĺłăěš ĺğ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, šő řăćěŋśšćő ‖v + w‖ − ‖v − w‖ = 4(v; w)

§4: Ěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£ 43

ŕőłăğżćăěš, ůšő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ŋőřňě. Ąőńěě šőčő, őŕřěďěńĺć ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŋőřňż ‖ · ‖ ťşŋłűĺ¿ (v; w) ŕřăćĺńőň

(v; w) = 1 4 (‖v + w‖ − ‖v − w‖) ;

ňż ćĺďĺň, ůšő ¡šă ťşŋłűĺ£ śĺňňěšřĺůŋă, ŕőńőęĺšěńĳŋă ĺ ŋěćżřőęďěŋă.

Ğăďăůă 3.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ďń£ ‖ · ‖ ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő ŕăřăńńěńőčřăňňă, šő ťşŋłűĺ£ (·; ·) ąşďěš şďőćńěšćőř£šĳ šőęďěśšćş (v_1 + v_2; w) = (v_1; w) + (v_2; w).

Ć śĺńş śĺňňěšřĺĺ ăŋăńőčĺůŋőě šőęďěśšćő ąşďěš śŕřăćěďńĺćő ĺ ďń£ ćšőřőčő ăřčşňěŋšă. Ĺğ ¡šĺţ šőęďěśšć śńěďşěš ąĺńĺŋěľŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ (v; w) őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£ ŋă űěńżě, ă śšăńő ążšĳ, ĺ řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă. Ćśńěďśšćĺě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŋőřňż, ťşŋłűĺ£ (v; w) őłăğżćăěšś£ šőčďă ąĺńĺŋěľŋőľ ĺ ŋăď R.

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ šőčő, ůšőąż ŋőřňă ążńă ĺŋďşűĺřőćăŋă śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň,

ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż őŋă şďőćńěšćőř£ńă šőęďěśšćş ŕăřăńńěńőčřăňňă. Ŕřĺ

¡šőň śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ŋőřňě.

x4. Ěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£

4.1. Őąž-ěň. § ŋăŕőňŋ¿, ůšő ŋă ŕőśńěďŋěľ ńěłűĺĺ ŕřőÿńőčő śěňěśšřă ążńő ăłśĺőňăšĺůěśłĺ őŕřěďěńěŋő ŕőŋ£šĺě őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő őąž-ěňă Vol(v_1; v_2; : : : ; v_n) ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ćěłšőřż v_1; v_2; : : : ; v_n. Ăłśĺőňż ťőřňăńĺğőćăńĺ ďćă čěőňěšřĺůěśłĺţ śćőľśšćă őąž-ěňă: őŋ ďőńęěŋ şňŋőęăšĳś£ ŋă – ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ń¿ąőčő ĺğ ćěłšőřőć ŋă – ĺ ŋě ďőńęěŋ ňěŋ£šĳś£ ŕřĺ ŕăřăńńěńĳŋőň ğăćăńĺćăŋĺĺ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă ŋă ąőł (š.ě, ŕřĺ ğăňěŋě ń¿ąőčő ĺğ ćěłšőřőć v_i ŋă ěčő śşňňş ś ćěłšőřőň, ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżň łăłőňş-ńĺąő ĺğ őśšăćÿĺţś£ v_j ≠ v_i).

Ążńő ŕőłăğăŋő, ůšő šăłă£ ťşŋłűĺ£ Vol(v_1; v_2; : : : ; v_n) őą£ğăŋă ążšĳ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ (š.ě. ńĺŋěľŋőľ ŕő łăęďőňş ĺğ v_i) ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ (š.ě. ňěŋ£šĳ ğŋăł ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ăřčşňěŋšőć, ĺńĺ, ůšő řăćŋőśĺńĳŋő, őąřăźăšĳś£ ć ŋşńĳ, ěśńĺ v_i = v_j ďń£ ŋěłőšőřżţ i ≠ j). Ążńő ŕőłăğăŋő šăłęě, ůšő šăłĺě ťşŋłűĺĺ śőśšăćń£¿š őďŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ şłăğăŋĺěň ğŋăůěŋĺ£ ŋă łăłőň-ńĺąő ąăğĺśě {e_1; e_2; : : : ; e_n} ŕő ťőřňşńě

Vol(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det C_{e;v} · Vol(e_1; e_2; : : : ; e_n):

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ťĺłśăűĺĺ ťőřňż őąž-ěňă ŋă V ďőśšăšőůŋő şłăğăšĳ ¡šăńőŋŋŋżľ ąăğĺś {e_1; e_2; : : : ; e_n}, ďń£ łőšőřőčő őąž-ěň ąşďěš ěďĺŋĺůŋżň. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő V ěćłńĺďőćő, šő ć łăůěśšćě ¡šăńőŋŋőčő ąăğĺśă ćżąĺřă¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś. Ń¿ążě ďćă őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśă ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ść£ğăŋż ŕřĺ ŕőňőźĺ őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă, őŕřěďěńĺšěńĳ łőšőřľ řăćěŋ ńĺąő +1, ńĺąő −1. Ć ŕěřćőň śńşůăě ąăğĺśż ŋăğżćă¿šś£

őďĺŋăłőćő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżňĺ, ă ćő ćšőřőň śńşůăě | ŕřőšĺćőŕőńőęŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżňĺ.

Ťőřňă őąž-ěňă, šăłĺň őąřăğőň, ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě ¡šăńőŋŋőčő ąăğĺśă ŋă ąăğĺś šőľ ęě őřĺěŋšăűĺĺ, ĺ ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ śňěŋě őřĺěŋšăűĺĺ. Ăąśőń¿šŕă£ ćěńĺůĺŋă ťőřňż őąž-ěňă ćőőąźě ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ¡šăńőŋŋőčő őřšőŋőřňăńĳŋőčő ąăğĺśă ĺ ŋăğżćăěšś£ ěćłńĺďő-

ćżň (ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżň) őąž-ěňőň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă. Ňż śőţřăŋĺň ďń£ ŋěčő őąőğŋăůěŋĺě

Vol(v_1; v_2; : : : ; v_n).

4.1.1. Ńěňňă. Ěćłńĺďőć őąž-ěň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă n ćěłšőřőć, řăćěŋ łőřŋ¿ ĺğ őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż Čřăňă ¡šőľ śĺśšěňż ćěłšőřőć

Vol(v_1; v_2; : : : ; v_n) = √ det G_v

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ćěłšőřż v1; v2; : : : ; vn ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, šő őąě ůăśšĺ ŋăŕĺśăŋŋőčő řăćěŋśšćă | ŋşńěćżě. Ěśńĺ {v} | ąăğĺś, šő ďń£ łăłőčő-ńĺąő őřšőŋőřňăńĳŋőčő ąăğĺśă {e} ĺňěěň det G_v = (det C_{ev})^2 ĺ Vol(v) = | det C_{ev}|, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš ńěňňş. □

4.2. Őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřőěłšĺřőćăŋĺě. Ŕşśšĳ U ⊂ V | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Šőčďă śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř

ortpr_U : V −→ U : v −→ ortpr_U (v);

őąńăďă¿źĺľ śćőľśšćőň

(v; u) = (ortpr_U (v); u) ∀ v ∈V; u∈U: (4-2)

Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ šăłőčő őŕěřăšőřă śńěďşěš ĺğ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, őčřăŋĺůěŋŋőčő ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U: ěśńĺ (u_1; u) = (u_2; u) ∀u ∈ U, šő (u_1 − u_2; u_1 − u_2) = 0, őšłşďă u_1 = u_2.

Ğăďăůă 3.8. Şąěďĺšěśĳ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋőě šěőřěšĺłő-ňŋőęěś-šćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ortpr_U , şďőćńěšćőř£¿źěě řăćěŋśšćş (4-2), ăćšőňăšĺůěśłĺ ąşďěš ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň.

Ŕőśšřőěŋĺě őřšőčőŋăńĳŋőľ ŕřőěłűĺĺ ortpr_U ăŋăńőčĺůŋő ŕřőűěśśş Čřăňă-Ÿňĺďšă. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ąăğĺśă {u_1; u_2; : : : ; u_k} ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě U ŕőńőęĺň

ortpr_U (v)^{def}= k∑ =1 (v; u) ‖u‖

· u : (4-3)

Ğăďăůă 3.9. Şąěďĺšěśĳ ć śŕřăćěďńĺćőśšĺ řăćěŋśšćă (4-2).

Őŕěřăšőř ortpr_U ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň őřšőčőŋăńĳŋőčő ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U. Śőčńăśŋő (4-2) őŋ šőęďěśšćěŋŋżň őąřăğőň ďěľśšćşěš ŋă U, ă £ďřőň ĺňěěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U^⊥ = {v ∈V | (v; u) = 0 ∀u∈U};

łőšőřőě ŋăğżćăěšś£ őřšőčőŋăńĳŋżň ďőŕőńŋěŋĺěň ł ŕřőśšřăŋśšćş U ć V . Ĺğ (4-2) śńěďşěš šăłęě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă v ∈V řăğŋőśšĳ

v_U ⊥^{def}= v − ortpr_U (v)

ńěęĺš ć őřšőčőŋăńĳŋőň ďőŕőńŋěŋĺĺ ł U. Ŕőśłőńĳłş U ∩ U^⊥ = 0 (ććĺďş ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£), ňż ŕőńşůăěň, ůšő V = U⊕U^⊥, ĺ ortpr_U ďěľśšćĺšěńĳŋő ŕřőěłšĺřşěš V ŋă U ćďőńĳ U^⊥.

§4: Ěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£ 45

Řăğńőęěŋĺě v = ortpr_U (v)+v_U ⊥ ŋăğżćă¿š őřšőčőŋăńĳŋżň řăğńőęěŋĺěň ćěłšőřă v. Ĺğ ćśěţ šőůěł ŕřőśšřăŋśšćă U łőŋěű ćěłšőřă ortpr_U (v) £ćń£ěšś£ ąńĺęăľÿěľ šőůłőľ ł łőŋűş ćěłšőřă v. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ∀u∈U

‖v − (ortpr_U (v) + u)‖ =

= ‖v_U ⊥ − u‖ = √ (v_U ⊥ − u; v_U ⊥ − u) = √ ‖v_U ⊥‖^2 + ‖u‖^2 ≥ ‖v_U ⊥‖ = = ‖v − ortpr_U (v)‖ :

Ćěłšőř v_U ⊥ ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ćżśőšş (k + 1)-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ćěłšőřż v; u_1; u_2; : : : ; u_k , őŕşźěŋŋş¿ ĺğ ćěřÿĺŋż v ŋă čřăŋĳ (u_1; u_2; : : : ; u_k) ⊂ U.

Ğăďăůă 3.10. Ďőłăęĺšě, ůšő őąž-ěň ¡šőčő (k + 1)-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă řăćěŋ k-ňěřŋőňş őąž-ěňş čřăŋĺ (u_1; u_2; : : : ; u_k), şňŋőęěŋŋőňş ŋă ďńĺŋş őŕşźěŋŋőľ ŋă ŋě-ě ćżśőšż.

Şłăğăŋĺě: Łăł ňż ćĺďěńĺ, ćżśőšş v_U ? ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, őšŋĺňă£ ĺğ v ŕőďţőď£źĺě łřăšŋżě ćěłšőřőć u_ν . Ğŋăůĺš, Vol(v, u_1, u_2, . . . , u_k ) = Vol(v_U ?, u_1, u_2, . . . , u_k ). Ćżůĺśńěŋĺě ŕőśńěďŋěčő őąž-ěňă ŕřĺ ŕőňőźĺ řăğńőęěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż Čřăňă ŕő ŕěřćőňş śšőńąűş ĺ ďă-ěš ŋşęŋş¿ ťőřňşńş.

4.2.1. Śńěďśšćĺě. Łřăšůăľÿěě řăśśšő£ŋĺě őš łőŋűă ćěłšőřă v ďő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ś ąăğĺśőň u_1; u_2; : : : ; u_k řăćŋő őšŋőÿěŋĺ¿ őŕřěďěńĺšěńěľ Čřăňă śĺśšěň ćěłšőřőć (v; u_1; u_2; : : : ; u_k ) ĺ (u_1; u_2; : : : ; u_k).

Őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřőěłšĺřőćăŋĺě ůăśšő ćőğŋĺłăěš ć ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ňăšěňăšĺłě ŕřĺ ŕřĺąńĺę-ěŋŋőň řěÿěŋĺĺ ŋěłőřřěłšŋżţ (š.ě. ŋěśőćňěśšŋżţ) śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ŕşśšĳ šřěąşěšś£ řěÿĺšĳ śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń łőšőřőľ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ŋăľšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ğăďăŋŋőčő ćěłšőřă v ŕő ŋěłőšőřőľ ğăďăŋŋőľ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňőľ śĺśšěňě {u_1; u_2; : : : ; u}, ĺ ŕşśšĳ ¡šă śĺśšěňă ŋěśőćňěśšŋă, š.ě. ćěłšőř v ŋă śăňőň ďěńě ŋě ńěęĺš ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ćěłšőřőć u. Šőčďă ťőřňşńă (4-3) ďă-ěš ŋăĺńşůÿěě (ć ěśšěśšćěŋŋőň śňżśńě) ŕřĺąńĺę-ěŋŋőě řěÿěŋĺě ŕőśšăćńěŋŋőľ ğăďăůĺ, ă śńěďśšćĺě Śń.4.2.1 ŕőğćőń£ěš őűěŋĺšĳ ŕőčřěÿŋőśšĳ ¡šőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£. Őŕĺśżćăěňżľ ŕřĺ-ěň ĺğćěśšěŋ

łăł ňěšőď ŋăĺňěŋĳÿĺţ łćăďřăšőć.

Ğăďăůă 3.11. Ŋăľďĺšě łşąĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őš ŕěřěňěŋŋőľ x, ĺŋšěčřăń łőšőřőčő ŕő őšřěğłş [−1; 1] ążń ąż ŋăĺąőńěě ąńĺğőł ł ĺŋšěčřăńş őš ťşŋłűĺĺ cos(3x).

Ńěłűĺ£ 4 Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£

▷Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ▷Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ▷Šřăŋśćěřśăńĳŋőśšĳ śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ▷Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ ĺ őćěźěśšćńěŋĺě ▷Ćěźěśšćěŋŋă£ čěőňěšřĺ£ łőňŕńěłśŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ▷Śřăćŋěŋĺě ćěźěśšćěŋŋőľ ĺ łőňŕńěłśŋőľ ńĺŋěľŋőśšĺ: şśńőćĺ£ Łőÿĺ-Řĺňăŋă ▷Łőňŕńěłśŋă£ ĺ ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřż ▷Łćăšěřŋĺőŋż

Őśŋőćŋőľ šěňőľ ŋěśłőńĳłĺţ ąńĺęăľÿĺţ ńěłűĺľ ąşďěš ĺśśńěďőćăŋĺě śšřőěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, ďěľśšćş¿źĺţ ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ĺ ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺćěďěŋĺě őŕěřăšőřőć ł řăğŋőčő řőďă Àśšăŋďăřšŋżň ťőřňăňÁ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďţőď£źěčő ćżąőřă ąăğĺśă. Ĺ ţőš£ ćśě ¡šĺ ćőŕřőśż ňőčşš ążšĳ ŕěřěťőřňşńĺřőćăŋż ć šěřňĺŋăţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, łőšőřżě, łăğăńőśĳ ąż, őďĺŋăłőćő ţőřőÿő řěÿă¿šś£ ŋăď ń¿ążň ŕőńěň, ć śńşůăě ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšőčő ŕőń£ šěőřĺ£ ŕőńşůăěšś£ čőřăğďő ąőńěě ŕřőğřăůŋőľ. Ŕřĺůĺŋă ¡šőčő ůăśšĺůŋő ŕřő£śŋĺšś£ ć śńěďş¿źěň ŕăřăčřăťě.

x1. Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż

1.1. Ŕřőąńěňă ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĺ őŕěřăšőřă. Ąěğşśńőćŋő, ŕřőśšěľÿĺňĺ ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕőńěň k £ćń£¿šś£ čőňőšěšĺĺ

–E : V −→ V : v → –v ; čďě –∈k | łőŋśšăŋšă

(ğďěśĳ ĺ ďăńěě ůěřěğ E ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ łăł ěďĺŋĺůŋş¿ ňăšřĺűş, šăł ĺ šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř). Śńěďş¿źĺňĺ ŕő śńőęŋőśšĺ śćőěčő şśšřőľśšćă £ćń£¿šś£ ďĺăčőŋăńĺğşěňżě őŕěřăšőřż, łőšőřżě ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ğăŕĺśżćă¿šś£ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ. Şćż, ŋě ćś£łĺľ őŕěřăšőř ďĺăčőŋăńĺğşěň.

Ğăďăůă 4.1. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř d=dx ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ≤ n ĺ őŕěřăšőř ŕőćőřőšă ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ ŋă şčőń ≠ ık; k ∈Z; ŋě ďĺăčőŋăńĺğşěňż.

Ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĺ ćăęŋěľÿş¿ řőńĳ ĺčřăěš śńěďş¿źěě ŕőŋ£šĺě.

§1: Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż 47

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ F : V −→ V | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř. Ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř v ∈ V ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň ďń£ F , ěśńĺ F v = –v ďń£ ŋěłőšőřőčő ůĺśńă –∈k, łőšőřőě ŋăğżćăěšś£

śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň őŕěřăšőřă F .

1.3. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ. Ĺšăł, ďń£ šőčő, ůšőąż ďĺăčőŋăńĺğőćăšĳ őŕěřăšőř, ňż ďőńęŋż ŕőśšřőĺšĳ ć V ąăğĺś ĺğ ěčő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, ĺňěěš ńĺ F śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř v ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň –, ćżąěřěň ć V ąăğĺś e = {e_1; e_2; : : : ; e_n} ĺ ğăŕĺÿěň F ňăšřĺűěľ F_e. Šőčďă śšőńąěű łőőřďĺŋăš v ďőńęěŋ ążšĳ ŋěšřĺćĺăńĳŋżň řěÿěŋĺěň śĺśšěňż őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ F_ev = –v ĺńĺ (–E−F_e)v = 0. Ć ŕěřćőň śěňěśšřě ňż ćĺďěńĺ, ůšő ŋăńĺůĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő řěÿěŋĺ£ ş šăłőľ śĺśšěňż řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ det(–E− F_e) = 0. Ťşŋłűĺ£ ffl_F (t)^{def}= det(tE − F_e) £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ dim V őš t. Őŋ ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň őŕěřăšőřă F , ŕőśłőńĳłş ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ć łőšőřőň ŕĺÿěšś£ ňăšřĺűă F_e. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ fi = eC_{efi} | ďřşčőľ ąăğĺś, šő F_fi = C_{fie}F_eC_{efi} = C^{−1}_{efi} F_eC_{efi} ĺ

det(tE − F_e) =

= det(tE − C^{−1}_{efi} F_eC_{efi} ) = det(C^{−1}_{efi} (tE − F_e)C_{efi} ) = det C^{−1}_{efi} det(tE − F_e) det C_{efi} = = det(tE − F_e) :

Ňż ďőłăğăńĺ

1.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ůĺśńő – ∈ k šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ůĺśńőň őŕěřăšőřă F , łőčďă őŋő £ćń£ěšś£ łőřŋěň ěčő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă ffl_F (t).

1.3.2. Śńěďśšćĺě. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ń¿ąőľ őŕěřăšőř őąńăďăěš ţőš£ ąż őďŋĺň śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň.

Ŕőśłőńĳłş łő¡ťťĺűĺěŋš ff_k ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă

ffl_F (t) = det(tE − F ) = ff_0 + ff_1t + ff_2t^2 + · · · + ff_{n−1}t^{n−1} + t^n

řăćěŋ ćğ£šőľ śő ğŋăłőň (−1)^{n−k} śşňňě ćśěţ čńăćŋżţ ňĺŋőřőć^1 ŕőř£ďłă n − k ňăšřĺűż őŕěřăšőřă F , ňż ŕőńşůăěň, ůšő ¡šă śşňňă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, š.ě. £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň ňăšřĺűż őŕěřăšőřă. Ć ůăśšŋőśšĺ, ĺŋćăřĺăŋšőň ąşďěš śńěď őŕěřăšőřă F :

△(F ) = ∑ f = −ff_{n−1}

(śşňňă ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ňăšřĺűż F_e = (f_{ij})).

Ğăďăůă 4.2. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěď ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ ňăšřĺű ŋě ğăćĺśĺš őš ŕőř£ďłă śőňŋőęĺšěńěľ (ĺŋă£ ťőřňşńĺřőćłă: △(AB − BA) = 0 ∀A; B ∈ Mat_n(k)).

1.4. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęď-ěŋŋżě śőąśšćěŋŋżňĺ ćěłšőřăňĺ. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ⊂V , łőšőřőě ŕěřěţőďĺš ć śěą£ ŕőď ďěľśšćĺěň őŕěřăšőřă F : V −→ V , ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň. Ć ůăśšŋőśšĺ, ĺŋćăřĺăŋšŋżň ąşďěš ćś£łőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ,

1Ňĺŋőř ŋăğżćăěšś£ čńăćŋżň, ěśńĺ ěčő čńăćŋă£ ďĺăčőŋăńĳ ŋăţőďĺšś£ ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ňăšřĺűż.

ŕőřőęď-ěŋŋőě łăłĺň-ńĺąő ŋăąőřőň v_1; v_2; : : : ; v_m śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć őŕěřăšőřă F . Ěśńĺ –_1; –_2; : : : ; –_m | śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ¡šĺţ ćěłšőřőć, šő łőňŕőğĺűĺ£

(F − –_1E)(F − –_2E) · · · (F − –_mE)

ąşďěš ŕěřěćőďĺšĳ ćś-ě W ć ŋőńĳ. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő ćś£łĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř w őŕěřăšőřă F , ńěęăźĺľ ć W , ňőęěš ĺňěšĳ ć łăůěśšćě śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ — ńĺÿĳ őďŋő ĺğ ůĺśěń –_1; –_2; : : : ; –_m , š.ł.

0 = (F − –_1E)(F − –_2E) · · · (F − –_mE)w = (— − –_1)(— − –_2) · · · (— − –_m)w:

Šěň śăňżň, śŕřăćěďńĺćő

1.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ś ŕőŕăřŋő řăğŋżňĺ śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ćśěčďă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň.

1.4.2. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őŕěřăšőřă ĺňěěš dim V ŕőŕăřŋőřăğŋżţ łőřŋěľ, šő őŕěřăšőř ďĺăčőŋăńĺğşěň.

Ŕřĺňěř šőęďěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă E ś ffl_E(t) = (t − 1)^{dim V} ŕőłăğżćăěš, ůšő ¡šő şśńőćĺě őšŋ¿ďĳ ŋě ŋěőąţőďĺňő.

Ćśě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, ĺňě¿źĺě őďŋő ĺ šő ęě śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě – śőśšăćń£¿š, łăł ńěčłő ćĺďěšĳ, ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V . Őŋő ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, őšćěůă¿źĺň śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ –, ĺ őąőğŋăůăěšś£ V_–. Ĺğ ŕřěďżďşźěčő ćżšěłăěš, ůšő śşňňă ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ (ŋő, ćőğňőęŋő, ŋě śőćŕăďăěš śő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćőň).

1.5. Ŕřĺňěř: ĺğőňěšřĺĺ šř-ěţňěřŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăğżćăěšś£ ĺğőňěšřĺěľ, ěśńĺ őŋ śőţřăŋ£ěš ďńĺŋş ćěłšőřőć: ||F (v)|| = ||v|| ∀v ∈V: Ťőřňşńă 2(v; w) = (||v + w||^2 − ||v||^2 − ||w||^2) ŕőłăğżćăěš, ůšő ĺğőňěšřĺ£ śőţřăŋ£ěš ŋě šőńĳłő ďńĺŋş, ŋő ĺ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě:

(F v; F w) = (v; w) ∀v; w ∈ V;

ă śšăńő ążšĳ, ŕěřěćőďĺš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś. Ŕő¡šőňş ĺğőňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ğăďă-ěšś£ őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ. Ć ůăśšŋőśšĺ, őŕřěďěńĺšěńĳ ĺğőňěšřĺĺ řăćěŋ ńĺąő +1, ńĺąő −1. Ć ŕěřćőň śńşůăě ĺğőňěšřĺ£ ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋőľ, ćő ćšőřőň | ŋěśőąśšćěŋŋőľ.

Ěśńĺ V | ďćşňěřŋă£ ŕńőśłőśšĳ, šő, ğăŕĺśżćă£ ňăšřĺűş ĺğőňěšřĺĺ ć őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě ć ćĺďě C = ( a c b d ) ; čďě C^{−1} = C^t;

ć śńşůăě det C = 1 ŋăţőďĺň

C^{−1} = ( d −c −b a ) ; őšłşďă C = ( a −b b a ) ĺ a^2 + b^2 = 1:

§2: Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ 49

Ć śńşůăě det C = −1 ŕőńşůăěň

C^{−1} = ( −d c b −a ) ; őšłşďă C = ( a b b −a ) ĺ a^2 + b^2 = 1

Ŕőńăčă£ a = cos ’ ; b = sin ’, ňż ňőęěň ğăŕĺśăšĳ ¡šĺ ĺğőňěšřĺĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ňăšřĺűăňĺ ( cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ ) ĺ ( cos ’ sin ’ sin ’ − cos ’ ) : Ŕěřćă£ ĺğ ŋĺţ ğăďă-ěš ŕőćőřőš, ă ćšőřă£ (śň.řĺś. 4{ Ă) | śĺňňěšřĺ¿ őšŋőśĺšěńĳŋő ąĺśěłšřĺśśż şčńă ňěęďş ćěłšőřăňĺ e_1 ĺ F e_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćšőřă£ ňăšřĺűă ğăňěŋőľ őřšőčőŋăńĳŋőčő ąăğĺśă ŕřĺćőďĺšś£ ł ćĺďş: ( 1 0 0 −1 ) ; ć ů-ěň ňőęŋő şąěďĺšĳś£ ĺ ůĺśšő ăńčěąřăĺůěśłĺ | ćżůĺśń££ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ

ffl_F (t) = t^2 − 1 = (t − 1)(t + 1):

Ňż ŕőńşůăěň

-

6

ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷ3 JJ JJ JJ Ĵ

e_2

e_1

F e_1

F e_2

Řĺś. 4{Ă. Ŋěśőąśšćěŋŋă£ ĺğőňěšřĺ£ . 1.5.1. Şšćěřęďěŋĺě. Śőąśšćěŋŋă£ ĺğőňěšřĺ£ ŕńőśłőśšĺ £ćń£ěšś£ ŕőćőřőšőň, ă ŋěśőąśšćěŋŋă£ | őśěćőľ śĺňňěšřĺěľ.

Ŕőśłőńĳłş łşąĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŋăď ŕőńěň ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ćśěčďă ĺňěěš łőřěŋĳ, ĺğőňěšřĺ£ šř-ěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă őąńăďăěš śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň e_1 (łőšőřżľ ňőęŋő ćżąřăšĳ ś ||e_1|| = 1), ă šăł łăł ĺğőňěšřĺ£ śőţřăŋ£ěš ďńĺŋş, śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě ş e_1 őą£ğăŋő ążšĳ řăćŋżň ±1. Ŕńőśłőśšĳ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă£ e_1 ąşďěš ŕěřěţőďĺšĳ ć śěą£ (š.ł. ĺğőňěšřĺ£ śőţřăŋ£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě), ĺ ć ŋěľ ąşďěš ĺŋďşűĺřőćăšĳś£ ŕőćőřőš ĺńĺ őśěćă£ śĺňňěšřĺ£. Śőŕőśšăćńěŋĺě ćśěţ ¡šĺţ ćőğňőęŋőśšěľ ďřşč ś ďřşčőň ďőłăğżćăěš 1.5.2. Şšćěřęďěŋĺě. Śśőąśšćěŋŋă£ ĺğőňěšřĺ£ šř-ěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ ŕőćőřőšőň ćőłřşč ŋěłőšőřőľ ŕř£ňőľ, ă ŋěśőąśšćěŋŋă£ | łőňŕőğĺűĺěľ šăłőčő ŕőćőřőšă ś őšřăęěŋĺěň őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőľ őśĺ ŕőćőřőšă. Ć ŕőďţőď£źěň őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě őŋĺ ňőčşš ążšĳ ğăŕĺśăŋż ňăšřĺűăňĺ:

1 0 0 0 cos ’ − sin ’ 0 sin ’ cos ’ ĺ −1 0 0 0 cos ’ − sin ’ 0 sin ’ cos ’ :

Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ăŋăńőčĺůŋżě řěğşńĳšăšż ĺ ő ďřşčĺţ łńăśśăţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ őŕěřăšőřőć ŋăň ŋăďő ąőńěě ćŋĺňăšěńĳŋő ĺğşůĺšĳ ść£ğĳ ňěęďş ćěźěśšćěŋŋőľ ĺ łőňŕńěłśŋőľ čěőňěšřĺěľ, ůěňş ĺ ąşďěš ŕőść£ź-ěŋ őśšăšőł ńěłűĺĺ.

x2. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£

Ěśńĺ ğăďăŋă śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, šő řěÿěŋĺě ¡šőľ śĺśšěňż ňőęŋő ĺśłăšĳ ŋě šőńĳłő ć R^n, ŋő ĺ ć C^n , ŕřĺů-ěň ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ şřăćŋěŋĺľ ňőęŋő ŕőńĳğőćăšĳś£ şňŋőęěŋĺěň ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă. İšă ŕřőűěďşřă ŋăğżćăěšś£ őłőňŕńěłśĺćăŋĺěň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R^n.

2.1. Ŕőśšřőěŋĺě C ⊗ V . Ŕşśšĳ V | n-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň R. Řăśśňőšřĺň ŕř£ňş¿ śşňňş V ⊕ V , š.ě. ňŋőęěśšćő ŕăř

{(v_1; v_2) | v_1; v_2 ∈ V }

ś ŕőłőňŕőŋěŋšŋżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă. Ćňěśšő (v_1; v_2) ňż ŕő šřăďĺűĺĺ ąşďěň ŕĺśăšĳ v_1 + iv_2, ă ćňěśšő V ⊕ V | V ⊕ iV , čďě i | ¡šő ťőřňăńĳŋżľ ăšřĺąşš, ŕřĺŕĺśżćăěňżľ ł ćěłšőřăň ĺğ ćšőřőčő śńăčăěňőčő ďń£ šőčő, ůšőąż őšńĺůăšĳ ĺţ őš ćěłšőřőć ĺğ ŕěřćőčő śńăčăěňőčő (ŕőďůěřłŋş, ůšő řăćěŋśšćő v_1 +iv_2 = w_1 +iw_2 őğŋăůăěš, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ŕăřş řăćěŋśšć v_1 = w_1 ĺ v_2 = w_2).

Őŕřěďěńĺň šěŕěřĳ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ⊕ iV şňŋőęěŋĺě ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ŕő ťőřňşńě

(x + iy) · (v_1 + iv_2)^{def}= (xv_1 − yv_2) + i(yv_1 + xv_2) ∈ V ⊕ iV;

čďě z = x + iy ∈ C ; v_1 + iv_2 ∈ V ⊕ iV .

Ğăďăůă 4.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šăłőě şňŋőęěŋĺě ŋăďěń£ěš V ⊕ iV śšřşłšşřőľ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň C (š.ě. ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ ďń£ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă).

Ŕřőśšřăŋśšćő V ⊕ iV , řăśśňăšřĺćăěňőě łăł ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň C , ŋăğżćăěšś£ łőň-

ŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ćěźěśšćěŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ĺ őąőğŋăůăěšś£ C ⊗ V . Ćěłšőřż v ∈ V ⊂ C ⊗ V ŋăğżćă¿šś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ, ă ćěłšőřż ćĺďă iv (čďě v ∈ V ⊂ C ⊗ V ) | ůĺśšő ňŋĺňżňĺ.

2.1.1. Şšćěřęďěŋĺě. Řăğňěřŋőśšĳ łőňŕńěłśŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă C ⊗ V řăćŋă řăğňěřŋőśšĺ ćěźěśšćěŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V , ĺ ń¿ąőľ ąăğĺś V ŋăď R ąşďěš ąăğĺśőň C ⊗ V ŋăď C .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ćěłšőřż e1; e2; : : : ; en śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć V ŋăď ŕőńěň R, šő ćěłšőřż e_1; e_2; : : : ; e_n ; ie_1; ie_2; : : : ; ie_n śőśšăć£š ąăğĺś ŋăď R ć V ⊕ iV . Ŕő¡šőňş ∀w ∈V ⊕ iV śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő řăğńőęěŋĺě w = ∑ x · e + ∑ y · ie

ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ x , y. Ŋő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őŕěřăűĺĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ¡šő řăćŋőśĺńĳŋő śşźěśšćőćăŋĺ¿ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋăď C : w = ∑ (x + iy) · e = ∑ z · e

ś z = x + iy ∈ C . □ Ůšőąż şšőůŋĺšĳ, ŋăď łăłĺň ŕőńěň ćżůĺśń£ěšś£ řăğňěřŋőśšĳ šőčő ĺńĺ ĺŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, śĺňćőń ¡šőčő ŕőń£ şłăğżćă¿š ć łăůěśšćě ĺŋďěłśă ş dim. Ł ŕřĺňěřş, ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřěďńőęěŋĺ£ ŕőńşůăěň řăćěŋśšćő

dimR(V ) = dimC (C ⊗ V ):

§2: Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ 51

Ąăğĺśż C ⊗ V , ŕřőĺśţőď£źĺě ĺğ ąăğĺśőć V , ŋăğżćă¿šś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ. Řăğşňěěšś£, ć

C ⊗ V ĺňěěšś£ ňŋőčő ĺ ŋěćěźěśšćěŋŋżţ ąăğĺśőć (ňőęŋő ďăęě śłăğăšĳ ůšő ÀőąźĺľÁ ąăğĺś

£ćń£ěšś£ ĺňěŋŋő ŋěćěźěśšćěŋŋżň!).

Ğăďăůă 4.4. Ŕşśšĳ ćěłšőřż v1; v2; : : : ; vn śőśšăćń£¿š (ćőğňőęŋő, ŋěćěźěśšćěŋŋżľ) ąăğĺś C ⊗ V ŋăď C . Ďőłăęĺšě, ůšő ćěłšőřż v_1; v_2; : : : ; v_n ; iv_1; iv_2; : : : ; iv_n śőśšăć£š ąăğĺś C ⊗ V ŋăď R.

2.2. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ őŕěřăšőřă. Ěśńĺ F : V −→ V | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, šő ěčő ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ ďő łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă

FC : C ⊗ V −→ C ⊗ V;

ŕőńăčă£ FC (v_1 + iv_2)^{def}= F (v_1) + iF (v_2) ∈ V ⊕ iV:

Ğăďăůă 4.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő FC (zw) = zFC (w) ∀z ∈C ĺ ∀w ∈C ⊗ V .

2.2.1. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ V = R^2 ĺ F = ( cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ ) | ŕőćőřőš ŋă şčőń ’. Šőčďă

C ⊗ V = C^2 ĺ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě FC ąşďěš ğăďăćăšĳś£ šőľ ęě ňăšřĺűěľ, ůšő ĺ F . Ě-ě

ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ffl_{FC} (t) = t^2 − 2 cos ’ · t + 1 ĺňěěš ďćă řăğńĺůŋżţ łőňŕńěłśŋżţ łőřŋ£ –_1 = cos ’ + i sin ’ = e^{i’} ĺ –_2 = cos ’ − i sin ’ = e^{−i’} = –_1^{−1} = —–_1, ĺ ğŋăůĺš, ć C^2 ňőęŋő

ćżąřăšĳ ąăğĺś, ć łőšőřőň FC ğăŕĺÿěšś£ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ( e^{i’} 0 0 e^{−i’} ) . Ğăďăůă 4.6. Ŋăŕĺÿĺšě ňăšřĺűş łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć ¡šőčő ąăğĺśă ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě C^2 .

İšőš ŕřĺňěř ĺńń¿śšřĺřşěš őąźĺľ ŕřĺŋűĺŕ: ş łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋőčő őŕěřăšőřă FC ŋă

C ⊗ V ąőńĳÿě śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ůěň ş ĺśţőďŋőčő F ŋă V . Ŕőśłőńĳłş őŕěřăšőřż, őąńă-

ďă¿źĺě ąőńĳÿĺň łőńĺůěśšćőň śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺğşůăšĳ ŕřőźě, śšăŋďăřšŋă£ ŕřőčřăňňă ĺśśńěďőćăŋĺ£ śćőľśšć ćěźěśšćěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż śŋăůăńă ĺğşůĺšĳ śćőľśšćă ěčő łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ, ă ğăšěň ÀśŕşśšĺšĳÁ ĺţ ć ĺśţőďŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŋă ¡šőň ŕőśńěďŋěň ÿăčě ć ĺčřş ćśšşŕăěš šőš ťăłš, ůšő ş ćěźěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš ćěźěśšćěŋŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, ă śšăńő ążšĳ ěčő ŋěćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ ěśšěśšćěŋŋő čřşŕŕĺřş¿šś£ ć ŕăřż.

2.2.2. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ F : V −→ V | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺ FC : C ⊗V −→ C ⊗V | ěčő łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£. Ćěłšőř w = v_1+iv_2 ∈ C ⊗V ś v_1; v_2 ∈ V šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ąşďěš śőąśšćěŋŋżň ďń£ FC ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň – = a + ib = |–|(cos ’ + i sin ’) ∈ C , łőčďă ćěźěśšćěŋŋă£ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć v_1; v_2 ć V ąşďěš ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ďń£ F ĺ ďěľśšćĺě F ŋă ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ąşďěš ć őąřăğş¿źĺţ {v_1; v_2} ğăďăćăšĳś£ ňăšřĺűěľ F = ( a b −b a ) = |–| ( cos ’ sin ’ − sin ’ cos ’ )

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ FC ĺňěěň:

FC (v_1 + iv_2) = F (v_1) + iF (v_2) ; čďě F (v_1); F (v_2) ∈ V:

Şśńőćĺě, ůšő v_1 + iv_2 | śőąśšćěŋŋżľ ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě:

FC (v_1 + iv_2) = (a + ib)(v_1 + iv_2) = (av_1 − bv_2) + i(bv_1 + av_2):

Śřăćŋĺćă£ łőňŕőŋěŋšż ćěźěśšćěŋŋőčő ŕř£ňőčő řăğńőęěŋĺ£ C ⊗ V = V ⊕ iV , ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň šřěąşěňş¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ.

2.2.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ć ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őąńăďăěš ďćşňěřŋżň ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň.

2.2.4. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ćěłšőř w = v1 + iv2 (v1; v2 ∈ V ) £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ďń£ FC ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň –∈C , šő śőŕř£ę-ěŋŋżľ ćěłšőř —w = v_1 − iv_2 šăłęě ąşďěš śőąśšćěŋŋżň ďń£ FC ś śőŕř£ę-ěŋŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň —–. Ŕřĺ ¡šőň łőňŕńěłśŋă£ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć w, —w ć C ⊗V ąşďěš śőćŕăďăšĳ ś łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ćěźěśšćěŋŋőľ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ćěłšőřőć v_1, v_2 ć V , ă ¡šă ŕőśńěďŋ££ ąşďěš ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň őŕěřăšőřă F .

2.2.5. Śńěďśšćĺě. Ćś£łőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋőčő őŕěřăšőřă, őšćěůă¿źěě ćěźěśšćěŋŋőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿, £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ćěźěśšćěŋŋőčő śőąśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă šőľ ęě řăğňěřŋőśšĺ ĺ ś šěň ęě śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň ş ĺśţőďŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă.

Ğăďăůă 4.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ ĺğőňěšřĺ£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ć ŕőďţőď£źěň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ąńőůŋő-ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ

˝(’_1) ˝(’_2) 0 ... ˝(’_k) ±1 1 0 ... 1

;

čďě ğŋăł ćżąĺřăěšś£ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś šěň, £ćń£ěšś£ ńĺ ĺğőňěšřĺ£ śőąśšćěŋŋőľ, ă ůěřěğ ˝(’) őąőğŋăůěŋż 2 × 2-ňăšřĺűż ŕőćőřőšőć ŋă şčńż 0 < ’ < 2ı.

x3. Őćěźěśšćńěŋĺě

Ŕőśňőšřĺň šěŕěřĳ ŋă ŕřěďżďşźş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ŕőď ŕřőšĺćőŕőńőęŋżň şčńőň. Ŕşśšĳ W | n-ňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŕőśłőńĳłş R ⊂ C , ćőğňőęŋőśšĳ şňŋőęăšĳ ćěłšőřż ŕřőśšřăŋśšćă W ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ćłń¿ůăěš ć śěą£ ćőğňőęŋőśšĳ şňŋőęăšĳ ĺţ ĺ ŋă ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă. Ěśńĺ ňż ŕřĺňěň ćő ćŋĺňăŋĺě šőńĳłő ¡šş ŕőśńěďŋ¿¿, ğăążć ŕřő şňŋőęěŋĺě ŋă ŋěćěźěśšćěŋŋżě łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă, šő ŕřěăřćšĺň W ć ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň R, łőšőřőě ŋăğżćăěšś£ őćěźěśšćńěŋĺěň łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W ĺ őąőğŋăůăěšś£ WR. Ŕőďůěřłŋş, ůšő őŋő śőśšőĺš ĺğ ťĺğĺůěśłĺ šěţ ęě ćěłšőřőć, ůšő ĺ W , ĺ őšńĺůăěšś£ őš W šőńĳłő śňżśńőň, łőšőřżľ ćłńăďżćăěšś£ ć ŕőŋ£šĺě ńĺŋěľŋőśšĺ | ćňěśšő łőňŕńěłśŋőľ ńĺŋěľŋőśšĺ ňż ŋăůĺŋăěň řăśśňăšřĺćăšĳ ćěźěśšćěŋŋş¿ ńĺŋěľŋőśšĳ.

§3: Őćěźěśšćńěŋĺě 53

3.1. Ąăğĺśż ĺ řăğňěřŋőśšĳ. Ěśńĺ ćěłšőřż e1; e2; : : : ; en śőśšăćń£ńĺ ąăğĺś W ŋăď C , šő ćěłšőřż e_1; e_2; : : : ; e_n ; ie_1; ie_2; : : : ; ie_n śőśšăć£š ąăğĺś WR ŋăď R. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śşźěśšćőćăŋĺě ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă w ∈W ć ćĺďě w = ∑ ze

ś łőňŕńěłśŋżňĺ z = x + iy řăćŋőśĺńĳŋż śşźěśšćőćăŋĺ¿ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ w = ∑ x e + ∑ yie

ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Šăłĺň őąřăğőň, dimRWR = 2 dimC W . Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćěźěśšćěŋŋżľ ąăğĺś e_1; e_2; : : : ; e_n ; ie_1; ie_2; : : : ; ie_n ăśśőűĺĺřőćăŋŋżň ś łőňŕńěłśŋżň ąăğĺśőň e_1; e_2; : : : ; e_n .

3.2. Śřăćŋěŋĺě ńĺŋěľŋżţ čřşŕŕ. Ćśě őąřăšĺňżě ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż F : V −→ V , ďěľśšćş¿źĺě ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k, śőśšăćń£¿š čřşŕŕş, łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋőľ ńĺŋěľŋőľ čřşŕŕőľ ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăď ŕőńěň k ĺ őąőğŋăůăěšś£ GL_k(V ) ĺńĺ ŕřőśšő GL(V ), ěśńĺ ŕőńě ŋěš ŋşęďż şšőůŋ£šĳ. Ťĺłśăűĺ£ ć V ąăğĺśă ŕőğćőń£ěš śőŕőśšăćĺšĳ łăęďőňş őŕěřăšőřş ěčő ňăšřĺűş ć ¡šőň ąăğĺśě, ůšő ğăďă-ěš ĺğőňőřťĺğň ŕőńŋőľ ńĺŋěľŋőľ čřşŕŕż ś čřşŕŕőľ ŕő şňŋőęěŋĺ¿ ŋěćżřőęďěŋŋżţ łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű řăğňěřă n×n (čďě n = dim V ). İšă čřşŕŕă őąőğŋăůăěšś£ GL_n(k) ĺńĺ ŕřőśšő GL_n.

Ćěřŋ-ěňś£ ćŋőćĳ ł n-ňěřŋőňş łőňŕńěłśŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş W ĺ ťĺłśĺřşěň ć ŋ-ěň ąăğĺś {e } ŋăď ŕőńěň C , őšőęďěśšćĺć šěň śăňżň čřşŕŕş GLC (W ) łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ś čřşŕŕőľ GL_n(C ) łőňŕńěłśŋżţ ŋěćżřőęďěŋŋżţ ňăšřĺű řăğňěřă n × n. Ăŋăńőčĺůŋő, ŕřĺ ŕőňőźĺ ăśśőűĺĺřőćăŋŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ąăğĺśă e_1; e_2; : : : ; e_n ; ie_1; ie_2; : : : ; ie_n őšőęďěśšćĺň čřşŕŕş GLR(WR) őąřăšĺňżţ ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ś čřşŕŕőľ GL_{2n}(R) ćěźěśšćěŋŋżţ ňăšřĺű řăğňěřă 2n×2n. Ŕőśłőńĳłş łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż £ćń£¿šś£ šăłęě ĺ ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżňĺ, ŕěřěğăŕĺśĳ łőňŕńěłśŋőčő őŕěřăšőřă ć ćěźěśšćěŋŋőň ąăğĺśě őŕřěďěń£ěš ĺŋžěłšĺćŋżľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ GL_n(C ) −→ GL_{2n}(R). Őŕĺÿěň őąřăğ ¡šőčő čőňőňőřťĺğňă. Ŕşśšĳ F ∈ HomC (W; W ) ğăďă-ěšś£ ć łőňŕńěłśŋőň ąăğĺśě e_1; e_2; : : : ; e_n łőňŕńěłśŋőľ ňăšřĺűěľ Z = (z^— ) = (x^— + iy^— ) = X + iY , čďě X = (x^— ), Y = (y^— ) | ćěźěśšćěŋŋżě n × n-ňăšřĺűż. Šőčďă F (e) = ∑ z^— e_— = ∑ x^— e_— + ∑ y^— ie_—;

ĺ, ćśńěďśšćĺě łőňŕńěłśŋőľ ńĺŋěľŋőśšĺ F , F (ie) = iF (e) = ∑ −y^— e_— + ∑ x^— ie_—. Šěň śăňżň, ŕěřěřăğńőęěŋĺě łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ŕő ćěźěśšćěŋŋőňş ąăğĺśş ąşďěš ąńőůŋőľ 2n × 2n-ňăšřĺűěľ ĺğ n × n-ąńőłőć ( X Y −Y X ) : (3-1)

Ğăďăůă 4.8. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ĺ ŋăőąőřőš, ćś£łĺľ ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř šăłőčő ćĺďă ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś şňŋőęěŋĺěň ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă.

Ňż ŕőńşůăěň

3.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă őćěźěśšćń-ěŋŋőň łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ őąřăğőň łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋőčő, łőčďă ěčő ňăšřĺűă ć ćěźěśšćěŋŋőň ąăğĺśě, ăśśőűĺĺřőćăŋŋőň ś ŋěłőšőřżň łőňŕńěłśŋżň ąăğĺśőň, ĺňěěš ąńőůŋżľ ćĺď (3-1), ŕřĺ ¡šőň śőőšćěšśšćş¿źĺľ łőňŕńěłśŋżľ őŕěřăšőř ć łőňŕńěłśŋőň ąăğĺśě ąşďěš ğăďăćăšĳś£ ňăšřĺűěľ X + iY .

3.3. Ŕřĺňěř: şśńőćĺ£ Łőÿĺ-Řĺňăŋă. Ŕşśšĳ W = C . Šőčďă WR = R^2 ĺ ćěźěśšćěŋŋżň ąăğĺśőň, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżň ś łőňŕńěłśŋżň ąăğĺśőň {1} ⊂ C ąşďěš ąăğĺś {1; i}. Łőňŕńěłśŋőńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ć ¡šőň šřĺćĺăńĳŋőň śńşůăě | ¡šő ć šőůŋőśšĺ őŕěřăšőřż şňŋőęěŋĺ£ ŋă łăłőě ńĺąő łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő z = a + ib. Ć ćěźěśšćěŋŋőň ąăğĺśě šăłĺě (ĺ šőńĳłő šăłĺě) őŕěřăšőřż ğăŕĺśżćă¿šś£ ňăšřĺűăňĺ ( a −b b a ) : Ćś£łă£ ťşŋłűĺ£ f : C −→ C ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋă ŋă ďćşţ £ğżłăţ. Ńĺąő łăł ťşŋłűĺ£ w = f(z) őďŋőľ łőňŕńěłśŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ, ńĺąő (ŕőśńě řăğďěńěŋĺ£ ćěźěśšćěŋŋżţ ĺ ňŋĺňżţ ůăśšěľ ş w = u + iv ĺ z = x + iy) łăł ŕăřă ťşŋłűĺľ { u = u(x; y) v = v(x; y)

ŕăřż ćěźěśšćěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ.

Ťşŋłűĺ£ ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋő-ďĺťťěřěŋűĺřşěňőľ, ěśńĺ ě-ě ŕřĺřăźěŋĺě (łăł ťşŋłűĺĺ őš őďŋőľ łőňŕńěłśŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ) ŕřĺąńĺęăěšś£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ćżśÿěčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň őš ŕřĺřăźěŋĺ£ ăřčşňěŋšă.

Ćěźěśšćěŋŋő-ďĺťťěřěŋűňřşěňőě őšőąřăęěŋĺě ĺğ R^2 ć R^2 (ğăďăćăěňőě ŕăřőľ ťşŋłűĺľ őš

ŕăřż ćěźěśšćěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ) őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő, šőńĳłő ńĺŋěľŋőśšĳ ŕřĺřăźěŋĺ£ ŕřĺ ¡šőň ĺňěěšś£ ć ćĺďş ćěźěśšćěŋŋă£.

Ŋěśńőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őŕěřăšőřż, ğăďă¿źĺě ńĺŋěľŋş¿ ůăśšĳ ŕřĺřăźěŋĺ£, ĺňě¿š ć ¡šĺţ ďćşţ śńşůă£ţ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ćĺď △z −→ df dz · △z ĺ (_△ x △y ) −→ @u @x @u @y @v @x @v @y · (_△ x △y )

Ć ăŋăńĺğě ďőłăğżćăěšś£ šăłęě, ůšő ěśńĺ ćśě ůěšżřě ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ĺğ ŕřăćőčő śőőšŋőÿěŋĺ£ śşźěśšćş¿š ĺ ŋěŕřěřżćŋż ć ŋěłőšőřőľ őąńăśšĺ, šő ťşŋłűĺ£ ąşďěš ć ¡šőľ őąńăśšĺ ćěźěśšćěŋŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňőľ. Śőŕőśšăćń££ ¡šő ś ŕřěďżďşźĺňĺ ŋăąń¿ďěŋĺ£ňĺ ő ňăšřĺűăţ łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, ňż ğăłń¿ůăěň, ůšő ŕăřă ćěźěśšćěŋŋżţ ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ ťşŋłűĺľ őš ŕăřż ćěźěśšćěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ğăďă-ěš łőňŕńěłśŋő-ďĺťťěřěŋűĺřşěňş¿ ťşŋłűĺ¿ ĺğ C ć C , łőčďă ćżŕőńŋ£¿šś£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě

şřăćŋěŋĺ£ Łőÿĺ-Řĺňăŋă: @u @x = @v @y ĺ @u @y = − @v @x x4. Łőňŕńěłśŋă£ ĺ ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřż

4.1. Ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřă. Ŕşśšĳ W | n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň C . Ěśńĺ őŋő ŕőńşůěŋő łăł řěğşńĳšăš łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ ŋěłőěčő ćěźěśšćěŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă

§4: Łőňŕńěłśŋă£ ĺ ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřż 55

V , šő ŋă ŋ-ěň ĺňěěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ śšřşłšşřă: ěčő őćěźěśšćńěŋĺě WR řăğńőęěŋő ć ŕř£ňş¿ śşňňş ćěźěśšćěŋŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć W = V ⊕ iV . Ŋăńĺůĺě šăłőčő řăğńőęěŋĺ£ ĺŋőčďă ążćăěš şďńąŋő ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ ć šěřňĺŋăţ ŋăńĺůĺ£ ŋă W ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă śő śŕěűĺăńĳŋżňĺ śćőľśšćăňĺ.

4.1.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ďń£ ğăďăŋĺ£ ŋă łőňŕńěłśŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śšřşłšşřż łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő şłăğăšĳ šăłőľ ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ff ∈ HomR(WR; WR), łőšőřżľ ąż şďőćńěšćőř£ń şśńőćĺ£ň ff^2 = E ĺ ff(iw) = −iff(w).

Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ¡ăňěůăŋĺě. Ć śőůěšăŋĺĺ ś ćěźěśšćěŋŋőľ ńĺŋěľŋőśšĳ¿ ŕőśńěďŋěě śőőšŋőÿěŋĺě őğŋăůăěš, ůšő ff(zw) = —zff(w) ∀z ∈ C . İšő śćőľśšćő ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋőľ ăŋ-

šĺńĺŋěľŋőśšĳ¿. Őŕěřăšőř ff, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ£ň ŕřěďńőęěŋĺ£, ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň ćěźěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřż (ĺńĺ ŕřőśšő ćěźěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřőľ) ŋă łőňŕńěłśŋőň

ŕřőśšřăŋśšćě W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ W = C ⊗ V = V ⊕ iV , šő ć łăůěśšćě ff ŋăďő ćğ£šĳ őŕěřăšőř łőňŕńěłśŋőčő śőŕř£ęěŋĺ£ ćěłšőřőć: ff : v_1 + iv_2 −→ v_1 − iv_2 ∀v_1; v_2 ∈ V .

Őąřăšŋő, ěśńĺ ŋă WR ĺňěěšś£ őŕěřăšőř ff c łćăďřăšőň ěďĺŋĺűă, šő ŕřőśšřăŋśšćő WR łăł ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ćěźěśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć

W^+R = {w ∈WR| ffw = w} W^−R = {w ∈WR| ffw = −w};

łőšőřżě £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ďń£ ff, őšćěůă¿źĺňĺ śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň ±1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡šĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŕěřěśěłă¿šś£ šőńĳłő ŕő ŋşń¿, ă ĺţ śşňňă ŕőřőęďăěš ćś-ě WR, š.ł. ń¿ąőľ ćěłšőř w ∈WR ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě w = w_+ + w_− ś

w_+ = w + ffw 2 ∈ W^+R ĺ w_− = w − ffw 2 ∈ W^−R:

Ğăďăůă 4.9. Ďőłăęĺšě, ůšő šőůŋő šăłőě ęě řăğńőęěŋĺě ĺňěěšś£ ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă ś łćăďřăšőň ěďĺŋĺűă, ďěľśšćş¿źěčő ć ń¿ąőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ń¿ążň ŕőńěň, ţăřăłšěřĺśšłă łőšőřőčő őšńĺůŋă őš 2.

Ďăńěě, ĺğ şśńőćĺ£ ff(iw) = −iff(w) śńěďşěš, ůšő w ∈W^+R šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă iw ∈W^−R. Ďěľśšćĺšěńĳŋő:

ff(iw) = −iff(w) = −iw ⇐⇒ ff(w) = w:

Ğŋăůĺš, WR = W^+R ⊕ iW^+R, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. □

4.2. Łőňŕńěłśŋă£ śšřşłšşřă. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ V | ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, łőšőřőě £ćń£ěšś£ őćěźěśšćńěŋĺěň ŋěłőěčő łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W . Šăłőě ŕřőśšřăŋśšćő šăłęě őąńăďăěš śŕěűĺăńĳŋżňĺ śćőľśšćăňĺ, ĺ ¡šő šőęě ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ ŋă őŕěřăšőřŋőň £ğżłě.

4.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕőńěň R ğăďăšĳ śšřşłšşřş łőňŕńěłśŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, őćěźěśšćńěŋĺěň łőšőřőčő őŋő £ćń£ěšś£, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő ğăďăšĳ ŋă V ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř I ś I^2 = −E.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ V = WR ďń£ ŋěłőšőřőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W ŋăď ŕőńěň C , šő ć łăůěśšćě őŕěřăšőřă I ćżśšşŕăěš őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő i.

Őąřăšŋő, ěśńĺ ğăďăŋ R-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř I : V −→ V ś I^2 = −E, šő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ őŕěřăűĺ¿ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺğ V ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ťőřňşńőľ (x + iy)v^{def}= xv + yI(v) ∀v ∈V .

Ŕřőćěřłă ăłśĺőň şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă ďěńăěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő. Ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ ĺ ďěľśšćĺě ěďĺŋĺűż őůěćĺďŋż, ă ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ ďőłăğżćăěšś£ ćżłńăďłőľ:

z_1(z_2v) =

= (x_1 + iy_1)(x_2v + y_2I(v)) = x_1x_2v + x_1y_2I(v) + y_1x_2I(v) + +y_1y_2I^2(v) =

= (x_1x_2 − y_1y_2)v + (y_1x_2 + x_1y_2)I(v) = ( (x_1x_2 − y_1y_2) + i(y_1x_2 + x_1y_2) ) I(v) =

= (z_1z_2)v

Šăłĺň őąřăğőň, V śšăŋőćĺšś£ łőňŕńěłśŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ă ĺśţőďŋă£ śšřşłšşřă ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň R ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă łăł řěğşńĳšăš őćěźěśšćńěŋĺ£ ¡šőčő łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. □ Őŕěřăšőř I : I^2 = −E ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż (ĺńĺ ŕřőśšő

łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ) ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőňšřăŋśšćě V .

Ğăďăůă 4.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ś łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ąşďěš łőňŕńěłśŋőńĺŋěľŋżň, łőčďă őŋ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś őŕěřăšőřőň łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż.

x5. Łćăšěřŋĺőŋż

Ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^4 śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋőě śěňěľśšćő łőňŕńěłśŋżţ śšřşłšşř, ŕăřăňěšřĺğşěňőě šőůłăňĺ śšăŋďăřšŋőľ ďćşňěřŋőľ śťěřż. İšĺ śšřşłšşřż łřăśĺćěľÿĺň őąřăğőň śőčńăśőćăŋż ňěęďş śőąőľ ć őďŋş čĺŕěřłőňŕńěłśŋş¿ ĺńĺ šăł ŋăğżćăě-

ňş¿ łćăšěřŋĺőŋŋş¿ śšřşłšşřş.

5.1. Łćăšěřŋĺőŋŋőě şňŋőęěŋĺě. Őąőğŋăůĺň śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż łőőřďĺŋăšŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R^4 ůěřěğ 1; i; j; k, šăł ůšő ćěłšőřż R^4 ąşďşš ğăŕĺśżćăšĳś£ ć ćĺďě:

q = x_0 + x_1i + x_2j + x_3k:

Ňż śőąĺřăěňś£ ććěśšĺ ŋă ćěłšőřăţ q şňŋőęěŋĺě R^4 × R^4 −→ R^4 šăł, ůšőąż őŋő ążńő Rąĺńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, š.ě. şďőćńěšćőř£ńő śőőšŋőÿěŋĺ£ň

(–q_1)q_2 = q_1(–q_2) = –(q_1q_2) ∀–∈R ∀q_1; q_2 ∈ R^4 (q_1 + q_2)q_3 = q_1q_3 + q_2q_3 q_1(q_2 + q_3) = q_1q_2 + q_1q_3 ∀q^1; q^2; q^3 ∈ R^4:

Šăłőě şňŋőęěŋĺě őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň ďěć£šĺ ŕőŕăřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ňěęďş śőąőľ. Ňż őŕřěďěńĺň ĺţ šăł, ůšőąż ćěłšőř 1 ążń ďćşśšőřőŋŋěľ ěďĺŋĺűěľ ďń£ łőŋśšřşĺřşěňőčő şňŋőęěŋĺ£, łćăďřăšż őśšăńĳŋżţ šř-ěţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ążńĺ ąż řăćŋż −1: i^2 = j^2 = k^2 = −1;

§5: Łćăšěřŋĺőŋż 57

ă ŕőŕăřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ążńĺ ąż łőśőśĺňňěšřĺůŋż ĺ ćżůĺśń£ńĺśĳ ŕő ŕřăćĺńăň:

ij = k jk = i ki = j ji = −k kj = −i ik = −j

(ďń£ ĺţ ğăŕőňĺŋăŋĺ£ şďőąŋő ććěśšĺ ŋă ňŋőęěśšćě {i; j; k} űĺłńĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł:

· · · j < k < i < j < k < i < j · · · ;

šőčďă ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ śőśěďŋĺţ ąşłć řăćŋő śńěďş¿źěľ ğă ŋĺňĺ śő ğŋăłőň À+Á, ěśńĺ ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ ňěŋĳÿě ćšőřőčő, ĺ śő ğŋăłőň À−Á | ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě).

Ŕřőďőńęă£ ¡šĺ ŕřăćĺńă ŕő ćěźěśšćěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőśšĺ, ňż ŕőńşůăěň ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ďćşţ q = q_0 + q_1i + q_2j + q_3k ĺ p = p_0 + p_1i + p_2j + p_3k

śńěďş¿źş¿ ťőřňşńş ďń£ ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£:

p · q = (p_0q_0−p_1q_1−p_2q_2−p_3q_3) + + (p_0q_1+p_1q_0+p_2q_3−p_3q_2) i + + (p_0q_2+p_2q_0+p_3q_1−p_1q_3) j + + (p_0q_3+p_3q_0+p_1q_2−p_2q_1) k

(5-2)

5.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ććěď-ěŋŋă£ šőńĳłő ůšő őŕěřăűĺ£ ŋă ćěłšőřăţ R^4 ŋăğżćăěšś£ łćăšěřŋĺőŋŋżň şňŋőęěŋĺěň, ă śăňĺ ćěłšőřż | łćăšěřŋĺőŋăňĺ.

Ŕřĺ řăśśňőšřěŋĺĺ łćăšěřŋĺőŋőć ćňěśšő R^4 ĺśŕőńĳğşěšś£ őąőğŋăůěŋĺě H . 5.2.1. Ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ. Ĺğ ťőřňşń (5-2) ćĺďŋő, ůšő łăł ńěćőě šăł ĺ ŕřăćőě şňŋőęěŋĺ£ ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋżľ łćăšěřŋĺőŋ £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ŋă

R^4, ĺğ ůěčő ćżšěłăěš ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ şňŋőęěŋĺ£ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śńőęěŋĺ¿. Łćăšěřŋĺ-

őŋŋőě şňŋőęěŋĺě šăłęě ăśśőűĺăšĺćŋő. Ąńăčőďăř£ ąĺńĺŋěľŋőśšĺ ŕřőćěřłă ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ śćőďĺšś£ ł ŕřőćěřłě ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ ŕěřěňŋőęěŋĺ£ ąăğĺśŋżţ łćăšěřŋĺőŋőć, łőšőřş¿ ŋěšřşďŋő śďěńăšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő.

Ğăďăůă 4.11. Őą£ğăšěńĳŋő ŕřőďěńăľšě ¡šş ŕřőćěřłş!

5.3. Ŋőřňă ĺ śőŕř£ęěŋĺě. Łćăšěřŋĺőŋż ĺğ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ćěłšőřőć i; j:k ŋăğżćă¿šś£ ůĺśšő ňŋĺňżňĺ, ă łćăšěřŋĺőŋż, ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżě 1 | ćěźěśšćěŋŋżňĺ. Ŕřőĺğćőńĳŋżľ

łćăšěřŋĺőŋ őďŋőğŋăůŋő ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě śşňňż ćěźěśšćěŋŋőčő ĺ ůĺśšő ňŋĺňőčő łćăšěřŋĺőŋőć, ŋăğżćăěňżţ ěčő ćěźěśšćěŋŋőľ ĺ ňŋĺňőľ ůăśš£ňĺ. Ćěźěśšćěŋŋő-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ňěŋ£¿źĺľ ğŋăł ş ćśěţ ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋőć ŋăğżćăěšś£ łćăšěřŋĺőŋŋżň śőŕř£ęěŋĺěň ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřšőľ śćěřţş, šăł ůšő

q_0 + q_1i + q_2j + q_3k^{def}= q_0 − q_1i − q_2j − q_3k:

Ńěčłő şśňőšřěšĳ, ůšő őďŋőćřěňěŋŋă£ śňěŋă ğŋăłă ş p_1; p_2; p_3 ĺ q_1; q_2; q_3 ć ťőřňşńăţ (5-2) řăćŋőśĺńĳŋă ŕěřěňěŋě ąşłć p ĺ q ňěęďş śőąőľ ĺ śňěŋě ğŋăłă ş ňŋĺňőľ ůăśšĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£. İšő ćżřăęăěšś£ ťőřňşńőľ —p · —q = qp:

Šěň śăňżň, śőŕř£ęěŋĺě £ćń£ěšś£ ăŋšĺčőňőňőřťĺğňőň ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł şňŋőęěŋĺ¿ łćăšěřŋĺőŋőć, š.ě. ŕěřěćőďĺš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ćżůĺśń£ěňżě ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőĺ ŕőř£ďłě.

Ĺğ ŋăŕĺśăŋŋőľ ťőřňşńż śńěďşěš, ůšő łćăšěřŋĺőŋ q · —q ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ śőŕř£ęěŋĺĺ: q · —q = ——q · —q = q · —q, ă śšăńő ążšĳ, £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň ŕřĺ ń¿ąőň q ∈ H. Ćżůĺśń££ ćěźěśšćěŋŋş¿ ůăśšĳ q· —q ŕő ťőřňşńě (5-2), ŕőńşůăěň: q· —q = Re(q· —q) = ∑ q^2 = ||q||, čďě ŕőď ŋőřňőľ ŕőŋĺňăěšś£ śšăŋďăřšŋă£ ěćłńĺďőćă ŋőřňă ŋă R^4. Ĺğ śłăğăŋŋőčő ćżšěłăěš

5.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Śšăŋďăřšŋă£ ěćłńĺďőćă ŋőřňă ŋă R^4 ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă őšŋőśĺšěńĳŋő łćăšěřŋĺőŋŋőčő şňŋőęěŋĺ£: ||pq|| = ||p|| · ||q|| ∀p; q ∈ H .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ||pq||^2 = pq · pq = pq—q—p = p ||q||^2 —p = ||p||^2 ||q||^2 : □ 5.3.2. Śńěďśšćĺě. (Šőęďěśšćő İľńěřă)

(x^2_0 + x^2_1 + x^2 + x^2_3) · (y^2_0 + y^2_1 + y^2 + y^2_3 ) = (x_0y_0−x_1y_1−x_2y_2−x_3y_3)^2 + + (x_0y_1+x_1y_0+x_2y_3−x_3y_2)^2 + + (x_0y_2+x_2y_0+x_3y_1−x_1y_3)^2 + + (x_0y_3+x_3y_0+x_1y_2−x_2y_1)^2

Šőęďěśšćő İľńěřă ĺčřăěš ćăęŋş¿ řőńĳ ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż ő ŕřěďśšăćĺňőśšĺ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă ć ćĺďě śşňňż ůěšżř-ěţ łćăďřăšőć, ŕőśłőńĳłş řěďşűĺřşěš ě-ě ł ğăďăůě ő ŕřěďśšăćĺňőśšĺ ŕřőśšżţ ůĺśěń.

5.4. Ďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő, ŋă ¡ńěňěŋšăţ łőšőřőčő őŕřěďěńěŋż ďćě ąĺŋăřŋżě őŕěřăűĺĺ (śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě), ŋăğżćăěšś£ šěńőň, ěśńĺ ¡šĺ őŕěřăűĺĺ şďőćńěšćőř£¿š ćśěň ăłśĺőňăň ŕőń£, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň łőňňşšăšĺćŋőśšĺ şňŋőęěŋĺ£^2.

Ňż şęě ćĺďěńĺ, ůšő şňŋőęěŋĺě łćăšěřŋĺőŋőć ăśśőűĺăšĺćŋő, ďĺśšřĺąşšĺćŋő ĺ őąńăďăěš ěďĺŋĺűěľ. Ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřěďńőęěŋĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ş łăęďőčő łćăšěřŋĺőŋă q ≠ 0 ĺňěěšś£ ďćşśšőřőŋŋĺľ őąřăšŋżľ q^{−1 def}= 1 ||q||^2 · —q:

Ňż ŕőńşůăěň

5.4.1. Śńěďśšćĺě. Ňŋőęěśšćő łćăšěřŋĺőŋőć H ś őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺ łćăšěřŋĺőŋŋőčő şňŋőęěŋĺ£ £ćń£ěšś£ šěńőň.

Ğăďăůă 4.12. Śłőńĳłő řěÿěŋĺľ ĺňěěš ć H şřăćŋěŋĺě q^2 = −1 ? Ğăďăůă 4.13. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă ń¿ąőľ ňŋĺňżľ łćăšěřŋĺőŋ ś ŋőřňőľ ěďĺŋĺűă £ćń£ěšś£ őŕěřăšőřőň łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż.

Ğăďăůă 4.14. Şąěďĺšěśĳ, ůšő H ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋő łăł ňŋőęěśšćő ťőřňăńĳŋżţ ğăŕĺśěľ ćĺďă q = z + wj, čďě z; w ∈ C , ă şňŋőęěŋĺě őŕřěďěń£ěšś£ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň řăśłřżšĺ£ śłőąőł ś şů-ěšőň řăćěŋśšć:

j^2 = −1 ĺ zj = j—z ∀z ∈C :

2Čőćőř£ šőůŋěě, šřěąşěšś£, ůšőąż śńőęěŋĺě şďőćńěšćőř£ńő őążůŋżň ăłśĺőňăň śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć, ă şňŋőęěŋĺě ążńő ąż ăśśőűĺăšĺćŋő, ćőğňőęŋő, ŋěłőňňşšăšĺćŋő, ŋő ăłśĺőňż ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ, śşźěśšćőćăŋĺ£ ěďĺŋĺűż ĺ śşźěśšćőćăŋĺ£ őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă ćżŕőńŋ£¿šś£ łăł ďń£ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋš śńěćă šăł ĺ ďń£ şňŋőęěŋĺ£ śŕřăćă.

Ńěłűĺ£ 5 Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň

▷İřňĺšőćż ŕřőśšřăŋśšćă ▷İřňĺšőćă čěőňěšřĺ£ ▷Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż ć ¡řňĺšőćőň ĺ ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ▷Śăňőśőŕř£ę-ěŋŋőśšĳ, ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋőśšĳ ĺ ĺğőňěšřĺůŋőśšĳ ▷Śőąśšćěŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřőć ▷Ďřşčĺě ŕřĺńőęěŋĺ£ ńěňňż ő łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřăţ

x1. İřňĺšőćż ŕřőśšřăŋśšćă

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ĺğşůĺň śšřőěŋĺě ŋěłőšőřżţ ěśšěśšćěŋŋżţ łńăśśőć őŕěřăšőřőć ŋă ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ŕřĺ ¡šőň ňż ąşďěň śńěďőćăšĳ ŋăňěůěŋŋőľ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ śţěňě řăśśşęďěŋĺľ: śŋăůăńă ĺśśńěďşěň śšřőěŋĺě łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋżţ őŕěřăšőřőć, ă ğăšěň śŕşśšĺň ¡šĺ śćőľśšćă ć ĺśţőďŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

1.1. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă. Ŕşśšĳ V | ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ C ⊗ V = V ⊕ iV | ěčő łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£. Ŋăň ąż ţőšěńőśĳ łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăšĳ šăłęě ĺ ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş ŋă V ďő ŋěłőšőřőčő \śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£" ŋă C ⊗ V . Ěśńĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěň ęě ŕřĺ-ěňőň, ůšő ĺ ŕřĺ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă, š.ě. ŕřőďőńęĺšĳ ťőřňş (v; w) ŋă ćěłšőřż ćĺďă v_1 + iv_2 ŕő łőňŕńěłśŋőľ ąĺńĺŋěľŋőśšĺ, ŕőńăčă£:

(v_1 + iv_2; w_1 + iw_2)C^{def}= (v_1; w_1) − (v_2; w_2) + i ( (v_1; w_2) + (v_2; w_1) ) ; šő ŕőńşůĺšś£ śĺňňěšřĺůŋă£ łőňŕńěłśŋő-ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă (∗; ∗)C ŋă C ⊗ V , ŋăğżćăěňă£ łőň-

ŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ĺśţőďŋőľ ćěźěśšćěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŋă V . Şćż, ¡šă ťőřňă ŋě őąńăďăěš

śćőľśšćăňĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£: śłăń£řŋżě łćăďřăšż łőňŕńěłśŋżţ ćěłšőřőć ąşďşš, łăł ŕřăćĺńő, ŋěćěźěśšćěŋŋż, ă ş ůĺśšő ňŋĺňżţ ćěłšőřőć ćěźěśšćěŋŋż, ŋő őšřĺűăšěńĳŋż!

Ğăďăůă 5.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ŋě śşźěśšćşěš ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋżţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň.

Šěň śăňżň, łőňŕńěłśŋő-ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ŋě ŕřĺčőďŋż ďń£ šőčő, ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ ňěšřĺłş ŋă C ⊗V ĺ ğăŋĺňăšĳś£ ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě őřšőčőŋăńĳŋőľ čěőňěšřĺěľ. Ůšőąż őąőľšĺ

¡šş ŋěŕřĺ£šŋőśšĳ, ěćłńĺďőćş ťőřňş ŕřőďőńęă¿š ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş ńĺŋěľŋő, ă ŕő ćšőřőňş | ăŋšĺńĺŋěľŋő, š.ě. šăł, ůšőąż ňŋĺňă£ ěďĺŋĺűă ćżŋőśĺńăśĳ ĺğ ćšőřőčő ăřčşňěŋšă śő ğŋăłőň ňĺŋşś. Ŕőńşůă¿źă£ś£ ŕřĺ šăłőň ŕřőďőńęěŋĺ ťőřňă ŋă C ⊗ V őąőğŋăůăěšś£ šăłęě, łăł ĺ ĺśţőďŋőě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ĺšăł, ňż ŕőńăčăěň:

(v_1 + iv_2; w_1 + iw_2)^{def}= (v_1; w_1) + (v_2; w_2) + i ( (v_2; w_1) − (v_1; w_2) ) : Ğăďăůă 5.2. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕőśšřőěŋŋă£ ťőřňă őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

(i) ćěźěśšćěŋŋă£ ąĺńĺŋěľŋőśšĳ (ii) (zv; w) = z(v; w) = (v; —zw) ∀z ∈C ∀v; w ∈ C ⊗ V (iii) (v; w) = (w; v) ∀v; w ∈ C ⊗ V (iv) (v; v) ∈ R ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋő ďń£ ń¿ąőčő ŋěŋşńěćőčő v ∈C ⊗ V Śćőľśšćă (i) ĺ (ii) ć śőćőłşŕŋőśšĺ ŋăğżćă¿šś£ łőňŕńěłśŋőľ ŕőńşšőřăńĺŋěľŋőśšĳ¿, śćőľśšćő (iii) | ¡řňĺšőćőľ śĺňňěšřĺůŋőśšĳ¿ (ĺńĺ ŕřőśšő ¡řňĺšőćőśšĳ¿), śćőľśšćő (iv) |

ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĳ¿.

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő W , ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ŋăğżćăěšś£ ¡řňĺšőćżň, ěśńĺ ŋă ŋ-ěň ťĺłśĺřőćăŋă ŕőńşšőřăńĺŋěľŋă£ ŕőńőęĺšěńĳŋő-őŕřěďěń-ěŋŋă£ ¡řňĺ-

šőćő śĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă (v; w) : W × W −→ C .

İšă ťőřňă ŋăğżćăěšś£ ¡řňĺšőćżň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ĺńĺ ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřőľ.

1.2.1. Ŕřĺňěřż Ěśńĺ V = R śő śšăŋďăřšŋőľ ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřőľ (x; y) =^∑ x y, šő ¡řňĺšőćżň ŕřőďőńęěŋĺěň ¡šőľ śšřşłšşřż ŋă C^n = C ⊗ R^n ąşďěš ťőřňă, ďěľśšćş¿źă£ ŋă śšőńąűż łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń w; z ŕő ŕřăćĺńş:

(w; z) = ∑ w —z

Őŋă ŋăğżćăěšś£ śšăŋďăřšŋőľ ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřőľ ŋă C^n .

Ěśńĺ V | ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě [a; b] śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň

(f; g) = b∫ a f(t)g(t)dt;

šő C ⊗ V ěśšěśšćěŋŋő őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕřőśšřăŋśšćőň łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżţ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ [a; b] → C , ă ¡řňĺšőćő ŕřőďőńęěŋĺě śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ

(f; g) = b∫ a f(t)g(t) dt:

Ŋăńĺůĺě ¡řňĺšőćőľ ťőřňż ŕőğćőń£ěš řăğćĺšĳ ŋă łőňŕńěłśŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őřšőčőŋăńĳŋş¿ ĺ ňěšřĺůěśłş¿ čěőňěšřĺ¿, ćŕőńŋě ăŋăńőčĺůŋş¿ ěćłńĺďőćőľ. Őŕĺÿěň ćłřăšűě ě-ě őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£.

1.3. Ňăšřĺűż Čřăňă. İřňĺšőćă śšřşłšşřă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęď-ěŋŋőň ćěłšőřăňĺ v_1; v_2; : : : ; v_m , ćŕőńŋě őŕřěďěń£ěšś£ (łăł ĺ ěćłńĺďőćă) ğăďăŋĺěň ňăšřĺűż Čřăňă G_v = ((v_i; v_j)). Šăłă£ ňăšřĺűă őą£ğăšěńĳŋő ¡řňĺšőćő-śĺňňěšřĺůŋă, š.ě. şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş

G^t_v = —G_v

§1: İřňĺšőćż ŕřőśšřăŋśšćă 61

(čďě ůěřšă őğŋăůăěš łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě ćśěţ ¡ńěňěŋšőć).

Ğăďăůă 5.3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ěśńĺ (z) ĺ (w) | ¡šő śšőńąűż łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăğńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŕő őąřăğş¿źĺň v_1; v_2; : : : ; v_m , šő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě (z; w) ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě (z; w) = (z)^tG_v( —w).

Ğăďăůă 5.4. Ŕşśšĳ ŋěłĺľ ŋăąőř ćěłšőřőć fi = (fi1; fi2; : : : ; fis) ść£ğăŋ ś ŋěłĺň ďřşčĺň ŋăąőřőň ćěłšőřőć v = (v_1; v_2; : : : ; v_s) ŕő ťőřňşńě fi = vC_{vfi} . Ćżćěďĺšě ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, ůšő G_fi = C^t_{vfi} G_v —C_{vfi} ¿

1.4. Őřšőčőŋăńĺğăűĺ£. Ąăğĺś e = {e1; e2; : : : ; en} ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćăěšś£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ ěčő ňăšřĺűă Čřăňă ěďĺŋĺůŋă£: Ge = E, š.ě. (ei; ej) = ‹ij.

Ğăďăůă 5.5. Ďőłăęĺšě, ůšő łőőřďĺŋăšż z^j ćěłšőřă v ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě e_1; e_2; : : : ; e_n ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ŕő ťőřňşńăň z^j = (v; e_j) = (e_j; v).

Ŕřőűěśś Čřăňă-Ÿňĺďšă ďőśńőćŋő ŕěřěŋőśĺšś£ ć ¡řňĺšőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺ ŕőğćőń£ěš ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś {fi_1; fi_2; : : : ; fi_n} ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś {e_1; e_2; : : : ; e_n} šăł, ůšő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ŕěřćżţ k ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ć őąőĺţ ąăğĺśăţ ąşďěš őďĺŋăłőćă ŕřĺ ćśěţ k = 1; : : : ; n.

Łăł ĺ ć ěćłńĺďőćőľ čěőňěšřĺĺ, őšś¿ďă śřăğş ŕőńşůăěšś£ 1.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Őŕřěďěńĺšěńĳ Čřăňă det Gv £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň ŋěőšřĺűăšěńĳŋżň ůĺśńőň ĺ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŋăąőř v = (v_1; v_2; : : : ; v_m) ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺň.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő śšřőłĺ ňăšřĺűż Čřăňă ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺňőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć ąşďşš šăłęě ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, ă őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż Čřăňă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňőčő ŋăąőřă řăćěŋ łćăďřăšş ňőďşń£ | det C_{ev}|^2 = det C_{ev} ·det —C_{ev} őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă őš ¡šőčő ŋăąőřă v ł őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőňş ŋăąőřş e.

1.5. İřňĺšőćă ňěšřĺłă. Ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ őŕřěďěńĺšěń£ Čřăňă ć śńşůăě ŋăąőřă ĺğ ďćşţ ćěłšőřőć v; w ŕřĺćőďĺš ł ¡řňĺšőćş ŋěřăćěŋśšćş Ąşŋ£łőćśłőčő-Łőÿĺ-Ÿćăřűă

|(v; w)|^2 ⩽ (v; v) · (w; w);

ĺğ łőšőřőčő šőľ ęě ćżłńăďłőľ, ůšő ĺ ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě, ćżćőďĺšś£ ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă √ (v; v) + √ (w; w) ≥ √ (v + w; v + w):

Ğăďăůă 5.6. Şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň ĺ ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňşńă ||v|| =^√(v; v) őŕřěďěń£ěš ŋőřňş ŋă ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ňěšřĺłă, ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ¡šőľ ŋőřňőľ, ŋăğżćăěšś£ ¡řňĺšőćőľ ňěšřĺłőľ. Śőőšŋőÿěŋĺ£

(v + w; v + w) = ||v||^2 + ||w||^2 + 2Re(v; w)

(v + iw; v + iw) = ||v||^2 + ||w||^2 − 2iIm(v; w)

ŕőłăğżćă¿š, ůšő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ĺň ňěšřĺłě ŕő ťőřňşńě 2(v; w) = ||v + w||^2 − ||v + iw||^2

1.6. Şčńż. Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă ŕőğćőń£ěš őŕřěďěńĺšĳ şčőń ňěęďş łőňŕńěłśŋżňĺ ŕř£ňżňĺ ć ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě łăł ěďĺŋśšćěŋŋőě ’ ∈ [0; ı=2]:

cos ’ =

|(v; w)| ||v|| · ||w|| : Ğďěśĳ ňż śšăńłĺćăěňś£ ś ćăęŋżň őšńĺůĺěň łőňŕńěłśŋőľ ¡řňĺšőćőľ čěőňěšřĺĺ őš ćěźěśšćěŋŋőľ ěćłńĺďőćőľ. Ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ťőřňşńă cos ’ = (v; w)||v|| · ||w|| ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ őŕřěďěń£ěš őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ şčőń ňěęďş őřĺěŋšĺřőćăŋŋżňĺ ŕř£ňżňĺ.Ć śăňőň ďěńě, ć ě-ě ŕřăćőľ ůăśšĺ śšőĺš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŋăŕřăćń£¿źĺţ ćěłšőřőć u= ||u|| ĺ v= ||v||, ğăďă¿źĺţ ŋě šőńĳłő ŕř£ňżě, ŋő ĺ őřĺěŋšăűĺ¿ ŋă ŋĺţ, ĺąő ŋă ćěźěśšćěŋŋőľ ŕř£ňőľ ěďĺŋĺůŋżľ ŋăŕřăćń£¿źĺľ ćěłšőř ňőęŋő ćżąřăšĳ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ (ůšő ĺ ŋăğżćăěšś£ ťĺłśăűĺěľ őřĺěŋšăűĺĺ). Ŕřĺ śňěŋě őřĺěŋšăűĺĺ őďŋőľ ĺğ ŕř£ňżţ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ňěŋ£ěš ğŋăł, ůšő čěőňěšřĺůěśłĺ ćżřăęăěšś£ ć ŕěřěţőďě őš őďŋőčő şčńă ňěęďş ďćşň£ ŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ ŕř£ňżňĺ ł śňěęŋőňş ś ŋĺň şčńş.

Ć łőňŕńěłśŋőľ čěőňěšřĺĺ ďěńő őąśšőĺš śőćěřÿěŋŋő ĺŋăůě. Ŋăŕřăćń£¿źĺě ćěłšőřż ďńĺŋż 1 ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕř£ňőľ C^1 ğăŕőńŋ£¿š ěďĺŋĺůŋş¿ őłřşęŋőśšĳ S^1 ĺ ćżąőř őďŋőčő ĺğ ŋĺţ ŋě őŕřěďěń£ěš ŋĺłăłőľ \łőňŕńěłśŋőľ őřĺěŋšăűĺĺ" ć šőň śňżśńě, ůšő ŕěřěţőďş ł ďřşčőňş ŋăŕřăćń£¿źěňş ćěłšőřş ŋěńĳğ£ ŕřĺŕĺśăšĳ ŋĺłăłőčő ğŋăłă, łăł ć ćěźěśšćěŋŋőň śńşůăě. Ŕő¡šőňş şčőń ňěęďş łőňŕńěłśŋżňĺ ŕř£ňżňĺ | ćěńĺůĺŋă ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ (ĺ ŋĺłăłĺţ śňěęŋżţ şčńőć ć ¡řňĺšőćőľ čěőňěšřĺĺ ŋěš).

Ŕő šőľ ęě ŕřĺůĺŋě ĺ ĺğőňěšřĺĺ ňŋőčőňěřŋżţ ¡řňĺšőćżţ ŕřőśšřăŋśšć ŋěńĳğ£ řăğďěńĺšĳ ŋă śőąśšćěŋŋżě ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżě.

1.7. Ĺğőňěšřĺĺ. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F : W −→ W ŋă ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě W ŋăğżćăěšś£ ĺğőňěšřĺěľ, ěśńĺ őŋ śőţřăŋ£ěš ¡řňĺšőćş ňěšřĺłş: ||F w|| = ||w|| ∀w ∈ W .

Ĺğőňěšřĺ£ ăćšőňăšĺůěśłĺ śőţřăŋ£ěš ĺ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě: (F v; F w) = (v; w) ∀v; w ∈ W , ă ŕőšőňş ğăďă-ěšś£ ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűěľ F_e śő śćőľśšćőň

F^t_e —F_e = E ĺńĺ F^{−1}_e = —F^t_e :

Šăłĺě ňăšřĺűż ŋăğżćă¿šś£ şŋĺšăřŋżňĺ.

Ğăďăůă 5.7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő şŋĺšăřŋżě ňăšřĺűż řăğňěřă n × n śőśšăćń£¿š čřşŕŕş ŕő şňŋőęěŋĺ¿.

İšă čřşŕŕă ŋăğżćăěšś£ şŋĺšăřŋőľ čřşŕŕőľ ĺ őąőğŋăůăěšś£ U_n. Şŋĺšăřŋżě ňăšřĺűż C ∈ U_n, ŕőďőąŋő őřšőčőŋăńĳŋżň, şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ¿ | det C| = 1. Őďŋăłő, ć őšńĺůĺě őš ćěźěśšćěŋŋőčő śńşůă£, ć łőňŕńěłśŋőň śńşůăě ¡šő şśńőćĺě ŋě řăğąĺćăěš ĺğőňěšřĺĺ ŋă ďćă łńăśśă.

Ğăďăůă 5.8. Ďőłăęĺšě, ůšő Un śőśšăćń£ěš łőňŕăłšŋőě ść£ğŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ć Mat_n(C ).

Şłăğăŋĺě: ěśńĺ ¡šă ğăďăůă ŋě ŕőńşůĺńăśĳ Àś ţőďşÁ, ćěřŋĺšěśĳ ł ŋěľ ŕőśńě šőčő, łăł ŕřőůĺšăěšě ďő łőŋűă ¡šş ĺ śńěďş¿źş¿ ńěłűĺĺ.

1.8. Őąž-ěň. Ěśńĺ ŕřĺŕĺśăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋőňş őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőňş ąăğĺśş őąž-ěň 1, šő, łăł ĺ ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě, ć ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě őďŋőğŋăůŋő ğăťĺłśĺřşěšś£ (łőňŕńěłśŋőğŋăůŋă£) ťőřňă őąž-ěňă. Ě-ě ňőďşńĳ ŋě ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš ćżąőřă őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă ĺ őŕřěďěńĺš ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋżľ ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ őąž-ěň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďőć ć W , łőšőřżľ ąşďěš şďőćńěšćőř£šĳ ćśěň śšăŋďăřšŋżň ăłśĺőňăň.

§2: Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż. 63

1.9. Őřšőčőŋăńż. Łăł ĺ ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě, ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U1; U2 ⊂ W ŋăğżćă¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋżňĺ, ěśńĺ (u_1; u_2) = 0 ∀u_1 ∈ U_1 ĺ ∀u_2 ∈ U_2. Ŕőśłőńĳłş (u_1; u_2) = (u_2; u_1), şśńőćĺě őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ śĺňňěšřĺůŋő.

Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćă U_1; U_2; : : : ; U_m ŕőŕăřŋő-őřšőčőŋăńĳŋż, šő śşňňă U_1 + U_2 + · · · + U_m ăćšőňăšĺůěśłĺ £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ, ĺąő u ∈ U_i ∩ U_j =⇒ (u; u) = 0 =⇒ u = 0.

Ďń£ ń¿ąőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U ⊂ W ňŋőęěśšćő ćěłšőřőć

U^⊥ = {w ∈ W | (u; w) = 0 ∀u ∈ U}

śőśšăćń£ěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć W , őřšőčőŋăńĳŋőě ł U. Ěśńĺ ćěłšőřż u_1; u_2; : : : ; u_m śőśšăćń£- ¿š ąăğĺś ć U, šő ∀w ∈ W őřšőčőŋăńĳŋă£ ŕřőěłűĺ£

ortpr_U (w)^{def}=

∑ (w; u ) ||u|| · u

ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă u, ŕőśłőńĳłş £ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋőľ ąńĺęăľÿěľ ł łőŋűş ćěłšőřă w šőůłőľ ĺğ U. Ćěłšőř w − ortpr (w) őřšőčőŋăńěŋ ł U, őšłşďă łăł ĺ ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě, śńěďşěš, ůšő W = U ⊕ U^⊥.

Ğăďăůă 5.9. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř ortpr_U őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň

(w; u) = (ortpr_U (w); u) ∀u∈U ∀w ∈W:

Ğăďăůă 5.10. Ďőłăęĺšě, ůšő U^{⊥⊥} = U.

x2. Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż.

Şśńőćĺňś£ ŕőď ŕřőśšřăŋśšćőň śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŕőŋĺňăšĳ ńĺąő ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő, ńĺąő ¡řňĺšőćő ŕřőśšřăŋśšćő. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ňż ć őąőĺţ śńşůă£ţ őąőğŋăůăěň (∗; ∗). Ĺğńăčăěňă£ ďăńěě šěőřĺ£ ňőęěš ążšĳ ŕăřăńńěńĳŋő řăğćĺšă łăł ć ěćłńĺďőćőň, šăł ĺ ć ¡řňĺšőćőň śńşůăě. Ŋăÿĺ ťőřňşńż ąşďşš ŕĺśăšĳś£ ďń£ ¡řňĺšőćă śńşůă£, ŕőśłőńĳłş ěćłńĺďőć śńşůăľ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ůăśšŋżľ śńşůăľ ¡řňĺšőćă: ćśěčďă ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő łăł ćěźěśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ¡řňĺšőćőň, ŕőńşůěŋŋőň ć řěğşńĳšăšě ěčő łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ. Őďŋăłő ůĺšăšěń¿ ŋăśšő£šěńĳŋő řěłőňěŋďşěšś£ śăňőśšő£šěńĳŋő ŕřőćěśšĺ ćśě řăśśşęďěŋĺ£ ďń£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŋěğăćĺśĺňő őš ¡řňĺšőćőľ šěőřĺĺ.

2.1. Śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř. Őŕěřăšőř F^∗ : W −→ W ŋă ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ę-ěŋŋżň ł őŕěřăšőřş F : W −→ W , ěśńĺ ∀v; w ∈ W ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő

(F^∗v; w) = (v; F w):

Śšřőčő čőćőř£, šěřňĺŋ \śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř" şęě ĺśŕőńĳğőćăńś£ ŋăňĺ ć ŕěřćőľ ńěłűĺĺ ć ďřşčőň śňżśńě. Őďŋăłő, šăłőćă šřăďĺűĺ£, ĺ ňż ąşďěň ěľ śńěďőćăšĳ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ¡šő ŋě ŕřĺćěď-ěš ł ŕşšăŋĺűě, ŕőśłőńĳłş śőŕř£ę-ěŋŋżě ć śňżśńě ŕěřćőľ ńěłűĺĺ őŕěřăšőřż ŋăň ŋĺ řăğş ŋě ćśšřěš£šś£, ă ůěřěğ ńěłűĺ¿ ňż şćĺďĺň, ůšő őąă ŕőŋ£šĺ£ śőŕř£ę-ěŋŋőśšĺ śőćŕăďă¿š ŕřĺ ąőńěě ÿĺřőłőň ćğčń£ďě ŋă ćěźĺ.

Şśšřăŋĺň ďń£ ŋăůăńă łăęşźĺľś£ ŕřőĺğćőń ć ćżąőřě ňěęďş ńěćżň ĺ ŕřăćżň śőňŋőęĺšěńěň ć őŕřěďěńěŋĺĺ śőŕř£ę-ěŋŋőčő őŕěřăšőřă (ł őďŋőňş ĺğ ŋĺţ ŕřĺňěŋ£ěšś£ F , ł ďřşčőňş F^∗). Ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě řăćŋőśĺńĳŋőśšĳ ŋăŕĺśăŋŋőľ ćżÿě ťőřňşńż ťőřňşńě

(F v; w) = (v; F^∗w):

śńěďşěš ĺğ śĺňňěšřĺůŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ă ć ¡řňĺšőćőň | ŕřőćěř£ěšś£ ćżłńăď- łőľ (F v; w) = (w; F v) = (F^∗v; w) = (v; F^∗w):

2.1.1. Ńěňňă. Ćś£łĺľ őŕěřăšőř ć ŕřőśšřăŋśšćě śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň őąńăďăěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋżň śőŕř£ę-ěŋŋżň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ¡řňĺšőć śńşůăľ. Ŕşśšĳ e = {e1; e2; : : : ; en} | ąăğĺś ć W ś ňăšřĺűěľ Čřăňă G_e ĺ (v); (w) | śšőńąűż łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć v; w ∈ W . Şśńőćĺě (F^∗v; w) = (v; F w) ğăŕĺśżćăěšś£ ňăšřĺůŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň

(v)^tF^{∗t}_e G_e( —w) = (v)^tG_e —F_e( —w);

ćżŕőńŋěŋĺě łőšőřőčő ďń£ ń¿ążţ v; w ∈ W řăćŋőśĺńĳŋő řăćěŋśšćş F^{∗t}_e G_e = G_e —F_e, ĺğ łőšőřőčő ňăšřĺűă F^∗_e őďŋőğŋăůŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ F_e:

F^∗_e = G^t_e^{−1} —F^t_e G^t_e (2-1)

Ěćłńĺďőć śńşůăľ ăŋăńőčĺůěŋ.

Ğăďăůă 5.11. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě ňăšřĺűă śőŕř£ę-ěŋŋőčő őŕěřăšőřă ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ňăšřĺűş ĺśţőďŋőčő őŕěřăšőřă ĺ ňăšřĺűş Čřăňă ŕő ťőřňşńě

F^∗_e = G^t_e^{−1}F^t_e G^t_e □ Ĺğ ŋăŕĺśăŋŋżţ ćżÿě ťőřňşń ćżšěłăěš, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř ğăďă-ěšś£ ňăšřĺűěľ, łőšőřă£ łőňŕńěłśŋő-śőŕř£ęěŋă ł šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ňăšřĺűě ĺśţőďŋőčő őŕěřăšőřă (ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě śńőćă ő łőňŕńěłśŋőľ śőŕř£ę-ěŋŋőśšĺ ňőęŋő őŕşśšĺšĳ).

2.1.2. Şšćěřęďěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě: F → F^∗ £ćń£ěšś£ ăŋšĺńĺŋěľŋżň ăŋšĺčőňőňőřťĺğ-

ňőň C -ăńčěąřż HomC (W; W ), ŕřĺů-ěň ěčő łćăďřăš řăćěŋ ěďĺŋĺűě: F^{∗∗} = F .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. C -ăŋšĺńĺŋěľŋőśšĳ

(z_1F_1 + z_2F_2)^∗ = —z_1F^∗_1 + —z_2F^∗_2

śńěďşěš ŕř£ňő ĺğ ťőřňşńż (2-1). Řăćěŋśšćő F^{∗∗} = F ĺ (F G)^∗ = G^∗F^∗ šăłęě ňőęŋő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŕřőćěřĺšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ¡šőľ ťőřňşńż, ŋő ŕřőźě ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ őŕřěďěńěŋĺěň (ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ¿):

(F Gv; w) = (Gv; F^∗w) = (v; G^∗F^∗w)

őğŋăůăěš, ůšő (F G)^∗ = G^∗F^∗, ă řăćěŋśšćő F^{∗∗} = F ěśšĳ ńĺÿĳ ŕěřěťőřňşńĺřőćłă šőčő, ůšő şśńőćĺ£ (F v; w) = (v; F^∗w) ĺ (F^∗v; w) = (v; F w) řăćŋőśĺńĳŋż. □

§2: Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż. 65

Ğăďăůă 5.12. Łăł ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ ¡šő ŕřěďńőęěŋĺě ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě? 2.1.3. Śńěďśšćĺě. Őŕěřăšőř śőŕř£ęěŋĺ£ F → F^∗ őŕřěďěń£ěš ćěźěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş ŋă ŕřőśšřăŋśšćě HomC (W; W ), š.ě. řăğńőęěŋĺě

HomC (W; W ) = Hom^+C (W; W ) ⊕ Hom^−C (W; W ); čďě Hom^+C (W; W ) = {F | F^∗ = F } Hom^−C (W; W ) = {F | F^∗ = −F } = iHom^+C (W; W )

£ćń£¿šś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć HomC (W; W )

Őŕěřăšőřż ĺğ Hom^+ ĺ Hom^− ŋăğżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżňĺ ĺ ăŋšĺ-

śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżňĺ (ĺńĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżňĺ). §ćŋő řăğńőęěŋĺě ń¿ąőčő őŕěřăšőřă ć śşňňş

śăňő- ĺ ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋőčő ďă-ěšś£ ťőřňşńőľ: F = F + F^∗ 2 + F − F^∗ 2 : Ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě őŕěřăšőřż ğăďă¿šś£ ¡řňĺšőćő śĺňňě-

šřĺůŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ (š. ě. šăłĺňĺ, ůšő M^t = —M), ă ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě | ¡řňĺšőćő łőśőśĺňňěšřĺůŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ (š. ě. šăłĺňĺ, ůšő M^t = − —M).

Ğăďăůă 5.13. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šĺŕ śĺňňěšřĺĺ ňăšřĺűż ĺğňěŋ£ěšś£ ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ćśěţ ě-ě ¡ńěňěŋšőć ŋă i.

Ğăďăůă 5.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ŋă ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě šăłęě £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżţ ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋżţ őŕěřăšőřőć, ŕřĺů-ěň ŕěřćżě ğăďă¿šś£ ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě śĺňňěšřĺůŋżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ňăšřĺűăňĺ, ă ćšőřżě | łőśőśĺňňěšřĺůŋżňĺ (š.ě. ňěŋ£¿źĺňĺ ğŋăł ŕřĺ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺĺ).

2.1.4. Ŕřĺňěř. Ć šěřňĺŋăţ őŕěřăűĺĺ ∗ ĺğőňěšřĺĺ ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă ňőęŋő ţăřăłšěřĺğőćăšĳ łăł ŋěćżřőęďěŋŋżě őŕěřăšőřż, śőŕř£ę-ěŋŋżě śćőěňş őąřăšŋőňş: F^∗ = F^{−1}. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ F^∗ = F^{−1}, šő ŕőńăčă£ ć

(F v; ; w) = (v; F^∗w) = (v; F^{−1}w)

ćěłšőř w řăćŋżň w = F u, ŕőńşůĺň, ůšő ∀u; v (F v; F u) = (v; u). Ŋăőąőřőš, ŕőśłőńĳłş ćś£łă£ ĺğőňěšřĺ£ ŋěćżřőęďěŋă, ć řăćěŋśšćě (F v; F w) = (v; w) ňőęŋő ćğ£šĳ w = F^{−1}u ĺ ŕőńşůĺšĳ (F v; u) = (v; F^{−1}u) ∀v; u, őšłşďă F^{−1} = F^∗.

2.1.5. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ V | ŕřőśšřăŋśšćő ąěśłőŋěůŋő čńăďłĺţ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě [a; b], ğăŋşń£¿źĺţś£ ŋă łőŋűăţ őšřěğłă ćňěśšě śő śćőĺňĺ ŕřőĺğćőďŋżňĺ. Ććěď-ěň ŋă V ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş ŕő ťőřňşńě

(f; g) = b∫ a f(t)g(t)dt;

ĺ ćżůĺśńĺň őŕěřăšőř, śőŕř£ę-ěŋŋżľ ł ddt : f −→ f^′. Ĺŋšěčřĺřş£ ŕő ůăśš£ň, ŋăţőďĺň

( d dt f; g) = b∫ a f^′gdt = − b∫ a fg^′dt = (f; − d dt g): Šěň śăňżň őŕěřăšőř ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋ. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ | śăňőśőŕř£ę-ěŋ. Ŕőśłőńĳłş śőŕř£ęěŋĺě £ćń£ěšś£ ăŋšĺčőňőňőřťĺğňőň ăńčěąřż őŕěřăšőřőć, šő, ł ŕřĺňěřş, őŕěřăšőř, śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőřş

t^3 d^2 dt^2

: f(t) → t^3f^{′′}(t)

ąşďěš ďěľśšćőćăšĳ ŕő ŕřăćĺńş [ t^{3 d2}_{dt2} ]_∗ : f(t) → ( t^3f(t) )_{′′} = [t^{3 d2}_{dt2} + 6t^{2 d}_{dt} + 6t]f(t).

Ğăďăůă 5.15. Ć şśńőćĺ£ţ ŕřĺňěřă ćżůĺśńĺšě L^∗ ďń£

L = a(t) d^2 dt^2

+ b(t) d dt + c(t) : f → af^{′′} + bf + c

čďě a; b; c ∈ V .

2.2. Łřĺšěřĺĺ ŋőřňăńĳŋőśšĺ. Ćőŕřőś ő ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĺ őŕěřăšőřőć ć ŕřőśšřăŋśšćě śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ěśšěśšćěŋŋő śšăćĺšĳ ć ąőńěě śšřőčőľ ťőřňşńĺřőćłě: ćż£śŋĺšĳ, śşźěśšćşěš ńĺ ďń£ ďăŋŋőčő őŕěřăšőřă őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Őŕěřăšőřż, ďń£ łőšőřżţ šăłőľ ąăğĺś śşźěśšćşěš, ŋăğżćă¿šś£ŋőřňăńĳŋżňĺ. Ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń őŋĺ őŕĺśżćă¿šś£ śńěďş¿źěľ šěőřěňőľ.

2.3. Šěőřěňă. Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă őŕěřăšőř F : W −→ W ć ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě W ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż:

(i) F ĺňěěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď ć ŋěłőšőřőň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě. (ii) F F^∗ = F^∗F (iii) Őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě W^⊥_– ł ń¿ąőňş śőąśšćěŋŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş W^⊥_– = {w ∈ W | F w = –w} F -ĺŋćăřĺăŋšŋő (š.ě. ŕěřěţőďĺš ć śěą£ ŕřĺ ďěľśšćĺĺ F ). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ŕřőďěńăěň łřşč (i)⇒(ii)⇒(iii)⇒ (i).

(i)⇒ (ii). Řăśśňőšřĺň śőąśšćěŋŋżľ őřšőŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś {e} ďń£ F . Šőčďă

F_e =

–_1 0 ... 0 –_n

; F^∗_e =

—–_1 0 ... 0 —–_n

őšłşďă

F_eF^∗_e = F^∗_e F_e =

|–_1|^2 0 ... 0 |–_n|^2

(ii)⇒ (iii). Ĺğ şśńőćĺ£ F_eF^∗_e = F^∗_e F_e ćżšěłăěš, ůšő ćś£łőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W_– őŕěřăšőřă F ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő F^∗.

§2: Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż. 67

Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ w śőąśšćěŋŋżľ ďń£ F ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň – : F w = –w, šő F^∗w šăłęě ąşďěš śőąśšćěŋŋżň ďń£ F ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň –:

F (F^∗w) = F F^∗w = F^∗F w = F^∗–w = –F^∗w

Ŕřőćěřĺň, ůšő W^⊥_– ŕěřěţőďĺš ć śěą£ ŕőď ďěľśšćĺěň F . Ŕşśšĳ u∈W^⊥_– , š.ě. (u; w) = 0 ∀w ∈W . Šőčďă (F u; w) = (u; F^∗w) = 0 ∀w ∈ W

ŕőśłőńĳłş F^∗w ∈ W , ůšő ĺ ďőłăğżćăěš ĺňŕńĺłăűĺ¿ (ii)⇒ (iii).

(iii)⇒ (i). Ĺŋďşłűĺ£ ŕő řăğňěřŋőśšĺ. Ěśńĺ dim W = 1 ĺńĺ ěśńĺ F | čőňőšěšĺ£, šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ ş F ĺňěěšś£ ŋěšřĺćĺăńĳŋőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő 0 ≠ W_– ⊂ W ś dim W_– < dim W . Şśńőćĺě (iii) őğŋăůăěš, ůšő łăęďőě ĺğ śńăčăěňżţ őřšőčőŋăńĳŋőčő řăğńőęěŋĺ£ W = W_– ⊕ W^⊥_–

ŕěřěţőďĺš ć śěą£ ŕőď ďěľśšćĺěň F . Ŕő ĺŋďşłűĺĺ ňż ňőęěň ćżąřăšĳ śőąśšćěŋŋżě őřšőŋőřňăńĳŋżě ąăğĺśż ďń£ F ć W_– ĺ W^⊥_– . Ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ąşďěš ĺśłőňżň ąăğĺśőň ć W . □

2.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Őŕěřăšőřż F : W −→ W ŋă ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě W , şďőćńěšćőř£- ¿źěň şśńőćĺ£ň šěőřěňż, ŋăğżćă¿šś£ ŋőřňăńĳŋżňĺ.

Ć ůăśšŋőśšĺ, ňż ćĺďĺň, ůšő ŋőřňăńĳŋżňĺ £ćń£¿šś£ śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě, ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋ-ŋżě ĺ ĺğőňěšřĺůěśłĺě őŕěřăšőřż.

2.4.1. Śńěďśšćĺě. Őŕěřăšőř F : W −→ W šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżň, łőčďă őŋ ŋőřňăńěŋ ĺ ćśě ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ćěźěśšćěŋŋż.

2.4.2. Śńěďśšćĺě. Őŕěřăšőř F : W −→ W šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋżň, łőčďă őŋ ŋőřňăńěŋ ĺ ćśě ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ůĺśšő ňŋĺňż.

2.4.3. Śńěďśšćĺě. Őŕěřăšőř F : W −→ W šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺğőňěšřĺůěŋ, łőčďă őŋ ŋőřňăńěŋ ĺ ćśě ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ řăćŋż 1.

2.5. Łăŋőŋĺůěśłĺľ ćĺď őŕěřăšőřőć ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕřĺňěŋĺšĳ ŕřěďżďşźş¿ šěőřěňş ł ćěźěśšćěŋŋőňş őŕěřăšőřş ŋă ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě V , ňż śŋăůăńă ďőńęŋż ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăšĳ, ă ğăšěň ŕřőďőńęĺšĳ ěćłńĺďőćş ťőřňş ŋă V ďő ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřż ŋă W = C ⊗V . Ŕřĺ ¡šőň śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě, ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě ĺ ĺğőňěšřĺůěśłĺě őšŋőśĺšěńĳŋő ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřż ŋă V őŕřěăšőřż őśšăŋşšś£ šăłőćżňĺ ĺ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřě ŋă W (ĺţ ňăšřĺűż ć ćěźěśšćěŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšő ŋě ĺğňěŋ£šś£).

Őąžěďĺŋ££ śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋżţ ćěźěśšćěŋŋżţ őŕěřăšőřőć ć ŕăřż łőňŕńěłśŋő-śőŕř£ę-ěŋŋżţ, ňż ňőęěň ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ ŕřěďżďşźĺě śńěďśšćĺ£ ć ćěźěśšćěŋŋżţ šěřňĺŋăţ, ěśńĺ ćőśŕőńĳğşěňś£ řěğşńĳšăšăňĺ Şšć.2.2.2.

2.5.1. Śńěďśšćĺě. Śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě őąńăďăěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

2.5.2. Śńěďśšćĺě. Łőśőśĺňňěšřĺůŋżľ őŕěřăšőř ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ć ŕőďţőď£- źěň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋ ąńőůŋő ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ćĺďă

A_1 0 A_2 ... 0 A_k

; čďě A_k = ( 0 a −a 0 ) ; a ∈ R

2.5.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ ĺğőňěšřĺ£ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ć ŕőďţőď£źěň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ňăšřĺűěľ ćĺďă

Ŕ_1

... 0

Ŕ_k ±1 1 0 ... 1

;

čďě Ŕ = ( cos ’ sin ’ − sin ’ cos ’ ) | ňăšřĺűă ŕőćőřőšă ŋă şčőń ’ : 0 < ’ < 2ı, ă (ěďĺŋśšćěŋ-

ŋă£) ňĺŋşś ěďĺŋĺűă ŕřĺśşšśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺğőňěšřĺ£ ŋěśőąśšćěŋŋă£.

Ğăďăůă 5.16. Ł łăłőňş ćĺďş ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋőřňăńĳŋżľ őŕěřăšőř ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě?

Ćăęŋő ŕőďůěřłŋşšĳ, ůšő şłăğăŋŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őŕěřăšőřőć £ćń£¿šś£ łăŋőŋĺůěśłĺňĺ ć šőň śňżśńě, ůšő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ąńőłőć őŋĺ ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă ąăğĺśă ĺ śŕőśőąă ŕřĺćěďěŋĺ£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śšő£źĺě ŋă ďĺăčőŋăńĺ ąńőłĺ őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćă¿šś£ ŕő ŋăąőřş łőřŋěľ (ś şů-ěšőň łřăšŋőśšěľ) ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńě- ŋă. Ğăďăůă 5.17. Şłăęĺšě, łăł ĺňěŋŋő.

Ćőš ěź-ě ŋěśłőńĳłő ŕőńěğŋżţ śćőľśšć ŋőřňăńĳŋżţ őŕěřăšőřőć.

Ğăďăůă 5.18. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋőřňăńěŋ, łőčďă őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ń¿ąőňş ěčő ĺŋćăřĺăŋšŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş (ŋě őą£ğăšěńĳŋő śőąśšćěŋŋőňş) šăłęě ąşďěš ĺŋćăřĺăŋšŋżň.

Ğăďăůă 5.19. Ďőłăęĺšě, ůšő śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ŋőřňăńĳŋőčő őŕěřăšőřă, ĺňě¿- źĺě řăğńĺůŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, őřšőčőŋăńĳŋż.

Ğăďăůă 5.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć ŋőřňăńĳŋőčő őŕěřăšőřă ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ďő őřšőŋőřňăńĳŋőčő ąăğĺśă ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

2.6. Őšśšşŕńěŋĺě ő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ őŕěřăšőřăţ. Ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż ő ŋőřňăńĳŋżţ őŕěřăšőřăţ łń¿ůěćżň ňěśšőň £ćń£ěšś£ ťăłš, ĺğćěśšŋżľ łăł ńěňňă ő łőňşšĺřş¿źĺţ

őŕěřăšőřăţ:

§2: Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż. 69

Ěśńĺ őŕěřăšőřż A ĺ B łőňňşšĺřş¿š, šő ćś£łőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ďń£ A ŕěřěćőďĺšś£ ć śěą£ őŕěřăšőřőň B.

Ŕřĺ ćśěľ śćőěľ ŕřőśšőšě (ěčő ďőłăğăšěńĳśšćő

Av = –v =⇒ A(Bv) = ABv = BAv = B(–v) = –Bv

ğăŋĺňăěš őďŋş śšřőůłş!) ¡šőš ťăłš ńěęĺš ć őśŋőćě ňŋőčĺţ čńşąőłĺţ řěğşńĳšăšőć, šăł ůšő ěśńĺ ćż \ŕřőŕşśšĺńĺ" ěčő ďćşň£ śšřăŋĺűăňĺ ćżÿě, šő £ ŕřĺğżćă¿ ćăś őąďşňăšĳ ěčő šěŕěřĳ. Őšňěšĳšě, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő őŋ śŕřăćěďńĺć ćśěčďă (ďń£ ń¿ążţ čőňőňőřťĺğňőć A; B ń¿ążţ

ňőďşńěľ ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ łőńĳűăňĺ).

Ćőš ěź-ě őďŋő śńěďśšćĺě ńěňňż ő łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřăţ:

2.6.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ń¿ąőľ (ć šőň ůĺśńě ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăąőř ŕőŕăřŋő-ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ őŕěřăšőřőć, ďěľśšćş¿źĺţ ć łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ-ğăňłŋşšżň ŕőńěň, ĺňěěš őąźĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ dimV = 1, ĺńĺ ěśńĺ ćśě őŕěřăšőřż | čőňőšěšĺĺ, šő ń¿ąőľ ŋěŋşńěćőľ v ∈ V £ćń£ěšś£ őąźĺň śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň. Ěśńĺ śřěďĺ őŕěřăšőřőć ěśšĳ ţőš£ ąż őďĺŋ, ŋě £ćń£¿źĺľś£ čőňőšěšĺěľ, šő ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő řăğňěřŋőśšĺ. İšőš őŕěřăšőř ĺňěěš śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő V_– ś 0 < dimV_– < dim V , ĺ ćśě őŕěřăšőřż ŕěřěćőď£š ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć śěą£, šăł ůšő ŕő ĺŋďşłšĺćŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ć V_– ĺňěěšś£ őąźĺľ ďń£ ćśěţ őŕěřăšőřőć śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

Ğăďăůă 5.21. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ (ć šőň ůĺśńě ĺ ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăąőř ŕőŕăřŋőłőňňşšĺřş¿źĺţ ďĺăčőŋăńĺğĺřşěňżţ őŕěřăšőřőć ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěď-ěŋ ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ć őďŋőň őąźěň ďń£ ćśěţ őŕěřăšőřőć ąăğĺśě.

Ńěłűĺ£ 6 Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřőň

▷Ťăłšőřĺğăűĺ£ őŕěřăšőřă ▷Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ▷Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ŕő řăğńőęěŋĺ¿ ăŋŋşńĺřş¿źěčő ňŋőčőůńěŋă ▷Łőřŋěćżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ▷Řăğńőęěŋĺě Ęőřďăŋă ▷Śšřşłšşřă ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă ▷Ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă ĺ ĺţ ćżůĺśńěŋĺě ŕřĺćěďěŋĺěň ŕő ňőďşń¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă ▷İłśŕőŋěŋšă ĺ ńőčăřĺťň ▷Ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřőň łăł k[t]-ňőďşńĳ ▷İńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąśşďĺň ďěľśšćĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă F : V −→ V ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V , ŋě ŕřěďŕőńăčă£ ŋăńĺůĺ£ łăłĺţ-ńĺąő ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ śšřşłšşř ŋă V . Ĺŋőčďă ňż ąşďěň šřěąőćăšĳ ăńčěąřăĺůěśłş¿ ğăňłŋşšőśšĳ őśŋőćŋőčő ŕőń£ k (ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ řăğńőęěŋĺ£ Ęőřďăŋă ĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ őš őŕěřăšőřă), ŋő ğŋăůĺšěńĳŋă£ ůăśšĳ ŋăÿĺţ řăśśňőšřěŋĺľ ąşďěš śőţřăŋ£šĳ śĺńş ŋăď ń¿ążň ŕőńěň.

x1. Čěőňěšřĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřőň

1.1. Ťăłšőřĺğăűĺ£ őŕěřăšőřă. § ŋăŕőňŋ¿ (śň. ńěłűĺ¿ 5 ŕřőÿńőčő śěňěśšřă), ůšő ŕő ń¿- ąőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş W ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ťăłšőř ŕřőśšřăŋ-

śšćő V=W . Ěčő ćěłšőřăňĺ, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, £ćń£¿šś£ ćśěćőğňőęŋżě ŕăřăńńěńĳŋżě śďćĺčĺ

ŕőďŕřőśšřăŋśšćă A¸ (W ) ć A¸ (V ). Őŋĺ őąőğŋăůă¿šś£ ůěřěğ

[v]_W = v + W = {v + w ŕő ćśěň w ∈W }

ĺńĺ ŕřőśšő ůěřěğ [v], ěśńĺ £śŋő, ůšő ğă W ĺňěěšś£ ć ćĺďş.

Ŕőďňŋőęěśšćő [v] ∈ V ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋő šăłęě łăł łńăśś śňěęŋőśšĺ ćěłšőřă v ŕő ňőďşń¿ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W . Őšňěůş, ůšő řăćěŋśšćő [v] = [u] řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ u − v ∈ W (šăłĺě u ĺ v ŋăğżćă¿šś£ śřăćŋĺňżňĺ ŕő ňőďşń¿ W ). Őŕěřăűĺĺ ŋăď ćěłšőřăňĺ ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćă őŕřěďěń£¿šś£ ŕřăćĺńăňĺ

[v] + [u]^{def}= [v + u] –[v]^{def}= [–v] ∀u; v ∈ V ∀– ∈ k:

§1: Čěőňěšřĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřőň 71

Ğăďăůă 6.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šĺ őŕřěďěńěŋĺ£ łőřřěłšŋż, ĺ ůšő V=W £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň.

Ğăďăůă 6.2. Ŕşśšĳ ćěłšőřż e1; e2; : : : ; ek śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě W , ă łńăśśż ćěłšőřőć [e_{k+1}]; [e_{k+2}]; : : : ; [e_n] śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ťăłšőř-ŕřőśšřăŋśšćě V=W . Ďőłăęĺšě, ůšő ćěłšőřż e_1; e_2; : : : ; e_n śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć V .

Ěśńĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ďěľśšćşěš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F : V −→ V , šő őŋ ąşďěš ĺŋďşűĺřőćăšĳ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ~F : V=W −→ V=W ŋă ťăłšőřě ŕő ŕőďŕřőśšřăŋśšćş W ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ďń£ F (š.ě. ąşďěš ŕěřěţőďĺšĳ ŕőď ďěľśšćĺěň F ć śěą£). Őŕěřăšőř ~F ŋăğżćăěšś£ ťăłšőř-őŕěřăšőřőň F ŕő ňőďşń¿ ĺŋćăřĺăŋš-

ŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W ĺ őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ ~F([v]) = [F (v)].

Ğăďăůă 6.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő (ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő W ĺŋćăřĺăŋšŋő).

Ğăďăůă 6.4. Ŕşśšĳ {e1; e2; : : : ; en} | ąăğĺś ć V , šăłőľ ůšő {e1; e2; : : : ; ek} ąşďěš ąăğĺśőň ć W . Şąěďĺšěśĳ, ůšő F -ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ W řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ňăšřĺűă F_e

ĺňěěš ąńőůŋżľ ćĺď ( A B 0 C ) , čďě 0 | ŋşńěćă£ ňăšřĺűă řăğňěřă (n−k)×k. Şąěďĺšěśĳ šăłęě, ůšő a) ąńőł A ąşďěš ňăšřĺűěľ őčřăŋĺůěŋĺ£ őŕěřăšőřă F ŋă W ć ąăğĺśě {e1; e2; : : : ; ek}; ą) łńăśśż [e] ś ≥ k + 1 śőśšăć£š ąăğĺś ć V=W ĺ ąńőł C ąşďěš ňăšřĺűěľ ~F ć ¡šőň ąăğĺśě.

1.2. Ăŋŋşńĺřşźĺě ňŋőčőůńěŋż. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă g(t) ∈ k[t]:

g(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · + a_mt^m

őŕřěďěńĺň řěğşńĳšăš ŕőďśšăŋőćłĺ ć ŋěčő őŕěřăšőřă F ∈ Hom(V; V ) łăł őŕěřăšőř

g(F ) = a_0 · E + a_1 · F + a_2 · F^2 + · · · + a_m · F^m ∈ Hom(V; V ):

Őšőąřăęěŋĺě ev_F : k[t] −→ Hom(V; V ) : g(t) → g(F ) £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň łőńěű. Ěčő őąřăğ, śőśšő£źĺľ ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ őŕěřăšőřőć ćĺďă g(F ), őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ k[F ]. Ěčő £ďřő ker ev_F ⊂ k[t] śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć q(t), ďń£ łőšőřżţ q(F ) £ćń£ěšś£ ŋşńěćżň őŕěřăšőřőň (š.ě. őšőąřăęăěš ćś-ě V ć ŋşńěćőľ ćěłšőř). Šăłĺě ňŋőčőůńěŋż ŋăğżćă¿šś£ ăŋŋşńĺřş¿źĺňĺ ďń£ F .

Ğăďăůă 6.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ăŋŋşńĺřş¿źĺě ňŋőčőůńěŋż śőśšăćń£¿š ĺďěăń ć k[t]. İšőš ĺďěăń ŋě śőćŕăďăěš śő ćśěň łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć, ŕőśłőńĳłş ŋě śőďěřęĺš łőŋśšăŋšż, ĺ őšńĺůěŋ őš ŋşń£, ŕőśłőńĳłş ć łőŋěůŋőňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě Hom(V; V ) ąěśłőŋěůŋőě śěňěľśšćő ćěłšőřőć F^0 =E; F^1; F^2; : : : ďőńęŋő ążšĳ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňő:

a_0 · E + a_1 · F + a_2 · F^2 + · · · + a_d · F^d = 0

ďń£ ŋěłőšőřőčő d∈N ĺ ŕőďţőď£źĺţ a (ŋě ćśěţ ŋşńěćżţ).

Šăł łăł k[t] | łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ňŋőęěśšćő ňŋőčőůńěŋőć, łőšőřżě ăŋŋşńĺřş¿š ďăŋŋżľ őŕěřăšőř F , śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć, ďěń£źĺţś£ ŋă ňŋőčőůńěŋ —_F (t), őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ňżľ łăł ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, ăŋŋşńĺřş¿źĺľ F . İšőš ňŋőčőůńěŋ —_F (t) ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň őŕěřăšőřă F .

1.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Śšěŕěŋĳ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă ŋě ŕřěćżÿăěš řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš őŕěřăšőř:

deg —_F ≤ dim V:

Ğăňěůăŋĺě. Ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ćś£łĺľ őŕěřăšőř ŋă V ăŋŋşńĺřşěšś£ ŋěłőšőřżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ dim V = n. İšő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ć łőŋűě ŕőśńěďŋěľ ńěłűĺĺ ŕřőÿńőčő śěňěśšřă šőęďěśšćă Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ, şšćěřęďă¿źěčő, ůšő ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě ňăšřĺűż ć ě-ě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŕőńşůăěšś£ ŋşńěćă£ ňăšřĺűă (ĺ ¡šő ćěřŋő ŋăď ń¿ążň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň!). Ĺŋăůě čőćőř£, ffl_F (F ) = 0, š.ě. őŕěřăšőř ăŋŋşńĺřş-

ěšś£ śćőĺň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň. Šěň ŋě ňěŋěě, ňż şłăęěň ğďěśĳ ŋěğăćĺśĺňőě

čěőňěšřĺůěśłőě ŕőśšřőěŋĺě ňŋőčőůńěŋă śšěŕěŋĺ dimV = n, ăŋŋşńĺřş¿źěčő F . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő dim V . Ěśńĺ dimV = 1, šő F = –E | čőňőšěšĺ£ ĺ ăŋŋşńĺřşěšś£ ńĺŋěľŋżň ďćşůńěŋőň t − –. Ěśńĺ dim V > 1, řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v ≠ 0 ĺ ŋăĺňěŋĳÿş¿ ŋăšşřăńĳŋş¿ śšěŕěŋĳ F^m, ďń£ łőšőřőľ ćěłšőř F^mv ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ŕřěďżďşźĺě śšěŕěŋĺ:

F^mv = a_0v + a_1F v + · · · + a_{m−1}F^{m−1}v

(ğďěśĳ ďőŕşśłăěšś£, ůšőąż ćśě a ążńĺ ŋşńěćżňĺ!).

Ćěłšőřż v; F v; : : : ; F^{m−1}v ąşďşš ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż, šăł ůšő ĺţ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă W £ćń£ěšś£ F -ĺŋćăřĺăŋšŋżň m-ňěřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň. Őčřăŋĺůěŋĺě F ŋă ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ăŋŋşńĺřşěšś£ ŋěŋşńěćżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ m

f(t) = t^m − a_{m−1}t^{m−1} − · · · − a_0:

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, f(F )v = 0, ă ğŋăůĺš ĺ f(F )F^rv = F^rf(F )v = 0 ďń£ łăęďőčő r.

Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ťăłšőř-őŕěřăšőř ~F ŕő ňőďşń¿ W ăŋŋşńĺřşěšś£ ŋěłĺň ňŋőčőůńěŋőň g(t) śšěŕěŋĺ dim(V=W ) = dim V − m. Řăćěŋśšćő g( ~F) [ V=W ] = [0] őğŋăůăěš, ůšő g(F )V ⊂ W . Śńěďőćăšěńĳŋő, ňŋőčőůńěŋ f(t)g(t) ăŋŋşńĺřşěš F ĺ ĺňěěš ŋşęŋş¿ śšěŕěŋĳ. □

1.3. Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ŕő řăğńőęěŋĺ¿ ăŋŋşńĺřş¿źěčő ňŋőčőůńěŋă. Śőőšŋőÿěŋĺě ćĺďă g(F ) = 0 ś g ∈k[t] ćśěčďă ďőśšăćń£ěš čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ ő ďěľśšćĺĺ F . Ňż şęě ćĺďěńĺ ¡šő ŋă ŕřĺňěřě őŕěřăšőřă ś łćăďřăšőň ěďĺŋĺűă F : F^2 = E, ăŋŋşńĺřşěňőčő ňŋőčőůńěŋőň t^2 − 1 = (t + 1)(t − 1). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£

(F + E)(F − E) = 0

śńěďş¿š ćłń¿ůěŋĺ£

im(F + E) ⊂ V_+ = ker(F − E) = {v ∈V | F v = v} im(F − E) ⊂ V_− = ker(F + E) = {v ∈V | F v = −v}:

Řăğńőęěŋĺě^1 E = −12(F − E) + 12(F + E) ŕőğćőń£ěš ŕřěďśšăćĺšĳ ń¿ąőľ ćěłšőř v ∈V ć ćĺďě

v = 1 2 (F + E)v − 1 2 (F − E)v = v_+ + v_−

1Ňż ğďěśĳ ňőńůăńĺćő ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő char(k) ≠ 2, š.ł. ĺŋăůě t^2 − 1 = (t − 1)^2 ĺ t − 1 = t + 1.

§1: Čěőňěšřĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřőň 73

ś v_+ ∈V_+ ĺ v_− ∈V_−. Ćňěśšě ś őůěćĺďŋżň řăćěŋśšćőň V_+ ∩V_− = 0 ¡šő ďă-ěš řăğńőęěŋĺě V = V_+ ⊕ V_− ć ŕř£ňş¿ śşňňş śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć őŕěřăšőřă F ś śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ±1 (ŕřăćďă, ŋě čăřăŋšĺřşěš, ůšő őąă őŋĺ ŋěŋşńěćżě). Ć ůăśšŋőśšĺ, F ďĺăčőŋăńĺğşěň.

Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň őąőąźěŋĺěň ¡šőčő ŕřĺňěřă £ćń£ěšś£ śńěďş¿źěě 1.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ őŕěřăšőř F ∈ Hom(V; V ) ăŋŋşńĺřşěšś£ ŋěłőšőřżň ňŋőčőůńěŋőň q ∈ k[t], łőšőřżľ ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ć k[t] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě s ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő-ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěńěľ q(t) = q_1(t) · q_2(t) · · · · · q_s(t);

ĺ ŕşśšĳ Q_j(t) = q(t)=q_j(t); (j = 1; 2; : : : ; s) | ćśěćőğňőęŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕő (s − 1) ĺğ ŋĺţ. Šőčďă

(i) ker q_j(F ) = imQ_j(F ) ĺ £ćń£ěšś£ F -ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň (ćőğňőęŋő, ŋşńěćżň);

(ii) śşňňă ćśěţ ŋěŋşńěćżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ĺğ (I) £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ ĺ śőćŕăďăěš ś V .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěęďě ćśěčő, ňż ĺňěěň ∀j ćłń¿ůěŋĺě

imQ_j(F ) ⊂ ker q_j(F );

łőšőřőě ćżšěłăěš ĺğ řăćěŋśšćă 0 = q(F )V = q_j(F )Q_j(F )V .

Ďăńěě, ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ker q_j(F ) ŕőŕăřŋő šřăŋśćěřśăńĳŋż. İšő ćżšěłăěš ĺğ ćğăĺňŋőľ ŕřőśšőšż q_i ĺ q_j ŕřĺ i ≠ j: ŕőďąěř-ěň šăłĺě ňŋőčőůńěŋż a; b ∈ k[t], ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ šőęďěśšćő a(t)q_i(t) + b(t)q_j(t) = 1;

ŕőďśšăćĺň ć őąě ůăśšĺ őŕěřăšőř F ĺ ŕřĺňěŋĺň ł ćěłšőřş v ∈ ker q_i ∩ ker q_j. Ŕőńşůĺň

v = a(F )q_i(F )v + b(F )q_j(F )v = a(F )0 + b(F )0 = 0:

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, śşňňă ŕőďŕřőśšřăŋśšć im Q_j(F ) śőśšăćń£ěš ćś-ě V . Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

ŊŐĎ(Q_1; Q_2; : : : ; Q_s) = 1 ĺ ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ šăłĺě g ∈k[t], ůšő^s ∑ =1 Q (t)g(t) = 1. Ŕőďśšăćń££

ć ¡šő řăćěŋśšćő F ĺ ŕřĺňěŋ££ ěčő ł ŕřőĺğćőńĳŋőňş v ∈V ŕőńşůăěň řăğńőęěŋĺě v = ∑ v ; čďě v = Q(F )g(F )v ∈ imQ(F ):

Ĺğ ¡šĺţ šř-ěţ ťăłšőć ĺ ćżšěłăěš ŕřěďńőęěŋĺě.

1.3.2. Ŕřĺňěř: ŕřőěłšőřż. Őŕěřăšőř F : V −→ V ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšőřőň, ěśńĺ śşźěśšćşěš řăğńőęěŋĺě V = U ⊕ W , šăłőě ůšő F ŕěřěćőďĺš ń¿ąőľ ćěłšőř v = (u; w) ∈ U ⊕ W ć (0; w). Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š šăłęě, ůšő F ŕřőěłšĺřşěš V ŋă W ćďőńĳ U.

Ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ćżÿě ŕřěďńőęěŋĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ŕřőěłšőřăňĺ £ćń£¿šś£ šě ĺ šőńĳłő šě őŕěřăšőřż F , łőšőřżě ăŋŋşńĺřş¿šś£ ňŋőčőůńěŋőň t^2 − t, š.ě. şďőćńěšćőř£¿š śőőšŋőÿěŋĺ¿ F^2 = F . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě

V = ker(F ) ⊕ ker(F − E) ĺ ker(F − E) = im (F );

š.ě. ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş £ďřă ĺ őąřăğă, ĺ ďěľśšćĺě őŕěřăšőřă ŋă őąřăğě šőęďěśšćěŋŋő.

Ďřşčĺňĺ śńěďśšćĺ£ňĺ ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ŕřěďńőęěŋĺ£ £ćń£¿šś£ ąőńěě ňőźŋżě, ůěň ĺğ ńěłűĺĺ 4, łřĺšěřĺĺ ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĺ őŕěřăšőřă

1.3.3. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ őŕěřăšőř F ∈Homk(V; V ) ăŋŋşńĺřşěšś£ ňŋőčőůńěŋőň ąěğ łřăšŋżţ łőřŋěľ, ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčă¿źĺňś£ ŋăď k ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ, šő F ďĺăčőŋăńĺğşěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăćěŋśšćő (F − –1E)(F − –2E) · · · (F − –sE) = 0 ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ćśě – ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż ďă-ěš řăğńőęěŋĺě V = ⨁ ker(F − – E) (čďě śşňňĺřőćăŋĺě ĺď-ěš ŕő ćśěň ŋěŋşńěćżň ĺğ ŋăŕĺśăŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć), ůšő ĺ šřěąşěšś£.

Ğăďăůă 6.6. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě: ďĺăčőŋăńĺğşěňżľ őŕěřăšőř ăŋŋşńĺřşěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ∏ (t − – ), ć łőšőřőň ŕřĺśşšśšćş¿š ąěğ ŕőćšőřěŋĺľ ćśě ěčő řăğńĺůŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£.

1.3.4. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĺ őŕěřăšőřă ŋăď ŋěłőšőřżň ŕőńěň ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ěčő ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčăńś£ ŋăď ¡šĺň ŕőńěň ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ ĺ ŋě ĺňěń łřăšŋżţ łőřŋěľ.

Ğăďăůă 6.7. Ďőłăęĺšě, ůšő őčřăŋĺůěŋĺě ďĺăčőŋăńĺğşěňőčő őŕěřăšőřă ŋă ń¿ąőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ąşďěš ďĺăčőŋăńĺğşěňő ŋă ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě. Ğăďăůă 6.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋă£ śőćőłşŕŋőśšĳ ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ ďĺăčőŋăńĺğşěňżţ őŕěřăšőřőć ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěďěŋă ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş őďŋőćřěňěŋŋő ć őďŋőň őąźěň ąăğĺśě Şłăğăŋĺě: Ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ĺŋďşłűĺěľ ŕő řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă, ńěňňőľ ő łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřăţ ĺ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůěľ.

Ć łăůěśšćě ŕőśńěďŋěčő śńěďśšćĺ£ őšňěšĺň, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň, ţăřăłšěřĺśšĺłă łőšőřőčő ŋě ďěńĺš n, ąşďěš ďĺăčőŋăńĺğşěň ćś£łĺľ őŕěřăšőř, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şřăćŋěŋĺ¿ F^n = E. Ŕőśłőńĳłş ć łőŋěůŋőľ čřşŕŕě G ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿ F^{|G|} = E, ňż ŕőńşůăěň

1.3.5. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ ŕőńě k ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő, G | łőŋěůŋă£ ŕőďčřşŕŕă ć GL_k(V ), ĺ ě-ě ŕőř£ďőł |G| ŋě ďěńĺšś£ ŋă ţăřăłšěřĺśšĺłş ŕőń£ k. Šőčďă:

(i) ćśě őŕěřăšőřż ć G ďĺăčőŋăńĺğşěňż;

(ii) ěśńĺ G | ăąěńěćă, šő őŋĺ ŕřĺćőď£šś£ ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş őďŋőćřěňěŋŋő ć őďŋőň őąźěň ąăğĺśě.

x2. Řăğńőęěŋĺě Ęőřďăŋă.

Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő őśŋőćŋőě ŕőńě ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő. Ŋăÿă űěńĳ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ćżďěńĺšĳ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő őŕěřăšőřă ěčő Àďĺăčőŋăńĺğşěňş¿ śőśšăćń£¿źş¿Á, ĺ ćż£śŋĺšĳ łăł şśšřőěŋő šő, ůšő ŕőśńě ¡šőčő őśšăŋěšś£. 2.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ F ∈Homk(V; V ) ĺ –∈k | ń¿ąőě ůĺśńő. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő

K_– = ⋃ n∈N ker(F − –E)^n = {v ∈V | (F − –E)^nv = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő n∈N}

ŋěğżćăěšś£ łőřŋěćżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň śő ğŋăůěŋĺěň –.

§2: Řăğńőęěŋĺě Ęőřďăŋă. 75

Ğăďăůă 6.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő ĺ ć śăňőň ďěńě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő!

2.1.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ćś£łőě łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő K– F -ĺŋćăřĺăŋšŋő, őšńĺůŋő őš ŋşń£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă – £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň őŕěřăšőřă F , ĺ šřăŋśćěřśăńĳŋő ń¿ąőňş ďřşčőňş łőřŋěćőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş K_— ś — ≠ –.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. F -ĺŋćăřĺăŋšŋŋőśšĳ K– ŕřőćěř£ěšś£ ćżłńăďłőľ:

(F − –E)^nv = 0 =⇒ (F − –E)^nF v = F (F − –E)^nv = 0;

Ěśńĺ K_– őšńĺůŋő őš ŋşń£, šő őŋő śőďěřęĺš śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř v ∈K_–, šăłőľ ůšő v ≠ 0 ĺ F v = —v. Řăćěŋśšćő 0 = (F − –E)^nv = (— − –)^nv

ŕőłăğżćăěš, ůšő ěčő śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě — ďőńęŋő śőćŕăďăšĳ ś –. Őąřăšŋő, ćś£łőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő V_– = ker(F − –E) śőďěřęĺšś£ ć łőřŋěćőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě K_–.

Ŕřěďżďşźĺě řăśśşęďěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š ğăőďŋő, ůšő ŕřĺ – ≠ — őŕěřăšőř (F − —E) (ďń£ łőšőřőčő K_– £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, łăł ĺ ďń£ F ) ŋě ĺňěěš £ďřă ŋă K_–, ă śšăńő ążšĳ, ĺ őŋ, ĺ ćśě ěčő śšěŕěŋĺ ďěľśšćş¿š ŋă K_– ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő, š.ě. K_– ∩ K_— = 0. □ 2.2. Łőřŋěćőě řăğńőęěŋĺě. Řăğńőęĺň ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ —F őŕěřăšőřă F ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ —_F (t) = (t − –_1)^{m1} (t − –_2)^{m2} · · · (t − –_s)^{ms}

(čďě ćśě – ŕřěďŕőńăčă¿šś£ ŕőŕăřŋő-řăğŋżňĺ). Ŕőńăčă£ ć ŕřěďńőęěŋĺĺ Şšć.1.3.1 q_j(t) = (t − –_j )^{mj} , Q_j(t) = ∏ ≠j (t − – )^{mν} , ŕőńşůăěň ŕř£ňőě F - ĺŋćăřĺăŋšŋőě řăğńőęěŋĺě V = ⨁ W_{–j} ; čďě W_{–j} = ker(F − –E)^{mj} = imQ_j(F ):

Ĺğ ňĺŋĺňăńĳŋőśšĺ —_F śńěďşěš, ůšő ćśě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W_{–j} ŋěŋşńěćżě, ŕőśłőńĳłş 0 = W_{–j} = im Q_j(F ) őğŋăůăńő ąż, ůšő F ňőęŋő ăŋŋşńĺřőćăšĳ śőąśšćěŋŋżň ďěńĺšěńěň —_F . Ĺğ ćłń¿ůěŋĺ£ 0 ≠ W_{–j} ⊂ K_– ĺ šřăŋśćěřśăńĳŋőśšĺ łőřŋěćżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć śńěďşěš őůěŋĳ ćăęŋżľ řěğşńĳ- šăš 2.3. Šěőřěňă. (Šěőřěňă ő łőřŋěćőň řăğńőęěŋĺĺ) Ěśńĺ ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ďěľśšćşěš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F : V −→ V , šő V řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş łőřŋěćżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć V = ⨁ K_{–j} ;

čďě śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő ćśěň řăğńĺůŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň –_j őŕěřăšőřă F . Łăęďőě łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő K_{–j} F -ĺŋćăřĺăŋšŋő ĺ śőćŕăďăěš ś ker(F − –_j E)^{mj} , čďě ∏ j (t − –_j )^{mj} = —_F (t)

ěśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ őŕěřăšőřă F .

Ğăďăůă 6.10. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ňŋőęĺšěńĳ (t − –j )^{mj} ĺğ řăğńőęěŋĺ£ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă F £ćń£ěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň ďń£ őčřăŋĺůěŋĺ£ F ŋă łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő K_{–j} .

2.3.1. Śńěďśšćĺě. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ďěńĺšś£ ŋă ňĺŋĺňăńĳŋżľ ĺ ďěńĺš ŋěłőšőřş¿ ěčő śšěŕěŋĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ ŕřěďżďşźěčő śńěďşěš, ůšő fflF (t) ĺ —F (t) őąńăďă¿š őďĺŋăłőćżň ŋăąőřőň łőřŋěľ, ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő łřăšŋőśšĺ ¡šĺţ łőřŋěľ ş ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ŕőńĺŋőňă ŋě ňěŋĳÿě, ůěň ş ňĺŋĺňăńĳŋőčő. Ňŋőęĺšěńĳ (t − –)^m ĺğ řăğńőęěŋĺ£ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă £ćń£ěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň ďń£ őčřăŋĺůěŋĺ£ őŕěřăšőřă F ŋă łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő K_–, ă ğŋăůĺšą m ≤ dim K_–. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őŕěřăšőřă F řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć ěčő őčřăŋĺůěŋĺľ ŋă łőřŋěćżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă (¡šő őůěćĺďŋő, ěśńĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ det(F − tE) ąăğĺśőň, śőčńăśőćăŋŋżň ś łőřŋěćżň řăğńőęěŋĺěň). Ŕő¡šőňş łřăšŋőśšĳ ćţőęďěŋĺ£ (t − –) ć ffl_F (t) ć šőůŋőśšĺ řăćŋă dimK_–, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Őšňěšĺň, ůšő ĺğ ¡šőčő śńěďśšćĺ£ ćżšěłăěš šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ ďń£ ňăšřĺű ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň (ŋăÿĺ čěőňěšřĺůěśłĺě řăśśňőšřěŋĺ£ ŕřőćőďĺńĺśĳ, ŋăŕőňŋ¿, ŋěğăćĺśĺňő őš ¡šőčő šőęďěśšćă).

2.3.2. Śńěďśšćĺě. fflF (F ) = 0

2.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Őŕěřăšőř F : V −→ V ŋăğżćăěšś£ ŋĺńĳŕőšěŋšŋżň, ěśńĺ F^k = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő k ∈N (š.ě. ěśńĺ őŋ ăŋŋşńĺřşěšś£ ňŋőčőůńěŋőň t^k).

Ğăďăůă 6.11. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋĺńĳŕőšěŋšěŋ, łőčďă ćśě ěčő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŋşńěćżě.

2.5. Šěőřěňă. (Ăďďĺšĺćŋőě řăğńőęěŋĺě Ęőřďăŋă.) Ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă F , ďěľśšćş- ¿źěčő ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň śşźěśšćş¿š ďĺăčőŋăńĺğşěňżľ őŕěřăšőř F_{ss} ĺ ŋĺńĳŕőšěŋšŋżľ őŕěřăšőř F_n, šăłĺě ůšő:

(i) F = F_{ss} + F_n (ii) F_{ss}F_n = F_nF_{ss}.

İšĺňĺ ďćşň£ śćőľśšćăňĺ F_{ss} ĺ F_n őŕřěďěń£¿šś£ ŕő F őďŋőğŋăůŋő.

Ğăňěůăŋĺě ő šěřňĺŋőńőčĺĺ ĺ őąőğŋăůěŋĺ£ţ. Ĺŋďěłś ss £ćń£ěšś£ śőłřăźěŋčĺěň őš ăŋčńĺľśłőčő semisimple. Ďěńő ć šőň, ůšő ŋă £ğżłě šěőřĺĺ ŕřěďśšăćńěŋĺľ (ă őŋ ć ďăŋŋőň ćőŕřőśě £ćń£ěšś£ ŋăĺąőńěě şŕőšřěąĺšěńĳŋżň) ďĺăčőŋăńĺğşěňżě őŕěřăšőřż ŋăğżćă¿šś£ ŕőńşŕřőśšż-

ňĺ (ă őŕěřăšőřż čőňőšěšĺľ | ŕřőśšżňĺ), ůšő őůěŋĳ şďőąŋő ĺ ěśšěśšćěŋŋő. Őŕěřăšőř Fss

ŋăğżćăěšś£ ŕőńşŕřőśšőľ ůăśšĳ¿ őŕěřăšőřă F , ă F_n | ŋĺńĳŕőšěŋšŋőľ ůăśšĳ¿ F . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ąşďěň ŕřőćěř£šĳ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ | śşźěśšćőćăŋĺě ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůĺšś£ ć łăůěśšćě Àąěśŕńăšŋőčő ŕřĺńőęěŋĺ£Á.

Ŕşśšĳ F_{ss} ĺ F_n őąńăďă¿š ŋşęŋżňĺ śćőľśšćăňĺ. Šőčďă V řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć őŕěřăšőřă F_{ss}: V = ⊕V_{–j} . Ŕőśłőńĳłş F_n ŕěřěśšăŋőćőůěŋ c F_{ss}, łăęďőě ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšć V_{–j} ąşďěš ĺŋćăřĺăŋšŋő ďń£ F_n.

Őčřăŋĺůěŋĺě F_n ŋă V_{–j} śőćŕăďăěš ś őčřăŋĺůěŋĺěň F −–_j E. Ĺğ ŋĺńĳŕőšěŋšŋőśšĺ F_n śńěďşěš, ůšő V_{–j} śőďěřęĺšś£ ć łőřŋěćőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě K_{–j} őŕěřăšőřă F . Ĺğ šěőřěňż ő łőřŋěćőň řăğńőęěŋĺĺ ďń£ F ćżšěłăěš šěŕěřĳ, ůšő V_{–j} = K_{–j} . Ŕő¡šőňş F_{ss} őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£

§3: Śšřőěŋĺě ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă (ŋăď ń¿ążň ŕőńěň). 77

ŕő F łăł őŕěřăšőř, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă łăęďőň łőřŋěćőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě K_{–j} őŕěřăšőřă F čőňőšěšĺěľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň –_j. Ŋő šőčďă F_n = F −F_{ss} šăłęě őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő F .

Šő, ůšő ĺ ŋăőąőřőš, őŕěřăšőřż F_{ss} ĺ F_n, ŕőśšřőěŋŋżě ŕő šőńĳłő ůšő őŕĺśăŋŋżň ŕřăćĺńăň, ąşďşš şďőćńěšćőř£šĳ şśńőćĺ£ň šěőřěňż | őůěćĺďŋő. □

x3. Śšřőěŋĺě ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă (ŋăď ń¿ążň ŕőńěň).

Ďěľśšćĺě ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕřěřăšőřă V^F−−→ V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k őůěŋĳ şďőąŋő őŕĺśżćăšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ďĺăčřăňňż đŋčă (ňż şęě ćśšřěůăńĺśĳ ś ŋĺňĺ ć ŕěřćőň śěňěśšřě, łőčďă ğăŋĺňăńĺśĳ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ).

3.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăğżćăěšś£ ęőřďăŋőćżň ąăğĺśőň ďń£ őŕěřăšőřă F , ěśńĺ ěčő ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ňőęŋő šăł řăśŕőńőęĺšĳ ć łńěšłăţ ŋěłőšőřőľ ďĺăčřăňňż đŋčă

ff_F = ;

ůšőąż ŕřĺ ďěľśšćĺĺ F łăęďżľ ĺğ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ŕěřěţőďĺń ć ąăğĺśŋżľ ćěłšőř, śšő£źĺľ ć śőśěďŋěľ śńěćă łńěšłě, ă ćěłšőřż łřăľŋěčő ńěćőčő śšőńąűă ŕěřěţőďĺńĺ ć ŋşńĳ.

Ŋăčńăďŋő ďěľśšćĺě F ŋă ćěłšőřż ęőřďăŋőćă ąăğĺśă śőśšőĺš ć śďćĺčě ŋă őďĺŋ ÿăč ćńěćő ćďőńĳ śšřőł ďĺăčřăňňż đŋčă. Ŕřĺ ¡šőň čřşŕŕż ćěłšőřőć, śšő£źĺě ć śšřőłăţ, ŋăğżćă¿šś£ ęőřďă-

ŋőćżňĺ űěŕőůłăňĺ, ă ŋăąőř ďńĺŋ šăłĺţ űěŕőůěł (š.ě. ďńĺŋ śšřőł ďĺăčřăňňż), śőśšăćń£¿źĺľ řăğąĺěŋĺě ůĺśńă dimV , ŋăğżćăěšś£ űĺłńőćżň šĺŕőň őŕěřăšőřă F .

3.2. Śćőľśšćă ęőřďăŋőćă ąăğĺśă. Ěśńĺ őŕěřăšőř F ĺňěěš ęőřďăŋőć ąăğĺś ś ďĺăčřăňňőľ ff_F ÿĺřĺŋż^2 l(ff_F ), šő F^{l(ffF )} = 0. Ŕő¡šőňş ęőřďăŋőć ąăğĺś ążćăěš šőńĳłő ş ŋĺńĳŕőšěŋšŋżţ őŕěřăšőřőć.

Ďăńěě, ďĺăčřăňňă đŋčă ff_F őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő F ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ęőřďăŋőčő ąăğĺśă. Ć śăňőň ďěńě, ďńĺŋă k-šőčő śńěćă śšőńąűă ďĺăčřăňňż ff_F řăćŋă dim ( ker F^k= ker F^{k+1} ) : İšő őŕřăćďżćăěš ćśě ććěď-ěŋŋżě ćżÿě őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ ŋăğćăŋĺ£.

Ğăďăůă 6.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ęőřďăŋőćżţ űěŕőůěł őŕěřăšőřă F , śőśšő£źĺţ ŋě ňěŋěě, ůěň ĺğ m ćěłšőřőć, řăćŋő dim ( imF^{m−1}=im F^m ) . Ğăďăůă 6.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćă ŋĺńĳŕőšěŋšŋżţ őŕěřăšőřă F ĺ G šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ űĺłńőćőľ šĺŕ, łőčďă śşźěśšćşěš ĺğőňőřťĺğň C : V ~−→V ,

ćŕĺśżćă¿źĺľś£ ć łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş

V^C~−→ V F G V^C~−→ V

(ďřşčă£ ťőřňş-

ńĺřőćłă: ďćă ŋĺńĳŕőšěŋšŋżţ őŕěřăšőřă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ

2Ŋăŕőňŋ¿, ůšő ÿĺřĺŋă ďĺăčřăňňż đŋčă | ¡šő ďńĺŋă ě-ě ćěřţŋěľ (śăňőľ ďńĺŋŋőľ) śšřőůłĺ.

űĺłńőćőľ šĺŕ, łőčďă ĺţ ňăšřĺűż ŕőďőąŋż | őďŋă ŕőńşůăěšś£ śőŕř£ęěŋĺěň ďřşčőľ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŋěćżřőęďěŋŋőľ ňăšřĺűż).

3.3. Šěőřěňă. Ć łőŋěůŋőňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň ďń£ ń¿ąőčő ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă śşźěśšćşěš ęőřďăŋőć ąăğĺś.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő řăğňěřŋőśšĺ. Ěśńĺ dimV = 1, ĺńĺ ěśńĺ F = 0, šő ń¿ąőľ ąăğĺś ąşďěš ęőřďăŋőćżň ś ďĺăčřăňňőľ đŋčă, śőśšő£źěľ ĺğ őďŋőčő śšőńąűă ćżśőšż dimV .

Ŕşśšĳ dimV > 1 ĺ ker F ≠ V . Ŕőśłőńĳłş F ŋĺńĳŕőšěŋšěŋ, ĺňěěň šăłęě ker F ≠ 0, ă ğŋăůĺš, 0 < dim(V= ker F ) < dim V , ĺ ć ťăłšőř-ŕřőśšřăŋśšćě V= ker F śşźěśšćşěš (ŕő ĺŋďşłšĺćŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿) ęőřďăŋőć ąăğĺś ďń£ ťăłšőř-őŕěřăšőřă ~F .

Ć łăęďőľ ęőřďăŋőćőľ űěŕőůłě ¡šőčő ąăğĺśă

[e_1] ← [e_2] ← [e_3] ← · · · ← [e_m]

łńăśś [e_j] śőćŕăďăěš ś łńăśśőň [F^{m−j}e_m] ŕřĺ ćśěţ j = 1; 2; : : : . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăćěŋśšćő ~F[e] = [e_{−1}] ć V= ker F őğŋăůăěš, ůšő ć V F e = e_{−1} − w ś w ∈ ker F . Ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺňěŋ££ ¡šĺ śőőšŋőÿěŋĺ£, ŕőńşůĺň

e_{m−1} = F e_m + w_m e_{m−2} = F e_{m−1} + w_{m−1} = F (F e_m + w_m) + w_{m−1} = F^2e_m + w_{m−1} e_{m−3} = F e_{m−2} + w_{m−2} = F (F^2e_m + w_{m−1}) + w_{m−2} = F^3e_m + w_{m−2} : : :

e_1 = F e_2 + w_2 = F (F^{m−2}e_m + w_3) + w_2 = F^{m−1}e_m + w_2;

ůšő ĺ ďă-ěš śřăćŋěŋĺ£ e_j ≡ F^{m−j}e_m (mod ker F ).

Šăłĺň őąřăğőň, ń¿ąă£ ęőřďăŋőćă űěŕőůłă ~F £ćń£ěšś£ ŕřĺćěďěŋĺěň ŕő ňőďşń¿ ker F łşśłă őš ęőřďăŋőćőľ űěŕőůłĺ őŕěřăšőřă F , ŕřĺů-ěň ¡šőš łşśőł ďőŕşśłăěš ŕřőďőńęěŋĺě ěź-ě řőćŋő ŋă őďĺŋ ÿăč ćńěćő | őŋ ňőęěš ążšĳ ďőŕőńŋěŋ ŋěŋşńěćżň ćěłšőřőň e_0 = F e_1 = F^me_m ∈ ker F . İšĺ ďőŕőńŋ£¿źĺě ćěłšőřż śőśšăćń£¿š ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňş¿ śĺśšěňş ć ker F , ŕőśłőńĳłş ćś£- łă£ ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ ňěęďş ŋĺňĺ őğŋăůăńă ąż šőůŋő šăłş¿ ęě ńĺŋěľŋş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ ŕő ňőďşń¿ ker F ňěęďş ŕőśńěďŋĺňĺ łńăśśăňĺ [e_1] ęőřďăŋőćżţ űěŕőůěł ďń£ ~F ć V= ker F .

Ďőŕőńŋĺň śĺśšěňş ćěłšőřőć [e_0] ěź-ě ŋěśłőńĳłĺňĺ ćěłšőřăňĺ ďő ąăğĺśă ć ker F . Őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ďőąăćńěŋŋżţ ŋăňĺ ćěłšőřőć ś ĺśţőďŋżňĺ F^ke_m śőśšăćĺš ŕő ğăď.6.2 ĺśłőňżľ ęőřďăŋőć ąăğĺś ďń£ F ć V . □ Őšňěšĺň, ůšő ĺğ ¡šőľ šěőřěňż ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ űĺłńőćőčő šĺŕă őŕěřăšőřă ŕőńşůăěšś£ šăłőě

3.3.1. Śńěďśšćĺě. Ŕřőśšřăŋśšćő, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš ŋĺńĳŕőšěŋšŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋě řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş F -ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ňěŋĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ, łőčďă ęőřďăŋőć ąăğĺś ďń£ F śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ ęőřďăŋőćőľ űěŕőůłĺ.

Ŕő¡šőňş ńĺŋěľŋżě őąőńőůłĺ ęőřďăŋőćżţ űěŕőůěł ăŋăńőčĺůŋż ŕřőśšżň ůĺśńăň (ć šőň śňżśńě, ůšő ĺ šě ĺ šě Àďăńěě ŋěřăğńőęĺňżÁ), ă šěőřěňă ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ęőřďăŋőćă ąăğĺśă ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ űĺłńőćőčő šĺŕă ŕőţőęă ŋă šěőřěňş ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ. Ć łőŋűě ńěłűĺĺ ňż ŋěňŋőčő őśšăŋőćĺňś£ ŋă ŕřĺůĺŋăţ ¡šőľ ŕőţőęěśšĺ.

§4: Ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă. 79

3.4. Ęőřďăŋőćă ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă ňăšřĺűż. Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ őŕ£šĳ, ůšő őśŋőćŋőě ŕőńě k ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő. Šőčďă ŕřőĺğćőńĳŋżľ őŕěřăšőř F : V −→ V ňőęŋő łăŋőŋĺůěśłĺ řăğńőęĺšĳ ć śşňňş F = F_{ss} + F_n ŕőńşŕřőśšőľ ĺ ŋĺńĳŕőšěŋšŋőľ śőśšăćń£¿źĺţ, łőňňşšĺřş¿źĺţ ňěęďş śőąőľ. Śőőšćěšśšćěŋŋő, ŕřőśšřăŋśšćő V řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć V_– őŕěřăšőřă F_{ss}, ĺ łăęďőě šăłőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕěřěćőďĺšś£ ć śěą£ őŕěřăšőřőň F_n. Ćżąĺřă£ ć łăęďőň V_– ęőřďăŋőć ąăğĺś ďń£ F_n, ňż ŕőńşůăěň ďń£ őŕěřăšőřă F ňăšřĺűş őůěŋĳ ŕřőśšőčő ćĺďă, ŋăğżćăěňőčő ęőřďăŋőćőľ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňőľ

ňăšřĺűż őŕěřăšőřă F .

3.4.1. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă F : V −→ V , ďěľśšćş¿źěčő ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň, śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ěčő ňăšřĺűă ąńőůŋő ďĺăčőŋăńĳŋă ś ąńőłăňĺ ćĺďă

J_m(–)^{def}= – 1 – 1 0 ... ...

0 ... 1 – (řăğňěř m × m):

Ŕřĺ ¡šőň ćś£ śőćőłşŕŋőśšĳ ąńőłőć őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ őŕřěďěń£ěšś£ ŕő őŕěřăšőřş ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ůĺśńă – | ¡šő ć šőůŋőśšĺ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, ă řăğňěřż ąńőłőć ŋě ŕřěćżÿă¿š łřăšŋőśšĺ ćţőęďěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ (t − –) ć řăğńőęěŋĺě ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă.

Ąńőłĺ J_m(–) ŋăğżćă¿šś£ ęőřďăŋőćżňĺ łńěšłăňĺ. Łőńĺůěśšćő ĺ řăğňěřż ęőřďăŋőćżţ łńěšőł, ĺňě¿źĺţ őďŋő ĺ šő ęě – ŋă ďĺăčőŋăńĺ, űěńĺłőň őŕřěďěń£ěšś£ űĺłńőćżň šĺŕőň őčřăŋĺůěŋĺ£ F − –E ŋă łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő K_–.

Ğăďăůă 6.14. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŋăĺąőńĳÿĺľ ĺğ řăğňěřőć łńěšőł Jm(–) řăćěŋ łřăšŋőśšĺ ćţőęďěŋĺ£ (t − –) ć řăğńőęěŋĺě ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă, ă śşňňă ćśěţ řăğňěřőć řăćŋă łřăšŋőśšĺ ćţőęďěŋĺ£ (t − –) ć ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ.

x4. Ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă.

Śřěďĺ ŕřĺńőęěŋĺľ šěőřĺĺ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ćăęŋőě ňěśšő ğăŋĺňă¿š ğăďăůĺ őą őŕřěďěńěŋĺĺ ĺ ćżůĺśńěŋĺĺ řăğńĺůŋżţ ťşŋłűĺľ őš őŕěřăšőřőć (ă ŋă ąőńěě ŕřĺğěňń-ěŋŋőň £ğżłě | ťşŋłűĺľ őš ňăšřĺű). Ňż őąśşďĺň ğďěśĳ łőřőšłő ř£ď ŕřĺňěřőć.

4.1. Ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Őŕěřăšőřż śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ łőńĳűő, ŕő¡šőňş ŕřĺ őŕřěďěńěŋĺĺ ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă ňż ňőęěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺě ďěľśšćĺ£ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£, ă ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ ŋőřňż ŋă ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć, | ěź-ě ĺ ŕřěďěńĳŋżě ŕěřěţőďż. Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő šăłĺě ťşŋłűĺĺ ĺğ Hom(V; V ) ć Hom(V; V ), łőšőřżě őŕřěďěń£¿šś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ ¡šĺţ őŕěřăűĺľ.

Ŕşśšĳ f : Hom(V; V ) −→ Hom(V; V ) | šăłă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă ğŋăůěŋĺě f(F ) ďń£ łőŋłřěšŋőčő F ∈Hom(V; V ) ąşďěš ńěęăšĳ ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ śšěŕěŋěľ F, š.ě. ć k[F ]. İšő őğŋăůăěš, ůšő f(F ) ćśěčďă śőćŕăďăěš ś řěğşńĳšăšőň ŕőďśšăŋőćłĺ F ć ŋěłőšőřżľ ňŋőčőůńěŋ. Ćś£łĺľ šăłőľ ňŋőčőůńěŋ ŋăğżćěšś£ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżň ňŋőčőůńěŋőň ďń£

ćżůĺśńěŋĺ£ f(F ).

Ŕőśłőńĳłş k[F ] ~=k[t]=(—_f ) ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ćśěčďă ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ šăłĺň, ůšőąż ěčő śšěŕěŋĳ ŋě ŕřěćőśţőďĺńă śšěŕěŋĺ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă F (ĺ ¡šĺň şśńőćĺěň őŋ ąşďěš őŕřěďěń£šĳś£ őďŋőğŋăůŋő!). Őďŋăłő şłăğăšĳ śšěŕěŋĳ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă ŋě ćśěčďă ŕřőśšő, ĺ ŕřĺ őŕřěďěńěŋĺĺ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă şďőąŋěě ĺśţőďĺšĳ ĺğ šőčő, ůšő ěčő śšěŕěŋĳ śšřőčő ňěŋĳÿě řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă. Ďăńěě ŕřĺňěŋ£- ěšś£ ňěšőď ŋěőŕřěďěń-ěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ă łń¿ůőň ł ĺţ ćżůĺśńěŋĺ¿ śńşęĺš šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ. Ŕěřěľď-ěň ł ŕřĺňěřăň.

4.2. Śšěŕěŋĺ őŕěřăšőřă. Ć łăůěśšćě ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ f(F ), čďě f ∈ k[t] | ¡šő ňŋőčőůńěŋ (ŋăŕřĺňěř, f(t) = t^N | śšěŕěŋĳ), ňőęŋő ćğ£šĳ őśšăšőł r(t) őš ďěńěŋĺ£ f(t) ŋă ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ffl_F (t). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőďśšăćń££ F ć ňŋőčőůńěŋŋőě řăćěŋśšćő

f(t) = ffl_F (t) · q(t) + r(t) ; deg r ≤ n − 1 ; deg ffl_F = n ;

ňż ć śĺńş šőęďěśšćă Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ ŕőńşůĺň f(F ) = r(F ).

Ąőńěě šőčő, ŕőďśšăćń££ ć ¡šő ęě řăćěŋśšćő ĺ ć řăćěŋśšćă, ŕőńşůěŋŋżě ĺğ ŋěčő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ňĺ, śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ –_j őŕěřăšőřă F , ňż ŕőńşůĺň ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć r(t) n ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ:

r^{()}(–_j ) = f^{()}(–_j)

(ć łőšőřżţ ňěŋ£ěšś£ őš ŋşń£ ďő łřăšŋőśšĺ łőřŋ£ –_j ć ffl_F ). Šăłĺň őąřăğőň, r ňőęŋő ĺśłăšĳ łăł řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ ś łřăšŋżňĺ şğńăňĺ, łőšőřş¿ ňż őąśşęďăńĺ ć ńěłűĺĺ 1.

4.2.1. Ŕřĺňěř. Ćżůĺśńĺň ( 1 1 −1 3

)_k

. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ

ffl(t) = t^2 − t · △ + det = t^2 − 4t + 4 = (t − 2)^2:

Šěň śăňżň, ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ t^k ĺňěěš ćĺď r(t) = at + b, ŕřĺů-ěň

r(2) = 2a + b = 2^k r^′(2) = a = k2^{k−1}:

Ŋăţőďĺň r(t) = k2^{k−1}t + (1 − k)2^k = 2^{k−1}(kt + (2 − 2k)), őšłşďă ( 1 1 −1 3

)_k

= 2^{k−1} ( k ( 1 1 −1 3 ) + (2 − 2k) ( 1 0 0 1 )) = 2^{k−1} ( 2 − k k −k 2 + k ) : 4.3. Ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ. Ŕőď ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ őŕěřăšőřă F ňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ őŕěřăšőř G, ğăďăŋŋżľ ŋě£ćŋő, łăł řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£

F_0 + F_1G + F_2G^2 + · · · + F_kG^k = 0;

łő¡ťťĺűĺěŋšż łőšőřőčő F = f (F ) £ćń£¿šś£ ňŋőčőůńěŋăňĺ őš őŕěřăšőřă F . Ŕřĺňěřőň ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ňőęěš śńşęĺšĳ łőřěŋĳ ĺğ őŕěřăšőřă G =^k √ F , £ćń£¿źĺľś£ řěÿěŋĺěň

§4: Ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă. 81

şřăćŋěŋĺ£ G^k − F = 0. Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă, ćżůĺśń£¿źěčő ăńčěąřăĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ őš őŕěřăšőřă, ďőśšăšőůŋő řěÿĺšĳ ŕő ňőďşń¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă ffl_F (t) şřăćŋěŋĺě

f_0(t) + f_1(t)x + f_2(t)x^2 + · · · + f_k(t)x^k = 0

ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć k[t], š.ě. ŕőďőąřăšĳ šăłőľ ňŋőčőůńěŋ x = x(t), ůšőąż

f_0(t) + f_1(t)x(t) + f_2(t)x(t)^2 + · · · + f_k(t)x(t)^k

ďěńĺńś£ ŋă ffl(t). Šőčďă G = x(F ) ąşďěš ĺśłőňżň őŕěřăšőřőň.

Ňż őčřăŋĺůĺňś£ ńĺÿĳ őďŋĺň ŕřĺňěřőň.

4.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ őŕěřăšőř F : V −→ V , ďěľśšćş¿źĺľ ć ŕřőśšřăŋśšě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň, ŋě ĺňěěš £ďřă, šő ∀k ∈N śşźěśšćşěš őŕěřăšőř G : V −→ V , łőšőřżľ £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš F ĺ şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş G^k = F . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ fflF (t) =^∏(t − –j )^{mj} . Ňż ďőńęŋż ŕőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ćśě –j ≠ 0, šő śřăćŋěŋĺě x(t)^k ≡ t (mod ffl_F (t)) řăğřěÿĺňő ć k[t] őšŋőśĺšěńĳŋő x. Ŕő łĺšăľśłőľ šěőřěňě őą őśšăšłăţ ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ řăğřěÿĺňőśšĳ ¡šőčő śřăćŋěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ łăęďőčő ĺğ ćğăĺňŋő-ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěńěľ (t−–_j)^{mj} ĺğ řăğńőęěŋĺ£ ffl_F . Śńěďőćăšěńĳŋő, ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ffl_F (t) = (t − –)^m.

Śďěńăěň ğăňěŋş t = s + –, łőšőřă£ śćőďĺš ğăďăůş ł őšżśłăŋĺ¿ šăłőčő ňŋőčőůńěŋă x(s), ůšő x(s)^k ≡ s + – (mod s^m).

Ğăďăůă 6.15. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šĺň śćőľśšćőň őďńăďăěš őšřěğőł ĺğ k ŋăůăńĳŋżţ ůńěŋőć ťőřňăńĳŋőčő śšěŕěŋŋőčő řăďă Ŋĳ¿šőŋă

(s + –)^{1=m} = –^{1=n}(1 + s=–)^{1=m} = –^{1=n} ∑ ≥0 ( 1=m ) ( s – )

Şłăğăŋĺě: ňőęŋő śłăğăšĳ, ůšő ř£ď Ŋĳ¿šőŋă ĺśţőď£ ĺğ ¡šőčő śćőľśšćă ĺ ćżŕĺśżćăńś£. Ąőńěě łőŋłřěšŋă£ ĺďě£: ňŋőčőůńěŋ ďěńĺšś£ ŋă s^m šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŕřĺ s = 0 ćňěśšě śő śćőĺňĺ ŕřőĺğćőďŋżňĺ ďő (m − 1)-čő ŕőř£ďłă ćłń¿ůĺšěńĳŋő. □ Ć ąőńěě śńőęŋżţ śńşůă£ţ ćőŕřőś ő śşźěśšćőćăŋĺĺ šőľ ĺńĺ ĺŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă ňőęěš ążšĳ ĺśśńěďőćăŋ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŕřĺ ŕőňőźĺ őŕĺśăŋŋőľ ć łőŋűě ńěłűĺĺ 7 ŕřőÿńőčő śěňěśšřă šěţŋĺłĺ řăğńőęěŋĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ć ťőřňăńĳŋżľ ďřőąŋő-śšěŕěŋŋőľ ř£ď.

4.3.2. Ŕřĺňěř. Ćżůĺśńĺň łćăďřăšŋżľ łőřěŋĳ ĺğ ňăšřĺűż ( 2 3 3 2 ) . Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ffl(t) = t^2 − 4t − 5 = (t + 1)(t − 5):

Ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ r(t) = at + b őŕřěďěń£ěšś£ šěň, ůšő r(t)^2 − t ďěńĺšś£ ŋă ffl(t), ă śšăńő ążšĳ, ĺňěěš łőřŋĺ −1 ĺ 5. Ŕő¡šőňş

(−a + b)^2 = −1 =⇒ b − a = ±i (5a + b)^2 = 5 =⇒ 5a + b = ± √ 5

Ğăňěšĺň ůšő ćśě ůěšżřě łőňąĺŋăűĺĺ ğŋăłőć ŕřĺćőď£š ł (řăğńĺůŋżň) ňăšřĺűăň, łćăďřăš łőšőřżţ řăćěŋ ğăďăŋŋőľ ć şśńőćĺĺ, šăł ůšő ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşłűĺĺ £ćń£¿šś£ ňŋőčőğŋăůŋżňĺ. Ćżąĺřă£, ł ŕřĺňěřş, ğŋăłĺ ŕń¿ś, ŕőńşůĺň a = ( √ 5 − i)=6, b = ( √ 5 + 5i)=2, őšłşďă √( 2 3 3 2 ) = r (( 2 3 3 2 )) = √ 5 − i 6 ( 2 3 3 2 ) + √ 5 + 5i 2 0 0 √ 5 + 5i 2 =

= 6 √ 5 + 13i 6 √ 5 − i 2 √ 5 − i 2 6 √ 5 + 13i 6 4.4. Ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ V | ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň R

ĺńĺ C , ĺ ŋă V ğăďăŋă ŋőřňă ||·|| : V −→ R. Šőčďă ŕő ¡šőľ ŋőřňě ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŋőřňş ŋă

ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć Hom(V; V ), ŕőńăčă£:

||F ||^{def}= sup_{||v||=1}(||F v||) = sup_{v≠0} ( ||F v|| ||v|| ) : Ğăďăůă 6.16. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě śćőľśšć ŋőřňż.

Ĺŋšşĺšĺćŋő-čěőňěšřĺůěśłĺ, ¡šă ŋőřňă ěśšĳ ňăłśĺňăńĳŋőě řăśš£ęěŋĺě ďńĺŋż, őśşźěśšćń£- ěňőě őŕěřăšőřőň F . Śřěďĺ ćśěţ ŕřőůĺţ ŋőřň ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Hom(V; V ) (ğăďă¿źĺţ, łăł ňż ğŋăěň, őďŋş ĺ šş ęě śţőďĺňőśšĳ) ¡šă ŋőřňă ćżďěń£ěšś£ šěň, ůšő őŋă ţőřőÿő ćğăľňőďěľśšćşěš ś łőňŕőğĺűĺěľ őŕěřăšőřőć. Ă ĺňěŋŋő, ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śńěďşěš ŋěřăćěŋśšćő ||F G|| ≤ ||F || ||G|| : İšő ŋěřăćěŋśšćő ŕőğćőń£ěš őűěŋĺćăšĳ ŋőřňş śşňňż łşśłă śšěŕěŋŋőčő ř£ďă őš őŕěřăšőřă śşňňőľ śőőšćěšśšćş¿źěčő łşśłă ůĺśńőćőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă: | | | | | | | | N∑ =n aF | | | | | | | | ≤ N∑ =n |a| ||F || :

Ŕřĺ ŕőňőźĺ łřĺšěřĺ£ Łőÿĺ, ďőśńőćŋő šěň ęě řăśśşęďěŋĺěň, ůšő ĺ ć łşřśě ăŋăńĺğă, řěÿăěšś£ Ğăďăůă 6.17. Ŕşśšĳ śšěŕěŋŋőľ ř£ď^∑_{≥0} aA ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ (ĺńĺ łőňŕńěłśŋżňĺ) łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ăąśőń¿šŋő śţőďĺšś£ ŕřĺ ŋěłőšőřőň ćěźěśšćěŋŋőň ŕőńőęĺšěńĳŋőň A. Ďőłăęĺšě, ůšő ř£ď ĺğ őŕěřăšőřőć ∑ ≥0 a F ăąśőń¿šŋő ĺ řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ć

ń¿ąőň ğăňłŋşšőň ÿăřě ||F || ≤ R řăďĺşśă R < A.

Šăłĺň őąřăğőň, ćś£łă£ ăŋăńĺšĺůěśłă£ ćěźěśšćěŋŋă£ (ĺńĺ łőňŕńěłśŋă£) ťşŋłűĺ£ (x) őŕřěďěń£ěš ŋěłőšőřş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć.

Ŋăŕřĺňěř, ăąśőń¿šŋő śţőď£źĺľś£ ćś¿ďş ř£ď

e^F = ∑ ≥0 1 ! F

§5: Ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřőň łăł k[t]-ňőďşńĳ. 83

őŕřěďěń£ěš ¡łśŕőŋěŋšş őš őŕěřăšőřă.

Ćăęŋő ĺňěšĳ ć ćĺďş, ůšő ňŋőčĺě šőęďěśšćă, łőšőřżě ĺňě¿š ňěśšő ć łőńĳűě ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć, ŕěřěśšă¿š ćżŕőńŋ£šĳś£ ďń£ ř£ďőć őš őŕěřăšőřőć, ŕőśłőńĳłş łőńĳűő őŕěřăšőřć ŋěłőňňşšăšĺćŋő. Ł ŕřĺňěřş, łăł ŕřăćĺńő, e^{F +G} ≠ e^F e^G, ěśńĺ F ĺ G ŋě łőňňşšĺřş¿š (ŕřĺďşňăšĳ ďćă ŋěłőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřă, ďń£ łőšőřżţ ąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő | ¡šő ďőćőńĳŋő ĺğćěśšŋă£ Àğăćńĳŋă£ Á ğăďăůă ĺğ śšşďěŋůěśłőčő őńĺňŕĺăďŋőčő ťőńĳłńőřă).

Řăğşňěěšś£, ł łőňňşšĺřş¿źĺň őŕěřăšőřăň ćěśĳ ăřśěŋăń ťőřňăńĳŋżţ šőęďěśšć ŕřĺňěŋĺň ćŕőńŋě, ĺ ěďĺŋśšćěŋŋżň őčřăŋĺůěŋĺěň ğďěśĳ £ćń£ěšś£ ŕřőćěřłă śţőďĺňőśšĺ ř£ďőć (š.ě. śăňő śşźěśšćőćăŋĺě řăśśňăšřĺćăěňżţ ťşŋłűĺľ).

4.4.1. Ŕřĺňěř. Ćś£łă£ şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă £ćń£ěšś£ ¡łśŕőŋěŋšőľ őš ¡řňĺšőćő łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ňăšřĺűż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, šăłă£ ňăšřĺűă £ćń£ěšś£ ňăšřĺűěľ ¡řňĺšőćőľ ĺğőňěšřĺĺ, ă ğŋăůĺš ďĺăčőŋăńĺğşěňă, ĺ ŕő ě-ě ďĺăčőŋăńĺ ąşďşš śšő£šĳ ůĺśńă ś ňőďşńěň 1, š.ě. ůĺśńă ćĺďă e^{i’}. Šěň śăňżň ¡šőš őŕěřăšőř £ćń£ěšś£ ¡łśŕőŋěŋšőľ őš őŕěřăšőřă, ĺňě¿źěčő ć šőň ęě ąăğĺśě ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď ś ůĺśšő ňŋĺňżňĺ ůĺśńăňĺ ŋă ďĺăčőŋăńĺ, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. §śŋő, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě: ¡łśŕőŋěŋšż łőśő¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű ąşďşš şŋĺšăřŋżňĺ.

Ğăďăůă 6.18. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡łśŕőŋěŋšă őš ćěźěśšćěŋŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ňăšřĺűż ąşďěš őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ, ĺ ŕőłăęĺšě, ůšő ŋě ćś£łă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă £ćń£ěšś£ ¡łśŕőŋěŋšőľ őš łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ.

Ğăďăůă 6.19. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě [0; 1] −→ Matn(R) : t → e^{tA}, čďě A | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ ćěźěśšćěŋŋă£ ňăšřĺűă, ğăďă-ěš ąěśłőŋěůŋő-čńăďłş¿ łřĺćş¿, ńěęăźş¿ ć GL_n(R) ĺ śőěďĺŋ£¿źş¿ E ś e^A.

Ŕőśłőńĳłş ğŋăůěŋĺě ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ őš őŕěřăšőřă F ńěęĺš ć k[F ], ďń£ ďń£ ě-ě ŕřăłšĺůěśłőčő ćżůĺśńěŋĺ£ őŕ£šĳ-šăłĺ şďőąŋěě ćśěčő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżň ňŋőčőůńěŋőň.

Ğăďăůă 6.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ r(t) ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ (F ) ňőęŋő ćżąřăšĳ łăł (ěďĺŋśšćěŋŋőě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ≤ dimV −1) řěÿěŋĺě ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőľ ğăďăůĺ ś şğńăňĺ ć łőřŋ£ţ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă, ćğ£šżţ ś ŋăďńěęăźĺňĺ łřăšŋőśš£ňĺ:

r^{()}(–_j ) = ^{()}(–_j):

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ¡šőľ šěňż ěź-ě őďŋă ğăďăůă ŋă šěţŋĺłş ĺŋšěřŕőńĺřőćăŋĺ£ Ğăďăůă 6.21. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ŕőńşŕřőśšă£ ĺ ŋĺńĳŕőšěŋšŋă£ ęőřďăŋőćż śőśšăćń£¿źĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő őŕěřăšőřă ňőčşš ążšĳ ćżůĺśńěŋż ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋőć ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă őš ¡šőčő őŕěřăšőřă.

Ĺğ ¡šőľ ğăďăůĺ ćżšěłăěš, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő ŕőńşŕřőśšă£ ĺ ŋĺńĳŕőšěŋšŋă£ śőśšăćń£¿źĺě őŕěřăšőřă łőňňşšĺřş¿š ś ń¿ążň őŕěřăšőřőň, ś łőšőřżň łőňňşšĺřşěš ĺśţőďŋżľ őŕěřăšőř.

x5. Ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřőň łăł k[t]-ňőďşńĳ.

Ŕşśšĳ F : V −→ V | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k.

5.1. Řăğńőęěŋĺě V łăł ňőďşń£ ŋăď k[t]. Ğăďăďĺň ŋă V śšřşłšşřş ňőďşń£ ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć k[t], őŕřěďěńĺć şňŋőęěŋĺě ćěłšőřőć ŋă ňŋőčőůńěŋż ťőřňşńőľ

g(t) · v^{def}= g(F )v:

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, şňŋőęěŋĺě ćěłšőřőć ŋă łőŋśšăŋšż ąşďěš ŕřőĺśţőďĺšĳ ŕő šěň ęě ğăłőŋăň ůšő ĺ řăŋĳÿě, ŋő ěź-ě ďőąăćĺšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ őŕěřăűĺ£ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă t, śőśšő£źă£, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ć ŕřĺňěŋěŋĺĺ őŕěřăšőřă F .

Ğăďăůă 6.22. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćśě ăłśĺőňż ňőďşń£ ŕřĺ ¡šőň ąşďşš ćżŕőńŋěŋż. Ťĺłśĺřşěň ć V ąăğĺś e_1; e_2; : : : ; e_n ŋăď k. Ćěłšőřż e ąşďşš ŕőřőęďăšĳ V ĺ łăł ňőďşńĳ ŋăď k[t], ŋő ŋăď k[t] őŋĺ şęě ąşďşš ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. Ďń£ őŕĺśăŋĺ£ śőőšŋőÿěŋĺľ ňěęďş ŋĺňĺ řăśśňőšřĺň śćőąőďŋżľ k[t]-ňőďşńĳ M řăŋčă n, š.ě. ŕř£ňş¿ śşňňş

M = k[t] ⊕ k[t] ⊕ · · · ⊕ k[t] n (ŋăŕőňŋ¿, ůšő ¡šőš ňőďşńĳ śőśšőĺš ĺğ śšőńąűőć ćżśőšż n ĺğ ňŋőčőůńěŋőć, ă őŕěřăűĺĺ ŋăď ŋĺňĺ őŕřěďěń£¿šś£ ŕőłőőřďĺŋăšŋő). Ğăďăďĺň čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ

ı_F : M −→ V

ı_F :

g_1 g_2 . . g_n

−→ g_1(F )e_1 + g_2(F )e_2 + · · · + g_n(F )e_n

Ğăďăůă 6.23. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő ďěľśšćĺšěńĳŋő čőňőňőřťĺğň k[t]-ňőďşńěľ. Čőňőňőřťĺğň ı_F , őůěćĺďŋő, ś¿řĳěłšĺćěŋ, ĺ ĺğ šěőřěňż ő śšřőěŋĺĺ čőňőňőřťĺğňă ňőďşńěľ ňż ŕőńşůăěň, ůšő V łăł k[T ]-ňőďşńĳ ĺğőňőřťěŋ M= ker ı_F .

Ć ŕřőÿńőň śěňěśšřě ňż ćĺďěńĺ, ůšő ć śćőąőďŋőň ňőďşńě M ń¿ąőľ ŕőďňőďşńĳ N őąńăďăěš ąăğĺśőň. Ąőńěě šőčő, śşźěśšćşěš šăłőľ ąăğĺś {“_1; “_2; : : : ; “_n} ć M, ůšő ćőğřăśšă¿źĺě łřăšŋőśšĺ

{d_1(t)“_1; d_2(t)“_2; : : : ; d_r(t)“_r} ; (čďě d_i ďěńĺš d_j ŕřĺ i < j)

ŕěřćżţ ŋěśłőńĳłĺţ ěčő ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ŕőďňőďşńě N, ŕřĺů-ěň ŋăąőř łřăšŋőśšěľ {d_1; d_2; : : : ; d_r} £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň ŕőďňőďşń£ ĺ őš ćżąőřă ąăğĺśă ŋě ğăćĺśĺš.

Ŕřĺňěŋ££ ¡šş šěőřěňş ł ŕőďňőďşń¿ ker ı_F ⊂ M, ňż ŕőńşůăěň 5.1.1. Şšćěřęďěŋĺě. Śşźěśšćşěš šăłőľ ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć {d1; d2; : : : ; dr} ⊂ k[t], ůšő di ďěń£š d_j ŕřĺ i < j ĺ ĺňěěšś£ ĺğőňőřťĺğň k[t]-ňőďşńěľ

k[t] (d_1(t)) ⊕ k[t] (d_2(t)) ⊕ · · · ⊕ k[t] (d_r(t))

~−→V (5-1)

İšĺňĺ şśńőćĺ£ňĺ ŋăąőř {d_1; d_2; : : : ; d_r} ⊂ k[t] őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő őŕěřăšőřş F .

Śńőćă Àĺğőňőřťĺğň k[t]-ňőďşńěľÁ őğŋăůă¿š, ůšő ňż ňőęěň őšőęďěśšćĺšĳ ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V c ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň

k[t] (d_1(t)) ⊕ k[t] (d_2(t)) ⊕ · · · ⊕ k[t] (d_r(t)) ;

§5: Ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřőň łăł k[t]-ňőďşńĳ. 85

šăł ůšő őŕěřăšőř F ąşďěš ďěľśšćőćăšĳ łăł őŕěřăšőř ŕőłőőřďĺŋăšŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă t.

Ňŋőčőůńěŋż d_j(t) ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ őŕěřăšőřă F . 5.1.2. Śńěďśšćĺě. dr(t) = ŊŐŁ(d1; d2; : : : ; dr) śőćŕăďăěš ś ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň —_F (t) őŕěřăšőřă F .

5.2. İńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ. Ěśńĺ řăğńőęĺšĳ łăęďżľ ĺğ dj ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć d_j (t) = ∏ k p_{jk}(t)^{mjk} ;

šő ŕőńŋă£ śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ şůăśšćş¿źĺţ ć ¡šĺţ řăğńőęěŋĺ£ţ śšěŕěŋěľ p^{mjk}_{jk} šăłęě ąşďěš őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£šĳś£ őŕěřăšőřőň F . İšĺ śšěŕěŋĺ p^{mjk}_{jk} ŋăğżćă¿šś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ďěńĺ-

šěń£ňĺ őŕěřăšőřă F .

Ŕő łĺšăľśłőľ šěőřěňě őą őśšăšłăţ łăęďőě śńăčăěňőě řăğńőęěŋĺ£ (5-1) ďőŕşśłăěš ďăńĳŋěľÿěě řăğńőęěŋĺě ć ćĺďě k[t] (d_j (t)) = ⨁ k k[t] (p_{jk}(t)^{mjk} ) őšłşďă ŕőńşůăěšś£

5.2.1. Śńěďśšćĺě. Łőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F : V −→ V , ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ ś ŕř£ňőľ śşňňőľ ťăłšőř-łőńěű ⨁ k[t]=(p(t)^{mν} );

ć łőšőřőľ ćśě p ŋěŕřĺćőďĺňż ŋăď k. Ŕřĺ ¡šőň őŕěřăšőř F ŕěřěľď-ěš ć őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă t.

Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ¡šő ďă-ěš ěź-ě őďŋő ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő ŕřĺćěďěŋĺĺ ňăšřĺűż ł ęőřďăŋőćőľ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňě:

Ğăďăůă 6.24. Ć ŕřőśšřăŋśšćě k[t]=((t − –)^m) ŕőśšřőľšě ąăğĺś, ć łőšőřőň őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă t ĺňěěš ňăšřĺűş J_m(–).

5.2.2. Śńěďśšćĺě. Ęőřďăŋőćż łńěšłĺ őŕěřăšőřă F , őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ –, ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ őŕěřăšőřă F ćĺďă (t − –)^m, ă ĺţ řăğňěřż řăćŋż śőőšćěšśšćş¿źĺň ŕőłăğăšěń£ň m.

Ğăďăůă 6.25. (ŋěőą£ğăšěńĳŋă£) Łăł ćżčń£ďĺš Àćěźěśšćěŋŋă£ ęőřďăŋőćă ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňăÁ ňăšřĺűż ŋăď ŕőńěň R?

Ŕőďůěłŋ-ěň, ůšő ŋăąőř ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň ŋăąőřőň ĺŋćăřĺăŋšőć ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă őšŋőśĺšěńĳŋő śőŕř£ęěŋĺ£: ďćă őŕěřăšőřă F ĺ G ňőčşš ążšĳ ć ŋěłőšőřżţ ąăğĺśăţ ğăŕĺśăŋż őďĺŋăłőćżňĺ ňăšřĺűăňĺ^3 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ş ŋĺţ őďĺŋ ĺ šőš ęě ŋăąőř ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ. İšő ćżšěłăěš ĺğ ğăďăůĺ

3Š.ě. śşźěśšćşěš ĺğőňőřťĺğň C : V ~−→V , ćŕĺśżćă¿źĺľś£ ć łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş V^C~−→ V F G V^C~−→ V ,

Ğăďăůă 6.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćă k[t]-ňőďşń£ ćĺďă ⨁ k[t]=(p(t)^{mν} )

šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺğőňőřťŋż, łőčďă őŋĺ őšńĺůă¿šś£ ńĺÿĳ ŕěřěśšăŋőćłőľ śńăčăěňżţ.

5.3. Őšżśłăŋĺě ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ ŕő ňăšřĺűě őŕěřăšőřă. Ůšőąż őŕĺśăšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ őŕěřăšőřă F ć šěřňĺŋăţ ěčő ňăšřĺűż F_e ć ąăğĺśě {e_1; e_2; : : : ; e_n} ňż ŕőśšřőĺň śĺśšěňş őąřăğş¿źĺţ ć ker ı_F , ść£ğăŋŋş¿ ś ¡šőľ ňăšřĺűěľ.

5.3.1. Ńěňňă. §ďřő ker ıF łăł k[t]-ŕőďňőďşńĳ ć M ŕőřőęďăěšś£ śšőńąűăňĺ ňăšřĺűż tE − F_e, čďě F_e | ¡šő ňăšřĺűă őŕěřăšőřă F ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě e_1; e_2; : : : ; e_n ŕřőśšřăŋśšćă V (śšőńąűż ňăšřĺűż tE − F_e řăśśňăšřĺćă¿šś£ łăł śšőńąűż ĺğ n ňŋőčőůńěŋőć, ĺğ łőšőřżţ őďĺŋ ńĺŋěěŋ, ă őśšăńĳŋżě n − 1 | łőŋśšăŋšż).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ Fe = (a^j_k), šăł ůšő

F e_j = ∑ a_j e:

Ŕřĺ čőňőňőřťĺğňě ı_f j-šżľ śšőńąěű ňăšřĺűż tE − F_e ŕěřěľď-ěš ć

F e_j − ∑ a_j e = 0;

šăł ůšő ćśě śšőńąűż ďěľśšćĺšěńĳŋő ńěęăš ć £ďřě. Ďőłăęěň, ůšő őŋĺ ěčő ŕőřőęďă¿š.

Ŕşśšĳ śšőńąěű (g ) = g_1 g_2 . . g_n

∈ ker ı_F . Řăğďěńĺň łăęďżľ g ś őśšăšłőň ŋă (t − a):

g (t) = (t − a )q(t) + c ; čďě c ∈k :

Ćżůšěň šěŕěřĳ ĺğ śšőńąűă (g ) ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ śšőńąűőć ňăšřĺűż (tE − F_e) ś łőěťťĺűĺěŋšăňĺ q. Ŕřĺ ¡šőň ňż ŕőńşůĺň śšőńąěű, łőšőřżľ ŕő-ŕřěęŋěňş ńěęĺš ć £ďřě ı_F ĺ śőśšőĺš ĺğ ňŋőčőůńěŋőć

~g_nu = a_1q_1(t) + · · · + a_{(−1)}q_{−1}(t) + c + a_{(+1)}q_{+1}(t) + · · · + a_nq_n(t) :

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ĺśţőďŋżľ śšőńąěű (g ) ŋě ążń śšőńąűőň łőŋśšăŋš, šő ňăłśĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋőć ŋőćőčő śšőńąűă

max (~g ) ⩽ max (q) < max (g )

śšřőčő şňěŋĳÿĺšś£. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺšěřĺřş£ ¡šş ŕřőűěďşřş, ňż śňőęěň ćżůěśšĳ ĺğ ĺśţőďŋőčő śšőńąűă (g ) šăłş¿ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ śšőńąűőć ňăšřĺűż (tE − F ) ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k[t], ůšő řăğŋőśšĳ ąşďěš śšőńąűőň łőŋśšăŋš. Ŋő ć £ďřě ı_F ĺňěěšś£, őůěćĺďŋő, šőńĳłő őďĺŋ

§5: Ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřőň łăł k[t]-ňőďşńĳ. 87

śšőńąěű łőŋśšăŋš | ŋşńěćőľ. Šěň śăňżň, ĺśţőďŋżľ śšőńąěű (g ) śőćŕăďăěš ś ŕőśšřőěŋŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ śšőńąűőć ňăšřĺűż (tE − F ), ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ şśňőšřěšĳ. □ Ĺğ ńěňňż śńěďşěš, ůšő ďń£ őšżśłăŋĺ£ d_j ňż ďőńęŋż ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć k[t] ŕřĺćěśšĺ ňăšřĺűş (tE − F_e) ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş

d_1(t) 0 ... 0 d_n(t)

(5-2)

ć łőšőřőň ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż d_i ďěń£š ćśě d_j ś j > i. Šőčďă ¡šĺ ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż ĺ ąşďşš ĺśłőňżňĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ. Ć ůăśšŋőśšĺ ć ŕřăćőň ŋĺęŋěň şčńş ąşďěš śšő£šĳ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ őŕěřăšőřă F .

Ć ŋěłőšőřżţ śńşůă£ţ ŕőńěğŋő ĺňěšĳ ąőńěě £ćŋőě őŕĺśăŋĺě ňŋőčőůńěŋőć d (t) ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺűż tE − F_e.

5.3.2. Ńěňňă. Ňŋőčőůńěŋ dj(t) řăćěŋ őšŋőÿěŋĺ¿ ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ćśěţ ňĺŋőřőć j-šőčő ŕőř£ďłă ş ňăšřĺűż tE − F_e ł ŋăĺąőńĳÿěňş őąźěňş ďěńĺšěń¿ ćśěţ ě-ě ňĺŋőřőć (j − 1)-čő ŕőř£ďłă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ş řěğşńĳšĺřş¿źěľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ňĺŋőřőć j-šőčő ŕőř£ďłă řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ŕěřćżţ j ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć (ćśě ŕőśńěďş- ¿źĺě ŋă ŋĺţ ďěń£šś£!). Ŕő¡šőňş ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ćśěţ ňĺŋőřőć ďăŋŋőčő ŕőř£ďłă ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ śšřőł ĺ śšőńąűőć.

Ŕőśłőńĳłş őąřăšŋżň ł ¡ńěňěŋšăřŋőňş śŋőćă ąşďěš ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ćżšěłăěš ĺğ ğăďăůĺ

Ğăďăůă 6.27. Ŕşśšĳ ňăšřĺűă A ŕőńşůěŋă ĺğ ňăšřĺűż B őďŋĺň ¡ńěňěŋšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň śšřőł (ĺńĺ śšőńąűőć), ĺ ŕşśšĳ ćśě ňĺŋőřż j-šőčő ŕőř£ďłă ş B ďěń£šś£ ŋă f. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă ĺ ş A ćśě ňĺŋőřż j-šőčő ŕőř£ďłă ďěń£šś£ ŋă f. Şłăğăŋĺě: Ć ěďĺŋśšćěŋŋőň ŋěšřĺćĺăńĳŋőň śńşůăě, łőčďă ł śšřőłě ŕřĺąăćń£ěšś£ śšřőłă, řăğńőęĺšě ňĺŋőř A, śőďěřęăźĺľ śşňňş ďćşţ śšřőł, ć śşňňş ďćşţ ňĺŋőřőć, ŕřĺÿěďÿĺţ ĺğ B.

Ńěňňă ďőłăğăŋă. □

Ńěłűĺ£ 7 Ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż

▷Łőřřěń£űĺĺ ĺ ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ▷§ďřă ĺ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ ▷Śőŕř£ęěŋĺě őŕěřăšőřőć ▷Ĺğőňěšřĺĺ ▷Ťőřňż ĺ őŕěřăšőřż ▷Őřšőčőŋăńż ĺ ŕřőěłšőřż ▷Ĺğőšřőŕŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ▷Ŕřĺćěďěŋĺě łőśżţ ťőřň ▷Ŕťăťťĺăŋ ▷Ěćłńĺďőćă, śĺňŕńěłšĺůěśłă£, łőňŕńěłśŋă£ ĺ ¡řňĺšőćă śšřşłšşřż ▷Ŕőń£řĺğăűĺ£ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ▷Šěőřěňă Ńăčřăŋęă ▷Čĺŕěřąőńĺůŋőśšĳ ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőśšĳ ▷Őšřăęěŋĺ£ ▷Šěőřěňă Ćĺššă ▷Śĺčŋăšşřă ćěźěśšćěŋŋżţ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ▷Ťőřňż ŋăď Z/pZ

x1. Ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ĺ łőřřěń£űĺĺ.

Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ůěřěğ V őąőğŋăůăěšś£ ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k ś chark ≠ 2.

1.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě B : V × V −→ k ŋăğżćăěšś£ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ, ěśńĺ őŋő şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň:

(i) B(–v; w) = –B(v; w) = B(v; –w) ∀v; w ∈ V ∀– ∈ k

(ii) { B(v_1 + v_2; w) = B(v_1; w) + B(v_2; w) ∀v_1; v_2; w ∈ V B(v; w_1 + w_2) = B(v; w_1) + B(v; w_2) ∀v; w_1; w_2 ∈ V

Šő, ůšő ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň ŕő łăęďőňş ĺğ śćőĺţ ăřčşňěŋšőć, ŕő-ďřşčőňş ňőęŋő ćżřăğĺšĳ šăł: ťĺłśăűĺ£ ć łăůěśšćě ńěćőčő (ĺńĺ ŕřăćőčő) ăřčşňěŋšă B ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă v őŕřěďěń£ěš ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż

–_B(v) = B(v; ∗)∈V^∗ : w → B(v; w)

%_B(v) = B(∗; v)∈V^∗ : w → B(w; v)

ŕřĺů-ěň ćőğŋĺłă¿źĺě šăłĺň őąřăğőň őšőąřăęěŋĺ£

–_B : V −→ V^∗ : v → B(v; ∗)

%_B : V −→ V^∗ : v → B(∗; v)

ąşďşš ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ. Őŋĺ ŋăğżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ łőřřěń£-

űĺ£ňĺ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B.

§1: Ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ĺ łőřřěń£űĺĺ. 89

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Łőřřěń£űĺěľ ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăğżćăěšś£ ćś£łĺľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ˛ : V −→ V^∗:

1.3. Ść£ğĳ ňěęďş ťőřňăňĺ ĺ łőřřěń£űĺ£ňĺ. Ćś£łă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B, łăł ňż šőńĳłő ůšő ćĺďěńĺ, őŕřěďěń£ěš ďćě łőřřěń£űĺĺ ŋă V . Ŋăőąőřőš, ŕő ŕřőĺğćőńĳŋőľ łőřřěń£űĺĺ ˛ : V −→ V^∗ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ďćě ťőřňż L_˛ ĺ R_˛, ďń£ łőšőřżţ ˛ ąşďěš, śőőšćěšśšćěŋŋő, ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ łőřřěń£űĺěľ:

L_˛(v; w) = ⟨˛v; w⟩ R_˛(v; w) = ⟨w; ˛v⟩

(ůěřěğ ⟨; v⟩ ňż, łăł ĺ ć ŕěřćőľ ńěłűĺĺ, őąőğŋăůăěň ść-ěřšłş łőćěłšőřă ĺ ćěłšőřă v). Ćĺďŋő, ůšő L_˛(v; w) = R_˛(w; v), š.ě. L_˛ ĺ R_˛ őšńĺůă¿šś£ ŕěřěśšăŋőćłőľ ăřčşňěŋšőć.

Ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, ůěň őšńĺůă¿šś£ ďřşč őš ďřşčă ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ łőřřěń£űĺĺ –_B ĺ %_B őďŋőľ ĺ šőľ ęě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B ŋă V , ćśŕőňŋĺň, ůšő ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłőě őšőęďěśšćńěŋĺě V ś V^{∗∗}, ĺ ůšő łăęďőňş őŕěřăšőřş F : V −→ W

śőőšćěšśšćşěš śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř (śň. ŕěřćş¿ ńěłűĺ¿)

F^∗ : W^∗ −→ V^∗;

őŕřěďěń£ěňżľ ŕő ŕřăćĺńş ⟨F^∗; v⟩_V = ⟨; F v⟩_W ∀ ∈W^∗ ∀v ∈V . Ěśńĺ W = V^∗ ĺ F : V −→ V^∗ | łőřřěń£űĺ£, šő F^∗ : V^{∗∗} = V −→ V^∗ šăłęě ąşďěš łőřřěń£űĺěľ. Őŋă ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ę-ěŋŋőľ łőřřěń£űĺěľ ł F . Śőŕőśšăćń££ ćśě őŕřěďěńěŋĺ£, ćĺďĺň, ůšő ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ łőřřěń£űĺĺ –B ĺ %B őďŋőľ ĺ šőľ ęě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B śőŕř£ęěŋż: –^∗_B = %B.

Ğăďăůă 7.1. Şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň!

Šăłĺň őąřăğőň, ğăďăŋĺě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B řăćŋőśĺńĳŋő ğăďăŋĺ¿, ŋăŕřĺňěř, ŕřăćőľ łőřřěń£űĺĺ %_B, ă śőŕř£ę-ěŋŋă£ łőřřěń£űĺ£ %^∗_B = –_B ąşďěš ńěćőľ łőřřěń£űĺěľ ďń£ B ĺ ŕřăćőľ łőřřěń£űĺěľ ďń£ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ťőřňż B^′(v; w) = B(w; v).

1.4. Śĺňňěšřĺůŋżě ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżě ťőřňż. Ťőřňă B ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺůŋőľ ĺńĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś šěň, şďőćńěšćőř£ěš ńĺ őŋă řăćěŋśšćş

B(v; w) = B(w; v) ∀v; w ∈ V

ĺńĺ řăćěŋśšćş B(v; w) = −B(w; v) ∀v; w ∈ V

Ğăďăůă 7.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň k ś char(k) ≠ 2 ćšőřőě şśńőćĺě ŋă ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş B řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ B(v; v) = 0 ∀v ∈ V . Şłăğăŋĺě: śň. ŕőśńěďŋ¿¿ ńěłűĺ¿ ŕřőÿńőčő śěňěśšřă.

Ŕřőĺğćőńĳŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B őďŋőğŋăůŋő ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě śşňňż śĺňňěšřĺůŋőľ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ:

B(v; w) = B_+(v; w) + B_−(v; w);

čďě B_+(v; w) =

B(v; w) + B(w; v) 2 B_−(v; w) =

B(v; w) − B(w; v) 2 Ğăďăůă 7.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň B(V ) ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ă śĺňňěšřĺůŋżě ťőřňż B_+(V ) ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżě ťőřňż B_−(V ) | šřăŋśćěřśăńĳŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć ŋ-ěň, ŕřĺů-ěň B(V ) = B_+(V ) ⊕ B_−(V ).

Ğăďăůă 7.4. Ćżůĺśńĺšě dim B(V ), dimB+(V ) ĺ dimB−(V ), ěśńĺ dimV = n.

1.5. Ňăšřĺűż Čřăňă Ěśńĺ {v1; v2; : : : ; vm} | łăłőľ-šő ŋăąőř ćěłšőřőć, šő ğŋăůěŋĺě ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B(w_1; w_2) ŋă ń¿ążţ ćěłšőřăţ w_1; w_2 ĺğ ĺţ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£, ěśńĺ ĺğćěśšŋă ňăšřĺűă ćśěćőğňőęŋżţ ğŋăůěŋĺľ B(v_i; v_j). İšă ňăšřĺűă őąőğŋăůăěšś£ G_B(v_1; v_2; : : : ; v_m) ĺ ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ Čřăňă ťőřňż B ć ŋăąőřě {v_1; v_2; : : : ; v_m}.

Ěśńĺ (x_1) ĺ (x_2) | śšőńąűż łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăğńőęěŋĺľ ćěłšőřőć w_1, w_2 ŕő őąřăğş¿źĺň v_i, šő B(w_1; w_2) = (x_1)^tG(x_2);

čďě G = G_B(v_1; v_2; : : : ; v_m). Ěśńĺ (fi_1; fi_2; : : : ; fi_k) = (v_1; v_2; : : : ; v_m)C_{vfi} , šő

G_B(fi) = C^t_{vfi} G_B(v)C_{vfi}

Ňăšřĺűă Čřăňă ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B ć ąăğĺśě {e_1; e_2; : : : ; e_n} ŕřőśšřăŋśšćă V śőćŕăďăěš ś ňăšřĺűěľ őŕěřăšőřă ŕřăćőľ łőřřěń£űĺĺ ȷ_B ć ďćőľśšćěŋŋżţ ąăğĺśăţ {e_1; e_2; : : : ; e_n} ĺ {e^1; e^2; : : : ; e^n} ŕřőśšřăŋśšć V ĺ V^∗. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ůĺśńă B(e_1; e_k); : : : ; B(e_n; e_k), řăćŋżě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ğŋăůěŋĺ£ň ⟨ȷe_k; e_1⟩; : : : ; ⟨ȷe_k; e_n⟩, £ćń£¿šś£ ć šőůŋőśšĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ťşŋłűĺőŋăńă ȷe_k ć ďćőľśšćěŋŋőň ł {e_1; e_2; : : : ; e_n} ąăğĺśě {e^1; e^2; : : : ; e^n} ŕřőśšřăŋśšćă V^∗.

Ğăďăůă 7.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őŕěřăšőř ńěćőľ łőřřěń£űĺĺ –B ąşďěš ğăďăćăšĳś£ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ňăšřĺűěľ.

1.6. §ďřă ĺ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ. §ďřă ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ łőřřěń£űĺľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B

⊥V_B = {v | B(v; w) = 0 ∀w ∈ V } = ker –_B V^⊥_B = {v | B(w; v) = 0 ∀w ∈ V } = ker ȷ_B

ŋăğżćă¿šś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ńěćżň ĺ ŕřăćżň £ďřőň ťőřňż B. Ĺţ łőřăğňěřŋőśšĺ řăćŋż řăğňěřŋőśš£ň őąřăğőć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ łőřřěń£űĺľ, ă śšăńő ążšĳ, őŋĺ őďĺŋăłőćż ĺ śőćŕăďă¿š ś řăŋčőň ňăšřĺűż Čřăňă ťőřňż B ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V .

Šăłĺň őąřăğőň ńěćőě ĺ ŕřăćőě £ďřő ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ řăğňěřŋőśšĳ. İšă řăğňěřŋőśšĳ ŋăğżćăěšś£ łőřăŋčőň ťőřňż B ĺ řăćŋă dim V − rk G_B, čďě G_B | ňăšřĺűă Čřăňă B ć ń¿ąőň ąăğĺśě. Ůĺśńő rk G_B ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă ĺ ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň ťőřňż B. Řăŋč ĺ łőřăŋč ťőřňż B őąőğŋăůă¿šś£ ůěřěğ rk B ĺ corkB. Ĺğ śłăğăŋŋőčő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš 1.6.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ďń£ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B ŋă V śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ řăćŋőśĺńĳŋż: (i) det G_B ≠ 0 (ii) ŕřăćă£ łőřřěń£űĺ£ ȷ_˛ : V −→ V^∗ | ĺğőňőřťĺğň. (iii) ńěćă£ łőřřěń£űĺ£ –_˛ : V −→ V^∗ | ĺğőňőřťĺğň.

§2: Ŋěćżřőęďěŋŋżě ťőřňż. 91

(iv) ∀v ≠ 0 ∃w : B(v; w) ≠ 0 (v) ∀v ≠ 0 ∃w : B(w; v) ≠ 0

Ťőřňă B, şďőćńěšćőř£¿źă£ ŕěřěůĺśńěŋŋżň şśńőćĺ£ň, ŋăğżćăěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ.

1.6.2. §ďřă (łőśő)śĺňňěšřĺůŋżţ ťőřň. Ĺśśńěďőćăŋĺě śĺňňěšřĺůŋżţ ĺńĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ńěčłő śćőďĺšś£ ł ĺğşůěŋĺ¿ ŋěćżřőęďěŋŋżţ ťőřň.

Ńěćőě £ďřő (łőśő)śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż B śőćŕăďăěš ś ŕřăćżň £ďřőň. Ŋăğőć-ěň ěčő ŕřőśšő

£ďřőň ťőřňż ĺ őąőğŋăůĺň ker B. Ěśńĺ U | łăłőě-ńĺąő ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ł ker B ŕőďŕřőśšřăŋ-

śšćő, šő őčřăŋĺůěŋĺě B_U ťőřňż B ŋă U ąşďěš ŋěćżřőęďěŋŋő, ĺ ć ń¿ąőň ąăğĺśě, śőčńăśőćăŋ-

ŋőň ś řăğńőęěŋĺěň V = ker B ⊕ U, ťőřňă B ąşďěš ĺňěšĳ ąńőůŋş¿ ňăšřĺűş Čřăňă ( 0 0 0 B_U ) ś det B_U ≠ 0.

Ğăďăůă 7.6. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě: ěśńĺ ťőřňă ĺňěěš ňăšřĺűş Čřăňă şłăğăŋŋőčő ćĺďă, šő £ďřő ťőřňż ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş ŕěřćżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć (őšćěůă¿źĺţ ńěćőňş ćěřţŋěňş ŋşńěćőňş ąńőłş). Ğăďăůă 7.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřăćĺńő ~B([v]; [w])^{def}= B(v; w) łőřřěłšŋő őŕřěďěń£ěš (łőśő)śĺňňěšřĺůŋş¿ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş ŋă V= ker B ĺ ¡šă ťőřňă ŋěćżřőęďěŋă. Ğăďăůă 7.8. Ŕşśšĳ U ĺ W | ďćă ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ł £ďřş ker B. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőěłűĺ£ U ŋă W ćďőńĳ ker B £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺůěśłĺň^1 ĺğőňőřťĺğňőň.

Ĺŋăůě čőćőř£, ćś£łőě ŕřőśšřăŋśšćő ś (łőśő)śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ěśšĳ ŕř£ňă£ őčšőčőŋăńĳŋă£ śşňňă £ďřă ĺ ŕřőśšřăŋśšćă ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ ťőřňőľ, ŕřĺů-ěň ŕőśńěďŋěě őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ĺśţőďŋőľ ťőřňě őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňőřťĺğňă, śőţřăŋ£¿źěčő ŕěřćőŋăůăńĳŋş¿ ťőřňş ĺ šőęďěśšćěŋŋőčő ŋă £ďřě.

x2. Ŋěćżřőęďěŋŋżě ťőřňż.

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż őąśşďĺň śćőľśšćă ŕěćżřőęďěŋŋżţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋăď ń¿ążň ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2. Őłăğżćăěšś£, ůšő ďăęě ąěğ şśńőćĺľ śĺňňěšřĺůŋőśšĺ ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ ŋěćżřőęďěŋŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż śőţřăŋ£¿š ňŋőčĺě čěőňěšřĺůěśłĺě śćőľśšćă śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

2.1. Śőŕř£ęěŋĺě őŕěřăšőřőć. Ŕşśšĳ V^F−−→ W | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ă W^{∗ F ∗}−−→ V^∗ | śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř, šăł ůšő ⟨F^∗; v⟩_V = ⟨; F v⟩_W ∀ ∈W^∗ ĺ ∀v ∈V . Ěśńĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ V ĺ W ĺňě¿šś£ ŋěćżřőęďěŋŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż, šő ňż ňőęěň őšőęďěśšćĺšĳ V^∗ ś V , ă W^∗ ś W ŕőśřěďśšćőň ńěćżţ ĺńĺ ŕřăćżţ łőřřěń£űĺľ, ĺ řăśśňăšřĺćăšĳ őŕěřăšőř F^∗ łăł őŕěřăšőř ĺğ W ć V . Čőćőř£ ąőńěě ťőřňăńĳŋő, śşźěśšćş¿š ĺ ěďĺŋśšćěŋŋż šăłĺě őŕěřăšőřż ∨F ĺ F^∨, łőšőřżě ćłń¿ůă¿šś£ ć łőňňşšăšĺćŋżě ďĺăčřăňňż W –_{BW} ~−→ W^∗ ∨F F V^{–BV}~−→ V^∗

W %_{BW} ~−→ W^∗ F^∨ F V %_{BV} ~−→ V^∗ 1Š.ě. ğŋăůěŋĺě ťőřňż ŋă ń¿ąőľ ŕăřě ćěłšőřőć ĺğ U ąşďěš śőćŕăďăšĳ śő ğŋăůěŋĺěň ťőřňż ŋă ŕăřě ĺţ őąřăğőć ć W .

Őŕěřăšőř^∨F = –^{−1}_{BV} F^∗–_{BW} ŋăğżćăěšś£ ńěćżň śőŕř£ę-ěŋŋżň, ă őŕěřăšőř

F^∨ = %^{−1}_{BV} F^∗%_{BW} | ŕřăćżň śőŕř£ę-ěŋŋżň őŕěřăšőřőň ł őŕěřăšőřěş F . Şśńőćĺ£

–_{BV}^∨F = F^∗–_{BW} ĺ %_{BV} F^∨ = F^∗%_{BW}

¡łćĺćăńěŋšŋż şśńőćĺ£ň

B_V (^∨Fw; v) = B_W (w; F v) B_V (v; F^∨w) = B_W (F v; w) ∀v ∈V ∀w ∈W

Ěśńĺ V = W , ă ťőřňă B_V = B_W śĺňňěšřĺůŋă, łőśőśĺňňěšřĺůŋă ĺńĺ ¡řňĺšőćă, ďćě ŋăŕĺśăŋŋżě ćżÿě ťőřňşńż řăćŋőśĺńĳŋż ďřşč ďřşčş. Ć ¡šĺţ śńşůă£ţ ńěćżľ ĺ ŕřăćżľ śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőřż śőćŕăďă¿š ďřşč ś ďřşčőň ĺ ś šěň śőŕř£ę-ěŋŋżň őŕěřăšőřőň, łőšőřżľ ňż őŕřěďěńĺńĺ ć ńěłűĺĺ 5. Šăłĺň őąřăğőň, šěřňĺŋ Àśőŕř£ę-ěŋŋżľÁ, łőšőřżľ ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ ć ńěłűĺĺ 5 ĺ ć ńěłűĺĺ 1 ć řăğńĺůŋżţ łőŋšěłśšăţ, ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ őŕĺśżćăń őďŋő ĺ šő ęě £ćńěŋĺě.

Ğăďăůă 7.9. Ćżřăğĺšě ňăšřĺűş śőŕř£ę-ěŋŋőčő őŕěřăšőřă ć ŋěłőšőřżţ ąăğĺśăţ ůěřěğ ňăšřĺűż Čřăňă ¡šĺţ ąăğĺśőć ĺ ňăšřĺűş ĺśţőďŋőčő őŕěřăšőřă.

Ğăďăůă 7.10. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ĺ ńěćőě ĺ ŕřăćőě śőŕř£ęěŋĺě £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ ăŋšĺĺğőňőřťĺğňăňĺ ăńčěąřż Hom(V; W ) ś ăńčěąřőľ Hom(W; V ). Ğăďăůă 7.11. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř őŕěřăšőřă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ś ąĺńĺŋěľŋőľ ŋěśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ, łőšőřżľ ŋě řăćěŋ śćőěňş ďćăęďż śőŕř£ę-ěŋŋőňş. Ğăďăůă 7.12. Ďőłăęĺšě, ůšő şśńőćĺ£

∨∨F = F^∨F = F^∨ F^{∨∨} = F

ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż (śőőšćěšśšćş¿źĺě őŕěřăšőřż ŋăğżćă¿šś£ řěťńěłśĺćŋżňĺ).

2.2. Ĺğőňěšřĺĺ. Ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ěćłńĺďőćżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř V^F−−→ W ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ś ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ B_V ĺ B_W ŋăğżćăěšś£ ĺğőňěšřĺůěśłĺň, ěśńĺ

B_W (F v_1; F v_2) = B_V (v_1; v_2) ∀v_1; v_2 ∈ V

Ŕőď ĺğőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšć ś ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ćśěčďă ŕőŋĺňăěšś£ ĺţ ĺğőňěšřĺůěśłĺľ

ĺğőňőřťĺğň. Ďćě ťőřňż ŋă őďŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă łăł ŕřőśšřăŋśšćă ś őďŋőľ ĺğ ťőřň ŋă śěą£ ęě, ŋő łăł ŕřőśšřăŋśšćő ś ďřşčőľ ťőřňőľ (š.ě. ěśńĺ B_1(v; w) = B_2(F v; F w) ∀v; w ∈ V ďń£ ŋěłőšőřőčő F ∈ GL(V ))

2.2.1. Ńěňňă. Ěśńĺ ťőřňă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ŋěćżřőęďěŋă, šő ćś£łĺľ ĺğőňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř F : V −→ W ć ń¿ąőě ŕřőśšřăŋśšćő W ś (ćőğňőęŋő, ćżřőęďěŋŋőľ) ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ∀v ∈kerF ; ∀w ∈V ĺňěěň

B_V (v; w) = B_W (F v; F w) = B_W (0; F w) = 0;

őšłşďă v ∈ker –_{BV} = 0.

§2: Ŋěćżřőęďěŋŋżě ťőřňż. 93

2.2.2. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ ĺğőňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ őąřăšĺň.

Ğăďăůă 7.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ őąřăšĺňőčő őŕěřăšőřă F : V −→ W şśőćĺ£

F | ĺğőňěšřĺ£^∨F = F^{−1} F^∨ = F^{−1}

ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż (ć ůăśšŋőśšĺ, ćś£łĺľ ĺğőňěšřĺůŋżľ őŕěřăšőř řěťńěłśĺćěŋ).

2.3. Ťőřňż ĺ őŕěřăšőřż. Ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋőě ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ ĺ ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ.

2.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k ťĺłśĺřőćăŋă ŋěćżřőęďěŋŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B : V × V −→ k, šő ďń£ ń¿ąőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż Q : V × V −→ k śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F_Q : V −→ V šăłőľ, ůšő ∀v; w ∈ V Q(v; w) = B(v; F_Qw):

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăŕĺśăŋŋőě şśńőćĺě řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ć ń¿ąőň ąăğĺśě e = {e} ŕřőśšřăŋśšćă V ňăšřĺűă őŕěřăšőřă F_Q ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ňăšřĺűż Čřăňă B_e = (B(e_i; e_j)) ĺ Q_e = (Q(e_i; e_j)) ŕő ťőřňşńě F_Q = B^{−1}_e Q_e : □ Ć śńşůăě, łőčďă ŕřőśšřăŋśšćő V ěćłńĺďőćő, ă ć łăůěśšćě ŋěćżřőęďěŋŋőľ ťőřňż ąěř-ěšś£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ťőřňăňĺ ĺ őŕěřăšőřăňĺ ŕőńşůăěšś£ őśőąěŋŋő ŕřőśšżň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăťĺłśĺřőćăć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă V , ňż ďőńęŋż ąşďěň śőŕőśšăćĺšĳ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ňăšřĺűă łőšőřőčő śőćŕăďăěš ś ňăšřĺűěľ Čřăňă ¡šőľ ťőřňż. Ć ůăśšŋőśšĺ, (łőśő)śĺňňěšřĺůŋżň ťőřňăň ąşďşš śőőšćěšśšćőćăšĳ ć šőůŋőśšĺ (ăŋšĺ)śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżě őŕěřăšőřż. Ćśŕőňĺŋă£ řěğşńĳšăšż ő ďĺăčőŋăńĺğăűĺĺ ŋőřňăńĳŋżţ őŕěřăšőřőć (śň. ńěłűĺ¿ 5), ňż ŕőńşůăěň

2.3.2. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ śĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęěš ążšĳ ć ŕőďţőď£źěň őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě ğăŕĺśăŋă ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ Čřăňă, ŕřĺů-ěň śőćőłşŕŋőśšĳ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă őřšőŋőřňăńĳŋőčő ąăğĺśă.

2.3.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ łőśőśĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęěš ążšĳ ć ŕőďţőď£źěň őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě ğăŕĺśăŋă ňăšřĺűěľ Čřăňă

A = A_1 0 A_2 ... 0 A_k

; čďě A = ( 0 −a a 0 ) ; (2-1)

čďě a ∈ R ŕőńőęĺšěńĳŋż ĺ ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă őřšőŋőřňăńĳŋőčő ąăğĺśă.

İšĺ řěğşńĳšăšż ňőęŋő ŕřĺňěŋ£šĳ, ł ŕřĺňěřş, ďń£ őďŋőćřěňěŋŋőčő ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕăřż śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťőřň ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ł ğăďăŋŋżň ćĺďăň.

Ğăďăůă 7.14. Ŕşśšĳ ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ğăďăŋż ďćě ŕăřż śĺňňěšřĺůŋżţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň (A_1; A_2) ĺ (B_1; B_2), ŕřĺů-ěň ţőš£ ąż őďŋă ĺğ ťőřň ć łăęďőľ ŕăřě ŋěćżřőęďěŋă. Ďőłăęĺšě, ůšő őďŋă ŕăřă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ňőęěš ążšĳ ŕřěőąřăğőćăŋă ć ďřşčş¿ ŕőďţőď£źěľ ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋőľ łőőřďĺŋăš, łőčďă det(A_1 + –A_2) = det(B_1 + –B_2) łăł ňŋőčőůńěŋż őš –.

x3. Őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő

3.1. Őřšőčőŋăńż. Ŕşśšĳ U ⊂ V | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ěčő ŕřăćżň ĺ ńěćżň őřšőčőŋăńăňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B ŋăğżćă¿šś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă

U^⊥_B = Ann (–_B(U)) = {v ∈ V | B(u; v) = 0 ∀u ∈ U} ⊥U_B = Ann (%_B(U)) = {v ∈ V | B(v; u) = 0 ∀u ∈ U}

Ĺğ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ ťőřňż śńěďşěš, ůšő dim–_B(U) = dim %_B(U) = dim U, šăł ůšő

dim^⊥U = dim U^⊥ = dim V − dimU :

3.1.1. Ńěňňă. Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ řăćŋőśĺńĳŋż: (i) Őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż B ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U ŋěćżřőęďěŋŋő. (ii) V = U ⊕ U^⊥ (iii) V = U ⊕^⊥U

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Şśńőćĺě (i) řăćŋőśĺńĳŋő łăęďőňş ĺğ şśńőćĺľ

∀ ŋěŋşńěćőčő u∈U ∃u^′ ∈U : B(u^′; u) ≠ 0

∀ ŋěŋşńěćőčő u∈U ∃uÁ∈U : B(u; uÁ) ≠ 0

łőšőřżě őğŋăůă¿š, śőőšćěšśšćěŋŋő, ůšő^⊥U ∩ U = 0 ĺ U ∩ U^⊥ = 0. Ĺğ śőőąřăęěŋĺľ řăğňěřŋőśšĺ, ¡šĺ řăćěŋśšćă řăćŋőśĺńĳŋż śćőľśšćăň (ii) ĺ (iii). □ 3.1.2. Śńěďśšćĺě. Şśńőćĺ£ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U ⊂V : (i) őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż B ŋă U ŋěćżřőęďěŋŋő; (ii) őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż B ŋă^⊥U ŋěćżřőęďěŋŋő; (iii) őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż B ŋă U^⊥ ŋěćżřőęďěŋŋő ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż.

3.2. Ĺğőšřőŕŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Řăğşňěěšś£, őčřăŋĺůěŋĺě ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋě ćśěčďă £ćń£ěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ ťőřňőľ. Ąőńěě šőčő, ¡šő őčřăŋĺůěŋĺě ňőęěš őłăğăšĳś£ ŋşńěćżň. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŋă łőšőřżě ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă őčřăŋĺůĺćăěšś£ ć šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćş¿, ŋăğżćă¿šś£ ĺğőšřőŕŋżňĺ. Ŋěŋşńěćżě ćěłšőřż v, ďń£ łőšőřżţ B(v; v) = 0 ŋăğżćă¿šś£ ĺğőšřőŕŋżňĺ ćěłšőřăňĺ. Őŋĺ ŕőřőęďă¿š őďŋőňěřŋżě ĺğőšřőŕŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

3.2.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ U £ćń£ěšś£ ĺğőšřőŕŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V c ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ. Šőčďă 2 dim U ⩽ dimV .

§3: Őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő 95

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ U ⊂V ĺğőšřőŕŋő, šő U ⊂U^⊥. Ŕő¡šőňş

dimU ≤ dimU^⊥ = dim V − dimU;

ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ŕřĺňěůăšěńĳŋő, ůšő ¡šă őűěŋłă £ćń£ěšś£ šőůŋőľ.

3.3. Ŕřĺňěř: čĺŕěřąőńĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő H2n ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕř£ňş¿ śşňňş V^∗ ⊕ V (čďě dimV = n). Ŋă ŋ-ěň ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă h, łőšőřă£ őčřăŋĺůĺćăěšś£ ć šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćş¿ ťőřňş ŋă V ĺ ŋă V^∗, ă ŋă ŕăřě ćěłšőř-łőćěłšőř ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě řăćŋőě ść-ěřšłě:

h(; v) = h(v; )^{def}= ⟨; v⟩ ∀ ∈V^∗ ∀v ∈V:

Ŕő ¡šĺň ďăŋŋżň h őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£, ĺ ě-ě ďěľśšćĺě ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě w_1 = _1 +v_1 ĺ w_2 = _2 + v_2 ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ:

h(w_1; w_2) = ⟨_1; v_2⟩ + ⟨_2; v_1⟩:

Ěśńĺ ćżąřăšĳ ć H_{2n} ąăğĺś, śőśšő£źĺľ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ąăğĺśă ć V ĺ ďćőľśšćěŋŋőčő ěňş

ąăğĺśă ć V^∗, šő ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż h ć šăłőň ąăğĺśě ąşďěš ĺňěšĳ ąńőůŋżľ ćĺď: ( 0 E E 0 ) , čďě 0 | ŋşńěćă£, ă E | ěďĺŋĺůŋă£ n×n-ňăšřĺűż. Ŕő¡šőňş h ŋěćżřőęďěŋă, ă V ĺ V^∗ £ćń£¿šś£ ĺğőšřőŕŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŕőńőćĺŋŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ć H_{2n}.

Ğăďăůă 7.15. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż: a) V ĺğőňěšřĺůěśłĺ ĺğőňőřťŋő čĺŕěřąőńĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş; ą) V £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ ďćşţ ĺğőšřőŕŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć; ć) dim V | ů-ěšŋă, ĺ ć V ĺňěěšś£ ĺğőšřőŕŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕőńőćĺŋŋőľ řăğňěřŋőśšĺ.

3.4. Ŕřĺňěř: śĺňŕńěłšĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ˙2n őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő čĺŕěřąőńĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş. Ă ĺňěŋŋő, řăśśňőšřĺň, łăł ĺ ćżÿě, ŕř£ňş¿ śşňňş V^∗ ⊕ V (čďě dim V = n) ĺ őŕřěďěńĺň ŋă ŋěľ łőśőśĺňňěšřĺůŋş¿ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş !, łőšőřă£ ďěľśšćşěš ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě w_1 = _1 + v_1 ĺ w_2 = _2 + v_2 ŕő ŕřăćĺńş:

!(w_1; w_2) = ⟨_1; v_2⟩ − ⟨_2; v_1⟩:

Ğăďăůă 7.16. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă ˙2n, śőśšăćńěŋŋőň ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ąăğĺśă ć V ĺ ďćőľśšćěŋŋőčő ěňş ąăğĺśă ć V^∗, ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż ! ĺňěěš

ąńőůŋżľ ćĺď: J = ( 0 E −E 0 ) , čďě 0 | ŋşńěćă£, ă E | ěďĺŋĺůŋă£ n × n-ňăšřĺűż.

Ĺğ ¡šőľ ğăďăůĺ ŋěňěďńěŋŋő ćżšěłăěš, ůšő ! ŋěćżřőęďěŋă, ă V ĺ V^∗ £ćń£¿šś£ ĺğőšřőŕŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŕőńőćĺŋŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ć ˙_{2n}. Ňăšřĺűă J ŋăğżćăěšś£ śĺňŕńěłšĺůěśłőľ

ěďĺŋĺűěľ (őšňěšĳšě, ůšő det J = 1 ĺ J^2 = −E). Ąăğĺś, ć łőšőřőň ŋěćżřőęďěŋŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£

łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ňăšřĺűş Čřăňă J, ŋăğżćăěšś£ śĺňŕńěłšĺůěśłĺň ąăğĺśőň ďń£ ¡šőľ ťőřňż.

Őłăğżćăěšś£, ůšő ćś£łőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ĺğőňěšřĺůěśłĺ ĺğőňőřťŋő śĺňŕńěłšĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş (ĺ ć ůăśšŋőśšĺ, ăćšőňăšĺůěśłĺ ů-ě-šŋőňěřŋő). İšő ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěľ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ šěőřěňż.

3.5. Šěőřěňă. Ŕşśšĳ ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ğăďăŋă ŋěćżřőęďěŋŋă£ łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă ¸(v; w). Šőčďă ć V ňőęŋő ćżąřăšĳ ąăğĺś ć łőšőřőň ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż ¸ ĺňěěš ąńőůŋő-ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď 0 1 −1 0 0 0 1 −1 0 ... 0 0 1 −1 0

:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć łăůěśšćě ŕěřćőčő ąăğĺśŋőčő ćěłšőřă łőŋśšřşĺřşěňőčő ąăğĺśă ćżąěřěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř e_1 ∈V . Ŕőśłőńĳłş ťőřňă ŋěćżřőęďěŋă, ďőńęěŋ ŋăľšĺśĳ ćěłšőř w ∈ V , šăłőľ ůšő ¸(e_1; w) = a ≠ 0. Ŕőńőęĺň e_2 = a^{−1} · w. Ňăšřĺűă Čřăňă őčřăŋĺůěŋĺ£ ĺśţőďŋőľ ťőřňż ŋă ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş V_{12} ćěłšőřőć e_1 ĺ e_2 ĺňěěš ćĺď ( 0 1 −1 0 ) : ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šő őčřăŋĺůěŋĺě ŋěćżřőęďěŋŋő. Ŕő ńěňňě ĺğ Ńěň.3.1.1 ĺňěěšś£ řăğńőęěŋĺě V = V_{12} ⊕ W , čďě W =^⊥V_{12} = V^⊥_{12} (őřšőčőŋăńż śőćŕăďă¿š ćśńěďśšćĺě łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĺ ťőřňż!). Ŕő ńěňňě ĺğ Śń.3.1.2 őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ŋěćżřőęďěŋŋő. Ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłűĺ¿ ŕő řăğňěřŋőśšĺ, ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ć W ąăğĺś ś ŋşęŋżňĺ śćőľśšćăňĺ. Őąžěďĺŋ££ ěčő ś ćěłšőřăňĺ e_1 ĺ e_2, ňż ŕőńşůĺň ĺśłőňżľ ąăğĺś ć V . □ Ğăďăůă 7.17. Ůšő śńşęĺš ąăğőľ ĺŋďşłűĺĺ ć ŕřőďěńăŋŋőň ćżÿě řăśśşęďěŋĺĺ? Ğăďăůă 7.18. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ś ťőřňőľ 0 1 −1 0 0 0 1 −1 0 ... 0 0 1 −1 0

:

ĺğőňěšřĺůŋő śĺňŕńěłšĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş.

Ğăďăůă 7.19. Şąěďĺšěśĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő, ůšő őŕřěďěńĺšěńĳ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż ŋěů-ěšŋőčő řăğňěřă řăćěŋ ŋşń¿.

Ğăďăůă 7.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ś łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş £ďřă ťőřňż ĺ ŕřőśšřăŋśšćă ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ (ăćšőňăšĺůěśłĺ ů-ěšŋőňěřŋőčő).

§4: Őćěźěśšćńěŋĺě ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă 97

Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůĺńĺ ŕőńŋőě őŕĺśăŋĺě łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ ąĺńĺŋěľŋżţ ťőřň. Ń¿- ąőŕżšŋżň śńěďśšćĺěň ¡šőčő őŕĺśăŋĺ£ £ćń£ěšś£ šăłőľ ťăłš.

Ŕşśšĳ A = (a_{ij}) : a_{ij} = −a_{ji} | łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ňăšřĺűă ů-ěšŋőčő řăğňěřă. Ěśńĺ ě-ě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŋăď čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĳ¿ a_{ij} ś i < j řăśśňăšřĺćă¿šś£ łăł ŋěğăćĺśĺňżě ŕěřěňěŋŋżě, šő ć łőńĳűě Z[a_{ij}] ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ őš ¡šĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ĺğćńěůĳ łćăďřăšŋżľ łőřěŋĳ ĺğ det(a_{ij}). Šőůŋěě, ĺňěěš ňěśšő 3.6. Šěőřěňă. Ŕşśšĳ A = (aij) | łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ňăšřĺűă ů-ěšŋőčő řăğňěřă. Śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ Pf(A) ∈ Z[a_{ij}], šăłőľ ůšő

Pf(A)^2 = det(A) ĺ Pf (( 0 E −E 0 )) = 1 :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ňăšřĺűş A łăł ňăšřĺűş łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ŋă łőőřďĺŋăšŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŕőńěň K = Q(a_{ij} ) řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őš ŕěřěňěŋŋżţ a_{ij} ś i < j. Őŋă, őůěćĺďŋő, ŋěćżřőęďěŋŋă, ă śšăńő ążšĳ ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě ĺňěěš ňăšřĺűş Čřăňă

˙_{2n} = ( 0 E −E 0 ) : Ŋă £ğżłě ňăšřĺű ¡šő őğŋăůăěš, ůšő A = C^t · ˙_{2n} · C ďń£ ŋěłőšőřőľ ňăšřĺűż C, ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ śşšĳ őšŋőÿěŋĺ£ ŕőńĺŋőňőć őš a_{ij} ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŕěřěţőď£ ł őŕřěďěńĺšěń£ň, ŕőńşůăěň det(A) = det(C)^2.

Ďăńěě, det(C) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě őšŋőÿěŋĺ£ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ŋě ĺňě¿źĺţ őąźĺţ ďěńĺšěńěľ ć Z[a_{ij}] łřőňě, ňőęěš ążšĳ ±1. Ňŋőčőůńěŋ-ğŋăňěŋăšěńĳ ć šăłőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ őą£ğăŋ ążšĳ řăćěŋ ±1, ŕőśłőńĳłş det(A) ∈ Z[a_{ij}], a ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć őš ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ śŕřăćěďńĺćă šěőřěňă őą őďŋőğŋăůŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, det(C) ∈ Z[a_{ij}].

Ğăďăůă 7.21. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ěśńĺ şřăćŋěŋĺě

F (t_1; : : : ; t_n) = X(t_1; : : : ; t_n)^2

řăğřěÿĺňő őšŋőśĺšěńĳŋő X ć łőńĳűě Z[t_1; : : : ; t_n], šő řěÿěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă.

Ć ŋăÿěň śńşůăě ğŋăł őďŋőğŋăůŋő ćżąĺřăěšś£ ĺğ şśńőćĺ£ Pf (( 0 E −E 0 )) = 1. □

Łőřěŋĳ ĺğ őŕřěďěńĺšěń£ łőśőśĺňňěšřĺůěśłőľ ňăšřĺűż ů-ěšŋőčő řăğňěřă, ŋőřňĺřőćăŋŋżľ šăł, łăł şłăğăŋő ć šěőřěňě, ŋăğżćăěšś£ ŕťăťťĺăŋőň. Łăł ĺ őŕřěďěńĺšěńĳ, ŕťăťťĺăŋ £ćń£- ěšś£ ŋěłĺň şŋĺćěřśăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňăšřĺűż.

Ğăďăůă 7.22. Ŋăŕĺÿĺšě £ćŋżě ťőřňşńż ďń£ ŕťăťťĺăŋőć 2-čő, 4-čő ĺ 6-čő ŕőř£ďłă. Ğŋăůěŋĺě ŕťăťťĺăŋă ŋă łăłőľ-ńĺąő łőŋłřěšŋőľ ůĺśńőćőľ ňăšřĺűě ŋăğżćăěšś£ ŕťăťťĺăŋőň

¡šőľ ňăšřĺűż.

x4. Őćěźěśšćńěŋĺě ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă

Ěśńĺ W |łőňŕńěłśŋőě ¡řňĺšőćő ŕřőśšřăŋśšćő, šő ěčő őćěźěśšćńěŋĺě WR ŋăśńěďşěš šřĺ čěőňěšřĺůěśłĺţ śšřşłšşřż, ćğăĺňőďěľśšćĺě łőšőřżţ ňż śěľůăś őąśşďĺň.

4.1. Ěćłńĺďőćă, śĺňŕńěłšĺůěśłă£ ĺ łőňŕńěłśŋă£ śšřşłšşřż ŋă WR Ŕşśšĳ W | nňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě ¡řňĺšőćő ŕřőśšřăŋśšćő. Ěčő őćěźěśšćńěŋĺě WR £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň 2n-ňěřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň. Łăł ňż ćĺďěńĺ ć ńěłűĺĺ 4, őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W ŋă łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő i ć őćěźěśšćńěŋĺĺ WR ŋăąń¿ďăěšś£ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż I ∈HomR(WR; WR) : I^2 = −E İřňĺšőćă ťőřňă (v; w) : W × W −→ C £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋő-ąĺńĺŋěľŋőľ łőňŕńěłśŋőğŋăůŋőľ ťőřňőľ. Řăğďěń££ ş ŋě-ě ćěźěśšćěŋŋş¿ ĺ ňŋĺňş¿ ůăśšĺ, ŕőńşůĺň ďćě ćěźěśšćěŋŋőąĺńĺŋěľŋżţ ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋżţ ťőřňż ŋă WR:

g : WR× WR −→ R : g(v; w) = Re(v; w)

! : WR× WR −→ R : !(v; w) = Im(v; w)

Ĺğ ¡řňĺšőćőśšĺ (v; w) = (w; v) ćżšěłăěš, ůšő g £ćń£ěšś£ śĺňňěšřĺůŋőľ, ă ! | łőśőśĺňňě-

šřĺůŋőľ ťőřňőľ. Ĺğ şśńőćĺ£ (v; v) > 0 ∀v ≠ 0 śńěďşěš, ůšő g | ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă.

Šăłĺň őąřăğőň, ćěźěśšćěŋŋă£ ůăśšĳ ¡řňĺšőćőľ ťőřňż ŋă W ğăďă-ěš ěćłńĺďőćş śšřşłšşřş

ŋă WR.

Łőśőśĺňňěšřĺůěśłă£ ťőřňă ! £ćń£ěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ ĺ őŕřěďěń£ěš ŋă WR śšřşłšşřş śĺňŕńěłšĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ůšőąż ć ¡šőň şąěďĺšĳś£, řăśśňőšřĺň ć W łőňŕńěłśŋżľ ąăğĺś

{e_1; e_2; : : : ; e_n} ;

őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřż ŋă W ĺ ŕőśšřőĺň ŕő ŋěňş ąăğĺś

{e_1; : : : ; e_n; ie_1; : : : ; ie_n}

őćěźěśšćń-ěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă WR ŋăď R. Řăćěŋśšćă

(e_—; e) = (ie_—; ie) = ‹_—

(ie_—; e) = −(e_—; ie) = i(e_—; e) = i‹_—

ŕőłăğżćă¿š, ůšő ąăğĺś {e_1; : : : ; e_n; ie_1; : : : ; ie_n} £ćń£ěšś£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň ďń£ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż g ĺ śĺňŕńěłšĺůěśłĺň ďń£ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż !, š.ě. ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż ! ĺňěěš ć ŋ-ěň ąńőůŋżľ ćĺď: J = ( 0 −E E 0 ) ; čďě E | ěďĺŋĺůŋă£ n × n-ňăšřĺűă (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő ňăšřĺűă őŕěřăšőřă łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż I ć ąăğĺśě {e_1; : : : ; e_n; ie_1; : : : ; ie_n} šăłęě śőćŕăďăěš ś J).

Šăłĺň őąřăğőň, ŋă őćěźěśšćńěŋĺĺ WR łőňŕńěłśŋőčő ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă W ĺňěěšś£ łőňŕńěłśŋă£ śšřşłšşřă I, ěćłńĺďőćă śšřşłšşřă g ĺ śĺňŕńěłšĺůěśłă£ śšřşłšşřă !. İšĺ śšřşłšşřż ŋě ŕřőĺğćőńĳŋż ďřşč ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ďřşčş, ă ść£ğăŋż ŋěłőšőřżňĺ şśńőćĺ£ňĺ

śőčńăśőćăŋŋőśšĺ.

4.2. Śőčńăśőćăŋŋőśšĳ ťőřň g ĺ ! ś łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ. Ŕőśłőńĳłş ¡řňĺšőćă ťőřňă şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćăň:

(iv; iw) = (v; w) ĺ (v; iw) = −i(v; w);

§4: Őćěźěśšćńěŋĺě ¡řňĺšőćă ŕřőśšřăŋśšćă 99

őŕěřăšőř łőňŕńşłśŋőľ śšřşłšşřż I şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ£ň:

g(Iv; Iw) = g(v; w) !(Iv; Iw) = !(v; w) g(v; Iw) = !(v; w)

∀v; w ∈ WR:

Ŕěřćżě ďćă şśńőćĺ£ őğŋăůă¿š, ůšő I £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺěľ łăł ďń£ g, šăł ĺ ďń£ !.

4.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ W | 2n-ňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďń£ łăęďőčő ĺğ śńěďş¿źĺţ ďćşţ ŋăąőřőć ďăŋŋżţ:

(i) ěćłńĺďőćőľ ťőřňż ! : V × V −→ R ĺ ě-ě ĺğőňěšřĺĺ I ś I^2 = −E (ii) śĺňŕńěłšĺůěśłőľ ťőřňż g : W × W −→ R ĺ ě-ě ĺğőňěšřĺĺ I ś I^2 = −E ŋă W ĺňěěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋă£ śšřşłšşřă łőňŕńěłśŋőčő ¡řňĺšőćă n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ĺŋďşűĺřş¿źă£ ŕřĺ őćěźěśšćńěŋĺĺ ¡šĺ ćěźěśšćěŋŋżě ďăŋŋżě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăďăďĺň ŋă W şňŋőęěŋĺě ćěłšőřőć ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ŕřĺ ŕőňőźĺ őŕěřăšőřă I (łăł ¡šő őąž£śŋ£ńőśĳ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ), ĺ őŕřěďěńĺň ťőřňş (v; w) ŕřăćĺńăňĺ:

ć śńşůăě (i) : (v; w) = g(v; w) + ig(v; Iw); ć śńşůăě (ii) : (v; w) = −!(v; Iw) + i!(v; w);

Ŕřőćěřĺň, ůšő ć ŕěřćőň śńşůăě ŕőńşůăěšś£ ¡řňĺšőćă ťőřňă. Ďń£ ¡šőčő ŕőńőęĺň

!(v; w)^{def}= g(v; Iw);

šăł ůšő (v; w) = g(v; w) + i!(v; w). Şąěďĺňś£, ůšő ! | łőśőśĺňňěšřĺůŋă:

!(w; v) = g(w; Iv) = g(Iw; I^2v) = −g(Iw; v) = −g(v; Iw) = −!(v; w)

Ŋő šőčďă (v; w) = (w; v) ĺ (v; v) = g(v; v) > 0 ∀v ≠ 0. Ďń£ ŕřőćěřłĺ ŕőńşšőřăńĺŋěľŋőśšĺ ďőśšăšőůŋő şąěďĺšĳś£, ůšő (iv; w) = i(v; w) = −(v; iw), š.ě. ůšő

g(Iv; w) = −!(v; w) = −g(v; Iw)

Ŋő ¡šő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő I ĺğőňěšřĺ£ ďń£ g ĺ ĺğ I^2 = −E.

Ğăďăůă 7.23. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćő ćšőřőň śńşůăě šăłęě ŕőńşůăěšś£ ¡řňĺšőćă ťőřňă. □ 4.3. Śőčńăśőćăŋŋőśšĳ ěćłńĺďőćőľ ĺ śĺňŕńěłšĺůěśłőľ śšřşłšşřż. Ůšőąż ŋăľšĺ şśńőćĺ£ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ ťőřň g ĺ ! ŋěőąţőďĺňżě ĺ ďőśšăšőůŋżě ďń£ šőčő, ůšőąż ćőśśšăŋőćĺšĳ ¡řňĺšőćş śšřşłšşřş, ŕőśšřőĺň šăłőľ őŕěřăšőř A : W −→ W , ůšő

g(v; Aw) = !(v; w) ∀v; w ∈ W:

D őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ďń£ g ňăšřĺűă őŕěřăšőřă A ąşďěš śőćŕăďăšĳ ś ňăšřĺűěľ Čřăňă ťőřňż !. Ŕő¡šőňş A ąşďěš łőśőśĺňňěšřĺůŋżň őŕěřăšőřőň^2. Łăł ňż ćĺďěńĺ, ć W ňőęŋő

2İšő ćĺďŋő ĺ ąěğ ňăšřĺű: g(v, Aw) = ω(v, w) = −ω(w, v) = −g(w, Av) = g(w, −Av) = g(−Av, w) ŕőłăğżćăěš, ůšő A^∗ = −A

ćżąřăšĳ šăłőľ őřšőŋőřňăńĳŋżľ (őšŋőśĺšěńĳŋő g) ąăğĺś, ůšőąż A ğăŕĺśżćăńś£ ć ŋ-ěň ňăšřĺűěľ

A = A_1 0 A_2 ... 0 A_k

; čďě A = ( 0 −a a 0 ) ; (4-2)

čďě a ∈ R ŕőńőęĺšěńĳŋż ĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ šěň, ůšő {±ia} | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ćśě (ś şů-ěšőň łřăšŋőśšěľ) łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă A. Ŕőśłőńĳłş śĺňŕńěłšĺůěśłă£ śšřşłšşřă, ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ¡řňĺšőćőľ ťőřňőľ, ĺňěěš a = 1, ňż ŕőńşůăěň

4.3.1. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ W | ćěźěśšćěŋŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň g(v; w). Śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ąĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ! : W × W −→ R ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż:

(i) Ŋă W ĺňěěšś£ ¡řňĺšőćă śšřşłšşřă, ĺŋďşűĺřş¿źă£ g ĺ !.

(ii) Ć őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě ďń£ ťőřňż g ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż ! ĺňěěš ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ (t^2 + 1)^n.

(iii) Ć őřšőŋőřňăńĳŋőň ąăğĺśě ďń£ ťőřňż g ťőřňă ! ĺňěěš ňăšřĺűş Čřăňă ˙, şďőćńěšćőř£¿źş¿ şśńőćĺ¿ ˙^2 = −E.

Ğăďăůă 7.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ć śĺňŕńěłšĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśěčďă ňőęŋő ŋăľšĺ śĺňŕńěłšĺůěśłĺľ ąăğĺś.

Ğăďăůă 7.25. Ďőłăęĺšě, ůšő ć śĺňŕńěłšĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśěčďă ňőęŋő ććěśšĺ ¡řňĺšőćş śšřşłšşřş, łőšőřă£ ąż ĺŋďşűĺřőćăńă ĺňě¿źş¿ś£ ŋă ŋ-ěň śĺňŕńěłšĺůěśłş¿ ťőřňş łăł ňŋĺňş¿ ůăśšĳ ¡řňĺšőćă śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Ğăďăůă 7.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ĺğőňěšřĺĺ śĺňŕńěłšĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă (š.ě. őŕěřăšőřż F : !(F v; F w) = !(v; w) ∀v; w) ĺňě¿š őŕřěďěńĺšěńĳ 1 ĺ ćőğćřăšŋżľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ (š.ě. ffl(t) = t^{2n}ffl(t^{−1}), čďě 2n | ¡šő řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă).

x5. Śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ĺğşůĺň śšřşłšşřş ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ś śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ B ŋăď ń¿ążň ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2. 5.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ őš őďŋőčő ăřčşňěŋšă

q : V −→ k : v −→ q(v) ∈ k

ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ, ěśńĺ ć łőőřďĺŋăšăţ őšŋőśĺšěńĳŋő łăłőčő-ńĺąő ąăğĺśă ¡šş ťşŋłűĺ¿ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ őďŋőřőďŋżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ 2.

Ğăďăůă 7.27. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śćőľśšćő ťşŋłűĺĺ ążšĳ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ă šăłęě ůšő łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ n(n + 1)=2, ěśńĺ dimV = n.

§5: Śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż 101

5.2. Ŕőń£řĺğăűĺ£ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň.

5.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě, śőŕőśšăćń£¿źěě ćś£łőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě B(·; ·) ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ťşŋłűĺ¿

q_B : V −→ k : v −→ q_B(v)^{def}= B(v; v) ∈ k ;

£ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ĺğőňőřťĺğňőň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćőň ąĺńĺŋěľŋżţ śĺňňěšřĺůŋżţ ťőřň ĺ ŕřőśšřăŋśšćőň łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ŋă V .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăÿě őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěš£ś£, őůěćĺďŋő, ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ őďĺŋăłőćőľ řăğňěřŋőśšĺ, ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ąşďěš ŕřőćěřĺšĳ ěčő ĺŋžěłšĺćŋőśšĳ. Ůšőąż śďěńăšĳ ¡šő, ğăňěšĺň, ůšő śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B(v; w) ňőęěš ążšĳ ćőśśšăŋőćńěŋă ŕő śćőěňş őąřăğş q_B ŕő ťőřňşńě

B(v; w) = 1 2 ( q_B(v + w) − q_B(v) − q_B(w) ) : Ĺğ ¡šőľ ťőřňşńż ŋěňěďńěŋŋő ćżšěłăěš ĺňŕńĺłăűĺ£ q_B = 0 =⇒ B = 0. □ Ć łăůěśšćě śńěďśšćĺ£ ňż ŕőńşůăěň, ůšő ďń£ ćś£łőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż q(v) ŋă V śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B_q(v; w), ĺğ łőšőřőľ ¡šă łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕőńşůăěšś£ Àőčřăŋĺůěŋĺěň ŋă ďĺăčőŋăńĳ ć V × V Á: q(v) = B_q(v; v). Ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă B_q ŋăğżćăěšś£ ŕőń£řĺğăűĺěľ q. Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕřěďńőęěŋĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ŕőń£řĺğăűĺ¿ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ŕő £ćŋőľ ťőřňşńě

B_q(v; w) = 1 2 ( q(v + w) − q(v) − q(w) ) : Ğăďăůă 7.28. Ŋăľďĺšě ňăšřĺűş Čřăňă ŕőń£řĺğăűĺĺ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż

q(x) = ∑ i⩽j a_{ij}x^ix^j :

Ňż ćĺďĺň, šăłĺň őąřăğőň, ůšő śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż | ¡šő ďćă ¡łćĺćăńěŋšŋżţ £ğżłă ďń£ őŕĺśăŋĺ£ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ăńčěąřăĺůěśłőčő £ćńěŋĺ£. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň śćőąőďŋő ŕěřěţőďĺšĳ ś őďŋőčő £ğżłă ŋă ďřşčőľ ąěğ ŕőďřőąŋżţ łőňňěŋšăřĺěć.

5.3. Šěőřěňă. (Šěőřěňă Ńăčřăŋęă) Ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ń¿ąă£ (ďăęě, ćőğňőęŋő, ćżřőęďěŋŋă£) śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě ąşďěš ĺňěšĳ ďĺăčőŋăńĳŋş¿ ňăšřĺűş Čřăňă. Ŕřĺ ¡šőň ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć őš ćżąőřă šăłőčő ąăğĺśă ŋě ğăćĺśĺš (ĺ řăćŋő řăŋčş ťőřňż).

Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ğăňěůăŋĺě: ćś£łĺľ ąăğĺś, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ£ň šěőřěňż, ŋăğżćăěšś£ őřšőčőŋăńĳŋżň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő dimV . Ěśńĺ V = 0 ĺńĺ ťőřňă ŋşńěćă£, šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ ťőřňă ŋěŋşńěćă£, šő ŋěŋşńěćőľ ąşďěš ĺ śőőšćěšśšćş¿źă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă, š.ě. ∃v ∈V : B(v; v) ≠ 0. Šőčďă %_B(v) ≠ 0 ĺ

Ann %_B(v) = {w ∈V | B(w; v) = 0} ⊂ V ąşďěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň łőřăğňěřŋőśšĺ 1, šřăŋśćěřśăńĳŋżň ćěłšőřş v. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ć ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ďń£ őčřăŋĺůěŋĺ£ B. Ďőąăćń££ ł ¡šőňş ąăğĺśş ćěłšőř v, ŕőńşůĺň őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ďń£ B ć V . □ 5.3.1. Śńěďśšćĺě. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ćś£łă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋőľ łőőřďĺŋăš ŕřĺćőďĺšś£ ł śşňňě łćăďřăšőć

q(x) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_r;

łőńĺůěśšćő łőšőřżţ řăćŋő řăŋčş ťőřňż ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš śŕőśőąă ŕřĺćěďěŋĺ£.

5.3.2. Śńěďśšćĺě. Ŋăď ŕőńěň ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń ćś£łă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋőľ łőőřďĺŋăš ŕřĺćőďĺšś£ ł ćĺďş

q(x) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_p − x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · − x^2_{p+m};

ć łőšőřőň ůĺśńő śńăčăěňżţ ŋě ğăćĺśĺš őš śŕőśőąă ŕřĺćěďěŋĺ£ ĺ řăćŋő řăŋčş ťőřňż.

Ğăďăůă 7.29. Łăłőć ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď ťőřňż ŋă čĺŕěřąőńĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě H_{2m}?

5.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőśšřăŋśšćő ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ ŋăğżćăěšś£ ăŋĺğőšřőŕŋżň, ěśńĺ őŋő ŋě śőďěřęĺš ŋěŋşńěćżţ ĺğőšřőŕŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

Ăŋĺğőšřőŕŋőśšĳ řăćŋőśĺńĳŋă őšśşšśšćĺ¿ ŋěŋşńěćżţ ĺğőšřőŕŋżţ ćěłšőřőć, š.ě. ¡łćĺćăńěŋšŋă şśńőćĺ¿ B(v; v) = 0 =⇒ v = 0.

Ğăďăůă 7.30. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŋăď ŕőńěň ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń ăŋĺğőšřőŕŋż šőńĳłő ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋżě ĺ őšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋżě łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż (ŕőśńěďŋĺě őŕřěďěń£¿šś£ şśńőćĺěň q(v) < 0 ∀v ≠ 0).

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ řăąőšě ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň ăŋĺğőšřőŕŋőśšĳ ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł ğăňěŋĺšěńĳ śćőľśšćă ŕőńőęĺšěńĳŋőľ (ĺńĺ őšřĺűăšěńĳŋőľ) őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ ćěźěśšćěŋŋőľ ťőřňż.

5.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ćś£łőě ŕřőśšřăŋśšćő ś śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ őřšőčőŋăńĳŋş¿ śşňňş £ďřă ťőřňż, čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Łăł ňż şęě ćĺďěńĺ ć n^o 1.6.2, ŕřőśšřăŋśšćő V c ťőřňőľ B £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ śşňňőľ V = R ⊕ U £ďřă R = ker B ĺ ń¿ąőčő ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő ł ŋěňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U, ŕřĺů-ěň őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă U ŋěćżřőęďěŋő. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łőě ŕřőśšřăŋśšćő U ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ ťőřňőľ ěśšĳ ŕř£ňă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ śşňňă čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšć. Ďőłăęěň ¡šő ĺŋďşłűĺěľ ŕő dimU.

Ěśńĺ U śăňő ăŋĺğőšřőŕŋő (ă ¡šő šăł ŕřĺ dim U = 1), šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ ć U ěśšĳ ŋěŋşńěćőľ ĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř u, šő ćśńěďśšćĺě ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ ťőřňż śşźěśšćşěš ćěłšőř u^′, šăłőľ ůšő B(u^′; u) = b ≠ 0. Ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă u ĺ u^′ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕńőśłőśšĳ H_2.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăćěŋśšćő

B(u^′ + –u; u^′ + –u) = B(u^′; u^′) + 2b–

§5: Śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż 103

ŕőłăğżćăěš, ůšő ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ u^′ ŋă ĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř w = u^′ − B(u^′; u^′)2b u. Šăł łăł B(w; u) = B(u^′; u) = b, ćěłšőř w ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżľ ćěłšőř v = b^{−1}w. Ć ąăğĺśě {u; v} ňăšřĺűă Čřăňă őčřăŋĺůěŋĺ£ ťőřňż B ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď ( 0 1 1 0 ) , ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Šăł łăł čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕńőśłőśšĳ ŋěćżřőęďěŋă, ňż ŕőńşůăěň őřšőčőŋăńĳŋőě řăğńőęěŋĺě U = H_2 ⊕ H^⊥_2 , ŕřĺů-ěň őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă H^⊥_2 ŋěćżřőęďěŋő. Ŕő ĺŋďşłűĺĺ H^⊥_2 £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ śşňňőľ čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ŋő šőčďă ¡šő ćěřŋő ĺ ďń£ U, ĺąő ŕř£ňă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ śşňňă čĺŕěřąőńĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć H_{2m} ĺ H_{2l} £ćń£ěšś£ čĺŕěřąőńĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň H_{2(m+l)}. □ 5.4.2. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺňěěš ćĺď

q(x) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_p − x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · − x^2_{p+m};

ć łőšőřőň, śłăęěň, ůĺśńő ŕń¿śőć p ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ňĺŋşśőć m. Šőčďă £ďřőň šăłőľ ťőřňż £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă šěţ łőőřďĺŋăš x_{p+m+1}; : : : ; x_n, łőšőřżě ŋě ŕřĺśşšśšćş¿š ć ťőřňşńě. Ć łăůěśšćě čĺŕěřąőńĺůěśłőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő śńăčăěňőčő ňőęŋő ćğ£šĳ ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş łőőřďĺŋăš x_1; x_2; : : : ; x_m ; x_{p+1}; : : : ; x_{p+m}, ă ć łăůěśšćě ăŋĺğőšřőŕŋőčő őřšőčőŋăńĳŋőčő śńăčăěňőčő ňőęŋő ćğ£šĳ ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş őśšăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš x_{m+1}; : : : ; x_p. 5.5. Őšřăęěŋĺ£. Ŕşśšĳ V |ŕřőśšřăŋśšćő ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ B, ĺ v ∈ V | ń¿ąőľ ăŋĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř. Šőčďă V řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ őřšőčőŋăńĳŋş¿ śşňňş V = ⟨v⟩ ⊕ ⟨v⟩^⊥, čďě k· | őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŋăš£ŋşšőě ŋă ćěłšőř v, ă ⟨v⟩^⊥ = Ann %_B(v) = {w ∈V | B(w; v) = 0} | ěčő őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě, ŕřĺů-ěň őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă őąă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŋěćżřőęďěŋő. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ff_v : V −→ V , łőšőřżľ ňěŋ£ěš ğŋăł ş v ĺ šőęďěśšćěŋŋő ďěľśšćşěš ŋă ⟨v⟩^⊥, ŋăğżćăěšś£ őšřăęěŋĺěň ć čĺ-

ŕěřŕńőśłőśšĺ ⟨v⟩^⊥.

Ğăďăůă 7.31. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ∀w ∈V

ff_v(w) = w − 2B(w; v) B(v; v) v: Ğăďăůă 7.32. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őšřăęěŋĺě őąřăšŋő śăňő śěąě ĺ £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺěľ. Ğăďăůă 7.33. Ŕşśšĳ F : V −→ V | ĺğőňěšřĺ£. Şďőśšőćěřĳšěśĳ, ůšő ffF v = F ffvF^{−1}.

5.5.1. Ńěňňă. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ďń£ ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ ćěłšőřőć u, v, šăłĺţ ůšő B(u; u) = B(v; v) ≠ 0, śşźěśšćşěš őšřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£- źěě u ńĺąő ć v ńĺąő ć −v.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő u ĺ v ŋěłőńńĺŋěăřŋż, š.ł. ĺŋăůě u = ±v ĺ šăłőćżň őšřăęěŋĺěň ąşďěš ff_v = ff_u.

Ĺšăł, ŕşśšĳ ŋă u ĺ v ňőęŋő ŋăš£ŋşšĳ ŋěćżřőęďěŋŋżľ ŕăřăńńěńőčřăňň (ă šőůŋěě | řőňą). Čěőňěšřĺůěśłĺ őůěćĺďŋő, ůšő ĺśłőňőě őšřăęěŋĺě ŋăďő ďěńăšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő őďŋőľ ĺğ ďĺăčőŋăńěľ ¡šőčő řőňąă.

Ťőřňăńĳŋő: ćěłšőřż e_1 = u + v ĺ e_2 = u − v őřšőčőŋăńĳŋż (ĺąő B(e_1; e_2) = B(u; u) − B(v; v) = 0) ĺ ŕőřőęďă¿š šő ęě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ůšő ĺ u ĺ v, ă ğŋăůĺš ţőšĳ őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ďă ăŋĺğőšřőŕěŋ. Ěśńĺ ¡šő e_2, šő ff_{e2} ŕěřěćőďĺš ć śěą£ e_1 ĺ ňěŋ£ěš ğŋăł ş e_2, š.ě. ŕěřěćőďĺš u = (e_1 + e_2)=2 ć v = (e_1 − e_2)=2. Ěśńĺ ăŋĺğőšřőŕěŋ e_1, šő ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůăěň, ůšő ff_{e1} ŕěřěćőďĺš u ć −v. □ 5.5.2. Śńěďśšćĺě. (ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă) Ěśńĺ ć şśńőćĺĺ ńěňňż ŕřěďŕőńőęĺšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ăŋĺğőšřőŕŋő, šő ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ őšřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě u ć šőůŋőśšĺ ć v.

5.5.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ ĺğőňěšřĺ£ n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ ŋě ąőńěě 2n őšřăęěŋĺľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő řăğňěřŋőśšĺ. Ĺğőňěšřĺ£ őďŋőňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ńĺąő šőęďěśšćěŋŋă, ńĺąő £ćń£ěšś£ őšřăęěŋĺěň −E. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ V^F−−→ V | ĺğőňěšřĺ£ ňŋőčőňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ăŋĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř v ĺ őšřăęěŋĺě ff, łőšőřőě ŕěřěćőďĺš v ć F v ĺńĺ −F v. Łőňŕőğĺűĺ£ ffF ŕěřěćőďĺš šőčďă v ć ±v, ă ğŋăůĺš ŕěřěćőďĺš ć śěą£ őřšőčőŋăńĳŋş¿ v čĺŕěřŕńőśłőśšĳ. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, őčřăŋĺůěŋĺě ffF ŋă ¡šş čĺŕěřŕńőśłőśšĳ £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ ŋě ąőńěě ůěň 2n − 2 őšřăęěŋĺľ. Ŕő¡šőňş F = ffffF £ćń£ěšś£ śăňőě ąőńĳÿěě łőňŕőğĺűĺěľ 2n − 1 őšřăęěŋĺľ ĺ ěź-ě, ňőęěš ążšĳ, őďŋőčő őšřăęěŋĺ£ ff_{F v}. □ Ğăďăůă 7.34. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ ĺğőňěšřĺ£ n-ňěřŋőčő ăŋĺğőšřőŕŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ ŋě ąőńěě ůěň n őšřăęěŋĺľ.

5.6. Šěőřěňă. (Šěőřěňă Ćĺššă) Ŕşśšĳ U, V . W | šřĺ ŕřőśšřăŋśšćă ś ŋěćżřőęďěŋŋżňĺ śĺňňěšřĺůŋżňĺ ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ. Ěśńĺ śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ŕř£ňőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ śşňňż U ⊕ V ś ŕř£ňőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ śşňňőľ U ⊕ W , šő śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň V ś W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő dim U. Ěśńĺ U = 0, šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ U = ⟨u⟩ | őďŋőňěřŋő, šő u ăŋĺğőšřőŕěŋ. Ŕşśšĳ F : ⟨u⟩ ⊕ V −→ ⟨u⟩ ⊕ W | ĺğőňěšřĺ£. Ŕőďąěř-ěň őšřăęěŋĺě ff ćšőřőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŕěřěćőď£źěě F u ć ±u. Šőčďă ĺğőňěšřĺ£ ffF ŕěřěćőďĺš ⟨u⟩ ć ⟨u⟩, ă ğŋăůĺš ĺŋďşűĺřşěš ĺśłőňş¿ ĺğőňěšřĺ¿ őřšőčőŋăńĳŋżţ ďőŕőńŋěŋĺľ.

Ć őąźěň śńşůăě řăğńőęĺň U ć ŕř£ňş¿ őřšőčőŋăńĳŋş¿ śşňňş U = ⟨u⟩ ⊕ ⟨u⟩^⊥, čďě u | ń¿ąőľ ăŋĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř. Ŕřĺňěŋ££ ŕřěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďşłűĺĺ ł U = ⟨u⟩ ŕőńşůĺň ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ⟨u⟩^⊥ ⊕ V ś ⟨u⟩^⊥ ⊕ W . Ěź-ě řăğ ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ś U = ⟨u⟩^⊥, ŕőńşůăěň ĺśłőňş¿ ĺğőňěšřĺ¿ V ś W . □ 5.6.1. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćă V ĺ W ś ŋěćżřőęďěŋŋżňĺ ťőřňăňĺ ĺğőňěšřĺůěśłĺ ĺğőňőřťŋż, šő ćś£łőě ĺğőňěšřĺůěśłőě ćńőęěŋĺě ć W ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U ⊂ V , ŋă łőšőřőě ťőřňă ś V őčřăŋĺůĺćăěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋő, ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő ĺğőňěšřĺĺ ćśěčő V ŋă W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő šěőřěňě Ćĺššă śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş őřšőčőŋăńĳŋżň ďőŕőńŋěŋĺěň ďő U ć V ĺ őřšőčőŋăńĳŋżň ďőŕőńŋěŋĺěň ďő őąřăğă U ć W . İšőš ĺğőňőřťĺğň ĺ ŕřőďőńęĺš ğăďăŋŋőě ćńőęěŋĺě.

5.6.2. Śńěďśšćĺě. Řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ś śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ć ŕř£- ňş¿ őřšőčőŋăńĳŋş¿ śşňňş £ďřă, čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšć ěďĺŋśšćěŋŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňěšřĺůěśłőčő ĺğőňőřťĺğňă, šőęďěśšćěŋŋőčő ŋă £ďřě (ĺŋżňĺ śńőćăňĺ ăŋĺğőšřőŕŋă£ ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ śőśšăćń£¿źĺě őďŋőčő řăğńőęěŋĺ£ ŕěřěćőď£šś£ ć

§5: Śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż 105

śőőšćěšśšćş¿źĺě śőśšăćń£¿źĺě ń¿ąőčő ďřşčőčő řăğńőęěŋĺ£ ŕőďţőď£źĺň ĺğőňěšřĺůěśłĺň ĺğőňőřťĺğňőň őąžěňń¿źěčő ŕřőśšřăŋśšćă).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ R ⊕ H2m ⊕ A = R ⊕ H2l ⊕ A^′ | ďćă řăğńőęěŋĺ£, ĺ ŕşśšĳ m ≤ l. Ŕřőěłűĺ£ ćďőńĳ R şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň H_{2m} ⊕ A ś H_{2l} ⊕ A^′. Ŕő šěőřěňě Ćĺššă šőčďă ďőńęěŋ śşźěśšćőćăšĳ ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň A ś H_{2(l−m)} ⊕ A^′, ůšő ĺğ-ğă ăŋĺğőšřőŕŋőśšĺ A ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ H_{2(l−m)} = 0, š.ě. ŕřĺ m = l. Ŋő šőčďă śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň A ś A^′. Ěčő ŕř£ňă£ śşňňă ś šőęďěśšćěŋŋżň őšőąřăęěŋĺěň ŋă R ĺ ĺğőňěšřĺůěśłĺň őšőęďěśšćńěŋĺěň čĺŕěřąőńĺůěśłĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ąşďěš ĺśłőňőľ ĺğőňěšřĺěľ, ŕěřěćőď£źěľ őďŋő řăğńőęěŋĺě ć ďřşčőě.

5.6.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łőě čĺŕěřąőńĺůěśłőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ňőęěš ążšĳ ŕěřěćěďěŋő ć ń¿ąőě ďřşčőě čĺŕěřąőńĺůěśłőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő šőľ ęě řăğňěřŋőśšĺ ŕőďţőď£źěľ ĺğőňěšřĺěľ őąžěňń¿źěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ĺğ ¡šőčő śńěďśšćĺ£ ĺ ğăďăůĺ Ğăďăůă 7.35. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě m-ňěřŋőě ĺğőšřőŕŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě V ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ śőďěřęĺšś£ ć čĺŕěřąőńĺůěśłőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě H_{2m} ⊂V .

ćżšěłăěš 5.6.4. Śńěďśšćĺě. Ń¿ąőě ĺğőšřőŕŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ ŕěřěćőďĺšś£ ć ń¿ąőě ďřşčőě ĺğőšřőŕŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő šőľ ęě řăğňěřŋőśšĺ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďţőď£źěľ ĺğőňěšřĺĺ őąžěňń¿źěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

5.6.5. Śńěďśšćĺě. Ń¿ąă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ć ŕőďţőď£źĺţ łőőřďĺŋăšăţ ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě

q(x) = x_1x_{i+1} + x_2x_{i+2} + · · · + x_ix_{2i} + a(x_{2i+1}; : : : ; x_r);

ć łőšőřőň ůĺśńő r şůăśšćş¿źĺţ ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋő řăŋčş ťőřňż ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă łőőřďĺŋăš, ůĺśńő i ŕăřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ řăćŋő řăğňěřŋőśšĺ ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ šăłęě ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă łőőřďĺŋăš, ă ťőřňă a őš őśšăćÿĺţś£ r − 2i ŕěřěňěŋŋżţ ăŋĺğőšřőŕŋă ĺ őŕřěďěń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňěšřĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă k^{(r−2i)}.

5.7. Ćěźěśšćěŋŋżě ťőřňż. Ćěźěśšćěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŋă n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, łăł ňż ćĺďěńĺ, ňőęěš ążšĳ ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋőľ łőőřďĺŋăš ŕřěőąřăğőćăŋă ł ćĺďş

q(x) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_p − x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · − x^2_{p+m};

Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ ůĺśńő ŕń¿śőć p ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ňĺŋşśőć m. Ğăňěŋ££ x^2_i − x^2_{p+i} ŋă (x_i + x_{p+i})(x_i − x_{p+i}) = y_iy_{p+i} ĺ ŕőńăčă£ y = x ŕřĺ = (m + 1); (m + 2); : : : ; p ĺ > (p + m) ŕőńşůăěň řăğńőęěŋĺě ć śşňňş čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ĺ ăŋĺğőšřőŕŋőľ ťőřň:

q(y) = h_{2m}(y) + ¸_{p−m}(y) ; čďě h_{2m}(y) = y_1y_{p+1} + · · · + y_my_{p+m} ; a ¸_{p−m}(y) = y^2_{m+1} + · · · + y^2_p :

Ňż ŕőńşůăěň, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ďń£ šăłőľ ťőřňż řăćŋă n − p (ă ć őąźěň śńşůăě n − max(p; m)). Řăğňěřŋőśšĳ £ďřă šăłőľ ťőřňż řăćŋă n − p − v. Śńěďőćăšěńĳŋő ůĺśńă p ĺ m ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ĺ őšřĺűăšěńĳŋżţ łćăďřăšőć ć ďĺăčőŋăńĳŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ćěźěśšćěŋŋőľ ťőřňż ŋě ğăćĺś£š őš śŕőśőąă ŕřőĺćěďěŋĺ£ ťőřňż ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş. Őŋĺ ŋăğżćă¿šś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň ĺ őšřĺűăšěńĳŋżň ĺŋďěłśăňĺ

ĺŋěřűĺĺ ťőřňż q. Ďřşčă£ ĺţ ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ţăřăłšěřĺğăűĺ£ ďőśšăćń£ěšś£ ğăďăůěľ Ğăďăůă 7.36. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńőęĺšěńĳŋżľ ĺŋďěłś ĺŋěřűĺĺ řăćěŋ ŋăĺąőńĳÿěľ ĺğ řăğňěřŋőśšěľ šăłĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ŋă łőšőřżě ťőřňă őčřăŋĺůěćăěšś£ ć ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋş¿ ťőřňş, ă őšřĺűăšěńĳŋżľ ĺŋďěłś ĺŋěřűĺĺ řăćěŋ ŋăĺąőńĳÿěľ ĺğ řăğňěřŋőśšěľ šăłĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ŋă łőšőřżě ťőřňă őčřăŋĺůěćăěšś£ ć őšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěń-ěŋŋş¿ ťőřňş.

Łăł ŕřăćĺńő, ĺŋďěłśż ĺŋěřűĺĺ ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŕő ń¿ąőľ ě-ě ňăšřĺűě Čřăňă ąěğ £ćŋőčő ŕőśšřőěŋĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőčő ąăğĺśă. Ďń£ ¡šőčő řăśśňăšřĺćă¿š ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čńăćŋżţ şčńőćżţ ňĺŋőřőć

´_0; ´_1; ´_2; : : : ; ´_n čďě n = dimV (5-3)

(ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ´_0^{def}= 1, ă ´_k | ¡šő ňĺŋőř ňăšřĺűż Čřăňă, řăśŕőńőęěŋŋżľ ć ŕěřćżţ k śšřőłăţ ĺ ŕěřćżţ k śšőńąűăţ).

5.7.1. Ŕřĺňěř: Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőšĳ čńăćŋżţ şčńőćżţ ňĺŋőřőć (5-3) śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŋă ůěšżř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě šăłőćă, ůšő

´_1 < 0 ; ´_2 = 0 ; ´_3 < 0 ; ´_4 > 0 :

Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ďĺăčőŋăńĳŋőčő ćĺďă ¡šőľ ťőřňż ğăňěšĺň, ůšő š.ł. őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş ŕěřćżţ ďćşţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ćżřőęďěŋő, ć ¡šőľ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ĺňěěšś£ ĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř. Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ŕěřćżţ šř-ěţ ąăğĺśŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć śőďěřęĺšś£ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕńőśłőśšĳ, ĺ (ŋěćżřőęďěŋŋőě) őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż ŋă ¡šő šř-ěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺňěěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď (1; −1; 1) ĺńĺ (1; −1; −1). Ŕőśłőńĳłş ´_3 < 0 ćšőřőľ śńşůăľ ŋěćőğňőęěŋ. Š.ł. ´_4 > 0 ŕőńşůăěň, ůšő ĺśłőňżľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď ŋăÿěľ ťőřňż ŋă ćś-ěň ŕřőśšřăŋśšćě ěśšĳ (1; −1; 1; −1).

Ğăďăůă 7.37. (Łřĺšěřĺľ Śĺńĳćěśšřă) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ćśě čńăćŋżě şčńőćżě ňĺŋőřż ňăšřĺűż Čřăňă ŋěŋşńěćżě, šő őšřĺűăšěńĳŋżľ ĺŋďěłś ĺŋěřűĺĺ řăćěŋ ůĺśńş ŕěřěňěŋ ğŋăłă ŕřĺ ŕřőůšěŋĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (5-3) śńěćă ŋăŕřăćő.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ěź-ě őďŋă ğăďăůă ć Àŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőňÁ ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

Ğăďăůă 7.38. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň Z=pZśşźěśšćş¿š šőńĳłő ďćě (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňőřťĺğňă) ăŋĺğőšřőŕŋżě ťőřňż | őďŋőňěřŋżě ťőřňż x^2 ĺ ”x^2, čďě ” | łăłőľ-ńĺąő łćăďřăšĺůŋżľ ŋěćżůěš (śň. ńěłűĺĺ ŕěřćőčő śěňěśšřă) ŕő ňőďşń¿ p. Ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő ćś£łă£ ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŋăď Z=pZŕřĺćőďĺšś£ ł ćĺďş x^2_1 +x^2 +· · ·+x^2_{n−1} +”x^2_n, čďě ” řăćěŋ ěďĺŋĺűě ŕřĺ ů-ěšŋżţ n, ă ŕřĺ ŋěů-ěšŋżţ n řăćěŋ ńĺąő 1, ńĺąő łăłőňş-ńĺąő ťĺłśĺřőćăŋŋőňş łćăďřăšĺůŋőňş ŋěćżůěšş. Şłăğăŋĺě: Ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łă£ ťőřňă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě řăğňěřŋőśšĺ ¿ 2 őąńăďăěš ĺğőšřőŕŋżň ćěłšőřőň. Šěőřěňă Ńăčřăŋęă śćőďĺš ćś-ě ďěńő ł ďőłăğăšěńĳśšćş šőčő, ůšő ťőřňă x^2_1 + αx^2 őąńăďăěš ĺğőšřőŕŋżň ćěłšőřőň. İšő ŕřőćěř£ěšś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřĺŋűĺŕă Ďĺřĺţńě.

Ńěłűĺ£ 8 Ŕřőěłšĺćŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

▷Ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ▷Őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż ĺ ăťťĺŋŋżě łăřšż ▷Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŕřőěłšĺćŋă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ▷Čřşŕŕă P GLn(k) ▷Ŕřőěłšĺćŋżě łćăďřĺłĺ ▷Ŕěřěśěůěŋĺě łćăďřĺłĺ ĺ ŕř£- ňőľ ▷Łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ł łćăďřĺłě ▷Čěőňěšřĺ£ ŕřőěłšĺćŋżţ łćăďřĺł ▷Ŕńăŋăřŋőśšĳ ĺ ńĺŋěľůăšőśšĳ ▷Ăťťĺŋŋżě łćăďřĺłĺ ▷Ŕőń£řŋżě śőőšćěšśšćĺ£ ▷Ńĺŋěľŋżě śĺśšěňż łćăďřĺł ĺ ŕőń£řĺšěšőć

x1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£

Łăł ňż şęě őšňěůăńĺ, ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě ěśšĳ ďćă śŕőśőąă ść£ğăšĳ ś ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň V šőůěůŋőě čěőňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŕěřěţőď ł ăťťĺŋŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş A¸(V ), šőůłăňĺ łőšőřőčő śńşęăš łőŋűż ćěłšőřőć ĺğ V , ňż şęęě řăśśňőšřěńĺ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąśşďĺň ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő P(V ).

1.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőěłšĺćĺğăűĺěľ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő

P(V ), šőůłăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ łńăśśż ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ ŋěŋşńěćżţ ćěłšőřőć ĺğ V (š.ě.

ćśěćőğňőęŋżě ŕř£ňżě ć A¸(V ), ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ ŋşńĳ).

Šăłĺň őąřăğőň, łăęďżľ ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř v ∈ V őŕřěďěń£ěš šőůłş ć P(V ), łőšőřş¿ ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ⟨v⟩. Řăćěŋśšćő ⟨v⟩ = ⟨w⟩ ć P(V ) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő v = –w ć V ďń£ ŋěłőšőřőčő – ≠ 0.

Ěśńĺ dim V = n + 1, šő ůĺśńő n ŋăğżćăěšś£ řăğňěřŋőśšĳ¿ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă

P(V ), šăł ůšő dim P(V )^{def}= dim V − 1. Ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ łőőřďĺŋăšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă k^{n+1}

ŋăğżćăěšś£ n-ňěřŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď k ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ P_n ĺńĺ P_n(k). 1.2. Ăťťĺŋŋżě łăřšż. Řăśśňőšřĺň ŕřőěłšĺćĺğăűĺ¿ P(V ) (n + 1)-ňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V . Ć ďăŋŋőň ćżÿě őŕřěďěńěŋĺĺ šőůłĺ P(V ) ćżčń£ď£š, śłőřěě, łăł ńĺŋĺĺ, ŕő łőšőřżň ŕřőĺśţőďĺš űěŋšřăńĳŋőě ŕřőěłšĺřőćăŋĺě ĺğ ŋşń£. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŋăąń¿ďăšĳ ĺţ łăł ŋăśšő£źĺě šőůłĺ, ňż ďőńęŋż ŕőňěśšĺšĳ ć A¸(V ) ¡łřăŋ | n-ňěřŋş¿ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ U ć A¸(V ), ŋě ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ŋşńĳ. Šőčďă łăęďă£ ńĺŋĺ£ ⟨v⟩, ŕěřěśěłă¿źă£ U, ĺğőąřăğĺšś£ ć U ŋăśšő£źěľ ăťťĺŋŋőľ čěőňěšřĺůěśłőľ šőůłőľ. (śň. řĺś. 8{Ă). Šăłă£ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ U ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋőľ łăřšőľ ŋă ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě P(V ). §śŋő, ůšő ćś£łă£ šőůłă ⟨v⟩ ∈ P(V ) ňőęěš ążšĳ ĺğőąřăęěŋă ćňěśšě śő ćśěňĺ ąńĺğłĺňĺ šőůłăňĺ ć ŋěłőšőřőľ ăťťĺŋŋőľ łăřšě.

Őďŋăłő, ŋĺ őďŋă ăťťĺŋŋă£ łăřšă U ŋě ŕőłřżćăěš ćś-ě

P(V ) űěńĺłőň | ćŋě U őśšă¿šś£ ćśě šőůłĺ ⟨v⟩, ńě-

ęăźĺě ć ŕăřăńńěńĳŋőň U n-ňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě U_∞ ∈ V . Šăłĺě šőůłĺ śăňĺ śőśšăćń£- ¿š (n − 1)-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Őŋő ŋăğżćăěšś£ ąěśłőŋěůŋő-şďăń-ěŋŋőľ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ăťťĺŋŋőľ łăřšě U ŕřőěłšĺćŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ . Śńěďőćăšěńĳŋő, šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋő P_n ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ďĺğž¿ŋłšŋőčő őąžěďĺŋěŋĺ£^1P_n =

A^n ⊔ Pn−1. Ĺšěřĺřş£ ¡šş ŕřőűěďşřş ĺ şůĺšżćă£, ůšő P0 = őďŋă šőůłă = A^0 , ŕőńşůĺň: � � � �

� � � � r r 6

� � - ıııı ıııı ıııı ı r U_∞ U

⟨v⟩

Řĺś. 8{Ă. Ăťťĺŋŋă£ łăřšă.

1.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋő Pn řăğąĺćăěšś£ ć ďĺğž¿ŋłšŋőě őąžěďĺŋěŋĺě ăťťĺŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć

Pn = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ · · · ⊔ A^1 ⊔ A^0

Ğăďăůă 8.1. Ŕőńşůĺšě ĺğ šăłőčő řăğńőęěŋĺ£ ŋăď ŕőńěň ĺğ q ¡ńěňěŋšőć čěőňěšřĺůěśłőě ďőłăğăšěńĳśšćő ťőřňşńż ďń£ śşňňĺřőćăŋĺ£ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ.

1.3. Ŕřĺňěř: ŕřőěłšĺćŋżě ŕř£ňżě. Ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£ řăśŕăďăěšś£ ć őąžěďĺŋěŋĺě ăťťĺŋŋőľ łăřšż A^1 ĺ ąěśłőŋěůŋő-şďăń-ěŋŋőľ šőůłĺ ∞ (śň. řĺś. 8{Ą, řĺś. 8{Ć). Ć ćěźěśšćěŋŋőň śńşůăě ĺğ šăłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ćĺďŋő, ůšő ćěźěśšćěŋŋă£ ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£ łăł šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő čőňěőňőřťŋă őłřşęŋőśšĺ: RP_1 = P_1(R) ≃ S^1 (řĺś. 8{Ć). Čőňěőňőřťĺğň ğăďă-ěšś£ śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺěľ ĺğ šőůłĺ ∞. Ĺŋšşĺűĺ£ "śšřěňńěŋĺ£ ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ" ć ćěźěśšćěŋŋőň ăŋăńĺğě őśŋőćżćăěšś£ ĺňěŋŋő ŋă ¡šőľ łăřšĺŋłě. ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ 6

- r r r U_1

U_0 t_1

t_0

⟨v⟩

Řĺś. 8{Ą. Ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£.

Ć őąźěň śńşůăě P_1(k) ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł řěğşńĳšăš śłńěľłĺ ďćşţ ăťťĺŋŋżţ łăřš U_0 ĺ U_1 ŕő ŕńőšŋőňş őšłřżšőňş ŕőďňŋőęěśšćş, £ćń£¿źěňşś£ ďőŕőńŋěŋĺěň ďő šőůłĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ťĺłśĺřşěň ć k^2 śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ t_0, t_1 łőőřďĺŋăšż őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ąăğĺśă (śň. řĺś. 8{Ą). Šőčďă P_1(k) ŋăłřżćăěšś£ ďćşň£ ăťťťĺŋŋżňĺ łăřšăňĺ U_0 = {t_0 = 1} ĺ U_1 = {t_1 = 1}. Ć ŕěřćş¿ łăřšş ŕőŕăďă¿š ćśě šőůłĺ ⟨v⟩ ∈ P_1, v = (t_0; t_1), ş łőšőřżţ t_0 ≠ 0, ćő ćšőřş¿ | ś t_1 ≠ 0.

Ćżąěřěň ć łăůěśšćě ăťťĺŋŋőľ łőőřďĺŋăšż ŋă U_1 ťşŋłűĺőŋăń x = t_1, ă ŋă U_1 | ťşŋłűĺőŋăń y = t_0. Šőčďă P_1 ŕőńşůăěšś£ śłńěĺćăŋĺěň ŕőďňŋőęěśšćă {x ≠ 0} ŋă U_0 ś ŕőďňŋőęěśšćőň {y ≠ 0} ŋă U_1 ŕő ŕřăćĺńş: šőůłă x ∈ U_0 śłńěĺćăěšś£ ś šőůłőľ y = 1=x (ŕőśłőńĳłş ⟨v⟩ = ⟨(t_0; t_1)⟩ ∈ U_0 ∩U_1 ĺğőąřăęăěšś£ ć U_0 šőůłőľ x = t_1=t_0, ă ć U_1 šőůłőľ y = t_0=t_1). Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ŋăŕřĺňěř, ůšő łőňŕńěłśŋă£ ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£ C P^1 = P^1(C ) = C ⊔ {∞} ŋě šőńĳłő šőŕőńőčĺůěśłĺ, ŋő ĺ ăŋăńĺšĺůěśłĺ ĺğőňőřťŋă ďćşňěřŋőľ śťěřě S^2, łőšőřş¿ šőęě ňőęŋő

1š.ě. őąžěďĺŋěŋĺ£ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ łşśłőć, ůšő ĺğőąřăęăěšś£ ğŋăůłőň: ⊔

§1: Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ 109

ŕřěďśšăćĺšĳ łăł řěğşńĳšăš śłńěľłĺ ďćşţ ăťťĺŋŋżţ łăřš | łăśăšěńĳŋżţ ŕńőśłőśšěľ ć śěćěřŋőň ĺ ¿ęŋőň ŕőń¿śăţ, ŕěřěŋőśĺňżţ ŋă śťěřş ŕřĺ ŕőňőźĺ śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ ĺğ ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő ŕőń¿śă (śň. řĺś. 8{Č).

łăřšă U_1 ∼ S^1 \ ∞

∞ t_0 t_1 • • • łăřšă U_1 łăřšă U_0 N

S^•

•

Řĺś. 8{Ć. Ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£ RP1. Řĺś. 8{Č. Ŕřőěłšĺćŋă£ ŕř£ňă£ CP1.

Ğăďăůă 8.2. Ďőłăęĺšě, ůšő łőňŕńěłśŋżě łőőřďĺŋăšż w ∈ U0 ĺ z ∈ U1 śšěřěőčřăťĺůěśłĺţ ŕřőěłűĺľ őďŋőľ ĺ šőľ ęě šőůłĺ p ∈ S_2 ŋă řĺś. 8{Č ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň z = 1=w, ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ďĺăňěšř śťěřż řăćěŋ 1, ă łőňŕńěłśŋă£ śšřşłšşřă ŋă U_0 ĺ U_1 ğăďă-ěšś£ ćżąőřőň łőőřďĺŋăš, şłăğăŋŋżň ŋă řĺśşŋłě řĺś. 8{Č. Ğăďăůă 8.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő P^n(R) ĺ P^n(C ) £ćń£¿šś£ ćěźěśšćěŋŋżň ĺ łőňŕńěłśŋőăŋăńĺšĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň.

1.4. Łőőřďĺŋăšż. Ĺňě¿šś£ ďćă śŕőśőąă ććőďĺšĳ łőőřďĺŋăšż ŋă Pn = P(V ). Ŕěřćżľ śŕőśőą | ťĺłśĺřőćăšĳ ć V ąăğĺś e_0; : : : ; e_n ĺ řăśśňőšřěšĳ ć V łőőřďĺŋăšż (t_0; t_1; t_2; : : : ; t_n) őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ąăğĺśă^2.

Ěśńĺ ⟨v⟩ ∈ P(V ) ĺ v = (t_0; t_1; t_2; : : : ; t_n), šő ŋăąőř ůĺśěń (t_0; t_1; t_2; : : : ; t_n) ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőď-

ŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ šőůłĺ ⟨v⟩. Ŋăğćăŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ŋăąőř łőőřďĺŋăš őŕřěďěń£ěšś£ ŕő

šőůłě ŋě őďŋőğŋăůŋő, ă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ, šăł ůšő šőůłă ţăřăłšěřĺğşěšś£, śőąśšćěŋŋő, ŋě ŋăąőřőň ůĺśěń t_0; t_1; : : : ; t_n, ă ŋăąőřőň őšŋőÿěŋĺľ (t_0 : t_1 : · · · : t_n) ňěęďş ŋĺňĺ. Ŕő¡šőňş őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż, łăł ŕřăćĺńő, ĺ ğăŕĺśżćă¿š łăł ŋăąőř őšŋőÿěŋĺľ

v = (t_0 : t_1 : · · · : t_n):

Ŕřĺ řăąőšě ś őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ćăęŋő ŕőňŋĺšĳ, ůšő čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ąşďşš ĺňěšĳ ńĺÿĳ ćżřăęěŋĺ£, őďŋőřőďŋżě ŕő ¡šĺň łőőřďĺŋăšăň. Ŋăŕřĺňěř, şřăćŋěŋĺě P (t) = 0, čďě P | őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ k, łőřřěłšŋő ğăďă-ěš ŕőćěřţŋőśšĳ ć P_n, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ćśěţ łőőřďĺŋăš ŋă łőŋśšăŋšş, ¡šă łőŋśšăŋšă ćżŋőśĺšś£ ĺğ P , ůšő ŋě ŋăřşÿăěš řăćěŋśšćă: P (t) = 0 ⇔ P (–t) = –^kP (t) = 0. Ŋăŕřőšĺć, ŋěőďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋĺłăłőľ čěőňěšřĺůěśłőľ ťĺčşřż ć P_n ŋě őŕřěďěń£ěš.

Ćšőřőľ śŕőśőą śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ćżąřăšĳ ć őłřěśšŋőśšĺ ďăŋŋőľ šőůłĺ ăťťĺŋŋş¿ łăřšş, ććěśšĺ ŋă ŋěľ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ĺţ ďń£ ğăŕĺśĺ šőůěł. Ďőśšőĺŋśšćő ¡šőčő śŕőśőąă ć šőň, ůšő šőůłă ąşďěš őŕřěďěń£šĳ śćőĺ łőőřďĺŋăšż şęě őďŋőğŋăůŋő, ă řěğşńĳšăšż ćżůĺśńěŋĺľ ć šăłĺţ łőőřďĺŋăšăţ ňőęŋő ĺğőąřăęăšĳ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ŋěďőśšăšőł | ć šőň, ůšő ŋě ćśě šőůłĺ P_n ąşďşš őţćăůěŋż šăłĺňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ, ůšő ŋě

2Ć őšńĺůĺě őš ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż, ć ŕřőěłšĺćŋőľ čěőňěšřĺĺ łőőřďĺŋăšż, łăł ĺ ćěłšőřż, ćśěčďă ŋşňěřş¿š ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ, ďăąż ŋě ŕşšăšĳ ĺţ ś ŕőłăğăšěń£ňĺ śšěŕěŋěľ. Ňż šőęě ąşďěň śńěďőćăšĳ ¡šőľ šřăďĺűĺĺ.

ŕőğćőń£ěš şćĺďěšĳ ćś¿ ŕőńŋőšş ŕřőěłšĺćŋő-čěőňěšřĺůěśłőľ łăřšĺŋż ĺ śćőďĺš ŋă ŋěš ćśě ě-ě ŕřěĺňşźěśšćă ŕěřěď ăťťĺŋŋőľ.

1.5. Ťşŋłűĺĺ ŕěřěţőďă. Őďŋş ĺ šş ęě šőůłş ć Pn ňőęŋő ĺğőąřăęăšĳ śřăğş ć ŋěśłőńĳłĺţ łăřšăţ. Ć ść£ğĺ ś ¡šĺň ćőğŋĺłăěš ğăďăůă ő ŕěřěśů-ěšě ćżŕĺśăŋŋżţ ć řăğńĺůŋżţ ăťťĺŋŋżţ łăřšăţ łőőřďĺŋăš őďŋőľ ĺ šőľ ęě šőůłĺ ⟨v⟩ ∈ P_n ďřşč ć ďřşčă. Ťşŋłűĺĺ, ćżřăęă¿źĺě ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż őďŋőľ łăřšż ůěřěğ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ďřşčőľ łăřšż, ŋăğżćă¿šś£

ťşŋłűĺ£ňĺ ŕěřěţőďă. Řăśśňőšřĺň ŋăĺąőńěě ůăśšő ćśšřěůă¿źĺľś£ ŕřĺňěř.

Ŕşśšĳ ć V ťĺłśĺřőćăŋż łőőřďĺŋăšż (t_0; t_1; t_2; : : : ; t_n). Ŕőłřżšĺě P_n = P(V ) ăťťĺŋŋżňĺ łăřšăňĺ U_i = {t_i = 1}; i = 0; 1; : : : ; n ŋăğżćăěšś£ śšăŋďăřšŋżň. Ć łăřšě U_i ĺğőąřăęă¿šś£ šě ĺ šőńĳłő šě ⟨v⟩ ∈ P_n, v = (t_0; t_1; t_2; : : : ; t_n), ş łőšőřżţ t_i ≠ 0. Ć łăůěśšćě ăťťĺŋŋżţ łőőřďĺŋăš ć U_i ćżąĺřă¿šś£ n ťşŋłűĺőŋăńőć x = t ś ≠ i. Šőůłă ⟨v⟩ ś v = (t_0; t_1; t_2; : : : ; t_n) ĺňěěš ć U_i ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż x = t=t_i ( ≠ i).

Ěśńĺ U_j | ďřşčă£ ăťťĺŋŋă£ łăřšă (ś j ≠ i), ĺ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ć U_j őąőğŋăůěŋż ůěřěğ y_— = t_—=t_j (— ≠ j), šő łőőřďĺŋăšż y_— šőůłĺ ⟨v⟩ ∈ U_j ∩U_i ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ łőőřďĺŋăšż x šőľ ęě šőůłĺ ŋă U_i ŕő ťőřňşńăň: { y_— = x—Œx_j ŕřĺ — ≠ i; j y_i = 1Œx_j

ă śăňő ŕěřěśěůěŋĺě U_i ∩U_j ćŋşšřĺ U_i ćżďěń£ěšś£ şśńőćĺěň {x_j ≠ 0} ă ćŋşšřĺ U_j | şśńőćĺěň {y_i ≠ 0}. 1.6. Ŕřőěłšĺćŋőě ğăňżłăŋĺě. Ćěśĳňă ¡ťťěłšĺćŋżľ śŕőśőą ăŋăńĺğă čěőňěšřĺůěśłĺţ ğăďăů śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ŕőňěśšĺšĳ řăśśňăšřĺćăěňőě ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő A^n ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x_1; x_2; : : : ; x_n) ć łăůěśšćě łăřšż U_0 ć ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő P_n ĺ řăśśňőšřěšĳ

ğăňżłăŋĺě ŕőńşůă¿źĺţś£ ťĺčşř (ĺąő U0 őš-

łřżšő ć P_n). Ŋă £ğżłě ťőřňşń ¡šő őğŋăůăěš ŕőďśšăŋőćłş x_i = t_i=t_0 ś ŕőśńěďş¿źĺň şňŋőęěŋĺěň ŋă őąźĺľ ğŋăňěŋăšěńĳ (ůšő ĺ őğŋăůăěš őšłăğ őš şśńőćĺ£ t_0 ≠ 0).

łăřšă U_2

łăřšă U_1 t_1 t_0 t_2 •

Řĺś. 8{Ď. Ŕńőśłĺě łőŋĺłĺ.

1.6.1. Ŕřĺňěř. Ŕřőěłšĺćŋőě ğăňżłăŋĺě őłřşęŋőśšĺ x^2 + y^2 = 1 ğăďăă-ěšś£ ć ăťťĺŋŋżţ łőőřďĺŋăšăţ (t_0 : t_1 : t_2) ŋă P_2 şřăćŋěŋĺěň

t^2_1 + t^2 − t^2_0 = 0

(ňż ŕőďśšăćĺńĺ x = t_1=t_0, y = t_2=t_0 ĺ ŕřĺćěńĺ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿). İšő şřăćŋěŋĺě ć ŕőďńěęăźěň šř-ěţňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őŕřěďěń£ěš łőŋşś (śň. řĺś. 8{Ď. Ć ăťťĺŋŋőľ łăřšě U_2 = {t_2 = 1} ś łőőřďĺŋăšăňĺ u = t_0=t_2; w = t_1=t_2 ¡šă ťĺčşřă ğăŕĺÿěšś£ şřăćŋěŋĺěň

w^2 − u^2 = 1

ĺ ąşďěš ćżčń£ďěšĳ łăł čĺŕěřąőńă (śň. řĺś. 8{Ď).

§2: Ŕřőěłšĺćŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. 111

1.6.2. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ p0; p1; : : : ; pn | ŋăąőř ĺğ n + 1 ăťťĺŋŋő-ŋěğăćĺśĺňżţ šőůěł ć

A^n . Ćńőęĺň A^n ć łăůěśšćě ăťťĺŋŋőľ łăřšż ć Pn = P(V ) ĺ ćżąěřěň ć łăůěśšćě ąăğĺśă ć V

n + 1 ćěłšőřőć, łőŋűż łőšőřżţ ŕőŕăďşš ć šőůłĺ p_0; p_1; : : : ; p_n. Šőčďă őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż (t_0 : t_1 : · · · : t_n) ć ¡šőň ąăğĺśě ąşďşš ŋĺ ůěň ĺŋżň, łăł ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ć

A^n őšŋőśĺšěńĳŋő šőůěł p0; p1; : : : ; pn A^n . Śăňă ăťťĺŋŋă£ łăřšă A^n ąşďěš ć ¡šĺţ łőőřďĺŋăšăţ

ğăďăćăšĳś£ şřăćŋěŋĺěň ∑ t_i = 1 ĺ őšłăğ őš ¡šőčő şśńőćĺ£ (ś śőţřăŋěŋĺěň ěďĺŋśšćěŋŋőčő šřěąőćăŋĺ£: ůšőąż ćśě t_i ŋě őąřăźăńĺśĳ őďŋőćřěňěŋŋő ć ŋşńĳ) ĺ ąşďěš őğŋăůăšĳ ŕěřěţőď ł ŕřőěłšĺćŋőňş ğăňżłăŋĺ¿ A^n . Şţőďş ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĳ śőőšćěšśšćşěš šăłőě ďćĺęěŋĺě, ŕřĺ łőšőřőň ∑ t −→ 0.

Ğăďăůă 8.4. Şłăęĺšě ăťťĺŋŋş¿ łăřšş ĺ łőőřďĺŋăšż ŋă ŋěľ, čďě řăśśňăšřĺćăěňă£ łřĺćă£ ĺğőąřăğĺšś£ ŕăřăąőńőľ.

x2. Ŕřőěłšĺćŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

2.1. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ŕřőěłšĺćŋżň k-ňěřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć n-ňěřŋőň ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě P_n = P(V ) ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ P(L) = P(V ) ń¿ąőčő (k +1)-ňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L ⊂ V . İłćĺćăńěŋšŋő ňőęŋő ążńő ąż śłăğăšĳ, ůšő k-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő | ¡šő ťĺčşřă, łőšőřă£ ĺğőąřăęăěšś£ k-ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿ ć łăęďőľ ăťťĺŋŋőľ łăřšě. Ůĺśńő n − k ŋăğżćăěšś£ łőřăğňěřŋőśšĳ¿ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Őšňěšĺň, ůšő łőřăğňěřŋőśšĳ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă śőćŕăďăěš ś łőřăğňěřŋőśšĳ¿ ćěłšőřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕřőěłšĺćĺğăűĺěľ łőšőřőčő őŋő £ćń£ěšś£:

codim_V (L) = dimV − dim L = (n + 1) − (k + 1) = n − k = codimP_{(V )}P(L)

Ĺğ ¡šőčő ćżšěłăěš

2.1.1. Ńěňňă. Łőřăğňěřŋőśšĳ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŋě ŕřěćżÿăěš śşňňż łőřăğňěřŋőśšěľ śăňĺţ ŕěřěśěłăěňżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć. Ć ůăśšŋőśšĺ, k-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ćśěčďă ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě ś n − k-ňěřŋżň.

Ŋăŕřĺňěř, ń¿ążě ďćě ŕř£ňżě ŋă ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ P^2 ŕěřěśěłă¿šś£. İšő ŕőğćőń£ěš őŕĺśăšĳ P^2 łăł őąžěďĺŋěŋĺě ăťťĺŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ A^2 ĺ ąěśłőŋěůŋő şďăń-ěŋŋőľ ŕř£ňőľ P^1, šőůłĺ łőšőřőľ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ćśěćőğňőęŋżň ŕşůłăň ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ ŋă

A^2 ĺ £ćń£¿šś£ ąěśłőŋěůŋő-şďăń-ěŋŋżňĺ šőůłăňĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ćśěţ ŕř£ňżţ ŕşůłă.

2.1.2. Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő V řăğńőęěŋő ć ŕř£ňş¿ śşňňş V = U ⊕ W ĺ dimV = n + 1; dim U = k + 1; dim W = n − k; šő H_U = P(U) ĺ H_W = P(W ) ąşďşš ŋěŕěřěśěłă¿źĺĺňĺś£ ŕřőěłšĺćŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ řăğňěřŋőśšěľ k ĺ (n − k − 1) śőőšćěšśšćěŋŋő. Őąřăšŋő, ćś£łĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ k- ĺ (n − k − 1)-ňěřŋżě ŕřőěłšĺćŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć P_n = P(V ) őšćěůă¿š ŋěłőšőřőňş řăğńőęěŋĺ¿ V ć ŕř£ňş¿ śşňňş. Šăłĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćă¿šś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ.

2.1.3. Ŕřőěłšĺřőćăŋĺě. Ŕşśšĳ V = U ⊕ W ĺ HU = P(U), HW = P(W ), łăł ĺ ćżÿě. Śşźěśšćőćăŋĺě ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă v ∈ V ć ćĺďě v = u+w ś u ∈ U; w ∈ W őğŋăůăěš čěőňěšřĺůěśłĺ, ůšő ůěřěğ łăęďş¿ šőůłş ⟨v⟩ ∈ P(V ) ŕřőţőďĺš

ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŕř£ňă£ ⟨u; w⟩, ŕěřěśěłă¿źă£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă HU ĺ HW .

Ńĺŋěľŋżľ őŕřěăšőř ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ V ŋă W ćďőńĳ U, őšőąřăęă¿źĺľ v = u + w ć w, ĺŋďşűĺřşěš őšőąřăęěŋĺě

P(V ) −→ P(W );

ŕěřěćőď£źěě ⟨v⟩ ć ⟨w⟩ (ŕřăćĺńő łőřřěłšŋő, š.ł. –v = –u + –w ĺ ćś£łĺľ ćěłšőř ĺğ łńăśśă ⟨v⟩ ŕěřěţőďĺš ć ćěłšőř ĺğ łńăśśă ⟨w⟩). İšő őšőąřăęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšĺřőćăŋĺěň P_n ŋă H_W

ś űěŋšřőň ć HU . Őŋő ŕěřěćőďĺš ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş ⟨v⟩ ∈ P(V ) ć šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ś HW

šőľ ěďĺŋśšćěŋŋőľ ŕř£ňőľ, łőšőřă£ ŕřőţőďĺš ůěřěğ ⟨v⟩ ĺ ŕěřěśěłăěš ĺ H_U ĺ H_W . 2.2. Ŕřőěłšĺćŋżě őŕěřăšőřż. Ŕřőěłšĺřőćăŋĺě £ćń£ěšś£ ůăśšŋżň śńşůăěň ńĺŋěľŋőčő ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ĺńĺ, łăł čőćăřĺćăńĺ ć śšăřĺŋş, łőńńĺŋěăűĺĺ. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿,

šăłőćżň £ćń£ěšś£ ćś£łőě őšőąřăęěŋĺě

F : P(V ) −→ P(V );

ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ŋěŋşńěćżň ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň F : V −→ V ŕő ŕřăćĺńş

F (⟨v⟩) = ⟨F v⟩

Ğăďăůă 8.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő ŕřăćĺńő łőřřěłšŋő.

2.2.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ ŋěŋşńěćżě őŕěřăšőřż F ĺ G ğăďă¿š őďŋő ĺ šő ęě ńĺŋěľŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć P(V ). Ěśńĺ őąřăğ ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺě őšńĺůěŋ őš šőůłĺ, šő F = –G ďń£ ŋěłőšőřőčő 0 ≠ – ∈ k, š.ě. ⟨F ⟩ = ⟨G⟩ ć P(Hom(V; V )).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő F ĺ G ŋě ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż, ĺňě¿š ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě ďćşňěřŋżľ őąřăğ, ĺ ďěľśšćĺě F ĺ G ć P(V ) śőćŕăďăěš. Šőčďă dimV ⩾ 2, ĺ şňŋőęă£ G ŋă łőŋśšăŋšş, ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ć V ŋăľďşšś£ ďćă ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřă e_1 ĺ e_2, šăłĺě, ůšő F (e_1) = G(e_1) = v_1 ; F (e_2) = v_2 ; G(e_2) = –v_2;

ŕřĺů-ěň v_1 ĺ v_2 ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż ĺ – ≠ 1. Ŋő šőčďă

F (⟨e_1 + e_2⟩) = ⟨v_1 + v_2⟩ ≠ ⟨v_1 + –v_2⟩ = G(⟨e_1 + e_2⟩):

Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Őąřăšĺňżě ńĺŋěľŋżě ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺŋďşűĺřş¿šś£ ć šőůŋőśšĺ őąřăšĺňżňĺ ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ ĺ ŋăğżćă¿šś£ ŕřőěłšĺćŋżňĺ ăćšőňőřťĺğňăňĺ. Őŋĺ śőśšăćń£¿š čřşŕŕş őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£, łőšőřă£ őąőğŋăůăěšś£ PGL(V ) ĺ ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšĺćŋőľ

ńĺŋěľŋőľ čřşŕŕőľ. Ć ůăśšŋőśšĺ, čřşŕŕă łńăśśőć ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ ŋěćżřőęďěŋŋżţ ňăšřĺű

PGLn(k) = PGL(k^n) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł čřşŕŕş őąřăšĺňżţ ńĺŋěľŋżţ ğăňěŋ

őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš ć P_n.

Ťĺłśăűĺ£ őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš ć P(V ) ğăďă-ěš ĺğőňőřťĺğň PGL(V ) −→ PGL_n(k). 2.2.2. Ŕřĺňěř. Čřşŕŕă PGL2(k) ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě ďřőąŋő ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ăťťĺŋŋőľ ŕř£ňőľ A^1 (k). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćłńăďżćă£ A^1 ć P_1 ś őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ (t_0 : t_1) ć łăůěśšćě śšăŋďăřšŋőľ ăťťĺŋŋőľ łăřšż U_1 = {t_1 = 1} ś ăťťĺŋŋőľ łőőřďĺŋăšőľ x = t_0=t_1, ňż ňőęěň ğăŕĺśżćăšĳ ćś£łĺľ őŕěřăšőř F : ( t_0 t_1 ) → ( a b c d ) ( t_0 t_1 )

§3: Ŕřőěłšĺćŋżě łćăďřĺłĺ. 113

ć ćĺďě ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋż ăťťĺŋŋőľ łőőřďĺŋăšż:

F : x → ax + b cx + d (ŕřĺ ¡šőň őůěćĺďŋő, ůšő ďćă őŕěřăšőřă śőćŕăďă¿š łăł ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋĺ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż). Ć ůăśšŋőśšĺ, łőňŕőğĺűĺ¿ ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ, ŕěřěňŋőęă£ ňăšřĺűż.

Ğăďăůă 8.6. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă ďřőąŋő-ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£, ŕěřěćőď£źă£ 3 (ŕřőĺğćőńĳŋżě) ďăŋŋżě šőůłĺ ć šřĺ ďřşčĺě (ŕřőĺğćőńĳŋżě) ğăďăŋŋżě šőůłĺ.

Ğăďăůă 8.7. Ŕşśšĳ (x : y) | őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż ŋă P1. Ďćőľŋżň őšŋőÿěŋĺěň şŕőř£ďőůůěŋŋőľ ůěšć-ěřłĺ šőůěěł {P_1; P_2; P_3; P_4} ⊂ P_1 ś łőőřďĺŋăšăňĺ P_i = (x_i; y_i) ŋăğżćăěšś£ ćěńĺůĺŋă

(P_1; P_2; P_3; P_4) =

(x_1y_3 − y_1x_3)=(x_2y_3 − y_2x_3) (x_1y_4 − y_1x_4)=(x_2y_4 − y_2x_4)

Ďőłăęĺšě, ůšő šőůłă P_4 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕěřěţőďĺš ć šőůłş Q_4 ŕřĺ łőńńĺŋěăűĺĺ,ŕěřěćőď£źěľ P_1; P_2; P_3 ć Q_1; Q_2; Q_3 śőőšćěšśšćěŋŋő, łőčďă

(P_1; P_2; P_3; P_4) = (Q_1; Q_2; Q_3; Q_4)

Ĺğ ¡šőľ ğăďăůĺ ćżšěłăěš, ůšő ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřőěłšĺćŋżţ ăćšőňőřťĺğňăţ ŕř£ňőľ. Ąőńěě šőčő, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ ŕřőěłšĺćŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ P_n ůěšżřě šőůłĺ, ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ŕěřěţőď£š ć ůěšżřě šőůłĺ, ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě šőůěł őąřăğőć ďőńęŋő ążšĳ řăćŋő ďćőľŋőňş őšŋőÿěŋĺ¿ šőůěł-ŕřőőąřăğőć (ĺąő ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă ŕř£ňş¿ ĺŋďşűĺřşěšś£ ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺğ őďŋőľ ŕř£ňőľ ć ďřşčş¿, ă šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň őąřăğőć šř-ěţ šőůěł). Šěň śăňżň, ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě £ćń£ěšś£ čěőňěšřĺůěśłőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ ůěšżř-ěţ šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă ŕř£ňőľ (š.ě. ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă śĺśšěňż łőőřďĺŋăš). Ć śńşůăě, łőčďă (a; b; c; d) = −1 , šőůłĺ a ĺ b ŋăğżćă¿šś£ ăŋčăřňőŋĺůŋżňĺ šőůłăň c ĺ d.

2.3. Ŕřőěłšĺćŋă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ. Ŕőśłőńĳłş ďćă ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺőŋăńă ¸; ˛ ∈ V^∗ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż, łőčďă ĺţ ňŋőęěśšćőň ŋşńěľ £ćń£ěšś£ őďŋă ĺ šă ęě čĺŕěřŕńőśłőśšĳ L ⊂ V , šőůłĺ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă P(V^∗) ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ŕřőěłšĺćŋżň čĺŕěřŕńőśłőśš£ň ć P(V ).

Ěśńĺ P_n = P(V ), šő P(V^∗) ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ĺ őąőğŋăůăěšś£ P^∨_n. Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş ńĺŋěľŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ

V ⊃U ←→ AnnU ⊂V^∗

ĺŋďşűĺřşěš ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş ŕřőěłšĺćŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć P_n ĺ P^∨_n, ŕřĺ łőšőřőľ k-ňěřŋżň ŕńőśłőśš£ň ć P_n ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š n − k-ňěřŋżě ŕńőśłőśšĺ ć P^∨_n, ĺ śőőšćěšśšćěŋŋżě ŕńőśłőśšĺ £ćń£¿šś£ ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ňĺ ăŋŋşń£šőřőć ďřşč ďřşčă.

İšă ďćőľśšćěŋŋőśšĳ őąřăźăěš ćłń¿ůěŋĺ£ ĺ ŕěřěćőďĺš ŕěřěśěůěŋĺ£ ć ńĺŋěľŋżě őąőńőůłĺ (ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ ňŋőęěśšćă M ⊂ P_n ŋăğżćăěšś£ ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć P_n, śőďěřęăźĺţ M).

Ğăďăůă 8.8. Ďőłăęňĺšě, ůšő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ŕřőĺğćőńĳŋőčő ňŋőęěśšćă šőůěł

M ⊂Pn ŕřőěłšĺćŋő ďćőľśšćěŋŋă ăŋŋşń£šőřş ¡šőčő ňŋőęěśšćă Ann M ⊂P^∨_n.

x3. Ŕřőěłšĺćŋżě łćăďřĺłĺ.

Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ţăřăłšěřĺśšĺłă őśŋőćŋőčő ŕőń£ k őšńĺůŋă őš 2. 3.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőďňŋőęěśšćő Q ⊂ Pn = P(V ), £ćń£¿źěěś£ ňŋőęęěśšćőň ŋşńěľ łăłőčőńĺąő ŋěŋşńěćőčő őďŋőřőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă q(V ) śšěŕěŋĺ 2 őš łőőřďĺŋăš ŋă V , ŋăğżćăěšś£

ŕřőěłšĺćŋőľ łćăďřĺłőľ

Őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż ćšőřőľ śšěŕěŋĺ őš łőőřďĺŋăš ŋă V ŋăğżćă¿šś£ łćăďřăšĺůŋżňĺ

ťőřňăňĺ. Ŕřĺ ńĺŋěľŋőľ őďŋőřőďŋőľ ğăňěŋě łőőřďĺŋăš łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă őśšă-ěšś£ łćă-

ďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ, ă q(v) = 0 ⇔ q(–v) = –^2q(v) = 0. Ŕő¡šőňş őŕřěďěńěŋĺěě ŕřőěłšĺćŋőľ łćăďřĺłĺ łőřřěłšŋő, ĺ śćőľśšćő ťĺčşřż Q ⊂ P_n ążšĳ łćăďřĺłőľ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă łőőřďĺŋăš.

Ğăďăůă 8.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ďń£ šőčő, ůšőąż q(t) ∈ k[t0; t1; : : : ; tn] ążń łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ć k[–; t_0; t_1; : : : ; t_n] ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő q(–t_0; –t_1; : : : ; –t_n) = –^2q(t_0; t_1; : : : ; t_n).

Ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż ŕőśšřőĺńĺ ďőćőńĳŋő ŕőďřőąŋş¿ ăńčěąřăĺůěśłş¿ šěőřĺ¿ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň. Śěľůăś ňż ćż£śŋĺň čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ¡šőľ šěőřĺĺ.

Ŕřĺ ¡šőň, łăł ĺ ŋă ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ňż ąşďěň śćőąőďŋő ŕőńĳğőćăšĳś£ šěň, ůšő ğăďăŋĺě łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż q(v) ŋă V řăćŋőśĺńĳŋő ğăďăŋĺ¿ ŋă V śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż

B_q(v; w) = 1 2 (q(v + w) − q(v) − q(w))

ŋăğżćăěňőľ ŕőń£řĺğăűĺěľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż q. Šăł, ğŋăůěŋĺě q ŋă ćěłšőřě v ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ć łőőřďĺŋăšăţ ŕő ťőřňşńě

q(v) = (v)^tG(v) = n∑ —;=0

g_— t_—t

čďě (v) = (t_—) | śšőńąěű łőőřďĺŋăš ćěłšőřă v, ă G = (g_— ) = (B_q(e_—; e)) | śĺňňěšřĺůěśłă£ ňăšřĺűă Čřăňă ŕőń£řĺğăűĺĺ B_q ťőřňż q.

3.2. Ćğăĺňőďěľśšćĺě łćăďřĺłĺ ĺ ŕř£ňőľ. Ŕşśšĳ ŕř£ňă£ l = P(L) ⊂ P(V ) £ćń£ěšś£ ŕřőěłšĺćĺğăűĺěľ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ćěłšőřőć u ĺ v (š.ě. ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłĺ ⟨u⟩ ĺ ⟨v⟩). Ŕěřěśěůěŋĺě l ∩ Q ğăďă-ěšś£ ć P(L) őčřăŋĺůěŋĺěň ťőřňż B_q ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L ĺ űěńĺłőň őŕřěďěń£ěšś£ ňăšřĺűěľ Čřăňă

G_L = ( B_q(u; u) B_q(u; v) B_q(u; v) B_q(v; v) )

Ŕő šěőřěňě Ńăčřăŋęă ć L ňőęŋő ćżąřăšĳ ďřşčőľ ąăğĺś (e_1; e_2) = (u; v) · C (čďě C = GL_2(k)) ć łőšőřőň ňăšřĺűă Čřăňă ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď

G^′_L = ( a 0 0 b ) čďě ab = det G_L · det^2C:

Ćőğňőęŋż 4 śńşůă£:

§3: Ŕřőěłšĺćŋżě łćăďřĺłĺ. 115

3.2.1. GL ŋěćżřőęďěŋă ĺ − det GL ŋě łćăďřăš ć k. Šőčďă ab ≠ 0 ĺ ťőřňă at^2_0 + bt^2_1 ăŋĺğőšřőŕŋă, ĺąő şřăćŋěŋĺě at^2_0 + bt^2_1 = 0 řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ( t_0 t_1

)_2 = −ab · ( 1 a )_2

Ŕřăćă£ ůăśšĳ ğďěśĳ ŕő ňőďşń¿ łćăďřăšőă ć k ěśšĳ − det G_L.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě ŕěřěśěůěŋĺě ŕşśšő: l ∩ Q = ∅.

3.2.2. GL ŋěćżřőęďěŋă ĺ − det GL łćăďřăš ć k. Ć ¡šőň śńşůăě ĺ (−ab), ă ğŋăůĺš ĺ ( − ba ) ąşďşš łćăďřăšăňĺ ć k.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě l ∩ Q śőśšőĺš ĺğ ďćşţ řăğńĺůŋżţ šőůěł

(t_0 : t_1) = (± √ b a : 1)

3.2.3. GL ćżřőęďěŋă, ŋő őšńĺůŋă őš ŋşń£. Ć ¡šőň śńşůăě b = 0, ŋő a ≠ 0 ĺ őčřăŋĺůěŋĺě Q ŋă L £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň łćăďřăšőň at^2_0 = 0, ă śšăńő ążšĳ ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŋşńĳ (0 : 1) łřăšŋőśšĺ 2. Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő ŕř£ňă£ l łăśăěšś£ Q ć ¡šőľ ěďĺŋśšćěŋŋőľ šőůłě.

3.2.4. GL ≡ 0. Ć ¡šőň śńşůăě L ĺğőšřőŕŋő ĺ l ⊂ Q. Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ

3.2.5. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕř£ňă£ l ńĺąő ŋě ŕěřěśěłăěšś£ ś łćăďřĺłőľ, ńĺąő ńěęĺš ŋă ŋěľ, ńĺąő ŕěřěśěłăěš ě-ě ć ďćşţ řăğńĺůŋżţ šőůłăţ, ńĺąő łăśăěšś£ ě-ě ć ěďĺŋśšćěŋŋőľ šőůłě. İšĺ ćőğňőęŋőśšĺ ŕőŕăřŋő ĺśłń¿ůă¿š ďřşč ďřşčă ĺ ďřşčĺţ ćőğňőęŋőśšěľ ŋěš.

3.2.6. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ŕř£ňă£ ĺňěěš ś łćăďřĺłőľ šřĺ řăğńĺůŋżţ őąźĺţ šőůłĺ, šő őŋă ńěęĺš ŋă ¡šőľ łćăďřĺłě űěńĺłőň.

3.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕř£ňă£ ŋăğżćăěšś£ łăśăšěńĳŋőľ ł łćăďřĺłě, ěśńĺ őŋă ńĺąő ńěęĺš ŋă ŋěľ, ńĺąő łăśăěšś£ ě-ě ć őďŋőľ šőůłě.

3.4. Šěőřěňă. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕř£ňżţ, łăśăšěńĳŋżţ ł łćăďřĺłě

Q = {(w) ∈ P(V ) | B_q(w; w) = 0}

ĺ ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş p = ⟨v⟩ ∈ Q, ğăňěšăěš ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć

P(V ) łőřăğňěřŋőśšĺ ⩽ 1, śőćŕăďă¿źěě ś

{⟨u⟩ ∈ P(U) | B_q(u; v) = 0} = Ann%_B(v)

Őąőğŋăůěŋĺě. İšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő őąőğŋăůăěšś£ TpQ ĺńĺ TV Q ĺ ŋăğżćăěšś£ łăśăšěńĳŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ł łćăďřĺłě Q ć šőůłě p.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ q = ⟨u⟩. Łăł ňż ćĺďěńĺ, ŕř£ňă£ (p; q) (čďě p = ⟨v⟩ ∈ Q) łăśăěšś£ Q ć šőůłě p ĺńĺ ńěęĺš ŋă Q ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ ňăšřĺűă Čřăňă ( B(u; u) B(u; v) B(u; v) 0 ) ćżřőęďěŋă. İšő řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ B(u; v) = 0, ůšő ĺ şšćěřęďăńőśĳ. 3.5. Ŕřőśšżě ĺ őśőążě šőůłĺ. Šőůłă p = ⟨v⟩ ∈ Q ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšőľ, ěśńĺ TpQ ≠

P(V ), š.ě. £ćń£ěšś£ ŋăśšő£źěľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ łőřăğňěřŋőśšĺ 1. İšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő

%_B(v) ≠ 0 ć V^∗, š.ě. ůšő v ŋě ńěęĺš ć £ďřě ťőřňż B.

Šőůłĺ s = ⟨w⟩, ć łőšőřżţ T_sQ = P(V ), š. ě. śőćŕăďăěš śő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćőň, ŋăğżćă¿šś£

őśőążňĺ. Ňŋőęěśšćő őśőążţ šőůěł őąőğŋăůăěšś£

SingQ = {s = ⟨w⟩ ∈ Q | %_B(w) = 0}

ĺ śőćŕăďăěš ś ŕřőěłšĺćĺğăűĺěľ £ďřă ťőřňż B : SingQ = P(kerB)

Łćăďřĺłă ŋăğżćăěšś£ ŋěőśőąőľ ĺńĺ ŋěćżżřőęďěŋŋőľ, ěśńĺ SingQ = ∅. Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ŕşśšă£ łćăďřĺłă ŋěőśőąă, ĺ őśőąă£ łćăďřĺłă ćśěčďă ŋěŕşśšă.

Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő SingQ ⊂ Q ňőęěš ążšĳ čěőňěšřĺůěśłĺ őţăřăłšěřĺğőćăŋő šăłęě łăł

čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł s, šăłĺţ, ůšő ∀q ∈ Q ŕř£ňă£ (sq) ⊂ Q. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡šő

şśńőćĺě ć šőůŋőśšĺ řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ćś£łă£ ŕř£ňă£ ć P(V ), śőďěřęăźă£ s, £ćń£ěšś£ łăśăšěńĳŋőľ ł łćăďřĺłě (š.ě. řăćěŋśšćş T_sQ = P(V )).

3.6. Šěőřěňă. Ń¿ąőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő H ⊂ P(V ), ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćş SingQ, ŕěřěśěłăěš Q ŕő ŋěćżřőęďěŋŋőľ (ćőğňőęŋő, { ŕşśšőľ) łćăďřĺłě Q^′ = H ∩Q, šăł ůšő łćăďřĺłă Q ěśšĳ őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă SingQ ⊂ P(V ) ĺ šőůłĺ ŋěłőšőřőľ ŋěőśőąőľ łćăďřĺłĺ Q^′ ć ďőŕőńŋĺšěńĳŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě H.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő Q^′ = H ∩ Q ŋěőśőąă. Ŕşśšĳ ¡šő ŋě šăł, ĺ

∃p ∈ H : ∀q^′ ∈ Q^′ (p; q) ⊂ Q^′. Ďőłăęěň, ůšő šőčďă p ąşďěš őśőąőľ šőůłőľ ĺ ďń£ Q, š.ě. ůšő ∀q ∈ Q (p; q) ⊂ Q. Ďń£ ¡šőčő śŕřőěłšĺřşěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş q ∈ Q ŋă H ĺğ SingQ: ĺňěěšś£, łăł ňż ćĺďěńĺ ć n^o 2.1.3, ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŕř£ňă£, łőšőřă£ ŕřőţőďĺš ůěřěğ q ĺ ŕěřěśěłăěš SingQ ĺ H; ŕşśšĳ s ∈ SingQ ĺ q^′ ∈ H | ¡šĺ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£. Ŕőśłőńĳłş s ∈ SingQ, ňż ğăłń¿ůăěň, ůšő (sq) ⊂ Q, š.ě. q^′ ∈ Q^′ (śň. řĺś. 8{Ě). Ŋő šőčďă (q^′p) ⊂ Q^′ ⊂ Q. Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő ŕř£ňă£ (pq) ğăňěšăěšś£ šőůłăňĺ śćőěčő ŕěřěśěůěŋĺ£ śő ćśěćőğňőęŋżňĺ ŕř£ňżňĺ (sx) ś x ∈ (pq^′) ⊂ Q^′ ⊂ Q. Ŋő ćśě šăłĺě (sx) ńěęăš ŋă Q. Śńěďőćăšěńĳŋő, (p; q)⊂Q. □ Ŕşśšĳ H ĺ L | ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć P_n. Ťĺčşřă, ğăňěšăěňă£ ćśěňĺ ŕř£ňżňĺ, ŕěřěśěłă¿źĺňĺ L ĺ łăłş¿-ńĺąő ťĺčşřş ˘ ⊂ H ŋăğżćăěšś£ łőŋşśőň ś ćěřÿĺŋőľ L ĺ őśŋőćăŋĺěň

˘.. Ĺŋăůě šăłőľ łőŋşś ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě

łăł ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ ťĺčşřż ˘ őšŋőśĺšěńĳŋő őšőąřăęěŋĺ£ ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ P_n ĺğ L ŋă H. Ć ¡šĺţ šěřňĺŋăţ ŕřěďżďşźă£ šěőřěňă ŕěřěťőřňşńĺřşěšś£ šăł: � � � � �

� � � � � QQ QQ Q � � �

r r r r Sing Q H s

q

q^′ p

Řĺś. 8{Ě. Q ∩ H.

3.6.1. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ łćăďřĺłă ć Pn ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łőŋşś, ćěřÿĺŋă łőšőřőčő śőćŕăďăěš ś ŕřőśšřăŋśšćőň őśőążţ šőůěł ¡šőľ łćăďřĺłĺ, ă őśŋőćăŋĺěň £ćń£ěšś£ ŋěőśőąă£ łćăďřĺłă ć ń¿ąőň ďőŕőńŋĺšěńĳŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě.

3.7. §ğżł ťőřňşń. Łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ćś£łş¿ łćăďřĺłş ć Pn ć ŕőďţőď£źĺţ őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăšăţ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ şřăćŋěŋĺěň

q(t_0; t_1; t_2; : : : ; t_n) = h(t_0; t_1; t_2; : : : ; t_{2i+1)}) + ¸(t_{2i+2}; : : : ; t_r) ;

§3: Ŕřőěłšĺćŋżě łćăďřĺłĺ. 117

čďě ¸(t_{2i+2}; : : : ; t_r) | ăŋĺğőšřőŕŋă£ (š.ě. ŋě őąřăźă¿źă£ś£ ć ŋşńĳ ŋĺčďě łřőňě ŋşń£) ťőřňă, ă

h(t_0; t_1; t_2; : : : ; t_{2i+1}) = t_0t_{i+1} + t_1t_{i+2} + · · · + t_it_{2i+1}

| čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ťőřňă. Ůĺśńő r £ćŋő şůăśšćş¿źĺţ ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋő řăŋčş śőőšćěšśšćşźěľ śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B_q(v; w). Ůĺśńő 2i+2 řăćŋő řăğňěřŋőśšĺ ňăłśĺňăńĳŋőčő čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ťőřňż B_q, šăł ůšő i |¡šő řăğňěřŋőśšĳ ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ŋě şůăśšćş¿źĺţ ć ťőřňşńě őśšăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ (t_{r+1}; : : : ; t_n) śőśšăćń£ěš £ďřő ťőřňż B_q. Ůĺśńő i ŋăğżćăěšś£ ĺŋďěłśőň ťőřňż ĺ řăćŋő řăğňěřŋőśšĺ ňăłśĺňăńĳŋőčő ĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ťőřňż q. Ěśńĺ ťőřňă q ăŋĺğőšřőŕŋă, ňż ąşďěň śůĺšăšĳ ě-ě ĺŋďěłś řăćŋżň −1.

Ğăďăůă 8.10. Şśňőšřĺšě ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ťőřňşńż, ůšő ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ £ďřă śőćŕăďăěš ś ňŋőęěśšćőň őśőążţ šőůěł, ĺ ůšő łćăďřĺłă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łőŋşś ś ćěřÿĺŋőľ ć ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŋěőśőąőľ łćăďřĺłőľ ć ŕřőśšřăŋśšćě ŕěřěňěŋŋżţ (t_0; t_1; t_2; : : : ; t_{2i+1}) (¡šă ŋěőśőąă£ łćăďřĺłă ğăďă-ěšś£ šěň ęě śăňżň şřăćŋěŋĺěň!)¿ Őśšăŋőćĺňś£ ąőńěě ŕőďřőąŋő ŋă ŋěőśőążţ łćăďřĺłăţ. Ćś£łă£ šăłă£ łćăďřĺłă ěśšĳ ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ ňŋőęěśšćă ĺğőšřőŕŋżţ ćěłšőřőć ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż. Ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż ćż£śŋĺńĺ, ůšő ćś£łĺľ ĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ ńěęĺš ć ŋěłőšőřőň ňăłśĺňăńĳŋőň ĺğőšřőŕŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ă ćśě šăłĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺňě¿š őďŋş ĺ šş ęě řăğňěřŋőśšĳ ĺ šřăŋğĺšĺćŋő ŕěřěćőď£šś£ ďřşč ć ďřşčă ĺğőňěšřĺ£ňĺ ťőřňż.

Ŋă čěőňěšřĺůěśłőň £ğżłě ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ ĺğőšřőŕŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ěśšĳ ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, űěńĺłőň ńěęăźěě ŋă łćăďřĺłě. Ňăłśĺňăńĳŋă£ ĺğ řăğňěřŋőśšěľ šăłĺţ ŕřőśšřăŋśšć ŋăğżćăěšś£ ŕńăŋăřŋőśšĳ¿ łćăďřĺłĺ. Ňż ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŕńăŋăřŋőśšĳ ŕşśšőľ łćăďřĺłĺ řăćŋă −1. Ŕńăŋăřŋőśšĳ ŋěŕşśšőľ ŋěőśőąőľ łćăďřĺłĺ śőćŕăďăěš ś ĺŋďěłśőň łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż, ğăďă¿źěľ ¡šş łćăďřĺłş.

Ŋăłőŋěű, ŕřőěłšĺćĺğăűĺĺ ĺğőňěšřĺľ ťőřňż B_q(v; v) | ¡šő ŕřőěłšĺćŋżě ăćšőňőřťĺğňż

Pn, łőšőřżě ŕěřěćőď£š łćăďřĺłş ć śěą£. Ňŋőęěśšćő ćśěţ šăłĺţ ăćšőňőřťĺğňőć őąřăğşěš

čřşŕŕş, ŋăğżćăěňş¿ čřşŕŕőľ (ŕřőěłšĺćŋżţ) ăćšőňőřťĺğňőć łćăďřĺłĺ Q.

Šăłĺň őąřăğőň ăńčěąřăĺůěśłĺě řěğşńĳšăšż ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ć čěőňěšřĺůěśłőň łőŋšěłśšě ňőęŋő ŕőďżšőęĺšĳ ć ćĺďě šěőřěňż:

3.8. Šěőřěňă. Ŋěőśőąă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ĺŋďěłśă i őŕřěďěń£ěš ć Pn łćăďřĺłş, ůěřěğ łăęďş¿ šőůłş łőšőřőľ ŕřőţőďĺš i-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, űěńĺłőň ńěęăźěě ŋě łćăďřĺłě. Čřşŕŕă ŕřőěłšĺćŋżţ ăćšőňőřťĺğňőć łćăďřĺłĺ ďěľśšćşěš ŋă ňŋőęěśšćě šăłĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć šřăŋğĺšĺćŋő. Ŕőďŕřőśšřăŋśšć řăğňěřŋőśšĺ ąőńĳÿě, ůěň i, ŋă łćăďřĺłě ŋě ńěęĺš (ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ i = −1 łćăďřĺłă ŕşśšă). Ĺŋďěłś i ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ń¿ąőě ğŋăůěŋĺě ć ŕřěďěńăţ −1 ⩽ i ⩽ [n=2].

3.9. Ŕěřěśěůěŋĺě łćăďřĺłĺ ś łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿. Ůšőąż řőńĳ ăńčěąřż ŋě ćżčń£ďěńă śńĺÿłőň ŕřěşćěńĺůěŋŋőľ, ňż ďăďĺň śěľůăś ŋě őŕĺřă¿źěěś£ ŋă řěğşńĳšăšż ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ďőłăğăšěńĳśšćő őśŋőćŋőčő şšćěřęďěŋĺ£ ŕřěďżďşźěľ šěőřěňż | ő ść£ğĺ ňěęďş ĺŋďěłśőň ĺ ŕńăŋăřŋőśšĳ¿.

3.10. Šěőřěňă. Ŕşśšĳ Q | ŋěőśőąă£ łćăďřĺłă ĺŋďěłśă i ć P^n = P(v). Šőčďă:

ă) Q ŋě śőďěřęĺš ŕřőěłšĺćŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć řăğňěřŋőśšĺ ⩾ i;

ą) Ůěřěğ łăęďş¿ šőůłş p ∈ Q ŕřőţőďĺš (i − 1)-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőďěřęăźěěś£ ć Q.

ć) İšĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś (i−2)-ňěřŋżňĺ ŕřőěłšĺćŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ńěęăźĺňĺ ŋă ŋěőśőąőľ łćăďřĺłě ĺŋďěłśă (i − 1) ć

P^{n−2}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő n ĺ i. Ąăğă ĺŋďşłűĺĺ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ćś£łă£ łćăďřĺłă ĺŋďěłśă 0 (ğăďăćăěňă£ ăŋĺğőšřőŕŋőľ ťőřňőľ) ŕşśšă, ń¿ąă£ ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ć P_0 ŕşśšă, ă ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ĺŋďěłśă 1 ć P_1 śőśšőĺš ĺğ ŕăřż řăğńĺůŋżţ šőůěł. Ĺŋďşłšĺćŋżľ ŕěřěţőď őśŋőćăŋ ŋă šőň, ůšő ćś£łőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕřőţőď£źěě ůěřěğ šőůłş ⟨v⟩ ∈ Q ĺ ńěęăźěě ŋă Q ńěęĺš ć T_V Q ∩ Q.

3.10.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ Q | ŋěőśőąă£ łćăďřĺłă ĺŋďěłśă i ⩾ 1 ć P^n ĺ ⟨v⟩ ∈ Q. Šőčďă T_V Q ∩ Q £ćń£ěšś£ łőŋşśőň ś ćěřÿĺŋőľ ć šőůłě ⟨v⟩ ŋăď ŋěőśőąőľ łćăďřĺłőľ ĺŋďěłśă (i − 1) ć

P^{n−2}, ćńőęěŋŋőň ć TV Q ć łăůěśšćě ŕřőĺğćőńĳŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, ŋě śőďěřęăźěľ v.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ TV Q = P(U), čďě

U = Annȷ_B(v) = ⟨v⟩^⊥ = {w ∈ V | B(w; v) = 0};

ă B | śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, ğăďă¿źă£ Q. Ňż ĺŋšěřěśşěňś£ śšřşłšşřőľ őčřăŋĺůěŋĺ£ B_U ťőřňż B ŋă U. Šăł łăł B(v; v) = 0 (ĺąő ⟨v⟩ ∈ Q), šő v ∈ U ĺ v ∈ ker B_U . Ćżąěřěň ć V ćěłšőř w ∉ U, šăł ůšő V = U ⊕ ⟨w⟩. Ěśńĺ ąż dimker B_U ⩾ 2, šő ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺňěńő ąż ŋěŋşńěćőě ŕěřěśěůěŋĺě ś čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ U = Annȷ_B(w) = ⟨w⟩^⊥ , ĺ ćěłšőř ĺğ ¡šőčő ŕěřěśěůěŋĺ£ ążń ąż őřšőčőŋăńěŋ ćśěňş V ćőŕřěłĺ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ Q. Šěň śăňżň, ker B_U | őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęď-ěŋŋőě V .

Ćżąěřěň ć U (n − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W , šřăŋśćěřśăńĳŋőě ł v, šăł ůšő U = ⟨v⟩ ⊕ W . Őčřăŋĺůěŋĺě B_W ťőřňż B ŋă W ąşďěš (ŕő šőńĳłő ůšő ďőłăğăŋŋőňş) ŋěćżřőęďěŋŋőľ ťőřňőľ, šăł ůšő V = W ⊕ W^⊥ ĺ őčřăŋĺůěŋĺě B ŋă W^⊥ šăłęě ŋěćżřőęďěŋő. Ŕőśłőńĳłş ć W^⊥ ěśšĳ ĺğőšřőŕŋżľ ćěłšőř v, ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺğőňőřťŋő čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ŕńőśłőśšĺ H_2. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺŋďěłś ťőřňż B_W řőćŋő ŋă 1 ňěŋĳÿě ĺŋďěłśă ťőřňż B ŋă V . □ Šěőřěňă ćżšěłăěš ĺğ ńěňňż ŋěňěďńěŋŋő: ňăłśĺňăńĳŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ńěęăźěě ć T_V Q ∩ Q ďőńęŋő ążšĳ łőŋşśőň ś ćěřÿĺŋőľ ć ⟨v⟩ ŋăď ňăłśĺňăńĳŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ńěęăźĺň ŋă ŋěőśőąőľ łćăďřĺłě ĺŋďěłśă (i − 1) ć P^{n−2} ⊂ T_V Q. □ 3.10.2. Śńěďśšćĺě. Ďćě łćăďřĺłĺ ć Pn šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕěřěćőď£šś£ őďŋă ć ďřşčş¿ ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ĺğ PGL_n, łőčďă őŋĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ řăŋč ĺ ĺŋďěłś.

3.10.3. Śńěďśšćĺě. Ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ńĺąő ŕşśšă, ńĺąő ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ŋěŕşśšă£ ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă śőďěřęĺšś£ ć čĺŕěřŕńőśłőśšĺ H, šő H = T_V Q ∀⟨v⟩ ∈ Q ĺ Q = Q ∩ T_V Q ďőńęŋă ążšĳ őśőąőľ.

3.10.4. Śńěďśšćĺě. SingQ =^⋂_{v∈Q} TV Q

3.11. Łőňŕńěłśŋżě łćăďřĺłĺ. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň łćăďřĺłă őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ďěľśšćĺ£ PGL őŕřěďěń£ěšś£ śćőĺň řăŋčőň, ŕőśłőńĳłş ∀n ĺňěěšś£ čěőňěšřĺůěśłĺ ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŋěőśőąă£ łćăďřĺłă ć P_n. Ć ŕőďţőď£źĺţ łőőřďĺŋăšăţ őŋă ğăďă-ěšś£

§3: Ŕřőěłšĺćŋżě łćăďřĺłĺ. 119

şřăćŋěŋĺěň t^2_0 + t^2_1 + · · · + t^2_n = 0

łőšőřőě ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n ňőęŋő ŕřěőąřăğőćăšĳ ł ćĺďş

t^2_0 + · · · + t^2n−1_2 − t^2n+1_2 − · · · − t^2_n = 0

ă ŕřĺ ů-ěšŋőň n ł ćĺďş t^2_0 + · · · + t^2n_{2 −1} − t^2n_2 − · · · − t^2_{n−1} − t^2_n = 0

3.11.1. Śńěďśšćĺě. Ůěřěğ łăęďş¿ šőůłş ŋěőśőąőľ łćăďřĺłĺ ć Pn ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ŕřőţőďĺš [^{n−1}_2 ] | ňěřŋă£ ŕřőěłšĺćŋă£ ŕńőśłőśšĳ, ńěęăźă£ ŋă łćăďřĺłě, ă ŕńőśłőśšěľ ąőńĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ ŋă šăłőľ łćăďřĺłě ŋěš.

3.12. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ ŕőńě k { ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő. Šőčďă ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ć

P0 | ŕşśšă, ć P1 | śőśšőĺš ĺğ ŕăřż šőůěł, ć P2 | ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łřĺćş¿ t^2_0 +t^2_1 +t^2 = 0,

ŋě śőďěřęăźş¿ ŕř£ňżţ ĺ ŋăğżćăěňş¿ łőŋĺłőľ. Ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ć P_3 ňőęěš ążšĳ ğăďăŋă şřăćŋěŋĺěň t_0t_3 = t_1t_2

ĺ ŋě śőďěřęĺš ŕńőśłőśšěľ. Ůěřěğ łăęďş¿ ě-ě šőůłş ŕřőţőďĺš ŕăřă ŕř£ňżţ | ě-ě ŕěřěśěůěŋĺě ś łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿. İšĺ ŕř£ňżě ńěčłő ğăďăšĳ £ćŋżňĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ. Ŕşśšĳ p = (p_0 : p_1 : p_2 : p_3) | ńěęĺš ŋă łćăďřĺłě. Šőčďă^{p0}_{p2} =^{p1}_{p3} ĺ^{p0}_{p1} =^{p2}_{p3} .

Ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ ŕěřćş¿ ŕăřş řăćŋżţ őšŋőÿěŋĺľ ůěřěğ ¸_0 : ¸_1, ă ćšőřş¿ | ůěřěğ ˛_0 : ˛_1, šő řăćěŋśšćă

t_0 : t_2 = t_1 : t_3 = ¸_0 : ¸_1 ĺ t_0 : t_1 = t_2 : t_3 = ˛_0 : ˛_1 (3-1)

łăł řăğ ĺ ğăďăďşš ŕăřş ŕř£ňżţ, ńěęăźĺţ ŋă łćăďřĺłě ĺ ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ć šőůłě p. Ąőńěě šőčő, łőőřďĺŋăšż (p_0 : p_1 : p_2 : p_3) ćőśśšăŋăćńĺćă¿šś£ ŕő ¸_0 : ¸_1 ĺ ˛_0 : ˛_1 ŕő ťőřňşńăň

p_0 = ¸_0˛_0 p_1 = ¸_0˛_1 p_2 = ¸_1˛_0 p_3 = ¸_1˛_1 (3-2)

Ňż ćĺďĺň, šăłĺň őąřăğőň, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň ¸_0 : ¸_1 ∈ P_1 ĺ ń¿ąőň ˛_0 : ˛_1 ∈ P_1 şřăćŋěŋĺ£ (3- 1) őŕřěďěń£¿š ŕăřş ŕř£ňżţ, ńěęăźĺţ ŋă łćăďřĺłě t_0t_3 = t_1t_2 ĺ ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ć šőůłě p ś łőőřďĺŋăšăňĺ (3-2). Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő ćśě ¸-ŕř£ňżě £ćń£¿šś£ ŕőŕăřŋő-śłřěźĺćă¿źĺňĺś£ ĺ ćśě ˛-ŕř£ňżě £ćń£¿šś£ ŕőŕăřŋő-śłřěźĺćă¿źĺňĺś£ (ĺŋăůě ůěřěğ šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ďćşţ, śłăęěň, ¸-ŕř£ňżţ, ŕřőţőďĺńő ąż 3 ŕř£ňżě, ńěęăźĺě ŋă łćăďřĺłě | ¡šĺ ďćă, ďă ěź-ě ˛- ŕř£ňă£). Ňż ŕőńşůăěň

3.12.1. Śńěďśšćĺě. Ŋěćżřőęďěŋŋă£ łćăďřĺłă ć P3, ğăďăŋŋă£ şřăćŋěŋĺěň t0t3 = t1t2, ğăňěšăěšś£ ďćşň£ śěňěľśšćăňĺ ŕř£ňżţ, šăł ůšő łăęďă£ ŕř£ňă£ ĺğ őďŋőčő śěňěľśšćă ŕěřěśěłăěš łăęďş¿ ŕř£ňş¿ ĺğ ďřşčőčő śěňěľśšćă, ă ŕř£ňżě ĺğ őďŋőčő śěňěľśšćă ŕőŕăřŋő śłřěźĺćă¿šś£. Łăęďőě śěňěľśšćő ŕř£ňżţ ěśšěśšćěŋŋő ŕăřăňěšřĺğşěšś£ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ šăł, ůšő śőŕőśšăćńěŋĺě ŕăřě ŕř£ňżţ ĺğ řăğŋżţ śěňěľśšć ĺţ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ őŕřěďěń£ěš ąĺěłűĺ¿

P1 × P1 ś řăśśňăšřĺćăěňőľ łćăďřĺłőľ.

Őšőąřăęěŋĺě P_1×P_1 ,→ P_3 : (¸_0 : ¸_1; ˛_0 : ˛_1) → (¸_0˛_0 : ¸_0˛_1 : ¸_1˛_0 : ¸_1˛_1) őąřăğőň łőšőřőčő £ćń£ěšś£ łćăďřĺłă t_0t_3 = t_1t_2 ŋăğżćăěšś£ ćńőęěŋĺěň Śěčřě.

3.13. Łćăďřĺłĺ ŋăď R. Ŋăď ŕőńěň R şęě ĺňě¿šś£ łćăďřĺłĺ ćśěţ ćőğňőęŋżţ ĺŋďěłśőć. Ŕő šěőřěňě Ńăčřăŋęă ń¿ąş¿ ŋěőśőĳş¿ łćăďřĺłş ć ŕőďţőď£źĺţ łőőřďĺŋăšăţ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě t^2_0 + · · · + t^2_{i−1} − t^2_i − · · · − t^2_{i−1} = t^2_i + · · · + t^2_n:

Šăłă£ łćăďřĺłă ĺňěěš ĺŋďěłś i ĺ łćăďřĺłĺ ś řăğŋżň i čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋż.

Šăł ć P_1 ĺňě¿šś£ 2 ŋěőśőążţ łćăďřĺłĺ: ŕăřă šőůěł t^2_0 − t^2_1 = 0 ĺ ŕşśšă£ t^2_0 + t^2_1 = 0. Ć P_2 šăłęě 2 ŋěőśőążţ łćăďřĺłĺ: ŕşśšă£ (ĺńĺ ňŋĺňă£ łőŋĺłă t^2_0 + t^2_1 + t^2 = 0 ĺ ďěľśšćĺšěńĳŋă£

łőŋĺłă t^2_0 − t^2_1 = t^2 (ĺŋďěłśă 1). Ć P3 ĺŋďěłś ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ šřĺ ğŋăůěŋĺ£: 0, 1 ĺńĺ 2.

Ĺň śőőšćěšśšćş¿š ŕşśšă£ łćăďřĺłă t^2_0 + t^2_1 + t^2 + t^2_3 = 0, ¡ńńĺŕšĺůěśłă£ łćăďřĺłă t^2_0 − t^2_1 = t^2 + t^2_3 ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ łćăďřĺłă (ĺńĺ łćăďřĺłă Śěčřě) t_0t_3 = t_1t_2. İńńĺŕšĺůěśłă£ łćăďřĺłă ŋě śőďěřęĺš ŕř£ňżţ, ă łćăďřĺłă Śěčřě ğăňěšăěšś£ ďćşň£ śěňěľśšćăňĺ ŕř£ňżţ, łăł ążńő ŕőłăğăŋő ćżÿě.

3.14. Ăťťĺŋŋżě łćăďřĺłĺ. Ĺğ őŕĺśăŋĺ£ ŕřőěłšĺćŋżţ łćăďřĺł ŋěśńőęŋő ŕőńşůĺšĳ őŕĺśăŋĺě ăťťĺŋŋżţ łćăďřĺł ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż ăťťĺŋŋő-ńĺŋěľŋżţ ĺğőňőřťĺğňőć.

Ğăďăůă 8.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ćńőęĺšĳ A^n ć Pn ć łăůěśšćě ăťťĺŋŋőľ łăřšż, šő čřşŕŕă ăťťĺŋŋő-ńĺŋěľŋżţ ĺğőňőřťĺğňőć A^n ěśšěśšćěŋŋő őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕőďčřşŕŕőľ ć PGL_n, ŕěřěćőď£źěľ ć śěą£ ąěśłőŋěůŋő-şďăń-ěŋŋş¿ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ¡šőľ łăřšż.

Ğăďăůă ăťťĺŋŋőľ łńăśśĺťĺłăűĺĺ, šăłĺň őąřăğőň, śćőďĺšś£ ł őŕĺśăŋĺ¿ ćśěţ čěőňěšřĺůěśłĺţ řăğŋżţ ćżąőřőć ćğăĺňŋőčő řăśŕőńőęěŋĺ£ łćăďřĺłĺ ĺ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ řăğňěřŋőśšĺ 1 ć

Pn (¡šă čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ĺ ąşďěš ąěśłőŋěůŋő-şďăń-ěŋŋőľ). Ěśńĺ ¡šă čĺŕěřŕńőśłőśšĳ | łăśăšěńĳ-

ŋă£ ł łćăďřĺłě, šő śőőšćěšśšćş¿źă£ ăťťĺŋŋă£ łćăďřĺłă ŋăğżćăěšś£ ŕăřăąőńőĺďőň. Ěśńĺ őŋă ŋě £ćń£ěšś£ łăśăšěńĳŋőľ, šő ŕěřěśěłăěš łćăďřĺłş ŕő ŋěőśőąőľ łćăďřĺłě, ĺ ćğăĺňŋőě řăśŕőńőęěŋĺě őŕřěďěń£ěšś£ ć ¡šőň śńşůăě ĺŋďěłśőň łćăďřĺłĺ, ŕőńşůă¿źěľś£ ć ŕěřěśěůěŋĺĺ. Ěśńĺ ¡šőš ĺŋďěłś | ŋşńĳ, šő ăťťĺŋŋă£ łćăďřĺłă ŋăğżćăěšś£ ¡ńńĺŕšĺůěśłőľ, ěśńĺ ŋě ŋşńĳ | šő čĺ-

ŕěřąőńĺůěśłőľ. Šăłĺň őąřăğőň ăťťĺŋŋă£ łćăďřĺłă őŕřěďěń£ěšś£ (őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ďěľśšćĺ£ ăťťĺŋŋő-ńĺŋěľŋőľ čřşŕŕż) ĺŋďěłśőň śćőěľ ŕřőěłšĺćĺğăűĺĺ, šĺŕőň (ŕăřăąőńĺůěśłĺľ - ŋěŕăřăąőńĺůěśłĺľ) ĺ ĺŋďěłśőň ŕěřěśěůěŋĺ£ śćőěľ ŕřőěłšĺćĺğăűĺĺ ś ąěśłőŋěůŋő şďăń-ěŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿.

Ğăďăůă 8.12. Ďăľšě ŕőńŋżľ ŕěřěůěŋĳ ăťťĺŋŋő-ŋě¡łćĺćăńěŋšŋżţ şřăćŋěŋĺľ łćăďřĺł

ć A^2 ĺ ć A^3 .

x4. Ŕőń£řĺšěšż

Ŕşśšĳ ˛ : V −→ V^∗ | łőřřěń£űĺ£. Őŋă ĺŋďşűĺřşěš ńĺŋěľŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ~˛ : P_n = P(V ) −→ P∨_n = P(V ∗). Šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕőń£řĺšěšőň (ĺńĺ ŕőń£ř-

ŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň, ěśńĺ łőřřěń£űĺ£ ˛ ŋěćżřőęďěŋă ĺ śăňőśőŕř£ęěŋă. 4.1. Ŕőń£řŋă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ. Čěőňěšřĺůěśłĺ, ŋěćżřőęďěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě : P_n −→ P^∨_n ěśšĳ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőŕőśšăćńěŋĺě šőůłăň P_n čĺŕěřŕńőśłőśšěľ^3 šăł, ůšőąż řăğňěřŋőśšĳ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ŋăąőřă šőůěł ążńă

3Ĺąő šőůłă ĺğ P^∨_n | ¡šő łńăśś ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă P_n

§4: Ŕőń£řĺšěšż 121

řăćŋă łőřăğňěřŋőśšĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ĺň čĺŕěřŕńőśłőśšěľ. Ŕřĺ ¡šőň čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŋěłőšőřőľ šőůłě, ŋăğżćăěšś£ ŕőń£řőľ ¡šőľ šőůłĺ, ă śăňă šőůłă

| ŕőń¿śőň ¡šőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ.

Ğăďăůă 8.13. Ŕşśšĳ

˛ : V −→ V^∗ ĺ ˛^∗ : V^{∗∗} = V −→ V^∗

ŕăřă śőŕř£ę-ěŋŋżţ ĺğőňőřťĺğňőć, ă

~˛ : P_n −→ P^∨_n ĺ ~˛^∗ : P_n −→ P^∨_n

śőőšćěšśšćş¿źĺě ńĺŋěľŋżě ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ~˛^∗-ŕőń£řă ŕřőĺğćőńĳŋő ğăďăŋŋőľ šőůłĺ P ěśšĳ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő ~˛-ŕőń¿śőć ćśěţ čĺŕěřŕńőśłőśšěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłş P . Ďăľšě ăŋăńőčĺůŋőě čěőňěšřĺůěśłőě őŕĺśăŋĺě ć šěřňĺŋăţ ~˛ ďń£ ~˛^∗-ŕőń¿śă ŕřőĺğćőńĳŋő ğăďăŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ı.

Ĺğ ŕřĺćěď-ěŋŋőčő ć ğăďăůě čěőňěšřĺůěśłőčő őŕĺśăŋĺ£ ďćőľśšćěŋŋőľ łőřřěń£űĺĺ śřăğş śńěďşěš, ůšő ŋěćżřőęďěŋŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě : P_n −→ P^∨_n šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ŕőń£řĺšěšőň (š.ě. śĺňňěšřĺůŋő), łőčďă ďń£ ŋěčő śŕřăćěďńĺćă šěőřěňă ő ŕő-

ń£řŋőľ ďćőľśšćěŋŋőśšĺ.

4.1.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕřĺ ŕőń£řŋőň śőőšćěšśšćĺĺ šőůłă p šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńěęĺš ŋă ŕőń£řě šőůłĺ q, łőčďă šőůłă q ńěęĺš ŋă ŕőń£řě šőůłĺ p.

4.1.2. Ŕőń£řĺšěšż ĺ łćăďřĺłĺ. Łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ŕřőśšřăŋśšćő śĺňňěšřĺůŋżţ łőřřěń£űĺľ : V −→ V^∗ ěśšěśšćěŋŋő ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ŋă V . Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ň ¡šő ďă-ěš ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ŕőń£řĺšěšăňĺ ĺ łńăśśăňĺ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň.

Ůšőąż őŕĺśăšĳ ¡šő śőőšćěšśšćĺě čěőňěšřĺůěśłĺ, ćśŕőňŋĺň, ůšő łńăśś ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň łőřřěłšŋő ğăďă-ěš ŕřőěłšĺćŋş¿ łćăďřĺłş. İšă łćăďřĺłă ěśšĳ čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő ćěłšőřőć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ śćőĺň ăŋŋşń£šőřăň őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£řĺğăűĺĺ řăśśňăšřĺćăěňőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż. Ŕőśłőńĳłş łőřřěń£űĺ£, śőőšćěšśšćş¿źă£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě, łăł řăğ ĺ śőŕőśšăćń£ěš ćěłšőřş ěčő ăŋŋşń£šőř, ňż ŕőńşůăěň

4.1.3. Şšćěřęďěŋĺě. Čěőňěšřĺůěśłőě ňěśšő šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă śćőĺţ ŕőń£řăţ ŕřĺ ŋěłőšőřőň ŕőń£řŋőň śőőšćěšśšćĺĺ £ćń£ěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ łćăďřĺłőľ. İšĺň şśšăŋăćńĺćăěšś£ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş łćăďřĺłăňĺ ĺ ŕőń£řĺšăňĺ, śőčńăśőćăŋŋőě ś řăśśňăšřĺćăćÿĺňś£ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ĺğőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšć łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ĺ śĺňňěšřĺůŋżţ łőřřěń£űĺľ.

Šăłĺň őąřăğőň, čěőňěšřĺ£ ŕőń£řĺšěšőć ĺ čěőňěšřĺ£ łćăďřĺł | ďćă ńőčĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ £ğżłă. Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕőń¿śă ĺ ŕőń£řż őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£řĺšěšă, łăŋőŋĺůěśłĺ śőőšćěšśšćş¿źěčő ŋěłőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě q, ŋăğżćă¿šś£ ŕőń¿śăňĺ ĺ ŕőń£řăňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő

łćăďřĺłĺ q = 0. Šěň ŋě ňěŋěě, £ğżł ŕőń£řĺšěšőć ůăśšő őłăğżćăěšś£ ŕřěďŕőůšĺšěńĳŋěě, ĺąő őŋ

čőřăğďő ąőčăůě. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ őśŋőćŋőě ŕőńě ŋě £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺ-ğăňłŋşšżň (ă ¡šő ĺňěŋŋő šăł ć ÀőążůŋőľÁ ćěźěśšćěŋŋőľ čěőňěšřĺĺ), šő ĺňěěšś£ ňŋőčő łćăďřĺł, čěőňěšřĺůěśłĺ ŋěřăğńĺůĺňżţ, | śłăęěň, ŕşśšżţ. Ĺ ŋěśňőšř£ ŋă šő, ůšő łćăďřĺłă ŕşśšă, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ěľ ŕőń£řĺšěš £ćń£ěšś£ čěőňěšřĺůěśłĺ ćŕőńŋě ŋăąń¿ďăěňżň, ŕřĺů-ěň ăńčěąřăĺůěśłĺ řăğŋżň

(ŋěŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżň) ŕşśšżň łćăďřĺłăň ąşďşš śőőšćěšśšćőćăšĳ čěőňěšřĺůěśłĺ řăğŋżě ŕőń£řĺšěšż. Ŕşśšőšă śőőšćěšśšćş¿źĺţ łćăďřĺł ąşďěš ńĺÿĳ śćĺďěšěńĳśšćőň šőčő, ůšő ¡šĺ ŕőń£řĺšěšż ŋě ĺňě¿š šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă śćőĺţ ŕőń£řăţ.

Ğăďăůă 8.14. Čěőňěšřĺůěśłĺ őŕĺÿĺšě ŕőń£řĺšěšż ćěźěśšćěŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ, śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕşśšżň łćăďřĺłăň, ğăďăŋŋżň ć ŋěłőšőřőľ ăťťĺŋŋőľ ďěłăřšőćőľ łőőřďĺŋăšŋőľ śĺśšěňě şřăćŋěŋĺ£ňĺ x^2 + y^2 = −1, x^2 + 4y^2 = −1 ĺ x^2 + y^2 = −4.

Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ăńčěąřőľ ĺ čěőňěšřĺěľ őłăğżćăěšś£, łăł ćśěčďă, ăąśőń¿šŋżň ĺ ŋě šřěąş¿źĺň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ őčőćőřőł. Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřěďżďşźă£ ğăďăůă ďőŕşśłăěš śńěďş¿źěě řěÿěŋĺě ć őąźěň ćĺďě.

4.1.4. Şšćěřęďěŋĺě. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ őšńĺůŋőľ őš 2 ŕőń£řă šőůłĺ p∈P_n őšŋőśĺšěńĳŋő łćăďřĺłĺ Q⊂P_n őŕĺśżćăěšś£ łăł ěďĺŋśšćěŋŋă£ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ć P_n, ćżśěłă¿źă£ ŋă Q šő ęě ňŋőęěśšćő šőůěł, ůšő ĺ ćśěćőğňőęŋżě łăśăšěńĳŋżě, łőšőřżě ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ł Q ĺğ šőůłĺ p.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ

Q = {⟨v⟩∈V | B(v; v) = 0} ĺ p = ⟨w⟩ :

Ŕř£ňă£ (p; s), čďě s = ⟨u⟩ ∈ Q ąşďěš łăśăšĳś£ łćăďřĺłĺ ć šőůłě ⟨u⟩ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă B(u; w) = 0, š.ě. ć šőůŋőśšĺ šőčďă, łőčďă u ∈ Q ∩ P(Ann%_B(w)). Ŋő P(Ann%_B(w)) ¡šő ĺ ěśšĳ ŕőń£řă šőůłĺ p őšŋőśĺšěńĳŋő łőřřěń£űĺĺ %_B. □ 4.1.5. Ŕřĺňěř. Ďń£ šőčő ůšőąż ŋă ćěźěśšćěŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŕőśšřőĺšĳ ŕőń£řş šőůłĺ p, ńěęăźěľ ćŋě łřşčă, őšŋőśĺšěńĳŋő őłřşęŋőśšĺ C, łőšőřă£ ¡šőš łřşč őčřăŋĺůĺćăěš, ŋăďő ŕřőćěśšĺ ŕř£ňş¿ ůěřěğ ďćě šőůłĺ łăśăŋĺ£ ś C ŕăřż łăśăšěńĳŋżţ, őŕşźěŋŋżţ ŋă C ĺğ p (ŕőůěňş?).

Ğăďăůă 8.15. Ŕőśšřőľšě (űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ) ŕőń£řş šőůłĺ, ńěęăźěľ ćŋşšřĺ łřşčă, ĺ ŕőń¿ś ŕř£ňőľ, ŋě ŕěřěśěłă¿źěľ łřşč.

x5. Ńĺŋěľŋżě śĺśšěňż łćăďřĺł.

Śĺňňěšřĺůŋżě łőřřěń£űĺĺ (ĺńĺ łćăďřăšĺůŋżě ťőřňż) ŋă (n + 1)-ňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V śăňĺ śőšăćń£¿š (n + 1)(n + 2)=2-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ěčő ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ ąşďěš n(n + 3)=2-ňěřŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň. Čěőňěšřĺůěśłĺ ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ŕřőśšřăŋśšćő ŕőń£řĺšěšőć (łăęďőľ ěčő šőůłě śőőšćěšśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŕőń£řĺšěš) ĺńĺ łăł ŕřőśšřăŋśšćő čěőňěšřĺůěśłĺţ łćăďřĺł (ěśńĺ őśŋőćŋőě ŕőńě ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő). Ŕěřćă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ šăćšőńőčĺůŋă, ćšőřă£ | ćőğňőęŋă ąńăčőďăř£ šőňş, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ďćě łćăďřăšĺůŋżţ ťőřňż

šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż, łőčďă őŋĺ ğăďă¿š őďŋş ĺ šş ęě łćăďřĺłş. Ňż ŋě

ąşďěň ğďěśĳ ďőłăğżćăšĳ ¡šő şšćěřęďěŋĺě | ďőłăğăšěńĳśšćő ąěśţĺšřőśšŋő ĺ ŕř£ňőńĺŋěľŋő, ŋő ŋěĺğąěęŋő čřőňőğďłő.

§ ŕřěďŕőůĺšă¿ čőćőřĺšĳ ő Àŕřőśšřăŋśšćě łćăďřĺłÁ, ă ŋě ő Àŕřőśšřăŋśšćě ŕőń£řĺšěšőćÁ, ĺ ŕő¡šőňş ąşďş ćś¿ďş ďăńěě śůĺšăšĳ őśŋőćŋőě ŕőńě ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň. 5.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ćś£łőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě łćăďřĺł ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňőľ łćăďřĺł.

§5: Ńĺŋěľŋżě śĺśšěňż łćăďřĺł. 123

5.1.1. Ŕřĺňěř. Ćśě łćăďřĺłĺ, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş p∈Pn śőśšăćń£- ¿š ńĺŋěľŋş¿ śĺśšěňş łőřăğňěřŋőśšĺ 1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łő¡ťťĺűĺěŋšż łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż £ćń£¿šś£ őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě łćăďřĺł, ă şśńőćĺě ŕřőţőęďěŋĺ£ ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş | ¡šő őďŋő ŋěšřĺćĺăńĳŋőě ńĺŋěľŋőě őďŋőřőďŋőě şśńőćĺě ŋă ¡šĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż (ŕřőďşňăľšě ¡šő őą£ğăšěńĳŋő!). İšőš ŕřĺňěř śőśšăćń£ěš ŕěřćżľ šřĺćĺăńĳŋżľ ůăśšŋżľ śńşůăľ k = 0 ć śńěďş¿źěľ śěřĺĺ ŕřĺňěřőć:

Ğăďăůă 8.16. Ďőłăęĺšě, ůšő łćăďřĺłĺ, łăśă¿źĺěś£ ďăŋŋőčő k-ňěřŋőčő ŕřőěłšĺćŋőčő ŕőďŕřőśšĳřăŋśšćă ( k = 1 ; 2 ; : : : ; (n − 1) ) śőśšăćń£¿š ńĺŋěľŋş¿ śĺśšěňş.

Ĺšăł, ĺğşůěŋĺě ńĺŋěľŋőľ čěőňěšřĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă łćăďřĺł ŕőğćőń£ěš ŋăďě£šĳś£ ŕőńşůăšĳ ŋěšřĺćĺăńĳŋżě ĺ şęě ŋěńĺŋěľŋżě čěőňěšřĺůěśłĺě šěőřěňż ć ĺśţőďŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (čďě ęĺćşš śăňĺ łćăďřĺłĺ łăł čěőňěšřĺůěśłĺě ťĺčşřż). Ŋă ăńčěąřăĺůěśłőň ęăřčőŋě šăłőľ ţőď ňżśńĺ ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š Àśů-ěšőň łőŋśšăŋšÁ, ŕőśłőńĳłş šĺŕĺůŋżľ ćőŕřőś ńĺŋěľŋőľ čěőňěšřĺĺ | ¡šő ćżůĺśńěŋĺě řăğňěśšĺ šőčő ĺńĺ ĺŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

5.1.2. Ŕřĺňěř. Ůěřěğ ń¿ążě 5 šőůěł ŋă P2 ňőęŋő ŕřőćěśšĺ łćăďřĺłş, ŕřĺů-ěň ňăńżň ÿěćěńěŋĺěň šőůěł ćśěčďă ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż ¡šă łćăďřĺłă ążńă ěďĺŋśšćěŋŋőľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřőśšřăŋśšćő ŕńőśłĺţ łćăďřĺł ŕ£šĺňěřŋő, ă 5 čĺŕěřŕńőśłőśšěľ ć ŕřőěłšĺćŋőň 5-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśěčďă ĺňě¿š ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě, ŕřĺů-ěň ěśńĺ şřăćŋěŋĺ£ ¡šĺţ ŕńőśłőśšěľ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż, šő ŕěřěśěůěŋĺě ąşďěš ŋşńĳňěřŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, š.ě. őďŋőľ šőůłőľ.

5.1.3. Ŕřĺňěř. Ůěřěğ ń¿ążě 9 šőůěł ŋă P3 ňőęŋő ŕřőćěśšĺ łćăďřĺłş, ŕřĺů-ěň ňăńżň ÿěćěńěŋĺěň šőůěł ćśěčďă ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż ¡šă łćăďřĺłă ążńă ěďĺŋśšćěŋŋőľ. Ěśńĺ ć łăůěśšćě ďěć£šĺ šőůěł ćğ£šĳ 3 čřşŕŕż ĺğ šř-ěţ šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă šř-ěţ řăğńĺůŋżţ ŕř£ňżţ (łăęďă£ čřşŕŕă | ŋă śćőěľ ŕř£ňőľ), šő ňż ŕőńşůĺň, ůšő ůěřěğ ń¿ążě 3 ŕř£ňżě ć P_3 ňőęŋő ŕřőćěśšĺ łćăďřĺłş.

Ğăďăůă 8.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ šřĺ ŕř£ňżě ŕőŕăřŋő śłřěźĺćă¿šś£, šő ŕřőţőď£- źă£ ůěřěğ ŋĺţ łćăďřĺłă ŋěőśőąă ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă.

Ğăďăůă 8.18. Ć ćěźěśšćěŋŋőň šř-ěţňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ğăďăŋż 4 ŕőŕăřŋő śłřěźĺćă¿źĺěś£ ŕř£ňżě. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš ŕř£ňżţ, ŕěřěśěłă¿źĺţ łăęďş¿ ĺğ ůěšżř-ěţ ďăŋŋżţ? Şłăęĺšě ćśě ćőğňőęŋżě őšćěšż, ĺ őąž£śŋĺšě łăł őŋĺ ğăćĺś£š őš ĺśţőďŋőľ łőŋťĺčşřăűĺĺ ŕř£ňżţ (ć ůăśšŋőśšĺ, şłăęĺšě őšćěšż, şśšőľůĺćżě őšŋőśĺšěńĳŋő Àňăńżţ ÿěćěńěŋĺľÁ ĺśţőďŋőľ łőŋťĺčşřăűĺĺ).

Şłăğăšěńĳ šěřňĺŋőć Ă ăŋŋşń£šőř, 14 ăťťĺŋĺğăűĺ£ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, 22 ăťťĺŋŋżě łăřšż, 107 Ą ąăğĺś, 8 { ăťťĺŋŋżľ, 27 { ćěźěśšćěŋŋżľ, 51 { ęőřďăŋőć, 77 { őřšőčőŋăńĳŋżľ, 101 { őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ, 39 { śĺňŕńěłšĺůěśłĺľ, 95 { śőčńăśőćăŋŋżľ ś ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, 9 { śőŕř£ę-ěŋŋżľ(ďćőľśšćěŋŋżľ), 12 ąăřĺűěŋšř, 26 ąěśłőŋěůŋő şďăń-ěŋŋă£ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, 108 ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ŋěćżřőęďěŋŋă£, 91 Ć ćěłšőř { ćěźěśšćěŋŋżľ, 50 { ĺğőšřőŕŋżľ, 94 { ůĺśšő ňŋĺňżľ, 50 ćěłšőřĺğăűĺ£ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, 22 ćěłšőřőć ŋăąőř { { ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżľ, 7 { { ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżľ, 7 { { ŕőřőęďă¿źĺľ, 7 ćěřÿĺŋă, 32 { łőŋşśă, 33 ćńőęěŋĺě, 15 ćńőęěŋĺěň Śěčřě, 119 ćżŕşłńżľ ŕőńĺ¡ďřăńĳŋżľ łőŋşś, 33 Č čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ăťťĺŋŋă£, 24 čńăćŋżě şčńőćżě ňĺŋőřż, 106 čńăćŋżľ ňĺŋőř, 47 čřăŋĳ, 32 Ď ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě, 113 ďćőľśšćěŋŋőśšĳ { ŕőń£řŋă£, 121 { ŕřőěłšĺćŋă£, 113 ďĺăčřăňňă đŋčă, 77 ďĺğž¿ŋłšŋőě őąžěďĺŋěŋĺě, 108 ďĺťťěřěŋűĺăń ăťťĺŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£, 23 ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£ Łőÿĺ-Řĺňăŋă, 54 ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ { ćěźěśšćěŋŋă£, 54 { łőňŕńěłśŋă£, 54 Ě ěćłńĺďőćă śšřşłšşřă, 39 Ę ęőřďăŋőćă { łńěšłă, 79 { ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă, 79 { űěŕőůłă, 77 Ğ ğăňżłăŋĺě, 29 Ĺ ĺğőňěšřĺ£, 48 { ŋěśőąśšćěŋŋă£, 48 { śőąśšćěŋŋă£, 48 { ¡řňĺšőćă, 62 ĺğőňőřťĺğň, 15 ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ őŕěřăšőřă, 85 ĺŋďěłś łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż, 117 ĺŋďěłśż ĺŋěřűĺĺ, 106 ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋă£ ťőřňşńă Ńăčřăŋęă, 20 ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ őŕěřăšőřă, 79

Ăńťăćĺšŋżľ şłăğăšěńĳ

ĺŋšěřŕőń£űĺ£, 19 Ł łăśăšěńĳŋżě ł łćăďřĺłě, 115 łćăďřĺłă { čĺŕěřąőńĺůěśłă£, 120 { ŋěćżřőęďěŋŋă£, 116 { ŋěőśőąă£, 116 { ŕřőěłšĺćŋă£, 114 { Śěčřě, 120 { ¡ńńĺŕšĺůěśłă£, 120 łćăšěřŋĺőŋŋőě śőŕř£ęěŋĺě, 57 łćăšěřŋĺőŋŋőě şňŋőęěŋĺě, 57 łćăšěřŋĺőŋŋżľ ăŋšĺčőňőňőřťĺğň, 58 łćăšěřŋĺőŋż, 57 { ćěźěśšćěŋŋżě, 57 { ůĺśšő ňŋĺňżě, 57 łőćěłšőř, 11 łőńńĺŋěăűĺ£, 112 łőňąĺŋăűĺ£ { ąăřĺűěŋšřĺůěśłă£, 26 { ćżŕşłńă£, 29 łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£, 50 { ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż, 59 łőňŕńěłśŋă£ ăŋšĺńĺŋěľŋőśšĳ, 55 łőňŕńěłśŋă£ ŕőńşšőřăńĺŋěľŋőśšĳ, 60 łőŋĺłă, 119 { ďěľśšćĺšěńĳŋă£, 120 { ňŋĺňă£, 120 łőŋşś, 116 łőőřďĺŋăš ććěďěŋĺě, 9 łőőřďĺŋăšż { ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě, 27 { őďŋőřőďŋżě, 109 łőřăğňěřŋőśšĳ ăťťĺŋŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, 24 łőřăŋč ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż, 90 łőřřěń£űĺĺ, 88 łşą śšăŋďăřšŋżľ, 28 Ń ńěňňă ő łőňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřăţ, 68 ńĺŋěľŋă£ { łőňąĺŋăűĺ£, 6 { śĺśšěňă łćăďřĺł, 122 ńĺŋěľŋőě

{ ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, 112 { şřăćŋěŋĺě, 11 ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, 15 { { ĺŋžěłšĺćŋżľ, 15 { { ś¿řĳěłšĺćŋżľ, 15 ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń, 11 Ň ňăšřĺűă { ¡řňĺšőćő łőśőśĺňňěšřĺůŋă£, 65 { Čřăňă, 41 { { ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż, 90 { ęőřďăŋőćă, 79 { őřšőčőŋăńĳŋă£, 41 { ŕěřěţőďă, 7 { şŋĺšăřŋă£, 62 { ¡řňĺšőćő śĺňňěšřĺůŋă£, 60 ňăšřĺůŋżě ěďĺŋĺűż, 17 ňěďĺăŋă, 28 ňěšőď ŋăĺňěŋĳÿĺţ łćăďřăšőć, 45 ňěšřĺłă, 35 { őďŋőřőďŋă£, 36 { šřăŋśń£űĺőŋŋő ĺŋćăřĺăŋšŋă£, 35 { ¡řňĺšőćă, 61 ňŋőčőčřăŋŋĺł ćżŕşłńżľ, 33 ňŋőčőůńěŋ { ăŋŋşńĺřş¿źĺľ, 71 { ňĺŋĺňăńĳŋżľ, 71 { ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ, 47 ňŋőęěśšćő ćżŕşłńőě, 30 ňőňěŋšż śĺń, 25 ňőŋőňőřťĺğň, 15 Ŋ ŋăńőęěŋĺě, 15 ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ—-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă, 42 ŋĺńĳŕőšěŋšŋă£ ůăśšĳ őŕěřăšőřă, 76 ŋőřňă, 36 { ěćłńĺďőćă, 43 Ő őąőńőůłă { ăťťĺŋŋă£, 25 { ćżŕşłńă£, 29 { ńĺŋěľŋă£, 7 őąřăğ, 15 őąž-ěň

Ăńťăćĺšŋżľ şłăğăšěńĳ

{ ć ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě, 62 { ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ, 43 { őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ, 43 őćěźěśšćńěŋĺě, 52 őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż, 109 őłőňŕńěłśĺćăŋĺě, 50 őŕěřăšőř { ăŋšĺśăňőśőŕř£ę-ěŋŋżľ, 65 { ćěźěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřż, 55 { ďĺăčőŋăńĺğşěňżľ, 46 { ĺğőňěšřĺůěśłĺľ, 92 { łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż, 56 { ńěćżľ śőŕř£ę-ěŋŋż, 92 { ńĺŋěľŋżľ, 6 { ŋĺńĳŕőšěŋšŋżľ, 76 { ŋőřňăńĳŋżľ, 66 { ŕőńşŕřőśšőľ, 76 { ŕřăćżľ śőŕř£ę-ěŋŋżľ, 92 { ŕřőśšőľ, 76 { řěťńěłśĺćŋżľ, 92 { śăňőśőŕř£ę-ěŋŋżľ, 65 { śőŕř£ę-ěŋŋżľ, 17, 89 őřĺěŋšăűĺ£ ąăğĺśă, 43 őřšőčőŋăńĺğăűĺ£ Čřăňă-Ÿňĺďšă, 40 őřšőčőŋăńż, 94 őřšőčőŋăńĳŋă£ ŕřőěłűĺ£ ¡řňĺšőćă, 63 őřšőčőŋăńĳŋőě { ďőŕőńŋěŋĺě, 44 { ŕřőěłšĺřőćăŋĺě, 44 { řăğńőęěŋĺě, 45 őśőąă£ šőůłă łćăďřĺłĺ, 116 őšłńăďżćăŋĺě ćěłšőřă, 21 őšőąřăęěŋĺě { ăťťĺŋŋőě, 22 { ďĺťťěřěŋűĺřşěňőě, 23 őšřăęěŋĺě ć čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, 103 őšřěğőł, 30 Ŕ ŕăřăąőńőĺď, 120 ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś, 23 ŕěřěśěůěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć, 9 ŕńăŋăřŋőśšĳ, 117 ŕńőśłőśšĺ { śłřěźĺćă¿źĺěś£, 25 { šřăŋśćěřśăńĳŋżě, 25 ŕńőśłőśšĳ k-ňěřŋă£, 24 ŕőďŕřőśšřăŋśšćő { ăŋĺğőšřőŕŋőě, 102 { ăťťĺŋŋőě, 24 { ĺğőšřőŕŋőě, 94 { ĺŋćăřĺăŋšŋőě, 47 { łőřŋěćőě, 74 { ŋăŕřăćń£¿źěě, 24 { ŕřőěłšĺćŋőě, 111 { śőąśšćěŋŋőě, 48 ŕőńŋă£ ńĺŋěľŋă£ čřşŕŕă, 53 ŕőńőęĺšěńĳŋă£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĳ, 60 ŕőńşŕřőśšă£ ůăśšĳ őŕěřăšőřă, 76 ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő őŕőřŋőě, 31 ŕőń¿ś čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, 121 ŕőń£řă šőůłĺ, 121 ŕőń£řĺğăűĺ£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż, 101 ŕőń£řĺšěš, 120 ŕřăćĺńő { ŕăřăńńěńőčřăňňă, 22 { šřěşčőńĳŋĺłă, 22 ŕřőďőńęěŋĺě ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ, 51 ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£, 107 ŕřőěłšĺćŋă£ { łćăďřĺłă, 114 { ńĺŋěľŋă£ čřşŕŕă, 112 ŕřőěłšĺćŋőě ğăňżłăŋĺě, 110 ŕřőěłšĺćŋżľ ăćšőňőřťĺğň, 112 { { łćăďřĺłĺ, 117 ŕřőěłšĺřőćăŋĺě { őřšőčőŋăńĳŋőě, 44 { ć ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, 112 ŕřőěłšőř, 73 ŕřőśšă£ šőůłă łćăďřĺłĺ, 116 { ăťťĺŋŋőě, 21 { ćěłšőřŋőě, 6 { ďćăęďż ďćőľśšćěŋŋőě, 12 { ďćőľśšćěŋŋőě ćěłšőřŋőě, 11 { ďşăńĳŋőě, 11 { ěćłńĺďőćő, 39 { łőŋěůŋőňěřŋőě, 7 { łőőřďĺŋăšŋőě, 9 { łőőřďĺŋăšŋőě ăťťĺŋŋőě, 24 { ňěšřĺůěśłőě, 35 { ŕřőěłšĺćŋőě, 107

Ăńťăćĺšŋżľ şłăğăšěńĳ

{ śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň, 63 { śőŕř£ę-ěŋŋőě, 11 { ¡řňĺšőćő, 60 ŕťăťťĺăŋ, 97 Ř řăďĺşś-ćěłšőř, 22 řăğňěřŋőśšĳ, 8 { ăťťĺŋŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, 24 řăŋč { ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż, 90 { ňăšřĺűż, 18 řăśśšő£ŋĺě, 35 řěŕěř, 24 Ś ść-ěřšłă ćěłšőřă ĺ łőćěłšőřă, 13 śĺňćőń Łřőŋěłěřă, 12 śĺňŕńěłś, 29 śĺňŕńěłś-ňěšőď, 34 śĺňŕńěłšĺůěśłă£ ěďĺŋĺűă, 95 śĺśšěňă łőőřďĺŋăš ăťťĺŋŋă£, 24 śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, 39 śńěď, 47 śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, 47 śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř, 47 śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř, 17 śšřşłšşřă { ćěźěśšćěŋŋă£, 55 { čĺŕěřłőňŕńěłśŋă£ (łćăšěřŋĺőŋŋă£), 56 { łőňŕńěłśŋă£, 56 { śĺňŕńěłšĺůěśłă£, 98 { ¡řňĺšőćă, 60 śşňňă ŕőďŕřőśšřăŋśšć, 9 { { ŕř£ňă£, 11 Š šěńő, 58 šěőřěňă Ůěćż, 28 šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ, 72 šőŕőńőčĺ£ ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ňěšřĺłőľ, 37 šőůłă { ćŋěÿŋ££, 29 { ćŋşšřěŋŋ££, 29 { čřăŋĺůŋă£, 29 { { śőąśšćěŋŋă£, 29 { łřăľŋ££, 32 šőůłĺ ăŋčăřňőŋĺůŋżě, 113 šőůłĺ ćğćěÿěŋŋżě, 25 Ş şčőń ěćłńĺďőć, 42 { ěćłńĺďőć, 42 { őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ, 62 { ¡řňĺšőć, 62 şŋĺšăřŋă£ čřşŕŕă, 62 Ť ťăłšőř ŕřőśšřăŋśšćő, 70 ťăłšőř őŕěřăšőř, 71 ťőřňă { ąĺńĺŋěľŋă£, 88 { { łőśőśĺňňěšřĺůŋă£, 89 { { śĺňňěšřĺůŋă£, 89 { łćăďřăšĺůŋă£, 114 ťşŋłűĺĺ ŕěřěţőďă, 110 ťşŋłűĺőŋăń { ăťťĺŋŋżľ, 23 { ćżůĺśńěŋĺ£, 12 { őŕőřŋżľ, 31 Ţ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ, 47 Ű űěŋšř { ćěłšőřĺğăűĺĺ, 22 { ňăśś, 25 { š£ęěśšĺ, 25 űĺłńőćőľ šĺŕ őŕěřăšőřă, 77 İ ¡łśŕőŋěŋšă őŕěřăšőřă, 83 ¡ńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ őŕěřăšőřă, 85 ¡ŕĺňőřťĺğň, 15 ¡řňĺšőćă śĺňňěšřĺůŋőśšĳ, 60 ¡řňĺšőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, 60 ¡řňĺšőćőśšĳ, 60 § £ďřă ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż, 90 £ďřő, 15