1 2: Łőőřďĺŋăšż. 1

x1. Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

1.1. Ąăğĺśż ĺ řăğňěřŋőśšĳ

1.1.1. Ŕşśšĳ {e1; e2; : : : ; en} ĺ {v1; v2; : : : ; vm} { ďćă ŋăąőřă ćěłšőřőć, ŕřĺůěň m > n. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ łăęďżľ ĺğ ćěłšőřőć v_j ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ćěłšőřż e_i, šő ŋăąőř {v_1; v_2; : : : ; v_m} { ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň.

1.1.2. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ŋăąőřă ćěłšőřőć {e1; e2; : : : ; en} ⊂ V ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż:

(ă) {e_1; e_2; : : : ; e_n} ŕőřőęďă¿š V ĺ ¡šő śćőľśšćő ŋăřşÿăěšś£ ŕřĺ ćżłĺďżćăŋĺĺ ĺğ ŋăąőřă {e_1; e_2; : : : ; e_n} ń¿ąőčő ĺğ ćěłšőřőć.

(ą) {e_1; e_2; : : : ; e_n} ŕőřőęďăěš V ĺ ć V ŋěš ŕőřőęďă¿źěčő ŋăąőřă ňěŋěě, ůěň ĺğ n ćěłšőřőć.

(ć) {e_1; e_2; : : : ; e_n} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ĺ ¡šő śćőľśšćő šěř£ěšś£ ŕřĺ ďőąăćńěŋĺĺ ł ŋăąőřş ń¿ąőčő ćěłšőřă.

(č) {e_1; e_2; : : : ; e_n} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ĺ ć V ŋěš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ŋăąőřőć ąőńěě ůěň ĺğ n ćěłšőřőć.

(ď) {e_1; e_2; : : : ; e_n} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ĺ ŕőřőęďă¿š V . (ě) Ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě v = ∑ –_ie_i ŕřĺůěň ůĺśńă –_i ∈ k őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő V .

Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ğăňěůăŋĺě. Řăćŋőśĺńĳŋőśšĳ şšćěřęďěŋĺľ (i) { (vi) ĺğćěśšŋă łăł šěőřěňă ő ąăğĺśě. Ŋăąőř ćěłšőřőć {e1; e2; : : : ; en}, şďőćńěšćőř£¿źĺľ ¡šĺň śćőľśšćăň, ŋăğżćăěšś£ ąăğĺśőň V , ă ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć n ¡šőčő ŋăąőřă ŋăğżćăěšś£ řăğňěřŋőśšĳ¿ V .

1.1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă ĺ śőćŕăďăěš ś ňăłśĺňăńĳŋżň n, ďń£ łőšőřőčő śşźěśšćşěš űěŕőůłă śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ďřşč ć ďřşčă ŕőďŕřőśšřăŋśšć

V = V^0 ⊃ V^1 ⊃ V^2 ⊃ · · · ⊃ V^{n−1} ⊃ V^n = {0}

1.1.4. Ŕşśšĳ ŋăąőř {e1; e2; : : : ; em} ŕőřőęďăěš V , ă ěčő ŕőďŋăąőř {e1; e2; : : : ; ek} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň. Ďőłăęĺšě, ůšő {e_1; e_2; : : : ; e_k} ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ďő ąăğĺśă ć V , ďőąăćń££ ł ŋěňş ćěłšőřż e_j ś j >k.

1.2. Łőőřďĺŋăšż. Ďń£ ććěďěŋĺ£ łőőřďĺŋăš ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ťĺłśĺřş¿š ć ŋěň ŋěłőšőřżľ ąăğĺś {e_1; e_2; : : : ; e_n} ĺ śőŕőśšăćń£¿š łăęďőňş ćěłšőřş śšőńąěű ěčő łőőřďĺŋăš:

v = ∑ x^ie_i ↭ x^1 x^2 . . x^n :

Ğďěśĳ ĺ ďăńěě ňż ŕřĺďěřęĺćăěňś£ ŋăĺąőńěě şŕőšřěąĺšěńĳŋőľ ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ śĺśšěňż ĺŋďěłśăűĺĺ, ć łőšőřőľ ŋĺęŋĺě ĺŋďěłśż ŋşňěřş¿š ćěłšőřż ć ŋăąőřě ćěłšőřőć, ă ćěřţŋĺě ĺŋďěłśż | łőőřďĺŋăšż. Ś ¡šőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňăšřĺűă (a^i_j), čďě i { ŋőňěř śšřőłĺ, j { ŋőňěř śšřőńąűă | śşšĳ ŋăąőř śšőńąűőć łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć a_1, a_2, · · · , a_n, šő ěśšĳ a^i_j | i-ă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă a_j.

Śőŕőśšăćńěŋĺě ćěłšőřş v śšőńąűă ĺğ ěčő łőőřďĺŋăš şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšćă V ś n-ňěřŋżň łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň k^n, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ćěłšőřśšőńąűż ćżśőšż n ś ŕőłőňŕőŋěŋšŋżň śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ŋă łőŋśšăŋšż.

1.2.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ćěłšőřż {v1; v2; : : : ; vn} őąřăğş¿š ąăğĺś ć V šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňăšřĺűă (v^i_j), śőśšăćńěŋŋă£ ĺğ śšőńąűőć ĺţ łőőřďĺŋăš ć ąăğĺśě {e_1; e_2; : : : ; e_n} , ŋěćżřőęďěŋă.

Ňăšřĺűż ŕěřěţőďă. Ć śńşůăě, łőčďă ćěłšőřż {v1; v2; : : : ; vn} őąřăğş¿š ąăğĺś, ŕřěďżďşźă£ ňăšřĺűă (v^i_j) ĺğ ĺţ łőőřďĺŋăš ć ąăğĺśě {e_1; e_2; : : : ; e_n} ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă őš ąăğĺśă {e_i} ł ąăğĺśş {v_j} ĺ őąőğŋăůăěšś£ C_{ev}.

1.2.6. Ŕşśšĳ {v1; v2; : : : ; vn} {e1; e2; : : : ; en} | ďćă ąăğĺśă. xe = x_e^1 x_e^2 . . x_e^n ĺ x_v = x_v^1 x_v^2 . . x_v^n { łőőřďĺŋăšż őďŋőčő ĺ šőčő ęě ćěłšőřă ∈V ć ¡šĺţ ąăğĺśăţ. Ďőłăęĺšě řăćěŋśšćă: (ă) {e_1; e_2; : : : ; e_n} = {v_1; v_2; : : : ; v_n}C_{ve} (ą) {v_1; v_2; : : : ; v_n} = {e_1; e_2; : : : ; e_n}C_{ev} (ć) C_{ve} = C^{−1}_{ev} (č) x_e = C_{ev}x_v (ď) x_v =C_{ve}x_e.

1.2.7. Ŕşśšĳ (x)n = x(x − 1) · · · (x − n + 1). Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋż (x)0 = 1, (x)_1, · · · , (x)_n őąřăğş¿š ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿě ĺńĺ řăćŋőľ n. Łăłĺě łőőřďĺŋăšż ĺňěěš ňŋőčőůńěŋ 1 + x + x^2 ć ¡šőň ąăğĺśě? Łăłőćż ňăšřĺűż ŕěřěţőďă őš ¡šőčő ąăğĺśă ł śšăŋďăřšŋőňş ĺ őąřăšŋő ŕřĺ n = 4?

1.3. Ŕřĺňěřż ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Ŕřőśšřăŋśšćő ťşŋłűĺľ. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ťşŋłűĺľ ŋă ďăŋŋőň ňŋőęěśšćě M śő ğŋăůěŋĺěň ć ďăŋŋőň ŕőńě k (ĺńĺ ąőńěě őąźĺň őąřăğőň, | śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ) £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď k (śńőęěŋĺě ťşŋłűĺľ ĺ şňŋőęěŋĺě ŋă łőŋśšăŋšż őŕřěďěń£ěšś£ ŕőšőůěůŋő). Ŕřőśšřăŋśšćő šăłĺţ ťşŋłűĺľ őąőğŋăůăěšś£ śĺňćőńőň k^M (śőőšćěšśšćěŋŋő | V^M ). Şąěďĺšěśĳ šăłęě, ůšő ŋěŕřěřżćŋżě, čńăďłĺě, ăŋăńĺšĺůěśłĺě ĺ ĺŋšěčřĺřşěňżě ťşŋłűĺĺ őąřăğş¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć RR.

Ŕřőďşňăľšě ďřşčĺě ŕřĺňěřż ěśšěśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ťşŋłűĺľ.

1.3.8. Ŕşśšĳ M | łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ĺğ n ¡ńěňěŋšőć. Ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ k^M ĺ ŕőśšřőľšě ć ŋěň łăłľ-ŋĺąşďĳ ąăğĺś.

1.3.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺćőďĺňżě ŋĺęě śĺśšěňż ťşŋłűĺľ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ć RR:

(ă) 1; sin x; cos x;

(ą) 1; sin x; cos x; · · · ; sin nx; cos nx; (ć) 1; sin x; sin^2x; · · · ; sin^m x; (č) e^{λ1x}; : : : ; e^{λmx};

(ď) x^{λ1} ; : : : ; x^{λm} (čďě –_1; –_2; : : : ; –_m { ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżě ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă).

1.3.10. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺśšěňă ťşŋłűĺľ {f1; f2; : : : ; fn}∈k^M šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă, łőčďă śşźěśšćş¿š n šőůěł {t_1; t_2; : : : ; t_n} ∈M šăłĺţ, ůšő det(f_i(t_j)) ≠ 0.

Ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć.

1.3.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő Pm ⊂ k[t], śőśšő£źěě ĺğ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě, ůěň m, őąřăğşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć k[t] ŋăď ŕőńěň k. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŋěłőšőřőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő V ⊂k[t] śőďěřęĺš ţőš£ ąż ŕő őďŋőňş ňŋőčőůńěŋş łăęďőľ śšěŕěŋĺ ĺğ śšěŕěŋěľ d = 0; 1; :::; m, šő őŋő śőďěřęĺš ćśě P_m. Ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ P_m.

1.3.12. Ďń£ ďăŋŋżţ m + 1 ůĺśěń a0; a1; : : : ; am ∈ k ŕőśšřőľšě ŋăąőř ĺğ m + 1 ňŋőčőůńěŋőć f_0; : : : ; f_m ∈k[t], őąńăďă¿źĺţ šěň śćőľśšćőň, ůšő f_i(a_j) = ‹_{ij}. Ďőłăęĺšě, ůšő őŋĺ śőśšăćń£- ¿š ąăğĺś ć P_m. Ůěňş řăćŋż łőőřďĺŋăšż ŕřőĺğćőńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă g(t) ć ¡šőň ąăğĺśě?

1.3.13. Ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋă£ ťőřňşńă Ńăčřăŋęă. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺňěěšś£ ĺ ŕřĺ šőň šőńĳłő őďĺŋ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ ŋě ąőńĳÿěľ m , łőšőřżľ ć ğăďăŋŋżţ m + 1 šőůłăţ ŕřĺŋĺňăěš ğăďăŋŋżě ğŋăůěŋĺ£. Ŕřĺćěďĺšě ďń£ šăłőčő ňŋőčőůńěŋă £ćŋőě ćżřăęěŋĺě.

1.3.14. Ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋă£ ťőřňşńă Ńăčřăŋęă ś łřăšŋżňĺ şğńăňĺ. Ŕşśšĳ ğăďăŋő k ğŋăůěŋĺľ ŕěřěňěŋŋőľ x = x_1; : : : ; x_k ĺ ďń£ łăęďőčő ğŋăůěŋĺ£ x_i ğăďăŋő n_i ůĺśěń y_{0,i}; : : : ; y_{ni−1,i} ∈ k, ŕřĺůěň ∑ n_i = m + 1. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ ňŋőčőůńěŋ f(x) ∈ P_m, šăłőľ ůšő ŕřĺ łăęďőň ğŋăůěŋĺĺ x = x_0; : : : ; x_k ćżŕőńŋěŋż řăćěŋśšćă

f^{(ν)}(x_i) = y_{ν,i} ŕřĺ ćśěţ = 0; 1; :::; m_i

(ğďěśĳ f^{(ν)} - ¡šő -šă£ ŕřőĺğćőďŋă£ őš f).

1.3.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋż ĺğ Pm, őąřăźă¿źĺěś£ ć ŋşńĳ ć ğăďăŋŋżţ k šőůłăţ, őąřăğş¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć P_m. Şłăęĺšě ěčő ąăğĺś ĺ řăğňěřŋőśšĳ.

1.3.16. Łăłőćă řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă ňŋőčőůńěŋőć ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ śšěŕěŋĺ ŋě ąőńěě n, őąřăźă¿źĺţś£ ć ŋşńĳ ć šőůłě 3−2i? Ć k łőňŕńěłśŋżţ ŋěćěźěśšćěŋŋżţ šőůłăţ?

1.3.17. Ďőłăęĺšě, ůšő őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ n őąřăğş¿š (ćňěśšě ś ŋşńěćżň ňŋőčőůńěŋőň) ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć k[x_1; : : : ; x_m]; şłăęĺšě ěčő ąăğĺś ĺ řăğňěřŋőśšĳ.

1.3.18. Ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć őš m ŕěřěňěŋŋżţ śšěŕěŋĺ, ŋě ąőńĳÿěľ ůěň n.

1.3.19. Ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă ćśěţ őďŋőřőďŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 10 őš 4 ŕěřěňěŋŋżţ ĺ řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă ćśěţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ, ŋě ŕřěćőśţőď£źěľ 3 őš 4 ŕěřěňěŋŋżţ.

Ŕřőśšřăŋśšćő ŕőďňŋőęěśšć.

1.3.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M őąřăğşěš ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň Z=2Zőšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ

X + Y = (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y );

1 · X = X ĺ 0 · X = ∅:

1.3.21. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ěśšěśšćěŋŋő ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş (Z=2Z)^M:

Şłăęĺšě ć ŕřőśšřăŋśšćě ŕőďňŋőęěśšć łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś.

1.3.22. Ďőłăęĺšě, ůšő śěňěľśšćő ŕőďňŋőęěśšć {X1; X2; : : : ; Xn} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňő, ěśńĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ ţőš£ ąż őďŋő ĺğ şśńőćĺľ: (ă) X_i ⊄ ⋃ ν≠i X_ν ŕřĺ ćśěţ i = 1; 2; · · · n

(ą) X_1 ⊄ X_2 ⊄ · · · ⊄ X_n:

Ůĺśńőćżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ěśńĺ k ⊂ K | ďćă ŕőń£, šő ąőńĳÿěě ŕőńě £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď ňěŋĳÿĺň.

1.3.23. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć łőŋěůŋőčő ŕőń£ £ćń£ěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšőčő ůĺśńă. 1.3.24. Ďőłăęĺšě, ůšő R | ąěśłőŋěůŋőňěřŋő ŋăď Q. Ďőłăęĺšě šăłęě, ůšő^√2 ,^√3 ĺ^√7 ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ŋăď Q.

1.3.25. (šřşďŋă£!) Ćěřŋő ńĺ, ůšő ňŋőęěśšćő łćăďřăšŋżţ łőřŋěľ ĺğ ćśěţ ŕřőśšżţ ůĺśěń ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňő ŋăď Q?

1.3.26. Ŕşśšĳ k ⊂K | ďćă ŕőń£ ĺ K | łőŋěůŋőňěřŋő ŋăď k. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ ¡ńěňŋš ĺğ K £ćń£ěšś£ łőřŋěň ŋěłőšőřőčő ňŋőčőůńěŋă ĺğ k[t].

1.3.27. Ŕşśšĳ › | ŕřĺňĺšĺćŋżľ łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ ŕ£šőľ śšěŕěŋĺ ĺğ 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńă f(›), čďě f ŕřőąěčăěš ćśě Q[t], śőśšăćń£ěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć C ŋăď Q; ŋăľďĺšě ěčő ąăğĺś ĺ řăğňěřŋőśšĳ.

1.3.28. Őąőąźěŋĺě ŕřěďżďşźěčő. Ŕşśšĳ k ⊂ K ďćă ŕőń£ ĺ ¸ ∈ K £ćń£ěšś£ łőřŋěň ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňŋőčőůńěŋă f(t) ∈ k[t] śšěŕěŋĺ n. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ůĺśěń ćĺďă f(¸) ŕő ćśěň f ∈k[x] őąřăğşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć K ŋăď k ĺ ŋăľďĺšě ěčő řăğňěřŋőśšĳ.

Łőŋěůŋżě ŕřőśšřăŋśšćă . Ŕşśšĳ V n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď łőŋěůŋżň ŕőńěň Fq ĺğ q ¡ńěňěŋšőć.

1.3.29. Śłőńĳłő ćśěčő ¡ńěňěŋšőć ć V ĺ śłőńĳłő šăň řăğńĺůŋżţ ąăğĺśőć? 1.3.30. Śłőńĳłő ć V ĺňěěšś£ ŋăąőć ĺğ k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć? 1.3.31. Śłőńĳłő ć V k-ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć?

Ňăšřĺűż. Őŕřěďěńĺšě, łăłĺě ĺğ ŕřĺćőďĺňżţ ŋĺęě ŕőďňŋőęěśšć ć ŕřőśšřăŋśšćě ňăšřĺű šĺŕă n × n ŋăď ŕőńěň k £ćń£¿šś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ĺ şłăęĺšě ĺţ řăğňěřŋőśšĺ.

1.3.32. Ćśě ňăšřĺűż (gln).

1.3.33. Ŋěćőęďěŋŋżě ňăšřĺűż (Gln). 1.3.34. Ćśě ćżřőęďěŋŋżě ňăšřĺűż.

1.3.35. Ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżě ňăšřĺűż {(a^i_j) | a^i_j = 0 ŕřĺ i > j}. 1.3.36. Ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżě ňăšřĺűż ś ěďĺŋĺűăňĺ ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ. 1.3.37. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňăšřĺűż {(a^i_j) | a^i_j = a^j_i }. 1.3.38. Łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě ňăšřĺűż {(a^i_j) | a^i_j = −a^j_i }. 1.3.39. Ďń£ k = C ¡řňĺšőćż ňăšřĺűż {(a^i_j) | a^i_j = a^j_i }. 1.3.40. Ďń£ k = C łőśő¡řňĺšőćż ňăšřĺűż {(a^i_j) | a^i_j = −a^j_i }. 1.3.41. §ćń£¿šś£ ńĺ ďćă ŕőśńěďŋĺţ ňŋőęěśšćă ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŋăď R? 1.3.42. Őřšőčőŋăńĳŋżě ňăšřĺűż {M | M^t = M^{−1}} (On). 1.3.43. Śĺňŕńěłšĺůěśłĺě ňăšřĺűż {M | MJM^t = J }, čďě

J = 1 0 .. . 1 −1 ... 0 −1 ĺ n { ůěšŋő.

1.3.44. Ňăšřĺűż, łőňňşšĺřş¿źĺě ś J, čďě J łăł ĺ ćżÿě. 1.3.45. {M | MJ + JM^t = 0}, čďě J łăł ĺ ćżÿě.

1.3.46. Ňăšřĺűż, ş łőšőřżţ ŋěćżřőęďěŋż ğăďăŋŋżě ŋěśłőńĳłő ňĺŋőřőć.

x2. Ńĺŋěľŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ őšőąřăęěŋĺ£

Ć ¡šőň řăğďěńě ňż řăśśňăšřĺćăěň £ćŋżě śŕőśőąż ğăďăŋĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć n-ňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň {e_1; e_2; : : : ; e_n} ĺ ść£ğăŋŋżňĺ ś ŋĺň

łőőřďĺŋăšăňĺ x_1 x_2 . . x_n

. Ćőğŋĺłă¿źĺě ŕřĺ ¡šőň ŕőŋ£šĺ£ ńĺŋěľŋőčő ťşŋłűĺőŋăńă, śőŕř£ęěŋŋőčő

ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ £ćń£¿šś£ łń¿ůěćżňĺ ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě. 2.1. Ńĺŋěľŋżě őąőńőůłĺ. Ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć M ⊂ V őąőğŋăůăěšś£ śĺňćőńőň

⟨M⟩_{ńĺŋ} ĺ ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋă šřěň£ śŕőśőąăňĺ:

| łăł ŋăĺňěŋĳÿěě ŕő ćłń¿ůěŋĺ¿ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V , śőďěřęăźěě ňŋőęěśšćő M; | łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, śőďěřęăźĺţ M; | łăł ňŋőęěśšćő ćśěćőğňőęŋżţ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ćĺďă

v = –_1m_1 + –_2m_2 + · · · + –_km_k; –_i ∈k; m_i ∈M:

2.1.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě šřĺ śŕőśőąă łőřřěłšŋő őŕřěďěń£¿š őďŋő ĺ šőęě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V .

Ŕřőśšěľÿĺľ śŕőśőą ğăďăŋĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W ⊂ V śőśšőĺš ć őŕĺśăŋĺĺ ěčő łăł ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ŋăąőřă ćěłšőřőć {w_1; w_2; : : : ; w_k} ŋăğżćăěňżţ őąřăğş¿źĺňĺ: W = ⟨w_1; : : : ; w_k⟩_{ńĺŋ}. Šăłőě ŕřěďśšăćńěŋě W ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň n × k-ňăšřĺűż (w^i_j) ĺğ śšőńąűőć łőőřďĺŋăš őąřăğş¿źĺţ ćěłšőřőć w_j ć ťĺłśĺřőćăŋŋőň ŋăňĺ ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V .

2.1.2. Şłăęĺšě ăńčőřĺšň, ŕőğćőń£¿źĺľ ŕő ğăďăŋŋőľ ňăšřĺűě (w^i_j) ĺğ śšőńąűőć łőőřďĺŋăš őąřăğş¿źĺţ ćěłšőřőć ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W őŕřěďěńĺšĳ řăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŕőśšřőĺšĳ ć ŋěň łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś.

(Şłăğăŋĺě: ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śšőńąűőć ňăšřĺűż (w^i_j) śőőšćěšśšćş¿š ńĺŋěľŋżň ğăňěŋăň őąřăğş¿źĺţ w_j, ğă łőšőřżňĺ ňőęŋő ŕřőśńěďĺšĳ; ś ďřşčőľ śšőřőŋż, őŋĺ ŕőğćőń£¿š ŕřĺćěśšĺ ňăšřĺűş ł śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş, ă ć ¡šőň śńşůăě őšćěšĺšĳ ŋă őąă ćőŕřőśă ŋěśńőęŋő.)

2.1.3. Ŋăľďĺšě ąăğĺś ĺ řăğňěřŋőśšĳ śşňňż ĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ⟨a1; a2; a3⟩ńĺŋ ĺ

⟨b_1; b_2; b_3⟩_{ńĺŋ}, čďě:

(ă) a^1 = (1; 1; 1; 1)^t; a^2 = (1; −1; 1; −1)^t; a^3 = (1; 3; 1; 3)^t;

b_1 = (1; 2; 0; 2)^t; b_2 = (1; 2; 1; 2)^t; b_3 = (3; 1; 3; 1)^t:

(ą) a^1 = (1; 1; 0; 0)^t; a^2 = (0; 1; 1; 0)^t; a^3 = (0; 0; 1; 1)^t;

b_1 = (1; 0; 1; 0)^t; b_2 = (0; 2; 1; 1)^t; b_3 = (1; 2; 1; 2)^t: 2.2. Řăğňěřŋőśšĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

2.2.4. Ŕşśšĳ U; V ⊂ W | ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ćżřăğĺšě dim(U +V ) ůěřěğ dim U ĺ dimV . 2.2.5. Ŕőńşůĺšě šőůŋş¿ őűěŋłş śŋĺğş ďń£ dim(U ∩ V ) ůěřěğ dimU, dim V ĺ dim W . 2.2.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ dim(U + V ) = dim(U ∩ V ) + 1, šő U + V řăćŋő őďŋőňş ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšć U; V , ă U ∩ V | ďřşčőňş.

2.2.7. Ŕşśšĳ W1; W2; : : : ; Wm | ŋăąőř k-ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć V , šăłĺţ ůšő dim(Wi ∩ W_j ) = (k − 1) ∀i; j. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺąő ćśě W_j śőďěřęăš őąźěě (k − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ńĺąő śőďěřęăšś£ ć őďŋőň őąźěň (k + 1)-ňěřŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě.

2 4: Ğăďăŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć şřăćŋěŋĺ£ňĺ. 7

2.3. Ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż. Ťşŋłűĺ£ ’ : V → k ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ v_1; v_2 ∈ V ĺ ďń£ ń¿ążţ –_1; –_2 ∈ k

’(–_1v_1 + –_2v_2) = –_1’(v_1) + –_2’(v_2):

Łăł ĺ ćśě ťşŋłűĺĺ, ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż ňőęŋő ŕőšőůěůŋő śłńăďżćăšĳ ĺ şňŋőęăšĳ ŋă ůĺśńă.

2.3.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż őąřăğş¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď k (őŋő őąőğŋăůăěšś£ V^∗ ĺ ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ęěŋŋżň ĺńĺ ďćőľśšćěŋŋżň ł V .)

2.3.9. Ďőłăęĺšě, ůšő łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ x^1; x^2; : : : ; x^n (x^j śőŕőśšăćń£ěš ćěłšőřş v ěčő j-šş¿ łőőřďĺŋăšş ć ťĺłśĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě e_1; e_2; : : : ; e_n ) śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć V^∗ (őŋ ŋăğżćăěšś£ ąăğĺśőň śőŕř£ęěŋŋżň ĺńĺ ďćőľśšćěŋŋżň ł ąăğĺśş e_1; e_2; : : : ; e_n ć V ). Ŋăľďĺšě ğŋăůěŋĺ£ x^i(e_j). Ďřşčă£ ťőřňşńĺřőćłă ¡šőľ ğăďăůĺ: ťşŋłűĺ£ ’ : V → k šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň, łőčďă śşźěśšćş¿š łőŋśšăŋšż ’_1; ’_2; : : : ; ’_n ,

šăłĺě, ůšő ďěľśšćĺě ’ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v = x_1 x_2 . . x_n

t ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ:

’(v) = (’_1; ’_2; : : : ; ’_n) x_1 x_2 . . x_n = ∑ ’_jx^j

ŕřĺ ¡šőň ’_1; ’_2; : : : ; ’_n őŕřěďěń£¿šś£ ŕő ’ őďŋőğŋăůŋő.

Őąőğŋăůěŋĺ£. İńěňěŋšż ’ ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š łőćěłšőřăňĺ. Łőőřďĺŋăšż łőćěłšőřőć ŕřĺŋ£- šő ğăŕĺśżćăšĳ ć śšřőůłş ĺ ŋşňěřőćăšĳ ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ, ă śăňĺ łőćěłšőřż ć śěňěľśšćě łőćěłšőřőć | ćěřţŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ.

2.3.10. Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě V → (V^∗)^∗, śőŕőśšăćń£¿źěě ćěłšőřş v ťşŋłűĺőŋăń ~v, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă łőćěłšőřż ’ ∈ V^∗ ŕő ŕřăćĺńş: ~v(’) = ’(v), şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ňěęďş V ĺ (V^∗)^∗. Łăłőľ ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă V £ćń£ěšś£ ŕřőőąřăğőň ąăğĺśă (V^∗)^∗, śőŕř£ęěŋŋőčő ł ąăğĺśş x^1; x^2; : : : ; x^n ć V^∗ ŕřĺ ¡šőň ĺğőňőřťĺğňě ĺ łăł ćżčń£ď£š ć ¡šőň ąăğĺśě-ŕřőőąřăğě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă v, ĺňěćÿěčő

łőőřďĺŋăšż v = v_1 v_2 . . v_n ć ĺśţőďŋőň ąăğĺśě {e_1; e_2; : : : ; e_n} ŕřőśšřăŋśšćă V ?

2.4. Ğăďăŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć şřăćŋěŋĺ£ňĺ. Őďŋőřőďŋőě ńĺŋěľŋőě şřăćŋěŋĺě:

a_1x^1 + a_2x^2 + · · · a_nx^n = 0

śńěďşěš ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł śőőšŋőÿěŋĺě a(v) = 0 ŋă ćěłšőř v ∈ V ĺ łőćěłšőř a ∈ V^∗ (čďě v = (x^i) ć ťĺłśĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V , ă a = (a_1; a_2; : : : ; a_n) ć ďćőľśšćěŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V^∗). Ŕőńěğŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň v ∈ V | £ćń£ěšś£ şřăćŋěŋĺěň ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V^∗ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěĺğćěśšŋżţ a_1; a_2; : : : ; a_n .

2.4.11. Ťĺłśĺřşěň a∈V^∗. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ a ≠ 0, šő řěÿěŋĺ£ v = x_1 x_2 . . x_n

t őďŋőřőďŋőčő

şřăćŋěŋĺ£ a(v) = 0 őąřăğş¿š (n − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V (őŋő őąőğŋăůăěšś£ Ann a ĺ ŋăğżćăěšś£ ăŋŋşń£šőřőň a).

2.4.12. Ťĺłśĺřşěň ŋăąőř ťşŋłűĺőŋăńőć a^1; a^2; : : : ; a^k ∈ V^∗. Ďőłăęĺšě, ůšő řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ:

a^1(v) = 0 a^2(v) = 0 : : :

a^k(v) = 0 ⇐⇒ ∑ a^1_j x^j = 0 ∑ a^2_j x^j = 0 : : : ∑ a^k_j x^j = 0 ⇐⇒ ( a^i_j ) x_1 x_2 . . x_n = 0

śőśšăćń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ⊂ V . Ďőłăęĺšě šăłęě, ůšő W = ∩Ann ’ ŕő ćśěň ’ ∈ ⟨a^1; a^2; : : : ; a^k⟩_{ńĺŋ} ⊂ V^∗.

2.4.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ⊂ V ňőęěš ążšĳ ğăďăŋő łăł ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ (łăł ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě) ĺ ůšő ŕřĺ ¡šőň dimW = dimV − dim⟨a^1; a^2; : : : ; a^k⟩_{ńĺŋ}

Ěśńĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě V ťĺłśĺřőćăŋ ąăğĺś, šő śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źĺţ ďăŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ćŕőńŋě őŕřěďěń£ěšś£ ňăšřĺűěľ řăğňěřă k × n (ŋăğżćăěňőľ ňăšřĺűěľ śĺśšěňż), ŕő śšřőłăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż łőćěłšőřőć a^1; a^2; : : : ; a^k, şůăśšćş¿źĺţ ć şřăćŋěŋĺ£ţ, ć śőŕř£ęěŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V^∗.

2.4.14. Şłăęĺšě ăńčőřĺšň, ŕőğćőń£¿źĺľ ŕő ňăšřĺűě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ⊂ V , őŕřěďěńĺšĳ:

(ă) ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ, ŋěőąţőďĺňżţ ďń£ ğăďăŋĺ£ W ĺ £ćŋżľ ćĺď ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ;

(ą) řăğňěřŋőśšĳ ĺ ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă W .

Şłăğăŋĺě: ć ŕěřćőň ŕşŋłšě řěůĳ ĺďěš ő ŋăţőęďĺŋĺĺ dim⟨a^1; a^2; : : : ; a^k⟩ńĺŋ ĺ ąăğĺśă ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě (śř. ś ğăď. 2.4.13 ĺ ğăď. 2.1.2; ŋăďő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ ŕřĺćěśšĺ ňăšřĺűş ł śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş).

2.4.15. Şłăęĺšě ăńčőřĺšň, ŕőğćőń£¿źĺľ ŕő ňăšřĺűě (w^i_j) ĺğ śšőńąűőć łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć w_1; w_2; : : : ; w_k ∈ V śőśšăćĺšĳ ňĺŋĺňăńĳŋş¿ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ⟨w^1; w^2; : : : ; w^k⟩_{ńĺŋ}.

Şłăğăŋĺě: ¡šă ğăďăůă śćőďĺšś£ ł ŕřěďżďşźěľ, ěśńĺ řăśśňőšřěšĳ w1; w2; : : : ; wk ∈ V łăł ťşŋłűĺőŋăńż ŋă V^∗.

2.4.16. Ŋăľďĺšě śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źĺţ ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş ⟨a1; a2; a3⟩ńĺŋ, čďě (ă) a_1 = (1; −1; 1; 0)^t; a_2 = (i; 1; 0; 1)^t; a_3 = (2; 0; 1; 1)^t (ą) a_1 = (1; −1; 1; −1; 1)^t; a_2 = (1; 1; 0; 0; 3)^t; a_3 = (3; 1; 1; −1; 7)^t

2.4.17. Řăśśňőšřĺň ć k^n ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L0, ğăďăŋŋőě şřăćŋěŋĺěň x^1 + x^2 + · · · = x^n = 0, ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L_1, ğăďăŋŋőě śĺśšěňőľ şřăćŋěŋĺľ: x^1 = x^2 = · · · = x^n. Ďőłăęĺšě, ůšő

2 5: Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż. 9

k^n = L_0 ⊕ L_1 ĺ ŋăľďĺšě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć-ŕřőěłűĺľ śšăŋďăřšŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ć k^n ŋă łăęďőě ĺğ ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ćďőńĳ ďřşčőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

2.4.18. Řăśśňőšřĺň ć k^4 ŕőďŕřőśšřăŋśšćă:

L_0 = ⟨(1; 1; 1; 1)^t; (−1; −2; 0; 1)^t⟩_{ńĺŋ}; L_1 = ⟨(−1; −1; 1; −1)^t; (2; 2; 0; 1)^t⟩_{ńĺŋ}

Ďőłăęĺšě, ůšő k^4 = L_0 ⊕ L_1 ĺ ŋăľďĺšě ŕřőěłűĺ¿ ćěłšőřă (4; 2; 4; 4)^t ŋă L_0 ćďőńĳ L_1. 2.5. Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż. Őšőąřăęěŋĺě f : V → W ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ v_1; v_2 ∈ V ĺ –_1; –_2 ∈ k

f(–_1v_1 + –_2v_2) = –_1f(v_1) + –_2f(v_2):

Ůăśšŋżňĺ śńşůă£ňĺ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż: ďń£ ŋĺţ W = k.

2.5.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ĺğ n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ć m-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő W őąřăğş¿š mn-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (őŋő őąőğŋăůăěšś£ Hom(V; W )). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ć V ćżąřăšĳ ąăğĺś e_1; e_2; : : : ; e_n , ă ć W | ąăğĺś _1; _2; : : : ; _m , šő őšőąřăęěŋĺ£ f^i_j , ďěľśšćş¿źĺě ŋă ćěłšőř v ∈V ŕő ŕřăćĺńş f^i_j (v) = x^i(v)_j, ąşďşš ńĺŋľŋżňĺ ĺ śőśšăćń£¿š ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă Hom(V; W ).

Ňăšřĺűěľ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă f : V → W ć ąăğĺśăţ e1; e2; : : : ; en ŕřőśšřăŋśšćă V ĺ 1; _2; : : : ; _m ŕřőśšřăŋśšćă W ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűă C_f = (f(e_j)^i), ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő- £š łőőřďĺŋăšż őąřăğőć f(e_j) ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć e_j ŕřőśšřăŋśšćă V ć ąăğĺśě _1; _2; : : : ; _m ŕřőśšřăŋśšćă W .

2.5.20. Ďőłăęĺšě, ůšő śőŕőśšăćńěŋĺě őŕěřăšőřş ěčő ňăšřĺűż £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšćă Hom(V; W ) ĺ ŕřőśšřăŋśšćă ňăšřĺű řăğňěřă (dim W ) × (dimV ). Ŋăľďĺšě ňăšřĺűż őŕěřăšőřőć f^i_j ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ.

2.5.21. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăšřĺűă łőňŕőğĺűĺĺ őŕěřăšőřőć řăćŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ňăšřĺű:

C_{f ∘g} = C_f C_g;

čďě f : V_2 → V_3, g : V_1 → V_2, f ∘ g : V_1 → V_3, ĺ ŕřĺ śőŕőśšăćńěŋĺĺ f ĺ g ňăšřĺű ĺśŕőńĳğşěšś£ őďĺŋ ĺ šőš ęě ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě V_2.

2.5.22. Ďőłăęĺšě, ůšő łőőřďĺŋăšż (y^i) őąřăğă f(v) ć ąăğĺśě 1; 2; : : : ; m ŕřőśšřăŋśšćă W ňőčşš ążšĳ ŋăľďěŋż ŕő łőőřďĺŋăšăň (x^i) ćěłšőřă v ć ąăğĺśě e_1; e_2; : : : ; e_n ŕřőśšřăŋśšćă V ŕő ťőřňşńě: y_1 y_2 . . y_m

= C_f x_1 x_2 . . x_n ;

čďě C_f | ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă f ć ąăğĺśăţ {e_j}, {_j}. Ćżćěśšĺ ĺğ ŕřěďżďşźĺţ ďćşţ ğăďăů ćśě řěğşńĳšăšż ő ňăšřĺűăţ ŕěřěţőďă ĺğ ğăď. 1.2.6.

2.5.23. Ťĺłśĺřşěň ąăğĺśż {ej} ć V ĺ {j } ć W , ĺ ŕşśšĳ {vj} | ďřşčőľ ąăğĺś ć V , ă {”j} | ďřşčőľ ąăğĺś ć W . Ŕşśšĳ C_{ev} ĺ C_{ξη} | śőőšćěšśšćş¿źĺě ňăšřĺűż ŕěřěţőďă. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăšřĺűă C^′_f őŕěřăšőřă f ć ąăğĺśăţ {v_j}; {”_j} ść£ğăŋă ś ňăšřĺűěľ C_f őŕěřăšőřă f ć ąăğĺśăţ {e_i}; {_i} ťőřňşńăňĺ:

C^′_f = C_{ηξ}C_f Cev = C^{−1}_{ξη} C_f C_{ev} = C_{ηξ}C_f C^{−1}_{ve}

2.5.24. Ŕşśšĳ f : V → W |ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ĺ Cf ěčő ňăšřĺűă ć ŋěłőšőřżţ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśăţ. Ďőłăęĺšě, ůšő

im f = {w ∈W | ∃v ∈V : f(v) = w} ⊂ W

£ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć W ĺ śőćŕăďăěš ś ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ ćěłšőřőć, łőőřďĺŋăšż łőšőřżţ śšő£š ŕő śšőńąűăň C_f .

2.5.25. Ďőłăęĺšě, ůšő ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ

ker f = {v ∈V : | f(v) = 0} ⊂ V

£ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć V ĺ ğăďăěšś£ śĺśšěňőľ şřăćŋěŋĺľ ś ňăšřĺűěľ C_f . 2.5.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő f : V → W ĺňěěšś£ řăćěŋśšćő:

dim ker f + dimim f = dimV . 2.5.27. Śőŕőśšăćĺň őŕěřăšőřş f : V → W őŕěřăšőř f^∗ : W^∗ → V^∗ (őŋ ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋżň ł f), ŕěřěćőď£źĺľ ťşŋłűĺőŋăń ’ ∈ W^∗ ć ťşŋłűĺőŋăń f^∗’ ∈ V^∗, ďěľśšćş¿źĺľ

ŋă ćěłšőřż v ∈ V ŕő ŕřăćĺńş f^∗’(v) = ’(f(v)). Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő śőŕőśšăćńěŋĺě łőřřěłšŋő, £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ĺğ Hom(V; W ) ć Hom(W^∗; V^∗) ĺ şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ňěęďş ¡šĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ.

2.5.28. Łăł ść£ğăŋż ňěęďş śőąőľ ňăšřĺűă Śf ć ŋěłőšőřżţ ąăğĺśăţ ĺ ňăšřĺűă Śf ∗ ć śőŕř£- ęěŋŋżţ ąăğĺśăţ?

2.6. Ŕřĺńőęěŋĺě: šěőřĺ£ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ćśě ćżÿěśłăğăŋŋőě ňőęěš ążšĳ ŕěřěťőřňşńĺřőćăŋő ŋă £ğżłě ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

2.6.29. Šěőřěňă ő řăŋčě. Ŕşśšĳ M | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ňăšřĺűă řăğňěřă k × n (k śšřőł ĺ n śšőńąűőć). Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě šřĺ ůĺśńă řăćŋż (łăęďőě ĺğ ŋĺţ ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň ňăšřĺűż M ĺ őąőğŋăůăěšś£ rkM):

| řăğňěřŋőśšĳ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ śšőńąűőć ňăšřĺűż M ć k^n; | řăğňěřŋőśšĳ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ śšřőł ňăšřĺűż M ć k^n; | ŕőř£ďőł ňăłśĺňăńĳŋőčő ŋěŋşńěćőčő ňĺŋőřă ňăšřĺűż M.

2.6.30. Šěőřěňă őą őłőľňń£¿źĺţ ňĺŋőřăţ. Ŕşśšĳ M | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ňăšřĺűă, śőďěřęăźă£ ŋěŋşńěćőľ ňĺŋőř ŕőř£ďłă k. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ćśě ňĺŋőřż ŕőř£ďłă k + 1, śőďěřęăźĺě ďăŋŋżľ, ŋşńěćżě, šő rkM = k.

2.6.31. Šěőřěňă Łřőŋěłěřă-Łăŕěńńĺ. Śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ: n∑ j=1 a^1_j x^j = b^1; n∑ j=1 a^2_j x^j = b^2; : : : sum^n_{j=1}a^k_j x^j = b^k;

ĺńĺ ć ňăšřĺůŋőľ ğăŕĺśĺ:

A x_1 x_2 . . x_n = b_1 b_2 . . b_k ; ( A = (a^i_j) )

2 6: Ŕřĺńőęěŋĺě: šěőřĺ£ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. 11

šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺňěěš řěÿěŋĺě, łőčďă rkA řăćěŋ řăŋčş řăśÿĺřěŋŋőľ ňăšřĺűż śĺśšěňż, ŕőńşůă¿źěľś£ ŕřĺŕĺśżćăŋĺěň ł A śŕřăćă śšőńąűă ŕřăćżţ ůăśšěľ şřăćŋěŋĺľ.

2.6.32. Ăńĳšěřŋăšĺćă Ťřěďčőńĳňă. Śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ

A x_1 x_2 . . x_n = b_1 b_2 . . b_n

ś łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűěľ A (¡šő őğŋăůăěš, ůšő ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ řăćŋő ůĺśńş ŋěĺğćěśšŋżţ)

ńĺąő ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ŕřĺ ń¿ąőľ ŕřăćőľ ůăśšĺ b_1 b_2 . . b_n

, ńĺąő ĺňěěš ąěśłőŋěůŋő

ňŋőčő řěÿěŋĺľ ŕřĺ ŋşńěćőľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ĺ ¡šĺ ćőğňőęŋőśšĺ ĺśłń¿ůă¿š ďřşč ďřşčă. Ďőłăęĺšě ¡šő ĺ őąž£śŋĺšě, łăłă£ ĺğ ćőğňőęŋőśšěľ řěăńĺğşěšś£ ŕřĺ det A = 0 ĺ ŕřĺ det A ≠ 0?

x3. Ăťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

3.1. Ććőďŋżě ğăďăůĺ

3.1.1. Ćżćěďĺšě ĺğ ăłśĺőň ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ůšő ďń£ ń¿ążţ ůěšżřěţ šőůěł P; Q; S; T şśńőćĺě −→ P S = −→ QT řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ −→ P Q = −→ ST. 3.1.2. Ŕşśšĳ A = a_1 a_2 . . a_n

t ; B = b_1 b_2 . . b_n

t | ďćě šőůłĺ łőőřďĺŋăšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă R^n, řăś-

śňăšřĺćăěňőčő łăł ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŋăľďĺšě łőőřďĺŋăšż šőůłĺ C, łőšőřă£: (ă) ďěńĺš őšřěğőł [AB] ć őšŋőÿěŋĺĺ k : m, śůĺšă£ őš A; (ą) šăłőćă, ůšő −→ AC = – −→ AB. 3.1.3. Ŕşśšĳ A; B; C; D; O | ŋěłőšőřżě šőůłĺ ć n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě . Ŕřĺ łăłĺţ şśńőćĺ£ţ ŋă ůĺśńă ¸; ˛; ‚; ‹ šőůłă O +¸ −→ OA +˛ −→ OB + ‚ −→ OC + ‹ −→ OD ńěęĺš:

ă) ŋă [AB]; ą) ć šřěşčőńĳŋĺłě ABC; ć) ć šěšřă¡ďřě ABCD? Łăł ğăćĺś£š ¡šĺ şśńőćĺ£ őš ćżąőřă šőůłĺ O?

3.1.4. Ŋăŕĺÿĺšě şřăćŋěŋĺě (n − 1)-ňěřŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, ŕěřěśěłă¿źěľ łőőřďĺŋăšŋżě

őśĺ n-ňěřŋőčő ăťťĺŋŋőčő łőőřďĺŋăšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć šőůłăţ ś łőőřďĺŋăšăňĺ c_1 c_2 . . c_n

t . 3.1.5. Űěŋšřőň š£ęěśšĺ śĺśšěňż šőůěł A1; A2; : : : ; Ak ś ćěśăňĺ m1; m2; : : : ; mk ŋăğżćăěšś£ šőůłă O + (m_1 + m_2 + · · · + m_k)^{−1} ∑ m_i −→ OA_i, čďě O | ŋěłőšőřă£ ťĺłśĺřőćăŋŋă£ "ŋăůăńĳŋă£" šőůłă. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŋăůăńĳŋőľ šőů- łĺ. 3.1.6. Ŕşśšĳ G |ŋěłőšőřă£ ŕőďčřşŕŕă ć čřşŕŕě ćśěţ ăťťĺŋŋő-ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ G ĺňěěš łőŋěůŋş¿ őřąĺšş, šő G ĺňěěš ĺ ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş (ć ůăśšŋőśšĺ, ń¿ąă£ łőŋěůŋă£ čřşŕŕă ĺňěěš ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş).

3.2. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż.

3.2.7. Ŕşśšĳ O;A1; A2; : : : ; Ak | ŕřőĺğćőńĳŋżě šőůłĺ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ă –1; –2; : : : ; –k | šăłĺě ůĺśńă, ůšő ∑ –_i = 0. Ďőłăęĺšě, ůšő ćěłšőř ∑ –_i−→OA_i ĺğ ăśśőűĺĺřőćăŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋě ğăćĺśĺš őš šőůłĺ O.

3.2.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ćğ£šĳ ůĺśńă, şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ¿ ∑ –_i =1, šő šőůłă O + ∑ –_i−→OA_i ŋě ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš ćżąőřă šőůłĺ O.

Őąőğŋăůěŋĺě. Šőůłă ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ őąőğŋăůăěšś£^∑ –iAi. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ¡šă ğăŕĺśĳ ĺňěěš śňżśń ńĺÿĳ ŕřĺ ∑ –_i = 1.

3.2.9. Ŕşśšĳ A0;A1; A2; : : : ; An | ŋăąőř ĺğ (n+1) šőůěł ć n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ďőłăęĺšě, ůšő n ćěłšőřőć −−→ A_0A_1; −−→ A_0A_2; : : : ; −−→ A_0A_n šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ăśśőűĺĺřőćăŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, łőčďă ń¿ąă£ šőůłă P ďőŕşśłăěš ĺ ŕřĺ šőň

ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě P =^n ∑ i=0 –_iA_i; ś^n ∑ i=0 –_i = 1.

3 3: Ćżŕşłńőśšĳ. 13

Őŕřěďěńěŋĺě. Ć śĺšşăűĺĺ ğăď. 3.2.9 šőůłĺ A0; A1; A2; : : : ; An ŋăğżćă¿šś£ ăťťĺŋŋżň ąăğĺśőň ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ă ůĺśńă –i, śőőšćěšśšćş¿źĺě šőůłě P , ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ¡šőľ šőůłĺ.

3.2.10. Ć şśńőćĺ£ţ ğăď. 3.2.9 ćż£śŋĺšě, łăłĺě

(ă) ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż ĺňěěš űěŋšř š£ęěśšĺ šőůěł A_i? (ą) ćěśă ŋşęŋő ŕőśšăćĺšĳ ć šőůłĺ A_i, ůšőąż ĺţ űěŋšř š£ęěśšĺ őłăğăńś£ ć šőůłě P ś ďăŋŋżňĺ ąăřĺűěŋšřĺůěśłňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ?

(ć) ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż ąşďěš ĺňěšĳ šőůłă A_0+−→v , čďě −→v | ćěłšőř, ĺňě¿źĺľ

ć ćěłšőřŋőň ąăğĺśě

−−→A_0A_1; −−→A_0A_2; : : : ; −−→A_0A_n łőőřďĺŋăšż v_1 v_2 . . v_n

t ? 3.2.11. Ŕşśšĳ šőůłĺ A; B; C śőśšăćń£¿š ăťťĺŋŋżľ ąăğĺś ăťťĺŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ. Őŕĺÿĺšě ČŇŠ, ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż łőšőřżţ şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ£ň:

ă) ¸; ˛; ‚ > 0 ą) ¸; ˛ > 0; ‚ < 0 ć) ¸ =˛ č) ¸; ˛ > 1=3; ‚ > 0 ď) ¸ ⩾ ˛ ě) ¸ ⩾ ˛ ⩾ ‚:

3.2.12. Ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ćżŕĺÿĺšě şśńőćĺ£ ŋă ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż, ğăďă¿źĺě šřěşčőńĳŋĺłĺ:

(ă) ŕőńşůă¿źĺěś£ ĺğ ABC čőňőšěšĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ňěďĺăŋ ś łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ 3 ĺ 1=3;

(ą) řăğřěğăŋĺ£ňĺ ABC ŕő ňěďĺăŋăň (ćśěčő ĺňěěšś£ 6 šřěşčőńĳŋĺłőć).

3.2.13. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňěďĺăŋăňĺ ŋăąőřă šőůěł P1; P2; : : : ; Pk őšřěğłĺ, śőěďĺŋ£¿źĺě őďŋş ĺğ ¡šĺţ šőůěł ś űěŋšřőň š£ęěśšĺ őśšăńĳŋżţ. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ňěďĺăŋż ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě.

3.3. Ćżŕşłńőśšĳ. Ŕőďňŋőęěśšćő M šőůěł ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćăěšś£ ćżŕşłńżň , ěśńĺ ś ń¿ążňĺ ďćşň£ šőůłăňĺ A; B ∈ M őŋő śőďěřęĺš ĺ śőěďĺŋ£¿źĺľ ĺţ őšřěğőł [A; B] = {P = ¸A + ˛B| ¸ ⩾ 0; ˛ ⩾ 0; ¸ + ˛ = 1}. Ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć, śőďěřęăźĺţ ďăŋŋőě ňŋőęěśšćő šőůěł M ŋăğżćăěšś£ ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ ňŋőęěśšćă M ĺ őąőğŋăůăěšś£ ⟨M⟩_{ćżŕ}. İšő ŋăĺňěŋĳÿěěćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő, śőďěřęăźěě M.

3.3.14. Ďőłăęĺšě, ůšő:

(ă) ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ňŋőęěśšćă M śőśšőĺš ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ šőůěł: P = ∑ –_iM_i ś –_i ⩾ 0; ∑ –_i = 1 ĺ M_i ∈M . (ą) ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ P ⟨P ∪ M⟩_{ćżŕ} = ⋃ Q∈⟨M ⟩ćżŕ [P Q].

(ć) ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ŋăąőřă šőůěł, ŕőřőęďă¿źĺţ k-ňěřŋőě ăťťĺŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ćśěţ k-ňěřŋżţ śĺňŕńěłśőć ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ.

3.3.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ćżŕşłńă£ őąőńőůłă łőňŕăłšă | łőňŕăłš (ąăğĺśőň őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ğďěśĳ ĺ ďăńěě ňż śůĺšăěň őšłřżšżě ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďż).

3.3.16. Ŕşśšĳ K | ğăňłŋşšőě ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő, P | šőůłă. Ďőłăęĺšě, ůšő:

(ă) ěśńĺ P ∉ K, šő śşźěśšćşěš čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, řăğďěń£¿źă£ P ĺ K (šő ěśšĳ P ĺ K ŋăţőď£šś£ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŋěľ ć řăğŋżţ őšłřżšżţ ŕőńşŕřőśšřăŋśšćăţ);

(ą) ěśńĺ P ńěęĺš ŋă čřăŋĺűě K, šő śşźěśšćşěš ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ P čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ K ńěęĺš ć őďŋőň ğăňłŋşšőň ŕőńşŕřőśšřăŋśšćě (šăł ŋăğżćăěňă£

őŕőřŋă£ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ .

3.3.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő £ćń£ěšś£ ŕěřěśěůěŋĺěň śěňěľśšćă ŕőńşŕřőśšřăŋśšć, ă ěśńĺ ňŋőęěśšćő £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ łőŋěůŋőčő ŋăąőřă šőůěł, šő | łőŋěůŋőčő śěňěľśšćă ŕőńşŕřőśšřăŋśšć (šő śěšĳ ćżŕşłńżň ňŋőčőčřăŋŋĺłőň).

3.4. n-ňěřŋżě łşą ĺ łőłşą. Ŕřěęďě ůěň ŕřĺśšşŕăšĳ ł řěÿěŋĺ¿ ğăďăů ¡šőčő űĺłńă, ŕřĺďşňăľšě őŕřěďěńěŋĺě n-ňěřŋőčő ěďĺŋĺůŋőčő łşąă ć łőőřďĺŋăšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^n, őąőąźă¿źěě ŕřěďśšăćńěŋĺě ő łćăďřăšě ś ćěřÿĺŋăňĺ ć šőůłăţ (0,0), (0,1), (1,0) ĺ (1,1). Šăłőľ n-ňěřŋżľ łşą ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ śšăŋďăřšŋżň.

3.4.18. Śłőńĳłő ćěřÿĺŋ ĺ k-ňěřŋżţ čřăŋěľ ş śšăŋďăřšŋőčő n-ňěřŋőčő łşąă? 3.4.19. Śłőńĳłő ćŋşšřěŋŋĺţ (šő ěśšĳ ŋě ńěęăźĺţ ć čřăŋĺ) ďĺăčőŋăńěľ ćżţőďĺš ĺğ őďŋőľ ćěřÿĺŋż ĺ śłőńĳłő ćśěčő ćŋşšřěŋŋĺţ ĺ ćőőąźě ďĺăčőŋăńěľ ş n-ňěřŋőčő łşąă?

3.4.20. Ŋăřĺśşľšě łăłş¿-ńĺąő 2-ňěřŋş¿ ŕřőěłűĺ¿ 4-ňěřŋőčő śšăŋďăřšŋőčő łşąă ĺ łăłş¿- ńĺąő ěčő 3-ňěřŋş¿ "řăğćěřšłş ŕőćěřţŋőśšĺ" ś şłăğăŋĺ£ňĺ, łăł ěě śłńěĺćăšĳ.

3.4.21. Őŕĺÿĺšě śěňěľśšćő šřěţňěřŋżţ ňŋőčőčřăŋŋĺłőć, ŕőńşůă¿źĺţś£ ć śěůěŋĺĺ śšăŋďăřšŋőčő 4-ňěřŋőčő łşąă śěňěľśšćőň čĺŕěřŕńőśłőśšěľ, ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕńőśłőśšĺ x^1 +x^2 + x^3 +x^4 = 0 ĺ ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłĺ O+t−→v , čďě −→v = (1; 1; : : : ; 1)^t, ă t ŕřőąěčăěš őšřěğőł [0; 1].

Őŕřěďěńěŋĺě. n-ňěřŋżň łőłşąőň ŋăğżćăěšś£ ćżŕşłńă£ őąőńőůłă űěŋšřőć (n − 1)-ňěřŋżţ čřăŋěľ n-ňěřŋőčő łşąă. Ć ůăśšŋőśšĺ 3-ňěřŋżľ łőłşą | ¡šő őłšă¡ďř. Śšăŋďăřšŋżň łőłşąőň ŋăğżćăěšś£ ćżŕşłńă£ őąőńőůłă 2n šőůěł: łőŋűőć ćěłšőřőć łőőřďĺŋăšŋőčő řěŕěřă ĺ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ĺň.

3.4.22. Şąěďĺšěśĳ, śšő śšăŋďăřšŋżľ łőłşą | ¡šő łőłşą (šő ěśšĳ şłăęĺšě łşą, ĺğ łőšőřőčő őŋ ŕőśšřőěŋ) ĺ őŕřěďěńĺšě śłőńĳłő ş ŋěčő k-ňěřŋżţ čřăŋěľ, k = 0; 1; 2; :::; n.

3.4.23. Ć łăłőň őšŋőÿěŋĺĺ ďěńĺš űěŋšř š£ęěśšĺ ŋăąőřă šőůěł, śőśšő£źěčő ĺğ ďăŋŋőľ ćěřÿĺŋż ĺ ćśěţ ćěřÿĺŋ, śőěďĺŋěŋŋżţ ś ŋěľ 1-ňěřŋżň řěąřőň, šş ćŋşšřěŋŋ¿¿ ďĺăčőŋăńĳ ĺğ ďăŋŋőľ ćěřÿĺŋż, ŋă łőšőřş¿ őŋ ŕőŕăďăěš: ă) ďń£ n-ňěřŋőčő łşąă ą) ďń£ n-ňěřŋőčő łőłşąă?

3.4.24. Şśšăŋőćĺšě ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş k-ňěřŋżňĺ čřăŋ£ňĺ łşąă ĺ (n − k)-ňěřŋżňĺ čřăŋ£ňĺ łőłşąă; ĺ ŕřĺďăľšě šőůŋżľ śňżśń ťřăğě: "łőłşą ć R^n | ¡šő šőęě śăňőě, ůšő łşą ć (R^n)^∗".

3.5. Śĺňŕńěłś. Ŋěćżřőęďěŋŋżň k-ňěřŋżň śĺňŕńěłśőň ŋăğżćăěšś£ ćżŕşłńă£ őąőńőůłă k+1 šőůěł A_0;A_1; A_2; : : : ; A_k , ďń£ łőšőřżţ ćěłšőřż −−−→ A_0A_1; −−−→ A_0A_2; : : : ; −−−→ A_0A_k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż (¡šő řăćŋőśĺńĳŋő ąőńěě śĺňňěšřĺůŋőňş şśńőćĺ¿: šőůłĺ ŋě śőďěřęăšś£ ŋĺ ć łăłőň (k − 1)-ňěřŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě). Ěśńĺ ŕőśńěďŋěě şśńőćĺě ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£, śĺňŕńěłś ŋăğżćăěšś£ ćżřőęďěŋ-

ŋżň . Śšăŋďăřšŋżň k-ňěřŋżň śĺňŕńěłśőň ŋăğżćăěšś£ ćżŕşłńă£ őąőńőůłă (k + 1) šőůěł |-

łőŋűőć ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć łőőřďĺŋăšŋőčő řěŕěřă ć R^{k+1}.

3.5.25. Śłőńĳłő k-ňěřŋżţ čřăŋěľ ş śšăŋďăřšŋőčő n-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă? 3.5.26. Řăğřěęĳšě śšăŋďăřšŋżľ n-ňěřŋżľ łşą ŋă k! śĺňŕńěłśőć (ŋě śšăŋďăřšŋżţ, řăğşňěěšś£).

3 6: Šěőřěňă Ţěńńĺ. 15

3.5.27. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłőě ŕőďřăğďěńěŋĺě śĺňŕńěłśă őąőźăěš ŕřőűěďşřş řăğąĺěŋĺ£ šřěşčőńĳŋĺłă ŋă 6 šřěşčőńĳŋĺłőć ňěďĺăŋăňĺ, ĺ śőśšőĺš ć ŕěřěţőďě ł ňěŋĳÿĺň śĺňŕńěłśăň, 1-ňěřŋżě řěąřă łőšőřżţ | ¡šő őšřěğłĺ, śőěďĺŋ£¿źĺě űěŋšřż š£ęěśšĺ čřăŋěľ ĺ śăňőčő śĺňŕńěłśă ś ćěřÿĺŋăňĺ ĺ ś űěŋšřăňĺ š£ęěśšĺ čřăŋěľ ňěŋĳÿĺţ řăğňěřŋőśšěľ (ďăľšě śăňőśšő£šěńĳŋő šőůŋőě ĺŋďşłšĺćŋőě őŕřěďěńěŋĺě). Ŋă śłőńĳłő śĺňŕńěłśőć řăğďěńĺšś£ kňěřŋżľ śĺňŕńěłś ŕřĺ ąăřĺűěŋšřĺůěśłőň řăğąĺěŋĺĺ?

3.5.28. Řăśśňőšřĺšě śěůěŋĺ£ śšăŋďăřšŋőčő: ă) šřěţňěřŋőčő ą) ůěšżřěţňěřŋőčő śĺňŕńěłśă śěňěľśšćăňĺ ŕńőśłőśšěľ:

ă) x^1 = const; ą) x^1 + x^2 = const. Őŕřěďěńĺšě, ůšő ¡šő ğă ťĺčşřż ĺ ćżůĺśńĺšě ĺţ ňěšřĺůěśłĺě ŕăřăňěšřż: ďńĺŋż śšőřőŋ, ŕńőźăďĺ čřăŋěľ, őąžěňż ĺ š.ŕ. (Őšŋőśĺšěńĳŋő śšăŋďăřšŋőľ ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřż ŋă R^n).

3.6. Šěőřěňă Ţěńńĺ. Ŕşśšĳ ďăŋ ŋăąőř ćżŕşłńżţ ťĺčşř K1; K2; : : : ; Km ć n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ś n < m. Šěőřěňă Ţěńńĺ şšćěřęďăěš, ůšő ěśńĺ ń¿ążě n + 1 ĺğ ¡šĺţ ťĺčşř ĺňě¿š őąźş¿ šőůłş, šő ćśě m ťĺčşř ĺňě¿š őąźş¿ šőůłş.

3.6.29. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěřż, ďěňőŋśšřĺřş¿źĺě, ůšő şśńőćĺě ćżŕşłńőśšĺ ŋěńĳğ£ őšąřőśĺšĳ, ă ůĺśńő n + 1 ŋěńĳğ£ şňěŋĳÿĺšĳ.

3.6.30. Ďőłăęĺšě šěőřěňş Ţěńńĺ ďń£ m = n + 2. (Şłăğăŋĺě: ďń£ řăğčőŋă řăśśňőšřĺšě śŋăůăńă śńşůăľ n = 2. Ćőğĳňĺšě ćżŕşłńş¿ őąőńőůłş ŋăąőřă ĺğ n + 2 šőůěł, £ćń£¿źĺţś£ őąźĺňĺ ďń£ ćśěćőğňőęŋżţ śőůěšăŋĺľ ĺğ n + 1 ťĺčşř, ĺ ŕőśšřőľšě, ĺśţőď£ ĺğ ŋěě šőůłş, ŕřĺŋăďńěęăźş¿ ćśěň n + 2 ťĺčşřăň. Ŕřĺ ¡šőň ćőğňőęŋż ďćă śńşůă£: ćśě n + 2 šőůłĺ £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ, ĺńĺ őďŋă ĺğ ŋĺţ ńěęĺš ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ őśšăńĳŋżţ.)

3.6.31. Ďőłăęĺšě šěőřěňş Ţěńńĺ ć őąźěň śńşůăě. (Şłăğăŋĺě: ŕő ĺŋďşłűĺĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ń¿ążě m−1 ťĺčşř ĺňě¿š őąźş¿ šőůłş ĺ ŕőćšőřĺšĳ ŕřěďżďşźěě řăśśşęďěŋĺě. Őŕ£šĳ ęě ŕőńěğŋő śŋăůăńă řăğőąřăšĳ śńşůăĺ ňăńżţ řăğňěřŋőśšěľ n = 2; 3!)

3.6.32. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ŕőłřżšĺě k-ňěřŋőčő ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŕőńşŕřőśšřăŋśšćăňĺ śőďěřęĺš ŕőďŕőłřżšĺě, śőśšő£źěě ĺğ k + 1 ŕőńşŕřőśšřăŋśšćă.

3.6.33. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ŕ£šŋő ŋă śłăšěřšĺ, ďĺăňěšř łőšőřőčő (šő ěśšĳ ňăłśĺňăńĳŋőě řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ ŕ£šŋă) ŋě ąőńěě 1, ŕőłřżćăěšś£ ąń¿ďűěň řăďĺşśă 1= √ 3. Łăł ¡šő őąőąźĺšĳ ŋă ćżśÿĺě řăğňěřŋőśšĺ? (İšőš ś¿ęěš ŋăğżćăěšś£ šěőřěňőľ đŋčă).

3.6.34. Ďőłăęĺšě, ůšő šěőřěňă Ţěńńĺ őśšăěšś£ ć śĺńě ďń£ ąěśłőŋěůŋőčő ŋăąőřă, ŋő łőňŕăłšŋżţ ćżŕşłńżţ ťĺčşř, ĺ şąěďĺšěśĳ, ůšő şśńőćĺě łőňŕăłšŋőśšĺ ćśěţ ťĺčşř śşźě-

śšćěŋŋő.

x4. Ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă.

4.1. Ěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£.

4.1.1. Őŕĺśăšĳ ťőřňş śěůěŋĺľ ůěšżřěţňěřŋőčő ěďĺŋĺůŋőčő śšăŋďăřšŋőčő łşąă ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ:

(ă) x_1 + x_2 + x_3 = 1; (ą) { x_1 + x_2 = 1 x_3 + x_4 = 1 ;

ŋăľďĺšě ĺţ őąžěňż ĺ őąžěňż ćśěţ ĺţ čřăŋěľ.

4.1.2. Ŕşśšĳ P0; P1; P2; : : : ; Pk | ŋăąőř ĺğ k + 1 ăťťĺŋŋő ŋěğăćĺśĺňżţ šőůěł n-ňěřŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă. Ďőłăęĺšě, ůšő ČŇŠ řăćŋőşďăńěŋŋżţ őš ćśěţ šőůěł ďăŋŋőčő ŋăąőřă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ (n−k)-ňěřŋőě ăťťĺŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő ćőłřşč k-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă ňőęŋő őŕĺśăšĳ ĺ ŕřĺ šőň šőńĳłő őďŋş k − 1-ňěřŋş¿ śťěřş.

4.1.3. Ŋăľďĺšě şčőń ňěęďş čřăŋ£ňĺ A0A1A2 ĺ A0A3A4 śšăŋďăřšŋőčő 4-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă A_0A_1A_2A_3A_4.

4.1.4. Ŋăŕĺÿĺšě şřăćŋěŋĺě (k − 1)-ăťťĺŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ć k-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě, ěśńĺ ĺğćěśšŋő, ůšő őŋă ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ďăŋŋőňş ćěłšőřş −→a = (a_1; a_2; : : : ; a_n) ĺ:

(ă) ŕřőţőďĺš ůěřěğ ďăŋŋş¿ šőůłş P = (p_1; p_2; : : : ; p_n); (ą) şďăńěŋă őš ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ŋă ďăŋŋőě řăśśšő£ŋĺě d.

4.1.5. Ďćě čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ğăďăŋż şřăćŋěŋĺ£ňĺ:

a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_nx_n = c ĺ b_1x_1 + b_2x_2 + · · · + b_nx_n = d. Ŋăľďĺšě şčőń ňěęďş ŋĺňĺ, ă ěśńĺ őŋ ŋşńěćőľ | řăśśšő£ŋĺě.

Ŋĺęěśńěďş¿źĺě ğăďăůĺ őą£ğăšěńĳŋő şňěšĳ řěÿăšĳ ďń£ řăğňěřŋőśšěľ k = 3; 4 (ěśńĺ śńşůăľ ŕřőĺğćőńĳŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ćżğżćăěš ş ćăś ğăšřşďŋěŋĺ£).

4.1.6. Ŋăľďĺšě łőńĺůěśšćő őśěľ ĺ (k − 1)-ňěřŋżţ ŕńőśłőśšěľ śĺňňěšřĺĺ ş k-ňěřŋżţ łşąă ĺ łőłşąă.

4.1.7. Ŋăľďĺšě łőńĺůěśšćő ďĺăčőŋăńěľ k-ňěřŋőčő łşąă, őřšőčőŋăńĳŋżţ ďăŋŋőľ ďĺăčőŋăńĺ. 4.1.8. Ŋăľďĺšě ďńĺŋş ďĺăčőŋăńĺ śšăŋďăřšŋőčő k-ňěřŋőčő łşąă ĺ ěě ŕřěďěń ŕřĺ k → ∞. 4.1.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ďĺăčőŋăńĺ k-ňěřŋőčő łşąă őąřăğş¿š őďĺŋăłőćżě şčńż śő ćśěňĺ řěąřăňĺ, ŋăľďĺšě ĺţ, ĺţ ŕřěďěńż ŕřĺ k → ∞ ĺ şłăęĺšě ŕřĺ łăłőň k őŋĺ řăćŋż ı=3.

4.1.10. Ŋăľďĺšě şčńż ňěęďş ďĺăčőŋăń£ňĺ ĺ ćśěćőğňőęŋżňĺ m-ňěřŋżňĺ čřăŋ£ňĺ ć kňěřŋőň łşąě.

4.1.11. Ŋăľďĺšě řăďĺşś ÿăřă, őŕĺśăŋŋőčő ćőłřşč śšăŋďăřšŋőčő k-ňěřŋőčő łşąă. 4.1.12. Ŋăľďĺšě řăďĺşś ÿăřă, őŕĺśăŋŋőčő ćőłřşč śšăŋďăřšŋőčő k-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă. 4.1.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ďńĺŋă ŕřőěłűĺĺ řěąřă k-ňěřŋőčő łşąă ŋă ďĺăčőŋăńĳ śőśšăćń£ěš 1=k ůăśšĳ őš ďńĺŋż ďĺăčőŋăńĺ.

4.1.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőěłűĺĺ ćśěţ ćěřÿĺŋ k-ňěřŋőčő łşąă ŋă ďĺăčőŋăńĳ ďěń£š ěě ŋă k řăćŋżţ ůăśšěľ.

4.1.15. Ćżůĺśńĺšě řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ŕřőšĺćőŕőńőęŋżňĺ m ĺ (k − m − 1)-ňěřŋżňĺ čřăŋ£- ňĺ śšăŋďăřšŋőčő k-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă ĺ ďőłăęĺšě, ůšő őŋő řěăńĺğşěšś£ łăł řăśśšő£ŋĺě ňěęďş űěŋšřăňĺ ¡šĺţ čřăŋěľ.

4 2: Ŕřĺňěřż ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć. 17

4.1.16. Ŋěřăćěŋśšćő Ąşŋ£łőćśłőčő-Łőÿĺ-Ÿćăřűă. : ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřőć v ĺ w ěćłńĺďőćă ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő |(v; w)| ⩽ ‖v‖‖w‖, řăćěŋśšćő ć łőšőřőň řăćŋőśĺńĳŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ ćěłšőřőć. Ćżćěďĺšě ĺğ ¡šőčő ĺğćěśšŋżě ŋěřăćěŋśšćă: (ă) ∑ x^2_i ∑ y^2_i ⩾ ( ∑ x_iy_i)^2 ďń£ ń¿ążţ ŋăąőřőć ůĺśěń x_1; x_2; : : : ; x_n ĺ y_1; y_2; : : : ; y_n ; (ą) 1∫ 0 f^2(x)dx · 1∫ 0 g^2(x)dx ⩾ ( 1∫ 0 f(x)g(x)dx)^2 ďń£ ń¿ążţ ťşŋłűĺľ ŋă [0; 1] ś śşňĺřşě-

ňżň łćăďřăšőň.

4.2. Ŕřĺňěřż ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć.

4.2.17. Ŋăľďĺšě őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě x1 +x2+· · ·+xn = 0 śšăŋďăřšŋőčő łőőřďĺŋăšŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă R^n.

4.2.18. Ŋăľďĺšě őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ćěłšőřőć

v_1 = (1; 2; 2 − 1)^t, v_2 = (1; 1; −5; 3)^t, v_3 = (3; 2; 8; −7)^t, ć R^n. ĺ őřšőčőŋăńĳŋőň ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ŋěľ.

4.2.19. Ŋăľďĺšě şřăćŋěŋĺ£, ğăďă¿źĺě őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćş ć śšăŋďăřšŋőň R^4, ğăďăŋŋőňş şřăćŋěŋĺ£ňĺ:

2x_1 + x_2 + 3x_3 − x_4 = 0

3x_1 + 2x_2 − 2x_4 = 0 3x_1 + x_2 + 9x_3 − x_4 = 0 . 4.2.20. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě ůěšżřě ťőřňşńż őŕřěďěń£¿š ěćłńĺďőćż śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć R[x]:

(ă) (P; Q) = 1∫ −1 P (x)Q(x)dx;

(ą) (P; Q) = 1∫ −1 P (x)Q(x) dx √ 1 − x^2 ;

(ć) (P; Q) = +∞∫ 0 P (x)Q(x)e^{−x}dx;

(č) (P; Q) = +∞∫ −∞ P (x)Q(x)e^{−x2} dx;

Ďőłăęĺšě šăłęě, ůšő ŕřĺňěŋ££ ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ śńşůăěć ŕřőűěśś őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ ł śšăŋďăřšŋőňş ąăğĺśş 1; x; x^2; x^3; : : : ; ňż ŕőńşůĺň ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőśšő£ŋŋżţ ňŋőęĺšěńěľ śńěďş- ¿źĺě śěňěľśšćă ňŋőčőůńěŋőć śőőšćěšśšćěŋŋő:

(ď) ňŋőčőůńěŋż Ńěęăŋďřă: P_n(x) = d^ndx_n [(1 − x^2)^n]; (ě) ňŋőčőůńěŋż Ůěążÿěćă: T_n(x) = cos(n arccos x); (ę) ňŋőčőůńěŋż Ńăččěřă: L_n(x) = e^x d^ndx_n [e^{−x}x^n];

(ğ) ňŋőčőůńěŋż İřňĺšă: T_n(x) = e^{x2} d^ndx_n e^{−x2} ;

(Şłăğăŋĺě: ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő őřšőčăŋăńĺğăűĺ¿, ă ňőęŋő şąěďĺšĳś£ ć šőň, ůšő ć őšćěšě ĺ ć śăňőň ďěńě śšőĺš ŋăąőř őřšőčőŋăńĳŋżţ ňŋőčőůńěŋőć, ŕřĺůěň ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ń¿ążţ ŕěřćżţ k ¡ńěňěŋšőć śőćŕăďăěš ś ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ ŋăąőřă 1; x; x^2; : : : ; x^{k−1}).

4.2.21. Ćżůĺśńĺšě ďńĺŋż ŕřĺćěďěŋŋżţ ćżÿě śŕěűĺăńĳŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ć śőőšćěšśšćş¿źĺţ ěćłńĺďőćżţ śšřşłšşřăţ.

4.2.22. Ŋăľďĺšě ňĺŋĺňşň 1∫ −1 P^2(x)dx ŕő ćśěň ňŋőčőůńěŋăň P śšěŕěŋĺ k śő śšăřÿĺň łő¡ť-

ťĺűĺěŋšőň 1.

4.2.23. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň (P; Q) = 1∫ 0 P (x)Q(x)dx

śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě k ćżůĺśńĺšě řăśśšő£ŋĺě őš ŋşń£ ďő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ k śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1.

4.2.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňşńă (A; B) = tr(A —B^t) őřŕěďěń£ěš ěćłńĺďőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ćěźěśšćěŋŋżżţ łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű ĺ ¡řňĺšőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě łőňŕńěłśŋżţ łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű. Ŋăľďĺšě őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň: (ă) ňăšřĺű ś ŋşńěćżň śńěďőň; (ą) śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňăšřĺű; (ć) ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżţ ňăšřĺű; (č) łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ ňăšřĺű.

4.2.25. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěď ňăšřĺűż ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă, ć łőšőřőň őŋă ğăŕĺśżćăěšś£.

4.2.26. Ŕşśšĳ ŕőńě K £ćń£ěšś£ łőŋěůŋőňěřŋżň řăśÿĺřěŋĺěň ŕőń£ Q. Řăśśňőšřĺň K łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď Q, ă ¡ńěňěŋšż ć K łăł ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ĺğ K ć K, ďěľśšćş¿źĺě şňŋőęěŋĺěň ć ŕőńě K. Ŕőńőęĺň (a; b) = tr(ab). Ďőłăęĺšě, ůšő śőőšćěšśšćĺě a → tr(a) £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň ŋă K, ă ŕřőĺğćěďěŋĺě (a; b) | ěćłńĺďőćżň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň.

4.2.27. (ŋěőą£ğăšěńĳŋă£)Ďőłăęĺšě, ůšő ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ űěńżě ŋăď Z¡ńěňěŋšż ŕőń£ K śőśšăćń£¿š řěÿěšłş łőŋěůŋőčő řăŋčă, ŕőřőęďă¿źş¿ K łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď Q.

4.3. Őąžěňż ĺ őŕřěďěńĺšěńĺ Čřăňă.

4.3.28. Ŋşńĳňěřŋă£ śšşŕěŋůăšă£ ŕĺřăňĺďă | ¡šő šőůłă. Őďŋőňěřŋă£ śšşŕěŋůăšă£ ŕĺřăňĺďă ćżśőšż k ˝^1_k | ¡šő: · · · k : Ďćşňěřŋă£ śšşŕěŋůăšă£ ŕĺřăňĺďă ćżśőšż k ˝^2_k = ˝^1 + ˝^1_2 + · · · + ˝^1_k | ¡šő:

k k

4 4: Ňěšřĺłĺ ĺ śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£. 19

Ăŋăńőčĺůŋő n-ňěřŋă£ śšşŕěŋůăšă£ ŕĺřăňĺďă ćżśőšż k ŕőńşůăěšś£ ĺğ k (n − 1)-ňěřŋżţ śšşŕěŋůăšżţ ŕĺřăňĺď şążćă¿źěľ ćżśőšż, ŕőśšăćńěŋŋżţ ć śšőŕłş ćďőńĳ n-šőľ łőőřďĺŋăšŋőľ őśĺ: ˝^n_k = ˝^{n−1}_1 + ˝^{n−1}_2 + · · · + ˝^{n−1}_k . Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă ŕőśšřőľłş n-ňěřŋőľ śšşŕěŋůăšőľ ŕĺřăňĺďż ćżśőšż k şľďěš C^n_{n+k−1} n-ňěřŋżţ łşąĺłőć. Ćżćěďĺšě őšś¿ďă (ś ŕőňőźĳ¿ ŕřěďěńĳŋőčő ŕěřěţőďă), ůšő őąžěň ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ćěłšőřż v_1; v_2; : : : ; v_n , ć n! řăğ ąőńĳÿě őąžěňă śĺňŕńěłśă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă šě ęě ćěłšőřż.

4.3.29. Ďőłăęĺšě, ůšő k-ňěřŋżľ őąžěň k-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ (k − 1)- ňěřŋőčő őąžěňă łăłőľ-ńĺąő ěčő čřăŋĺ ŋă ćżśőšş, őŕşźěŋŋş¿ ŋă ¡šş čřăŋĳ.

4.3.30. Ďőłăęĺšě, ůšő őąžěň śĺňŕńěłśă řăćěŋ 1=k ŕřőĺğćěďěŋĺ£ őąžěňă őśŋőćăŋĺ£ ŋă ćżśőšş (k | łăł ĺ ćżÿě | řăğňěřŋőśšĳ).

4.3.31. Ďőłăęĺšě, ůšő őąžěň ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďńĺŋ ěčő řěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ őďŋőľ ćěřÿĺŋż.

Ňăšřĺűěľ Čřăňă śĺśšěňż ćěłšőřőć v1; v2; : : : ; vn ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă, śő-

śšăćńěŋŋă£ ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ ĺţ ŕőŕăřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ (v_i; v_j). Ěě őŕřěďěńĺšěńĳ ŋăğżćăěšś£

őŕřěďěńĺšěńěň Čřăňă ĺ őąőğŋăůăěšś£ G v1; v2; : : : ; vn = det((vi; vj)).

4.3.32. Ďőłăęĺšě, ůšő őąžěň ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ćěłšőřż v1; v2; : : : ; vn řăćěŋ √ G(v_1; v_2; : : : ; v_n).

4.3.33. Ďőłăęĺšě, ůšő řăśśšő£ŋĺě d őš łőŋűă ćěłšőřă v ďő čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, ŕőřőęďěŋŋőľ ćěłšőřăňĺ e_1; e_2; : : : ; e_k , şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ¿:

d^2 = G(v; e^1; · · · ; e^k) G(e_1; e_2 · · · ; e_k) : 4.3.34. Ďőłăęĺšě, ůšő k + 1 šőůěł P0; P1; P2; : : : ; Pk šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńěęăš ŋă k − 1- ňěřŋőľ śťěřě ĺńĺ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, łőčďă őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ őŕřěďěńĺšěńĳ

´(P_0; P_1; : : : ; P_k) = det(|P_iP_j |^2) ;

śőśšăćńěŋŋżľ ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ łćăďřăšőć řăśśšő£ŋĺľ ňěęďş šőůłăňĺ (ěčő ŕőř£ďőł řăćěŋ k + 1).

4.3.35. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě šőůłĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńěęăš ŋă (k − 1)- ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĺ, łőčďă őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ őŕřěďěńĺšěńĳ `(P_0; P_1; : : : ; P_k) ŕőř£ďłă k +2, ŕőńşůă¿źĺľś£ ĺğ ´(P_0; P_1; : : : ; P_k) ŕřĺŕĺśżćăŋĺěň śćěřţş ĺ śńěćă ěďĺŋĺůŋőľ śšřőłĺ, ěďĺŋĺůŋőčő śšőńąűă ĺ ŋşń£ ć ńěćőň ćěřţŋěň şčńş.

4.3.36. Ďőłăęĺšě, ůšő řăďĺşś ÿăřă, őŕĺśăŋŋőčő ćőłřşč śĺňŕńěłśă ś ćěřÿĺŋăňĺ P0; P1; : : : ; Pk ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě:

R^2 = − 1 2 ´(P_0; P_1; : : : ; P_k) `(P_0; P_1; : : : ; P_k) : 4.4. Ňěšřĺłĺ ĺ śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ěćłńĺďőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^n ĺŋďşűĺřşěš ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^n ňěšřĺłş ŕő ťőřňşńě: %(A; B) = √ ( −→AB; −→AB ) (ŕřőćěřĳšě, ůšő ăłśĺőňż ňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă ćżŕőńŋ£- ¿šś£). İšă ňěšřĺłă, őůěćĺďŋő, ĺŋćăřĺăŋšŋă őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ĺ őďŋőřőďŋă, šő ěśšĳ %(A; B) = |–|%(C; D), ěśńĺ −→AB = –−−→C; D.

Őąřăšŋőě ŋěćěřŋő: ŋě ćś£łă£ őďŋőřőďŋă£, ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ňěšřĺłă ŕřőĺśţőďĺš ĺğ ŋěłőšőřőčő ěćłńĺďőćă śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

4.4.37. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě śşňňă łćăďřăšőć ďĺăčőŋăńěľ ŕăřăńńěńőčřăňňă řăćŋă śşňňě łćăďřăšőć ďńĺŋ ůěšżřěţ ěčő śšőřőŋ.

4.4.38. Ŕşśšĳ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺňěěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć őďŋőřőďŋă£ ňěšřĺłă %. Őŕřěďěńĺň ŋă ăśśőűĺĺřőćăŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋőřňş: ‖−→v ‖ = %(A; A + −→v ) (őŋă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ A ĺ őąńăďăěš śćőľśšćőň ‖–v‖ = |–|‖v‖). Ďőłăęĺšě, ůšő % šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺŋďşűĺřőćăŋă ěćłńĺďőćżň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň, łőčďă ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřőć −→v ; −→w ćżŕőńŋ£ěšś£ šőęďěśšćő ŕăřăńńěńőčřăňňă: ‖−→v + −→w ‖ + ‖−→v − −→w ‖ = 2(‖−→v ‖ + ‖−→w ‖): (Şłăğăŋĺě: śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ěśńĺ őŋő ěśšĳ, őą£ğăŋő ğăďăćăšĳś£ ťőřňşńőľ: (v; w) = 1=2(‖−→v + −→w ‖ + ‖−→v − −→w ‖)). 4.4.39. Ŕşśšĳ K | ćżŕşłńă£ ťĺčşřă ć R^n, śőďěřęăźă£ 0, ŋě śőďěřęăźă£ ŕř£ňżţ ĺ šăłă£ ůšő ⋃ λ≥0 –K = R^n. Ďń£ −→v ∈ R^n ŕőńőęĺň ‖v‖_K = inf{–| – ≥ 0; −→v ∈ –K} ĺ őŕřěďěńĺň ŋă

R^n ňěšřĺłş ŕő ťőřňşńě: %K(A; B) = ‖^{−→}AB‖K. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ¡šőň ďěľśšćĺšěńĳŋő

ŕőńşůĺšś£ ňěšřĺłă, őďŋőřőďŋă£ ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć. 4.4.40. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř šăłőľ ťĺčşřż K, łőšőřőľ śőőšćěšśšćşěš ňěšřĺłă, ŋě ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ŋĺ łăłĺň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň. Łăłĺň ťĺčşřăň őšćěůă¿š ňěšřĺłĺ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě śłăń£řŋżňĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ?

4.4.41. Ŕşśšĳ ňěšřĺłă % ŋă R^n ĺŋďşűĺřőćăŋă śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň. Řăśśňőšřĺň ěě łăł ťşŋłűĺ¿ % : R^n × R^n ≃ R^{2n} → R.

Ďőłăęĺšě, ůšő őŋă ďĺťťěřěŋűĺřşěňă, ĺ ěě ŕřőĺğćőďŋă£ ć šőůłě (A; B) ďěľśšćşěš ŋă łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř (−→v ; −→w ) ŕő ťőřňşńě:

%^′(A; B)[−→v ; −→w ] = 1 %(A; B) ( −→ AB; −→w − −→v ) =

= ‖−→w ‖ cos(’) − ‖−→v ‖ cos( );

čďě ’ | şčőń ňěęďş ćěłšőřăňĺ −→w ĺ −→ AB, ă | ňěęďş −→v ĺ −→ AB.

5 2: Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£. 21

x5. Őćěźěśšćńěŋĺě ĺ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£. Łćăšěřŋĺő- ŋż. 5.1. Őćěźěśšćńěŋĺě.

Ŕşśšĳ V | ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď C . Řăśśňőšřĺň ŋőćżľ őąžěłš VR, łőšőřżľ łăł ňŋőęěśšćő śőćŕăďăěš ś V šőńĳłő şňŋőęăšĳ ćěłšőřż ňż ąşďěň ŋě ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă, ă šőńĳłő ŋă ćěźěśšćěŋŋżě.

5.1.1. Ŕőłăęĺšě, ůšő VRąşďěš ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď R. VRŋăğżćăěšś£ őćěźěśšćńěŋĺěň łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V .

5.1.2. Řăśśňőšřĺň C łăł őďŋőňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V . Ćżŕĺÿĺšě ć £ćŋőň ćĺďě ąăğĺś ĺ ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă VR.

5.1.3. Ůěňş řăćŋă ć őąźěň śńşůăě řăğňěřŋőśšĳ dimRVRďń£ ŋěłőšőřőčő V ? Łăł ŋăľšĺ ąăğĺś? 5.1.4. Ŕşśšĳ ďăŋő ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě z : C → C (ć śňżśńě łőňŕńěłśŋżţ őďŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć) | şňŋőęěŋĺě ŋă łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő z = a + ib. Őŋő ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ĺŋďşűĺřşěš őšőąřăęěŋĺě zR : C R → C R. Ąşďěš ńĺ ¡šő őšőąřăęěŋĺě ńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň ćěźěśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć? Łăłőľ ćĺď ąşďěš ĺňěšĳ ěčő ňăšřĺűă ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě?

5.1.5. Őąőąźĺň řěğşńĳšăš ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ŋă ňŋőčőňěřŋżľ śńşůăľ. Ŕşśšĳ f : C^n → C^n .

Řăśśňőšřĺň fR : C^nR → C^nR. Ďőłăęĺšě, ůšő fR | ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ćěźěśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ ŋăľďĺšě ěčő ňăšřĺűş ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě.

5.1.6. Ŕşśšĳ A : C^n → C^n | ńĺŋľěŋżľ őŕěřăšőř. Ŋăľďĺšě det AR.

5.1.7. Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ őŕżšőň, ŋăłőŕńěŋŋżň ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ŕřěďżďşźĺţ ğăďăů, ŋăľďĺšě ść£ğĳ ŕőńŋżţ ńĺŋěľŋżţ čřşŕŕ GL(n; C ) ĺ GL(n; R). Śşźěśšćşěš ńĺ šőůŋőě ćńőęěŋĺě ś śőţřăŋěŋĺěň őŕěřăűĺľ őďŋőľ ć ďřşčş¿?

Ĺšăł, ňż ŋăşůĺńĺśĳ ĺğ łőňŕńěłśŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ďěńăšĳ ćěźěśšćěŋŋżě. Ă ćőğňőęŋő ńĺ őąřăšŋőě? Ćőğňőęŋő ńĺ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă śďěńăšĳ łőňŕńěłśŋőě, šő ěśšĳ ŋăşůĺšĳ ćěłšőřż ŋěłőšőřőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V şňŋőęăšĳś£ ŋě šőńĳłő ŋă ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă, ŋő ĺ ŋă łőňŕńěłśŋżě? Őšćěšőň ŋă ¡šőš ćőŕřőś śńşęĺš śńěďş¿źĺľ űĺłń ğăďăů. 5.2. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăğżćăěšś£ šăłőľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, łőšőřżľ ć łćăďřăšě řăćěŋ ňĺŋşś šőęďěśšćěŋŋőňş:

J^2 =−id_V :

5.2.8. Ćś£łőě ńĺ ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őąńăďăěš łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ? Ěśńĺ | ďă, šő ŕőśšřőľšě ěě ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ěśńĺ ŋěš | ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř.

Ŕşśšĳ ŋěłőšőřőě ŕřőśšřăŋśšćő V őąńăďăěš łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ J. Ććěďěň şňŋőęěŋĺě ć V ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ŕő ŕřăćĺńş

(a + ib)v = av + bJ(v):

5.2.9. Ďőłăęĺšě, ůšő şňŋőęěŋĺě őŕřěďěńěŋő łőřřěłšŋő ĺ ůšő šăłĺň őąřăğőň V śšăŋőćĺšś£ ŋăśšő£źĺň łőňŕńěłśŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň.(Őąőğŋăůĺň ěčő VC ).

5.2.10. Ćżůĺśńĺšě dimC VC .

5.2.11. Šăł łăł ŕőśšřőěŋŋőě Ćăňĺ VC ňőęěš ążšĳ őćěźěśšćńěŋő, ŕřőďěńăľšě ¡šő şęě ğŋăłőňőě Ćăň ďěľśšćĺě. Ůěňş ŕřőśšřăŋśšćő ĺğőňőřťŋő (VC )R?

5.2.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŋěłőšőřőě ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V őąńăďăěš łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřőľ J, šő ćěźěśšćěŋŋă£ řăğňěřŋőśšĳ V | ůěšŋă ĺ ňăšřĺűă J ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď ( 0 −E_k E_k 0 ) ; čďě E_k | ¡šő ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă řăğňěřă k × k.

Ĺğ ŕőśńěďŋěľ ğăďăůĺ ćĺďŋő, ůšő ěśńĺ ňż ţőšĺň "őłőňŕńěłśĺšĳ" ŕřőĺğćőńĳŋőě ćěźěśšćěŋŋőě V , šő ňż ďőńęŋż śŋăůăńă ěčő "őšůěšŋőňěřĺšĳ", ă ŕőšőň ćżąřăšĳ ŋěłőšőřżľ ąăğĺś, ć łőšőřőň J ąşďěš ĺňěšĳ łăŋőŋĺůěśłĺľ ćĺď. (Ćżąőř J őąşśńőćńěŋ ć šőůŋőśšĺ ćżąőřőň ąăğĺśă.) Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő V ććěďěň ŋă V ⊕ V łőňŕńěłśŋş¿ śšřşłšłřş Y : Y (v_1; v_2) = (−v_2; v_1). Őŕřěďěńěŋĺě. Łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ V C ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕřőśšřăŋśšćő (V ⊕ V )C

5.2.13. Ěśšěśšćěŋŋő šőčďă ŕřěďśšăćń£šĳ V C ć ćĺďě ŕř£ňőľ śşňňż V ⊕ iV . Ąşďěš ńĺ ¡šă śşňňă ďěľśšćĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ ŋăď R? ŋăď C ?

5.2.14. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăľďĺšě łăłőľ-ŋĺąşďĳ ąăğĺś V C ĺ ŕőďśůĺšăľšě řăğňěřŋőśšĳ dimC V C .

Ŕşśšĳ A : V → V | ćěźěśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř. Őŕřěďěńĺň AC : V C → V C ťőřňşńőľ

AC_(v_1; v_{2) = (}A_(v_{1)}; A_(v_{2))}:

5.2.15. Ąşďěš ńĺ AC łőňŕńěłśŋżň ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň? Łăłőľ ćĺď ąşďěš ĺňěšĳ ňăšřĺűă AC_{ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě? Ćżůĺśńĺšě det} AC_.

5.2.16. Ůěňş ĺğőňőřťŋő (V C )R?

Őŕřěďěńěŋĺě. Śőŕř£ęěŋŋżň ł łőňŕńěłśŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş V ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšřăŋśšćő —V , śőćŕăďă¿źěě ś V łăł ňŋőęěśšćő ś šěň ęě śńőęěŋĺěň ćěłšőřőć, ŋő ś "śőŕř£ęěŋŋżň" şňŋőęěŋĺěň: (z · v) —_V = (—z · v)_V

5.2.17. Ďőłăęĺšě, ůšő —V | łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋŋőě łőňŕńěłśŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. 5.2.18. (Šřşďŋă£.) Ůěňş ĺğőňőřťŋő (VR)C ?

5.2.19. (Šřşďŋă£.) Ŋăľďĺšě ść£ğĳ ňěęďş čřşŕŕăňĺ Sp | śĺňŕńěłšĺůěśłĺţ ňăšřĺű ĺ U | şŋĺšăřŋżţ.

5.3. Şďćőěŋĺě.

Ćśěčďă ĺŋšěřěśŋő ŕőńşůăšĳ ŋőćżě őąžěłšż ĺğ śšăřżţ, łőšőřżě şęě ĺğşůěŋż ĺ ŕőďŋăďőěńĺ. Ł ŕřĺňěřş, łőńĳşă, ĺğćěśšŋżě ŋăň ĺ ĺğşůěŋŋżě ŋăňĺ, śőśšăćń£¿š ŋěćěńĺłĺľ ŋăąőř. Űěńżě ůĺśńă, ŕőń£, ňŋőčőůńěŋż , ňăšřĺűż | ćőš, ŕőęăńşľ ĺ ćśě. Őďŋăłő śşźěśšćşěš ĺŋšěřěśŋżľ ňěšőď ŕőńşůăšĳ ŋőćżě łőńĳűă ďń£ ĺğşůěŋĺ£. Ŋő śŋăůăńă ŋşęŋő ććěśšĺ ŕőŋ£šĺě ăŋšĺĺŋćőń¿űĺĺ ŋă łőńĳűě.

Ăŋšĺĺŋćőń¿űĺěľ A ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ šăłőě őšőąřăęěŋĺě j : A → A, ůšő j(a+b) = j(a)+j(b)

, j^2 = 1 ĺ j(ab) = j(b)j(a) ∀a; b ∈ A.

5 4: Łćăšěřŋĺőŋż. 23

Šőčďă şďćőěŋĺěň łőńĳűă A ŋăğőćěň šăłőľ őąžěłš S, śőśšő£źĺľ ĺğ ňŋőęěśšćă ŕăř (a; b) ś őŕěřăűĺ£ňĺ

(a; b) + (c; d) = (a + c; b + d); (a; b) · (c; d) = (ac − j(d)b; bj(c) + da):

Ŕěřćżľ ćőŕřőś őůěćĺďěŋ:

5.3.20. Ąşďěš ńĺ şďćőěŋĺě A łőńĳűőň?

5.3.21. Ŕşśšĳ A | őąńăśšĳ űěńěśšŋőśšĺ. Ąşďěš ńĺ S | őąńăśšĳ űěńőśšŋőśšĺ? 5.3.22. Ŕşśšĳ A | ŕőńě, ąşďěš ńĺ S ŕőńěň?

Ŕřĺňěř. Ďń£ łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă idA őůěćĺďŋżň őąřăğőň ŕőďţőďĺš ć łăůěśšćě ĺŋćőń¿- űĺĺ. Ćőğĳňěň ć łăůěśšćě łőńĳűă ŕőńě R. Šőčďă ŕřĺ şďćőěŋĺĺ ňż ŕőńşůĺň C , ĺ šăłőě ŕőśšřőěŋĺ£ ŋăň ďăćŋő ĺğćěśšŋő. Šăłş¿ ęě łőŋśšřşłűĺ¿ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ś ń¿ążň ŕőńěň ć łăůěśšćě K. 5.3.23. Şďćőĺň C ś ŕőňőźĳ¿ idC . Ŕőńşůĺšś£ ńĺ ŕřĺ ¡šőň ŕőńě?

5.3.24. Ćőőąźě, ďń£ ń¿ąőčő ŕőń£ K, ţăřăłšěřĺśšĺłă, łőšőřőčő őšńĺůŋă őš 2, şďćőěŋĺě šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋő śőćŕăďăěš ś ďćşňěřŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď K.

5.3.25. §ćń£ěšś£ ńĺ şďćőěŋĺě ŕőń£ K śăňő ŕő śěąě ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň? 5.3.26. Ďőłăęĺšě, ůšő řěğşńĳšăš şďćőěŋĺ£ ŕőń£ K £ćń£ěšś£ ăńčěąřőľ ŋăď K. Ć śńşůăě ŋěłőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű şďćőěŋĺě £ćń£ěšś£, ćĺďĺňő, ąőńěě śńőęŋőľ ŕřőűěďşřőľ.

Ţőš£ ąż ŕőšőňş, ůšő šřşďŋěě ŋăľšĺ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺ¿ | šőęďěśšćěŋŋă£ ŋě ŕőďţőďĺš.

5.3.27. Ŕőśšăřăľšěśĳ ŋăľšĺ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺ¿ ďń£ łőńĳűă ňăšřĺű Mn(K) 5.3.28. Ďőłăęĺšě, ůšő šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺě ňăšřĺű £ćń£ěšś£ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺěľ. Ůšő ŕőńşůĺšś£ ŕřĺ şďćőěŋĺĺ ŕő šăłőľ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺĺ?

5.3.29. Ďőłăęĺšě, ůšő łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě £ćń£ěšś£ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺěľ ć ć łőńĳűě C . 5.3.30. Ěśńĺ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ăřčşňěŋšĺřőćăŋő ŕőńşůăěň ŕőńőęĺšěńĳŋżľ őšćěš, ŕőśšřőľšě şďćőěŋĺě C ŕő śőŕř£ęěŋĺ¿. (Őąőğŋăůăšĳ ¡šő şďćőěŋĺě ňż ąşďěň śĺňćőńőň H .)

5.3.31. Ąşďěš ńĺ H őąńăďăšĳ śšřşłšşřőľ ďćşňěřŋőčő łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă? 5.3.32. Ąşďěš ńĺ H ŕőńěň?

5.3.33. Ąşďěš ńĺ H őąńăďăšĳ śšřşłšşřőľ ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă? Ěśńĺ ďă, šő łăłőćă ěčő ćěźěśšćěŋŋă£ řăğňěřŋőśšĳ? Ŋăľďĺšě ąăğĺś.

Őŕřěďěńěŋĺě Ňŋőęěśšćő H ś őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ šěńőň łćăšěřŋĺőŋőć.

5.4. Łćăšěřŋĺőŋż.

5.4.34. Čőćőř£š, ůšő ¡ńěňěŋš x ńěęĺš ć űěŋšřě łőńűă R, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő z ∈R ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő xz = zx. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡ńěňěŋšż ćĺďă (r; 0), čďě r ∈R śőśšăćń£¿š űěŋšř H .

Ďăńěě ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ¡ńěňěŋšż ćĺďă (r; 0) ć H ďń£ r ∈ R ŕřőśšő ůěřěğ r, śůĺšă£, ůšő

R šăłĺň őąřăğőň ćłńăďżćăěšś£ ć H .

5.4.35. Ŕşśšĳ q ∈H šăłőľ, ůšő q^2 = −1. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡ńěňěŋšż a+qb, čďě a; b∈R őąřăğş¿š ŕőďŕőńě, ĺğőňőřťŋőě C ć H .

5.4.36. Łćăšěřŋĺőŋż q, ďń£ łőšőřżţ —q = −q ŋăğżćă¿š ůĺśšő ňŋĺňżňĺ. Ŕşśšĳ I | ňŋőęěśšćő ůĺśšő ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋőć. Ŕőłăęĺšě, ůšő

(ă) q ∈I ⇒ q^2 ∈R ĺq^2 < 0.

(ą) q ∈I ⇒ ďń£ z = |q|^{−1}q ćżŕőńŋěŋő z^2 = −1. (ć) q^2 ⩽ 0 ⇒ q ∈I.

(č) I = ⟨i; j; k⟩_{ńĺŋ} = {¸i + ˛j + ‚k; ¸; ˛; ‚ ∈ R} ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ Čăňĺńĳšőŋă. (ď) ďń£ ń¿ąőčő łćăšěřŋĺőŋă z ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő z = a + q, čďě a∈R q ∈I.

5.4.37. Ďőłăęĺšě, ůšő H ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ăńčěąřş ŋăď R, őŕřěďěń££ şňŋőęěŋĺě r · z łăł (r; 0) · z (łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě őąřăğă r ŕřĺ śšăŋďăřšŋőň ćńőęěŋĺĺ R ć H , ŋă z). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ¡šőň I | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ĺ H = R ⊕ I.

5.4.38.

(ă) Ŕřőćěřĳšě, ůšő ďń£ x; y ∈ I (x—y + —xy)∈R.

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňşńă (x; y) = −1=2(x—y + —xy) őŕřěďěń£ěš ěćłńĺďőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć I.

(ć) Ŕşśšĳ i; j; k | ŋěłőšőřżľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć I őšŋőśĺšěńĳŋő ćżÿě őŕřěďěńěŋŋőčő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ďőłăęĺšě ťőřňşńż Čăňĺńĳšőŋă:

i^2 = j^2 = k^2 = ijk = −1; ij = −ji = k; jk = −kj = i; ki = −ik = j:

(č) Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ x∈I : x^2 = −1 ⇔ (x; y) = 1.

5.4.39. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ łćăšěřŋĺőŋ £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň ŋěłőšőřőčő łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć R ĺ őšřĺűăšěńĳŋżň ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň.

5.4.40. Ŕşśšĳ U = {¸∈H; |¸| = 1. Ŕőłăęĺšě, ůšő

(ă) ∀¸∈U ťőřňşńă ’_α(q) = —¸q¸ őŕřěďěń£ěš čőňőňőřťĺğň H ć H . (ą) čőňőňőřťĺğň ’_α śőţřăŋ£ěš I ĺ őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě łăęďżľ ćěźěśšćěŋŋżľ ¡ńěňěŋš. (ć) ďń£ ¡ńěňěŋšőć x; y ∈ I ćżŕőńŋěŋő (x; y) = (’_α(x); ’_α(y)). (č) łăęďőě ěćłńĺďőćő ćřăźěŋĺě ć I śőćŕăďăěš ś ’_α ďń£ ŋěłőšőřőčő ¸∈U.

5.4.41. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ x; y ∈ I, šő xy − yx ∈ I. Őąőğŋăůĺň xy − yx = [x; y]

(ă) Ŕřőćěřĳšě, ůšő [[x; y]; z] = [[x; z]; y] + [x; [y; z]] (ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ¡ńěňěŋš [x; y] őřšőčőŋăńěŋ łăł x, šăł ĺ y, ă |[x; y]| śőćŕăďăěš ś ŕńőźăďĳ¿ ŕăřăńńěńőčřăňňă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă x ĺ y ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě I.

x6. Ďĺăčřăňňż ĺ łőčőňőńőčĺĺ.

Ć ¡šőň řăğďěńě řăśśňăšřĺćă¿šś£ ňőďşńĺ ŋăď łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň ś ěďĺŋĺűěľ ĺ čőňőňőřťĺğňż ňěęďş ŋĺňĺ. Ŋăąőř ňőďşńěľ ĺ čőňőňőřťĺğňőć ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ ďĺăčřăňňőľ:

šřěşčőńĳŋĺł V W L ¸ ‚ ˛

  -
@@R �`_{łćăďřăš}

W W^′

V^′ V ¸ ‚˛ ‹

-
-? ?

Őŕřěďěńěŋĺě. Šřěşčőńĳŋĺł, ĺğőąřăęěŋŋżľ ŋă řĺśşŋłě, ŋăğżćăěšś£ łőňňşšăšĺćŋżň, ěśńĺ ˛ ∘ ¸ = ‚, ĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋżň, ěśńĺ ˛ ∘ ¸ = −‚. Ăŋăńőčĺůŋő, łćăďřăš ŋăğżćăěšś£ łőňňşšăšĺćŋżň, ěśńĺ ˛ ∘ ¸ = ‹ ∘ ‚, ĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋżň, ěśńĺ ˛ ∘ ¸ = −‹ ∘ ‚. 6.1. Łőňňşšăšĺćŋżě ĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ.

Ďń£ łőňňşšăšĺćŋőčő ĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ĺğőąřăęěŋŋőčő ŋă řĺśşŋłě, ďőłăğăšĳ śńěďş¿źĺě ĺňŕńĺłăűĺĺ.

6.1.1. (¸ ĺ ˛ | ňőŋőňőřťĺğňż) =⇒ (‚ | ňőŋőňőřťĺğň). 6.1.2. (¸ ĺ ˛ | ¡ŕĺňőřťĺğňż) =⇒ (‚ | ¡ŕĺňőřťĺğň). 6.1.3. Ěśńĺ ¸ | ĺğőňőřťĺğň, šő

(ă) ( ˛ | ¡ŕĺňőřťĺğňż) ⇐⇒ (‚ | ¡ŕĺňőřťĺğň); (ą) ( ˛ | ňőŋőňőřťĺğňż) ⇐⇒ (‚ | ňőŋőňőřťĺğň).

6.1.4. Ěśńĺ ˛ | ĺğőňőřťĺğň, šő

(ă) (¸ | ňőŋőňőřťĺğňż) ⇐⇒ (‚ | ňőŋőňőřťĺğň); (ą) (¸ | ¡ŕĺňőřťĺğňż) ⇐⇒ (‚ | ¡ŕĺňőřťĺğň).

6.1.5. (‚ | ňőŋőňőřťĺğňż) =⇒ (¸ | ňőŋőňőřťĺğň) . Ćěřŋă ńĺ ĺňŕńĺłăűĺ£: (‚ | ňőŋőňőřťĺğňż) =⇒ (˛ | ňőŋőňőřťĺğň) ?

6.1.6. (‚ | ¡ŕĺňőřťĺğňż) =⇒ (˛ | ¡ŕĺňőřťĺğň) . Ćěřŋă ńĺ ĺňŕńĺłăűĺ£: (‚ | ¡ŕĺňőřťĺğňż) =⇒ (¸ | ¡ŕĺňőřťĺğň)?

6.1.7. (‚ | ĺğőňőřťĺğňż) =⇒ (¸ | ňőŋőňőřťĺğň ĺ ˛ | ¡ŕĺňőřťĺğň) . Ćěřŋő ńĺ őąřăšŋőě? 6.2. Łőňňşšăšĺćŋżě łćăďřăšż.

6.2.8. Ďń£ łőňňşšăšĺćŋőčő ĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋőčő łćăďřăšă, ĺğőąřăęěŋŋőčő ŋă řĺśşŋłě ďőłăęĺšě, ůšő (ă) ěśńĺ ‚ ĺ ‹ | ¡ŕĺňőřťĺğňż, šő ĺ ˛ | ¡ŕĺňőřťĺğň; (ą) ěśńĺ ‚ ĺ ‹, šő ĺ ¸ | ćńőęěŋĺě.

6.3. Šőůŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňőďşńěľ ĺ čőňőňőřťĺğňőć · · · V_{i−1}^{φi−1}−→ V_i^{φi}−→ V_{i+1} · · · ŋăğżćăěšś£ šőůŋĺőľ, ěśńĺ ker ’_i = im’_{i−1} ďń£ łăęďőčő i.

Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

0 −→ V^φ−→ W šőůŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ’ | ćńőęěŋĺě, ă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

V^φ−→ W −→ 0

šőůŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ’ | ŋăńőęěŋĺě.

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 0 −→ V^{′ α}−→ V^β−→ V^{′′}−→0 £ćń£ěšś£ šőůŋőľ, ěśńĺ ¸ | ňőŋőňőřťĺğň, ˛ | ¡ŕĺňőřťĺğň ĺ im ¸ = ker ˛. Šăłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăğżćăěšś£ łőřőšłőľ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ĺńĺ šőůŋőľ šřőľłőľ.

6.3.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ V; V^′ ĺ V^{′′} ć ŋăŕĺśăŋŋőľ ćżÿě šőůŋőľ šřőľłě | ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň, šő

dim V = dimV^′ + dim V^{′′}:

6.3.10. Ŕşśšĳ ć śńěďş¿źěľ ďĺăčřăňňě őąă łćăďřăšă ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋż, ă śšřőłĺ | šőůŋżě šřőľłĺ:

0 −→ V^′ −→ V −→ V^{′′} −→ 0 f^′ ↓ f ↓ f^{′′} ↓ 0 −→ W^′ −→ W −→ W^{′′} −→ 0

(ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f | ĺğőňőřťĺğň, šő f^′ | ňőŋőňőřťĺğň, ă f^{′′} | ¡ŕĺňőřťĺğň.

Ćěřŋő ńĺ őąřăšŋőě?

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f^′ ĺ f^{′′} | ĺğőňőřťĺğňż, šő f šăłęě ĺğőňőřťĺğň. (ć) Ćěřŋż ńĺ ŕřěďżďşźĺě şšćěřęďěŋĺ£ ŕřĺ şśńőćĺĺ łőňňşšăšĺćŋőśšĺ őąőĺţ łćăďřăšőć?

6.3.11. Ďń£ łőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňż (šő ěśšĳ łăęďżľ łćăďřăš ć ŋěľ łőňňşšăšĺćěŋ) ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ 0 −→ V^{′ α}−→ V −→ V^{′′} f ↓ f^{′′} ↓ 0 −→ W^{′ β}−→ W −→ W^{′′} (ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ f^′ : V^′ −→ W^′, şďőćńěšćőř£¿źĺľ śőőšŋőÿěŋĺ¿: ˛ ∘ f^′ = f ∘ ¸.

(ą) Ŕřĺ łăłĺţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ şśńőćĺ£ţ ŋă őšőąřăęěŋĺ£ ďĺăčřăňňż ňőęŋő čăřăŋšĺřőćăšĳ ňőŋőňőřťŋőśšĳ f^′?

6.3.12. Ďń£ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňż ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ

V^′ −→ V^α−→ V^{′′} −→ 0 ↓ f ↓ W^′ −→ W^β−→ W^{′′} −→ 0

(ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ f^{′′} : V^{′′} −→ W^{′′}, şďőćńěšćőř£¿źĺľ śőőšŋőÿěŋĺ¿: −˛ ∘ f = f^{′′} ∘ ¸.

(ą) Ŕřĺ łăłĺţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ şśńőćĺ£ţ ŋă őšőąřăęěŋĺ£ ďĺăčřăňňż ňőęŋő čăřăŋšĺřőćăšĳ ¡ŕĺňőřťŋőśšĳ f^{′′}?

6.3.13. Ďăŋă łőňňşšăšĺćŋă£ ďĺăčřăňňă ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ ĺ śšőńąűăňĺ

0 0 0 ↓ ↓ ↓ L^′ L L^{′′} ↓ ↓ ↓ 0 −→ V^′ −→ V −→ V^{′′} −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ W^′ −→ W −→ W^{′′} −→ 0

(ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćş¿š čőňőňőřťĺğňż ňőďşńěľ ¸ : L −→ L^′ ĺ ˛ : L^′ −→ L^{′′}, ŕřĺ łőšőřżţ ďĺăčřăňňă

0 0 0 ↓ ↓ ↓ L^{′ α}−→ L^β−→ L^{′′} ↓ ↓ ↓ 0 −→ V^′ −→ V −→ V^{′′} −→ 0 f^′ ↓ ↓ ↓ 0 −→ W^′ −→ W −→ W^{′′} −→ 0

łőňňşšăšĺćŋă.

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ćěřţŋ££ śšřőůłă ďăŋŋőľ ďĺăčřăňňż 0 −→ L^{′ α}−→ L^β−→ L^{′′} šőůŋă.

(ć) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ f^′ | ¡ŕĺňőřťĺğň, šő ˛ | šőęě ¡ŕĺňőřťĺğň. (č) Őśšăŋşšś£ ńĺ ćěřŋżňĺ şšćěřęďěŋĺ£ ğăďăůĺ ŕřĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋżţ ňăńżţ łćăďřăšăţ?

6.3.14. Śťőřňşńĺřőćăšĳ ĺ ďőłăğăšĳ ăŋăńőčĺůŋőě şšćěřęďěŋĺě ő łőňňşšăšĺćŋőľ ĺńĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňě ćĺďă

0 −→ V^′ −→ V −→ V^{′′} −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ W^′ −→ W −→ W^{′′} −→ 0 ↓ ↓ ↓ C^′ C C^{′′} ↓ ↓ ↓ 0 0 0

ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ ĺ śšőńąűăňĺ.

6.3.15. Ŕşśšĳ ć łőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňě 0 0 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ K_1^{α1}−→ K_2^{α2}−→ K_3 ↓ ↓ ↓ 0 −→ V_1 −→ V_2 −→ V_3 −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ W_1 −→ W_2 −→ W_3 −→ 0 ↓ ↓ ↓ C_1^{β1}−→ C_2^{β2}−→ C_3 ↓ ↓ ↓ 0 0 0

ćśě śšřőłĺ ĺ śšőń¿ąűż šőůŋż. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ‹ : K_3 −→ C_1, ŕřĺůěň im¸_2 = ker ‹ ĺ im‹ = ker ˛_1, šő ěśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

0 −→ K_1^{α1}−→ K_2^{α2}−→ K_3^δ−→ C_1^{β1}−→ C_2^{β2}−→ C_3 −→ 0

šőůŋă.

Ŋăř£ďş ś £ďřőň ĺ őąřăğőň čőňőňőřťĺğňă ňőďşńěľ ¸ : V −→ W ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ šřěšĺľ ňőďşńĳ, ŋě ńěęăźĺľ ŋĺ ć V ŋĺ ć W .

Őŕřěďěńěŋĺě. Łő£ďřőň čőňőňőřťĺğňă ¸ : V −→ W ŋăğżćăěšś£ ňőďşńĳ coker¸ = W=im ¸ ś ěśšěśšćěŋŋőľ ŕřőěłűĺěľ ı : V −→ coker¸.

6.3.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕő ń¿ąőňş čőňőňőřťĺğňş ňőďşńěľ ¸ : V −→ W ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ šőůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

0 −→ ker ¸ −→ V^α−→ W^π−→ coker¸ −→ 0:

6.3.17. Ńěňňă ő ğňěě. Ń¿ąă£ łőňňşšăšĺćŋă£ ďĺăčřăňňă ćĺďă 0 −→ V_1 −→ V_2 −→ V_3 −→ 0 f1 ↓ f2 ↓ f3 ↓ 0 −→ W_1 −→ W_2 −→ W_3 −→ 0

ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ ďőśšřăĺćăěšś£ ďő łőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňż ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ ĺ śšőńąűăňĺ:

0 0 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ ker f_1 −→ ker f_2 −→ ker f_3 ↓ ↓ ↓ 0 −→ V_1 −→ V_2 −→ V_3 −→ 0 f1 ↓ f2 ↓ f3 ↓ 0 −→ W_1 −→ W_2 −→ W_3 −→ 0 ↓ ↓ ↓ cokerf_1 −→ cokerf_2 −→ cokerf_3 −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 0 0

;

6 4: Łőňŕńěłśż ĺ łőčőňőńőčĺĺ. 29

ŕřĺůěň ćěřţŋ££ ĺ ŋĺęŋ££ śšřőůłĺ őąžěďĺŋ£¿šś£ ć őďŋş šőůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ:

0 −→ ker f_1 −→ ker f_2 −→ ker f_3 −→ cokerf_1 −→ cokerf_2 −→ cokerf_3 −→ 0:

6.3.18. Ńěňňă ő ŕ£šĺ čőňőňőřťĺğňăţ. Ŕşśšĳ ďăŋă łőňňşšăšĺćŋă£ ďĺăčřăňňă ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ A −→ B −→ C −→ D −→ E α ↓ β ↓ φ ↓ γ ↓ δ ↓ A^′ −→ B^′ −→ C^′ −→ D^′ −→ E^′ Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ¸; ˛; ‚ ĺ ‹ | ĺğőňőřťĺğňż, šő ĺ ’ | ĺğőňőřťĺğň.

6.3.19. Ŕşśšĳ ’ : V −→ W | ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, V^∗ ĺ W^∗ | ďćőľśšćěŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ďőłăęĺšě, ůšő (ă) Őšőąřăęěŋĺě, śšăć£źěě ťşŋłűĺĺ f ∈ W^∗ ťşŋłűĺ¿ ŋă V , őŕřěďěń£ěňş¿ ŕřăćĺńőň ’^∗f(v) = f(’(v)), | łőřřěłšŋő ğăďăŋŋőě ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ’^∗ : W^∗ −→ V^∗.

(ą) (’^∗)^∗ = ’.

(ć) (’^∗ | ¡ŕĺňőřťĺğň) ⇔ (’ | ňňőŋőňőřťĺğň). (č) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

0 −→ V_1^φ−→ V_2^ψ−→ V_3 −→ 0

ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć šőůŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă šőůŋă ďćőľśšćěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ:

0 −→ V^∗_3^{ψ∗}−→ V^∗_2^{φ∗}−→ V^∗_1 −→ 0

(ď) Ďĺăčřăňňă V^α−→ W γ ↓ β ↓ L^{idL}←→ L łőňňşšăšĺćŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă łőňňşšăšĺćŋă ďĺăčřăňňă V^{∗ α∗}←− W^∗ γ^∗ ↑ β^∗ ↑ L^{∗ idL∗}←→ L^∗ 6.3.20. Łăł ĺğňěŋ£šś£ şśńőćĺ£ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, ěśńĺ ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ğăňěŋĺšĳ ŋă ňőďşńĺ ŋăď łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K, ă ďćőľśšćěŋŋżň ňőďşńěň ł V śůĺšăšĳ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ Hom(V; K)?

6.4. Łőňŕńěłśż ĺ łőčőňőńőčĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě.Łőňŕńěłśőň A^• ŋăąőř ňőďşńěľ A^i i ∈ Zĺ čőňőňőřťĺğňőć d^i : A^i −→ A^{i+1}, ŋăğżćăěňżţ ďĺťťěřěŋűĺăńăňĺ šăłĺţ, ůšő d^{i+1} ∘d^i = 0. Ćőőąźě čőćőř£, ňőďşńĺ A^i ňőčşš ążšĳ őšńĺůŋż őš ŋşń£ šőńĳłő ďń£ ŋěłőšőřőčő ŕőďňŋőęěśšćă ĺŋďěłśőć, ŋăŕřĺňěř ďń£ i ≥ 0.

Ňőřťĺğňőň łőňŕńěłśőć f : A^• −→ B^• ŋăğżćăěšś£ ŋăąőř čőňőňőřťĺğňőć f : A^i −→ B^i ďń£

łăęďőčő i, łőšőřżě łőňňşšĺřş¿š ś ďĺťťěřěŋűĺăńăňĺ: f^{i+1} ∘ d^i = d^{i+1} ∘ d^i.

Łőčőňőńőčĺĺ h^i(A^•) łőňŕńěłśă A^• őŕřěďěń£¿šś£ łăł ťăłšőřňőďşńĺ (ker d^i)=(im d^{i−1}).

6.4.21. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ňőřťĺğň łőňŕńěłśőć f : A^• −→ B^• ĺŋďşűĺřşěš ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě h^i(f) : H^i(A^•) −→ h^i(B^•).

6.4.22. Ŕşśšĳ 0 −→ A^{• f}−→ B^{• g}−→ C^• −→ 0 šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łőňŕńěłśőć (šő ěśšĳ 0 −→ A^{i f i}−→ B^{i gi}−→ C^i −→ 0 łőřőšłă£ šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ). Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ŋăąőř ěśšěśšćěŋŋżţ őšőąřăęěŋĺľ:

h^i(C^•)^{δi}−→ h^{i+1}(A^•);

šăłĺţ ůšő ĺňěěš ňěśšő ďńĺŋŋă£ šőůŋă£ łőčőňőńőčĺůěśłă£ ŕőśńěďńćăšěńĳŋőśšĳ

· · · → h^i(A^•) −→ h^i(B^•)h^i(C^•)^{δi}−→ h^{i+1}(A^•) → 0 · · · :

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďćă ňőřťĺğňă łőňŕńěłśőć ŋăğżćă¿šś£ čőňőšőŕŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ŋăąőř čőňőňőřťĺğňőć k^i : A^i −→ B^{i−1} ďń£ łăęďőčő i∈Z(ŋěőą£ğăšěńĳŋő łőňňşšĺřş¿źĺţ ś ďĺťťěřěŋűĺăńăňĺ), šăłĺţ ůšő f^i − g^i = d^{i+1} ∘ k^i + k^{i+1} ∘ d^i . Ŋăąőř čőňőňőřťĺğňőć k^i ŋăğżćăěšś£

őŕěřăšőřőň čőňőšőŕĺĺ.

6.4.23. Ďőłăęĺšě, ůšő čőňőšőŕŋżě ňőřťĺğňż łőňŕńěłśőć ĺŋďşűĺřş¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě ŋăąőř čőňőňőřťĺğňőć łőčőňőńőčĺľ h^i(A^•) −→ h^i(B^•):

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ ďăŋ łőŋěůŋżľ łőňŕńěłś łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć V^•. İľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ ¡šőčő łőňŕńěłśă (ffl(V^•)) ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő ∑ (−1)^i dim V^i:

6.4.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő łőňŕńěłśă ěčő İľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă śőćŕăďăěš ś ůĺśńőň ∑ (−1)^i dim h^i(V^•):

7 1: Ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. 31

x7. Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ĺ łőřřěń£űĺĺ.

Őśŋőćŋżě őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ śőčńăÿěŋĺ£. Ŋă ŕřőš£ęěŋĺĺ ćśěľ ¡šőľ šěňż śĺňćőńőň V őąőğŋăůăěšś£ ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď őśŋőćŋżň ŕőńěň k.

Ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř v ∈V ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A : V → V

ś śőąśšćěŋŋżň ůĺśńőň –, ěśńĺ Av = –v.

Ňŋőęěśšćő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ůĺśńş –, őąřăğşěš ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V , łőšőřőě ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ V_λ ĺ ŋăğżćăšĳ śőąśšćěŋŋżň ŕőď-

ŕřőśšřăŋśšćőň őŕěřăšőřă.

Łőřŋěćżň ćěłšőřőň ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A, őšćěůă¿źĺň śőąśšćěŋŋőňş ůĺśńş –, ŋăğżćă-

ěšś£ šăłőľ ćěłšőř v ∈V , ďń£ łőšőřőčő ŋăľďěšś£ šăłőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n, ůšő (A−–E)^n = 0 (E | ěďĺŋĺůŋżľ ĺńĺ šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř ŋă V ).

Ňŋőęěśšćő ćśěţ łőřŋěćżţ ćěłšőřőć, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋőňş ůĺśńş – ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A, őąřăğşěš ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő L(–), łőšőřőě ŋćăğżćăěšś£ łőřŋěćżň ŕőďŕřőśšřăŋ-

śšćőň ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A.

Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň őŕěřăšőřă A ŋăğżćăěšś£ ňŋőčőůńěŋ fflA(t) = det(A − tE), čďě A | ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě, A | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă; ěčő łőřŋĺ ŋăğżćă¿šś£ śőą-

śšćěŋŋżňĺ ĺńĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ őŕěřăšőřă A.

Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U ⊂ V ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăšőřă A (ĺńĺ Aĺŋćăřĺăŋšŋżň), ěśńĺ AU ⊂ U.

7.1. Ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

7.1.1. Ďőłăęĺšě A-ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ śńěďş¿źĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć:

ker A; im A; im A^r; V_λ; L(–):

7.1.2. Ďőłăęĺšě, ůšő śőąśšćěŋŋŋżě ćěłšőřż, őšćěůă¿źĺě řăğńĺůŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, | ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

7.1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő łőřŋěćżě ćěłšőřż, őšćěůă¿źĺě řăğńĺůŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, | ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.

7.1.4. Ŕşśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U | A-ĺŋćăřĺăŋšŋő. Ďőłăęĺšě, ůšő

(ă) ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćě U łőřřěłšŋő ğăďăŋ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A|_U (őčřăŋĺůěŋĺě A ŋă U), ŕřĺůěň ďĺăčřăňňă: U^{A|U}−→ U ↓ ↓ U^A−→ U

łőňňşšăšĺćŋă;

(ą) ŋă ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćě V=U śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř B, ŕřĺ łőšőřőň ďĺăčřăňňă: V^A−→ V ↓ ↓ V=U^B−→ V=U łőňňşšăšĺćŋă.

İšőš őŕěřăšőř ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ťăłšőřőŕěřăšőřőň.

(ć) ěśńĺ V | ŕř£ňă£ śşňňă A-ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć V = U ⊕W , šő śşźěśšćşěš

ĺğőňőřťĺğň ¸ : W → V=U, ŕřĺ łőšőřőň ďĺăčřăňňă:

V^π−→ V=U^α←− W A ↓ ↓ A|W ↓ V^π−→ V=U^α←− W łőňňşšăšĺćŋă.

7.1.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő V řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ker A ĺ imA (A | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŋă V ) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčăďă, łőčďă ťăłšőřőŕěřăšőř ŋă V= ker A ĺňěěš ŋşńěćőě £ďřő.

7.2. Ŕřĺňěřż ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć.

7.2.6. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă, ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ňăšřĺűş (ďń£ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć) śńěďş¿źĺţ őŕěřăšőřőć: (ă)^d_{dx} ć R_n[x] (ňŋőčőůńěŋż ŋăď R, śšěŕěŋĳ łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš n); (ą)^{dk}_{dxk} ć R_n[x];

(ć)^d_{dx} ĺ^{dk}_{dxk} ć ŕřőśšřăŋśšćě łćăğĺňŋőčőůńěŋőć

e^{λx}R_n[x] = {e^{λx}(a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n)| a_i ∈R};

(č) @ = ∑ x_i@=@x_i ć ŕřőśšřăŋśšćě R[x_1; x_2; : : : ; x_n].

7.2.7. Ć ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć Rn[x] ć łăłőň-ŋĺąşďĳ ąăğĺśě ğăŕĺśăšĳ ňăšřĺűş ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă, ŕěřěćőď£źěčő ňŋőčőůńěŋ f(x) ć ňŋőčőůńěŋ 1∫ 0 (x^2y + xy^2)f(y)dy:

Ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ěčő őąřăğă, śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ĺ śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż. 7.2.8. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A ŋă Rn[x], ŕěřěćőď£źěčő ňŋőčőůńěŋ f(x) ć ňŋőčőůńěŋ f(ax + b) (a ĺ b | ťĺłśĺřőćăŋż).

7.2.9. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ďń£ łőšőřőčő

(ă) V ≠ ker A ⊕ imA, (ą) V = ker A ⊕ imA, ŋő A ŋě £ćń£ěšś£ őŕěřăšőřőň ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£.

7.3. Ŕřĺňěřż śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

7.3.10. Ćż£śŋĺšě, ŕřĺ łăłĺţ şśńőćĺ£ţ őŕěřăšőř, ğăďăćăěňżľ ć ŋěłőšőřň ąăğĺśě ňăšřĺűěľ

0 0 : : : 0 –_n 0 0 : : : –_{n−1} 0 : : : : : : : : : : : : : : : 0 –_2 : : : 0 0 –_1 0 : : : 0 0

ĺňěěš ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

7.3.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ – | śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő őŕěřăšőřă A ĺ f(t) - ŋěłőšőřżľ ňŋőčőůńěŋ ŋăď ŕőńěň k, šő f(–) | śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő őŕěřăšőřă f(A).

7 4: Łőňŕńěłśŋżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ćěźěśšćěŋŋżţ őŕěřăšőřőć. 33

7.3.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ń¿ąőľ ćěłšőř v ∈ V £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň ďń£ őŕěřăšőřă A ŋă V , šő A | čőňőšěšĺ£, šő ěśšĳ A = –E.

7.3.13. Ŋăľďĺšě ćśě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă

(ă) ďĺăčőŋăńĳŋőčő őŕěřăšőřă;

(ą) őŕěřăšőřă, ňăšřĺűă łőšőřőčő ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ĺňěěš ćĺď:

– 1 0 · · · 0 0 – 1 · · · 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 0 0 · · · – : 7.3.14. Ŕşśšĳ őŕěřăšőřż A ĺ B ć ăřĺťňěšĺůěśłőň ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^3 ğăďăŋż śćőĺňĺ ňăšřĺűăňĺ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě: A = 5 −1 −1 −1 5 −1 −1 −1 5 B = −6 2 3 2 −3 6 3 6 2 :

Ŋăľďĺšě ćśě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, őďŋőćřěňěŋŋő ĺŋćăřĺăŋšŋżě łăł őšŋőśĺšěńĳŋő A, šăł ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő B.

7.3.15. Ŕşśšĳ –1; –2; : : : ; –n | śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď C . Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă A łăł őŕěřăšőřă ć śőőšćěšśšćş¿źěň 2n-ňěřŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě.

7.3.16. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕőćőřőšă ćěźěśšćěŋŋőľ ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ ŋă şčőń ’ ĺ śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ¡šőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ ŕńőśłőśšĺ.

7.3.17. Ŕşśšĳ ďăŋ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A ć n-ňěřŋőň łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ďőłăęĺšě, ůšő (ă) A ĺňěěš őďŋőňěřŋőě ĺ (n − 1)-ňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. (ą) Śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă őŕěřăšőřă A ĺňěěš ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżľ ćĺď. (ć) Ěśńĺ, łřőňě šőčő, A^m = id ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋăšşřăńĳŋőčő m, šő tr(A^{−1} = trA.

7.4. Łőňŕńěłśŋżě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ćěźěśšćěŋŋżţ őŕěřăšőřőć.

Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ R^n ⊂ C^n , ďń£ z = z_1 z_2 . . z_n

∈ C^n ŕőńőęĺň:

Re(z) =

Rez_1 Rez_2 . . Rez_n

∈ R^n; Im(z) =

Imz_1 Imz_2 . . Imz_n

∈ R^n; —z = Re(z) − Im(z):

7.4.18.

(ă) Ŕőłăęĺšě, ůšő łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě —: : C^n → C^n őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ: –z = —–—z ĺ —z = z.

(ą) Őŕĺÿĺšě ŕőďňŋőęěśšćă: ćěźěśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć | R^n ⊂ C^n ĺ ůĺśšő ňŋĺňżţ iR^n ⊂

C^n , ĺśŕőńĳğş£ łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě.

(ć) Ćżřăğĺšě Re(z) ĺ Im(z) ůěřěğ z ĺ —z.

7.4.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ćś£łőčő łőŋěůŋőňěřŋőčő łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V , śŋăąęěŋŋőčő ăŋšĺńĺŋěľŋőľ ĺŋćőń¿űĺěľ

fi : V → V

, čďě fi(v + u) = fi(v) + fi(u); fi(–v) = —–fi(v)S ĺ fi^2 = id_V , śşźěśšćşěš ĺğőňőřťĺğň ¸ : V →

C^n , ďń£ łőšőřőčő łőňňşšăšĺćŋă śńěďş¿źă£ ďĺăčřăňňă:

V^τ−→ V α ↓ α ↓ C^{n id}−→ C^n :

7.4.20. Ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ŕőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ćěźěśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć

R(V ) = ¸^{−1}(R^n) £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň ńĺŋěŋľŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň V ĺ ŋě ğăćĺśĺš

őš ćżąőřă ¸. (Şłăğăŋĺě: őŕĺÿĺšě R(V ) ć šěřňĺŋăţ fi).

7.4.21. Ć şśńőćĺ£ţ ğăď. 7.4.19 őŕĺÿĺšě řăğńőęěŋĺ£ v = Re(v)+Im(v) ćěłšőřă ĺğ V ŋă ćěźěśšćěŋŋş¿ ĺ ňŋĺňżě ůăśšĺ ĺ ŕőłăęĺšě, ůšő ¡šő řăğńőęěŋĺě ŋě ğăćĺśĺš őš őšőęďěśšćńěŋĺ£

V ś C^n .

7.4.22. Ďőłăęĺšě, ůšő V £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ R(V ).

İšőš ťăłš śŕřăćěďńĺć ĺ ďń£ ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Ŕőŕřőąşľšě ďăšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő, ŋě ĺśŕőńĳğş¿źěě łőŋěůŋőňěřŋőśšĳ V .

7.4.23. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř AC : V → V ŋăğżćăěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň, ěśńĺ őŋ łőňňşšĺřşěš ś ăŋšĺńĺŋěľŋőľ ĺŋćőń¿űĺěľ fi. Ďőłăęĺšě, ůšő (ă) AC £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ćěźěśšćěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă

A : R(V ) → R(V );

(ą) ěśńĺ v | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř AC ś śőąśšćěŋŋżň ůĺśńőň –, šő fi(v) | śőąśšćěŋŋŋżľ ćěłšőř AC ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň —–, (ć) ěśńĺ v | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř őŕěřăšőřă AC , šő ⟨Re(v); Im(v)⟩ ⊂ R(V ) | A-ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

7.4.24. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A ć R^3 ğăďăŋ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě ňăšřĺűěľ

4 −5 7 1 −4 9 −4 0 5 :

Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă, śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă őŕěřăšőřőć A ĺ AC .

7.4.25. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ĺ őŕĺÿĺšě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, řăğňěřŋőśšĳ łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš ďćşţ, ďń£ őŕěřăšőřă d=dx ć C^∞(R).

7.4.26. Ŋăľďĺšě ňăšřĺűş ś űěńżňĺ łőťťĺűĺěŋšăňĺ, łćăďřăš łőšőřőľ řăćěŋ

4 −5 7 1 −4 9 −4 0 5 :

7.5. Ăńčěąřă ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć.

Őŕěřăšőř ŋăğżćăěšś£ ďĺăčőŋăńĺğĺřşěňżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă ¡šőčő őŕěřăšőřă ĺňěěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď.

7.5.27. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şřăćŋěŋĺ- £ň: (ă) P^2 = P ŕřőěłšőř), (ą) I^2 = E (ĺŋćőń¿űĺ£), (ć) P^2 = ¸P .

Ąşďşš ńĺ ¡šĺ őŕěřăšőřż ďĺăčőŋăńĺğĺřşěňż?

7.5.28. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şřăćŋěŋĺ¿ (A − ¸E)(A − ˛E) = 0, ďĺăčőŋăńĺğĺřşěň ŕřĺ ¸ ≠ ˛.

7.5.29. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř A, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şřăćŋěŋĺ¿ A^3 − 6A^2 + 11A − 6E = 0, ďĺăčőŋăńĺğĺřşěň.

7.5.30. Ďőłăęĺšě řăćŋőśĺńĳŋőśšĳ śńěďş¿źĺţ şśńőćĺľ ŋă őŕěřăšőř B:

(ă) B | ŋĺńĳŕőšěŋšěŋ (šő ěśšĳ B^k = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő k), (ą) ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă őŕěřăšőřă B řăćŋż ŋşń¿, (ć) ěśńĺ ker B ≠ 0, šő ker B^i | śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ker B^{i+1}, (č) ěśńĺ im B ≠ V , šő im B^{i+1} | śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő imB^i, (ď) ć ŕřőśšřăŋśšćě V ňőęŋő ćżąřăšĳ šăłőľ ąăğĺś

e_(1)_1; e_(1)_2; : : : ; e_(1)_{k1} ; e_(2)_1; e_(2)_2; : : : ; e_(2)_{k2} ; : : : ; e_(s)_1; e_(s)_2; : : : ; e_(s)_{ks} ;

ůšő ďń£ ćśěţ i = 1; :::s ĺ j ≠ k_i Be^{(i)}_j = e^{(i)}_{j+1}, ă Be^{(i)}_{ki} = 0. 7.6. Ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ łăł őŕěřăšőřż V −→ V^∗.

Ůěřěğ g(:; :) ąşďěš őąőğŋăůăšĳś£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă V ; ůěřěğ g_v | ¡ńěňěŋš ĺğ V^∗, ğăďăŋŋżľ ťőřňşńőľ: g_v(w) = g(v; w); ůěřěğ ~g | śőőšćěšśšćş¿źěě ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě (łőřřěń£űĺ£), ŕřĺ łőšőřőň v → g_v.

7.6.31. Ďőłăęĺšě, ůšő

(ă) śőőšćěšśšćĺě g → ~g | (ěśšěśšćěŋŋżľ) ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ąĺńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă V ĺ ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ V −→ V^∗, (ą) ňăšřĺűă Čřăňă ąĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ g ć ąăğĺśě e_1; e_2; : : : ; e_n ŕřőśšřăŋśšćă V šřăŋśŕőŋĺřőćăŋă ł ňăšřĺűě ~g ć ŕăřě ąăğĺśőć e_1; e_2; : : : ; e_n ; e^1; e^2; : : : ; e^n, čďě ŕőśńěďŋĺľ | ąăğĺś ć V^∗, ďşăńĳŋżľ ł ąăğĺśş e_1; e_2; : : : ; e_n .

7.6.32. Ŕşśšĳ V | ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď C , g : V × V −→ C | ¡řňĺšőćă ťşŋłűĺ£ (ńĺŋěľŋă£ ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş ĺ ¡řňĺšőćő śĺňňěšřĺůŋă£: g(v; w) = g(w; v)). Ďőłăęĺšě, ůšő (ă) g_v ∈ V^∗ | ŕřőśšřăŋśšćş ăďďĺšĺćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ f : V −→ C , £ćń£¿źĺţś£ ăŋšĺńĺŋěľŋżňĺ: f(–v) = —–f(v);

(ą) ~g : v → g_v | C -ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě V −→ V^∗;

7.6.33. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ řěÿĺšě ğăďăůş, ăŋăńőčĺůŋş¿ ğăď. 7.6.31 ďń£ ¡řňĺšőćőľ ťşŋłűĺĺ ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śőŕř£ęěŋŋżň őšőąřăęěŋĺěň ł ńĺŋěľŋőňş őšőąřăęěŋĺ¿ A : V −→ W ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě A^∗ : W^∗ −→ V^∗ , ŕěřěćőď£źěě f ∈W^∗ ć f ∘ A ∈ V^∗.

7.6.34.

(ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ g śĺňňěšřĺůŋă (łőśőśĺňňěšřĺůŋă) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, ~g^∗ = ~g (śőőšćěšśšćěŋŋő ~g^∗ = −~g).

(ą) Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě —A^∗ ŋăď C ĺ ŕőłăęĺšě, ůšő g ¡řňĺšőćă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ~g = ~g^∗.

7.6.35. Ŕőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ń¿ąă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ őďŋőğŋăůŋő řăśłńăďżćăěšś£ ć śşňňş śĺňňěšřĺůŋőľ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ąĺńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŕěřěťőřňşńĺřşľšě ¡šőš ťăłš ďń£ łőřřěń£űĺľ.

7.6.36. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď C g(v; w) ¡řňĺšőćő śĺňňěšřĺůŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă h(v; w) = g(iv; w) ¡řňĺšőćő śĺňňěšřĺůŋă.

7.6.37. Ŕşśšĳ dimV = n ĺ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ g ŋěćżřőęďěŋă. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺśšěňă ćěłšőřőć {e_1; e_2; : : : ; e_n} ⊂ V ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňăšřĺűă ‖g(e_i; e_j)‖ ŋěćżřőęďěŋă.

7.6.38.

(ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň K ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ń¿ąă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ g : V × V −→ K őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő śćőěňş őčřăŋĺůěŋĺ¿ ŋă ďĺăčőŋăńĳ ´ = {(v; v)} ⊂ V × V ;

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ g|_´ ≡ 0 , šő g łőśőśĺňňěšřĺůŋă.

7.6.39. Ďőłăęĺšě, ůšő ćěźěśšćěŋŋă£ ĺ ňŋĺňă£ ůăśšĺ ¡řňĺšőćőľ ťşŋłűĺĺ £ćń£¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, śĺňňěšřĺůŋőľ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ćěźěśšćěŋŋżňĺ ąĺńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£- ňĺ. 7.6.40. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŋěćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺĺ g ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L šăł, ůšőąż őčřăŋĺůěŋĺě g|_L ążńő ćżřőęďěŋŋőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ.

7.6.41. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ g|L | ŋěćżřőęďěŋő, šő

V = L ⊕ L^⊥, čďě L^⊥ = {w ∈V |g(l; w) = 0 ∀l ∈L}:

7.6.42. Ŕşśšĳ g | śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕőńěň K. Ďőłăęĺšě, ůšő ć V śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă Čřăňă ťşŋłűĺĺ g ĺňěěš ćĺď: (ă) E_{r+} 0 0 0 −E_{r−} 0 0 0 0

, čďě E_r | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă řăğňěřă r × r ,ěśńĺ K = R; (ą) ( Er 0 0 0 ) , ěśńĺ K = C ; (ć) E_{r+} 0 0 0 aE_{r−} 0 0 0 0

, ěśńĺ K = Z=pZ; p ≠ 2, ŕřĺůěň a ≠ 0 | ŋě £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ć

Z=pZ.

Őŕřěďěńĺň ůĺśńő r_0 = dim V − (r_+ + r_−) Ŋăąőř ůĺśěń (r_0; r_+; r_−) ć ŕěřćőň śńşůăě ŋăğżćăěšś£

śĺčŋăšşřőľ ťşŋłűĺĺ g.

Ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ g ĺ g^′, ğăďăŋŋżě śőőšćěšśšćěŋŋő ŋă V ĺ V^′, ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňěšřĺů-

ŋżňĺ ĺńĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš őŕěřăšőř ĺğőňěšřĺĺ ’ : V −→ V^′ | ńĺŋěŋľŋżľ

ĺğőňőřťĺğň, ŕřĺ łőšőřőň g(v; w) = g^′(’(v); ’(w)).

7.6.43.

(ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ŋăď R ĺğőňěšřĺůŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ śĺčŋăšşřş ("ğăłőŋ ĺŋěřűĺĺ").

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ g ĺ g^′ ŋăď C ĺğőňěšřĺůŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă řăćŋż ĺţ řăŋčĺ ĺ dimV = dim V^′.

(ć) Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě śĺňňěšřĺůŋżě ąĺńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺĺ ŋăď Z=pZĺğőňěšřĺůŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺţ ŋăąőřż ůĺśěń (r_0; r_+; r_−) śőćŕăďă¿š.

7.6.44.

(ă) Ŕőłăęĺšě, ůšő ďń£ ¡řňĺšőćőľ ťşŋłűĺĺ ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň łőňŕńěłśŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćşěš ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă Čřăňă g śőćŕăďăěš ś ňăšřĺűěľ ĺğ ğăď. 7.6.42(ă).

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě ¡řňĺšőćż ťşŋłűĺĺ ĺğőňěšřĺůŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćş¿ śĺčŋăšşřş (r_0; r_+; r_−).

7.6.45. Ďőłăęĺšě, ůšő łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ g ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď

ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ĺňěěš ňăšřĺűş

0 E_r 0 −E_r 0 0 0 0 0 ĺ ůĺśńă

r ĺ dim V őŕřěďěń£¿š g ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňěšřĺĺ.

7.6.46. Ŋăľďĺšě śĺčŋăšşřş ąĺńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ, ğăďăŋŋżţ ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă R^n ňăšřĺűăňĺ: (ă) 0 1 1 1 0 1 1 1 0 ,

(ą) 1 −1 1 −1 −1 1 1 −2 1 1 1 0 1 −2 0 −2 ,

(ć) I 0 : : : 0 0 I : : : 0 : : : : : : : : : : : : 0 0 : : : I

, čďě I 2 × 2-ňăšřĺűă ( 0 1 1 0 ) .

x8. Őŕěřăšőřż ć ŕřőśšřăŋśšćăţ śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň.

Ćś¿ďş ŋĺęě řěůĳ ĺďěš őą őŕěřăšőřăţ A : V −→ V ć ŕřőśšřăŋśšćě śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň v;w → (v; w). Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ śŕěűĺăńĳŋő ŋě őčőćăřĺćăěšś£ ŕřőšĺćŋőě, ćśěčďă ĺňěěšś£ ććĺďş őąă ćőğňőęŋżţ ğďěśĳ śńşůă£: V | ćěźěśšćěŋŋő ĺ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ěćłńĺďőćő ĺ V | łőňŕńěłśŋő ĺ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ¡řňĺšőćő, ĺ Ćăÿĺ řěÿěŋĺ£ ďőńęŋż ążšĳ ŕřĺčőďŋż ďń£ őąőĺţ śńşůăěć.

Ůěřěğ W^⊥ ňż ćśěčďă őąőğŋăůăěň őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ŕřőśšřăŋśšćş W ⊂ V , šăł ůšő W^⊥ = {v ∈ V |(v; w) = 0 ∀w ∈ W }. Ğŋăł ⊕ őąőğŋăůăěš ŕř£ňş¿, ŋő ŋě őą£ğăšěńĳŋő őřšőčőŋăńĳŋş¿ śşňňş.

8.1. Śőŕř£ęěŋĺě őŕěřăšőřőć.

8.1.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă a : V −→ V śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř a^∗ : V^∗ −→ V^∗ šăłőľ, ůšő (v; Aw) = (A^∗v; w) ĺ (Av; w) = (v; A^∗w) ∀v;w ∈ V . Ćżřăğĺšě ňăšřĺűş a^∗ ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V ůěřěğ ňăšřĺűş A ć ¡šőň ąăğĺśě ĺ ňăšřĺűş Čřăňă ¡šőčő ąăğĺśă.

8.1.2. Ďőłăęĺšě, ůšő:

(ă) (–A + —B)^∗ = —–A^∗ + —B^∗; (ą) (AB)^∗ = B^∗A^∗; (ć) (A^∗)^∗ = A;

(č) exp(A^∗) = (exp(A))^∗.

8.1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă A őŕěřăšőřż A^∗A ĺ AA^∗ śăňőśőŕř£ęěŋŋż ĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋż (őŕěřăšőř B ŋăğżćăěšś£ śăňőśőŕř£ęěŋŋżň, ěśńĺ B^∗ = B, ĺ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżň, ěśńĺ (Bv; v) ≥ 0 ∀v). Ďőłăęĺšě, ůšő őŋĺ ŕőńőęĺšěńĳŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă A őąřăšĺň.

8.1.4. Ďőłăęĺšě, ůšő A šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺğőňěšřĺůěŋ (šő ěśšĳ śőţřăŋ£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě), łőčďă A^∗ = A^{−1}.

8.1.5. Ďőłăęĺšě, ůšő (ker A)^⊥ = imA^∗.

8.1.6. Ŕşśšĳ V = V1 ⊕ V2 ĺ A ŕřőěłšĺřşěš V ŋă V1 ćďőńĳ V2. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă V = V^⊥_1 ⊕ V^⊥_2 ĺ A^∗ ŕřőěłšĺřşěš V ŋă V^⊥_2 ćďőńĳ V^⊥_1 .

8.1.7. Ďőłăęĺšě, ůšő őřšőčőŋăńĳŋżě ďőŕőńŋěŋĺ£ ł ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň őŕěřăšőřă A ĺŋćăřĺăŋšŋż őšŋőśĺšěńĳŋő A^∗.

8.1.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺćőďĺňżě ŋĺęě ůĺśńěŋŋżě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ őŕěřăšőřőć A ĺ A^∗ ŕěřěćőď£šś£ ďřşč ć ďřşčă łőňŕńěłśŋżň śőŕř£ęěŋĺěň: (ă) ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ, (ą) ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ, (ć) śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě őąźěčő śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă (ěśńĺ šăłőľ, łőŋěůŋő, ĺňěěšś£!).

8.1.9. Šěőřěňă Ÿşřă. Ďőłăęĺšě, ůšő ć łőňŕńěłśŋőň ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ŕřőĺğćőńĳŋżľ őŕěřăšőř ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ ćěřţŋěšřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ć ŋěłőšőřőň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě.(Ć ůăśšŋőśšĺ, ş ŋěčő ĺňě¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ń¿ąőľ ŕřőňěęşšőůŋőľ řăğňěřŋőśšĺ ňěęďş 0 ĺ dim V:)

8.2. Ŕřĺňěřż śőŕř£ęěŋŋżţ őŕěřăšőřőć.

8 2: Ŕřĺňěřż śőŕř£ęěŋŋżţ őŕěřăšőřőć. 39

8.2.10. Ŕşśšĳ V ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć C^∞R, śőśšő£źěěţ ĺğ ŕěřĺőďĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ ś ŕěřĺőďőň T > 0, śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň:

(f; g) = T∫ 0 f(x)g(x)dx:

Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőřż ddx ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ĺğ V ńĺŋěľŋż ĺ ŕěřěćőď£š V ć V . Ćżůĺśńĺšě śőŕř£ęěŋŋżě ł ŋĺň őŕěřăšőřż.

8.2.11. Ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ćżůĺśńĺšě śőŕř£ęěŋŋżľ ł ŕřőĺğćőńĳŋőňş ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş őŕěřăšőřş

L = a_k(x) d^k dx^k

+ a_{k−1}(x) d^{k−1} dx^{k−1}

+ · · · a_1(x) d dx + a_0(x)

ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ a_0; a_1; · · · ; a_k ĺğ V . (Şłăğăŋĺě: ŕřĺňěŋĺšě ğăď. 8.1.2 ĺ ğăď. 8.2.10.) 8.2.12. Ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ğăňěŋĺň V ŋă C^∞[0; 1] ĺ ŕőšřěąşěň, ůšőąż łő¡ťťĺğĺěŋšż a_0; a_1; · · · ; a_k őąřăźăńĺśĳ ŋă łőŋűăţ őšřěğłă ć ŋşńĳ ćňěśšě ś ŕřőĺğćőďŋżňĺ. Łăł ĺğňěŋĺšś£ őšćěš?

8.2.13. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř

L = sin^2 2ıx T d^2 dx^2 + 2ı T cos 4ıx T d dx śăňőśŕř£ęěŋ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ĺğ ğăď. 8.2.10.

8.2.14. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř

L = x^2(x − 1)^2 d^2 dx^2

+ 2x(x − 1) d dx śăňőśőŕř£ęěŋ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ĺğ ğăď. 8.2.12.

8.2.15. Řăśśňőšřĺň ŋă R[x] śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě (f; g) =^{1∫}_{−1} f(t)g(t)dt ĺ ďń£ ń¿ąőčő K[x; y] ∈ R[x; y] řăśśňőšřĺň őŕěřăšőř f(t) → 1∫ −1 K(s; t)f(t)dt

Ŋăľďĺšě śőŕř£ęěŋŋżľ ł ŋěňş.

8.2.16. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ěśńĺ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ćğ£šĳ K(x; y) = xy, šő ŕőńşůĺšś£ śăňőśőŕř£ęěŋŋżľ őŕěřăšőř, ŕřĺůěň ňŋőčőůńěŋż Ńěęăŋďřă ąşďşš ďń£ ŋěčő őřšőčőŋăńĳŋżň ąăğĺśőň ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć.

8.2.17. Ććěďěň ŋă R[x; y; z] śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ŕőńăčă£ ąăğĺśŋżě ňőŋőňż x^αy^βz^γ ŕőŕăřŋő őřšőčőŋăńĳŋżňĺ ĺ ĺňě¿źĺňĺ śłăń£řŋżě łćăďřăšż, řăćŋżě ¸!˛!‚!. Ŋăľďĺšě őŕěřăšőř, śőŕř£ęěŋŋżľ őŕěřăšőřş Ńăŕńăśśă ´ =^{∂2}_{∂x2} +^{∂2}_{∂y2} +^{∂2}_{∂z2} . (Şłăğăŋĺě: ŋăľďĺšě śŋăůăńă śőŕř£ęěŋŋżě őŕěřăšőřż ł^{∂2}_{∂x2} ;^{∂2}_{∂y2} ĺ^{∂2}_{∂z2} , řăśśňőšřěć ĺţ ďěľśšćĺě ŋă ąăğĺś, ă ğăšěň ŕřĺňěŋĺšě ğăď. 8.1.2.

8.2.18. Ŕşśšĳ Pm | ŕřőśšřăŋśšćő őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć őš šřěţ ŕěřěňěŋŋżţ śšěŕěŋĺ m, H_m | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő čăřňőŋĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć

H_m = {f(x; y; z)|´f ≡ 0}

ĺ ŕşśšĳ R^2 "łćăďřăš řăďĺşś-ćěłšőřă" | ňŋőčőůńěŋ ĺğ P^2, řăćŋżľ x^2 + y^2 + z^2. Ćżćěďĺšě ĺğ ŕřěďżďűźěľ ğăďăůĺ, ůšő

P_m = H_m ⊕ R^2H_{m−2} ⊕ R^4H_{m−4} ⊕ · · ·

(Ŋă śăňőň ďěńě Ćż ŕőńşůĺńĺ ğďěśĳ řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ć ŕř£ňş¿ śşňňş ňĺŋĺňăńĳŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ĺŋćăřĺăŋšŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ ćśěţ ćřăźěŋĺľ SO_3 šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ěśšěśšćěŋŋőě ďěľśšćěĺě ’ ŋă ťşŋłűĺ¿

f : R^3 −→ R śőśšőĺš ć ğăňěŋě ŕěřěňěŋŋőčő ’ : f → ’f (’f(v) = f(’^{−1}v).)

8.3. Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż.

Őŕěřăšőř A : V −→ V ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĳŋżň, ěśńĺ A^∗A = A^∗A. İšő ğăňěůăšěńĳŋżľ łńăśś őŕěřăšőřőć.

8.3.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋőřňăńĳŋżľ őŕěřăšőř šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś ŋěłĺň őŕěřăšőřőň B, łőčďă őŋ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś B^∗.

8.3.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ŋőřňăńĳŋőśšĺ A ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż

∀v ∈V ‖Av‖ = ‖A^∗v‖ . 8.3.21. Ďőłăęĺšě, ůšő śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ŋőřňăńĳŋőčő őŕěřăšőřă ś řăğŋżňĺ śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ őřšőčőŋăńĳŋż.

8.3.22. Ďőłăęĺšě, ůšő őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł śőąśšćěŋŋőňş ćěłšőřş ŋőřňăńĳŋőčő őŕěřăšőřă ąşďěš ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő őŕěřăšőřă.

8.3.23. Ţăřăłšěřĺğăűĺ£ ŋőřňăńĳŋżţ őŕěřăšőřőć. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă őŕěřăšőř A : V −→ V řăćŋőśĺńĳŋż ďřşč ďřşčş: (ă) A | ŋőřňăńěŋ;

(ą) A ĺňěěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď ć ŋěłőšőřőň őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě; (ć) ćś£łĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř ďń£ A śőąśšćěŋěŋ ĺ ďń£ A^∗;

(č) őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ń¿ąőňş A-ĺŋćăřĺăŋšŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş šăłęě Aĺŋćăřĺăŋšŋő.

(ď) ćś£łőě A-ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő šăłęě ĺ A^∗-ĺŋćăřĺăŋšŋő.

Ćăęŋőě ğăňěůăŋĺě. Ć śńşůăě ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă şšćěřęďěŋĺ£ ğăď. 8.3.23(ą) ĺ ğăď.

8.3.23(ć) ő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřăţ őšŋőś£šś£ ł łőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş VC ĺ ł łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ őŕěřăšőřă A ĺ ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřż (:; :) (šő ěśšĳ ł ĺţ ěśšěśšćěŋŋőňş ŕřőďőńęěŋĺ¿ ŋă VC ). İšő ŕřőďőńęěŋĺě ğăďăěšś£ ťőřňşńăňĺ:

VC = {v1 + iv2| v1; v2 ∈ V }

AC (v1 + iv2) = A(v1) + iA(v2)

(v_1 + i(v_2); w_1 + iw_2)C = (v_1; w_1) − (v_2; w_2) + i(v_2; w_1) + i(v_1; w_2);

8 5: Ŋőřňăńĳŋżě őŕěřăšőřż. 41

ŕřĺ ¡šőň (:; :)C | łőňŕńěłśŋő-ąĺńĺŋěľŋőě ěćłńĺďőćő (ŋě ¡řňĺšőćő!) śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě.

8.3.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ ŋőřňăńĳŋżţ őŕěřăšőřőć őďŋőćřěňěŋŋő ŕřĺćőďĺšś£ ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ć ŋěłőšőřőň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě.

8.3.25. Ďőłăęĺšě, ůšő ć őąńăśšĺ ŋőřňăńĳŋżţ őŕěřăšőřőć (ć łőňŕńěłśŋőň ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě) şřăćŋěŋĺě X^k = A řăğřěÿĺňő ŕřĺ ń¿ąőň ŋăšşřăńĳŋőň k ĺ ŋőřňăńĳŋőň őŕěřăšőřě A. Ŋăľďĺšě łőńĺůěśšćő řěÿěŋĺľ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£.

8.4. Śăňőśőŕř£ęěŋŋżě ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżě őŕěřăšőřż.

8.4.26. Őŕěřăšőř ŋăğżćăěšś£ łőśőśĺňňěšřĺůŋżň, ěśńĺ A^∗ = −A. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăšřĺűă šăłőčő őŕěřăšőřă ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě | łőśő¡řňĺšřőćă (őŋă ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ őďŋőćřěňěŋŋőň šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺĺ ĺ łőňŕńěłśŋőň śőŕř£ęěŋĺĺ).

8.4.27. Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ő ňăšřĺűě śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő őŕěřăšőřă ć őřšőŋőňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě? Ĺŋőčďă śăňőśőŕř£ęěŋŋżě őŕěřăšőřż ŋăğżćă¿š śĺňňěšřĺůŋżňĺ.

8.4.28. Ďőłăęĺšě, ůšő őąă šĺŕă őŕěřăšőřőć ŋőřňăńĳŋż, ŋő ŋőřňăńĳŋżľ őŕěřăšőř śĺňňěšřĺůěŋ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćśě ěčő śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă | ćěźěśšćěŋŋż, ĺ łőśőśĺňňěšřĺůěŋ, łőčďă ćśě ěčő śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ůĺśšő ňŋĺňż.

Ćăęŋőě ğăňěůăŋĺě. İšő ŕőłăğżćăěš, ůšő ďń£ śăňőśőŕř£ęěŋŋżţ őŕěřăšőřőć ć ćěźěśšćěŋŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśě ğăňěůăšěńĳŋżě śćőľśšćă ĺğ ğăď. 8.3.23 ćżŕőńŋěŋż ąěğő ćś£łĺţ őčőćőřőł ő łőňŕńěłśĺťĺłăűĺĺ, šőčďă łăł ďń£ łőśőśĺňňěšřĺůěśłőčő őŕěřăšőřă ¡šĺ őčőćőřłĺ śşźěśšćěŋŋż.

8.4.29. Ďőłăęĺšě, ůšő A śĺňňěšřĺůěŋ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă iA | łőśőśĺňňěšřĺůěŋ. 8.4.30. Ďőłăęĺšě, ůšő śăňőśőŕř£ęěŋŋżľ őŕěřăšőř ć ćěźěśšćěŋŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ŕřĺćőďĺšś£ ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ć ŋěłőšőřőň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě.

8.4.31. Ďőłăęĺšě, ůšő łőśőśĺňňěšřĺůŋżľ őŕěřăšőř ć ćěźěśšćěŋŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ŕřĺćőďĺšś£ ć ŋěłőšőřőň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ł ąńőůŋő-ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş, ŋěŋşńěćżě ąńőłĺ łőšőřőčő ¡šő 2 × 2-ňăšřĺűă ćĺďă ( 0 a −a 0 ) ; řăśŕőńőęěŋŋżě ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ.

8.4.32. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋżľ őŕěřăšőř řăğńăčăěšś£ ĺ ŕřĺ šőň ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ć śşňňş śĺňňěšřĺůŋőčő ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőčő, ŕřĺůěň ďń£ ŋőřňăńĳŋőśšĺ őŕěřăšőřă ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż śńăčăěňżě ¡šőčő řńőęěŋĺ£ ążńĺ ŕěřěśšăŋőćőůŋż.

8.5. Ĺğőňěšřĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě ĺğőňěšřĺĺ śň ć ğăď. 8.1.4. Ĺğőňěšřĺĺ ěćĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŕřĺŋ£šő ŋăğżćăšĳ it őřšőčőŋĳŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ, ă ĺğőňěšřĺĺ ¡řšőćă ŕřőśšřăŋśšćă | şŋĺšăřŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ 8.5.33. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺğőňěšřĺůŋżľ őŕěřăšőř śőŕř£ęěŋ śćőěňş őąřăšŋőňş. Łăłĺě ćżćőďż őšś¿ďă śńěďş¿š ő ňăšřĺűě ĺğőňěšřĺĺ ć őřšőčőŋăńĳŋőň ĺ ŕřőćőĺğńĳŋőň ąăśăţ?

8.5.34. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺğőňěšřĺĺ őąăğřş¿š čřşŕŕş ŕő şňŋőęěŋĺ¿ (őŋĺ ŋăğżćă¿šś£, śőőšćěšćěŋŋő, őřšőčőŋăńĳŋőľ ĺ şŋĺšăřŋőľ čřşŕŕăňĺ ĺ őąőğŋăůă¿šś£ O(V ) ĺ U(V )).

8.5.35. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ć śěą£, śőţřăŋ£¿źěě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺůŋżň ńĺŋěľŋżň ĺğőňőřťĺğňőň ŕśšřăŋśšćă.

8.5.36. (Šřşďŋă£.) Ďőłăęĺšě, ůšő ĺğőňěšřĺĺ śőśšăćń£¿š łőňŕăłšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ć ăťťĺŋŋőň ŕřšřăŋśšćě ćśěţ őŕěřăšőřőć.

8.5.37. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ śşźěśšćőćăŋĺ£ ĺğőňěšřĺĺ, łőšőřă£ ŕěřěćőďĺš ŋăąőř ćěłšőřőć v_1; v_2; : : : ; v_k ć ŋăąőř w_1; w_2; : : : ; w_k , ŋěőąţĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, śőćŕăďěŋĺě ňăšřĺű Čřăňă ¡šĺţ ŋăąőřőć.

8.5.38. Ďőłăęĺšě, ůšő őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ĺŋćăřĺăŋšŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş ĺğőňěšřĺĺ šăłęě ĺŋćăřĺăŋšŋő ĺ ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő ĺğőňěšřĺůŋżě őŕěřăšőřż | ŋőřňăńĳŋż.

8.5.39. Ďőłăęĺšě, ůšő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺğőňěšřĺľ ŕő ňőďşń¿ řăćŋż 1. 8.5.40. Ŕşśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő VC £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ćěźěśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ĺğőňěšřĺ£ ğăďăěšś£ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě ćěźěśšćěŋŋőľ ňăšřĺűěľ. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ v_1 + iv_2 | ěě śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř, śőőšćěšśšćş¿źĺľ śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ ¸ + i˛, čďě v_1; v_2 | ćěźěśšćěŋŋżě ćěłšőřż, ă ¸; ˛ | ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă, šő ďćşňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŋăš£ŋşšőě ŋă v_1; v_2 őšźěŕń£ěšś£ őřšőčőŋăńĳŋżň ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕř£ňżň śńăčăěňżň, ă ďěľśšćĺě ĺğőňěšřĺĺ ŋă ŋěň ć ąăğĺśě v_1; v_2 ğăďăěšś£ ňăšřĺűěľ: ( ¸˛ −˛¸ ) : 8.5.41. Ďőłăęĺšě, ůšő őřšőčőŋăńĳŋżľ őŕěřăšőř ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş őŕěřăšőřőć, ďěľśšćş¿źĺţ ŋă ŕőŕăřŋő- őřšőčőŋăńĳŋżţ ďřşč ďřşčş ĺŋćăřĺăŋšŋżţ őďŋő- ĺńĺ ďćşňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăţ, ŕřĺůěň ďěľśšćĺě ŋă őďŋőňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăţ £ćń£ěšś£ şňŋőęěŋĺěň ŋă ±1, ă ŋă ďćşňěřŋżţ | ŕőćőřőšőň.

8.5.42. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łă£ ĺğőňěšřĺ£ śšăŋďăřšŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă R^3 £ćń£- ěšś£ ŕőćőřőšőň ćőłřşč ŋěłőšőřőľ ŕř£ňőľ. Ŋăľďĺšě ¡šş ŕř£ňş¿ ĺ şčőń ŕőćőřőšă ďń£ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ: (ă) 2=3 2=3 −1=3 2=3 −1=3 2=3 −1=3 2=3 2=3 ;

(ą) √ 2=2 0 − √ 2=2 √ 2=6 2 √ 2=3 √ 2=6 2=3 −1=3 2=3 (şąěďĺšěśĳ śŋăůăńă, ůšő őŋĺ őřšőčőŋăńĳŋż).

8.6. Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ.

8.6.43. Ďőłăęĺšě, ůšő O(V ) ŕőřőęďăěšś£ łăł ăąśšřăłšŋă£ čřşŕŕă őšřăęěŋĺ£ňĺ ć čĺŕěřŕńőśłőśš£ţ (őšřăęěŋĺě ć čĺŕěřŕńőśłőśšĺ H őřšőčőŋăńĳŋőľ ćěłšőřş n ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż | ¡šő őŕěřăšőř ff_H : v → v − 2(v; n)n).

8.6.44. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő şŋĺšăřŋőčő őŕěřăšőřă A ć ¡řňĺšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő k śşźěśšćşěš şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř B, £ćń£¿źĺľś£ ňŋőčőůńěŋőň őš A, ĺ šăłőľ, ůšő B^k = A.

8.6.45. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěźěśšćěŋŋőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ ĺ łőňŕńěłśŋőľ śĺňňěšřĺůŋőľ ňăšřĺű.

8.6.46. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ł¡ńĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě

K −→ (E − K)(E + K)^{−1}

8 6: Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ. 43

şśšăŋăćńĺćăěš ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ňŋőęěśšćőň ćśěţ łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ őŕěřăšőřőć ĺ ňŋőęěśšćőň ĺğőňěšřĺľ, ŋě ĺňě¿źĺţ śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ -1.

8.6.47. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř K šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă łőśőśĺňňěšřĺůěŋ, łőčďă őŕěřăšőř exp(K) | ĺğőňěšřĺůěŋ.

8.6.48. Ŕőń£řŋőě řăğńőęěŋĺě. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋěćżřőęďěŋŋőčő őŕěřăšőřă A śşźěśšćş¿š řăğńőęěŋĺ£: A = I_1S_1 = S_2I_2

čďě I_1; I_2 | ĺğőňěšřĺĺ, ă S_1; S_2 | śăňőśőŕř£ęěŋŋżě ŕőńőęĺšěńĳŋżě őŕěřăšőřż. 8.6.49. Ŋăľďĺšě ŕőń£řŋőě řăğńőęěŋĺě őŕěřăšőřőć: (ă) ( 2 −1 2 1 )

(ą) ( 1 −4 1 4 )

(ć) 4 −2 2 4 4 1 −2 4 2

8.6.50. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęĺšěńĺ ŕőń£řŋőčő řăğńőęěŋĺ£ őŕřěďěńěŋż ŕő A őďŋőğŋăůŋő (šő ěśšĳ śőőšćěśšćěŋŋżě ňŋőęĺšěńĺ ďćşţ ŕőń£řŋżţ řăğńőęěŋĺľ őą£ğăŋż śőćŕăďăšĳ).

8.6.51. Ďőłăęĺšě, ůšő ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ŕőń£řŋőčő řăğńőęěŋĺ£ śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ řăćŋőśĺńĳŋż:

(ă) A | ŋőřňăńěŋ; (ą) I_1 = I_2 ĺ S_1 = S_2;

(ć) I_1 ĺ S_1 | ŕěřěśšăŋőćőůŋż; (č) I_2 ĺ S_2 | ŕěřěśšăŋőćőůŋż.