ĂŃČĚĄŘĂ ŕěřćżľ śěňěśšř

Ăńěłśěľ Ńĳćőćĺů Čőřőďěŋűěć^1 1996

1Ŋěğăćĺśĺňżľ Ňőśłőćśłĺľ Şŋĺćěřśĺšěš

Śőďěřęăŋĺě

Ńěłűĺ£ 1: Ŕőń£ 7 §1. Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż ŕőńěľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 -ŕőďŕőń£ ĺ řăśÿĺřěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 -řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 -ňŋĺňże ůĺśńa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 §2. Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 -čěőňěšřĺůěśłőě őŕřěďěńěŋĺě ŕőń£ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 -řăśłřżšĺě śłőąőł ĺ ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăŕĺśĳ ťőřňşń . . . . . . . . . . . . . . . 14 -šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě šőęďěśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 -şřăćŋěŋĺě ďěńěŋĺ£ łřşčă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 -čőňőňőřťĺğňż ŕőńěľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Ńěłűĺ£ 2: Łőňňşšăšĺćŋżě łőńĳűă 20 §1. Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 -čăşśśőćż űěńżě ůĺśńă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 -łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć ĺ ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć . . . . . . . . . . . . . . 22 -łőńĳűă ťşŋłűĺľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 -łőńĳűő ćżůěšőć Z=nZ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 §2. Ťăłšőřĺğăűĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 -łőřřěłšŋőśšĳ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ťăłšőř-śšřşłšşřż . . . . . . . . . . . . . . . 27 -ťăłšőř ŕő ĺďěăńş . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 §3. Ŕřĺňěřż ĺďěăńőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

-Z£ćń£ěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

-ŊŐĎ ĺ ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă ć łőńĳűě Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 -ŕřőśšżě ĺ ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 §4. Ŕřĺňěřż čőňőňőřťĺğňőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 -čőňőňőřťĺğňż ŕőďŋ£šĺ£ ĺ ćżůĺśńěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 -čőňőňőřťĺğň ťăłšőřĺğăűĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 -ŕřőśšőě ŕőďŕőńě ĺ ţăřăłšěřĺśšĺłă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 -čőňőňőřťĺğň Ťřőąěŋĺşśă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 -śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 -ŕř£ňă£ śşňňă łőńěű . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

-łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Ńěłűĺ£ 3: Ďěńĺňőśšĳ ĺ ňŋőčőůńěŋż 37 §1. Łőńĳűă čńăćŋżţ ĺďěăńőć. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 -ďěńěŋĺě ś őśšăšłőň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 -k[x] | őąńăśšĳ čńăćŋżţ ĺďěăńőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 -ěćłńĺďőćż łőńĳűă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 -ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ¡ńěňěŋšż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 -ŊŐĎ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 -ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 -łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 -ŕřőśšőšă ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 §2. Ňŋőčőůńěŋż ĺ ĺţ łőřŋĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 -łőřŋĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 -ŕřőĺğćőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 -śěŕăřăąěńĳŋőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 -ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 -ŕřĺśőěďĺŋěŋĺě łőřŋ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 -ăńčěąřăĺůěśłĺě řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 §3. Řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ . . . . . . . 47 -ńěňňă Čăşśśă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 -řăğńőęěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć ĺğ Z[x] ŋă ňŋőęĺšěńĺ ŋăď ŕőńěň Q . . . . . . . . . . 49 -łřĺšěřĺľ İľğěŋÿšěľŋă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 -řăğńőęěŋĺě ŋăď R ĺ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 §4. Ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 -ŋ-ěšěřőćőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 -őďŋőğŋăůŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Ńěłűĺ£ 4: Ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ ĺ ňăšřĺűż 55 §1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 -şřăćŋěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 -ňăšřĺűż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 §2. Ňěšőď Čăşśśă ŋăď ŕőńěň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 -¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śšřőł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 -śšřőčĺľ śšşŕěŋůăšżľ ćĺď . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 -řěÿěŋĺě śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď ŕőńěň . . . . . . . . . . . . . . . . 58 §3. Ăńčěąřă ňăšřĺű . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 -ńĺŋěľŋżě ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 -śćőľśšćă ďěľśšćĺľ ŋăď ňăšřĺűăňĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 -¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śšőńąűőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 -őąřăšŋă£ ňăšřĺűă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 -őšżśłăŋĺě őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ŋăď ŕőńěň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

§4. Ňěšőď Čăşśśă ŋăď ěćłńĺďőćżň łőńĳűőň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 -őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěřőąřăğőćăŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 -śšřőčĺľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Ńěłűĺ£ 5: §ğżł ćěłšőřőć 70 §1. Łőőřďĺŋăšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 -ćěłšőřŋőě łőőřďĺŋăšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 -ăťťĺŋŋőě łőőřďĺŋăšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 -ŕřĺňěřż ĺğ ăťťĺŋŋőľ čěőňěšřĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 -ćěłšőřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ őďŋőřőďŋżě ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ . . . . . . . . 72 -ăťťĺŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŋěőďŋőřőďŋżě ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ . . . . . . 73 §2. Ňőďşńĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 -őŕřěďěńěŋĺě ňőďşń£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 -ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 -ăąěńěćż čřşŕŕż (Z-ňőďşńĺ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 -ŕřĺňěřż ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ ňőďşńěľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 §3. Őąřăğş¿źĺě, ąăğĺśż ĺ ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 -śĺśšěňż őąřăğş¿źĺţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 -ąăğĺśż ĺ łőőřďĺŋăšż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 -ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 -łřşůěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 -łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě śćőąőďŋżě ňőďşńĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 -čőňőňőřťĺğňż ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 -šěőřěňż ő ąăğĺśăţ łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć . . . . . . . . . . 80 §4. Ňăšřĺůŋżľ ťőřňăńĺğň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 -ćěłšőř-śšőńąűż ĺ ćěłšőř-śšřőłĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 -ňăšřĺűż ŕěřěţőďă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 -ňăšřĺűż čőňőňőřťĺğňőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 -řăŋč ňăšřĺűż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

Ńěłűĺ£ 6: Őŕřěďěńĺšěńĺ 88 §1. Ťőřňă őąž-ěňă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 -ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ ĺ őąž-ěň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 -čěőňěšřĺůěśłĺě śćőľśšćă őąž-ěňă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 -őřĺěŋšăűĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 -ăńčěąřăĺůěśłĺě śćőľśšćă ťőřňż őąž-ěňă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 §2. Ŕőńĺńĺŋěľŋżě łőśżě ťőřňż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 -ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ, ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ . . . . . . . . . . 92 -ŕěřěśšăŋőćłĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 -ů-ěšŋőśšĳ, ğŋăł ĺ ŕřăćĺńő ŋĺšőůěł . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 -ŕřěőąřăğőćăŋĺě łőśőľ ťőřňż ŕřĺ ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋě łőőřďĺŋăš . . . . . . . . 94 -őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

-śşźěśšćőćăŋĺě ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ťőřňż őąž-ěňă . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 §3. Śćőľśšćă őŕřěďěńĺšěńěľ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 -őŕřěďěńĺšěńĳ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ňăšřĺűż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 -ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżě śćőľśšćă őŕřěďěńĺšěń£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 -ŋěćżřőęďěŋŋżě ňăšřĺűż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 -ŕřăćĺńő Łřăňěřă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 -řěğşńĳšăŋš ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋš . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 -ćżřăęěŋĺě R(f; g) ůěřěğ f ĺ g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 §4. Śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 -ňşńĳšĺĺŋďěłśż, ŕőďňăšřĺűż ĺ ňĺŋőřż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 -ćŋěÿŋĺě śšěŕěŋĺ ňăšřĺűż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 -řăğńőęěŋĺě őŕřěďěńĺšěń£ ŕő ŋăąőřş śšřőł (śšőńąűőć) . . . . . . . . . . . . . . 104 -ŕřĺśőěďĺŋěŋŋă£ ňăšřĺűă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 -řăğńőęěŋĺě őŕěřăšőřă şňŋőęěŋĺ£ ŋă őŕřěďěńĺšěńĳ . . . . . . . . . . . . . . . 107 -šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă - Ł¡ńĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

Ńěłűĺ£ 7: Śšřőěŋĺě ŋěłőšőřżţ ňőďşńěľ 110 §1. Ŋěłőšőřżě łőŋśšřşłűĺĺ ś ňőďşń£ňĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 -ŕř£ňżě śşňňż ňőďşńěľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 -ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ŕőďňőďşńĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 -ťăłšőř-ňőďşńĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 -śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 -śĺğĺčĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 -ťăłšőřĺğăűĺ£ ŕř£ňżţ śşňň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 §2. Łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě ňőďşńĺ ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć . . . . . . . . . . . 115 -šěőřěňă ő ćğăĺňŋżţ ąăğĺśăţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 -šěőřěňă őą ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěń£ţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 -¡ńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 -őšźěŕńěŋĺě łřşůěŋĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 -śšřőěŋĺě łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋżţ ăąěńěćżţ čřşŕŕ . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 -űěńőğŋăůŋżě ňŋőčőůńěŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

Ńěłűĺ£ 8: Ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ 122 §1. Ňŋőčőůńěŋż őš ňŋőčőĺţ ŕěřěňěŋŋżţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 -ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőě şŕőř£ďőůěŋĺě ňőŋőňőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 -ňěšőď \śřăćŋěŋĺ£ śőőšćěšśšćěŋŋżţ ňőŋőňőć" . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 -ťőřňşńż Ćĺěšă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 -řăğńőęěŋĺě řěğşńĳšăŋšă ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 §2. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 -řăğąĺěŋĺ£ ĺ ďĺăčřăňňż đŋčă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 -ňőŋőňĺăńĳŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ŕőńĺŋőňż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 -ŕěřěţőď őš ňőŋőňĺăńĳŋżţ ŕőńĺŋőňőć ł ¡ńěňěŋšăřŋżň . . . . . . . . . . . . . 128

-őśŋőćŋă£ šěőřěňă ő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺ£ţ . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 §3. Řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 -řăğńőęěŋĺě ŋă ŕřőśšěľÿĺě ďřőąĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 -ŕőńě ůăśšŋżţ űěńőśšŋőčő łőńĳűă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 -ŕőńě ř£ďőć Ńőřăŋă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 -ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 §4. Řăğńőęěŋĺě ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ć ďřőąŋő-śšěŕěŋŋőľ ř£ď . . . . . . . . . . . 133 -ŋě£ćŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 -ř£ď Ŕ¿ĺğő . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 -ńěňňă Čěŋğěń£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

Ńěłűĺ£ 9: Ťőřňăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ 137 §1. İłśŕőŋěŋšă, ńőčăřĺťň, ąĺŋőň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 -ťőřňăńĳŋżě őŕěřăűĺĺ ŋăď ťőřňăńĳŋżňĺ ř£ďăňĺ . . . . . . . . . . . . . . . . 137 -¡łśŕőŋěŋšż, ńőčăřĺťňż ĺ ńőčăřĺťňĺůěśłĺě ŕřőĺğćőďŋżě . . . . . . . . . . . 138 -śšěŕěŋĳ ś ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőłăğăšěńěň . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 -ąĺŋőň Ŋĳ¿šőŋă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 §2. Řăğŋőśšŋżě őŕěřăšőřż ŋă łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 -ďěľśšćĺě k[[d=dx]] ŋă k[x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 -ťőřňşńă Šěľńőřă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 -ůĺśńă ĺ ňŋőčőůńěŋż Ąěřŋşńńĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 -ťőřňşńż śşňňĺřőćăŋĺ£ śšěŕěŋěľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 -ţăřăłšěřĺğăűĺĺ řăğŋőśšŋżţ őŕěřăšőřőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 §3. Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 -ňěšőď ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 -ůĺśńă Łăšăńăŋă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 -ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć . . . . . . . . . . . . . 148

Ńěłűĺ£ 10: Čřşŕŕż 150 §1. Ůšő šăłőě čřşŕŕă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 -¡ŋďőňőřťĺğňż ĺ śĺňňěšřĺĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 -őŕřőěďěńěŋĺě čřşŕŕż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 §2. Ŕřĺňěřż čřşŕŕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 -ŕőďčřşŕŕż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 -ŕěřěśšăŋőćłĺ ĺ ŕőďśšăŋőćłĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 -čřşŕŕă Čăńşă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153 -čřşŕŕż ňŋőčőčřăŋŋĺłőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 -śňěęŋżě łńăśśż ĺ šěőřěňă Ńăčřăŋęă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 -ŕőř£ďőł ĺ ĺŋďěłś . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 -űĺłńĺůěśłĺě čřşŕŕż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 §3. Ďěľśšćĺě čřşŕŕż ŋă ňŋőęěśšćě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 -őřąĺšż ĺ śšăąĺńĺğăšőřż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

-ŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 §4. Ťăłšőřĺğăűĺ£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 -łőřřěłšŋőśšĳ čřşŕŕőćőčő ğăłőŋă ŋă ťăłšőřě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 -śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 §5. Śĺňňěšřĺůěśłĺě čřşŕŕż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 -ĺğőňőřťĺğňż ś čřşŕŕăňĺ ňŋőčőčřăŋŋĺłőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 -űĺłńż ĺ űĺłńőćőľ šĺŕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161 -ğŋăłőŕěřěňěŋŋżě ŕőďčřşŕŕż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162 -śšřőěŋĺě čřşŕŕż A_5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162 -ŕřőśšőšă ğŋăłőŕěřěňěŋŋżţ čřşŕŕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 Şłăğăšěńĳ šěřňĺŋőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

Ńěłűĺ£ 1 Ŕőń£

▷Ăłśĺőňż ŕőń£ ▷Řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń ▷Ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ▷Čěőňěšřĺůěśłĺě ĺ ăńčěąřăĺůěśłĺě ćżůĺśńěŋĺ£ ś łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ ▷Ŕřăćĺńă řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě šőęďěśšćă ▷Čőňőňőřťĺğňż ŕőńěľ

x1. Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż ŕőńěľ

1.1. Ůšő šăłőě ŕőńě. Ĺŋšşĺšĺćŋő ŋăĺąőńěě ŕřĺćżůŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ £ćń£ěšś£ śšřşłšşřă ŕőń£. Čőćőř£ ŋăĺćŋő, ŕőńě | ¡šő šăłă£ Àůĺśńőćă£ őąńăśšĳÁ, ć łőšőřőľ őŕřěďěńěŋż ćśě ůěšżřě ďěľśšćĺ£ ăřĺťňěšĺłĺ śő ćśěňĺ śćőĺňĺ őążůŋżňĺ śćőľśšćăňĺ. Ňőďěńĳŋżľ őąřăğěű ŕőń£ | ¡šő řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă Q. Śšřőčőě őŕřěďěńěŋĺě šăłőćő.

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő k ŋăğżćăěšś£ ŕőńěň, ěśńĺ ŋă ŋ-ěň ğăďăŋż ďćě ąĺŋăřŋżě őŕě-

řăűĺĺ^1, łőšőřżě ŋăğżćă¿š śńőęěŋĺěň: (a; b) −→ a + b ĺ şňŋőęěŋĺěň: (a; b) −→ a · b = ab, ĺ ŕřĺ ¡šőň ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě śćőľśšćă:

Ăłśĺőňż ŕőń£

1) Ăłśĺőňż śńőęěŋĺ£

ă) łőňňşšăšĺćŋőśšĳ (ŕěřěňěśšĺšěńĳŋżľ ğăłőŋ): a + b = b + a ∀a; b∈k ą) ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ (śőůěšăšěńĳŋżľ ğăłőŋ): a + (b + c) = (a + b) + c ∀a; b; c∈k ć) śşźěśšćőćăŋĺě ŋěľšřăńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă (ŋşń£): ∃0∈k : a = 0 = a ∀a∈k č) śşźěśšćőćăŋĺě ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő: ∀a∈k ∃(−a)∈k : a + (−a) = 0

2) Ăłśĺőňż şňŋőęěŋĺ£

ă) łőňňşšăšĺćŋőśšĳ: ab = ba ∀a; b∈k ą) ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ: a(bc) = (ab)c ∀a; b; c∈k

1š. ě. ďćă ŕřăćĺńă, śőŕőśšăćń£¿źĺě łăęďőľ ŕăřě ¡ńěňěŋšőć ă; b ∈ k ŋěłĺě ŋőćżě ¡ńěňěŋšż ĺğ k, ĺńĺ, ąőńěě ŋăşůŋő, | ďćă őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ k × k ć k

ć) śşźěśšćőćăŋĺě ěďĺŋĺűż: ∃1∈k : a · 1 = a ∀a∈k č) śşźěśšćőćăŋĺě őąřăšŋőčő: ∀a∈k; a ≠ 0 ∃a^{−1}∈k : a · a^{−1} = 1

3) Ăłśĺőňă ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ (řăśŕřěďěńĺšěńĳŋżľ ğăłőŋ):

a(b + c) = ab + ac ∀a; b∈k

4) Ăłśĺőňă ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĺ: 0 ≠ 1

1.2.1. Ńőčĺůěśłĺe łőňňěŋšăřĺĺ. Śńěďş£ śőćřěňěŋŋőľ ňőďě, ňż ďăńĺ Àňăłśĺňăńĳŋő ćżęăšżľÁ śŕĺśőł ăłśĺőň, ĺğ łőšőřőčő ĺśłń¿ůěŋż ćśě şšćěřęďěŋĺ£, £ćń£¿źĺěś£ śńěďśšćĺěň őśšăńĳŋżţ. İšőš ĺďşźĺľ őš ńőčĺśšĺłőćłőć (šěřňĺŋ Ă.Ŕşăŋłăřě) śšĺńĳ ŕőďăůĺ ŋőćőčő ňăšěřĺăńă, ąěśśŕőřŋő, ŋě śăňżľ şďőąŋżľ ďń£ ůĺšăšěń£: ěśšěśšćěŋŋő ążńő ąż ćłń¿ůĺšĳ ć ŋăÿĺ ăłśĺőňż ĺ šăłĺě (ĺŋšşĺšĺćŋő őęĺďăěňżě ĺğ őŕżšă řăąőšż ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ) ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě śćőľśšćă őŕěřăűĺľ:

Ďőŕ.1 : Ć ń¿ąőň ŕőńě ŋşńĳ ěďĺŋśšćěŋěŋ. Ďőŕ.2 : Ć ń¿ąőň ŕőńě ěďĺŋĺűă ěďĺŋśšćěŋŋă.

Ďőŕ.3 : ∀ă ∈ k ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ¡ńěňěŋš (−ă) šőęě ěďĺŋśšćěŋěŋ, ć šőň śňżśńě, ůšő őŋ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ă (őšś¿ďă ĺ őąőğŋăůěŋĺě, ğăćĺś£źěě ńĺÿĳ őš ă).

Ďőŕ.4 : ∀ă ∈ k; a ≠ 0 őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš ă^{−1} šăłęě ěďĺŋśšćěŋěŋ. Ďőŕ.5 : ∀ă ∈ k a · 0 = 0.

Ďőŕ.6 : (−1) · a = (−a) (ğďěśĳ ć ńěćőľ ůăśšĺ śšőĺš ŕřőĺğćěďěŋĺě ¡ńěňěŋšă ă ŋă ¡ńěňěŋš, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ěďĺŋĺűě, ă śŕřăćă { ¡ńěňěŋš ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ł ă, ĺ a priori ŋě£śŋő, ś ůěčő ąż ĺň śőćŕăďăšĳ) 1.2.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě śćőľśšćă śńěďş¿š ĺğ ăłśĺőň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőŕ.1 : Ŕşśšĳ 01 ĺ 02 { ń¿ążě ďćă ŋşń£. Šőčďă 02 = 02 + 01 = 01 ( ŕěřćőě řăćěŋśšćő ŋăŕĺśăŋő ŕő ăłśĺőňě 1ć ďń£ 0_1, ă ćšőřőě | ŕő ăłśĺőňě 1ć ďń£ 0_2). Šăłĺň őąřăğőň ďćă ŋşń£ řăćŋż.

Ďőŕ.2 : ăŋăńőčĺůŋő.

Ďőŕ.3 : Ŕşśšĳ (−ă)_1 ĺ (−ă)_2 { ń¿ążě ďćă ¡ńěňěŋšă, ďă¿źĺě 0 ć śşňňě ś ă. Šőčďă (−ă)_1 = (−ă)_1 + 0 = (−ă)_1 + (ă + (−ă)_2) = ((−ă)_1 + a) + (−ă)_2 = 0 + (−ă)_2 = (−a_2).

Ďőŕ.4 : ăŋăńőčĺůŋő.

Ďőŕ.5 : Ŕşśšĳ ă · 0 = b. Šőčďă b + a = a · 0 + a = a · 0 + a · 1 = a(0 + 1) = a · 1 = a. Šăłĺň őąřăğőň, b+a ĺ ă { ¡šő ďćě řăğŋżţ ğăŕĺśĺ ďń£ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ¡ńěňěŋšă. Ŕřĺąăćń££ ł ¡šőňş ¡ńěňěŋšş (−ă), ňż ŕőńşůĺň ŋőćżľ ¡ńěňěŋš, łőšőřżľ šăłęě ďőŕşśłăěš ďćě řăğŋżţ ğăŕĺśĺ: b = b + a + (−a) ĺ 0 = a + (−a). Šěň śăňżň b = 0.

Ďőŕ.6 : Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő (−1) · a + a = 0. Ĺňěěň: (−1) · a + a = (−1) · a + 1 · a = a · ((−1) + 1) = ă · 0 = 0 (ŕő (Ďőŕ.5)). Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

1.2.3. Ğăňěůăŋĺě. Řăśśşęďěŋĺě ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě śćőľśšćă (Ďőŕ.5) ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ŕőďřőąŋőě őąž£śŋěŋĺě ŕřĺćżůŋőľ ÿłőńĳŋőľ ŕřőűěďşřż ŕřĺąăćńěŋĺ£ ł őąěĺň ůăśš£ň řăćěŋśšćă őďŋőčő ĺ šőčő ęě ůĺśńă. Ć ďăńĳŋěľÿěň šăłĺě ŕőďřőąŋőśšĺ ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ ćőśśšăŋăćńĺćăšĳ śăňőśšő£šěńĳŋő.

Ğăďăůă1.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ăłśĺőňă ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĺ (0 ≠ 1) řăćŋőśĺńĳŋă šřěąőćăŋĺ¿, ůšőąż k ≠ {0}.

Ğăďăůă1.2. Ďőłăęĺšě, ůšő šřěąőćăŋĺě ă ≠ 0 ć ăłśĺőňě 2č śşźěśšćőćăŋĺ£ őąřăšŋőčő ŋěőąţőďĺňő, ĺąő ŋşńĳ ŋě ňőęěš ĺňěšĳ őąřăšŋőčő ć śĺńş őśšăńĳŋżţ ăłśĺőň.

1.3. Ćżůĺšăŋĺě ĺ ďěńěŋĺě. Őŕřěďěńĺň ěźě ďćě ąĺŋăřŋżţ őŕěřăűĺĺ ć ŕőńě k:

Ćżůĺšăŋĺě: (a; b) −→ a − b^{def}= a + (−b) (őŕřěďěńěŋő ďń£ ń¿ążţ ¡ńěňěŋšőć ŕőń£) Ďěńěŋĺě: (a; b) −→ a=b^{def}= ab^{−1} (őŕřěďěńěŋő ∀ă ĺ b ≠ 0).

Ğăďăůă1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő a − b ňőęŋő ążńő ąż őŕřěďěńĺšĳ łăł ěďĺŋśšćěŋŋżľ ¡ńěňěŋš ĺğ k, łőšőřżľ ć śşňňě ś b ďăěš ă, ĺ ďăľšě ăŋăńőčĺůŋőě őŕřěďěńěŋĺě (ś ďőłăğăšěńĳśšćőň!) ďń£ a=b.

1.4. Ŕřĺňěřż ŕőńěľ. Ŕőńě řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń Q (š.ě. śőćőłşŕŋőśšĳ őążłŋőćěŋŋżţ ďřőąěľ ś őąźěĺğćěśšŋżňĺ ŕřăćĺńăňĺ ďěľśšćĺľ ŋăď ŋĺňĺ) £ćń£ěšś£, łăł şęě őšňěůăńőśĳ, Àőśŋőćŋżň ŕěřćőĺśšőůŋĺłőňÁ ďń£ ăąśšřăłšŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ŕőń£.

Ŕőńě ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń R ňőęŋő őŕĺśżćăšĳ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ: ńĺąő łăł ŕőŕőńŋěŋĺě ŕő-

ń£ Q (śěůěŋĺ£ňĺ Ďěďěłĺŋďă ĺńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ňĺ Łőÿĺ), ńĺąő ŋěğăćĺśĺňő őš Q łăł

ňŋőęěśšćő ąěśłőŋěůŋżţ ďěś£šĺůŋżţ ďřőąěľ. Ć ń¿ąőň śńşůăě őŕřěďěńěŋĺě őŕěřăűĺľ ć R ĺ ŕřőćěřłă ćżŕőńŋěŋĺ£ ăłśĺőň ŕőń£ šřěąş¿š őŕřěďěńěŋŋőľ řăąőšż, łőšőřőľ ŕőść£źěŋż ŕěřćżě čńăćż śšăŋďăřšŋőčő łşřśă ăŋăńĺğă. § ąşďş ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ¡šă řăąőšă ążńă ŕřőďěńăŋă ćăňĺ ć ÿłőńě. § ąşďş śůĺšăšĳ šăłęě, ůšő ćż şňěěšě ĺğőąřăęăšĳ ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă čěőňěšřĺůěśłĺ | łăł šőůłĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ.

Ć łăęďőň ĺğ šř-ěţ ŕőďţőďőć ł őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőń£ R ĺňěěšś£ łőŋśšřşłűĺ£, őšőęďěśšćń£¿źă£ ŕőńě Q ś ŋěłőšőřżň ŕőďňŋőęěśšćőň ć ŕőńě R ŕřĺů-ěň ¡šő őšőęďěśšćńěŋĺě śőčńăśőćăŋő ś őŕěřăűĺ£ňĺ, šăł ůšő ćś-ě řăćŋő { ćżůĺśń£šĳ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ łăł ś őążłŋőćěŋŋżňĺ ďřőą£ňĺ (š.ě. ŕő śšăŋďăřšŋżň ŕřăćĺńăň ŕőń£ Q), ĺńĺ ęě łăł ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ (ŕő ŕřăćĺńăň ďěľśšćĺľ ć ŕőńě R).

1.5. Ŕőďŕőń£ ĺ řăśÿĺřěŋĺ£. Ŕőďňŋőęěśšćő k ć ŕőńě K ŋăğżćăěšś£ ŕőďŕőńěň, ěśńĺ őŋő şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň ŕőń£ őšŋőśĺšěńĳŋő šěţ őŕěřăűĺľ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£, łőšőřżě ĺňě¿šś£ ć K. İšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ćśě ůěšżřě ăřĺťňěšĺůěśłĺţ őŕěřăűĺĺ ŋăď ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ k ŋě ćżćőď£š ğă ŕřěďěńż k. Řăśÿĺřěŋĺěň ŕőń£ k ŋăğżćăěšś£ ń¿ąőě ŕőńě Ł, śőďěřęăźěě k ć łăůěśšćě ŕőďŕőń£.

Ŋăŕřĺňěř, R ěśšĳ řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ Q. Ć ăńčěąřě ĺ šěőřĺĺ ůĺśěń ůăśšő ćőğŋĺłă¿š ďřşčĺě řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ Q.

1.5.1. Ŕřĺňěř: Q[^√2]^{def}= {a+b^√2 | a; b ∈ Q}. Ŋă śőćőłşŕŋőśšĺ ůĺśěń ćĺďă a+b^√2 ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě, ŕřőśšő řăśłřżćă£ śłőąłĺ (ś şů-ěšőň šőčő, ůšő ( √ 2)^2 = 2):

(a + b √ 2) + (c + √ 2)^{def}= (a + c) + (b + d) √ 2: (a + b √ 2) · (c + d √ 2)^{def}= (ac + 2bd) + (cb + ad) √ 2 Ğăďăůă1.4. Ŕřőćěřĳšě, ůšő Q[^√2] { ¡šő ŕőńě.

Ŕőďśłăğłă: Ďń£ ŋăţőęďěŋĺě őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă ŋăďő ďőňŋőęĺšĳ ŋă śőŕř£ęěŋŋőě: 1 a + b √ 2 = a − b √ 2 (a + b √ 2)(a − b √ 2) = a − b √ 2 a^2 − 2b^2 = a a^2 − 2b^2 − b a^2 − 2b^2 √ 2 1.5.2. Řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ Q, , őąőąźă¿źĺě ŕřěďżďşźş¿ łőŋśšřşłűĺ£, ňőęŋő śšřőĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő Q[#] ćżřăęěŋĺľ ćĺďă

Q[#]^{def}= { = x0#^{n−1} + x1#^{n−1−1} + · · · + xn−1−1# + xn−1 | ćśě xν ∈Q}

čďě # şďőćńěšćőř£ěš ăńčěąřăĺůěśłőňş şřăćŋěŋĺ¿

A(#) = a_0#^n + a_1#^{n−1} + · · · + a_{n−1}# + a_n = 0

Ŕřĺ ŕőňőźĺ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ śšěŕěŋĺ #^m ś m ≥ n ňőęŋő ğăňěŋ£šĳ ŋă ňěŋĳÿĺě šőůŋő šăłęě, łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěň ŕřĺňěřě:

#^m = −ă^{−1}_n #^{m−n}(ă_0#^{n−1} + ă_1#^{n−1−1} + · · · + ă_{n−1−1}# + ă_{n−1})

Ă ¡šő, łăł ĺ ćżÿě, ŕőğćőń£ěš őŕřěďěńĺšĳ ŋă śőćőłşŕŋőśšĺ ůĺśěń ćĺďă = x_0#^{n−1} + x_1#^{n−1−1} + · · · + x_{n−1−1}# + x_{n−1} śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě, łőšőřżě śńěďşěš ďěńăšĳ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ śńăčăěňżţ, ŋő ğăňěŋ££ ćśě ćőğŋĺłă¿źĺě ŕő ţőďş ďěńă śšěŕěŋĺ # ś ŕőłăğăšěń£ňĺ, ąőńĳÿĺňĺ (n − 1), ŋă śšěŕěŋĺ, ŕőłăğăšěńĳ łőšőřżţ ńěęĺš ć šřěąşěňżţ ŕřěďěńăţ őš 0 ďő (n − 1).

Ğăďăůă1.5. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć Q[#] ćżŕőńŋ£¿šś£ ćśě ăłśĺőňż ŕőń£, łřőňě ăłśĺőňż śşźěśšćőćăŋĺ£ őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă 2č.

Ćĺďĺňă£ šřşďŋőśšĳ, ćőğŋĺłă¿źă£ ŕřĺ ŕřőćěřłě ăłśĺőňż 2č, | ŕőďżśłăšĳ ğăňěŋş šř¿łş Àşňŋőęěŋĺ£ ŋă śőŕř£ę-ěŋŋőěÁ. Šő, ůšő řěăńĳŋő šřěąşěšś£ őš ¡šőčő šř¿łă, | ¡šő ćőğňőęŋőśšĳ ďń£ łăęďőčő ćżřăęěŋĺ£ X(#) = x_0#^{n−1} + x_1#^{n−1−1} + · · · + x_{n−1−1}# + x_{n−1} ŕőďőąřăšĳ ďřşčőě ćżřăęěŋĺě —X(#) = —x_0#^{n−1} + —x_1#^{n−1−1} + · · · + —x_{n−1−1}# + —x_{n−1}, šăł ůšőąż

X(#) · —X(#) = q + Y (#) · A(#);

čďě q ∈ Q { řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő, ă ĺğ ŕřăćőčő śńăčăěňőčő ćżŋőśĺšś£ A(#), šăł ůšő śőčńăśŋő ŕřăćĺńăň ďěľśšćĺľ ć Q[#] ¡šő śńăčăěňőě őąřăšĺšś£ ć ŋşńĳ (ĺąő A(#) = 0). Ŕő¡šőňş ąşďěň ĺňěšĳ: 1 X(#) = —X(#) X(#) —X(#) = 1 q —X(#) ∈ Q[#]

Ć śńşůăě #^2 = 2 ĺğ n^o 1.5.1 ćőğňőęŋőśšĳ ďń£ šăłőčő ňăŋ-ěćřă ş ŋăś ążńă: ěśńĺ X(#) = x_0 + x_1#, šő ŕőńăčă£ —X(#) = x_0 − x_1#, ŕőńşůăěň X(#) —X(#) = x^2_0 − #^2x^2_1 − x^2_1(#^2 − 2). Řăğşňěěšś£, šăłă£ ćőğňőęŋőśšĳ ěśšĳ ŋě ćśěčďă.

Ğăďăůă1.6. Ďőłăęĺšě, ůšő Q[#] ś #^2 + # + 1 = 0 £ćń£ěšś£ ŕőńěň, ă Q[“] ś “^3 + 1 = 0 { ŋě £ćń£ěšś£.

Şłăğăŋĺě: ůĺśńő 1+“ ∈ Q[“] ŋěőąřăšĺňő ć Q[“], ă ćśě ůĺśńă x0 +x1# (śőśšăćń£¿źĺě Q[#]) őąřăšĺňż ć Q[#].

Ğăďăůă1.7. Łăłĺň ďőńęŋő ążšĳ śőőšŋőÿěŋĺě ă0#^n + ă1#^{n−1} + · · · + ăn−1# + ăn = 0 ďń£ šőčő, ůšőąż śőćőłşŕŋőśšĳ ůĺśěń Q[#] śőśšăćń£ńă ŕőńě?

Şšěÿěŋĺě. İšő šřşďŋă£ ğăďăůă, ĺ ěśńĺ ŋě ŕőńşůăěšś£, { ŋě ćőńŋşľšěśĳ: ě-ě ĺśůěřŕżćă¿źěě řěÿěŋĺě ąşďěš ďăŋő ć śńěďş¿źĺţ ďćşţ ńěłűĺ£ţ.

1.6. Ŕőńě ÀňŋĺňżţÁ ůĺśěń. Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ łőŋśšřşłűĺĺ řăśÿĺřěŋĺ£ Q[#] ŕőń£ Q śőćěřÿěŋŋő ąěğřăğńĺůŋő ŋăńĺůĺě ŋăśšő£źěčő ůĺśńă # ∈ R, şďőćńěšćőř£¿źěčő şřăćŋěŋĺ¿ a_0#^n + a_1#^{n−1} + · · · + a_{n−1}# + a_n = 0. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ňż ňőęěň ćőśŕřĺŋĺňăšĳ # ŋě łăł ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő, ă łăł ťőřňăńĳŋş¿ ąşłćş, ă ¡ńěňěŋšż Q[#] | łăł ťőřňăńĳŋżě śńőćă, ŋăď łőšőřżňĺ ŕřőĺğćőď£šś£ ťőřňăńĳŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕő ŋěłőšőřżň ŕřăćĺńăň.

Ğă ŕřĺňěřőň ďăńěłő ţőďĺšĳ ŋě ŋăďő. Ŕőńőęĺň M = R[i], čďě i^2 + 1 = 0. Ĺŋăůě čőćőř£,

M ěśšĳ ňŋőęěśšćő ğăŕĺśěľ ćĺďă a + bi ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ ă ĺ b, łőšőřżě śłńăďżćă¿šś£ ĺ

ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň ś şůěšőň řăćěŋśšćă i^2 = −1:

(a + bi) + (c + di)^{def}= (a + c) + (b + d)i

(a + bi)(c + di)^{def}= (ac − bd) + (ad + bc)i

1.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. M { ŕőńě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Łőňňşšăšĺćŋőśšĳ, ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŕőůšĺ őůěćĺďŋż (őďŋăłő ŕřőćěřĳšě ĺţ őą£ğăšěńĳŋő!). Ŋşńĳ ěśšĳ ůĺśńő 0+0i, ěďĺŋĺűă ěśšĳ 1 + 0i (ŕřőćěřĳšě!). Ŕřőšĺćőŕőńőęŋżň ł a + bi ąşďěš −a − bi, őąřăšŋżň | 1 a + bi = a − bi (a + bi)(a − bi) = a a^2 + b^2 − b a^2 + b^2 i: §śŋő, ůšő 0 ≠ 1. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

1.6.2. Ğăňěůăŋĺě. Ŕőń£ Q[#], čďě # { Àŋăśšő£źĺěÁ ůĺśńă šĺŕă^√2, ćőğŋĺłăńĺ ěźě ć ăŋšĺůŋżţ řăśśşęďěŋĺ£ţ, łőšőřżě ŕřőĺśţőďĺńĺ ŋă čěőňěšřĺůěśłőň £ğżłě ĺ ŋě ŕřĺćőďĺńĺ ł ňěšőďőńőčĺůěśłĺň śŕőřăň, ŕőśłőńĳłş ĺňěńĺ £śŋżľ čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń. Ŋăŕřĺňěř, √ 5 { ¡šő čĺŕőšěŋşğă ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ 1 ĺ 2, ă Q[ √ 5] { ¡šő ćśě őšřěğłĺ, łőšőřżě ňőęŋő őšńőęĺšĳ, ĺśŕőńĳğş£ śšőřőŋż ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă ĺ šěőřěňş Ťăńěśă. Ćżůĺśńěŋĺ£ ć ŕőńě M = R[i] ŋăůăńĺ ŕő£ćń£šĳś£ ć śřěďŋĺě ćěłă ŕřĺ řěÿěŋĺĺ şřăćŋěŋĺľ ĺ ĺňěńĺ ŋěśłőńĳłő ňĺśšĺůěśłş¿ őłřăśłş, ĺąő ŋěőąţőďĺňőśšĳ ŕřĺąěčăšĳ ł i ś i^2 = −1 ďń£ šőčő, ůšőąż ŋăľšĺ ćěźěśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ łşąĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ŋăŕőňĺŋăěš Àśďěńłş ś ďĳ£ćőńőňÁ. Ŕőďśőğŋăšěńĳŋżľ ŕřőšěśš ŕřőšĺć őŕĺśăŋŋőľ ćżÿě łőŋśšřşłűĺĺ ŕőń£ M ćőğŋĺł, £ ďşňă¿, ĺ ş ňŋőčĺţ ĺğ ćăś. Ŕřĺůĺŋă ć šőň, ůšő ňăšěňăšĺůěśłĺě ŕőśšřőěŋĺ£ ńĺÿĳ šőčďă ćţőď£š ć śőğŋăŋĺě ś ăąśőń¿šŋőľ £śŋőśšĳ¿ ĺ ćżğżćă¿š ćŋşšřěŋŋěě şďőćńěšćőřěŋĺě, łőčďă ğă ŋĺňĺ śšő£š čěőňěšřĺůěśłĺě őąřăğż. Ŕő¡šőňş ŋăř£ďş ś ťőřňăńĳŋő-ăńčěąřăĺůěśłőľ łőŋśšřşłűĺěľ ŕőń£ M , łőšőřőě ňż ćřěňěŋŋő ŋăğőć-ěň ŕőńěň ňŋĺňżţ ůĺśěń, ňż ďăďĺň śěľůăś ŋăčń£ďŋő-čěőňěšřĺůěśłőě ŕőśšřőěŋĺě ŕőń£ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C , ćőśţőď£źěě ł Čăşśśş,

Řĺňăŋş ĺ Łńěľŋş (XIX ćěł). Ćŕőśńěďśšćĺĺ ¡šĺ ďćă ŕőń£ ąşďşš őšęďěśšćńěŋż, ĺ ŋăğćăŋĺě ĺ őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ŕěřćőčő ĺğ ŋĺţ (ŋě £ćń£¿źĺěś£ őąźěşŕőšřěąĺšěńĳŋżňĺ) ňż ŕőśńě n^o 2.8.2 ŕřĺňěŋ£šĳ ŋĺłőčďă ŋě ąşďěň.

x2. Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă

2.1. Ůšő šăłőě łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă. Ťĺłśĺřşěň ŋă ŕńőśłőśšĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋş¿ ŕř£ňş¿ ŐŢ ś őšňěůěŋŋőľ ŋăůăńĳŋőľ šőůłőľ Ő ĺ ąşďěň ĺŋšěřŕřĺšĺřőćăšĳ ě-ě łăł ůĺśńőćş¿ ŕř£- ňş¿, ĺğőąřăęă¿źş¿ ŕőńě R ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń. Łăęďőľ šőůłě z ŕńőśłőśšĺ śőŕőśšăćĺň ě-ě řăďĺşś-ćěłšőř ~Őz (ć ůăśšŋőśšĺ, ŋăůăńĳŋőľ šőůłě śőŕőśšăćĺň ŋşńěćőľ ćěłšőř ~Ő). Ďăńěě ňż ŋě ąşďěň řăğńĺůăšĳ šőůłĺ ĺ ĺţ řăďĺşś-ćěłšőřż, ĺąő ĺğ łőŋšěłśšă ćśěčďă ąşďěš £śŋő, ůšő ĺňěěšś£ ć ćĺďş ŕőď z: śăňă šőůłă z ĺńĺ ćěłšőř ~Őz. Őśŋăź-ěŋŋă£ šăłĺň őąřăğőň ŕńőśłőśšĳ ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿, ă šőůłĺ ¡šőľ ŕńőśłőśšĺ (ĺ ĺţ řăďĺşś-ćěłšőřż) ŋăğżćă¿šś£ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ.

Ş łăęďőčő łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă z (řăďĺşś-ćěłšőřă ~Őz) ĺňě¿šś£ ďćě ćăęŋżě čěőňěšřĺůěśłĺě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ:

ňőďşńĳ |z| | ¡šő ďńĺŋă ćěłšőřă ~Oz;

ăřčşňěŋš Arg(z) | ¡šő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ şčőń ńşůă [Oz) ś ńşůőň [ŐŢ). Ŕřő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ şčőń ŋăďő śłăğăšĳ őśőąő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, őŋ řăćěŋ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ ďńĺŋě šőľ ďşčĺ^2 ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň ć Ő, ŕő łőšőřőľ ŋăďő ŕőćőřăůĺćăšĳ ńşů [ŐŢ), ůšőąż śőćňěśšĺšĳ ěčő ś ńşů-ěň [Oz) (ďńĺŋă ąěřěšś£ śő ğŋăłőň À+Á ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ, ĺ ś À−Á { ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě). Ćĺďŋő, ůšő šăłă£ ďşčă őŕřěďěńěŋă ŋě őďŋőğŋăůŋő, ă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ń¿ąőčő űěńőčő ůĺśńă őąőřőšőć. Šăłĺň őąřăğőň, Arg(z) ŋě ěśšĳ łőŋłřěšŋőě ůĺśńő, ŋő űěńőě śů-ěšŋőě ňŋőęěśšćő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń, śőśšăćń£¿źĺţ ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ŕřčřěśśĺ¿ ś řăğŋőśšĳ¿ 2ı. İšő ğăŕĺśżćă¿š ć ćĺďě

Arg(z) = ’ + 2ın; n ∈ Z;

čďě ’ { őďŋő ĺğ ğŋăůěŋĺľ şčńă. Ć śšăřĺŋş śłăğăńĺ ąż, ůšő Arg(z) ěśšĳ ňŋőčőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ őš łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă z.

2.2. Őŕřěďěńěŋĺě őŕěřăűĺľ. Śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě řăďĺşśőć-ćěłšőřőć őŕřěďěńĺň ŕřăćĺńăňĺ:

śńőęěŋĺě: őążůŋőě śńőęěŋĺě ćěłšőřőć ŋă ŕńőśłőśšĺ;

şňŋőęěŋĺě: ŕřěňŋőęěŋĺě ňőďşńěľ ĺ őďŋőćřěňěŋŋőě śńőęěŋĺě ăřčşňěŋšőć, šăł ůšő

|z_1 · z_2| = |z_1||z_2| Arg(z_1 · z_2) = Arg(z_1) + Arg(z_2) ;

Ćăęŋő őśőğŋăšĳ, ůšő ďń£ ćěłšőřőć, ńěęăźĺţ ŋă ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ ŐŢ, ¡šĺ ŕřăćĺńă őŕřěďěń£¿š őążůŋżě ďěľśšćĺ£ ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ (ňĺŋşś ŋă ňĺŋşś ďăěš

2ŋăŕőňŋ¿, ůšő ďńĺŋă ďşčĺ | ¡šő ďěľśšćĺšěńĳŋżň ůĺśńő

ŕń¿ś ĺ š.ŕ.). Šő, ůšő šăłă£ čěőňěšřĺůěśłă£ ťőřňşńĺřőćłă ďěľśšćĺľ ążńă ŕřĺďşňăŋă ńĺÿĳ ć XIX ćěłě £śŋő ŕőłăğżćăěš, ŋăśłőńĳłő šřşďŋő şćĺďěšĳ ĺğ őďŋőňěřŋőčő ňĺřă, ůšő ¡šőš ňĺř ěśšĳ śřěğ ďćşňěřŋőľ čěőňěšřĺĺ.

2.3. Šěőřěňă. Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă śőśšăćń£¿š ŕőńě.

~a ~a +~b

~b

~a

~b

BB BB BB BB BM

¸¸¸¸¸

¸¸¸¸¸ ¸¸: ¸¸¸¸¸

¸¸¸¸¸ ¸¸:

BB BB BB BB BM

´´ ´´ ´´ ´´ ´´ ´´7 ~a ~b + ~c

~a +~b + ~c

~c ~a +~b

~b

BB BB BB BB BM

� � � � � � � �`

- ıııı ıııı ıııı ıııı ı1 HHH HHH HHH HHH HHH HHj?

Řĺś. 1. Ŕřăćĺńő ŕăřăńńěńőčřăňňă ĺ ŕřăćĺńő šřěşčőńĳŋĺłă Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ăłśĺőňż śńőęěŋĺ£ ţőřőÿő ĺğćěśšŋż ĺğ ÿłőńĳŋőčő łşřśă čěőňěšřĺĺ łăł

ŕřăćĺńă śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć. Ŋăŕřĺňěř, łőňňşšăšĺćŋőśšĳ ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ŕřăćĺńő ŕăřăńńěńőčřăňňă, ă ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ śńěďş¿š ĺğ ŕřăćĺńă šřěşčőńĳŋĺłă (śň. řĺś.řĺś.1). Łőňňşšăšĺćŋőśšĳ ĺ ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ şňŋőęěŋĺ£ őůěćĺďŋż ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£. Ěďĺŋĺűěľ śńşęĺš ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř −→ 01 , ńěęăźĺľ ŋă ďěľśšćĺšěńĳŋőľ őśĺ (ĺąő ěčő ňőďşńĳ řăćěŋ 1, ă şčőń { 0).

Őůěćĺďŋő, ůšő 0 ≠ 1.

Őąřăšŋżň ł ůĺśńş z ąşďěš ůĺśńő z^{−1}, ňőďşńĳ łőšőřőčő řăćěŋ |z|^{−1}, ă ăřčşňěŋš řăćěŋ Arg(z^{−1}) = −Arg(z) (ńşů ŋă łőšőřőň ńěęĺš z^{−1} śĺňňěšřĺůěŋ ńşůş ŋă łőšőřőň ńěęĺš z őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺšěńĳŋőľ őśĺ).

Ďń£ ŕřőćěřłĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ ğăňěšĺň, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ, śőśšő£źěě ć şňŋőęěŋĺĺ ćśěţ šőůěł ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő ă: z → ăz śşšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ŕőćőřőšă ŋă şčőń Arg(a) ćőłřşč 0 ĺ čőňőšěšĺĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň |ă| őšŋőśĺšěńĳŋő 0 (ćś-ě řăćŋő ć łăłőň ŕőř£ďłě). Šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕőćőřőšŋőľ čőňőšěšĺěľ. Ăłśĺőňă ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ şšćěřęďăěš, ůšő ćś-ě řăćŋő: ŕřĺňěŋĺšĳ ŕőćőřőšŋş¿ čőňőšěšĺ¿ ł śşňňě ćěłšőřőć ~b + ~c, ńĺąő ŕřĺňěŋĺšĳ ě-ě őšďěńĳŋő ł ~b ĺ őšďěńĳŋő ł ~c , ă ğăšěň śńőęĺšĳ ŕőńşůěŋŋżě ćěłšőřż. Ŋő ¡šő őůěćĺďŋő, ĺąő ĺ ŕřĺ ŕőćőřőšě ĺ ŕřĺ čőňőšěšĺĺ ŕăřăńńěńőčřăňň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ śşňňż ~b+~c ŕěřěľďěš ć šőůŋőśšĺ ć ŕăřăńńěńőčřăňň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ śşňňż ĺţ őąřăğőć. Šěőřěňă ďőłăğăŋă. 2 Ğăďăůă1.8. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ z → z^{−1} £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ őśěćőľ śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ŕř£ňőľ OX ĺ ĺŋćěřśĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ |z| = 1.

2.3.1. Řăśłřżšĺě śłőąőł. Ŋěťőřňăńĳŋőě śńěďśšćĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő ś čěőňěšřĺůěśłĺňĺ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ŕő ćśěň ŕřăćĺńăň ÿłőńĳŋőľ ăńčěąřż. Ć ůăśšŋőśšĺ, śŕřăćěďńĺćż Àťőřňşńż śőłřăźěŋŋőčő şňŋőęěŋĺ£Á, ĺğ łőšőřżţ ŋăň ąşďşš őśőąěŋŋő ŕőńěğŋż śńěďş¿źĺě ďćě.

Ğăďăůă1.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ń¿ąőň ŕőńě ĺňě¿š ňěśšő řăćěŋśšćă:

ă) (a^m − b^m) : (a − b) = a^{m−1} + a^{m−2}b + a^{m−3}b^2 + · · · + ab^{m−2} + b^{m−1}

ą) (a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n =^∑_{ν1+...+νk =n} n! 1!_2! · · · _k!

a^{ν1}_1 a^{ν2}_2 · · · a^{νk}_k

(śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő ćśěň řăğńĺůŋżň şŕőř£ďőůěŋŋżň ŋăąőřăň ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń (_1; _2; : : : ; _k), śşňňă łőšőřżţ řăćŋă n). Ğăňěůăŋĺ£ ł ŕşŋłšş (ą):

1. Ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł Àń¿ąőňş ŕőń¿Á şśńőćĺě šřěąşěš şšőůŋěŋĺ£, ŕőśłőńĳłş łő¡ťťĺűĺěŋš ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (ą) { ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő. Ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕőńě ¡šőš łő¡ťťĺűĺěŋš őąőğŋăůăěš (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿) śşňňş śőőšćěšśšćş¿źěčő łőńĺůěśšćă ěďĺŋĺű ¡šőčő ŕőń£. Ć śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ ňż şćĺďĺň, ůšő ¡šő ňőęěš őšńĺůăšĳś£ őš ĺŋšşĺšĺćŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő ŋăšşřăńĳŋőň ůĺśńě. Őďŋăłő ć ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ňż ŕőńşůĺň ŋăśšő£źěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, łőšőřőě ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł ŋăšşăńĳŋş¿ šőůłş ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ŕř£ňőľ.

2. Őŕřěďěńěŋĺě łő¡ťťĺűĺěŋšă ŕřĺ a^{ν1}_1 a^{ν2}_2 · · · a^{νk}_k šěśŋő ść£ğăŋő ś łőňąĺŋăšőřŋőľ ğăďăůěľ ŕőďśůěšă łőńĺůěśšćă ćśěćőğňőęŋżţ śńőć , łőšőřżě ňőęŋő śőśšăćĺšĳ ĺğ n ąşłć, ĺğ łőšőřżţ _1 ÿšşł ąşłć ă_1, _2 ÿšşł ąşłć ă_2, : : : , _k ÿšşł ąşłć ă_k. Ŕřěęďě, ůěň ćżćőďĺšĳ őąźş¿ ťőřňşńş, ŕőšřěŋĺřşľšěśĳ, ŕőďśůĺšăć, śłőńĳłő śńőć (ŋě őą£ğăšěńĳŋő őśňżśńěŋŋżţ) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ŕěřěśšăćń££ ąşłćż ć śńőćăţ: řőł, şřőł, ÿŋşřőł, łşřőł, łőńőąőł (ţőřőÿă£ ĺďě£ | ćżŕĺśżćăšĳ śńőćă ŕőďř£ď ŕő ăńťăćĺšş).

2.4. Ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăŕĺśĳ ťőřňşń. Ďń£ ăńčěąřăĺůěśłőľ ğăŕĺśĺ ćěłšőřőć ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ şďőąŋő ććěśšĺ ŕř£ňőşčőńĳŋżě łőőřďĺŋăšż OXY , őśĳ ŐŢ łőšőřżţ śőćŕăďăěš ś ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ŕř£ňőľ. Ąăğĺśŋżě ćěłšőřż őśěľ ŐŢ ĺ ŐY őąőğŋăůă¿šś£ ~1 ĺ ~{ (ŋăŕőňŋ¿, ůšő ~1 ěśšĳ ěďĺŋĺűă ŕőń£ C (śň.řĺś.řĺś.2)).

Ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř z ĺňěěš łőőřďĺŋăšż: (ţ; y) { ŕřőěłűĺĺ šőůłĺ z ŋă őśĺ. Šăłĺň őąřăğőň ćěłšőř −→ Oz ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋ ůěřěğ ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ~1 ĺ ~{ ć ćĺďě −→ 0z = x · ~1 + y ·~{:

Ŕőśłőńĳłş şňŋőęěŋĺě ćěłšőřă ŋă ŕńőśłőśšĺ ŋă ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő śőćŕăďăěš (łăł ńěčłő ćĺďěšĳ) ś şňŋőęěŋĺěň ¡šőčő ćěłšőřă łăł łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă ŋă šő ęě ćěÿěśšćěŋŋőě ůĺśńő, ŋő şęě řăśśňăšřĺćăěňőě łăł łőňŕńěłśŋőě, ŕřěďżďşźă£ ťőřňşńă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śőőšŋőÿěŋĺě ć ŕőńě C . Őążůŋő ěčő ğăŕĺśżćă¿š ŋě śšőńĳ ŕőňŕěğŋő łăł ćżÿě, ă ć ćĺďě:

z = x + yi;

őŕşśłă£ śšřěńłş ŋăď i ĺ ~1 (š.ł. şňŋőęěŋĺě ŋă ěďĺŋĺűş ŕőń£ ćőőąźě ŕřĺŋ£šő őŕşśłăšĳ).

İšă ğăŕĺśĳ ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ŕřěďśšăćńěŋĺěň łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă z ĺ ůěřěğćżůăľŋő şďőąŋă, ŕőśłőńĳłş ŕő šěőřěňě Šěőř.2.3 ĺ śńěďśšćĺ¿ ğăď.1.9 ňż ćőńĳŋż ć ćżůĺśńěŋĺ£ţ ś šăłĺňĺ ğăŕĺś£ňĺ ŕőńĳğőćăšĳś£ ćśěň ăřśěŋăńőň ÿłőńĳŋżţ šőęďěśšć. Ćăęŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă ţ ĺ y ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ z = x+yi őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő z (łăł łőőřďĺŋăšż). Őŋĺ őąőğŋăůă¿šś£ Re(z) ĺ Im(z) ĺ ŋăğżćă¿šś£ ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ĺ ňŋĺňőľ ůăśšĳ¿ ůĺśńă z. Ěśńĺ Arg(z) = ’, šő ĺňě¿š ňěśšő őůěćĺďŋżě ťőřňşńż:

x = |z| cos(’) y = |z| sin(’)

6

- - 6 ´´ ´´ ´´ ´´ ´´ ´´7 Y

X ~{ ~1 y =Im(z)

x=Re(z)

~z

Arg(z)

Řĺś. 2. Łőőřďĺŋăšż ŋă C

|z| = √ x^2 + y^2 Arg(z) = arccos ( x=^√x^2 + y^2 ) + 2ın = arcsin ( y=^√x^2 + y^2 ) + 2ın

Ĺšăł, ćś£łĺľ z ∈C ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě

z = x + iy = |z|(cos ’ + i sin ’);

ĺ ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£ śşšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺě řăćěŋśšćă ć ŕőńě C , ś łőšőřżň ňż ňőęěň ćżůĺśń£šĳ ŕőńĳğş£śĳ ŕřăćĺńăňĺ řăśłřżšĺ£ śłőąőł, šőęďěśšćăňĺ śőłřăź-ěŋŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ĺ š.ŕ. 2.5. Ŕřĺňěřż ćżůĺśńěŋĺľ ś łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ. Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă £ćń£¿šś£ şďĺćĺšěńĳŋő čĺąłĺň ĺ ňőčşůĺň ĺŋśšřşňěŋšőň ŕřăłšĺůěśłĺ ćő ćśěţ őąńăśš£ţ ěśšěśšćőğŋăŋĺ£. Ŕřĺůĺŋă ć šőň, ůšő ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ś łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ őďĺŋăłőćő ţőřőÿő řăąőšă¿š őąă ňăšěňăšĺůěśłĺţ £ğżłă { ĺ ăńčěąřăĺůěśłĺľ £ğżł ťőřňşń, ĺ čěőňěšřĺůěśłĺľ £ğżł łăřšĺŋőł.

2.5.1. Łőřŋĺ ĺğ −1. Ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ şňŋőęěŋĺ£ ŕőńşůăěň: i^2 = i · i = −1 (š.ł. Arg(i^2) = 2 · ı=2 = ı ĺ |i^2| = 1. Ŕő¡šőňş ĺňěěň řăğńőęěŋĺě z^2 + 1 = (z + i)(z − i), ĺğ łőšőřőčő śńěďşěš, ůšő şřăćŋěŋĺě z^2 + 1 = 0 ĺňěěš ć ŕőńě C ďćă łőřŋ£: i ĺ −i.

Ğăďăůă1.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕőńě şřăćŋěŋĺě

(x − a_1)(x − a_2) · · · (x − a_k) = 0

ĺňěěš řőćŋő k łőřŋěľ x = a_1; : : : ; a_k.

2.5.2. Őśŋőćŋżě šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺŋ šőęďěśšćă. Ŕşśšĳ z1 ĺ z2 { ďćă ůĺśńă, ńěęăźĺě ŋă ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ: |z_1| = |z_2| = 1. Šőčďă z_1 = cos ’_1 +i sin ’_1 ĺ z_2 = cos ’_2 +i sin ’_2. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ şňŋőęěŋĺ£, |z_1z_2| = 1 ĺ Arg(z_1z_2) = ’_1 + ’_2, šő ěśšĳ

z_1z_2 = cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2)

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺğ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ ŕőńşůăěň

z_1z_2 = (cos ’_1 + i sin ’_1)(cos ’_2 + i sin ’_2) = =^(cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2^) + i^(cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2^)

(ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő i^2 = −1). Śřăćŋĺćă£ ďěľśšćĺšěńĳŋżě ĺ ňŋĺňżě ůăśšĺ, ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň őśŋőćŋżě šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě šőęďěśšćă:

cos(’_1 + ’_2) = cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2 sin(’_1 + ’_2) = cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2

İšő řăśśşęďěŋĺě ŋăćőďĺš ŋă ňżśńĳ, ůšő ćś-ě łăğşĺśšĺůěśłőě ĺğőąĺńĺě ťőřňşń ÿłőńĳŋőľ šřĺčőŋőňěšřĺĺ ěśšĳ ńĺÿĳ ąěśťőřňěŋŋă£ šěŋĳ őš śšřőľŋőčő śőőřşęěŋĺ£, ŕőśšřőěŋŋőčő ŕő ŕřőśšżň ŕřăćĺńăň | ăłśĺőňăň ŕőń£, ćżŕőńŋěŋŋżň ć ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C .

2.5.3. Łřăšŋżě şčńż. Ŕşśšĳ |z| = 1 ĺ z = cos ’ + i sin ’. Šőčďă ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿: z^n = cos(n’)+i sin(n’). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕő ťőřňşńě ąĺŋőňă (łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕ.(ą) ğăď.1.9 ŕřĺ k = 2, łőčďă łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ a^{ν1}_1 a^{ν2}_2 = a^ν_1a^{n−ν}_2 ŕřĺŋĺňă¿š ćĺď^{n!}_{ν!(n−ν)!} ĺ őąőğŋăůă¿šś£ ( n ν ) ĺńĺ C^k_n; őŋĺ ŋăğżć¿šś£ ąĺŋőňĺăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ) ĺňěěň:

z^n = (cos ’ + i sin ’)^n =

= cos^n’ + i ( n 1 ) cos^{n−1}’ sin ’ − ( n 2 ) cos^{n−2}’ sin^2’ − i ( n 3 ) cos^{n−3}’ sin^3’ + · · · = = [( n 0 ) cos^n’ − ( n 2 ) cos^{n−2}’ sin^2’ + ( n 4 ) cos^{n−4}’ sin^4’ − · · · ] + + i · [( n 1 ) cos^{n−1}’ sin ’ − ( n 3 ) cos^{n−3}’ sin^3’ + ( n 5 ) cos^{n−5}’ sin^5’ − · · · ]

Őšś¿ďă ŕőńşůăěň ťőřňşńż ďń£ łřăšŋżţ şčńőć:

cos(n’) = ( n 0 ) cos^n’ − ( n 2 ) cos^{n−2}’ sin^2’ + ( n 4 ) cos^{n−4}’ sin^4’ − · · ·

sin(n’) = ( n 1 ) cos^{n−1}’ sin ’ − ( n 3 ) cos^{n−3}’ sin^3’ + ( n 5 ) cos^{n−5}’ sin^5’ − · · ·

Ğăďăůă1.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n ťşŋłűĺ£ sin(n’)= sin ’ £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš sin^2’ ĺ ŋăľďĺšě ěčő śšěŕěŋĳ, łőřŋĺ ĺ śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš. Ćżŕĺÿĺšě ¡šőš ňŋőčőůńěŋ £ćŋő ďń£ n = 3 ĺ n = 5.

Ğăďăůă1.12. Ďőłăęĺšě ďń£ ŋěů-ěšŋżţ n šőęďěśšćő:

sin(n’) sin ’

= (−4)^{n−12} n−1 2∏ ν=1 ( sin^2’ − sin^2 2ı n )

Ğăďăůă1.13. Ć ěďĺŋĺůŋş¿ őłřşęŋőśšĳ ś űěŋřőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš ćŕĺśăŋ ŕřăćĺńĳŋżľ m-şčőńĳŋĺł (m { ŋěů-ěšŋő) šăł, ůšő őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ ŋăţőďĺšś£ ć šőůłě (1,0). Ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŕőćőřăůĺćă¿š ŋă şčőń ’ ćőłřşč ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ. Ćżůĺśńĺšě ŕřőĺğćěďěŋĺě őřďĺŋăš ćěřÿĺŋ ŕőćěřŋşšőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

2.6. Şřăćŋěŋĺě ďěńěŋĺ£ łřşčă. Řěÿĺň ć ŕőńě C šăł ŋăğżćăěňőě şřăćŋěĺě ďěńěŋĺ£ łřşčă ŋă n ůăśšěľ: z^n = 1. Őŋő řăŋőśĺńĳŋő ďćşň čěőňěšřĺůěśłĺň śőőšŋőÿěŋĺ£ň ŋă ćěłšőř z: |z|^n = 1 ĺ nArg(z) = 0 + 2ık (čďě k ∈ Z | ń¿ąőě). Őšś¿ďă ŕőńşůăěň řőćŋő n řăğńĺůŋżţ łőřŋěľ, řăśŕőńăčă¿źĺţś£ ŋă ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ć ćěřÿĺŋăţ ŕřăćĺńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă (śň.řĺś. řĺś.3 ďń£ n = 5):

|z_ν| = 1; Arg(z_ν) = 2ı=n; čďě = 0; 1; : : : ; (n − 1)

Ğăďăůă1.14. Ćżřăğĺšě cos 36^∘ ĺ sin 36^∘ ć řăďĺłăńăţ.

Şłăğăŋĺě: ŕőśńě ďěńěŋĺ£ őąěĺţ ůăśšěľ ŋă z − 1, şřăćŋěŋĺě z^5 − 1 = 0 śšăŋőćĺšś£

ćőğćřăšŋżň ĺ śćőďĺšś£ ł łćăďřăšŋőňş ŕőďśšăŋőćłőľ t = z + 1=z.

2.7. Čőňőňőřťĺğňż. Ŕřěďżďşźĺě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő čěőňěšřĺůěśłőě ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C Àŋĺůěň ŋě őšńĺůăěšś£Á őš ťőřňăńĳŋőčő ŕőń£ ňŋĺňżţ ůĺśěń M , ćěďěŋŋőčő ć n^o 1.6. Ďń£ ŕřĺďăŋĺ£ šőůŋőčő śňżśńă ťřăğě Àŋĺůěň ŋě őšńĺůăěšś£Á ŕřĺďşňăŋő ŕőŋ£šĺě čőňőňőřťĺğňă. Ďń£ śřăćŋěŋĺ£ ňŋőęěśšć őążůŋő ĺśŕőńĳğş¿š ĺţ őšőąřăęěŋĺ£ ďřşč ć ďřşčă. Ěśńĺ ňŋőęěśšćă ĺňě¿š łăłş¿-ńĺąő ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšřşłšşřş, šő řăśśňăšřĺćă¿š ŋě ń¿ążě őšőąřăęěŋĺ£, ă šőńĳłő őšőąřăęěŋĺ£, śőţřăŋ£¿źĺě ¡šş śšřşłšşřş. Šăłĺě őšőąřăęěŋĺ£ ŋăğżćă¿š čőňőňőřťĺğňăňĺ. Ć śńşůăě ŕőńěľ šőůŋőě őŕřěďěńěŋĺě ğćşůĺš šăł:

6 - Y

X 1u u u u u Řĺś. 3. Łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ z^5 = 1

2.8. Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě ŕőńěľ ff: Ł −→ L ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň, ěśńĺ ∀a; b∈ K ć ŕőńě L ćżŕőńŋ£¿šś£ śőőšŋőÿěŋĺ£

ff(a + b) = ff(a) + ff(b) ff(ab) = ff(a)ff(b)

Őłăğżćăěšś£, šřěąőćăŋĺě śőćňěśšĺňőśšĺ ś ăńčěąřăĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ ŋăłńăďżćăěš ŋă őšőąřăęěŋĺě őůěŋĳ ę-ěśšłĺě őčřăŋĺůěŋĺ£.

2.8.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ďń£ ń¿ąőčő čőňőňőřťĺğňă ŕőńěľ ff: K −→ L őą£ğăšěńĳŋő ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě śćőľśšćă:

ă) ff(0) = 0 ą) ff(1) = 1; ěśńĺ šőńĳłő ff(K) ≠ {0} ć) ff(a − b) = ff(a) − ff(b) ∀a; b∈K č) ff(a=b) = ff(a)=ff(b); ěśńĺ šőńĳłő b ≠ 0 ĺ ff(K) ≠ {0}

Ąőńěě šőčő: ńĺąő ff(K) = {0}, ńĺąő ff | ćńőęěŋĺě (šő ěśšĳ ŕěřěćőďĺš řăğŋżě ¡ńěňěŋšż ĺğ Ł ć řăğŋżě ¡ńěňěŋšż ĺğ L) Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ğăňěůăěĺě. Čőňőňőřťĺğň, ŕěřěćőďźĺľ ćś-ě ŕőńě K ć ŋşńĳ ŕőń£ L, ŋăğżćăěšś£ šřĺćĺăńĳŋżň, ĺńĺ ŋşńŋćżň. Čőňőňőřťĺğň, £ćń£¿źĺľś£ őďŋőćřěňěŋŋő ćńőęěŋĺěň, ŋăğżćăěšś£ ĺŋžěłšĺćŋżň ĺńĺ ňőŋőňőřťĺğňőň. Čőňőňőřťĺğň, £ćń£¿źĺľś£ ćğăĺňŋőőďŋőğŋăůŋżň, ŋăğżćăěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. Ďőłăğăšěńĳśšćő. (ă): ∀a∈K ĺňěěň

ff(a) = ff(a + 0) = ff(a) + ff(0) :

Ćżůĺšă£ ĺğ ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšěľ ¡šőčő řăćěŋśšćă ff(a), ŕőńşůĺň ff(0) = 0. (ą): ăŋăńőčĺůŋő, šőńĳłő ŋăďő ćżąřăšĳ ă šăł, ůšőąż ff(ă) ≠ 0 (š.ě. ążń őąřăšĺň). (ć): ćżůšěň ĺğ ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšěľ řăćěŋśšćă ff(a − b) + ff(b) = ff(a − b + b) = ff(a) ůĺśńő ff(b).

(č): ăŋăńőčĺůŋő ć).

Ŋăłőŋěű, ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕőśńěďŋěčő şšćěřęďěŋĺ£ ďőŕşśšĺň, ůšő ff ŋě £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň. Šőčďă ŋăľďşšś£ b; c∈K šăłĺě, ůšő b ≠ c ĺ ff(b) = ff(c). Š.ł. d = b − c ≠ 0, őŋő őąřăšĺňő ć Ł. Ŋő ff(d) = ff(b) − ff(c) = 0, ĺ ŕő¡šőňş ∀a∈K ĺňěěň ff(a) = ff(add^{−1}) = ff(a)ff(d)ff(d^{−1}) = 0. Šăłĺň őąřăğőň, ff(Ł) = {0} ĺ ff šřĺćĺăńěŋ. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

2.8.2. Ŕřĺňěř. Ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C ĺğőňőřťŋő ŕőń¿ ňŋĺňżţ ůĺśěń M . Ĺğőňőřťĺğň ğăďă-ěšś£ śőŕőśšăćńěŋĺěň ůĺśńş ¸ + i˛ ∈ R[i] = M ćěłšőřă ś łőőřďĺŋăšăňĺ (¸; ˛) ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ C . Ňż őšőęďěśšćĺň C ś M ŕőśřěďśšćőň ¡šőčő ĺğőňőřťĺğňă ĺ ďăńěě ŋě ąşďěň ĺţ řăğńĺůăšĳ (ĺ ŕőńĳğőćăšĳś£ őąőğŋăůěŋĺěň M ).

2.8.3. Ŕřĺňěř. Ĺňěěšś£ řőćŋő őďĺŋ ŋěšőęďěśšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň ŕőń£ C ŋă śěą£, śőţřăŋ£¿źĺľ ŋěŕőďćĺęŋżň ćěźěśšćěŋŋőě ŕőďŕőńě R⊂C. Őŋ ŕěřěćőďĺš z = x + iy ć —z = x − iy ĺ ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋżň śőŕř£ęěŋĺěň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ R ŋěŕőďćĺęŋő, šő ff(x + iy) = x + yff(i), ĺ ff őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň ff(i). Ŕőśłőńĳłş ff(i)^2 = ff(i^2) = ff(−1) = −1, ğŋăůěŋĺě ff(i) ěśšĳ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ t^2 = −1. Ş ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ć ŕőńě C ĺňěěšś£ řőćŋő ďćă łőřŋ£: i ĺ −i. Šěň śăňżň, ěśńĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ čőňőňřťĺğň śşźěśšćşěš, šő őŋ śőćŕăďăěš ś łőňŕńěłśŋżň śőŕř£ęěŋĺěň. Őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺě z → —z ĺ ć śăňőň ďěńě čőňőňřťĺğň.

Ğăďăůă1.15. Śďěńăľšě ¡šő.

2.8.4. Ğăňěůăŋĺě. Ĺŋšşĺšĺćŋő, ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě ć ŕřěďńőęěŋĺĺ ĺğ Ŕř.2.8.1 őğŋăůăěš, ůšő ďćă ŕőń£ Ł ĺ L ńĺąő ćőőąźě ÀŋěśřăćŋĺňżÁ (šő ěśšĳ ňěęďş ŋĺňĺ ŋěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ čőňőňőřťĺğňőć), ńĺąő őďŋő ĺğ ŋĺţ ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ ś ŕőďŕőńěň ć ďřşčőň. Ćăęŋő őšňěšĺšĳ, ůšő őšőęďěśšćĺšĳ ŕőńě Ł ś ŕőďŕőńěň ć L ňőęŋő, łăł ŕřăćĺńő, ňŋőčĺňĺ řăğŋżňĺ śŕőśőąăňĺ.

2.8.5. Ŕřĺňěř. Ĺňěěšś£ řőćŋő ďćă ćńőęěŋĺ£ ŕőń£ Q[^√2] ć ŕőńě C . Őąřăğ őąőĺţ śőďěřęĺšś£ ć ćěźěśšćěŋŋőň ŕőďŕőńě R ⊂ C . Ŕěřćőě | šőęďěśšćěŋŋő, ă ćšőřőě ŕěřěćőďĺš a + b √ 2 ∈ Q[^√2] ć a − b^√2 ∈ R ⊂ C . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ff: Q[^√2] ,→ C | ćńőęěŋĺě. Šő-

čďă ff(a + b √ 2) = a + bff( √ 2) (ĺąő ŕřĺ k ∈ N, k = 1 + 1 + : : : + 1

k řăğ

ĺňěěň ff(k) = kff(1) = k, ă ğŋăůĺš ĺ ďń£ ń¿ąőčő řăűĺőŋăńĳŋőčő a = p=q ŕőńşůĺň ff(a) = ff(p)=ff(q) = p=q = a). Šěň

śăňżň, ff őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğŋăůěŋĺěň ff( √ 2). Ŋő ff( √ 2)∈C őą£ğăŋ ążšĳ łőřŋěň şřăć-

ŋěŋĺ£ z^2 = 2 (ŕőůěňş?), ă ş šăłőčő şřăćŋěŋĺ£ ć ŕőńě C řőćŋő ďćă łőřŋ£: √ 2 ĺ − √ 2. Ŕő¡šőňş

ĺňěěšś£ řőćŋő ďćě ćőğňőęŋőśšĺ: ff( √ 2) = √ 2 ĺ ff( √ 2) = − √ 2. Ğăďăůă1.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńě Q[#] (čďě #^2 + # + 1 = 0) ďőŕşśłăěš řőćŋő ďćă ćńőęěŋĺ£ ć ŕőńě C . Ŕřĺ őďŋőň ĺğ ŋĺţ # ŕěřěţőďĺš ć (−1 + i √ 3)=2, ŕřĺ ďřşčőň | ć

(−1 − i √ 3)=2.

Ğăďăůă1.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńě Q[#] (čďě #^3 + # + 1 = 0) ďőŕşśłăěš šřĺ ćńőęěŋĺ£ ć C . Őąřăğ őďŋőčő ĺğ ŋĺţ śőďěřęĺšś£ ć R, ă őąřăğż ďćşţ ďřşčĺţ | łőňŕńěłśŋő

śőŕř£ęěŋż.

Ńěłűĺ£ 2 Łőňňşšăšĺćŋżě łőńĳűă

▷Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű ▷Ťăłšőřĺğăűĺ£ ▷Ĺďěăńż ▷ŊŐĎ, ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă ĺ ĺďěăńż ć łőńĳűě Z ▷Ŕőńě Z/pZ ▷Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż čőňőňőřťĺğňőć łőńěű ▷Ŕřőśšőě ŕőďŕőńě ĺ ţăřăłšěřĺśšĺłă ▷Čőňőňőřťĺğň Ťřőąěŋĺşśă ĺ ňăńă£ šěőřěňă Ťěřňă ▷Šěőřěňă ő śšřşłšşřě čőňőňőřťĺğňă ▷Ŕř£ňżě śşňňż łőńěű ▷Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ

x1. Őŕřěďěńěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű

1.1. Łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ | ¡šő ňŋőęěśšćő A, ŋă łőšőřőň ğăďăŋż ďćě ąĺŋăřŋżě őŕěřăűĺĺ (śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě), łőšőřżě şďőćńěšćőř£¿š ćśěň ăłśĺőňăň ŕőń£ (śň. Őŕř.1.2 ńěłűĺĺ 1) łřőňě ăłśĺőňż ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĺ (4) ĺ ăłśĺőňż śşźěśšćőćăŋĺ£ őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă (2č).

Ćżłĺďżćă£ ăłśĺőňş (4), ňż ďőŕşśłăěň ć łăůěśšćě łőńěű šřĺćĺăńĳŋżě łőńĳűă, śőśšő£źĺě ĺğ őďŋőčő ŋşń£. İšő ďěńăěšś£ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋő řăďĺ ťőřňăńĳŋőčő şďőąśšćă ŋěłőšőřżţ ŕřěďśšő- £źĺţ ć ďăńĳŋěľÿěň ŕőśšřőěŋĺľ. Ŋăŕřőšĺć, őšśşšśšćĺě őąřăšŋżţ ¡ńěňěŋšőć £ćń£ěšś£ ćăęŋżň śşźěśšćěŋŋżň őšńĺůĺěň łőńěű őš ŕőńěľ: ďěńěŋĺě ć łőńĳűě ćőğňőęŋő ŋě ćśěčďă, ĺ ŕő¡šőňş ňěęďş ¡ńěňěŋšăňĺ łőńĳűă ćőğŋĺłăěš ŋőćőě ŋěšřĺćĺăńĳŋőě őšŋőÿěŋĺě | őŋĺ ňőčşš ďěńĺšĳś£ ĺńĺ ŋě ďěńĺšĳś£ ďřşč ŋă ďřşčă.

Łăł ĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ł őŕřěďěńěŋĺ¿ ăćšőňăšĺůěśłĺ ŕřĺńăčăěšś£ űěńżľ ř£ď ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ śćőľśšć őŕěřăűĺľ:

Ğăďăůă2.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ń¿ąőň łőńĳűě ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě śćőľśšćă śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ (śř. ś Ŕř.1.2.2):

ă) ŋőńĳ ěďĺŋśšćěŋěŋ;

ą) ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ¡ńěňěŋš ěďĺŋśšćěŋěŋ; ć) 0 · a = 0 ∀a∈A; č) (−1) · a = (−a); ď) ěďĺŋĺűă ěďĺŋśšćěŋŋă.

1.1.1. Ŋěśłőńĳłő ŋőćżţ ŕőŋ£šĺľ. Ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĳ ďěńěŋĺ£ ŕřĺŋşęďăěš ł ććěďěŋĺ¿ ŋőćżţ ŋăğćăŋĺľ ďń£ šěţ £ćńěŋĺľ, łőšőřżě ŋě ążńĺ ğăňěšŋż ć řăňłăţ ŕőńěľ.

İńěňěŋš a łőńĳűă A ŋăğżćěšś£ őąřăšĺňżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ¡ńěňěŋš a^{−1} ∈A : a · a^{−1} = 1 (ć ŕőńě ćśě ŋěŋşńěćżě ¡ńěňěŋšż ążńĺ őąřăšĺňż). Ňŋőęěśšćő őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă A őąőğŋăůăěšś£ A_∗ ĺ ŋăğżćăěšś£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőľ čřşŕŕőľ łőńĳűă A ĺńĺ čřşŕŕőľ őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć.

Ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš a łőńĳűă A ŋăğżćăěšś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£, ěśńĺ śşźěśšćşěš ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš b ∈ A, šăłőľ ůšő ab = 0 (ć ŕőńě šăłőčő ŋě ążćăěš, ŕőśłőńĳłş şňŋőęĺć őąě ůăśšĺ ŕőśńěďŋěčő řăćěŋśšćă ŋă b^{−1}, ŕőńşůĺň a = 0). Łőńĳűő ąěğ ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ŋăğżćăěšś£ űěńőśšŋżň.

Ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš a ŋăğżćăěšś£ ŋĺńĳŕőšěŋšŋżň, ěśńĺ a^n = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋăšşřăńĳŋőčő n. Řăğşňěěšś£, ćśě ŋĺńĳŕőšěŋšż ăćšőňăšĺůěśłĺ £ćń£¿šś£ ďěńĺšěń£ňĺ ŋşń£ (ĺ ć ŕőńě őšśşšśşšśšćş¿š).

Ğăďăůă2.2. Ďőłăęĺšě, ůšő őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš ŋě ňőęěš ążšĳ ďěńĺšěńěň ŋşń£, ĺ ůšő ěśńĺ őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš śşźěśšćşěš, šő ěďĺŋśšćěŋěŋ. Ğăďăůă2.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ďěńĺšěńĺ ŋşń£ ŋě ňőčşš ążšĳ őąřăšĺňż.

Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřżě ŕřĺňěřż łőńěű,

1.2. Łőńĳűő Z űěńżţ ůĺśěń | ŕřőśšěľÿĺľ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ŕřĺňěř łőńĳűă. İšő łőńĳűő ğăňěůăšěńĳŋő šěň, ůšő \ŋě śőďěřęĺš ŋĺůěčő ńĺÿŋěčő": ŋşńĳ 0, ěďĺŋĺűă 1, ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ł ěďĺŋĺűě ¡ńěňěŋš −1 ĺ ćśěćőğňőęŋżě ĺţ śşňňż (ůşšĳ ŕőğęě ňż şćĺďĺň, ůšő Z| ŋě ěďĺŋśšćěŋŋőě łőńĳűő ś šăłĺňĺ śćőľśšćăňĺ). Őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ć Z£ćń£¿šś£ šőńĳłő 1 ĺ −1. Łőńĳűő Z£ćń£ěšś£ űěńőśšŋőśšŋżň.

1.3. Řăśÿĺřěŋĺ£ Q[#] ŕőń£ Q, řăśśňăšřĺćăćÿĺěś£ ć n^o 1.5.2 ńěłűĺĺ 1, ćśě £ćń£¿šś£ łőňňşšăšĺćŋżňĺ łőńĳűăňĺ ćŋě ğăćĺśĺňőśšĺ őš śőőšŋőÿěŋĺ£, łőšőřőňş şďőćńěšćőř£ěš #. Ąőńěě šőčő, ăłśĺőňż łőńĳűă őśšăŋşšś£ ćżŕőńŋěŋŋżňĺ, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ Q ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő. Őďĺŋ ŕřĺňěř (ćőśţőď£źĺľ ł Čăşśśş) ğďěśĳ ğăśńşęĺćăěš őśőąőčő ćŋĺňăŋĺ£.

1.4. Čăşśśőćż űěńżě ůĺśńă Z[i] = {x + iy ∈ C | x; y ∈ Z} śőśšăćń£¿š űěńőśšŋőě (łăł ĺ ćś£łőě ŕőďłőńĳűő ć ŕőńě) ŕőďłőńĳűő ć C . Őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć ć Z[i] řőŋő ůěšżřě: 1, −1, i, −i (ŕőůěňş?). Čěőňěšřĺůěśłĺ Z[i] ĺğőąřăęăěšś£ űěńőůĺśńěŋŋőľ řěÿ-ěšłőľ ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ.

Łőńĳűő Z[i] ĺňěěš ňŋőčő ŕřĺńőęěŋĺľ ć ăřĺťňěšĺłě. Ŋăŕřĺňěř, őŋő ĺčřăěš ćăęŋş¿ řőńĳ ć ğăďăůě őą őŕĺśăŋĺĺ űěńżţ ůĺśěń, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě śşňňż ďćşţ łćăďřăšőć. Ďěńő ć šőň, ůšő łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă x^2 + y^2 ŋăď Z[i] řăğńăčăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ńĺŋěľŋżţ ňŋőęĺšěńěľ: x^2 +y^2 = (x+iy)(x−iy), ĺ ğăďăůă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć ďćşţ űěńżţ ůĺśěń őłăğżćăěšś£ řăćŋőśĺńĳŋőľ ğăďăůě ő řăğńőęĺňőśšĺ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă łăł ¡ńěňěŋšă Z[i] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ łőňŕńěłśŋő-śőŕř£ęěŋŋżţ ňŋőęĺšěńěľ, šăłęě ńěęăźĺţ ć

Z[i]._{Ŕřĺ šăłőň ŕőďţőďě ğăďăůă śĺńĳŋő ŕřő£śŋ£ěšś£. Śłăęěň, ěśńĺ ůĺśńő m řăğńőęěŋő ć ŕřő-}

ĺğćěďěŋĺě m = m_1m_2, ĺ őąă śőňŋőęĺšěń£ m_1, m_2 ŕřěďśšăćĺňż ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć ďćşţ űěńżţ ůĺśěń, šő ĺ m ŕřěďśšăćĺňő: řăćěŋśšćă

m_1 = a^2_1 + b^2_1 ĺ m_2 = a^2 + b^2 őğŋăůă¿š, ůšő m_1 = z_1 —z_1, m_2 = z_2—z_2 (čďě z_ν = a_ν + b_ν ∈ Z[i]), ă ğŋăůĺš

m = (z_1z_2)(z_1z_2) = |z_1z_2|^2 = (a_1b_1 − a_2b_2)^2 + (a_1b_2 + a_2b_1)^2

Ěśńĺ ďőłăğăšĳ ďń£ łőńĳűă Z[i] ăŋăńőč őśŋőćŋőľ šěőřěňż ăřĺťňěšĺłĺ (ůšő ąşďěš śďěńăŋő ŋă śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ), šő ¡šő ćżůĺśńěŋĺě ŕőńŋőśšĳ¿ śćőďĺš ĺśţőďŋş¿ ğăďăůş ł ĺśśńěďőćăŋĺ¿ šőčő, łăłĺě ŕřőśšżě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă őśšă¿šś£ ŕřőśšżňĺ ĺ ć Z[i].

Ł śőęăńěŋĺ¿, ŋěďőśšăšőł ćřěňěŋĺ ćżŋşęďăěš ňěŋ£ ğďěśĳ ŕřěřćăšĳ ďăńĳŋěľÿěě őąśşęďěŋĺě ¡šőľ ŕřőąńěňż, ŋő ŋăśšőľůĺćżľ ğăĺŋšěřěśőćăćÿĺľś£ ůĺšăšěńĳ śňőęěš řăğőąřăšĳś£ ć ŋěľ ďő łőŋűă, řěÿĺć śńěďş¿źĺě ďćě (ŋě £ćń£¿źĺěś£ őą£ğăšěńĳŋżňĺ ďń£ ŕőŋĺňăŋĺ£ ďăńĳŋěľÿěčő ĺ ďőćőńĳŋő šřşďŋżě) ğăďăůĺ^1:

Ğăďăůă2.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ŕřěďśšăćĺňőśšĺ ůĺśńă n∈N ć ćĺďě śşňňż ďćşţ łćăďřăšőć űěńżţ ůĺśěń (ŋőńĳ šőęě řăğřěÿăěšś£ ć łăůěśšćě őďŋőčő ĺğ ďćşţ łćăďřăšőć!) ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ¡šő ůĺśńő ĺňěńő ćĺď

n = p_1 · p_2 · · · · · p_s · k^2 ;

čďě k ∈Z| ń¿ąőě, ă p_1, . . . ,p_s | ŋăšşřăńĳŋżě ŕřőśšżě ůĺśńă, ŕřěďśšăćĺňżě ć ćĺďě śşňňż ďćşţ łćăďřăšőć.

Ğăďăůă2.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšőě p∈N šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě śşňňż ďćşţ łćăďřăšőć, łőčďă ĺňěěš ćĺď p = 4d + 1 (š. ě. ĺňěěš őśšăšőł 1 őš ďěńěŋĺ£ ŋă 4).

1.5. Łőńĳűő k[x] ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ŕőńěň k. İšő łőńĳűő śőśšőĺš ĺğ ťőřňăńĳŋżţ ćżřăęě-

ŋĺľ ćĺďă P (x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n;

čďě a_ν ∈ k, k | ŕőńě, n ∈ N, ă x | ťőřňăńĳŋżľ śĺňćőń, ŋăğżćăěňżľ ŕěřěňěŋŋőľ. Ŕőďůěřłŋş, ůšő ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ łőńĳűěćőľ śšřşłšşřż ňż řăśśňăšřĺćăěň ňŋőčőůńěŋż ńĺÿĳ łăł śńőćă, ĺ śőďěřęăšěńĳŋş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ ďń£ ŋăś ąşďěš ŋěśšĺ ńĺÿĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śĺňćőńőć^2 (a_0; a_1; a_2; : : : ; a_n).

1.5.1. Őŕřěďěńěŋĺě śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£. Ŕřĺ őŕĺśăŋĺĺ őŕěřăűĺľ, şďőąŋő śůĺšăšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋ ěśšĳ ąěśłőŋěůŋőě ćŕřăćő ćżřăęěŋĺě a_0+a_1x+a_2x^2+· · ·, ć łőšőřőň, őďŋăłő, ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő łő¡ťťĺűĺěŋšőć a_ν őšńĺůŋő őš ŋşń£. Šőčďă śşňňş ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć

A(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ĺ B(x) = b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · ·

ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ăńčőřĺšňőć ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć śşňňż ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕő łő¡ťťĺűĺěŋĳăň A ĺ B. Ă ĺňěŋŋő, ŋăğőć-ěň śşňňőľ S(x) =

1İšĺ, ă šăłęě řăď ďřşčĺţ ğăďăů ő Čăşśśőćżţ ůĺśńăţ, ŕřěďŕőńăčăěšś£ ŕőďřőąŋő őąśşďĺšĳ ŋă şŕřăęŋěŋĺ£ţ. Ŕřĺ ĺţ řěÿěŋĺĺ őůěŋĳ ŕőňőčăěš ćńăďěŋĺě šěţŋĺłőľ ćżůěšőć ĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ (śň. łőŋěű ¡šőľ ĺ śńěďş¿źěľ ńěłűĺľ, ă šăłęě łŋĺčş Řőşğěŋă ĺ Ăľ¡řńěŋďă \Łńăśśĺůěśłőě ććěďěŋĺě ć śőćřěňěŋŋş¿ šěőřĺ¿ ůĺśěń").

2Ěśńĺ ćż őšłřőěšě šőńśšş¿ łŋĺęłş ćřőďě Ńěŋčă, šő şćĺďĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋż šăň \śšřőčő őŕřěďěń£- ¿šś£" ĺňěŋŋő łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć (a_0; a_1; a_2; : : :; a_n), ă x ĺ + ćőőąźě ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŋě şŕőňĺŋă¿šś£!

A(x) + B(x) = s_0 + s_1x + s_2x^2 + · · · ňŋőčőůńěŋ, łő¡ťťĺűĺěŋšż s_ν łőšőřőčő ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ŕřăćĺńş s_ν = a_ν + b_ν;

ă ŕřőĺğćěďěŋĺěň P (x) = A(x)B(x) = p_0 + p_1x + p_2x^2 + · · · | ňŋőčőůńěŋ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ

p_ν =^∑_{α+β=ν} a_αb_β = a_0b_ν + a_1b_{ν−1} + · · · + a_0b_ν

Ğăďăůă2.6. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šĺ ťőřňşńż ć šőůŋőśšĺ śőőšćěšśšćş¿š ĺğćěśšŋżň ćăň ŕřăćĺńăň řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ śńăčăěňżţ.

Őůěŋĳ ćăęŋőě ŋăąń¿ďěŋĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŕřĺ ŕěřěňŋőęěŋĺĺ ąěśłőŋěůŋżţ śşňň A(x) ĺ B(x) ŋă ğŋăůěŋĺě łő¡ťťĺűĺěŋšă ŕřĺ x^k ş ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćńĺ£ěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő łő¡ťťĺűĺěŋšőć łăęďőčő ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ, ă ŕőšőňş őŋ ćżůĺśń£ěšś£ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć.

1.5.2. Śšěŕěŋĳ. Ŋőňěř śăňőčő ŕřăćőčő ŋěŋşńěćőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ňŋőčőůńěŋă a_0 +a_1x+a_2x^2 +· · ·. Ńěčłő ğăňěšĺšĳ (ćŋĺňăšěńĳŋő ŕřőďşňăľšě ¡šő!), ůšő śšěŕěŋĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć řăćŋă śşňňě śšěŕěŋěľ śőňŋőęĺšěńěľ, ă śšăřÿĺľ ĺ ňńăďÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćŋż, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ śšăřÿĺţ ĺ ňńăďÿĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć śőňŋőęĺšěńěľ. Ĺğ ¡šőčő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš, ůšő ć łőńĳűě k[x] ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ŕőńěň k ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, ă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż ć k[x] | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ ŋşńĳ , ŋě řăćŋżě ŋşń¿ šőęďěśšćěŋŋő (š. ě. ŋěŋşńěćżě łőŋśšăŋšż ĺ šőńĳłő őŋĺ).

Ğăďăůă2.7. Ďőłăęĺšě, ůšő k[x] ďěľśšćĺšěńĳŋő £ćń£ěšś£ łőńĳűőň (š. ě. ŕřőćěřĳšě, ůšő őŕřěďěń-ěŋŋżě ćżÿě śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě şďőćńěšćőř£¿š ăłśĺőňăň łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă ś ěďĺŋĺűěľ).

1.6. Łőńĳűő ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć k[[t]] ŋăď ŕőńěň k śőśšőĺš ĺğ ąěśłőŋěůŋżţ ťőřňăńĳŋżţ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă a_0 +a_1t+a_2t^2 +· · ·, čďě ć őšńĺůĺě őš łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć ďőŕşśłăěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŋěŋşńěćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Őŕěřăűĺĺ őŕřěďěń£¿šś£ šăłęě, łăł ĺ ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć. Ďń£ ąěśłőŋěůŋżţ ř£ďőć šěř£ěš śňżśń ŕőŋ£šĺě śšěŕěŋĺ, ŋő ŕő-ŕřěęŋěňş ŕőńěğŋő ążćăěš śńěďĺšĳ ğă ňńăďÿĺň (š. ě. śăňżň ńěćżň ŋěŋşńěćżň) ůńěŋőň ĺ śćőąőďŋżň ůńěŋőň a_0. Šăł, ććĺďş šőčő, ůšő ňńăďÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ř£ďőć řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ňńăďÿĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć śőňŋőęĺšěńěľ, łőńĳűő k[[t]] £ćń£ěšś£ űěńőśšŋżň.

1.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ňŋőęěśšćő őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć ć k[[t]] śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ř£ďőć ś ŋěŋşńěćżň śćőąőďŋżň ůńěŋőň:

k[[t]]_∗ = {A(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · | a_0 ≠ 0}:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ř£ď ś ŋşńěćżň śćőąőďŋżň ůńěŋőň a0 = 0, őůěćĺďŋő, ŋěőąřăšĺň: ĺğ ěčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ś ń¿ążň ř£ďőň ćżŋőśĺšś£ t. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ a_0 ≠ 0. Ňěšőďőň ŋěőŕřěďěńěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕőďąěř-ěň šăłőľ ř£ď

B(t) = b_0 + b_1t + b_2t^2 + · · · ;

ůšőąż A(t)B(t) = 1. Ŕřĺřăćŋĺćă£ ć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśš£ţ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ t, ŕőńşůăěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ:

a_0b_0 = 1 a_0b_1 + a_1b_0 = 0 a_0b_2 + a_1b_1 + a_2b_0 = 0 : : :

a_0b_ν + a_1b_{ν−1} + · · · + a_νb_0 = 0 : : : ;

ĺğ łőšőřőľ b_ν ŕőśńěďőćăšěńĳŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő řěłşřřěŋšŋżň ťőřňşńăň:

b_0 = a^{−1}_0 b_k = −a^{−1}_0 (a_1b_{k−1} + a_2b_{k−2} + · · · + a_kb_0):

Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

1.6.2. Ŕřĺňěř. Ěśńĺ A(t) = 1 − t, šő ŕřěďżďşźěě ćżůĺśńěŋĺě ďă-ěš:

(1 − t)^{−1} = 1 + t + t^2 + t^3 + · · ·

(ťőřňşńă śşňňĺřőćăŋĺ£ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ).

Ğăďăůă2.8. Ćżůĺśńĺšě (1 + t + t^2)^{−1}.

1.7. Łőńĳűă A[x] ĺ A[[x]] ňŋőčőůńěŋőć ĺ ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć ŋăď łőńĳűőň A őŕřěďěń£¿šś£ ďőśńőćŋő šăłęě łăł ĺ ŋăď ŕőńěň, šőńĳłő łő¡ťťĺűĺěŋšż ąěřşšś£ şęě ŋě ĺğ ŕőń£ k, ă ĺğ łőńĳűă A. Ŕőśłőńĳłş ć ¡šőň śńşůăě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňőčşš ążšĳ ŋěőąřăšĺňż, ćśě ŕőńşůěŋŋżě ćżÿě řěğşńĳšăšż őą őšśşšśšćĺĺ ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ĺ őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšăţ ć k[x] ĺ k[[x]] ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőńĳűőň A ŕěřěśšă¿š ążšĳ ćěřŋżňĺ, ĺ śćőľśšćă łőńěű A[x] ĺ A[[t]] ćő ňŋőčőň ğăćĺś£š őš śőőšćěšśšćş¿źĺţ śćőľśšć łőńĳűă A.

Ğăďăůă2.9. Őŕĺÿĺšě őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż ć łőńĳűě Z[x].

Ğăďăůă2.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ř£ď őąřăšĺň ć łőńĳűě A[[t]] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő śćőąőďŋżľ ůńěŋ őąřăšĺň ć łőńĳűě A.

1.8. Ňŋőčĺě ŕěřěňěŋŋżě. Łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć őš ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ A[x1; : : : ; xn] őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ:

A[x_1; : : : ; x_n]^{def}= B[x_n]; čďě Ć = A[x_1; : : : ; x_{n−1}]:

Ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ć šăłőň łőńĳűě śńěďşěš ĺňěšĳ ć ćĺďş ćśě őčőćőřłĺ ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šő ĺŋďşłšĺćŋőě őŕřěďěńěŋĺě řăćŋőśĺńĳŋő £ćŋőňş, śőčńăśŋő łőšőřőňş łőńĳűő A[x_1; : : : ; x_n] ěśšĳ ňŋőęěśšćő ťőřňăńĳŋżţ śşňň ćĺďă:

F (x) = a_0 +^∑ ν_1,...,νn∈N a_{ν1...νn} x^{ν1}_1 x^{ν2}_2 · · · x^{νn}_n ;

ć łőšőřżţ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő łő¡ťťĺűĺěŋšőć őšńĺůŋő őš ŋşń£.

Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£¿šś£ łőńĳűă A[[t_1; : : : ; t_n]].

1.9. Łőńĳűă ťşŋłűĺľ. Ŕşśšĳ X | ŕřőĺğćőńĳŋőě ňŋőęěśšćő, ă A | ń¿ąőě łőńĳűő. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ťşŋłűĺľ ŋă X śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć A őąőğŋăůăěšś£^3 A^X ĺ ŋăďěń£ěšś£ śšřşłšşřőľ łőńĳűă ŕřĺ ŕőňőźĺ őŕěřăűĺľ ŕőšőůěůŋőčő śńőęěŋĺ£ ĺ ŕőšőůěůŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺľ: ěśńĺ f: x → f(x) ĺ g: x → g(x) | ďćě ťşŋłűĺĺ, šő

f + g: x → f(x) + g(x) f · g: x → f(x)g(x):

Ŋşńěň ĺ ěďĺŋĺűěľ ć A^X ąşďşš ťşŋłűĺĺ 0(x) ≡ 0 ĺ 1(x) ≡ 1.

Ěśńĺ Y ⊂ X | ń¿ąőě ŕőďňŋőęěśšćő, šő ěňş śőőšćěšśšćşěš ĺŋďĺłăšőřŋă£ ťşŋřłűĺ£:

I_Y (x)^{def}= { 1, ěśńĺ x∈Y 0, ěśńĺ x∉Y

Ěśńĺ Y ≠ ∅, šő I_Y (x) ≠ 0(x). Ěśńĺ Y_1 ∩ Y_2 = ∅, šő I_{Y1} · I_{Y2} = 0(x). Ŕő¡šőňş ć A^X ňŋőčő ďěńĺšěńěľ ŋşń£. Őąřăšĺňżňĺ, őůěćĺďŋő, ąşďşš šě ĺ šőńĳłő šě ťşŋłűĺĺ, ğŋăůěŋĺ£ łőšőřżţ ćő ćśěţ šőůłăţ X £ćń£¿šś£ őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ć A.

Ć ăŋăńĺğě ůăśšő řăśśňăšřĺćă¿šś£ řăğńĺůŋżě ŕőďłőńĳűă ć A^X, ŋăŕřĺňěř: ŋěŕřěřżćŋżţ, čńăďłĺţ, ĺŋšěčřĺřşěňżţ ĺ š.ŕ. ťşŋłűĺľ.

1.10. Łőńĳűő ćżůěšőć Z=nZ. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ¡ńěňěŋšőň ¡šőčő łőńĳűă £ćń£ěšś£ ŕőďňŋő-

ęěśšćő ć Z, śőśšő£ÿěě ĺğ ćśěţ ůĺśěń, ĺňě¿źĺţ őďĺŋ ĺ šőš ęě őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă n. Šăłőě ŕőďňŋőęěśšćő ŋăğżćăěšś£ łńăśśőň ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ n. Ňŋőęěśšćő ćśěţ łńăśśőć ćżůěšőć őąőğŋăůăěšś£ Z=nZĺ śőśšőĺš ĺğ n ¡ńěňěŋšőć (ĺąő ćśěčő ĺňěěšś£ n řăğńĺůŋżţ őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£ ŋă n: 0, 1, 2, . . . , (n−1)). Łńăśś ćżůěšőć, ć łőšőřőň ńěęĺš űěńőě ůĺśńő a∈Z, ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ [a]_n ĺńĺ ŕřőśšő [a], łőčďă ŕőŋ£šŋő, ůšő ğă n ĺňěěšś£ ć ćĺďş. Ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ďćşţ ůĺśěń a ĺ b őďŋőňş łńăśśş őąőğŋăůăěšś£ ğăŕĺśĳ¿:

a ≡ b ( mod n):

Ć ¡šőň śńşůăě čőćőř£š, ůšő a śřăćŋĺňő ś b ŕő ňőďşń¿ n. Śăňĺ ğăŕĺśĺ šăłőčő ćĺďă ŋăğżćă¿š śřăćŋěŋĺ£ňĺ. Őŋĺ ćő ňŋőčőň ăŋăńőčĺůŋż řăćěŋśšćăň. Ă ĺňěŋŋő, őŋĺ řěťńěłśĺćŋż (š. ě. a ≡ a, śĺňňěšřĺůŋż (š. ě. a ≡ b šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă b ≡ a) ĺ šřăŋğĺšĺćŋż (š. ě. ěśńĺ a ≡ b ĺ b ≡ c, šő a ≡ c).

Ğăďăůă2.11. Ďőłăęĺšě, ůšő őąě ůăśšĺ śřăćŋěŋĺ£ ňőęŋő şňŋőęĺšĳ ŋă őďŋő ĺ šő ęě ůĺśńő ĺńĺ śńőęĺšĳ ś őďŋĺň ĺ šěň ęě ůĺśńőň, ă šăł ęě ćżůěśšĳ ĺğ őąěĺţ ůăśšěľ őďŋő ĺ šő ęě ůĺśńő.

Ŕřěďşŕřěęďěŋĺě. Śőłřăźăšĳ őąě ůăśšĺ śřăćŋěŋĺ£ ŋă őďŋő ĺ šő ęě ůĺśńő ůăśšő ążćăěš ŋěńĳğ£, ŋăŕřĺňěř: 3 · 6 ≡ 3 ( mod 15), ŋő 6 ≢ 1 ( mod 15).

3Őąőğŋăůěŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ŋă m-¡ńěňěŋšŋőň ňŋőęěśšćě M ĺňěěšś£ řőćŋő k^m řăğńĺůŋżţ ťşŋłűĺľ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć k-¡ńěňěŋšŋőň ňŋőęěśšćě K (¡šő | ňşďř-ěŋă£ ŕěřěťřăğĺřőćłă ĺğćěśšŋőľ łőňąĺŋăšőřŋőľ ğăďăůĺ ő ůĺśńě ăćšőňőąĺńĳŋżţ ŋőňěřőć)

1.10.1. Śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě łńăśśőć ćżůěšőć ĺŋďşűĺřşěšś£ śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ć łőńĳűě Z:

[a] + [b]^{def}= [a + b] [a] · [b]^{def}= [ab]:

İšő šĺŕĺůŋżľ ŕřĺňěř ŋěłőřřěłšŋőčő őŕĺśăŋĺ£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćżůěšż | ŕőďňŋőęěśšćă

ć Z, ĺ ňż ďőńęŋż őŕřěďěńĺšĳ ďń£ ďćşţ šăłĺţ ŕőďňŋőęěśšć [a] ĺ [b] ŋőćőě ŕőďňŋőęěśšćő,

łőšőřőě ąşďěš ĺţ śşňňőľ (ĺńĺ ŕřőĺğćěďěŋĺěň). Ŋăŕĺśăŋŋă£ ťőřňşńă őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ¡šőčő ňż ćżąĺřăěň ć [a] łőŋłřěšŋőčő ŕřěďśšăćĺšěń£, ă ĺňěŋŋő, ůĺśńő a, ĺ ć [b] | łőŋłřěšŋőčő ŕřěďśšăćĺšěń£, ůĺśńő b, ĺ őąž£ćń£ěň śşňňőľ [a] + [b] łńăśś, ć łőšőřőň ńěęĺš ůĺśńő a + b. A priori ňőčńő ąż šăł śńşůĺšĳś£, ůšő ćğ£ć ďřşčĺţ ŕřěďśšăćĺšěńěľ a_1 ∈ [a] ĺ b_1 ∈ [b] (ŕřĺ ¡šőň [a_1] = [a] ĺ [b_1] = [b]!), ňż ŕőńşůĺň ďřşčőľ łńăśś [a_1 + b_1] ≠ [a + b]. Šőčďă šăłőě \őŕřěďěńěŋĺě" ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ŋĺůěčő ąż ŋě őŕřěďěńĺńő! Ł śůăśšĳ¿, ć ŋăÿěň śńşůăě łőřřěłšŋőśšĳ ňőęŋő ďőłăğăšĳ.

1.10.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Ŕřőćěřłă łőřřěłšŋőśšĺ.) Łńăśśż [a + b] ĺ [ab] ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěńěľ a ć łńăśśě [a] ĺ b ć łńăśśě [b].

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ a1 ∈ [a]; b1 ∈ [b]. İšő ğŋăůĺš, ůšő a1 = a + kn; b1 = b + mn, čďě m; k ∈Z. Ŋő šőčďă:

a_1 + b_1 = a + b + (k + m)n a_1b_1 = ab + (bk + am + kmn)n:

Ŕő¡šőňş, a_1 + b_1 ≡ a + b ( mod n) ĺ a_1b_1 ≡ ab ( mod n).

Ğăďăůă2.12. Ďőłăęĺšě, ůšő Z=nZ| łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő (ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň).

Ć łőńĳűăţ Z=nZňőęŋő şćĺďěšĳ ćěśĳ śŕěłšř £ćńěŋĺľ, ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ć ŋăůăńě ńěłűĺĺ. Šăł łńăśśż [2]_{10} ĺ [5]_{10} ć łőńĳűě Z=10Z ĺňě¿š ŋşńěćőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ţőš£ łăęďżľ ĺğ ŋĺţ śăň ŋşń¿ ŋě řăćěŋ. Łńăśś [3]_{27} ∈Z=27Zŋĺńĳŕőšěŋšěŋ: [3]^3_{27} = [3^3]_{27} = [0]_{27}, ă łńăśś [4]_{27} ∈Z=27Z| őąřăšĺň: [4]_{27} · [7]_{27} = [28]_{27} = [1]_{27}.

Ğăďăůă2.13. Śőśšăćĳšě šăąńĺűż śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ć Z=nZďń£ n = 3, 4, 5, 6, 7, 8. Ŋăľďĺšě ć ¡šĺţ łőńĳűăţ ćśě őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż, ćśě ďěńĺšěńĺ ŋşń£ ĺ ćśě ŋĺńĳŕőšěŋšż. Łăłĺě ĺğ łőńěű £ćń£¿šś£ ŕőń£ňĺ?

x2. Ťăłšőřĺğăűĺ£

2.1. Řăğąĺěŋĺ£ ĺ ťăłšőřż Ŕěřěţőď őš łőńĳűă Zł łőńĳűş Z=nZ£ćń£ěšś£ ŕřĺňěřőň ćăęŋőľ őąźěňăšěňăšĺůěśłőľ łőŋśšřşłűĺĺ | ťăłšőřĺğăűĺĺ ĺńĺ (śłńěľłĺ). Śőśšőĺš őŋă ć śńěďş- ¿źěň. Ŕşśšĳ M | ŕřőĺğćőńĳŋőě ňŋőęěśšćő. Řăğąĺěŋĺěň M ŋăğżćăěšś£ ŕřěďśšăćďěŋĺě M ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕőďňŋőęěśšć, ŋăğżćăěňżţ łńăśśăňĺ řăğąĺěŋĺ£.

Ğăďăůă2.14. Ŕşśšĳ ŋă ňŋőęěśšćě M ğăďăŋő ąĺŋăřŋőě őšŋőÿěŋĺě (š. ě. ŋěłőšőřżě ŕăřż ¡ńěňěŋšőć őąž£ćńěŋż \śőőšŋőś£źĺňĺś£", ĺńĺ ąőńěě ŋăşůŋő, ćżďěńěŋő ŕőďňŋőęěśšćő ć M × M). Ŕőňěśšĺň ć őďĺŋ łńăśś ćśě ¡ńěňěŋšż, ŋăţőď£źĺěś£ ć ğăďăŋŋőň

§2: Ťăłšőřĺğăűĺ£ 27

őšŋőÿěŋĺĺ ďřşč ś ďřşčőň. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ¡šőň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕőńşůĺšś£ řăğąĺěŋĺě ňŋőęěśšćă M ŋă ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ łńăśśż, łőčďă řăśśňăšřĺćăěňőě őšŋőÿěŋĺě řěťńěłśĺćŋő, śĺňňěšřĺůŋő ĺ šřăŋğĺšĺćŋő (šăłĺě ąĺŋăřŋżě őšŋőÿěŋĺ£ ŋăğżćă¿šś£ őšŋőÿěŋĺ£ňĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ. u u u

u u u u u

[0]

[2] = [−6]

[1] = [−7]

[3] = [−5] [4] = [−4]

) [4] = [−4]

) [5] = [−3]

) [7] = [−1]

Řĺś. 1. Űĺťěřąńăš Z=8Z

Ťăłšőř-ňŋőęěśšćőň ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M ŕő ďăŋŋőňş řăğąĺěŋĺ¿ ŋăğżćăěšś£ ŋőćőě ňŋőęěśšćő —M, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ łńăśśż řăśśňăšřĺćăěňőčő řăğąĺěŋĺ£. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, —M ŕőńşůăěšś£ ĺğ M śłńěĺćăŋĺěň ćśěţ ¡ńěňěŋšőć, ńěęăźĺţ ć őďŋőň łńăśśě, ć őďŋş šőůłş. Ŋăŕřĺňěř, őšŋőś£ ł őďŋőňş łńăśśş ćśě ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă, őšńĺůă¿- źĺěś£ ďřşč őš ďřşčă ŋă űěńőě łřăšŋőě 2ı, ňż ŕőńşůĺň řăğąĺěŋĺě ňŋőęěśšćă R, ťăłšőř ŕő łőšőřőňş čěőňěšřĺůěśłĺ ĺğőąřăęăěšś£ ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿. Ŕěřěţőď őš Zł Z=nZšăłęě şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě ăŋăńőčĺůŋőľ čěőňěšřĺůěśłőľ łăřšĺŋőľ ĺ ĺğőąřăęăšĳ ¡ńěňěŋšż Z=nZć ćĺďě \űĺťěřąńăšă", | ¡šő ążćăěš ŕőńěğŋő ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ (śň. řĺś.řĺś.1 ďń£ n=8).

2.2. Śŕşśł łőńĳűěćőľ śšřşłšşřż ŋă ťăłšőř. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő M = A | łőńĳűő, šő ťăłšőř-ňŋőęěśšćő —A ŕő łăłőňş-ńĺąő řăğąĺěŋĺ¿ ňőęŋő ŕżšăšĳś£ ŋăďěńĺšĳ śšřşłšşřőľ łőńĳűă, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ś A, šő ěśšĳ łăł ĺ ćżÿě ŕőńőęĺšĳ

[a] + [b]^{def}= [a + b] ĺ [a][b]^{def}= [ab] ;

čďě ůěřěğ [a] őąőğŋăůăěšś£ łńăśś řăğąĺěŋĺ£, śőďěřęăźĺľ ¡ńěňěŋš a. İšĺ őŕěřăűĺĺ šăćšőńőčĺůěśłĺ şďőćńěšćőř£¿š ăłśĺőňăň łőńĳűă (ĺąő őŋĺ ŋăśńěďş¿šś£ ĺğ łőńĳűă A { ŕřőďşňăľšě ¡šő!), ěśńĺ šőńĳłő őŋĺ łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋż. Ćż£śŋĺň, ŕřĺ łăłĺţ şśńőćĺ£ţ ŋă řăğąĺěŋĺě ¡šő ĺňěěš ňěśšő.

2.2.1. Śćőľśšćă łńăśśă [0]. Ğăňěšĺň ŕřěęďě ćśěčő, ůšő łńăśś [0] ś ŋěőąţőďĺňőśšĳ¿ ąşďěš ŋşńěćżň ¡ńěňěŋšőň ć ťăłšőřě, ĺąő [a]+[0] = [a+0] = [a] ∀a∈A. Ŕő¡šőňş ŕőďňŋőęěśšćő, śőśšăćń£¿źěě łńăśś [0], ďăńěłő ŋě ń¿ąőě: ěśńĺ őŕěřăűĺĺ łőřřěłšŋż, šő ∀ a; b∈[0] ĺňěěň

[0] = [0] − [0] = [a] − [b] = [a − b] ;

š. ě. a − b ∈ [0] ĺ łńăśś [0] ğăňłŋşš őšŋőśĺšěńĳŋő ćżůĺšăŋĺ£, ă śšăńő ążšĳ, ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřěţőďă ł ŕřőšĺćőŕőńőęŋőňş ¡ńěňěŋšş, ă šěň śăňżň, ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£.

Ğăďăůă2.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ŕőďňŋőęěśšćă M ⊂ A şśńőćĺě ğăňłŋşšőśšĺ őšŋőśĺšěńĳŋő řăğŋőśšĺ řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő M ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£, ĺňě¿źěčőś£ ć A, ĺ ďń£ ¡šőčő śńőęěŋĺ£ ŋă M ćżŕőńŋ£¿šś£ ćśě ůěšżřě ăłśĺőňż śńőęěŋěĺ£.

Ďăńěě, ∀ b∈A ĺ ∀ a∈[ 0] ĺňěěň [0] = [0b] = [0][b] = [a][b] = [ab], őšłşďă, ab∈[0]. İšő őğŋăůăěš, ůšő ¡ńěňěŋšż łńăśśă [0] ŋě ćżţőď£š ĺğ ¡šőčő łńăśśă ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋă ń¿ążě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă (ć ůăśšŋőśšĺ łńăśś [0] śăň £ćń£ěšś£ ğăňłŋşšżň őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£).

2.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőďňŋőęěśšćő łőńĳűă ŋăğżćăěšś£ ŕőďłőńĳűőň, ěśńĺ őŋő ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£, ĺ şďőćńěšćőř£ěš őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ őŕěřăűĺľ ćśěň ăłśĺőňăň łőńĳűă.

2.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőďłőńĳűő I ⊂ A ŋăğżćăěšś£ ĺďěăńőň, ěśńĺ őŋő ćżďěřęĺćăěš şňŋőęěŋĺě ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ěňş ŕřĺŋăďńěęăźĺě) ¡ńěňěŋšż őąžěňń¿źěčő łőńĳűă: ∀ a∈A ĺ ∀ x∈I ćśěčďă ax ∈ I.

Ĺšăł, Ďń£ šőčő, ůšőąż őŕěřăűĺĺ ŋă ťăłšőřě ążńĺ łőřřěłšŋż, ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż łńăśś [0] ążń ĺďěăńőň ć A.

2.4.1. Śćőľśšćă őśšăńĳŋżţ łńăśśőć. Ěśńĺ őŕěřăűĺĺ ŋăď łńăśśăňĺ łőřřěłšŋż, šő ćżůĺśńěŋĺě [a] − [a] = [a − a] = [0] ňőęěš ążšĳ ŕřőďěńăŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ ń¿ąőčő ďřşčőčő ŕřěďśšăćĺšěń£ ~a∈[a], ůšő ďă-ěš [[0] = [~a] − [a] = [~a] − [a] = [~a − a] ;

š. ě. ∀ ~a∈[a] ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě ~a − a ∈ [0]. Ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě: ěśńĺ ~a − a ∈ [0], šő

[a] = [a] + [0] = [a] + [~a − a] = [a + ~a − a] = [~a] ;

š. ě. ~a∈[a].

Šăłĺň őąřăğőň, łăęďżľ łńăśś [a] śőśšőĺš ĺğ šěţ ĺ šőńĳłő šěţ ¡ńěňěŋšőć ~a, ďń£ łőšőřżţ ~a− a ∈ [0]. Ĺŋůě čőćőř£, [a] ĺňěěš ćĺď [a] = a+[0], š. ě. ŕőńşůăěšś£ \ŕăřăńńěńĳŋżň śďćĺčőň" łńăśśă [0] ŋă ¡ńěňěŋš a. Ć ůăśšŋőśšĺ, ćśě łńăśśż ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś łńăśśőň [0], ĺ ćś-ě řăğąĺěŋĺě ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£¿šś£ ğăďăŋĺěň ĺďěăńă [0] ⊂ A. 2.5. Ťăłšőřĺğăűĺ£ ŕő ĺďěăńş. Ĺšőč ŕřěďżďşźěčő ăŋăńĺğă ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł: ďń£ šőčő ůšőąż ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě ś A őŕěřăűĺĺ ŋă ťăłšőřě łőńĳűă A ŕő ŋěłőšőřőňş řăğąĺěŋĺ¿ ążńĺ łőřřěłšŋż, ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż łńăśś [0] ążń ĺďěăńőň ć A, ă ćśě őśšăńĳŋżě łńăśśż [a] ĺňěńĺ ćĺď:

[a] = a + [0] = {~a∈A | ~a − a∈[0]} :

Ďń£ ďăŋŋőčő ĺďěăńă I ⊂ A ďćă ¡ńěňěŋšă a; b∈A, ďń£ łőšőřżţ a − ~a∈I, ŋăğżćă¿šś£ śřăćŋĺňżňĺ ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă I. Őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ŕőŕăřŋő-śřăćŋĺňżţ ďřşč ś ďřşčőň ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă ŋăğżćěšś£ łńăśśőň ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă.

2.5.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ťăłšőř-ňŋőęěśšćő —A łőńĳűă A šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ łőńĳűőň őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżţ ś A, łőčďă A £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň łńăśśőć ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ ŋěłőšőřőčő ĺďěăńă I ⊂ A.

Ŋăğćăŋĺě ĺ őąőğŋăůěŋĺě. Ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ şśńőćĺľ šěőřěňż ťăłšőř őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ A=I ĺ ŋăğżćăěšś£ ťăłšőřőň łőńĳűă A ŕő ĺďěăńş I.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ś şů-ěšőň ćżÿěśłăğăŋŋőčő, ŋăň őśšăěšś£ šőńĳłő ŕřőćěřĺšĳ łőřřěłšŋőśšĳ őŕěřăűĺľ ŋă ňŋőęěśšćě łńăśśőć ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă. Ŕşśšĳ [a] = [~a] ĺ [b] = [~b], šő ěśšĳ ~a = a + r; ~b = b + s, čďě s; r ∈I. Šőčďă

a + b = (~a + ~b) + (r + s) ĺ (r + s)∈I;

ab = ~a~b + (rb + sa + rs) ĺ (rb + sa + sr)∈I: Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

§3: Ŕřĺňěřż ĺďěăńőć 29

x3. Ŕřĺňěřż ĺďěăńőć

3.1. Šřĺćĺăńĳŋżě ĺďěăńż. Ĺďěăńż {0} ĺ A, ĺňě¿źĺěś£ ć ń¿ąőň łőńĳűě, ŋăğżćă¿šś£ šĺ-

ćĺăńĳŋżňĺ. Ŕřĺ ¡šőň A={0} = A ĺ A=A = {0}.

Ğăďăůă2.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ šőčő ůšőąż ĺďěăń śőćŕăďăń śő ćśěň łőńĳűőň ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż őŋ śőďěřęăń łăłőľ-ŋĺąşďĳ őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă. Ğăďăůă2.17. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĳűő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ŕőńěň, łőčďă ć ŋěň ŋěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ĺďěăńőć.

3.2. Ŋĺńĳřăďĺłăń. Ŋĺńĳřăďĺłăńőň łőńĳűă A ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ćśěţ ŋĺńĳŕőšěŋšŋżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă A ć őąžěďĺŋěŋĺĺ ś ŋşńěň:

n = {a∈A | a^n = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő n∈N}:

Ŋĺńĳřăďĺłăń £ćń£ěšś£ ĺďěăńőň ć A. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ a^n = 0, šő ∀b∈A (ab)^n = a^nb^n = 0 ĺ ∀b : b^m = 0 ĺğ ťőřňşńż ąĺŋőňă ğăłń¿ůăěň, ůšő (a − b)^{n+m−1} = 0.

3.3. Čńăćŋżě ĺďěăńż. Čńăćŋżň ĺďěăńőň, ŕőřőęďěŋŋżň d ∈ A ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ćśěţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă, łřăšŋżţ d: {ad| a ∈ A} (ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő ďěľśšćĺšěńĳŋő ĺďěăń). Őŋ őąőğŋăůăěšś£ śĺňćőńőň (d) ĺńĺ dA. Ťăłšőř-łőńĳűő A=(a) ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ a. Ć ůăśšŋőśšĺ, Z=nZěśšĳ Z=(n), čďě (n) ⊂ Z | čńăćŋżľ ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ n. Šřĺćĺăńĳŋżě ĺďěăńż šăłęě čńăćŋżě: {0} = (0); A = (1). Łőńĳűő, ć łőšőřőň ćśě ĺďěăńż ĺśůěřŕżćă¿šś£ čńăćŋżňĺ, ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Śńěďş¿źĺľ ťăłš £ćń£ěšś£ ćăęŋěľÿĺň ć ăřĺťňěšĺłě űěńżţ ůĺśěń: 3.4. Šěőřěňă. Z£ćń£ěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ I ⊂ Z | ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ĺďěăń. Šőčďă őŋ śőďěřęĺš łăłĺě-ńĺąő

ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Ŕşśšĳ d | ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő ć I. § şšćěřęďă¿, ůšő I = (d).

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, (d) ⊂ I, ĺąő d∈I ⇒ kd∈I ∀k ∈Z:

Ďőłăęěň ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě ćłń¿ůěŋĺě. Ŕşśšĳ a ∈ I | ń¿ąőě. Ďěń£ a ŋă d ś őśšăšłőň, ňż ňőęěň ŕřěďśšăćĺšĳ a ć ćĺďě a = kd+r, čďě 0 ≤ r ≤ d−1 | őśšăšőł, ă k ∈Z. Šăł łăł r = a−kd ĺ a; d ∈ I, šő r ∈ I. Śńěďőćăšěńĳŋő, r = 0, ĺąő d ćążĺřăńőśĳ ŋăĺňěŋĳÿĺň ŋăšşřăńĳŋň ůĺśńőň ć I. Ğŋăůĺš, a = kd∈(d) ĺ I ⊂ (d).

Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

3.5. Łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋżě ĺďěăńż. Ŕşśšĳ A | łőńĳűő. Ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă ¡ńěňěŋšőć

{a_1; a_2; : : : ; a_n} őąőğŋăůĺň ůěřěğ (a_1; a_2; : : : ; a_n) ĺńĺ a_1A + a_2A + · · · + a_nA ňŋőęěśšćő ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ć A, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě

a = a_1x_1 + a_2x_2 + · · · a_nx_n c x_1; : : : ; x_n ∈ A:

Őŋő £ćń£ěšś£ ĺďěăńőň ć A, ĺ ŋăğżćăěšś£ ĺďěăńőň, ŕőřőęďěŋŋżň (a_1; a_2; : : : ; a_n). Śăňĺ ¡ńěňěŋšż a_i ć ¡šőň śńşůăě ŋăğżćă¿šś£ őąřăğş¿źĺňĺ ĺďěăńă.

Ğăďăůă2.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺďěăń (x; y), ŕőřőęďěŋŋżľ x ĺ y ć łőńĳűě k[x; y] ňŋőčőůńěŋőć őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ, ŋě £ćń£ěšś£ čńăćŋżň.

3.6. ŊŐĎ ĺ ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă ć łőńĳűě Z. Ŕşśšĳ m1; : : : ; mk ∈ Z | łăłĺě-šő űěńżě ůĺśńă. Ĺďěăń (m_1; m_2; : : : ; m_k) ⊂ Z śőśšőĺš ĺğ ćśěţ űěńżţ ůĺśěń m, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě m = m_1x_1 + · · · + m_kx_k ś űěńżňĺ x_1; : : : ; x_k (čěőňěšřĺůěśłĺ | ¡šő ňŋőęěśšćő ćśěţ ćěłšőřőć ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ, łőšőřżě ňőęŋő őšńőęĺšĳ, ĺňě£ k ćěłšőřőć m_1, · · ·, m_k). Ŕő šěőřěňě Šěőř.3.4 őŋ £ćń£ěšś£ čńăćŋżň, š. ě. (m_1; m_2; : : : ; m_k) = (d) ďń£ ŋěłőšőřőčő d∈N. Ůĺśńő d ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě d = m_1x_1 + · · · + m_kx_k;

ďěńĺš łăęďőě ĺğ ůĺśěń m_ν ĺ ďěńĺšś£ ŋă ń¿ąőě ďřşčőě ůĺśńő D, £ćń£¿źěěś£ őąźĺň ďěńĺšěńěň ďń£ ćśěţ m_ν. Šăłĺň őąřăğőň, d = ŊŐĎ(m_1; m_2; : : : ; m_k) | ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ. Ğăňěůş, ůšő ŕő ÿłőńĳŋőňş őŕřěďěńěŋĺ¿ ŊŐĎ ěśšĳ ŋăĺąőńĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ďěń£źěě łăęďőě ĺğ m_ν , ĺ a priori ŋě£śŋő, ůšő őŋő ďőńęŋő ďěńĺšĳś£ ŋăűěńő ŋă ń¿ąőľ ďřşčőľ ďěńĺšěńĳ ĺ ŕřěďśšăćń£šĳś£ ć ćĺďě m_1x_1 + · · · + m_kx_k.

Ůĺśńă m_1; : : : ; m_k ŋăğżćă¿šś£ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ ć śőćőłşŕŋőśšĺ, ěśńĺ

ŊŐĎ(m_1; m_2; : : : ; m_k) = 1;

ĺ ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ, ěśńĺ

ŊŐĎ(m_i; m_j) = 1 ∀i ≠ j:

Śőćőłşŕŋă£ ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă řăćŋőśĺńĳŋă (ŕő ŕřěďżďşźěňş) ćőğňőęŋőśšĺ ŕřěďśšăćĺšĳ ěďĺŋĺűş ć ćĺďě 1 = m_1x_1 + · · · + m_kx_k ś űěńżňĺ x_ν. Ć ůăśšŋőśšĺ, ďćă ůĺśńă a ĺ b ćğăĺňŋő ŕřőśšż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćş¿š űěńżě x ĺ y šăłĺě, ůšő ax + by = 1.

3.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě.

ă) Ěśńĺ a ďěńĺš bc (a; b; c∈Z) ĺ a ĺ b ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő a ďěńĺš c. ą) Ěśńĺ a ĺ b ćğăĺňŋő ŕřőśšż ĺ ďěń£š c, šő ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě ab šăłęě ďěńĺš c.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Şňŋőęă£ ŋă c řăćěŋśšćő ax+by = 1, ŕőńşůăěň c = acx+bcy. Ŕřăćă£ ůăśšĳ ¡šőčő řăćěŋśšćă ďěńĺšś£ ŋă a ŕřĺ bc ďěń£źěňś£ ŋă a, ĺ ďěńĺšś£ ŋă ab ŕřĺ c ďěń£źěňś£ ĺ ŋă a ĺ ŋă b (š. ě. ŕřĺ c = ar = bs).

3.6.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Z=pZšőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ŕőńěň, łőčďă p | ŕřőśšőě ůĺśńő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ n = n1n2 ∈ N | ŋě ŕřőśšőě (š. ě. n1 ≠ n ĺ n2 ≠ n), šő ć Z=nZĺňěěň [n_1][n_2] = [n] = [0], š. ě. [n_1] ĺ [n_2] | ďěńĺšěńĺ ŋşń£, ůšő ŋěćőğňőęŋő ć ŕőńě.

Ŋăőąőřőš, ěśńĺ n = p ∈ N | ŕřőśšőě, šő ∀[m] ≠ [0] ůĺśńő m ąşďěš ćğăĺňŋő ŕřőśšő ś p, ă śšăńő ążšĳ mx + py = 1 ďń£ ŋěłőšőřżţ űěńżţ x ĺ y. Ŋő šőčďă [m][x] = [mx] = [1 − py] = [1] ĺ [m] őąřăšĺň. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

3.7. Ŕřőśšżě ĺ ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż. Ďń£ šőčő, ůšőąż ć śńşůăě ŕřőĺğćőńĳŋőčő łőńĳűă A şňěšĳ ćż£śŋ£šĳ, £ćń£ěšś£ ńĺ ťăłšőř A=p ŕő ďăŋŋőňş ĺďěăńş p ŕőńěň, ňőęŋő ŕőŕżšăšĳś£ śťőřňşńĺřőćăšĳ şśńőćĺě \p | ŕřőśšőě ůĺśńő" ć šěřňĺŋăţ śćőľśšć ĺďěăńă (p). Ŕőśłőńĳłş ůĺśńő p ŕřőśšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšő ś ń¿ążň ůĺśńőň ŋě ńěęăźěň ć (p), ĺďě¿ ďń£ ŋşęŋőľ ŋăň ŕěřěťőřňşńĺřőćłĺ ňőęŋő ćğ£šĳ ĺğ Ŕř.3.6.1.

Ă ĺňěŋŋő, ĺďěăń p ∈ A ć ŕřőĺğćőńĳŋőň łőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě A ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ∀a; b∈A ĺğ ab∈p ĺ a ∉ p śńěďşěš, ůšő b∈p.

Ğăďăůă2.19. Ďőłăęĺšě, ůšő (p) ⊂ Zŕřőśš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă p | ŕřőśšőě ůĺśńő.

3.7.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ťăłšőř łőńĳűő A=p šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ űěńőśšŋżň, łőčďă p | ŕřőśšőľ ĺďěăń.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őšśşšśšćĺě ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ć A=p řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ∀a; b∈A řăćěŋśšćő [a][b] = [ab] = [0] = p ŕřĺ şśńőćĺĺ [a] ≠ [0] ćńěůěš ğă śőąőľ [b] = [0] = p. Ŋő ¡šő ĺ őğŋăůăěš, ůšő ĺğ ab∈p ĺ a∉p śńěďşěš b∈p. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

Őďŋăłő, ŋě ćś£łőě űěńőśšŋőě łőńĳűő | ŕőńě, ĺ ć ůăśšŋőśšĺ, ťăłšőř ŕő ŕřőśšőňş ĺďěăńş ňőęěš ĺ ŋě ążšĳ ŕőńěň.

Ğăďăůă2.20. Ŕřőćěřĳšě, ůšő čńăćŋżľ ĺďěăń (x^2 − y) ⊂ C [x; y] ŕřőśš, ĺ ŋăľďĺšě ć ťăłšőřě ŕő ŋěňş ŋěőąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż.

Ĺďěăń m ŋăğżćăěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň, ěśńĺ őŋ ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőň ďřşčőň ŋěšřĺćĺăńĳŋőň ĺďěăńě. İšő şśńőćĺě řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ć ťăłšőřě A=m ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ĺďěăńőć ŋěš ćőőąźě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ I ⊂ A=m | šăłőľ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ĺďěăń, šő ŕőďňŋőęěśšćő ~I = {a∈A | [a]m ∈I} ⊂ A śőśšăćĺš ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ĺďěăń ć A, śšřőčő śőďěřęăźĺľ m.

Ğăďăůă2.21. Ŕřőćěřĳšě ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě. Ğăďăůă2.22. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń ŕřőśš. Ğăďăůă2.23. Ďőłăęĺšě, ůšő A=m | ŕőńě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă m | ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń.

x4. Ŕřĺňěřż čőňőňőřťĺğňőć

Čőňőňőřťĺğň łőńěű f: A −→ B őŕřěďěń£ěšś£ ďőśńőćŋő šăłęě, łăł ĺ čőňőňőřťĺğň ŕőńěľ: ¡šő šăłőě őšőąřăęěŋĺě, ŕřĺ łőšőřőň ∀a_1; a_2 ∈ A ć łőńĳűě B ćżŕőńŋěŋż śőőšŋőÿěŋĺ£:

f(a_1 + a_2) = f(a_1) + f(a_2)

f(a_1a_2) = f(a_1)f(a_2)

Ğăďăůă2.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f: A −→ B | čőňőňőřťĺğň, šő f(0) = 0 ĺ f(−a) =

−f(a).

Řăśśňőšřĺň ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć.

4.1. Čőňőňőřťĺğň őąřăšŋőčő őąřăğă, Ąőńĳÿă£ ůăśšĳ čőňőňőřťĺğňőć ňěęďş łőńĳűăňĺ, ćśšřěůă¿źĺňĺś£ ć ăŋăńĺğě, čěőňěšřĺĺ ĺ šőŕőńőčĺĺ, śšřőĺšś£ ŕő śńěďş¿źěľ śţěňě. Ŕşśšĳ X ĺ Y | ďćă ňŋőęěśšćă, A | łőńĳűő, ĺ A^X ; A^Y | łőńĳűă ťşŋłűĺľ ŋă X ĺ Y śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć A. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő őšőąřăęěŋĺ£ ňŋőęěśšć

’: X −→ Y ćőğŋĺłăěš čőňőňőřťĺğň łőńěű ’^∗: A^Y −→ A^X

ŋăğżćăěňżľ čőňőňőřťĺğňőň őąřăšŋőčő őąřăğă ĺńĺ ŕőďŋ£šĺ£ (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő őŋ ďěľśšćşěš ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ŕřőšĺćőŕőńőęŋőň ’).

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ďń£ łăęďőľ ťşŋłűĺĺ F ŋă Y ťşŋłűň£ ’^∗(F ) ŋă X ďěľśšćşěš ŋă ¡ńěňěŋšż x ∈ X ŕő ŕřăćĺńş: ’^∗(F )(x) = F^(’(x)^), š. ě. £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ ĺśţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ F ĺ őšőąřăęěŋĺ£ ’.

Ğăďăůă2.25. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ’^∗ ďěľśšćĺšěńĳŋő čőňőňőřťĺğň.

Őłăğżćăěšś£, ůšő ăńčěąřăĺůěśłĺě śćőľśšćă čőňőňőřťĺğňă ’^∗ ŋă śšřşłšşřŋőě ŕőďłőńĳűő ć A^Y (ć ŠŤŁŔ šăłőćżň śńşęĺš łőńĳűő čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ, ć ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ čěőňěšřĺĺ ĺ šőŕőńőčĺĺ | łőńĳűő čńăďłĺţ ĺńĺ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ, ć ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ | łőńĳűő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ) őůěŋĳ ţőřőÿő őšřăęă¿š čěőňěšřĺůěśłĺě śćőľśšćă łăł śăňőčő őšőąřăęěŋĺ£ ’ą šăł ĺ ŕřőśšřăŋśšć X ĺ Y .

4.2. Čőňőňőřťĺğňż ćżůĺśńěŋĺ£. Řăśśňőšřĺň ŕřěďżďşźş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ć śńşůăě, łőčďă X = {p} śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ ĺ ’: {p} ,→ Y őšőęďěśšćń£ěš ¡šş šőůłş ś ŋěłőšőřőľ šőůłőľ y ∈ Y . Ğďěśĳ A^X = A ĺ čőňőňőřťĺğň ŕőďŋ£šĺ£ ąşďěš ďěľśšćőćăšĳ ĺğ A^Y ć A, śőŕőśšăćń££ ťşŋłűĺĺ F ∈A^Y ě-ě ğŋăůěŋĺě F (y) ć šőůłě y. Ć šăłőľ śĺšşăűĺĺ őŋ ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺľ ŋă Y ć šőůłě y ∈Y ĺ őąőğŋăůăěšś£

ev_y: A^Y −→ A:

Ďřşčĺě čőňőňőřťĺğňż ćżůĺśńěŋĺ£ ćśšřěůă¿šś£ ć ăŋăńĺğě. Ŋăŕřĺňěř, ďń£ ŋěłőšőřżţ ťőřňăńĳŋżţ ř£ďőć ĺğ C [[t]] (ŋăğżćăěňżţ śţőď£źĺňĺś£) ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺţ ğŋăůěŋĺě ć šőůłě

z ∈ C . İšă łőŋśšřşłűĺ£ ŋě ăńčěąřăĺůěśłă£, ĺąő řěğşńĳšăš ŕőďśšăŋőćłĺ ůĺśńă ć ťőřňăńĳŋżľ

ř£ď őŕřěďěń£ěšś£ ŋě łăł řěğşńĳšăš łőŋěůŋőčő ůĺśńă ăńčěąřăĺůěśłĺţ ďěľśšćĺľ, ă ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕěřěţőďă ł ŕřěďěńş. Ć ¡šőň śńşůăě śćőľśšćő ev_y ążšĳ čőňőňőřťĺğňőň ŕěřěśšă-ěš ążšĳ šřĺćĺăńĳŋżň ĺ ŕřěćřăźăěšś£ ć śőďěřęăšěńĳŋş¿ šěőřěňş ĺğ ăŋăńĺğă. Ăńčěąřăĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě ¡šőľ šěőřěňż śőśšőĺš ć šőň, ůšő ćśě ťőřňăńĳŋżě šőęďěśšćă ňěęďş ř£ďăňĺ ć łőńĳűě C [[t]] ŕřĺ ŕřĺňěŋěŋĺĺ ł śţőď£źĺňś£ ř£ďăň ćńěłşš ğă śőąőľ śőőšćěšśšćş¿źĺě šőęďěśšćă ňěęďş ůĺśńăňĺ ć C ĺńĺ ňěęďş ťşŋłűĺ£ňĺ ć C C .

4.3. Čőňőňőřťĺğň ťăłšőřĺğăűĺĺ. Őšőąřăęěŋĺě ın: Z−→ Z=nZ, ŕřĺ łőšőřőň m → [m]n £ćń£ěšś£ (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őŕěřăűĺľ ć Z=nZ) čőňőňőřťĺğňőň. Őŋ ŋăğżćăěšś£ řěďşłűĺěľ ŕő ňőďşń¿ n. İšőš čőňőňőřťĺğň ś¿řĳěłšĺćěŋ, š. ě. ş ń¿ąőčő x∈Z=nZĺňěěšś£ ŕřőőąřăğ^4.

Ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ ń¿ąőčő ĺďěăńă I ć ŕřőĺğćőńĳŋőň łőńĳűě A ĺňěěšś£ ¡ŕĺňőřťĺğň ıI: A −→ A=I řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ ¡šőčő ĺďěăńă.

4.4. Ŕřőśšőě ŕőďŕőńě ĺ ţăřăłšěřĺśšĺłă. Ŕşśšĳ k | ń¿ąőě ŕőńě, 1∈k | ěďĺŋĺűă ć ¡šőň ŕőńě. Őŕřěďěńĺň őšőąřăęěŋĺě f: Z−→ k, ŕőńăčă£:

f(0) = 0

4Ś¿řĳěłšĺćŋżě čőňőňőřťĺğňż ŋăğżćă¿š šăłęě ¡ŕĺňőřťĺğňăňĺ.

f(n) = 1 + 1 + · · · + 1 n f(−n) = −1 − 1 − · · · − 1 n ; čďě n | ń¿ąőě ŋăšşřăń¿ŋőě ůĺśńő. Őůěćĺďŋő, ůšő f | ¡šő čőňőňőřťĺğň łőńĳűă Zć ŕőńě k.

Ěśńĺ f £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň, čőćőř£š, ůšő ŕőńě k ĺňěěĺš ţăřăłšěřĺśšĺłş ŋşńĳ, ĺ ŕĺÿşš: char(k) = 0. Ć ¡šőň śńşůăě f őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ťőřňşńě f(m=n) = f(m)=f(n) ďő ćńőęěŋĺ£ ŕőńěľ Q −→ k, šăł ůšő k śőďěřęĺš łăŋőŋĺůěśłĺ őŕřěďěńěŋŋőě ŕőďŕőńě, ĺğőňőřťŋőě

Q._{Ěśńĺ f ŋě £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň, śłăęěň f(m) = f(s) ďń£ ŋěłőšőřżţ m; s ∈} Z, ĺ, śłăęěň,

m > s, šő f(m − s) = f(m) − f(s) = 0. Ğŋăůĺš, ĺňěěšś£ ŋăšşřăńĳŋőě n, šăłőě ůšő

f(n) = 1 + 1 + · · · + 1 n = 0:

Ŋăĺňěŋĳÿěě šăłőě n ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ ŕőń£ k ĺ őąőğŋăůăěšś£ char(k). Ŕřĺ ¡šőň čőćőř£š, ůšő ŕőńě ĺňěěš ŕőńőęĺšěńĳŋş¿ ţăřăłšěřĺśšĺłş (ć őšńĺůĺě őš śńşůă£ ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ).

Ğăďăůă2.26. Şąěďĺšěśĳ, ůšő char(Z=pZ) = p (čďě p∈N | ŕřőśšőě).

§śŋő, ůšő ĺ ć őąźěň śńşůăě char(k) | ŕřőśšőě ůĺśńő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ char(k) = n = sr, čďě s < n ĺ r < n (šăł ůšő f(s) ĺ f(r) ŋěŋşńěćżě ć k), šő

0 = 1 + 1 + · · · + 1 n = (1 + 1 + · · · + 1) r (1 + 1 + · · · + 1) s = f(r)f(s);

ůšő ŋěćőğňőęŋő, ĺąő ć ŕőńě ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£.

Ŕřĺ char(k) = p > 0 őąřăğ čőňőňőřťĺğňă f (š. ě. f(Z) ⊂ k) śőśšăćń£ěš ŕőďŕőńě ć k, ĺğőňőřťŋőě ŕőń¿ Z=pZ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡šőš őąřăğ ąşďěš ŕőďłőńĳűőň ć k, łőšőřőě ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ťăłšőř łőńĳűă Zŕő řăğąĺěŋĺ¿, őąžěďĺŋ£¿źěňş ć őďĺŋ łńăśś ćśě ůĺśńă, ĺňě¿źĺě őďĺŋăłőćżľ őąřăğ ć k. Ŋő ňż ćĺďěńĺ, ůšő šăłőě łőńĳűő ďőńęŋő ążšĳ ťăłšőřőň Z ŕő ĺďěăńş, śőśšő£źěňş ĺğ ćśěţ ůĺśěń n, ďń£ łőšőřżţ f(n) = 0. Ŋăĺňěŋĳÿěě šăłőě ůĺśńő |p, ĺ ğŋăůĺš ĺďěăń ¡šőš śőćŕăďăěš ś (p), ă f(Z) ěśšĳ Z=pZ.

Ĺšăł, ć ń¿ąőň ŕőńě k ňőęŋő łăŋőŋĺůěśłĺ ćżďěńĺšĳ ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőďŕőńě, śőďěřęăźěě 0 ĺ 1. İšő ŕőďŕőńě ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň ŕőďŕőńěň. Őŋő ĺğőňőřťŋő Q ŕřĺ char(k) = 0 ĺ ĺğőňőřťŋő

Z=pZŕřĺ char(k) = p > 0. Śňżśń ¡ŕĺšěšă \łăŋőŋĺůěśłĺ" ŕřĺğćăŋă ŕřő£śŋĺšĳ śńěďş¿źă£ Ğăďăůă2.27. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšż ŕřőśšőčő ŕőďŕőń£ őśšă¿šś£ ŋă ňěśšě ŕřĺ ń¿ąőň ŋěŋşńěćőň čőňőňőřťĺğňě ĺğ k ć k.

4.5. Čőňőňőřťĺğň Ťřőąěŋĺşśă. Ěśńĺ char(k) = p, šő őšőąřăęěŋĺě F : x → x^p £ćń£ěšś£

čőňőňőřťĺğňőň ĺğ ŕőń£ k ć śěą£ (őŋ ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň Ťřőąěŋĺşśă).

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, (xy)^p = x^py^p. Řăśłřżćă£ śłőąłĺ ć (x + y)^p ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň, ňż ŕőńşůĺň śşňňş, śőśšő£źş¿ ĺğ śńăčăěňżţ ćĺďă x^ky^{p−k}. Łăł őąž£śŋ£ńőśĳ ŋă śšř.14, ćśěčő ůńěŋőć, řăćŋżţ ťĺłśĺřőćăŋŋőňş x^νy^{p−ν} , ąşďěš^{(p}_ν^), š. ě. łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^νy^{p−ν} ąşďěš řăćěŋ

1 + 1 + · · · + 1

(^p_ν) = f ( p! !(p − )! )

(čďě f | čőňőňőřťĺğň ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă). Ŋő^{p!}_{ν!(p−ν)!} = 1 ŕřĺ = 0 ĺ = p, ă ćő ćśěţ őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ ďěńĺšś£ ŋă p, ĺąő ůĺśńĺšěńĳ ďřőąĺ ďěńĺšś£ ŋă p, ă ğŋăňěŋăšěńĳ ćğăĺňŋő ŕřőśš ś p ŕřĺ ŕřőśšőň p. Ŕő¡šőňş ćśě śńăčăěňżě ć řăğńőęěŋĺĺ (x + y)^p, łřőňě x^p ĺ y^p śőłřăš£šś£, ĺ (x + y)^p = x^p + y^p.

4.5.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Ňăńă£ šěőřěňă Ťěřňă.) Ěśńĺ p | ŕřőśšőě ůĺśńő, šő ∀a ∈ Z ćżŕőńŋěŋő śřăćŋěŋĺě a^p ≡ a ( mod p). Ěśńĺ ęě a ŋě ďěńĺšś£ ŋă p, šő a^{p−1} ≡ 1 ( mod p). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Čőňőňőřťĺğň Ťřőąěŋĺşśă šőęďěśšćěŋŋő ďěľśšćşěš ŋă Z=pZ(őŋő ěśšĳ ŕřőśšőě ŕőďŕőńě śăňőčő śěą£), ĺ ğŋăůĺš, [a^p] = [a]^p = [a] ∀a∈Z, šő ěśšĳ a ≡ a ( mod p).

Ěśńĺ ęě a ŋě ďěńĺšś£ ŋă p, šő [a] őąřăšĺň ć Z=pZ, ĺ şňŋőęă£ ŋă [a]^{−1} řăćěŋśšćő [a^p] = [a], ŕőńşůĺň [a^{p−1}] = [1], š. ě. a^{p−1} ≡ 1 ( mod p).

4.6. Śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć. Ŕřěďżďşźĺě ŕřĺňěřż ŕőłăğżćă¿š, ůšő čőňőňőřťĺğňż łőńěű (ć őšńĺůĺě őš čőňőňőřťĺğňőć ŕőńěľ) ňőčşš ŋě ążšĳ ćńőęěŋĺ£ňĺ. Šěň ŋě ňěŋěě, ĺţ śšřőěŋĺě ňőęěš ążšĳ ďěšăńĳŋő őŕĺśăŋő.

4.7. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ f: A −→ B | čőňőňőřťĺğň łőńěű. Ŕőďňŋőęěśšćő

ker(f) = {a∈A | f(a) = 0} ⊂ A

ŋăğżćăěšś£ £ďřőň čőňőňőřťĺğňă f, ă ŕőďňŋőęěśšćő

im(f) = {b∈B | ∃a∈A: f(a) = b} ⊂ B

ŋăğżćăěšś£ őąřăğőň čőňőňőřťĺğňă f.

4.7.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Őąřăğ čőňőňőřťĺğňă f: A −→ B £ćń£ěšś£ ŕőďłőńĳűőň ć B, ă £ďřő | ĺďěăńőň ć A. Ŕřĺ ¡šőň śşźěśšćşěš łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň

~f: A= ker(f)_~−→im(f);

ŕřĺ łőšőřőň łńăśśş [a] ŕő ňőďşń¿ ker(f) śőőšćěšśšćşěš f(a)∈im(f).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ a; ~a ∈ ker(f), šő f(a − ~a) = f(a) − f(~a) = 0 − 0 = 0, šăł ůšő a− ~a ∈ ker(f). Ăŋăńőčĺůŋő, ěśńĺ a∈ker(F ), ĺ b∈A | ń¿ąőľ, šő f(ab) = f(a)f(b) = 0·f(b) = 0, šăł ůšő ab ∈ ker(f). Śńěďőćăšěńĳŋő, ker(f) | ĺďěăń.

Ŕşśšĳ ~A = A= ker(f) | śőőšćěšśšćş¿źĺľ ťăłšőř. Őšőąřăęěŋĺě ~f: [a] → f(a) ďěľśšćşěš ĺğ ~A ć im(f). Őŋő őŕřěďěńěŋő łőřřěłšŋő, ŕőśłőńĳłş ∀~a : [~a] = [a] ĺňěěň ~a = a + r (čďě r ∈ker(f)), ĺ f(~a) = f(a) + f(r) = f(a). İšő őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň (ĺąő f | čőňőňőřťĺğň) ĺ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő, ŕőśłőńĳłş ş łăęďőčő b = f(a) ∈ im(f) ěśšĳ ŕřőőąřăğ [a] ∈ ~A, ŕřĺůěň řőćŋő őďĺŋ, š.ł. b = f(a) = f(~a) őğŋăůăěš, ůšő f(a − ~a) = f(a) − f(~a) = 0, őšłşďă a − ~a ∈ ker(f) ĺ [a] = [~a].

Šăłĺň őąřăğőň, ~f ĺ ć śăňőň ďěńě őšőęďěśšćń£ěš ~A ś im(f) ś śőţřăŋěŋĺěň őŕěřăűĺľ, ć ůăśšŋőśšĺ, im(f) | ŕőďłőńĳűő ć B. 2 4.7.2. Śńěďśšćĺě. Ŕřőĺğćőńĳŋżľ čőňőňőřťĺğň f: A −→ B ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋ ć łőňŕőğĺűĺ¿ ¡ŕĺňőřťĺğňă řěďşłűĺĺ A ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă ker(f), ĺğőňőřťĺğňă ~f: A=ker(f)_~−→im(f)

ĺ ćńőęěŋĺ£ ŕőďłőńĳűă im(f) ć B.

2_{Śţěňăšĺůěśłĺ ¡šő ĺğőąřăęăěšś£ łőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňőľ:}

A^f−→ B ı_{ker(f)}

A= ker(f)^{~f}−→ im(f) İŕĺšěš \łőňňşšăšĺćŋżľ" őğŋăůăěš, ůšő řěğşńĳšăš ŕěřěŋőśă ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă a ∈ A ć B ŕő śšřěńłăň ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕşšĺ (ć ďăŋŋőň śńşůăě šăłĺţ ŕşšěľ 2). 4.8. Ŕř£ňżě śşňňż łőńěű. Ć ğăłń¿ůěŋĺě ńěłűĺĺ ŕřĺćěďěň ěźě őďŋş ůăśšő ćśšřěůă¿źş¿ś£ łőŋśšřşłűĺ¿ ś łőńĳűăňĺ. Ŕşśšĳ A_1, A_2, . . . , A_n | n łőńěű. 4.9. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕř£ňőľ śşňňőľ n⨁ ν=1 A_ν = A_1 ⊕ A_2 ⊕ · · · ⊕ A_n

ŋăğżćăěšś£ łőńĳűő, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő śńşęăš ŋăąőřż: a = (a_1; a_2; : : : ; a_n); čďě a_ν ∈A_ν;

ă őŕěřăűĺĺ őŕřěďěń£¿šś£ ŕőłőňŕőŋěŋšŋő: ěśńĺ a = (a_1; a_2; : : : ; a_n); b = (b_1; b_2; : : : ; b_n), šő a + b = (a_1 + b_1; a_2 + b_2; : : : ; a_n + b_n) ab = (a_1b_1; a_2b_2; : : : ; a_nb_n) Ŋşńěň őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ őŕěřăűĺľ ąşďěš ŋăąőř (0; 0; : : : ; 0), ă ěďĺŋĺűěľ | ŋăąőř (1; 1; : : : ; 1).

Ğăďăůă2.28. Ďőłăęĺšě, ůšő A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ An | łőńĳűő (ŕřőćěřĳšě ăłśĺőňż). Ŕř£ňă£ śşňňă ŕő śćőĺň śćőľśšćăň ďăńĳÿě őšśšőĺš őš ŕőń£, ůěň śńăčăěňżě. Ŋăŕřĺňěř, ć ŋěľ ćśěčďă ěśšĳ ďěńĺšěńĺ ŋşń£: (0; 1)(1; 0) = (0; 0). Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕř£ňă£ śşňňă ŕőńěľ ěśšĳ łőńĳűő, ŋő ŋě ŕőńě.

Ğăďăůă2.29. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć łőńĳűě Z=n1Z⊕ Z=n2Z⊕ · · · ⊕ Z=nkZ

ćśěčő ĺňěěšś£ řőćŋő n_1n_2 · · · n_k ¡ńěňěŋšőć.

Ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă, ĺńń¿śšřĺřş¿źěčő ćśě łőŋśšřşłűĺĺ ¡šőľ ńěłűĺĺ, şłăęěň \ŋăşůŋőě" ďőłăğăšěńĳśšćő őďŋőľ ĺğćěśšŋőľ šěőřěňż ăřĺťňěšĺłĺ. Šěň, łšő ğŋăěš ěě \¡ńěňěŋšăřŋőě" ďőłăğăšěńĳśšćő, ŕőşůĺšěńĳŋő ąşďěš śřăćŋĺšĳ ěčő ś ŋăÿĺň ĺ őšňěšĺšĳ ďń£ śěą£ šě ăńčěąřăĺůěśłĺě ŕřşęĺŋż, łőšőřżě ĺň ďćĺęşš.

4.9.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ.) Ŕşśšĳ (n1; n2; : : : ; nk) | ŋăąőř ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ůĺśěń. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă (r_1; r_2; : : : ; r_k) őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£ ŋă n_1, n_2, . . . , n_k śőőšćěšśšćěŋŋő ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ šăłőě űěńőě ůĺśńő a, łőšőřőě ďőćăńő ąż őśšăšőł r_1 őš ďěńěŋĺ£ ŋă n_1, őśšăšőł r_2 őš ďěńěŋĺ£ ŋă n_2, ĺ šăł ďăńěě.

Ąőńěě šőčő, ěśńĺ ~a | ďřşčőě šăłőě ůĺśńő, šő řăğŋőśšĳ a − ~a ďěńĺšś£ ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺě n_1n_2 · · · n_k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ N = n1n2 · · · nk. Łőńĳűă

A = Z=NZ ĺ B = Z=n1Z⊕ Z=n2Z⊕ · · · ⊕ Z=nkZ

śőśšő£š ĺğ őďĺŋăłőćőčő ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć. Őšőąřăęěŋĺě f: A −→ B, ŕěřěćőď£źěě łńăśś [a]_N ć ŋăąőř łńăśśőć ([a]_{n1} ; [a]_{n2}; : : : ; [a]_{n2} ) łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋő, š. ě. ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěń£ a∈[a]_N, ĺ £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň.

Ěčő £ďřő śőśšőĺš ĺğ šăłĺţ łńăśśőć [a]_N , ůšő a ďěńĺšś£ ŋă łăęďőě ĺğ ůĺśěń n_ν. Ŋő šăł łăł ůĺśńă n_ν ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő łăęďőě šăłőě a ąşďěš ďěńĺšĳś£ ĺ ŋă ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě N (ŕőůěňş?), ă śăńő ążšĳ [a]_N = [0]_N ĺ ker(f) = {0}.

Őąřăğ im(f) ĺğőňőřťěŋ A=ker(f) = A. Ć ůăśšŋőśšĺ, őŋ śőśšőĺš ĺğ šőčő ęě łőńĺůěśšćă ¡ńěňěŋšőć, ůšő ĺ A, ă ŕő¡šőňş śőćŕăďăěš ś B.

Ĺšăł, f | ĺğőňőřťĺğň. Ŋő ¡šő ć šőůŋőśšĺ ĺ śőśšăćń£ěš şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż.

Ńěłűĺ£ 3 Ďěńĺňőśšĳ ĺ ňŋőčőůńěŋż

▷Ďěńěŋĺě ć łőńĳűě k[x] ▷Ěćłńĺďőćż łőńĳűă ▷Ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě, ŕřőśšżě ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă ▷ŊŐĎ ĺ łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć ▷Ňŋőčőůńěŋż łăł ťşŋłűĺĺ ▷Łőřŋĺ ▷Ŕřőĺğćőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ ▷Śěŕăřăąěńĳŋőśšĳ ▷Ăńčěąřăĺůěśłĺě řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ ▷Ńěňňă Čăşśśă ĺ łřĺšěřĺľ İľğěŋÿšěľŋă ▷Řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ▷Ťăłšőřĺăńĳŋżě łőńĳűă

x1. Łőńĳűă čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Űěńőśšŋőě (š. ě. ąěğ ďěńĺšěńěľ ŋşń£) łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ, ć łőšőřőň ćśě ĺďěăńż £ćń£¿šś£ čńăćŋżňĺ, ŋăğżćăěšś£ őąńăśšĳ¿ čńăćŋżţ ĺďěăńőć. Ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ďěńĺňőśšĺ ćśě šăłĺě łőńĳűă şśšřőěŋż ŕőďőąŋő łőńĳűş Z, ĺ ŋă ŋĺţ ňőęŋő řăśŕřőśšřăŋĺšĳ ćśě řěğşńĳšăšż, ďőłăğăŋŋżě ŕřő Zć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ. Ňż ŋăůŋ-ěň ś ŕřĺňěřőć łőńěű čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ŋě śőćŕăďă¿źĺţ ś Z.

1.1. Ďěńěŋĺě ś őśšăšłőň ć k[x]. § ąşďş śůĺšăšĳ, ůšő ůĺšăšěńĳ şňěěš ďěńĺšĳ ňŋőčőůńěŋż ś őśšăšłőň (ŋăŕřĺňěř, \şčőńłőň"). Šőůŋőě şšćěřęďěŋĺě, łőšőřőě ć ďăńĳŋěľÿěň ŕőŋăďőąĺšś£, ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł:

Ğăďăůă3.1. Ŕşśšĳ k { ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć f(x); g(x) ∈ k[x] śşźěśšćş¿š ňŋőčőůńěŋż q(x) ∈ k[x] (ŋěŕőńŋőě ůăśšŋőě) ĺ r(x) ∈ k[x] (őśšăšőł), šăłĺě, ůšő:

(1) f(x) = q(x) · g(x) + r(x) (2) 0 ≤ deg r ≤ deg(g) − 1 ; (čďě deg | ¡šő śšěŕěŋĳ.)

İšĺňĺ şśńőćĺ£ňĺ q(x) ĺ r(x) őŕřěďěń£¿šś£ ŕő f ĺ g őďŋőğŋăůŋő. Ŕőďśłăğłă: śşźěśšćőćăŋĺě őąěśŕěůĺćăěšś£ ŕřőűěďşřőľ \ďěńěŋĺ£ şčőńłőň". Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ďőłăğżćăěšś£ őš ŕřőšĺćŋőčő: ěśńĺ q_1(x) ĺ r_1(x) šőęě şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ£ň (1) ĺ (2), šő r_1(x) − r(x) = g(x) · (q_1(x) − q(x)). Śšěŕěŋĳ ńěćőľ ůăśšĺ ≤ deg(g) − 1, ůšő ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ q_1(x) − q(x) ≡ 0. Ŋő šőčďă ĺ r_1 ≡ r.

1.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. k[x] | őąńăśšĳ čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśşęďěŋĺě ďőśńőćŋő ŕőćšőř£ěš ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋőľ šěőřěňż ŕřő łőńĳűő Z. Ŕşśšĳ I ⊂ k[x] | ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ĺďěăń. Ćżąěřěň ć I ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ d(x) ≠ 0, śšěŕěŋĳ łőšőřőčő ĺňěěš ŋăĺňěŋĳÿěě ćőğňőęŋőě ¡ŋăůěŋĺě śřěďĺ śšěŕěŋěľ ŋěŋşńşćżţ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ I. Šőčďă I = (d).

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, (d) ⊂ I ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿. Ůšőąż ďőłăğăšĳ, ůšő I ⊂ (d), ŕőďěńĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ f ∈I ŋă d ś őśšăšłőň:

f = q · d + r; čďě deg r ≤ deg d − 1:

Šăł łăł r = f −q·d ∈ I, šő r ≡ 0, ĺąő d ĺňěń ŋăĺňěŋĳÿş¿ śšěŕěŋĳ śřěďĺ ŋěŋşńěćżţ ňŋőčőůńěőć ĺğ I. Ŕő¡šőňş f = q · d ∈ (d) ĺ (d) = I. 2 1.2. Ěćłńĺďőćż łőńĳűă. Ć ŕřĺćěď-ěŋŋőň ćżÿě ďőłăğăšěńĳśšćě, šăłęě łăł ĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, łń¿ůěćżň ňěśšőň £ćń£ěšś£ ćőğňőęŋőśšĳ ďěńěŋĺ£ ś őśšăšłőň. Ňőęŋő ăłśĺőňăšĺğĺřőćăšĳ łńăśś łőńěű, ďń£ łőšőřżţ šăłă£ ćőğňőęŋőśšĳ ĺňěěšś£.

1.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Űěńőśšŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő A ŋăğżćăěšś£ ěćłńĺďőćżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ťşŋłűĺ£ – (ŋăğżćăěňă£ ćżśőšőľ) ĺğ ňŋőęěśšćă ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć A ć ňŋőęěśšćő űěńżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń, őąńăďă¿źă£ śćőľśšćőň –(ab) ≥ max(–(a); –(b)) ĺ šăłă£, ůšő ∀ a; b ∈ A; b ≠ 0 ŋăľďşšś£ q ĺ r ĺğ A šăłĺě, ůšő a = bq + r ĺ ńĺąő r = 0, ńĺąő –(r) < –(b).

Ğăďăůă3.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě ěćłńĺďőćő łőńĳűő £ćń£ěšś£ őąńăśšĳ¿ čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

1.3.1. Ŕřĺňěřż. Łőńĳűő Zěćłńĺďőćő őšŋőśĺšěńĳŋő ćżśőšż, řăćŋőľ ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě űěńőčő ůĺśńă. Łőńĳűő k[x] ěćłńĺďőćő ś ćżśőšőľ řăćŋőľ śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă.

Łőńĳűő Čăşśśőćżţ ůĺśěń Z[i] ěćłńĺďőćő őšŋőśĺšěńĳŋő ćżśőšż –(z)^{def}= |z|^2. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćőğňőęŋőśšĳ ďń£ ďăŋŋżţ a; b ∈ Z[i] ŕőďőąřăšĳ šăłĺě q; r ∈ Z[i], ůšő a = bq + r ĺ |r|^2 < |b|^2, řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ć łřşčě řăďĺşśă < 1 ś űěŋšřőň ć łőňŕńěłśŋőľ šőůłě a b ∈ C ŋăľď-ěšś£

űěńă£ šőůłă q ∈Z[i]. Ŋő ¡šő őůěćĺďŋő.

Ğăďăůă3.3. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĳűő Z[#], čďě # { łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ #^2 + # + 1 = 0, ěćłńĺďőćő őšŋőśĺšěńĳŋő šőľ ęě ćżśőšż –(z) = |z|^2.

Őšňěšĺň, őďŋăłő, ůšő śşźěśšćş¿š łőńĳűă čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ŋě £ćń£¿źĺěś£ ěćłńĺďőćżňĺ. 1.4. Ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ¡ńěňěŋšż. Ŕşśšĳ A | ŕřőĺğćőńĳŋőě űěńőśšŋőě łőńĳűő. İńěňěŋšż a ĺ b ĺğ A ŋăğżćă¿šś£ ăśśőűĺĺřőćăŋŋżňĺ, ěśńĺ ŕőřőęď-ěŋŋżě ĺňĺ čńăćŋżě ĺďěăńż śőćŕăďă¿š: (a) = (b). İšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő a = bs ďń£ ŋěłőšőřőčő őąřăšĺňőčő ¡ńěňěŋšă s∈A.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ řăćěŋśšć a = bs ĺ b = as^{−1} śńěďş¿š ćłń¿ůěŋĺ£ (a) ⊂ (b) ĺ (b) ⊂ (a), š.ě. řăćěŋśšćő (a) = (b). Ŋăőąőřőš, ěśńĺ a ∈ (b), śłăęěň: a = rb, ĺ b ∈ (a), śłăęěň: b = sa, šő a = rb = rsa, őšłşďă 0 = a − rsa = a(1 − rs), ůšő ć ćĺďş űěńőśšŋőśšĺ A ćńěů-ěš rs = 1, š.ě. őąřăšĺňőśšĳ r ĺ s.

1.4.1. Ŕřĺňěř: ŕřĺćěď-ěŋŋżě ňŋőčőůńěŋż. Ŕőśłőńĳłş őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż ć k[x] | ¡šő łőŋśšăŋšż ĺ šőńĳłő őŋĺ, ŕřěďżďşźěě řăśśşęďěŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő ďćă ňŋőčőůńěŋă f ĺ g ŕőřőęďă¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě čńăćŋżľ ĺďěăń ć k[x] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋĺ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż, š.ě. f(x) = c · g(x), čďě c = const.

§1: Łőńĳűă čńăćŋżţ ĺďěăńőć. 39

Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňŋőčőůńěŋ ŕřĺćěď-ěŋŋżň, ěśńĺ ěčő śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš řăćěŋ ěďĺŋĺűě. Ĺğ ŕřěďżďşźěčő ćżšěłăěš, ůšő ďń£ łăęďőčő ĺďěăńă I ⊂ k[x], śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ šăłőľ ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ f, ůšő (f) = I.

1.5. ŊŐĎ. Ŕşśšĳ A | łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ĺ {a1; a2; : : : ; an} ⊂ A | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř ¡ńěňěŋšőć. İńěňěŋš d∈A, ŕőřőęďă¿źĺľ ĺďěăń

(a_1; a_2; : : : ; a_n) = { x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n | x_ν ∈A { ń¿ążě } ⊂ A ;

ŋăğżćăěšś£ ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň ¡ńěňěŋšőć a_1; a_2; : : : ; a_n ĺ őąőğŋăůăěšś£

ŊŐĎ (a_1; a_2; : : : ; a_n) :

Őŋ őŕřěďěń£ěšś£ ¡ńěňěŋšăňĺ a_ν őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă, ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿, ďěńĺš łăęďżľ ĺğ a_ν , ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě d = x_1a_1 +x_2a_2 +· · ·+x_na_n, ĺ šěň śăňżň, ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă ń¿ąőľ ďřşčőľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ćśěţ a_ν .

Ěśńĺ ŊŐĎ (a_1; a_2; : : : ; a_n) őąřăšĺň, šő ¡ńěňěŋšż a_ν ŋăğżćă¿šś£ ćğăĺňŋő-ŕřőśšżňĺ ć śőćőłşŕŋőśšĺ . İšő řăćŋőśĺńĳŋő ŋăńĺůĺ¿ šăłĺţ x_1; x_2; : : : ; x_n ∈ A, ůšő

x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n = 1

1.5.1. Ŕřĺňěř: ŊŐĎ ć k[x]. Ć śńşůăě A = k[x] (čďě k { ŕőńě) ŋěőďŋőğŋăůŋőśšĳ ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŊŐĎ ňőęŋő şśšřăŋĺšĳ, ŋăğćăć ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň ňŋőčőůńěŋőć f_1; f_2; : : : ; f_n ŕřĺćěďěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ d(x), ŕőřőęďă¿źĺľ ĺďěăń (f_1; f_2; : : : ; f_n) ⊂ k[x].

Ďń£ ŕřăłšĺůěśłőčő ŋăţőęďěŋĺ£ ŊŐĎ (f; g) ďń£ ŕăřż f; g ∈ k[x] ĺňěěšś£ ¡ťťěłšĺćŋă£ ŕŕřőűěďşřă, ŋăğżćăěňă£ ăńčőřĺšňőň Ěćłńĺďă. Őŋă ğăłń¿ůăěšś£ ć ŕőśšřőěŋĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋőć E_0(x); E_1(x); E_2(x); : : : , őŕřěďěń£ěňżţ řěłşřřěŋšŋő ŕő ŕřăćĺńş:

E_0(x) = f(x) (ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő deg f ≥ deg g) E_1(x) = g(x) E_k(x) = őśšăšłş őš ďěńěŋĺ£ E_{k−1}(x) ŋă E_{k−2}(x).

Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋőć E_ν śšřőčő şążćăěěš ďő šěţ ŕőř, ŕőłă őůěřěďŋőľ E_{k+1}(x) ŋě őłăęěšś£ ŋşńěćżň, š.ě. ŕőłă E_{k−1}(x) ŋě řăğďěńĺšś£ ŋă E_k(x) ŋăűěńő.

Ğăďăůă3.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ Ek(x) ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ E_ν (x) ŕřőŕőřűĺőŋăńěŋ ŊŐĎ (f; g).

Şłăğăŋĺě. Ćőśŕőńĳğşľšěśĳ şążćă¿źěľ ĺŋďşłűĺěľ ŕő , ůšőąż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő E0 ĺ E_1 ďěń£šś£ ŋă ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńşćőľ E_k, ĺ śőőšćěšśšćěŋŋő, ćőğřăśšă¿źěľ ĺŋďşłűĺěľ ŕő | ďń£ ŕřőćěřłĺ šőčő, ůšő ¡šőš ŕőśńěďŋĺľ E_k ďěńĺšś£ ŋă ń¿ąőľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ E_0 ĺ E_1.

Ğăďăůă3.5. Ŋăľďĺšě ňŋőčőůńěŋż g1(x) ĺ g2(x), ďń£ łőšőřżţ f1(x)g1(x)+f2(x)g2(x) ≡ 1, ěśńĺ

f_1(x) = x^5 − 8x^4 + 15x^3 − x^2 + 8x − 15 f_2(x) = 21x^5 + 10x^4 − 41x^3 − 41x^2 − 12x − 1:

Ğăďăůă3.6. Řăśŕřőśšřăŋĺšě ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě ěćłńĺďőăő łőńĳűő.

1.6. Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ. Ďń£ šőčő, ůšőąż řăśŕřőśšřăŋĺšĳ łĺšăľśłş¿ šěőřěňş őą őśšăšłăţ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě łőńĳűă čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ 1.6.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ q = q1q2 { ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć A. Šőčďă ŕřăćĺńő a mod q −→ (a mod q_1; a mod q_2) şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň łőńěű A=(q)^∼−−→^(A=(q_1)^) ⊕^(A=(q_2)^) :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśşęďěŋĺě ąşďěš ŕőůšĺ šăłĺň ęě łăł ć ńěłűĺĺ 2. Łőřřěłšŋőśšĳ őůěćĺďŋă. Ĺŋžěłšĺćŋőśšĳ ćżšěłăěš ĺğ šőčő, ůšő ćś£łĺľ a∈A, ďěń£źĺľś£ ĺ ŋă q_1 ĺ ŋă q_2, ďěńĺšś£ ĺ ŋă q_1q_2 = q (ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ 1 = xq_1 + yq_2 ĺ a = mq_1 = nq_2, šő a = (xn + ym)q_1q_2). İŕĺňőřťŋőśšĳ ŕřőćěř£ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő: ŕăřă łńăśśőć (a mod q_1; b mod q_2) £ćń£ěšś£ őąřăğőň ¡ńěňěŋšă c = ayq_2 + bxq_1, čďě, łăł ĺ ćżÿě, x ĺ y ŕőďąĺřă¿šś£ ĺğ şśńőćĺ£ 1 = xq_1 + yq_2. 2 1.6.2. Śńěďśšćĺě. (Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ.) Ŕşśšĳ q = q1 · q2 · · · · · qs { řăğńőęěŋĺě ŋă ŕőŕăřŋő ŋěăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ. Šőčďă ĺňěěšś£ ĺğőňőřťĺğň łőńěű: A (q) = A (q_1) ⊕ A (q_2) ⊕ · · · ⊕ A (q_s) ; ğăďăŋŋżľ ŕřăćĺńőň a mod q −→ (a mod q_1; a mod q_2; : : : ; a mod q_s). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő ůĺśńş s ćğăĺňŋő-ŕřőśšżţ śőňŋőęĺšěńěľ.

Ğăďăůă3.7. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ěśńĺ ¡ńěňěŋš q1 ćğăĺňŋő ŕřőśš ś łăęďżň ĺğ ¡ńěňěŋšőć q_2; q_3; : : : ; q_s, šő őŋ ćğăĺňŋő ŕřőśš ĺ ś ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ~q_2 = q_2 · · · · · q_s.

Ŕőńĳğş£śĳ ğăďăůěľ, śŋăůăńă ŕřĺňěŋĺň ŕřěďżďşźş¿ ńěňňş ł ŕăřě ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć q_1, ~q_2 = q_2 · · · · · q_s, ă ¡ăšěň ŕřĺňěŋĺň ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ł ňěŋĳÿěňş ŋăąőřş q_2; q_3; : : : ; q_s. Ŕőńşůĺň łőňŕőğĺűĺ¿ ĺğőňőřťĺğňőć A (q)^∼ −−→ A (q_1) ⊕ A (~q_2)^∼ −−→ A (q_1) ⊕ A (q_2) ⊕ · · · ⊕ A (q_s) : 2 Ğăďăůă3.8. Ć śńşůăě A = k[x] ŕěřěťőřňşńĺřşľšě ¡šş šěőřěňş ć šěřňĺŋăţ \ŋăśšő£- źĺţ" őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£, ăŋăńőčĺůŋő šőňş, łăł ¡šő ążńő śďěńăŋő ć łőŋűě ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ďń£ A = Z.

1.7. Ŕřőśšőšă ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ. Ŕşśšĳ A | ŕřőĺğćőńĳŋőě űěńőśšŋőě łőńĳűő. Ĺňě¿šś£ ďćă ŕőďţőďă ł šőňş, łăłĺě ¡ńěňěŋšż ć A śůĺšăšĳ ăŋăńőčăňĺ ŕřőśšżţ ůĺśěń. Őŋĺ ŕřĺćőď£š ł řăğŋżň řěğşńĳšăšăň, ĺ ŕőšőňş ďń£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă ĺśŕőńĳğş¿šś£ řăğńĺůŋżě ŋăğćăŋĺ£.

Ŕěřćżľ ŕőďţőď őŕĺřăěšś£ ŋă ďăŋŋőě ć n^o 3.7 ńěłűĺĺ 2 őŕřěďěńěŋĺě ŕřőśšőčő ĺďěăńă. Ŋěőąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš a ∈ A ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ĺďěăń (a) ⊂ A | ŕřőśšőľ, š. ě. ěśńĺ ťăłšőř-łőńĳűő A=(a) űěńőśšŋőě. İšő őğŋăůăěš, ůšő ĺğ şśńőćĺľ bc ∈ (a) ĺ b ∉ (a) śńěďşěš, ůšő c ∈ (a). Ĺŋăůě čőćőř£, ¡ńěňěŋš a ∈ A ŕřőśš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ďěńĺšś£ ŋă a ńĺÿĳ ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ ďěńĺšś£ ŋă a (śř. ś Ŕř.3.6.1 ĺğ ńěłűĺĺ 2).

Ćšőřőľ ŕőďţőď śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż, ŋě ňşďřśšćş£ ńşłăćő, ŕěřěŕĺśăšĳ őążůŋőě ÿłőńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě ŕřőśšőčő ůĺśńă: ŋěőąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš a ∈ A ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň , ěśńĺ ĺğ řăğńőęěŋĺ£ a = bc śńěďşěš, ůšő őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ őąřăšĺň. Ŋăŕřĺňěř, ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć | ¡šő ć šőůŋőśšĺ šăłĺě ňŋőčőůńěŋż, łőšőřżě ŋěńĳğ£ řăğńőęĺšĳ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć śšřőčő ňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ. Šćăłĺě ňŋőčőůńěŋż ŋăğżćă¿š ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ.

Ğăďăůă3.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć łőńĳűě Z őąă ŕőŋ£šĺ£: ŕřőśšőšă ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ śőćŕăďă¿š ĺ őŕĺśżćă¿š ć šőůŋőśšĺ ňŋőęěśšćő ŕřőśšżţ ůĺśěń.

Ć ŕřőĺğćőńĳŋőň űěńőśšŋőň łőńĳűě ĺğ ŕřőśšőšż śńěďşěš ŋěŕřĺćőďĺĺňőśšĳ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ a = bc ĺ a ŕřőśš, šő ńĺąő b, ńĺąő c ďěńĺšś£ ŋă a, śłăęěň: b = as. Ŋő šőčďă a = asc, őšłşďă sc = 1 ĺ c | őąřăšĺň (ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ řăćěŋśšćőň a(1 − sc) = 0 ĺ űěńőśšŋőśšĳ¿ A).

Őďŋăłő, ążćă¿š łőńĳűă, ć łőšőřżţ ĺňě¿šś£ ŋěŕřĺćőďĺňżě, ŋő ŋě ŕřőśšżě ¡ńěňěŋšż, šăł ůšő ŕřőśšőšă | ¡šő ąőńěě śĺńĳŋőě şśńőćĺě, ůěň ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ.

Ğăďăůă3.10. Ć łőńĳűě Z[^√5] = {a + b^√5 | a; b ∈ Z} ŋăľďĺšě ŋěŕřĺćőďĺňżľ, ŋő ŋě ŕřőśšőľ ¡ńěňěŋš.

Ŕőďśłăğłă:(1 +^√5)(−1 +^√5) = 2 · 2:

1.7.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ A { őąńăśšĳ čńăćŋżţ ĺďěăńőć. Ťăłšőř-łőńĳűő A=(a) £ćń£- ěšś£ ŕőńěň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a ŋěŕřĺćőďĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěřĺň, ůšő ěśńĺ a | ŋěŕřĺćőďĺň, šő ćś£łĺľ łńăśś [b] ≠ [0] ć A=(a) őąřăšĺň. İšő ăŋăńőčĺůŋő Ŕř.3.6.2 ĺğ ńěłűĺĺ 2: ěśńĺ [b] ≠ [0], šő b ŋě ďěńĺšś£ ŋă a, ă ğŋăůĺš ŊŐĎ (b; a) őąřăšĺň (ĺąő ćśě ďěńĺšěńĺ a ńĺąő őąřăšĺňż, ńĺąő ăśśőűĺĺřőćăŋż ś a), ĺ ğŋăůĺš, xa + yb = 1 ďń£ ŋěłőšőřżţ x; y ∈ A, ůšő őğŋăůăěš, ůšő [b] őąřăšĺň ć A=(a) ĺ [b]^{−1} = [y]. 2 1.7.2. Śńěďśšćĺě. Ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć ŕřőśšőšă ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ řăćŋőśĺńĳŋż ďřşč ďřşčş.

x2. Ňŋőčőůńěŋż ĺ ĺţ łőřŋĺ

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ŕřĺňěŋĺň ŕřěďżďşźĺě řěğşńĳšăšż ł ĺśśńěďőćăŋĺ¿ ăńčěąřăĺůěśłĺţ śćőľśšć ňŋőčőůńěŋőć.

2.1. Ćżůĺśńěŋĺě ğŋăůěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă ć šőůłě. Ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ k[x] őŕřěďěń£ěš ťşŋłűĺ¿ ŋă ŕőńě k, ă šăłęě ŋă ń¿ąőň łőńĳűě A, śőďěřęăźěň ŕőńě k ć łăůěśšćě ŕőďłőńĳűă. Ěśńĺ f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ĺ –∈A, šő

f(–) = ev_λ(f)^{def}= a_0–^n + a_1–^{n−1} + · · · + a_{n−1}– + a_n ∈ A

(čďě ŕřăćă£ ůăśšĳ şęě ŋě ťőřňăńĳŋżľ śĺňćőń, ŋő łőŋłřěšŋżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă A) ŋăğżćăěšś£ ğŋăůěŋĺěň ňŋőčőůńěŋă f ć šőůłě –∈A. Čőňőňőřťĺğň ćżůĺśńěŋĺ£:

ev_λ: k[x] −→ A

ĺŋďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň ’ : k[x] −→ A^A : f(x) → f(–)

ĺğ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć ć łőńĳűő A-ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă A. Ćőőąźě čőćőř£, ker ’ ≠ 0, š.ě. řăğŋżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć ňőčşš ďăćăšĳ őďĺŋăłőćżě ťşŋłűĺĺ.

Ğăďăůă3.11. Ŋăľďĺšě ďćă řăğŋżţ ňŋőčőůńěŋă ŋăď ŕőńěň Z=pZ, ğăďă¿źĺěě, šěň ŋě ňěŋěě, őďĺŋăłőćżě ťşŋłűĺĺ ŋă ¡šőň ŕőńě.

Čőňőňőřťĺğň ćżůĺśńěŋĺ£ ğăňěůăšěńĳŋżň őąřăğőň ść£ğăŋ ś ďěńĺňőśšĳ¿. Ă ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ f(x) ∈ k[x] ⊂ A[x] |ňŋőčőůńěŋ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k, łőšőřżľ ňőęŋő šăłęě řăśśňăšřĺćăšĳ ĺ łăł ňŋőčőůńěŋ ĺğ A[x]. Ňż śőąĺřăěňś£ ćżůĺśń£šĳ ěčő ğŋăůěŋĺě ć šőůłě a ∈ A. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő ŕřőűěďşřă \ďěńěŋĺ£ şčőńłőň" ŋă ńĺŋěľŋżľ ďćşůńěŋ x−a ąńăčőŕőńşůŋő řăąőšăěš ŋăď ń¿ążň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň A, ĺ ŕőğćőń£ěš ŕřěďśšăćĺšĳ ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ f(x) ∈ A[x] ć ćĺďě f(x) = (x − a) · q(x) + r ;

čďě q(x) ∈ A[x], ă r ∈ A { ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă (ŋăğżćăěňă£ őśšăšłőň ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ěćłńĺďőćżň śńşůăěň). Ćżůĺśń££ ğŋăůěŋĺ£ őąěĺţ ůăśšěľ ć šőůłě a, ŕőńşůăěň:

f(a) = q(a) · (a − a) + r = r :

2.1.1. Ńěňňă. Őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă f(x) ∈ A[x] ŋă ńĺŋěľŋżľ ďćşůńěŋ x − a ć łőńĳűě A[x] řăćěŋ ğŋăůěŋĺ¿ ňŋőčőůńěŋă f ć šőůłě a∈A. 2 2.2. Łőřŋĺ. Ŕşśšĳ A | ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő. İńěňěŋš a ∈ A ŋăğżćăěšś£

łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f(x) ∈ A[x], ěśńĺ f(a) = 0, š.ě. ěśńĺ f ∈ ker(ev_a). Ŕř£ňő ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŋăąń¿ďěŋĺ£ ňż ŕőńşůăěň

2.2.1. Śńěďśšćĺě. Ůĺśńő a∈A šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f(x)∈ A[x], łőčďă f(x) ďěńĺšś£ ŋăűěńő ć łőńĳűě A[x] ŋă ňŋőčőůńěŋ (x − a).

2.2.2. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ ć łőńĳűě A ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£. Ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ f ∈A[x] ĺňěěš ŋěśłőńĳłő ŕőŕăřŋő-řăğŋżţ łőřŋěľ a_1; a_2; : : : ; a_n ∈ A, šő őŋ ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě f(x) = (x − a_1)(x − a_2) · · · (x − a_n)g(x), čďě g(x)∈A[x].

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő ůĺśńş łőřŋěľ n. Śńşůăľ n = 1 řăśśňőšřěŋ ć ŕřěďżďşźěň śńěďśšćĺĺ. Ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ł ŕěřćżň (n − 1) łőřŋ£ň a_1; a_2; : : : ; a_{n−1} , ĺňěěň f(x) = (x − a_1)(x − a_2) · · · (x − a_{n−1})h(x) :

ś h(x)∈A[x]. Ŕőďśšăćń££ x = a_n ŕőńşůĺň

0 = (a_n − a_1)(a_n − a_2) · · · (a_n − a_{n−1})h(a_n) :;

ůšő ĺğ-ğă űěńőśšŋőśšĺ łőńĳűă A ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ h(a_n) = 0, š. ě. ŕřĺ h(x) = (x − a_n)g(x) ś g ∈ A[x]. 2 2.2.3. Śńěďśšćĺě. Ŋěŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ f ∈A[x] ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ąőńěě deg f łőřŋěľ ŋĺ ć łăłőň űěńőśšŋőň łőńĳűě B ⊃A. 2 2.2.4. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ňŋőčőůńěŋż f ĺ g śőćŕăďă¿š łăł ťşŋłűĺĺ ŋă ŋěłőšőřőň űěńőśšŋőň łőńĳűě, śőďěřęăźěň ąőńěě, ůěň max(deg f; deg g) ¡ńěňěŋšőć, šő f = g ĺ łăł ňŋőčőůńěŋż (š.ě. čőňőňőřťĺğň ’ : A[x] −→ A^A ć ¡šőň śńşůăě ĺŋžěłšĺćěŋ). 2 Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňŋőčőůńěŋ f −g, őąńăďă£ śńĺÿłőň ąőńĳÿĺň łőńĺůěśšćőň łőřŋěľ, ďőńęěŋ ążšĳ ŋşńěćżň. 2 2.2.5. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ k { ŕőńě. Ěśńĺ ŊŐĎ (f; g) = 1, šő f ĺ g ŋě ňőčşš ĺňěšĳ őąźĺţ łőřŋěľ ŋĺ ć łăłőň łőńĳűě A ⊃ k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ŊŐĎ (f; g) = 1, šő f(x) · v(x) + g(x) · w(x) = 1 ďń£ ŕőďţőď£źĺţ v; w ∈ k[x]. Ćżůĺśń££ őąě ůăśšĺ ć šőůłě a ∈ A, ŕőńşůăěň f(a) · v(a) + g(a) · w(a) = 1, š.ě. f(a) ĺ g(a) ŋě ňőčşš ążšĳ řăćŋż ŋşń¿ őďŋőćřěňěŋŋő.

2_{Ğŋăůěŋĺě ¡šőčő śńěďśšćĺ£ ć šőň, ůšő řăćěŋśšćő ŊŐĎ (f; g) = 1 ŕřőćěř£ěšś£ ś ŕőňőźĳ¿}

ăńčőřĺšňă Ěćłńĺďă ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ ć ŕőńě k, šőčďă łăł ćżćőď ďěńăěšś£ ő ń¿ąőň řăśÿĺřěŋĺĺ ĺ ő łőřŋ£ţ, £ćŋőčő ćżřăęěŋĺ£ ďń£ łőšőřżţ ŋě šřěąşěšś£.

2.3. Łřăšŋżě łőřŋĺ ĺ ŕřőĺğćőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Ůĺśńő a ∈ A ŋăğżćăěšś£ r-łřăšŋżň

łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f ∈ A[x], ěśńĺ f(x) = (x − a)^r · g(x) ć A[x] ĺ g(a) ≠ 0. Łőřŋĺ ś r = 1 ŋăğżćă¿šś£ ŕřőśšżňĺ, ă ś r ≥ 2 | łřăšŋżňĺ.

Ğăňěůăšěńĳŋő, ůšő ő ŋăńĺůĺĺ łřăšŋżţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă f ∈A[x] ć ŕřőĺğćőńĳŋőň łőńĳűě B ⊃ A ňőęŋő śşďĺšĳ ŋě ŋăţőď£ śăňĺţ łőřŋěľ, ŋő ŕřőďěńăć ŋěłőšőřżě ćżůĺśńěŋĺ£ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ňŋőčőůńěŋă ć ĺśţőďŋőň łőńĳűě A. Ŕřĺůĺŋă śőśšőĺš ć šőň, ůšő ĺğćěśšŋă£ ĺğ ăŋăńĺğă őŕěřăűĺ£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ć ŕřĺňěŋěŋĺĺ ł ňŋőčőůńěŋăň £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłőľ, š. ě. ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋă ć šěřňĺŋăţ ůěšżř-ěţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ ąěğ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ŕřěďěńĳŋőčő ŕěřěţőďă.

Ğăďăůă3.12. Ŕşśšĳ A { ń¿ąőě łőńĳűő. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ∀ f ∈A[x] ňŋőčőůńěŋ f(a) − f(b) ∈ A[a; b] ďěńĺšś£ ŋăűěńő ć A[a; b] ŋă ďćşůńěŋ a − b. Ŕőďśłăğłă: śň. šőęďěśšćő (ă) ĺğ ğăď.1.9 ńěłűĺĺ 1.

Ŕşśšĳ f(x) ∈ A[x]. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ D_f (a; b) ∈ A[a; b] ůăśšŋőě őš ďěńěŋĺ£ f(a) − f(b) ŋă a − b ć łőńĳűě A[a; b]. Ňŋőčőůńěŋ

f^′(x) = D_f (x; x) ∈ A[x] ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőďŋżň (ĺńĺ ŕřőĺğćőďŋőľ) őš f. Ďřşčőě őąőğŋăůěŋĺě^1: d dx f. Ğăďăůă3.13. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ěśńĺ f(x) = a0x^n + a1x^{n−1} + · · · + an−1x + an, šő

f^′(x) = a_1 + 2a_2x + 3a_3x^2 + · · · + ba_nx^{n−1} =^{n∑}_{ν=1} a_νx^{ν−1} ;

čďě łő¡ťťĺűĺěŋš ŕěřěď a_ν ěśšĳ ¡ńěňěŋš ŕřőśšőčő ŕőďłőńĳűă ć A, š. ě. őŋ řăćěŋ 1 + 1 + · · · + 1

ν řăğ . Ğăďăůă3.14. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćğ£šĺě ŕřőĺğćőďŋőľ şďőćńěšćőř£ěš ćśěň ĺğćěśšŋżň ĺğ ăŋăńĺğă śšăŋďăřšŋżň ťőřňăńĳŋżň ŕřăćĺńăň ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ śşňňż, řăğŋőśšĺ, ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ůăśšŋőčő ĺ łőňŕőğĺűĺĺ.

Ğăňěůăŋĺě: ć ďăńĳŋěľÿěěň ďń£ ŋăś őśőąěŋŋő ćăęŋżň ąşďěš ŕřăćĺńő Ńěľąŋĺűă: (fg)^′ = f^′ · g + f · g^′ :

Őŋő śńěďşěš ĺğ šőęďěśšćă D_{fg}(a; b) = f(a) · D_g(a; b) + ·D_f (a; b)g(b) :

2.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ŕőńě k ĺňěěš ţăřăłšěřĺśšĺłş ŋşńĳ. Łőřěŋĳ a ňŋőčőůńěŋă f ∈k[x] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ r-łřăšŋżň łőřŋěň, łőčďă őŋ ąşďěš łőřŋěň (r − 1)-šőľ

ŕřőĺğćőďŋőľ ( d dx )r f , ŋő ŋě ąşďěš łőřŋěň r-šőľ ŕřőĺğćőďŋőľ ( d dx )r_−1 f. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ňăłśĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ (x−a), łőšőřă£ ďěńĺš f^′(x), řőćŋő ŋă ěďĺŋĺűş ňěŋĳÿě ňăłśĺňăńĳŋőľ śšěŕěŋĺ (x − a), ďěń£źěľ f(x).

Ŕşśšĳ f(x) = (x − a)^rg(x) ĺ g(x) ŋě ďěńĺšś£ ŋă (x − a). Ŕő ŕřăćĺńş Ńěľąŋĺűă

f^′(x) = r(x − a)^{r−1}g(x) + (x − a)^rg^′(x) = (x − a)^{r−1(}rg(x) + (x − a)g^′(x)^) : (3-1)

Ňŋőčőůńěŋ ć śłőąłăţ ŋě ďěńĺšś£ ŋă (x − a), ŕőśłőńĳłş rg(x) ≠ 0 ĺ ŋě ďěńĺšś£ ŋă (x − a).

2_{Ğăňěšĺň, ůšő ć őąźěň śńşůăě, ĺğ ťőřňşńż (3-1) ćżšěłă¿š}

2.3.2. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ A { ń¿ąőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ. Ěśńĺ a∈A £ćń£- ěšś£ r-łřăšŋżň łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f ∈ A[x], šő őŋ £ćń£ěšś£ ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě (r −1)-łřăšŋżň łőřŋěň ěčő ŕřőĺğćőďŋőľ. 2 2.3.3. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ A { ń¿ąőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ. Ěśńĺ a∈A £ćń£- ěšś£ ŕřőśšżň łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f ∈ A[x], šő f^′(a) ≠ 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřĺ r = 1 ťőřňşńă (3-1) ĺňěěš ćĺď f^′(x) = g(x) − (x − a)g^′(x), őšłşďă f^′(a) = g(a) ≠ 0. 2 1śĺňćőń d dx őążůŋő ĺśŕőńĳğş¿š ďń£ őąőğŋăůěŋĺ£ őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ A[x] ć A[x], śőŕőśšăćń£¿źěčő ňŋőčőůńěŋş ěčő ŕřőĺğćőďŋş¿

2.3.4. Śěŕăřăąěńĳŋőśšĳ. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ k { ŕőńě. Ňŋőčőůńěŋ f ∈ k[x] ŋăğżćăěšś£ śěŕăřă-

ąěńĳŋżň, ěśńĺ őŋ ŋě ĺňěěš łřăšŋżţ łőřŋěľ ŋĺ ć łăłőň řăśÿĺřěŋĺĺ K ⊃ k, ĺ ŋěśěŕăřăąěńĳŋżň { ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Ŕř£ňő ĺğ ŕřěďżďşźěčő śńěďśšćĺ£ ćżšěłăěš

2.3.5. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ďń£ ŋěśěŕăřăąěńĳŋőśšĺ f ∈k[x] ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő ŋăńĺůĺě őąźěčő łőřŋ£ ş f ĺ f^′ ć ŋěłőšőřőň řăśÿĺřěŋĺĺ ŕőń£ k.

2.3.6. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ char(k) = p > 0 ĺ f(x) = x^p − 1 ∈ k[x]. Šăł łăł f^′(x) = px^{p−1} = 0 (ĺąő p = 1 + 1 + · · · + 1

(p řăğ)

= 0), šő f | ŋěśěŕăřăąěńěŋ. Ąőńěě šőčő, ěśńĺ K ⊃ k | łăłőě-ńĺąő

řăśÿĺřěŋĺě, čďě ş f ěśšĳ łőřěŋĳ # : #^p = 1, šő

x^p − 1 = x^p − #^p = (x − #)^p ;

ŕőśłőńĳłş ćőğćěďěŋĺě ć p-šş¿ śšěŕěŋĳ £ćń£ěšś£ ć ţăřăłšěřĺśšĺłě p čőňőňőřťĺğňőň. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ć řăśÿĺřěŋĺĺ K ş f ćőőąźě ěśšĳ łőřěŋĳ, šő őŋ ăćšőňăšĺůěśłĺ p-łřăšŋżľ (ĺ ěďĺŋśšćěŋŋżľ!).

2.3.7. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ char(k) = 0. Šőčďă ćś£łĺľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ śšěŕěŋĺ f(x) ∈ k[x] śěŕăřăąěńěŋ. Ć śăňőň ďěńě, f^′(x) ≠ 0 ĺ ŊŐĎ (f; f^′) = 1 ĺğ-ğă ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ f ĺ ŋěřăćěŋśšćă deg f^′ < deg f. Śńěďőćăšěńĳŋő, ş f ĺ f^′ ŋěš őąźĺţ łőřŋěľ ŋĺ ć łăłőň řăśÿĺřěŋĺĺ.

2.4. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Ŕşśšĳ K ⊃ k | řăśÿĺřěŋĺě ŕőńěľ. İńěňěŋš # ∈ K ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůŋżň ŋăď k, ěśńĺ f(#) = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő f ∈ k[x]. Ŕřĺćěďěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ f ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, őąńăďă¿źĺľ ¡šĺň śćőľśšćőň, ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň ďń£ # ŋăď k, ă ěčő śšěŕěŋĳ ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ # ŋăď k.

Ŕőśłőńĳłş ć ŕőńě ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋěŕřĺćőďĺň ć k[x], ĺąő ŕőďśšăćń££ # ć řăğńőęěŋĺě f(x) = g(x)h(x), ňż ďőńęŋż ąşďěň ĺňěšĳ ĺńĺ g(#) = 0, ĺńĺ h(#) = 0, ă ğŋăůĺš, őďĺŋ ĺğ ňŋőęĺšěńěľ ĺňěěš šş ęě śšěŕěŋĳ ůšő ĺ f ĺğ-ğă ňĺŋĺňăńĳŋőśšĺ f.

Őŕĺÿěň ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőďŕőńě ć K, śőďěřęăźěě k ĺ #. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň čőňőňőřťĺğň ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ ć šőůłě #:

ev_ϑ : k[x] −→ K : f → f(#):

Ěčő £ďřő śőśšőĺš ĺğ ćśěţ g ∈ k[x], ďń£ łőšőřżţ # ąşďěš łőřŋěň. Łăł ĺ ćś£łĺľ ĺďěăń ć k[x], ker(ev_ϑ) £ćń£ěšś£ čńăćŋżň ĺďěăńőň, ă ěčő őąřăğş¿źěľ ąşďěš ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, ğăŋşń£¿źĺľś£ ŋă #, š. ě. ć šőůŋőśšĺ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋőň ďń£ #. Ňż ŕőńşůăěň

2.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ¡ńěňěŋšă # ŋăď k ďěńĺš ć k[x] ń¿ąőľ ďřşčőľ ňŋőčőůńěŋ g ∈k[x], ďń£ łőšőřőčő # £ćń£ěšś£ łőřŋěň.

2_{Ďăńěě, ŕő šěőřěňě ő śšřőěŋĺĺ čőňőňőřťĺğňă őąřăğ im (evϑ) ⊂ K ĺğőňőřťěŋ ťăłšőř-łőńĳűş}

k[x]=(f). Ŕőśńěďŋěě £ćń£ěšś£ ŕőńěň, ŕőśłőńĳłş f ŋěŕřĺćőďĺň. İšő, őůěćĺďŋő, ĺ ěśšĳ ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőďŕőńě ć K, śőďěřęăźěě k ĺ #.

2.4.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ ćśěćőğňőęŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ k[x] ŋă ¡ńěňěŋšě #∈K śőśšăćń£ěš ŕőńě, £ćń£¿źěěś£ ŋăĺňěŋĳÿĺň ŕőďŕőńěň ć K, śőďěřęăźĺň k ĺ #. İšő ŕőńě ĺğőňőřťŋő ťăłšőř-łőńĳűş k[x]=(f), čďě f { ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ¡ńěňěŋšă #. 2 2.5. Ŕřĺśőěďĺŋěŋĺě łőřŋ£. Ŕřěďżďşźă£ łőŋśšřşłűĺ£ ŕőğćőń£ěš ďń£ ń¿ąőčő ŕőń£ k ĺ ń¿- ąőčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňŋőčőůńěŋă f(x) ∈ k[x] ŕőśšřőĺšĳ šăłőě řăśÿĺřěŋĺě K ⊃k, ć łőšőřőň ş f ŕő£ćĺšś£ łőřěŋĳ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć łăůěśšćě K ňőęŋő ćğ£šĳ ťăłšőř-łőńĳűő k[x]=(f). Š. ł. f ŋěŕřĺćőďĺň, őŋő £ćń£ěšś£ ŕőńěň. Ŕőńě k ćńőęěŋő ć ŋěčő ŕőśřěďśšćőň őčřăŋĺůěŋĺ£ łăŋőŋĺůěśłőčő čőňőňőřťĺğňă k[x]^{res f}−−−→ k[x]=(f) řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ f ŋă łőŋśšăŋšż k ⊂k[x]. Łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f £ćń£ěšś£ ¡ńěňěŋš # = res_f (x) | őąřăğ őďŋőůńěŋă x.

Ůšőąż ŕřěďśšăćĺšĳ śěąě ŕőńě K = k[x]=(f) ąőńěě £ćŋő, ğăťĺłśĺřşěň ć łăęďőň łńăśśě ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ f łăŋőŋĺůěśłőčő ŕřěďśšăćĺšěń£ { őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ¡ńěňěŋšőć ¡šőčő łńăśśă ŋă f. Šăłőľ őśšăšőł ňőęěš ążšĳ śőćěřÿěŋŋő ŕřőĺğćőńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ ≤ deg(f)−1. Šěň śăňżň, ěśńĺ deg(f) = n, šő ¡ńěňěŋšż k[x]=(f) ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćă¿šś£ ć ćĺďě

t_0 + t_1# + · · · + t_{n−1}#^{n−1} ;

čďě # = x( mod f) ĺ t_ν ∈k { ń¿ążě, ă őŕěřăűĺĺ ŋăď ŋĺňĺ ć k[x]=(f) | ¡šő őążůŋőě śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć ŕő ňőďşń¿ śőőšŋőÿěŋĺ£ f(#) = 0, š. ě. ć šőůŋőśšĺ šě ęě őŕěřăűĺĺ, łőšőřżě ążńĺ őŕĺśăŋż ŋăňĺ ć ńěłűĺĺ 1 ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ ŕőń£ k[#] ś f(#) = 0.

Ğăďăůă3.15. Ďőłăęĺšě, ůšő Q[#] ś #^4+#^3+#^2+#+1 = 0 | ŕőńě ĺ ŋăľďĺšě (1+#^2)^{−1}. Ğăďăůă3.16. Ŕşśšĳ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ f ∈ k[x] ĺňěěš łőřěŋĳ ¸ ć łăłőň-šő řăśÿĺřěŋĺĺ K ⊃ k. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńě k[x]=(f) ćłńăďżćăěšś£ ć ŕőńě K čőňőňőřťĺğňőň, őšőąřăęă¿źĺň łńăśś x( mod f) ć ¸.

Śşźěśšćőćăŋĺě šăłőčő řăśÿĺřěŋĺ£, ć łőšőřőň ďăŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš łőřěŋĳ, ŕőğćőń£ěš őąěřŋşšĳ ďőłăğăŋŋżě ćżÿě řěğşńĳšăšż ő ŋăńĺůĺĺ őąźĺţ łőřŋěľ ş ŕăřż ňŋőčőůńěŋőć ĺ ő łřăšŋżţ łőřŋ£ţ.

2.5.1. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ f; g ∈ k[x], čďě k { ŕőńě, ĺ ŊŐĎ (f; g) ≠ 1, šő f ĺ g ĺňě¿š ć ŋěłőšőřőň řăśÿĺřěŋĺĺ őąźĺľ łőřěŋĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăďő ŕěřěľšĺ ł řăśÿĺřěŋĺ¿, ć łőšőřőň ąşďěš ĺňěšĳ łőřěŋĳ ŊŐĎ (f; g). 2 2.5.2. Śńěďśšćĺě. Ďń£ śěŕăřăąěńĳŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋă f ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ŊŐĎ (f; f^′) = 1.

2.6. Ăńčěąřăĺůěśłĺě řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ. Řăśÿĺřěŋĺě K ⊃k ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň, ěśńĺ ćśě ¡ńěňěŋšż ŕőń£ K ăńčěąřăĺůŋż ŋăď k.

2.6.1. Ŕřĺňěř: łőŋěůŋżě ŕőń£. Ćśě ¡ńěňěŋšż ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ŕőń£ F ăńčěąřăĺůŋż ŋăď ŕřőśšżň ŕőďŕőńěň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ # ∈ F, šő śřěďĺ śšěŕěŋěľ #^0; #^1; #^2; : : : ąşďşš őďĺŋăłőćżě, ĺąő F łőŋěůŋő. Ěśńĺ #^k = #^m, šő # | łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă x^{|m−k|} − 1 = 0, őŕřěďěńěŋŋőčő ŋăď ŕřőśšżň ŕőďŕőńěň. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ charF = p, šő F ŕőńşůăěšś£ ĺğ Z=pZ ŕřĺ ŕőňőźĺ łőŋěůŋőčő ůĺśńă řăśÿĺřěŋĺľ, őŕĺśăŋŋżţ ć n^o 2.5.

Ğăďăůă3.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ć łőŋěůŋőň ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ p řăćŋő p^n ďń£ ŋěłőšőřőčő n∈N.

2.6.2. Ŕřĺňěř: ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă. Ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă f(x)∈k[x] śşźěśšćşěš řăśÿĺřěŋĺě, ć łőšőřőň f ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ. Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ šăłőě ŕőńě, ŋăďő ŕřĺśőěďĺŋĺšĳ ł őśŋőćŋőňş ŕőń¿ łőřěŋĳ ŋěńĺŋěľŋőčő ŋěŕřĺćőďĺňőčő ďěńĺšěń£ f ňăłśĺňăńĳŋőľ śšěŕěŋĺ. Ć řăśÿĺřěŋŋőň šăłĺň őąřăğőň ŕőńě ¡šőš ďěńĺšěńĳ śšăŋěš ŕřĺćőďĺňżň, ĺ šěň śăňżň, łőńĺůěśšćő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ďěńĺšěńěľ f ňăłśĺňăńĳŋőľ śšěŕěŋĺ şňěŋĳÿĺšś£ (ńĺąő şňěŋĳÿĺšś£ śăňă ¡šă ňăłśĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ). Ŕřőďőńęă£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ (š. ě. ŕřĺśőěďĺŋ££ ł şęě ŕőśšřőěŋŋőňş řăśÿĺřěŋĺ¿ łőřěŋĳ ŋěŕřĺćőďĺňőčő ŋěńĺŋěľŋőčő ďěńĺšěń£ f şęě ŋăď ¡šĺň řăśÿĺřěŋĺěň), ňż ůěřěğ łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć ďőąĳ-ěňś£ šőčő, ůšő ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ďěńĺšěńĺ f śšăŋşš ńĺŋěľŋżňĺ.

Ŕőśňšřőěŋŋőě šăłĺň őąřăğőň řăśÿĺřěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕőńěň řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă f. Śőčńăśŋő ğăď.3.16, ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ćłńăďżćăěšś£ ć ń¿ąőě ďřşčőě ŕőńě, ć łőšőřőň f ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ. Ŕő¡šőňş ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ăćšőňőřťĺğňă, šőęďěśšćěŋŋőčő ŋă ĺśţőďŋőň ŕőńě k, ŋě ğăćĺśĺš őš ŕřőĺğćőńă ć śćő-ěň ŕőśšřőěŋĺĺ, ĺ ňőęěš ążšĳ őţăřăłšěřĺğőćăŋő^2 łăł ŋăĺňěŋĳÿěě ŕőńě, ć łőšőřőň f řăśŕăďăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ.

Ğăďăůă3.18. (ŋěőą£ğ£šěńĳŋă£) Ŕşśšĳ K ⊃ k ěśšĳ ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňŋőčőůńěŋă f ∈ k[x]. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ łăłőľ-šő ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ g ∈k[x] ĺňěěš łőřěŋĳ ć K, šő őŋ ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčăěšś£ ć K[x] ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ.

Şšěÿěŋĺě: İšő ďőćőńĳŋő šřşďŋă£ ğăďăůă, ĺ ňż ćěřŋ-ěňś£ ł ŋěľ ć ŕőśńěďŋěľ ńěłűĺĺ.

x3. Řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ ňŋőčőůńěŋőć ś űěńżňĺ łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ

3.1. Łőńĳűő Z[x] Őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ć Z[x], łăł ĺ ć Z, £ćń£¿šś£ šőńĳłő 1 ĺ −1, šăł ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć, łăł ŕřăćĺńő, ŋěőąřăšĺňż. Ĺğ-ğă ¡šőčő ňŋőčĺě ťăłšż ő ňŋőčőůńěŋăţ ŋăď ŕőńěň ŕěřěśšă¿š ćżŕőńŋ£šĳś£ ć Z[x].

Ğăďăůă3.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺďěăń (x; 2), ŕőřőęď-ěŋŋżľ ć Z[x] ňŋőčőůńěŋőň x ĺ ŕőśšő£ŋŋżň ňŋőčőůńěŋőň 2, ŋě £ćń£ěšś£ čńăćŋżň.

3.2. Ńěňňă Čăşśśă. Śőďěřęăŋĺěň cont(f) ňŋőčőůńěŋă f ∈ Z[x] ŋăğżćăěšś£ ŊŐĎ ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć.

3.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Ńěňňă Čăşśśă) cont(fg) = cont(f) · cont(g). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ ťőřňşńż, ćżřăęă¿źěľ łő¡ťťĺűĺěŋšż fg ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż f ĺ g, śńěďşěš, ůšő ćś£łĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ łő¡ťťĺűĺěŋšőć f ĺ ćś£łĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ łő¡ťťĺűĺěŋšőć g őďŋőćřěňěŋŋő ćżŋőś£šś£ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć fg. Ŕő¡šőňş cont(fg) ďěńĺšś£ ŋă

2őŕ£šĳ šăłĺ, őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňőřťĺğňă

cont(f) · cont(g). Śőłřăźă£ ŋă ¡šő ŕřőĺğćěďěŋĺě, ňż ąěğ şźěřąă ďń£ őąźŋőśšĺ ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő cont(f) = 1 ĺ cont(g) = 1, ĺ ďőńęŋż ąşďěň ŕőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ĺ cont(fg) = 1.

Ŕşśšĳ ¡šő ŋě šăł ĺ cont(fg) = k ≠ 1, ĺ p | łăłőě-ńĺąő ŕřőśšőě ůĺśńő, ďěń£źěě k. Šőčďă p ďěńĺš ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż fg, ŋő ŋě ďěńĺš ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć f ĺ ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć g. Řăśśňőšřĺň čőňőňőřťĺğň řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ p:

ı_p : Z−→ Z=pZ:

Őŋ ĺŋďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň ı_p : Z[x] −→ Z=pZ[x];

śőőšćěšśšćş¿źĺţ łőńěű ňŋőčőůńěŋőć, ŕřĺćőď£źĺľ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋă f(x)∈Z[x] ŕő ňőďşń¿ p:

ı_p(a_0x^k + a_1x^{k−1} + · · · + a_{k−1}x + a_k) = [a_0]_p + [a_1]_px + · · · + [a_k]_px^k

(ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő čőňőňőřťĺğň!). Ŋő Z=pZ[x], łăł ĺ ćś£łőě łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ŕőńěň, ŋě ĺňěěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, šőčďă łăł ŕřĺ ŋăÿĺţ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ţ ı_p(f) ≠ 0; ı_p(g) ≠ 0, ŋő ı_p(f) · ı_p(g) = ı_p(fg) = 0.

İšő ŕřőšĺćőřěůĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő cont(fg) = 1, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. 2 3.2.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ f(x) ∈ Q[x] őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě f(x) = m n ~f(x), čďě ~f(x) ∈ Z[x] { ňŋőčőůńěŋ śőďěřęăŋĺ£ 1, ă m=n ∈ Q { ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ ś ŕőńőęĺšěńĳŋżň ğŋăňěŋăšěńěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śşźěśšćőćăŋĺě řăğńőęěŋĺ£ őůěćĺďŋő: ŋăďő ŕřĺćěśšĺ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż f ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿, ćżŋěśšĺ ěčő ğă śłőąłş, ğăšěň ćżŋěśšĺ ĺğ őśšăćÿěčőś£ űěńőůĺśńěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ŊŐĎ ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺ śőłřăšĺšĳ ćőğŋĺłăÿş¿ ć łăůěśšćě ňŋőęĺšěń£ ŕěřěď śłőąłőľ ďřőąĳ.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ďőŕşśšĺň, ůšő f(x) = m n ~f(x) = r s^^ f(x) { ďćă řăğńőęěŋĺ£ ś šřěąşěňżňĺ śćőľśšćăňĺ. Şňŋőęă£ ŋă ns ĺ ąěř£ śőďěřęăŋĺě őąěĺţ ůăśšěľ, ŕőńşůăěň řăćěŋśšćő ms = nr. Ŕőśłőńĳłş s ćğăĺňŋő ŕřőśš ś r, n ąşďěš ďěńĺšĳś£ ŋă s. Ăŋăńőčĺůŋő, r ďěńĺšś£ ŋă m. Ŕő¡šőňş n = s ĺ r = m. Ŋő šőčďă ĺ ~f =^^f. 2 3.2.3. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ f(x) ∈ Z[x] řăśłńăďżćăěšś£ ć Q[x] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, šő őŋ řăśłńăďżćăěšś£ ĺ ć Z[x] ć ŕřőĺğćěěďěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć šěţ ęě śšěŕěŋěľ, ŋő şęě ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ć Q[x] ĺňěěšś£ řăğńőęěŋĺě f(x) = g(x)h(x). Ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ŕřěďżďşźĺň ŕřěďńőęěŋĺěň, řăśŕĺÿěň

f(x) = m ~f(x) ; g(x) = p q ~g(x) ; h(x) = r s ~h(x) ;

čďě cont( ~f) = cont(~g) = cont(~h) = ŊŐĎ (p; q) = ŊŐĎ (p; q) = 1. Şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă f(x) = g(x)h(x) ŋă qs ĺ ąěř£ śőďěřęăŋĺě, ňż ć śńěďśšćĺě ńěňňż Čăşśśă ŕőńşůĺň řăćěŋśšćő mqs = pr, ĺğ łőšőřőčő, łăł ĺ řăŋěě, ćżšěłăěš, ůšő p ďěńĺšś£ ŋă s, ă r ďěńĺšś£ ŋă q. Šăłĺň őąřăğőň řăćěŋśšćő f(x) = r q ~g(x) p s ~h(x)

ďőśšăćń£ěš ĺśłőňőě řăğńőęěŋĺě f ć Z[x].

2_{Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕőńşůăěň}

3.2.4. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ f(x) ∈ Z[x], ă g(x) ∈ Z[x] { ňŋőčőůńěŋ śőďěřęăŋĺ£ 1, ďěń£źĺľ f(x) ć Q[x], šő g(x) ďěńĺš f(x) ĺ ć Z[x]:

3.2.5. Śńěďśšćĺě. Ňŋőęěśšćő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă Z[x] śőśšőĺš ĺğ ŕřőśšżţ űěńżţ łőŋśšăŋš ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď ŕőńěň Q űěńőůĺśńěŋŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śőďěřęăŋĺ£ 1.

3.2.6. Śńěďśšćĺě. Ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż Z[x] ŕřőśšż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ gh ďěńĺšś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ f, šő ńĺąő g ńĺąő h ďěńĺšś£ ŋă f.

Ěśńĺ f ≡ p = const | ŕřőśšőě ůĺśńő, šő ńĺąő cont(g), ńĺąő cont(h) ďěńĺšś£ ŋă p (š.ł. cont(g)cont(h) = cont(gh) ďěńĺšś£ ŋă p).

Ěśńĺ f ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď Q ĺ cont(f) = 1, šő ńĺąő g, ńĺąő h ďěńĺšś£ ŋă f ć Q[x], ă ğŋăůĺš ĺ

ć Z[x] (ŕő ŕřěďżďşźěňş śńěďśšćĺ¿). 2 3.3. Řăğńőęěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć ĺğ Z[x] ŋă ňŋőęĺšěńĺ ŋăď ŕőńěň Q. Ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ňőčşš ążšĳ ŋăľďěŋż ŕřĺ ŕőňőźĺ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŕřőą ąńăčőďăř£ śńěďş¿źěňş ťăłšş:

3.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ěśńĺ ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ a = p=q ∈Q £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ∈ Z[x], šő p ďěńĺš a_0, ă q ďěńĺš a_n. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőďśšăćń££ x = p=q ĺ ŕřĺćőď£ ł őąźěňş ğŋăňěŋăšěń¿, ŕőńşůăěň

a_0q^n + pq(· · ·) + a_np^n = 0:

Šăł łăł p ĺ q ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő p ďěńĺš a_0 , ă q ďěńĺš a_n, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ. 2 Ğăďăůă3.20. Şąěďĺšěśĳ, ůšő x^4 + 4 řăśłńăďżćăěšś£ ć Z[x] ć ŕřőĺğćěďěŋĺěň ďćşţ łćăďřăšŋżţ šř-ěţůńěŋőć.

İšă ğăďăůă ŕőłăğżćăěš, ůšő őšśşšśšćĺě řăűĺőŋăńĳŋżţ łőřŋěľ ćőćśě ŋě őğŋăůăěš ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ćőőąźě ăŋăńĺğ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ ŋăď ŕőńěň Q, ţőš£ ĺ £ćń£ěšś£ ćŕőńŋě ăńčőřĺšňĺğşěňőľ ğăďăůěľ, řěÿăěňőľ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć^3, ůăśšő őłăğżćăěšś£ őůěŋĳ šőŋłĺň (ĺńĺ ćěśĳňă šřşďő-ěňłĺň) ćőŕřőśőň. Ňż őčřăŋĺůĺňś£ ğďěśĳ őŕĺśăŋĺěň ďćşţ ŕř-ěňőć, ůăśšő őłăğżćă¿źĺţś£ ŕőńěğŋżňĺ

3śň. ŋăŕřĺňěř Ą. Ń. ćăŋ ďěř Ćăřďěŋ. Ăńčěąřă (M. \Ŋăşłă" (1976) čń. V §32 (ś. 122)).

3.3.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Łřĺšěřĺľ İľğěŋÿšěľŋă) Ŕşśšĳ

f(x) = x^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 ∈Z[x]

ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő ŕřőśšőčő p ∈ Zćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż a_ν ďěń£šś£ ŋă p, ŋő śćőąőďŋżľ ůńěŋ a_0 ŋě ďěńĺšś£ ŕřĺ ¡šőň ŋă p^2, šő f(x) ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď Q.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő ńěňňě Čăşśśă ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő f(x) ŋě řăğńăčăěšś£ ć Z[x] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőęĺšěńěľ ňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ. Ďőŕşśšĺň, ůšő šăłőě řăğńőęěŋĺě

f(x) = g(x)h(x) śşźěśšćşěš. Łăł ĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Ŕř.3.2.1, ŕřĺňěŋĺň ł ¡šőňş řăćěŋśšćş čőňőňőřťĺğň ı_p ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ p. Ŕőńşůĺň řăćěŋśšćő

ı_p(f) = ı_p(g)ı_p(h) ć Z=pZ[x]:

Ŕő şśńőćĺ¿ ı_p(f) = x^n, š.ě. śőśšőĺš ńĺÿĳ ĺğ śšăřÿěčő ůńěŋă. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő śšăřÿĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć g ĺ h őśšă¿šś£ ŋěŋşńěćżňĺ ŕřĺ řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ p, ă őąă śćőąőďŋżţ ůńěŋă ğăŋşń£¿šś£ (ĺŋăůě ŕřőĺğćěďěŋĺě śćőąőďŋőčő ůńěŋă ŋă ňńăďÿĺľ ĺğ ŋěŋşńěćżţ ůńěŋőć ďřşčőčő ňŋőčőůńěŋă ďăńő ąż ŋěŋşńěćőľ ňńăďÿĺľ ůńěŋ ć ı_p(f) śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿěľ, ůěň n). Šăłĺň őąřăğőň, śćőąőďŋżě ůńěŋż ĺ ş h ĺ ş g ďěń£šś£ ŋă p. Ŋő šőčďă śćőąőďŋżľ ůńěŋ ş f ďěńĺšś£ ŋă p^2, ůšő ğăŕřěźăěšś£ şśńőćĺěň. 2 3.3.3. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ p | ŕřőśšőě ůĺśńő. Ňŋőčőůńěŋ

f(x) = x^{p−1} + x^{p−2} + · · · + x + 1 = x^p − 1 x − 1

ŋăğżćăěšś£ ňŋőčőůńěŋőň ďěńěŋĺ£ łřşčă, ĺąő ěčő łőňŕńěłśŋżě łőřŋĺ | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ćśě őšńĺůŋżě őš 1 łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ ďěńěŋĺ£ ěďĺŋĺůŋőčő łřşčă ŋă p řăćŋżţ ůăśšěľ (śň. ńěłűĺ¿ 1). Ŕřĺ ŕőňőźĺ łřĺšěřĺ£ İľğěŋÿšěľŋă ďőłăęěň, ůšő f(x) ŋěŕřĺćőďĺň ć Q[x]. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ f(x) ć Q[x] řăćŋőśĺńĳŋă ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ ňŋőčőůńěŋă g(t) = f(t + 1) ć Q[t] (š.ł. ğăňěŋă x = t + 1 őąřăšĺňă: t = x − 1). Ŋő

g(t) =

(t + 1)^p − 1 t = t^{p−1} + ( p 1 ) t^{p−2} + ( p 2 ) t^{p−3} + · · · + ( p p − 2 ) t + ( p p − 1 )

şďőćńěšćőř£ěš łřĺšěřĺ¿ İľğěŋÿšěľŋă: ćśě ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšż^{(p}_k^) ďěń£šś£ ŋă p, ă śćőąőďŋżľ ůńěŋ (řăćŋżľ p), ďěń£śĳ ŋă p, ŋě ďěńĺšś£ ŋă p^2. Śšăńő ążšĳ, g(t), ă ś ŋĺň ĺ f(x), ŋěŕřĺćőďĺňż.

3.3.4. Ŕřĺćěďěŋĺě ŕő ŕřőśšőňş ňőďşń¿, łőšőřżň ňż şęě ňŋőčő řăğ şśŕěÿŋő ŕőńĳğőćăńĺśĳ ć ¡šőľ ńěłűĺĺ, ůăśšő őłăğżćăěšś£ ćěśĳňă ¡ťťěłšĺćŋżň śřěďśšćőň ŕřĺ ăŋăńĺğě řăğńőęĺňőśšĺ űěńőůĺśńěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă. Ďěńő ć šőň, ůšő ŋăď ŕőńěň Z=pZĺňěěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć ďăŋŋőľ śšěŕěŋĺ, ĺ ŕřĺ ŋěąőńĳÿőľ śšěŕěŋĺ ĺ ňăńżţ p őŋĺ ňőčşš ążšĳ ńěčłő ŕěřěůĺśńěŋż.

Ŋăŕřĺňěř, ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, řăğńăčăěšś£ ńĺ f(t) = t^5 + t^2 + 1 ŋă ňŋőęĺšěńĺ ć Z[t], ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ ěčő ŋăď F_2 = Z=2Z. Ěśńĺ ąż f ążń ŕřĺćőďĺň ŋăď Z, šő ŋăď F_2 őŋ őą£ğăŋ ążń ąż ďěńĺšś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ ≤ 2. Ŋő šăłőćżţ ć F_2 [t] ćśěčő šřĺ:

t ; t + 1 ; t^2 + t + 1 ;

ĺ ďěń£ śšőńąĺłőň (ŋăď F_2) ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő şąěęďăěňś£, ůšő f ĺňěěš őśšăšőł 1 őš ďěńěŋĺ£ ŋă łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ šř-ěţ ňŋőčőůńěŋőć.

Ŕőňĺňő ĺŋťőřňăűĺĺ ŋěčăšĺćŋőčő ţăřăłšěřă, řěďşłűĺ£ ŕő ňőďşń¿ p ŕőğćőń£ěš ďěńăšĳ ĺ ŕőğĺšĺćŋżě ćżćőďż | ŋăŕřĺňěř, őŕřěďěńĺšĳ, łăłĺňĺ ňőčşš ążšĳ śšěŕěŋĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ďěńĺšěńěľ, ĺ łăłőćż łńăśśż ćżůěšőć ĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕő ňőďşń¿ p. 3.4. Řăğńőęěŋĺě ŋăď R ĺ C Ć ń¿ąőň łşřśě łőňŕńěłśŋőčő ăŋăńĺğă ďőłăğżćăěšś£.

3.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ C [x] ĺňěěš łőřěŋĳ ć C .

2_{Ŋěśňőšř£ ŋă šő, ůšő ¡šş šěőřěňş ůăśšő ŋăğżćă¿š őśŋőćŋőľ šěőřěňőľ ăńčěąřż, ŕřĺůĺŋă, ŕő}

łőšőřőľ őŋă śŕřăćěďńĺćă, łřőěšś£ ŋě ć ăńčěąřăĺůěśłĺţ śćőľśšćăţ ŕőń£ C , ă ć ěčő ăŋăńĺšĺůěśłĺţ śćőľśšćăţ^4. Ňż ŋě ąşďěň ğďěśĳ ďőłăğżćăšĳ ¡šş šěőřěňş, ŋő őšňěšĺň ě-ě ăńčěąřăĺůěśłĺě śńěďśšćĺ£.

3.4.2. Śńěďśšćĺě. Ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ć C [x] £ćń£¿šś£ šőńĳłő łőŋśšăŋšż ĺ ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ 1.

3.4.3. Śńěďśšćĺě. Ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ć R[x] £ćń£¿šś£ łőŋśšăŋšż, ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ 1 ĺ łćăďřăšĺůŋżě ňŋőčőůńěŋż ś őšřĺűăšěńĳŋżň ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ z = a+ib | łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă f(x) = f0x^n +f1x^{n−1} +

· · · + f_{n−1}x + f_n ∈ R[x], šő ŕřĺňěŋ££ ł řăćěŋśšćş f(z) = 0 čőňőňőřťĺğň łőňŕńěłśŋőčő śőŕř£- ęěŋĺ£ (ŕřĺ łőšőřőň ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă ŋěŕőďćĺęŋż), ŕőńşůĺň

0 = —0 = f(z) = f_0z^n + f_1z^{n−1} + · · · + f_{n−1}z + f_n = f_0—z^n + f_1 —z^{n−1} + · · · + f_{n−1} —z + f_n = f(—z):

Ŕő¡šőňş —z = a − ib šăłęěě ąşďěš łőřŋěň ďń£ f. Ŋő šőčďă f ďěńĺšś£ ŋă

(x − z)(x − —z) = x^2 − (z + —z)x + z—z = x^2 − 2Re(z)x + |z|^2 = x^2 − 2ax + (a^2 + b^2):

Śńěďőćăšěńĳŋő, ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ ≥ 3 ŕřĺćőďĺň ć R[x] ĺ řăğńăčăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ĺ łćăďřăšĺůŋżţ. Łćăďřăšĺůŋżě ęě ňŋőčőůńěŋż ŕřĺćőďĺňż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ş ŋĺţ ěśšĳ ćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ.

3.4.4. Śńěďśšćĺě. Łőňŕńěłśŋżě ŋěćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋőć ĺğ R[x] řăğąĺćă¿šś£ ŋă ŕăřż łőňŕńěłśŋő-śőŕř£ęěŋŋżţ.

4Ćĺďĺňő, śăňżľ ŕř£ňőľ śŕőśőą ŕőńşůĺšĳ őśŋőćŋş¿ šěőřěňş ăńčěąřż | ¡šő ŕřĺňěŋĺšĳ šěőřěňş Ńĺşćĺńń£ ł ăŋăńĺšĺůěśłőľ (š.ě. ŕřěďśšăćĺňőľ ć ćĺďě śşňňż ăąśőń¿šŋő śţőď£źěěčőś£ ř£ďă) ťşŋűĺĺ 1=f(x), čďě f ∈

C [z] | ňŋőčőůńěŋ, ŕřő łőšőřżľ ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ş ŋěčő ŋěš łőřŋěľ. Šěőřěňă Ńĺşćĺńń£ şšćěřęďăěš, ůšő

őčřăŋĺůěŋŋă£ ăŋăńĺšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£, őŕřěďěńěŋŋă£ ŋă ćśěň C | łőŋśšăŋšă.

x4. Ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ

4.1. Řăğńőęěŋĺě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ĺ ŋ-ěšěřőćőśšĳ. Ŕşśšĳ A | űěńőśšŋőě łőńĳűő. C šőůłĺ ğřěŋĺ£ ďěńĺňőśšĺ ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż A £ćń£¿šś£ šěňĺ \ăšőňăňĺ", ĺğ łőšőřżţ śőśšăćń£¿šś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕěřěňŋőęěŋĺ£ ćśě ŕřőůĺě ¡ńěňěŋšż A. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ a∈A ŋě £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň, šő a = b_1b_2. Ěśńĺ b_1 ĺ b_2 ŕřĺćőďĺňż, śłăęěň, b_1 = c_1c_2, b_2 = c_3c_4, šő a = c_1c_2c_3c_4 ĺ š.ď. Łăł ŕřăćĺńő, ¡šőš ŕřőűěśś ŋě ňőęěš ŕřőďőńęăšĳś£ ąěśłőŋěůŋő. Ŋăŕřĺňěř, ć łőńĳűě Z ś łăęďżň ÿăčőň śšřőčő şňěŋĳÿăěšś£ ňőďşńĳ śăňőčő ąőńĳÿőčő ŕő ňőďşń¿ ŕřĺćőďĺňőčő śőňŋőęĺšěń£, ć łőńĳűě k[x_1; : : : ; x_n] | ěčő śšěŕěŋĳ, ă ć Z[x_1; : : : ; x_n] | ĺ šő ĺ šő ŕăřăńńěńĳŋő. Ňż ŕőńşůăěň

4.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ć łőńĳűăţ Z, Z[x1; : : : ; xn], k[x1; : : : ; xn] (čďě k | ŕőńě) ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ.

2_{Ěśńĺ őŕĺśăŋŋżľ ćżÿě ŕřőűěśś řăğńőęěŋĺ£ ŋă ňŋőęĺšěńĺ ŋě ğăłăŋůĺćăěšś£ ğă łőŋěůŋőě}

ůĺśńő ÿăčőć, šő őŋ ŕőğćőń£ěš ŕőśšřőĺšĳ ąěśłőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřĺćőďĺňżţ ¡ńěňěŋšőć c_ν , ć łőšőřőľ c_{ν+1} £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ďěńĺšěńěň c_ν ŕřĺ łăęďőň . Ŋă £ğżłě ĺďěăńőć, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő čńăćŋżě ĺďěăńż I_ν = (c_ν) őąřăğş¿š ąěśłőŋěůŋş¿ űěŕőůłş śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ďřşč ć ďřşčă ĺďěăńőć:

I_1 ⊂ I_2 ⊂ I_3 ⊂ · · · :

4.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Łőńĳűő A ŋăğżćăěšś£ ŋ-ěšěřőćżň, ěśńĺ ć ŋ-ěň ŋě śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋżţ ćőğřăśšă¿źĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ĺďěăńőć.

Ąěğ şŕőšřěąńěŋĺ£ őšřĺűăŋĺľ ŋ-ěšěřőćőśšĳ ňőęŋő őţăřăłšěřĺğőćăšĳ šěň, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺďěăńőć I_ν, ć łőšőřőľ I_ν ⊂ I_{ν+1}, ňőęŋő şłăğăšĳ ŋőňěř N ∈ N, ŋăůĺŋă£ ś łőšőřőčő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śšăąĺńĺğĺřşěšś£, š. ě. I_ν = I + 1 ∀ ≥ N.

Ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺľ ŕőńşůăěň 4.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ć űěńőśšŋőň ŋ-ěšěřőćőň łőńĳűě ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ.

2_{Őďĺŋ łńăśś ŋ-ěšěřőćżţ łőńěű ŋăň ţőřőÿő ĺğćěśšěŋ.}

4.2.2. Ńěňňă. Łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć ŋ-ěšěřőćő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąžěďĺŋěŋĺě I∞^{def}=^⋃_ν Iν ćśěţ ĺďěăńőć ń¿ąőľ űěŕőůłĺ ćńőęěŋŋżţ ĺďěăńőć £ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő, ĺďěăńőň (ŕřőćěřĳšě!). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ d őąřăğş¿źş¿ ¡šőčő ĺďěăńă. İšă őąřăğş¿źă£ ńěęĺš ć őďŋőň ĺğ ĺďěăńőć I, śłăęěň, ŕşśšĳ d ∈ I_N . Šőčďă I_∞ = I_N , ůšő ĺ őğŋăůăěš ŋ-ěšěřőćőśšĳ. 2 4.3. Őďŋőğŋăůŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£. Łőńĳűő A ŋăğżćăěšś£ ťăłšőřĺăńĳŋżň, ěśńĺ őŋő űěńőśšŋőě ĺ łăęďżľ ¡ńěňěŋš a∈A řăğńăčăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ

a = p_1p_2p_3 : : : p_m ;

§4: Ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ 53

ŕřĺůěň ¡šő řăğńőęěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ śőňŋőęĺšěńěľ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ĺţ ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă. Ĺŋăůě čőćőř£, ěśńĺ a = q_1q_2 : : : q_k | ďřşčőě řăğńőęěŋĺě, šő m = k ĺ, ćőğňőęŋő, ŕőśńě ŕőďţőď£źěľ ŕěřěŋşňěřăűĺĺ q_ν ąşďěš ăśśőűĺĺřőćăŋ p_ν ŕřĺ ćśěţ . Ć őšńĺůĺě őš śşźěśšćőćăŋĺ£ řăğńőęěŋĺ£, ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£ £ćń£ěšś£ ćěśĳňă šőŋłĺň ťăłšőň. Ĺňěŋŋő ŕő¡šőňş őśŋőćŋş¿ šěőřěňş ăřĺťňěšĺłĺ ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š šěőřěňőľ őą őďŋőğŋăůŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ, ŕőďůěřłĺćă£ ĺňěŋŋő őďŋőğŋăůŋőśšĳ.

4.3.1. Ńěňňă. Ěśńĺ ć űěńőśšŋőň łőńĳűě A łăęďżľ ¡ńěňěŋš £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ, šő A ťăłšőřĺăńĳŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă łăęďżľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ¡ńěňěŋš ć A ŕřőśš.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ A ťăłšőřĺăńĳŋő, q | ŋěŕřĺćőďĺň. Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ ab ďěńĺšś£ ŋă q, šő ĺńĺ a, ĺńĺ b ďěńĺšś£ ŋă q.

Ŕşśšĳ ab = qr. Řăğńőęĺň ć ¡šőň řăćěŋśšćě a, b ĺ r ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě:

(p_1 · · · p_m) a · (p_{m+1} · · · p_n) b = q · (q_1 · · · q_k) r : Ĺğ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ őďĺŋ ĺğ ňŋőęĺšěńěľ ć ńěćőľ ůăśšĺ ăśśőűĺĺřőćăŋ ś q. Ŕşśšĳ p_1 = sq. Šőčďă a = q(sp_1 · · · p_m) ďěńĺšś£ ŋă q. Šěň śăňżň ć ťăłšőřĺăńĳŋőň łőńĳűě ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż ŕřőśšż.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ďăŋő, ůšő ć A ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż ŕřőśšż ĺ ĺňěěšś£ ďćă řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m:

Šăł łăł p_1 ŕřőśš, šő ŕřőĺğćěďěŋĺě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ďőńęŋő śőďěřęăšĳ ňŋőęĺšěńĳ, ďěń£źĺľś£ ŋă p. Ŕşśšĳ ¡šő q_1, š.ě. q_1 = sp_1.

Ğăďăůă3.21. Şąěďĺšěśĳ, ůšő s | őąřăšĺň.

Ŕěřěŋőś£ ŕřăćş¿ ůăśšĳ ćńěćő ĺ ćżŋőś£ őąźĺľ ňŋőęĺšěńĳ, ŕőńşůĺň, ůšő

p_1(p_2 · · · p_k − sq_2 · · · q_m) = 0:

Šăł łăł A | űěńőśšŋőě łőńĳűő, ŕőńşůăěň řăćěŋśšćő ďćşţ řăğńőęěŋĺľ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ p_2p_3 · · · p_k = (sq_2)q_3 · · · q_m;

śőśšő£źĺţ ĺğ śšřőčő ňěŋĳÿěčő, ůěň řăŋěě łőńĺůěśšćă ňŋőęĺšěńěľ. Ŕřőďőńęă£ šăł ďăńĳÿě, ŕőńşůĺň, ůšő m = n, ă śőőšćěšśšćěŋŋżě śőňŋőęěšěńĺ | ăśśőűĺřőćăŋŋż. Ńěňňă ďőłăğăŋă. 2 4.3.2. Śńěďśšćĺě. Łőńĳűă Z, k[x] ĺ Z[x] ťăłšőřĺăńĳŋż.

4.3.3. Śńěďśšćĺě. Ń¿ąă£ őąńăśšĳ čńăćŋżţ ĺďěăńőć ťăłšőřĺăńĳŋă.

4.3.4. Ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć. Ŕřĺ ŕőňőźĺ ńěňňż Čăşśśă ĺ řăśśşęďěŋĺľ, ăŋăńőčĺůŋżţ ŕřőďěńăŋŋżň ć §3, ŋő ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ąőńěě őąźĺţ ŕőŋ£šĺľ, ŋěšřşďŋő ďőłăğăšĳ, ůšő łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć A[x] ŋăď ń¿ążň ťăłšőřĺăńĳŋżň łőńĳűőň A ťăłšőřĺăńĳŋő. Ć ůăśšŋőśšĺ, ťăłšőřĺăńĳŋż łőńĳűă Z[x_1; : : : ; x_n] ĺ k[x_1; : : : ; x_n]. Ňż ćěřŋ-ěňś£ ł ¡šőňş ć ńěłűĺĺ 8, ŋő şęě śěľůăś ćż ňőęěšě ĺśŕőńĳğőćăšĳ ¡šĺ ťăłšż ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ğăďăů ŋă şŕřăęŋěŋĺ£ţ. Ŕőďřőąŋěě ő ťăłšőřĺăńĳŋżţ łőńĳűăţ śň. ć łŋĺčě: Ńěŋč C. Ăńčěąřă (śšř.148-151 ŕő ĺğďăŋĺ¿ Ň."Ňĺř".1968).

Ńěłűĺ£ 4 Ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ ĺ ňăšřĺűż

▷Śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ĺţ ňăšřĺűż ĺ ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ▷Ŕřĺćěďěŋĺě ňăšřĺűż ŋăď ŕőńěň ł śšřőčőňş śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ▷Řěÿěŋĺě śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď ŕőńěň ▷Ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ ĺ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă ▷Śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě ňăšřĺű ▷Ăłśĺőňż (ŋěłőňňşšăšĺćŋőčő) łőńĳűă ś ěďĺŋĺűěľ ▷İńěňěŋšăřŋżě ňăšřĺűż ▷Őšżśłăŋĺě őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ▷Ŕřĺćěďěŋĺě ňăšřĺűż ŋăď Zĺńĺ k[x] ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ▷Řěÿěŋĺě śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď Zĺ k[x]

x1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£

Śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ | ¡šő őďŋă ĺğ őůěŋĳ ĺ őůěŋĳ ŋěňŋőčĺţ ğăďăů, ďőŕşśłă¿źĺţ ŕőńŋőě ĺ ĺśůěřŕżćă¿źěě řěÿěŋĺě, ĺ ŕřĺŋűĺŕ ńĺŋěăřĺğăűĺĺ, śőśšő£źĺľ ć šőň, ůšő ćś£łş¿ ćżůĺśńĺšěńĳŋş¿ ŕřőąńěňş, łăł ŕřăćĺńő, ňőęŋő śćěśšĺ ł ńĺŋěľŋżň şřăćŋěŋĺ£ň, £ćń£ěšś£ ĺğń¿ąńěŋŋżň ŕřĺ-ěňőň ć ăńčěąřě, čěőňěšřĺĺ ĺ ăŋăńĺğě. Ńĺŋěľŋżň şřăćŋěŋĺ£ň ŕőść£źěŋż űěńă£ őšřăśńĳ ăńčěąřż | ńĺŋěľŋă£ ăńčěąřă, ĺ űěńă£ őšřăśńĳ ăŋăńĺğă | ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăńĳŋżľ ăŋăńĺğ.

Łăł ĺ ćś£łş¿ ğăďăůş, ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ ňőęŋő řěÿăšĳ ŋă ďćşţ £ğżłăţ | čěőňěšřĺůěśłőň ĺ ăńčěąřăĺůěśłőň. Ŕěřćżľ śőŕőśšăćń£ěš ğăďăůě śĺśšěňş čěőňěšřĺůěśłĺţ őąřăğőć ĺ ĺśśńěďşěš ĺţ ćğăĺňőďěľśšćĺě, őŕĺřă£śĳ ŋă ĺŋšşĺűĺ¿ łăřšĺŋőł. Ćšőřőľ ććőďĺš şďőąŋş¿ ăńčěąřăĺůěśłş¿ śĺňćőńĺłş ĺ ăŕŕěńĺřşěš ł ĺŋšşĺűĺĺ ťőřňşń. Čěőňěšřĺ£ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ | ¡šő čěőňěšřĺ£ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ĺńĺ ňőďşńěľ. Ăńčěąřă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ - ¡šő ăńčěąřă ňăšřĺű. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąśşďĺň ťőřňăńĳŋő-ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšőřőŋş ďěńă, ă ďćě śńěďş¿źĺě ąşďşš ŕőść£źěŋż čěőňěšřĺůěśłĺň ăśŕěłšăň.

1.1. Şřăćŋěŋĺ£. Ŕşśšĳ šřěąşěšś£ řěÿĺšĳ śĺśšěňş ĺğ m ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś n ŋěĺğćěśšŋżňĺ:

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = b_2 · · · a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n = b_m :

İšő őğŋăůăěš, ůšő ŋěłőšőřőň łőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě R ś ěďĺŋĺűěľ ğăďăŋż mn ůĺśěń {a_{ij}}, ŋăğżćăěňżţ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ śĺśšěňż, ĺ m ůĺśěń {b_i}, ŋăğżćăěňżţ ŕřăćżňĺ ůăśš£ňĺ śĺśšěňż. Řěÿĺšĳ śĺśšěňş ć ŋěłőšőřőň ąőńĳÿěň łőńĳűě R_1 ⊃ R, śőďěřęăźěň R ć łăůěśšćě ŕőďłőńĳűă, | ¡šő ğŋăůĺš őŕĺśăšĳ ćśě ćőğňőęŋżě şŕőř£ďőůěŋŋżě ŋăąőřż (c_1; c_2; : : : ; c_n) ∈ R_1 × R_1 × · · · × R_1, łőšőřżě ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě x_i = c_i ; (i = 1; 2; · · · ; n) ŕřěćřăźă¿š ćśě şřăćŋěŋĺ£ śĺśšěňż ć řăćěŋśšćă, śŕřăćěďńĺćżě ć łőńĳűě R_1. Łăęďżľ šăłőľ ŋăąőř (c_1; c_2; : : : ; c_n) ŋăğżćăěšś£ řěÿěŋĺěň śĺśšěňż ć łőńĳűě R_1 ⊃ R.

Ňż ŋě ąşďěň ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ ĺğşůăšĳ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ć šăłőľ ąőńĳÿőľ őąźŋőśšĺ, ă őčřăŋĺůĺňś£ śńşůă£ňĺ, łőčďă R = R_1 ąşďěš (ŕřőĺğćőńĳŋżň) ŕőńěň k, łőńĳűőň űěńżţ ůĺśěń Z ĺńĺ łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć k[x].

1.2. Ňăšřĺűż. Šăąńĺűă łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺğ ńěćżţ ůăśšěľ ŕřěďżďşźĺţ şřăćŋěŋĺľ

a_{11} a_{12} · · · a_{1n} a_{21} a_{22} · · · a_{2n} · · · · · · · · · · · · a_{m1} a_{m2} · · · a_{mn}

ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ śĺśšěňż, ă šă ęě šăąńĺűă, ďőŕőńŋěŋŋă£ śŕřăćă őšďěńĳŋőľ łőńőŋłőľ ŕřăćżţ ůăśšěľ: a_{11} a_{12} · · · a_{1n} b_1 a_{21} a_{22} · · · a_{2n} b_2 · · · · · · · · · · · · · · · a_{m1} a_{m2} · · · a_{mn} b_m

ŋăğżćăěšś£ řăśÿĺřěŋŋőľ ňăšřĺűěľ śĺśšěňż. Őŋă śőďěřęĺš ćś¿ ŋěőąţőďĺňş¿ ďń£ řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż ĺŋťőřňăűĺ¿, ěśńĺ řăğ ĺ ŋăćśěčďă şśńőćĺšĳś£ ŕĺśăšĳ ćśě şřăćŋěŋĺ£ šăł, ůšőąż ŋěĺğćěśšŋżě ÿńĺ ć ťĺłśĺřőćăŋŋőň ŕőř£ďłě x_1; x_2; : : : ; x_n .

Ćś¿ďş ďăńěě, řěÿă£ śĺśšěňż, ňż ąşďěň řăąőšăšĳ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋő šőńĳłő ś ĺţ ňăšřĺűăňĺ. Ćőőąźě ęě ŕőď m × n-ňăšřĺűěľ ŋăď łőńĳűőň R ňż ćśěčďă ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ šăąńĺűş ĺğ m śšřőł ďńĺŋż n, ğăŕőńŋěŋŋş¿ ůĺśńăňĺ ĺğ R. Ŕřĺ ¡šőň m ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćżśőšőľ, ă n | ÿĺřĺŋőľ ňăšřĺűż.

Ňăšřĺűż ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ąőńĳÿĺňĺ ńăšĺŋśłĺňĺ ąşłćăňĺ A, B, ĺ š.ď. İńěňěŋš ňăšřĺűż A, śšő£źĺľ ć ŕěřěśěůěŋĺĺ i-šőľ śšřőůłĺ ĺ j-šőčő śšőńąűă, ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ a_{ij}. Ĺŋőčďă ďń£ őąőğŋăůěŋĺ£ ňăšřĺűż ňż ąşďěň ŕĺśăšĳ (a_{ij}) ćňěśšő A.

x2. Ňěšőď Čăşśśă ŋăď ŕőńěň

2.1. İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ. Śńěďş£ ÿłőńĳŋőľ šřăďĺűĺĺ, ąşďěň ŋăğżćăšĳ ďćě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ řăćŋőńśĺńĳŋżňĺ, ěśńĺ ĺţ ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ śőćŕăďă¿š. Őďĺŋ ĺğ śŕőśőąőć řěÿěŋĺ£ śĺśšěň śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ğăňěŋ£šĳ ĺţ ŋă ąőńěě ŕřőśšżě řăćŋőśĺńĳŋżě śĺśšěňż. Őśőąěŋŋő şďőąŋż šřĺ ŕřőśšěľÿĺţ ğăňěŋż ŕőďőąŋőčő řőďă, ŋăğżćăěňżţ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ (¡ŕ):

§2: Ňěšőď Čăşśśă ŋăď ŕőńěň 57

(¡ŕ-1) İńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕěřćőčő šĺŕă: ŕěřěňěŋă łăłĺţ-ńĺąő ďćşţ şřăćŋěŋĺľ ňěśšăňĺ.

(¡ŕ-2) İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćšőřőčő šĺŕă: ćňěśšő őďŋőčő ĺğ şřăćŋěŋĺľ śĺśšěňż ŋăŕĺśăšĳ ěčő śşňňş ś şřăćŋěŋĺěň, ŕőńşůěŋŋżň ć řěğşńĳšăšě şňŋőęěŋĺ£ őąěĺţ ůăśšěľ ń¿ąőčő ďřşčőčő şřăćŋěŋĺ£ śĺśšěňż ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő. (Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ĺğňěŋ£- ěšś£ řőćŋő őďŋő şřăćŋěŋĺě | šő, ł łőšőřőňş ŕřĺąăćń£¿š. Ćśŕőňőčăšěńĳŋőě şřăćŋěŋĺě, łřăšŋőśšĳ łőšőřőčő ŕřĺąăćń£ěšś£ ł ĺğňěŋ£ěňőňş şřăćŋěŋĺ¿, ďőńęŋő ążšĳ ŕěřěŕĺśăŋő ć ŕřěőąřăğőćăŋŋş¿ śĺśšěňş ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ.)

(¡ŕ-3) İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ šřěšĳěčő šĺŕă: şňŋőęĺšĳ őąě ůăśšĺ łăłőčő-ńĺąő şřăćŋěŋĺ£ ŋă ůĺśńő, ŋě £ćń£¿źěňś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£.

2.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňěŋ£¿š śĺśšěňş ŋă řăćŋőśĺńĳŋş¿. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň, ł ŕřĺňěřş, śńşůăľ (¡ŕ-2). Ŕşśšĳ śĺśšěňă S2 ŕőńşůăěšś£ ĺğ śĺśšěňż S_1 ğăňěŋőľ şřăćŋěĺ£ a∈S_1 ŋă şřăćŋěŋĺě c = a + –b, čďě b∈S_1, b ≠ a.

§śŋő, ůšő ćś£łőě řěÿěŋĺě S_1 őśšăŋěšś£ ĺ řěÿěŋĺěň S_2, ĺąő őŋő őąřăźăěš ĺ a ĺ b ć ćěřŋżě řăćěŋśšćă.

Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő śĺśšěňă S_1 šăłęě ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă ĺğ śĺśšěňż S_2 ŕřĺ ŕőňőźĺ (¡ŕ-2), ă ĺňěŋŋő, ł şřăćŋěŋĺ¿ c ∈ S_2 ŋăďő ŕřĺąăćĺšĳ şřăćŋěŋĺě b ∈ S_2, şňŋőęěŋŋőě ŋă (−–). Ŋő šőčďă ćś£łőě řěÿěŋĺě S_2 £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň ĺ ďń£ S_1.

Ğăďăůă4.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő (¡ŕ-1) ĺ (¡ŕ-3) šăłęě £ćń£ěšś£ řăćŋőśĺńĳŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň.

Ğăďăůă4.2. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř şřăćŋěŋĺ£ ŋăď łőńĳűőň ćżůěšőć Z=nZ, ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ łőšőřőčő ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋă ŋěŋşńěćőľ ćżůěš.

2.2. İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺű. Ŕřĺ řăśśňőšřěŋŋżţ ćżÿě ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ śĺśšěň ĺţ ňăšřĺűż šăłęě ŕőďćěřčă¿šś£ ¡ńěňěŋšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň:

(1-ľ šĺŕ) ŕěřěňěŋă ďćşţ śšřőł ňěśšăňĺ;

(2-ľ šĺŕ) ğăňěŋă śšřőłĺ ŋă ěě ŕő¡ńěňěŋšŋş¿ śşňňş ś łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ śšřőłőľ, şňŋőęěŋŋőľ (ŕő¡ńěňěŋšŋő) ŋă ń¿ąőě ůĺśńő (ŕřĺ ¡šőň śăňă ¡šă ćšőřă£ śšřőłă őśšăěšś£ ć ňăšřĺűě śĺśšěňż ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£);

(3-ľ šĺŕ) ŕő¡ńěňěŋšŋőě şňŋőęěŋĺě łăłőľ-ńĺąő śšřőłĺ ŋă ůĺśńő, ŋě £ćń£¿źěěś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£.

2.3. Šěőřěňă. Ŋăď ń¿ążň ŕőńěň k ń¿ąă£ m×n-ňăšřĺűă ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěďěŋă ł šăł ŋăğżćăěňőňş śšřőčőňş śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş, łőšőřżľ ţăřăłšěřĺğşěšś£ šěň, ůšő ć łăęďőľ śšřőłě śăňżľ ńěćżľ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš:

(1) řăćěŋ 1;

(2) řăśŕőńăčăěšś£ śšřőčő ŕřăćěě, ůěň ć ŕřěďżďşźěľ śšřőłě; (3) £ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň ŋěŋşńěćżň ¡ńěňěŋšőň śćőěčő śšőńąűă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőűěśś ŕřĺćěďěŋĺ£ ąşďěš śőśšő£šĳ ĺğ n ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ÿăčőć (ŕő łőńĺůěśšćş śšőńąűőć).

Ŕěřěď ćżŕőńŋěŋĺěň k-őčő ÿăčă ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő šă ůăśšĳ ňăšřĺűż, łőšőřă£ řăśŕőńőęěŋă śńěćă őš k-őčő śšőńąűă şęě ĺňěěš ŋşęŋżľ ćĺď (ć ůăśšŋőśšĺ, ňőęěš ążšĳ ŕşśšőľ ĺńĺ šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćőľ). Ŕşśšĳ ć ŋěľ ĺňěěšś£ s ŋěŋşńěćżţ śšřőł. Őšňěšĺň, ůšő 0 ≤ s ≤ k − 1.

Śăň k-żľ ÿăč śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň.

Ŕřěęďě ćśěčő ć k-őň śšőńąűě ć ŕőğĺűĺ£ţ śšřőčő ŋĺęě s-šőľ ćżąĺřăěšś£ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš (ěśńĺ ěčő ŋěš, šő ůăśšĳ ňăšřĺűż, řăśŕőńőęěŋŋă£ śńěćă őš (k + 1)-čő śšőńąűă ĺňěěš ŋşęŋżľ ćĺď ĺ ňőęŋő śřăğş ŕěřěţőďĺšĳ ł (k + 1)-ňş ÿăčş).

Ŕőśńě šőčő, łăł ¡šőš ¡ńěňěŋš ćżąřăŋ, śšřőłă, ć łőšőřőľ őŋ śšőĺš, ňěŋ£ěšś£ ňěśšăňĺ ś (s + 1)-őľ śšřőłőľ, ă ğăšěň şňŋőęăěšś£ ŋă ¡ńěňěŋš, őąřăšŋżľ ćżąřăŋŋőňş. Ć řěğşńĳšăšě ńěćżě k − 1 śšőńąűőć ňăšřĺűż ŋě ĺğňěŋ£¿šś£, ă (s + 1)-ă£ śšřőłă ŕřĺőąřěšăěš ćĺď

0 0 : : : 0 0 k−1 1 ∗ ∗ : : : ∗ ∗ n−k : Ć ğăłń¿ůěŋĺě ł łăęďőľ śšřőłě, ĺň¿źěľ ć k-šőň śšőńąűě őšńĺůŋżľ őš ŋşń£ ¡ńěňěŋš (łřőňě, řăğşňěěšś£, śăňőľ (s + 1)-őľ śšřőłĺ) ŕřĺąăćń£ěšś£ ŕőďţőď£źă£ łřăšŋőśšĳ (s + 1)-őľ śšřőłĺ šăł, ůšőąż ¡šőš ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš ğăŋşńĺńś£. İšő őŕ£šĳ ŋě ŕőřšĺš ńěćőľ ůăśšĺ ňăšřĺűż ĺ ğăŋşń£ěš ćěśĳ k-żľ śšőńąěű ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ěďĺŋĺűż ć (s + 1)-őľ śšřőłě. Ć řěğşńĳšăšě ňż ŕőŕăďăěň ć ĺśţőďŋőě ŕőńőęěŋĺě ďń£ (k + 1)-őčő ÿăčă. 2 2.4. Řěÿěŋĺě śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď ŕőńěň ňěšőďőň Čăşśśă. śőśšőĺš ć šőň, ůšő ĺśţőďŋă£ śĺśšěňă őŕĺśăŋŋżň ćżÿě ŕşšěň ŕřěőąřăğşěšś£ ć řăćŋőśĺńĳŋş¿ śĺśšěňş, řăśÿĺřěŋŋă£ ňăšřĺűă łőšőřőľ ĺňěěš śšřőčő śšşŕěŋůăšżľ ćĺď. Ŕěřěŋşňěřőćăć, ěśńĺ ŋăďő, ŕěřěňěŋŋżě (š.ě. ŕěřěśšăćĺć śšőńąűż ňăšřĺűż), ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ĺšőčőćă£ řăśÿĺřěŋŋă£ ňăšřĺűă ĺňěěš ćĺď:

1 * · · · * b_1 1 0 * · · · * b_2 0 ... . . . . . . . . 1 * · · · * b_r 0 0 · · · 0 0 · · · 0 b_{r+1} 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · Šăłă£ śĺśšěňă ńěčłő řěÿăěšś£. Ŋăğőć-ěň ŕěřćżě r ŋěĺğćěśšŋżţ x_1; x_2; : : : ; x_r ść£ğăŋŋżňĺ, ă őśšăńĳŋżě ŋěĺğćěśšŋżě x_{r+1}; : : : ; x_n ąşďěň ŋăğćăšĳ śćőąőďŋżňĺ. Ĺňě¿šś£, őůěćĺďŋő, ďćě łăůěśšćěŋŋő řăğŋżţ ćőğňőęŋőśšĺ ďń£ ŕőśńěďŋěčő śšőńąűă.

Ŕěřćă£: b_{r+1} = 1 ; b_1 = b_2 = · · · = b_r = 0 (š.ě. řăśÿĺřěŋŋă£ ňăšřĺűă ĺňěěš řőćŋő ŋă őďŋş ŋěŋşńěćş¿ śšřőłş ąőńĳÿě, ůěň ňăšřĺűă łő¡ťťĺűĺěŋšőć). İšő ĺňěěš ňěśšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śĺśšěňă ŋěśőćňěśšŋă.

Ćšőřă£: b_{r+1} = 0, ă őśšăńĳŋżě ŕřăćżě ůăśšĺ b_1; b_2; : : : ; b_r { ŕřőĺğćőńĳŋż. Ğďěśĳ ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ (n−r) ğŋăůěŋĺľ śćőąőďŋżţ ŋěĺğćěśšŋżţ őďŋőğŋăůŋő ďőŕőńŋ£ěšś£ ďő řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż, ć łőšőřőň ğŋăůěŋĺ£ ść£ğăŋŋżţ ŋěĺğćěśšŋżţ ćżůĺśń£¿šś£ ŕő ťőřňşńăň

x_s = b_s −^{n∑}_{ν=r+1} m_{sν} x_ν ; s = 1; 2; : : : ; r ;

čďě m_{sν} { ¡šő ¡ńěňěŋš ĺğ s-šőľ śšřőłĺ ĺ -šőčő śšőńąűă ŋăŕĺśăŋŋőľ ćżÿě ňăšřĺűż. Šăłĺň őąřăğőň, ć ¡šőň śńşůăě ćśě řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő ńĺŋěľŋő ŕăřăňěšřĺğşěšś£ n − r \ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ ŕőśšő£ŋŋżňĺ". Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ n = r řěÿěŋĺě śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő.

Ğăďăůă4.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě śĺśšěňż řăćŋőśĺńĳŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺţ řăśÿĺřěŋŋżě ňăšřĺűż ŕřĺćőď£šś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ł őďŋőľ ĺ šőľ ęě śšřőčő śšşŕěŋůăšőľ ňăšřĺűě.

Şłăğăŋĺě. Ŕřőćěřĳšě, ůšő řăğŋżě śšřőčő śšşŕěŋůăšżě ňăšřĺűż ğăďă¿š śĺśšěňż ś řăğŋżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ řěÿěŋĺľ.

2.4.1. Ŕřĺňěř: őďŋőřőďŋżě śĺśšěňż. Śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăğżćăěšś£ őď-

ŋőřőďŋőľ, ěśńĺ ćśě ě-ě ŕřăćżě ůăśšĺ řăćŋż ŋşń¿. Őďŋőřőďŋă£ śĺśšěňă, őůěćĺďŋő, őśšă-ěšś£ šăłőćőľ ĺ ŕőśńě ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ĺ ŕő¡šőňş őšŋőśĺšś£ łő ćšőřőňş ĺğ řăśśňőšřěŋŋżţ ćżÿě šĺŕőć. Ć ůăśšŋőśšĺ, őďŋőřőďŋă£ śĺšěňă ćśěčďă ĺňěěš šřĺćĺăńĳŋőě ŋşńěćőě řěÿěŋĺě. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ŕřěďżďşźěčő ăŋăńĺğă ćżšěłă¿š

2.4.2. Śńěďśšćĺě. Őďŋőřőďŋă£ śĺśšěňă m ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ őš n > m ŋěĺğćěśšŋżţ ćśěčďă ĺňěěš ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě.

2.4.3. Śńěďśšćĺě. (Ăńĳšěřŋăšĺćă Ťřěďčőńĳňă.) Śĺśšěňă, ć łőšőřőľ ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ řăćŋő ůĺśńş ŋěĺğćěśšŋżţ, ńĺąő ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ŕřĺ ń¿ążţ ŕřăćżţ ůăśš£ţ, ńĺąő ĺňěěš ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě ŕřĺ ŋşńěćżţ ŕřăćżţ ůăśš£ţ.

x3. Ăńčěąřă ňăšřĺű

Ăńčěąřăĺůěśłĺľ ňăšřĺůŋżľ ťőřňăńĺğň śńşęĺš ďń£ šőčő,ůšőąż ğăŕĺśżćăšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ łőřőšłĺňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ťőřňşńăňĺ. Ć őśŋőćě ěčő ńěęăš ďćě őŕěřăűĺĺ ŋăď ňăšřĺűăňĺ - śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě.

3.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Śşňňă A + B ďćşţ ňăšřĺű A ĺ B őŕřěďěńěŋă ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ňăšřĺű őďĺŋăłőćőčő řăğňěřă ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ňăšřĺűş šőčő ęě řăğňěřă, ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ śşšĳ śşňňż śőőšćěšśšćş¿źĺţ ¡ńěňěŋšőć ş A ĺ B.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ěśńĺ A = (a_{ij}), B = (b_{ij}), šő C = A + B ĺňěěš c_{ij} = a_{ij} + b_{ij}.

Ğăďăůă4.4. Ďőłăęĺšě, ůšő śńőęěŋĺě ňăšřĺű (ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő łőńĳűă) łőňňşšăšĺćŋő, ăśśőűĺăšĺćŋő, őąńăďăěš ŋşńěň, ă šăłęě ůšő ş łăęďőľ ňăšřĺűż ĺňěěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋă£.

3.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőĺğćěďěŋĺě AB őŕřěďěńěŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă čőřĺğőŋšăńĳŋżľ řăğňěř ňăšřĺűż A řăćěŋ ćěřšĺłăńĳŋőňş řăğňěřş ňăšřĺűż B. Řěğşńĳšăšőň ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż A = (a_{ij}) řăğňěřă m × n ĺ ňăšřĺűż B = (b_{ij}) řăğňěřă n × k £ćń£ěšś£ ňăšřĺűă C = AB = (c_{ij} ) řăğňěřă m × k, ¡ńěňěŋšż c_{ij} łőšőřőľ ŋăţőď£šś£ ŕő ŕřăćĺńş:

c_{ij} =^{n∑}_{ν=1} a_{iν}b_{νj} :

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ňăšřĺűă-ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺňěěš śšőńĳłő ęě śšřőł, śłőńĳłő ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ ĺ śšőńĳłő ęě śšőńąűőć, śłőńĳłő ćšőřőľ śőňŋőęĺšěńĳ, ă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ¡ńěňěŋšă, śšő£źěčő ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ i-őľ śšřőłĺ ĺ j-őčő śšőńąűă ŋăďő ćğ£šĳ i-ş¿ śšřőłş ŕěřćőčő śőňŋőęĺšěń£ ĺ j-żľ śšőńąěű ćšőřőčő ĺ \śłăń£řŋő ŕěřěňŋőęĺšĳ" ĺţ (š.ě. şňŋőęĺšĳ ŕěřćżľ ¡ńěňěŋš ŋă ŕěřćżľ, ćšőřőľ ŋă ćšőřőľ, ĺ š. ď., ă ğăšěň śńőęĺšĳ ŕőńşůěŋŋżě n ŕřőĺğćěďěŋĺľ).

3.2.1. Ğăňěůăŋĺě. Őŕřěďěńěŋĺě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěśĺňňěšřĺůŋő, ĺ ěśńĺ AB őŕřěďěńěŋő, šő BA ňőęěš ążšĳ ĺ ŋě őŕřěďěńěŋő: AB ĺ BA őŕřěďěńěŋż őďŋőćřěňěŋŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕřĺ řăğňěřě ňăšřĺűż A řăćŋőň m × n ňăšřĺűă B ĺňěěš \šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋżľ" řăğňěř n × m.

Ąőńěě šőčő, ďăęě ěśńĺ A ĺ B | ¡šő łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż őďĺŋăłőćőčő řăğňěřă, ŕřőĺğćěŋďěŋĺ£ AB ĺ BA, łăł ŕřăćĺńő, ŋě řăćŋż! Ŋăŕřĺňěř: ( 1 2 0 3 ) · ( 3 0 4 5 ) = ( 7 10 12 15 )

( 3 0 4 5 ) · ( 1 2 0 3 ) = ( 3 6 4 23 ) 3.2.2. Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň ńěćş¿ ůăśšĳ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ łăł ňăšřĺűşśšőńąěű řăğňěřă m × 1:

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n · · · a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n : Šőčďă ňż ňőęěň ğăŕĺśăšĳ ě-ě łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě

a_{11} a_{12} · · · a_{1n} a_{21} a_{22} · · · a_{2n} · · · · · · · · · · · · a_{m1} a_{m2} · · · a_{mn} · x_1 x_2 . . x_n

ňăšřĺűż śĺśšěňż (ě-ě řăğňěř m × n) ĺ ňăšřĺűż-śšőńąűă ćżśőšż n, śőśšăćńěŋŋőčő ĺğ ŋěĺğćěśšŋżţ. Šăłĺň őąřăğőň, śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = b_2 · · · a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n = b_m :

ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋă ć ćĺďě őďŋőčő ńĺŋěľŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűż

Ax = b ;

čďě A = (a_{ij}) ĺ b = (b_j) | ğăďăŋŋżě ňăšřĺűż, ă x = (x_i) | ŋěĺğćěśšŋă£ ňăšřĺűă, ŕőďńěęăźă£ őŕřěďěńěŋĺ¿. Ćőğŋĺłăěš ěśšěśšćěŋŋőě ęěńăŋĺě: ůšőąż ŋăľšĺ x ŋăďő \řăğďěńĺšĳ" őąě ůăśšĺ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş A. Ŋĺęě ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąž£śŋĺň, ůšő ¡šő őğŋăůăěš.

3.2.3. Ŕřĺňěř: ńĺŋěľŋżě ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ. Ŕőňĺňő řăśśňőšřěŋŋőčő ćżÿě śŕőśőąă şŕřőźěŋĺ£ śĺśšěň ŕşš-ěň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ, ĺğ ÿłőńż ţőřőÿő ĺğćěśšěŋ ĺ ďřşčőľ śŕőśőą | ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ. Őŋ ğăłń¿ůăěšś£ ć ŕěřěţőďě őš ŕěřěňěŋŋżţ (x_i) ł ŋőćżň ŕěřěňěŋŋżň (y_ν ) (ćőğňőęŋő, ć ďřşčőň łőńĺůěśšćě). ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďśšăŋőćłĺ

x_i = ’_i(y_1; y_2; : : : ; y_k) ;

čďě śŕřăćă śšő£š łăłĺě-šő £ćŋżě ćżřăęěŋĺ£ x_i ůěřěğ (y_1; y_2; : : : ; y_k). Ĺśłşśŋő ŕőďőąřăć ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£, ňőęŋő ŋăďě£šĳś£ ŕőńşůĺšĳ ŋă (y_ν) ąőńěě ŕřőśšżě şřăćŋěŋĺ£, ůěň ŋă (x_i), řěÿĺšĳ ĺţ, ă ğăšěň ćěřŋşšĳś£ ł ĺśţőďŋżň ŕěřěňěŋŋżň.

Ŕřőśšěľÿĺě ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ | ńĺŋěľŋżě. Őŋĺ ğăłń¿ůă¿šś£ ć ŕőďśšăŋőćłě:

x_i = c_{i1}y_1 + c_{i1}y_2 + · · · + c_{ik}y_k =^{k∑}_{ν=1} c_{iν} y_ν ;

čďě i = 1; 2; : : : ; n. Ŕřĺ ŕőňőźĺ şňŋőęěŋĺ£ ňăšřĺű ¡šő łőřőšłő ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě

x_1 x_2 . . x_n

= C · y_1 y_2 . . y_k ;

čďě C = (c_{ij}) | ňăšřĺűă řăğňěřă n×k, ŋăğżćăěĺă£ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă őš x ł y ĺ őąőğŋăůăěňă£ (łăł ŕřăćĺńő) ůěřěğ C_{yx}.

Ňőęŋő śłăğăšĳ,ůšő ďăŋŋőě ćżÿě őŕřěďěńěŋĺě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ śŕěűĺăńĳŋő ŕőďčőŋ£ńőśĳ ł šőňş, ůšőąż ążńő ćżŕőńŋěŋő śćőľśšćő:

3.2.4. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżŕőńŋ£¿šś£ ďćě ńĺŋěľŋżţ ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋżţ: y_1 y_2 . . y_m

= C_{yx} x_1 x_2 . . x_n ĺ z_1 z_2 . . z_k

= C_{zy} y_1 y_2 . . y_m ; čďě C_{yx} ĺ C_{zy} | ňăšřĺűż řăğňěřőć m × n ĺ k × m śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă

z_1 z_2 . . z_k

= C_{zx} x_1 x_2 . . x_n

; čďě C_{zx} = C_{zy} · C_{yz} :

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ňăšřĺűă ŕěřěţőďă ďń£ łőňŕőğĺűĺĺ ďćşţ ńĺŋěľŋżţ ğăňěŋ ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ňăšřĺű ŕěřěţőďă ¡šĺţ ğăňěŋ (ć šőň ęě ŕőř£ďłě). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ Czy = A = (aij) ĺ Czy = B = (bij). Šőčďă

z_i =^{m∑}_{ν=1} a_{iν}y_ν =^{m∑}_{ν=1} a_{iν}^{n∑}_{j=1} b_{νj} x_j :

Čřşŕŕĺřş£ ćňěśšě śńăčăěňżě ś őďĺŋăłőćżňĺ j ĺ ćżŋőś£ x_j ğă śłőąłş, ŕőńşůĺň:

z_i =^{n∑}_{j=1} c_{ij}x_j ; čďě c_{ij} =^{m∑}_{ν=1} a_{iν}b_{νj} ;

ůšő ĺ őğŋăůăěš, ůšő C_{zx} = (c_{ij}) = A · B = C_{zy}C_{yz} .

3.3. Śćőľśšćă ďěľśšćĺľ ŋăď ňăšřĺűăňĺ. Ďń£ šőčő, ůšőąż ććěďěŋŋżě ŋăňĺ őŕěřăűĺĺ ŋăď ňăšřĺűăňĺ ŕřěćřăšĺńĺśĳ ĺğ şďőąŋżţ őąőğŋăůěŋĺľ ć ¡ťťěłšĺćŋőě ćżůĺśńĺšěńĳŋőě śřěďśšćő, ŋěőąţőďĺňő ćż£śŋĺšĳ, łăł őŋĺ ćğăĺňőďěľśšćş¿š ňěęďş śőąőľ, š.ě. őŕĺśăšĳ \ğăłőŋż śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£".

3.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Şňŋőęěŋĺě ňăšřĺű ăśśőűĺăšĺćŋő, š.ě. ćś£łĺľ řăğ, łăł őŕřěďěńěŋă őďŋă ĺğ ňăšřĺű (AB)C ĺńĺ A(BC), ćňěśšě ś ŋěľ őŕřěďěńěŋă ĺ ďřşčă£, ŕřĺůěň (AB)C = A(BC). Ďőłăğăšěńĳśšćő. İšő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřěďńőęěŋĺ£ (ĺąő ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ, őůěćĺďŋő, ăśśőűĺăšĺćŋă). Ďń£ šěţ, łšő ŋě şďőćńěšćőř-ěŋ šăłĺň ğăňěůăŋĺěň, ŕřĺćěď-ěň šăłęě ĺ ťőřňăńĳŋş¿ ćżłńăďłş.

Ŕşśšĳ A = (a_{ij}), B = (b_{ij}), C = (c_{ij}) ĺňě¿š řăğňěřż, śőőšćěšśšćěŋŋő, m × n, n × k, k × s. Šőčďă (i; j)-šżľ ¡ńěňěŋš ňăšřĺűż F = (AB)C ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě

f_{ij} =^{k∑}_{ν=1} ( n∑ μ=1 a_{iν}b_{νμ} ) c_{μj} =^{k∑}_{ν=1}^{n∑}_{μ=1} a_{iν}b_{νμ}c_{μj} :

Čřşŕŕĺřş£ ćňěśšě śńăčăěňżě ś őďĺŋăłőćżňĺ a_{iν}, ŕőńşůăěň:

f_{ij} =^{k∑}_{ν=1} a_{iν} ( n∑ μ=1 b_{νμ}c_{μj} ) =^{k∑}_{ν=1} a_{iν}g_{νj} :

Ğďěśĳ g_{νj} =^{n∑}_{μ=1} b_{νμ}c_{μj} £ćń£ěšś£ (; j)-ň ¡ńěňěŋšőň ňăšřĺűż BC, ă ğŋăůĺš, (f_{ij}) śőćŕăďăěš ś (ij)-šżň ¡ńěňěŋšőň ňăšřĺűż A(BC). 2 3.3.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě ďĺśšřĺąşšĺćŋż ďřşč őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčă.

Šőůŋěě, ěśńĺ őŕřěďěńěŋă őďŋă ĺğ ůăśšěľ ć řăćěŋśšćăţ:

A(B + C) = AB + AC (ńěćă£ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ) (A + B)C = AC + BC (ŕřăćă£ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ) šő őŕřěďěńěŋă ĺ ďřşčă£, ă śăňĺ řăćěŋśšćă ćěřŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ůšőąż A(B + C) (ĺńĺ AB + AC) ĺňěńő śňżśń, řăğňěřż A, B, C ďőńęŋż ĺňěšĳ ćĺď: m × n, n × k, n × k. Ěśńĺ A = (a_{ij}), B = (b_{ij}), C = (c_{ij}), šő (i; j)-šżľ ¡ńěňěŋš ňăšřĺűż F = A(B + C) ěśšĳ

f_{ij} =^{k∑}_{ν=1} a_{iν}(b_{νj} + c_{νj} =^{k∑}_{ν=1} a_{iν}b_{νj} +^{k∑}_{ν=1} a_{iν}c_{νj} :

Śŕřăćă śšőĺš śşňňă (i; j)-šőčő ¡ńěňěŋšă ňăšřĺűż AB ś (i; j)-šżň ¡ńěňěŋšőň ňăšřĺűż AC, šő ěśšĳ (i; j)-żľ ¡ńěňěŋš ňăšřĺűż AC + AB. İšő ďőłăğżćăěš ńěćş¿ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ.

Ğăďăůă4.5. Ďőłăęĺšě ŕřăş¿ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ.

3.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő R ś ďćşň£ ąĺŋăřŋżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ: śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ŋăğżćăěšś£ (ŋěłőňňşšăšĺćŋżň) łőńĳűőň ś ěďĺŋĺűěľ, ěśńĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş¿źĺě

Ăłśĺőňż (ŋěłőňňşšăšĺćŋőčő) ăśśőűĺăšĺćŋőčő łőńĳűă

1) Śńőęěŋĺě łőňňşšăšĺćŋő, ăśśőűĺăšĺćŋő, őąńăďăěš ŋşńěň, ĺ ş łăęďőčő ¡ńěňěŋšă ěśšĳ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ.

2) Şňŋőęěŋĺě ăśśőűĺăšĺćŋő ĺ őąńăďăěš ďćşśšőřőŋŋěľ ěďĺŋĺűěľ; ŕőśńěďŋěě őğŋăůăěš, ůšő

∃E ∈R : AE = EA = A ∀A∈R :

3) Ĺňěěšś£ ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ:

A(B + C) = AB + AC ĺ (A + B)C = AC + BC ∀ A; B; C ∈ R :

3.4.1. Ğăňěůăŋĺě. Őšńĺůĺě őš ăłśĺőň łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă | őšśşšśšćĺě łőňňşšăšĺćŋőśšĺ şňŋőęěŋĺ£ | őğŋăůăěš, ŋěťőřňăńĳŋő, ůšő şňŋőęěŋĺě ŋă A śńěćă ĺ şňŋőęěŋĺě ŋă A śŕřăćă| ¡šő ďćě řăğŋżě őŕěřăűĺĺ, ĺňě¿źĺě, ćőőąźě čőćőř£, řăğŋżě śćőľśšćă. Ŕő¡šőňş ć šěőřĺĺ ŋěłőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű śćőľśšćă ńěćőčő ĺ ŕřăćőčő şňŋőęěŋĺľ ŕőśšő£ŋŋő ŕřĺţőďĺšś£ řăśśňăšřĺćăšĳ ŕő őšďěńĳŋőśšĺ, ŋăůĺŋă£ şęě ś ťőřňşńĺřőćőł ăłśĺőň.

Ğăďăůă4.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺğ ăłśĺőň łőńĳűă ćżšěłăěš, ůšő: a) ŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš O ∈R ěďĺŋśšćěŋěŋ; ą) (−E)A = (−A) = A(−E); ć) OA = AO = O ∀A∈R.

3.5. Šěőřěňă. Łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż řăğňěřă n × n, ¡ńěňěŋšż łőšőřżţ ŕřĺŋăďńěęăš ťĺłśĺřőćăŋŋőňş (ćőğĺőęŋő, ŋěłőňňşšăšĺćŋőňş) łőńĳűş R śăňĺ śőśšăćń£¿š łőńĳűő^1. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřőďěńăŋŋżě ćżÿě ćżůĺśńěŋĺ£, ďőłăğżćă¿źĺě ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ şňŋőęěŋĺ£, śőţřăŋ£¿š śňżśń ŋăď ń¿ążň (ŋěłőňňşšăšĺćŋżň) łőńĳűőň R.

1Őŋő őąőğŋăůăěšś£ Mat_n(R)

Ěďĺŋĺűěľ ć Mat_n(R) śńşęĺš šăł ŋăğżćăěňă£ ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă

E^{def}= 1 0 1 ... 0 1 ;

ŋă ďĺăčőŋăńĺ łőšőřőľ śšő£š ěďĺŋĺůŋżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă R, ă ć őśšăńĳŋżţ ňěśšăţ - ŋşńĺ.

Ğăďăůă4.7. Ŕřőćěřĳšě, ůšő AE = EA = A ∀ A∈Matn(R).

Ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň śńőęěŋĺ£ ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ ĺţ ćżŕőńŋěŋĺ£ ć R (śř. ś ğăď.4.4). 2 3.5.1. Šěřňĺŋőńőčĺ£. Ďĺăčőŋăńĺ ∗ ∗ ∗ ĺ ∗ ∗ ∗ ŋăğżćă¿šś£ čńăćŋőľ ĺ ŕő-

ąőůŋőľ. Ňăšřĺűż, ŕőď čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĳ¿ łőšőřżţ śšő£š ŋşńĺ, ŋăğżćă¿šś£ ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżňĺ. Ăŋăńőčĺůŋő ążćă¿š ĺ ŋĺęŋěšřěşčőńĳŋżě ňăšřĺűż.

Ğăďăůă4.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżě ňăšřĺűż śőśšăćń£¿š ŕőďłőńĳűő ć Mat_n(R).

Ćěřţŋěšřěşčőńĳŋă£ ňăšřĺűă ś ěďĺŋĺűăňĺ ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ŋăğżćăěšś£ ćěřţŋěľ şŋĺšřěşčőńĳŋőľ.

Ğăďăůă4.9. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ń¿ążţ ďćşţ ćěřţŋĺţ şŋĺšřěşčőńĳŋżţ ňăšřĺű śŋőćă ąşďěš ćěřţŋěľ şŋĺšřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ.

Ğăďăůă4.10. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ňăšřĺűă łőšőřőľ | łćăďřăšŋă£ ćěřţŋ££ şŋĺšřěşčőńĳŋă£, ŕřĺ ń¿ąőň śšőńąűě ŕřăćżţ ůăśšěľ ćśěčďă ĺňěěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ć ń¿ąőň (ć šőň ůĺśńě ĺ ŋěłőňňşšăšĺćŋőň) łőńĳűě.

3.6. Ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăŕĺśĳ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Ćěřŋěňś£ ł ¡ńěňěŋšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň śšřőł. Ňż śőąĺřăěňś£ řěăńĺğőćăšĳ ĺţ łăł şňŋőęěŋĺ£ ŋă ŕőďţőď£źĺě ¡ńěňěŋšăřŋżě ňăšřĺűż. Ůšőąż ŋăľšĺ ¡šĺ ňăšřĺűż ňż ŕřĺňěŋĺň ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ł ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűě E. Ŕőńşůěŋŋżě ňăšřĺűż ňż, łăł ĺ ćżÿě, ąşďěň őšŋőśĺšĳ ł šř-ěň šĺŕăň:

(1 šĺŕ) ŕőńşůăěšś£ ŕěřěňěŋőľ ňěśšăňĺ ďćşţ śšřőł ć ňăšřĺűě E;

(2 šĺŕ) ŕőńşůăěšś£ ŕřĺąăćńěŋĺěň ł őďŋőľ ĺğ śšřőł ňăšřĺűż E łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ śšřőłĺ, şňŋőęěŋŋőľ ŋă – (ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, ğăňěŋőľ łăłőčő-šő őďŋőčő ĺğ ŋşńěľ, śšő£źĺţ ćŋě čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ŋă –);

(3 šĺŕ) ŕőńşůăěšś£ şňŋőęěŋĺěň őďŋőľ ĺğ śšřőł ňăšřĺűż E ŋă – (š. ě. ğăňěŋőľ ŋă – őďŋőľ ĺğ śšő£źĺţ ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ěďĺŋĺű).

3.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ śńěćă ŋă ¡ńěňěŋšăřŋş¿ ňăšřĺűş ŕřőĺğćőńĳŋă£ ňăšřĺűă ŕőďćěřčăěšś£ ¡ńěňěŋšăřŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ śšřőł śőőšćěšśšćş¿źěčő šĺŕă.

Ğăďăůă4.11. Ďőłăęĺšě ŕřěďńőęěŋĺě ŕřőďěńăć ćśě ŋěőąţőďĺňżě ćżłńăďłĺ.

Śőćěš: ŋă śăňőň ďěńě ňőęŋő śůĺšăšĳ ŕřěőąřăğşěňş¿ ňăšřĺűş śőśšő£źěľ ĺğ őďŋőčő śšőńąűă.

3.7. İńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śšőńąűőć. Ććěď-ěŋŋżě ćżÿě šřĺ šĺŕă ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ňőęŋő ŕřĺňěŋ£šĳ ŋě šőńĳłő ł śšřőłăň, ŋő ĺ ł śšőńąűăň ňăšřĺűż. Ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňăšřĺůŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ¡šő őğŋăůăěš śńěďş¿źěě.

3.7.1. Ńěňňă. Şňŋőęěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőľ ňăšřĺűż A∈Matn(R) śŕřăćă ŋă ¡ńěňěŋšăřŋş¿ ňăšřĺűş 1-čő, 2-čő ĺńĺ 3-čő šĺŕă ŕřĺćőďĺš ł śőőšćěšśšćş¿źěňş ¡ńěňěŋšăřŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ śšőńąűőć ¡šőľ ňăšřĺűż.

Ğăďăůă4.12. Ŕřőćěřĳšě ńěňňş.

3.7.2. Ŕřĺňěř: ¡ńěňěŋšăřŋżě ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋőčő. Ěśńĺ ňż őśşźěśšćń£ěň ńĺŋěľŋş¿ ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋżţ ć śĺśšěňě A(x) = (b) ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďśšăŋőćłĺ (x) = C_{xy}(y), šő ňăšřĺűă śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ ŋă y ąşďěš ŕőńşůăšĳś£ ĺğ ĺśţőďŋőľ ňăšřĺűż A şňŋőęěŋĺěň śŕřăćă ŋă ňăšřĺűş ŕěřěţőďă. İšő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ ňăšřĺůŋőčő şňŋőęěŋĺ£:

A(x) = (b) ⇐⇒ A(C_{xy}(y)) = (AC_{xy})(y) = (b) :

Ćś£łă£ ¡ńěňěŋšăřŋă£ ňăšřĺűă U ŕőřőęďăěš ¡ńěňěŋšăřŋş¿ ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋőčő (x) = U(y). Ć łăęďőň ĺğ śńşůăěć ¡šĺ ¡ńěňěŋšăřŋżě ğăňěŋż šăłőćż:

(1) x_ν = y_j ; ŕřĺ = i y_i ; ŕřĺ = j y_ν ; ŕřĺ ≠ i; j ; (2) x_ν = { y_i + –y_j; ŕřĺ = i y_ν ; ŕřĺ ≠ i ;

(3) x_ν = { –y_i; ŕřĺ = i y_ν ; ŕřĺ ≠ i :

Ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě (x) = U(y) śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ A(x) = (b) ŋă (x) ŕřěćřăźăěšś£ ć śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ŋă (y) ćĺďă B(y) = (b), čďě B = AU.

Šăłĺň őąřăğőň ŕřĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ğăňěŋŋăţ ŕěřěňěŋŋőčő ňăšřĺűă śĺśšěňż ŕőďćěřčăěšś£ śőőšćěšśšćş¿źěňş ¡ńěňěŋšăřŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ śšőńąűőć.

3.8. Őąřăšŋă£ ňăšřĺűă. Šěŕěřĳ ňż ňőęěň ŕřĺďăšĳ šőůŋżľ śňżśń ťřăğě \řăğďěńĺň őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă ŋă ňăšřĺűş A". Ğăřăŋěě őšňěšĺň, ůšő ĺğ-ğă ŋěśĺňňěšřĺůŋőśšĺ ńěćőčő ĺ ŕřăćőčő śőňŋőęĺšěńěľ ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ŋăň, ćőőąźě čőćőř£, ŕřĺď-ěšś£ řăğńĺůăšĳ \ďěńěŋĺě śńěćă" ĺ \ďěńěŋĺě śŕřăćă".

3.8.1. Őąřăšĺňőśšĳ ć ŋěłőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě. İńěňěŋš A (ŋěłőňňşšăšĺćŋőčő) łőńĳűă R ŋăğżćăěšś£ őąřăšĺňżň śŕřăćă, ěśńĺ ∃B ∈ R : AB = 1. Ăŋăńőčĺůŋő, A ŋăğżćăěšś£ őąřăšĺňżň śńěćă, ěśńĺ ∃C ∈R : CA = 1.

Ěśńĺ ¡ńěňěŋš A őąřăšĺň ĺ śńěćă ĺ śŕřăćă, śłăęěň CA = AB = 1, šő ńěćżľ ĺ ŕřăćżľ őąřăšŋżě ł A ¡ńěňěŋšż C ĺ B śőćŕăďă¿š, ĺąő

C = C · 1 = CAB = 1 · B = B

Šăłĺě ¡ńěňěŋšż A ŋăğżćă¿šś£ ŕřőśšő őąřăšĺňżňĺ, ă (ďćşśšőřőŋŋě) őąřăšŋżľ ł A ¡ńěňěŋš őąőğŋăůăěšś£ A^{−1}.

Ğăďăůă4.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćşśšőřőŋŋě őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš ěďĺŋśšćěŋěŋ (ěśńĺ śşźěśšćşěš).

3.8.2. Ŕřĺňěř. İńěňěŋšăřŋżě ňăšřĺűż ŕěřćőčő ĺ ćšőřőčő šĺŕőć őąřăšĺňż ć łőńĳűě Mat_n(R) ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň R. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, őąřăšŋőľ (ĺ śńěćă ĺ śŕřăćă) ł ¡ńěňěŋšăřŋőľ ňăšřĺűě ŕěřćőčő šĺŕă ąşďěš őŋă ęě śăňă, ă őąřăšŋőľ (ĺ śńěćă ĺ śŕřăćă) ł ¡ńěňěŋšăřŋőľ ňăšřĺűě ćšőřőčő šĺŕă ąşďěš ňăšřĺűă, őšńĺůă¿źă£ś£ őš ĺśţőďŋőľ ğăňěŋőľ ğŋăłă ş –.

Ğăďăůă4.14. Őą£ğăšěńĳŋő şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň!

3.8.3. Ŕřĺňěř. İńěňěŋšăřŋă£ ňăšřĺűă šřěšĳěčő šĺŕă őąřăšĺňă ć łőńĳűě ňăšřĺű ŋăď ŕőńěň. Őąřăšŋă£ ňăšřĺűă ŕőńşůăěšś£ ĺğ ĺśţőďŋőľ ğăňěŋőľ – ŋă –^{−1}.

3.8.4. Řěÿěŋĺě śĺśšěňż ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺůŋőľ ăńčěąřż. Ěśńĺ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă A∈Mat_n(R) őąřăšĺňă, šő śĺśšěňă A(x) = (b) (čďě (x) ĺ (b) { śšőńąűż ćżśőšż n, śőśšő£źĺě, śőőšćěšśšćěŋŋő, ĺğ ŋěĺğćěśšŋżţ ĺ ŕřăćżţ ůăśšěľ) ĺňěěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ŕřĺ ń¿ąőň śšőńąűě ŕřăćżţ ůăśšěľ.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ (x) = (c) | řěÿěŋĺě, šő şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ ňăšřĺůŋőčő řăćěŋśšćă A(c) = (b) śńěćă ŋă A^{−1}, ŕőńşůĺň (c) = A^{−1}(b), š.ě. (c) őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő (b).

Ŋăőąőřőš, ŕőńăčă£ (x) = A^{−1}(b), ňż ŕőńşůĺň řěÿěŋĺě śĺśšěňż.

3.9. Őšżśłăŋĺě őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ŋăď ŕőńěň. Ŕşśšĳ R = k | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě. Łăł ŕőłăğżćăěš ňěšőď Čăşśśă, ć ¡šőň śńşůăě łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă A őąřăšĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋă ŕřĺćőďĺšś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ ł śšřőčő śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş

E = 1 0 1 ... 0 1 :

Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ŕřěćřăźă¿źă£ A ć E, śőśšőĺš ć şňŋőęěŋĺ¿ A śńěćă ŋă ¡ńěňěŋšăřŋżě ňăšřĺűż U_1; U_2; : : : ; U_s . İšő ğăŕĺśżćăěšś£ řăćěŋśšćőň

U_s · U_{s−1} · · · · · U_2 · U_1 · A = E :

Ŕőśłőńĳłş ćśě U_ν őąřăšĺňż ć Mat_n(k), ňż ňőęěň şňŋőęĺšĳ őąě ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă śńěćă ŋă U^{−1}_1 U^{−1}_2 · · · U^{−1}_s :

Ŕőńşůĺň, ůšő A = U^{−1}_1 U^{−1}_2 · · · U^{−1}_s · E , őšłşďă A^{−1} = U_sU_{s−1} · · · U_2U_1 , ůšő ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě A^{−1} = U_sU_{s−1} · · · U_2U_1 · E

ĺ ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł řěğşńĳšăš ćőğďěľśšćĺ£ ŋă ňăšřĺűş E řőćŋő šőľ ęě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ śšřőł, łőšőřă£ ŕřěćřăźăěš A ć E. Ňż ŕőńşůăěň

3.9.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ A ∈ Matn(k) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ŋăď ŕőńěň. Ěśńĺ ŕřĺŕĺśăšĳ ł ŋěľ śŕřăćă ňăšřĺűş E ĺ ŕřĺćěśšĺ ŕőńşůěŋŋş¿ n × 2n-ňăšřĺűş (AE) ł śšřőčőňş śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śřőł, šő ńĺąő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺšś£ ňăšřĺűă, śőďěřęăźă£ ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě őďŋş ŋşńěćş¿ śšřőłş (ůšő řăćŋőśĺńĳŋő ŋěőąřăšĺňőśšĺ A), ńĺąő | ňăšřĺűă (EA^{−1}).

x4. Ňěšőď Čăşśśă ŋăď ěćłńĺďőćżň łőńĳűőň

Ďő łőŋűă ¡šőčő ŕăřăčřăťă ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő R { ¡šő ěćłńĺďőćő łőńĳűő (śň. ŋăůăńő ńěłűĺĺ 3). Őśŋőćŋżňĺ ŕřĺňěřăňĺ, łőšőřżě ůĺšăšěń¿ řěłőňěŋďşěšś£ ďěřęăšĳ ć čőńőćě, £ćń£¿šś£

R = Zĺńĺ R = k[x], čďě k { ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě.

4.1. Őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěřőąřăğőćăŋĺ£. Şśńőćĺňś£ ŋăğżćăšĳ ¡ńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě őąřăšĺňżň, ěśńĺ őŋő ğăďă-ěšś£ şňŋőęěŋĺěň ŋă őąřăšĺňş¿ ¡ńěňěŋšăřŋş¿ ňăšřĺűş. Őšňěšĺň, ůšő ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕěřćżţ ďćşţ šĺŕőć őąřăšĺňż ćśěčďă (ĺ ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň). İńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě šřěšĳěčő šĺŕă őąřăšĺňő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă – | őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš (š. ě. ±1 ďń£ R = Zĺ ń¿ąă£ ŋěŋşńěćă£ łőŋśšăŋšă ďń£ R = k[x]). Ňż śőąĺřăěňś£ ćż£śŋĺšĳ, ďő łăłőľ śšěŕěŋĺ ňőęŋő şŕřőśšĺšĳ ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ ňăšřĺűş ŋăď R ŕřĺ ŕőňőźĺ őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ śšřőł ĺ śšőńąűőć. Őłőŋůăšěńĳŋżľ ćĺď ňăšřĺűż , ł łőšőřőňş ňż śšřěňĺňś£, ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ śšřőčĺň ďĺăčőŋăńĳŋżň.

4.2. Śšřőčĺľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď. Ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ ňăšřĺűş ŋăď R ąşďěň ŋăğżćăšĳ ďĺă-

čőŋăńĳŋżľ ěśńĺ őŋă ĺňěěš ćĺď

D = d_1 d_2 0 ... d_s 0 0 ... ;

ć łőšőřőň ćśě ŋěŋşńěćżě ¡ńěňěŋšż ĺśůěřŕżćă¿šś£ ůĺśńăňĺ d_1; d_2; : : : ; d_s , řăśŕőńőęěŋŋżňĺ ć ćěřţŋěľ ůăśšĺ čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ^2.

Ňż ŋăğżćăěň ďĺăčőŋăńĳŋş¿ ňăšřĺűş śšřőčőľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ, ěśńĺ ě-ě ŋěŋşńěćżě ¡ńěňěŋšż d_1; d_2; : : : ; d_s šăłőćż, ůšő łăęďőě d_i ďěńĺšś£ ć R ŋă ćśě ŕřěďżďşźĺě d_j ś j < i.

4.3. Šěőřěňă. Ń¿ąă£ ŕř£ňőşčőńĳŋă£ ňăšřĺűă A ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ R őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŕřĺćőďĺšś£ ł śšřőčő ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş.

2Ďń£ ŕř£ňőşčőńĳŋőľ ŋěłćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż A ňż ŕőŋĺňăěň ŕőď \čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĳ¿" śőćőłşŕŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ćĺďă a_{ii} (łőšőřă£ ďĺăčőŋăńĳ¿ ć śšřőčőň śňżśńě ĺ ŋě £ćń£ěšś£, ĺąő ŋăůăćÿĺśĳ ć ńěćőň ćěřţŋěň şčńş, łőŋůăěšś£ čďě ŕřĺď-ěšś£).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ R^λ−−→ N∪0 { ćżśőšă ć ěćłńĺďőćőň łőńĳűě R (š. ě. ňőďşńĳ űěńőčő ůĺśńă ďń£ R = Z ĺ śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă ďń£ R = k[x]). Ąşďěň ŕřěőąřăğőćżćăšĳ śšřőłĺ ĺ śšőńąűż ňăšřĺűż A ś šăłĺň řăśů-ěšőň, ůšőąż ćżśőšă ¡ńěňěŋšă, śšő£źěčő ć ńěćőň ćěřţŋěň şčńş şňěŋĳÿăńăśĳ. Ŕőśłőńĳłş ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă ŋěńĳğ£ şňěŋĳÿăšĳ ąěğčřăŋĺůŋő, ć łăłőľ-šő ňőňěŋš ďăńĳŋěľÿěě şňěŋĳÿěŋĺě –(a_{11}) śšăŋěš ŋěćőğňőęŋżň. § şšćěřęďă¿, ůšő ć ¡šőš ňőňěŋš ćśě ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż őą£ğăŋż ąşďşš ŋăűěńő ďěńĺšĳś£ ŋă a_{11}.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ć ŕěřćőň śšőńąűě ěśšĳ ¡ńěňěŋš a_{k1}, ŋě ďěń£źĺľś£ ŋăűěńő ŋă a_{11}. Ďěńěŋĺě ś őśšăšłőň ďă-ěš a_{k1} = qa_{11} + r, čďě –(r) < –(a_{11}). Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ őšŋ£šĳ ĺğ k-őľ śšřőłĺ ŕěřćş¿, şňŋőęěŋŋş¿ ŋă q, ă ğăšěň ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ ŕěřćş¿ śšřőłş ś k-őľ, ć ćěřţŋěň ńěćőň şčńş ćőğŋĺłŋěš ¡ńěňěŋš r, ćżśőšă łőšőřőčő ňěŋĳÿě, ůěň ćżśőšă a_{11}.

Ňěŋ££ ć šőńĳłő ůšő ŕřőďěńăŋŋőň řăśśşęďěŋĺĺ śšřőłĺ ĺ śšőńąűż řőń£ňĺ, ňż ćĺďĺň, ůšő ćś£ ŕěřćă£ śšřőłă šăłęě ďěńĺšś£ ŋă a_{11}.

Ŋăłőŋěű, ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš a_{ij}, ŋě ďěń£źĺľś£ ŋă a_{11}, ŋăľďěšś£ čďě-ńĺąő ćŋě ŕěřćżţ śšřőłĺ ĺ śšőńąűă. Őšŋĺňă£ ĺğ ćśěţ śšřőł ĺ ćśěţ śšőńąűőć ŕőďţőď£źĺě łřăšŋżě ŕěřćżţ śšřőłĺ ĺ śšőńąűă, ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż ŕěřćżě śšřőłă ĺ śšőńąěű őąŋşńĺńĺśĳ ćŋě a_{11}. Ł ¡ńěňěŋšş a_{ij} ŕřĺ ¡šőň ŕřĺąăćĺšś£ ŋěůšő łřăšŋőě a_{11}, ă ğŋăůĺš őŋ ŕő ŕřěęŋěňş ŋě ąşďěš ďěńĺšś£ ŋă a_{11}. Ŕřĺąăćĺć ć ŕőńşůěŋŋőľ ŋőćőľ ňăšřĺűě ł ŕěřćőňş śšőńąűş j-żľ, £ ŕőńşůş ňăšřĺűş, śőďěřęăźş¿ a_{ij} ć ŕěřćőň śšőńąűě, ŕőśńě ůěčő a_{11} ňőęŋő ąşďěš şňěŋĳÿĺšĳ šăł, łăł ¡šő şęě ążńő őŕĺśăŋő ćżÿě.

Ĺšăł, ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ £ ňőčş ŕřĺćěśšĺ ňăšřĺűş A ł ćĺďş d_1 0 · · · 0 0 . . B 0 ;

čďě ůěřěğ B őąőğŋăůěŋă (m − 1) × (n − 1)-ňăšřĺűă, ćśě ¡ńěňěŋšż łőšőřőľ ŋăűěńő ďěń£šś£ ŋă d_1. Ďăńěě ŕřőďőńęăěň ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

4.3.1. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ A - ňăšřĺűă řăğňěřă m × n ŋăď R. Šőčďă śşźěśšćş¿š őąřăšĺňżě ŋăď R m × m-ňăšřĺűă U ĺ n × n-ňăšřĺűă V , šăłĺě ůšő D = UAV ĺňěěš śšřőčĺľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď.

Ğăďăůă4.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šĺ ňăšřĺűż U ĺ V ňőęŋő £ćŋő őšżśłăšĳ šăł: ŕřĺŕĺÿěň ł ňăšřĺűě A śŕřăćă ĺ śŋĺğş ěďĺŋĺůŋżě ňăšřĺűż řăğňěřőć m × m ĺ n × n

śőőšćěšśšćěŋŋő, šăł ůšőąż ŕőńşůĺńăśĳ Č-őąřăğŋă£ šăąńĺűă ćĺďă A EE ; ğăšěň ¡ńě-

ňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ¡šőľ šăąńĺűż ďőąĳ-ěňś£ šőčő, ůšőąż şčńőćőľ ąńőł A ŕřĺőąř-ěń śšřőčĺľ ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď D, ĺ ć ¡šőš ňőňěŋš ćś£

šăąńĺűă ŕřĺőąřěš-ěš ćĺď D UV ś ĺśłőňżňĺ U ĺ V .

4.3.2. Śńěďśšćĺě. Ćś£łă£ śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ A(x) = (b) ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ R ŕřĺ ŕőňőźĺ őąřăšĺňőľ ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋőčő (x) = V (y) ňőęěš ążšĳ ŕřěőąřăğőćăŋă ć śĺśšěňş, řăćŋőśĺńĳŋş¿ śĺśšěňě

d_1y_1 = c_1 d_2y_2 = c_2 · · · d_ky_k = c_k ;

ć łőšőřőľ łăęďőě d_j ďěńĺš ćśě ŕőśńěďş¿źĺě d_i ś i > j.

İšĺ śńěďśšćĺ£ ĺ ğăďăůă ďă¿š ćŕőńŋě ĺśůěřŕżćă¿źĺľ ăńčőřĺšň ďń£ řěÿěŋĺ£ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď ěćłńĺďőćżňĺ łőńĳűăňĺ.

4.3.3. Ğăňěůăŋĺě. Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż d1; d2; : : : ; ds ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă R ŋě ğăćĺś£š őš šőčő śŕőśőąă, łőšőřżň ňăšřĺűă A ŕřĺćőďĺńăśĳ ł śšřőčőňş ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş. Ňż ďőłăęěň ¡šő ć ńěłűĺĺ 7, ă ŕőłă ńĺÿĳ őšňěšĺň, ůšő ¡ńěňěŋšż d_ν ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ ňăšřĺűż A, ă ĺţ łőńĺůőśšćő { řăŋčőň ňăšřĺűż A.

Ńěłűĺ£ 5 §ğżł ćěłšőřőć

▷Ćěłšőřŋőě ĺ ăťťĺŋŋőě łőőřďĺŋăšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă k^n ▷Cĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ▷Ňőďşńĺ, ăąěńěćż čřşŕŕż, ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ▷Őąřăğş¿źĺě, ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ, ąăğĺśż ĺ łőőřďĺŋăšż ▷Śćőąőďŋżě ňőďşńĺ, čőňőňőřťĺğňż ĺ śőőšŋőÿěŋčĺ£ ▷Šěőřěňż ő ąăğĺśăţ łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ▷Ğăňěŋż ąăğĺśőć ĺ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă ▷Ğăďăŋĺě čőňőňőřťĺğňőć ňăšřĺűăňĺ ▷Řăŋč ňăšřĺűż

x1. Łőőřďĺŋăšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

1.1. Ăńčěąřăĺğăűĺ£ őśŋőćăŋĺĺľ čěőňěšřĺĺ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż řăśśňőšřĺň ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšřşłšşřş, ăłśĺőňăšĺğĺřş¿źş¿ čěőňěšřĺůěśłĺě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő ŕřőśšřăŋśšćě. Ĺğ ÿłőńż Ćăň şęě ďőńęŋż ążšĳ ĺğćěśšŋż ďćă ŕşšĺ ďń£ ćŋěďřěŋĺ£ ăńčěąřż ć čěőňěšřĺ¿: ćěłšőřż ĺ łőőřďĺŋăšż. Őąă ďă¿š ćőğňőęŋőśšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺ ćżůĺśń£šĳ ś ńĺŋěľŋżňĺ čěőňěšřĺůěśłĺňĺ őąžěłšăňĺ: šőůłăňĺ, ŕř£ňżňĺ, ŕńőśłőśš£ňĺ ĺ š. ŕ. Ćěłšőřż ĺ łőőřďĺŋăšż ć ÿłőńĳŋőň łşřśě őążůŋő ćőğŋĺłă¿š ŋă őśŋőćě şęě ďőćőńĳŋő ďăńěłő ŕřőďćĺŋşšőľ čěőňěšřĺůěśłőľ šěţŋĺłĺ, ă ĺţ śćőľśšćă ć łőŋěůŋőň ĺšőčě ćżćőď£šś£ ĺğ Ěćłńĺďőćżţ ăłśĺőň ŕńăŋĺňěšřĺĺ (ĺńĺ śšěřěőňěšřĺĺ). Ś ăńčěąřăĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ŋăňŋőčő şďőąŋěě őąřăšĺšĳ ¡šőš ŕőř£ďőł, ĺ ś śăňőčő ŋăůăńă ăłśĺőňăšĺğĺřőćăšĳ śćőľśšćă ćěłšőřőć, ćğ£ć ĺţ ğă őśŋőćş ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő ŕőśšřőěŋĺ£ čěőňěšřĺĺ.

Ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ ş ŋăś ŋě ąşďěš ćřěňěŋĺ ďń£ ŕőďőąŋőčő śřăćŋěŋĺ£ őśŋőćăŋĺľ čěőňěšřĺĺ ŕő Ěćłńĺďş ĺ ŋă őśŋőćě ăłśĺőň ćěłšőřŋčő ŕřőśšřăŋśšćă^1. Šěň ŋě ňěŋěě, ňż ŋăśšő£šěńĳŋő řěłőňěŋďşěň ůĺšăšěń¿ śńěďş¿źĺě ďćě ćěźĺ.

Ćő-ŕěřćżţ, ćś¿ďş ďăńěě ŕřĺ śńőćě ćěłšőř ůěřěğćżůăľŋő ŕőńěğŋő ĺňěšĳ ć ćĺďş ĺňěŋŋő śăňżľ őążůŋżľ ÿłőńĳŋżľ čěőňěšřĺůěśłĺľ ćěłšőř, ă ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě łăł ňŋőęěśšćő \śćőąőďŋżţ ćěłšőřőć" (łőšőřżě ňőęŋő őšłńăďżćăšĳ őš ń¿ąőľ šőůłĺ), ęĺćşźĺţ ć őążůŋőň ÿłőńĳŋőň čěőňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ćő-ćšőřżţ, ăńčěąřăĺůěśłőě ŕőśšřőěŋĺě őśŋőćăŋĺľ čěőňěšřĺĺ ŕőğćőń£ěš čěőňěšřĺğőćăšĳ

1ĺŋšěřěśş¿źĺěś£ ňőčşš ŕřőůěśšĳ ő ŋ-ěň ć ńěłűĺĺ 33 ĺğ łŋĺčĺ: Ň. Ň. Ŕőśšŋĺłőć. Ńěłűĺĺ ŕő čěőňěšřĺĺ. 1-ľ śěňěśšř. Ň., \Ŋăşłă", 1986 (ćšőřőě, \śĺŋěě" ĺğďăŋĺě).

ňŋőčĺě, ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď, ŋěčěőňěšřĺůŋżě ğăďăůĺ, ĺąő ŋă £ğżłě ćěłšőřőć ĺ łőőřďĺŋăš őąž- £śŋĺšĳ, ůšő šăłőě \n-ňěřŋă£ čěőňěšřĺ£" ĺńĺ ůšő šăłőě \łőŋěůŋă£ čěőňěšřĺ£ ŋăď ŕőńěň ĺğ q ¡ńěňěŋšőć" ŋĺůşšĳ ŋě śńőęŋěě, ůěň őąž£śŋĺšĳ, ůšő šăłőě 3-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Ěćłńĺďă. 1.2. Ćěłšőřŋőě ĺ ăťťĺŋŋőě łőőřďĺŋăšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ňż ŋăůŋ-ěň ś őśŋőćŋőčő ňőďěńĳŋőčő ŕřĺňěřă, ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő őąőąźă¿źěčő ÿłőńĳŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő łőőřďĺŋăšăţ. Ŋăŕőňŋ¿, ůšő ěśńĺ ććěśšĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě śĺśšěňş łőőřďĺŋăš (śłăęěň, ďěłăřšőćżţ) ś űěŋšřőň ć ŋěłőšőřőľ šőůłě O, šő łăęďőľ šőůłě P = (p_1; p_2; p_3) ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ řăďĺşś-ćěłšőř −−→ OP , ğăďăć šěň śăňżň ąĺěłűĺ¿ ňěęďş šőůłăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ćěłšőřăňĺ. Ŕřĺ ¡šőň łăęďżľ ćěłšőř p = −−→ OP ŕřĺőąřěšěš łőőřďĺŋăšż | ďěłăřšőćż łőőřďĺŋăšż śćőěčő łőŋűă (p_1; p_2; p_3).

Ţőřőÿő ĺğćěśšŋő, ůšő ďěľśšćĺ£ ŋăď ćěłšőřăňĺ ńěčłő őŕĺśżćă¿šś£ ć šěřňĺŋăţ ¡šĺţ łőőřďĺŋăš: ŕřĺ śńőęěŋĺĺ ćěłšőřőć ĺţ śőőšćěšśšćěŋŋżě łőőřďĺŋăšż śłńăďżćă¿šś£, ă ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋă ůĺśńő | şňŋőęă¿šś£ ŋă ¡šő ůĺśńő. Őąőąźěŋĺě ¡šőľ łőŋśšřşłűĺĺ ŋăŕřăÿĺćăěšś£ śăňő śăąőľ.

1.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ňăšřĺű-śšőńąűőć ćżśőšż n ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ k ćňěśšě ś őŕěřăűĺ£ňĺ śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺ şňŋőęěŋĺěň ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă – ∈ k:

x_1 x_2 . . x_n + y_1 y_2 . . y_n def= x_1 + y_1 x_2 + y_2 . . x_n + y_n – · x_1 x_2 . . x_n def=

–x_1 –x_2 . . –x_n

ŋăğżćăěšś£ łőőřďĺŋăšŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď ŕőńěň k ĺ őąőğŋăůăěšś£ k^n. Łőőřďĺŋăšŋżě śšőńąűż v ∈ k^n ŋăğżćă¿šś£ n-ňěřŋżňĺ ćěłšőřăňĺ.

1.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Šő ęě śăňőě ňŋőęěśšćő ćśěţ ňăšřĺű-śšőńąűőć ćżśőšż n ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ k ŋăğżćăěšś£ n-ňěřŋżň ăťťĺŋŋżň^2 łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň A_n = A_n (k) (ă ěčő ¡ńěňěŋšż | šőůłăňĺ) ŋăď ŕőńěň k, ěśńĺ őŋő řăśśňăšřĺćăěšś£ ćňěśšě ś őŕěřăűĺěľ őšłńăďżćăŋĺ£ ćěłšőřőć v ∈ k^n őš šőůěł P ∈ A_n :

+ : A n × k^n −→ A n : (P; v) =^(

p_1 p_2 . . p_n ; x_1 x_2 . . x_n ) −→ P + v^{def}= p_1 + v_1 p_2 + v_2 . . p_n + v_n

∈ A n :

Őšňěšĺň, ůšő ţőš£ šőůłĺ ĺ ćěłšőřż őąőğŋăůă¿šś£ őďĺŋăłőćő (šăłőćő şę ŋěŕřĺ£šŋőě śćőľśšćő łőőřďĺŋăš), řăğŋĺűă ňěęďş ŋĺňĺ šă ęě, ůšő ĺ ć ÿłőńĳŋőľ čěőňěšřĺĺ: ś ćěłšőřăňĺ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ, ă ĺğ šőůěł | śőśšăćń£šĳ čěőňěšřĺůěśłĺě ťĺčşřż. Ěśńĺ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě

A n ğăťĺłśĺřőćăšĳ łăłş¿-ńĺąő šőůłş O (šăł ŋăğżćăěňőě ŋăůăńő őšśů-ěšă), šő ňőęŋő şśšă-

ŋőćĺšĳ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş šőůłăňĺ ĺ ćěłšőřăňĺ, śőŕőśšăćń££ łăęďőľ

2śńőćő "ăťťĺŋŋżľ", łăł ŕőłăğżćăěš ěčő őřťőčřăťĺ£, ŋě ĺňěěš ŋĺ ňăńěľÿěčő őšŋőÿěŋĺ£ ł Čřěűĺĺ, ă £ćń£- ěšś£ ćśěčő ńĺÿĳ ąěśţĺšřőśŋőľ łăńĳłőľ ś ăŋčńĺľśłőčő a‹ne { \ăśśőűĺĺřőćăŋŋżľ"

šőůłě P ∈ A_n ě-ě řăďĺşś-ćěłšőř −−→ OP^{def}= v ∈k^n šăłőľ ůšő O + v = P :

İšő śőőšćěšśšćĺě ŕőğćőń£ěš ŕěřěćőďĺšĳ čěőňěšřĺůěśłĺě ŕőśšřőěŋĺ£ ś £ğżłă šőůěł ŋă £ğżł ćěłšőřőć ĺ ŋăőąőřőš.

1.5. Ŋěłőšőřżě ŕřĺňěřż ĺğ ăťťĺŋŋőľ čěőňěšřĺĺ. Şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě n-ňěřŋőě ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő A_n ćňěśšě ś śĺśšěňőľ łőőřďĺŋăš ś űěŋšřőň ć ŋşńěćőň śšőńąűě ĺ łőőřďĺŋăšŋżňĺ őś£ňĺ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ ŋăŕřćńěŋŋă ćďőńĳ śőőšćěšśšćş¿źěčő ąăğĺśŋőčő ćěłšőřă e_i, ş łőšőřőčő ćśě łőőřďĺŋăšż, łřőňě i-šőľ, ŋşńěćżě, ă i-šă£ łőőřďĺŋăšă řăćŋă 1.

Ğăďăůă5.1. Śłőńĳłő łőőřďĺŋăšŋżţ \őłšăŋšőć" ĺňěěš őŕĺśăŋŋă£ ćżÿě śĺśšěňă łőőřďĺŋăš?

Ğăďăůă5.2. Řăśśňőšřĺň ěďĺŋĺůŋżľ śšăŋďăřšŋżľ 4-ňěřŋżľ łşą ć A 4 (R) (ŋăš£ŋşšżľ ŋă ůěšżřě ąăğĺśŋżţ łőőřďĺŋăšŋżţ ćěłšőřă). Śłőńĳłő ş ŋěčő: ă) i-ňěřŋżţ čřăŋěľ (i = 0; 1; 2; 3);

ą) ćŋşšřěŋŋĺţ (š. ě. ŋě ńěęăźĺţ ŋă čřăŋ£ţ) ďĺăčőŋăńěľ?

Ŕřĺ ŕőňőźĺ ćěłšőřőć ŋěšřşďŋő őŕřěďěńĺšĳ ć A_n (k) ńĺŋěľŋżě čěőňěšřĺůěśłĺě őąžěłšż: ŕř£ňżě, ŕńőśłőśšĺ ĺ š. ŕ. Šăł ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş P ∈ A_n ćďőńĳ ćěłšőřă v ∈ k^n ěśšĳ ňŋőęěśšćő ćśěţ šőůěł ćĺďă Q(t) = P + tv ;

čďě p ŕřőąěčăěš k (ňěţăŋĺůěśłă£ ăŋăńőčĺ£: ůăśšĺűă, ďćĺęşźă£ś£ ś ŕőśšő£ŋŋőľ śłőřőśšĳ¿ v ĺ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t = 0 ŋăţőď£źă£ś£ ć šőůłě P , ć ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t ŋăţőďĺšś£ ć šőůłě Q(t)).

Ğăďăůă5.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě ŕř£ňżě ńĺąő ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő őďŋőľ šőůłě, ńĺąő śőćŕăďă¿š, ńĺąő ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ ćőőąźě.

Ğăďăůă5.4. Ŕşśšĳ k = Z=pZ- łőŋěůŋőě ŕőńě. Śłőńĳłő ćśěčő ĺňěěšś£ ć A n (k): ă) šőůěł;

ą) ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş; ć) ćśěčő ŕř£ňżţ?

(ěśńĺ őąźĺľ śńşůăľ ćżğżćăěš ğăšřşďŋěŋĺ£, řăśśňőšřĺšě n = 2:3:4). Aŋăńőčĺůŋő, ŕńőśłőśšĳ ć ı ⊂ A_n ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł ňŋőęěśšćő šőůěł ćĺďă

Q(s; t) = P + su + tv ;

čďě P ∈ ı | ŋěłőšőřă£ ťĺłśĺřőćăŋŋă£ ŋăůăńĳŋă£ šőůłă, u; v ∈ k^n | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ ŕăřă ŋě ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżě ďřşč ďřşčş ćěłšőřőć, ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕńőśłőśšĺ, ă s; t ŋěğăćĺśĺňő ŕřőąěčă- ¿š k (ĺţ ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł łőőřďĺŋăšż ŋă ŕńőśłőśšĺ ı).

Őŕřěďěńěŋĺ£ ŕř£ňőľ ĺ ŕńőśłőśšĺ £ćń£¿šś£ ůăśšŋżňĺ śńşůă£ňĺ ąőńěě őąźěčő ŕőŋ£šĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

1.6. Ćěłšőřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ őďŋőřőďŋżě ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£. Ŕőďňŋőęěśšćő ćěłšőřőć V ⊂ k^n ŋăğżćăěšś£ ćěłšőřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ěśńĺ őŋő ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ĺ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă. Ŕřĺňěřőň ćěłšőřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćő W = W (v_1; v_2; : : : ; v_m), śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ćěłšőřőć w ∈ k^n, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě w =^∑ t_iv_i, čďě (v_1; v_2; : : : ; v_n) ěśšĳ ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ŋăąőř ćěłšőřőć ĺğ k^m, ă ůĺśńőćżě ŕăřăňěšřż (t_1; t_2; : : : ; t_m) ŋěğăćĺśĺňő ŕřőąěčă¿š k. Ćěłšőřż (v_1; v_2; : : : ; v_m) ć ¡šőň śńşůăě ŋăğżćă¿šś£ ŕőřőęďă¿źĺňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W . Ďřşčőľ ŕřĺňěř ŕřĺţőďĺš ĺğ ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ

1.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ŋăď ŕőńěň k ğăďăŋă śĺśšěňă ĺğ s őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ őš n ŋěĺğćěśšŋżţ: A x_1 x_2 . . x_n

= 0 ;

čďě A | ňăšřĺűă řăğňěřă n×s ŋăď ŕőńěň k. Šőčďă ňŋőęěśšćő ě-ě řěÿěŋĺľ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć k^n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ a = a_1 a_2 . . a_n ĺ b = b_1 b_2 . . b_n

| řěÿěŋĺ£, šő

A · (a + b) = A · a + A · b = (0) + (0) = (0) A · (–a) = –A · a = –(0) = (0) ;

čďě ůěřěğ (0) őąőğŋăůěŋ ŋşńěćőľ ćěłšőř-śšőńąěű. Šěň śăňżň a + b ĺ –a | šăłęě řěÿěŋĺ£.

2_{Őšňěšĺň, ůšő őŕĺśăŋŋżľ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ śŕőśőą řěÿěŋĺ£ ńĺŋěľŋżţ śĺśšěň ŋăď ŕőńěň}

ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ĺţ ňăšřĺűż ł śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş ďőśšăćń£ěš ăńčőřĺšň ďń£ őšżśłăŋĺ ŕőřőęďă¿źĺţ ćěłšőřőć ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ğăďăŋŋőň śĺśšěňőľ őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

1.7. Ăťťĺŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŋěőďŋőřőďŋżě ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£. Ŋăğőć-ěň

ăťťĺŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć A_n ćś£łőě ŕőďňŋőęěśšćő ı(P; W ) ⊂ A_n , łőšőřőě śőśšőĺš ĺğ ćśěţ šőůěł ćĺďă P + v, čďě P ∈ A_n |ŋěłőšőřă£ ťĺłśĺřőćăŋŋż£ šőůłă, ă ćěłšőřż v ŕřőąěčă¿š ŋěłőšőřőě ťĺłśĺřőćăŋŋőě ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ⊂ k^n. Čőćőř£š šăłęě, ůšő ı(P; W ) ěśšĳ ăťťĺŋŋă£ (čĺŕěř)ŕńőśłőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş P ĺ ŕăřăńńěńĳŋă£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćş W . Řăśśňăšřĺćăćÿĺěś£ ćżÿě ŕř£ňżě ĺ ŕńőśłőśšĺ ďőśšăćń£¿š ŕřĺňěřż ăťťĺŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć. Ďřşčĺě ŕřĺňěřż ćŋőćĳ ŕřĺţőď£š ĺğ ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ.

1.7.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ŋěőďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż Ax = b ĺğ s ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś n ŋěĺğćěśšŋżňĺ ńĺąő ŕşśšő, ńĺąő £ćń£ěšś£ ăťťĺŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ ćĺďă ı(a; W ), čďě a ∈ A_n { łăłőě-ńĺąő őďŋő řěÿěŋĺě ŋěőďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż, ă W ⊂ k^n ěśšĳ ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řěÿěŋĺľ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż Ax = (0) ś šőľ ęě ňăšřĺűěľ A. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ a ∈ A n | řěÿěŋĺě śĺśšěňż Ax = b. Ŕőśłőńĳłş řăćěŋśšćő Aa^′ = b řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő a^′ = a+w, čďě w ∈ k^n şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş Aw = Aa^′ −Aa = b−b = 0, őšłńăďżćăŋĺě ćěłšőřőć w ∈ k^n, £ćń£¿źĺţś£ řěÿěŋĺ£ňĺ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż Ax = (0), őš šőůłĺ a ğăďăěš ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ňŋőęěśšćőň řěÿěŋĺľ śĺśšěňż Ax = b ĺ ňŋőęěśšćőň řěÿěŋĺľ śĺśšěňż Ax = 0.

2_{Őšňěšĺň, ůšő őŕĺśăŋŋőě ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ řěÿěŋĺě ŋěőďŋőřőďŋżţ śĺśšěň ćŋőćĳ ňőęěš}

ćőśŕřĺŋĺňăšĳś£ łăł ŕěřěţőď őš ŋě£ćŋőčő ğăďăŋĺ£ ăťťĺŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ł £ćŋőňş ě-ě ğăďăŋĺ¿.

Ğăďăůă5.5. Ćż£śŋĺšě, łăł şśšřőěŋż śěůěŋĺ£ 4-ňěřŋőčő łşąă ĺğ ğăď.5.2 3-ňěřŋżňĺ ŕńőśłőśš£ňĺ x_1 + x_2 + x_3 + x_4 = d, čďě 0 ≤ d ≤ 4.

x2. Ňőďşńĺ

2.1. Őŕřěďěńěŋĺě ňőďşń£. Ŕşśšĳ K { łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ. K-ňőďşńěň ŋăğżćăěšś£ ćś£łőě ňŋőęěśšćő V (¡ńěňěŋšż łőšőřőčő ŋăğżćă¿šś£ ćěłšőřăňĺ), ŋăďěńěŋŋőě ąĺŋăřŋőľ őŕěřăűĺěľ śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć + : V × V −→ V : (v; w) −→ v + w ∈ V ĺ őŕěřăűĺěľ şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă ĺğ K: · : K × V −→ V : (–; v) −→ –v ∈ V ;

šăł ůšő ćżŕőńŋěŋż ăłśĺőňż: Ăłśĺőňż K-ňőďşń£ 1) Ăłśĺőňż śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć

ă) łőňňşšăšĺćŋőśšĳ: a + b = b + a ∀a; b∈V ą) ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ: a + (b + c) = (a + b) + c ∀a; b; c∈V ć) śşźěśšćőćăŋĺě ŋşń£: ∃0∈V : a + 0 = a ∀ a∈k č) śşźěśšćőćăŋĺě ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő: ∀a∈V ∃(−a)∈V : a + (−a) = 0 2) Ăłśĺőňż şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă ă) ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ: –(—a) = (–—)a ∀ a∈V ; ∀ –; — ∈ K ą) ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śńőęěŋĺ¿ ůĺśěń: (– + —)a = –a + —a ∀ a∈V ; ∀ –; — ∈ K ć) ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śńőęěŋĺ¿ ćěłšőřőć: –(a + b) = –a + –b ∀ –∈K ; ∀ a; b ∈ K

§2: Ňőďşńĺ 75

č) şňŋőęěŋĺě ŋă ěďĺŋĺűş 1∈K: 1 · a = 1 ∀ a∈V .

2.1.1. Ůăśšŋżľ śńşůăľ: ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ěśńĺ K = k | ŕőńě, šő k-ňőďşńĺ ŋăğżćă¿šś£ ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŋăď k, ĺ šěřňĺŋ \k-ňőďşńĳ" ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ ŕřăłšĺůěśłĺ ŋě şŕőšřěąń£ěšś£.

Ğăďăůă5.6. Ŕřőćěřĳšě, ůšő łőőřďĺŋăšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő k^n şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

2.1.2. Ůăśšŋżľ śńşůăľ: ăąěńěćż čřşŕŕż. Ěśńĺ ŋă ňŋőęěśšćě A ğăďăŋă ąĺŋăřŋă£ őŕěřăűĺ£ śńőęěŋĺ£ + : A × A −→ A : (a; b) −→ a + b ∈ A ;

łőšőřă£ şďőćńěšćőř£ěš ćśěň ůěšżřěň ăłśĺőňă śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć, šő A ŋăğżćă¿š ăąěńěćőľ čřşŕŕőľ. Ĺŋăůě čőćőř£, ăąěńěćă čřşŕŕă | ¡šő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň \ĺśłń¿ůĺńĺ ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£" şňŋőęěŋĺě ŋă ůĺśńă.

Šěň ŋě ňěŋěě, ăąěńěćż čřşŕŕż £ćń£¿šś£ ůăśšŋżňĺ śńşůă£ňĺ ňőďşńěľ, ă ĺňěŋŋő, ňőďşń£- ňĺ ŋăď łőńĳűőň K = Z, ĺąő şňŋőęěŋĺě ŋă űěńżě ůĺśńă ěśšĳ ćŋşšřěŋŋěě śćőľśšćő ăąěńěćőľ čřşŕŕż: ćśěčďă ňőęŋő śůĺšăšĳ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ůšő

n · a^{def}= a + a + · · · + a n ; ŕřĺ n ≥ 0 −a − a − · · · − a −n ; ŕřĺ n < 0 ∀ n∈Z ; ∀ a∈A :

Ğăďăůă5.7. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň Z-ňőďşń£.

Ŕřĺćěď-ěŋŋżľ ćżÿě śŕĺśőł ăłśĺőň, łăł őążůŋő, ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ŋěśłőńĳłĺňĺ ĺŋšşĺšĺćŋő őęĺďăěňżňĺ śćőľśšćăňĺ ćěłšőřőć, ťőřňăńĳŋő ćżšěłă¿źĺňĺ ĺğ ăłśĺőň:

Ğăďăůă5.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ń¿ąőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕě 0 ěďĺŋśšćěŋěŋ, ă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ¡ńěňěŋš (−a) ł ¡ńěňěŋšş a őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő a. Ğăďăůă5.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ń¿ąőň K-ňőďşńě V śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćă: ă) 0 · v = 0∈V ∀ v ∈V ; ą) – · 0 = 0 ∀ –∈K ;

ć) (−1) · v = (−v) ∈ V ∀ v ∈V .

2.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě ’ : V1 −→ V2 ňěęďş ďćşň£ K-ňőďşń£ňĺ V1 ĺ V2 ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň K-ňőďşńěľ (ĺńĺ K-ńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň), ěśńĺ őŋő ŕěřěśšăŋőťőůŋő śő śńőęěŋĺěň ćěłšőřőć ĺ şňŋőęěŋĺěň ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă:

’(v + w) = ’(v) + ’(w) ĺ ’(–v) = –’(v) ; ∀ –∈K ; ∀ v; w ∈ V :

Čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ V^φ−−→ W ŋăğżćăěšś£ ňğőňőřťĺğňőň, ěśńĺ őŋ őąřăšĺň, š. ě. śşźěśšćşěš čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ W^ψ−−→ V , šăłőľ, ůšő ’ ĺ ’ { šőęďěśšćěŋŋżě őšőąřăęěŋĺ£. İŕĺňőřťĺğňż ĺ ňőŋőňőřťĺğňż | ¡šő čőňőňőřťĺğňż, łőšőřżě ŋă şřőćŋě ňŋőęěśšć £ćń£¿šś£ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ \ŋă" ĺ \ć" śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ğăďăůă5.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőľ čőňőňőřťĺğňă K-ňőďşńěľ V^φ−−→ W őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

ă) ’(0) = 0 ą) ’(−w) = −’(w) ć) ’(v − w) = ’(v) − ’(w) :

Łăł ĺ ďń£ čőňőňőřťĺğňă łőńěű, ŕőďňŋőęěśšćă

ker(’) = { v ∈V | ’(v) = 0 } ĺ im (’) = { w ∈W | ∃v ∈V : ’(v) = w }

ŋăğżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, £ďřőň ĺ oąřăğőň čőňőňőřťĺğňă V^φ−−→ W . Ć ¡šĺţ šěřňĺŋăţ ¡ŕĺňőřťŋőśšĳ ’ őğŋăůăěš řăćěŋśšćő im’ = W , ă łřĺšěřĺěň ňőŋőňőřťŋőśšĺ £ćń£ěšś£ 2.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. ker(’) = {0} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă V^φ−−→ W | ňőŋőňőřťĺğň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăćěŋśšćő ’(v1) = f(v2) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő v1 −v2 ∈ ker ’, ĺąő ’(v1 − v_2) = ’(v_1) − f(v_2). 2 2.2.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ěśńĺ V^φ−−→ W { čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ, šő ker(’) £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň ć V , ă im (’) { ŕőďňőďşńěň ć W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ůšőąż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő M £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň ć ňőďşńě V , ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ∀ –; — ∈ K ĺ ∀ u; v ∈ K łőňąĺŋăűĺ£ –u + —v šăłęě ńěęĺš ć M. Ěśńĺ ’(u) = ’(v) = 0, šő ’(–u + —v) = –’(u) + —’(v) = 0. Ěśńĺ w_1 = ’(v_1) ĺ w_2 = ’(v_2), šő –w_1 + —w_2 = –’(v_1) + —’(v_2) = ’(–v_1 + —v_2). 2 2.3. Ŕřĺňěřż ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ ňőďşńěľ. Łăł ňż şęě ćĺďěńĺ ć ğăď.5.6, ŕřĺňěřőň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ łőőřďĺŋăšŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕăřăčřăťă. Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřżě ďřşčĺě ŕřĺňěřż.

2.3.1. Ňŋőčőůńěŋż. §śŋő, ůšő K[x] £ćń£ěšś£ K-ňőďşńĳ. Ćśě ňŋőčőůńěŋż, śšěŕěŋĳ łőšőřżţ ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ůĺśńă, šăłęě őąřăğş¿š K-ňőďşńĳ^3, łőšőřżľ şęě ŋě £ćń£ěšś£ łőńĳűőň. Ňż ďăńěě ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ¡šőš ňőďşńĳ ůěřěğ P_n = P_n(K).

Ğăďăůă5.11. Ŕőśšřőľšě ĺğőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšćă ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋěĺ ŋě ćżÿě n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ k ś łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň k^{(n+1)}.

Őšőąřăęěŋĺě k[x]^{d/dx}−−−→ k[x] (k { ŕőńě), śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőňş ňŋőčőůńěŋş ěčő ŕřőĺğćőďŋş¿, £ćń£ěšś£ K-ńĺŋěľŋżň ¡ŋďőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšćă ňŋőčőůńěŋőć^4. Ěśńĺ char (k) = 0, šő ěčő őąřăğ śőćŕăďăěš śő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćőň (ŕőůěňş?), ă £ďřő ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋşńĳ (ŕőůěňş?).

Ğăďăůă5.12. Őŕĺÿĺšě ker(d=dx) ĺ im (d=dx), ěśńĺ char (k) = p ≠ 0. Ŕşśšĳ f(x) ∈ k[x] | ŋěłĺľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n. Őšőąřăęěŋĺě res_f , śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőňş ňŋőčőůńěŋş g(x) ∈ k[x] ěčő őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă f, £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň kňőďşńěľ, őšőąřăęă¿źĺň k[x] ŋă ŕřőśšřăŋśšćő P_{n−1} ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě, ůěň (n−1). İšőš čőňőňőřťĺğň ś¿řžěłšĺćěŋ, ă ěčő £ďřő śőćŕăďăěš ś ĺďěăńőň (f) ∈ k[x].

3őšňěšĺň, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőľ śšěŕěŋĺ ŋě £ćń£ěšś£ K-ňőďşńěň 4aŋăńőčĺůŋő, ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě, ŕěřěţőď ł ŕřěďěńş ĺ š. ď. šăłęě £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ć śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ťşŋłűĺľ

Ğăďăůă5.13. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺě ’ : k[x]=(f) −→ Pn−1, ŕěřěćőď£źěě łńăśś g( mod f) ć res_f (g) łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋő ĺ £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

2.3.2. Řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ. Ěśńĺ k ⊂ K | řăśÿĺřěŋĺě ŕőńěľ, šő ŕőńě K ůăśšő ążćăěš şďőąŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď k. Ěśńĺ K = k[#] { ăńčěąřăĺůěśłőě řăśÿĺřěŋĺě ŕřĺ ŕőňőźĺ ¡ńěňěŋšă #, şďőćńěšćőř£¿źěčő ňĺŋĺňăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿

Q(#) = #^n + q_1#^{n−1} + · · · + q_{n−1}# + q_n = 0

śšěŕěŋĺ n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ k, šő K łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď k, ĺğőňőřťŋő łőőřďĺŋăšŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş k^n. Ć śăňőň ďěńě, ćő ńěłűĺĺ 3 ňż ćĺďěńĺ, ůšő ¡ńěňěŋšż ŕőń£ K őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćă¿šś£ ňŋőčőůńěŋăňĺ őš # śšěŕěŋĺ ≤ (n − 1), ŕřĺů-ěň šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě śőčńăśőćăŋő śő śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ŋă ůĺśńă ĺğ k. Śőŕőśšăćń££ ňŋőčőůńěŋş śšőńąěű ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ňż ĺ ŕőńşůĺň ĺğőňőřťĺğň ňěęďş K ĺ k^n. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ŕőńě k | łőŋěůŋőě ŕőńě ĺğ q ¡ńěňěŋšőć, šő ŕőńě K ąşďěš ŕőńěň ĺğ q^n ¡ńěňěŋšőć.

Ğăďăůă5.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ć ń¿ąőň łőŋěůŋőň ŕőńě £ćń£ěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšőčő ůĺśńă.

Şłăğăŋĺě: ŕřěďśšăćĳšě łőŋěůŋőě ŕőńě łăł řăśÿĺřěŋĺě ŕřőśšőčő ŕőďŕőń£ ŕřĺ ŕőňőźĺ őďŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ¡ńěňěŋšă, ĺńĺ ďőęďĺšěśĳ Ŕř.3.7.1 Ěśńĺ K £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň ăńčěąřăšůěśłĺň řăśÿĺřěŋĺ£ň ŕőń£ Q, šő ěčő ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł ŕőńŋőűěŋŋőě čěőňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ňőęŋő ğăŋĺňăšĳś£ \ŋăśšő£- źěľ" ŋăčń£ďŋőľ čěőňěšřĺěľ, ůšő ŕőğćőń£ěš ¡ńěčăŋšŋő ďőłăğżćăšĳ šřşďŋżě ăřĺťňěšĺůěśłĺě šěőřěňż ĺ ćżńĺńőśĳ ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ ć űěńş¿ ŋăşłş, ĺňěŋşěňş¿ čěőňěšřĺěľ ůĺśěń.

2.3.3. Ňőďşńĺ ĺ ĺďěăńż. Ěśńĺ őšćńěůĳś£ őš čěőňěšřĺĺ, šő ś ăńčěąřăĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňőďşńĳ ěśšĳ őąőąźěŋĺě ĺďěăńă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śőŕőśšăćńěŋĺě őŕřěďěńěŋĺľ ŕőłăğżćăěš, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő I ⊂ K šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ K-ŕőďňőďşńěň, łőčďă I | ¡šő ĺďěăń ć K. Ć ńěłűĺ£ţ 2,3 ňż ğăďăćăńĺ ĺďěăńż őąřăğş¿źĺňĺ, š. ě. ŕřěďśšăćń£ńĺ ĺţ ć ćĺďě

I = (a_1; a_2; : : : ; a_m) = a_1K + a_2K + · · · a_mK :

Ňőďşńĺ šőęě şďőąŋő ğăďăćăšĳ őąřăğş¿źĺňĺ (ĺńĺ ŕőřőęďă¿źĺňĺ ) ¡ńěňěŋšăňĺ (śř. ś n^o 1.6).

x3. Őąřăğş¿źĺě, ąăğĺśż ĺ ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ.

3.1. Őąřăğş¿źĺě. Ŕřő (ćőğňőęŋő ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăąőř ćěłšőřőć {vi} K-ňőďşń£ V čőćőř£š, ůšő őŋ ŕőřőęďăěš V , ěśńĺ łăęďżľ ćěłšőř v ∈V ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőŋěůŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć v_i ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ K, š. ě. ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě:

v = x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_ne_n ś x_i ∈K : (5-1)

Ćěłšőřż v_i ć ¡šőň śńşůăě ŋăğżćă¿šś£ őąřăğş¿źĺňĺ ňőďşń£ V ŋăď K.

Ňőďşńĳ ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋżň, ěśńĺ őŋ ďőŕşśłăěš łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő őąřăğş¿źĺţ.

3.2. Ąăğĺśż ĺ łőőřďĺŋăšż. Ŋăąőř ćěłšőřőć {ei} ⊂ V (ćőğňőęŋő ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăğżćăěšś£

ąăğĺśőň, ěśńĺ őŋ ŕőřőęďăěš V ĺ ďń£ ń¿ąőčő v ∈ V śşźěśšćşěš řőćŋő őďŋő řăğńőęěŋĺě (5-1): v =^∑ x_ie_i, š. ě. ĺğ řăćěŋśšćă_∑ x_ie_i =^∑ y_ie_i

ćżšěłăěš, ůšő x_i = y_i ∀i. Ŕřĺ ¡šőň łő¡ťťĺűĺěŋšż x_i řăğńőęěŋĺ£ v =^∑ x_ie_i ŋăğżćă¿šś£ łőőřďĺŋăšăňĺ ćěłšőřă v ć ąăğĺśě e_i. Ňőďşńĺ, őąńăďă¿źĺě ąăğĺśőň, ŋăğżćă¿šś£ śćőąőďŋżňĺ.

3.3. Ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ. Ŋăąőř ćěłšőřőć {vi} ć K-ňőďşńě V ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋő-

ŋěğăćĺśĺňżň, ěśńĺ ĺğ šőčő, ůšő łőŋěůŋă£ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£^∑ –_iv_i ćěłšőřőć ĺğ ¡šőčő ŋăąőřă řăćŋă ŋşńěćőňş ćěłšőřş, ćżšěłăěš, ůšő ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż –_i | ŋşńěćżě.

Ŋăŕřőšĺć, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřżţ x_i, śřěďĺ łőšőřżţ ěśšĳ ŋěŋşńěćżě, ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő ∑ x_iv_i = 0, šő ŋăąőř {v_i} ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺňżň, ă śăňő ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĳ¿.

3.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕőřőęďă¿źĺľ ŋăąőř ćěłšőřőć šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň, łőčďă őŋ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ^∑ –iei = 0 ĺ ŋě ćśě –i ŋşńěćżě, šő ćś£łĺľ ćěłšőř v =^∑ xiei ňőęŋő

ĺŋăůě řăğńőęĺšĳ ć ćĺďě v =^∑(x_i + –_i)e_i.

Ŋăőąőřőš, ěśńĺ v =^∑ x_ie_i =^∑ y_ie_i | ďćă řăğńĺůŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őďŋőčő ćěłšőřă, šő ŕěřěŋőś£ ŕřăş¿ ůăśšĳ ć śěřěďĺŋş, ŕőńşůăěň ńĺŋěľŋş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ^∑(x_i − y_i)v_i = 0. 2 3.4. Łřşůěŋĺě. Řăğşňěěšś£, ŋěćěřŋő, ůšő ń¿ąőľ ňőďşńĳ śćőąőďěŋ. Ŕřőśšěľÿĺň^5 ŕřěŕ£šśšćĺěň ł śćőąőďě £ćń£ěšś£ łřşůěŋĺě. İńěňěŋš v K-ňőďşń£ V ŋăğżćăěšś£ ¡ńěňěŋšőň łřşůěŋĺ£, ěśńĺ v ≠ 0 ĺ ŋăąőř {v}, śőśšő£źĺľ ĺğ őďŋőčő ¡šőčő ćěłšőřă, ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň, š. ě. –v = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő ŋěŋşńěćőčő – ∈ K.

Ěśńĺ I ⊂ K { ĺďěăń ć K, šő ¡ńěňěŋšż łřşůěŋĺ£ ć K-ňőďşńě I | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ďěńĺšěńĺ ŋşń£ ć I. Ŋő ďăęě ěśńĺ K | ¡šő űěńőśšŋőě łőńĳűő, K-ňőďşńĺ, ŋě £ćń£¿źĺěś£ ĺďěăńăňĺ, ćŕőńŋě ňőčşš ĺňěšĳ łřşůěŋĺě.

Ŋăŕřĺňěř, ňŋőęěśšćő ćżůěšőć Z=nZś őŕěřăűĺěľ śńőęěŋĺ£ £ćń£ěšś£ ăąěńěćőľ čřşŕŕőľ, ă śšăńő ążšĳ, Z-ňőďşńěň. Ąőńěě šőčő, őŋ ňőęěš ążšĳ ŕőřőęď-ěŋ ŋăď Zőďŋĺň ¡ńěňěŋšőň.

Ğăďăůă5.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ m ćğăĺňŋő ŕřőśšő ś n, šő łńăśś v( mod n) ŕőřőęďăěš Z-ňőďşńĳ Z=nZ.

Ćňěśšě ś šěň, ćśě ¡ńěňěŋšż ć Z=nZ£ćń£¿šś£ ¡ńěňěŋšăňĺ łřşůěŋĺ£, ĺąő ∀ a ∈ Z=nZ, łńăśś na( mod n) řăćěŋ ŋşń¿ ć Z=nZ, ţőš£ n ≠ 0 ć Z. Ŕő¡šőňş ń¿ąőľ ŋăąőř ćěłšőřőć ĺğ Z=nZ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň, ĺ ğŋăůĺš, ć ¡šőň ňőďşńě ŋěš ąăğĺśă.

Ğăďăůă5.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšż łřşůěŋĺ£ ćňěśšě ś ŋşńěćżň ćěłšőřőň śőśšăćń£¿š ŕőďňőďşńĳ ć ń¿ąőň K-ňőďşńě V ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K (őŋ őąőğŋăůăěšś£ Tors(V ) ĺ ŋăğżćăěšś£ ŕőďňőďşńěň łřşůěŋĺ£)

3.5. Łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě śćőąőďŋżě ňőďşńĺ. Łőőřďĺŋăšŋżľ ňőďşńĳ K^n őŕřěďěń£- ěšś£ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K ďőśńőćŋő šăłęě, łăł ĺ łőőřďĺŋăšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő k^n. Őšňěšĺň, ůšő łăł ňŋőęěśšćő őŋ śőćŕăďăěš ś n-łřăšŋőľ ŕř£ňőľ śşňňőľ łőńĳűă

5ŋő, łőŋěůŋő, ŋě ěďĺŋśšćěŋŋżň

K śăňőčő ś śőąőľ, ŋő ňż ğăążćăěň ůăśšĳ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőľ śšřşłšşřż, ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě ńĺÿĳ şňŋőęěŋĺě ŋă ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż (–; –; : : : ; –) ⊂ K^{⊕n}.

Ěśńĺ V | łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ śćőąőďŋżľ K-ňőďşńĳ ś ąăğĺśőň (e_1; e_2; : : : ; e_n), šő śőŕőśšăćń££ ŕřőĺğćőńĳŋőňş ćěłšőřş v ∈ V śšőńąěű ĺğ ěčő łőőřďĺŋăš ć ¡šőň ąăğĺśě, ňż ŕőńşůĺň ĺğőňőřťĺğň V ś K^n.

Ğăďăůă5.17. Şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň.

Ŋăőąőřőš, ťĺłśăűĺ£ ŋěłőšőřőčő ĺğőňőřťĺğňă » : V −→ K^n řăćŋőśĺńĳŋă ćżąőřş ąăğĺśă ć V | ć łăůěśšćě ąăğĺśŋżţ ňőęŋő ćğ£šĳ ŕřőőąřăğż śšăŋďăřšŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ĺğ K^n.

Ğăďăůă5.18. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šĺ ŕřőőąřăğż ďěľśšćĺšěńĳŋő őąřăğş¿š ąăğĺś. Šăłĺň őąřăğőň, ĺğőňőřťĺğňż V^∼−−→ K^n ąĺěłšĺćŋő śőőšćěšśšćş¿š ąăğĺśăň ĺğ n ćěłšőřőć ć V . Ć śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ ňż ďőłăęěň^6, ůšő ňőďşńĺ K^n ĺ K^m ŋěĺğőňőřťŋż ŕřĺ n ≠ m. Ŕő¡šőňş ůĺśńő ćěłšőřőć ćő ćśěţ ąăğĺśăţ ŕřőĺğćőńĳŋőčő śćőąőďŋőčő ňőďşń£ V őďŋő ĺ šő ęě. Őŋő ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň śćőąőďŋőčő ňőďşń£ ĺ őąőğŋăůăěšś£ rk V .

Ğăďăůă5.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ ≤ n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K śőśšăćń£¿š śćőąőďŋżľ K-ňőďşńĳ řăŋčă (n + 1).

3.6. Čőňőňőřťĺğňż ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£. Ŕşśšĳ ’ : V −→ W | čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ, ĺ ňőďşńĳ V ŕőřőęďăěšś£ (ćőğňőęŋő ąěśłőŋěůŋżň) ŋăąőřőň őąřăğş¿źĺţ {e_i}. Šőčďă ’ őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ĺţ őąřăğăň ’(e_i) ∈ W . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăğńőęĺć ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v ∈ V ŕő e_i: v =^∑ x_ie_i, ňż ŕőńşůăěň

f(v) =^∑ x_i’(e_i) :

Ŋăőąőřőš, ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ćżąřăć ćěłšőřż w_i ∈ W , ňőęŋő ŕőŕżšăšĳś£ ğăďăšĳ čőňőňřťĺğň V^φ−−→ W , ŕőńăčă£ ’(e_i) = w_i ĺ řăśŕřőśšřăŋ££ ěčő ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě v ∈ V ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřěďżďşźěľ ťőřňşńż (¡šő ŋăğżćăěšś£ ŕřőďőńęěŋĺěň ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ šěőřěšĺłőňŋőęěśšćěŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ e_i −→ w_i). Őďŋăłő, šăłőě ğăďăŋĺě čőňőňřťĺğňă ňőęěš őłăğăšĳś£ ŋěłőřřěłšŋżň, ŕőśłőńĳłş ćěłšőř v ňőęěš ĺňěšĳ ŋěśłőńĳłő řăğŋżţ ćżřăęěŋĺľ ůěřěğ őąřăğş¿źĺě.

Řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, Z-ňőďşńĺ V = Z=nZĺ W = Z. Šőčďă V ŕőřőęďăěšś£ őďŋĺň ¡ńěňěŋšőň [1] = 1( mod n), ĺ ŕőńăŋă£ f([1]) = k ∈ Z, ňż ŕőńşůĺň čőňőňőřťĺğň ńĺÿĳ ć ěďĺŋśšćěŋŋőň śńşůăě: ŕřĺ k = 0. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć Z=nZćżŕőńŋěŋő śőőšŋőÿěŋĺě n[1] = [0], ĺ ěśńĺ ’ { čőňőňőřťĺğň, šő ć Zďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ śőőšŋőÿěŋĺě:

n’([1]) = ’(n[1]) = ’(0) = 0 ;

őšłşďă f([1]) = 0, ĺąő Z{ űěńőśšŋőě łőńĳűő.

3.6.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ďń£ šőčő ůšőąż őšőąřăęěŋĺě ei −→ wi, wi ∈ W , ňőęŋő ążńő ŕřőďőńęĺšĳ ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ ďő čőňőňőřťĺğňă ňőďşń£, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ćěłšőřăňĺ e_i, ć ňőďşńĳ W , ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ćś£łă£ łőŋěůŋă£ ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ

–_1e_1 + –_2e_2 + · · · + –_ne_n = 0

6ďń£ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ňż śďěńăěň ¡šő şęě ć Śń.3.7.5

ňěęďş ćěłšőřăňĺ e_i ć V ćńěłńă ąż šőůŋő šăłş¿ ęě ğăćĺśĺňőśšĳ

–_1w_1 + –_2w_2 + · · · + –_nw_n = 0

ňěęďş ćěłšőřăňĺ w_i ć W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć őďŋş śšőřőŋş şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ čőňőňřťĺğňă: ěśńĺ ’ { čőňőňőřťĺğň, šő ∑ –_iw_i =^∑ –_i’(e_i) = ’(^∑ –_ie_i) = ’(0) = 0 ;

łăł šőńĳłő^∑ –_ie_i = 0.

Ŋăőąőřőš, ŕřőćěřĺň, ůšő ŕřőďőńęěŋĺě ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ łőřřěłšŋő, ěśńĺ šőńĳłő ćśě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş e_i ćżŕőńŋěŋż ĺ ňěęďş w_i. Ŕşśšĳ

v = x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_ne_n = y_1e_1 + y_2e_2 + · · · + y_ne_n

ďćă řăğŋżţ řăğńőęěŋĺ£. Šőčďă^∑(x_i − y_i)e_i = 0, ĺ ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿,^∑(x_i − y_i)w_i = 0. Ŋő šőčďă ĺ x_1w_1 + x_2w_2 + · · · + x_nw_n = y_1w_1 + y_2w_2 + · · · + y_nw_n ć W , ĺ śšăńő ążšĳ ’(v) ŋě ğăćĺśĺš őš šőčő, łăłĺň ĺğ řăğńőęěŋĺľ ŕőńĳğőćăšĳś£. 2 Ğăďăůă5.20. Ěśńĺ ňőďşńĳ W ŋě ĺňěěš łřşůěŋĺ£, šő ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň V^φ−−→ W ŕěřěćőďĺš ćśě ¡ńěňěŋšż łřşůěŋĺ£ ĺğ V ć ŋşńĳ.

3.6.2. Śńěďśšćĺě. Ňőďşńĳ V šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ śćőąőďŋżň ś (ćőğňőęŋő, ąěśłőŋěůŋżň) ąăğĺśőň E = {e_i}, łőčďă ćś£łőě šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě E −→ W ĺğ ňŋőęěśšćă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ć ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőďşńĳ W ňőęěš ążšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ŕřőďőńęěŋő ďő čőňőňřťĺğňă V −→ W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő, ůšő ń¿ąőě šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ąăğĺśă śćőąőďŋőčő ňőďşń£ ć ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőďşńĳ ňőęŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ŕřőďőńęĺšĳ ďő čőňőňřťĺğňă ňőďşńěľ, ćżšěłăěš ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ŕřěďżďşźěčő ŕřěďńőęěŋĺ£.

Ŋăőąőřőš, ŕşśšĳ ŋěłĺľ ŋăąőř ćěłšőřőć {e_1; e_2; : : : ; e_n} ŋěłőčő ňőďşń£ V őąńăďăěš şłăğăŋŋżň ć śńěďśšćĺĺ śćőľśšćőň. Ćőğĳň-ěň ć łăůěśšćě W śćőąőďŋżľ ňőďşńĳ ś n őąřăğş¿źĺňĺ (w_1; w_2; : : : ; w_n) ĺ őšőąřăğĺň ąĺěłšĺćŋő e_i ŋă w_i. Šőčďă ¡šő őšőąřăęěŋĺě ŕřőďőńęăěšś£ ďő čőňőňőřťĺğňă ňőďşńěľ V^φ−−→ W . İšőš čőňőňőřťĺğň £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň, ĺąő ş ŋěčő ěśšĳ őąřăšŋżľ | čőňőňőřťĺğň W^ψ−−→ V , łőšőřżľ ŕřőďőńęăěš ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺě w_i −→ e_i (őŋ śşźěśšćşěš ŕő ŕřěďżďşźěňş ăąğăűş). Ć śăňőň ďěńě, łőňŕőğĺűĺ£ V^{ψφ}−−−→ V ěśšĳ čőňőňőřťĺğň, łőšőřżľ ŕřőďőńęăěš šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ĺğ e_i ć śěą£, ă śšăńő ążšĳ, śőćŕăďăěš ś šőęďěśšćěŋŋżň őšőąřăęěŋĺěň (ćśńěďśšćĺě ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ŕřőďőńęěŋĺ£). Ăŋăńőčĺůŋő, łőňŕőğĺűĺ£ W^{φψ}−−−→ W ąşďěš šőęďěśšćěŋŋżň őšőąřăęěŋĺěň ĺğ W ć W . 2 3.7. Łőŋěůŋőňěřŋżě ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő k | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě. Łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď k ŋăğżćă¿šś£ łőŋěůŋőňěřŋżňĺ. Šěőřĺ£ łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ňŋőčő ŕřőźě, ůěň šěőřĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ňőďşńěľ, ŕőśłőńĳłş ć ŋěľ ŋě ćőğŋĺłăěš ŋĺłăłĺţ ŋěŕřĺ£šŋőśšěľ, ść£ğăŋŋżţ ś ŋěśćőąőďőľ ĺ ŋěőďŋőğŋăůŋőśšĳ¿ řăğńőęěŋĺ£ ć ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ.

Ğăďăůă5.21. Ŕşśšĳ k { ŕőńě. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć fi(x) ∈ k[x], i = 0; 1; 2; : : : ; n, šăłĺţ ůšő deg(f_i) řăćŋă ć šőůŋőśšĺ i, śőśšăćń£ěš ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ≤ n ŋăď k.

3.7.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łőě łőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őąńăďăěš ąăğĺśőň, ŕřĺů-ěň ¡šőš ąăğĺś ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ń¿ąőľ ŋăŕěř-ěď ğăďăŋŋőľ śĺśšěňż őąřăğş¿źĺţ şďăń££ ĺğ ĺğ ŋě-ě (ěśńĺ ŋăďő) ŋěłőšőřżě ćěłšőřż^7.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ V { ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň k, ŕőřőęď-ěŋŋőě łőŋěůŋżň ŋăąőřőň ćěłšőřőć (e_1; e_2; : : : ; e_n). Ĺğ ćśěţ šăłĺţ ŋăąőřőć ňż ćżąěřěň ŋăąőř, śőśšő£źĺľ ĺğ ŋăĺňěŋĳÿěčő ćőğňőęŋőčő łőńĺůěśšćă ćěłšőřőć. Ŕőłăęěň, ůšő őŋ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ^∑ –_ie_i = 0, ĺ śłăęěň, –_n ≠ 0. Šőčďă

e_n = −^{n−1∑}_{i=1}

–_i –_n e_i

ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ŕěřćżě (n−1) ćěłšőřőć, ĺ ŕőďśšăćń££ ¡šő ćżřăęěŋĺě ć řăğńőęěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă v ∈ V ůěřěğ e_i, ňż ćĺďĺň, ůšő V ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ŕőřőęďăěšś£ ŕěřćżňĺ (n − 1) ćěłšőřăňĺ ŋăÿěľ śĺśšěňż ćőŕřěłĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿. 2 3.7.2. Śńěďśšćĺě. Ćś£łőě łőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň k ĺğőňőřťŋő ŋěłőšőřőňş łőőřďĺŋăšŋőňş ćěłšőřŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş k^n. 2 3.7.3. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łĺľ ŕăąőř (v1; v2; : : : ; vm) ĺğ m > n ćěłšőřőć ć k^n ńĺŋěľŋőğăćĺśĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ A | ¡šő ňăšřĺűă, śőśšăćńěŋŋă£ ĺğ ćěłšőř-śšőńąűőć vi. Ŕőďőąřăšĳ ŋěŋşńěćőľ ŋăąőř łőŋśšăŋš x_i, ďă¿źĺţ ńĺŋěľŋş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ

x_1v_1 + x_2v_2 + · · · + x_mv_m = 0

¡šő šő ęě śăňőě, ůšő ŋăľšĺ ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż őďŋőřőďŋżţ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ

A x_1 x_2 . . x_m = 0 0 . . 0 :

Łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ć ŋăÿěň śńşůăě, łőčďă şřăćŋěŋĺľ ňěŋĳÿě, ůěň ŋěĺğćěśšŋżţ, ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě ćśěčďă śşźěśšćşěš.

2_7

ňăÿĺŋěřĺ£ \šřăŋśťĺŋĺšŋőľ" šěőřĺĺ ňŋőęěśšć (šěőřěňă Űěřňěńő ĺńĺ ńěňňă Űőřŋă) ŕőğćőń£ěš řăśŕřőśšřăŋĺšĳ ŕřĺćőďĺňőě ŋĺęě ďőłăğăšěńĳśšćő ĺ ŋă śńşůăľ ŕřőśšřăŋśšć, ŕőřőęď-ěŋŋżţ ąěśłőŋěůŋżňĺ śěňěľśšćăňĺ őąřăğş¿źĺţ, šăł ůšő ŕřěďńőęěŋĺě śőţřăŋ£ěš śĺńş ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć

3.7.4. Śńěďśšćĺě. Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă k^m ĺ k^n ĺğőňőřťŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă m = n. 2 3.7.5. Śńěďśšćĺě. Ćśě ąăğĺśż łőŋěůŋőňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V śőśšő£š ĺğ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ůĺśńă ćěłšőřőć (¡šő ůĺśńő ŋăğżćăěšś£ řăğňěřŋőśšĳ¿ V ĺ őąőğŋăůăěšś£ dimV ). 2 3.7.6. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżľ ŋăąőř ćěłšőřőć ňőęěš ążšĳ ďőŕőńŋěŋ ďő ąăğĺśă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šőůŋő šăłęě, łăł ĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě Ŕř.3.7.1, ńěčłő şćĺďěšĳ, ůšő ěśńĺ ćěłšőř v ŋě ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňżľ ŋăąőř ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_m), šő ŋăąőř (v; v_1; v_2; : : : ; v_m ) šăłęě ąşďěš ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺň. Ďőąăćń££ šăłĺň őąřăğőň ł ŋăąőřş ŋőćżě ćěłšőřż ňż ć łőŋűě łőŋűőć ŕőńşůĺň ąăğĺś, ĺąő ůĺśńő ćěłšőřőć ć ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňőň ŋăąőřě ŋě ňőęěš ŕřěćżśĺšĳ dim V . 2 3.7.7. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ V^φ−−→ W | čőňőňőřťĺğň łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Šőčďă ć V ĺ W ňőęŋő šăł ćżąřăšĳ ąăğĺśż (v_1; v_2; : : : ; v_n) ĺ (w_1; w_2; : : : ; w_m), ůšő

f(e_i) = { w_i ; ŕřĺ 1 ≤ i ≤ r 0 ; ŕřĺ r < i ≤ m ;

ŕřĺů-ěň ůĺśńő r = dim(im ’) = dim(V ) − dim(ker ’) ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśőć. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżąěřěň ąăğĺś ć ker ’ ⊂ V , őąőğŋăůĺň ěčő ůěřěğ (vr+1; : : : ; vn) (¡šő őŕřěďěńěŋĺě ůĺśńă r), ĺ ďőŕőńŋĺň ěčő ďő ąăğĺśă (v_1; v_2; : : : ; v_n) ć V . Ćěłšőřż

’(v_1); ’(v_2); : : : ; ’(v_r)

ŕőřőęďă¿š im’ (ĺąő őśšăńĳŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż V ŕěřěţőď£š ć ŋşńĳ) ĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ŕőśłőńĳłş ĺğ řăćěŋśšćă

0 =^{r∑}_{i=1} –_i’(v_i) = ’ ( r ∑ i=1 –_iv_i )

ćżšěłăěš řăćěŋśšćő^{r∑}_{i=1} –_iv_i ∈ ker ’, őğŋăůă¿źěě, ůšő ¡šă śşňňă ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ćěłšőřż v_{r+1}; : : : ; v_n, ůšő ĺğ-ğă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŕő ąăğĺśş ćőğňőęŋő ńĺÿĳ ŕřĺ r∑ i=1 –_iv_i = 0, š. ě. šőńĳłő ěśńĺ ćśě –_i − 0. Šěň śăňżň, ćěłšőřż w_i^{def}= ’(v_i) ś 1 ≤ i ≤ r śőśšăćń£- ¿š ąăğĺś ć im ’. Ďőŕőńŋ££ ¡šőš ąăğĺś ďő ąăğĺśă(w_1; w_2; : : : ; w_m) ć W ŕőńşůăěň şšćěřęďěŋĺě ŕřěďńőęěŋĺ£. 2

x4. Ňăšřĺůŋżľ ťőřňăńĺğň

4.1. Ćěłšőřż łăł ňăšřĺűż. Şśńőćĺňś£ ğăŕĺśżćăšĳ ŋăąőřż ćěłšőřőć ňăšřĺűăňĺ-śšřő-łăňĺ, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřżţ śńşęăš ¡šĺ ćěłšőřż, ă ŋăąőřż ůĺśěń^8 | ňăšřĺűăňĺ-śšőńąűăňĺ, śőśšăćńěŋŋżňĺ ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń. Ďőčőćőřĺňś£ šăłęě, ůšő ćěłšőřż ňőęŋő şňŋőęăšĳ ŋă ůĺśńă ĺ śŕřăćă ĺ śńěćă, ŕőńăčă£ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ v · –^{def}= –v.

Ć ¡šĺţ śőčńăÿěŋĺ£ţ řăćěŋśšćő v =^{n∑}_{i=1} x_iv_i ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ňăšřĺůŋőě řăćěŋśšćő

(v) = (v_1; v_2; : : : ; v_n) x_1 x_2 . . x_n ;

čďě (v) ěśšĳ 1 × 1-ňăšřĺűă ś ěďĺŋśšćěŋŋżň ¡ńěňěŋšőň v.

4.2. Ňăšřĺűż ŕěřěţőďă. Ŕşśšĳ (v1; v2; : : : ; vs) | łăłőľ-ńĺąő ŋăąőř ćěłšőřőć K-ňőďşń£ V , ŕőřőęď-ěŋŋőčő ćěłšőřăňĺ (e_1; e_2; : : : ; e_n). Ňăšřĺűş řăğňěřă n × s, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺľ ćěłšőřőć v_i ŕő őąřăğş¿źĺň e_i, ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă őš v_i ł e_i ĺ őąőğŋăůăšĳ C_{ev}. Őšňěšĺň, ůšő ¡šő őąőğŋăůěŋĺě ŋě ćŕőńŋě łőřřěłšŋő, ĺąő ěśńĺ e_i ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺňż, šő ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ ňŋőčő řăğŋżţ ňăšřĺű ŕěřěţőďă. Šěň ŋě ňěŋěě, ń¿ąă£ ĺğ ŋĺţ, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, şďőćńěšćőř£ěš ňăšřĺůŋőňş řăćěŋśšćş

(v_1; v_2; : : : ; v_s) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)C_{ev} :

Ěśńĺ ŋăąőř (v_1; v_2; : : : ; v_s) šăłęě ŕőřőęďăěš V , šő ŋăř£ďş ś ňăšřĺűěľ C_{ev} ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ňăšřĺűş ŕěřěţőďă C_{ve} őš e_i ł v_i, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺľ ćěłšőřőć e_i ůěřěğ őąřăğş¿źĺě v_i. Ćőğŋĺłăěš řăćěŋśšćő

(e_1; e_2; : : : ; e_n) = (v_1; v_2; : : : ; v_s)C_{ve} = (e_1; e_2; : : : ; e_n)C_{ev}C_{ve} ;

łőšőřőě őğŋăůěš, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě C_{ev}C_{ve} £ćń£ěšś£ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă C_{ee} ŋăąőřă e_i ł śăňőňş ęě ŋăąőřş e_i, š. ě. ĺňěěš ć łăůěśšćě śšőńąűőć łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć e_i ŕő śăňĺň śěąě.

Ďőŕşśšĺň šěŕěřĳ, ůšő ŋăąőř ćěłšőřőć e_i śőśšăćń£ěš ąăğĺś ć V . Šőčďă řăğńőęěŋĺě łăęďőčő e_i ŕő ¡šőňş ąăğĺśş ěďĺŋśšćěŋŋő: e_i = e_i, ĺ ňăšřĺűă C_{ee} | ¡šő ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă E řăğňěřă n× n. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ń¿ąőčő ąăğĺśă (e_1; e_2; : : : ; e_n) ĺ ń¿ąőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_s), ŕőřőęďă¿źěčő V , ňż ĺňěěň śőőšŋőÿěŋĺě

C_{ev}C_{ve} = E :

4.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ŋăąőř ćěłšőřőć (e1; e2; : : : ; en) £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň śćőąőďŋőčő ňőďşń£ V ŋăď łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K. Ďřşčőľ ŋăąőř ĺğ n ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n) šőčďă

8őążůŋő ¡šő ąşďşš łőőřďĺŋăšż ĺńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ŕő őąřăğş¿źĺň

ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň V , łőčďă ňăšřĺűă ŕěřěţőďă C_{ev} őąřăšĺňă ć Mat_n(K). Ŕřĺ ¡šőň ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ŕěřěţőď ąşďěš ğăďăćăšĳś£ őąřăšŋőľ ňăšřĺűěľ C_{ve} = C^{−1}_{ev} . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć őďŋş śšőřőŋş ňż ćś-ě şęě ďőłăğăńĺ: ěśńĺ (v1; v2; : : : ; vn) | ąăğĺś ć V , šő łăł ňż ćĺďěńĺ ćżÿě, ňăšřĺűż ŕěřěţőďă őą£ğ£ŋż şďőćńěšćőř£šĳ śőőšŋőÿěŋĺ£ň C_{ev}C_{ve} = C_{ve}C_{ev} = E, čďě E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă řăğňěřă n × n.

Ďőłăęěň ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ ĺňńĺłăűĺ¿. Ŕşśšĳ C_{ev} őąřăšĺňă ć Mat_n(K). Šőčďă ĺğ řăćěŋśšćă (v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)C_{ev} ćżšěłăěš, ůšő (e_1; e_2; : : : ; e_n) = (v_1; v_2; : : : ; v_n)C^{−1}_{ev} . Ŕőłăęěň, ůšő v_i ŕőřőęďă¿š V . Ćś£łĺľ ćěłšőř v ∈ V ĺňěěš řăğńőęěŋĺě ćĺďă

v =^∑ x_ie_i = (e_1; e_2; : : : ; e_n) x_1 x_2 . . x_n

= (v_1; v_2; : : : ; v_n)C^{−1}_{ev} x_1 x_2 . . x_n ;

łőšőřőě ŕőłăğżćăěš, ůšő v =^∑ y_iv_i, čďě y_1 y_2 . . y_n

= C^{−1}_{ev} x_1 x_2 . . x_n

. Őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő

ŋăąőř (v_1; v_2; : : : ; v_n) ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺň. Ŕşśšĳ ∑ –_iv_i = (v_1; v_2; : : : ; v_n)

–_1 –_2 . . –_n

= 0 :

Ŕőďśšăćń££ (v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)C_{ev}, ŕőńşůĺň^∑ —_ie_i = 0, čďě

—_1 —_2 . . —_n

= C_{ev}

–_1 –_2 . . –_n . Ŕőśłőńĳłş e_i ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż, ńěćżľ śšőńąěű ŕőśńěďŋěčő řăćěŋśšćă ďőńęěŋ ążšĳ ŋşńěćżň. Şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ ŋă C^{−1}_{ev} ŕőńşůăěň, ůšő ĺ śšőńąěű ĺğ –_i šőęě ŋşńěćőľ. Ĺšăł, v_i { ¡šő šőęě ąăğĺś ć V .

2_{Őšňěšĺň, ůšő ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż ćżšěłăěš śńěďş¿źěě ŕřăćĺńő ďń£ ŕěřěśů-ěšă łő-}

őřďĺŋăš:

4.2.2. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ (e1; e2; : : : ; en) ĺ (v1; v2; : : : ; vn) | ďćă ąăğĺśă ć śćőąőďŋőň ňőďşńě V ĺ x^e_i ĺ x^v_i | łőőřďĺŋăšż őďŋőčő ĺ šőčő ęě ćěłšőřă w ∈ V ć ¡šĺţ ąăğĺśăţ, šő

x^e_1 x^e_2 . . x^e_n

= C_{ev} x^v_1 x^v_2 . . x^v_n :

2 4.3. Ňăšřĺűż čőňőňőřťĺğňőć. Ŕşśšĳ V = K^n, W = K^m | śćőąőďŋżě ňőďşńĺ, ĺ A | ŋěłă£ ňăšřĺűă řăğňěřă m × n ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ K. Čőňőňőřťĺğň

—_A : K^n −→ K^m :

x_1 x_2 . . x_n −→ A x_1 x_2 . . x_n ∈ K^m

ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň şňŋőęěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş A

Ğăďăůă5.22. Ŕřőćěřĳšě, ůšő —A ěśšĳ čőňőňőřťĺğňőň K-ňőďşńěľ.

4.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ K^{n φ}−−→ K^m £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň şňŋőęěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş, łőšőřă£ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ’ ĺ ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ čőňőňőřťĺğňă ’.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ei ∈ K^n | śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ˘ ňăšřĺűş řăğňěřă m × n, śšőńąűż łőšőřőľ śşšĳ ćěłšőř-śšőńąűż ’(e_i) ∈ K^m. Šőčďă ’ ĺ —_˘ őďĺŋăłőćő ďěľśšćşš ŋă ąăğĺś e_i śćőąőďŋőčő ňőďşń£ K^n, ĺ śőčńăśŋő Śń.3.6.2, ’ = —_˘.

2_{Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ śćőąőďŋżţ ňőďşńěľ V ĺ W ćżąőř ć V ąăğĺśă (v1; v2; : : : ; vn), ă ć W {}

ąăğĺśă (w_1; w_2; : : : ; w_m) ŕőğćőń£ěš ğăŕĺśăšĳ ń¿ąőľ čőňőňőřťĺğň V^φ−−→ W ć ćĺďě şňŋőęěŋĺ£ ŋă m × n-ňăšřĺűş ˘ = ˘_{wv}, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć ’(e_i) ć ąăğĺśě w_i. İšă ňăšřĺűă ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ^9 ’ ć ąăğĺśăţ v_i ĺ w_i.

4.3.2. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ V ĺ W | śćőąőďŋżě ňőďşńĺ ś ąăğĺśăňĺ vi ĺ wi, ĺ V^φ−−→ W | čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ ś ňăšřĺűěľ ˘_{wv}. Šőčďă ćěłšőř ś łőőřďĺŋăšăňĺ ŕěřěţőďĺš ć ćěłšőř ś łőőřďĺŋăšăňĺ x^w_i , ćżůĺśń£ěňżňĺ ŕő ťőřňşńě

x^w_1 x^w_2 . . x^w_m = ˘_{wv} x^v_1 x^v_2 . . x^v_n : 2_{Ć śńşůăě, łőčďă W = V , š. ě. V φ−−→ V { ¡ŋďőňőřťĺğň śćőąőďŋőčő ňőďşń£ V , ďőśšăšőůŋő}

ćżąřăšĳ őďĺŋ ąăğĺś (e_1; e_2; : : : ; e_n) ć V ĺ řăśśňăšřĺćăšĳ ěčő ĺ łăł ąăğĺś ć őąřăğě ĺ łăł ąăğĺś ć ŕřőőąřăğě. Śőőšćěšśšćş¿źă£ ňăšřĺűă ˘_{ee} őąőğŋăůăěšś£ ŕřőśšő ˘_e ĺ ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ ’ ć ąăğĺśě e.

Ğăďăůă5.23. Ŕşśšĳ k { ŕőńě, ĺ q(x) ∈ k[x] | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ťăłšőř-łőńĳűő k[x]=(q) ĺňěěš ěśšěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş łőŋěůŋőňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď k řăğňěřŋőśšĺ^∑ deg q_i, ŕőśšřőľšě łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś ć ŋ-ěň ĺ ŋăŕĺÿĺšě ňăšřĺűş őŕěřăšőřă şňŋőęěŋĺ£ ŋă łńăśś x mod q ć ¡šőň ąăğĺśě.

9ğďěśĳ ĺ ćś¿ďş ďăńěě ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ čőňőňřťĺğňż ňőďşńěľ ňăńěŋĳłĺňĺ čřěůěśłĺňĺ ąşłćăňĺ, ă ĺţ ňăšřĺűż { śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ ąőńĳÿĺňĺ ąşłćăňĺ

Ğăďăůă5.24. Ŕşśšĳ ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ k = C ĺ q(x) = (x − –)^n, čďě –∈C . Ŕőśšřőľšě ć k[x]=(q) ąăğĺś, ć łőšőřőň ňăšřĺűă őŕěřăšőřă şňŋőęěŋĺ£ ŋă łńăśś

x mod q ĺňěěš ćĺď

– 1 0 – 1 – ...

... 1 0 – .

4.3.3. Ĺğňěŋěŋĺě ňăšřĺűż čőňőňřťĺğňă ŕřĺ ğăňěŋě ąăğĺśőć. Řăğşňěěšś£, ňăšřĺűă ˘_{wv} čőňőňřťĺğňă V^φ−−→ W ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśőć. Ěśńĺ ćżąřăšĳ ďřşčĺě ąăğĺśż

(v^′_1; v^′_2; : : : ; v^′_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)C_{ee}′ ĺ (w^′_1; w^′_2; : : : ; w^′_m) = (w_1; w_2; : : : ; w_m)C_{ww}′ ;

šő ňăšřĺűă ˘_w′_v′ čőňőňőřťĺğňă ’ ć ¡šĺţ ŋőćżţ ąăğĺśăţ őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň

(f(v^′_1); f(v^′_2); : : : ; f(v^′_n)) = (w^′_1; w^′_2; : : : ; w^′_n)˘_w′_v′ :

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺňěěň:

(f(v^′_1); f(v^′_2); : : : ; f(v^′_n)) = (f(v_1); f(v_2); : : : ; f(v_n))C_{vv}′ = = (w_1; w_2; : : : ; w_m)˘_{wv}C_{vv}′ = = (w^′_1; w^′_2; : : : ; w^′_m)C_w′_w˘_{wv}C_{vv}′ ;

őšłşďă ˘_w′_v′ = C_w′_w˘_{wv}C_{vv}′ = C^{−1}_{ww}′ ˘_{wv}C_{vv}′ .

4.3.4. Ŕřĺňěř: ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£. Ěśńĺ m × n ňăšřĺűă A řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł ňăšřĺűă A = ˘_{wv} čőňőňřťĺğňă V^φ−−→ W ňěęďş śćőąőďŋżňĺ ňőďşń£ňĺ, šő ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺűż A, śłőšőřżňĺ ňż ĺňěńĺ ďěńő ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ¡ńěňěŋšăřŋżě ğăňěŋż ąăğĺśőć ć V ĺ W .

Ğăďăůă5.25. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śšřőł 1-čő, 2-čő ĺ 3-čő šĺŕă ĺŋďşűĺřőćăŋż śńěďş¿źĺňĺ ğăňěŋăňĺ ąăğĺśă (w_1; w_2; : : : ; w_m) ňőďşń£ W : ŕěřěśšăŋőćłőľ ŕăřż ćěłšőřőć w_i, w_j, ğăňěŋőľ w_j ŋă w_j − –w_i ĺ şňŋőęěŋĺěň w_i ŋă őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă K. Şąěďĺšěśĳ šăłęě, ůšő ¡ńěňěŋšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň śšőńąűőć őšćěůă¿š ăŋăńőčĺůŋżě ğăňěŋż ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ć V .

Ć ůăśšŋőśšĺ, Ŕř.3.7.7 ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ łăł śńěďśšćĺě šěőřěňż ő šőň, ůšő ćś£łş¿ ňăšřĺűş ŋăď ŕőńěň ňőęŋő őďŋőćřěňěŋŋżňĺ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŕřĺćěśšĺ ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş

D = 1 1 0 ... 1 0 0 ... n

m :

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřżţ ąăğĺśăţ v_i ĺ w_i čőňőňőřťĺğň ’ ĺňěěš ňăšřĺűş ˘. Ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż ŕőśšřőĺńĺ őąřăšĺňżě ňăšřĺűż B ĺ C (ćőğŋĺłăćÿĺě łăł ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ňăšřĺű), šăłĺě ůšő B˘C = D. Šőčďă ć ąăğĺśăţ

(v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)C ĺ (w_1; w_2; : : : ; w_m) = (e_1; e_2; : : : ; e_m)B^{−1}

(čďě e_i | śšăŋďăřšŋżě łőőřďĺŋăšŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż) čőňőňřťĺğň ’ ąşďěš ğăďăćăšĳś£ ňăšřĺűěľ D, ůšő ĺ šřěąşěšś£ ć Ŕř.3.7.7.

4.4. Řăŋč ňăšřĺűż ŋăď ŕőńěň. Řăğňěřŋőśšĳ őąřăğă őŕěřăšőřă k^{n μA}−−→ k^m şňŋőęěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş A ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň ¡šőľ ňăšřĺűż ĺ őąőğŋăůăěšś£ rk A.

4.5. Šěőřěňă. (Šěőřěňă ő řăŋčě ňăšřĺűż.) Ŕşśšĳ A | ŕř£ňőşčőńĳŋă£ ňăšřĺűă řăğňěřă ĺğ m śšřőł ĺ n śšőńąűőć ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ k. Šőčďă śńěďş¿źĺě ůĺśńă śőćŕăďă¿š: (i) rk A;

(ii) řăğňěřŋőśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ć k^m śšőńąűăňĺ A; (iii) řăğňěřŋőśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ć k^n śšřőłăňĺ A;

(iv) ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ śšřőł ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż A ł śšřőčőňş śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł:

(v) ůĺśńő ďĺăčőŋăńĳŋżţ ěďĺŋĺű ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż A ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć (ć ůăśšŋőśšĺ, ŕőśńěďŋĺě ďćă ůĺśńă ŋě ğăćĺś£š őš śŕőśőąă ŕřĺćěďěŋĺ£). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąřăğ čőňőňőřťĺğňă şňŋőęěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş A ŕőřőęďăěšś£ ě-ě śšőńąűăňĺ. Ŕő¡šőňş ůĺśńő ć (ii) śőćŕăďăěš ś dim(im—_A).

Ŕőśłőńĳłş ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšřĺűż A śşšĳ ňăšřĺűż šőčő ęě śăňőčő čőňőňőřťĺğňă —_A, ŋő ć ďřşčĺţ ąăğĺśăţ, dim(im—_A) ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ śšřőł ĺ śšőńąűőć. Łőčďă ňăšřĺűă ŕřĺőąřěšăěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď, ¡šă řăğňěřŋőśšĳ, őůěćĺďŋő, řăćŋă ůĺśńş ďĺăčőŋăńĳŋżţ ěďĺŋĺű.

Ěśńĺ řăśśňőšřěšĳ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋş¿ ňăšřĺűş A^t, ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ A śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ (š. ě. a^t_{ij}^{def}== a_{ji}), šő śšřőłĺ ĺ śšőńąűż A ĺ A^t ŕőňěŋ£¿šś£ řőń£ňĺ, šőčďă łăł ůĺśńő ěďĺŋĺű ć ďĺăčőŋăńĳŋőň ćĺďě A^t ąşďěš šěň ęě śăňżň. Ŕő¡šőňş ůĺśńă (iii) ĺ (v) šăłęě śőćŕăďă¿š.

Ŋăłőŋěű £śŋő, ůšő ŋěŋşńěćżě śšřőłĺ ňăšřĺűż, ŕőńşůěŋŋőľ ć řěğşńĳšăšě ŕřĺćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż A ł śšřőčő śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł, śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęď-ěŋŋőň ć k^n śšřőłăňĺ A (¡šĺ śšřőłĺ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż, ĺ ĺţ ůĺśńő ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ěďĺŋĺű ć ďĺăčőŋăńĳŋőň ćĺďě). 2 Ğăďăůă5.26. Ŕřőćěřĳšě, ůšő šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺě A −→ A^t £ćń£ěšś£ łőńĳűěćżň ăŋ-

šĺčőňőňőřťĺğňőň (š. ě. (A + B)^t = A^t + B^t, ŋő (AB)^t = B^tA^t), | śńőęěŋĺě śőţřăŋ£- ěšś£, ă ć ŕřőĺğćěďěŋĺ£ţ ĺğňěŋ£ěšś£ ŕőř£ďőł śőňŋőęĺšěńěľ).

Ńěłűĺ£ 6 Őŕřěďěńĺšěńĺ

▷Őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ őąž-ěň n-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă ▷Ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ, ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ, łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ ▷Ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ ▷Őŕĺśăŋĺě ŕőńĺńĺŋěľŋżţ łőśżţ ťőřň ŋă śćőąőďŋőň ňőďşńě ▷Őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż ▷Ŕřăćĺńő Łřăňěřă ▷Ňĺŋőřż ĺ ťőřňşńż Ńăŕńăśă ▷Ŕřĺśőěďĺŋěŋŋă£ ňăšřĺűă ▷§ćŋă£ ťőřňşńă ďń£ őąřăšŋőľ ňăšřĺűż ▷Šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ

x1. Ťőřňă őąž-ěňă

1.1. Ăńčěąřăĺůěśłă£ ňőšĺćĺřőćłă. Łőčďă ňż řěÿăěň őďŋőřőďŋş¿ śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ Ax = 0 ňěšőďőň Čăşśśă, ćőŕřőś ő šőň, ĺňěěš ńĺ őŋă ŋěŋşńěćżě řěÿěŋĺ£, łăł ŕřăćĺńő, őśšă-ěšś£ őšłřżšżň ćŕńőšĳ ďő śăňőčő ŕőśńěďŋěčő ÿăčă. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ŕőśšřőĺň ŋěłĺľ şŋĺćěřśăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ őš ¡ńěňěŋšőć łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż, ğŋăůěŋĺě łőšőřőčő ŋă łőŋłřěšŋőľ ňăšřĺűě A ŕőłăğżćăěš, őąřăšĺňă ńĺ őŋă, ĺ ěśńĺ ďă, šő ŕőğćőń£ěš ŋăŕĺśăšĳ £ćŋş¿ ťőřňşńş ďń£ řěÿěŋĺ£ ŋěőďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż Ax = b.

Ďń£ šőčő ůšőąż śşďĺšĳ ő šőň, ůšő ąşďěš ŋă ćżţőďě łăčő-ńĺąő ŕřőűěśśă, čń£ď£ ŋă šő, ůšő ŕőďă-ěšś£ ŋă ćţőď, ŋăďő, łăł ĺğćěśšŋő, ŕřĺďşňăšĳ ĺŋćăřĺăŋš ¡šőčő ŕřőűěśśă | ŋěůšő ŋě ňěŋ£- ¿źěěś£ ć ţőďě ŕřőűěśśă ĺ řăğńĺůă¿źěě łőŋěůŋżě śőśšő£ŋĺ£. Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ ňŋőčőůńěŋ, ĺŋćăřĺăŋšŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő šěţ ĺńĺ ĺŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, śńěďşěš őąřăšĺšĳś£ ł čěőňěšřĺĺ, ĺąő ŋěĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ćżřăęěŋĺľ ść£ğăŋă, łăł ŕřăćĺńő, ś šěň, ůšő őŋĺ ŋěşłń¿ęě łőďĺřş¿š ŋěłş¿ čěőňěšřĺůěśłş¿ łăřšĺŋş, ŕřĺćńěłă£ ďń£ ¡šőčő ĺğążšőůŋżě ďăŋŋżě: śĺśšěňş łőőřďĺŋăš, ŋěőďŋőğŋăůş¿ ğăŕĺśĳ ĺ š. ŕ. Ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ćżřăęěŋĺ£ őš ŕřőĺğćőńă ć ćżąőřě ¡šĺţ ďăŋŋżţ (ć ůăśšŋőśšĺ, ěčő ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ĺţ ďőŕşśšĺňżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ) őğŋăůăěš, ůšő ¡šő ćżřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ čěőňěšřĺůěśłőľ ćěńĺůĺŋőľ. Ĺšăł, ŋăň ŕřěďśšőĺš ść£ğăšĳ ś łăęďőľ ňăšřĺűěľ čěőňěšřĺůěśłş¿ ćěńĺůĺŋş.

Śšőńąűż łćăďřăšŋőľ (n × n)-ňěšřĺűż ŋăď ŕőńěň k ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł ŋěłőšőřżľ ŋăąőř ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n) łőőřďĺŋăšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă k^n. Ťĺčşřă, ść£ğăŋŋă£ ś ŋăąőřőň ĺğ n ćěłšőřőć | ¡šő ŋăš£ŋşšżľ ŋă ŋĺţ ŕăřăńńěŕĺŕěď (śň. řĺś.1 ďń£ n = 3). Čěőňěšřĺůěśłă£ ćěńĺůĺŋă, ăśśőűĺĺřőćăŋŋă£ ś ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďőň, | ¡šő ěčő őąž-ěň. Őąž-ěň łăł ŋěńĳğ£ ąőńěě ŕőďţőďĺš ďń£ šőčő, ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, £ćń£ěšś£ ńĺ ŋăąőř ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňżň^1, ă ¡šő šő ęě śăňőě ůšő ŕřőćěřĺšĳ őąřăšĺňă ńĺ śőőšćěšśšćş¿źă£ ňăšřĺűă.

Ğăďăůă6.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ŋăąőřă ĺğ n ćěłšőřőć vi ć k^n řăćŋőśĺńĳŋż ďřşč ďřşčş:

ă) (v1; v2; : : : ; vn) | ąăğĺś ć k^n; ą) (v1; v2; : : : ; vn) | ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň;

ć) ňăšřĺűă ŕěřěţőďă Cev őš vi ł śšăŋďăřšŋőňş ąăğĺśş ei ć k^n őąřăšĺňă. Ňż ŋě ąşďěň ć ¡šĺľ ńěłűĺĺ ďěšăńĳŋő őąž£śŋ£šĳ, ůšő šăłőě \őąž-ěň šěńă ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě" (ŕěřěńőęĺć ¡šş ŕőů-ěšŋş¿ őą£ğăŋŋőśšĳ ŋă ňőčşůĺě ŕńěůĺ ňăšěňăšĺůěśłőčő ăŋăńĺğă). Ćňěśšő ¡šőčő ňż śŋăůăńă ćż£śŋĺň (ŕřő śěą£) łăłĺě ĺŋšşĺšćŋżě śćőľśšćă őąž-ěňă n-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă ŋăň ţőšěńőśĳ ąż ĺňěšĳ, ğăšěň śťőřňşńĺřşěň ĺţ ć ćĺďě ăłśĺőň ĺ ŕřőćěřĺň, ůšő şďőćńěšćőř£¿źă£ ¡šĺň ăłśĺőňăň ťőřňă őąž-ěňă śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă (ňż ŋăľď-ěň ďń£ ŋě-ě £ćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ćżřăęěŋĺě). @@ @ � � � � � @@ @ � � � � � @@ @ � � � � �@ @@R � � �Œ � �ß Řĺś. 1. Ŕăřăńńěńěŕĺŕěď, ŋăš£ŋşšżľ ŋă ćěłšőřż

1.2. Čěőňěšřĺůěśłĺě śćőľśšćă őąž-ěňă. Őąőğŋăůĺň ĺśłőňş¿ ťşŋłűĺ¿ őąž-ěňă ůěřěğ

Vol (v_1; v_2; : : : ; v_n) :

Ćő-ŕěřćżţ, ňż ťĺłśĺřşěň ěďĺŋĺűş ĺğňěřěŋĺ£: ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő őąž-ěň ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś (e_1; e_2; : : : ; e_n) ć k^n řăćěŋ ěďĺŋĺűě:

Vol (e_1; e_2; : : : ; e_n) = Vol ( 1 0 . . 0 ; 0 1 . . 0 ; · · · 0 0 . . 1

) def= 1 :

Ćő-ćšőřżţ, £śŋő ůšő Vol (v_1; v_2; : : : ; v_n) ŋě ĺğňěŋ£ěšś£, łőčďă ł őďŋőňş ĺğ ćěłšőřőć v_i ŕřĺąăćń£- ěšś£ łřăšŋőśšĳ łőłőčő-ńĺąő ďřşčőčő ćěłšőřă v_j. Ŕřőěłűĺ£ šőčő, ůšő ŕřĺ ¡šőň ŕřőĺśţőďĺš, ŋă 2- ňěřŋş¿ ŕńőśłőśšĳ, ŕőřőęď-ěŋŋş¿ ćěłšőřăňĺ v_i ĺ v_j ŕőłăğăŋă ŋă řĺś.2. Ůĺšăšěń¿ ŕřěďńăčăěšś£ ŕřěďśšăćĺšĳ śěąě ćś¿ n-ňěřŋş¿ łăřšĺŋłş ĺ şćĺďěšĳ, ůšő łşśőł, łőšőřżľ ŕřĺ ¡šőň őšřěğăěšś£ őš ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă řăćěŋ łşśłş, łőšőřżľ ŕřĺłńăďżćăěšś£ ł ŋěňş ś ďřşčőľ śšőřőŋż (ĺąő ¡šĺ łşśłĺ ŕőńşůă¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň).

v_i vi + –vj

v_j BB BB BB BB BM

� � � � �˘

-BB BB BB BB B

� � � � � -

Řĺś. 2. Őąž-ěň ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕěřěłőśě

1ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : :; v_n) ⊂ k^n řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő őŋĺ ńěęăš ć őďŋőľ (n − 1)- ňěřŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, ă ć ¡šőň śńşůăě ŋăš£ŋşšżľ ŋă ŋĺţ ŕăřăńńěŕĺŕěď \şŕńőźăěšś£" ć ťĺčşřş ŋşńěćőčő őąž-ěňă

Šřěšĳě śćőľśšćő £ćń£ěšś£ ŋăĺąőńěě šőŋłĺň. Ĺŋšşĺšĺćŋő, ŋăď ŕőńěň k = R ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ őďŋőľ ĺğ śšőřőŋ ć – řăğ (– > 0) őąž-ěň šăłęě ďőńęěŋ şćěńĺůĺćăšĳś£ ć – řăğ. Ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k şśńőćĺě – > 0 šěř£ěš śňżśń, ĺ ěśšěśšćěŋŋő ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż őąž-ěň ążń ŕřőśšő őďŋőřőďěŋ ŕő łăęďőňş ăřčşňěŋšş: Vol ( : : : –v ; : : : ) = –Vol ( : : : v ; : : : ) ∀ – ∈ k (ğďěśĳ ĺ ćő ćśěţ ŕőśńěďş¿źĺţ ŕőďőąŋżţ ťőřňşńăţ ňŋőčőšőůĺňĺ őąőğŋăůěŋż ăřčşňěŋšż, łőšőřżě ŕřĺ ŕěřěţőďě őš ńěćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă ł ŕřăćőľ ŕěřěŕĺśżćă¿šś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ).

Ŕřĺ k = R ¡šő ŕřĺćěď-ěš ł šőňş, ůšő ş ŋěłőšőřżţ ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďőć ąşďěš őšřĺűăšěńĳŋżľ őąž-ěň: śňěŋă ğŋăłă őďŋőčő ĺğ ćěłšőřőć ąşďěš ňěŋ£šĳ ğŋăł ĺ ş őąž-ěňă. Šăł, ŕřĺ n = 1 śšăŋďăřšŋă£ ďńĺŋă ćěłšőřă x { ¡šő ňőďşńĳ |x|, šőčďă łăł őďŋőřőďŋă£ ďńĺŋă | ¡šő ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£ Vol (x) = x. Ŕőňĺňő šőčő, ůšő ćšőřă£ ŋăňŋőčő şďőąŋěě ŕěřćőľ ć ćżůĺśńěŋĺ£ţ, őŋă ďőŕőńŋĺšěńĳŋő şńăćńĺćăěš őřĺěŋšăűĺ¿, ĺąő ćěłšőřż őšřĺűăšěńĳŋőľ ďńĺŋż | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ćěłšőřż, őřĺěŋšĺřőćăŋżě ŕřőšĺćőŕőńőęŋő śšăŋďăřšŋőňş ąăğĺśŋőňş ćěłšőřş. Ňŋőčőňěřŋżľ őďŋőřőďŋżľ őąž-ěň ŋă R^n šăłęě şůĺšżćăěš őřĺěŋšăşĺ¿ ŋăąőřă ćěłšőřőć ĺ ŕő¡šőňş ŋăğżćăěšś£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň őąž-ěňőň.

� �ß � �ß HHH HHHj HHH HHHj 6 6

~e_1 ~e_2

~e_3

~e_2 ~e_1

~e_3

śšăŋďăřšŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ŋěśšăŋďăřšŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś

Řĺś. 3. Ďćě ćőğňőęŋżţ őřĺěŋšăűĺĺ ąăğĺśă ć R^3

Ŋăŕřĺňěř, ć R^3 ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŋěŕřěřżćŋőľ ďěťőřňăűĺĺ ĺňěěšś£ řőćŋő ďćă šĺŕă ąăğĺśőć^2 (śň. řĺś.3), ĺ šĺŕ ąăğĺśă ňěŋ£ěšś£ ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ŕřĺ śňěŋě ğŋăłă őďŋőčő ĺğ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć.

1.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ !(v1; v2; : : : ; vn) őš n ăřčşňěŋšőć vi ∈k^n śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŕőńě k ŋăğżćăěšś£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň őąž-ěňőň n-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńĺŕĺŕěďă (ĺńĺ ŕřőśšő ťőřňőľ őąž-ěňă), ěśńĺ őŋă őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

(i) !(e_1; e_2; : : : ; e_n) = 1, ěśńĺ {e_1; e_2; : : : ; e_n} | ¡šő śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć k^n; (ii) !( : : : ; v; : : : ; w; : : : ) = !( : : : ; v + –w; : : : ; w; : : : ) ∀ – ∈ k ĺ ń¿ążţ ğŋăůěŋĺľ v, w ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ ăřčşňěŋšőć (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ ăřčşňěŋšăţ);

(iii) !( : : : ; –v; : : : ) = –!( : : : ; v; : : : ) ∀ –∈k ĺ ń¿ąőčő ğŋăůěŋĺ£ v ń¿ąőčő ĺğ ăřčşňěŋšőć (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ ăřčşňěŋšăţ).

2ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ďćă ąăğĺśă ŕřĺŋŋăďńěęăš őďŋőňş šĺŕş, ěśńĺ ĺţ ňőęŋő ćłń¿ůĺšĳ ć ŋěŕřěřżćŋőě śěňěľśšćő ąăğĺśőć {e_i(t)}_{i=1,2,3}, t ∈ [0; 1]

Ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ śćőľśšć ťőřňăńĳŋő ćżšěłăěš ěź-ě ŋěśłőńĳłő.

Ğăďăůă6.2. Ćżćěďĺšě ĺğ őďŋőřőďŋőśšĺ (iii), ůšő ťőřňă őąž-ěňă őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ, ěśńĺ ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ ăřčşňěŋšőć řăćěŋ ŋşń¿. Şłăğăŋĺě: ~0 = 0 · ~0, čďě ~0 ∈ k^n, ă 0 ∈ k.

1.3.1. Ńěňňă. . Ťőřňă őąž-ěňă ğăŋşń£ěšś£ ŋă ćś£łőň ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňőň ŋăąőřě ćěłšőřőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ćěłšőřż (v1; v2; : : : ; vn) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň, šő őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ őśšăńĳŋżě, śłăęěň: v_n = x_1v_1 +x_2v_2 +· · ·+x_{n−1}v_{n−1}. Ňŋőčőłřăšŋő ŕřĺňěŋ££ śćőľśšćő (ii), ŕőńşůăěň:

!(v_1; v_2; : : : ; v_n) = !( v_1; v_2; : : : ; v_{n−1} ; ~0 + x_1v_1 + x_2v_2 + · · · + x_{n−1}v_{n−1} ) = = !( v_1; v_2; : : : ; v_{n−1} ; ~0 ) = 0

2_{Śńěďş¿źěě śćőľśšćő čěőňěšřĺĺůěśłĺ şęě ŋě śšőńĳ őůěćĺďŋő.}

1.3.2. Ńěňňă. Ťőňă őąž-ěňă ńĺŋěľŋă ŕő łăęďőňş ăřčşňěŋšş, š. ě. ďń£ łăęďőčő ĺğ ăřčşňěŋšőć (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ) ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő: !( : : : ; –v + —w; : : : ) = –!( : : : ; v; : : : ) + —!( : : : ; w; : : : ) ŕřĺ ń¿ążţ v; w ∈ k^n, –; — ∈ k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě śćőľśšćő (iii) ťőřňż őąž-ěňă, ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ńĺÿĳ řăćěŋśšćő !( : : : ; v + w; : : : ) = !( : : : ; v; : : : ) + !( : : : ; w; : : : ) ∀ v; w ∈ k^n : (6-1) Ŕřěďŕőńőęĺň śŋăůăńă, ůšő őďĺŋ ĺğ ŋăąőřőć ăřčşňěŋšőć ( : : : ; v; : : : ) ĺńĺ ( : : : ; w; : : : ), | śłăęěň, ŕěřćżľ, | ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň, ă ğŋăůĺš, śőśšăćń£ěš ąăğĺś ć k^n. Šőčďă ňż ĺňěěň řăğńőęěŋĺ£ ćĺďă w = x · v + (ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ğŋăůěŋĺľ őśšăńĳŋżţ ăřčşňěŋšőć) v + w = (1 + x) · v + (ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ğŋăůěŋĺľ őśšăńĳŋżţ ăřčşňěŋšőć) (ćğ£šă£ ć śłőąłĺ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ őďĺŋăłőćă ć őąőĺţ řăğńőęěŋĺ£ţ) ś ŋěłőšőřżň x ∈ k. Ňŋőčőłřăšŋő ŕřĺňěŋěŋ££ śćőľśšćő (ii) ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ťőřňż őąž-ěňă ŕőńşůăěň: !( : : : ; w; : : : ) = !( : : : ; xv; : : : ) = x · !( : : : ; v; : : : ) !( : : : ; v + w; : : : ) = !( : : : ; (1 + x)v; : : : ) = (1 + x) · !( : : : ; v; : : : ) ;

őšłşďă śřăğş śńěďşěš (6-1). Őśšă-ěšś£ řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ, łőčďă őąă ŋăąőřă ( : : : ; v; : : : ) ĺ ( : : : ; w; : : : ) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. Ŋő šőčďă ĺ ŋăąőř ( : : : ; v+w; : : : ) šőęě ąşďěš ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň (ŕőůěňş?), ă ğŋăůĺš, ćśě šřĺ ůńěŋă ć ťőřňşńě (6-1) őąřăš£šś£ ć ŋőńĳ.

2_{Ć śńěďş¿źěň ŕăřăčřăťě ňż ŕřěďśšăćĺň őłăğăšěńĳśšćő śşźěśšćőćăŋĺ£ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ}

ťőřňż őąž-ěňă ŋă k^n. Őŋő ąşďěš ćżćěďěŋő ĺğ őąźĺţ śćőľśšć ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň, śŕřăćěďńĺćżţ ŋăď ń¿ążňĺ łőňňşšăšĺćŋżňĺ łőńĳűăňĺ.

x2. Ŕőńĺńĺŋěľŋżě łőśżě ťőřňż

2.1. Ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ, ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ. Ŕşśšĳ V | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőďşńĳ ŋăď ń¿ążň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K. K-ğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ f(v_1; v_2; : : : ; v_n) őš n ăřčşňěŋšőć v_i ∈V ŋăğżćăěšś£ { ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ^3, ěśńĺ őŋă şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ Ńň.1.3.2, š. .ě. K-ńĺŋěľŋă ŕő łăęďőňş ĺğ ăřčşňěŋšőć (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ).

{ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ, ěśńĺ őŋă ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ń¿ążţ ďćşţ ăřčşňěŋšőć, š. ě. f( : : : ; v; : : : ; w; : : : ) = −f( : : : ; w; : : : ; v; : : : ), { łőśőľ (ĺńĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ), ěśńĺ őŋă őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŕřĺ śőćŕăďěŋĺĺ ğŋăůěŋĺľ ń¿ąőľ ŕăřż řăğńĺůŋżţ ăřčşňěŋšőć, š. ě. f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) = 0.

Őšňěšĺň, ůšő ťőřňă őąž-ěňă ŋă k^n, ąşďě őŋă śşźěśšćşěš, £ćń£ěšś£ ŕřĺňěřőň ŕőńĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż, ĺąő ĺňěěš ňěśšő

2.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ěśńĺ 2 = 1 + 1 ŋě ŋşńĳ ĺ ŋě ďěńĺšěńĳ ŋşń£ ć K, šő ďń£ ń¿ąőľ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż f(v_1; v_2; : : : ; v_n) ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ, łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ ĺ śćőľśšćő (ii) ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ťőřňż őąž-ěňă ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ ćńěůěš łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ, ŕőśłőńĳłş ŕěřěśšăćń££ ć f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) řăćŋżě ăřčşňěŋšż v ĺ v ŕőńşůĺň:

f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) = −f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) ;

őšłşďă 2f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) = 0, ůšő ćńěůěš f( : : : ; v; : : : ; v; : : : ) = 0, ěśńĺ 2 = 1 + 1 ŋě £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£ (ĺ ŋě řăćŋă ŋşń¿).

Łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ ćńěůěš śćőľśšćő (ii) ĺğ Őŕř.1.3 ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň, ŕőśłőńĳłş

f( : : : ; v + –w; : : : ; w; : : : ) = f( : : : ; v; : : : ; w; : : : ) + –f( : : : ; w; : : : ; w; : : : ) ;

ĺ ćšőřőě śńăčăěňőě ğăŋşń£ěšś£.

Ŋăłőŋěű, śćőľśšćő (ii) ćńěůěš ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ šăłęě ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň:

f( : : : ; v; : : : ; w; : : : ) = f( : : : ; v + w; : : : ; w; : : : ) = = f( : : : ; v + w; : : : ; w − (v + w); : : : ) = = f( : : : ; v + w; : : : ; −v; : : : ) = = f( : : : ; v + w − v; : : : ; −v; : : : ) = = f( : : : ; w; : : : ; −v; : : : ) = = −f( : : : ; w; : : : ; v; : : : ) :

2_3

šěřňĺŋ ťőřňă ć ăńčěąřě ĺ ăŋăńĺğě £ćń£ěšś£ śĺŋőŋĺňőň śőůěšăŋĺ£ őďŋőřőďŋă£ ťşŋłűĺ£; K-ńĺŋěľŋőśšĳ | ¡šő őďŋőřőďŋőśšĳ ŕń¿ś ăďďĺšĺćŋőśšĳ

2.1.2. Śőčńăÿěŋĺě ő ţăřăłšěřĺśšĺłě. Ćś¿ďş ďăńěě ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő 2 = 1 + 1 ≠ 0 ŋě £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£ ć łőńĳűě K (ĺńĺ ůšő ŕőńě k ĺňěěš char k ≠ 2). Šăłĺň őąřăğőň, ğŋăłőŕěřěňěŋŋőśšĳ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ ąşďşš őğŋăůăšĳ ďń£ ŋăś őďŋő ĺ šő ęě.

2.2. Ŕěřěśšăŋőćłĺ. Ć ŕřěďśšő£źĺţ ďăńěě ćżůĺśńěŋĺ£ţ ŋăň ŕőšřěąşěšś£ śńěďĺšĳ ğă šěň, łăł ňěŋ£ěšś£ ğŋăł łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ŋě šőńĳłő ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ŕăřż ăřčşňěŋšőć, ŋő ĺ ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ŕěřěśšăŋőćłăţ ćśěľ śőćőłşŕŋőśšĺ ě-ě ăřčşňěŋšőć. Ăřčşňěŋšż ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ şŕőř£ďőůěŋŋőě ňŋőęěśšćő (v_1; v_2; : : : ; v_n) ĺ čőćőř£ őą ĺţ ŕěřěśšăŋőćłăţ, şďőąŋő őŕşśłăšĳ ąěśśőďěřęăšěńĳŋżľ śĺňćőń v ĺ śńěďĺšĳ šőńĳłő ğă ŋőňěřăňĺ, ă ćěřŋěě ğă šěň, ŋă łăłĺţ ŕőğĺűĺ£ţ śšő£š łăłĺě ŋőňěřă.

Ťőřňăńĳŋő, ŕěřěśšăŋőćłőľ łőŋěůŋőčő şŕőř£ďőůěŋŋőčő ňŋőęěśšćă {1; 2; : : : ; n} ĺğ n ŕőŕăřŋő řăğŋżţ ¡ńěňěŋšőć (ňż őąőğŋăůĺńĺ ĺţ ůĺśńăňĺ 1; 2; : : : ; n) ŋăğżćăěšś£ śšřőůłă

{ff(1); ff(2); : : : ; ff(n)} ;

čďě ff | ŕřőĺğćőńĳŋőě ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă {1; 2; : : : ; n} ŋă śěą£. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł n-¡ńěňěŋšŋőčő şŕőř£ďőůěŋŋőčő ňŋőęěśšćă őąőğŋăůăěšś£ S_n.

Ğăďăůă6.3. Śłőńĳłő ćśěčő ŕěřěśšăŋőćőł ĺňěěšś£ ć Sn ? Őšćěš: n!.

Śĺňćőńăňĺ ff; fi; %; ”; : : : ňż ďăńěě ąşďěň őąőğŋăůăšĳ łăł śăňĺ ŕěřěśšăŋőćłĺ, šăł ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżě őšőąřăęěŋĺ£ {1; 2; : : : ; n} ŋă śěą£. Šőęďěśšćěŋŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ Id. Łőňŕőğĺűĺ£ fiff ∈ S_n ŕěřěśšăŋőćőł {ff(1); ff(2); : : : ; ff(n)} ĺ {fi(1); fi(2); : : : ; fi(n)} ěśšĳ, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ŕěřěśšăŋőćłă {fi(ff(1)); fi(ff(2)); : : :; fi(ff(n))}, őšćěůă¿źă£ łőňŕőğĺűĺĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ őšőąřăęěŋĺľ ff; fi ňŋőęěśšćă {1; 2; : : : ; n} ŋă śěą£. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ff = (3; 2; 4; 5; 1); fi = (5; 4; 2; 3; 1) ∈ S_5, šő fiff = (2; 4; 3; 1; 5).

Ğăďăůă6.4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ ŕěřěśšăŋőćőł ăśśőűĺšĺćŋă: ff(fi”) = (fffi)”

∀ ff; fi; ” ∈ S_n, ŋő ŋě łőňňşšăšĺćŋă.

Ğăďăůă6.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćś£łă£ ŕěřěśšăŋőćłă ff ∈ Sn ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋş¿ őąřăšŋş¿ ff^{−1} ∈S_n : ff^{−1}ff = ffff^{−1} = Id, ĺ ůšő őšőąřăęěŋĺě ćğ£šĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ ś ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ ff ∈ S_n : fi −→ fffi £ćń£ěšś£ ąĺěłűĺěľ S_n ŋă śěą£.

Ŕěřěśšăŋőćłă łăłĺţ-šő ďćşţ ¡ńěňěŋšőć ňěęďş śőąőľ, ŋě ňěŋ£¿źă£ ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ ¡ńěňěŋšőć, ŋăğżćăěšś£ šřăŋśŕőğĺűĺěľ. Ćś£łă£ šřăŋśŕőğĺűĺ£ fi, őůěćĺďŋő, őąřăšŋă śăňă śěąě.

Ğăďăůă6.6. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćś£łă£ ŕěřěśšăŋőćłă ěśšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ŋěłőšőřőčő łőńĺůěśšćă šřăŋśŕőğĺűĺľ. Ěďĺŋśšćěŋŋő ńĺ šăłőě řăğńőęěŋĺě? Őšćěš: Őůěćĺďŋő ŋěš !

2.2.1. Ů-ěšŋőśšĳ ĺ ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ. Ŕěřěśšăŋőćłă ŋăğżćăěšś£ ů-ěšŋőľ ĺńĺ ŋěů-ěš-

ŋőľ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś šěň, ŕřőĺğćěďěŋĺěň ů-ěšŋőčő ĺńĺ ŋěů-ěšŋőčő ůĺśńă šřăŋśŕőğĺűĺľ őŋă £ćń£ěšś£. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ğŋăł sgn (ff) ŕěřěśšăŋőćłĺ ff | ¡šő +1, ěśńĺ ff ů-ěšŋă, ĺ −1, ěśńĺ ff ŋěů-ěšŋă. Łőřřěłšŋőśšĳ ćśěčő śłăğăŋŋőčő (š. ě. ŋěćőğňőęŋőśšĳ ŕřěďśšăćĺšĳ őďŋş ĺ šş ęě ŕěřěśšăŋőćłş ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ łăł ů-ěšŋőčő, šăł ĺ ŋěů-ěšŋőčő ůĺśńă šřăŋśŕőğĺűĺľ) ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěčő ŕřěďńőęěŋĺ£, łőšőřőě ŕőğćőń£ěš őŕřěďěńĺšĳ ů-ěšŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćłĺ ŋě ŕřĺąěčă£ ł ě-ě řăğńőęěŋĺ¿.

2.2.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ů-ěšŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćłĺ {ff(1); ff(2); : : : ; ff(n)} śőćŕăďăěš ś ů-ěšŋőś-šĳ¿ ůĺśńă ćśěţ ŕăř (ff(i); ff(j)) (čďě 1 ≤ i < j ≤ n { ń¿ążě), ş łőšőřżţ ff(i) > ff(j), š. ě. ćśěţ ŕăř, ŕőř£ďőł ¡ńěňěŋšőć ć łőšőřżţ ĺğňěŋĺńś£ ŕőď ďěľśšćĺěň ff ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ (šăłĺě ŕăřż ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćěřśĺ£ňĺ ĺńĺ ąěśŕőř£ďłăňĺ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő łőńĺůěśšćő ąěśŕőř£ďłőć ş łőňŕőğĺűĺĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ ff ś ń¿ąőľ šřăŋśŕőğĺűĺěľ fi_{ij} (ŕěřěśšăćń£¿źěľ ňěęďş śőąőľ i ĺ j) őšńĺůăěšś£ őš łőńĺůěśšćă ąěśŕőř£ďłőć ć ff ŋă ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő. Ŋő fffi_{ij} őšńĺůăěšś£ őš ff šěň, ůšő ¡ńěňěŋšż ff(i) ĺ ff(j) ŕěřěśšăćńěŋż:

ff = ( ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ff(i) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ff(j) ∗ ∗ ∗ ∗∗ ) fffi_{ij} = ( ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ff(j) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ff(i) ∗ ∗ ∗ ∗∗ ) ;

ĺ őš šăłőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ ůĺśńő ąěśŕőř£ďłőć ĺğňěŋĺšś£ ŋă şďćőěŋŋőě ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć, śšő- £źĺţ ňěęďş ff(i) ĺ ff(j) (ĺąő ćśě ŕăřż (ff(i); ∗) ĺ (∗; ff(j)), čďě ∗ śšőĺš ňěęďş ff(i) ĺ ff(j), ŕřěćřăš£šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, ć ŕăřż (ff(j); ∗) ĺ (∗; ff(i)) ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ \ĺŋćěřśŋőśšĺ") ďă ěź-ě ŋă ěďĺŋĺűş ğă śů-ěš ĺğňěŋěŋĺ£ \ĺŋćěřśŋőśšĺ" ć śăňőľ ŕăřě (ff(i); ff(j)), ŕőďćěřčŋşšőľ šřăŋśŕőğĺűĺĺ. 2 2.2.3. Śńěďśšćĺě. Ğŋăůěŋĺě łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćłăţ ăřčşňěŋšőć ĺ ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ ŋěů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćłăţ ăřčşňěŋšőć.

Ğăďăůă6.7. Łăł ů-ěšŋőśšĳ łőňŕőğĺűĺĺ fffi ğăćĺśĺš őš ů-ěšŋőśšĺ ff ĺ fi ? Ğăďăůă6.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ćğ£šĺě łőňŕőğĺűĺĺ ś ŕřőĺğćőńĳŋő ğăťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŋěů-ěšŋőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ ğăďă-ěš ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ňŋőęěśšćőň ů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćőł ĺ ňŋőęěśšćőň ŋěů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćőł.

ffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfi ffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfiffiflfflfi 1

2

2

5

3

6

4

8

5

1

6

3

7

7

8

4 Řĺś. 4. Ŕřăćĺńő ŋĺšőůěł

Ďń£ ŕřăłšĺůěśłőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ů-ěšŋőśšĺ ŕěřěśšăŋőćłĺ őążůŋő ĺśŕőńĳğş¿š ŕřăćĺńő ŋĺšőůěł, ŕőğćőń£¿źěě ńěčłő ŕőďśůĺšăšĳ ůĺśńő ąěśŕőř£ďłőć. Ŋăďő śőěďĺŋĺšĳ ŋĺšőůłăňĺ ŕăřż őďĺŋăłőćżţ ůĺśěń ć ğăŕĺśăŋŋżţ ďřşč ŕőď ďřşčőň ŋăąőřăţ {1; : : : ; n} ĺ {ff(1); : : : ; ff(n)}, śńěď£ ğă šěň, ůšőąż ¡šĺ ŋĺšőůłĺ ŕěřěśěłăńĺśĳ ŋě ąőńěě, ůěň ŕő ďćě. Šőčďă łăęďă£ ĺŋćěřśŋă£ ŕăřă ŕřěćŋőśĺš řőćŋő őďŋő ŕěřěśěůěŋĺě ŋĺšőůěł, ĺ őąźěě ůĺśńő ĺŋćěřśĺľ ěśšĳ śşňňăřŋőě ůĺśńő ŕěřěśěůěŋĺľ. Ŋăŕřĺňěř, ůĺśńő ĺŋćěřśĺľ ć ŕěřěśšăŋőćłě (2; 5; 6; 8; 1; 3; 7; 4) ∈ S_8 řăćŋő 12 (śň. řĺś.4).

2.3. Łń¿ůěćőě ćżůĺśńěŋĺě. Ŕşśšĳ f(v1; v2; : : : ; vn) | ŕőńĺńĺŋěľŋă£ łőśőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă ŋă K^n. Šőčďă ğŋăůěŋĺě f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = 1 ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň ŋăąőřě ćěłšőřőć ňőęŋő £ćŋő ćżřăğĺšĳ ůěřěğ ğŋăůěŋĺě f ŋă śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě (e_1; e_2; : : : ; e_n). Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ

v_j =^∑_i c_{ij}e_i ; j = 1; 2; : : : ; n ;

čďě (c_{αβ}) = C_{ev} | ¡šő ňăšřĺűă ŕěřěţőďă, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć v_i ć ąăğĺśě e_i. Ŕőńĳğş£śĳ ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ¿, ŋăţőďĺň:

f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = f ( ∑ i c_{i1}e_i ;^∑_i c_{i2}e_i ; : : : ;^∑_i c_{in}e_i ) = =^∑_i 1 ∑ i_2 · · · ∑ in f^( c_{i11}e_{i1} ; c_{i22}e_{i2} ; : : : ; c_{inn}e_{in}^) =

=^∑_i 1,i_2,...,in c_{i11}c_{i22} · · · c_{inn}f(e_{i1} ; e_{i2}; : : : ; e_{in} ) :

Ĺğ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĺ f ćżšěłăěš, ůšő f(e_{i1} ; e_{i2} ; : : : ; e_{in} ) = 0 ěśńĺ śřěďĺ ĺŋďěłśőć i_ν ěśšĳ śőćŕăďă¿źĺě. Ŕő¡šőňş ć ŕőśńěďŋěľ śşňňě řěăńĳŋő şůăśšćş¿š ńĺÿĳ śńăčăěňżě, ş łőšőřżţ ŋăąőř ĺŋďěłśőć (i_1; i_2; : : : ; i_n) £ćń£ěšś£ ŕěřěśšăŋőćłőľ ŋăąőřă (1; 2; : : : ; n). Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě Śń.2.2.3, ňż ňőęěň ŕěřěŕĺśăšĳ ¡šş śşňňş ć ćĺďě

f(v_1; v_2; : : : ; v_n) =^∑_{σ∈} Sn sgn (ff)c_{σ(1)1}c_{σ(2)2} · · · c_{σ(n)n} · f(e_1; e_2; : : : ; e_n) :

2.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ C = (cαβ) | łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ ŋěłőšőřőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K. Ůĺśńő

det Ś = det(c_{αβ})^{def}=^∑_{σ∈} Sn sgn (ff)c_{σ(1)1}c_{σ(2)2} · · · c_{σ(n)n} ∈ K ; (6-2)

ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěńĺšěńěň łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż Ś = (c_{αβ}). Ŕřěďżďşźěě ćżůĺśńěŋĺě ďőłăğżćăěš

2.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ f | ŕőńĺńĺŋěľŋă£ łőśőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă őš n ăřčşňěŋšőć ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň K-ňőďşńě, ĺ {e_i} ĺ {v_i} | ďćă ŋăąőřă ĺğ n ćěłšőřőć, ść£ğăŋŋżě ŕřĺ ŕőňőźĺ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă C ∈ Mat_n(K):

(v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)C :

Šőčďă f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det(C) · f(e_1; e_2; : : : ; e_n).

2_{Ć ůăśšŋőśšĺ, ňż ŕőńşůăěň, ůšő ťőřňă őąž-ěňă ŋă łőőřďĺŋăšŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě}

k^n ěďĺŋśšćěŋŋă (ěśńĺ śşźěśšćşěš) ĺ ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ

!(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det C_v ;

čďě C_v | ňăšřĺűă, śőśšăćńěŋŋă£ ĺğ ćěłšőř-śšőńąűőć v_i ∈ k^n, ă ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă śşźěśšćőćăŋĺ£ ťőřňż őą-ěňă őśšă-ěšś£ ńĺÿĳ ďőłăğăšĳ

2.4.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. Őŕřěďěńĺšěńĳ det(C) £ćń£ěšś£ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťşŋłűĺěľ őš śšőńąűőć ňăšřĺűż C ∈ Mat_n(K) (čďě K { ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő), ĺ det E = 1, ěśńĺ E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ ćĺďŋă ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ (6-2) | łăęďőě ĺğ śłńăďżćăěňżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ śőďěřęĺš řőćŋő ŕő őďŋőňş ¡ńěňěŋšş ĺğ łăęďőčő śšőńąűă, ă ğŋăůĺš, ńĺŋěľŋő ŕő łăęďőňş śšőńąűş. Śćőľśšćő det E = 1 šőęě őůěćĺďŋő, ĺąő ěśńĺ

(c_{αβ}) = { 1 ; ŕřĺ ¸ =˛ 0 ; ŕřĺ a ≠ ˛ ;

šő śşňňă ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (6-2) śőďěřęĺš ńĺÿĳ őďŋő ŋěŋşńěćőě śńăčăěňőě, śőőšćěšśšćş¿źěě šőęďěśšćěŋŋőľ ŕěřěśšăŋőćłě.

Ďń£ ŕřőćěřłĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ C^′ ňăšřĺűş, ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ C ŕěřěśšăŋőćłőľ i-őčő ĺ j-šőčő śšőńąűőć. Ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ćţőď£źĺě ć ćżřăęěŋĺě ďń£ det(C^′) őšńĺůăěšś£ őš ŕřőĺğćěďěŋĺľ ć (6-2) šőńłő i-šżň ĺ j-šżň ňŋőęĺšěń£ňĺ: ćňěśšő sgn (ff) · ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ c_{σ(i)i} ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ c_{σ(j)j} ∗ ∗ ∗ ∗∗ šěŕěřĳ ąşďşš śłńăďżćăšĳś£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ sgn (ff) · ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ c_{σ(i)j} ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ c_{σ(j)i} ∗ ∗ ∗ ∗∗ ; łőšőřżě, ěśńĺ ŕěřěśšăćĺšĳ ć ŋĺţ i-šżľ ĺ j-šżľ ňŋőęĺšěńĺ ňěśšăňĺ, ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě

sgn (ff)c_{ϱ(1)1}c_{ϱ(2)2} · · · c_{ϱ(n)n} ;

čďě % = fffi_{ij} ěśšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ŕěřěśšăŋőćłĺ ff ĺ šřăŋśŕőğĺűĺĺ fi_{ij} ĺŋďěłśőć i ĺ j (śř. ś ďőłăğăšěńĳśšćőň Ŕř.2.2.2). Ŕőśłőńĳłş ŕő ğăď.6.5 łőňŕőğĺűĺ£ % = fffi_{ij} šăłęě ŕřőąěčăěš S_n łőčďă ff ŕřőąěčăěš S_n, ă sgn (%) = −sgn (ff), ĺňěěň:

det C^′ =^∑_{σ∈} Sn sgn (ff)c_{ϱ(1)1}c_{ϱ(2)2} · · · c_{ϱ(n)n} = −^∑_{ϱ∈} Sn sgn (%)c_{ϱ(1)1}c_{ϱ(2)2} · · · c_{ϱ(n)n} = − det C : 2 2.4.3. Śńěďśšćĺě. Ťőřňă őąž-ěňă ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě k^n śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă. Ě-ě ğŋăůěŋĺě ŋă ŋăąőřě ćěłšőř-śšőńąűőć řăćŋő őŕřěďěńĺšěń¿ ňăšřĺűż, śőśšăćńěŋŋőľ ĺğ ¡šĺţ śšőńąűőć. 2 2.4.4. Śńěďśšćĺě. Őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ, ěśńĺ śšőńąűż ňăšřĺűż ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺňż (ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ěśšĳ ŋşńěćőľ śšőńąěű ĺńĺ ďćă śőćŕăďă¿źĺţ śšőńąűă). 2 2.4.5. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ V | śćőąőďŋżľ K-ňőďşńĳ řăŋčă n. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ łőśżţ ťőřň őš n ăřčşňěŋšőć v_i ∈V ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śćőąőďŋżľ K-ňőďşńĳ^4 řăŋčă 1. Ďń£ ń¿ąőčő ąăğĺśă {e_1; e_2; : : : ; e_n} ⊂ V śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ ťőřňă !_e ∈ ~^n(K^n), ďń£

4őŋ őąőğŋăůăěšś£ ~^n(K^n) ĺ ŋăğżćăěšś£ n-šőľ ćŋěÿŋěľ śšěŕěŋĳ¿ ňőďşń£ K^n

łőšőřőľ !_e(e_1; e_2; : : : ; e_n) = 1. Ŕřőĺğćőńĳŋă£ ťőřňă f ∈ ~^n(K^n) ąşďěš ńĺŋěľŋő ćżřăęăšĳś£ ůěřěğ !_e ŕő ťőřňşńě

f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = f(e_1; e_2; : : : ; e_n) · !_e(v_1; v_2; : : : ; v_n) ∀ v_1; v_2; : : : ; v_n ∈ V

(š. ě. ťőřňă !_e £ćń£ěšś£ ąăğĺśŋőľ őąřăğş¿źěľ ňőďşń£ ćśěţ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ łőśżţ ťőřň). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő Ŕř.2.4.1, ğŋăůěŋĺě ŕőńĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż f ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň ŋăąőřě ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n) ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ě-ě ğŋăůěŋĺě ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň ąăğĺśě (e_1; e_2; : : : ; e_n) ŕő ťőřňşńě

f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det C_{ev}f(e_1; e_2; : : : ; e_n) ; (6-3)

čďě (c_{αβ}) = C_{ev}) | ¡šő ňăšřĺűă ŕěřěţőďă, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n) ć ąăğĺśě {e_i}. Ŕőńăčă£

!_e(v_1; v_2; : : : ; v_n)^{def}= det C_{ev} ;

ĺğ ďőłăğăŋŋżţ ćżÿě śćőľśšć őŕřěďěńĺšěń£ ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň, ůšő !_e { ¡šő ŕőńĺńĺŋěľŋă£ łőśă£ ťőřňă, ŕřĺŋĺňă¿źă£ ğŋăůěŋĺě 1 ŋă ąăğĺśě (v_1; v_2; : : : ; v_n). Řăćěŋśšćő (6-3) ŕőłăğżćăěš, ůšő ćśě őśšăńĳŋżě ťőřňż ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż !_e, őšłşďă śřăğş śńěďş¿š ćśě şšćěřęďěŋĺ£ śńěďśšćĺ£. 2 x3. Śćőľśšćă őŕřěďěńĺšěńěľ.

3.1. Łőňąĺŋăšőřŋżľ ăŋăńĺğ ťőřňşńż. Ś łőňąĺŋăšőřŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£, ťőřňşńă ďń£ őŕřěďěńĺšěń£ (n × n)-ňăšřĺűż C = (c_{α,b})

det(C) =^∑_{σ∈} Sn sgn (ff)c_{σ(1)1}c_{σ(2)2} · · · c_{σ(n)n}

ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śşňňş ćśěţ ćőğňőęŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ ĺğ n ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć, ćżąřăŋŋżţ šăł, ůšőąż ć łăęďőľ śšřőłě ĺ ć łăęďőň śšőńąűě ŕřĺśşšśšćőćăń řőćŋő őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ ¡ńěňěŋšőć. Ŕőğĺűĺĺ ćżąĺřăěňżţ ¡ńěňěŋšőć ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł čřăťĺł ćğăĺňŋőőďŋőğŋăůŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ {ŋőňěřă śšőńąűőć}^σ−−→ {ŋőňěřă śšřőł} (ć i-šőň śšőńąűě ćżąĺřăěšś£ ff(i)-šżľ ¡ńěňěŋš). Ğŋăł ś łőšőřżň ćţőďĺš ć śşňňş śőőšćěšśšćş¿źěě ŕřőĺğćěďěŋĺě ěśšĳ ğŋăł ff łăł ŕěřěśšăŋőćłĺ ŋőňěřőć {1; 2; : : : ; n}. Ŋăŕřĺňěř, det ( c_{11} c_{12} c_{21} c_{22} ) = c_{11}c_{22} − c_{21}c_{12} det c_{11} c_{12} c_{13} c_{21} c_{22} c_{23} c_{31} c_{32} c_{33}

=^(c_{11}c_{22}c_{33} + c_{21}c_{32}c_{13} + c_{31}c_{12}c_{23}^) −^(c_{31}c_{22}c_{13} + c_{21}c_{12}c_{33} + c_{11}c_{32}c_{23}^) :

Ć ůăśšŋőśšĺ, őŕřěďěńĺšěńĳ ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě ňăšřĺűż C = (c_{αβ}) ŋă šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋş¿ ňăšřĺűş C^t = (c^t_{αβ}), čďě c^t_{αβ}^{def}= c_{βα}. Ć śăňőň ďěńě, őš šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺ£ śšřőłĺ ĺ śšőńąűż ňěŋ£¿šś£ řőń£ňĺ, ůšő ć ŕřěďżďşźěň łőňąĺŋăšőřŋőň őŕĺśăŋĺĺ ŕřő£ćń£ěšś£ šőńĳłő ć šőň, ůšő ćňěśšő ff ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ğŋăłă śńěďşěš ąřăšĳ őąřăšŋş¿ ŕěřěśšăŋőćłş ff^{−1}.

Ğăďăůă6.9. Ďőłăęĺšě, ůšő sgn (ff^{−1}) = sgn (ff) ∀ ff ∈S n. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ďőłăğăńĺ 3.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. det(C) = det(C^t) ∀ A∈Matn(K) . 2 3.1.2. Śńěďśšćĺě. Őŕřěďěńĺšěńĳ £ćń£ěšś£ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňőľ őš

śšřőł ňăšřĺűż ĺ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřĺ ŕőůńěŋŋőň ŕřĺąăćńěŋĺĺ ł ń¿ąőľ śšřőłě łřăšŋőśšĺ łăłőľ-ńĺąő ďřşčőľ śšřőłĺ.

2_{Ć ůăśšŋőśšĺ, ťőřňşńş ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£ ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě}

det Ś = det(c_{αβ})^{def}=^∑ σ∈Sn sgn (ff)c_{1σ(1)}c_{2σ(2)} · · · c_{nσ(n)} ∈ K ; (6-4)

3.2. Ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżě śćőľśšćă őŕřěďěńĺšěń£ őąşśńőćńěŋż ťőřňşńőľ Ŕř.2.4.1, ŕőłăğżćă¿źěľ łăł ňěŋ£ěšś£ ğŋăůěŋĺě ŕőńĺńĺŋěľŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż ŕřĺ ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋě ŕěřěňěŋŋżţ.

3.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. det(AB) = det(A) det(B) ∀ A; B ∈ Matn(K). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ (e1; e2; : : : ; en) | śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć K^n, ă ŋăąőřż ćěłšőřőć {vi} ĺ {w_i} őŕřěďěńěŋż ťőřňşńăňĺ

(v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)A ;

(w_1; w_2; : : : ; w_n) = (v_1; v_2; : : : ; v_n)B = (e_1; e_2; : : : ; e_n)AB :

Ěśńĺ !_e | ŕőńĺńĺŋěľŋă£ łőśă£ ťőřňă ŋă K^n, šăłă£ ůšő !_e(e_1; e_2; : : : ; e_n) = 1, šő śőčńăśŋő Ŕř.2.4.1

!(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det(A) ; !(w_1; w_2; : : : ; w_n) = det(AB) :

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺśŕőńĳğş£ ćżřăęěŋĺě ćěłšőřőć w_i ůěřěğ ćěłšőřż v_i ŕőńşůăěň

!(w_1; w_2; : : : ; w_n) = det(B) · !(v_1; v_2; : : : ; v_n) ;

őšłşďă det(AB) = det(A) det(B). 2 3.2.2. Śńěďśšćĺě. det(AB) = det(BA) ∀ A; B ∈ Matn(K).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. det(A) ĺ det(B) łőňňşšĺřş¿š łăł ĺ ćśě ¡ńěňěŋšż K. 2 3.2.3. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ňăšřĺűă A őąřăšĺňă ć Matn(K), šő det(A) őąřăšĺň ć K.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. det(A) det(A^{−1}) = det(E) = 1 őğŋăůăěš, ůšő det(A^{−1}) = det(A)^{−1}. 2 3.2.4. Śńěďśšćĺě. Łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă A ŋăď ŕőńěň^5 őąřăšĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă det(A) ≠ 0 (šăłĺě ňăšřĺűż ŋăğżćă¿šś£ ŋěćżřőęďěŋŋżňĺ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ćěłšőřż (e1; e2; : : : ; en) śőśšăćń£¿š ąăğĺś ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăď ŕőńěň k.

Ěśńĺ ćěłšőřż (v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)A ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, šő őŋĺ šőęě śőśšăćń£- ¿š ąăğĺś, ĺ ğŋăůĺš, ňăšřĺűă A ąşďěš őąřăšĺňőľ (őąřăšŋă£ ňăšřĺűă A^{−1} = C_{ev} ąşďěš ĺňěšĳ ŕő śšőńąűăň łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć e_i ć ąăğĺśě v_i). Ŕő ŕřěďżďşźěňş śńěďśšćĺ¿, det(A) ≠ 0.

Ěśńĺ ćěłšőřż v_i (š. ě. śšőńąűż ňăšřĺűż A) ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, šő det(A) = 0. Ďřşčĺţ ćőğňőęŋőśšěľ ŋěš. 2 3.3. Ŕřăćĺńő Łřăňěřă. Ćěřŋ-ěňś£ šěŕěřĳ ł ğăďăůě, łőšőřă£ ążńă śťőřňşńĺřőćăŋă ć ŋăůăńě ńěłűĺĺ, ĺ ŕőłăęěň, łăł ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ őŕřěďěńĺšěńĺ ŕřĺ řěÿěŋĺĺ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Şśńőćĺňś£ őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ det(a_1; a_2; : : : ; a_n), čďě a_i ∈ K^n, őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A = (a_1; a_2; : : : ; a_n), ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć a_i ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě K^n. Ěśńĺ ůĺśńă x_1; x_2; : : : ; x_n ∈ K şďőćńěšćőř£¿š śĺśšěňě şřăćŋěŋĺľ

A x_1 x_2 . . x_n

= b ;

š. ě. ďőśšăćń£¿š řăğńőęěŋĺě ćěłšőřă b ∈ K^n ć ćĺďě

b = x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n ;

šő ćśńěďśšćĺě ńĺŋěľŋőśšĺ őŕřěďěńĺšěń£ ŕő i-šőňş ăřčşňěŋšş ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĺ ňż ĺňěěň

det(a_1; : : : ; a_{i−1}; b; a_{i+1}; : : : ; a_n) = det(a_1; : : : ; a_{i−1};^{n∑}_{i−1} x_νa_ν; a_{i+1}; : : : ; a_n) =

=^{n∑}_{ν=1} x_ν det(a_1; : : : ; a_{i−1}; a_ν; a_{i+1}; : : : ; a_n) = x_i · det(a_1; : : : ; a_{i−1}; a_i; a_{i+1}; : : : ; a_n) = x_i det(A) ;

ůšő ďőłăğżćăěš

3.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Ŕřăćĺńő Łřăňěřă.) Ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż śĺśšěňż Ax = b ŋă i-šş¿ łőőřďĺŋăšş řěÿěŋĺ£ ŕőńşůăěšś£ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż, łőšőřă£

5őąőąźěŋĺě ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ąşďěš ŕőńşůěŋő ŋĺęě ć Śń.4.3.4

őšńĺůăěšś£ őš ňăšřĺűż śĺśšěňż ğăňěŋőľ i-šőčő śšőńąűă ŋă śšőńąěű ŕřăćżţ ůăśšěľ (ďń£ łăęďőčő i = 1; 2; : : : ; n).

2_{Łőčďă ňż ĺňěěň ďěńő ś śĺśšěňőľ Ax = b ĺğ n ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ őš n ŋěĺğćěśšŋżţ ŋăď}

ŕőńěň K = k, ĺğ ŕřăćĺńă Łřăňěřă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ det(A) ≠ 0, šő ďń£ ń¿ąőľ ŕřăćőľ ůăśšĺ b řěÿěŋĺě śşźěśšćşěš, ěďĺŋśšćěŋŋő ĺ ďă-ěšś£ ťőřňşńőľ

x_i = det(a_1; : : : ; a_{i−1}; b; a_{i+1}; : : : ; a_n) det(A)

; i = 1; 2; : : : ; n :

Ğăďăůă6.10. Ŕşśšĳ det(A) őąřăšĺň ć K. Ŕőŕżšăľšěśĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřăćĺńă Łřăňěřă ŕőńşůĺšĳ £ćŋş¿ ťőřňşńş ďń£ ¡ńěňěŋšőć őąřăšŋőľ ňăšřĺűż A^{−1} ć šěřňĺŋăţ śăňőľ ňăšřĺűż A.

3.4. Ŕřĺňěř: řěğşńĳšăŋš ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋš. Ŕşśšĳ

A(t_1; t_2) =^{n∑}_{ν=1} a_νt^ν_1t^{n−ν}_2 ĺ B(t_1; t_2) =^{m∑}_{μ=1} b_μt^μ_1 t^{n−μ}_2

ďćă őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋă śšěŕěŋěľ n ĺ m ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ŋěłőšőřőň ŕőńě k. Łăł ćż- £śŋĺšĳ, ĺňě¿š ńĺ őŋĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ őąźĺľ ňŋőęĺšěńĳ ć k[t_1; t_2]? Ěśńĺ šăłőćżň ňŋőęĺšěńěň £ćń£ěšś£ t_1 (ĺńĺ t_2), šő ¡šő ğăňěšŋő ŋă čńăğ. Ěśńĺ ęě ŋěš, šő ňŋőčőůńěŋż

^A(t)^{def}= A(1; t) = a_0n^t + a_1n^{t−1} + · · · + a_{t−1}n + a_t ∈ k[t] ^B(t)^{def}= B(1; t) = b_0m^t + b_1m^{t−1} + · · · + b_{t−1}m + b_t ∈ k[t]

ĺňě¿š śšěŕěŋĺ ć šőůŋőśšĺ n ĺ m (š. ě. ĺňě¿š ŋěŋşńěćżě a_0 ĺ b_0 śőőšćěšśšćěŋŋő), ĺ ŋăńĺůĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ş A ĺ B ć k[t_1; t_2] řăćŋőśĺńĳŋő ŋăńĺůĺ¿ ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ş^^A ĺ^^B ć k[t], ă ğŋăůĺš, ňőęěš ążšĳ ŕřőćěřěŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ ăńčőřĺšňă Ěćłńĺďă. Őďŋăłő, łăł ĺ ňěšőď Čăşśśă, ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă ŋě ŕőğćőń£ěš śďěńăšĳ ŋĺłăłĺţ łăůěśšćěŋŋżţ ćżćőďőć ğăřăŋěě. Šěŕěřĳ ňż ć śőśšő£ŋĺĺ ĺśŕřăćĺšĳ ¡šő ŋěşďőąśšćő, ĺąő ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă šăłęě, łăł ĺ ňěšőď Čăşśśă, ć śşźŋőśšĺ, řěÿăěš śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ A = DA^′, B = DB^′, čďě D; A^′; B^′ ∈ k[t_1; t_2] { ŋěłőšőřżě őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż, šő ňż ňőęěň ŕőďőąřăšĳ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż X ĺ Y śšěŕěŋěľ deg X = deg B − deg D ĺ deg Y = deg A − deg D, šăł ůšőąż ć k[t_1; t_2] ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő

AX = DA^′B^′ = BY :

Šăłĺň őąřăğőň şśńőćĺě deg D ≥ 1 řăćŋőśĺńĳŋő ćőğňőęŋőśšĺ ŕőďőąřăšĳ ňŋőčőůńěŋ X ≠ 0 śšěŕěŋĺ ≤ (m − 1) ĺ ňŋőčőůńěŋ Y ≠ 0 śšěŕěŋĺ ≤ (n − 1), şďőćńěšćőř£¿źĺě řăćěŋśšćş AX = BY , łőšőřőě ńěčłő ŕřěćřăšĺšĳ ć őďŋőřőďŋş¿ śĺśšěňş ĺğ n+m ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă m+n łő¡ťťĺűĺěŋšőć x_0; x_1; : : : ; x_{m−1} ; y_1; y_2; : : : ; y_{n−1} ňŋőčőůńěŋőć X; Y , śřăćŋĺćă£ ňőŋőňż őďĺŋăłőćőľ śšěŕěŋĺ ć AX ĺ BY .

Ğăďăůă6.11. Ŋăŕĺÿĺšě £ćŋő ňăšřĺűş ¡šőľ śĺśšěňż.

Ŕşśšĳ K { ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő, ă A; B ∈ K[t_1; t_2] ĺ^^A;^^B ∈ K[t] { ňŋőčőůńěŋż ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ a_0; a_1; : : : ; a_n ĺ b_0; b_1; : : : ; b_m łăł ĺ ćżÿě. Őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż

a_0 a_1 : : : a_n a_0 a_1 : : : a_n ... ... ...

a_0 a_1 : : : a_n b_0 b_1 : : : b_m b_0 b_1 : : : b_m ... ... ...

b_0 b_1 : : : b_m m+n m

n (6-5)

ŋăğżćăěšś£ řěğşńĳšăŋšőň ďćşţ őďŋőřőďŋżţ ťőřň A, B (ĺńĺ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć^^A;^^B ∈ k[t]) ĺ őąőğŋăůăěšś£ R(A; B) (ĺńĺ R_{n,m}(A; B)).

Ğăďăůă6.12. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŋăď ŕőńěň k őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż A ĺ B ĺğ k[t1; t2] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őąńăďă¿š ŋěšřĺćĺăńĳŋżň őąźĺň ďěńĺšěńěň ć k[t_1; t_2], łőčďă R(A; B) = 0.

Şłăğăŋĺě. ¡šő śřăğş śńěďşěš ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ĺ śćőľśšć őŕřěďěńěšĺńěľ. Ğăďăůă6.13. Ŕşśšĳ f; g ∈ k[t] { ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ ≤ n ĺ ≤ m śőőšćěšśšćěŋŋő. Ďőłăęĺšě, ůšő řăćěŋśšćő R_{n.m}(f; g) = 0 řăćŋőśĺńĳŋő śőćőłşŕŋőśšĺ šř-ěţ şśńőćĺľ: ńĺąő deg f < n, ńĺąő deg g < m, ńĺąő ŊŐĎ(f; g) ≠ 1.

Ğăďăůă6.14. Şąěďĺšěśĳ, ůšő řěğşńĳšăŋš ňŋőčőůńěŋă ĺ ěčő ŕřőĺğćőďŋőľ ďěńĺšś£ ŋă śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă (ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň).

Ŕşśšĳ f = a_0n^t +a_1n^{t−1} +· · ·+a_{t−1}n+a_t ∈ K[t] { ňŋőčőůńěŋ ś a_0 ≠ 0, ĺ f^′ { ěčő ŕřőĺğćőďŋă£.

Ůĺśńő D(f)^{def}= (−1)^{n(n−1)}2 R^{n,n−1}(f; f^′)a_0 ∈ K ŋăğżćăěšś£ ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň f.

Ğăďăůă6.15. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őąřăźěŋĺě ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ć ŋşńĳ řăćŋőśĺńĳŋő ŋăńĺůĺ¿ łřăšŋżţ łőřŋěľ ĺ ćżůĺśńĺšě ďĺśłřĺňĺŋăŋš łćăďřăšŋőčő ĺ łşąĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋőć.

3.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ

f = a_0n^t + a_1n^{t−1} + · · · + a_{t−1}n + a_t ĺ g = b_0m^t + b_1m^{t−1} + · · · + b_{t−1}m + b_t

ďćă ňŋőčőůńěŋă ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K. Śşźěśšćş¿š šăłĺě ňŋőčőůńěŋż u; v ∈ K[t], ůšő uf + vg = R_{n,m}(f; g) łăł ¡ńěňěŋšż K[t].

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăćěŋśšćă

t^{m−1}f = a_0t^{m+n−1} + a_1t^{n+m−2} + · · · + a_nt^{m−1} t^{m−1}f = a_0t^{m+n−2} + a_1t^{n+m−3} + · · · + a_nt^{m−1} . . ... ... ...

f = a_0t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_n t^{n−1}g = b_0t^{m+n−1} + b_1t^{n+m−2} + · · · + b_nt^{m−1} t^{n−1}g = b_0t^{m+n−2} + b_1t^{n+m−3} + · · · + b_nt^{m−1} . . ... ... ...

g = b_0t^m + b_1t^{m−1} + · · · + b_m

őğŋăůă¿š, ůšő śšőńąěű x_1 x_2 . . x_{m+n} = t^{m+n−1} t^{m+n−2} . . 1 ∈ K[t]^{m+n} £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň śĺśšěňż ĺğ

m + n ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ćĺďă

t^{m−1}f = a_0x_1 + a_1x_2 + · · · + a_nx_{n+1} t^{m−1}f = a_0x_2 + a_3x_2 + · · · + a_nx_{n+1} . . ... ... ...

f = a_0x_{m−1} + a_1x_{m−2} + · · · + a_nx_{m+n} t^{n−1}g = b_0x_1 + b_1x_2 + · · · + b_nx_{m+1} t^{n−1}g = b_0x_2 + b_1x_3 + · · · + b_nx_{m+1} . . ... ... ...

g = b_0x_{n−1} + b_1x_{n−2} + · · · + b_mx_{m+n}

ŋăď łőńĳűőň K[t], ňăšřĺűă łőšőřőľ śőćŕăďăěš ś (6-5). Ŕő ŕřăćĺńş Łřăňěřă, ŕřĺňěŋ-ěŋŋőňş ł ŕőśńěďŋěľ łőőřďĺŋăšě řěÿěŋĺ£, ňż ŕőńşůăěň, ůšő R(f; g) řăćěŋ őŕřěďěńĺšěń¿ ňăšřĺűż, ŕőńşůěŋŋőľ ĺğ (6-5) ğăňěŋőľ ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć a_0 ĺ b_0 ć ŕőśńěďŋěň śšőńąűě ŋă f ĺ g śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŕőśłőńĳłş ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć ć ŕőśńěďŋěň śšőńąűě ŋěš, ćżůĺśń££ ¡šőš őŕřěďěńĺšěńĳ, ŕőńşůăěň ćżřăęěŋĺě ćĺďă u(t)f(t) + v(t)g(t), čďě f; g ∈ K[t].

2_{Ćőš ěź-ě ŋěśłőńĳłő şŕřăęŋěŋĺľ ŋă ćżůĺśńěŋĺě őŕřěďěńĺšěńěľ:}

Ğăďăůă6.16. Ŕşśšĳ A(t1; t2) { őďŋőřőďŋă£ ťőřňă śšěŕěŋĺ n, ĺ f(t) = A(1; t). Ďőłăęĺšě, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš f ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ŋěŋşńěćş¿ łőŋśšăŋšş śőćŕăďăěš ś řěğşńąšăŋšőň ŕăřż ťőřň @A@t_1 ĺ @A@t_1 ĺ ŋăľďĺšě šőůŋő, ůěňş řăćŋă ¡šă łőŋśšăŋăšă.

Ğăďăůă6.17. Ŕşśšĳ n ≥ m ĺ ŕşśšĳ dk, k = 0; 1; 2; : : :, | őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ňăšřĺűż a_0 : : : : : : a_{n−1} a_n a_0 : : : : : : a_{n−1} a_n ... ... ...

a_0 : : : : : : a_{n−1} a_n b_0 : : : b_{m−1} b_m ... ... ...

... ... ... b_0 : : : b_{m−1} b_m b_0 : : : b_{m−1} b_m m+n m

n

ćżłĺďżćăŋĺěň ŕő k śšřőł ĺ k śšőńąűőć śćěţş, śŋĺűş, śńěćă ĺ śŕřăćă (š. ě. ćżłĺďżćăŋĺěň ćŋěÿŋěčő łőŋšşřă šőńźĺŋż k). Ďőłăęĺšě, ůšő ĺŋďěłś ŕěřćőčő ŋěŋşńěćőčő ůńěŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ d_0; d_1; d_2; : : : řăćěŋ śšěŕěŋĺ ŋăĺąőńĳÿěčő őąźěčő ďěńĺšěń£ ŕăřż őďŋőřőďŋżţ ťőřň A =^∑ a_νt^ν_1t^{n−ν}_2 ĺ B =^∑ a_μt^μ_1 t^{m−μ}_2 ć k[t_1; t_2].

x4. Śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă.

Ŕńőźăďĳ ŕăřăńńěńőčřăňňă ňőęŋő ćżřăğĺšĳ ůěřěğ ďńĺŋż śšőřőŋ, ă őąž-ěň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă | ůěřěğ ďńĺŋż ř-ěąěř ĺ ŕńőźăďĺ čřăŋěľ. Ěśšěśšćěŋŋő őęĺďăšĳ, ůšő ďőńęŋż ążšĳ şŋĺćěřśăńĳŋżě ťőřňşńż, ćżřăęă¿źĺě őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ őąž-ěň n-ňěřŋőčő ŕăřăńńăńĺŕĺŕěďă ůěřěğ k-ňěřŋżě őąž-ěňż k-ňěřŋżţ čřăŋěľ (k < n). Ĺ ţőš£ ňż ŕőłă ůšő ŋě őąńăďăěň ŋăďńěęăźěľ čěőňěšřĺůěśłőľ šěţŋĺłőľ ďń£ šőčő, ůšőąż ¡šĺ ťőřňşńż şćĺďěšĳ^6 ş ŋăś ěśšĳ ćś-ě ŋěőąţőďĺňőě ďń£ ĺţ ťőřňăńĳŋő-ăńčěąřăĺůěśłőčő ďőłăğăšěńĳśšćă. Ŋă £ğżłě ăńčěąřż, ¡šĺ ťőřňşńż (ŋăğżćăěňżě ťőřňşńăňĺ řăğńőęěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£) őğŋăůă¿š, ůšő det(C) ňőęŋő ćżřăğĺšĳ ůěřěğ őŕřěďěńĺšěńĺ ŕőďňăšřĺű, śőďěřęăźĺţś£ ć C. Ůšőąż ŋăŕĺśăšĳ ĺţ £ćŋő, ŋăň ŕőšřěąş¿šś£ łőě-łăłĺě őąőğŋăůěŋĺ£.

4.1. Ňşńĳšĺĺŋďěłśż, ŕőďňăšřĺűż ĺ ňĺŋőřż. Ąşłćăňĺ I; J; K; : : : ňż ďăńěě ąşďěň őąőğŋăůăšĳ şŕőř£ďőůěŋŋżě ŕőďŋăąőřż ćĺďă

I = (i_1; i_2; : : : ; i_m) ; i_1 < i_2 < · · · < i_m ;

ć ŋăąőřě (1; 2; : : : ; n). Łăęďżľ šăłőľ ŕőďŋăąőř I ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňşńĳšĺĺŋďěłśőň, ă ůĺśńő m ¡ńěňěŋšőć ŋăąőřă I | ďńĺŋőľ ňşńĳšĺĺŋďěłśă ĺ őąőğŋăůăšĳ #I. Śşňňă i_1 + i_2 + · · · + i_m ŋăğżćăěšś£ ćěśőň ňşńĳšĺĺŋďěłśă I = (i_1; i_2; : : : ; i_m) ĺ őąőğŋăůăěšś£ |I|. Ňşńĳšĺĺŋďěłś, śőśšő£źĺľ ĺğ ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ŋăąőřă (1; 2; : : : ; n), ŋě ćţőď£źĺţ ć ňşńĳšĺĺŋďěłś I, ŋăğżćăěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň ł I ĺ őąőğŋăůăěšś£^^I. §śŋő, ůšő J śőćŕăďăěš ś^^I ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ #I+#J =

6ňż ŕőśšřőĺň śőőšćěšśšćş¿źş¿ čěőňěšřĺůěśłş¿ šěőřĺ¿ ć śńěďş¿źĺţ ďćşţ śěňěśšřăţ

n ĺ I ∩J = ø. Őšňěšĺň šăłęě, ůšő ćśěčő ĺňěěšś£ ( n k ) ňşńĳšĺĺŋďěłśőć ďńĺŋż k, ĺ ůšő ćśěčďă

|I| + | ^I| = n(n + 1) 2 : Ŋăŕřĺňěř: ěśńĺ n = 8 ĺ I = (1; 3; 4; 6; 8), šő #I = 5, |I| = 22,^^I = (2; 5; 7), #^^I = 3, |^^I| = 14.

Ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ňşńĳšĺĺŋďěłśż ďń£ ğăďăŋĺ£ ŕőďňăšřĺű ć ďăŋŋőľ (n × n)-ňăšřĺűě C = (c_{αβ}). Ă ĺňěŋŋő, ůěřěğ C[IJ], čďě I = (i_1; i_2; : : : ; i_m), J = (j_1; j_2; : : : ; j_m), ňż őąőğŋăůăěň łćăďřăšŋş¿ (m×m)-ŕőďňăšřĺűş, őąřăğőćăŋŋş¿ ¡ńěňěŋšăňĺ c_{iαjβ} , 1 ≤ ¸; ˛ ≤ m. Őŕřěďěńĺšěńĳ det(C[IJ]) ŋăğżćăěšś£ IJ-ň ňĺŋőřőň (m-šőčő ŕőř£ďłă) ňăšřĺűż C ĺ őąőğŋăůăěšś£ C_{IJ} (ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ňăšřĺůŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ, łőšőřżě ěśšĳ ŋĺ ůšő ĺŋőě łăł ňĺŋőřż 1-čő ŕőř£ďłă).

Ŋăŕřĺňěř: ěśńĺ C = c_{11} c_{12} c_{13} c_{14} c_{21} c_{22} c_{23} c_{24} c_{31} c_{32} c_{33} c_{34} c_{41} c_{42} c_{43} c_{44}

, šő C_{(2,4),(2,3)} = det ( c_{22} c_{23} c_{42} c_{43} ) = c_{22}c_{43} − c_{42}c_{23}.

Ěśńĺ şŕőř£ďőůĺšĳ ňşńĳšĺĺŋďěłśż ďńĺŋż m łăłĺň-šő ťĺłśĺřőćăŋŋżň śŕőśőąőň^7, šő ĺğ ňĺŋőřż m-šőčő ŕőř£ďłă šăłęě ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż^(C_{IJ}^) řăğňě- řă ( n m ) × ( n m ) . İšă ňăšřĺűă őąőğŋăůăěšś£ ~^mC ĺ ŋăğżćăěšś£ m-šőľ ćŋěÿŋěľ śšěŕěŋĳ¿

ňăšřĺűż C.

4.2. Šěőřěňă. (Šěőřěňă Ńăŕńăśă.) Ďń£ ń¿ąőľ łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż A ŋăď ń¿ążň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě ďćă ŋăąőřă šőęďěśšć:

(Ă) řăğńőęěŋĺě őŕřěďěńĺšěń£ ŕő śšřőłăň ĺğ I: ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ćżąřăŋŋőčő ňşńĳšĺĺŋďěłśă I ďńĺŋż #I = k det A =^∑_{J : #J=k}(−1)^{|I|+|J|}A_{IJ} A_{^I ^J}

(śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ćśěň ňşńĳšĺĺŋďěłśăň J ďńĺŋż #J = #I = k); (Ą) šěőřěňă őą şňŋőęěŋĺĺ ŋă ůşęĺě ďőŕőńŋěŋĺ£: ďń£ ďćşţ ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ćżąřăŋŋżţ řăğńĺůŋżţ ňşńĳšĺĺŋďěłśőć I ≠ J, őďĺŋăłőćőľ ďńĺŋż #I = #J = k ∑ K : #K=k (−1)^{|I|+|K|}A_{IK}A_{^J ^K} = 0 (śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ćśěň ňşńĳšĺĺŋďěłśăň K ďńĺŋż #K = k). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ć łăęďőň ĺğ n! ŕřőĺğćěďěŋĺľ, ćţőď£źĺţ ć śşňňş ĺğ (6-4):

det(A) =^∑_{σ∈} Sn sgn (ff)a_{1σ(1)}a_{2σ(2)} · · · a_{nσ(n)} ;

7ŋăŕřĺňěř, ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ, š. ě. ŕőńăčă£, ůšő I < J, ěśńĺ ŕěřćżľ śůĺšă£ śńěćă ĺğ ŋěśőćŕăďă¿źĺţ ¡ńěňěŋšőć ć I ňěŋĳÿě, ůěň ć J; śăňżň ňăńěŋĳłĺň ŕřĺ šăłőň ŕőř£ďłě ąşďěš ňşńĳšĺĺŋďěłś (1; 2; : : :; m), ğă ŋĺň ąşďěš śńěďőćăšĳ ňşńĳšĺĺŋďěłś (1; 2; : : :; m − 1; m + 1) ĺ š. ď.

ŕřĺśşšśšćşěš řőćŋő ŕő őďŋőňş ¡ńěňěŋšş ĺğ łăęďőľ śšřőłĺ, ňőęŋő ŕěřěşŕőř£ďőůĺšĳ ňŋőęĺšěńĺ šăł, ůšőąż śŋăůăńă ÿńĺ ¡ńěňěŋšż ĺğ śšřőł ś ŋőňěřăňĺ ĺğ ŋăąőřă I = (i_1; i_2; : : : ; i_k), ă ŕőšőň | ĺğ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő ŋăąőřă^^I = (^«_1; ^«_2; : : : ; ^«_{n−k}) (ŋăŕőňŋ¿, ůšő i_1 < i_2 < · · · < i_k ĺ ^«_1 < ^«_2 < · · · ^«_{n−k}. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň:

det(A) =^∑_{σ∈} Sn sgn (ff)a_{i1σ(i1)}a_{i2σ(i2)} · · · a_{ikσ(ik)}a_{^ι1σ(^ι1)}a_{^ι2σ(^ι2)} · · · a_{^ιn−kσ(^ιn−k )} : Řăğőąĳ-ěň šěŕěřĳ ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł S_n ć őąžěďĺŋěŋĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕőďňŋőęěśšć S_{JI} , łăęďőě ĺğ łőšőřżţ śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł, ŕěřěćőď£źĺţ ŋăąőř I = (i_1; i_2; : : : ; i_k) ć łăłş¿-ńĺąő ŕěřěśšăŋőćłş ŋăąőřă J = (j_1; j_2; : : : ; j_k) (ŋăŕőňŋ¿, ůšő j_1 < j_2 < · · · < j_k). Łăęďă£ ŕěřěśšăŋőćłă ff ∈ S_{JI} őďŋőğŋăůŋő ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ff = fi”ff_{JI}, čďě ff_{JI} ∈ S_n | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă, őšőąřăęă¿źă£ I ŋă J ĺ^^I ŋă^^J ś śőţřăŋěŋĺěň ŕőř£ďłă (š. ě. ff_{JI} (i_α) = j_α ĺ ff_{JI} (^«_α) = ^«_α), fi ∈ S_k | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă ĺŋďěłśőć {1; 2; : : : ; k} ć ŋăąőřě (j_1; j_2; : : : ; j_k), ă ” | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă ĺŋďěłśőć {1; 2; : : : ; (n − k)} ć ďőŕőńŋĺšěńĳŋőň ŋăąőřě (^j_1; ^j_2; : : : ; ^j_{n−k}).

Ğăďăůă6.18. Śłőńĳłő ćśěčő ŕěřěśšăŋőćőł ć SJI ? Ğăďăůă6.19. Şąěďĺšěśĳ, ůšő sgn (ffJI ) = (−1)^{|I|+|J|}.

Ğăďăůă6.20. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ğŋăł fi”ffJI łăł ŕőďśšăŋőćłĺ ĺğ Sn ěśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ğŋăłă ff_{JI} łăł ¡ńěňěŋšă S_n, ğŋăłă ” łăł ¡ńěňěŋšă S_{n−k} ĺ ğŋăłă fi łăł ¡ńěňěŋšă S_k.

Šăłĺň őąřăğőň, ćżřăęěŋĺě ďń£ det(A) ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě: ∑ J ∑ σ∈SJI sgn (ff)a_{i1σ(i1)}a_{i2σ(i2)} · · · a_{ikσ(ik)}a_{^ι1σ(^ι1)}a_{^ι2σ(^ι2)} · · · a_{^ιkσ(^ιk)} = =^∑_J^∑ τ ∈Sk ∑ η∈Sn−k (−1)^{|I|+|J|}sgn (fi)sgn (”)a_{i1jτ(1)} a_{i2jτ(2)} · · · a_{ikjτ(k)} a_{^ι1^jη(1)} a_{^ι2^jη(2)} · · · a_{^ιn−k^jη(n−k)} =

=^∑_J (−1)^{|I|+|J|} ∑ τ ∈Sk sgn (fi)a_{i1jτ(1)} a_{i2jτ(2)} · · · a_{ikjτ(k)} ∑ η∈Sn−k sgn (”)a_{^ι1^jη(1)} a_{^ι2^jη(2)} · · · a_{^ιn−k^jη(n−k)} Ŕőśńěďŋěě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, śőćŕăďăěš ś^∑_J (−1)^{|I|+|J|}A_{IJ} A_{^I ^J} , ůšő ďőłăğżćăěš šőęďěśšćő (Ă).

Šőęďěśšćő (Ą) śńěďşěš ĺğ ťőřňşńż (Ă), ŕřĺňěŋ-ěŋŋőľ ł ňăšřĺűě, ĺňě¿źěľ őďĺŋăłőćżě śšřőłĺ (ĺ śšăńő ążšĳ, ŋşńěćőľ őŕřěďěńĺšěńĳ). Šőůŋěě, ŕşśšĳ I ĺ J | ďćă řăğŋżţ ňşńĳšĺĺŋďěłśă őďĺŋăłőćőľ ďńĺŋż k. Šőčďă I ≠ I ∩ J ĺ J ≠ I ∩ J, ŋő # ( J \ (I ∩ J) ) = # ( I \ (I ∩ J) ) . Ňőďĺťĺűĺřşěň ňăšřĺűş A, ğăňěŋĺć ć ŋěľ śšřőłĺ ĺğ ŋăąőřă J \ (I ∩ J) ŋă śšřőłĺ ĺğ ŋăąőřă I\(I∩J) (ś śőţřăŋěŋĺěň ŕőř£ďłă). Ŕőńşůěŋŋă£ ć řěğşńĳšăšě ňăšřĺűă A^′ ĺňěěš ďşąńĺřş¿źĺěś£ śšřőłĺ, ă ğŋăůĺš, det(A^′) = 0. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřĺ ń¿ąőň K ňĺŋőř A^′_{JK} śőćŕăďăěš ś ňĺŋőřőň A_{IK}, ă ňĺŋőř A^′_{^J ^K} | ś ňĺŋőřăňĺ A_{^J ^K} (ĺąő śőćŕăďă¿š śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕőďňăšřĺűż). Ŕő¡šőňş_∑ K (−1)^{|I|+|K|}A_{IK}A_{^J ^K} = (−1)^{|I|−|J| ∑}_K (−1)^{|J|+|K|}A_{IK}A_{^J ^K} = = (−1)^{|I|−|J| ∑}_K (−1)^{|J|+|K|}A^′_{JK}A_{^J ^K} = (−1)^{|I|−|J|} det(A^′) = 0 :

2 4.2.1. Šěřňĺŋőńőčĺůěśłĺě ğăňěůăŋĺ£. Ňĺŋőř A_{^I ^J} ŋăğżćăěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň ł śőőšćěšśšćş¿źěňş ňĺŋőřş A_{IJ} , ă ůĺśńő (−1)^{|I|+|J|}A_{^I ^J} ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ďőŕőńŋěŋĺěň ł ňĺŋőřş A_{IJ} .

Ěśńĺ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ şŕőř£ďőůĺšĳ ćśě ňşńĳšĺĺŋďěłśż ďńĺŋż k ĺ řăśśňőšřěšĳ ( ( n k ) × ( n k ) )-ňăšřĺűż ~^k(A) ĺ^^~^k(A), ş łőšőřżţ ć (IJ)-šőľ łńěšłě řăśŕőńőęěŋż, śőőšćěšśšćěŋŋő,

ňĺŋőř A_{IJ} ĺ ěčő ăńčěąřăĺůěśłőě ďőŕőńŋěŋĺě (−1)^{|I|+|J|}A_{^I ^J} , šő ćśě śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ őďŋőľ ťőřňşńőľ

4.2.2. Śńěďśšćĺě. Ć łőńĳűě łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű řăğňěřă ( n k ) × ( n k ) ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň

łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő

~^k(A) ·^^~^k(A)^t = det(A) 0 det(A) ... 0 det(A)

= det(A) · E ; (6-6)

čďě A ∈ Mat_n(K) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ňăšřĺűă, ă ć ŕřăćőľ ůăśšĺ śšőĺš ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă ś ¡ńěňěŋšăňĺ det(A) ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ. 2 Ğăďăůă6.21. Ŕőńĳğş£śĳ řăćěŋśšćőň det(A) = det(A^t) ŋăŕĺÿĺšě ťőřňşńş ďń£ řăğńőęěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£ ŕő śšőńąűăň ś ŋőňěřăňĺ (i_1; i_2; : : : ; i_k) ĺ śőőšćěšśšćş¿źěě šőęďěśšćő ďń£ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůşęĺě ăńčěąřăĺůěśłĺě ďőŕőńŋěŋĺ£. Ğăďăůă6.22. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ĺňěěš ąńőůŋżľ ćĺď A = ( B D 0 C ) ; čďě B, C | łćăďřăšŋżě ŕőďňăšřĺűż (ă 0 { ŋşńěćă£ ŕőďňăšřĺűă), šő det(A) = det(B) det(C).

Ğăďăůă6.23. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ AB = E (šő ěśšĳ ňăšřĺűż A ĺ B őąřăšŋż ďřşč ďřşčş), šő A_{IJ} = (−1)^{|I|+|J|}B_{^J ^I} , š. ě. łăęďżľ ňĺŋőř ňăšřĺűż A řăćěŋ śćőěňş ăńčěąřăĺůěśłőňş ďőŕőńŋěŋĺ¿ ć ňăšřĺűě, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋőľ ł B.

4.3. Ŕřĺśőěďĺŋěŋŋă£ ňăšřĺűă. Ŋăĺąőńěě ůăśšő ťőřňşńż Ńăŕńăśă ĺśŕőńĳğş¿šś£ ć śĺšşăűĺĺ, łőčďă I = (i) { őďĺŋ ĺŋďěłś. Ć ¡šőň śńşůăě A_{IJ} = a_{ij}, čďě (j) = J, š. ě. ňăšřĺűă ĺğ ňĺŋőřőć ~^1(A) śőćŕăďăěš ś śăňőľ ňăšřĺűěľ A. Ăńčěąřăĺůěśłőě ďőŕőńŋěŋĺě A_{^ι^j} ł ňĺŋőřş A_{IJ} = a_{ij} ěśšĳ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ A ćżůěřłĺćăŋĺěň i-šőľ śšřőłĺ ĺ j-šőčő śšőńąűă, şňŋőęěŋŋżľ ŋă (−1)^{i+j} .

4.3.1. Śńěďśšćĺě. (Ťőřňşńă ďń£ řăğńőęěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£ ŕő śšřőłě.)

det(A) =^{n∑}_{j=1}(−1)^{i+j} a_{ij}A_{^ι^j}

ďń£ ń¿ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő 1 ≤ i ≤ n. 2 4.3.2. Śńěďśšćĺě. (Šěőřěňă őą şňŋőęěŋĺĺ ŋă ůşęĺě ďőŕőńŋěŋĺ£.) n∑ j=1 (−1)^{i+j} a_{kj}A_{^k^j} ďń£ ń¿ążţ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ i ≠ k, 1 ≤ i; k ≤ n. 2 Ğăďăůă6.24. Ŕőńşůĺšě ăŋăńőčĺůŋżě ťőřňşńż ďń£ řăğńőęěŋĺ£ ŕő śšőńąűş.

Ňăšřĺűă ăńčěąřăĺůěśłĺţ ďőŕőńŋěŋĺľ^^~^{n−1}(A) =^^A = (^a_{ij}) ĺňěěš ^a_{ij} = (−1)^{i+j} A_{^ι^j} ĺ ŋăğżćăěšś£ ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋőľ ňăšřĺűěľ ňăšřĺűż A. Łăł ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă, ďćă řěďżďşźĺţ śńěďśšćĺ£ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ őďŋőľ ňăšřĺůŋőľ ťőřňşńőľ, £ćń£¿źěľ¿ś£ śŕěűĺăńĺğăűĺěľ ťőřňşńż (6-6).

4.3.3. Śńěďśšćĺě. (Šěőřěňă ő ŕřĺśőěďĺŋěŋŋőľ ňăšřĺűě.) Ŋăď ń¿ążň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K ć łőńĳűě Mat_n(K) ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő

A ·^^A^t = det(A) 0 det(A) ... 0 det(A)

= det(A) · E ; ∀ A∈Mat_n(K) : 2 4.3.4. Śńěďśšćĺě. (Łřĺšěřĺľ őąřăšĺňőśšĺ ňăšřĺűż.) Łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă A ∈ Mat_n(K) ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K őąřăšĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă det(A) őąřăšĺň ć K, ŕřĺů-ěň ć ¡šőň śńěůăě A^{−1} = 1det(A)^^A^t (čďě şňŋőęěŋĺě ňăšřĺűż^^A

ŋă ůĺśńő det(A)^{−1} őğŋăůăěš şňŋőęěŋĺě łăęďőčő ¡ńěňěŋšă ňăšřĺűż ŋă ¡šő ůĺśńő). 2 4.3.5. Śńěďśšćĺě. Ŋăąőř ćěłšőřőć (v1; v2; : : : ; vn) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă śőśšăćń£ěš ąăğĺś ć śćőąőďŋőň ňőďşńě K^n ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K, łőčďă őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż, śőśšăćńěŋŋőľ ĺğ łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć v_i, őąřăšĺň ć K. 2 4.3.6. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ V | ŕřőĺğćőńĳŋżľ K-ňőďşńĳ, ŕőřőęď-ěŋŋżľ ŋăąőřőň ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_n), ĺ ’ : V −→ V | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ŋďőňőřťĺğň. Ěśńĺ ďěľśšćĺě ’ ŋă őąřăğş¿źĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ŕřăćĺńş ’(v_j) =^∑_i a_{ij}v_i, š. ě.

( ’(v_1); ’(v_2); : : : ; ’(v_n) ) = (v_1; v_2; : : : ; v_n)A ; čďě A = (a_{ij}) ;

šő ŕőďňőďşńĳ det(A) · V^{def}= { w = det(A)v | v ∈V } śőďěřęĺšś£ ć őąřăğě im (’).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ w = det(A) · v ďń£ ŋěłőšőřőčő v =^{n∑}_{i=1} xivi, šő

w = (v_1; v_2; : : : ; v_n) · det(A) 0 det(A) ... 0 det(A) · x_1 x_2 . . x_n =

= (v_1; v_2; : : : ; v_n) · A ·^^A^t · x_1 x_2 . . x_n

= ( ’(v_1); ’(v_2); : : : ; ’(v_n) ) · y_1 y_2 . . y_n

∈ im (’) ;

čďě (y_1; y_2; : : : ; y_n) = (x_1; x_2; : : : ; x_n)^^A. 2 4.4. Šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă - Ł¡ńĺ. Ŕşśšĳ A ∈ Matn(K) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ŋăď łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K. Łőőřďĺŋăšŋżľ K-ňőďşńĳ K^n ňőęŋő ŋăďěńĺšĳ śšřşłšşřőľ ňőďşń£ ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć K[t], ŕőńăčă£ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ůšő řěğşńĳšăšőň şňŋőęěŋĺ£ śšőńąűă v ∈ K^n ŋă ňŋőčőůńěŋ c(t) = c_0 + c_1t + · · · + c_dt^d £ćń£ěšś£ śšőńąěű

c(t)v^{def}= c_0v + c_1Av + c_2A^2v + · · · + c_dA^dv

(ŕřăćş¿ ůăśšĳ ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł řěğşńĳšăš şňŋőęěŋĺ£ śšőńąűă v ŋă ňăšřĺűş c(A), ŕőńşůěŋŋş¿ ŕőďśšăŋőćłőľ ć ňŋőčőůńěŋ c(t) ğŋăůěŋĺ£ t = A ĺğ K-ăńčěąřż^8 Mat_n(K)).

Ğăďăůă6.25. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺ£ ăłśĺőň K[t]-ňőďşń£ ďń£ K^n. Ğăďăůă6.26. Ŕřőćěřĳšě, ůšő şňŋőęěŋĺ£ —t : v −→ tv ĺ —A : v −→ Av £ćń£¿šś£ čőňőňőřťĺğňăňĺ K[t]-ňőďşńěľ.

Ŕőśłőńĳłş K[t] ⊃ K, łăł K[t]-ňőďşńĳ K^n ąşďěš ŕő ŕřěęŋěňş ŕőřőęďăšĳś£ śšăŋďăřšŋżňĺ ąăğĺśŋżňĺ śšőńąűăňĺ (e_1; e_2; : : : ; e_n), őďŋăłő ŋăď K[t] őŋĺ şęě ŋě ąşďşš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ĺąő te_j = a_{1j}e_1 + a_{2j}e_2 + · · · + a_{nj}e_n ďń£ łăęďőčő j = 1; 2; : : : ; n.

Ĺğ ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ śńěďşěš, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő čőňőňőřťĺğň ¸ = —_t − —_A : K^n −→ K^n, ğăďăŋŋżľ ŕřăćĺńőň v^α−→ tv − Av, őšőąřăęăěš łăęďş¿ ĺğ őąřăğş¿źĺţ e_i, ă ğŋăůĺš, ĺ ćěśĳ ňőďşńĳ K^n ć ŋşńĳ. Ĺğ řăćěŋśšćă ( ¸(e_1); ¸(e_2); : : : ; ¸(e_n) ) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)(tE−A) (łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă (tE − A) ŕőńşůăěšś£ ĺğ −A ŕřĺąăćńěŋĺěň t łő ćśěň ¡ńěňěŋšăň čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ) ŕő Śń.4.3.6 ćżšěłăěš, ůšő şňŋőęěŋĺě ŋă ŋă det(tE − A) šăłęě ďőńęŋő ăŋŋşńĺřőćăšĳ K^n. Šěň śăňżň, śŕřăćěďńĺćő

4.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ.) Ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě ňăšřĺűż A ćňěśšő ŕěřěňěŋŋőľ t ć ňŋőčőůńěŋ det(tE − A) ∈ K[t] ŕőńşůăěšś£ ŋşńěćă£ ňăšřĺűă.

8K-ăńčěąřőľ ŋăğżćăěšś£ ń¿ąőě łőńĳűő, łőšőřőě őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£ěšś£ K-ňőďşńěň, ŕřĺů-ěň łőńĳűěćżě őŕěřăűĺĺ ŕěřěśšăŋőćőůŋż ś şňŋőęěŋĺěň ŋă ¡ńěňěŋšż ĺğ K. Mat_n(K) ĺňěěš łăŋőŋĺůěśłş¿ śšřşłšşřş K-ňőďşń£, ć łőšőřőľ şňŋőęěŋĺě ňăšřĺűż ŋă ůĺśńő ěśšĳ şňŋőęěŋĺě ćśěţ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż ŋă ¡šő ůĺśńő, ĺ ¡šő şňŋőęěŋĺě, őůěćĺďŋő, ŕěřěśšăŋőćőůŋő ś łőńĳűěćżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ ć Mat_n(K).

2_{Ňŋőčőůńěŋ fflA(t) = det(tE−A) ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň ňăšřĺűż A.}

Ŕő¡šőňş šőęďěśšćő Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ ůăśšő ťőřňşńĺřş¿š śńőćăňĺ: ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň ćś£łă£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ăŋŋşńĺřşěšś£ śćőĺň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň.

Ğăďăůă6.27. Ŕşśšĳ det(tE − A) = ff0t^n + ff1t^{n−1} + · · · + ffn−1t + ffn. Ďőłăęĺšě, ůšő ff_0 = 1, ă ŕřĺ 1 ≤ k ≤ (n − 1) łő¡ťťĺűĺěŋš (−1)^kff_k řăćěŋ śşňňě ćśěţ ňĺŋőřőć kšőčő ŕőř£ďłă, čńăćŋă£ ďĺăčőŋăńĳ łőšőřżţ śőćŕăďăěš ś čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĳ¿ A (šăłĺě ňĺŋőřż ŋăğżćă¿šś£ čńăćŋżňĺ). Ć ůăśšŋőśšĺ, s_1 = −^{n∑}_{i=1} a_{ii} (ćěńĺůĺŋă tr (A)^{def}=^{n∑}_{i=1} a_{ii}

ŋăğżćăěšś£ śńěďőň ňăšřĺűż A) ĺ ff_n = (−1)^n det(A). Ğăďăůă6.28. Ćżůĺśńĺšě ddt | | | | t−0 det(E + tA).

Ğăďăůă6.29. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ňăšřĺűż A ĺ C^{−1}AC ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż ďń£ ń¿ąőľ őąřăšĺňőľ ňăšřĺűż C ∈ Mat_n(K). Ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő ěśńĺ V^φ−−→ V | ¡ŋďőňőňřťĺğň śćőąőďŋőčő ňőďşń£ V ś ąăğĺśőň e_i, šő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňăšřĺűż ˘_e čőňőňőřťĺğňă ’ ć ¡šőň ąăğĺśě ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ őš ćżąőřă ąăğĺśă ŋě ğăćĺśĺš (őŋ ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň čőňőňőřťĺğňă ’.

Ńěłűĺ£ 7 Śšřőěŋĺě ŋěłőšőřżţ ňőďşńěľ

▷Ŕř£ňżě śşňňż ▷Ťăłšőř-ňőďşńĺ ▷Řăğńőęěŋĺě čőňőňőřťĺğňă ▷Ő śĺğĺčĺ£ţ ▷Ćğăĺňŋżě ąăğĺśż ▷Ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ ▷İńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ ▷Śšřőěŋĺě łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋ-ŋżţ ňőďşńěľ ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć ▷Śšřőěŋĺě łőŋěůŋő-ŕőřőęď-ěŋŋżţ ăąěńěćżţ čřşŕŕ ▷Űěńőğŋăůŋżě ňŋőčőůńěŋż

x1. Ŋěłőšőřżě łőŋśšřşłűĺĺ ś ňőďşń£ňĺ

1.1. Ŕř£ňżě śşňňż ňőďşńěľ. Ŕř£ňă£ śşňňă ňőďşńěľ őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő ŕř£ňőľ śşňňě łőńěű. Ěśńĺ V_1; V_2; : : : ; V_m | ŋěłőšőřżľ ŋăąőř K-ňőďşńěľ, šő ĺţ ŕř£ňőľ śşňňőľ ŋăğżćăěšś£ ňőďşńĳ, őąőğŋăůăěňżľ m⨁ i=1 V_i = V_1 ⊕ V_2 ⊕ · · · ⊕ V_m

ĺ śőśšő£źĺľ ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ ŋăąőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_m), čďě v_i ∈ V_i, c ŕőłőňŕőŋěŋšŋżň śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ŋă ůĺśńă:

(u_1; u_2; : : : ; u_m) + (v_1; v_2; : : : ; v_m)^{def}= (u_1 + v_1 ; u_2 + v_2 ; : : : ; u_m + v_m ) – · (v_1; v_2; : : : ; v_m)^{def}= (–v_1; –v_2; : : : ; –v_m)

Ğăďăůă7.1. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕř£ňă£ śşňňă K-ňőďşńěľ £ćń£ěšś£ K-ňőďşńěň. Čőćőř£š, ůšő ňőďşńĳ V £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ śćőĺţ ŕőďňőďşńěľ, U_1; U_2; : : : ; U_m ⊂ U, ěśńĺ čőňőňőřťĺğň śńőęěŋĺ£

¸ : U_1 ⊕ U_2 ⊕ · · · ⊕ U_m −→ V : (u_1; u_2; : : : ; u_m) −→^∑ u_i

£ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. İšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő łăęďżľ ćěłšőř v ∈ V ďőŕşśłăěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řăğńőęěŋĺě ćĺďă v =^∑ u_i ś u_i ∈U_i. Ňőďşńĳ, ŋě ŕřěďśšăćĺňżľ ć ćĺďě ŕř£ňőľ śşňňż śćőĺţ śőąśšćěŋŋżţ^1 ŕőďňőďşńěľ ŋăğżćăěšś£ ŋěřăğńőęĺňżň.

1š. ě. ŋěŋşńěćżţ ĺ őšńĺůŋżţ őš śăňőčő ňőďşń£

1.1.1. Ńěňňă. Ďń£ šőčő ůšőąż ňőďşńĳ V řăśŕăďăńś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ďćşţ śćőĺţ ŕőďňőďşńěľ U ĺ W ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ŕőďňőďşńĺ U, W ŕőřęďăńĺ V ĺ ŕěřěśěłăńĺśĳ šőńĳłő ŕő ŋşńěćőňş ćěłšőřş.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋěőąţőďĺňőśšĳ őůěćĺďŋă. Ďőśšăšőůŋőśšĳ: šő ůšő U ĺ W ŕőřőęďă¿š V őğŋăůăěš, ůšő ćś£łĺľ v ∈V ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě v = u+w, ă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ šăłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ćżšěłăěš ĺğ şśńőćĺ£ U∩W = 0, ĺąő v = u+w = u^′+w^′ őğŋăůăěš, ůšő u−u^′ = w−w^′ ∈ U∩W . 2 1.1.2. Ŕřĺňěř: śćőąőďŋżľ ňőďşńĳ K^n ěśšĳ ŕř£ňă£ śşňňă śćőąőďŋżţ ňőďşńěľ ěďĺŋĺůŋőčő řăŋčă:

K^n = K ⊕ K ⊕ · · · ⊕ K n : Ć ůăśšŋőśšĺ, šěőřěňă ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ąăğĺśă ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őğŋăůăěš, ůšő ŋěřăğńőęĺňżě ňőďşńĺ ŋăď ŕőńěň | ¡šő őďŋőňěřŋżě ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ šőńĳłő őŋĺ.

1.1.3. Ŕřĺňěř. Ěśńĺ ůĺśńő m ∈ Zřăğńőęěŋő ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěńěľ m = q_1q_2 · · · q_s, šő ŕőśšřőěŋŋżľ ć ńěłűĺĺ 2 ĺğőňőřťĺğň łőńěű

Z=mZ^∼−−→^⨁_i (Z=qiZ)

ğăďă-ěš ğăőďŋő řăğńőęěŋĺě Z-ňőďşń£ Z=mZć ŕř£ňş¿ śşňňş Z-ňőďşńěľ Z=q_iZ.

Ğăďăůă7.2. Ćńőęĺšě Z=qiZć Z=mZć łăůěśšćě ŕőďňőďşńěľ šăł, ůšőąż ŕřěďżďşźěě řăğńőęěŋĺě ŕřěćřăšĺńőśĳ ć řăğńőęěŋĺě ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕőďňőďşńěľ.

1.1.4. Ŕřĺňěř: ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Ěśńĺ V | (łőŋěůŋőňěřŋőě) ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň k, ĺ W ⊂ V | ŋěłőšőřőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő ćśěčďă ňőęŋő (ňŋőčĺňĺ řăğŋżňĺ śŕőśőąăňĺ) ŕőďőąřăšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W^′ ⊂ V , šăł ůšőąż V = W ⊕ W^′. Ŋăŕřĺňěř, ňőęŋő ťĺłśĺřőćăšĳ łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś (w_1; w_2; : : : ; w_m) ć W ĺ łăł-šő ďőŕőńŋĺšĳ ěčő (ŕő Śń.3.7.6 ĺğ ńěł. 5) ďő ąăğĺśă (w_1; w_2; : : : ; w_n) ć V . Ŕőśńě ¡šőčő ć łăůěśšćě W^′ ňőęŋő ćğ£šĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęď-ěŋŋőě ŕőśńěďŋĺňĺ (n − m) ąăğĺśŋżňĺ ćěłšőřăňĺ (w_{m+1}; : : : ; w_n).

Ğăďăůă7.3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćś£łĺľ ćěłšőř v ∈ V ďěľśšćĺšěńĳŋő ďőŕşśłăěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řăğńőęěŋĺě v = w + w^′ ś w ∈W , w^′ ∈W^′.

Ğăďăůă7.4. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć łăůěśšćě W^′ ňőęŋő ćğ£šĳ ń¿ąőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V , şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ£ň W^′ ∩ W = 0 ĺ dimW^′ + dim W = dim V .

Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W^′ ⊂ V , šăłőě ůšő V = W ⊕W^′, ŋăğżćăěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ł W ć V .

1.1.5. Ŕřĺňěř-ŕřěďşŕřěęďěŋĺě. Ěśńĺ łőńĳűő K ŋě £ćń£ěšś£ ŕőńěň, šő ŋěćěřŋő ůšő ćś£łĺľ ŕőďňőďşńĳ W ć K-ňőďşńě V ĺňěěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ŕőďňőďşńĳ, ďăęě ć śńşůăě, łőčďă V = K^n { śćőąőďěŋ. Ŋăŕřĺňěř, ŕőďňőďşńĳ W = 2Z ⊂ Z ů-ěšŋżţ ůĺśěń ŋě ĺňěěš ŋĺłăłőčő ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő ŕőďňőďşń£ W^′ ⊂ Z. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łăł ĺ ćś£łĺľ ŕőďňőďşńĳ ć Z, W^′ ążń ąż šőčďă čńăćŋżň ĺďěăńőň: W^′ = dZ, ĺ ĺğőňőřťĺğň Z= W ⊕ W^′ őğŋăůăń ąż, ůšő ćś£łőě űěńőě ůĺśńő m ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň řăğńőęĺňő ć śşňňş m = 2x + dy, ůšő ŋěćőğňőęŋő.

Ğăďăůă7.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕřěďśšăćńěŋĺľ ůĺśńă m ć ćĺďě m = 2x + dy ńĺąő ŋěš ćőőąźě, ńĺąő ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő.

Šěň ŋě ňěŋěě, ś ŕăřőľ W ⊂ V ćśěčďă ňőęŋő ść£ğăšĳ ŋőćżľ ňőďşńĳ, V=W ŋăğżćăěňżľ ťăłšőř-ňőďşńěň V ŕő ŕőďňőďşń¿ W . İšőš ňőďşńĳ őąńăďăěš ňŋőčĺňĺ ĺŋšşĺšĺćŋżňĺ śćőľśšćăňĺ \ďőŕőńŋěŋĺ£" ł W ć ć V , ś šőľ šőńĳłő řăğŋĺűěľ, ůšő őŋ ŋě ąşďěš ŕőďňőďşńěň ć V , ă ąşďěš \őšďěńĳŋő śšő£źĺň".

1.2. Ťăłšőřĺğăűĺ£ K-ňőďşń£ V ŕő ŕőďňőďşń¿ W ⊂ V , őŕ£šĳ-šăłĺ, ăŋăńőčĺůŋă ťăłšőřĺğăűĺĺ łőńĳűă ŕő ĺďěăńş. Ă ĺňěŋŋő, řăśśňőšřĺň řăğąĺěŋĺě V ŋă łńăśśż ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ, őšŋőś£ ďćă ¡ńěňěŋšă v_1; v_2 ∈ V ć őďĺŋ łńăśś [v_1] = [v_2], ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ ĺţ řăğŋőśšĳ (v_1 − v_2) ńěęĺš ć W . İšő ďěľśšćĺšěńĳŋő řăğąĺěŋĺě, ĺąő ěśńĺ łńăśśż [v_1] ĺ [v_2] ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő ŋěłőšőřőňş u, šő v_1 − u = w_1 ĺ v_2 − u = w_2 ďń£ łăłĺţ-šő w_1; w_2 ∈ W , ĺ ğŋăůĺš, v_1 − v_2 = w_1 − w_2 ∈ W , š. ě. [v_1] = [v_2]. Łńăśś [v] ŋăğżćăěšś£ śňěęŋżň łńăśśőň ¡ńěňěŋšă v ∈V ŕő ŕőďňőďşń¿ W . Ďćă ¡ńěňěŋšă v_1, v_2, ńěęăźĺě ć őďŋőň łďăśśě, ŋăğżćă¿šś£ śřăćŋĺňżňĺ ŕő ŕőďňőďşń¿ W . Ňŋőęěśšćő śňěęŋżţ łńăśśőż őąőğŋăůăěšś£ V=W ĺ ŋăďěń£ěšś£ śšřşłšşřőľ K-ňőďşń£, ĺŋşűĺřőćăŋŋőľ ś V : [v_1] + [v_2]^{def}= [v_1 + v_2] ∀ v_1; v_2 ∈ V –[v]^{def}= [–v] ∀ –∈K ; ∀ v ∈V

İšĺ ŕřăćĺńă łőřřěłšŋż, ŕőśłőńĳłş ĺğ řăćěŋśšć [u_1] = [v_1], [u_2] = [v_2] ĺ [u] = [v], őğŋăůă¿źĺţ ůšő u_1 = v_1 + w_1, u_2 = v_2 + w_2 ĺ u = v + w, čďě w_1, w_2, w ∈ V , śńěďşěš, ůšő

u_1 + u_2 = v_1 + v_2 + (w_1 + w_2) ≡ v_1 + v_2 mod (W ) –u = –v + –w ≡ –v mod (W )

Ňőďşńĳ V=W ŋăğżćăěšś£ ťăłšőř-ňőďşńěň V ŕő W .

Ğăďăůă7.6. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň ňőďşń£ ďń£ V=W . Ğăďăůă7.7. Ŕřőćěřĳšě, ůšő łăŋőŋĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě

ı : V −→ V=W ; v −→ [v]

£ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ňőďşńěľ (őŋ ŋăğżćăěšś£ ¡ŕĺňőřťĺğňőň řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ W ).

Ğăďăůă7.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ťăłšőř-ňŋőęěśšćő ňőďşń£ V ŕő łăłőňş-ńĺąő řăğąĺěŋĺ¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă łőřřěłšŋő ŋăśńěďşěš ňőďşńĳŋş¿ śšřşłšşřş ś V , łőčďă ¡šő řăğąĺěŋĺě £ćń£ěšś£ řăğąĺěŋĺěň ŋă śňěęŋżě łńăśśż ŕő ŋěłőšőřőňş ŕőďňőďşń¿. Ŕőďśłăğłă: śńěďşľšě řăśśşęďěŋĺ¿ ĺğ ńěłűĺĺ 2 (š. ě. şąěďĺšěśĳ, ůšő łń£śś [0] | ¡šő ŕőďňőďşńĳ ĺ š. ď.).

1.3. Śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć. Ŕşśšĳ V^φ−−→ W | čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ. Šőčďă ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň V= ker(’)^{~φ}−−→ im(’), ĺŋďşűĺřőćăŋŋżľ čőňőňőřťĺğňőň ’, š. ě. ğăďăŋŋżľ ŕřăćĺńőň v mod (ker ’)^{~φ}−→ f(v) ∈ W . İšő ŕřăćĺńő łőřřěłšŋő, ŕőśłőńĳłş ćżąĺřă£ ďřşčőľ u = v + w (čďě ’(w) = 0), ňż ŕőńşůĺň f(u) = f(v) + f(w) = f(v). Ąĺěłšĺćŋőśšĳ ~’ ćżšěłăěš ĺğ řăćŋőśĺńĳŋőśšĺ şśńőćĺľ f(v_1) = f(v_2) ĺ f(v_1 − v_2) = 0 (ŕőśńěďŋěě, őğŋăůăěš, ůšő v_1 ≡ v_2 mod (ker ’)). Ňż ďőłăğăńĺ

1.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Šěőřěňă ő śšřőěŋĺĺ čőňőňőřťĺğňă ňőďşńěľ.) Ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň ’ : V −→ W ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋ ć łőňŕőğĺűĺ¿ V W

V=ker(’) im(’)

-^φ

?^π -_{~φ}

6_{ι ;}

čďě V^π−−→ V=ker(f) { łăŋőŋĺůěśłĺľ ¡ŕĺňőřťĺğň řěďşłűĺĺ ŕő ňőďşń¿ ker(f), ~’ { ĺğőňőřťĺğň, ă « { ćńőęěŋĺě. 2 1.3.2. Ŕřĺňěř: ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£. Ŕşśšĳ Ax = b | śĺśšěňă ĺğ m ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ őš n ŋěĺğćěśšŋżţ ŋăď łőńĳűőň K. Řăśśňőšřĺň čőňőňőřťĺğň K^{n μA}−−→ K^m, ŕěřěćőď£źĺľ ćěłšőř-śšőńąěű v ∈K^n ć ćěłšőř-śšőńąěű Av ∈ K^m. Śĺśšěňă Ax = b řăğřěÿĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă b ∈ im —_A, ůšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő śšőńąěű b ńěęĺš ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě śšőńąűőć ňăšřĺűż A (ěśńĺ K = k { ŕőńě, šő ŕőśńěďŋěě őğŋăůăěš, ůšő řăŋč řăśÿĺřěŋŋőľ ňăšřĺűż śĺśšěňż řăćěŋ řăŋčş ňăšřĺűż A).

Ěśńĺ b ∈ im —_A, šő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ěśšĳ ŕőńŋżľ ŕřőőąřăğ ćěłšőřă b őšŋőśĺšěńĳŋő —_A, ĺ śšăńő ążšĳ, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śňěęŋżľ łńăśś ŕő ŕőďňőďşń¿ ker —_A, š. ě. ĺňěěš ćĺď

{ x = c + w } ;

čďě c { ŕřőĺğćőńĳŋőě ťĺłśĺřőćăŋŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż Ax = b, ă w ŕřőąěčăěš ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż Ax = 0. Ěśńĺ ňőďşńĳ ker —_A śćőąőďěŋ (ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ K = k { ŕőńě), šő ćżąĺřă£ ć ŋ-ěň ąăğĺś (e_1; e_2; : : : ; e_d), ňż ŕőńşůăěň ďń£ łăęďőčő řěÿěŋĺ£ ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě x = c + –_1e_1 + –_2e_2 + · · · + –_de_d, čďě c { łăłőě-ńĺąő őďŋő ťĺłśĺřőćăŋŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż Ax = b, ă –_i { ŕřőĺğćőńĳŋżě ŕőśšő£ŋŋżě.

1.3.3. Ŕřĺňěř: śĺğĺčĺĺ. Ćś£łĺľ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ K-ňőďşńĳ V £ćń£ěšś£ ťăłšőřőň śćőąőďŋőčő ňőďşń£. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ V ŕőřőęďăěšś£ ŋăąőřőň ćěłšőřőć (v_1; v_2; : : : ; v_{n0} ). Šőčďă őšőąřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺśŋżľ ćěłšőř e_i ∈ K^{n0} ć ćěłšőř v_i ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ ďő čőňőňőřťĺğňă ňőďşńěľ K^{n0 φ0}−−→ V . Ŕőśłőńĳłş v_i ŕőřőęďă¿š V , ŕőńşůăěň, ůšő V = K^{n0} = ker(’_0). Ŕőďňőďşńĳ ker ’_o ⊂ K^{n0} ŋăğżćăěšś£ ňőďşńěň śőőšŋőÿěŋĺľ ĺńĺ 0-śĺğĺčĺľ ňěęďş őąřăğş¿źĺňĺ v_i. Ŋăğćăŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš ∑ x_ie_i ∈ ker ’_0 śőőšćěšśšćşěš ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ^∑ x_iv_i = 0 ć ňőďşńě V , ĺ ¡šő śőőšćěšśšćĺě, őůěćĺďŋő, ąĺěłšĺćŋő.

Ěśńĺ ňőďşńĳ śőőšŋőÿěŋĺľ ker ’_0 šăłęě łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋ, šő ěčő šőęě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł őąřăğ ś¿řĳěłšĺćŋőčő čőňőňőřťĺğňă K^{n1 φ1}−−→ ker ’_0 ĺğ śćőąőďŋőčő ňőďşń£, ąăğĺśŋżě ćěłšőřż łőšőřőčő śőőšćěšśšćş¿š őąřăğş¿źĺň śőőšŋőÿěŋĺ£ň ňěęďş v_i ∈ V (š. ě. śőőšŋőÿěŋĺ£ň, ĺğ łőšőřżţ ćżšěłă¿š ćśě őśšăńĳŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£). §ďřő ker ’_1 ŋăğżćăěšś£ ňőďşńěň 1-śĺğĺčĺľ ňěęďş őąřăğş¿źĺňĺ v_i. Ĺŋšşĺšĺćŋő, 1-śĺğĺčĺĺ ¡šő \śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ".

Ŕřőűěďşřş ňőęŋő ĺšěřĺřőćăšĳ ĺ ďăńěě, ŕőśšřőĺć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čőňőňőřťĺğňőć · · ·^{φk+1}−−−−→ K^{nk φk}−−→ K^{nk−1 φk−1}−−−−→ · · ·^{φ2}−−→ K^{n1 φ1}−−→ K^{n0 φ0}−−→ V −→ 0 ;

ć łőšőřőľ łăęďżľ řăğ ker(’_k) = im(’_{k+1}). İšőš ňőďşńĳ ŋăğżćăěšś£ ňőďşńěň k-śĺğĺčĺľ. Ěśńĺ ŕřőűěśś őąőřć-ěšś£ ŋă m-šőň ÿăčş, š. ě. őůěřěďŋőľ čőňőňőřťĺğň K^{nm φm}−−−→ ker(’_{m−1}) őłăęěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň (ůšő őğŋăăůăěš, ůšő ňőďşńĳ (n − 1)-śĺğĺčĺľ śćőąőďěŋ), šő čőćőř£š ůšő ĺśţőďŋżľ ňőďşńĳ V ĺňěń łőčőňőńőčĺůěśłş¿ řăğňěřŋőśšĳ ≤ m. Łőčőňőńőčĺůěśłă£ řăğňěřŋőśšĳ ĺğňěř£ěš, šăłĺň őąřăğőň, ŋăśłőńĳłő ďăŋŋżľ ňőďşńĳ V ďăń-ěł őš śćőąőďŋőčő ňőďşń£. 1.4. Ťăłšőřĺğăűĺ£ ŕř£ňżţ śşňň. Ťăłšőřĺğăűĺ£ śőčńăśőćăŋă ś ćğ£šĺěň ŕř£ňżţ śşňň ć śńěďş¿źěň śňżśńě.

1.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ć łăęďőň ĺğ ňőďşńěľ (V1; V2; : : : ; Vm) ğăďăŋő ŕő ŕőďňőďşń¿ W_i ⊂ V_i, i = 1; 2; : : : ; m. Šőčďă W =^⨁_i W_i | ŕőďňőďşńĳ ć V =^⨁_i V_i ĺ V=W =^⨁_i (V_i=W_i).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő, ůšő ŋăąőřż ćĺďă (w1; w2; : : : ; wm) śőśšăćń£¿š ŕőďňőďşńĳ ć V , | őůěćĺďŋő. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺě ¸ : V=W −→^⨁_i (V_i=W_i):

(v_1; v_2; : : : ; v_m) mod W −→^( v_1( mod W_1) ; v_2( mod W_2) ; : : : ; v_m( mod W_m)^) :

£ćń£ěšś£ łőřřěłšŋő őŕřěďěń-ěŋŋżň ¡ŕĺňőřťĺğňőň ś ŋşńěćżň £ďřőň.

Ğăďăůă7.9. Ŕřőćěřĳšě ¡šő. 2 1.4.2. Śńěďśšćĺě. Śćőąőďŋżě ňőďşńĺ K^m ĺ K^n ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K ĺğőňőřťŋż šőńĳłő ŕřĺ k = m.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ V = K^n, W = K^m, ĺ ŕşśšĳ ¸ : V −→ W | ĺğőňőřťĺğň. Řăśśňőšřĺň łăłőľ-ŋĺąşďĳ ňăłśĺňăńĳŋżľ ĺďěăń m ⊂ K, šăł ůšő ťăłšőř-łőńĳűő k = K=m £ćń£ěšś£ ŕőńěň. §śŋő, ůšő ¸ őšőęďěśšćń£ěš ŕőďňőďşńĳ mV = { w = –v | – ∈ m; v ∈ V } ⊂ V ś ăŋăńőčĺůŋżň ŕőďňőďşńěň mW ⊂ W , ĺ śšăńő ążšĳ, ĺŋďşűĺřşěš ĺğőňőřťĺğň ťăłšőř-ňőďşńěľ V=mV^∼−−→ W=mW .

Ğăďăůă7.10. Ŕşśšĳ V { ŕřőĺğćőńĳŋżľ K-ňőďşńĳ ĺ q ⊂ K { ń¿ąőľ ĺďěăń. Şąěďĺšěśĳ, ůšő qV £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň ć V ĺ ůšő ŕřăćĺńő

– mod (q) · v mod (qV )^{def}= –v mod (qV )

łőřřěłšŋő ğăďă-ěš ŋă V=qV śšřşłšşřş ňőďşń£ ŋăď łőńĳűőň K=q. Ŕőśłőńĳłş V = K ⊕ K ⊕ · · · ⊕ K n , ĺňěěň mV = mK ⊕ mK ⊕ · · · ⊕ mK = m ⊕ m ⊕ · · · ⊕ m, ĺ ŕő

ŕřěďżďşźěňş ŕřěďńőęěŋĺ¿ V=mV = K=mK ⊕ K=mK ⊕ · · · ⊕ K=mK n = k^n £ćń£ěšś£ n-ňěřŋżň

ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď ŕőńěň k. Ăŋăńőčĺůŋő, W=mW = k^m. Ŕőśłőńĳłş ¸ ĺŋďşűĺřşěš őšőęďěśšćńěŋĺě ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć, ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ řăćěŋśšćő n = m. 2 Ğăďăůă7.11. Ŕşśšĳ U | ŕőďňőďşńĳ ć V , ă W | ŕőďňőďşńĳ ć U. Şąěďĺšěśĳ, ůšő W £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň ć V ĺ ůšő U=W ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ŕőďňőďşńĳ ć V=W . Ŕőśšřőľšě ĺğőňőřťĺğň^(V=W^)=^(U=W^{) ∼}−−→ V=U.

x2. Łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě ňőďşńĺ ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć

2.1. Ŋěłőšőřżě ŋăŕőňĺŋăŋĺ£. Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő K | ¡šő łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć, š. ě. űěńőśšŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ, łăęďżľ ĺďěăń I ⊂ K ć łőšőřőň ĺňěěň ćĺď I = (d) = dK ďń£ ŋěłőšőřőčő d ∈ K. Őśŋőćŋżňĺ ňőďěńĳŋżňĺ ŕřĺňěřăňĺ ďń£ ŋăś ąşďşš śńşůăĺ K = Zĺ K = k[x], čďě k { ŕőńě. Ůĺšăšěń¿ ŋăśšő£šěńĳŋő řěłőňěŋďşěšś£ őšďěńĳŋő ŕřőčőćăřĺćăšĳ ćśě ťőřňşńĺřőćłĺ ĺ ďőłăğăšěńĳśšćă ć łőŋłřěšŋżţ šěřňĺŋăţ ¡šĺţ łőńěű.

Őąřăğş¿źă£ d ĺďěăńă I ŋăğżćăěšś£ ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň ¡ńěňěŋšőć ¡šőčő ĺďěăńă ĺ őąőğŋăůăěšś£ ŊŐĎ (I). Ŋăŕőňŋ¿ (śň. ńěłűĺĺ 2, 3), ŊŐĎ (I) őŕřěďěń£ěšś£ ĺďŋăńőň I őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă^2. Ć ńěłűĺĺ 3 ňż ćĺďěńĺ, ůšő ćś£łőě łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć ŋ-ěšěřőćő ĺ ťăłšőřĺăńĳŋő. Ĺğ ŕěřćőčő ćżšěłăěš, ć ůăśšŋőśšĺ

2.1.1. Śńěďśšćĺě. Ŕś£łőě ňŋőęěśšćő ĺďěăńőć ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć śőďěřęĺš ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě őďĺŋ ĺďěăń, ŋě śőďěřęăźĺľś£ (śšřőčő) ŋĺ ć łăłőň ďřşčőň ĺďěăńě ĺğ ¡šőčő ňŋőęěśšćă.

2_{Ćšőřőě ęě őğŋăůăěš, ůšő ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć łăęďżľ ¡ńěňěŋš m ďőŕşśłăěš řăğńő-}

ęěŋĺě ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ m = p^{d1}_1 p^{d2}_2 · · · p^{ds}_s ;

ć łőšőřőň p_1; p_2; : : : ; p_s { ŕőŕăřŋő ŋěăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ŕřőśšżě (= ŋěŕřĺćőďĺňżě) ¡ńěňěŋšż łőńĳűă ĺ ŋěşŕőř£ďőůěŋŋă£ śőćőłşŕŋőśšĳ śšěŕěŋěľ p^{dν}_ν őŕřěďěń£¿šś£ ŕő m őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ń¿ąőčő p_i ŋă őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă K. 2.2. Šěőřěňă. (Šěőřěňă ő ćğăĺňŋżţ ąăğĺśăţ) Ŕşśšĳ U ⊂ V | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŕőďňőďşńĳ ć śćőąőďŋőň K-ňőďşńě V ≃ K^n. Šőčďă U šőęě śćőąőďěŋ, ĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ąăğĺśżć (u_1; u_2; : : : ; u_r) ć U ĺ (v_1; v_2; : : : ; v_n) ć V , ůšő u_i = m_iv_i, 1 ≤ i ≤ r, ďń£ ŋěłőšőřżţ m_i ∈ K, šăłĺţ ůšő m_i ďěńĺš m_j ŕřĺ i < j.

Šěřňĺŋőńőčĺůěśłőě ğăňěůăŋĺě. Ąăğĺśż, ő łőšőřżţ ĺď-ěš řěůĳ ć šěőřěňě, ŋăğżćă¿šś£

ćğăĺňŋżňĺ ąăğĺśăňĺ ňőďşń£ V ĺ ŕőďňőďşń£ U, ă ůĺśńă m_i ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ ŕőďňőďşń£ U.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő n. Ŕřĺ n = 1 šěőřěňă ć şšćěřęďăěš ć šőůŋőśšĺ šő, ůšő K £ćń£ěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Ŕşśšĳ n ≥ 2 ĺ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) { łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś ć V . Ŕőďňŋőęěśšćő I(e) ⊂ K, śőśšő£źěě ĺğ ŕěřćżţ łőőřďĺŋăš ćśěćőğňőęŋżţ ćěłšőřőć u ∈ U ć ąăğĺśě e £ćń£ěšś£ ĺďěăńőň ć K (ŕřőćěřĳšě!). Ŕşśšĳ f = (f_1; f_2; : : : ; f_n) { šăłőľ ąăğĺś ć V , ůšő ĺďěăń I(f) ŋě śőďěřęĺšś£ ć łăůěśšćě śőąśšćěŋŋőčő ŕőďňŋőęěśšćă ŋĺ ć őďŋőň ĺğ ĺďěăńőć śěňěľśšćă I(e), čďě e ŕřőąě-

2ć Zĺ k[x] ¡šőš ŕřőĺğćőń ňőęŋő şśšřăŋĺšĳ šřěąş£ ůšőąż ŊŐĎ ążń ŋěőšřĺűăšěńĳŋżň ůĺśńőň ĺńĺ śőőš-

ćěšśšćěŋŋő ŕřĺćěď-ěŋŋżň ňŋőčőůńěŋőň.

čăěš ćśě ąăğĺśż V (śşźěśšćőćăŋĺě f čăřăŋšĺřőćăŋő ŕřěďżďşźĺň śńěďśšćĺěň). Ŕşśšĳ m_1 | őąřăğş¿źă£ ĺďěăńă I(f), ĺ ŕşśšĳ ¡šő m_1 śńşęĺš ŕěřćőľ łőőřďĺŋăšőľ ćěłšőřă u_1 ∈ U.

Ğăňěšĺň, ůšő ćśě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă u_1 ć ąăğĺśě f ďěń£šś£ ŋă m_1. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ, śłăęěň, ćšőřă£ łőőřďĺŋăšă x ćěłšőřă u_1 = m_1f_1 + xf_2 + · · · ŋě ńěęĺš ć ĺďěăńě (m_1) = I(f), šő ĺďěăń I(f^′), ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő ąăğĺśş

f^′ = (f_2; (f_1 + f_2); f_3; f_4; : : : ; f_n) ;

ąşďěš (ćőŕřěłĺ ćżąőřş f) śšřőčő śőďěřęăšĳ I(f), ŕőśłőńĳłş ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă xf_2 − u_1 ąşďěš řăćŋă m_1, ă ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă u_1 ąşďěš řăćŋă x − m_1 ∉ (m_1) (őą£ğ£šěńĳŋő ŕřőćěřĳšě!).

Šăłĺň őąřăğőň, u_1 = m_1v_1 ďń£ ŋěłőšőřőčő v_1 ∈ V . Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă v ć ąăğĺśě f řăćŋă 1, ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ V^′ śćőąőďŋżľ ŕőďňőďşńĳ řăŋčă (k − 1), ŕőřőęď-ěŋŋżľ ćěłšőřăňĺ f_2; f_3; : : : ; f_n, ă ůěřěğ U^′ { ŕěřěśěůěŋĺě V^′ ∩ U. § şšćěřęďă¿, ůšő V = Kv_1 ⊕ V^′ ĺ U = Ku_1 ⊕ U^′.

Ŕěřćőě śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ŕőďňőďşńĺ Kv_1 ĺ V^′ ŕěřěśěłă¿šś£ šőńĳłő ŕő ŋşń¿ (ĺąő ćěłšőř ćĺďă xv_1 ć řăğńőęěŋĺĺ ŕő ąăğĺśş f śőďěřęĺš xf_1, ă śšăńő ążšĳ ńěęĺš ć V^′ ńĺÿĳ ŕřĺ x = 0) ĺ ŕőřőęďă¿š V (ĺąő ćś£łĺľ v =^∑ x_if_i = x_1v_1 + v^′ c v^′ ∈V^′).

Ćšőřőě şśšăŋăćńĺćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő: őůěćĺďŋő, ůšő Ku_1 ∩ U^′ = 0, ă u_1 ĺ U^′ ŕőřőęďă¿š U ŕőšőňş, ůšő ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćś£łőčő u ∈ U ć ąăğĺśě f ďěńĺšś£ ŋă ŕěřćş¿ łőőřďĺŋăšş ćěłšőřă u_1 (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ I(f), f ĺ u_1), ĺ ğŋăůĺš, ňőęěš ążšĳ őąŋşńěŋă ćżůĺšăŋĺěň ĺğ u ŕőďţőď£źěčő łřăšŋőčő u_1.

Ŕřĺňěŋ££ ł U^′ ⊂ V^′ ŕřěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďşłűĺĺ, ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ ďń£ ¡šĺţ ňőďşńěľ ćğăĺňŋżě ąăğĺśż (u_2; : : : ; u_r) ĺ (v_2; : : : ; v_n) ś u_i = m_iv_i ŕřĺ i = 2; : : : ; r, čďě r^′ ≤ (n − 1) ĺ űěńżě ůĺśńă m_i šăłőćż, ůšő m_i ďěńĺš m_j ŕřĺ i < j. Ďőąăćń££ ł ¡šĺň ąăğĺśăň ŕőśšřőěŋŋżě ćżÿě v_1 ĺ u_1 = m_1v_1 ňż ŕőńşůĺň ąăğĺśż ć ĺśţőďŋżţ ňőďşń£ţ U ĺ V ĺ ďń£ ŕřőćěřłĺ šőčő, ůšő őŋĺ ąşďşš ćğăĺňŋżňĺ ŋăň őśšă-ěšś£ šőńĳłő ŕőłăğăšĳ, ůšő ćśě m_i ś i ≥ 2 ďěń£šś£ ŋă m_1.

Ďń£ ¡šőčő ŕőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ćśě łőőřďĺŋăšż ćśěţ ćěłšőřőć u^′ ∈U^′ ć ąăğĺśě f ďěń£šś£ ŋă m_1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ, ł ŕřĺňěřş, łőőřďĺŋăšă x ćěłšőřă u^′ = xf_2 + · · · ŋě ńěęĺš ć ĺďěăńě (m_1) = I(f) ĺ ŕşśšĳ u_1 = m_1f_1 + yf_2 + · · ·. Šőčďă ĺďěăń I(f^{′′}), ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő ąăğĺśş

f^{′′} = (f_2; (f_1 + f_2); f_3; f_4; : : : ; f_n) ;

őŕ£šĳ-šăłĺ, ąşďěš śšřőčő śőďěřęăšĳ I(f), ŕőśłőńĳłş ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă yf_2−u_1 ąşďěš řăćŋă m_1, ă ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă u^′ ąşďěš řăćŋă x ∉ (m_1) (őą£ğ£šěńĳŋő ŕřőćěřĳšě!).

Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő łăęďőě m_i ěśšĳ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă u_i ć ąăğĺśě (v_1; v_2; : : : ; v_n), ă ŕőšőňş £ćń£ěšś£ k-ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ łőőřďĺŋăš ćěłšőřă u_i ć ąăğĺśě f (ŕřĺ ğăňěŋě ąăğĺśă śšőńąěű łőőřďĺŋăš şňŋőęăěšś£ ŋă ňăšřĺűş ŕěřěţőďă). Šăł łăł ŕőśńěďŋĺě ďěń£šś£ ŋă m_1, ňż ŕőńşůăěň, ůšő m_i šăłęě ďěńĺšś£ ŋă m_1. 2 Ğăďăůă7.12. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕřĺćěď-ěŋŋőě šőńĳłő ůšő řăśśşęďěŋĺě ŕő-śşźěśšćş ďşąńĺřşěš ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő ŕřĺćěďěŋĺĺ ňăšřĺűż ł śšřőčőňş śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş.

Ğăďăůă7.13. Ďőłăęĺšě šăłőľ ćăřĺăŋš šěőřěňż ő řăŋčě ňăšřĺűż: ŕşśšĳ A { ňăšřĺűă řăğňěřă m × n ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć K; šőčďă ěě śšőńąűż ŕőřőęďă¿š śćőąőďŋżľ ŕőďňőďşńĳ ć K^m, ă śšřőłĺ | śćőąőďŋżľ ŕőďňőďşńĳ ć K^n, ŕřĺů-ěň řăŋčĺ ¡šĺţ ŕőďňőďşńěľ śőćŕăďă¿š ĺ řăćŋż ůĺśńş ŋěŋşńěćżţ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć, ćőğŋĺłă¿źĺţ ć řěğşńĳšăšě ŕřĺćěďěŋĺ£ ňăšřĺűż A ł śšřőčőňş ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć.

2.3. Šěőřěňă. (Šěőřěňă őą ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěń£ţ.) Łăęďżľ ĺğ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ m_i ∈ K ć ŕřěďżďşźěľ šěőřěňě őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă K őŕřěďěń£ěšś£ śăňĺňĺ ňőďşń£ňĺ U ĺ V , ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ćğăĺňŋżţ ąăğĺśőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ {v1; v2; : : : ; vn} ⊂ K^n ĺ {u1; u2; : : : ; ur} ⊂ U ⊂ K^n | łăłă£-šő ŕăřă ćğăĺňŋżţ ąăğĺśőć, šăł ůšő u_i = m_iv_i, m_i ∈ K. Ňż ďăďĺň ŋěğăćĺś£źěě őš ćżąőřă ćğăĺňŋżţ ąăğĺśőć őŕĺśăŋĺě ďń£ łăęďőčő ĺğ ŕřőĺğćěďěŋĺľ

M_i = m_1m_2 : : : m_i ; 1 ≤ i ≤ r

(šěň śăňżň, m_i = M_i=M_{i−1} šőęě ąşďşš őŕĺśăŋż ĺŋćăřĺăŋšŋő).

Ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă w = {w_1; w_2; : : : ; w_i} ⊂ U ĺğ i ćěłšőřőć ĺ łăęďőčő ąăğĺśă e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) ňőďşń£ V őąőğŋăůĺň ůěřěğ C_i(e; w) ∈ Mat_i(K) ňăšřĺűş, j-šżľ śšőńąěű łőšőřőľ śőšőĺš ĺğ ŕěřćżţ i łőőřďĺŋăš ćěłšőřă w_j ć ąăğĺśě e, ĺ ŕőńőęĺň D_i(e; w) = det(C_i(e; w)) ∈ K (ŕřĺ i = 1 C_1(e; w) = D_1(e; w) | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă ćěłšőřă w = w_1 ć ąăğĺśě e). Ňăšřĺűă C_i(e; w) ěśšĳ ŕőďňăšřĺűă, śőśšăćńěŋŋă£ ĺğ ćěřţŋĺţ i śšřőł ňăšřĺűż ŕěřěţőďă C_{ew}, łőšőřă£, ŋăŕőňŋ¿, ĺňěěš řăğňěř (n × i) ĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ řăćěŋśšćőň

(w_1; w_2; : : : ; w_i) = (e_1; e_2; : : : ; e_n)C_{ew} :

Őšňěšĺň, ůšő M_i = D_i(v; u), čďě (v; u) =^( (v_1; v_2; : : : ; v_n) ; (u_1; u_2; : : : ; u_i)^) ŕřőĺśţőďĺš ĺğ ğăťĺłśĺřőćăŋŋżţ ćżÿě ćğăĺňŋżţ ąăğĺśőć. Ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ţăřăłšěřĺğăűĺ£ M_i śőśšőĺš ć šőň, ůšő M_i £ćń£ěšś£ ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň ćśěţ ůĺśěń D_i(e; w) ŕő ćśěň w, e. Ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šő, ŋăň őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő M_i ďěńĺš łăęďőě ĺğ ůĺśěń D_i(e; w).

Ŕşśšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř (w_1; w_2; : : : ; w_i) ćěłšőřőć ŕőďňşďşń£ U řăśłńăďżćăěšś£ ŕő ćěłšőřăň ĺğ ğăťĺłśĺřőćăŋŋżţ ćżÿě ćğăĺňŋżţ ąăğĺśőć ŕő ťőřňşńăň

w_j =^{r∑}_{α=1} c_{αj}u_α =^{r∑}_{α=1} m_αc_{αj}v_α :

Ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă g ∈V őąőğŋăůĺšĳ ůěřěğ g^{(i)} ∈ K^i ćěłšőř-śšőńąěű ćżśőšż i, śőśšő£źĺľ ĺğ ŕěřćżţ i łőőřďĺŋăš ćěłšőřă g őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřőĺğćőńĳŋő ćżąřăŋŋőčő ąăğĺśă (e_1; e_2; : : : ; e_n) ć V , šő śőčńăśŋő ŕřěďżďşźěľ ťőřňşńě, j-šżľ śšőńąěű ňăšřĺűż C_i(e; w) ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ w^{(i)}_j =^{r∑}_{α=1} m_αc_{αj}v^{(i}_α ), őšłşďă ŕőńĳğş£śĳ ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ¿ ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ¿ őŕřěďěńĺšěń£ ŕőńşůăěň

D_i(e; w) = det(w^{(i)}_1 ; w^{(i)}_2 ; : : : ; w^{(i)}_i ) =

∑ 1≤α_1<α_2<···<α_i≤r ∑ σ∈Si sgn (ff)m_{ασ(1)}m_{ασ(2)} · · · m_{ασ(i)} · c_{ασ(1)j}c_{ασ(2)j} · · · c_{ασ(i)j} · det^(v^{(i)}_{α1} ; v^{(i)}_{α2} ; : : : ; v^{(i)}_{αi}^) :

Šăł łăł m_α ďěńĺš m_β ŕřĺ ¸ < ˛, łăęďőě śńăčăěňőě śşňňż ďěńĺšś£ ŋă M_i = m_1m_2 · · · m_i, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. 2 Ğăďăůă7.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćě ŕř£ňőşčőńĳŋżě ňăšřĺűż őďĺŋăłőćőčő řăğňěřă ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕřĺćőď£šś£ ł őďĺŋăłőćőňş śšřőčőňş ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć, łőčďă ŕřĺ ćśěţ k ş ¡šĺţ ňăšřĺű śőćŕăďăěš ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ćśěţ ňĺŋőřőć k-šőčő ŕőř£ďłă.

2.4. İńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ (m1; m2; : : : ; mr) { şŕőř£ďőůěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă, ć łőšőřőľ m_i ďěńĺš m_j ŕřĺ i < j. Ěśńĺ řăğńőęĺšĳ łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ m_i = p^{di1}_{i1} p^{di2}_{i2} · · · p^{disi}_{isi} ;

šő ĺśţőďŋă£ şŕőř£ďőůěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (m_1; m_2; : : : ; m_r) ąşďěš őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăšĳś£ ŕő ŋěşŕőř£ďőůěŋŋőňş ŋăąőřş, ŕőńşůěŋŋőňş ďĺğž¿ŋłšŋżň őąžěďĺŋěŋĺěň ćśěţ śšěŕěŋěľ p^d ĺğ ćśěţ ¡šĺţ řăğńőęěŋĺľ (ďĺğž¿ŋłšŋőśšĳ őğŋăůăěš, ůšő łăęďă£ śšěŕěŋĳ ŕřĺśşšśšćşěš ć ĺšőčőćőň ŋěşŕőř£ďőůěŋŋőň ŋăąőřě śšőńĳłő řăğ, śłőńĳłő őŋă ŕő£ćń£ěšś£ ćő ćśěćőğňőęŋżţ řăğńőęěŋĺ£ţ). Ć śăňőň ďěńě, ćśě śšěŕěŋĺ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ŕřőśšőčő ¡ńěňěŋšă p ĺğ ĺšőčőćőčő ŋăąőřă ňőęŋő ćżśšřőĺšĳ ć ř£ď šăł, ůšőąż ŕőłăğăšěńĺ ňőŋőšőŋŋő ŋěćőğřăśšăńĺ śńěćă ŋăŕřăćő. Šőčďă ŕěřćżľ śńěćă ¡ńěňěŋš ¡šőčő ř£ďă ćţőďĺš ć řăğńőęěŋĺě ůĺśńă m_r, ćšőřőľ { ć řăğńőęěŋĺě m_{r−1} ĺ š. ď. ŕőłă ř£ď ŋě łőŋůĺšś£. Ć řěğşńĳšăšě ňż őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěň řăğńőęěŋĺě łăęďőčő m_i ć őšďěńĳŋőśšĺ. Ŋăňĺ ďőłăğăŋă

2.4.1. Ńěňňă. Ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř (ćőğňőęŋő ŕőćšőř£¿źĺţś£) śšěŕěŋěľ p^d ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć ćőğŋĺłăěš ĺğ ěďĺŋśšćěŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (m_1; m_2; : : : ; m_r), ć łőšőřőľ m_i ďěńĺš m_j ŕřĺ i < j, łăł ďĺğž¿ŋłšŋőě őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ śšěŕěŋěľ ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć, ćţőď£źĺţ ć řăğńőęěŋĺ£ m_i ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ.

2_{Ć śĺšşăűĺĺ, łőčďă ŋăąőř (m1; m2; : : : ; mr) £ćń£ěšś£ ŋăąőřőň ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ}

ŕőďňőďşń£ U ć śćőąőďŋőň ňőďşńě V , śőőšćěšśšćş¿źěě ěňş ďĺğž¿ŋłšŋőě őąžěďĺŋěŋĺě śšěŕěŋěľ ŕřőśšżţ śőňŋőęĺšěńěľ p^d, ćţőď£źĺţ ć řăğńőęěŋĺ£ m_i, ŋăğżćăěšś£ ŋăąőřőň ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ ŕőďňőďşń£ U ć śćőąőďŋőň ňőďşńě V .

2.5. Šěőřěňă. Ćś£łĺľ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ ňőďşńĳ V ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć K ďőŕşśłăěš łőŋěůŋőě řăğńőęěŋĺě ćĺďă

V = K^n ⊕^⨁_ν K p^{dν}_ν K

(7-1)

čďě p_ν ∈K { ŕřőśšżě ¡ńěňěŋšż. Ůĺśńő n ĺ śőćőłşŕŋőśšĳ śšěŕěŋěľ p^{sν}_ν ŋě ğăćĺś£š (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ p_ν ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă) őš śŕőśőąă řăğńőęěŋĺ£^3 ĺ őŕřěďěń£¿šś£

3šăłĺţ śŕőśőąőć, řăğşňěěšś£, ňŋőčő: ŋăŕřĺňěř śŕőśőąőć ŕřěďśšăćĺšĳ śćőąőďŋżľ ňőďşńĳ V ć ćĺďě V = K^n ĺňěěšś£ śšőńĳłő ęě, śłőńĳłő ąăğĺśőć ć V

ňőďşńěň V őďŋőğŋăůŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ V ŕőřőęďăěšś£ ¡ńěňěŋšăňĺ e1; e2; : : : ; eN . Šőčďă V = K^N = ker(’), čďě K^{N φ}−−→ V | ¡ŕĺňőřťĺğň, ŕěřěćőď£źĺľ śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś łőőřďĺŋăšŋőčő ňőďşń£ K^N ć őąřăğş¿źĺě e_“. Ćżąěřěň ć ker(’) ⊂ K^N ćğăĺňŋżě ąăğĺśż {u_1; u_2; : : : ; u_r} ĺ {v_1; v_2; : : : ; v_N }, čďě u_i = m_iv_i. Ć ¡šĺţ ąăğĺśăţ V = K ⊕ K ⊕· · ·⊕ K ⊕K⊕· · ·⊕K m_1K⊕m_2K⊕· · ·⊕m_rK⊕ 0 ⊕· · ·⊕ 0 N = K (m_1) ⊕ K (m_2) ⊕ · · · K (m_r) :

Řăśłńăďżćă£ łăęďżľ ĺğ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ m_i ć ŕřőĺğćěďěŋĺě śšěŕěŋěľ ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć m_i = p^{di1}_{i1} p^{di2}_{i2} · · · p^{disi}_{isi} ŕő łĺšăľśłőľ šěőřěňě őą őśšăšłăţ (śň. ś Śń.1.6.2 ńěłűĺĺ 3), ŕőńşůăěň ďăńĳŋěľÿěě řăğńőęěŋĺě K (m_i) = K (p^{di1}_{i1} ) ⊕ K (p^{di2}_{i2} ) ⊕ · · · K (p^{disi}_{isi} ) : İšő ďőłăğżćăěš śşźěśšćőćăŋĺě řăğńőęěŋĺ£.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ őšňěšĺň ŕřěęďě ćśěčő ŋěśłőńĳłő śńěďśšćĺľ ĺğ ťăłšă śşźěśšćőćăŋĺ£ řăğńőęěŋĺ£ (7-1).

2.5.1. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ ňőďşńĳ ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ śćőąőďŋőčő ňőďşń£ ĺ ŕőďňőďşń£ łřşůěŋĺ£^4. 2 2.5.2. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ ňőďşńĳ ąěğ łřşůěŋĺ£ ŋăď łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć śćőąőďěŋ.

2_{Ĺğ ¡šőčő śńěďśšćĺ£ śřăğş ęě ćżšěłăěš, ůšő ůĺśńő n ć (7-1) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő}

ňőďşń¿ V łăł řăŋč śćőąőďŋőčő ňőďşń£ V=Tors(V ).

Ěśńĺ p ĺ q | ŕřőśšżě ŋěăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ¡ńěňěŋšż, šő p^k ćğăĺňŋő-ŕřőśš ś q^d, ă śšăńő ążšĳ, őąřăšĺň ć K=(q^d), ĺ ğŋăůĺš, čőňőňőřťĺğň K=(p^d)^{μpk}−−−→ K=(p^d) şňŋőęěŋĺ£ ŋă p^k ć ňőďşńě K=(p^d) £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. Ŋăŕřőšĺć, čőňőňőřťĺğň —_pk ć ňőďşńě K=(p^d) šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćőľ, ěśńĺ k ≥ d, ĺ ker —_pk = p^{d−k} K=(p^d), ěśńĺ k < d. Šăłĺň őąřăğőň, ŕř£ňă£ śşňňă ćśěţ śńăčăěňżţ ĺğ (7-1) ćĺďă K=(p^s) ś s ≤ d ĺŋćăřĺăŋšŋő ţăřăłšěřĺğşěšś£ łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ ćěłšőřőć, łőšőřżě ăŋŋşńĺřş¿šś£ şňŋőęěŋĺěň ŋă p^d. Ŋő šőčďă ůĺśńő śńăčăěňżţ ćĺďă K=(p^s) ś

ťĺłśĺřőćăŋŋżň s ěśšĳ ńőčăřĺťň ŕő ňőďşń¿ p^s őš ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć ć ťăłšőř ňőďşńě ker —_ps ker —_ps−1 , čďě ůěřěğ V^{μα}−−→ V ňż ŋă ¡šőš řăğ őąőğŋăůăěň čőňőňőřťĺğň şňŋőęěŋĺ£ ŋă ¸ ć ňőďşńě V .

Šěőřěňă ďőłăğăŋă. 2 4ŋăŕőňŋ¿, ůšő ŕőďňőďşńĳ łřşůěŋĺ£ Tors(V ) = { v ≠ 0 | ∃– ≠ 0 : –v − 0 }

2.6. Ŕřĺňěř: łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżě ăąěńěćż čřşŕŕż. Ŕřĺ K = Zŕřěďżďşźă£ šěőřěňă şšćěřęďăěš, ůšő ćś£łă£ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋă£ ăąěńěćă čřşŕŕă ĺğőňőřťŋă

Z^n ⊕^⨁_ν Z_{pdνν} Z;

čďě p_ν { ŕřőśšżě ůĺśńă, ĺ ďćě čřşŕŕż šăłőčő ćĺďă ĺğőňőřťŋż, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ śőćŕăďă¿š ůĺśńă n ĺ ŋăąőřż śšěŕěŋěľ p^{dν}_ν .

Ěśńĺ ăąěńěćă čřşŕŕă ğăďăŋă ć šěřňĺŋăţ őąřăğş¿źĺţ ĺ śőőšŋőÿěŋĺľ, š. ě. ć ćĺďě K^N =R, čďě ňőďşńĳ śőőšŋőÿěŋĺľ R ⊂ K^N šăłęě ğăďăŋ őąřăğş¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ (r_1; r_2; : : : ; r_k), šő ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ě-ě łăŋőŋĺůěśłőčő řăğńőęěŋĺ£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş űĺłńĺůěśłĺţ ťăłšőř-čřşŕŕ ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ £ćŋżňĺ ŕřőűěďşřăňĺ ĺğ ďőłăğăšěńĳśšć ŕřěďżďşźĺţ šěőřěň, ă ĺňěŋŋő, śőśšăćĺšĳ ĺğ ćěłšőř-śšőńąűőć r_i ŕř£ňőşčőńĳŋş¿ ňăšřĺűş, ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŕřĺćěśšĺ ě-ě ł śšřőčőňş ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş, šőčďă ůĺśńă (m_1; m_2; : : : ; m_r), śšő£źĺě ŋă ďĺăčőŋăńĺ, ąşďşš ŋě ůěň ĺŋżň łăł ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ ŕőďňőďşń£ śőőšŋőÿěŋĺľ R, ĺ ŋăąőř ĺţ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ ąşďěš śőćŕăďăšĳ ś ŋăąőřőň ğŋăňěŋăšěńěľ, şůăśšćş¿źĺţ ć łăŋőŋĺůěśłőň řăğńőęěŋĺĺ (ă n ąşďěš řăćŋő N − r),

Řăğşňěěšś£, ŋă ŕřăłšĺłě ůăśšő şďă-ěšś£ ĺğąěęăšĳ ŕőńŋőňăśÿšăąŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£ ŕő šőńĳłő ůšő őŕĺśăŋŋőňş ăńčőřĺšňş ĺ ŋăľšĺ ąăğĺś Z-ňőďşń£ ĺśŕőńĳğş£ śŕěűĺťĺłş ěčő ĺğŋăůăńĳŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£.

2.6.1. Ŕřĺňěř: ąăğĺś ć ňőďşńě űěńőğŋăůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć. Űěńőğŋăůŋżňĺ ŋăğżćă- ¿šś£ šăłĺě ňŋőčőůńěŋż ĺğ Q[x], łőšőřżě ŕřĺŋĺňă¿š űěńżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ űěńżţ ğŋăůěŋĺ£ţ x. Ŕőśłőńĳłş śşňňă ďćşţ űěńőğŋăůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ĺ űěńőě łřăšŋőě űěńőğŋăůŋőčő ňŋőčőůńěŋă šăłęě ąşďşš űěńőğŋăůŋżňĺ, ¡šĺ ňŋőčőůńěŋż őąřăğş¿š Z-ňőďşńĳ. Őšňěšĺň, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż űěńőğŋăůŋőčő ňŋőčőůńěŋă ćőćśě ŋě őą£ğăŋż ążšĳ űěńżňĺ, łăł ŕőłăğżćăěš ŕřĺňěř ňŋőčőůńěŋă T (x) = x(x + 1)=2, ğăďă¿źěčő šřěşčőńĳŋżě ůĺśńă. Ňż śőąĺřăěňś£ ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋż b_i(x) = 1 i! x(x − 1):::(x − i + 1) ; i = 0; 1; 2; : : :

(ŕřĺ i = 0 ňż śůĺšăěňěň b_i(x) ≡ 1) śőśšăćń£¿š ąăğĺś ňőďşń£ űěńőğŋăůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ŋăď

Z._{Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň ŕřěęďě ćśěčő, ůšő ňŋőčőůńěŋż bi(x) śőśšăćń£¿š ąăğĺś ćěłšőřŋőčő ŕřő-}

śšřăŋśšćă Q[x] ŋăď ŕőńěň Q.

Ğăďăůă7.15. Ďőłăęĺšě ¡šő (śř. ś ğăď.5.21).

Śšăńő ążšĳ, ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ g śšěŕěŋĺ ≤ n ďőŕşśłăěš řăğńőęěŋĺě

g(x) =^{n∑}_{i=0} –_ib_i(x)

ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ –_i. Ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ g(x) { űěńőğŋăůěŋ, šő ¡šĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż őą£ğ£ŋż ążšĳ űěńżňĺ.

Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋżľ čőňőňőřťĺğň

∇ : f(x) −→ ∇f(x)^{def}= f(x) − f(x − 1) :

Őŋ ŕěřěćőďĺš űěńőğŋăůŋżě ňŋőčőůńěŋż ć űěńőğŋăůŋżě ĺ ďěľśšćşěš ŋă ąăğĺśŋżě ňŋőčőůńěŋż b_i(x) = ( x + i i ) ŕő ŕřăćĺńş

∇b_i(x) = ( x + i i ) − ( x + i − 1 i ) = ( x + i − 1 i − 1 ) = b_{i−1}(x) :

Ŕőśłőńĳłş b_i(0) = { 1 ; ŕřĺ i = 0 0 ; ŕřĺ i > 0 , ňż ğăłń¿ůăň, ůšő –_i = ∇∇ · · · ∇ i g (0) ∈ Z;

ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ğăďăůă7.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋż

c^n_i (x)^{def}= ( x + i + n n ) = 1 n! (x + i)(x + i + 11):::(x + i + n) ;

ś i = 0; 1; : : : ; n śőśšăćń£¿š ąăğĺś ňőďşń£ űěńőğŋăůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ≤ n ŋăď Z.

Ńěłűĺ£ 8 Ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ

▷Ńěłśĺłőčřăťĺůěśłőě şŕőř£ďőůěŋĺě ňőŋőňőć ▷Ťőřňşńż Ćĺěšă ▷Řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ řěğşńĳšăŋšă ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ▷Ąăğĺśż ć ňőďşńě śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć ▷Őśŋőćŋă£ šěőřěňă ő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺ£ţ ▷Řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ ▷Řăğńőęěŋĺě ŋă ŕřőśšěľÿĺě ďřőąĺ ▷Ŕőńě ůăśšŋżţ ▷Ř£ďż Ńőřăŋă ĺ ďřőąŋő-śšěŕěŋŋżě ř£ďż ▷Řăğńőęěŋĺě ŋě£ćŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ć ťőřňăńĳŋżľ ďřőąŋő-śšěŕěŋŋőľ ř£ď

Ťşŋłűĺĺ, łăł ŕřăćĺńő, ğăďă¿šś£ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ťőřňşńăňĺ. Ŕřĺ řăąőšě ś šăłĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ ćőğŋĺłă¿š ďćă ćőŕřőśă: ŕěřćżľ { łăł őŕřěďěńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ ć šőůłě, ĺńĺ ąőńěě őąźő, łăł ŕřĺďăšĳ śňżśń ćżśłăğżćăŋĺ¿: \šăłă£-šő ăńčěąřăĺůěśłă£ ťőřňşńă őŕřěďěń£ěš ŋăň ťşŋłűĺ¿"; ćšőřőľ { łăł ś šăłĺňĺ ťőřňşńăňĺ ŕřőĺğćőďĺšĳ ćżůĺśńěŋĺ£, šő ěśšĳ şśšăŋăćńĺćăšĳ ďń£ šăłĺţ ťşŋłűĺľ šě ĺńĺ ĺŋżě šőęďěśšćă. Ŕěřćőě ŕőńě ďě£šěńĳŋőśšĺ šřăďĺűĺőŋŋő őšŋőśĺšś£ ł ăŋăńĺğş, ă ćšőřőě - ł ăńčěąřě. Ąńĺęăľÿĺě ďćě ńěłűĺĺ ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ ĺňěŋŋő ¡šőľ ćšőřőľ ğăďăůěľ | őąśşďĺň łăł ŕřőĺğćőďĺšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŋăď ťşŋłűĺ£ňĺ (őąřăğş¿źĺňĺ, łăł ŕřăćĺńő, ŋěłş¿ śšăŋďăřšŋş¿ ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšřşłšşřş), ĺ şśšăŋőćĺň ř£ď łńăśśĺůěśłĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ.

x1. Ňŋőčőůńěŋż őš ňŋőčőĺţ ŕěřěňěŋŋżţ

Ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż ŕřĺňěŋĺň ćěłšőřŋş¿ ňăÿĺŋěřĺ¿ ł šőňş, ůšőąż śĺśšěňăšĺğĺřőćăšĳ ŋăÿĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő K[x_1; x_2; : : : ; x_n] łăł ő K-ňőďşńě. Łőńĳűő K šěŕěřĳ ąşďěš ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň ś ěďĺŋĺűěľ.

1.1. Şŕőř£ďőůěŋĺě ňőŋőňőć. Ąăğĺś ć K-ňőďşńě K[x1; x2; : : : ; xn] śőśšăćń£¿š (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ňŋőčőůńěŋőć) ćśěćőğňőęŋżě ňőŋőňż x^{d1}_1 ; x^{d2}_2 ; : : : ; x^{dn}_n . Űěńőě ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő |d|^{def}= ∑ i d_i ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ňőŋőňă, ă śăň ŋăąőř d = (d_1; d_2; : : : ; d_n) { ňşńĳšĺśšěŕěŋĳ¿.

Ňż ůăśšő ąşďěň śőłřăźăšĳ ğăŕĺśĳ x^{d1}_1 ; x^{d2}_2 ; : : : ; x^{dn}_n ďő x^d. Ŕřĺ ¡šőň şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě d = (d_1; d_2; : : : ; d_n) łăł ćěłšőř, ńěęăźĺľ ć ŕěřćőň łőőřďĺŋăšŋőň őłšăŋšě řěÿ-ěšłĺ Z^n.

Ćżÿě ňż ŕřĺćżłńĺ ĺňěšĳ ďěńő ś ąăğĺśăňĺ, ćěłšőřż ć łőšőřżţ ńĺŋěľŋő şŕőř£ďőůěŋż: e_1; e_2; : : : . Ńĺŋěľŋă£ şŕőř£ďőůěŋŋőśšĳ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ŋěőąţőďĺňă, ł ŋăŕřĺňěřş, ďń£ šőčő ůšőąż ğăŕĺśżćăšĳ čőňőňőřťĺğňż ňăšřĺűăňĺ. Ŋă ňŋőęěśšćě ŋăąőřőć d = (d_1; d_2; : : : ; d_n) ĺňěěšś£ śšăŋďăřšŋżľ ńĺŋěľŋżľ ŕőř£ďőł, łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺň, ĺąő őśŋőćăŋ ŋă šőň ęě ŕřĺŋűĺŕě, ůšő ĺ řăśŕőńőęěŋĺě śńőć ć śńőćăřě: ňşńĳšĺśšěŕěŋĳ a = (a_1; a_2; : : : ; a_n) ŋăğżćăěšś£ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ ąőńĳÿěľ, ůěň ňşńĳšĺśšěŕěŋĳ b = (b_1; b_2; : : : ; b_n), ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő i ĺňěěň a_ν = b_ν ŕřĺ < i, ŋő a_i > b_i. Ć ¡šőň śńşůăě ňż ąşďěň ŕĺśăšĳ a > b.

Ğăďăůă8.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ňż ďěľśšćĺšěńĳŋő őŕřěďěńĺńĺ ŋă ňŋőęěśšćě ňşńĳšĺśšěŕěŋěľ őšŋőÿěŋĺě ŕőńŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕőř£ďłă (š. ě. ŕřőćěřĳšě, ůšő ∀a; b ĺňě¿šś£ ć šőůŋőśšĺ 3 ćğăĺňő ĺśłń¿ůă¿źĺě ćőğňőęŋőśšĺ: a < b, a = b, b < a, ůšő ĺğ ŋěřăćěŋśšć a > b ĺ b > c śńěďşěš ŋěřăćěŋśšćő a > c ĺ ůšő ć łăęďőň ŋěŕşśšőň ňŋőęěśšćě ňşńĳšĺĺŋďěłśőć ěśšĳ ŋăĺňěŋĳÿĺľ ¡ńěňěŋš).

1.1.1. Ŕřĺňěř: őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ d | ¡šő ňŋőčőůńěŋż, łăęďżľ ňőŋőň łőšőřżţ ĺňěěš śšěŕěŋĳ d. Őŋĺ śőśšăćń£¿š śćőąőďŋżľ ŕőďňőďşńĳ ć K[x_1; x_2; : : : ; x_n]

řăŋčă ( d + n − 1 n ) (ŕőůěňş?). Ńěłĺłőčřăťĺůěśłĺ śšăřÿĺň ňőŋőňőň ć ¡šőň ňőďşńě £ćń£ěšś£

x^d_1, ă ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ ňńăďÿĺň - ňőŋőň x^d_n.

Ğăďăůă8.2. Ďőłăęĺšě, ůšő f ∈ K[x1; x2; : : : ; xn] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ d, łőčďă ć łőńĳűě K[t; x_1; x_2; : : : ; x_n] ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő f(tx_1; tx_2; : : : ; tx_n) = tf(x_1; x_2; : : : ; x_n).

Ğăďăůă8.3. (Šěőřěňă İľńěřă őą őďŋőřőďŋżţ ťşŋłűĺ£ţ.) Ďőłăęĺšě, ůšő f ∈ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ d, łőčďă ć łőńĳűě K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő^{n∑}_{i=1} @f@x_i = d · f (ůěřěğ @f@x_i őąőğŋăůăěšś£ ŕřőĺğćőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ

őš f(x_1; x_2; : : : ; x_n), řăśśňăšřĺćăěňőčő, łăł ňŋőčőůńěŋ őš x_i ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć őš őśšăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ).

1.2. Śřăćŋěŋĺě śőőšćěšśšćěŋŋżţ ňőŋőňőć. Ŋăńĺůĺě ńĺŋěľŋőčő ŕőř£ďłă ŋă ňőŋőňăţ ŕőğćőń£ěš řăśŕřőśšřăŋĺšĳ ŋă łőńĳűő K[x_1; x_2; : : : ; x_n] śšăŋďăřšŋżě śćőľśšćă şňŋőęěŋĺ£ ć K[x].

Ğăďăůă8.4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śšăřÿĺľ ĺ ňńăďÿĺľ ňőŋőňż ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ řăćŋż, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŕřőĺğćěďěŋĺ£ň śšăřÿĺţ ĺ ňńăďÿĺţ ňőŋőňőć śőňŋőęĺšěńěľ.

Ć ůăśšŋőśšĺ, őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ć K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ŋě ąşďěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, ěśńĺ ĺţ ŋě ążńő ć K, ĺ ůšő őąřăšĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ć K[x_1; x_2; : : : ; x_n] £ćń£¿šś£ őąřăšĺňżě łőŋśšăŋšż ĺ šőńĳłő őŋĺ.

Ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě řăğńĺůŋżţ šőęďěśšć ůăśšő őůěŋĳ ¡ťťěłšĺćŋżň őłăğżćăěšś£ śřăćŋěŋĺě śšăřÿĺţ ůńěŋőć. Śšăŋďăřšŋă£ śţěňă šăłőćă. Ďőŕşśšĺň, ůšő ŋăň ŋăďő řăğńőęĺšĳ ňŋőčőůńěŋ f ŋă ňŋőęĺšěńĺ, ĺ ňż ĺğ łăłĺţ-šő śőőąřăęěŋĺľ ğŋăěň, ůšő f ďěńĺšś£ ŋă ňŋőčőůńěŋż g_1; g_2; : : : ; g_k . Šőčďă, ěśńĺ śšăřÿĺľ ňőŋőň ş ŕřőĺğćěďěŋĺ£ g_1g_2 · · · g_k ĺňěěš šş ęě ňşńĳšĺśšěŕěŋĳ, ůšő ĺ śšăřÿĺľ ňőŋőň ć f, šő f = c · g_1g_2 · · · g_k, čďě c∈K { łőŋśšăŋšă, ĺ ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ šőůŋőčő ğŋăůěŋĺ£ c, őŕ£šĳ ęě, ďőśšăšőůŋő śřăćŋĺšĳ ńĺÿĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ śšăřÿĺţ ňőŋőňăţ.

1.2.1. Ŕřĺňěř: őŕřěďěńĺšěńĳ ćăŋ ďěř Ňőŋďă

det 1 1 1 : : : 1 x_1 x_2 x_3 : : : x_n x^2_1 x^2 x^2_3 : : : x^2_n . . . . . . . . x^{n−1}_1 x^{n−1}_2 x^{n−1}_3 : : : x^{n−1}_n

=^∏_{i>j}(x_i − x_j) :

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, őąě ůăśšĺ £ćń£¿šś£ ¡ńěňěŋšăňĺ Z[ x_1; x_2; : : : ; x_n ], ŕřĺů-ěň ńěćżľ ňŋőčőůńěŋ ďěńĺšś£ ŋă ŕřăćżľ, ĺąő őŋ ďěńĺšś£ ŋă łăęďżľ ĺğ ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ńĺŋěľŋżţ ďćşůńěŋőć (x_i − x_j) (ůšőąż şąěďĺšĳś£ ć ¡šőň ŋăďő őšŋ£šĳ ĺğ i-šőčő śšőńąűă j-šżľ ĺ ćżŋěśšĺ (x_i − x_j) ĺğ łăęďőčőľ řăğŋőśšĺ x^k_i − x^k_j ). Őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő śšăřÿĺě ňőŋőňż śńěćă ĺ śŕřăćă őďĺŋăłőćż { ¡šő (−1)^{n(n−1)}2 x^{n−1}_1 x^{n−2}_2 x^{n−3}_3 · · · x_{n−1}.

Ğăďăůă8.5. Şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň!

1.3. Ťőřňşńż Ćĺěšă. Ŕşśšĳ {x1; x2; : : : ; xn} { łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă f(t) = a0t^n + a1t^{n−1} +

· · · + a_{n−1}t + a_n ∈ K[t], čďě K { ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő. Šőčďă, łăł ňż ğŋăěň, f(t) ďěńĺšś£ ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺě (t − x_1)(t − x_2) · · · (t − x_n), ĺ śřăćŋĺćă£ śšăřÿĺě śšěŕěŋĺ t, ňż ŕőńşůăěň řăğńőęěŋĺě:

a_0t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n = a_0(t − x_1)(t − x_2) · · · (t − x_n) ;

łőšőřőě ŕőğćőń£ěš ćżřăğĺšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż a_1; a_2; : : : ; a_n ůěřěğ a_0 ĺ łőřŋĺ x_1; x_2; : : : ; x_n . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ t^{n−k}, ňż ŕőńşůăěň

1.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Šěőřěňă Ćĺěšă.)

a_k = (−1)^ka_0e_k(x_1; x_2; : : : ; x_n) ;

čďě e_k(x_1; x_2; : : : ; x_n)^{def}=^∑_{1≤ν1<ν2<···<νk ≤n} x_{ν1} x_{ν2} · · · x_{νn} ěśšĳ śşňňă ćśěţ ćőğňőęŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ

ĺğ k ŕőŕăřŋő řăğŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ (k = 1; 2; : : : ; n).

2_{Ňŋőčőůńěŋż ek(x1; x2; : : : ; xn) ŋăğżćă¿šś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńěŋă-} ňĺ. Ğăďăůă8.6. Ŕşśšĳ si = x^{−1}_i , i = 1; 2; : : : ; n | ćěńĺůĺŋż, őąřăšŋżě ł łőřŋ£ň. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ĺňěěšś£ řăğńőęěŋĺě

a_0t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n = a_n(1 − s_1t)(1 − s_2t) · · · (1 − s_nt)

ĺ ďőłăęĺšě ťőřňşńż a_k = (−1)^{n−k} a_ne_{n−k}(s_1; s_2; : : : ; s_n).

1.4. Řăğńőęěŋĺě řěğşńĳšăŋšă ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă. Ŕşśšĳ K { ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő. Řăśśňőšřĺň łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć K = K[ x_1; x_2; : : : ; x_n ; y_1; y_2; : : : ; y_m ] ĺ ąşďěň ćőśŕřĺŋĺňăšĳ ŕěřěňěŋŋżě x_1; x_2; : : : ; x_n łăł ťőřňăńĳŋżě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă

f(t) = a_0^{n∏}_{ν=1}(t − x_ν) = a_0t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n ∈ K[t] ;

ă ŕěřěňěŋŋżě y_1; y_2; : : : ; y_m | łăł ťőřňăńĳŋżě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă

g(t) = b_0^{n∏}_{μ=1}(t − y_μ) = b_0m^t + b_1m^{t−1} + · · · + b_{t−1}m + b_t ∈ K[t] :

Ňż śőąĺřăěňś£ řăğńőęĺšĳ ŋă ňŋőęĺšěńĺ řěğşńĳšăŋš R(f; g) łăł ¡ńěňěŋš łőńĳűă

K^′ = K[ a_0; a_1; : : : ; a_n ; b_0; b_1; : : : ; b_m ] :

Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě y_j ćňěśšő x_i, ňŋőčőůńěŋż f ĺ g ŕřĺőąřěšă¿š őąźĺľ łőřěŋĳ, ă śšăńő ążšĳ, řěğşńĳšăŋš ć ¡šőň śńşůăě őąřăšĺšś£ ć ŋőńĳ.

Ğăďăůă8.7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ őš x; y (ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ń¿ąőň łőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě) őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ ŕřĺ ğăňěŋě ćśěţ ćţőď£źĺţ ć ŋěčő x’őć ŋă y, šő őŋ ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă x − y.

Şłăğăŋĺě. İšő ćŕőńŋě ăŋăńőčĺůŋő Śń.2.2.1 ĺğ ńěłűĺĺ 3.

Ŕőśłőńĳłş ćśě řăğŋőśšĺ x_i − y_j ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšż, ĺ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż f ďěń£šś£ ŋă a_0, ă ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż g ďěń£šś£ ŋă b_0, řěğşńĳšăŋš R(f; g) ďěńĺšś£ ć łőńĳűě

K[ x_1; x_2; : : : ; x_n ; y_1; y_2; : : : ; y_m ; a_0; b_0] ⊃ K^′

ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺě

P = a^m_0 b^n_0^∏_{1≤ν≤n} 1≤μ≤m (x_ν − y_μ) = a^m_0^{n∏}_{ν=1} g(x_ν) = (−1)^{mn}b^n_0^{m∏}_{μ=1} f(y_μ) :

Ĺğ ŕőśńěďŋĺţ ďćşţ ŕěřěğăŕĺśěľ ćĺďŋő, ůšő P łăł ¡ńěňěŋš K^′ £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň śšěŕěŋĺ n ŕő ŕěřěňěŋŋżň b_i, ĺ őďŋőřőďŋżň śšěŕěŋĺ m ŕő ŕěřěňěŋŋżň a_j.

Ğăďăůă8.8. Şąěďĺšěśĳ, ůšő řěğşńĳšăŋš R(F; G) ń¿ążţ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć F ĺ G őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ deg G ŕő łő¡ťťĺűĺěŋšăň F ĺ őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ deg F ŕő łő¡ťťĺűĺěŋšăň G.

Šăłĺň őąřăğőň, R(f; g) = const·P . Śřăćŋěŋĺě łő¡ťťĺűĺěŋă ŕřĺ a^m_0 b^n_m ć R(f; g) ĺ P ŕőłăğżćăěš, ůšő łőŋśšăŋšă řăćŋă ěďĺŋĺűě.

Ğăďăůă8.9. Ůěňş šőůŋő řăćŋż śřăćŋĺćăěňżě łő¡ťťĺűĺěŋšż? Ĺšăł, ňż ďőłăğăńĺ

1.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Řěğşńĳšăŋš R(f; g) ŕăřż ňŋőčőůńěŋőć f ĺ g (ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň), ĺňě¿źĺţ łőřŋĺ x_1; x_2; : : : ; x_n ĺ y_1; y_2; : : : ; y_m ĺ śšăřÿĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż a_0 ĺ b_0 ďőŕşśłăěš řăğńőęěŋĺ£

R(f; g) = a^m_0 b^n_0^∏_{1≤ν≤n} 1≤μ≤m (x_ν − y_μ) = a^m_0 n∏ ν=1 g(x_ν ) = (−1)^{mn}b^n_0^{m∏}_{μ=1} f(y_μ) : 2

1.4.2. Śńěďśšćĺě. Ďĺśłřĺňĺŋăŋš D(f) ňŋőčőůńěŋă f (ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň), ĺňě¿źěčő łőřŋĺ x_1; x_2; : : : ; x_n ĺ śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš a_0 ďőŕşśłăěš řăğńőęěŋĺě

D(f) = a^{2n−2}_0^∏_{i>j}(x_i − x_j)^2 = a^{2n−2}_0 det^2

1 1 1 : : : 1 x_1 x_2 x_3 : : : x_n x^2_1 x^2 x^2_3 : : : x^2_n . . . . . . . . x^{n−1}_1 x^{n−1}_2 x^{n−1}_3 : : : x^{n−1}_n :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, D(f) = (−1)^{n(n−1)}2 R(f; f^′). Ŋő ćżÿě ňż ćĺďěńĺ, ůšő R(f; f^′) = a^{n−1}_0^∏_i f^′(x_i). Ŋő ŕő ťőřňşńě ďń£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňż ĺňěěň

f^′(x_i) = d dt | | | | | t=x_i a_0^∏_ν (t − x_ν) = a_0^∏_{ν≠i}(x_i − x_ν) ;

őšłşďă ŕőśńě ŕěřěňŋőęěŋĺ£ ĺ ŕőńşůăěšś£ ŋşęŋőě řăćěŋśšćő. 2 Ğăďăůă8.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš ĺ řěğşńĳšăŋš £ćń£¿šś£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺśţőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć.

Ğăďăůă8.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš D(a0t^n + a1t^{n−1} + · · · + an−1t + an) łăł ťşŋłűĺ£ őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć a_i şďőćńěšćőř£ěš ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿

na_0 + (n − 1)a_1 @D @a_2

+ (n − 2)a_2 @D @a_3 + · · · + @D @a_n : Şłăğăŋĺě: Ŕřőćěřĳšě śŋăůăńă, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš ĺŋćăřĺăŋšěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ŕěřěňěŋŋőľ, š. ě. D^(f(t)^) = D^(f(t + a)^) ∀ a∈K .

x2. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż

2.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőčőůńěŋ f(x1; x2; : : : ; xn) ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺůěśłĺň, ěśńĺ őŋ ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ń¿ąőľ ŕěřěŋşňěřăűĺĺ ŕěřěňěŋŋżţ, š. ě. ěśńĺ

f(x_{σ(1)}; x_{σ(2)}; : : : ; x_{σ(n)}) = f(x_1; x_2; : : : ; x_n) ∀ ff ∈S_n :

§śŋő, ůšő śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż ĺğ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] őąřăğş¿š K-ňőďşńĳ (ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K).

Ĺğ šěőřěňż Ćĺěšă śńěďşěšěš, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋš ŕřĺćěďěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n ∈ k[t] £ćń£¿šś£ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ őš ěčő łőřŋěľ. Őłăğżćăěšś£, ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źěě

2.1.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ćś£łĺľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őš łőřŋěľ ŕřĺćěďěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ĺğ k[t] ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋ ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć (ă śšăńő ążšĳ, ěčő ğŋăůěŋĺ£ ňőęŋő ŋăľšĺ ŋě řěÿă£ şřăćŋěŋĺ£).

§2: Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż 127

Ňż ďőłăęěň śěľůăś ŋěśłőńĳłő ąőńěě śĺńĳŋżľ řěğşńĳš: ŕřőćěřĺň, ůšő ňŋőčőůńěŋż ćĺďă

e^{d1}_1 e^{d2}_2 · · · e^{dn}_n ;

čďě e_k(x_1; x_2; : : : ; x_n) =^∑_{1≤ν1<ν2<···<νk ≤n} x_{ν1} x_{ν2} · · · x_{νn} śşšĳ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋő-

čőůńěŋż, śőśšăćń£¿š ąăğĺś ňőďşń£ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Sym^d = Sym^d(x_1; x_2; : : : ; x_n) ŕőďňőďşńĳ, śőśšő£źĺľ ĺğ őďŋőřőďŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ d ĺ ŋşńěćőčő ňŋőčőůńěŋă. Ŕőśłőńĳłş ¡ńěňěŋšăřŋżľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ e_k őďŋőřőďěŋ śšěŕěŋĺ k, ŋăň ďőśšăšőůŋő ąşďěš ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋż ćĺďă e^{d1}_1 e^{d2}_2 · · · e^{dn}_n ś ∑ k kd_k = m őąřăğş¿š ąăğĺś ć Sym^m ŕřĺ łăęďőň m. Ć ŕřőűěśśě ŕřőćěřłĺ ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ őďŋő őůěŋĳ ŕőńěğŋőě őąőğŋăůěŋĺě.

2.2. Řăğąĺěŋĺ£ ĺ ďĺăčřăňňż đŋčă. Şŕőř£ďőůěŋŋżľ ŋăąőř ňőŋőšőŋŋő ŋěćőğřăśšă¿źĺţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń – = (–_1; –_2; : : : ; –_k), –_1 ≥ –_2 ≥ : : : ≥ –_k ≥ 0, ś śşňňőľ^∑ –_i = n ŋăğżćăěšś£ řăğąĺěŋĺěň ůĺśńă n. Ůĺśńő n ŋăğżćăěšś£ ćěśőň řăğąĺěŋĺ£ – ĺ őąőğŋăůăěšś£ šăłęě ůěřěğ |–|. Ůĺśńő k ŋăğżćăěšś£ ďńĺŋőľ řăğąĺěŋĺ£ ĺ őąőğŋăůăěšś£ l(–).

Ćĺğşăńĺğĺřşěšś£ řăğąĺěŋĺě ŕřĺ ŕőňőźĺ łăřšĺŋłĺ, łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ ďĺăčřăňňőľ đŋčă ĺ śőśőšőĺš ĺğ řăśŕőńőęěŋŋżţ ďřşč ŕőď ďřşčőň ĺ ćżřőćŋěŋŋżţ ŕő ńěćőňş łřă¿ łńěšůăšżţ ŕőńőśőł ďńĺŋż –_1; –_2; : : : ; –_k (şďőąŋő řĺśőćăšĳ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě). Ŋăŕřĺňěř, řăğąĺě-

ŋĺě – = (6431) ĺğőąřăęăěšś£ ďĺăčřăňňőľ . Řăğąĺěŋĺě, őšćěůă¿źěě šřăŋśŕőŋĺřő-

ćăŋŋőľ (š. ě. śĺňňěšřĺůŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ) ďĺăčřăňňě ŋăğżćăěšś£

śőŕř£ę-ěŋŋżň ł ĺśţőďęŋőňş ĺ őąőğŋăůăěšś£ –^′ (ć ŋăÿěň śńşůăě –^′ = (4; 3; 3; 2; 1; 1)).

Ğăďăůă8.12. Şąěďĺšěśĳ, ůšő –^′_i = (łőńĺůěśšćő śšřőł ďńĺŋż ˇ i ć λ). 2.3. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż eλ. Śőőšćěšśćĺě

– = (–_1; –_2; : : : ; –_k) −→ e_λ^{def}= e_{λ1} e_{λ2} · · · e_{λk}

şśšăŋăćńĺćăěš ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ćśěćőğňőęŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ ćĺďă e^{d1}_1 e^{d2}_2 · · · e^{dn}_n ńěęăźĺňĺ ć Sym^d ĺ ćśěćőğňőęŋżňĺ řăğąĺěŋĺ£ňĺ – ćěśă d, šăłĺňĺ ůšő l(–^′) = n (őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě śőŕőśšăćń£ěš łăęďőňş ňŋőčőůńěŋş ćĺďă e^{d1}_1 e^{d2}_2 · · · e^{dn}_n řăğąĺěŋĺě

– = (n; n; : : : ; n dn ; (n − 1); (n − 1); : : : ; (n − 1) d_{n−1} ; : : : 1; 1; : : : ; 1

d_1 ) ;

ć łőšőřőň łőńĺůěśšćő śšřőł ďńĺŋż i řăćŋő ŕőłăğăšěń¿ ŕřĺ e_i).

2.3.1. Ńěňňă. Ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ śšăřÿĺľ ňőŋőň ňŋőčőůńěŋă eλ = eλ_1 eλ_2 · · · eλ_k řăćěŋ x^{λ′1}_1 x^{λ′2}_2 · · · x^{λ′n}_n , čďě –^′ = (–^′_1; –^′_2; : : : ; –^′_n) { śőŕř£ę-ěŋŋőě ł – řăğąĺěŋĺě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş śšăřÿĺľ ňőŋőň ć ei ěśšĳ x1x2 · · · xi, śšěŕěŋĳ, ć łőšőřőľ ŕěřěňěŋŋă£ x_m ćőľďěš ć śšăřÿĺľ ňőŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺ£ e_{λ1} e_{λ2} · · · e_{λk} řăćŋă łőńĺůěśšćş śšřőł ć –, ďńĺŋă łőšőřżţ ŋě ňěŋĳÿě, ůěň m. 2 2.4. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż fλ. Ďń£ ŕřőğćőńĳŋőčő řăğąĺěŋĺ£ – = (–1; –2; : : : ; –n) őąőğŋăůĺň ůěřěğ f_λ ∈ Sym^{|λ|} śşňňş ćśěţ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ňőŋőňőć, łőšőřżě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ňőŋőňă x^{λ1}_1 x^{λ2}_2 · · · x^{λn}_n ćśěćőğňőęŋżňĺ ŕěřěŋşňěřăűĺ£ňĺ ŕěřěňěŋŋżţ. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż f_λ ŋăğżćă¿šś£ ňőŋőňĺăńĳŋżňĺ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ.

2.4.1. Ńěňňă. Sym^d £ćń£ěšś£ śćőąőďŋżň K-ňőďşńěň łőŋěůŋőčő řăŋčă, ĺ ćśěćőğňőęŋżě ňŋőčőůńěŋż f_λ ś l(–) = n, |–| = d śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć Sym^d.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćś£łĺľ ŕőńĺŋőň g ∈ Sym^d ćňěśšě ś łăęďżň ňőŋőňőň śőďěřęĺš ĺ ćśě ňőŋőňż, ŕőńşůă¿źĺěś£ ĺğ ŋěčő ŕěřěŋşňěřăűĺ£ňĺ ŕěřěňěŋŋżţ, ŕřĺů-ěň ćśě ¡šĺ ňőŋőňż ćţőď£š ć g ś őďŋĺň ĺšěň ęě łő¡ťťĺűĺěŋšőň, ĺ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ śšăřÿĺň ĺğ ŋĺţ ąşďěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňőŋőň c_λ · x^{λ1}_1 x^{λ2}_2 · · · x^{λn}_n , ŕőłăğăšěńĺ łőšőřőčő ŋěćőğřăśšă¿š: –_1 ≥ –_2 ≥ : : : ≥ –_n. Śšăńő ążšĳ, śşňňă ćśěţ ¡šĺţ ňőŋőňőć ěśšĳ c_λ · f_λ, čďě – = (–_1; –_2; : : : ; –_n), c_λ ∈ K. İšő ŕőłăğżăěš, ůšő g řăśŕăďăěšś£ ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ć ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ňŋőčőůńěŋőć f_λ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ K. 2 2.5. Ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš eλ ł fλ. Ććěď-ň ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ŋă ňŋőęěśšćě ćśěţ řăğąĺěŋĺľ – = (–_1; –_2; : : : ; –_n) ćěśă d ĺ ďńĺŋż n. Šőčďă śőčńăśŋő Ńň.2.3.1 řăğńőęěŋĺě ňŋőčőůńěŋă e_λ ŕő ąăğĺśş f_λ ĺňěěš ćĺď

e_λ = f_λ′ + ůńěŋż ňńăďÿĺţ śšěŕěŋěľ ;

čďě –^′ | řăğąĺěŋĺě, ďćőľśšćěŋŋőě ł –. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ććěśšĺ ŋă ňŋőęěśšćě ćśěţ řăğąĺěŋĺľ ćěśă d, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ l(–^′) = n, ńĺŋěľŋőě şŕőř£ďőůěŋĺě ŕőńăčă£ – < — ěśńĺ –^′ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ ňěŋĳÿě —^′, šő ňż ŕőńşůĺň

2.5.1. Śńěďśšćĺě. Ňăšřĺűă, ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ňŋőčőůńěŋőć eλ ∈ Sym^n ć ąăğĺśě ĺğ ňőŋőňĺăńĳŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć, £ćń£ěšś£ łćăďřăšŋőľ ćěřţŋěšřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ś ěďĺŋĺűăňĺ ŕő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ.

2_{Ŋő ćś£łă£ ňăšřĺűă H = (hij ∈ MatN (K), ş łőšőřőľ hij = 0 ŕřĺ i > j ĺ hii = 1 ∀i őąřăšĺňă}

ŋăď ń¿ążň łőńĳűőň K.

Ğăďăůă8.13. Ďőłăęĺšě ¡šő ĺ ŕőńşůĺšě (ţőš£ ąż ŕřĺ ňăńżţ N) őąźş¿ ťőřňşńş ďń£ őąřăšŋőľ ňăšřĺűż.

Őšćěš: őąřăšŋă£ ňăšřĺűă H^{−1} = (gij ) ĺňěěš

g_{ij} =

0 ŕřĺ i > j 1 ŕřĺ i = j −h_{ij} + ∑ i<ν_1<j h_{iν1} h_{ν1j} −^∑_{i<ν1 <ν2<j} h_{iν1} h_{ν1ν2} h_{ν1j} +^∑_{i<ν1<ν2<ν3<j} · · · ŕřĺ i < j :

Łăł ňż ğŋăěň, őąřăšĺňőśšĳ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő e_λ šăłęě śőśšăćń£ěš ąăğĺś ć Sym^d.

2.5.2. Śńěďśšćĺě. Ňŋőčőůńěŋż eλ = eλ_1eλ_2 · · · eλ_k , čďě – ŕřőąěčăěš řăğąĺěŋĺ£ ćěśă d, ş łőšőřżţ l(–^′) = n, ĺńĺ (ůšő šő ęě śăňőě) ňŋőčőůńěŋż ćĺďă e^{d1}_1 e^{d2}_2 · · · e^{dn}_n ś^∑_k kd_k = d śőśšăćń£-

¿š ąăğĺś ňőďşń£^{∑d} őďŋőřőďŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ d ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K.

2_{Ŕěřěťőřňşńĺřőćłőľ ¡šőčő śńěďśšćĺ£ £ćń£ěšś£}

2.6. Šěőřěňă. (Őśŋőćŋă£ šěőřěňă ő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺ£ţ.) Čőňőňőřťĺğň

K[t_1; t_2; : : : ; t_n] −→ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ;

ŕěřěćőď£źĺľ ňŋőčőůńěŋ p(t_1; t_2; : : : ; t_n) ć ňŋőčőůńěŋ p(e_1(x); e_2(x); : : : ; e_n(x)) őšőęďěśšćń£ěš K[xt1; t_2; : : : ; t_n] ś ŕőďłőńĳűőň śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć ć K[x_1; x_2; : : : ; x_n], š. ě. ćś£łĺľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš ¡ńěňěŋšăřŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć e_i(x) ∈ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ;

ĺ šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő. 2 2.7. Ŕřăłšĺůěśłőě őšżśłăŋĺě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ g(x) = p(e) ďăŋŋőčő śĺňňěšřĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă g ∈ Sym^d ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš ¡ńěňěŋšăřŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć őśşźěśšćń£ěšś£ őążůŋő šăł. Ć g(x) őšżśłĺćăěšś£ ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ śšăřÿĺľ ňőŋőň

¸ · x^{λ1}_1 x^{λ2}_2 · · · x^{λn}_n

Ěčő ŕőłăğăšěńĺ ăćšőňăšĺůěśłĺ ŋěćőğřăśšă¿š: –_1 ≥ –_2 ≥ : : : ≥ –_n, ĺ ňŋőčőůńěŋ g(x)−¸·e_λ′(x), čďě –^′ { řăğąĺěŋĺě, ďćőľśšćěŋŋőě ł – = (–_1; –_2; : : : ; –_n), ĺňěěš ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺ ňěŋĳÿĺľ śšăřÿĺľ ňőŋőň, ůěň g(x). Ďăńěě ŕřőűěśś ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

Ğăďăůă8.14. Ŕşśšĳ x+ ĺ x− { łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ at^2 + bt + c = 0. Ŋě ŕřĺąěčă£ ł őŕřěďěńĺšěń£ň, ćżřăğĺšě D = a(x_+ − x_−)^2 ůěřěğ a, b, ĺ c ĺ ćżćěďĺšě ĺğ ¡šőčő ćś¿ ÿłőńĳŋş¿ šěőřĺ¿ łćăďřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

Ğăďăůă8.15. Ŕşśšĳ x1; x2; x3 { łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ x^3 + px + q = 0. Ŋě ŕřĺąěčă£ ł őŕřěďěńĺšěń£ň, ćżřăğĺšě D = (x_1 − x_2)^2(x_1 − x_3)^2(x_2 − x_3)^2 ůěřěğ p ĺ q.

x3. Řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ

3.1. Šěřňĺŋőńőčĺ£. Łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ďřőąěľ P=Q, čďě P; Q ∈ k[ x1; x2; : : : ; xn ], Q ≠ 0 ĺ P=Q ĺ F=G śůĺšă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ P (x)G(x) = F (x)Q(x) ć k[x_1; x_2; : : : ; x_n ], ŋăğżćăěšś£ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺěľ őš n ŕěřěňěŋŋżţ ŋăď ŕőńěň k. Ŕřő ¡łćĺćăńěŋšŋżě ďřőąĺ P=Q ĺ F=G čőćőř£š, ůšő őŋĺ ğăďă¿š őďŋş ĺ šşęě řăűĺőŋăńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿. Ňŋőęěśšćő řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őąőğŋăůăěšś£ k( x_1; x_2; : : : ; x_n ) (śłőąłĺ łřşčńżě). Őŕřěďěńĺň ć k( x_1; x_2; : : : ; x_n ) śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě ťőřňşńăňĺ

P_1 Q_1 +

P_2 Q_2^{def}=

P_1Q_2 + P_2Q_1 Q_1Q_2 P_1 Q_1 ·

P_2 Q_2^{def}=

P_1P_2 Q_1Q_2 :

(8-1)

Ğăďăůă8.16. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šĺ őŕřěďěńěŋĺ£ łőřřěłšŋż, (š. ě. ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěń£ ć łńăśśě ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ďřőąěľ).

Ğăďăůă8.17. Şąěďĺšěśĳ (ŕř£ňőľ ŕřőćěřłőľ ćśěţ ăłśĺőň ŋăďńěęăźĺňĺ £ćŋżňĺ ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ), ůšő k( x_1; x_2; : : : ; x_n ) £ćń£ěšś£ ŕőńěň.

Ğăŕĺśĳ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ ďřőąĳ¿ P=Q ŋăğżćăěšś£ ŋěśőłřăšĺňőľ, ěśńĺ ŕőńĺŋőňż P ĺ Q ŋě ĺňě¿š ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ őąźĺţ ďěńĺšěńěľ. Ďřőąĳ P=Q ŋăğżćăěšś£ ŕřăćĺńĳŋőľ, ěśńĺ deg P < deg Q.

Ğăďăůă8.18. Şąěďĺšěśĳ, ůšő śćőľśšćő ďřőąĺ ążšĳ ŕřăćĺńĳŋőľ śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ¡łćĺćăńěŋšŋőľ ďřőąĺ.

3.2. Řăğńőęěŋĺě řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ. Ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ ŋăď ŕőńěň ůăśšő ążćăěš ŕőńěğŋőľ śńěďş¿źă£ 3.2.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ k { ŕőńě, ĺ ŕşšĳ ğŋăňěŋăšěńĳ ďřőąĺ P (t)=Q(t) ∈ k(t) řăğńőęěŋ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőčőůńěŋőć:

Q(t) = q_1(t)q_2(t) : : : q_m(t) :

Šőčďă śşźěśšćşěš řăğńőęěŋĺě

P (t) Q(t)

= h(t) + p_1(t) q_1(t) + p_2(t) q_2(t) + · · · + p_m(t) q_m(t)

; (8-2)

ć łőšőřőň deg h = deg P − deg Q, deg p_i < deg q_i ĺ ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć h; p_1; p_2; : : : ; p_m ∈ k[t] őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ¡šĺňĺ şśńőćĺ£ňĺ ŕő P ĺ Q.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ šřěąşěňőě řăćěŋśšćő ćżŕőńŋěŋő. Ďőňŋőęă£ őąě ěčő ůăśšĺ ŋă Q, ŕőńşůĺň ć k[t] řăćěŋśšćő:

P = hQ + p_1Q_1 + p_2Q_2 + · · · + p_mQ_m ; (8-3)

čďě ůěřěğ Q_i őąőğŋăůěŋő ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć q_ν łřőňě i-šőčő (ć ůăśšŋőśšĺ, Q_i ćğăĺňŋő ŕřőśš ś q_i ĺ ďěńĺšś£ ŋă ćśě q ś ≠ i). Ĺğ şśńőćĺ£ ńěňňż ćżšěłăěš ŋěřăćěŋśšćő deg(^∑ p_ν Q_ν) < deg Q, ŕőłăğżćă¿źěě, ůšő h ĺ r^{def}=^∑ p_ν Q_ν őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ łăł ŋěŕőńŋőě ůăśšŋőě ĺ őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ P ŋă Q. Ŕőśłőńĳłş Q_i őąřăšĺň ć łőńĳűě k[t]=(q_i), łăęďżľ ĺğ p_i őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ łăł ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ < deg q_i, ŕřěďśšăćń£¿- źĺľ łńăśś ćżůěšă [r][Q_i]^{−1} = [P ][Q_i]^{−1} ć łőńĳűě k[t]=(q_i) ćżůěšőć ŕő mod q_i.

İšő řăśśşęďěŋĺě ŕőłăğżćăěš ŋě šőńĳłő ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ, ŋő ĺ śşźěśšćőćăŋĺě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďěń£ P ŋă Q ś őśšăšłőň, ňőęěň ŋăŕĺśăšĳ, ůšő P=Q = h + r=Q, čďě deg P < deg Q.

Ďăńěě, ŕőďąĺřă£ p_1 ∈ k[t] ś deg p_1 < deg q_1, ŕřěďśšăćń£¿źĺľ ć k[t]=(q_1) łńăśś [P ][Q_1]^{−1}, ňőęěň ŋăŕĺśăšĳ, ůšő r = p_1Q_1 + q_1r_1, ś ŋěłőšőřżň r_1 ∈ k[t], ĺňě¿źĺň deg r_1 < deg Q_1 (ĺąő deg r < deg Q). Őšś¿ďă r=Q = p_1=q_1 + r_1=Q_1, čďě ğŋăňěŋăšěńĳ Q_1 şęě ŋě śőďěřęĺš q_1, ŋő ŕő-ŕřěęŋěňş deg r_1 < deg Q_1, šăł ůšő ŕřőűěďşřş ňőęŋő ŕőćšőřĺšĳ ś r_1=Q_1 ĺ šăł ďăńěě. 2 3.2.2. Ŕřăłšĺůěśłőě őšżśłăŋĺě řăğńőęěŋĺ£ (8-2) şďőąŋő ŕřőĺğćőďĺšĳ ňěšőďőň ŋěőŕřěďěńěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć: ŕőśłőńĳłş ňż ğŋăěň őűěŋłĺ śćěřţş ŋă śšěŕěŋĺ h ĺ p_i, ňż ňőęěň ğăŕĺśăšĳ ¡šĺ ňŋőčőůńěŋż ś ŋěőŕřěďěńěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ĺ ćőśŕřĺŋĺňăšĳ śőőšŋőÿěŋĺě (8-3) łăł śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă ¡šĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż. Ŕřĺ ¡šőň ĺğćńěłăšĳ ĺğ (8-3) şřăćŋěŋĺ£ ňőęŋő ďćşň£ śŕőśőąăňĺ: ńĺąő ŕřĺřăćŋĺćăšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ t ć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ, ńĺąő ŕőďśšăćń£šĳšĳ ć ńěćş¿ ĺ ŕřăćş¿ ůăśšĳ łőŋłřěšŋżě ğŋăůěŋĺ£ t ∈ k (ć łăůěśšćě šăłőćżţ őśőąěŋŋő şďőąŋż łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋőć q_i, ĺąő őŋĺ ăŋŋşńĺřş¿š ćśě Q_ν łřőňě i-šőčő).

3.2.3. Ŕřĺňěř: Ŋăľď-ěň 1996-¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ őš f(x) = x^3=(1 + x^2), ďń£ ůěčő ćőśŕőńĳğşěňś£ řăğńőęěŋĺěň x^3 x^2 + 1

= x + ¸ x + i + ˛ x − i ś ŕőďţőď£źĺňĺ ¸; ˛ ∈ C . Ůšőąż ĺţ ŋăľšĺ, ŕőďśšăćĺň ć řăćěŋśšćő

x^3 = x(x^2 + 1) + ¸(x − i) + ˛(x + i)

ğŋăůěŋĺ£ x = i ĺ x = −i. Ŕőńşůĺň 2i˛ = −i ĺ −2i¸ = i, š. ě. ¸ = ˛ = −1=2. Ďń£ 1996-ľ ŕřőĺğćőďŋőľ ŕőńşůăěň ćżřăęěŋĺě

−1995! ( (x + i)^{−1996} + (x − i)^{−1996)} = −1995! · 2 · x^{1996} + ( 1996 2 ) x^{1994} + ( 1996 4 ) x^{1992} + · · · + 1

(x^2 + 1)^{1996} : Ğăďăůă8.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřăćĺńĳŋă£ ďřőąĳ ćĺďă P=Q^d, őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě P Q^d = P_1 Q + P_2 Q^2 + · · · + P_d Q^d ; čďě deg P_i < deg Q ∀i.

Şłăğăŋĺě. İšő ŋě ůšő ĺŋőě łăł ććěďěŋĺě ŋă łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć Q-ĺůěśłőľ ŕőğĺűĺőŋŋőľ śĺśšěňż śůĺśńěŋĺ£, ůšő ćŕőńŋě ăŋăńőčĺůŋő ţőřőÿő ĺğćěśšŋőľ ćśěň ŕřőčřăňňĺśšăň ďě£šěńĳŋőśšĺ ś ŋăšşřăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ (śň. ğăďăůş ŋĺęě). Ğăďăůă8.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő p, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě ŋěłőšőřőľ śšěŕěŋĺ q^k ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă q, ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě

p = a_0 + a_1q + · · · + a_{k−1}q^{k−1} :

Ŕřĺňěř: ŕřĺ q = 10 ¡šő ŕőğćőń£ěš ğăŕĺśăšĳ ćś£łőě n ∈ N, n < 10^k, k-ğŋăůŋżň ďěś£šĺůŋżň ůĺśńőň.

3.3. Ŕőńě ůăśšŋżţ, ŕőďőąŋőě k( x1; x2; : : : ; xn ) ĺńĺ Q, ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺśţőď£ ĺğ ń¿ąőčő űěńőśšŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K. Ă ĺňěŋŋő, őąőğŋăůĺň ůěřěğ a=b (a; b ∈ K) łńăśś ćőğňőęŋżţ ŕăř {(c; d) ∈ K × K : ad = bc } :

İšĺ łńăśśż řăğąĺćă¿š K × K ć őąžěďĺŋěŋĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕőďňŋőęěśšć, ĺąő ěśńĺ (c; d) ćţőďĺš ĺ ć a_1=b_1 ĺ ć a_2=b_2, šő ćżůĺšă£ ĺğ řăćěŋśšćă a_1db_2 = b_1cb_2 (ŕőńşůěŋŋőčő şňŋőęěŋĺěň őąěĺţ ůăśšěľ a_1d = b_1c ŋă b_2) ăŋăńőčĺůŋőě řăćěŋśšćő a_2db_1 = b_2cb_1, ŕőńşůĺň d(a_1b_2 − b_2a_1) = 0, ůšő ććĺďş űěńőśšŋőśšĺ K ćńěů-ěš řăćěŋśšćő a_1b_2 = b_2a_1, őğŋăůă¿źěě, ůšő łńăśśż a_1=b_1 ĺ a_2=b_2 śőćŕăďă¿š.

Ťăłšőř-ňŋőęěśšćő K × K, śőśšő£źěě ĺğ őŕĺśăŋŋżţ šőńĳłő ůšő łńăśśőć a=b ŋăğżćăěšś£ ŕőńěň ůăśšŋżţ űěńőśšŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K. Őŕěřăűĺĺ ć ¡šőň ŕőńě őŕřěďěń£¿šś£, łăł ĺ řăŋěě, ŕřăćĺńăňĺ (8-1).

Ğăďăůă8.21. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őŕřěăűĺĺ őŕřěďěńěŋż łőřřěłšŋő ĺ şďőćńěšćőř£¿š ćśěň ăłśĺőňăň ŕőń£.

3.3.1. Ŕřĺňěř: ŕőńě ř£ďőć Ńőřăŋă. Ŕşśšĳ ć ŕřěďżďşźěľ łőŋśšřşłűĺĺ K = k[[t]] ąşďěš łőńĳűőň ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć ŋăď ŕőńěň k. Ŕőńě ůăśšŋżţ őąőğŋăůăěšś£ ć ¡šőň śńşůăě k((t)). Ŋăŕőňŋ¿ (śň. ńěłűĺ¿ 2), ůšő łăęďżľ ¡ńěňěŋš f(t) ∈ k[[t]] ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě f(t) = t^df_0(t), čďě d ∈ N, ă f_0(t) ĺňěěš ŋěŋşńěćőľ śćőąőďŋżľ ůńěŋ, ĺ śšăńő ążšĳ, őąřăšĺň ć k[[t]]. Ŕő¡šőňş ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš f=g ∈ k((t)) ňőęěš ążšĳ (šăłęě ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň) ğăŕĺśăŋ ć ćĺďě f(t)=g(t) = t^mr_0(t), čďě m ∈ Z, ă r_0(t) { őąřăšĺňżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ď. Šăłĺň őąřăğőň, ćś£łĺľ l ∈ k((t)) ŕřěďśšăćń£ěšś£ ř£ďőň l(t) =^∑_{ν≥νmin} a_νt^ν ŕő űěńżň śšěŕěŋ£ň

ŕěřěňěŋŋőľ, ć łőšőřőň ďőŕşśłăěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő őšřĺűăšěńĳŋżţ śšěŕěŋěľ. Šăłĺě ř£ďż ŋăğżćă¿šś£ śšěŕěŋŋżňĺ ř£ď£ňĺ Ńőřăŋă.

Ğăďăůă8.22. Şąěďĺšěśĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň ćżůĺśńěŋĺěň, ůšő śšěŕěŋŋżě ř£ďż Ńőřăŋă śőśšăćń£¿š ŕőńě.

Ĺšăł, ŕőńě ůăśšŋżţ łőńĳűă k[[t]] ĺğőňőřťŋő ŕőń¿ ř£ďőć Ńőřăŋă.

3.4. Ťăłšőřĺăńĳŋőśšĳ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć. Ŕşśšĳ A { ťăłšőřĺăńĳŋőě łőńĳűő, ĺ K { ěčő ŕőńě ůăśšŋżţ. Ćŋĺňăšěńĳŋżľ ăŋăńĺğ ďőłăğăšěńĳśšć ĺğ ńěłűĺĺ 3 ŕőłăğżćăěš, ůšő ňěęďş řăğńőęěŋĺěň ŋă ňŋőęĺšěńĺ ć łőńĳűě A[x] ĺ řăğńőęěŋĺěň ŋă ňŋőęĺšěńĺ ć łőńĳűě K[x] ďőńęŋă ążšĳ šőůŋő šăłă£ ęě ść£ğĳ łăł ĺ ć śńşůăě A = Z, K = Q.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă ¡ńěňěŋšőć a_1; a_2; : : : ; a_n ∈ A ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺţ ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ŊŐĎ (a_1; a_2; : : : ; a_n) łăł ňăłśĺňăńĳŋş¿ őąźş¿ ůăśšĳ řăğńőęěŋĺľ ćśěţ ¡šĺţ ¡ńěňěŋšőć ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ (łăł ĺ ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć, šăłőľ ŊŐĎ ąşďěš őŕřěďěń-ěŋ őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż łőńĳűă). Ŕőśńě ¡šőčő ňż šăłęě łăł ć ńěłűĺĺ 3 ňőęěň őŕřěďěńĺšĳ śőďěřęăŋĺě cont (f) ňŋőčőůńěŋă f ∈A[x] ĺ ďőśńőćŋő šěňĺ ęě řăśśşęďěŋĺ£ňĺ ďőłăğăšĳ ńěňňş Čăşśśă.

Ğăďăůă8.23. Ďőłăęĺšě, ůšő:

(i) ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć f; g ∈ A[x] ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő

cont(fg) = cont(f) · cont(g) ;

(ii) ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋőć f(x) ∈ K[x] ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě^^ f(x) a , čďě a ∈ A ĺ^^f(x) ∈ A[x] {

ňŋőčőůńěŋ śőďěřęăŋĺ£ 1, ŕřĺů-ěň a ĺ^^f őŕřěďěń£¿šś£ ŕő f őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă A;

(iii) ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ f ∈A[x], łőšőřżľ řăśłńăďżćăěšś£ ć Ł[x] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, ąşďěš ĺ ć A[x] řăśłńăďżćăšĳś£ ć ŕřőĺğćěěďěŋĺě ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć šěţ ęě śšěŕěŋěľ.

Šăłĺň őąřăğőň, ňŋőęěśšćő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă A[x] śőśšőĺš ĺğ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőŋśšăŋš ĺğ A ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď ŕőńěň K ňŋőčőůńěŋőć śőďěřęăŋĺ£ 1. Ĺğ ¡šőčő ćżšěłăěš 3.4.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż A[x] ŕřőśšż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ gh ďěńĺšś£ ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ f, šő ńĺąő g ńĺąő h ďěńĺšś£ ŋă f.

Ěśńĺ f ≡ p = const ∈ A | ŋěŕřĺćőďĺňőě ůĺśńő, šő őŋő ŕřőśšő ćśńěďśšćĺě ťăłšőřĺăńĳŋőśšĺ A, ĺ ńĺąő cont(g), ńĺąő cont(h) ďěńĺšś£ ŋă p (ĺąő cont(g)cont(h) = cont(gh) ďěńĺšś£ ŋă p). Šěň śăňżň, p ćżŋőśĺšś£ ĺğ ćśěţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć őďŋőčő ĺğ ňŋőčőůńěŋőć, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ěśńĺ f(x) ∈ A[x] { ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŋăď K ňŋőčőůńěŋ śőďěřęăŋĺ£ 1, šő ńĺąő g, ńĺąő h ďěńĺšś£ ŋă f ć K[x] (ĺąő ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőčőůńěŋż ŋăď ŕőńěň ŕřőśšż). Ěśńĺ ¡šő, ł ŕřĺňěřş, g, šő

ğăŕĺśżćă£ ůăśšŋőě ć ćĺďě g(x) f(x) = q(x) a , čďě q(x) ∈ A[x] { ňŋőčőůńěŋ śőďěřęăŋĺ£ 1, ă a ∈ A, ŕőńşůĺň a · g(x) = f(x) · q(x) :

Śřăćŋĺćă£ śőďěřęăŋĺě őąěĺţ ůăśšěľ ŕő ńěňňě Čăşśśă ŋăţőďĺň, ůšő a { őąřăšĺň ć A (ĺąő acont g = cont fcont q = 1), ĺ ğŋăůĺš, g=f ∈ A[x], ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. 2 3.4.2. Śńěďśšćĺě. Łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ťăłšőřĺăńĳŋżň łőńĳűőň ťăłšőřĺăńĳŋő.

2_{Ŕő ĺŋďşłűĺĺ őšś¿ďă ŋěňěďńěŋŋő ćżšěłăěš}

3.4.3. Śńěďśšćĺě. Łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć őš n ŕěřěňěŋŋżţ ŋăď ťăłšőřĺăńĳŋżň łőńĳűőň ťăłšőřĺăńĳŋő. 2 x4. Řăğńőęěŋĺě ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ć ďřőąŋő-śšě-ŕěŋŋőľ ř£ď

4.1. Ŋě£ćŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ. Ŕőď ŋě£ćŋőľ ťőřňăńĳŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋł-

űĺěľ őš ŕěřěňěŋŋőľ t ňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ łőřěŋĳ x(t) ňŋőčőůńěŋă

f_t(x) = a_0(t)x^n + a_1(t)x^{n−1} + · · · + a_{n−1}(t)x + a_n(t)

łő¡ťťĺűĺěŋšż łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ťőřňăńĳŋżňĺ śšěŕěŋŋżňĺ ř£ďăňĺ őš t.

Ěśńĺ t ŕřőąěčăěš łăłş¿-ńĺąő őąńăśšĳ ć R ĺńĺ C ĺ ř£ďż a_i(t) śţőď£šś£ ć ¡šőľ őąńăśšĺ, šő łőřěŋĳ x(t) ŕřěďśšăćń£ěš \ŋăśšő£źş¿" (ňŋőőğŋăůŋş¿) ťşŋłűĺ¿ őš t. Ŕřőśšěľÿĺňĺ ŕřĺňěřăňĺ šăłĺţ ťşŋłűĺľ £ćń£¿šś£, śłăęěň, x(t) = √ 1 + t^2 ĺ x(t) = 11 + t_2 , ŕřěďśšăćń£¿źĺě śőąőľ, śőőšćěšśšćěŋŋő, łőřěŋĺ łćăďřăšŋőčő ňŋőčőůńěŋă x^2 − a(t) ĺ ńĺŋěľŋőčő ňŋőčőůńěŋă a(t)x − 1, čďě a(t) = 1 + t^2.

Šăłĺň őąřăğőň, ťşŋłűĺĺ, łőšőřżě ňż śőąĺřăěňś£ řăśśňăšřĺćăšĳ, ěśšĳ ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ ŋăĺąőńěě őąźěčő ćĺďă, ćń¿ůă¿źĺě ć śěą£, ć ůăśšŋőśšĺ, řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ ĺ řăďĺłăńż. Őśšăšőł ńěłűĺĺ ąşďěš ŕőść£ź-ěŋ šőňş, ůšőąż ŕőłăğăšĳ, ůšő ćś£łă£ šăłă£ ťşŋłűĺ£ ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋă ć ťőřňăńĳŋżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ďőň Ńőřăŋă őš^d √ t ďń£ ŕőďţőď£źěčő d ∈ N.

İšőš ř£ď ŋăğżćăěšś£ ř£ďőň Ŕ¿ĺğő řăśśňăšřĺćăěňőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ. Ĺŋšşĺšĺćŋőě ğŋăůěŋĺě ¡šőčő řěğşńĳšăšă ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋő śńőćăňĺ \ćś£łă£ ťşŋłűĺ£, ğăŕĺśăŋŋă£ ťőřňşńőľ, ťőřňăńĳŋő řăśłńăďżćăěšś£ ć ďřőąŋő-śšěŕěŋŋőľ ř£ď".

Ğăďăůă8.24. Řăğńőęĺšě^√1 + t + t^2 ĺ 1=(1 + t + t^2) ć ťőřňăńĳŋżě śšěŕěŋŋżě ř£ďż ŕő ŋăšşřăńĳŋżň śšěŕěŋ£ň t Śřăğş őčőćőřĺňś£, ůšő ňż ŋě ąşďěň ğďěśĳ ğăŋĺňăšĳś£ ćőŕřőśăňĺ śţőďĺňőśšĺ ĺ őśšăŋőćĺňś£ šőńĳłő ŋă ăńčěąřăĺůěśłőľ śšőřőŋě ďěńă: śşźěśšćőćăŋĺĺ šăłőčő ř£ďă #(^d √ t), ůšő ŕőśńě ŕőďśšăŋőćłĺ x = #(t) ć ňŋőčőůńěŋ a_0(t)x^n + a_1(t)x^{n−1} + · · · + a_n(x) ŕőńşůĺšś£ šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćőľ ř£ď őš^d √ t. Šőůŋőě şšćěřęďěŋĺě šăłőćő:

4.2. Šěőřěňă. Ŕşśšĳ k { ăńčěąřăĺůěśłĺ-ğăňłŋşšőě ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ ĺ ŕşśšĳ K = k((t)) { ŕőńě ř£ďőć Ńőřăŋă ŋăď k. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă f(x) ∈ K[x],

f(x) = a_0(t)x^n + a_1(t)x^{n−1} + · · · + a_n(x)

śşźěśšćşěš šăłőľ ř£ď #(s) ∈ k((s)) ĺ šăłőě ůĺśńő d∈N, ůšő ć ŕőńě k((s)) ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő

f(#(s)) = a_0(s^d)#(s)^n + a_1(s^d)#(s)^{n−1} + · · · + +a_n(s^d) ≡ 0 :

4.3. Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż őśŋőćżćăěšś£ ŋă śńěďş¿źěň ťşŋďăňěŋšăńĳŋőň ťăłšě, ĺğćěśšŋőň łăł ńěňňă Čěŋğěń£.

4.3.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ k | ń¿ąőě ŕőńě, ă

G(t; x) = x^m + g(t)_1x^{m−1} + · · · + g(t)_{m−1}x + g(t)_m ∈ k[[t]][x]

{ ňŋőčőůńěŋ őš x śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň ěďĺŋĺűă ĺ ŕřőůĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ łőńĳűă ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć k[[t]]. Ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ

G(0; x) = x^m + g(0)_1x^{m−1} + · · · + g(0)_{m−1}x + g(0)_m ∈ k[x]

řăśłńăďżćăěšś£ ć k[x] ŋă ďćă ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěń£ a(x) ĺ b(x) ś deg a ≥ 1 ĺ deg b ≥ 1, šő G(t; x) řăśłńăďżćěšś£ ŋă ďćă ćğăĺňŋő-ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěń£ A(t; x) ĺ B(t; x) ć k[[t]][x], ŕřĺů-ěň deg A ≥ 1, deg B ≥ 1 ĺ A(0; x) = a(x), B(0; x) = b(x).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ňěšőďőň ŋěőŕřěďěńěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, š. ě. ąşďěň ĺśłăšĳ A(t; x) ĺ B(t; x) ć ćĺďě

A(t; x) = a_0(x) + a_1(x)t + a_2(x)t^2 + · · · B(t; x) = b_0(x) + b_1(x)t + b_2(x)t^2 + · · · ;

čďě a_i(x) ĺ b_i(x) { ňŋőčőůńěŋż ĺğ k[x] śšěŕěŋĺ ŋě ąőńĳÿě, ůěň deg(G) − 1. Ć łăůěśšćě a_0(x) ĺ b_0(x) ćżąěřěň a(x) ĺ b(x), ďă¿źĺě řăğńőęěŋĺě G(0; x) ĺğ şśńőćĺ£ ńěňňż. Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ őśšăńĳŋżţ a_i, b_i ŕěřěřăğńőęĺň G(t; x) ŕő śšěŕěŋ£ň t

G(t; x) = g_0(x) + g_1(x)t + g_2(x)t^2 + · · · ;

ĺ ŕřĺřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ t ć řăćěŋśšćě G(t; x) = A(t; x)B(t; x), ŕőńşůĺň řěłşřěŋšŋş¿ ťőřňşńş

a_0(x)b_k(x) + b_0(x)a_k(x) = g_k(x) −^{k−1∑}_{i+1} a_i(x)b_{k−i}(x) ;

ŕőğćőń£¿źş¿ ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŋăľšĺ a_k(x) ĺ b_k(x). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ňŋőčőůńěŋ

r(x) = g_k(x) −^{k−1∑}_{i+1} a_i(x)b_{k−i}(x)

ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ğăćĺśĺš šőńĳłő őš ŕřěďżďşźĺţ a_i, b_i ś i < k, ňŋőčőůńěŋż a_0 ĺ b_0 ćğăĺňŋő ŕřőśšż ŕő şśńőćĺ¿ ńěňňż, ĺ śšăńő ążšĳ a_k ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ < deg a_0, ŕřěďśšăćń£¿źĺľ łńăśś [r][b_0]^{−1} mod a_0 ∈ k[x]=(a_0(x)), ă b_k ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ < deg b_0, ŕřěďśšăćń£¿źĺľ łńăśś [r][a_0]^{−1} mod b_0 ∈ k[x]=(b_0(x)). 2 4.3.2. Őłőŋůăŋĺě ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż. Ćěřŋěňś£ ł ŕőń¿ K = k((t)) ťőřňăńĳŋżţ ř£ďőć Ńőřăŋă ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ, ĺ ŕşśšĳ

f_t(x) = a_0(t)x^n + a_1(t)x^{n−1} + · · · + a_n(x) ∈ K[x]

{ łăłőľ-ńĺąő ňŋőčőůńěŋ ŋăď K. Ňż śőąĺřăěňś£ ŋăľšĺ ěčő łőřěŋĳ, ćőğňőęŋő ŕőśńě ŋěłőšőřőľ ŕăřăňěšřĺğăűĺĺ t = s^d.

Ğăňěšĺň ŕřěęďě ćśěčő, ůšő ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ šőńĳłő śńşůăľ, łőčďă śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš a_0 ňŋőčőůńěŋă f řăćěŋ ěďĺŋĺűě, ă őśšăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ńěęăš ć łőńĳűě k[[t]]. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőśńě şňŋőęěŋĺ£ őąěĺţ ůăśšěľ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0 ŋă ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿş¿ śšěŕěŋĳ t^N , ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ćśě a_i ∈ k[[t]], ĺ ğăšěň, şňŋőęĺć őąě ůăśšĺ ŋă a_0(x)^{n−1} ĺ śďěńăć ńĺŋěľŋş¿ ğăňěŋş z = a_0(t)x, ŕőńşůĺšĳ ŋă z şřăćŋěŋĺě śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, şňěŋĺě řěÿăšĳ łőšőřőě ć ŕőńě K řăćŋőśĺńĳŋő şňěŋĺ¿ řěÿăšĳ ć ŕőńě K ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě.

Ĺšăł, ŕşśšĳ f_t(x) = x^n + a_1(t)x^{n−1} + · · · + a_n(x) ∈ k[[t]][x]. Ŕőśłőńĳłş ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ (őšćěůă¿źĺě n = 1) řěÿă¿šś£ ŋăď K = k((t)) ąěğ ŕřőąńěň, ŋăň ďőśšăšőůŋő (ąńăčőďăř£ ĺŋďşłűĺĺ ŕő n) řăğńőęĺšĳ f ć k[[t]][x] ŋă ňŋőęĺšěńĺ śšřőčő ňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ. § şšćěřęďă¿, ůšő ¡šő ćśěčďă ćőğňőęŋő, ňőęěš ążšĳ, ŕőśńě ŋěłőšőřőľ ğăňěŋż ŕăřăňěšřă t = s^d.

Ć śăňőň ďěńě, ŕő ńěňňě Čěŋğěń£ ďőśšăšőůŋő şňěšĳ řăśłńăďżćăšĳ f_0(x) = f_t(x)|_{t=0} ŋă ďćă ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěń£ ć k[x]. Ŕőśłőńĳłş ŕőńě k ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő (ĺ śšăńő ążšĳ, łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ńĺŋěľŋżţ), šăłőě řăğńőęěŋĺě ŋěćőğňőęŋő šőńĳłő ć śńşůăě, łőčďă f_0(x) = (x−¸)^n £ćń£ěšś£ ůĺśšőľ śšěŕěŋĳ¿ ńĺŋěľŋőčő. İšő ňőęŋő ĺśŕřăćĺšĳ ŕőďţőď£źĺň śďćĺčőň ŕěřěňěŋŋőľ x ĺ śňěŋőľ ŕăřăňěšřă t = s^d .

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăňěŋ££ x ŋă x − a_1(t)=n, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő f_t(x) ŋě śőďěřęĺš ůńěŋă ś x^n − 1. Ěśńĺ ŕřĺ ŕřĺ šăłőň śďćĺčě ĺśůěğŋşš ĺ ćśě ňěŋĳÿĺě śšěŕěŋĺ, š. ě. f_t(x) ŕřěćřăšĺšś£ ć x^n, šő ňż ŕőńşůăěň šřĺćĺăńĳŋőě řěÿěŋĺě x = #(t) ≡ 0 ĺ ąőńĳÿě ďěńăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ ęě ŕőśńě śďćĺčă őśšăŋşšś£ łăłĺě-šő ŋěŋşńěćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż

a_m(t) = ¸_{νm} t^{νm} + ůńěŋż ąőńĳÿěľ śšěŕěŋĺ ŕő t ;

šő ňż ćżąěřěň ŋăĺňěŋĳÿş¿ ĺğ ćśěţ ďřőąěľ ¸^{νm}m (_m ŕřőąěčăěš ňńăďÿĺě śšěŕěŋĺ ćśěţ ŋěŋşńěćżţ ř£ďőć a_m) ĺ řăśśňőšřĺň ě-ě ŋěśőłřăšĺňş¿ ğăŕĺśĳ p=q. Őšňěšĺň, ůšő ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ q_m ≥ pm ŕřĺ ćśěţ m ≥ 2. Śďěńăěň šěŕěřĳ ğăňěŋş t = s^q, x = s^py. Ŕőńşůĺň

p_t(x) = x^n +^{n∑}_{m=2}(¸_{νm} t^{νm} + · · ·)x^{n−m} =

= s^{pn}y^n +^{n∑}_{m=2} s^{p(n−m)+qνm} (¸_{νm} + · · ·)y^{n−m} =

= s^{np} ( y^n +^{n∑}_{m=2} s^{qνm−pm}(¸_{νm} + · · ·)y^{n−m} )

čďě ćśě ř£ďż-łő¡ťťĺűĺěŋšż śŕřăćă śőďěřęăš ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě śšěŕěŋĺ s (ŕőśłőńĳłş q_m ≥ pm), ĺ ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ ŋĺţ (ş łőšőřőčő q_m = pm) ĺňěěš ŋěŋşńěćőľ śćőąőďŋżľ ůńěŋ. ă śšăńő ążšĳ čăřăŋšĺřőćăŋŋő ŋě ğăŋşńĺšś£ ŕřĺ s = 0. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśńě śőłřăźěŋĺ£ ŋă s^{pn} ňż ŕőńşůăěň ŋă y şřăćŋěŋĺě, ŕřăćă£ ůăśšĳ łőšőřőčő ŋě £ćń£ěšś£ ůĺśšőľ śšěŕěŋĳ¿ ńĺŋěľŋőľ ťőřňż ŕřĺ s = 0, ŕőśłőńĳłş ąşďěš śőďěřęăšĳ ŕřĺ s = 0 ŋěłĺľ ůńěŋ y^i ś i < n, ŋő ŋě ąşďěš śőďěřęăšĳ y^{n−1} (ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ (y − ¸)^n ńĺąő śőćŕăďăěš ś y^n (ŕřĺ a = 0) ńĺąő śőďěřęĺš ćśě ąěğ ĺśłń¿ůěŋĺ£ ůńěŋż y^m ś 0 ≤ m ≤ n). Ĺğ śłăğăŋŋőčő řăŋěě ćżšěłăěš, ůšő ¡šő şřăćŋěŋĺě řăğřěÿĺňő ŋăď ŕőńěň k((s)).

Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ńěłűĺ£ 9 Ťőřňăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ

▷Ťőřňăńĳŋżě őŕěřăűĺĺ ŋăď śšěŕěŋŋżňĺ ř£ďăňĺ ▷İłśŕőŋěŋšż, ńőčăřĺťňż ĺ ńőčăřĺťňĺůěśĺě ŕřőĺğćőďŋżě ▷Ťőřňşńă Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ąĺŋőňă ▷Ďěľśšćĺě k[[d/dx]] ŋă k[x] ▷Ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ ĺ ňŋőčőůńěŋż Ąěřŋşńńĺ, śşňňĺřőćăŋĺě śšěŕěŋěľ ▷Ňěšőď ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ: ůĺśńă Łăšăńăŋă ĺ ťőřňşńż Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ćżřăęěŋĺ£ śšěŕěŋŋżţ śşňň ůěřěğ ňŋőčőůńěŋż ei(x1, x2, . . ., xn)

x1. İłśŕőŋěŋšă, ńőčăřĺťň, ąĺŋőň

1.1. Ťőřňăńĳŋżě őŕěřăűĺĺ ŋăď ťőřňăńĳŋżňĺ ř£ďăňĺ. Ŕőď ťőřňăńĳŋőľ őŕěřăűĺěľ ć łőńĳűě k[[t]] ňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ ŕřăćĺńő, śőŕőśšăćń£¿źěě ŋěłőšőřżň łőŋěůŋżň ŋăąőřăň ř£ďőć f_1; f_2; : : : ; f_n ś šěňĺ ĺńĺ ĺŋňĺ śćőľśšćăňĺ (ŋăŕřĺňěř, ćśěň ŋăąőřăň ĺğ ďćşţ ř£ďőć f_1; f_2) ŋőćżě ř£ďż g = g(f_1; f_2; : : : ; f_n) ∈ k[[t]] šăł, ůšő ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łăęďőčő ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ř£ďă g(f_1; f_2; : : : ; f_n) ďőśšăšőůŋő ŕřőĺğćěśšĺ łőŋěůŋőě ůĺśńő ďěľśšćĺľ śńőęěŋĺ£, ćżůĺšăŋĺ£, şňŋőęěŋĺ£ ĺ ďěńěŋĺ£ ŋăď łőŋěůŋżň ůĺśńőň łő¡ťťĺűĺěŋšőć ř£ďőć ĺğ ŋăąőřă f_1; f_2; : : : ; f_n .

Ďćă ŕřĺňěřă ťőřňăńĳŋżţ őŕěřăűĺľ, | śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě, { ŋăň ďăćŋő ğŋăłőňż. Ŋĺęě ňż ŕřĺćěďěň ďřşčĺě ŕřĺňěřż.

1.1.1. Ŕőďśšăŋőćłă ř£ďă ć ř£ď. Ěśńĺ f(t) = a0 + a1t + a2t^2 + · · · { ń¿ąőľ ř£ď, ă

s(t) = s_kt^k + s_{k+1}t^{k+1} + · · · ; k ≥ 1 ;

{ ř£ď ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă, šő őŕřěďěńěŋ řěğşńĳšăš ŕőďśšăŋőćłĺ s ć f(t) ćňěśšő t:

f(s(t)) =^∑_{ν≥0} a_ν(s_kt^k + s_{k+1}t^{k+1} + · · ·)^ν ∈ k[[t]] :

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łăęďżľ ĺğ ř£ďőć a_νs(t)^ν ŋăůĺŋăěšś£ ś t^{kν} , ĺ łăęďżľ łő¡ťťĺűĺěŋš ć ŋĺţ ňőęěš ążšĳ ćżůĺśńěŋ ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő őŕěřăűĺľ. Ŕő¡šőňş ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łăęďőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă ć f(s(t)) šăłęě šřěąşěšś£ šőńĳłő łőŋěůŋőě ůĺśńő őŕěřăűĺľ.

1.1.2. Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ć k[[t]] őŕřěďěń£ěšś£ šăłęě, łăł ć k[t]. Ŕőśłőńĳłş

x^k − y^k x − y

= x^{k−1} + x^{k−2}y + · · · + xy^{k−2} + y^{k−1} ;

ř£ď f(x)−f(y) ďěńĺšś£ ŋă (x−y) ć k[[x; y]] ďń£ ń¿ąőčő ř£ďă f(t) ∈ k[[t]]. Őąőğŋăůĺň ůăśšŋőě őš ďěńěŋĺ£ f(x)−f(y) ŋă x−y ůěřěğ D_f (x; y). Ř£ď d dt f = f^′(t)^{def}= D_f (t; t) ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőďŋőľ őš f(t).

Ğăďăůă9.1. Şąěďĺšěśĳ, ůšő^(a0 + a1t + a2t^2 + · · ·^{)′} =^∑_{ν≥1} anut^{ν−1}.

1.1.3. Ńěňňă. Őŕěřăűĺ£ f(t)^{d/dt}−−−→ f^′(t) şďőćńěšćőř£ěš őążůŋżň ŕřăćĺńăň ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ śşňňż, řăğŋőśšĺ, ŕřőĺğćěďěŋĺ£, ůăśšŋőčő (ěśńĺ őŋő őŕřěďěńěŋő) ĺ łőňŕőğĺűĺĺ (ěśńĺ őŋă őŕřěďěńěŋă).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ f = a0 + a1t + a2t^2 + · · · ĺ g =^∑_{ν≥1} bν t^ν. Ŕřăćĺńő Ńěľąŋĺűă ďń£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďőłăğżćăěšś£ ďőśńőćŋő šăłęě, łăł ĺ ďń£ ňŋőčőůńěŋőć:

D_{fg}(x; y) = f(x)g(x) − f(y)g(y) x − y

= f(x)g

(x) − g(y) x − y + f (x) − f(y) x − y g(y) =

= f(x)D_g(x; y) + g(y)D_f (x; y) ;

ůšő ŕřĺ x = y = t ďă-ěš (fg)^′ = f^′g + g^′f.

Ğăďăůă9.2. Şąěďĺšěśĳ, ůšő (f^m)^′ = mf^{m−1}f^′ ďń£ ń¿ąőčő ř£ď£ f. Ďőłăęěň ěź-ě ŕřăćĺńő ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ.

D_{f ·g}(x; y) =^∑_{i≥0} a_i g(x)^i − f(x)^i

x − y

(śşňňă śŕřăćă őŕřěďěńěŋă, ĺąő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ łăęďőľ śšěŕěŋĺ x^αy^β £ćń£ěšś£ łőŋěůŋőľ śşňňőľ). İšő řăćěŋśšćő ŕőłăğżćăěš, ůšő

(f ·g)^′ =^∑_{i≥0} a_i(g^i)^′ =^∑_{i≥0} ia_ig^{i−1}g^′ = f^′(g(t))g^′(t)

(ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůěľ).

Ğăďăůă9.3. Ďőłăęĺšě őśšăńĳŋżě ŕřăćĺńă ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£. 2 1.1.4. Ŕěřćőőąřăğŋżľ ř£ď ř£ďă f(t) = a0 +a1t+a2t^2 +· · · őŕřěďěń£ěšś£ łăł ř£ď ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă, ŕřőĺğćőďŋă£ őš łőšőřőčő řăćŋă f(t). Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šĺň őŋ őŕřěďěń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő:_∫ f(t)dt =^∑_{k≥1} a_{k−1} k t^k :

1.2. İłśŕőŋěŋšż ĺ ńőčăřĺťňż. Ćś£łĺľ ř£ď f(t), şďőćńěšćőř£¿źĺľ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ f^′ = f, ŋăğżćăěšś£ ŕőłăğăšěńĳŋżň. Ğăŕĺśżćă£ šăłőľ ř£ď f ś ŋěőŕřěďěńěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ f = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · ;

ŕőńşůăěň, ůšő ka_k = a_{k−1} ∀ k ≥ 1, őšłşďă a_k = a_0 k! , ĺ f(t) = a_0e^t ; čďě e^{t def}=^∑_{k≥0} t^k k! : Ř£ď e^t ŋăğżćăěšś£ ¡łśŕőŋěŋšőľ. Őšňěšĺň, ůšő ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ¡łśŕőŋěŋšş őš ń¿ąőčő ř£ďă ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă (ŕőďśšăćń££ ¡šőš ř£ď ćňěśšő t ć e^t).

Őŕřěďěńĺň ř£ď ln(1 + t) łăł ŕěřćőőąřăğŋżľ őš ř£ďă 1 1 + t

=^∑_{k≥0}(−1)^kt^k = 1 − t + t^2 − t^3 + · · · :

Šăłĺň őąřăğőň, ln(1 + t)^{def}=^∫ dt=(1 + t) =^∑_{k≥1}(−1)^{k+1} x k . Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ř£ďă g(t) ∈ k[[t]] śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1 ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ěčő ńőčăřĺťň ln(g(t)), łăł řěğşńĳšăš ŕőďśšăŋőćłĺ ř£ďă g(t) − 1 (ş ¡šőčő ř£ďă ŋěš śćőąőďŋőčő ůńěŋă!) ćňěśšő t ć ř£ď ln(1 + t). Ř£ď d dt ln(g(t)) = g^′(t) g(t)

ŋăğżćăěšś£ ńőčăřĺťňĺůěśłőľ ŕřőĺğćőďŋőľ ř£ďă g(t). Łăł ĺ ńőčăřĺťň, ńőčăřĺťňĺůěśłă£ ŕřőĺğćőďŋă£ őŕřěďěńěŋă šőńĳłő ďń£ ř£ďőć śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1.

1.2.1. Ńěňňă. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ř£ďőć f(t) ĺ g(t) śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1 řăćěŋśšćă

f(x) = g(x) ; ln(f(x)) = ln(g(x)) ; d dt ln(f(t)) = d dt ln(g(t))

ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺňŕńĺłăűĺĺ śńěćă ŋăŕřăćő šřĺćĺăńĳŋż, šăł ůšő ďőśšăšőůŋő ąşďěš ćżćěśšĺ ŕěřćőě řăćěŋśšćő ĺğ šřěšĳěčő. Ŕşśšĳ f(t) = 1 + a_1t + a_2t^2 + · · · ĺ g(t) = 1 + b_1t + b_2t^2 + · · · ĺ ŕşśšĳ d dt ln(f(t)) = d dt ln(g(t)), š. ě. f^′(t)g(t) = f(t)g^′(t). Śřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ t, ŕőńşůăěň řăćěŋśšćă

a_1 · 1 = 1 · b_1 2a_2 + a_1b_1 = a_1b_1 + 2b_2 · · · ka_k +^{k−1∑}_{i=1} ia_ib_{k−i−1} =^{k−1∑}_{i=1}(k − i)a_{i−1}b_{k−i} + kb_k · · · łőšőřżě ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŕőłăğżćă¿š, ůšő a_k = b_k ∀ k ∈N . 2

1.2.2. Ńěňňă. Ć k[[t]] ňěęďş ř£ďăňĺ e^t ĺ ln(1 + t) ćżŕőńŋ£¿šś£ őążůŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ e^{ln(1+t)} = 1 + t ĺ ln(e^t) = t.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőďĺťťěřěŋűĺřşěň ř£ď ln(e^t) łăł łőňŕőğĺűĺ¿ ř£ďőć f(t) = ln(1 + t) ĺ g(t) = e^t − 1. Ŕőńşůĺň

(ln(e^t))^′ = (f ·g)^′ = f^′(g(t))g^′(t) = 1 1 + g(t) g^′(t) = e^t e^t

= 1 :

Šăłĺň őąřăğőň, ln(e^t) = c + t, čďě c∈k | łőŋśšăŋšă. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋă£ ŕőďśšăŋőćłă t + t^2=2 + t^3=6 + · · · ćňěśšő t ć ř£ď t − t^2=2 + t^3=3 − · · · ŕőłăğżćăěš, ůšő c = 0.

Ŕěřćőě řăćěŋśšćő śńěďşěš ĺğ ćšőřőčő ŕő ŕřěďżďşźěľ ńěňňě (ć őąěĺţ ůăśš£ţ śšő£š ř£ďż śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1 ĺ ćšőřőě řăćěŋśšćő ěśšĳ řěğşńĳšăš ńőčăřĺťňĺřőćăŋĺ£ őąěĺţ ůăśšěľ ŕěřćőčő řăćěŋśšćă). 2 Ğăďăůă9.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ćğ£šĺě ¡łśŕőŋěŋšż ĺ ńőčăřĺťňă śşšĳ ćğăĺňŋő őąřăšŋżě ąĺěłűĺĺ ňěęďş ňŋőęěśšćőň ř£ďőć ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă ĺ ňŋőęěśšćőň ř£ďőć śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1.

1.2.3. Ńěňňă. Ďń£ ř£ďőć f(t) ĺ g(t) śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1 ćżŕőńŋ£ěšś£ \őśŋőćŋőě śćőľśšćő ńőčăřĺťňă": ln(fg) = ln(f)+ln(g). Łřőňě šőčő, ln(1=g) = − ln(g) ĺ ln(g^k) = k ln(g) ∀ k ∈ Z. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ńěćă£ ĺ ŕřăćă£ ůăśšĺ řăćěŋśšćă ln(fg) = ln(f) + ln(g) £ćń£¿šś£ ř£ďăňĺ ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă, ŕő¡šőňş ĺţ śőćŕăďěŋĺě řăćŋőśĺńĳŋő śőćŕăďěŋĺ¿ ĺţ ŕřőĺğćőďŋżţ. Ďĺťťěřěŋűĺřş£, ŕőńşůăěň (fg)^′ fg = f^′g + fg^′ fg = f^′ f + g^′ g : Ăŋăńőčĺůŋő, ďĺťťěřěŋűĺřş£ ln(1=g) ĺ − ln(g), ŕőńşůăěň řăćŋżě ř£ďż

(ln(1=g))^′ =

(1=g)^′ 1=g = −g^′=g^2 1=g = −g=g^′ = (− ln(g))^′ :

Ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě ńěňňż ěśšĳ śńěďśšćĺě ďćşţ ŕěřćżţ. 2 Ğăďăůă9.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćşţ ř£ďőć f(t) ĺ g(t) ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă ćżŕőńěŋő őśŋőćŋőě śćőľśšćő ¡łśŕőŋěŋšż e^{f+g} = e^f e^g.

Ğăďăůă9.6. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ąĺěłűĺĺ ĺğ ğăď.9.4 £ćń£¿šś£ čőňőňőřťŋżňĺ ć šőň śňżśńě, ůšő őŋĺ ŕěřěćőď£š śńőęěŋĺě ŋă ňŋőęěśšćě ř£ďőć ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă ć şňŋőęěŋĺě ř£ďőć śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1 1.3. Śšěŕěŋĳ (1 + t)^α ś ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőłăğăšěńěň ¸∈k ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ťőřňăńĳŋő řăśŕřőśšřăŋ££ řăćěŋśšćő ln(1 + t)^n = n ln(1 + t) ś űěńżţ n ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżě ¸ ∈ k. Ĺšăł, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ŕőńăčăěň (1 + t)^{α def}= e^{α ln(1+t)} :

Śćőľśšćă ¡łśŕőŋěŋšż čăřăŋšĺřş¿š, ůšő ¡šă ťşŋłűĺ£ őŕřăćďżćăěš śćő-ě őąőğŋăůěŋĺě, š. ě. şďőćńěšćőř£ěš őśŋőćŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿

(1 + t)^{α+β} = e^{(α+β)ln(1+t)} = e^{α ln(1+t)}e^{β ln(1+t)} = (1 + t)^α(1 + t)^β ∀ a; b ∈ k : Ğăďăůă9.7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ěśńĺ ŕőłăğăšěńĳ ¸ { űěńżľ, šő ĺğ ŋăÿěčő őŕřěďěńěŋĺ£ ćżšěłă¿š řăćěŋśšă (1 + t)^n = (1 + t) · · · · · (1 + t) n ; ĺ (1 + t)^{−n} = (1 + t)^{−1} · · · · · (1 + t)^{−1} n (ğďěśĳ n∈N ĺ (1 + t)^{−1} = 1 − t + t^2 − t^3 + · · · | ¡ńěňěŋš őąřăšŋżľ ł (1 + t) ć k[[t]]).

Ďń£ šőčő ůšőąż őšżśłăšĳ £ćŋżě ğŋăůěŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ř£ďă (1 + t)^α = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · ∈ k[[t]] ;

ğăňěšĺň, ůšő a_0 = 1 (¡šő şśňăšřĺćăěšś£ ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ { őą£ğăšěńĳŋő şąěďĺšěśĳ!) ĺ ćżůĺśńĺň ńőčăřĺťňĺůěśłş¿ ŕřĺğćőďŋş¿: d dt ln(1 + t)^α = d dt ln e^α ln(1 + t) = d dt ( ¸ ln(1 + t)^) =¸ (1 + t) : Šăłĺň őąřăğőň,^((1 + t)^{α)′} · (1 + t) = ¸ · (1 + t)^α, ĺ śřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ t^{k−1}, ňż ŕőńşůăěň ŋă ĺśłőňżě łő¡ťťĺűĺěŋšż a_i śőőšŋőÿěŋĺ£: ka_k + (k − 1)a_{k−1} = ¸a_{k−1} ;

őšłşďă a_k = a_{k−1} k (¸ − k + 1) = a_0 k! ¸(¸ − 1) · · · (¸ − k + 1) k . Ćśŕőňĺŋă£, ůšő a_0 = 1 ĺ ććőď£

őąőğŋăůěŋĺě ( ¸ k ) def= k ¸(¸ − 1) · · · (¸ − k + 1) k! ; ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš:

1.4. Šěőřěňă. (Ťőřňşńă Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ąĺŋőňă.)

(1 + t)^α =^∑_{ν≥0} ( ¸ ) t^ν = 1 + ¸t + ¸(¸ − 1) 2 t^2 + ¸(¸ − 1)(¸ − 2) 6 t^3 + · · · ∀ ¸∈k :

2_{Ĺňěŋŋő ¡šă šěőřěňă ĺ ążńă őšłřżšă Ĺ. Ŋ¿šőŋőň ĺ ĺğćěśšŋă łăł ąĺŋőň Ŋĳ¿šőŋă. Ůĺśńă} ( ¸ ) ŋăğżćă¿šś£ ąĺŋőňĺăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Őšňěšĺň, ůšő ťőřňşńă Ŋĳ¿šőŋă ďă-ěš £ć-

ŋőě řăğńőęěŋĺě ďń£ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ, ćżřăęăěňżţ ć řăďĺłăńăţ (ŋăďő ćğ£šĳ ¸ = 1=n). Ć śćő-ěň şůěąŋĺłě ŕő ăŋăńĺğş Ń. İľńěř ŕĺśăń, ůšő ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£ ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋă ć ř£ď, ć ů-ěň łăęďżľ śőňŋěćă¿źĺľś£ ńěčłő ňőęěš şďőśšőćěřĺšĳś£, řăğőąřăć ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć. Ďőłăğăŋŋă£ ć łőŋűě ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ šěőřěňă ňőęěš ćőśŕřĺŋĺňăšĳś£ łăł őďĺŋ ĺğ śŕőśőąőć ŕřĺďăŋĺ£ šőůŋőčő śňżśńă ¡šĺň śńőćăň İľńěřă, ă ąĺŋőň Ŋĳ¿šőŋă { łăł őďĺŋ ĺğ ŋăĺąőńěě şąěďĺšěńĳŋżţ ŕřĺňěřőć.

x2. Řăğŋőśšŋżě őŕěřăšőřż ŋă łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć

2.1. Őąőğŋăůěŋĺ£. Ŕşśšĳ k { ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ. Řăśśňőšřĺň łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć k[x] łăł (ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě) ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň k. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ŋă k[x] ćś£łĺľ k-ńĺŋěľŋżľ ¡ŋďőňőřťĺğň k[x]^φ−−→ k[x] łăł ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă^1 ŋăď k. Ćś£łĺľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ˘ ŋă k[x] őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋőć

’_n(x)^{def}= ˘(x^n) ; n = 0 ; 1 ; 2 : : : :

Ć śăňőň ďěńě, ćśńěďśšćĺě ńĺŋěľŋőśšĺ

˘(a_0x^m + a_1x^{m−1} + · · · + a_{m−1}x + a_m) = a_0’_n(x) + a_1’_{n−1}(x) + · · · a_m’_0(x) :

Ŕřĺňěřăňĺ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ŋă łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć £ćń£¿šś£:

őŕěřăšőř śďćĺčă T_a : f(x) −→ T_af(x)^{def}= f(x + a);

řăğŋőśšŋżľ őŕěřăšőř ´_a = T_a − 1 : f(x) −→ ´_af(x)^{def}= f(x + a) − f(x);

ĺ őŕěřăšőř ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ d dx : f(x) −→ f^′(x).

Ůěřěğ T ĺ ´ ňż ąşďěň ďăńěě őąőğŋăůăšĳ, śőőšćěšśšćěŋŋő, őŕěřăšőřż T_1 ĺ ´_1 = T − 1, šăł ůšő T f(x)^{def}= f(x + 1) ; ´f(x)^{def}= f(x + 1) − f(x) :

2.2. Ďěľśšćĺě k [[ d dx ]] ŋă k[x]. Ďń£ łăęďőčő ťőřňăńĳŋőčő ř£ďă F (t) =^∑_{ν≥0} aνt^ν ∈ k[[t]] őŕřěďěńĺň őŕěřăšőř F ( d dx ) : k[x] −→ k[x] : f −→ F ( d dx ) f^{def}=^∑_{ν≥0} d^ν f dx^ν

(ŕřăćă£ ůăśšĳ ĺňěěš śňżśń ŕőśłőńĳłş d^ν f dx^ν ŕřĺ k > deg(f), ĺ śšăńő ążšĳ, śşňňă śŕřăćă łőŋěůŋă ďń£ łăęďőčő łőŋłřěšŋőčő f).

Ğăďăůă9.8. Ŕřőćěřĳšě, ůšő šěň śăňżň ňż őŕřěďěńĺńĺ čőňőňőřťĺğň ĺğ łőńĳűă k[[t]] ć łőńĳűő ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ŋă k[x] (łőńĳűěćżňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ ć ŕőśńěďŋěň £ćń£¿šś£ śńőęěŋĺě ĺ łőňŕőğĺűĺ£).

Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ őŕěřăšőřőć ŋă k[x], ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě ř£ďă őš d dx , £ćń£ěšś£ łőňňşšăšĺćŋżň ŕőďłőńĳűőň, łőšřőć ňż őąőğŋăůĺň ůěřěğ A ĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ łőńĳűőň řăğŋőśšŋżţ őŕěřăšőřőć ŋă k[x] (śňżśń ¡šőčő ŋăğćăŋĺ£ ňż őąž£śŋĺň ůşšĳ ŕőğęě).

1¡šő őğŋăůăěš, ůšő ’(¸f + ˛g) = ¸’(f) + ˛’(g) ∀ ¸; ˛ ∈ k ĺ ∀ f; g ∈ k[x], ŋő ćőőąźě čőćőř£, ’(fg) ≠ ’(f)’(g)

2.2.1. Ńěňňă. (Ťőřňşńă Šěľńőřă^2 .) Ta = e^{a d}dx .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ďěľśšćĺě ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ěčő ďěľśšćĺěň ŋă ąăğĺś, ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő e^{a d}dx x^n = T_ax^n = (x + a)^n. İšő śńěďşěš ĺğ řăğńőęěŋĺ£ ąĺŋőňă:

e^{a ddx} x^n =^{n∑}_{ν=0} a^νd^ν x^n !dx^ν = n∑ ν=0 ( n ) a^νx^{n−ν} = (x + a)^ν :

2_{Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ˘ ∈ A ğăňěůăšěńĳŋż šěň, ůšő ł ŋĺň ŕřĺňěŋĺňă ćś£ ŕřěďżďşźă£}

ňăÿĺŋěřĺ£ ťőřňăńĳŋżţ šőęďěśšć ć k[[t]]. Ňż ŕřőĺńń¿śšřĺřşěň ¡šő ŋă őďŋőň łńăśśĺůěśłőň ŕřĺňěřě.

2.3. Ŕřĺňěř: őąřăźěŋĺě Ąěřŋşńńĺ. Řăğŋőśšŋżľ őŕěřăšőř ´ ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě

´ = T − 1 = e^{ddx} − 1 = U ( d dx ) · d dx ; čďě U(t) = e^t − 1 t ∈ k[[t]] £ćń£ěšś£ őąřăšĺňżň ř£ďőň śő śćőąőďŋżň ůńěŋőň 1, ă śšăńő ążšĳ, U ( d dx ) £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă k[x] ŋă śěą£. Őŕěřăšőř B ( d dx ) = U^{−1} ( d dx )

ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň Ąěřŋşńńĺ. Őŋ ŕőńşůăěšś£ ŕőďśšăŋőćłőľ t = d dx ć ťőřňăńĳŋżľ ř£ď

B(t) = t e^t − 1

. §ćŋőě řăğńőęěŋĺě B(t) ŕő śšěŕěŋ£ň t šřăďĺűĺőŋŋő ğăŕĺśżćă¿š ć ćĺďě

B(t) = t e^t − 1

=^∑_{ν≥0} b^ν ! t^ν :

Ůĺśńă^3 b_ν ∈Q ŋăğżćă¿šś£ ůĺśńăňĺ Ąěřŋşńńĺ ĺ ćőğŋĺłă¿š ć śăňżţ řăğńĺůŋżţ őąńăśš£ţ ňăšěňăšĺłĺ. Ďń£ ĺţ ćżůĺśńěŋĺ£ ĺňěěšś£ ŕřőśšă£ řěłłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă. Ŕřěęďě ćśěčő, ŕőŋ£šŋő, ůšő b_0 = 1. Ďăńěě, řăśłńăďżćă£ B(t) ć śşňňş ů-ěšŋőľ ĺ ŋěůěšŋőľ śőśšăćń£¿źěľ

B(t) = B_+(t) + B_−(t) ; čďě B_±(t) =

B(t) ± B(−t) 2 ; 2Ć ąőńěě šřăďĺűĺőŋŋżţ šěřňĺŋăţ ťőřňşńă Šěľńőřă őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă f ∈ k[x] śšěŕěŋĺ n ĺ ń¿ąőčő a ∈ k ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő

f(x + a) = n∑ ν=0 1 ! f^{(ν)}(x)a^ν = f(x) + f^′(x)a + 1 2 f^{′′}(x)a^2 + 1 6 f^{′′′}(x)a^3 + · · · :

3őůěćĺďŋő, ůšő b_ν ŋăţőď£šś£ ć ŕřőśšőň ŕőďŕőńě ŕőń£ k, łőšőřőě ŕő ŋăÿěňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ (char k = 0) ňőęŋő łăŋőŋĺůěśłĺ őšőęďěśšćĺšĳ ś ŕőńěň řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń

ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň, ůšő

B_−(t) = 1 2 ( t e^t − 1 + t e^{−t} − 1 ) = − t 2 ; ůšő őğŋăůăěš, ůšő ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň b_1 = −1=2 ćśě ŕřőůĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż b_ν ś ŋěů-ěšŋżňĺ ŋőňěřăňĺ řăćŋż ŋşń¿^4. Ŋăłőŋěű, ŕřĺřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ t^{n+1} ć ťőřňşńě

t = (e^t − 1)B(t) =^{(∑}_{μ≥1} 1 —! t^{ν)(∑}_{ν≥0} b_ν ! t^{ν)} ;

ŕőńşůăěň śőőšŋőÿěŋĺě_{n∑} ν=0 b_ν !(n − + 1)!

= 0 (ŕřĺ n ≥ 2) ;

Ĺğ łőšőřőčő ŕőńşůăěšś£ řěłłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă

b_n = −n!^{n−1∑}_{ν=0} b_ν !(n − + 1)! = − 1 n + 1 n−1∑ ν=0 ( n + 1 ) b_ν ; (9-1)

śŕřăćěďńĺćă£ ŕřĺ n ≥ 2.

Ğăďăůă9.9. Ćżůĺśńĺšě ŕěřćżě 10 ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ. Őšćěš: őšńĺůŋżě őš ŋşń£ bν ś ≤ 10 śşšĳ

b_0 = 1 ; b_1 = − 1 2 ; b_2 = 1 6 ; b_4 = − 1 30 ; b_6 = 1 42 ; b_8 = − 1 30 ; b_6 = 5 66 : Ğăďăůă9.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ ś ů-ěšŋżňĺ ŋőňěřăňĺ £ćń£ěšś£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ.

Ŕřěďżďşźěě ćżůĺśńěŋĺě ćŕěřćżě ążńő ŕřěďŕřĺŋ£šő §łőąőň Ąěřŋşńńĺ ďń£ řěÿěŋĺ£ śńěďş¿- źěľ ğăďăůĺ:

2.3.1. Ğăďăůă Ąěřŋşńńĺ: ŕőńşůĺšĳ ťőřňşńş, ćżřăęă¿źş¿ śşňňş S_k(n) = 0^k + 1^k + 2^k + · · · + n^k

ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš n (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň k).

Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ £ćŋőčő ćżřăęěŋĺ£ ďń£ űěńőğŋăůŋőčő ňŋőčőůńěŋă S_k(x) ∈ Q[x], ćżůĺśń£¿- źěčő ŕřěďżďşźş¿ śşňňş ŕřĺ ŕőďśšăŋőćłě űěńżţ x = n∈Z, Ąěřŋşńńĺ ğăňěšĺń, ůšő ŕř£ňő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ S_k ĺňěěň ´S_k(x) = (x + 1)^k

4ŋăŕřőšĺć, ďń£ ů-ěšŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺňěěň

B_+ (t) = 1 2 ( t e^t − 1^− t e^{−t} − 1 ) = t 2^· e^t − e^{−t} e^t − 2 + e^{−t} = t 2^· ( e^t2 + e^{− t}2 ) ( e^t2 − e^{− t}2 ) ( e^t2 − e^{− t}2

)_2 = t 2^· e^t2 + e^{− t}2 e^t2 − e^{− t}2 def= t 2^· cth ( t 2 ) ;

ř£ď cth(t) = ∑ α≥1 2^{2α−1} (2¸ − 1)!

b_{2α}t^{2α−1} ŋăğżćăěšś£ čĺŕěřąőńĺůěśłĺň łőšăŋčěŋśőň.

(¡šă ťőňşńă ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ x ∈ N, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő £ćń£ěšś£ šőęďěśšćőň ć Q[x]). Ŕő-

śłőńĳłş ´ = B^{−1} ( d dx ) · d dx , ňż ŕőńşůăěň ŋă S_k(x) ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě

S^′_k(x) = B ( d dx ) (x + 1)^k = B_k(x + 1) ;

čďě B_k(x)^{def}= B ( d dx ) x^k =^∑_{ν≥0} b_ν ! d^ν x^k dx^ν

=^{k∑}_{ν=0} ( k ) b_ν x^{k−ν} | ňŋőčőůńěŋż^5, őŕřěďěń£¿źĺě ďěľ-

śšćĺě őŕěřăšőřă B ŋă śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć k[x]. Śăňĺ B_k šăłęě ść£ğăŋż ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň

B^′_{k+1}(x) = d dx B ( d dx ) x^{k+1} = B ( d dx ) d dk x^{k+1} = (k + 1)B ( d dx ) x^k = (k + 1)B_k(x) ;

ĺğ łőšőřőčő śńěďşěš, ůšő S^′_k(x) = 1 k + 1

B^′_{k+1}(x + 1), š. ě. S_k(x) ĺ 1 k + 1

B_{k+1}(x + 1) řăğńĺůă¿šś£ ŋă łőŋśšăŋšş. Ŕőďśšăćń££ x = 1 ŕőńşůăěň S_k(1) = 1 ĺ 1 k + 1

B_{k+1}(1) = 1 k + 1 k∑ ν=0 ( k ) b_ν = b_k − 1 k + 1 ( k + 1 k ) b_k − 1 k + 1 ( k + 1 k + 1 ) b_{k+1} = − b_{k+1} k + 1

(ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ řěłłşřěŋšŋőľ ťőřňşńőľ (9-1) ďń£ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ). Ŋăňĺ ďőłăğăŋő 2.3.2. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Ťőřňşńă Ąěřŋşńńĺ.)

S_k(n) = 0^k + 1^k + 2^k + · · · + n^k =

B_{k+1}(n + 1) − b_{k+1} k + 1 : 2 Ğăďăůă9.11. Ćżůĺśńĺšě ŕěřćżě 11 ňŋőčőůńěŋőć Ąěřŋşńńĺ.

Ŕőďśłăğłă:

B_0(x) = 1 B_1(x) = x −^1_2 B_2(x) = x^2 − x +^1_6 B_3(x) = x^3 −^3_2 x^2 +^1_2x B_4(x) = x^4 − 2x^3 + x^2 −^1_{30} B_5(x) = x^5 −^5_2 x^4 +^5_3x^3 −^1_6 x Ğăďăůă9.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ňŋőčőůńěŋőć Ąěřŋşńńĺ ĺňěěšś£ řěłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă

B_k(x) = x^k − 1 k + 1 k∑ ν=1 ( k + 1 + 1 ) B_{k−ν} (x) :

Ğăďăůă9.13. Řěÿĺć śćő¿ ğăďăůş, §łőą Ąěřŋşńńĺ ŋě ąěğ čőřďőśšĺ ğăŕĺśăń, ůšő \śşňěń ćżůĺśńĺšĳ śşňňş ďěś£šżţ śšěŕěŋěľ ŕěřćőľ šżś£ůĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ňěŋěě, ůěň ğă ŕőńőćĺŋş ůěšćěřšĺ ůăśă". Śşňěěšě ńĺ Ćż ŕőćšőřĺšĳ ěčő řěğşńĳšăš?

5őŋĺ ŋăğżćă¿šś£ ňŋőčőůńěŋăňĺ Ąěřŋşńńĺ

Ŕőďśłăğłă: B11(x) = x^{11} − 112 x^{10} + 556 x^9 − 11x^7 + 11x^5 − 53x^3 + 56x.

2.4. Őąž£śŋěŋĺě šěřňĺŋă \řăğŋőśšŋżľ őŕěřăšőř". Ŕőśłőńĳłş ∀ f ∈ k[x] ĺňěěň deg(´f) < deg(f),

Ğăďăůă9.14. Şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň.

ďń£ łăęďőčő ťőřňăńĳŋőčő ř£ďă F (t) = f_0+f_1t+f_2t^2+· · · ∈ k[[t]] ňőęŋő, łăł ĺ ćżÿě, őŕřěďěńĺšĳ őŕěřăšőř f(´) : f(x) −→^∑_{ν≥0} f_ν ´^νf :

Ąńăčőďăř£ šőęďěśšćş ln(e^t) = t ňż ňőęěň ŕřěďśšăćĺšĳ őŕěřăšőř ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ d dx ć ćĺďě ř£ďă ŕő ´ = T − 1 = e^{− d}dx − 1:

Dx = ln(e^{ddx} = ln(1 + ´) =^∑_{ν≥1}(−1)^{ν−1}

´^ν = ´ −

´^2 2 + ´^3 3 − · · · :

Šăłĺň őąřăğőň, ćś£łĺľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ŕřěďśšăćĺňżľ ć ćĺďě ř£ďă ŕő d dx , ŕřěďśšăćĺň ĺ ć ćĺďě ř£ďă ŕő śšěŕěŋ£ň řăğŋőśšŋőčő őŕěřăšőřă ´, š. ě. ăńčěąřă A ěśšĳ ăńčěąřă śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć őš řăğŋőčő őŕěřăšőřă.

2.5. Šěőřěňă. Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř k[x]^˘−−→ k[x] ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋš- ŋż: (i) ˘ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś ´: ˘´ = ´˘; (ii) ˘ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś T : ˘T = T ˘;

(iii) ˘ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ śő ćśěňĺ őŕěřăšőřăňĺ śďćĺčă: ˘T_a = T_a˘ ∀ a∈k ;

(iv) ˘ ĺňěěš ćĺď ˘ = F ( d dx ) ďń£ ŋěłőšőřőčő F ∈k[[t]];

(v) ˘ ĺňěěš ćĺď ˘ = F (´) ďń£ ŋěłőšőřőčő F ∈k[[t]].

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăňěůăŋĺ£ ŕěřěď šěőřěňőľ ďěńă¿š šřĺćĺăńĳŋżňĺ ćśě ĺňŕńĺłăűĺĺ śŋĺűş ććěřţ. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ĺğ ŕěřćőčő şśńőćĺ£ śńěďşěš ŕőśńěďŋěě. Ďń£ ¡šőčő ňż ćżąěřěň ć ŕřőśšřăŋśšćě k[x] śŕěűĺăńĳŋżľ ąăğĺś, śőśšő£źĺľ ĺğ ňŋőčőůńěŋőć

f_0^{def}= 1 ĺ f_k(x)^{def}= ( x k ) = 1 k! x(x − 1) · · · (x − k + 1) k ; łőšőřżě ğăňěůăšěńĳŋż šěň, ůšő ´f_k = f_{k−1} ∀ k ≥ 1.

Ğăďăůă9.15. Ŕřőćěřĳšě ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě ĺ şąěďĺšěśĳ, ůšő fk ĺ ć śăňőň ďěńě śőśšăćń£¿š ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă k[x] ŋăď k.

Ďń£ łăęďőčő k ≥ 0 őąőğŋăůĺň ůěřěğ a_k ∈ k ğŋăůěŋĺě ňŋőčőůńěŋă ˘(f_k) ŕřĺ x = 0 (š. ě. śćőąőďŋżľ ůńěŋ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă). Šăł łăł ćśě ňŋőčőůńěŋż f_k(x) ś k ≥ 1 őąřăźă¿šś£ ć ŋşńĳ ŕřĺ x = 0, łő¡ťťĺűĺěŋšż –_ν ĺğ řăğńőęěŋĺ£

˘(f_k) =^∑_{ν≥0} –_ν f_ν

řăćŋż –_ν = ´^ν˘ f_k (0) = ˘´^ν f_k (0) = ˘ f_{k−ν} (0) = a_{k−nu} (ĺ ć ůăśšŋőśšĺ, ćśě a_ν = 0 ŕřĺ > k). Ŋő šőčďă

˘(f_k) =^{k∑}_{ν=0} a_{k−ν} f_ν =^∑_{α≥0} a_α´^α f_k ;

őšłşďă ˘ =^∑ a_α´^α. 2 x3. Ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ

3.1. Őŕĺśăŋĺě ňěšőďă. Ŕşśšĳ (aν) = a0; a1; a2; : : : { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ŕřőĺğćőńĳŋőčő łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă K. Ťőřňăńĳŋżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ď

A(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · ∈ K[[t]]

ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_ν). Ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋő ŕőńěğŋă ć śĺšşăűĺĺ, łőčďă łăłĺě-ńĺąő śćőľśšćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_ν) ŕřĺćőď£š ł ăńčěąřăĺůěśłőňş ĺńĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ ŋă A(t) ć łőńĳűě K[[t]]. Ć ¡šőň śńşůăě ĺśŕőńĳğőćăŋĺě šěţŋĺłĺ ťőřňăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őążůŋő ŕőğćőń£ěš şśšăŋăćńĺćăšĳ ŋőćżě ŋěšřĺćĺăńĳŋżě śćőľśšćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_ν , ŋěćĺďŋżě ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ ě-ě őŕřěďěńěŋĺ£.

Ňż ŕřőĺńń¿śšřĺřşěň ¡šőš ňěšőď ĺśśńěďőćăŋĺ£ ŋěśłőńĳłĺňĺ ŕřĺňěřăňĺ. 3.2. Ŕřĺňěř: ůĺśńă Łăšăńăŋă. Ůšőąż ćżůĺśńĺšĳ śşňňş (n + 1) ůĺśěń

a_0 + a_1 + a_2 + · · · + a_n ;

ňż ďőńęŋż ćżŕőńŋĺšĳ n ŋăŕĺśăŋŋżţ ćżÿě őŕěřăűĺľ \+" ć šőľ ĺńĺ ĺŋőľ ďőŕşśšĺňőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Łőńĺůěśšćő šăłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ (ĺńĺ ĺŋăůě, łőńĺůěśšćő ďőŕşśšĺňżţ řăśśšăŋőćőł n + 1 ŕăř śłőąőł ć ŕřěďżďşźěľ śşňňě) ŋăğżćăěšś£ n-żň ůĺśńőň Łăšăńăŋă c_n. Őůěćĺďŋő, ůšő c_n < n!. Ňż śőąĺřăěňś£ ŕőńşůĺšĳ £ćŋş¿ ťőřňşńş, ćżřăęă¿źş¿ c_n ůěřěğ n.

Ğăňěšĺň, ŕřěęďě ćśěčő, ůšő łőńĺůěśšćő śŕőśőąőć şŕőř£ďőůěŋĺ£ ďěľśšćĺľ, ŕřĺćőď£źĺţ ł šőňş, ůšő ŕőśńěďŋĺň ćżŕőńŋ£ěšś£ i-šżľ śńěćă ğŋăł \+" (čďě i = 1; 2; : : : ; n), řăćŋő c_{i−1}c_{n−i−1}. İšő ŕřĺćőďĺš ł řěłşřěŋšŋőľ ťőřňşńě

c_n = c_0c_{n−1} + c_1c_{n−2} + · · · + c_{n−2}c_1 + c_{n−1}c_0

(čďě ňż ďń£ ěďĺŋőőőąřăğĺ£ ŕőńőęĺńĺ c_0^{def}= 1). İšă ťőřňşńă őğŋăůăěš, ůšő ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ C(t) = c_0 + c_1t + c_2t^2 + · · · ∈ Q[[t]] şďőćńěšćőř£ěš łćăďřăšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ C(t)−1 = tC(t)^2 (ŋăŕĺśăŋŋă£ ćżÿě řěłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă śřăćŋĺćăěš łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ t^n ć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ). Řěÿă£ ¡šő şřăćŋěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő C(t), ŕőńşůăěň

C(t) = 1 ± √ 1 − 4t 2t ; čďě ± √ 1 − 4t śşšĳ ďćă řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ x^2 = 1 − 4t ć űěńőśšŋőň łőńĳűě Q[[t]]. Őďŋĺň ĺğ ¡šĺţ řěÿěŋĺľ ąşďěš, őůěćĺďŋő, ąĺŋőň

(1 − 4t)^{1/2} =^∑_{ν≥0} (−1)^{ν−1} ! 4^ν 1 2 (1 2 − 1 ) · · · ( 1 2 − + 1 )

ν t^ν ;

ă ďřşčőě őšńĺůăěšś£ őš ŋěčő ğŋăłőň. Ŕőśłőńĳłş c_0 = 1, ĺśłőňă£ ŋăňĺ ťşŋłűĺ£ C(t) ŕőńşůĺšś£ ŕřĺ ćżąőřě ğŋăłă \+". Ŕőńşůăěň őłőŋůăšěńĳŋő:

C(t) = 1 2t ∑ ν≥1 (−1)^{ν−1} ! 4^ν 1 2 ( 1 2 − 1 ) · · · ( 1 2 − + 1 ) t^ν =

=^∑_{ν≥1} 2^{ν−1}

1 · (2 · 1 − 1) · (4 · 1 − 1) · · · · · (2( − 1) − 1) ! t^{ν−1} =

=^∑_{ν≥1} ( 2( − 1)^)! !( − 1)!

t^{ν−1} =^∑_{k≥0} ( 2k k ) t^k k + 1

(ŕřĺ ŕěřěţőďě őš ŕěřćőľ śšřőłĺ łő ćšőřőľ ňż şňŋőęĺńĺ łăęďżľ ĺğ ňŋőęĺšěńěľ ć ůĺśńĺšěńě ďřőąĺ ŋă 2, őšźěŕĺć ¡šĺ ďćőěł ĺğ 4^ν , ĺ śňěŋĺńĺ ğŋăł ŕőśńěďŋĺţ ( − 1) ňŋőęĺšěń£ţ; ŕřĺ ŕěřěţőďě őš ćšőřőľ śšřőůłĺ ł šřěšĳěľ | ďőňŋőęĺńĺ ĺ ůĺśńĺšěńĳ ĺ ğŋăňěŋăšěńĳ ŋă ( − 1)!, ůšő ć śőůěšăŋĺĺ ś 2^{ν−1} ďőŕőńŋ£ěš ůĺśńĺšěńĳ ďő ŕőńŋőčő ťăłšőřĺăńă).

Ĺšăł,

c_n = 1 n + 1 ( 2n n )

(ć ůăśšőŋőśšĺ, ¡šő ůĺśńő ćśěčďă £ćń£ěšś£ űěńżň!).

3.3. Ŕřĺňěř: ťőřňşńż Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ćżřăęěŋĺ£ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć

p_k(x_1; x_2; : : : ; x_n)^{def}= x^k_1 + x^k_2 + · · · + x^k_n

ůěřěğ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż e_i(x) ŕőńşůă¿šś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

Řăśśňőšřĺň łőńĳűő K = Q[ x_1; x_2; : : : ; x_n ]. İńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż e_0; e_1; : : : ; e_n (ňż ŕőńăčăěň e_0 ≡ 1) ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ łőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ¡šőčő łőńĳűă. Ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺěľ ďń£ ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ £ćń£ěšś£

E(t) = (1 + x_1t)(1 + x_2t) : : : (1 + x_nt) ∈ K[t] ⊂ K[[t]] :

Śšěŕěŋŋżě śşňňż p_k, k ≥ 1, śőśšăćń£¿š ąěśłőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ć K. Şďőąŋő ğăŕĺśăšĳ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ p_k ć ćĺďě ř£ďă

P (t) =^∑_{ν≥0} p_{ν+1}t^ν =^{n∑}_{i=1}^∑_{ν≥0} x^{ν+1}_i t^ν =^{n∑}_{i=1} x_i 1 − x_it

(ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ŕőńşůăěšś£ ŕő ťőřňşńě śşňňĺřőćăŋĺ£ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ). Ĺğ śćőľśšć ńőčăřĺťňă ŕőńşůăěň, ůšő

P (t) = d dt ln E(−t) = E^′

(−t) E(−t) : Śřăćŋĺćă£ ć řăěŋśšćě P (t)E(−t) = E^′(−t) łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ t^{k−1} śńěćă ĺ śŕřăćă, ŕőńşůăěň k−1∑ ν=0 (−1)^ν e_νp_{k−ν} = (−1)^{k−1}ke_k

(ňż śůĺšăěĺ, ůšő e_ν = 0 ŕřĺ > n). Šăłĺň őąřăğőň ćőğŋĺłăěš řěłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă, ŕőğćőń£- ¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżřăğĺšĳ p_1; p_2; p_3; : : : ůěřěğ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ:

p_k = (−1)^{k−1}e_k −^{k−1∑}_{ν=1}(−1)^νe_νp_{k−ν} ; čďě e_ν = 0 ŕřĺ > n :

İšő ĺ ěśšĳ ťőřňşńă Ŋĳ¿šőŋă ďń£ śšěŕěŋŋżţ śşňň.

Őšňěšĺň, ůšő ĺ ŋăőąőřőš, ňőęŋő ćżřăğĺšĳ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ ůěřěğ śşňňż śšěŕěŋěľ, ŋő ŕřăćďă, ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ:

e_k = − 1 k k−1∑ ν=0 (−1)^ν p_{ν+1}e_{k−1−ν} :

Ğăďăůă9.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ śšěŕěŋŋżţ śşňň

p^{m1}_1 p^{m2}_2 · · · p^{mn}_n

śőśšăćń£¿š Q-ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ŕőńěň Q (š. ě. ůšő ćś£łĺľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ Q[ x_1; x_2; : : : ; x_n ] ňőęŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ őš ŕěřćżţ n śšěŕěŋŋżţ śşňň p_1; p_2; : : : ; p_n ).

Ńěłűĺ£ 10 Čřşŕŕż

▷Ăćšőňőřťĺğňż ĺ śĺňňěšřĺĺ ▷Čřşŕŕőćőľ ğăłőŋ łőňŕőğĺűĺĺ ▷Śĺňňěšřĺůěśłĺě čřşŕŕż ▷Čřşŕŕż Čăńşă ▷Čřşŕŕż ňŋőčőčřăŋŋĺłőć ▷Śňěęŋżě łńăśśż ĺ šěőřěňă Ńăčřăŋęă ▷Ďěľśšćĺě čřşŕŕż ŋă ňŋőęěśšćě: ťőřňşńă ďń£ ďńĺŋż őřąĺšż ▷Ťăłšőřčřşŕŕż, ŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕż ĺ śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć ▷Űĺłńőćőľ šĺŕ ŕőďśšăŋőćłĺ ▷Śšřőěŋĺě čřşŕŕ S3, S4, S5,

A_3, A_4, A_5 ▷Ŕřőśšőšă ğŋăłőŕěřěňěŋŋżţ čřşŕŕ A_n ś n ˘ 5

x1. Ůšő šăłőě čřşŕŕă

Ćśě ŕőğŋă-ěšś£ ć śřăćŋěŋĺĺ, ĺ őśŋőćŋżň ĺśšőůŋĺłőň ĺŋťőřňăűĺĺ ő ňăšěňăšĺůěśłĺţ őąžěłšăţ £ćń£ěšś£ ĺśśńěďőćăŋĺě ĺţ ćğăĺňőďěľśšćĺ£ ňěęďş śőąőľ. Ěśńĺ ňż řăśśňăšřĺćăěň ňŋőęěśšćă, ŋăďěń-ěŋŋżě šőľ ĺńĺ ĺŋőľ śšřşłšşřőľ, šő ĺţ ćğăľňőďěľśšćĺ£ ďřşč ś ďřşčőň | ¡šő őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ őďŋĺţ ć ďřşčĺě, śőţřăŋ£¿źĺě ¡šş śšřşłšşřş. Ĺğşůăšĳ šăłĺě ćğăľňőďěľśšćĺ£ ňőęŋő ŕő ďćşň ŋăŕřăćńěŋĺ£ň: ćż£śŋ£šĳ ćŋşšřěŋŋěě şśšřőľśšćő łăęďőčő őšďěńĳŋő ćğ£šőčő őšőąřăęěŋĺ£, ńĺąő őŕĺśăšĳ śšřőěŋĺě ćśěčő ňŋőęěśšćă ćğăľňőďěľśšćĺľ, řăśśňăšřĺćă£ ěčő łăł ŋěłĺľ ŋőćżľ ňăšěňăšĺůěśłĺľ őąžěłš. Ŕěřćş¿ ćőğňőęŋőśšĳ ďěňőŋśšřĺřş¿š šěőřěňż ő čőňőňőřťĺğňăţ ŕőńěľ ĺ łőńěű, ďőłăğăŋŋżě ŋăňĺ ć ŕěřćżţ ńěłűĺ£ţ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąśşďĺň ćšőřş¿ ćőğňőęŋőśšĳ.

1.1. İŋďőňőřťĺğňż ĺ śĺňňěšřĺĺ. Cřăğş £śŋő, ůšő ňŋőęěśšćő őšőąřăęěŋĺľ ŋăďěńěŋő ěśšěśšćěŋŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ. Ă ĺňěŋŋő, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżŕőńŋ££ ďćă őšőąřăęěŋĺ£:

f : X −→ Y ĺ g : Y −→ Z

ňż ŕőńşůăěň ŋőćőě őšőąřăęěŋĺě g ∘ f : X −→ Z, ŋăğżćăěňőě łőňŕőğĺűĺěľ f ĺ g (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě ŋă šő, ůšő ŕěřćőě ĺğ ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżŕőńŋ£ňżţ őšőąřăęěŋĺľ ć őąőğŋăůěŋĺĺ g ∘ f ¡ăŕĺśăŋő śŕřăćă). Őŕěřăűĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ, őůěćĺďŋő, őŕřěďěńěŋă ŋě ďń£ ń¿ążţ ŕăř (f; g), ŋő şę ěśńĺ őŕřěďěńěŋă, šő ăśśőűĺăšĺćŋă: (h ∘ g) ∘ f = h ∘ (g ∘ f), ţőš£ ĺ ŋě łőňňşšăšĺćŋă. Ňż şęě ćśšřěůăńĺśĳ ś ŕőďőąŋőľ śĺšşăűĺěľ, łőčďă ĺğşůăńĺ ăńčěąřş ňăšřĺű (ůšő ŋě şďĺćĺšěńĳŋő, ĺąő ňăšřĺűż ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ńĺÿĳ şďőąŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ĺ ňőďşńěľ).

§1: Ůšő šăłőě čřşŕŕă 151

Ğăďăůă10.1. Ŕřĺďşňăľšě ŕřĺňěř ďćşţ ŋěłőňňşšĺřş¿źĺţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă X ć śěą£.

Ěśńĺ őčřăŋĺůĺšĳś£ řăśśňőšřěŋĺěň őďŋőčő ěďĺŋśšćěŋŋőčő őąžěłšă X,šő łőňŕőğĺűĺ£ şęě ąşďěš őŕřěďěńěŋă ďń£ ń¿ążţ f; g : X −→ X. Ňŋőęěśšćő ćśěţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ X ć śěą£ (śőţřăŋ£¿źĺţ ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšřşłšşřş ŋă X, ąşďě šăłőćă£ ĺňěěšś£) ŋăăğżćăěšś£ ŕőńşčřşŕŕőľ ¡ŋďőňőřťĺğňőć őąžěłšă X ĺ őąőğŋăůăěšś£ End(X). Ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżě ¡ŋďőňőřťĺğňż f : X −→ X ŋăğżćă¿šś£ ăćšőňőřťĺğňăňĺ ĺńĺ śĺňňěšřĺ£ňĺ őąžěłšă X ĺ ĺţ śőćőłşŕŋőśšĳ (čřşŕŕă) őąőğŋăůăěšś£ Aut (X).

Ňŋőęěśšćő śĺňňěšřĺľ őšřăęăěš ćğăľňőďěľśšćĺě őąžěłšă X śăňőčő ś śőąőľ, š. ě. ěčő Àćŋşšřěŋŋĺľ ţăřăłšěřÁ, ă ŕőšőňş £ćń£ěšś£ ćăęŋěľÿĺň ĺśšőůŋĺłőň ĺŋťőřňăűĺĺ őą X. Śŕőśőąż śşďĺšĳ őą X čń£ď£ ŋă Aut (X) ŋăğżćă¿šś£ cooąřăęěŋĺ£ňĺ śĺňňěšřĺĺ. Ś ďřěćŋěľÿĺţ ćřěň-ěŋ őŋĺ ĺňě¿š śšăšşś ŋăĺąőńěě ĺğ£źŋżţ śřěďĺ ťĺğĺůěśłĺţ ĺ ňăšěňăšĺůěśłĺţ řăśśşęďěŋĺľ. Čőćőř£ ŕő-şů-ěŋőňş, śćőľśšćă X ăďěłćăšŋő łőďĺřş¿šś£ ăńčěąřăĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ ŋă Aut (X). Ĺğşůěŋĺ¿ ¡šőľ śšřşłšşřż ĺ ąşďěš ŕőść£źěŋă ŋăśšő£źă£ ńěłűĺ£. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ććĺďş ćğăĺňŋőľ őďŋőğŋăůŋőśšĺ ş łăęďőľ śĺňňěšřĺĺ X^f−−→ X ĺňěěšś£ őąřăšŋă£ śĺňňěšřĺ£ X^{f −1}←−−− X. Ğăďăůă10.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ X £ćń£ěšś£ łőńĳűőň (ĺńĺ ňőďşńěň) ĺ X^f−−→ X £ćń£ěšś£ ćğăĺňŋő-őďŋő¡ŋăůŋżň čőňőňőřťĺğňőň, šő őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě šăłęě ąşďěš čőňőňőřťĺğňőň.

Ňŋőęěśšćă śĺňňěšřĺľ ś ŕěřćőľ ŕőńőćĺŋż XIX ćěłă śšăńĺ ŋăğżćăšĳ čřşŕŕăňĺ. Ŕőŋ£šĺě ăąśšřăłšŋőľ čřşŕŕż ćőğŋĺłńő ć ŢŢ ćěłě ĺ śńşęĺš ďń£ ăłśĺőňăšĺğăűĺĺ ăńčěąřăĺůěśłĺţ śćőľśšć čřşŕŕ śĺňňěšřĺľ (łőšőřżě ć ŢIŢ ćěłě ŋě śůĺšăńĺ ŋşęŋżň şšőůŋ£šĳ, ĺąő őŋĺ ążńĺ ćśěň őůěćĺďŋż ĺğ łőŋšěłśšă.)

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Čřşŕŕőľ ŋăğżćăěšś£ ćś£łőě ňŋőęěśšćő G, ŋă ¡ńěňěŋšăţ łőšőřőčő őŕřěďěńěŋă ąĺŋăřŋă£ őŕěřăűĺ£ G × G −→ G : (f; g) −→ fg , ŋăğżćăěňă£ łőňŕőğĺűĺěľ (ă ć ŕőśńěďŋěě ćřěň£ ůăźě { şňŋőęěŋĺěň), şďőćńěšćőř£¿źă£ ăłśĺőňăň:

(ăłśĺőňż čřşŕŕőćőčő ğăłőŋă łőňŕőğĺűĺĺ)

(i) ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ: (fg)h = f(gh) ∀f; g; h

(ii) śşźěśšćőćăŋĺě ěďĺŋĺűż (šőęďěśšćěŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£):

∃e ∈ G: eg = ge = g ∀g ∈ G

(iii) śşźěśšćőćăŋĺě őąřăšŋőčő:

∀g ∈ G ∃g^{−1} : gg^{−1} = g^{−1}g = e

Ğăďăůă10.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ěďĺŋĺůŋżľ ¡ńěňěŋš ěďĺŋśšćěŋěŋ, ă őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš g^{−1} őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŕő g.

1.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ăąěńěćőľ čřşŕŕőľ ŋăğżćăěšś£ ćś£łă£ čřşŕŕă G, ć łőšőřőľ łőňŕőğĺűĺ£

łőňňşšăšĺćŋă: fg = gf ∀f; g ∈ G.

Ć ¡šőň śńşůăě ć ăłśĺőňăţ (ii) ĺ (iii) ňőęŋő őšąřőśĺšĳ ńěćőě řăćěŋśšćő, ĺ ăłśĺőňż łőňŕőğĺűĺĺ ŕřěćřăš£šś£ ć ăłśĺőňż śńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć. Ŕő¡šőňş őŕěřăűĺ¿ ć ăąěńěćőľ čřşŕŕě őążůŋő őąőğŋăůă¿š ğŋăłőň À+Á.

1.4. Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě čřşŕŕ ’ : G1 −→ G2 ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň čřşŕŕ, ěśńĺ ć čřşŕŕě G_2 ĺňěěň ’(gh) = ’(g)’(h) ∀g; h ∈ G_1. İŕĺ-, ňőŋő- ĺ ĺğőňőřťĺğňż őŕřěďěń£- ¿šś£ łăł őążůŋő.

x2. Ŕřĺňěřż čřşŕŕ

2.1. Ŕőďčřşŕŕż. Łăł şęě čőćőřĺńőśĳ, čřşŕŕż ůăźě ćśěčő řěăńĺğş¿šś£ łăł ŕőďňŋőęěśšćă ć ňŋőęěśšćě Aut (X) ćśěţ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ šőčő ĺńĺ ĺŋőčő ňŋőęěśšćă X ć śěą£. Őůěćĺďŋő, ůšő Aut (X) śăňő £ćń£ěšś£ čřşŕŕőľ. Ďń£ šőčő ůšőąż ŕőďňŋőęěśšćő H čřşŕŕż G śőśšăćń£ńő čřşŕŕş őšŋőśĺšěńĳŋő ĺňě¿źěľś£ ć G łőňŕőğĺűĺĺ ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ∀h ∈ H őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě h^{−1} šăłęě ńěęăńő ć H ĺ ůšőąż ∀h_1; h_2 ∈ G ĺţ łőňŕőğĺűĺ£ h_1h_2 ∈ G. Šăłĺě H ⊂ G ŋăğżćă¿šś£ ŕőďčřşŕŕăňĺ ć G. Łăł ćśěčďă, ¡šĺ ďćă şśńőćĺ£ ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ őďŋĺň.

Ğăďăůă10.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő H ć čřşŕŕě G šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă śőśšăćń£ěš čřşŕŕş őšŋőśĺšěńĳŋő łőňŕőğĺűĺĺ, ĺňě¿źěľś£ ć G, łőčďă

h_1h^{−1}_2 ∈ H ∀h_1; h_2 ∈ H :

2.2. Śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă Sn^{def}= Aut ({1; 2; : : : ; n}) | ¡šő čřşŕŕă ćśěţ ćğăĺňŋő-őďŋő-ğŋăůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ňŋőęěśšćă ĺğ n ¡ńěňěŋšőć^1 ć śěą£. Łăęďőě šăłőě őšőąřăęěŋĺě őśşźěśšćń£ěš ŕőŕřőśšş ŕěřěśšăŋőćłş ůĺśěń ć śšřőůłě (1; 2; 3; : : : ; n), ŕő¡šőňş S_n ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š čřşŕŕőľ ŕěřěśšăŋőćőł.

Ňż şęě ćśšřěůăńĺśĳ ś čřşŕŕőľ S_n ć ńěłűĺĺ 6 ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ łőśżţ ťőřň. İšă čřşŕŕă šăłęě ŋěğřĺňő ŕřĺśşšśšćőćăńă ć ńěłűĺĺ 8, łőčďă ňż ğăŋĺňăńĺśĳ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ. Ŕőśłőńĳłş ŕěřěŋşňěřăűĺ¿ ŕěřěňěŋŋżţ ć ňŋőčőůńěŋě f(x_1; : : : ; x_n) ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł řěğşńĳšăš ŕőďśšăŋőćłĺ ć f ćňěśšő ŋăąőřă ŕěřěňěŋŋżţ (x_1; : : : ; x_n) ŋőćőčő ŋăąőřă ŕěřěňěŋŋżţ (y_1; : : : ; y_n), ŕőńşůěŋŋőčő ĺğ ŋěčő ŕěřěśšăŋőćłőľ ąşłć, čřşŕŕş S_n ŋăğżćă¿š šăłęě čřşŕŕőľ ŕőďśšăŋőćőł n ăřčşňěŋšőć.

Ğăďăůă10.5. Ćśŕőňŋĺšě, łőńĳłő ćśěčő ŕőďśšăŋőćőł ĺňěěšś£ ć Sn. Őšćěš: n!.

2.2.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. Ń¿ąă£ łőŋěůŋă£ čřşŕŕă ĺğ n ¡ńěňěŋšőć ďőŕşśłăěš čőňőňőřťŋőě ćńőęěŋĺě ć S_n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăŋşňěřşěň ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż G ĺ śőŕőśšăćĺň łăęďőňş ¡ńěňěŋšş h ∈ G ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă ¡šĺţ ŋőňěřőć ŋă śěą£, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě şňŋőęěŋĺěň ŋă h: ŋőňěř k, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ¡ńěňěŋšş g ∈ G, ŕěřěćěďěň ć ŋőňěř ¡ńěňěŋšă hg.

1ć łăůěśšćě łőšőřżţ őążůŋő ąěřşš ŕěřćżě n ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń

Őšőąřăęěŋĺě ŋőňěřőć ąşďěš ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżň, ŕőśłőńĳłş ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżň ąşďěš őšőąřăęěŋĺě g → hg (ĺąő hg_1 = hg_2 ŕőśńě şňŋőęěŋĺ£ śńěćă ŋă h^{−1} ŕřěćřăźăěšś£ ć g_1 = g_2). Ŕőśšřőěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě G −→ S_n , őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ĺ ĺŋžěłšĺćŋő, ŕőśłőńĳłş ěśńĺ h_1 ĺ h_2 őďĺŋăłőćő ŕěřěśšăćń£¿š ¡ńěňěŋšż G, šő ć ůăśšŋőśšĺ ĺ h_1e = h_2e, š. ě. h_1 = h_2. 2 Ğăďăůă10.6. Ďőłăęĺšě ůšő ń¿ąă£ ăąśšřăłšŋă£ čřşŕŕă ĺğőňőřťŋă ŋěłőšőřőľ ŕőďčřşŕŕě čřşŕŕż ćśěţ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ŕőďţőď£źěčő ňŋőęěśšćă X ć śěą£.

2.3. Čřşŕŕă Čăńşă. Ŕşśšĳ f ∈ Q[x] - ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ ĺ K ⊃ Q - ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ f (š. ě. ŕőńě, ć łőšőřőň f řăśłńăďżćăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ, ĺ łőšőřőě ćłńăďżćăěšś£ ć ń¿ąőě ďřşčőě šăłőě ŕőńě). Ŕőńě K ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺśőěďĺŋ££ ł Q ŋěďőśšă¿źĺě łőřŋĺ f (śň. ńěłűĺ¿ 3). Čřşŕŕă ăćšőňőřťĺğňőć ŕőń£ K ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ Čăńşă ňŋőčőůńěŋă f ŋăď Q ĺ őąőğŋăůăěšś£ Gal(f=Q) ĺńĺ Gal(K=Q) ĺńĺ ŕřőśšő Gal(f).

Ŕşśšĳ (#_1; : : : ; #_n) | ňŋőęěśšćő ćśěţ (ăćšőňăšĺůěśłĺ ŕőŕăřŋő-řăğńĺůŋżţ) łőřŋěľ f ć K. Ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš ĺğ K ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋ ć ćĺďě ğŋăůěŋĺ£ ŋěłőšőřőčő ňŋőčőůńěŋă F (x_1; : : : ; x_n) ∈

Q[x1; : : : ; xn] ŋă ŋăąőřě (#1; : : : ; #n), ŕő¡šőňş ďěľśšćĺě ń¿ąőčő ăćšőňőřťĺğňă ff : K −→ K ĺğ

čřşŕŕż Čăńşă őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěż£ěšś£ šěň, łăł őŋ ďěľśšćşěš ŋă #_i. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ćś£- łĺľ ăćšőňőřťĺğň ŕőń£ K ďěľśšćşěš šőęďěśšćěŋŋő ŋă ŕřőśšőň ŕőďŕőńě Q ⊂ K, ć ůăśšŋőśšĺ, ŕěřěćőďĺš ć śěą£ łő¡ťťĺűĺěŋšż f, ă śšăńő ążšĳ őšőąřăęăěš łőřŋĺ f ć łőřŋĺ f. Śńěďőćăšěńĳŋő, čřşŕŕă Čăńşă Gal(f) őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕőďčřşŕŕőľ ć čřşŕŕě S_n ŕěřěśšăŋőćőł łőřŋěľ (#_1; : : : ; #_n).

Čřşŕŕż Čăńşă ążńĺ ćŕěřćżě řăśśňőšřěŋż Ńăčřăŋęěň ć 1770č ďń£ šőčő, ůšőąż őŕĺśăšĳ šăłĺě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě ćżřăęěŋĺ£ őš x_1; : : : ; x_n, ğŋăůěŋĺ£ łőšőřżţ ŋă łőřŋ£ţ (#_1; : : : ; #_n) ďăŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ńěęăš ć Q. Ěśńĺ ğŋăůěŋĺě F (#_1; : : : ; #_n) ∈ Q, šő (ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ čřşŕŕż Čăńşă) őŋő ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ćśěţ ŕěřěśšăŋőćłăţ łőřŋěľ #_i ĺğ čřşŕŕż Čăńşă. Šěőřěňă Ńăčřăŋęă şšćěřęďăěš, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě:

2.3.1. Ŕřěďńőęěŋĺě. (Šěőřěňă Ńăčřăŋęă) Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ ŋě ňěŋ£ěš ğŋăůěŋĺě ŕřĺ ćśěţ ŕěřěśšăŋőćłăţ ĺğ čřşŕŕż Čăńşă, šő ¡šő ğŋăůěŋĺě řăűĺőŋăńĳŋő.

2.3.2. Łőňňěŋšăřĺľ: Ĺğ őśŋőćŋőľ šěőřěňż ő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋăţ šřĺćĺăńĳŋő śńěďşěš, ůšő šăłőćżňĺ ğăćěďőňő £ćń£¿šś£ ťşŋłűĺĺ őš #_1; : : : ; #_n, ĺŋćăřĺăŋšŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ćőőąźě ćśěţ ŕěřěśšăŋőćőł #_i, ĺąő šăłĺě ťşŋłűĺĺ ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż şřăćŋěŋĺ£. Šěőřěňă Ńăčřăŋęă £ćń£ěšś£ ąőńěě šőŋłĺň ťăłšőň, ŕőśłőńĳłş şśšăŋăćńĺćăěš řăűĺőŋăńĳŋőśšĳ ŋě šőńĳłő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ, ŋő ťşŋłűĺľ, ĺŋćăřĺăŋšŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő, ćőőąźě čőćőř£, ňěŋĳÿěľ, čřşŕŕż Čăńşă. Ŕő¡šőňş řăćěŋśšćő F (#_1; : : : ; #_n) = q ∈ Q ďń£ šăłőľ ťşŋłűĺĺ F őğŋăůăěš ŋăńĺůĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş łőřŋ£ňĺ, ŋě ćżšěłă¿źěčő ĺğ šěőřěňż Ćĺěšă. §śŋő, ůšő ůěň ňěŋĳÿě čřşŕŕă Čăńşă, šěň ąőńĳÿě ş ŋăś šăłĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ, ĺ šěň ŕřőźě řěÿăšĳ şřăćŋěŋĺě. Ĺ ŋăőąőřőš, şřăćŋěŋĺ£, čřşŕŕă łőšőřżţ śőćŕăďăěš ś S_n, ňăłśĺňăńĳŋő šřşďŋż ďń£ řěÿěŋĺ£, ĺąő ňěęďş ĺţ łőřŋ£ňĺ ŋěš ŋĺłăłĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ, łřőňě ćżšěłă¿źĺţ ĺğ šěőřěňż Ćĺěšă.

2.3.3. Ŋăąřőśőł ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż Ńăčřăŋęă. Ć šěřňĺŋăţ ŕőńěľ šěőřěňă

Ńăčřăŋęă şšćěřęďăěš, ůšő ěśńĺ ¡ńěňěŋš ¸ ∈K ĺŋćăřĺăŋšěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő ćśěţ ăćšőňőřťĺğňőć K, šő ¸ ∈ Q. Ůšőąż şąěďĺšĳś£ ć ¡šőň, ŋăďő şňěšĳ śšřőĺšĳ ďń£ łăęďőčő ¸ ∉ Q ăćšőňőřťĺğň ŕőń£ K, śďćĺčă¿źĺľ ¸. Ňż ŋăňěšĺň ďőłăğăšěńĳśšćő ć śěřĺĺ ğăďăů:

Ğăďăůă10.7. Ďőłăęĺšě, ůšő K łőŋěůŋőňěřŋő łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď Q. Şłăğăŋĺě: ćśŕőňŋĺšě £ćŋőě ŕőśšřőěŋĺě K.

Ğăďăůă10.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšż ¸ ∈ K \ Q ăńčěąřăĺůŋż ŋăď Q ĺ ĺňě¿š śšěŕěŋĳ ≥ 2.

Şłăğăŋĺě: ćěłšőřż 1; ¸; ¸^2; : : : ŋě ňőčşš ążšĳ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ĺąő dim(K) < ∞. Ğăďăůă10.9. Ŕşśšĳ ¸ ∈ K \ Q ĺ f ∈ Q[x] | ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ďń£ ¸. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě ¸ ć ń¿ąőľ ďřşčőľ łőřěŋĳ f, ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřőďőńęăěšś£ ďő ăćšőňőřťĺğňă ŕőń£ Q[¸] (ŋăĺňěŋĳÿěčő ŕőďŕőń£ ć K , śőďěřęăźěčő ¸).

Ğăďăůă10.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ăćšőňőřťĺğň ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ś Q[¸] ŋă ćś-ě ŕőńě K.

Şłăğăŋĺě: ŋăďő ćňěśšő řăśÿĺřěŋĺ£ K ⊃ Q řăśśňőšřěšĳ řăśÿĺřěŋĺě K ⊃ Q[¸] ĺ ŕřőďěńăšĳ ś ŋĺň ćś-ě šő ęě śăňőě.

2.4. Čřşŕŕż ňŋőčőčřăŋŋĺłőć. Őšőąřăęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ŋă śěą£, śőţřăŋ£¿źěě řăśśšő- £ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ, ŋăğżćăěšś£ ďćĺęěŋĺěň. Őůěćĺďŋő, ďćĺęěŋĺ£ śőśšăćń£¿š ŕőďčřşŕŕş ć čřşŕŕě ćśěţ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ R^3 ŋă śěą£. Ďćĺęěŋĺ£ ążćă¿š śőąśšćěŋŋżě ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżě, śňőšř£ ŕő šőňş, ŕěřěćőď£š őŋĺ śšăŋďăřšŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć R^3 ć śšăŋďăřšŋżľ, ĺńĺ ć ŋěśšăŋďăřšŋżľ (śň. řĺś.3 ŋă śšř. 90). Ďćĺęěŋĺě F šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň, łőčďă ěčő ňőęŋő ŋěŕřěřżćŋő ŕřőďěťőřňĺřőćăšĳ ć šőęďěśšćěŋŋőě, š. ě. ŕőśšřőĺšĳ šăłőě ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£źěě őš t ∈ [0; 1] śěňěľśšćő ďćĺęěŋĺľ F (t), ůšő F (0) = šőęďěśšćěŋmőňş ďćĺęěŋĺ¿, ă F (1) = F . Śőąśšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£ śőśšăćń£¿š ŕőďčřşŕŕş ć čřşŕŕě ďćĺęěŋĺľ. Ďćĺęěŋĺ£ (śőőšćěšśšćěŋŋő śőąśšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£), ŕěřěćőď£źĺě ć śěą£ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ ťĺčşřş F ⊂ R^3 śőśšăćń£¿š ŕőďčřşŕŕş ć čřşŕŕě ćśěţ ďćĺęěŕĺľ (śőőšćěšśšćěŋŋő ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ). Őŋă ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ťĺčşřż F (śőőšćěšśšćěŋŋő śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕőľ ťĺčşřż F)

2.4.1. Ŕřĺňěř. Čřşŕŕă śăňőśőćňěźěŋĺľ ŕřăćĺńĳŋőčő ŕńőśłőčő n-şčőńĳŋĺłă ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ďĺ¡ďřă ŕőř£ďłă 2n ĺ őąőğŋăůăěšś£ Ď_n . Őŋă śőśšőĺš ĺğ 2n ¡ńěňěŋšőć: n ŕőćőřőšőć ŋă şčńż 2ık=n (k = 0; 1; : : : n − 1) ĺ n śĺňňěšřĺľ (š. ě. ŕőćőřőšőć ŋă 180^∘ ćőłřşč ŕř£ňżţ ć ŕřőśšřăŋśšćě). Ŕřĺ ů-ěšŋőň n őśĺ śĺňňěšřĺľ ążćă¿š ďćşţ šĺŕőć: śőěďĺŋ£¿źĺě ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ćěřÿĺŋż ĺ śőěďĺŋ£¿źĺě śěřěďĺŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ř-ěąěř. Ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n ćśě őśĺ őďĺŋăłőćż (śň. řĺś.1)

2.4.2. Ŕřĺňěř. Čřşŕŕă śőąśšćěŋŋżţ śăňőśőćňěźěŋĺľ ŕřăćĺńĳŋőčő šěšřă¡ďřă śőśšőĺš ĺğ 12 ćřăźěŋĺľ ćőłřşč ěčő űěŋšřă: šőęďěśšćěŋŋőčő śăňőśőćňěźěŋĺ£, ćőśĳňĺ ŕőćőřőšőć ŋă ±120^∘ ćőłřşč őśěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ćěřÿĺŋş ĺ űěŋšř ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ čřăŋĺ (śň. řĺś.2), ĺ šř-ěţ ŕőćőřőšőć ŋă 180^∘ ćőłřşč őśěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ śěřěďĺŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ř-ěąěř. Ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ śőąśšćěŋŋżţ śĺňňěšřĺľ ŋěš.

Ć śăňőň ďěńě, ğăťĺłśĺřşěň łăłĺě-ńĺąő ůěšżřě ćřăźěŋĺ£ t_1, t_2, t_3, t_4, ŕěřěćőď£źĺě ćěřÿĺŋş

Řĺś. 1. Čěőňěšřĺůěśłĺ řăğńĺůŋżě őśĺ ďĺ¡ďřőć.

1 śőőšćěšśšćěŋŋő ć ćěřÿĺŋż 1, 2, 3 ĺ 4, ĺ ŕşśšĳ s_0, s_1, s_2 { ¡šő šřĺ (ś şů-ěšőň šőęďěśšćěŋŋőčő) ćřăźěŋĺ£ šěšřă¡ďřă, śőţřăŋ£¿źĺě ćěřÿĺŋş 1 ŋă ňěśšě. Ŕőśłőńĳłş ďćĺęěŋĺě ćŕőńŋě őŕřěďěń£ěšś£ šěň, łşďă őŋő ŕěřěćőďĺš ćěřÿĺŋż, łăęďőě ćřăźěŋĺě ňőęŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě g = s_it_j, šăł ůšő ňż ďěľśšćĺšěńĳŋő ĺňěěň řőćŋő 3 · 4 = 12 ćřăźěŋĺľ. Ŋěšřşďŋő ďăšĳ £ćŋőě őŕĺśăŋĺě ćśěţ ŕőďčřşŕŕ čřşŕŕż šěšřă¡ďřă. §śŋő, ůšő őŋă śőďěřęĺš 4 ŕőďčřşŕŕż, śőśšő£źĺě łăęďă£ ĺğ šř-ěţ (ś şů-ěšőň šőęďěśšćěŋŋőčő) ŕőćőřőšőć ćőłřşč ŕř£- ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ćěřÿĺŋş ĺ űěŋšř ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ čřăŋĺ. Łřőňě šőčő, šřĺ ŕőćőřőšă ŋă 180^∘ ćőłřşč ŕř£ňżţ, śőěďĺŋ£¿źĺţ śěřěďĺŋż ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ řěąěř, ćňěśšě ś šőęďěśšćěŋŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň śőśšăćń£¿š ŕőďčřşŕŕş ĺğ 4 ¡ńěňěŋšőć (şąěďĺšěśĳ ć ¡šőň!). Őŋă ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ čřşŕŕőľ Łńěľŋă.

Ğăďăůă10.11. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ďřşčĺţ ŕőďčřşŕŕ ć čřşŕŕě šěšřă¡ďřă ŋěš. Ğăďăůă10.12. Śłőńĳłő ćřăźěŋĺľ ĺňěěšś£ ć śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕě łşąă? Ğăďăůă10.13. Śłőńĳłő ďćĺęěŋĺľ ć ŕőńŋőľ čřşŕŕě šěšřă¡ďřă?

2.5. Řăğąĺěŋĺě čřşŕŕż ŋă śňěęŋżě łńăśśż. Ŕşśšĳ H ⊂ G - ŕőďčřşŕŕă ć čřşŕŕě. Šőčďă ňż ňőęěň řăśśňőšřěšĳ ňŋőęěśšćő ćśěţ Àŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőćÁ gH ŕőďčřşŕŕż H ŋă ćśěćőğňőęŋżě g ∈ G. Ňŋőęěśšćő gH^{def}= { gh : h∈H }

ŋăğżćăěšś£ ńěćżň śňěęŋżň łńăśśőň čřşŕŕż G ŕő ŕőďčřşŕŕě H. Śňěęŋżě łńăśśż śőśšăćń£¿š řăğąĺěŋĺě G ŋă ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ ŕőďňŋőęěśšćă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ g_1H^⋂ g_2H ≠ ø ĺ g_1h_1 = g_2h_2 ďń£ ŋěłőšőřżţ h_1; h_2 ∈ H, šő g_1 = g_2h_2h^{−1}_1 , ă š. ł. H { ŕőďčřşŕŕă, šő h_2h^{−1}_1 = h ∈ H. Ŕő¡šőňş g_1 ∈ g_2H, ă śšăńő ążšĳ g_1H ⊂ g_2H. Ŕő ăŋăńőčĺůŋżň ŕřĺůĺŋăň ĺňěěšś£ ĺ őąřăšŋőě ćłń¿ůěŋĺě g_2H ⊂ g_1H, šăł ůšő g_1H = g_2H, ěśńĺ šőńĳłő g_1H^⋂ g_2H ≠ ø.

•

Řĺś. 2. Őśĺ šřěšĳěčő ŕőř£ďłă ć ŕřăćĺńĳŋőň šěšřă¡ďřě

Łřőňě šőčő, ćśě śňěęŋżě łńăśśż śőśšő£š ĺğ "őďĺŋăłőćőčő ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć", ă šőůŋěě čőćőř£, şňŋőęěŋĺě ŋă g śńěćă: h → gh ğăďăěš ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş H ĺ gH (őąřăšŋżň ł ŋěňş ąşďěš şňŋőęěŋĺě ¡ńěňěŋšőć gH śńěćă ŋă g^{−1}). Śńěďśšćĺěň šăłőčő řăğąĺěŋĺ£ G ŋă ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ ąĺěłšĺćŋő śőőšćěšśšćş¿źĺě ďřşč ďřşčş śňěęŋżě łńăśśż £ćń£ěšś£ 2.6. Šěőřěňă. (Šěőřěňă Ńăčřăŋęă.) Ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ń¿ąőľ ě-ě ŕőďčřşŕŕż H ⊂ G.

2.7. Ŕőř£ďőł ĺ ĺŋďěłś. Ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ć łőŋěůŋőľ čřşŕŕě G ŋăğżćăěšś£ ŕőř£ďłőň čřşŕŕż ĺ őąőğŋăůăěšś£ |G|. Ůĺśńő śňěęŋżţ łńăśśőć čřşŕŕż G ŕő ŕőďčřşŕŕě H ŋăğżćăěšś£ ĺŋďěłśnň ŕőďčřşŕŕż H ć G ĺ őąőğŋăůăěšś£ |G : H|.

2.7.1. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ |G| < ∞, šő |H| · |G : H| = |G| ∀ ŕőďčřşŕŕż G ⊂ H.

2.8. Űĺłńĺůěśłĺě čřşŕŕż. Ŕřőĺğćěďěŋĺ£ % · % · · · · · % n ĺ %^{−1} · %^{−1} · · · · · %^{−1} n őąőğŋăůă¿šś£

ůěřěğ %^n ĺ %^{−n} śőőšćěšśšćěŋŋő. Čřşŕŕă G ŋăğżćăěšś£ űĺłńĺůěśłőľ, ěśńĺ ćśě ě-ě ¡ńěňěŋšż £ćń£- ¿šś£ űěńżňĺ śšěŕěŋ£ňĺ ŋěłőšőřőčő őďŋőčő ¡ńěňěŋšă %∈G, ŋăğżćăěňőčő őąřăğş¿źěľ.

Ňŋőęěśšćő ćśěţ śšěŕěŋěľ %^n, n∈Z), ŕřőĺğćőńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă % ć ń¿ąőľ čřşŕŕě śőśšăćń£ěš űĺłńĺůěśłş¿ ŕőďčřşŕŕş, ŋăğżćăěňş¿ űĺłńĺůěśłőľ ŕőďčřşŕŕőľ, ŕőřőęď-ěŋŋőľ %. Ěśńĺ ŕőř£ďőł ¡šőľ čřşŕŕż łőŋěůěŋ, šő őŋ ŋăğżćăěšś£ šăłęě ŕőř£ďłőň ¡ńěňěŋšă % (ĺ śăň % ŋăğżćăěšś£ ć ¡šőň śńşůăě ¡ńěňěŋšőň łőŋěůŋőčő ŕőř£ďłă).

Ğăďăůă10.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőř£ďőł ¡ńěňěŋšă g ∈ G ňőęŋő ĺŋăůě őŕĺśăšĳ łăł ŋăĺňěŋĳÿěě n ∈ N, šăłőě ůšő g^n = e.

2.8.1. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš łőŋěůŋőľ čřşŕŕż ĺňěěš łőŋěůŋżľ ŕőř£ďőł ĺ ¡šőš ŕőř£ďőł ďěńĺš ŕőř£ďőł čřşŕŕż.

2.8.2. Śńěďśšćĺě. Čřşŕŕă ŕřőśšőčő ŕőř£ďłă ŋě śőďěřęĺš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ŕőďčřşŕŕ (őšńĺůŋżţ őš {e} ĺ őš śăňőľ śěą£).

Ğăďăůă10.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łă£ űĺłńĺůěśłă£ čřşŕŕă ŕőř£ďłă n ĺğőňőřťŋă ăďďĺšĺćŋőľ čřşŕŕě łőńĳűă Z=nZ(ć ůăśšŋőśšĺ ćśě ě-ě ¡ńěňěŋšż ŕřěďśšăćń£¿šś£ ŋăšşřăńĳŋżňĺ śšěŕěŋ£ňĺ őąřăğş¿źěľ.

x3. Ďěľśšćĺě čřşŕŕż ŋă ňŋőęěśšćě

Śĺšşăűĺ£, łőčďă ăąśšřăłšŋă£ čřşŕŕă G ćżśšşŕăěš łăł čřşŕŕă őšőąřăęěŋĺľ łăłőčő-ńĺąő ňŋőęěśšćă X ć śěą£, ťőřňăńĺğşěšś£ šăł:

3.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ďěľśšćĺěň čřşŕŕż G ŋă ňŋőęěśšćě X ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě

G × X −→ X : (g; x) → g(x) ;

şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ£ň: gh(x) = g(h(x)) ∀ g; h ∈ G ĺ e(x) = x ∀ x∈X .

3.2. Šěřňĺŋőńőčĺ£. Ŕőśłőńĳłş łăęďżľ ¡ńěňěŋš g ∈G őąńăďăěš őąřăšŋżň, ćśě őšőąřăęěŋĺ£ X^g−→ X, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě ďěľśšćĺěň, £ćń£¿šś£ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżňĺ. Ŕő¡šőňş ďěľśšćĺě

§3: Ďěľśšćĺě čřşŕŕż ŋă ňŋőęěśšćě 157

čřşŕŕż G ŋă ňŋőęěśšćě X ňőęŋő ĺŋăůě őŕĺśăšĳ łăł čőňőňőřťĺğň G −→ Aut X ĺğ G ć čřşŕŕş Aut X ćśěţ ąĺěłűĺľ X ŋă śěą£.

Ďěľśšćĺě ŋăğżćăěšś£ šőůŋżň, ěśńĺ ¡šőš čőňőňőřťĺğň ĺŋžěłšĺćěŋ, š. ě. řăğŋżě ¡ńěňěŋšż g ∈ G ğăďă¿š řăğŋżě őšőąřăęěŋĺ£ X^g−→ X.

Ďěľśšćĺě ŋăğżćăěšś£ šřăŋğĺšĺćŋżň, ěśńĺ ∀x_1; x_2 ∈ X ∃g ∈ G : g(x_1) = x_2, š. ě. ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš ĺğ X ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć ń¿ąőľ ďřşčőľ ŕőďţőď£źĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ĺğ G.

Ňŋőęěśšćő ćśěţ g ∈ G, őśšăćń£¿źĺţ ŋă ňěśšě ŋěłĺľ ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ¡ńěňěŋš x ∈ X (š. ě. šăłĺţ ůšő g(x) = x) ŋăğżćăěšś£ śšăąĺńÿğăšőřőň ¡ńěňěŋšă x ĺ őąőğŋăůăěšś£ G_x. Śšăąĺńĺğăšőř, őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ ć G.

3.3. Őřąĺšż. Ňŋőęěśšćő x ∈ X, łőšőřżě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ďăŋŋőčő ¡ńěňěŋšă x0 ∈ X ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ĺğ G ŋăğżćăěšś£ őřąĺšőľ ¡ńěňěŋšă x_0 ĺ őąőğŋăůăěšś£ G(x_0). Šăłĺň őąřăğőň, ďěľśšćĺě šřăŋğĺšĺćŋő, ěśńĺ őřąĺšă łăęďőčő ¡ńěňěŋšă śőćŕăďăěš śő ćśěň X. Ć őąźěň śńşůăě ňŋőęěśšćő X, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš čřşŕŕă G, řăśŕăďăěšś£ ć őąžěďĺŋěŋĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ őřąĺš.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ G(x_1)^⋂ G(x_2) ≠ ø ĺ x = gx_1 = hx_2 ďń£ łăłĺţ-šő g; h ∈ G, šő x_1 = g^{−1}hx_2. Ŕőšőňş x_1 ∈ G(x_2), ă ğŋăůĺš G(x_1) ⊂ G(x_2). Ăŋăńőčĺůŋő, G(x_2) ⊂ G(x_1), | šăł ůšő ŕěřěśěłă¿źĺěś£ őřąĺšż ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ śőćŕăďă¿š, ĺ ďěľśšćĺě čřşŕŕż G ŋă X ňőęŋő ĺğşůăšĳ őšďěńĳňő ŋă łăęďőľ őřąĺšě (čďě őŋő šřăŋğĺšĺćŋő).

3.3.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ čřşŕŕă G ďěľśšćşěš ŋă ŋěłőšőřŕň ňŋőęěśšćě X. Šőčďă őřąĺšă łăęďőčő ¡ńěňěŋšă x ∈ X ŋăţőďĺšś£ ć ąĺěłšĺćŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ńěćżňĺ śňěęŋżňĺ łńăśśăňĺ čřşŕŕż G ŕő ŕőďčřşŕŕě G_x.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőŕőśšăćĺň łăęďőňş ¡ńěňěŋšş gx śňěęŋżľ łńăśś gGx. İšő śőŕőśšăćńěŋĺě łőřřěłšŋő, ŕőśłőńĳłş ĺğ řăćěŋśšćă g_1x = g_2x ćżšěłăěš, ůšő g^{−1}_1 g_2 ∈ G_x, ă ğŋăůĺš

g_1G_x = g_1(g^{−1}_1 g_2)G_x = g_2G_x:

Őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě śňěęŋżľ łńăśś gG_x ć ¡ńěňěŋš gx šăłęě, őůěćĺďŋő, łőřřěłšŋő, ă ŕőšőňş ňż ĺňěěň ďěńő ś ąĺěłűĺěľ. 2 3.3.2. Śńěďśšćĺě. (Ťőřňşńă ďń£ ďńĺŋż őřąĺšż.) Ěśńĺ G łőŋěůŋă, šő |G(x)| = |G| : |G_x|. 2 3.3.3. Śńěďśšćĺě. Śšăąĺńĺğăšőřż ćśěţ ¡ńěňěŋšőć őďŋőľ őřąĺšż śőśšő£š ĺğ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ůĺśńă ¡ńěňěŋšőć.

2_{İšő śńěďśšćĺě ňőęŋő şšőůŋĺšĳ. Ă ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ H - ¡šő śšăąĺńĺğăšőř ¡ńěňěŋšă x, ă}

y = g(x). Šőčďă śšăąĺńĺğăšőř y ěśšĳ gHg^{−1} = {ghg^{−1} ∀h ∈ H}. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

gHg^{−1}y = gHg^{−1}gx = gHx = gx = y

ĺ ěśńĺ hy = y, šő g^{−1}hgx = g^{−1}hy = g^{−1}y = x š. ě. g^{−1}hg ∈ H, ă ğŋăůĺš h ∈ gHg^{−1}. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺě G^{Ad (g)}−−−−→ G, ğăďăŋŋőě ŕřăćĺńőň h −→ ghg^{−1}, £ćń£ěšś£ ăćšőňőřťĺğňőň^2 čřşŕŕż G. Ŋăÿě şšőůŋěŋĺě ŕřěďżďşźěčő śńěďśšćĺ£ šěŕěřĳ ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł:

3.3.4. Śńěďśšćĺě. Śšăąĺńĺğăšőřż ¡ńěňěŋšőć x ĺ gx śőŕř£ęěŋż ŕřĺ ŕőňőźĺ g:

G_{gx} = gG_xg^{−1} : 2 Ğăďăůă10.16. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě G^{Ad}−−→ Aut G, ŕěřěćőď£źěě ¡ńěňěŋš g ∈ G ć ăćšőňőřťĺğň śőŕř£ęěŋĺ£ G^{Ad(g)}−−−−→ G £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň^3.

3.4. Ŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕż ĺ ŕřőśšőšă. Ŕőďčřşŕŕă H ⊂ G ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋőľ (ĺńĺ ŋőřňăńĳŋőľ), ěśńĺ gHg^{−1} = H ∀g ∈ G, š. ě. ěśńĺ ćśě ćŋşšřěŋŋĺě ăćšőňőřťĺğňż čřşŕŕż G śőţřăŋ£¿š H (ć ¡šőň śńşůăě ŕĺÿşš H / G). Čřşŕŕă G ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšőľ, ěśńĺ ş ŋě-ě ŋěš ŋőřňăńĳŋżţ ŕőďčřşŕŕ, őšńĺůŋżţ őš {e} ĺ G. Ć ůăśšŋőśšĺ, śćě łőŋěůŋżě čřşŕŕż ŕřőśšőčő ŕőř£ďłă £ćń£¿šś£ ŕřőśšżňĺ.

x4. Ťăłšőřĺğăűĺ£

4.1. Łőřřěłšŋőśšĳ čřşŕŕőćőčő ğăłőŋă ŋă ťăłšőřě. Ćż£śŋĺň, łőčďă ŋă ťăłšőř-ňŋő-ęěśšćě čřşŕŕż G ŕő łăłőňş-ńĺąő řăğąĺěŋĺ¿ ŋă łńăśśż ňőęŋő ććěśšĺ śšřşłšşřş čřşŕŕż, ĺŋďşűĺřőćăŋŋş¿ ś G, š. ě. őŕřěďěńĺć čřşŕŕőćş¿ őŕěřăűĺ¿ ŋăď łńăśśăňĺ řăğąĺěŋĺ£ ťőřňşńőľ [h][g] = [hg].

Łăł ĺ ć śńşůăě łőńěű, ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő čńăćŋőě ŕřěŕ£šśšćĺě śőśšőĺš ć ćőğňőęŋőľ ŋěłőřřěłšŋőśšĺ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£, ŕőśłőńĳłş ěśńĺ őŋő łőřřěłšŋő, ăłśĺőňż čřşŕŕż ąşďşš šřĺćĺăńĳŋő ŕěřěŋőśĺšĳś£ ś čřşŕŕż G ŋă ťăłšőř, ć ůăśšŋőśšĺ, ěďĺŋĺűěľ ć ťăłšőřě ąşďěš łńăśś [e], ă őąřăšŋżň łńăśśőň ł łńăśśş [g] ąşďěš łńăśś [g^{−1}].

Ďń£ łőřřěłšŋőśšĺ ŕřăćĺńă [h][g] = [hg] ŋěőąţőďĺňő ŕřěęďě ćśěčő, ůšőąż łńăśś [e] śőśšăćń£ń ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş ć G. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ∀g ∈ [e] łńăśś [g^{−1}] ďőńęěŋ śőćŕăśšĳ ś [e^{−1}] = [e], ĺ śšăńő ążšĳ, g^{−1} ∈ [e]. Ăŋăńőčĺůŋő, ∀g; h ∈ [e] łńăśś [gh] = [g][h] = [e][e] = [e], š. ě. gh ∈ [e]. Ŕőěšőňş [e] { ŕőďčřşŕŕă ć G. Ąőńěě šőčő, ∀g ∈ G ĺ ∀h ∈ [e] ĺňěěň

[ghg^{−1}] = [g][h][g^{−1}] = [g][e][g^{−1}] = [geg^{−1}] = [e]

őšłşďă g[e]g^{−1} ⊂ [e] ∀g ∈ G, ă ğŋăůĺš g[e]g^{−1} = [e] (š. ł. ğăňěŋĺć g ŋă g^{−1}, ŕőńşůĺň őąřăšŋőě ćłń¿ůěŋĺě).Ŕő¡šőňş [e] { ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă.

Ćšőřőě ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě | łńăśśż řăğąĺěŋĺ£ ďőńęŋż śőćŕăďăšĳ ś ńěćżňĺ śňěęŋżňĺ łńăśśăňĺ ŕő [e]. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ h ∈ [g], šő

[e] = [gg^{−1}] = [g][g^{−1}] = [h][g^{−1}] = [hg^{−1}]

2őŋ ŋăğżćăěšś£ ăćšőňőřťĺğňőň śőŕř£ęěŋĺ£ ¡ńěňěŋšőň g 3ěčő őąřăğ ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ćŋşšřěŋŋĺţ ăćšőňőřťĺğňőć čřşŕŕż G

§4: Ťăłšőřĺğăűĺ£ 159

ŕő¡šőňş hg^{−1} ∈ [e], ă ğŋăůĺš h ∈ g[e]. Ŋăőąőřőš, ěśńĺ h ∈ g[e]; h = gt (čďě t ∈ [e]), šő

[h] = [gt] = [g][t] = [g][e] = [ge] = [g];

š. ě. h ∈ [g].

4.2. Šěőřěňă. Ťăłšőř-ňŋőęěśšćő čřşŕŕż G, ŕő ŋěłőšőřőňş řăğąĺěŋĺ¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ čřşŕŕőľ, łőčďă ¡šő řăğąĺěŋĺě ěśšĳ řăğąĺěŋĺě ŋă (ńěćżě) śňěęŋżě łńăśśż ŕő ŋěłőšőřőľ ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕě H / G.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őśšăńőśĳ ŕřőćěřĺšĳ ńĺÿĳ łőřřěłšŋőśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ łńăśśőć g_1H ∘ g_2H = (g_1g_2)H. Ŕşśšĳ t_1 ∈ g_1H, śłăęěň t_1 = g_1h_1, ĺ t_2 ∈ g_2H, śłăęěň t_2 = g_2h_2. Šőčďă t_1t_2 = g_1h_1g_2h_2. Ŕőśłőńĳłş H ŋőřňăńĳŋă, ¡ńěňěŋš g^{−1}_2 h_1g_2 ∈ H, š. ě. g^{−1}_2 h_1g_2 = h ďń£ ŋěłőšőřőčő h ∈ H, ă ŕőšőňş h_1g_2 = g_2h, ĺ śšăńő ążšĳ t_1t_2 = g_1g_2hh_2. Ŋő šőčďă t_1t_2H = g_1g_2H. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

2_{Śńőćő "ńěćżľ" ć şśńőćĺĺ šěőřěňż ćğ£šő ć śłőąłĺ, ŕőśłőńĳłş ĺňěěš ňěśšő}

Ğăďăůă10.17. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďčřşŕŕă H ⊂ G šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋőřňăńĳŋă, łőčďă ćś£łĺľ ńěćżľ śňěęŋżľ łńăśś gH śőćŕăďăěš ś ŕřăćżň śňěęŋżň łńăśśőň Hg.

4.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Čřşŕŕă śňěęŋżţ łńăśśőć čřşŕŕż G ŕő ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕě H ŋăğżćăěšś£ ťăłšőř-čřşŕŕőľ G ŕő H ĺ őąőğŋăůăěšś£ G=H.

4.4. Śšřőěŋĺě čőňőňőřťĺğňőć. Őšőąřăęěŋĺě G −→ G=H : g −→ gH £ćń£ěšś£ ś¿řžěłšĺćŋżň čőňőňőřťĺğňőň čřşŕŕż G ŋă ťăłšőř-čřşŕŕş G=H. Őŋ ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ H ĺńĺ čőňőňőřťĺğňőň ťăłšőřĺğăűĺĺ.

C ŕřőĺğćőńĳŋżň čőňőňőřťĺğňőň G^φ−−→ G ňőęŋő, łăł őążůŋő, ść£ğăšĳ

£ďřő ker’ = {g_1 ∈ G_1 | ’(g_1) = e} őąřăğ im’ = {g_2 ∈ G_2 | ∃g_1 ∈ G_1 : ’(g_1) = g_2}

4.4.1. Ńěňňă. im ’ £ćń£ěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ ć G2, ă ker ’ | ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕőľ ć G1. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ’(e) = ’(ee) = ’(e)’(e), şňŋőęĺć őąě ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă ŋă ’(e)^{−1} , ňż ŕőńşůĺň ’(e) = e. Ŋő šőčďă ∀g ∈ G_1 ĺňěěň

e = ’(e) = ’(gg^{−1}) = ’(g)’(g^{−1})

őšłşďă ’(g^{−1}) = ’(g)^{−1}. Ŕő¡šőňş ∀g; h ∈ G_1 ĺňěěň ’(gh^{−1}) = ’(g)’(h)^{−1}, ă śšăńő ążšĳ, im ’ ⊂ G_2 | ŕőďčřşŕŕă.

Ěśńĺ h_1; h_2 ∈ ker ’, šő ’(h_1h^{−1}_2 ) = ’(h_1)’(h_2)^{−1} = e · e = e, ă ğŋăůĺš ∀h_1; h_2 ∈ ker’ h_1h^{−1}_2 šăłęě ńěęĺš ć ker’, ĺ ker’ | ŕőďčřşŕŕă ć G_1. Ąőńěě šőčő,

∀g ∈ G_1 ’(g(ker ’)g^{−1}) = ’(g)’(ker ’)’(g)^{−1} = ’(g)e’(g)^{−1} = e

ŕő¡šőňş ker ’ | ŋőřňăńĳŋă.

Ŕőśńěďŋěě ňőęŋő ążńő ąż ŕřőćěřĺšĳ ĺ ĺŋăůě: im’ ěśšĳ ťăłšőř-čřşŕŕă G_1 ŕő řăğąĺěŋĺ¿, őšŋőś£źěňş ć őďĺŋ łńăśś ćśě ¡ńěňěŋšż, ĺňě¿źĺě őďĺŋ ĺ šőš ęě őąřăğ őšŋőśĺšěńĳŋő ’. Ŕő šěőřěňě, ďőłăğăŋŋőľ ć ŕřěďżďşźěň ŕăřăčřăťě, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő im’ ěśšĳ ťăłšőř čřşŕŕż G_1 ŕő (ăćšőňăšĺůěśłĺ ŋőřňăńĳŋőľ) ŕőďčřşŕŕě ker(’), ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

4.4.2. Śńěďśšćĺě. Łăŋőŋĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě

~’: im’ −→ G_1= ker ’

ŕěřěćőď£źěě łăęďżľ ’(g) ∈ im’ ć łńăśś [g] mod ker ’ £ćń£ěšś£ łőřřěłšŋő őŕřěďěń-ěŋŋżň ĺğőňőřťĺğňőň ňěęďş őąřăğőň ĺ ťăłšőřőň ŕő £ďřş.

4.4.3. Śńěďśšćĺě. Ŕřőśšă£ čřşŕŕă ŋě ĺňěěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ťăłšőř-čřşŕŕ, ă ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň ĺğ ŕřőśšőľ čřşŕŕż £ćń£ěšś£ ńĺąő ćńőęěŋĺěň, ńĺąő őšőąřăęěŋĺěň ć ěďĺŋĺűş.

4.4.4. Śńěďśšćĺě. (Šěőřěňă ő śšőřőěŋĺĺ čőňőňőřťĺğňă čřşŕŕ) Ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ ’ : G_1 −→ G_2 ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋ ć łőňŕőğĺűĺ¿ ¡ŕĺňőřťĺğňă ťăłšőřĺğăűĺĺ ŕő £ďřş, ĺğőňőřťĺğňă ¡šőčő ťăłšőřă ś őąřăğőň ĺ ćńőęěŋĺ£ őąřăğă:

G_1 G_2

G_1= ker ’ im’ ? 6 - - ’

~’ ¡ŕĺ ňőŋő ĺğő x5. Śĺňňěšřĺůěśłĺě čřşŕŕż

5.1. Čřşŕŕż ňŋőčőčřăŋŋĺłőć Śńěďş¿źĺě ŋĺęě ŕřĺňěřż śńşęăš ŋěŕńőţőľ ĺńń¿śšřăűĺěľ ćśěţ ŕřěďżďşźĺţ łőŋśšřşłűĺľ ś čřşŕŕăňĺ.

5.1.1. Ĺğőňőřťĺğň Ď3 ~→S3. Čřşŕŕă S3 ŕěřěśšăŋőćőł ňŋőęěśšćă {123} śőśšőĺš ĺğ ÿěśšĺ ŕěřěśšăŋőćőł:

E = (123); T = (231); T^{−1} = (312);

ff_{12} = (213); ff_{13} = (321); ff_{23} = (132):

Ŕěřěśšăŋőćłĺ E; T; T^{−1} śőśšăćń£¿š ŋőřňăńĳŋş¿ űĺłńĺůěśłş¿ ŕőďčřşŕŕş.

Čřşŕŕă šřěşčőńĳŋĺłă Ď_3 (š. ě. ňŋőęěśšćő ćśěţ ďćĺęěŋĺľ šř-ěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŕěřěćőď£źĺţ ć śěą£ ďăŋŋżľ ŕřăćĺńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł) šăłęě śőśšőĺš ĺğ ÿěśšĺ ¡ńěňěŋšőć: šř-ěţ (ś şů-ěšőň šőęďěśšćěŋŋőčő) ŕőćőřőšőć őšŋőśĺšěńĳŋő űěŋšřă, śőśšăćń£¿źĺţ ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş, ĺ ěź-ě šř-ěţ śĺňňěšřĺľ. Ěśńĺ ğăŋşňěřőćăšĳ ćěřÿĺŋż šřěşčőńĳŋĺłă ĺ śőŕőśšăćĺšĳ łăęďőňş śăňőśőćňěźěŋĺ¿ šřěşčőńĳŋĺłă śőőšćěšśšćş¿źş¿ ŕěřěśšăŋőćłş ŋőňěřőć ćěřÿĺŋ, ňż ŕőńşůĺň (őůěćĺďŋő, ĺŋžěłšĺćŋżľ) čőňőňőřťĺğň ĺğ Ď_3 ć S_3 . Śńěďőćăšěńĳŋő, Ď_3 ĺ S_3 ĺğőňőřťŋż.

Ğăďăůă10.18. Śőśšăćĳšě šăąńĺűż şňŋőęěŋĺ£ ďń£ S3 ĺ Ď3, ĺ £ćŋżň śřăćŋěŋĺěň ¡šĺţ šăąńĺű şąěďĺšěśĳ, ůšő Ď_3 ĺ S_3 ĺğőňőřťŋż .

5.1.2. S4 ĺ šěšřă¡ďř. Őąőąźă£ ŕřěďżďşźş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ŋă šěšřă¡ďř, ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ čőňőňőřťĺğň ĺğ ŕőńŋőľ čřşŕŕż šěšřă¡ďřă ć čřşŕŕş S_4 ŕěřěśšăŋőćőł ŋőňěřőć ěčő ćěřÿĺŋ. Őŋ ĺŋžěłšĺćěŋ, ŕőśłőńĳłş ĺňěěš šřĺćĺăńĳŋőě £ďřő: ěśńĺ ďćĺęěŋĺě őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě ćśě 4 ćěřÿĺŋż ŋěłőšőřőčő šěšřă¡ďřă, šő ¡šő ďćĺęěŋĺě šőęďěśšćěŋŋőě (ŕőůěňş?). Ć čřşŕŕě S_4 ĺňěěšś£ 24 ŕěřěśšăŋőćłĺ. Ŋő ć ŕőńŋőľ čřşŕŕě šěšřă¡ďřă šăłęě 24 ďćĺęěŋĺ£: ćśě ćěřÿĺŋż śőśšăćń£¿š őďŋş őřąĺšş ŋăÿěľ čřşŕŕż, ă śšăąĺńĺğăšőř ćěřÿĺŋż śőśšőĺš ĺğ šř-ěţ ŕőćőřőšőć ćőłřşč ćżśőš šěšřă¡ďřă, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ¡šş ćěřÿĺŋş, ĺ šř-ěţ śĺňňěšřĺľ ć ŕńőśłőśš£ţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ŕřĺňżłă¿źěě ł ćěřÿĺŋě řěąřő ĺ śěřěďĺŋş ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő řěąřă.

Ğăďăůă10.19. Ďőłăęĺšě, ůšő śšăąĺńĺğăšőř ćěřÿĺŋż ĺğőňőřťěŋ čřşŕŕě šřěşčőńĳŋĺłă.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő ťőřňşńě ďń£ ďńĺŋż őřąĺšż (Śń.3.3.2), ćśěčő ć čřşŕŕě šěšřă¡ďřă ĺňěěšś£ 4 · 6 = 24 ďćĺęěŋĺ£, ĺ śšăńő ążšĳ, ŕőńŋă£ čřşŕŕă šěšřă¡ďřă ĺğőňőřťŋă S_4.

Śőąśšćěŋŋżě (śőţřăŋ£¿źĺě őřĺěŋšăűĺ¿) ćřăźěŋĺ£ šěšřă¡ďřă śőśšăćń£¿š, őůěćĺďŋő, ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş ć čřşŕŕě šěšřă¡ďřă. Śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕőďčřşŕŕă ć S_4 ŋăğżćăěšś£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ čřşŕŕőľ ŋă ůěšżř-ěţ ¡ńěňěŋšăţ ĺ őąőğŋăůăěšś£ A_4. Ďřşčőě ŋăğćăŋĺě ďń£ A_4,| čřşŕŕă ů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćőł, | őąşśńőćńěŋő šěň, ůšő łăęďă£ ĺğ 12 ŕěřěśšăŋőćőł, śőśšăćń£- ¿źĺţ A_4, ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă ů-ěšŋżň ůĺśńőň šřăŋśŕőğĺűĺľ, š. ě. ŕěřěśšăŋőćőł łăłőľ-ńĺąő ŕăřż ¡ńěňěŋšőć. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡šĺň śćőľśšćőň őąńăďă¿š ćśě 8 űĺłńőć ďńĺŋż 3 (ŕěřěśšăćń£- ¿źĺţ ŕő űĺłńş łăłĺě-ńĺąő 3 ¡ńěňěŋšă, ă ůěšć-ěřšżľ ŋě ňěŋ£¿źĺě), śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕőćőřőšăň ćőłřşč ćżśőš šěšřă¡ďřă, ă šăłęě šřĺ ŕőďśšăŋőćłĺ (2143), (4321), (3412) ĺğ łćăďřăšĺůŋőľ čřşŕŕż Łńěľŋă.

5.1.3. S4 ĺ śőąśšćěŋŋă£ čřşŕŕă łşąă. Čřşŕŕă śőąśšćěŋŋżţ śăňőśőćňěźěŋĺľ łşąă śőśšőĺš ĺğ 24 ćřăźěŋĺľ (ĺąő ş łşąă 8 ćěřÿĺŋ, ă śšăąĺńĺğăšőř ćěřÿĺŋż śőśšőĺš ĺğ šř-ěţ ŕőćőřőšőć ŋă 0^∘ ĺ ±120^∘ ćőłřşč ďĺăčőŋăńĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ćěřÿĺŋş). Ğăŋşňěřőćăć 4 ďĺăčőŋăńĺ łşąă űĺťřăňĺ 1 , 2 , 3 ĺ 4 ňż, łăł ĺ ćżÿě, őŕřěďěń£ěň ĺŋžěłšĺćŋżľ čőňőňőřťĺğň ĺğ čřşŕŕż łşąă ć S_4. Ŕő¡šőňş S_4 ĺğőňőřťŋă śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕě łşąă.

Ğăďăůă10.20. Őŕĺÿĺšě £ćŋő ćśě ŕőďčřşŕŕż ć čřşŕŕě ćřăźěŋĺľ łşąă. Ć ůăśšŋőśšĺ, őŕĺÿĺšě, łăłĺň ćřăźěŋĺ£ň łşąă őšćěůă¿š ŋěśőąśšćěŋŋżě śăňőśőćňěźěŋĺ£ šěšřă- ¡ďřă, ă łăłĺň - śőąśšćěŋŋżě.

5.2. Űĺłńőćőľ šĺŕ ŕěřěśšăŋőćłĺ. Păśśňőšřĺň ć Sn űĺłńĺůěśłş¿ ŕőďčřşŕŕş, ŕőřőęď-ěŋ-ŋş¿ ¡ńěňěŋšőň g (őąőğŋăůĺň ě-ě ⟨g⟩). Čřşŕŕă ⟨g⟩ ďěľśšćşěš ŋă ňŋőęěśšćě {1; 2; : : : ; n} śĺňćőńőć, ŕěřěśšăćń£ěňżţ čřşŕŕőľ S_n. Ŕő n^o 3.3 ¡šő ďěľśšćĺě řăğąĺćăěš ćś-ě ňŋőęěśšćő {1; 2; : : : ; n} ć őąžěďĺŋěŋĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ őřąĺš őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ g. İšĺ őřąĺšż ŋăğżćă¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ űĺłńăňĺ, ŕőśłőńĳłş łăęďă£ ĺğ ŋĺţ śőśšőĺš ĺğ ¡ńěňěŋšőć {i; gi; g^2i; : : :}, űĺłńĺůěśłĺ ŕěřěśšăćń£ěňżţ ¡ńěňěŋšőň g, ĺ ďěľśšćĺě g ŋă łăęďőň šăłőň űĺłńě ŕřőĺśţőďĺš ŋěğăćĺśĺňő. Ć ůăśšŋőśšĺ, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő g = h_1h_2 : : : h_m, čďě m - łőńĺůěśšćő űĺłńőć, ă h_i | űĺłńĺůěśłă£ ŕěřěśšăŋőćłă ¡ńěňěŋšőć i-šőčő űĺłńă ŋă 1 ÿăč. Šăłőě řăğńőęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ řăğńőęěŋĺěň g ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěğăćĺśĺňżţ űĺłńőć. Ŋăąőř ďńĺŋ űĺłńőć śőśšăćń£ěš řăğąĺěŋĺě ůĺśńă n ĺ ŋăğżćăěšś£ űĺłńőćżň šĺŕőň g. Şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ ěčő ďĺăčřăňňőľ đŋčă. Ŋăŕřĺňěř, ŕěřěśšăŋőćłă g ∈ S_8, ŕěřěćőď£źă£ (12345678) ć (51682374), řăśŕăďăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě űĺłńőć 1 → 5 → 2 → 1 ďńĺŋż 3, 3 → 6 → 3 ďńĺŋż 2, 4 → 8 → 4 ďńĺŋż 2, 7 → 7 ďńĺŋż

1, ĺ ě-ě űĺłńőćőľ šĺŕ ĺğőąřăęăěšś£ ďĺăčřăňňőľ đŋčă: .

Ğăďăůă10.21. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ďćě ŕěřěśšăŋőćłĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă śőŕř£ęěŋż ć

S_n, łőčďă őŋĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ űĺłńőćőľ šĺŕ.

Şłăğăŋĺě. Ğăŕĺÿěň ć śšřőłĺ ďĺăčřăňňż đŋčă ŋőňěřă ¡ńěňěŋšőć, űĺłńĺůěśłĺ ŕěřěśšăćń£ěňżţ śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ űĺłńăňĺ ŕěřěśšăŋőćłĺ g, ć šőň ŕőř£ďłě, ć łăłőň őŋĺ ŕěřěţőď£š ďřşč ć ďřşčă ŕřĺ ďěľśšćĺĺ g. Ěśńĺ g ĺ g_1 ĺňě¿š őďĺŋăłőćżľ űĺłńőćőľ šĺŕ, šő g = hg_1h^{−1}, čďě h őšőąřăęăěš ¡ńěňěŋš ¸ ∈ {1; : : : ; n} ć ¡ńěňěŋš, śšő£źĺľ ć šőľ ęě łńěšőůłě ďĺăčřăňňż g, ć łőšőřőľ ¸ śšőĺš ŋă ďĺăčřăňňě g_1.

5.3. Ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ ŕőďčřşŕŕă An ⊂ Sn. Őŕřěďěń-ěŋŋżľ ŋăňĺ ć ńěłűĺĺ 6 ğŋăł ŕěřěśšă-

ŋőćłĺ £ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő čőňőňőřťĺğňőň ĺğ śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_n ć čřşŕŕş ĺğ ďćşţ ¡ńěňěŋšőć {±1} ś őŕěřăűĺěľ şňŋőęěŋĺ£. §ďřő ker(sgn ) śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ů-ěšŋżţ ŕěřěśšăŋőćőł, łőšőřżě, šěň śăňżň, őąřăğş¿š ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş ĺŋďěłśă 2 ć S_n. Őŋă őąőğŋăůăěšś£ A_n ĺ ŋăğżćăěšś£ ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ čřşŕŕőľ ĺńĺ čřşŕŕőľ ů-ěšŋżţ ŕőďśšăŋőćőł.

Šěřňĺŋ ÀğŋăłőŕěřěňěŋŋżľÁ ść£ğăŋ ś šěň, ůšő ŕőďčřşŕŕă A_n £ćń£ěšś£ űěŋšřăńĺğăšőřőň^4 ňŋőęěśšćă ğŋăłőŕěřěňěŋŋżţ ťşŋłűĺľ | šăłĺţ ťşŋłűĺľ őš n ŕěřěňěŋŋżţ, łőšőřżě ňěŋ£¿š ğŋăł ŕřĺ šřăŋśŕőğĺűĺĺ ń¿ąőľ ŕăřż ăřčşňěŋšőć. Ŕřĺňěřőň ğŋăłőŕěřěňěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺě şŕőř£ďőůěŋŋżţ řăğŋőśšěľ:

‹(x_1; : : : ; x_n) =^∏_{1≤i<j≤n}(x_i − x_j) :

Ğăďăůă10.22. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ğŋăłőŕěřěňěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ďěńĺšś£ (ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć őš n ŕěřěňěŋŋżţ) ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺě şŕőř£ďőůěŋŋżţ řăğŋőśšěľ, ĺ ůăśšŋőě őš ¡šőčő ďěńěŋĺ£ ąşďěš śĺňňěšřĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň.

Ğăďăůă10.23. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕěřěśšăŋőćłă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ů-ěšŋă, łőčďă ć ě-ě űĺłńőćőň šĺŕě ůĺśńő űĺłńőć ů-ěšŋőľ ďńĺŋż ů-ěšŋő.

5.3.1. Śšřőěŋĺě čřşŕŕż A5 Őŕĺÿěň łńăśśż śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć ć A5. Ďń£ ¡šőčő śŋăůăńă őŕĺÿěň łńăśśż ¡ńěňěŋšőć A_5, śőŕř£ę-ěŋŋżţ ć S_5. Śőčńăśŋő ŕřěďżďşźěňş, šăłĺě łńăśśż śőőšćěšśšćş¿š ďĺăčřăňňăň đŋčă ćěśă 5 ś ů-ěšŋżň łőńĺůěśšćőň śšřőł ů-ěšŋőľ ďńĺŋż. Šăłĺţ ďĺăčřăňň ĺňěěšś£ ćśěčő 4:

− űĺłńż ďńĺŋż 5, ćśěčő 4! = 24ÿš. (ŕőůěňş?);

− űĺłńż ďńĺŋż 3, ćśěčő 2 · ( 5 2 ) = 20ÿš. (ŕőůěňş?);

− ŕăřż ŋěğăćĺśĺňżţ šřăŋśŕőğĺűĺľ, ćśěčő 5 · 3 = 15ÿš. (ŕőůěňş?);

4š. ě. ŕőšőůěůŋő őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě ćśě ¡ńěňěŋšż

− šőęďěśšćěŋŋă£ ŕőďśšăŋőćłă, 1ÿš.

Ğăďăůă10.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě űĺłńż ďńĺŋż 3 śőŕř£ęěŋż ňěęďş śőąőľ ć A5 . Ğăďăůă10.25. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ŕăřż šřăŋśŕőğĺűĺľ śőŕř£ęěŋż ňěęďş śőąőľ ć A5 . Ğăďăůă10.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě űĺłńż ďńĺŋż 5 őąřăğş¿š ďćă łńăśśă śőŕř£ę-ěŋŋőś-šĺ ć A_5: űĺłńż, śőŕř£ę-ěŋŋżě űĺłńş 1 −→ 2 −→ 3 −→ 4 −→ 5; ĺ űĺłńż, śőŕř£ę-ěŋŋżě űĺłńş 2 −→ 1 −→ 3 −→ 4 −→ 5.

5.4. Šěőřěňă. Čřşŕŕă A5 ŕřőśšă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ŕőďčřşŕŕă H ⊂ A | ŋőřňăńĳŋă£, šő ćňěśšě ś łăęďżň ¡ńěňěŋšőň őŋă śőďěřęĺš ćěśĳ łńăśś śőŕř£ę-ěŋŋżţ ěňş ¡ńěňěŋšőć. Ćśěčő šăłĺţ łńăśśőć ć A_5,| łăł ňż ćĺďěńĺ ć ğăďăůăţ ğăď.10.24{ğăď.10.26,| ĺňěěšś£ 5, ĺ śőśšő£š őŋĺ ĺğ 1, 12, 12, 20 ĺ 15 ¡ńěňěŋšőć. Š.ł. ěďĺŋĺűă ńěęĺš ć ń¿ąőľ ŕőďčřşŕŕě, ĺňěěň:

|H| = 1 + 12"_1 + 12"_2 + 20"_3 + 15"_4;

čďě ćśě "_k řăćŋż ńĺąő 1, ńĺąő 0. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋă£ ŕřőćěřłă ŕőłăğżćăěš, ůšő |H| ďěńĺš |A_5| = 60 ńĺÿĳ ć ďćşţ śńşůă£ţ: "_k = 1 ∀k ĺ "_k = 0 ∀k (şąěďĺšěśĳ!), šăł ůšő ŋěŕřőśšőšă A_5 ŕřőšĺćőřěůĺš šěőřěňě Ńăčřăŋęă (Šěőř.2.6).

Ğăďăůă10.27. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě čřşŕŕż An ś n ≥ 5 ŕřőśšż.

Şłăğăŋĺě. Ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ĺŋďşłűĺěľ. Ćńőęĺšě An−1 ć An łăł śšăąĺńĺğăšőř śĺňćőńă n, ĺ ďőłăęĺšě, ůšő ŋěšřĺćĺăńĳŋă£ ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă ć A_n őą£ğăŋă ĺňěšĳ ŋěšřĺćĺăńĳŋőě ŕěřěśěůěŋĺě ś A_{n−1} (ăćšőňăšĺůěśłĺ ŋőřňăńĳŋőě ć A_{n−1})), ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ĺŋďşłšĺćŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ő ŕřőśšőšě A_{n−1}.

Ğăďăůă10.28. Ďőłăęĺšě, ůšő ćŋşšřěŋŋĺě ăćšőňőřťĺğňż śőśšăćń£¿š ŕőďčřşŕŕş ĺŋďěłśă 2 ć čřşŕŕě ćśěţ ăćšőňőřťĺğňőć čřşŕŕż A_5 .

Şłăğăŋĺě. Ćś£łĺľ ăćšőňőřťĺğň A5 ŕěřěćőďĺš űĺłń ďńĺŋż 5 ć űĺłń ďńĺŋż 5 ĺ £ćń£ěšś£ ćŋşšřěŋŋĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕěřěćőďĺš űĺłńż ďńĺŋż 5 ć śőŕř£ę-ěŋŋżě űĺłńż ďńĺŋż 5.

Ğăďăůă10.29. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă A5 ĺğőňőřťŋă śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕě ĺłőśă¡ďřă. Şłăğăŋĺě. Ŋăľďĺšě ş ĺłőśă¡ďřă 5 čěőňěšřĺůěśłĺţ ŕőďłőŋťĺčşřăűĺľ, ŕěřěśšăćń£ěňżţ ěčő ćřăźěŋĺ£ňĺ.

Ŕřěďňěšŋżľ şłăğăšěńĳ

Ă_{ăćšőňőřťĺğň 138}

{ ćŋşšřěŋŋĺľ 144 { śőŕř£ęěŋĺ£ 144 ăńčěąřăĺůěśłőě ďőŕőńŋěŋĺě 96 ăńčěąřă 98

{ ňăšřĺű 49 ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă 35 ăŋšĺčőňőňőřťĺğň 79 ăřčşňěŋš łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă 11 ăśśőűĺĺřőćăŋŋőśšĳ 34

Ą_{ąăğĺś ňőďşń£ 70}

ąěśŕőř£ďőł 85 ąĺŋăřŋőě őšŋőÿěŋĺě 24

{ { řěťńěłśĺćŋőě 24 { { śĺňňěšřĺůŋőě 24 { { šřăŋğĺšĺćŋőě 24 { { ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ 24 ąĺŋőňĺăńĳŋżľ łő¡ťťĺűĺěŋš 129 ąĺŋőň Ŋĳ¿šőŋă 129

Ć_{ćěłšőř 66}

{ n-ňěřŋżľ 64 ćěłšőřż

{ ńĺŋěľŋő-ğăćĺśĺňżě 70 { ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňżě 70 { ŕőřőęďă¿źĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő 65 { ŕőřőęďă¿źĺě 70 ćěś { ňşńĳšĺĺŋďěłśă 94 { řăğąĺěŋĺ£ 115 ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă 27, 35 ćğăĺňŋżě ąăğĺśż 105 ćŋěÿŋ££ śšěŕěŋĳ ňăšřĺűż 88, 94 ćżśőšă

{ ěćłńĺďőćă łőńĳűă 34 { ňăšřĺűż 50

Č_{čěőňěšřĺůěśłă£ ćěńĺůĺŋă 80}

čěőňěšřĺ£ ůĺśěń 69 čĺŕěřąőńĺůěśłĺľ łőšăŋčěŋś 131 (čĺŕěř)ŕńőśłőśšĳ ăťťĺŋŋă£ 66 čőňőňőřťĺğňőň

{ ćżůĺśńěŋĺ£ 29 { čřşŕŕ 138 { ĺŋžěłšĺćŋżľ 16 { łőńěű 28 { ňőďşńěľ 68 { őąřăšŋőčő őąřăğă 29 { ŕőďŋ£šĺ£ 29 { ŕőńěľ 15 { řěďşłűĺĺ 146 { šřĺćĺăńĳŋżľ 16 { şňŋőęěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş A 76 { Ťřőąěŋĺşśă 30 čřăťĺł ŕěřěśšăŋőćłĺ 89 čřşŕŕă 138

{ ăąěńěćă 138 { ăąěńěćă 67 { Čăńşă 140 { čěőňěšřĺůěśłőľ ťĺčşřż śőąśšćěŋŋă£ 141 { čěőňěšřĺůěśłőľ ťĺčşřż 141 { ďĺ¡ďřă 141 { ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ 147 { Łńěľŋă (łćăďřăšĺůŋă£) 142

{ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă£ łőńĳűă 18 { őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă 18 { ŕěřěśšăŋőćőł 139 { ŕőďśšăŋőćőł 139 { ŕřőśšă£ 145 { ů-ěšŋżţ ŕőďśšăŋőćőł 148

Ď_{ďćĺęěŋĺ£ 141}

{ ŋěśőąśšćěŋŋżě 141 { śőąśšćěŋŋżě 141 ďěľśšćĺě čřşŕŕż ŋă ňŋőęěśšćě 143 { šőůŋőě 143 { šřăŋğĺšĺćŋőě 143 ďěńěŋĺě 18 ďěńĺšěńĳ ŋşń£ 19 ďĺăčőŋăńĳ

{ čńăćŋă£ 57 { ŕőąőůŋă£ 57 ďĺăčřăňňă

{ łőňňşšăšĺćŋă£ 31 { đŋčă 115 { { šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ 116 ďĺśłřĺňĺŋăŋš 92 ďńĺŋă

{ ňşńĳšĺĺŋďěłśă 94 { řăğąĺěŋĺ£ 115 ďőňŋőęěŋĺě ŋă śőŕř£ęěŋŋőě 8 ďřőąĳ

{ ŋěśőłřăšĺňă£ 118 { ŕřăćĺńĳŋă£ 118

Ğ_{ğăćĺśĺňőśšĳ ńĺŋěľŋă£ 70}

ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ ńĺŋěľŋă£ 54 ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ čřşŕŕă 148 ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ 85, 148 ğŋăůěŋĺě ňŋőčőůńěŋă ć šőůłě 37

Ĺ_{ĺďěăń 25}

{ čńăćŋżľ 26 { ňăłśĺňăńĳŋżľ 28 { ŕőřőęďěŋŋżľ ¡ńěňěŋšăňĺ 27

{ ŕřőśšőľ 28 { šĺćĺăńĳŋżľ 26 ĺğőňőřťĺğň 16

{ čřşŕŕ 138 ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ 62, 105 ĺŋćăřĺăŋš ŕřőűěśśă 80 ĺŋćěřśĺ£ 85 ĺŋďěłś ŕőďčřşŕŕż 143 ĺŋďşűĺřőćăŋě ŋă ťăłšőř

{ čřşŕŕőćőľ śšřşłšşřż 145 { łőńĳűěćőľ śšřşłšşřż 24

Ł_{łńăśś ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă 25}

łőńĳűő

{ ćżůěšőć 23 { čńăćŋżţ ĺďěăńőć 26 { ěćłńĺďőćő 34 { łőňňşšăšĺćŋőě ś ěďĺŋĺűěľ 18 { ňŋőčőůńěŋőć 20 { ŋ-ěšěřőćő 47 { ŋěłőňňşšăšĺćŋőě 56 { řăğŋőśšŋżţ őŕěřăšőřőć 130 { šřĺćĺăńĳŋőě 18 { ťăłšőřĺăńĳŋőě 47 { ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć 21 { űěńőśšŋőě 19 łőňňşšăšĺćŋőśšĳ 138 łőňňşšăšĺćŋżě ďĺăčřăňňż 31 łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě 16 łőňŕőğĺűĺ£

{ őšőąřăęěŋĺľ 137 { ŕěřěśšăŋőćőł 85 łőőřďĺŋăšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő { { ăťťĺŋŋőě 64 { { ćěłšőřŋőě 64 łőőřďĺŋăšż 70 łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă 38

{ { ŕřőśšőľ 39 { { r-łřăšŋżľ 39 łő¡ťťĺűĺěŋšż śĺśšěňż 49 Ń

ńěňňă Čěŋğěń£ 122 ńĺŋěľŋă£ ăńčěąřă 49 ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ 70 ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř 129 ńőčăřĺťň 127 ńőčăřĺťňĺůěśłă£ ŕřőĺğćőďŋă£ 127 ńőčĺśšĺłĺ 7

Ň_{ňăšřĺűă}

{ ćěřţŋ££ şŋĺšřěşčőńĳŋă£ 57 { ěďĺŋĺůŋă£ 57 { ŋěćżřőęďěŋŋă£ 90 { ŋĺęŋěšřěşčőńĳŋă£ 57 { ŕěřěţőďă 55,75 { śĺśšěňż 50 { { řăśÿĺřěŋŋă£ 50 { śšřőčă£ ďĺăčőŋăńĳŋă£ 60 { ćěřţŋěšřěşčőńĳŋă£ 57 { čőňőňőřťĺğňă 76 { ¡ńěňěŋšăřŋă£ 57 ňěšőď ŋěőŕřěďěńěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć 21 ňğőňőřťĺğň ňőďşńěľ 68 ňĺŋőř 94

{ čńăćŋżľ 99 { ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ 96 ňŋőčőůńěŋ

{ ďěńěŋĺ£ łřşčă 45 { ňĺŋĺňăńĳŋżľ 40 { ŋěśěŕăřăąěńĳŋżľ 40 { ŕřőĺğćőďŋżľ 39 { śěŕăřăąěńĳŋżľ 40 { ŋěŕřĺćőďĺňżľ 36 { ŕřĺćěď-ěŋŋżľ 34 ňŋőčőůńěŋż Ąěřŋşńńĺ 132 ňőďşńĳ 66

{ łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă 10 { łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋżľ 70 { ŋěřăğńőęĺňżľ 100 { śĺğĺčĺľ 103 { śőőšŋőÿěŋĺľ 103 { śćőąőďŋżľ 70 ňőŋőňőřťĺğň 16

{ čřşŕŕ 138 ňşńĳšĺĺŋďěłś 94

{ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ 94 ňşńĳšĺśšěŕěŋĳ 111

Ŋ_{ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ 27, 35, 104}

ŋăůăńő őšśů-ěšă 64 ŋěĺğćěśšŋżě

{ śćőąőďŋżě 52 { ść£ğăŋŋżě 52 ŋěłőřřěłšŋőśšĳ őŕĺśăŋĺ£ 23 ŋěŕőńŋőě ůăśšŋőě 33 ŋěŕřĺćőďĺňżľ

{ ňŋőčőůńěŋ 36 { ¡ńěňěŋš 36 ŋĺńĳřăďĺłăń 26

Ő_{őąńăśšĳ čńăćŋżţ ĺďěăńőć 33}

{ čőňőňőřťĺğňă 31,68,146 őąřăğş¿źă£ űĺłńĺůěśłőľ ŕőďčřşŕŕż 143 őąřăğş¿źĺě

{ ĺďěăńă 27 { ňőďşń£ 70 őąž-ěň őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ 82 őŕěřăšőř

{ ńĺŋěľŋżľ 129 { řăğŋőśšŋżľ 130 { śďćĺčă 130 őŕěřăűĺ£ ąĺŋăřŋă£ 6

{ ćżůĺšăŋĺ£ 8 { ďěńěŋĺ£ 8 { łőňŕőğĺűĺĺ 138 { śńőęěŋĺ£ 6 { şňŋőęěŋĺ£ 6,138 őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż 86 őřąĺšă 143 őřĺěŋšăűĺ£ 82 őśšăšőł 33 őšłńăďżćăŋĺě ćěłšőřă őš šőůłĺ 64 őšőąřăęěŋĺě K-ńĺŋěľŋőě 68 Ŕ

ŕěřěňěŋŋă£ 20 ŕěřěśšăŋőćłă 84

{ ŋěů-ěšŋă£ 85 { ů-ěšŋă£ 85 ŕőćőřőšŋă£ čőňőšěšĺ£ 12 ŕőďčřşŕŕă 139

{ ŋőřňăńĳŋă£ 144 { űĺłńĺůěśłă£ 143 { ĺŋćăřĺăŋšŋă£ 144 ŕőďłőńĳűő 25 ŕőďňőďşńĳ łřşůěŋĺ£ 71 ŕőďŕőńě 8 ŕőďŕřőśšřăŋśšćő 65

{ ăťťĺŋŋőě 66 { ćěłšőřŋőě 65 { ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě 101 ŕőďśšăŋőćłă ř£ď£ ć ř£ď 125 ŕőńě 6

{ ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń 8 { łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń 10 { řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă 42 { řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń 8 { ůăśšŋżţ 120 ŕőńşčřşŕŕă ¡ŋďőňőřťĺğňőć 138 ŕőř£ďőł

{ čřşŕŕż 143 { ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ 94,111 { ¡ńěňěŋšă ć čřşŕŕě 143 ŕřăćĺńő

{ Łřăňěřă 91 { Ńěľąŋĺűă 39 { ŋĺšőůěł 86 ŕřăćżě ůăśšĺ śĺśšěňż 49 ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋă£ ňăšřĺűă 97 ŕřőďőńęěŋĺě ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ 71 ŕřőĺğćěďěŋĺě

{ ňăšřĺű 53 { ňŋőčőůńěŋőć 20 { śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć 21 ŕřőĺğćőďŋă£

{ ńőčăřĺťňĺůěśłă£ 127 { ťőřňăńĳŋőčő ř£ďă 125

{ ňŋőčőůńěŋă 39 ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ 134 ŕřőśšőě ŕőďŕőńě 30 ŕřőśšőľ

{ ĺďěăń 28 { ¡ńěňěŋš 36 ŕřőśšřăŋśšćő ćěłšőřŋőě 67 { { łőŋěůŋőňěřŋőě 73 ŕř£ňă£ 65 ŕř£ňă£ śşňňă

{ { łőńěű 32 { { ňőďşńěľ 100 { { ŕőďňőďşńěľ 100

Ř_{řăďĺşś-ćěłšőř 10,64}

řăğąĺěŋĺě 115

{ ŋă łńăśśż 24 { śőŕř£ę-ěŋŋőě 116 řăğńőęěŋĺě őŕřěďěńĺšěń£ 94,95 řăğňěřŋőśšĳ

{ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă 74 { łőčőňőńőčĺůěśłă£ 103 řăŋč

{ ňăšřĺűż 62 { śćőąőďŋőčő ňőďşń£ 71 řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ 8

{ { ăńčěąřăĺůěśłőě 42 řěďşłűĺ£ ŕő ňőďşń¿ n 29 řěğşńĳšăŋš 92 řěťńěłśĺćŋőśšĳ 23 řěÿěŋĺě śĺśšěňż 50 ř£ď { Ńőřăŋă 120 { ŕőłăğăšěńĳŋżľ 126 { Ŕ¿ĺğő 122 { śţőď£źĺľś£ 29

Ś_{śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż 115}

{ { ňőŋőňĺăńĳŋżě 116 { { ¡ńěňěŋšăřŋżě 113 śĺňňěšřĺůŋőśšĳ 23 śĺňňěšřĺ£ 138 śĺśšěňż řăćŋőńśĺńĳŋżě 50 śńěď ňăšřĺűż 99 śńőęěŋĺě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń 11 śňěęŋżě łńăśśż

{ { ŕő ŕőďčřşŕŕě142 { { ŕő ŕőďňőďşń¿ 102 śőďěřęăŋĺě ňŋőčőůńěŋă 42,120 śřăćŋěŋĺě 23

{ śšăřÿĺţ ůńěŋőć 112 { ŕő ňőďşń¿ ĺďěăńă 25 { ŕő ŕőďňőďşń¿ 102 śšăąĺńÿğăšőř 143 śšěŕěŋĳ

{ ňŋőčőůńěŋă 21 { ňőŋőňă 111 { ¡ńěňěŋšă 40 śšřőčĺľ śšşŕěŋůăšżľ ćĺď 51 śşňňă

{ ňăšřĺű 53 { ňŋőčőůńěŋőć 20 { śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć 22

Š_{šěőřěňă}

{ Ńăčřăŋęă 40 { Ńĺşćĺńń£ 46 { őą şňŋőęěŋĺĺ ŋă ůşęĺě ďőŕőńŋěŋĺ£ 95 { ő ćğăĺňŋżţ ąăğĺśăţ 105 šőůłĺ 64 šřăŋğĺšĺćŋőśšĳ 23 šřăŋśŕőğĺűĺ£ 85

Ş_{şňŋőęěŋĺě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń 11}

şřăćŋěĺě ďěńěŋĺ£ łřşčă 15

Ť_{ťăłšőř-}

{ łőńĳűő 26 { čřşŕŕă 145 { ňŋőęěśšćő 24 { ňőďşńĳ 101 ťăłšőřĺğăűĺ£ 24 ťőřňăńĳŋă£ őŕěřăűĺ£ ć k[[t]] 125 ťőřňă (őďŋőřőďŋă£ ťşŋłűĺ£) 83 { ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ 83 { łőśă£ 84 { łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ 84 { őąž-ěňă 81,82 { ŕőńĺńĺŋěľŋă£ 83 ťőřňşńă Ŋĳ¿šőŋă 136 ťşŋłűĺőŋăńĳŋżľ ăŋăńĺğ 49 ťşŋłűĺ£

{ ăńčěąřăĺůěśłă£ 121 { ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ 148 { ĺŋďĺłăšőřŋă£ 22 { ŕřőĺğćőď£źă£ 134 { řăűĺőŋăńĳŋă£ 118

Ţ_{ţăřăłšěřĺśšĺłă ŕőń£ 30}

ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ 99

Ű_{űěŋšřăńĺğăšőř 148}

űĺłńőćőľ šĺŕ ŕěřěśšăŋőćłĺ 148 űĺłńż ŋěğăćĺśĺňżě 148

Ů_{ůĺśńă}

{ Ąěřŋşńńĺ 131 { Łăšăńăŋă 135

Ÿ_{ÿĺřĺŋă ňăšřĺűż 50}

İ_{¡łśŕőŋěŋšă 126}

¡ńěňěŋš

{ ăńčěąřăĺůěśłĺľ 40 { łřşůěŋĺ£ 70 { ŋěŕřĺćőďĺňżľ 36 { ŋĺńĳŕőšěŋšŋżľ 19 { őąřăšĺňżľ 18,59 { { śńěćă 58 { { śŕřăćă 58 ¡ńěňěŋšăřŋżě

{ ďěńĺšěńĺ 108 { ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ { { ňăšřĺű 51 { { őąřăšĺňőě 60 { { şřăćŋěŋĺľ 50 { śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż 113 ¡ńěňěŋšż

{ ćğăĺňŋő ŕřőśšżě 27,35 { ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě 34 ¡ŕĺňőřťĺğň čřşŕŕ 138

§_{£ďřő čőňőňőřťĺğňă 31,68,146}