Ăńčěąřă, 1 łşřś, 1 śěňěśšř. Ńĺśšőł Â 1

İńěňěŋšż łőňąĺŋăšőřĺłĺ.

Ă1⋄1. Śłőńĳłő řăğŋżţ śńőć (ŋě őą£ğăšěńĳŋő őśňżśńěŋŋżţ) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕěřěśšăćń££ ąşłćż ć śńőćăţ

ă) řőł ; ą) şřőł ; ć) ÿŋşřőł ; č) łşřőł ; ď) łőńőąőł ; ě) ăă : : : ă a ąą : : : ą b ; ę) ą^1ą^1 : : : ą^1 k1 ą_2ą_2 : : : ą_2 k2 : : : : : : : : : ą_mą_m : : : ą_m km ;. Ă1⋄2. Řăśłřőľšě śłőąłĺ ĺ ŕřćěďĺšě ŕőďőąŋżě śńăčăěňżě ć ćżřăęěŋĺ£ţ

ă) (a_1 + a_2 + · · · + a_m)^2 ; ą) (a + b + c)^3 ; ć) (a + b)^n ; č) (a_1 + a_2 + · · · + a_m)^n . Ă1⋄3. Ĺňě¿šś£: 4 ŕőŕăřŋő őšńĺůă¿źĺţś£ ďřşč őš ďřşčă ůăÿłĺ, 4 śőćěřÿěŋŋő őďĺŋăłőćżţ čřăŋ-ěŋżţ śšăłăŋă, 10 śőćěřÿěŋŋő őďĺŋăłőćżţ łşśłőć śăţăřă ĺ 7 ŕőŕăřŋő řăğŋőűćěšŋżţ śőńőňĺŋőł. Śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ ňőęŋő řăğńőęĺšĳ:

ă) śőńőňĺŋłĺ ŕő ůăÿłăň ą) śăţăř ŕő ůăÿłăň ć) śăţăř ŕő śšăłăŋăň č) śőńőňĺŋłĺ ŕő śšăłăŋăň Ă1⋄4. Łăł ĺğňěŋ£šś£ őšćěšż ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě, ěśńĺ ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż ŕőśńě řăśłńăďżćăŋĺ£ ŕşśšżţ -ěňłőśšěľ ŋě őśšăćăńőśĳ?

Ă1⋄5. Śłőńĳłő řěÿěŋĺľ ĺňěěš şřăćŋěŋĺě x_1 + x_2 + · · · + x_m = n (čďě m; n { ťĺłśĺřőćăŋŋżě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă) ă) ć ŋăšşřăńĳŋżţ ą) ć űěńżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśńăţ?

Ă1⋄6. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš řăğńĺůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ m-¡ńěňěŋšŋőčő ňŋőęěśšćă ć n-¡ńěňěŋšŋőě?

Ă1⋄7. Ťĺčşřłă šĺŕă

(śőśšő£źă£ ĺğ ćżřăćŋěŋŋżţ ŕő ŕřăćőňş łřă¿ łńěšůăšżţ čőřĺğőŋšăńĳŋżţ ŕőńőśőł, ďńĺŋă łőšőřżţ ŋěćőğřăśšăěš śćěřţş ćŋĺğ) ŋăğżćăěšś£ ďĺăčřăňňőľ đŋčă. Őąźěě ůĺśńő łńěšőł ć ďĺăčřăňňě ŋăğżćăěšś£ ě-ě ćěśőň. Śłőńĳłő śşźěśšćşěš ďĺăčřăňň đŋčă

ă) ćěśă 6; ą) ćěśă 7, ĺňě¿źĺţ ŋě ąőńěě 3 śšřőł;

ć) ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěśă, ŋő ĺňě¿źĺţ ŋě ąőńěě p śšřőł ĺ ŋě ąőńěě q śšőńąűőć. Ňşńĳšĺŋőňĺăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż. Ěśńĺ N = n_1 + n_2 + · · · + n_ν (ćśě n_i { űěńżě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě)

šő ňż ŕőńăčăěň ( N n_1, n_2, . . ., n_ν )_{def} = N! n_1! · n_2! · · · · · n_ν ! . Ŕřĺ ν = 2 ůĺśńő ( n k, (n − k) ) = n! k!(n − k)! őąőğŋăůăěšś£ ěřěğ ( n k ) ĺ ŋăğżćăěšś£ (n, k)-šżň ąĺŋőňĺăńĳŋżň

łő¡ťťĺűĺěŋšőň ĺńĺ ůĺśńőň śőůěšăŋĺľ ĺğ n ŕő k). Őšňěšĺň, ůšő ( n k ) = ( n n − k ) . Ă1⋄8. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě őŕĺśăŋŋżě ćżÿě ůĺśńă (ŋăŕřĺňěř, ůĺśńő 1000!Œ100!^{10}) £ćń£¿šś£ űěńżňĺ.

Ă1⋄9. Ďőłăęĺšě řěłłşřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ( n k ) = ( n − 1 k − 1 ) + ( n − 1 k ) . Ă1⋄10. Ćżůĺśńĺšě: ă) ( n 0 ) + ( n 1 ) + · · · + ( n n ) ą) ( k k ) + ( k + 1 k ) + · · · + ( k + n k ) ć^*) ( n 0 )_2 + ( n 1 )_2 + · · · + ( n n )_2 . Ă1⋄11. Ŕşśšĳ p { ŕřőśšőě ůĺśńő. Ŕőłăęĺšě, ůšő ( p k ) ńĺąő řăćŋő 1 ńĺąő ďěńĺšś£ ŋă p, ĺ ćż£śŋĺšě

ă) łőčďă ( 2p k ) ≢ 0 mod p ?

ą^*) ćěřŋő ńĺ, ůšő ( b_0 + b_1p + · · · + b_kp^k a_0 + a_1p + · · · + a_kp^k ) ≡ ( b_0 a_0 )( b_1 a_1 ) · · · ( b_k a_k ) mod p ?

Ă1⋄12. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ( n k ) m łőńĺůěśšćő ćśěţ ůĺśěń ć m-ĺůŋőľ śĺśšěňě śůĺśńěŋĺ£ ś śşňňőľ

űĺťř, řăćŋőľ k. Ŕőłăęĺšě, ůšő ( n k ) 2 śőćŕăďăěš ś ąĺŋőňĺăńĳŋżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň ( n k ) , ă ć

őąźěň śńşůăě řăćŋő łő¡ťťĺűĺěŋšş ŕřĺ x^k ŕőśńě řăśłřżšĺ£ śłőąőł ĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ śńăčăěňżţ ć ćżřăęěŋĺĺ (1 + x + x^2 + · · · + x^{m−1})^n, ĺ ďőłăęĺšě śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£, őąőąźă¿źĺě ŕřěďżďşźĺě ťăłšż ő ůĺśńăţ śőůěšăŋĺľ:

ă^*) ( n k ) m = ( n n(m − 1) − k ) m ą^*) ( n k ) m = ( n − 1 k ) m + ( n − 1 k − 1 ) m + · · · + ( n − 1 k − m + 1 ) m m ć^*) ŕřĺ ń¿ąőň ťĺłśĺřőćăŋŋőň s ćżŕőńŋěŋő śőőšŋőÿěŋĺě ( n k ) m = ( s 0 ) m ( n − s k ) m + ( s 1 ) m ( n − s k − 1 ) m + · · · + ( s k ) m ( n − s 0 ) m č^*) ( n 0 ) m

2 + ( n 1 ) m

2 + · · · + ( n n(m − 1) ) m

2 = ( 2n n(m − 1) ) m Ă1⋄13^*. Ŕőďśůĺšăľšě łőńĺůěśšćő śůăśšńĺćżţ ăćšőąşśŋżţ šăńńőŋőć^1 .

1ăćšőąşśŋżľ šăńńőŋ ŋăğżćăěšś£ śůăśšńĺćżň, ěśńĺ śşňňă ŕěřćżţ šř-ěţ űĺťř ŋăŕĺśăŋŋőčő ŋă ŋ-ěň ÿěśšĺğŋăůŋőčő ŋőňěřă řăćŋă śşňňě ŕőśńěďŋĺţ šř-ěţ űĺťř 2

Ăńčěąřă, 1 łşřś, 1 śěňěśšř. Ńĺśšőł Â 2

Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă.

Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£. Ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń C | ¡šő ŕńőśłőśšĳ

ś ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ďěłăřšőćőľ śĺśšěňőľ łőőřďĺŋăš XOY (łăł ŋă řĺś. 2.1). Šőůłĺ z ∈ C ŋăğżćă¿šś£ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ. Ś ŋĺňĺ ść£ğăŋż śńěďş¿źĺě ŕőŋ£šĺ£: ćěźěśšćěŋŋă£ ůăśšĳ x = Re(z) { łőőřďĺŋăšă šőůłĺ z ŕő őśĺ [OX); ňŋšňă£ ůăśšĳ y = Im(z) { łőőřďĺŋăšă šőůłĺ z ŕő őśĺ [OY ); řăďĺşś-ćěłšőř z { ćěłšőř Oz ś łőŋűőň ć z ĺ ŋăůăńőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš; ňőďşńĳ |z| { ďńĺŋă řăďĺşś-ćěłšőřă z; ăřčşňěŋš Arg(z) { őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ ďńĺŋă ďşčĺ, łőšőřş¿ ŋăďő ŕřőľšĺ ŕő ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ őš ńşůă [OX) ďő ńşůă [OZ) (ğŋăł \+" śőőšćěšśšćşěš ďćĺęěŋĺ¿ ŕřőšĺć ŮŚ). Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő Arg(z) £ćń£ěšś£ ňŋőčőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺěľ őš z, ŕőśłőńĳłş őŕřěďěń-ěŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ń¿ąőčő űěńőčő ůĺśńă őąőřőšőć.

Őŕřěďěńěŋĺě őŕěřăűĺľ: śńőęěŋĺě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń| ¡šő śńő-

ęěŋĺě ĺţ řăďĺşś-ćěłšőřőć ŕő ŕřăĺńş ŕăřăńńěńőčřăňňă; şňŋőęěŋĺě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń | ¡šő ŕěřěňŋőęěŋĺě ĺţ ňőďşńěľ ś őďŋőćřěňěŋŋżň śńőęěŋĺěň ăřčşňěŋšőć^1.

6

- - 6 ´´ ´´ ´´ ´´ ´´ ´´7 Y

X i 1

y =Im(z)

x =Re(z)

−→z

Arg(z)

Řĺś. 2.1. Ăšřĺąşšż łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă.

Ăńčěąřăĺůěśłă£ ğăŕĺśĳ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń. Ůĺśńă ś łőőřďĺŋăšăňĺ (1, 0) ĺ (0, 1) őąőğŋăůă¿šś£ 1

ĺ i śőőšćěšśšćěŋŋő. Šăłĺň őąřăğőň, łăęďőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő ňőęŋő ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăŕĺśżćăšĳ ć ćĺďě z = x + iy = x · 1 + y · i, čďě x = Re(z) = |z| cos (Arg(z)), y = Im(z) = |z| sin (Arg(z)).

Ă2⋄1^∘. Ůěňş řăćŋż i^2, i^3, i^4, : : : , i^n ?

Ă2⋄2^∘. Ŕřőćěřĳšě ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň ŕőń£ ďń£ C (őśőąěŋŋő őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě łőřřěłšŋőśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ şňŋőęěŋĺ£ ĺ ŋă ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĳ) ĺ ćżřăğĺšě ďěľśšćĺšěńĳŋş¿ ĺ ňŋĺňş¿ ůăśšĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ śşňňż ďćşţ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ůěřěğ ďěľśšćĺšěńĳŋş¿ ĺ ňŋĺňş¿ ůăśšĺ śăňĺţ ¡šĺţ ůĺśěń.

Ă2⋄3^∘. Ćżřăğĺšě ćěźěśšćěŋŋş¿ ĺ ňŋĺňş¿ ůăśšĳ, ňőďşńĳ ĺ ăřčşňěŋš ůĺśńă (x + iy)^n, čďě x = cos ’; y = sin ’, ă) ůěřěğ z ĺ y; ą) ůěřěğ ’.

Ă2⋄4. Ćżůĺśńĺšě (š. ě. ŋăľďĺšě ćěźěśšćěŋŋş¿ ĺ ňŋĺňżě ůăšĺ, ňőďşńĳ ĺ ăřčşňěŋš): ă) (5 + i)(7 − 6i) 3 + i

; ą)

(1 + i)^5 (1 − i)^3

; ć) (√ 3 + i 1 − i

)_{30} ; č) (1 + cos ¸ + i sin ¸)^k .

Ă2⋄5. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺ£: ă) z^2 + (2i − 7)z + (13 − i) = 0 ; ą) z^3 = i ;

ć) (z + 1)^n − (z − 1)^n = 0 ; č) (z + i)^n + (z − i)^n = 0 ; ď) z = z^3 .

Ă2⋄6. Ćżřăğĺšě cos 2ı 5 ĺ sin 4ı 5 ć řăďĺłăńăţ.

Ă2⋄7. Ćśěčďă ńĺ ćěźěśšćěŋŋă£ ĺ ňŋĺňă£ ůăśšĺ łőřŋ£ łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ćżřăęă¿šś£ ć řăďĺłăńăţ ůěřěğ ćěźěśšćěŋŋżě ĺ ňŋĺňżě ůăśšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć şřăćŋěŋĺ£?

Ă2⋄8. Ćżůĺśńĺšě śşňňş ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ă) ćśěţ łőřŋěľ ą) s-šżţ śšěŕěŋěľ ćśěţ łőřŋěľ śšěŕěŋĺ n ĺğ 1.

Ă2⋄9. Ćżůĺśńĺšě śşňňż: ă) ( n 0 ) + ( n 4 ) + ( n 8 ) + · · · ; ą) ( n 1 ) + ( n 5 ) + ( n 9 ) + · · · ; ć) ( n 1 ) − 1 3 ( n 5 ) + 1 9 ( n 9 ) + · · · ; č) sin x + sin 2x + · · · + sin nx ;

ď) sin^2 x + sin^2 3x + · · · + sin^2(2n − 1) ; ě) cos x + 2 cos 2x + · · · + n cos nx .

Ă2⋄10. Ŕşśšĳ m∈N | ŋěů-ěšŋő. Şąěďĺšěśĳ, ůšő sin mx sin x

£ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš sin^2 x, ŋăľďĺšě ěčő śšěŕěŋĳ, łőřŋĺ ĺ śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ĺ ďőłăęĺšě šőęďěśšćă:

ă) sin(mx) sin x

= (−4)^m

�1_2^m

�1_2 ∏ j=0 ( sin^2 x − sin^2

(2ıjŒ m )) ; ą) (−1)^m

�1_2

sin(mx) = 2^{m−1 m−1} ∏ j=0 sin ( x + 2ıjŒm ) . Ă2⋄11. Ćżůňśńĺšě z^m + 1=z^m, ěśńĺ z + 1=z = 2 cos „. Ă2⋄12. Łşďă őšőąřăęěŋĺ£ z −→ z^2 ĺ z −→ 1=z ŕěřěćőď£š:

ă) ŕř£ňş¿ y = kx ; ą) őłřşęŋőśšĳ |z + i| = 1 ; ć) łőőřďĺŋăšŋş¿ śěšłş ; č) łőÿěůłş ś řĺś. 2.2 ?

Ă2⋄13. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŕőŕăřŋő řăğŋżě z_1; z_2; z_3 ∈ C šőčďă ĺ

šőńĳłő šőčďă ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, łőčďă z_1 − z_3 z_2 − z_3 ćěźěśšćěŋŋő?

Řĺś. 2.2. Łőňŕńěłśŋă£ łőÿěůłă

Ă2⋄14. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ůěšżřě ŕőŕăřŋő řăğŋżě šőůłĺ z_1; z_2; z_3; z_4 ∈ C , ŋě ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ, łőčďă ĺţ ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě (z_1 − z_3) : (z_2 − z_3) (z_1 − z_4) : (z_2 − z_4) ćěźěśšćěŋŋő?

Ă2⋄15. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě z −→ (az + b)=(cz + d) (čďě a; b; c; d ∈ C ) ŕěřěćőďĺš őłřşęŋőśšĺ ĺ ŕř£ňżě ĺńĺ ć őłřşęŋőśšĺ ĺńĺ ć ŕř£ňżě, śőţřăŋ££ ŕřĺ ¡šőň şčńż.

Ă2⋄16. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ćś£łőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő z ≠ −1 ś |z| = 1 ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě z = 1 + ti

1 − ti ś t∈R?

2

Ăńčěąřă, 1 łşřś, 1 śěňěśšř. Ńĺśšőł Â 3

Śřăćŋěŋĺ£ ĺ ćżůěšż.

Ă3⋄1. Ďőłăęĺšě, ůšő şřăćŋěŋĺě 15x^2 − 7y^2 = 9 ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ć űěńżţ ůĺśńăţ. Ă3⋄2. Ďőłăęĺšě, ůšő şřăćŋěŋĺ£ x^2 + y^2 + z^2 = 2xyz ĺ 5x^3 + 11y^3 + 13z^3 = 0 ŋě ĺňě¿š űěńőůĺśńěŋŋżţ řěÿěŋĺľ, łřőňě x = y = z = 0.

Łőńĳűő ćżůěšőć Z/nZśőśšőĺš, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ĺğ n őśšăšłőć 0, 1, . . . , (n − 1) őš ďěńěŋĺ£ ŋă n. İńěňěŋšż łőńĳűă ćżůěšőć ňőęŋő śłńăďżćăšĳ ĺ şňŋőęăšĳ | řěğşńĳšăšăňĺ ¡šĺţ őŕřěăűĺľ , ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, śůĺšă¿šś£ őśšăšőł őš śşňňż ĺ őśšăšőł őš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ őśšăšłőć-őŕěřăŋďőć.

Ă3⋄3^∘. Ŕřőćěřĳšě, ůšő Z=nZşďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň łőňňşšăšĺćŋőčő łőńĳűă ś ěďĺŋĺűěľ. Ă3⋄4. Śőśšăćĳšě šăąńĺűż şňŋőęěŋĺ£ ďń£ łőńěű Z=4Z, Z=5Z, Z=6Z, Z=7Zĺ Z=8Z. Ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ łőńěű ŋăľďĺšě ćśě őąřăšĺňżě ¡ńěňěŋšż, ćśě łćăďřăšż, ćśě ďěńĺšěńĺ ŋşń£ ĺ ćśě ŋĺńĳŕőšěŋšż.

Ă3⋄5^∘. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě Z^{resn}−−−→ Z=nZ, ŕěřěćőď£źěě ůĺśńő m ∈ Zć ěčő őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ ŋă n £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň łőńěű, š. ě. ŕěřěćőďĺš śşňňż ć śşňňż, ă ŕřőĺğćěďěŋĺ£ { ć ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Řěďşłűĺ£ ŕő ňőďşń¿ n | ¡šő ŋăşůŋőě ŋăğćăŋĺě ďń£ čőňőňőřťĺğňă ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ. Ŕřĺňěŋ££

řěďşłűĺ¿ ŕő ňőďşń¿ n ł łăłőňş-ńĺąő şřăćŋěŋĺ¿ ć łőńĳűě Z ňż ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě Z/nZ, ŕřĺů-ěň ĺğ ěčő ŋěřăğřěÿĺňőśšĺ ć Z/nZćżšěłăěš, őůěćĺďŋő, ŋěřăğřěÿĺňőśšĳ ĺśţőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ć Z. Ććĺďş łőŋěůŋőśšĺ łőńĳűă Z/nZ, ăŋăńĺğ řăğřěÿĺňőśšĺ şřăćŋěŋĺľ ůăśšő řěğłő şŕřőźăěšś£ ŕřĺ řěďşłűĺĺ ŕő ŕőďţőď£źěňş ňőďşń¿. Ĺňě£ ¡šő ć ćĺďş ćěřŋĺšěśĳ ěź-ě řăğ ł ğăď. Ă3⋄1 ĺ ğăď. Ă3⋄2.

Ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă ěśšĳ ŕřőűěďşřă, ŕőğćőń£¿źă£ ążśšřő őšżśłăšĳ ŊŐĎ ŕăřż ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń A,

B (ĺńĺ ňŋőčőůńěŋőć A, B őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ ŋăď ŕőńěň) ĺ śőśšő£źă£ ć śńěďş¿źěň. Ŕşśšĳ A > B (śőőšć. deg A > deg B). Ŕőńőęĺň

E_1 = A , E_2 = B , E_ν = őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ E_{ν−2} ŋă E_{ν−1} .

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ E_ν (śőőšć. deg E_ν ) śšřőčő ňőŋőšőŋŋő şążćăěš ďő šěţ ŕőř, ŕőłă őůěřěďŋőľ E_ν ŋě ąşďěš ŋşńěćżň. Ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ E_ν řăćěŋ ŊŐĎ(A, B).

Ă3⋄6. Ďőłăęĺšě ¡šő ĺ şąěďĺšěśĳ, ůšő ŊŐĎ ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă ń¿ąőľ ďřşčőľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ. Ă3⋄7. Ŕşśšĳ A, B { űěńżě ůĺśńă (śőőšć. ňŋőčőůńěŋż). Ďőłăęĺšě, ůšő ćśěčďă ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ šăłĺě űěńżě ůĺśńă (śőőšć. ňŋőčőůńěŋż) a, b, ůšő aA + bB = ŊŐĎ(A; B). Ŕőďąěřĺšě šăłĺě a, b ĺ ćżůĺśńĺšě ŊŐĎ(A; B) ďń£ ă) A = 1537, B = 1387 ; ą) A = x^5 − 1, B = x^4 + x^2 + 1 .

Ă3⋄8. Ŕşśšĳ m { ŕřőĺğćőńĳŋőě, ă a, b { ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ůĺśńă (ĺńĺ ¡ńěňěŋšż k[x]). Ďőłăęĺšě, ůšő ă) m ďěńĺšś£ ĺ ŋă ab, ěśńĺ m ďěńĺšś£ ĺ ŋă a ĺ ŋă b; ą) a ďěńĺš m, ěśńĺ a ďěńĺš mb.

Ă3⋄9. Ďőłăęĺšě, ůšő łńăśś k mod n šőčďă ĺ šőĳłő šőčďă őąřăšĺň ć Z=nZ, łőčďă n ĺ k ćğăĺňŋő ŕřőśšż ć Z.

Ă3⋄10. Ŕşśšĳ p { ŕřőśšőě ůĺśńő. Ąşďěš ńĺ Z=pZ ŕőńěň? Ŋăľďĺšě ćśě x ∈ Z=pZ, šăłĺě ůšő x^2 = 1, ĺ ćżůĺśńĺšě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ ŋěŋşńěćżţ ůĺśěń ć Z=pZ.

Ă3⋄11 (šěőřěňă Ćĺńĳśőŋă). Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăšşřăńĳŋőě p ⩾ 2 £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă (p − 1)! + 1 ≡ 0 ( mod p).

Ă3⋄12 (ňăńă£ šěőřěňă Ťěřňă). Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő űěńőčő ůĺśńă m, ŋě ďěń£źěčőś£ ŋă ŕřőśšőě ůĺśńő p, ćżŕőńŋěŋő śřăćŋěŋĺě m^{p−1} ≡ 1 mod p.

Ă3⋄13. Ŕşśšĳ p { ŕřőśšőě ůĺśńő. Ćż£śŋĺšě, śłőńĳłő ćśěčő ŋěŋşńěćżţ łćăďřăšőć ć Z=pZĺ ćśěčďă ńĺ ć Z=pZřăğřěÿĺňő şřăćŋěŋĺě x^2 + y^2 = −1.

Ă3⋄14. Łăłĺě ğŋăůěŋĺ£ ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ťşŋłűĺ£ y = x^p

�1_2 ŋă ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšăţ Z=pZŕřĺ ŕřőśšőň p? Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŋěŋşńěćőľ x ∈ Z=pZšőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň, łőčďă x^p

�1_2

= 1 ?

Ă3⋄15^* (ńěňňă Čăşśśă). Ğăŕĺÿěň ćśě ůĺśńă ĺğ Z=pZ(čďě p { ŕřőśšőě) ŕő ŕőř£ďłş ć ćĺďě − p − 1 2 ; : : : ; −1 ; 0 ; 1 ; : : : ;

p − 1 2 : Ďőłăęĺšě, ůšő

ă) a šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă łćăďřăš ć Z=pZ, łőčďă ć ŕřěďżďşźěľ ğăŕĺśĺ ů-ěšŋőě ůĺśńő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ŋă a;

ą) −1 łćăďřăš ć Z=pZšőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă p ≡ 1 (mod 4) ĺńĺ p = 2; ć) 2 łćăďřăš ć Z=pZšőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă (p^2 − 1)=8 ů-ěšŋő.

Łćăďřăšĺůŋă£ ćğăĺňŋőśšĳ. Ŕşśšĳ p { ŕřőśšőě ůĺśńő. Śőŕőśšăćĺň łăęďőňş n∈Zśĺňćőń Ńěęăŋďřă -

§łőąĺ ( n p ) ∈{−1 , 0 , 1 }, ğŋăůěŋĺě łőšőřőčő řăćŋő ŋşń¿, ěśńĺ n ďěńĺšś£ ŋă p, ěďĺŋĺűě { ěśńĺ n £ćń£ěšś£

ŋěŋşńěćżň łćăďřăšőň ć ZŒpZ, ĺ −1 | ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ.

Ă3⋄16. Ďőłăęĺšě, ůšő ( n p ) | ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżľ ţăřăłšěř^1 ĺ ůšő^{p−1} ∑ i=1 ( i p ) = 0.

Ă3⋄17^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ğŋăł ( m p ) śőćŕăďăěš śő ğŋăłőň ŕřőĺğćěďěŋĺ£^{(p−1)/2} ∏ j=1 sin ( m · 2ıjŒp ) sin (2ıjŒ p ) . Şłăğăŋĺě. ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ńěňňőľ Čăşśśă

Ă3⋄18^* (łćăďřăšĺůŋżľ ğăłőŋ ćğăĺňŋőśšĺ). Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ążţ ŕřőśšżţ ůĺśěń p; q ( p q ) · ( q p ) = (−1)^p

�1_2 q�1_2 : Şłăğăŋĺě. ćőśŕőńĳğşľšěśĳ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůěľ ĺ řăğńőęĺšě ćśě ŕěřěňŋőęăěňżě ďřőąĺ ŋă ňŋőęĺšěńĺ ŕő ťőřňşńăň ĺğ ńĺśšłă ÀŁőňŕńěłśŋżě ůĺśńăÁ.

Ă3⋄19. Ŋăľďĺšě ( 43 109 ) .

1ťşŋłűĺ£ Z f−−→ C ŋăğżćăěšś£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżň ţăřăłšěřőň, ěśńĺ f(mn) = f(m)f(n) ćś£łĺľ řăğ, łőčďă ŋőď(m, n) = 1 2

Ăńčěąřă, 1 łşřś, 1 śěňěśšř. Ńĺśšőł Â 4

Łőňňşšăšĺćŋżě łőńĳűă, čőňőňőřťĺğňż ĺ ĺďěăńż

Šěřňĺŋőńőčĺ£. Őšőąřăęěŋĺě A^φ−−→ B ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň łőńěű^1 ěśńĺ ∀ a_1, a_2 ∈ A ć łőńĳűě B ćżŕőńŋěŋż śőőšŋőÿěŋĺ£ φ(a_1 + a_2) = φ(a_1) + φ(a_2) ĺ φ(a_1a_2) = φ(a_1)φ(a_2). Ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżě čőňőňőňőřťĺğňż ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňőřťĺğňăňĺ, ă ĺğőňőřťĺğňż ŋă śěą£ ŋăğżćă¿šś£ ăćšőňőřťĺğňăňĺ.

Ă4⋄1. Ŕşśšĳ A^φ−−→ B { ŋěŋşńěćőľ čőňőňőřťĺğň łőňňşšăšĺćŋżţ łőńěű ś ěďĺŋĺűăňĺ. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ’(1) = 1? Ĺğňěŋĺšś£ ńĺ őšćěš, ěśńĺ ć B ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£?

Ă4⋄2. Ŋăľďĺšě ćśě ăćšőňőřťĺğňż

ă) ŕőń£ C , őśšăćń£¿źĺě ¡ńěňěŋšż ĺğ R ŋěŕőďćĺęŋżňĺ. ą^*) ŕőń£ Q[^3 √ 2]^{def}= Q[x]=(x^3 − 2).

Ă4⋄3^∘. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őąřăğ im ’^{def}= { b ∈ B | ∃a ∈ A’(a) = b } čőňőňőřťĺğňă łőńěű A^φ−−→ B £ćń£ěšś£ ŕőďłőńĳűőň ć B, ă £ďřő ker ’^{def}= { a ∈ A | ’(a) = 0 } £ćń£ěšś£ ĺďěăńőň^2 ć A, ŕřĺů-ěň ker ’ = {0} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ’ { ćńőęěŋĺě.

Ă4⋄4^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĳűő £ćń£ěšś£ ŕőńěň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ŋě ĺňěěš ĺďěăńőć, őšńĺůŋżţ őš (0) ĺ śăňőčő łőńĳűă.

Łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ. Ŕř£ňőľ śşňňőľ A_1 ⊕A_2 ⊕ · · · ⊕A_n łőńěű^3 ŋăğżćăěšś£ łőńĳűő, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ şŕőř£ďőůěŋŋżě ŋăąőřż (a_1, a_2, . . ., a_n) ĺğ a_ν ∈ A_ν ś ŕőłőőřďĺŋăšŋżň śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň.

Ă4⋄5. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ m = rs ĺ ŊŐĎ (r; s) = 1, šő ZŒmZ = ZŒrZ⊕ ZŒsZ, ĺ ćżćěďĺšě ĺğ ¡šőčő, ůšő ěśńĺ ůĺśńő m řăğńőęěŋő ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ: m = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n , šő ĺňěěšś£ ĺğőňőřťĺğň łőńěű ZŒmZ∼= ZŒp^{k1}_1 Z⊕ ZŒp^{k2}_2 Z⊕ · · · ⊕ ZŒp^kn_n Z.

Ă4⋄6. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě ăŋăńőč ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ďń£ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć k[x], čďě k | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńě.

Ă4⋄7. Řěÿĺšě ć ZŒ360Zşřăćŋěŋĺ£ ă) x^2 = 1 ą) x^3 = 1 ć) x^2 = 49 . Ă4⋄8. Őŕĺÿĺšě ćśě ňŋőčőůńěŋż f ∈Q[x], ĺňě¿źĺě őśšăšłĺ 1 + x, 1 + x^3 ĺ 1 + x^5 őš ďěńěŋĺ£ ŋă 1 + x^2, 1 + x^4 ĺ 1 + x^8 śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ěćłńĺďőćőśšĳ. Łőńĳűő A ŋăğżćăěšś£ ěćłńĺďőćżň, ěśńĺ ć ŋ-ěň ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£ ĺ ĺňěěšś£ ťşŋłűĺ£ ćżśőšż λ ĺğ ňŋőęěśšćă ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć A ć ňŋőęěśšćő űěńżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń, őąńăďă¿źă£ śćőľśšćőň λ(ab) ⩾ max ( λ(a), λ(b) ) ĺ šăłă£, ůšő ∀ a, b ∈ A, b ≠ 0 ŋăľďşšś£ q ĺ r ĺğ A šăłĺě, ůšő a = bq + r ĺ ńĺąő r = 0, ńĺąő λ(r) < λ(b). Łőńĳűő A ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ěśńĺ ćśě ĺďěăń£ ć A ĺňě¿š ćĺď (a)^{def}= aA = {ax | x∈A} ś a∈A. Ă4⋄9^∘. Şąěďĺšěśĳ, ůšő łőńĳűă Zĺ k[x], čďě k { ŕőńě, ěćłńĺďőćż. Ă4⋄10. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łőě ěćłńĺďőćő łőńĳűő £ćń£ěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć. Ă4⋄11. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĳűő Z[!] = {a + b! | a; b ∈ Z} ⊂ C , čďě ! ≠ 1 { őďĺŋ ĺğ łőňŕńěłśŋżţ łőřŋěľ şřăćŋěĺ£ z^3 = 1, £ćń£ěšś£ ěćłńĺďőćżň őšŋőśĺšěńĳŋő ćżśőšż –(z) = |z|^2 ĺ őŕĺÿĺšě ňŋőęěśšćő őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć ¡šőčő łőńĳűă.

Ă4⋄12. Ďőłăęĺšě, ůšő łőńĳűă Q[x; y] ĺ Z[x] ŋě £ćń£¿šś£ łőńĳűăňĺ čńăćŋżţ ĺďěăńőć. Šěřňĺŋőńőčĺ£. Ĺďěăń a ć łőňňşšăšĺćŋőň łőńĳűě A ś ěďĺŋĺűěľ ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ć łőńĳűě A/a

ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£, ĺ ňăłśĺňăńĳŋżň, | ěśńĺ A/a { ŕőńě. İńěňěŋš a∈A ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ĺďěăń (a) ŕřőśš, ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżň, | ěśńĺ a ŋě ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ ŋěőąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć.

1ůšő šăłőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő ś ěďĺŋĺűěľ ĺ ůšő šăłőě ŕőńě śň. ć łăőň-ŋĺąşďĳ şůěąŋĺłě ăńčěąřż, ŋăŕřĺňěř ć ğăŕĺśłăţ ńěłűĺľ

2ŕőďłőńĳűő i ⊂ A ŋăğżćăěšś£ ĺďěăńőň, ěśńĺ ai^{def}= {ax | x ∈ i} ⊂ i ∀ a ∈ , A 3ĺŋőčďă ćňěśšő Àŕř£ňă£ śşňňăÁ čőćőř£š Àŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺěÁ ĺ ŕĺÿşš A_1 ×A_2 × · · · ×An, ůšő ąőńěě ŕřăćĺńĳŋő ś ÀőąźěłăšěčőřŋőľÁ šőůłĺ ğřěŋĺ£, ŋő ć řăśśňăšřĺćăěňżţ ŋăňĺ śńşůă£ţ őąőğŋăůăěš ć šőůŋőśšĺ šő ęě śăňőě

Ă4⋄13^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż ŕřőśšż, ă ŕřőśšżě ¡ńěňěŋšż ŋěŕřĺćőďĺňż. Ă4⋄14. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ěćłńĺďőćőň łőńĳűě ŕřőśšőšă ¡ńěňěŋšă řăćŋőśĺńĳŋă ěčő ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ.

Ă4⋄15^*. Čń£ď£ ŋă řăćěŋśšćő 2 · 2 = ( √ 5 + 1) · ( √ 5 − 1) ć łőńĳűě Z[ √ 5], şłăęĺšě ć ¡šőň łőńĳűě ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŋěŕřőśšőľ ¡ńěňěŋš.

Ă4⋄16^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšőšă ¡ńěňěŋšă p řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋżţ a; b ∈ A ¡ńěňěŋš p ďěńĺš ŕřőĺğćěďěŋĺě ab ńĺÿĳ ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő őŋ ďěńĺš ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ.

Ă4⋄17^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺďěăń £ćń£ěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőň śšřőčő ąőńĳÿěň ĺďěăńě, őšńĺůŋőň őš ćśěčő łőńĳűă.

Ă4⋄18. Ąşďěš ńĺ ťăłšőřłőńĳűő R[x]=(f(x)) ŕőńěň ŕřĺ f = x^4 + 1, f = x^3 + 1 ĺ f = x^2 + 3? Ă4⋄19. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőůńěŋ x^{p−1} + ::: + x + 1 ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď Q ŕřĺ ŕřőśšőň p > 1.

Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğşľšěśĳ łřĺšěřĺěň İľğěŋÿšěľŋă.

Ă4⋄20. Ŕşśšĳ f(x) - ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n ŋăď ŕőńěň Z=pZ(p - ŕřőśšőě ůĺśńő).

Ďőłăęĺšě, ůšő ťăłšőř-łőńĳűő (Z=pZ) [x]Œ(f) ěśšĳ łőŋěůŋőě ŕőńě ĺ ŋăľďĺšě ůĺśńő ěčő ¡ńěňěŋšőć.

Ă4⋄21. Ŕşśšĳ f; g ∈ Z[x] ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ďěńĺšěńěľ, őšńĺůŋżţ őš ±1. Ďőłăęĺšě, ůšő ťăłšőřłőńĳűő Z[x]=(f; g) łőŋěůŋő.

Ă4⋄22. Ďőłăęĺšě, ůšő ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ ¡ńěňěŋšőć.

Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğşľšěśĳ šěň, ůšő ć łőńĳűě čńăćŋżţ ĺďěăńőć ŋěńĳğ£ ŕőśšřőĺšĳ ąěśłőŋěůŋőľ ćőğřăśšă¿źěľ űěŕőůłĺ śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ďřşč ć ďřşčă ĺďěăńőć.

Ă4⋄23. Ďőłăęĺšě, ůšő ć łőńĳűě k[x] ňŋőčőůńěŋőć ŋăď ń¿ążň ŕőńěň ĺňěěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć.

Ă4⋄24. Ć łőńĳűě k[[x]] ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć ŋăď ŕőńěň k őŕĺÿĺšě ćśě ĺďěăńż ĺ ćśě ňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż.

Ă4⋄25. Čăşśśőćż űěńżě ůĺśńă. Ŕşśšĳ Č = { m + ni ∈ C | m; n ∈ Z} | łőńĳűő űěńżţ čăşśśőćżţ ůĺśěń. Ďőłăęĺšě, ůšő

ă) Č { ěćłńĺďőćő łőńĳűő őšŋőśĺšěńĳŋő ćżśőšż –(z) = |z|^2;

ą) ěśńĺ ůĺśńă m_1 ĺ m_2 ŕřěďśšăćĺňż ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć ďćşţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń, šő ĺ ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě m_1m_2 šőęě ŕřěďśšăćĺňő;

ć) śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă ŕřőśšőě ůĺśńő p∈Zŕőŕăřŋő řăćŋőśĺńĳŋż:

(a) p∈Zŕěřěśšă-ěš ążšĳ ŕřőśšżň ć Č ;

(b) p ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě śşňňż łćăďřăšőć ďćşţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń; (c) −1 £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ć Z=pZ; (d)^∗ p ≢ 3( mod 4).

Ă4⋄26^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŋě £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ĺ ŋě ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě śşňňż ďćşţ łćăďřăšőć, łőčďă ć ěčő řăğńőęěŋĺĺ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ şůăśšćşěš ţőš£ ąż őďŋő ŕřőśšőě ůĺśńő ćĺďă 4k + 3 ć ŋěů-ěšŋőľ śšěŕěŋĺ.

Ă4⋄27. Śşźěśšćşěš ńĺ ć łőńĳűě čăşśśőćżţ űěńżţ ůĺśěń Č šăłőľ ĺďěăń a ⊂ Č , ůšő ťăłšőřłőńĳűő

Č =a £ćń£ěšś£ ă) ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ 2? ą) ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ 3?

(ć śńşůăě ŕőńőęĺšěńĳŋőčő őšćěšă şłăęĺšě, śłőńĳłő ¡ńěňěŋšőć ňőęěš ążšĳ ć ¡šőň ŕőńě).

2

Ăńčěąřă, 1 łşřś, 1 śěňěśšř. Ńĺśšőł Â 4 12 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Ŕřĺňěřż ŋă ďěńĺňőśšĳ

Ťşŋłűĺ£ İľńěřă. Ďń£ łăęďőčő n ∈ Z őąőğŋăůĺň ůěřěğ φ(n) ťşŋłűĺ¿ İľńěřă | ůĺśńő őąřăšĺňżţ

¡ńěňěŋšőć łőńĳűă Z/nZ(š. ě. łőńĺůěśšćő ćśěţ ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś n ůĺśěń k ∈ N, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺţ n − 1).

Ă4^1_2 ⋄1. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ťşŋłűĺ£ İľńěřă £ćń£ěšś£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżň ţăřăłšěřőň, ĺ ůšő ěśńĺ m = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n | řăğńőęěŋĺě ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ, šő

ă) ’(m) = ’(p^{k1}_1 )’(p^{k2}_2 ) · · · ’(p^{kn}_n ) ; ą) ’(m) = m · ( 1 − 1 p_1 ) · · · · · ( 1 − 1 p_n ) . Ă4^1_2 ⋄2. Ŋăľďĺšě ćśě m šăłĺě, ůšő ’(m) = 10.

Ă4^1_2 ⋄3 (šěőřěňă İľńěřă). Ćż£śŋĺšě, ůěňş řăćŋő ŕřőĺğćěďěŋĺě ćśěţ őąřăšĺňżţ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă Z=nZĺ ćżůĺśńĺšě a^{φ(m)} ďń£ ďăŋŋőčő őąřăšĺňőčő a ∈ Z=nZ.

Ťşŋłűĺ£ Ň-ěąĺşśă. Ŕşśšĳ m∈Zřăğńőęěŋő ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ: m = p^{k1}_1 · · · ·· p^{kn}_n ; ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ

Ň-ěąĺşśă μ(m) ŋă ůĺśńě m ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ řăćŋő 0, ěśńĺ ţőšĳ őďĺŋ ĺğ ŕőłăğăšěńěľ k_i ⩾ 2 (š. ě. ěśńĺ m ďěńĺšś£ ŋă ŋěŋşńěćőľ łćăďřăš), ĺ řăćŋő (−1)^n, ěśńĺ ćśě ŕőłăğăšěńĺ k_1, k_2, . . ., k_n řăćŋż 1. Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ m = 0 ĺňěěň μ(1)^{def}= 1.

Ă4^1_2 ⋄4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő —(m) £ćń£ěšś£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżň ţăřăłšěřőň, ĺ ďőłăęĺšě šőęďěśšćő ∑ d|n —(d) = { 1 ; ŕřĺ n = 1 0 ; ŕřĺ n > 1 .

Ă4^1_2 ⋄5 (őąřăźěŋĺě Ň-ěąĺşśă). Ŕşśšĳ ďń£ ťşŋłűĺĺ N^g - C ŕřĺ łăęďőň n ∈ N ĺğćěśšŋő ğŋăůěŋĺě śşňňż ff(n) = ∑ d|n g(d). Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă ťşŋłűĺ¿ g ňőęŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ ŕő ťşŋłűĺĺ ff ŕřĺ ŕőňőźĺ ťőřňşńż g(n) = ∑ d|n —(n=d)ff(d).

Ă4^1_2 ⋄6. Ďń£ ďăŋŋőčő m∈N ćżůĺśńĺšě ∑ d|m ’(d).

Łřşčőćżě ňŋőčőůńěŋż. Łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő ζ ∈ C ŋăğżćăěšś£ ŕěřćőőąřăğŋżň łőřŋěň n-šőľ śšěŕěŋĺ,

ěśńĺ ćśě łőňŕńěłśŋżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěĺ£ z^n = 1 £ćń£¿šś£ śšěŕěŋ£ňĺ ζ. Ňŋőčőůńěŋ f_n(x)^{def}= ∏ ζ (x−ζ) ∈ C [x], čďě ζ ŕřőąěčăěš ćśě řăğńĺůŋżě ŕěřćőőąřăğŋżě łőřŋĺ śšěŕěŋĺ n, ŋăğżćăěšś£ n-šżň łřşčőćżň ňŋőčőůńěŋőň.

Ă4^1_2 ⋄7. Ďń£ ń¿ąőčő ńĺ n∈N śşźěśšćş¿š ŕěřćőőąřăğŋżě łőřŋĺ n-šőľ śšěŕěŋĺ? Ă4^1_2 ⋄8. Ŕřăćďă ńĺ, ůšő x^n − 1 = ∏ d|n f_d(x) ? Ĺśŕőńĳğş£ ŕőďţőď£źş¿ ňőďĺťĺłăűĺ¿ őąřăźěŋĺ£

Ň-ěąĺşśă, ďőłăęĺšě, ůšő f_n(x) = ∏ d|n (x^{n/d} − 1)^{μ(d)}.

Ă4^1_2 ⋄9. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ćśěţ n∈N n-šżľ łřşčőćőľ ňŋőčőůńěŋ f_n ĺňěěš śšěŕěŋĳ ’(n), űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺ ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď Z.

Ă4^1_2 ⋄10. Ŕşśšĳ p∈N { ŕřőśšőě. Ćěřŋő ńĺ, ůšő: ă) f_{2n}(x) = f_n(−x) ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n ;

ą) f_p(x) = x^{p−1} + · · · + x + 1 ; ć) f_pk (x) = f_p ( x^{pk}�^1 ) č) f_{pm}(x) = f_m (x^p) f_m(x) ŕřĺ p ̸| m .

Ă4^1_2 ⋄11. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ m = p^{k1}_1 · · · · · p^{kn}_n (p_i | řăğńĺůŋżě ŕřőśšżě ůĺśńă), šő f_m(x) = f_{p1p2···pn} ( x^{pk1} �1_{1 ···p}k_n�1_n ) : Ŕěřćőőąřăğŋżě łőřŋĺ ć łőńĳűě ćżůěšőć. Ŕşśšĳ a { őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă Z/nZ. Ŋăğőć-ěň

ŕőř£ďłőň ćżůěšă a ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő k šăłőě, ůšő a^k = 1. İńěňěŋš a ŋăğżćăěšś£ ŕěřćőőąřăğŋżň łőřŋěň ŕő ňőďşń¿ n , ěśńĺ ćśě ŕřőůĺě őąřăšĺňżě ćżůěšż £ćń£¿šś£ ěčő śšěŕěŋ£ňĺ.

Ă4^1_2 ⋄12. Ŕşśšĳ ŕőř£ďłĺ k_1; k_2; : : : ; k_n ćżůěšőć a_1; a_2; : : : ; a_n ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšż. Ůěňş řăćěŋ ŕőř£ďőł ćżůěšă a = a_1 · · · · · a_n ?

Ă4^1_2 ⋄13. Ŕşśšĳ ćżůěšż ŕőř£ďłőć k ĺ l śşźěśšćş¿š. Śşźěśšćşěš ńĺ ćżůěš ŕőř£ďłă ŊŐŁ (k; l) ? Ă4^1_2 ⋄14. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ śşźěśšćőćăŋĺ£ ŕěřćőőąřăğŋőčő łőřŋ£ ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő śşźěśšćőćăŋĺě őąřăšĺňőčő ćżůěšă ŕőř£ďłă ’(n). Ŕő ń¿ąőňş ńĺ ŕřőśšőňş ňőďşń¿ śşźěśšćşěš ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ?

Ă4^1_2 ⋄15^*. Ŕşśšĳ % | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ ŕő ŕřőśšőňş ňőďşń¿ p > 2. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš #∈N, šăłőě ůšő (% + p#)^{p−1} ≡ 1 mod p , ŋő (% + p#)^{p−1} ≢ 1 mod p^2 . Ćěřŋő ńĺ, ůšő łńăśś % + p# £ćń£ěšś£ ŕěřćőőąřăğŋżň łőřŋěň ŕő ňőďşń¿ p^k ďń£ ćśěţ k ∈N?

Ă4^1_2 ⋄16^*. Ďőłăęĺšě śşźěśšćőćăŋĺě ŕěřćőőąřăğŋőčő łőřŋ£ mod 2 p^k ∀ k ∈N ĺ ŕřőśšőčő p. Ă4^1_2 ⋄17. Śşźěśšćşěš ńĺ ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ ŕő ňőďşń¿ 21?

Łőňąĺŋăšőřĺłă őąřăźěŋĺ£ Ň-ěąĺşśă

ůşňż. Ňŋőęěśšćő P , ďń£ ŋěłőšőřżţ ŕăř ¡ńěňěŋšőć łőšőřőčő ğăďăŋő őšŋőÿěŋĺě ŕőř£ďłă ⩽ śő śćőľśšćă- ňĺ: (1) (x ⩽ y & y ⩽ x) ⇔ (x = y); (2) (x ⩽ y & y ⩽ z) ⇒ (x ⩽ z) .

ůăśšĺůŋő şŕőř£ďőůěŋŋżň ňŋőęěśšćőň (śőłřăź-ěŋŋő ůşňőň). ůşň ŋăğżćăěšś£ ńőłăńĳŋő łőŋěůŋżň, ěśńĺ ďń£ ćśěţ x, y ∈ P × P ňŋőęěśšćő [x, y]^{def}= { z | x ⩽ z ⩽ y } { łőŋěůŋő. Ňŋőęěśšćő ťşŋłűĺľ ϱ(x, y) :

P × P - C , şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ ϱ(x, y) = 0 ŕřĺ x > y, ś őŕěřăűĺ£ňĺ

[ϱ_1 + ϱ_2] (x, y)^{def}= ϱ_1(x, y) + ϱ_2(x, y) ĺ [ϱ_1 ⋆ ϱ_2] (x, y)^{def}= ∑ x6z6y r_1(x, z)r_2(z, y) ŋăğżćăěšś£ ăčěąřőľ ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ ůşňă P ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ A(P ).

Ă4^1_2 ⋄18. Ąşďěš ńĺ ńőłăńĳŋő łőŋěůŋżň ůşňőň ňŋőęěśšćő: ă) Zś őšŋőÿěŋĺěň n|m.

ą) łőŋěůŋżţ ŕőďňŋőęěśšć ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă ś őšŋőÿěŋĺěň X ⊆ Y ; ć) ćěřÿĺŋ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő čřăťă (x ⩽ y ěśńĺ ĺňěěšś£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ ŕşšĳ ĺğ x ć y);

Ă4^1_2 ⋄19. Ŕřőćěřĳšě, ůšő A(P ) £ćń£ěšś£ (ŋěłőňňşšăšĺćŋżň) łőńĳűőň ś ěďĺŋĺűěľ ĺ ďőłăęĺšě, ůšő %(x; y) ∈ A(P ) őąřăšĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă %(x; x) ≠ 0 ∀ x∈P .

Őąřăźěŋĺě Ň-ěąĺşśă. Ťşŋłűĺ£ ζ(x, y)^{def}= { 1 , ŕřĺ x ⩽ y 0 , ŕřĺ x > y ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺěľ ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ (ĺńĺ ζ-ťşŋłűĺěľ), ă ťşŋłűĺ£ μ(x, y), őąřăšŋă£ ł ζ(x, y) ć A(P ), | ťşŋłűĺěľ Ňěąĺşśă ůşňă P .

Ă4^1_2 ⋄20. Ďőłăęĺšě řăćěŋśšćă: ă) —(x; y) = − ∑ x6z<y —(x; z) ; ą) —(x; y) = − ∑ x<z6y —(z; y) .

Ă4^1_2 ⋄21. Ŕőśšřőľšě ťşŋłűĺ¿ Ňěąĺşśă ďń£ Zś őšŋőÿěŋĺěň x|y, ďń£ ňŋőęěśšćă ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć ďăŋŋőčő n-¡ńěňěŋšŋőčő ňŋőęěśšćă ĺ ďń£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő ďěřěćă.

Ă4^1_2 ⋄22 (ťőřňşńă őąřăźěŋĺ£). Ŕşśšĳ ďń£ ťşŋłűĺĺ P^g- C ĺğćěśšŋż ğŋăůěŋĺ£ ćśěţ śşňň ff(x) = ∑ y<x g(y). Ćěřŋő ńĺ, ůšő g ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ĺğ ff ŕő ťőřňşńě g(x) = ∑ y<x ff(y)—(y; x) ?

2

Ăńčěąřă, 1 łşřś, 1 śěňěśšř. Ńĺśšőł Â 5

Ŕĺśĳňěŋŋă£ łőŋšřőńĳŋă£ řăąőšă ŕő šěňăň Àŕőń£Á, ÀłőńĳűăÁ, ÀďěńĺňőśšĳÁ.

Ă5⋄1. Ćżůĺśńĺšě ŊŐĎ (A; B) ĺ ŕřěďśšăćĳšě ěčő ć ćĺďě Ax + By ś x; y ∈ K ďń£ ă) A = 10013 ; B = 6213 ć K = Z; ą) A = 57 + 2i ; B = 91 + 444i ć K = Č .

Ă5⋄2. Śłőńĳłő řěÿěŋĺľ ĺňěěš şřăćŋěŋĺě x^7 = 35 ć Z=601Z? Ă5⋄3. Řěÿĺšě śřăćŋěŋĺě 6x^3 + 27x^2 + 17x + 20 ≡ 0( mod 30). Ă5⋄4. Ćż£śŋĺšě:

ă) ąşďěš ńĺ łőńĳűő Q[#], čďě #^5 = 1, (š. ě ťăłšőřłőńĳűő Q[x]=(x^5 − 1)) ŕőńěň? ą) ąşďěš ńĺ 1 + #^2 + #^4 őąřăšĺň ć ŋ-ěň (ěśńĺ ďă, šő ŋăľďĺšě őąřăšŋżľ ł ŋěňş ¡ńěňěŋš, ěśńĺ ŋěš, őąž£śŋĺšě ŕőůěňş)?

Ă5⋄5. Ŋăľďĺšě ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ 2 ĺ ćż£śŋĺšě śłőńĳłő ĺňěěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 3 ŋăď ŕőń£ňĺ Z=2Zĺ Z=3Z.

Ă5⋄6. Ć łőńĳűě Z[x] řăğńőęĺšě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ĺńĺ ďőłăęĺšě ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ ňŋőčőůńěŋőć:

ă) t^4 + t + 1, ą) t^5 + t^4 + t^2 + t + 2, ć) t^6 + t^3 + 1.

Ăńčěąřă, 1 łşřś, 1 śěňěśšř. Ńĺśšőł Â 6

Ňăšřĺůŋă£ ăńčěąřă

Ă6⋄1. Ŋăľšĺ ćśě ňăšřĺűż, łőňňşšĺřş¿źĺě ś ňăšřĺűěľ a 0 0 0 b 0 0 0 c . Ă6⋄2. Ŋăľšĺ ćśě łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż řăğňěřă n × n, łőňňşšĺřş¿źĺě ś ń¿ąőľ ňăšřĺűěľ šőčő ęě řăğňěřă.

Ă6⋄3. Ćżůĺśńĺšě: ă) ( 1 1 0 1 )_n ; ą) ( 1 1 −1 0 )_n ; ć) ( 1 a 0 1 )_n ; č) ( a 1 0 b )_n ; Ă6⋄4. Ćżůĺśńĺšě ğŋăůěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć f(x) = 2x^2 − 3x + x^0 ĺ g(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + ::: + a_nx^0

ŋă ňăšřĺűăţ ă) ( 1 1 0 1 ) ; ą) ( 1 a 0 1 ) ; ć^*) ( a 1 0 b ) ; č^*) a 1 0 0 b 1 0 0 c .

Ă6⋄5. Ŕşśšĳ a_1; a_2; : : : ; a_n | űěńżě ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă, "_k = cos 2ı a_k

+ i sin 2ı a_k

. Ć łăłőľ

ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ ňăšřĺűă

0 "_1 ... "_n 0 ąşďěš řăćŋă E?

Ă6⋄6. Ŋăŕĺÿĺšě şřăćŋĺě, łőřŋěň łőšőřőčő £ćń£ěšś£ ňăšřĺűă ( a b c d ) . Ă6⋄7. Ŕşśšĳ ňăšřĺűă A ∈ Mat_2(Z) £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ x^2 = 2. Ąşďěš ńĺ K[A] ŕőńěň ŕřĺ: ă) K = Z; ą) K = Q ; ć) K = R .

Ă6⋄8^*. Ďń£ łăłőčő łńăśśă ňăšřĺű A ĺğ M_2(R) łőńĳűő R[A] ĺğőňőřťŋő ŕőń¿ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń? Ă6⋄9. Őąřăğş¿š ńĺ łőńĳűă łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż ćĺďă ă) ∗ ∗ ... 0 ∗ (ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżě) ; ą)

–_1 0 ... 0 –_n

(ďĺăčőŋăńĳŋżě)

Ă6⋄10. Őąřăğş¿š ńĺ čřşŕŕż (ŕő şňŋőęěŋĺ¿) łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż ćĺďă

ă) 1 1 a_{ij} ... 1 1 ś a_{ij} ∈ C ĺ ŋşń£ňĺ ć őśšăńĳŋżţ ňěśšăţ ;

ą) 1 0 0 0 1 cos ¸ 0 − sin¸ 0 0 1 0 0 sin ¸ 0 cos¸

; ć) 1 ∗ ... 1 (ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżě şŋĺŕőšěŋšŋżě)

Ă6⋄11. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ňăšřĺű H = a b c d b −a −d c c d −a −b d −c b −a őąřăğşěš čřşŕŕş ŕő

şňŋőęěŋĺ¿ ĺ śńőęěŋĺ¿.

Ă6⋄12. Ŕşśšĳ A; B; : : : ; C_1; D_1 - łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż őďŋőčő ŕőř£ďłă. Ćżřăğĺšě ąńőłĺ ŕřő-

ĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű ( A B C D ) ( A_1 B_1 C_1 D_1 ) ůěřěğ ĺśţőďŋżě ćőśěňĳ ňăšřĺű ĺ őąőąźĺšě ŕőńş-

ůěŋŋş¿ ťőřňşńş ŋă ŋěłćăďřăšŋżě ňăšřĺűż.

Ă6⋄13^*. Ŋăŕĺÿĺšě £ćŋş¿ ťőřňşńş ďń£ (ij)-šőčő ¡ńěňěŋšă ňăšřĺűż, őąřăšŋőľ ł ćěřţŋěšřěşčőńĳŋőľ şŋĺŕőšěŋšŋőľ ňăšřĺűě (h_{ij} ) (čďě h_{ii} = 1 ĺ h_{ji} = 0 ŕřĺ j > i).

Ă6⋄14^*. Ŕşśšĳ A; B; C; D - ŋěćżřőęďěŋŋżě ňăšřĺűż. Ďőłăęĺšě, ůšő ( A B C D )_{−1} = ( (A − BD^{−1}C)^{−1} (C − DB^{−1}A)^{−1} (B − AC^{−1}D)^{−1} (D − CA^{−1}B)^{−1} ) : Šěřňĺŋőńőčĺ£. Ŕşśšĳ A ĺ B - łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż; ňăšřĺűă [A, B]^{def}= AB − BA ŋăğżćăšś£ ĺţ łőň-

ňşšăšőřőň. Ůĺśńő △A^{def}= ∑ i a_{ii} ŋăğżćăěšś£ śńěďőň łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż A. Ňăšřĺűă A ≠ 0 ŋăğżćă-

ěšś£ ŋĺńĳŕőšěŋšŋőľ, ěśńĺ A^n = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő n ∈ N. Ňăšřĺűă A ŋăğżćăěšś£ şŋĺŕőšěŋšŋőľ, ěśńĺ A = E + N, čďě N | ŋĺńĳŕőšěŋšŋă£ ňăšřĺűă.

Ă6⋄15. Ďőłăęĺšě, ůšő △[A; B] = 0 ďń£ ń¿ążţ łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű A; B. Ă6⋄16. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ążţ łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű A; B; C ćżŕőńŋ£¿šś£ ŕřăćĺńă Ńěľąŋĺűă:

ă) [A; BC] = [A; B]C + B[A; C] , ą) [A; [B; C]] = [[A; B]; C] + [B; [A; C]] . Ă6⋄17. Ćżřăğĺšě (A + B)^n ůěřěğ A^iB^j , ěśńĺ ă) [A; B] = 0 ; ą^*) [A; B] = B ,; ć^*) [A; B] = A . Ă6⋄18. Ćěřŋő ńĺ, ůšő śşňňă ďćşţ ŋĺńĳŕőšěŋšŋżţ ňăšřĺű A ĺ B ŋĺńĳŕőšěŋšŋă? Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő šăł, ěśńĺ ňăšřĺűż ă) A ĺ B ą) A ĺ [A; B] ŕěřěśšăŋőćőůŋż.

Ă6⋄19. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ěśńĺ A { ŋĺńĳŕőšěŋšŋă, šő šő ňăšřĺűă E ± A őąřăšĺňă?

Ă6⋄20. Ďń£ ŋěŋşńěćőčő a∈C ćżůĺśńĺšě: ă) ( 1 a 0 1 )_{−1} ; ą) ( a 1 0 a )_{−1} ; ć) a 1 1 0 a 1 0 0 a −1 . Ă6⋄21. Ŕşśšĳ A - ŋĺńĳŕőšěŋšŋă£ ňăšřĺűă, G - ňŋőęěśšćő ňăšřĺű ćĺďă f(A), čďě f - ťőřňăńĳŋżľ śšěŕěŋŋőľ ř£ď őš őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ ąěğ śćőąőďŋőčő ůńěŋă. Ďőłăęĺšě, ůšő G - čřşŕŕă őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺĺ f(A) ∗ g(A)^{def}= f(A) + g(A) − f(A)g(A).

Ă6⋄22^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăšřĺűă A ŋăď ŕőńěň łőŋěůŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ şŋĺŕőšěŋšŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă A^n = E ďń£ ŋěłőšőřőčő n∈N.

Ă6⋄23^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕăřż ňăšřĺű

ă) 0 1 0 ... ...

... 1 0 0 ĺ 0 0 1 ...

... ...

0 1 0 ;

ą) 1 0 2 ... 0 n ĺ 0 1 0

... ...

0 ... 1 1 0 ŕőřőęďă¿š ăńčěąřş ňăšřĺű Mat_n(C ) ŋăď ŕőńěň C , š.ě. ń¿ąă£ ňăšřĺűă ĺğ Mat_n(C ) ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă ĺğ ŋĺţ łőŋěůŋżň ůĺśńőň őŕěřăűĺľ şňŋőęěŋĺ£, śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő.

2

Ăńčěąřă, 1 łşřś, 1 śěňěśšř. Ńĺśšőł Â 7

Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ňőďşńĺ

Ă7⋄1. Ňŋőęěśšćő W ňŋőčőůńěŋőć ĺğ Z[x] ś ůěšŋżň śćőąőďŋżň ůńěŋőň £ćń£ěšś£ ňőďşńěň ŋăď

Z[x]. §ćń£ěšś£ ńĺ ¡šőš ňőďşńĳ: ă) łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋżň? ą) śćőąőďŋżň?

Ă7⋄2. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćś£łĺľ łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋżľ ňőďşńĳ £ćń£ěšś£ čőňőňőřťŋżň őąřăğőň łőŋěůŋő ŕőřőęďěŋŋőčő śćőąőďŋőčő ňőďşń£. Ğăďăľšě ¡šőš čőňőňőřťĺğň £ćŋő ĺ ŋăľďĺšě ěčő £ďřő ďń£ ňőďşń£ W ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ.

Ă7⋄3. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ F_p ŕőńě ćżůěšőć Z=pZ, čďě p { ŕřőśšőě. Śłőńĳłő őďŋőňěřŋżţ ĺ ďćşňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ĺňěěšś£ ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě F_p^3 ĺ śłőńĳłő ŕř£ňżţ ĺ ŕńőśłőśšěľ ĺňěěšś£ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě F_p^3 ?

Ă7⋄4. Šě ęě ćőŕřőśż ŕřő n-ňěřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď łőŋěůŋżň ŕőńěň F_q ĺğ q ¡ńěňěŋšőć. Ă7⋄5. Ŕşśšĳ A = (a_{ij} ) ěśšĳ n × n ňăšřĺűă, ş łőšőřőľ

a_{ni} = n−1∑ j=1 –_j a_{ji}

Řěÿĺšě śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ Ax = 0.

Ă7⋄6^*. Űěńőğŋăůŋżě ňŋőčőůńěŋż. Ŕşśšĳ M ⊂ Q[t] { ňŋőęěśšćő ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć, ŕřĺŋĺňă¿źĺţ űěńżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ ćśěţ űěńżţ t (šăłĺě ňŋőčőůńěŋż ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š űěńőğŋăůŋżňĺ). Şąěďĺšěśĳ, ůšő őŋĺ śőśšăćń£¿š Z-ňőďşńĳ ĺ ďőłăęĺšě, ůšő

ă) ňŋőčőůńěŋż ‚_k (t)^{def}= ( t + k k ) = k (t + 1)(t + 2) · · · (t + k) k! ś k = 0; 1; 2; : : : śőśšăćń£¿š ąăğĺś ¡šőčő ňőďşń£ (ŋăď Z);

ą) Z-ńĺŋěľŋżě čőňőňőřťĺğňż M −→ M, ŕěřěśšăŋőćőůŋżě śő ćśěňĺ śďćĺčăňĺ

T_a : f(t) −→ T_af(t)^{def}= f(t + a)

śőśšăćń£¿š łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő, ĺğőňőřťŋőě Z[[∇]], čďě M^∇−−→ M | řăğŋőśšŋżľ őŕěřăšőř, ŕěřěćőď£źĺľ f(t) ć ∇f(t)^{def}= f(t) − f(t − 1).

Ŕřĺńőęěŋĺě: řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ Ă7⋄7. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć łőŋěůŋőčő ŕőń£ £ćń£ěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšőčő ůĺśńă. Ă7⋄8. Ŕşśšĳ ůĺśńő p { ŕřőśšőě, q = p^n, s = p^m, F_q ĺ F_s | ŕőń£ ĺğ q ĺ s ¡ńěňěŋšőć śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŋěŋşńěćőľ čőňőňőřťĺğň F_q −→ F_s . Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ŕřő n ĺ m ? Ă7⋄9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ x^{pk} − x = 0 ć ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ p £ćń£ěšś£ ŕőďŕőńěň.

Ă7⋄10. Łăłőćă ňăłśĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňŋőčőůńěŋă ŋăď F_p , ďěń£źěčő x^{pk} − x? Ă7⋄11. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺňě¿šś£ ěďĺŋśšćěŋŋżě ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňőřťĺğňť ŕőń£ ĺğ 4 ĺ ĺğ 8 ¡ńěňěŋšőć. Şłăęĺšě £ćŋżě łőŋśšřşłűĺĺ ¡šĺţ ŕőńěľ ć ćĺďě ăńčěąřăĺůěśłĺţ řăśÿĺřěŋĺľ ĺţ ŕřőśšőčő ŕőďŕőń£ F_2 .

Ă7⋄12. Ŕşśšĳ L - ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ p . Ďőłăęĺšě, ůšő śőŕőśšăćńěŋĺě x → x^p (ŋăğżćăěňőě čőňőňőřťĺğňőň Ťřőąěŋĺşśă)

ă) £ćń£ěšś£ čőňőňőřťŋżň ćńőęěŋĺěň ŕőń£ ć śěą£; ą) őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě ćśě ¡ńěňěŋšż ŕřőśšőčő ŕőďŕőń£;

ć) £ćń£ěšś£ ăćšőňőřťĺğňőň (š. ě. ĺğőňőřťĺğňőň ŋă śěą£), ěśńĺ ŕőńě L łőŋěůŋő;

Ă7⋄13^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő n ĺ ń¿ąőčő ŕřőśšőčő p śşźěśšćşěš ŕőńě F_q ĺğ q = p^n ¡ńěňěŋšőć.

Ă7⋄14^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ďćă łőŋěůŋżţ ŕőń£ F_{q1} ĺ F_{q2} ĺğőňőřťŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă q_1 = q_2.

Ă7⋄15^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ăćšőňőřťĺğň łőŋěůŋőčő ŕőń£ £ćń£ěšś£ ĺšěřăűĺěľ ăćšőňőňřťĺğňă Ťřőąěŋĺşśă. Śłőńĳłő ćśěčő ĺňěěšś£ ăćšőňőřťĺğňőć ş ŕőń£ F_pn ?

Ă7⋄16^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ ĺğ F_p [x] ĺňěěš łőřěŋĳ ć F_pn , šő őŋ ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ ć F_pn [x].

Ă7⋄17^*. Ĺśŕőńĳğş£ ŋăďńěęăźş¿ ćěřśĺ¿ őąřăźěŋĺ£ Ň-ěąĺşśă, ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ n ŋăď ŕőńěň Z=pZřăćŋő 1 n ∑ d|n — ( n d ) p^d.

2

Ăńčěąřă, 1 łşřś, 1 śěňěśšř. Ńĺśšőł Â 8

Őŕřěďěńĺšěńĺ

Ă8⋄1. Ŋăľďĺšě ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ ( n ; (n − 1) ; : : : ; 2 ; 1 ).

Ă8⋄2. Ůĺśńă 1; 2; 3; : : : ; n^2 ćśěćőğňőęŋżňĺ śŕőśőąăňĺ őřčăŋĺğş¿šś£ ć łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż řăğňěřă n × n. Ŋăľďĺšě śşňňş őŕřěďěńĺšěńěľ ćśěţ ¡šĺţ ňăšřĺű.

Ă8⋄3. Ćżůĺśńĺšě: ă) ( 1 1 1 a + 1 )_{−1} ; ą) ( a 1 0 b )_{−1} ; ć) a 1 1 0 b 1 0 0 c −1 ; č)

1 b 0 0 1 0 0 c 1 −1 .

Ă8⋄4. Ŕřĺ łăłĺţ şśńőćĺ£ţ ňăšřĺűă a 1 1 0 b 1 0 0 c ś a; b; c ∈ Zőąřăšĺňă ŋăď Z?

Ă8⋄5. Ŕşśšĳ A ěśšĳ n × n ňăšřĺűă. Ćżřăğĺšě łő¡ťťĺűĺěŋšż ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă ffl_A(t) = det(tE − A) = 0 ůěřěğ ňĺŋőřż ňăšřĺűż A.

Ă8⋄6. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ A_{ij} ś 1 ⩽ i < j ⩽ 4 2 × 2-ňĺŋőř ňăšřĺűż A = ( a_{11} a_{12} a_{13} a_{14} a_{21} a_{22} a_{23} a_{24} ) ; őąřăğőćăŋŋżľ i-šżň ĺ j-šżň śšőńąűăňĺ. Ŋăľďĺšě łćăďřăšĺůŋőě šőęďěśšćő, ść£ğżćă¿źěě ÿěśšĳ ćěńĺůĺŋ A_{ij} (őŋő ŋăğżćăěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň Ŕń¿łłěřă).

Ă8⋄7^*. Ďőłăęĺšě, ůšő ÿěśšĳ ůĺśěń šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă řěăńĺğş¿šś£ łăł ÿěśšĳ 2×2-ňĺŋőřőć ŋěłőěľ 2 × 4-ňăšřĺűż, łőčďă őŋĺ şďőćńěšćőř£¿š łćăďřăšĺůŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿ Ŕń¿łłěřă ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ.

Şłăğăŋĺě. Ďőŕőńŋĺšě 2 × 4-ňăšřĺűş ďő ňăšřĺűż 4 × 4, ďőŕĺśăć ł ŋěľ śŋĺğş ěź-ě őďĺŋ ¡łğěňŕń£ř ě-ě ęě śăňőľ, ĺ ŕřĺňěŋĺšě śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă.

Ă8⋄8. Ŕşśšĳ A = ( a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} ) ; B = ( b_{11} b_{12} b_{13} b_{21} b_{22} b_{23} )

Ŋăŕĺÿĺšě şśńőćĺě śşźěśšćőćăŋĺ£ šăłőčő –, ŕřĺ łőšőřőň ŕřőśšřăŋśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż

(A + –B)x = 0

śšăŋőćĺšś£ 2-ňěřŋżň.

Ă8⋄9. Ř£ďőň Ťĺąőŋăůůĺ ŋăğăćżěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, łőšőřă£ ŋăůĺŋăěšś£ ůĺśńăňĺ 1, 1 ĺ ć łőšőřőľ łăęďőě śńěďş¿źěě ůĺśńő řăćŋő śşňňě ďćşţ ŕřěďżďşźĺţ. Ďőłăęĺšě, ůšő (n + 1)-ľ ůńěŋ ř£ďă Ťĺąőŋăůůĺ řăćěŋ őŕřěďěńĺšěń¿: | | | | | | | | |

1 1 0 0 : : : 0 0 −1 1 1 0 : : : 0 0 0 −1 1 1 : : : 0 0 : : : : : :

0 0 0 0 : : : −1 1

| | | | | | | | | :

Ăńčěąřă, 1 łşřś, 1 śěňěśšř. Ńĺśšőł Â 9

Łőě-ůšő ő čřşŕŕăţ.

Ă9⋄1^∘. Ćěřŋő ńĺ, ůšő őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă M ć ňŋőęěśšćő N šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ă) ĺŋžěłšĺćŋő, łőčďă őŋő ĺňěěš ńěćőě őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě? ą) ś¿řžěłšĺćŋő, łőčďă őŋő ĺňěěš ŕřăćőě őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě?

Ă9⋄2^∘. Ŕşśšĳ ff ∈ S_n | űĺłń ďńĺŋż k, ă fi ∈ S_n | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă. Şąěďĺšěśĳ, ůšő fifffi^{−1} ěśšĳ űĺłń ďńĺŋż k ĺ ćż£śŋĺšě, łăłĺě ¡ńěňěŋšż ćţőď£š ć ¡šőš űĺłń, ěśńĺ ff = (1; 2; : : : ; k)?

Ă9⋄3. Ŕşśšĳ ff ∈ S_n | ŋěů-ěšŋă£ ŕěřěśšăŋőćłă ĺ N | ě-ě ŕőř£ďőł ć čřşŕŕě S_n. Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ŕřő ů-ěšŋőśšĳ N?

Ă9⋄4. Řăśśňőšřĺň ŕěřěśšăŋőćłş ff = ( 3 ; 5 ; 4 ; 1 ; 2 ) ∈ S_5. Ŋăľďĺšě ff^{100}. Čřşŕŕă ťĺčşřż. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ďćĺęěŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă, ŕěřěćőď£źĺţ ďăŋ-

ŋş¿ ťĺčşřş F ć śěą£ ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋőľ (ĺńĺ ŋěśőąśšćěŋŋőľ) čřşŕŕőľ ťĺčşřż F, śňőšř£ ŕő šőňş, ďőŕşśłă¿šś£ ńĺ ŕřĺ ¡šőň ŋěśőąśšćěŋŋżě (š. ě. ňěŋ£- ¿źĺě őřĺěŋšăűĺ¿) ďćĺęěŋĺ£. Čřşŕŕă ŕřăćĺńĳŋőčő ŕńőśłőčő n-şčőńĳŋĺłă ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ďĺ¡ďřă ĺ őąőğŋăůăěšś£ D_n. Śŕěűĺăńĳŋżľ ůăśšŋżľ śńşůăľ { čřşŕŕă ÀďćşşčőńĳŋĺłăÁ D_2 ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ čřşŕŕőľ Łńěľŋă ĺ őąőğŋăůăěšś£ V_4 (ďćşşčőńĳŋĺł ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě ńĺąő łăł őšřěğőł ś Àłćăďřăšŋżň ŕőŕěřěůŋżň śěůěŋĺěň^1Á, ńĺąő łăł ÀďőńĳłşÁ ś řĺś. 9.1).

Řĺś. 9.1. Ďćşşčőńĳŋĺł

Ă9⋄5^∘. Ŕşśšĳ G | ŋěśőąśšćěŋŋă£ čřşŕŕă řőňąă, ŋě £ćń£¿źěčőś£ łćăďřăšőň. Ŋăľďĺšě ŕőř£ďőł čřşŕŕż G ĺ őŕĺÿĺšě őřąĺšż ĺ śšăűĺőŋăřŋżě ŕőďčřşŕŕż ćěřÿĺŋ řőňąă.

Ă9⋄6. Ĺğőňőřťŋă ńĺ śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă S_3 (ŋěśőąśšćěŋŋőľ) čřşŕŕě šřěşčőńĳŋĺłă D_3? Ă9⋄7. Ŋăľďĺšě ŕőř£ďőł čřşŕŕż D_n ĺ ćśě šőůłĺ ŕńőśłőśšĺ, ďń£ łőšőřżţ ŕőř£ďőł śšăąĺńĺğăšőřă ć čřşŕŕě D_n ąőńĳÿě 1.

Ă9⋄8. Ŋăľďĺšě ŕőř£ďőł śšăűĺőŋăřŋőľ ŕőďčřşŕŕż ćěřÿĺŋż ĺ ŕőř£ďőł ćśěľ čřşŕŕż ďń£ śőąśšćěŋŋżţ ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżţ čřşŕŕ:

ă) šěšřă¡ďřă; ą) łşąă; ć) őłšă¡ďřă; č) ĺłőśă¡ďřă; ď) ďőďěłă¡ďřă. Ă9⋄9. Ĺğőňőřťŋă ńĺ ŋěśőąśšćěŋŋă£ čřşŕŕă šěšřă¡ďřă čřşŕŕě S_4?

Ă9⋄10. Śłőńĳłő ¡ńěňěŋšőć śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_4 őśšă¿šś£ ŋěŕőďćĺęŋżňĺ ŕřĺ śőŕř£ęěŋĺĺ ŕěřěśšăŋőćłőľ (1; 2)(3; 4)?

Ă9⋄11. Ŕőśšřőľšě čěőňěšřĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğňż śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕż

ă) šěšřă¡ďřă ś A_4; ą) łşąă ĺ őłšă¡ďřă ś S_4; ć) ĺłőśă¡ďřă ĺ ďőďěłă¡ďřă ś A_5. Ă9⋄12. Ĺğőňőřťŋă ńĺ ŋěśőąśšćěŋŋă£ čřşŕŕă ĺłőśă¡ďřă čřşŕŕě S_5 ?

Ă9⋄13. Ĺśŕőńĳğş£ ŕřěďżďşźĺě čěőňěšřĺůěśłĺě őąřăğż ¿őśšřőľšě ¡ŕĺňőřťĺğň S_4 −→ S_3 ĺ őŕĺÿĺšě ěčő £ďřő (ŕőďśłăğłă: £ďřő ěśšĳ śšăąĺńĺğăšőř ěśšěśšćěŋŋő ăśśőűĺĺřőćăŋŋőčő ś łşąőň ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőčő ďćşşčőńĳŋĺłă).

Ă9⋄14. Ćő ćś£łőľ ńĺ łőŋěůŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕě ŕőř£ďłă n ďń£ ń¿ąőčő d | n ŋăľď-ěšś£ ţőš£ ąż őďŋă ŕőďčřşŕŕă ŕőř£ďłă d?

Ă9⋄15. Ňőęěš ńĺ łőŋěůŋă£ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă£ ŕőďčřşŕŕă ŕőń£ ŋě ążšĳ űĺłńĺůěśłőľ? Ďőąřżľ śőćěš: łőčďă řěůĳ ĺď-ěš ő ćğăĺňőďěśšćĺĺ ŋěłőěľ ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕż ć G ś łăłőľ-ńĺąő

ďřşčőľ ŕőďčřşŕŕőľ ĺńĺ ťăłšőř-čřşŕŕőľ čřşŕŕż G, ŕőńěğŋő ĳżćăěš řăśśňőšřěšĳ ěśšěśšćěŋŋőě ďěľśšćĺě ¡šőľ ďřşčőľ ŕőďčřşŕŕż śőŕř£ęěŋĺ£ňĺ ŋă ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕě.

Ă9⋄16. Ŕşśšĳ G{ čřşŕŕă ĺğ ÿěśšĺ ¡ńěňěŋšőć. Ďőłăęĺšě, ůšő:

ă) ć G ĺňěěšś£ ŕőďčřşŕŕă, ĺğőňőřťŋă£ Z=3Z;

1š. ě. ĺňě¿ęĺň ŋĺğ, ćěřţ, ŕřăćő ĺ ńěćő

ą) ¡šă ŕőďčřşŕŕă ŋőřňăńĳŋă;

ć) ć G ĺňěěšś£ ŕőďčřşŕŕă, ĺğőňőřťŋă£ Z=2Z;

č) ěśńĺ őŋă ŋőřňńĳŋă, šő G ∼= Z=6Z∼= Z=2Z⊕ Z=3Z, ă ěśńĺ ŋěš, šő G ∼= S_3 ∼= D_3. Ă9⋄17. Ŕşśšĳ G { čřşŕŕă ĺğ 15-šĺ ¡ńěňěŋšőć. Ćěřŋő ńĺ, ůšő:

ă) ć G ĺňěěšś£ ŕőďčřşŕŕă, ĺğőňőřťŋă£ Z=5Z; ą) ć G ĺňěěšś£ ŕőďčřşŕŕă, ĺğőňőřťŋă£ Z=3Z; ć) őąě ¡šĺ ŕőďčřşŕŕż ŋőřňăńĳŋż;

č) G^∼= Z=15Z^∼= Z=3Z⊕ Z=5Z.

Ă9⋄18. Ćśěčďă ńĺ ĺŋžěłšĺćŋżľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ ĺňěěš ńěćżľ őąřăšŋżľ čőňőňőřťĺğň, ĺ ćśěčďă ńĺ ś¿řžěłšĺćŋżľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ ĺňěěš ŕřăćżľ őąřăšŋżľ čőňőňőřťĺğň?

Ă9⋄19. Ŕşśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ń¿ążţ ďćşţ ńěćżţ śňěęŋżţ łńăśśőć čřşŕŕż G ŕő ŕőďčřşŕŕě H śŋőćă £ćń£ěšś£ ńěćżň śňěęŋżň łńăśśőň. Ćěřŋő ńĺ, ůšő H ŋőřňăńĳŋă?

Ă9⋄20. Ŕşśšĳ H_1 ĺ H_2 | ďćě ŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕż čřşŕŕż G, ĺ H_1 ∩ H_2 = {e}. Ďőłăęĺšě, ůšő ab = ba ďń£ ń¿ążţ a ∈ H_1, b ∈ H_2.

Ă9⋄21. Ŕşśšĳ H ⊂ G { ŕőďčřşŕŕă, ĺŋďěłś łőšőřőľ śőćŕăďăěš ś ŋăĺňěŋĳÿĺň ŕřőśšżň ďěńĺšěńěň p ŕőř£ďłă čřşŕŕż. Ďőłăęĺšě, ůšő H { ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă (řăśśňőšřĺšě śńşůăľ p = 2, ěśńĺ őąźĺľ śńşůăľ ćżğżćăěš ş Ćăś ğăšřşďŋěŋĺ£).

Ă9⋄22. Őŕĺÿĺšě űěŋšř Z(G), čřşŕŕş ćŋşšřěŋŋĺţ ăćšőňőřťĺğňőć Int(G) ĺ čřşŕŕş ćśěţ ăćšőňőřťĺğňőć Aut(G) ďń£ čřşŕŕż G

ă) łőňŕńěłśŋżţ łőřŋěľ śšěŕěŋĺ n ĺğ ěďĺŋĺűż ďń£ n = 2; 3; 4; 5; 6; ą) ďĺ¡ďřăńĳŋőľ D_n (ţőš£ ąż ďń£ n = 3; 4);

ć) śĺňňěšřĺůěśłőľ S_4; č) ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ A_4; ď) ğŋăłőŕěřěňěŋŋőľ A_5. Ă9⋄23. Ŕőřőęďăěšś£ ńĺ śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă S_n šřăŋśŕőğĺűĺěľ (12) ĺ űĺłńőň ( 1 2 3 : : : n )? Ă9⋄24. Ŕőřőęďăěšś£ ńĺ ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ čřşŕŕă A_n 3-űĺłńăňĺ (123) , (124) , : : : , (12n) ? Ă9⋄25. Ŕőśšřőľšě ¡ŕĺňőřťĺğň ĺğ śćőąőďŋőľ čřşŕŕż ŕőřőęď-ěŋŋőľ ďćşň£ ¡ńěňěŋšăňĺ ŋă čřşŕŕş ďĺ¡ďřă D_n ĺ őŕĺÿĺšě ěčő £ďřő (ţőš£ ąż ďń£ n = 3; 4).

Ă9⋄26. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă šřěşčőńĳŋĺłă ŕőřőęďăěšś£ ďćşň£ őšřăęěŋĺ£ňĺ, ĺ őŕĺÿĺšě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ŋĺňĺ.

Ă9⋄27^*. Šőš ęě ćőŕřőś ŕřő śĺňěšřĺůěśłş¿ čřşŕŕş S_4 ĺ šřĺ őšřăęěŋĺ£ (ŋă śăňőň ďěńě, ŕőďőąŋőě őŕĺśăŋĺě ĺňěěšś£ ďń£ ćśěţ čřşŕŕ S_n).

Ă9⋄28. Ŕşśšĳ G | ŕřőĺğćőńĳŋă£ čřşŕŕă, a; b ∈ G, ŕřĺů-ěň ŕőř£ďőł ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ab řăćěŋ n. Łăłĺň ňőęěš ążšĳ ŕőř£ďőł ¡ńěňěŋšă ba?

Ă9⋄29. Łăłőć ŕőř£ďőł čřşŕŕż ś őąřăğş¿źĺňĺ a; b ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ ab^2 = ba, ba^2 = ab. G?

2