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[
Avant-Propos

Cet ouvrage contient I'essentiel du matériel couvert dans le cours de Mécanique Clas-
sique Il (PHY-10492). Il est basé sur les notes de cours de P. Amiot et prennent leur
inspiration comme il est coutume de plusieurs livres de références.

Les notes couvrent la mécanique classique avancée, soit le formalisme de Lagrange, le
formalisme canonique, la théorie des perturbation et le mouvement d’un corps rigide.
Les notions de mécanique sont rappelées dans le chapitre 1. Le formalisme de Lagrange
est introduit au Chapitre 2. Suivent quelques applications et propriétés (Chapitre 3), le
formalisme canonique (Chapitre 4), la théorie des perturbations (Chapitre 5) et finale-
ment le mouvement d’un corps rigide (Chapitre 6). Lappendice contient un résumé des
notations, un aide-mémoire et quelques références complémentaires.

Québec Luc Marleau
Mai 1997 Département de Physique
Université Laval

Copyright © 1997 P Amiot, L. Marleau



I —
1 RAPPEL

1.1 Trajectoire et cinématique d’'une particule ponctuelle

La particule ponctuelle est sans dimension. C’est une création de I'esprit, un modeéle,
représentant un objet physique qui n'est animé que d’'un mouvement de translation (pas
de rotation sur lui-méme). On admet ici que notre espace physique est a trois dimensions
auquel on adjoint le temps qui n’est pas ici une dimension mais un parametre immuable
et indépendant des objets physique et de leur évaluation dont il sert & mesurer le taux.

Nous représentons lI'espace physique par un espace a trois dimensions a I'échelle,
doté d’'une origine noté@ et de trois axes orientés. La position instantanée de la parti-
culey est notée par un poitdt dont la position est entierement définie par un triplet de
nombres appelés coordonnées du point et qui mesurent généralement des longueurs ou
des angles (voir figure 1.1). Ces coordonnées seront souvent ngtéesg;. Il est sou-
vent pratique de parler diecteurposition de la particule, notéou p qui va de l'origine
O au pointP.

Figure 1.1 Trajet d'une particule

Lévaluation du systéme physique sera décrite par une courbe ou trajéctoiéeri-
vant le déplacement continu du poiitdans notre espace de configuration. On concoit
cette évolution comme résultant d’'un paramétre invarianaggmenteOn le choisit
généralement et pour des raisons pratiques comme étant le temps,maig ce choix
n'est pas unique. Le poir? se déplacant avec le temps sa positignjariera dans le
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temps et la trajectoire sera décrite par r(t) en terme des composantes par:

Qui dit mouvement pense intuitivement a une rapidité de mouvement. Cette notion,
ce concept est quantifié par la définition de la vite¥se
d
V(t) = Ex(t) = x(t). (1.2)

Notons par la lettrp le parametre (arbitraire) dont la variation génere la trajectoire (il
peut étre ou non le temps). Alors la longueute la trajectoire entrg, etp;, est donnée
par:

(1.3)

d ds d d
v o dx_dsdx _ dx (1.4)

Figure 1.2

On voit immédiatement que :
d ~
—x -7 (1.5)
un vecteur unitaire dans la direction du vect@uqui donne la tangente a la trajectoire

au pointP. En effet

Ax dx
= lim — = 1.6
T= AssoAs  ds (1.6)
On obtientainsV =7v ou7 donne la direction etla grandeur de la vitesse (vectorielle)

V. Par abus de langages’appelle aussi la vitesse. Ce gu'il faut souligner, c’estjue
esttoujours tangent (c’est un vecteur) a la trajectoire. D'ailleurs, pourvu que le paramétre
p varie de facon monotone (et continue) le vect%uest tangent a la trajectoire, le cas
V= ‘fl—f n'est qu’un cas particulier.
Intuitivement la vitess& peut varier le long de la trajectoire (voir figure 1.3). Pour
guantifier cet effet nous définissons I'accélération
dv  d*x
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et clairement

a — av. d(Tv)
odt dt
dv . dr
= ET—FUE (18)

Parcequer -7 =1 anrsJZl =27 dT = 0. Ainsi dT ~est perpendiculaire @ qui

est tangent a la trajectoire. Doé@ est normal a cette trajectowe. Appelaite vecteur
unitaire normal a la trajectoire (dans la directionigei.e. dans le plan instantané de la
trajectoire). On calcule

dT ds dT d?

On écrit par définitionp=! = \flj—y . On a donc poua
2 d2
a= %ﬁ+ %j?. (1.10)

Ainsi I'accélération a une composante tangente a la trajecto)rde valeurm— et

Figure 1.3

une composante normale a la trajectoiig de valeur% . On peut montrer que est le
rayon de courbure de la trajectoire. En effet, dans le voisinage immédiat duiydant
trajectoire peut étre approximée par un arc de cepcderait alors le rayon de ce cercle.
Plus la trajectoire est courbée autourflelus la vitesse changera rapidement séion
De fait, plusp sera petit et plus la composante normaleldé;— , Sera grande.

1.2 Plusieurs particules ponctuelles

Pour représenter la position @dé particules dans notre espace de configuratién a
dimensions nous avons besoinMdriplets de nombres (tot&lV)

r, = (Ty1, T2, T3); v=1,2,...,N. (1.12)

L'évaluation d'un tel systéme sera représentée\pamajectoires (une par particule) dans
cet espace.

Copyright © 1997 P Amiot, L. Marleau
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Il est souvent utile d'imaginer un espace abstrait com@ahtimensions3N co-
ordonnées y sont nécessaires pour décrire la position d’un point de cet espace qui donne
a lui seul la position instantanée d¥sparticules. Par un Iéger abus de notation on note
les coordonnées de ce point;; ¢ = 1,2, ...,n = 3N }et on peut parler de la trajectoire
du systéme dans cet espace.

Ainsi, assez typiquement on écrira alors des expressions comme la force par exemple :

Fy(z;,t) (i*™composante) i,j = 1,2,...,n. (1.12)

1.3 Eléments de dynamique
|

Depuis Newton on connait I'équation fondamentale du mouvement:
F = ma. (1.13)
Elle prend plusieurs formes (pas nécessairement équivalentes)
d’r dv dp
— =F; —=F, —=F.
e T
La quantitéF est la force. Elle détermine le systéme et est déterminée empiriqguement,
i.e. c'est I'expérience qui nous en donne I'expression.
Cette expression qui est vraie pour

r=x=(z1,22,73) (1.15)
le demeure pour un nombrede degrés de liberté. Pour alléger, écrivons

(1.14)

X = (21, %2, T3, Td, vy Tn) (1.16)

un vecteur & composantes. Intégrant dansF (qui n'aura plus les dimensions d’'une
force mais celles d'une accélération) écrivons I'opération de Newton :

x = f(x,%,t); mcomposantes; = 3N (2.17)
Z = fi(zj,&,t); néquations;=1,2,..N (1.18)
ou encore
X, = fy(xu,jc“,t); v,u=1,2,...N particules. (1.19)

Léquation de Newton, en tant que loi physique se doit d'obéir a certaines symétries
gue nous fait découvrir 'observation de la nature. On dit alors que la mécanique classique
doit étre invariante sous les transformations de Galilée. Cette invariance est valable pour
les systémes physiques fermés. Il n'y a qu’un seul tel systeme, c’est I'Univers mais en
pratique les effets des corpignéssont souvent négligeables et on fait I'approximation
que le systéeme est fermé. Cela signifie que tous les corps qui jouent un rdle significatif
sur le systéme sont inclus dans le systéme. Il n'y a pésrde extérieureCette derniere
notion de force extérieure peut également étre utile, mais nous y reviendrons.

Létude d'un systéme physique peut se faite efifrett ou entrety + s ett + s (on
peut refaire aujourd’hui une expérience faite hier et obtenir les mémes résultats). Ainsi,

371 = fi(xj,j;,t) = fi(ﬂij,i,t+8) (120)
ou s est quelcongue. On on conclut gfime peut dépendre du temps et donc
& = fi(x;,&); n = 3N équations. (1.22)



1.3 Eléments de dynamique 5

Postulons que les résultats d'une expérience sont indépendants de I'endroit ou elle
est faite. Si je déplace d'une méme distance oriedtéghaque particule du systéme
physique alors sa position passexjeax, + 1 (v compte les particules) alors g
demeurex, puisqud = 0. La loi de Newtonk, = fy(x#,)‘c#) doit étre indépendante de
1, ce qui impose qué, dépende d&,, sous la formex,, — x puisque

Xp— Xy = (xp+1) — (x+1) =%, —x) (1.22)

donc
%, = £, (x, — xx,%,). (1.23)

On sait également par expérience que la physique est la méme pour deux observateurs
se déplacant|'un par rapport & I'autre avec une vitesse constiamslgtionde vitesses).
Cela impose soit

£, (x, —x))
f, = ou (1.24)
f,,(xu — X)\,)'(M — )'()\).

On admet également que la physique au Canada est la méme qu’en Australie, méme
s'ils ont la téte en bas. Par conséquent les lois physiques, telles I'équation de Newton
ne peut pas dépendre de I'orientation de notre systéme de référence. Un tel changement
d’'un angle¢ autour d’un axen se note, en coordonnées cartésiennes

r—¢nxr (1.25)

ou, si on écritr sous forme (matricielle) d’'un vecteur ou les éléments sont les compo-
santes de,

r —Gr; ouG = matrice3 x 3 pour une particule (1.26)
Clairement, si
r —»Gr (2.27)
alors
r—Gr et r—Grt (1.28)
donc l'invariance de
¥=f(r,rf) = 7t ={(Gr,Gr) (1.29)
implique
f(Gr,Gt) =Gf(r,1). (1.30)

Complétons tout cela avec les autres lois de Newton avant de revenir plus tard sur
certaines conséquences des résultats ci-dessus. Dans un systeme fermé, la loi d’action-
réaction stipule que si un corps, noté par l'indicagit avec une forc#,,, sur un corps

w alors ce corps agit sur avec une foleg, = —F,,,. Ainsi si nous n‘avons que deux
corps, avea, = (z,1, %2, Tu3)
mli‘l = F12 (131)
mots = Fa = —-Fi2 (1.32)
ou de fagon générale, pof corps (sans somme suy
N N
myt, =Y Fpu=—> Fp. (1.33)
p=1 p=1

Cette loi a une conséquence immédiate et importante: la conservation du moment

Copyright © 1997 P Amiot, L. Marleau
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total. Sommons ci-dessus sur

N
> mui, =) Fuu=0 (1.34)
v w,v
donc
> mui, = %Zmyty = 0. (1.35)

v v
La quantité dérivée est donc une constante dans le tempy, j.ev, 1, = C.
Il est habituel de définir le momemt, = mr,. Nous aurons donc

> p,=C=P: lemomenttotal. (1.36)
Remarque 1
En conclusion : le moment (linéaire) total d’'un systéme fermé est une constante du mou-
o vement.
On définit le moment angulaire d’'une particule par
l, =r, Xp, =m,r, X1, (2.37)
donc
I, = mub, X1y, +mur, X1 =04 myr, X 1y (1.38)
N
= 1, xF, =1, x> Fy. (1.39)

I
Définissant le moment angulaire total du systeme

L= Z 1, (1.40)

alors

L= Zr,, X ZFW = Zr,, X Fy,. (1.41)

AvecF,, = 0 (la particule n ag|t pas sur elle- meme)

Or, le vecteurr,, — r,, est dans la direction relirant les particutest . Si la force
entre ces particules est dans cette direction, comme sur la figure 1.4, alors le produit (
sera zéro el = 0 doncL = constante.

Figure 1.4
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Remarque 2

Par conséquent: siles particules constituant un systéme fermé n'agissent les unes sur
a les autres que selon la droite qui les relie, alors le moment angulaire total du systéme est

une constante du mouvement.

1.4 Travail et Energie

Lorsqu’une forcd" agit sur un systeme physique, disons une particule, on dit qu’elle
fait un travail sur ce systeme. Ceci cause un changement de I'énergie de ce systéme. Soit
une trajectoire entre les tempgett. Calculons le long de cette trajectoire la quantité

F.dx
z(t) t ) t 2
/ F-dx / P X gy vy, [ AX 0X g,
o(to) AT ., A2 dt

m [t d (dx dx m [t d

= = — (== )dt=— — (v?) dt
2/t0dt<dt dt)t 2/todt(v)d
1

= 5mvz(t) — %mvz(to) =T —Tp. (1.42)

AppelantT = %mvz I'énergie cinétique, on voit que I'application de la folEese
traduit par un changement de cette énergie cinétique. Notons cependant que l'intégrale ci-
dessous se faitle long d’une trajectoire. Le résultat peut donc dépendre de cette trajectoire
(voir figure 1.5), i.e. de fagcon générale

/F~dxyé F-dx . (1.43)
Cl CQ

Dans certains cas cependant, et ils sont physiquement importants, I'intégrale ne

Figure 1.5

dépend pas de la trajectoire mais uniguement des points initial et final, on dit qu’elle est
conservatrice (la force). Strictement parlant, il s’agit d’'une propriété mathématique, i.e.
qui résulte de la facon doit dépend dex, v, ¢. Il se trouve que dans monde physique
réel, plusieurs forces peuvent étre décrites par de telles fonctions. Lorsque tel est le cas,

Copyright © 1997 P Amiot, L. Marleau
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I'intégrale deF'-dx sur un parcours fermé est évidemment nul.

0= f F.dx 2 [ v x F.ds (1.44)
c SeC

ou I'application du théoréme de Stokes est responsable de la derniere branche de cette

équation aved une surface dont la courbe ferm@emarque la frontiere. Comme cette

surface est arbitraire mais que le résultat de I'intégrale doit toujours étre nul alors la

fonction a intégrer doit étre nulle

V xF =0: force conservatrice. (1.45)

Dans ce cas il est toujours possible d’échreomme le gradient d’'une fonction scalaire.
On écrit

F=-VV(x) (1.46)
et on appelld/(x) I'’énergie potentielle. Ainsi le travail fait par une telle force entre les
pointsx, etx sera

/x F-dx = — /x VV(x) =Vi(xo) — V(x) = Vp — V. (1.47)

0

On avait vu gue ce méme travail était donnépéx) — T'(xo). Nous aurons donc

T+V =Ty+Vy: Energie conservée (1.48)
Lorsque la force qui agit sur une particule est conservatrice on peut définir une constante
du mouvement (indépendante fJaju’on appelle I'énergidz = T+ V. Physiquement
la force est donnée parVV, on peut donc remplacéf parV + constante sans changer
la forceF. On change alors la valeur deen E+ constante. Léchelle d’énergie ne peut
donc étre fixée qu’a une constante additive prés. En pratique on fixe la valél(xde
a une certaine valeury, pour unex = xg, Xo et étant arbitraires.

1.5 Systemes a N particules et forces extérieures

Supposons un ensemble de particules interagissant entre elles et sur lesquelles
peuvent également agir des forces extérieures. Noigria masse de |d°™€ particule,
F; la force externe qui agit sur elle Bf; la force due a I'interaction de [#*™ particule

surwlaz"éme. EvidemmenfF;; = 0 et par la troisiéme loi de Newtdd;; = —F;; . Pour
la 2**™ particule, I'équation de mouvement est
mi%; =F; + > Fij. (1.49)

J
Sommant sur toutes les particules

Zmiki = Z F; + ZFU = Z F, = F: force externe totale (1.50)
i i g i

parce que_, ; F;; = 0. Avec M =}, m; : masse totale de¥ particules,

1 . |1
F =M lﬂ me] = M- [M me] (1.51)
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d'ou
d? . 1
F=M-5X:00X :MZmixi (1.52)
1
donne la position du centre de masse du systéme. Le mouvement du centre de masse se
fait comme si toute la masse y était concentrée et que la force externe totale s’y appliquait,
guelle que soif’interaction entre les particules. Définissant le moment linéaire total ou
P = MX, on aura
F = %P:OUP :Zi:mixi. (1.53)
Si la force extérieure disparait, ald’s= constante.
Apres le moment linéaire total, étudions le moment angulaire total. Nous aurons évi-

demment par rapport a I'origin@zx

N
L=> mx; X% (1.54)

mesuré a partir de I'origine du systéme de coordonnées utilisées. Il est utile d'utiliser les
coordonnées relatives que nous noterongJéaucun rapport avec kedes coordonnées
cartésiennes), et définispgy =x;, - X = x; = X +y;,,

N

N
Zmixi X X; = Zmz‘ (X +y;) x (X'i‘}"i)
i i

N
= Zmi(yixyi+X><X+X><yi+yixX)

7

L

(1.55)
mais)_, m;y; = 0 donc)_, m;y; = 0 aussi, et alors
N .
L=> my; x¥i+MX x X =L, + Leu (1.56)
7

oL, = X" N m;y; x yi etLem = MX x X = X x P.

Ainsi le moment angulaire total par rapport a I'origine d'un systéme inertiel est la
somme vectorielle du mouvement angulaire relatif des particules par rapport au CM et
d’'un moment angulaire correspondant a la totalité de la masse centrée au CM par rapport
a l'origine du systéme inertiel.

On peut passer d'un ensemble de particules ponctuelles a un corps de volume fini
en remplagant de fagcon adéquate les sommes par des intégrales. Dans ce cas on voit
apparaitre des densité de masge) telles que

M = p(x)d*x. (1.57)

\blume

Exemple 1.1

Systéme simple unidimensionnel:

Sila forceF' = F(z) et qu’en une dimension il existe une fonctid(r) telle que
0 v ov

F(z) = % (z) = 3

(1.58)

Copyright © 1997 P Amiot, L. Marleau
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Supposon¥ (z) comme sur la figurd..6 et étudions une particule qui serait soumise a une telle
force. Nous avons

E= %:@2 tV()=T+V. (1.59)

Evidemmenf" > 0 et doncE > V(z) toujours. DoncE > Ej. Ceci contraint le mouvement.
Par exemple sk = E, alors le mouvement sera limité a la région entreet zo . Par contre
si E = E», alors non seulement la régiary < = < x3 est-elle possible mais aussi la région
T > 4.

Figure 1.6

En une dimension il est simple d’obtenir la solution & partir de I'équation pour I'é-
nergie ci-dessus. En effet, isolaft = 4,

dx /2 1
m dx

Intégrant,

\/7/ W (1.62)

ou formellement —ty = f(z, E) — f(xo, E) ou onisoler = x(t—tg, E, x0) : solution
unigue si on connail etz = m(to).

1.6 Degrés de liberté

La notion de degré de liberté jouera un réle important dans les chapitres qui vont
suivre. Cette section est consacrée a la premiére étape de cette notion.
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La premiére caractéristique des degrés de liberté est qu’ils se comptent. Un systéme
physique a un, deux, trois,.N, degrés de liberté.

Le degré de liberté est généralisation du nombre de directions indépendantes selon
lesquelles une particule peut se déplacer dans I'espace physique. Ainsi, une particule
ponctuelle pouvant se déplacer dans une direction possede un degré de liberté; elle en
posséde deux si elle peut se déplacer dans un espace a deux dimensions , etc... . Des
forces agissant selon une ou plusieurs de ces directions peuvent limiter le mouvement
de la particule & un domaine fini selon ces directions sans faire disparaitre le degré de
liberté. Par exemple, si une particule est libre de se déplacer selord’aseulement,
elle a un degré de liberté. Si une force, disons harmonifjuies —kx, agit sur la parti-
cule, le domaine de variation de la particule sera réduitdga +xo selon son énergie

E = 'M;Ql, et la particule a toujours un degré de liberté. Cependant sifoeteest ca-
ractérisée par une tige rigide qui empéche tout mouvement, alors le domaine de variation
du mouvement est réduit a zéro et la particule perd son degré de liberté. Dans I'exemple
considéré ici (voir figure 1.7) la direction du mouvement est une droite (cartésienne).
C’est un espace a une dimension géométrique correspondant a un degré de liberté phy-
sique. La particule pourrait de ne pouvoir se déplacer que selon une courbe quelconque,
disons la deuxieme courbe de la figure 1.7. Encore une fois la particule n'a qu'un seul
degré de liberté, une courbe étant un espace a une dimension, un seul nombre ou coor-
donnée étant suffisant pour déterminer la position de tout point sur la courbe, par exemple
la distance orientéeH ou —) par rapport a une origin@ quelconque.

X

-

X

T

-

Figure 1.7

On peut donc prendre pour régle que le nombre de degrés de liberté d'une particule
est égal au nombre de coordonnées nécessaires et suffisantes pour déterminer la position
de la particule. Compter le nombre nécessaire en général n’est pas difficile; un systeme
physique comptant particules pouvant toutes se déplacer dans un espBcdien-
sions aura D degrés de liberté méme si ces particules sont en interaction a condition que
ces interactions ne limitent pas a zéro les domaines de variation. Prenons par exemple
deux particules ponctuelles, 1 et 2 dans un espace a deux dimensions (voir figure 1.8).
Ce systeme comptex 2 = 4 degrés de liberté. Pour décrire ces 4 degrés de liberté ou
peut choisir les 4 coordonnées, y1, x2, y2. On peut aussi choisiry, y, 0 etr, cette
derniére coordonnée mesurant la distance entre les deux particules. A chaque fois, quatre
coordonnées sont nécessaires et suffisantes pour décrire les directions selon lesquelles
les composantes du systéme peuvent se déplacer, i.e. définir exactement la position des
deux particules du systéme. Dans ce probleme il existe des familles de solutions, cor-
respondant a des conditions initiales spéciales, qui ont comme caractéristigde=soit
constante soit que = constante et ou il apparait donc que le domaine de variation de
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certaines coordonnées est réduit a zéro, semblant indiquer que le nombre de degrés de
liberté est maintenant de moins de quatre. Il n'en est rien, le systéme continue d’avoir

quatre degrés de liberté, un simple changement des conditions initiales demandera quatre
coordonnées encore une fois pour décrire le mouvement. Le nombre de degrés de liberté
ne se compte pas dans la solution mais est une propriété intrinséque du systéme physique.

Figure 1.8

Supposons maintenant que le ressort soit remplacé par une tige rigide sans masse
de longueutr (voir figure 1.9) Le domaine de variation de la distance entre les deux
particules est réduit a zéro. Un degré de liberté vient de disparaitre. En effet on peut
écrire soit

r=1 = dr=0
soit

\/(1‘2 —21)’+ (g —w)* =1
alors

2 2

d\/(xz —x1)" + (y2 —y1)" =0.
Dans la premiere équation on lit directement guest réglé a la valeur Il ne reste que
le degrés de liberté décrits pay, y1, #. Dans la deuxiéme équation on lit qu'il existe un
relation de dépendance entre quatre coordoniéeg, 22, y2). Algébriqguement cela
signifie que trois seulement des quatre coordonnés sont indépendantes. Ainsi donc un
degré de liberté est décrit mathématiquement par une coordonnée indépendante. Cela si-
gnifie que, physiquement, un degré de liberté correspond ditewion généraliséde
long de laquelle le systéme peut se déplacer indépendamment deslaattisns,i.e.
en les gardant constantes. Clairement ici, si on vafjecs, ety, par exemple, alorgs
n'est pas libre de prendre n'importe quelle valggrest contraint de prendre la valeur
telle que = [ ci-dessus. Ce n’est pas un degré de liberté puisqu’il n'est pas indépen-
dantdesautres.  Nous aurons arevenir sur la notion de degré de liberté. Notons ici que
nous les comptons dans I'espace physique, en général I'espace a 3 dimensions dans le-
quel se situe la mécanique classique (ou ses sous-espaces a 2 ou 1 dimensions). Il existe
aujourd’hui des domaines d’études en physique, par exemple celui apptimes dyna-
miquesou on préfere travailler dans un espace de phase qui contient les vitesses en plus
des coordonnées. Par exemple, I'espace de phase correspondant a notre espace physique
habituel décrit, disons par les coordonngesg, etz, comprendra également les vitesses
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Figure 1.9
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z, 1, et z. C'est un espace a 6 dimensions et il est commun en systéme dynamique de
compter coordonnées et vitesses comme étant des degrés de liberté. Comme nous le ver-
rons la chose se justifie aisément mais nous garderons ici notre notion de degré de liberté
défini dans I'espace physique seulement. Simple question de convention.




I —
2 FORMALISME DE LAGRANGE

Le formalisme de Lagrange permet d’étudier une vaste gamme de problémes en mé-
canique. En ce sens il est équivalent au formalisme de Newton mais, il a sur ce dernier un
certain nombre d’avantages. D’abord, il est fondé sur un principe théorique fondamental
et élégant. Il utilise des quantités scalaires plutdt que vectorielles et, en ce sens, sa forme
estindépendante des coordonnées utilisées. C'est également la porte d’entrée a une foule
de méthode qui forment la base de la physique moderne en mécanique quantique et dans
les théories de champs classiques et quantiques.

Nous présenterons d’abord la méthode dans un cadre assez simple pour ensuite en
souligner certaines limites d’application. Lintérét et les avantages de ce formalisme de-
viendront graduellement évident.

Afin de souligner l'invariance de forme selon les types de coordonnées utilisées, nous
les noterong; et on les appelle souvent coordonnées généralisées. Elles sont absolument
quelconques sauf pour les limitations que nous verrons dans la section sur les contraintes.

2.1 Résultats d’expérience et principe de base

Nous discutons ici d’'une particule ponctuelle dont la position instantanée est donnée
par les trois nombres notdg;| i = 1,2,3} . Cette particule suit une trajectoire qui se
développe avec le temp®t dont I'équation
estle résultatrecherché. Le long de la trajectoire, on définira les composantes de la vitesse
généraliséd ;| i = 1,2, 3} définies par

Notre expérience consiste en une source de particules (identiques) que nous nous si-
tuons au point?; et en un détecteur que nous situonsFsnA un temps noté; nous
émettons une particule &P (de coordonng;(t1)). Nous ne nous intéressons gu’aux
particules détectées éh a un temps., tel quets — t; est le méme pour toutes les expé-
riences. Nous répétons I'expérience un bon nombre de fois. A priori il y a un nombre
infini de trajectoires possibles pour les particules satisfaisant les paramétres de I'expé-
rience: Cy, C1, Cs, Cs, ... (voir figure 2.1). Pour les distinguer les unes des autres, uti-
lisons un parametre tel que la trajectaif@béit aux équations

¢t = (1) (2.3)
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ou, pour uny donnéqgo‘) (t) # qio‘/)(t) poura # o (deux trajectoires différentes). Ayant
filmé I'expérience, nous constatons que les particules ayant satisfait les parameétres de
I'expérience ontoute utilisé la méme trajectoire, disors. La nature semble donc
préférer cette trajectoire et la choisit toujours.

Figure 2.1

La méthode de Lagrange compare les trajectoires possibles entre elles et nous donne
un critére pour choisir la bonne. Pour ce faire nous calculerons (en principe) une quantité,
notéeS(a), qui caractérise la trajectoire

ty
S@) = [ L(aV@.d0.t) ae 2.9
t2
ou la fonctionL, qui reste a déterminer, dépend dgs), desg;(¢) et possiblement ex-
plicitement def lui-méme. On aurait pu prévoir gueait une dépendance ép— mais
I'expérience nous indique que ce n'est pas nécessaire. Ayant calculé (en prieipe)
pour toutes les trajectoires nous décidons de la bonne en comparant les différentes va-
leurs obtenues pouws. Pour pouvoir choisir un donné il faut queprenne une valeur
particuliére en ce point (trop arbitraire) ou ait un comportement particulier. Le compor-
tement le plus simple a identifier, c’est le point stationnaire, I&@st un extrémum.
C'est le cas de sur la figure 2.2, mais égalementdé Dans ce qui suit nous suppose-
rons toujours qu'il s'agit de (bien que ce soit difficilement démontrable. Nous écririons
donc que
dS@) | _ (2.5)
do |5

définit @ et fixe ainsi labonnetrajectoire sur laquell® prend la valeur extréme (mini-
male)S(@).

La quantitéS s'appelle I'action et le principe énoncé ci-dessus est le principe de
moindre action. C’est un principe variationnel, i.e. nous recherchons un point fiXe de
tel quedS = 0. Aujourd’hui, on tend a baser toutes les lois de la physique sur de tels
principes.

2.2 Variation fonctionnelle et application du principe
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Figure 2.2
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Ci-dessus nous avons écrit
dS=0 (2.6)
comme si la variation dé& en était une au sens habituel, i.e. le long d’une trajectoire.
Or, ce n'est pas le cas du tout, la variation est faite en comparant des trajectoires, i.e. en
variant selon les fonctlomf“)( t) (voir figure 2.3). On notera de telles variations a l'aide
du symbole plutdt que du symbaleLa différence est trés nette

g\ (t) = ¢! (t + dt) — ¢! (t) 2.7)

50 (1) = ¢, (1) = 4 (0). (28)

Sur une trajectoire donnée on connéﬁ = f )( t) et les vnesseq(o‘)( t) sont
Y

t t+dt

Figure 2.3

fixées. Mais en comparant des trajectoires on constate sur la figure 2.4 quietiné,

8¢\ (t) est le méme qu’en comparamtaveca”. Ceci n'est pas vrai de%;(*) (). Les
variations des vitesses sont donc indépendantes des variations des coordonnées dans ce
formalisme parce que nous comparons des trajectoires différentes. Ces variations étant a
temps constant i.e. par exemple

a1 = a7 (1) = d (1) - 4" (1) = 5¢ (1) (2.9)
mais , .
Q@) = a0 ) #£ 4 - @) (2.10)
les variations e et en temps sont indépendantes et
(o) d (o) d (s (o)
0170 =8 (747 0) = 5 (7 0). 1)
Si nous calculons la différentielle ordinaire d'une fonctifi, y), i.e. df, nous ob-
tiendrons J
df (z,y) = df dz + ]; (2.12)

si les variationsiz et dy sont indépendantes. Le méme type d’opération s’applique au
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Y s i

Figure 2.4

calcul, par exemple dé

L(qi, Gi,t) qulqz Z (2.13)

etiln’y a pas de term%& puisquedt = 0, les variations étant a temps constant.

Pour appliquer le principe de moindre action nous aurons a calculer

to to
55:5/ L(qi,qi,t)dt:/ SL(gs, ds, £)dt = 0 (2.14)

t1 t1
puisgu’on peut intervertir les variations eat ena et puisquey; (t1) = 0 = g;(t2) étant
donné que selon les parametres de I'expériendg Enparticule est nécessairement en
P, et ent, elle est enP,. Ces deux points ne sont pas varié€s, toutes les trajectoires
considérées devant les relier.

Nous aurons donc
12

t1

B deqz
_ / lzd Wt Y5 dt]dt. (2.15)

Intégrons par parties le deuxieme terme du cro{:h@t

t2 4L d (5q;) oL . |™ d (dL
gt = - Sqidt 2.16
/t dg  dt g1, /t1 dt (d ) a4 (2.16)

0q;

ou le premier termde de droite est zéro puisiyét, ) = dg;(t2) = 0. Remplagant nous

Copyright © 1997 P Amiot, L. Marleau



20

Chapitre 2 FORMALISME DE LAGRANGE

avons

/Z[dq dt(dLﬂ(sqzdto (2.17)

Pour aller plus loin nous devons faire I'hypothése queglesont indépendants les
uns des autres. En termes physiques, cette indépendande; dégnifiera que lesgy;
sont indépendants les uns des autres, i.e. qu'il n’existe aucune contrainte les reliant. lls
devront donc correspondre a des degrés de liberté physique du systeme.

Posant donc que leg sont indépendants et comme ils sont quelconques, la seule
facon de satisfaire cette équation est que chaque termé déuwde (2.17) soit nul, i.e.

dL d (dL
généralement écrit comme
d (dL dL

Ce sontles fameuses équatiorsuler-LagrangeNous posons qu’une fois solutionnées,
elles définissent une trajectoire privilégiée

¢ = qi(t) (2.20)
qui est identifiée a la trajectoire physique.

Nous avons débuté en parlant d'une particule mais clairement, cela n'a eu aucun
impact dans le développement de cette équation. Elle demeure valable pour un systéme
a un nombre arbitraire;, de degrés de liberté pourvu qu’ils ne soient pas contraints.
Nous obtiendrons alors équations pout = 1,2....n. De plus, rien n'a été dit sur les
{¢;} . lls sont quelconques et mesurent des longueurs, des angles, des.... La forme de
I'équation n’est pas affectée par le choix des} .

Remarque 3
On remarque ici qu’étant donné que lgssont quelconques, ils n'ont pas nécessairement
les mémes dimensions. La ou dans I'équation de Newton

F =ma (2.22)
toutes les composantes de cette équation vectorielle ont une dimengidilde 2], il
n'en va pas de méme des composantes de I'équation d’Euler-Lagrange. Elles nauront

dimension de forces que @i a les dimensions de longueur. L'approche Lagrangienne
fait automatiquement la cuisine des dimensions. Elle est dimensionnellement homogéne.

2.3 La fonction L(g;, ¢;,t)

Il est évident, toute la validité de la méthode repose sur le choix ou la définitibn de
Il devrait étre également évident, étant donné que les équations d’Euler-Lagrange préten-
dent résoudre le probléeme mécanique en ayant la trajectoire physiqgue comme solution,
que ces équations devraient correspondre aux équations de Newton. On peut de fait dé-
montrer la forme dd. a partir des équations de Newton. Nous en postulerons la forme
et vérifierons le bien fondé de notre hypothése.
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Forces conservatrices

On appelle une force conservatrice (sur une particule), une¥oreke queV x F =
0. Une telle forceF(r) peut s'écrire alors

F(r) = —VV(r) (2.22)

ouV (r) est appelé le potentiel ou I'énergie potentielle.
On vérifie facilement alors qu’on peut écrire

L=T-V (2.23)
ouT estl'énergie cinétique.
Vérifions-le pour une particule soumise a une telle force et utilisons les coordonnées
cartésiennes que nous noterans= (z,y, z). Alors

1
T = Z §mx§, V =V(z;). (2.24)
J
Donc 1
L=T-V= Z§mi:§ — V(z;). (2.25)
J
Léquation d’Euler-Lagrange pour le degré de libertéi fixé) demande que 'on calcule
oL ov
dr;  Ox (2.26)
oL ) d (0L .
Léquation d’Euler-Lagrange donne donc ici
ma; + v =0 (2.28)
8xi
ou av
8$i

Il'y a donc équavalence compléte avec Newton.

Dans I'approche Lagrangienne, on apprend a raisonner a partir de concepts d'énergie,
potentielle et cinétique, au lieu de concepts de force. Les deux approches sont évidem-
ment équivalentes physiquement, mais les énergies n’étant pas des quantités vectorielles,
elles sont conceptuellement plus faciles a utiliser dans une vaste gamme de problémes.
En physique quantique par exemple, la notion de force n’a aucune signification mais les
notions d’énergie demeurent valables. C’est une raison de plus pour se familiariser avec
leur utilisation. De plus, la force au sens de Newton est une action instantanée a distance.
En relativité, une telle chose est impossible. La notion de force est donc une création
purement classique et macroscopique et contrairement a notre intuition, son intérét est
limité.

Quelques exemples importants:

Il est important de noter que nous n'avons identifié que quatre types d'interactions
(forces) fondamentales dans la nature: gravitationnelle, électromagnétique, faible et
forte. Les deux derniéres étant purement quantiques, seules les deux premieres se mani-
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festent en physique classique. Or, la force gravitationnelle est du type’est dérive

donc d’'un potentiel
GMm 1

%ra\/: —T XX —;. (230)
Ilenva de méme de I'interaction coulombienne qui fait partie des interactions électro-
magnétiques (nous reviendrons plus tard sur I'ensemble des forces électromagnétiques)
a aussi une force er? et de ce fait dérive d’un potentiel

ces 1 (2.31)

4megr r

VCoqumb = -

Un autre cas important est celui de la force harmonique (typiguement le ressort par-
fait) qui est—kx et dérive donc d’un potentiel
ka?

Vharm. = T (2-32)

Bien que n’étant pas une interaction fondamentale de la nature, elle joue fréquemment
un réle important dans les calculs. En effet dans des systemes a géométrie un peu com-
pliquée, I'énergie potentielle d’'une particule peut prendre une allure assez quelconque
comme sur lafigure 2.5.  Cependant au voisinageyderrespondant & un extrémum

\J

Figure 2.5

deV(z) on peut faire I'expansion
_ 2
V(z) = V(zg) + (x — x0)V'(x0) + wV”(xo) +-- (2.33)

Le premier terme est une constante sans grand intérét. Le deuxiéme termel&stmul,
La premiére approximation non triviale est donc

x —x0)? d*V k
Viz) ~ % T2 . = 5“2 = Vharm(u) (2.34)
ou
v
u=(x—mzy) et k=— : un nombre. (2.35)
dx? |,

0
Ainsi pour bon nombre de matériaux, la premiére réponse a un (petit) déplacement hors
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d’équilibre est harmonique. Ceci est d'une grande importance pratique.

Forces non conservatrices

Mathématiquement, peu de fonctidfisiérivent d'un gradient

F(r) # -VV(r). (2.36)
Il en est ainsi par exemple des forces de frictions que I'on écrit souvent empiriquement
comme

Frict. (7") 7é *k(n)in (2.37)

ou typiqguement, =~ 1 pour les basses vitesses (écoulement laminaire)~et2 pour
des vitesses plus élevées (écoulement turbulent). La constdéfeend entre autre de la
géomeétrie du probléme et sa détermination est généralement empirique.

Pour tenir compte de tels effets, il faut alors définir une force généralisée, de compo-
santeq)); et notre équation d’Euler-Lagrange devient

d (dL dL
g <dqi) = Q;. (2.38)
En général il faut étre prudent dans la déterminatiorQdguisque lecomposantes
ne sont pas nécessairement cartésiennes et que les équations n'ont méme pas toutes les
mémes dimensions!

Il existe une exception notable et qui apparait aujourd’hui comme extraordinairement
importante. Nous en discuterons plus loin dans le cadre de I'invariance de jauge et nous
verrons qu’elle correspond a l'interaction électromagnétique compléte.

2.4 Coordonnées curvilignes
I ———

On écrit communément )
2

T= 5mv (2.39)

ou il est entendu que

vi=v.v=rf. (2.40)
Cette notation peut rapidement préter a confusion. En effet, en coordonnées cartésiennes,
il n'y a pas de probleme

r =(z,y,2) =iz —&—:i\y +kz (2.41)
P=ii + jy + k2 (2.42)
donc
r=(,9,2) (2.43)
et
vi=i? + ¢ + 52 (2.44)

Cette simplicité vient du fait que, y et z ont tous les trois des dimensions de longueur
et que leurs axes sont fixes et orthogonaux. Qu'arrive-t-il lorsqu’on passe a d'autres
coordonnées? Prenons par exemple les coordonnées sphériques ou

r =(r,0,p) (2.45)
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ouf ety sont des angles (voir figure 2.6). Doit-on sans ambiguités définir
t=(7,0,)? (2.46)
Deux problémes surgissent ici, dus aux fait que (voir figure 2.7):

Figure 2.6

1.r,6 ety n'ont pas les mémes dimensions,

2. leurs axes sont orthogonaux mais ne sont pas fixes.

Les axes cartésiens (a) demeurent paralleles a eux-mémes en différents points, ici
P, et P, alors qu’en (b) on voit que les axes du systeme sphérique sont en tous points
perpendiculaires I'un a l'autre mai®( ) n’est pas paralléle &% ), etc...

En effet, si nous écrivons le rayon vecteur

r =iz —i—jj\y + Ez, (2.47)
nos obtenons
f:d—‘; =1i+ 3y + ks (2.48)

parce C]Ué\:ji\: k = 0. On a cette simplicité qu’en coordonnées cartésiennes. De fait,
sachant que

rsin 6 cos ¢

= rsinfsing (2.49)
z = rcosd
on calcule
= fsin@cosg&—&—récosécosap—r(,bcosesingo
= fsin@sin g 4 rf cosfsinp — r@sin b cos (2.50)
i = fcosb+rfsind.
De

vi=i? + ¢ + 22 (2.51)
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Figure 2.7
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on obtient 5
v2=i? + 20" + r? sin? 6> (2.52)
Les coordonnées étantd et y, clairement
1 1 . 1
T # 5mi® + §m02 + 5mi (2.53)
mais bien m m oo m
T= 57*2 + 57'20 + ETZ sin? 92 (2.54)

De fagon générale on écrira alors
T=Y" 5 9ijdid; + coordonnées généralisées. (2.55)
]
Pour les coordonnées cartésiennes, on idendifie, (z, y, z) et

100
gij = 010 s (256)
0 0 1
alors gque pour les coordonnées sphériques, (r, 0, ¢)
1 0 0

0 0 r2sin?@
Ici, dans les deux cag;; est diagonal parce que les deux systémes d'axes restent ortho-
gonaux en tout point. Pour le cas sphériquesgieae sont pas des constantes, mais des
fonctions de la position qui tiennent compte simultanément du faitcgteo n'ont pas
des dimensions de longueur et du fait que les ax@st varient en direction d’un point
al'autre de I'espacey;; s'appelle la métrique (tenseur metrique) et il apparait générale-
ment dans la définition de I'élément de longueur souvent noté

ds? = dr-dr. (2.58)
En coordonnées cartésiennes
ds® = (dz)? + (dy)* + (dz) (2.59)
alors qu’en coordonnées sphériques
ds? = (dr)® +r? (d)? + r? sin? 0 (dy)? (2.60)
et on écrit de fagon générale
ds® = Zgijqiqj. (2.61)

7’)
C’est la la définition formelle de la mét?iqug,;j, qui a une dépendance sur les coor-
données (en général). Fondamentalement la métrique permet de définir la longueur dans
un espace donné. On vérifie facilement ci-dessusgguest identique ay;; qui nous
permet de définir sans ambiguité I'énergie cinétifugar

m .
T= Z EgijQin- (2.62)
2,
Tout ceci est treés important pour obtenir les égquations du mouvement, spécialement

lorsque les coordonnées utilisées ne sont pas les coordonnées cartésiennes. En effet, dans
le cas des coordonnées cartésiennes, I'équation de NewtBr=esta avec les compo-
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santes

& oUx;=(z,y, z) pouri = 1,2, 3. Du Lagrangien
_m .2 _
L= Zm — V() (2.64)
les équations d’Euler-Lagrange nous donnent
d . ov
pn (ma;) = v (2.65)
IdentifiantF = —VV, les deux équations sont identiques et Lagrange concorde avec
Newton.
En coordonnées sphériques, par contre, et I'équation de Newtord plaat pas
d .
= ( ei) — Fp. (2.66)
Sachant que le Lagrangien sera
L= % (7'“2 + 20" + 7% sin? 99272) —V(r,0,p) (2.67)
I'équation d’Euler-Lagrange poudrnous donnera, avec
AT — (2.68)
00
o <%> = mr<f+2mrro (2.69)
et 5L
50 = mr? sin 0 cos > (2.70)
donc oV
mr26 + 2mrid — mr? sin 0 cos 0% = 30" (2.71)

ce qui n'était pas a priori évident. On sait retrouver ce résultat a partir de I'équation de
Newton si on fait attention dans le calcul g% Cependant la cuisine est relativement
désagréable. La méthode Lagrangienne nous donne *automatiquement’ la bonne équa-
tion.
On remarquera qu’en divisant par-2, I'équation ery est
.9 . 1 oV
0 + =70 — sin @ cos Hp* = —— (2.72)
r mr? 00
Le c6té gauche est de la forme
G+ ) Thpdidy. (2.73)
Jik
C’est ce qui s’appelle la dérivée covariante par rapport au temps du vecteur vitesse de
composante;. Ici, sig; = (r, 0, ¢) pouri = 4,2, 3, I'équation erd correspond a = 2
etaulieu dej—tq'i = ¢; = 0, la bonne définition de la dérivée par rapport au temps, tenant
compte des unités et du fait que les vecteurs unitaires varient d’'un point a l'autre, donc
dans le temps le long de la trajectoire nous avons des termes additionnels

0 + T2+ 2,70 + D200 + 13,07 + 12,00
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12,00 + T2 ¢ + T2,00 + T2, 0. (2.74)
Tenant compte du fait qUégk = I‘;Cj on identifie, pour les coordonnées sphériques
2, = 0,
2, — T12,-1
12 21 r )
F%3 = F§3 =0, (2.75)
rz, = 0,
F%E’) = F§2a
2, = sinfcosb,

A partir de L on peut identifier Iei‘}k et Iesl‘?k de la méme facon. Ce qui distingue

les coordonnées cartésiennes, c'est que tousj}g& 0, c’est le seul systéme de coor-
données pour lequel c’est vrai (et uniguement parce que I'espace considéré ici est plat,
i.e. sa courbure est nulle). Ces facteurs géométriq?%sappelés symboles de Chris-
toffel, jouent donc un réle important On peut les calculer par la formule

Ogi; | Ogie  Ogji
E T = 2.76
=3 [ {qu " 2g; o (.70)
ol ¢! est la matrice inverse dg On voit qu'ils sont enti€@rement déterminés par la

métriqueg. Cette cuisine compliquée, la méthode Lagrangienne la fait automatiquement.
Ce n’est pas le moindre de son intérét!

2.5 Les contraintes

Il peut exister plusieurs types de contraintes, par exempie a signifie que le
mouvement est gelé aenet gu'il est contraint de ne se faire que dans le plapassant
parz = a. Il ne reste que deux degrés de libegét z. On peut également avoir une
contrainte du type

Y =a, (2.77)
i.e. la vitesse selop est contrainte d’avoir la valeur. Cette équation s’integre triviale-
ment pour donner

y = at +b. (2.78)
Soit le Lagrangien (avant de tenir compte des contraintes)
L=— 5 (ﬂc + 92+ 2% = V(z,y,2) (2.79)
Si la contrainte est = a doncz = 0, on devra écrire
L= (y +z ) V(z,y,z) (2.80)

et nous n'aurons que deux equat|ons d’Euler-Lagrange, uneypeturne pout.
Sila contrainte esj = a donCy = at + b, on devra écrire

L=— (:U +a? +z) V(z,at + b, z) (2.81)

1 \kctor Analysis, M. Spiegel, Schaum.
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et nous n'aurons que deux équations d’Euler-Lagrange, ici unezpetiune pour.
Notons que ces solutions seront paramétrisées gidreste inconnu.

De facon générale une contrainte s’écrit sans la forme

>0

f(q17q23"'a(h)QZa“~) =0 . (282)
<0

Les cas d'inégalité correspondent a des contraintgsholonomeskEn fait on définit
comme contrainteBolonomesles contraintes qui s’écrivent

d .

—h(qi,t) =0 soit h(qi,t) =C (283)

ou h(g;, t) est une fonction quelconque des coordonnés (et du temps). On appelle
holonomescelles qui n'obéissent pas a une telle relation, soit que

2. Ouf(‘]i)‘jiat) <0 Ouf(‘]i)‘jiat) > 0.

Nous parlons de trajectoires, i.e. de I'existence de fonctions

Par conséquent, pour une contrainte holonome
iy Giyt) = it i =0. 2.85
F(qirdirt) = (g Z 7 O it (2.85)

De telles trajectoires satisfont

h(gi,t) = C :une constante. (2.86)
Dans les deux exemples vus précédemment les contraintes sont holonomes. Nous avions
d'abord étudiér = a. Ici, nous aurons simplemeht=z = a oUC = a et

Bh
f= =z =0. (2.87)
Par contre, le deuxieme cas étudié correspond a
y=a (2.88)
et nous écrivons
f=y—a=0 (2.89)
ce qui méme a
h=y—at=0C. (2.90)

De fagon générale, une contrainte holonome est intégrable au sens ou on peut (méme
si c'est compliqué) I'écrire sous une forme permettant une substitution exacte dans le
Lagrangien, faisant ainsi disparaitre les degrés de liberté contraints. Physiquement on
peut visualiser la contrainte comme étant due a une force extérieure telle que son effet
impose au mouvement d'étre contraint. Si cette force est indépendante des (i.e. la méme
pour) trajectoires possibles, alors la contrainte est holonome. Si cette force dépend de la
trajectoire (raie d’une trajectoire a I'autre) alors la contrainte est non holonome.
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Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Si un Lagrangien. dépend de degrés de liberté contraints, les équations d’Euler-
Lagrange qu’on peut en déduire

d (dL\ dL
u <d_qi> -0 (2.91)

ne sont pas valides. Elles ne peuvent donc pas représenter nos équations de mouvement.
Ce Lagrangien est inutile. Or, lorsque les contraintes sont non holonomes nous sommes
en général incapable d’extraire exactement les degrés de liberté contraints du Lagran-
gien. Méme pour certaines contraintes holonomes, I'exercice peut étre difficile. Il existe
une méthode, dite des multiplicateurs de Lagrange, qui peut alors étre utile. Nous la pré-
sentons sans démonstration.

Soit un LagrangienL(q;, ¢;,t), ¢ = 1,2...n décrivant un systéme mécanique dont
les trajectoires doivent obéir a une contrainte qu’on sait exprimer comme

f(qja Qj,t) = 0. (292)
On construit alors un Lagrangien auxiliaitg,

L' =L+ ¢ (2.93)
pour lequel on suppose que la contrainte est (temporairement) levée. Ceci étadg-les
grés de liberté peuvent étre considérés comme indépendants etdaations de Euler-
Lagrange

d (dL’ dr’
= - =0 ;i=1,2,.. 2.94
7 (G) -G -0 sim12.n (299
sont valides. En principe on peut résoudre pour obtenir les équations de la trajectoire
¢ = qi(t, \) (2.95)
qui seront paramétrisées papuisqueL’ en dépend. On peut en calculer les
. d .
4 = 7% = di(t, A). (2.96)
On remplace alors dans I'équation de contrainte
f(qi (ta )‘)a Qi(ta )‘)7 t) =0 (297)

qui permet de calculer la valeur de

A=2X (2.98)

permettant & la contrainte d’étre satisfaite. On remplace alors cette valkut dedans
les équations de la trajectoire pour obtenir les équations de la trajectoire contrainte

G =qt,N) ;i=12 ..n (2.99)
Pour simple gu’elle soit en apparence, cette méthode n’est pas triviale d’application.
En effet, on doit prévoir de

flai(t, A) i(t, M), 1) = (2.100)
que la solution dépende dd.e. A\ = X = A(t) dépendra généralement ¢leOr, si
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I'équation de contrainte dépend dgsalors
dL'  dL of
dg; — dg; " 04

d (d'\ d (dL 4 (0f\ . of
dt (dqi) Tt <d_q'i) tA (a—qi) g (2.102)

et nous voyons apparaitre non plus seulement mais aussi inconnu. C’est d’ailleurs tou-
jours le cas pour les contraintes non-holonomes.

Nous ne pousserons pas plus loin la présentation de cette méthode qui nous ménerait
a des divergences considérables. Pour ceux qui sont intéressés on peut consulter les livres
de Goldstein ou de Saletan et Cramer par exemple.

(2.101)

2.6 Invariance de jauge

On appelle transformation de jauge une transformatioh de L’

. ) d
ou F' est une fonction deg et det (appelée génératrice de la transformation) et
dF dF oF
- = —q; + — 2.104
dt Z it o (2.104)

Remplacant dans la définition de I'actiofidevientS’

to
S/ / L/(qia qzat)dt
ty
to ta d
. ¢ dt
= S+ F(2)—F(1) (2.105)
OUF (1) = F(gi(t1),t1) doncd F(2) = §F(1) = 0 puisquedg;(t1) = dg;(t2) = 0.
Ainsi
58" =48. (2.106)

Or comme la physique est déterminée par I'extrémisatiors deu de.S’, rien n'est
changé ici. La physique sera inchangée, les trajectoires seront les mémes.

On constate cependant que le passagk @&’ ne laisse pas la forme du Lagrangien
inchangée. En effet, supposons que

L=T-V(g,t). (2.107)
Alors une transformation de jauge généréeBéy;, t) nous donnera

r_ o ) )
L'=T—V(gt) +§i: R T (2.108)
Puisque est une fonction geet det, appelons
OF (q;,t
V'(gist) = V(gist) — %. (2.109)
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Ainsi dF(
—T V(g1 +Z q” (2.110)

Le dernier terme fait que la forme den’est pas mchangee

Opérons une deuxiéme transformation de jauge, générée par la foaktort).
Nous obtiendrions d&’ un nouveau Lagrangiem”

L'=T-V"(g,t) +Zqz F+G (2.111)

V(i) = Viant) — g0 [Fas )+ Glai 1) (2112)

On voitdonc qud.’ est invariant de forme sous une transformation de jauge qui laisse
la physique inchangée. Aujourd’hui on a admis le principe théorique qu'il s'agit de la
forme la plus générale que peut prendre un Lagrangien, i.e. que les seules interactions
possibles sont des interaction de jauge. C’est cette philosophie qui a permis 'unification
de trois des quatre interactions fondamentales en théorie du champ.

Le terme eng;, i.e. ZZ e G, est la formeq-V F' , i.e. le produit scalaire entre le
vecteur et un champ vectoriel (local) que la transformation de jauge nous donne comme
étant le gradient d&', V F.

Supposons maintenant que notre Lagrandiesecrive

ou A(g;,t) est un vecteur quelcongue, et non un gradient. Alors une transformation de
jaugeL 7 L' donnera

L'=L—V'(qt)+aA'(g1) (2.114)

ou
Vi(gi,t) = Vigt)— % (2.115)
A'(gi,t) = Alg,t)+ VF(g,t). (2.116)

La forme du Lagrangien est clairement restée la méme et nous savons que la physique (la
trajectoire) n'est pas affectée par la transformation de jauge. En physique moderne, on
adopte aujourd’hui une approche basée I'axiome suivant: la nature est telle qu'observée,
invariante de jauge (interaction électromagnétique). Nous devons donc développer un
formalisme physique qui respecte cet aspect de la nature et qui soit invariant de jauge.
En mécanique classique, cela signifie que le Lagrangien le plus général que 'on peut
écrire a priori devra étre invariant de forme sous une transformation, i.e. devra étre de la
forme
L=T-V(g,t)+aA(g,1) (2.117)

ouV et A sont des champs locaux, scalaire et vectoriel respectivement. La conclusion
qui s'impose est que les seules interactions permises par la nature sont celles décrites par
ce Lagrangien. Il nous reste donc a vérifier quel type d’interaction existe dans la nature,
au niveau classique, sur la base de cet axiome d’invariance de jauge.

Typiqguement donc un interaction invariante de jauge dépendra des vitesses puisque
L ~ q-A(qg;,t), donc la force dépendra des vitesses. Clairement cette force n’est pas



2.6 Invariance de jauge 33

conservatrice au sens vu dans le chapitre précédent, néanmoins de telles forces trouvent
leur place dans le formalisme Lagrangien. Examinons le type de forces qui émergent de

L = %58 — V' (x,t) + % A(x, 1)
% SE2 Vi) + Y @ As(x, ) (2.118)
J J

qui restera invariant de forme lors d’une transformation de jauge méme dans le cas géné-
ral ou

A £VF. (2.119)
Léquation d’Euler-Lagrange pour la composantelemande que I'on calcule
oL ov . 0
5o = om ;xja—xiAj(x, t) (2.120)
OL .
d (0L . . 0 0
p <8_x1> =mz; + zj:xj'a—xiAj(X, t) + EAZ‘(X, t) (2.122)
puisque, sur une trajectoimg = z;(t)
[zt Z j—+— (2.123)

Au total nous avons donc

mxl—&—z T g i Z %o = (2.124)

donc
L (OV(x,t)  0Ai(x,1) . (0Ai  0A;
mi; = ( ot a0 + ;xj o2, om ) (2.125)
C’est la composante; de I'équation vectorielle
mx = — (VV(X, t) + %) +xx(VxA). (2.126)

On sait qu’en électromagnétisme les champs électrique et magnétique peuvent étre ob-
tenus des potentiels scalaire et vectéyc:et Aglect

E(x{) — —vv:élecz(x,t)—aAé'g—j(x’t) (2.127)

B(x,t) = V X Agec(x,1). (2.128)
On sait également qu’'une particule de chargdacée dans des chamBset B est sou-
mise a la force de Lorentz
Florenz = e(E+x x B). (2.129)
On peut donc aisément identifiét aveceVgect €1 A aveceAgec €t CcoOnclure que l'in-
variance de jauge du Lagrangien qui nous a permis de poser la forme la plus générale

possible pout, nous méne directement a l'interaction électromagnétique. C'est un ré-
sultat remarquable.
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Lélectromagnétisme possede également son invariance de jauge, i.e. que les champs
physiquesE et B sont invariants si on change simultanément

OF
Velect —  Velect+ o (2.130)
Aglect —  Aglect+ VF. (2.131)

Cette invariance de jauge électromagnétique est identique a l'invariance de jauge La-
grangienne.
Plus haut, nous avons identifié la partie de l'interaction de jauge qui dépend des vi-
tesses comme étant de la forme
x-A (2.132)
par analogie avec le terme
Zm‘ia—F =% VF. (2.133)
Si A = VFi.e. siA estle gradient d’'une fonction scalaire alors le Lagrangien
T-V(xt)+xA=T-V(x,t)+%xVF (2.134)
décrit, par invariance de jauge, la méme physique que le Lagrangigm apparait au
début et par conséquent il n'y a pas ici d'interaction nouvelle. Il N’y aura interaction
nouvelle que si
A £VF, (2.135)
i.e. il n’y aura interaction nouvelle ou de jauge quAsi’est pas le gradient d’'une fonc-
tion scalaire. De fait physiquement, en électromagnétisme, un potentiel vecteur qui n'est
gue le gradient d’'une fonction scalaire ne génére las de champs. Il est évident que le cas
particulier A = 0 est possible. Il permet de couvrir les interactions a potentiel habituel

i.e. V(g;,t), ce qui permet les interactions électromagnétiques et gravitationnelles par
exemple.

2.7 Quelques caractéristiques, propriétés, limites...

1. On ne saurait trop insister sur I'indépendance des coordonnées généralisges, les
qui décrivent les degrés de liberté physiquement indépendants. Si cette condition
n'est pas satisfaite en écrivant le Lagrangien, celui-ci n'est pas valide et les équa-
tions d’Euler-Lagrange qui en découlent non plus. Les trajectoires, solutions de ces
équations n’ont rien de physique.

2. En mécanique classique non relativiste, pour chaque vrai degré de liberté du systeme,
i, le Lagrangien contient un terme ép Le Lagrangien peut également dépendre
linéairement dej;et sa dépendance epest quelconque. La dépendancegérest
nécessaire pour garantir que I'équation d’Euler-Lagrange sejaBepuis Newton,
on sait que la connaissance des deuxiemes taux de varigfia®eég; est nécessaire
et suffisante pour déterminer I'historique du systeme. La dépendangeapparait
avec les potentiels de jauge (potentiel vecteur) discuté a la section précédente. La
dépendance ey; est quelconque. Elle dépend du systéme de coordonnées et des
interactions.
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3. Coordonnée cyclique: Une coordonmgé; fixe) est cyclique si elle n’apparait pas
dans le Lagrangien alors méme que ce dernier dépend Be I'équation d’Euler-
Lagrange pour ce degré de liberté

d (0L oL
— (=) == 2.136
il ne reste alors que
d (0L . oL
— = —. 2.137
7 (8%) 0 puisque 90 ( )
Formellement la solution est
g—é = m; = constante (2.138)

une telle équation est généralement plus simple a résoudre que I'équation d’Euler-
Lagrange compléte.

4. Le Lagrangierl, = T — V est structuré comme les énergies cinétiqliest poten-
tielle V. Il en partage plusieurs propriétés, en particulier 'additivitél Set L, sont
des Lagrangiens de deux systémes physiques indépendants, alors le Lagrangien du
systeme physique constitué de I'union des deux précédents systemes est

L=1y+ Ls. (2.139)
Si les deux systéemes interagissent alors le Lagrangien total sera
L=1Li+Ly—V(1,2). (2.140)

Peuvent jouer le réle de sous-systemes des particules différentes ou une méme parti-
cule a qui on octroie des degrés de liberté additionnels.

Exemple 2.1

SiLy = ZLif — Vi(r1) décrit le mouvement de la particule 1 etlsi = 2215 — Va(rs)
décrit le mouvement de la particule 2 alors le systéme physique constitué des deux particules sans
interaction est
L = Li+1L:
miy .2 ma .o

= Tl‘l + TI‘Q — Vl(rl) — V2(r2) (2141)

Si en plus on permet aux deux particules d’interagir via une flitge= —%jﬁﬁ = force sur la
particule: due a la particulej, alors le Lagrangien est
L = Li+L—V(1,2)
= L1+ Lo —V(I‘l,rz)

mi . ma .
- S H-Tm)

—‘/2(1‘2) — ‘/2(1‘1,1'2). (2142)
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3 APPLICATIONS ET PRO-
PRIETES

3.1 Cas simples en mécanique

Particule dans un champ gravitationnel

Une particule de masse dans le champ gravitationnel prés de la surface a une énergie

potentiellel = mgz ol z mesure sa hauteur gest I'accélération due & la gravité (voir
figure 3.1).  Son énergie cinétique est

A

z

xouy

Figure 3.1
T = %(¢2+y2+22) (3.1)
donc m
L =—(i*+ 9%+ %) — mgz. (3.2)

Nous aurons trois équations d’Euler-Lagrange, cellespetiy étant identiques. Voyons
celle enz. On constate qu%% = 0. Dans un tel cas, on dit deque c’est une variable
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cyclique. Léquation d’Euler-Lagrange pourse limite donc a

d (0L
—\5z)=0 3.3
dt <8sb> (33)
ou gL =constante (d'intégration). D& = mi = C, on tire
mx=ct+a (3.4)
ou les constanteset a sont déterminées par les conditions du probléme. De la méme
facon
my = c't +a (3.5)
Pourz nous avons
OL
5, - ” 3.6
0z mg (3.6)
oL . d (0L .
5 - M= == py <§> =mZ (3.7)
alors
mzZz+mg=0 ou Z=—g (3.8)
donc )
t
Z(t):*g?+c”t+a” (3.9)

ouc” eta” sont déterminées par les conditions du probléme.

Particule suspendue a un ressort

Une particule de masse est suspendue a un ressort de constatans le champ gra-
@ vitationnel pres de la surface de la terre (voir figure 3.2). Son énergie potentielle

Figure 3.2
est L
V= E(z — 20)? +mgz (3.10)
ou zq est la longueur au repos du ressort. Le mouvement n’étant que vertical,
=" (3.11)

?Z
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et
k
L= %732 — 5(2 — 20)% — mgz (3.12)
donc
L
g—z = —k(z—20)—mg (3.13)
d (0L
— =] = z 3.14
dt (az) me (3.14)
I'équation d’'Euler-Lagrange (il n'y a qu’un seul degré de liberté) est
mZ+k(z—20)+mg=0 (3.15)
mz + kz = kzg — mg. (3.16)
Posons = zj, + 2, ou
mzp + kzp =0 (3.17)
alors (pourms? + k = 0 = s? = —£ — s = +iw oliw = ,/£) la solution
générale s’écrit 4 '
2 (t) = A'e™' + B'e™ ™" = Asin (wt + 6) (3.18)
avec
k
w=4/— (3.19)

m
et A et qui sont des constantes d’intégration devant étre déterminées par les conditions

initiales. Le terme non homogéne étant constant, on n'est pas surpris de trouver

zp = constante= C (3.20)
2(t) = z2p(t) + C (3.21)
ou C est une constante. Remplacant, avec
5 =2, +0=—w?Asin (wt + ) (3.22)
on obtient
—mw? Asin (wt + 0) — kAsin (wt + ) +kC = kzy — mg (3.23)
0
kC = kzg —mg = C:zo—% (3.24)
z(t) = Asin (wt +6) + 29 — % (3.25)

Ainsi, au repos ol = 0 nous avong = 2z — =2, i.e. le champ gravitationnel cause

k
un étirement du ressort (vers le bas) d’'une longugtir

Particule suspendue au haut d’'une tige rigide

Une particule est suspendue au haut d’'une tige rigide sans masse et se déplace dans le
7. planzy (voir figure 3.3). Cependant la tige rigide constitue une contrainte telle que la

particule ne se déplace que sur la coutbgui n'a qu'une dimension.  Le systéme ne

posséde donc qu’un seul degré de liberté. Dl au champ gravitationnel, I'énergie potentiel
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Figure 3.3
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estV = mgy. Géométriquement

x=lsingp, y=—lcosyp (3.26)
donc
z=Ilpcosp, y=Ipsing (3.27)
donc m m m
T= ?(332 +9°) = 5129272(511[12 ¢+ cos? p) = ?lzg'oQ (3.28)
et
V = —mglcosy (3.29)
et ainsi 2
L= ngbz -+ mgl cos . (3.30)

C’estun Lagrangien pour un systéme & un seul degré de libertecioimme il se doit. Un
choixintelligent de coordonnées généralisées, lorsqu’il y a contrainte, consiste a choisir
les degrés de liberté contraints (ils ne sont plus des degrés de liberté alors) comme faisant
partie des coordonnées généralisées. Ainsi dans cet exemple, le mouvement dans le plan
xy peut étre décrit en coordonnées polairesy) our = [ est précisément I'équation

de contrainte ici. C'est le choix que nous faisons, ce qui ne laisse que le degré de liberté
décrit parp. Ce degré de liberté est un angle et n’a pas de dimension. Il n'y a qu'une
seule équation d'Euler-Lagrange

g—i —mgl sin @, (3.32)
ai ml?¢ (3.32)
¢
d (0L 9.
S (%) — i (3.33)
donc I'équation d’Euler-Lagrange se lit
ml?p + mglsing = 0 (3.34)

oup + 4sing = 0, apres division paml?. La solution n’est pas triviale et fait appel a
des intégrales elliptiques. Cependanp seste petit, alors

3 5
sinango—%—&-%—i—-“ (3.35)
et ne retenir que
sinp = @ (3.36)
et I'équation devient
p+em0 = p=-2p (3.37)
qui a comme solution
o(t) = Asin(wt + §) (3.38)

avecw = \/? , A et étant des constantes déterminées par les conditions initiales du
problémes. C'est le fameux probléme du pendule plan qui a longtemps servi de référence
pour mesurer le temps.
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Remarque 4
Dans les deux derniers exemples, le mouvement est 'harmonique’. C’est le cas a chaque
fois que I'équation du mouvement est du type

i+u=0 = i=-w’u ;w?>0 (3.39)
qui a comme solution
u(t) = Asin(wt + ) = A cos(wt +¢') (3.40)
ou
u(t) = Bsinwt + B’ coswt (3.41)

ol w est la fréquence (angulaire) du mouvemextt, revient au méme point a chaque
fois que

wt=2nmw : nentier (3.42)
onar = 2% = 1 o7 estla périodey la fréquence du mouvementet= 27v est la
fréquence angulaire.

On notera également que dans les deux premiers exemples, la coordonnée utilisée
pour décrire le degré de liberté a les dimensions de longueur, ainsi les équations d’Euler-
Lagrange ont des dimensions de force, comme I'équation de Newton. Il n’en va pas de
méme de le dernier exemple ou la variable n’a pas de dimension (un angle). Léquation
d’Euler-Lagrange est I'équation du mouvement méme si elle n'a pas des dimensions de
force.

Pendule plan suspendu par un ressort de masse nulle

Soit un pendule plan dans lequel la tige rigide est remplacée par un ressort de masse
nulle, en fait négligeable (voir figure 3.4). Le mouvement étant dans lerplan attend

deux degrés de liberté. Puisque la tige n’est pas rigide le mouvement n'est pas contraint
a une trajectoire et on conserve deux degrés de liberté. On pourrait consetver

Figure 3.4

y pour les décrire mais ces coordonnéesolent pas tres bien avec la géométrie de
I'objet. Clairementu et ¢ collent mieux a cette géométrie guest I'angle du pendule
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avec la verticale et sa longueur. On obtient facilement

r=usingp, Yy=—ucosy (3.43)
donc
T = using 4+ upcosy, (3.44)
= —ucosy+ upsiny (3.45)
et
T = T+
= %(u2 sin? © + 2uupsin @ cos ¢ + u2<,'02 cos? %)
+u% cos® p — 2up sin p cos p + uip? sin? ®)
= %(ﬁz +u’p?). (3.46)

Lénergie cinétique a un terme éf et un enp?, ce qui est correct dans un Lagrangien
destiné a décrire un systéeme physique a deux degrés de liberté .

L'énergie potentielle est

K
V. = mgy+ 7(“ — ug)®
K
= —mgucosy + ?(u —up)? (3.47)
et finalement
m .o 2.2 K 2
LZE(U +utp )ergucosgof?(ufu()) (3.48)

ol ug est la longueur au repos du ressort-tige. Ici nous avons une coordonnée qui a des
dimensions de longueus) et une qui n'en a pag() puisque c’est un angle. Néanmoins,
nos équations d'Euler-Lagrange seront de la méme forme

d (0L oL
d (0L oL
= (%> “ = 0. (3.50)
Dans (3.49),
oL = Eua,bz +mgcosp — K(u — up) (3.51)
ou 2 L /oL
e (94 _ )
7 <8u> mii (3.52)
et donc m
mii? — Eugf —mgcosp + K(u—1ug) =0 (3.53)
qui a des dimensiona/ LT 2], i.e. de force. Pour (3.50)
oL = —mgusing (3.54)
dp
d (OL\  d 2.y . 2.
o (%> = o (mu*@) = 2muigp + mu’p (3.55)
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ce qui donne
mu?p + 2muip + mgusin g = 0 (3.56)
qui a des dimensiond/ LT ~2], qui ne sont pas des dimensions de force
La solution de ces deux équations couplées n’est pas triviale. Cependant leur obten-
tion, par une méthode raisonnablement simple constitue déja en soi un résultat intéres-
sant.

3.2 Exemples non mécaniques

Principe de Fermat

@

On peut baser toute I'optique géométrique sur le principe de Fermat qui, remarquable-
ment, est un principe variationnel. Les trajectoires des rayons lumineux a des équations
d’Euler-Lagrange.

Enoncé: Entre deux pointset2, le rayon lumineux suit la trajectoire qui prend le
moins de temps.

Sin est l'indice de réfraction, la vitesse du rayon lumineux«st. Appelonsds
I'élément de longueur de la trajectoire, alors le temps requis pour pardewestd: =
ds/v. Entre les pointg et2 le temps requis sefB

2 2
T= ds = l/ nds (3.57)
1 v cJ1

oun peut varier d’'un point & I'autre comme dans une fibre optique par exemple.
Pour simplifier limitons-nous & un systéme a deux dimensi@ns;) donc

ds = +/dz? + dy?. (3.58)

La trajectoire du rayon est une équation du type: y(z). (on aurait pu choisiz =

x(y)). Ecrivons donc
2
ds = dzy[1+ <Z—y) = da\/1+ 2 (3.59)
Xr

ouy =% etici z est considéré comme le paramétrg ahe variable. Nous aurons donc

1 2 2
7= [ ne ) VTFPde = [ Lgas (3.60)
¢ J1 1
Le Lagrangien est ici

Ly.§,) = 2n(e,5)V T+ 5% (361)
Insistons sur le fait que le probléme est semblable a un probléme de mécanique a un
degré de liberté, décrit par Ici = est le parameétre , ne décrit pas un degré de liberté
et joue le réle joué généralement par le temps en mécanique. Ainsi ce qui joue le réle
de la vitesse (un degré de liberté donc une vitesse) e% i.e. la dérivée totale de la
coordonnée par rapport au parametie
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On cherche a minimiseéf' = fjf Ldz entre deux points fixes en comparant toutes
les trajectoireg(x), qui les relient. On calcule donc
oT. (3.62)

Le résultat est connu, c'est I'équation d’Euler-Lagrange pour le degré de libgcide
seul avec le paramétig

d (0L oL
=z \3 78—ny. (3.63)
Nous calculons donc, avdcdéfini ci-dessus
oL _n_ 1 o,
9y c2,/1+ 42
ny
= —= 3.64
N 29
Sy oy, o]
dt \ 9y e/1+92  e/1+92 |Oy0x O
ny ( 1 PR S
“(-=)( 2
+- < 2)( +9%) 299
- (o ]
/1492 cy/1+92 [0y Ox
.2..
L — (3.65)
c(1+y2)?
o oL 1 0
n
— = 3.66
Oy ey/1+742 0y (3.60)
ce qui donne
n Y . 8n}
+ U+ 7
/1192 Vi [ayy o
w1 on
c(l+32)?  o/1+¢20y
(3.67)
et puisquezy/1 + %2 n est jamais nul, on peut simplifier en
. O oy On
— (1 —9%) == 1+9%) — =0. 3.68
g — ( y)ay+y(+y)ax 0 (3.68)

3.3 Probléme a deux corps

C’est le systeme physique fermé le plus simple qui existe. Deux particules, de masses
my etmsy, dont les positions instantanées sonetr, interagissent via un potentiel

V(ry,r2) = V(r; —r2) (3.69)
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pour respecter 'homogénéité de I'espace. Ainsi leur Lagrangien s’écrira (le Lagrangien
est additif)

L= %r% + %rg —V(r1 — 1) (3.70)

Opérons un changement de coordonnés définissant la coordonnée tetative— ro
et la coordonnée du centre de masse (voir figure 3.5)
__myr; +mars

(3.71)
mi + Mo
ainsi m
ri=R+—r (3.72)
ml% mo
rp=R-——1 r (3.73)
mi + mo
donc . m
i =R+———17 (3.74)
om T—)ﬁ-lmz
fo=R— —— ¢ (3.75)
) mi + mo
Remplagant dans le Lagrangien nous obtenons
Figure 3.5
M ..
L=ZR+ %fz —V(r) (3.76)
ol
M = m5 4+ me = masse totale du systéme (3.77)
— ™ _ masse réduite du systeme (3.78)
mi + mo
Le Lagrangien se décompose en deux éléments qui ne sont pas reliés
L = Ley + Lye. (3.79)
Ly est simplement I'énergie cinétique globale du systéme et
M .
Lem = —R2 (3.80)

2
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puisquegk = 0 = 2& = C = constante

MR = C. (3.81)
Le C.M. se déplace a vitesse constante. La deuxieme partie, relative, est
Lie. = > = V(x) (3.82)

apparait comme le Lagrangien d’une particule de maseede positiorr. Aucune des
deux particules n'a la masse etr ne donne la position d’aucune des deux particules.
L décrit le mouvement relatif entre les ceux particules en le réduisant a un probleme
d'une seule particule (fictive), de masseet de positionr. Parce qu'il peut se réduire de
cette fagon a un probléme a un corps, le probléeme a deux corps peut avoir une solution
analytique.

Le probleme &V corps, ouN > 2, n’a pas de solution analytique.

3.4 Le potentiel central
___________________________________________________________________________________________________________________|

Nous étudions ici un probléme a un corps qui peut étre le probléme relatif d'un
systéeme a deux corps qui est aussi assimilable a celui d’'une particule soumise a une
force centrée a l'origine. Le Lagrangien est de la forme

L:%Ffvm. (3.83)
Dans bon nombre de cas, I'interaction ne dépendra que de la distance, soit entre les (deux)

corps, soit entre le corps étudié et le point d’origine de la force. On a¥lafs= V(r)
et la force est dans la directianC’est le potentiel central.

Figure 3.6

Physiquement, si le probleme de base est un probleme a deux corps (voir figure 3.6)
alors la force est purement dans la direction de la droite les reliant. C’est le cas de I'inter-
action gravitationnelle entre deux corps massifs ainsi que le l'interaction coulombienne
entre deux corps chargés.

Puisqu’ici la force est purement radicale (aucune compogagtte) le torquer x F
s’exercant sur la particule est identiquement nul et par conséquent le moment cinétique
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(voir figure 3.7),

1 =mrxr (3.84)
est une constante du mouvement. En effet
l=mixt +mrxi=0+r x F (3.85)

puisquer etF sont colinéaires. La conséquence physique est que le mouvement est

Figure 3.7

dans un plan perpendiculaird puisquel = constant signifie constant en grandeur et en
direction. Choisissons ce plan comme étant le pi@y, i.e. le pland = 7 donct = 0.
Le Lagrangien se reduira (avein f = sin 7 = 1) a

L= %(7*2 +1202) — V(r) (3.86)

comme en coordonnées polaires. Immédiatement, on constatg gskeune variable
cyclique et donc

== (3.87)

et doncg—fo = mr?¢ = [, une constante mémessi= r(t) ety = p(t).

On vérifie trivialement que cette constatest précisément la longueur du moment
cinétique qui pointe ici selon I'ax@z. Comme est une constante du mouvement sa valeur
est fixée par les conditions initiales. Léquationese calcule aussi:

oL a4
oL . d (0L .
5 = ™ = o (E) = m# (3.89)
donc
mit — mr@?® + y 0 (3.90)
et toujours enp : mr2p = I.
De I'équation enp on tire
. l
gue I'on remplace dans I'équation en
2
mf—l—+a—V:0 (3.92)

mr3  Or
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ou

. ov 2 OVeg(r)
mr = *E —+ mr?) = — 87‘ (393)

12
2mr2’

Verr(r) = V(r) + (3.94)

Tout se passe donc ertomme dans une équation a la Newton pour un systéme a un
degré de liberté
Vet (r)

mit = —— " = Fest (7). (3.95)

Ce potentiel efficac&es(r) est constitué du potentiel origin&l(r) plus qui repré-
sente une répulsion centrifuge: un corps qui tourne par rapport a I'oligiest effec-
tivementrepousséde l'origine (il ne peut pas 'atteindre) et plus il tourne i.e. plest
grand, plus il estepoussél’exemple de la figure 3.8 est polir = — *’f (gravitationnel
ou électrostatique).  On constate dans ce cas que

\

Figure 3.8
K 12
Ve =—— 3.96
et(7) T + 2mr?2 ( )
a un extremuny;, enrq qui obéit a
Vet (1) K 12
LAY e S 3.97
or v r2  mrsd ( )
donca 2 X2
m
Puisque
OVer(r) .
—27. — 0 —— mr‘To = 0 (399)

- N 7'(). . ) - . - -
ce qui correspond & = ro doncr = 0 donc# = 0. C’est un point stationnaire qui
correspond physiquement a une orbite circulaire (@eualrie) avec une vitesse angulaire
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constante donnée par

l
¢ = — = constante (3.100)
mry
l

0
Ici, les conditions initiales ont fixé = rq, £ = Vy, la valeur dd et de celle de»,. Nous
continuons d'avoit) = 7 donct = 0.

Pour chaque intervalle de temps pour lequelp(t) augmente dér , nous complé-
tons une orbite, donc

mK? o2rl3 [mr .
l3 T = 27'[' = T = m = 27'[' ? = perIOde. (3102)
La fréquence est = % = %—% et la fréequence angulaire de I'orbite circulaire est
K2
w=2mr = mls . (3.103)

Les conditions initiales pour que I'orbite soit précisément circulaire sont relative-
ment peu probables. Etudions la situation lorsque l'orbite se dégage légérement de ce
cas particulier, i.eE' > Vj

Vet (r r—ro)% 0*Ven(r
Veit(r) = Vert(r) +(r —10) en(r) +( o) ef;( ) (3.104)
N—— or o 2! or o
constante ——
=0
Sir ne s’éloigne pas trop de, c'est le terme harmonique €n — ry)? qui va gérer le

mouvement par

mit = _8V§f;(r) o Ver(r) ~ (r —ro)? (3.105)
Ici, avec le choix particulieV = —% gue nous avons fait
0?Vest(r) 2K 31> miK*
= = = = 3.106
oz . re + mrg 16 ( )

on obtient pouVe(r)
(r —r9)* 0*Ven(r)

Vett(r) ~ 51 | (3.107)
et donc en terme des parametredde)
(r —7r)? m*K*
Ver(r) = T (3.108)
L'équation de mouvement enestmi* = —8‘/5—*;(7"). Nous calculons
OWVert(r) m3K*
# = (r—rp) 7 (3.109)
donc I'équation de mouvement donne
3K4
mi &~ —(r — ro)m (3.110)

l6
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Définissantu(t) = r(t) — ro, nous obtenong(= ) (voir figure 3.9)

. m3K4
ou 2 g4
i = fml—ﬁu — 0% (3.112)
I’équation harmonique qui a comme solution

u(t) =r(t) —rog = Asin(Qt + 9) (3.113)
our(t) apparait comme une constantgplus une fluctuation d’amplitudd et
r(t) =ro + Asin(Qt + J) (3.114)

aveci) = mlé"Z = fréquence angulaire de la fluctuatiofy).

Figure 3.9

Cette fréquence de fluctuation deutour dery se fait a la méme fréquence que la
rotation sur I'orbite circulaire puisque(t) mesure la variation ou fluctuation deét)
autour dery. Ceci est caractéristique du choix particuliéfr) = —% gue nous avons
fait. On dit d'un tel potentiel qu’il génére des orbites stables.
Cette fluctuation de(¢) autour de (orbite circulaire) cause un étirement de I'orbite
a des extrémités opposées et un écrasement aux extrémités perpendiculaire (voir figure
3.10). De plus comm& = w, le mouvement de fluctuation est synchronisé avec la
fluctuation et la particule revient au méme point. C'est la premiéere déformation du cercle
vers l'ellipse que 'on sait étre la trajectoilrmale des planétes. On note ici que la
proto-ellipse est encore centrée sur I'origine. Ce sont les termes asymétritiugide
dont le premier est
(r —ro)® Ve (r)
3! or3
qui seront responsables de ce déplacement.

(3.115)

T0

3.5 Constantes du mouvement
Nous avons vu quelques exemples de situation ou le Lagrangien dépend d’une cer-
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.0 )

Figure 3.10
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taine variable; mais ne dépend pas deOn appelle; une variable cyclique et de I'é-
quation d’Euler-Lagrange poyr

d (0L OL
u <a_q> -5 =0 (3.116)
on tire, du fait de I'indépendance deeng, que
oL =0 (3.117)
9q
et donc i /oL
4 <a_q> _0 (3.118)
d’ou nous concluons que
a—L, = constante. (3.119)
9q

Cette constante s’appelle constante du mouvement.
Pour un systéme & degrés de libertégfj| ¢ = 1,2....n} nous aurons équations
d’Euler-Lagrange
% g—(; - g—i =0, 1=12..n (3.120)
En mécanique, ces équations sont des équations différentielles du 2ieme ordre, i.e. chaque
équation est du type
fi(q'j?q.jvqjvt) =0. (3.121)
Pour fixer de fagcon unique la solution d’'une équation du 2ieme ordre nous avons besoin
de deux conditions, qu’elles soient initiales, finales, limites... Techniquement cela signi-
fie que l'intégration de chacune de ces équations requiert deux constantes d'intégration.
Comme il y an équations cela failn constantes qui serontindépendantes puisque fixées
arbitrairement dans le laboratoire.

Ajoutant

Qi :qi(t,Cj,Cé); i,j = 1,2,...77, (3123)
nous avongn équations qui dépendent d&s constantes (les C; et lesn C7). Un tel
systéme peut en principe s’inverser pour obtenir

Ci = Ci(t, g, 4;) }
TR = 2n constantes, 3.124
Cl = Cl{t 051 5) (3-129)

Physiquement, ce sont les données d’'un probleme qui fixent ces constantes. Le but
de I'exercice est d'arriver a exprimer lgsen fonction de ces constantes et du temps.

Exemple 3.1
Prenons I'exemple simple de 'oscillateur harmonique a une dimension
L= %:&2 — mw’z® (3.125)

Ici, n = 1, nous n'aurons qu’une seule équation donc deux constantes d’intégration. L'équation
d’Euler-Lagrange est

i=—w'z (3.126)
dont la solution peut s’écrire de plusieurs fagons

z(t) = Asin(wt+6); A,J = const. dintégration
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z(t) = Bcos(wt+ A); B,A = const. d'intégration
z(t) = Csinwt+ Dcoswt; C,D = const. d'intégration

Ici A, B,C et D sont des amplitudes étet A des phases. Ces trois solutions sont absolument
équivalentes. Pour les fins d'illustration prenons la derniére forme

z(t) = Csinwt+ Dcoswt (3.127)

z(t) = wCcoswt—wDsinwt. (3.128)
Ces deux équations s'inversent assez facilement en

C = z(t)sinwt+ %t) coswt (3.129)

D = =x(t)coswt— ? sinwt. (3.130)

a) Conditions initiales
Soit que, dans le probleme étudié on sache qu’a un temps ihitialo la position estz(to) = zo
et la vitesse initialeg:(to) = <o ol xo etzo sont connus. On identifie facilement

C = xosinwty+ 29 cos wto (3.131)

w
D = =xgcoswty — 20 gin wto (3.132)

w

et la solution est
. Zo .
z(t) = [mo sinwty + — cos wto] sin wt
w
+ [mo coswty — 20 gin wto} coswt. (3.133)
w

b) Conditions limites
Soit que dans le probleme étudié on sait qu’a un tetnpsio, la position este(to) = zo et qu'a
un autre temps = ¢4, la position estz(¢t1) = z1 oUzg etz; sont connus (Mesurés):

At = ty: =z = Csinwty+ D coswty (3.134)
At = ty: xz1=Csinwts + Dcoswts (3.135)
On peut inverser ces deux équations

c - focoswh — @ coswio (3.136)
sinw(to — t1)

D - To sin.wtl — x1 sinwto (3.137)
sinw(to — t1)
et la solution s’écrit

z(t) = [wo Cossi;}z.)l(;) il tcl(;s wt0:| sin wt (3.138)
Tosinwt, — x1 sin wito
+ { Snw(to — 1) ] cos wt. (3.139)

¢) Conditions mixtes
Toutes sortes de quantités peuvent étre déterminées (expérimentalement) pour fixer la solution :
position, vitesse, angle, énergie, moment cinétique (plus d’'une dimension), etc...
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4 LE FORMALISME CANONIQUE

Le formalisme canonique n’introduit pas une nouvelle physique mais nous propose
une nouvelle gamme d’outils pour étudier les phénomenes physiques. Son élément cent-
ral, le Hamiltonien, joue un grand réle en mécanique quantique. Comme dans le forma-
lisme de Lagrange nous travaillerons avec des quantités comme |'éfdeegi€, plutot
gu'avec des quantités vectorielles comme la f@& @k Newton. Ici encore le formalisme
sera invariant de forme.

Dans le formalisme de Lagrange, la description d'un systéme mécanigdegrés
de liberté décrits par les coordonnées généradigési = 1, 2, ...n indépendantes (non
contraintes) nous méneéquations d’Euler-Lagrange qui sont éegiations différen-
tielles du2®™e ordre.

Dans le formalisme canonique, ou de Hamilton, un systéme mécanigdegrés de
liberté toujours décrits par degindépendants nous meneraraéquations du premier
ordre.

Chez Lagrange on compare des trajectoires et par conséquentdekesg; sont
tous indépendants (tant que nous n’avons pas résolu les équations d’Euler-Lagrange qui
choisissent la trajectoire extremum). Chez Hamilton nous devrons d’abord apprendre a
définir les moments généralisés, lgspourremplacerlesg;, et qui eux aussi resteront
indépendants entre eux et indépendantsydes

4.1 La transformation de Legendre
I ——

Cette transformation est souvent utilisée en thermodynamique ou elle permet de re-
lier entre eux les différentsotentielsthermodynamiques. En mécanique elle permet de
définir le Hamiltonien a partir du Lagrangien. Nous en donnons une description simpli-
fiée.

Soit une fonctiory (u, v) olu etv sont les deux variables indépendantes dont dépend
f. Définissons

w= w = w(u,v). (4.2)
Latransformation de Legendre permet de définir une fongtfanw) qui peut remplacer

fu,v):
gu,v)=v-w-—f. 4.2)
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On vérifie facilement la chose. En effet

f of  _ 0f

df = d + == g ——dv =5 ——du + wdv. 4.3)
De la définition deg nous calculons
dg = wdv+vdw —df
of
= wdv+vdw — =—du — wdv
ou
of
= wvdw— adu = g=g(u,w) 4.4)

ce qui confirme que est bien fonction de et dew. Pour opérationaliser cette transfor-
mation et la disparition de dansg on doit, & partir de la définition de
0f (u, v)
= = 4.5
5 w(u,v) (4.5)
pouvoir l'inverser eny = v(u, w)
g('U/, ’LU) = U)’U(’U,, ’U}) - f(uv ’U(’U,, w)) (46)
Puisquey est fonction de: etw
_ Oy 9g
dg = 8udu + 8wdw 4.7)
et on identifie avec I'expression pody plus haut
_0g 09 _ _0f

T 0w ou  Ou (4.8)

4.2 e Hamiltonien

Posons un Lagrangieivg;, ¢;, ) que nous traiterons comme la fonctipi-dessus
avec legy; jouant le rble deu et lesg; le réle dev. A la place daw, nous définissons les
moments généralisés

oL ..
pi = aq =Di (qjaqjyt)7 ) = 1,2,...71 (49)

K3
un systeme de équations que, comme pouetw, nous devons pouvoir inverser pour
obtenir les relations

Nous définissons donc, en analogie ayame fonction deg; et degp; que nous noterons
H(Qi,pi, t)
Qzapza Z Gipi — Qza G, t) (4.11)
dans laquelle expressignest présumé étrdg (gi, piyt).
De

dL = dqz + Z dqz + —dt
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" 9L “ oL
dg; i + = dt 4.12
Eiaqiq+§ipq+at (4.12)

on calculed H & partir de sa définition

=3 iyt Zpidqe > G Zpldqz -

= Zqzdpz aL d - %—fdt (4.13)
ce qui vérifie queH est fonction deai, dESpi (et det). On peut donc écrire
dH = Z dqz + Z dpz H — (4.14)

et comme leg; etp; sont mdependants on identifie, en comparant nos deux expressions
pourdH

o _ 9L n équations
9q; B 0q;’ a
O0H . .
= ¢;; néquations (4.15)
Op;
oH oL
o ot
On sait que la trajectoire physique obéit a I'équation d’Euler-Lagrange
OL d (0L d
— == (=) ==p;i=p 4.16
8qi dt (8(]1) dtp p ( )
et ainsi le®2n équations ci-dessus se liront
. OH .
G%=75,5 t=12.n
pi = 7%_55 i=1,2,..n } 2n (4.17)

ce sont no2n équations canoniques du mouvement. Ce sont des équations différen-
tielles du premier ordre et on voit que lgset lesp; y sont traités de facon beaucoup
plus symétrique que ne I'étaient lgset les¢; dans I'équation d’Euler-Lagrange. Lap-
parition du signe moins<) entre les équations pour lgset celles pour leurs moments
conjugués, s'appelle une symétrie symplectique.regquations canoniques rempla-
cent lesn équations d’Euler-Lagrange.

De
dH = Z dqz+z dpz Hdt (4.18)

on peut, sur une traject0|re qui obéit aux equanons canoniques, calculer
dH
- Z % + Z opi pz
- Zﬁz‘qz' + Zqipi +
% i
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OH 0L
ot ot

Ainsi, H est une constante du mouvement a moins de dépendre explicitement du
temps, i.e. a moins qu’un agent extérieur n'agisse sur le systeme étudié et ce de facon
non constante dans le temps.

(4.19)

4.3 Quelques exemples

Particule soumise a une force en une dimension

Soit une particule de massese déplagant en une dimension (disgpst soumise a une

@ force F' = —‘3—‘;. Nous savons que son Lagrangien est
L= %@2 — V(x). (4.20)
Nous n’aurons qu’un seul moment, ngtéconjugué & et défini par
oL
= 4.21
équation que nous pouvons (on doit pouvoir le faire) inverser
i=2L (4.22)
m

On note qu'ici le momenp correspond a la composantale la définition élémentaire
p = mw. Ce ne sera pas toujours trivialement le cas. Selon la définitida de

H = #(p)p— L(z,2(p))
_ p o _m(py’
m # 2 (m) +V(2)
P’ 23
= %-‘FV(I) (4.23)
que I'on écrit souvent
H=T+V (4.24)

ouT estI'énergie cinétique exprimée en fonction des momentsHl@st indépendant
du temps et est égal a I'énergie totale, une constante du mouvement.

Particule soumise a une force en trois dimensions

Comme les énergied] est additif. Ainsi pour une particule de massee déplacant en

trois dimensions sous l'influence d’une forBe= — V'V (r) nous obtiendront, de
L=2( 4+ +2) = V(e,y,2) (4.25)
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que
1 2 2 2
H = 5—(p; +p, +92) +V(2,y,2). (4.26)
Ainsi les éguations canonigues donneront (nous regardons cellsariement)
i = 2H _pe (4.27)
Op, m
. 0H ov
Pe = T T T or (4.28)
Trivialement, redérivant par rapport au temps (4.27)
=1L (4.29)
m
et utilisant alors (4.28) nous obtenons
ﬁéz—la—v == s'éz—ia—vz—(VV)szm (4.30)
m Ox m Ox

qui n'est autre que I'équation de Newton. On vérifie trivialement la méme choseypour
etz. De plus, les moments, p,, p. Soitici les trois composantes dev.

Particule dans un champ central

La forme des équations canoniques ne dépend pas du choix qui a été fait des coordonnées
généralisées, leg, choix qui influencera la signification et méme les dimensionggles
Rappelons le cas étudié plus tot d’'une particule dans un champ cEijtiaét dont le
mouvement sera limité a un plan que nous choisissong étre&;: ou le planzOy. Le
Lagrangien se réduit a

L= %(7‘2 +r22) — V(r). (4.31)
Nous avons vu que les équations d’Euler-Lagrange donnent
mr?¢ =1 = constante, (4.32)
puisquey est cyclique
2
miﬂ'—l——a—V:O (4.33)
. mr3  Or
(aprés remplacement ¢g. Nos moments généralisés seront
pr = 8—L = mr (4.34)
or
oL .
Pe = 55 mrig (4.35)

, .  p . p N . , ~
quAe I'on peut myerser ef= % , ¢ = == OU on Vvoit quep, etp, n'ont méme pas les
mémes dimensions!

On construitH selon la formule générale
H=> gp—L (4.36)
A
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qui donne ici
_ Pr Py m <pr)2 2<p@ )2
H = —p+—%p,——= |[— —
mP +mr2p¢ 2 [ m +r mr? +V(r)
2 2
p'r’ p@
= —Lp+—"= 4.37
e+ 5 s V() (4.37)
Ici o est variable cyclique donc
. OH
Dy = "% 0 = p,= constante (4.38)

ou on voit que dans ce formalisme une variable cyclique, en plus d’'étre (automatique-
ment)éliminée élimineraaussi son moment conjugué qui sera une constante. Deux des
variables deH sont ainsi éliminées, ce qui n'est pas le cas dans le formalisme de La-
grange. Les équations pouet p, sont

po— O _p (4.39)
op. m

. O0H p, 0V

br == or  mr3  Or (4.40)

Si on veut comparer avec Euler-Lagrange, on dérive par rapport au temps (4.39) et on
comparep, avec (4.40). Lidentification est immeédiate avec = 1.

On voit que, comme dans le cas de Lagrange, le formalisme canonique est invariant
de forme, i.e. il prend a son compte la cuisine algébrique qui entoure le choix de coor-
données généralisées dont les propriétés géométriques et dimensionnelles peuvent étre
quelconques.

Remarque 5
Les exemples ci-dessus donnent tous

H =T(qs,p:) + V(a:), (4.41)

i.e. le Hamiltonien est la somme de I'énergie cinétique plus I'énergie potentielle du
systéeme. Cette forme d& demeurera vrai tant et aussi longtemps que les interactions

qui apparaissent dans le Lagrangien ne dépendent pas des vitesses comme dans le cas
de l'interaction électromagnétique par exemple.

Tant et aussi longtemps qiiEne dépend pas explicitement du temps, c’est une constante

du mouvement. Cependdifq;, p;) nestidentifiable a I'énergie physique que si les co-
ordonnées généralisées, lgg }, nN'ont pas été obtenues de coordonnées inertielles par

une transformation dépendant du temps.

Exemple 4.1

Le cas suivant en est un exemple (voir figdrd). Soit une bille contrainte de se déplacer sur
une bouche circulaire (disons centrée a l'origine) et qui elle-méme tourne autour de@axe
avec une fréquence angulaite entrainée par un moteur (extérieur). A priori, on peut écrire, en
coordonnées sphériques

T= 2(7*2 +7r20% + % sin? 0%) (4.42)
mais icir = a: rayon de la bouche, done= 0 et de plusp = wt doncy = w = constante.

Donc 5
T= %(92 +7r%sin” ), (4.43)
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Figure 4.1
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@

un seul degré de libertd, En I'absence d’autre interactioh = T, i.e.
2

L= m; (6" +r?sin®0), (4.44)
de . .
pp =ma*d = 0= ;:Zz (4.45)
on trouve 5 5
Po 5 — %wz sin” 6. (4.46)

" 2ma
Ici H ne dépend pas du temps, c’est donc une constante du mouvement mais on ne peut pas l'iden-
tifier & I'énergie physique de la particule parce que en posant

on fait I'équivalent d'une transformation de coordonnées dépendant du temps. En fait on se ret-
rouve dans un repére non-inertiel puisqu’il tourne donc est accéléré par rapport au laboratoire
(que nous considérons inertiel).

Exercice 4.1
Obtenez les équations du mouvement.

4.4 | es crochets de Poisson

Le crochet de Poissofd, B}, , est la fagon standard de noter une certaine opéra-
tion qui implique les quantitéd(q;, p;) et B(q;, p;) ainsi que I'ensemble de variables
canoniquegg;, p; )

- [0A0B 0AOB
{A,B}gp = Z [a_% . B9 00, (4.48)
De cette définition on déduit un certain nombre de propriétés
{A, B} ={B, A} (4.49)
{A,B+C}={A,B} +{A,C} (4.50)
{A,BC} =B{A,C}+{A,B}C (4.51)
{A4,{B,C}} +{C,{A,B}} +{B,{C,A}} =0 (4.52)

oucette derniere expression est I'identité de Jacobi.

Au dela d'une simple notation, leur calcul assez facile permet d’obtenir un certain
nombre de résultats intéressants. D'autre part, ils sont intimement reli€erumuta-
teurs de la mécanique quantique.

Considérons une fonction quelcongBég;, p;,t). Sa dérivée totale par rapport au
temps le long d’'une trajectoire s'écrit

dF  [0F . OF. OF
| |

—C =2 it 5| (4.53)

q; + Di
0q; Op;

Si cette trajectoire est une trajectoire physique, elle obéit aux équations canoniques
du HamiltonienH du systéme

. 0H . 9H
qi*a_pia Di = X (4.54)
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et alors
d _ [orom _orom) o
dt 4= |0qi Op; Opidqi| Ot
_(r HH%_f. (4.55)

En particulier, cette équation permet un cafagile des constante du mouveme%@, =
0. En effet, le calcul d@a—f estimmédiat et le calcul dgF', H} est un simple exercice

Ainsi donc, on calcule facilement . Par exempleF'sne dépend pas explicitement
du temps i.e%—f = 0 alorsF'(g;, p;) est une constante du mouvement si son crochet de
Poisson aved! est nul. Ceci permet d’identifier rapidement bon nombre de constantes
du mouvement.

Par exemple nous avons déja vu que la conservation du moment anbeaire p
acomme conséquence que le mouvement est dans un plan. Linverse n’est pas vrai cepen-
dant. Considérons un mouvement dans le pl@my d’'une particule obéissant au Hamil-
tonien.

1
H = %(Pi +p;) + V(z,y). (4.56)
Sous quelles conditions le moment anguldisera-t-il constant? Idin’a qu’'une com-
posante, soit, ou

I, = xpy — Yps- (4.57)
Or I, ne dépend pas explicitement du temps d%c; 0
. = {l.,H}
_ OLOH  0L0H 0L OH 0L oH (4.58)
Ox dp, Oy Op, Opy Ox  Op, Oy '
On calcule
ol, o,
% = Py a_y = —Px, (459)
ol, ol,
= -y, =T 4.60
. Yy ap,y (4.60)
et
O0H D 0H p,
= = —— == 4.61
Op. m’ Op, m (4.61)
OH oV 0H 0oV
%~ o oy dy (4.62)
et on obtient oV oV
l‘z _ PyPz PPy +y=— —z—. (4.63)
m m ox oy
[, sera donc une constante du mouvement ssi
ov oV

Mathématiquement cela n’est possible que si, indépendammenyuien’apparait pas
ici, V(x,y) ne dépend de et dey que sous la forméz? + 32)".

Si on s'intéresse aux trois dimensions on obtiendra des conditiorig surV ~
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(y?+2%)™etsurl, — V ~ (z2+22)*. Pour avoir conservation den doit donc avoir
V ~ (22 +y? + 22)™ ~ r2": un potentiel central.

Il existe toute une famille de résultats intéressants du crochet de Poisson. Parmi les
plus importants, calculons certains de ces crochets entre des variables canoniques: co-
ordonnées et moments{yy, g;} , {pr, p;} et{qr, p;} oUK etj sont fixés

R - dqy, 0q; _an Jg; _
{ar g} = [ 9. 3. Op; Do | = 0 (4.65)

i

puisque
Jg, Oqy,
=0 =0 4.66
opi Op; (4.66)
parce que les variables canoniques sont indépendantes et
{Prspj} =0 (4.67)

pour la méme raison, mais

‘ B n 8qk 8pj _ 8Qk 8pj
{a,pi} = Z |:qu dp;  Op; Og;

%

<= Oqy Op;
3 9q; Op;
= iékiéﬂ = Ok; (4.68)
oudy; estle delta de Kronecker: Z
5y = { (1)2:2 ;; . (4.69)

Ces résultats sont trés importants parce qu’on peut démontrer que leur inverse est vrai,
i.e. si un ensemble deg; et den p; obéit aux relations ci-dessus, alors I'ensemblegles
et deg; constitue un ensemble de variables canonigues. Ceci est trés important et trouve
éventuellement des applications dans les théories quantiques du champ.

Une autre utilisation intéressante des crochets de Poisson est qu'ils permettent de
symétriserles équations canoniques. Puisqu'il est vrai que pour une fonction quelconque
des variable$p;, g;), SOit F'(p;, ¢;), Sa dérivée par rapport au temps est donnée par

F={FH} (4.70)

la chose est certainement vrai pourdest lesp; eux-mémes et les équations canoniques
peuvent s’écrire

¢ = {a,H} (4.71)
pi = {pi,H}. (4.72)

A cause de cette symétrie on est parfois amené a parl@ndesriables canoniques.
Une telle symétrie n’existe pas dans le formalisme Lagrangien entgeéetesg;.
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4.5 Les moments généralises

@

On parle dep; comme étant des moments généralisés de la méme facon gue les
sont des coordonnées généralisées. Comme les dimensiappdasent étre a peu pres
n’'importe quoi, il en va de méme dgs

Dans les exemples que nous avons viplestaient les composantes pe

p=mv (4.73)

ce qui est particulierement évident en coordonnées cartésiennes. Mais méme en coor-
données cartésiennes cette définition n’est pas toujours vraie. En effet, lorsque I'interac-
tion dépend des vitessgs# mv. Lexemple le plus important est sans doute celui des
interaction de jauge. En effet, nous avons vu que le Lagrangien d’une particule de masse
m et de charge dans un champ électromagnétique est, en coordonnées cartésiennes,
Ti = (III, Y, Z) m

L:?Zd?iz—i-eZd?iAi—eV (4.74)

% A

ouV et A sont les potentiels scalaire et vectoriel du champ électromagnétique et dépen-

dant généralement des et det.
Définissant les moments généraliggs

pi = &ii =mz; + eA; (4.75)
on constate qup n’est plusmv mais
p =mv + eA. (4.76)
Ces équations s’inversent en
PO ] 4.77)
Avec la définition defd =), p;&; — L, on oﬂk;btient
= % 3 (i —edy)? + eV (4.78)

7

Exercice 4.2

Vérifiez ce résultat et vérifiez que les équations canoniques redonnent les équations du mouvement
d’une particule soumise a une force de Lorentz.

Ce résultat est important puisqu’il nous dit comment écrire le Hamiltonien pour une
particule soumise a une interaction de jauge. Aujourd’hui on cherche a écrire toutes les
interactions qui apparaissent dans la nature comme des interactions de jauge.

4.6 Les transformations canoniques (T.C.)

On dit que deg; et degp; que ce sont des variables canoniques généralisées. Ce n'est
pas un euphémisme puisqu'’il N’y a pratiquement aucune limite a ce qu’elles peuvent
représenter physiquement. Nous en venons d'ailleurs quelques exemples. Puisque tel est
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le cas il doit exister des transformations entre ces différents choix. Nous notgyens
P; les nouvelles variables canoniques obtenues suite a une telle transformation.

On n’est pas surprit par contre de constater que ces transformations sont soumises a
des conditions assez séveres. En effejet p; sont généralisés et obéissent a

{qka q]} - 07 {pknpj} - Oa {Qk,P]} - 6ij (479)
et les équations canoniques
OH OH
Gi = , Pi=— 4.80
Op; dq; ( )
sont invariantes de forme. Ainsi, a la suite d'une transformationdetp; vers les;
et P; et définissant un nouvel Hamiltonien que nous note®ii§);, P;) nous devrons
avoir

{Qr, Qitar =0, {PrPitep =0, {Qr Pi}ep=10i (4.81)
et les équations canoniques
. 0K . 0K
Qi=p Pi=—50 (4.82)

Strictement les équations de transformation peuvent s'écrire
Qi:Qi(qjapjat) )
1,7 =1,2
P, = P(g;,p5st) 7T 07
et doivent pouvoir s'inverser puisque la physique reste indépendante des variables qu’on
emploie pour la décrire, donc on doit pouvoir écrire les transformations inverses

) (4.83)

¢ = q(Qj4, Pj,t) ..
,j=1,2,...,n. 4.84
Di :pz(QmP]at) “J " ( )

Lesg;, pi, Q; et P; formentdn variables mais il est évident que sellesd’entre elles
sont indépendantes. D’autre part s'il est généralement possible d’écrire par exemples les
n équations de transformation

Qi = Qi(gj,pj»t) (4.85)
de fagon assez arbitraire il est généralement impossible d’écriredeses équations
P; = Pi(gj,pj,t) (4.86)

de facon aussi arbitraire puisqu’un tel choix ne satisfera pas en général les conditions
énonceées plus haut.

Il faut donc apprendre a faire correctement ces transformations. Ladtaqmardde
le faire est de considérer que pour les fins de la transformatd®s anciennes variables
etn des nouvelles sont linéairement indépendantes, par exemplesldesP; alors que
n anciennes et nouvelles restantes sont linéairement dépendantes, igj EtdesQ);.
Dans ce cas précis nous écririons donc les équations de transformation
bi = pi(qja Pj) t) (4.87)
Qi = Qilg, Pj,t) (4.88)
Pour obtenir la forme habituelle on inverse fepremiéeres en
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gue I'on remplace dans lesdernieres
Q Qz(‘bv (qk:vpkvt) t) = Ql(qjvpjvt) (490)

Pour générer ces transformations, nous retournerons au principe variationnel lui-
méme. Nous savons que

2
08 = 6/ Ldt = 0. (4.92)
Par ailleurs de !

= oL
H= zi:pi(ji —L ou p;= a4, (4.92)
on peut obtenir
=\ .. 0L
L= zi:piqi —H ou qi = api (493)

ce qui permet d’'écrire
2 n 2
55:5/ > pigi— H dt:J/ Ldt = 0. (4.94)
1 i 1
Or si L corresponda H, L' correspondra & et nous exigeons d’avoir également
2 n
5/ Ldt=0 ot L'=Y PQ;-K. (4.95)
1 i

Pour quel’ et L décrivent la méme physique nous avons déja vud.getd.’ ne peuvent
différer I'un de I'autre que par la dérivée totale d'une fonction.e.

dF
L=1 +—. 4.96
+— (4.96)
Nous poserons donc
2 n
5/ lZpiqi—H] dtzé/ ZPQZ K+— dt (4.97)
1 i

Cette fonctionF, que I'on appelle le génerateur de la T.C. sera choisie comme ne dépen-
dant que des variables indépendantes de la transformation. On identifie généralement
guatre cas

Variables Variables Générateurs
indépendantes| dépendantes
%, Qi pi, B Fi(qi,Qi,t)
qi, B; Di, Qi ( wat)
Pi, Qi g, b F3(pi, Qi t)
pi, B qi; Qi Fy(pi, Pi,t)
Etudions un peu plus en détails les &asg;, Qi, t), F»(qi, P;, t). Dans le cag’ (¢;, Qs, t)

dF1 8F1 . 8F1 aFl

— = g + Z (4.98)
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Ici, il est suffisant de comparer les fonctions & intégrer cﬁafl%Ldt = 0 de qui donne
oF,

;Pz‘di — H(gi, pit) ZPQz K(Qs, Piyt) + Z 0 Gi
+Z 5F1 aF oF (4.99)

Cette équation est satisfaite si on identifig,Q; et doncg; etQZ— comme étant indépen-
dantes. Les facteurs de ces variables indépendantes, doivent donc étre identiques

0
pi = gFl(Qjan,t) = pi(g;, Q;,1)
P = an (QJ)QJa ) :Pi(qjan7t) (4100)
- OF,

Clairement ces lois de transformation nous permettent d'écrirgrnlemriables dépen-
dantes (ici lep; et P;) en fonction de@n variables indépendantes (ici lgsetQ;). Ces
2n équations peuvent se mettre sous la foptus habituelle

¢ = q(Q;,P;,t): néquations (4.101)
pi = pi(Qj,P;,t): néquations (4.102)
ce qui permet de calculdt
K(Qzapzat) = H(qi(Qj7Pjat)api(Qj>Pjat)7t)
0

En étudiant les équations de transformation obtenues ci-dessus, on constate que
8pi o 82F1 8PJ 82F1

= —=— 4.104
50, 9490, Du  9Q,9q (4109
ainsi donc, un test du caractére canonique de la transformation
pi = pilg;, Pj,t): mnéquations (4.105)
P, = Pq,P;,t): néquations (4.106)
est gu’elle doit satisfaire
B'pi 6P]
=— 4.107
o 2Q, ~ oa, (4.107)
ce qui est équivalent &
{inQj} =0= {B,P]} et {Q“PJ} :(51‘]'. (4108)

Dans le cag%(q;, P;, t) ce sont leg; et lesP; qui sont considérés indépendants. On
calcule

8F2 8F2 . 81'72
Z 4 a_PzPl—i_W (4.109)

Ici la comparaison des fonctlons a mtegrer n'est pas suffisante et nous devons récrire au
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5/12 [zjjpi%—ff]dt =
5/ {ZPQZ K+Z%F?qz

+ Z aFZ } dt. (4.110)

Le probleme vient de ce que |€5 ne sont pas considérés indépendants ici et donc les
Q; ne le sont pas. Intégrons par partie le premier terme a droite

5/ ZPQldtfzSZPQl ,5/ ZRQidt. (4.111)

=0 pcq points f|xes

Maintenant nous pouvons comparer les fonctions a intégrer
n
. OF,
> pigi— H ZPQz K+Za_qz
. Z
1

+> Oy, 012 (4.112)

complet

et identifier les facteurs des variables indépendatjxees,Pi

0
_F2(Qjﬂpj)t) pl(qJ’P t)

b= 8(11
Qi = (%22 Fy(gj, Pj,t) = Pi(gj, Pj, 1) (4.113)
- OF,

Ici encore les variables dépendantes apparaissent exprimées en fonction des variables
indépendantes. Comparant les expressionspa@ii;, le test du caractére d’une trans-
formation de typeF; est
8]71 8QJ
=3 4.114
BP dq; ( )
{QZ,Q]}fOf{PZ,P} et {Qi, P} =dij. (4.115)

Remarque 6

Les fonctiond (¢;, Qs, t), F2(q;, Py, t) etc..., ne génerent pas des transformations diffé-
rentes mais sont simplement des fagons différentes de générer une transformation donnée.
Evidemment, deux fonctiod§ différentes par exemple vont en général générer des
transformations différentes.
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Quelgques exemples

a) Fréquemment on cherche a effectuer une transformation de coordonnées, i.e. on
connait les fonctions
Qi :Qi(qjvt)v 27.] = 1727'”777’ (4116)
toujours inversibles en

¢ =¢(Q;,t), 4,j=12,..,n (4.117)

En général il n’est alors pas possible de poser a priori les équations de transformation des
moments, on doit s'assurer que ces derniers seront des moments canoniques généralisés.

Une facon "simple” de procéder est par le biais d’une transformation defypg, P;, t)
définie comme

Fy(qi, Piyt) = Y Qi(g;,t)Pi. (4.118)
Dans ce cas les équations canoniques dé transformation seront
Qi = g_ij = Qi(g;,t) : tel que désiré (4.119)
et .
b5 ;Pja%cmqk,w ) (4.120)
Cesn derniéres équations peuvent s’inverser en
P; = Pi(gj,pj»t) (4.121)

complétant ainsi I'opération et garantissant quelgainsi définis seront canoniques.

Exemple 4.2

\byons un exemple simple (voir figdte?), celui du passage aux coordonnées cartésiennes en deux
dimensionsg ety aux coordonnées polaires, . Ici ¢; = (z,y) etQ; = (r,¢) aveci = 1, 2.

De plus,p; = (psz,py) €t P; = (P, P,). Nous savons que

Figure 4.2

q1 =T =TrCOSp . P1L = P
g2 =y =rsing } du typeg; —qz(Q])EI{ P2 = py (4.122)
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donc
1 1
ro= (@ +y") = Q= (6 +a)? (4.123)
¢ = tan' (E) = Qy =tan"' <@> . (4.124)
x q1
Nous écrivons la fonctiofz (¢;, P;) = Fa(z,y, Pr, Py)
Fy(gi,P) = (g + qg)%Pr +tan~? (%) P,
1
= Fy(z,y, P, P,) = (2°+y°)?P. +tan" (ﬂ) P..
x
Les lois canoniques d’une transformatidb sont
_ B
Pe = oz
g Yy
= P, — P,
@i @A)
= cospP. — smgopw (4.125)
_ o
Py = By

Yy T
= P+ P,
(@ +y2)2 (@2 4y?) 7

= sin (,DPr + CO; s0¢ng (4.126)
d’ou on obtient facilement
P, = Batiby (4.127)
(22 +y)2
P, = apy—yp. = (rxp): (4.128)
ou (r x p). = composante du moment angulaire. Supposons de plus que nous ayons
L R
T=g5—(p: +p,) (4.129)
alors on calcule facilement
T Ly B (4.130)
T 2m T 2 ’

que I'on sait déja étre le bon résultat.

Exercice 4.3
Calculez le§Q;, P;} pour vérifier que les nouvelles variables sont canoniques.

Exemple 4.3
Quelques exemples illustrateurs sur I'oscillateur harmonique dont le Hamiltonien (1 dimension)
est
p2 mw’ 2
H= ﬁ + z”. (4.131)
Tentons de passer des variables canoniquesp,, & de nouvelles, notéesetp par
x = Lq = q=+Vnwz (4.132)
mw
1
= = = ——p. 4.133
Pa Vmwp P==pa ( )
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On vérifie que

_ 94 9p 99 9p
{ar} = 5 oo, Ops 0 (4.134)
1
= \/mw-m—O-O—l (4135)

de qui est correct et de toute évidedegq} = {p, p} = 0, donc la transformation est canonique
et H devientK :

K=H+9 —n (4.136)
K(q,p) = 50" + ). (4.137)
La solution est triviale 5K oK
alors
j=wp=—w'q (4.139)
d’ou
q(t) = Asin(wt + 6) (4.140)
donc
z(t) = vVmwAsin(wt 4 9). (4.141)
Exemple 4.4
Au lieu de cette transformation, essayons plutot de passétge.) a (g, p) définis par
z =/ 22q et p, =V2mp (4.142)
mw
ou
mw? Dz
=/ —2x et p= . 4.143
g=\ 5= P= ( )
Nous passons alors dé a K défini par (3 = 0 = K = H)
K(q,p) = H(z(q),p=(p))
_ L 2 mw2 2 2
T 2m 2mp” + 2 mw2q
= p+d (4.144)
La solution est triviale oK oK
donc
Gg=2p=—4q (4.146)
donc
q(t) = Asin(wt + §). (4.247)

On s’attend & ce que(t) = N sin(wt + §) oUw # 2 en général, donc ce résultat est faux. La
raison est que la transformation faite ici, méme si elle semble trés simple, n'est pas canonique. En
effet on vérifie que

_ 9¢9p 9q 0p
lop} = Oz Op,  Ops Ox
mw? 1 w
- L p0=%21 4.148
5 o 5 7 ( )

sauf pour le cas particuliew = 2.
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Reprenons I'Hamiltonieti (g, p) correctement obtenu précédemment et supposons gtié

1
= K(g,p) = 50" +¢°) (4.149)
dont la solution sera trivialement
q = Asin(t + 6). (4.150)
Faisons une T.C. additionnelle définie par
1
= — i 4.151
Q ﬁ(q + ip) ( )
et .
(2
P=—(q—1i 4.152
\/5(11 ip) ( )
qui s'inverse facilement en
Q—iP i(Q+1iP)
— , ==t 4.153
5 P 7 ( )

Méme si la transformation est complexe on vérifie facilement que
oQ o°P  9Q opP

P = 5% oo
O
V2 V2 V2 V2
1 1
= §+§ =1. (4.154)
Trivialement le nouveadk’, noté ici K, est
Ki(Q,P) = —iQP (4.155)
Les équations du mouvement seront
~_8K1__. .__8K1_ .
Q= 5P = iQ, P= 20 +iP (4.156)
donc ‘ ‘
Q(t) = Ae™™, P(t) = Be™. (4.157)
Ainsi N N
Ae ™ —iBe*
)="———". 4.158
q(t) 7 ( )
Par les définitions méme dg et P, P = iQ™, donc
A% = Be" — B=iA" (4.159)
et A it A it
677, + *ez
)= ———. 4.160
q(t) 7 ( )
Mais A est une constante (complexe) que I'on peut écrire
A=Al = A" =|Ale ™ (4.161)
ce qui donne
q(t) = |A| cos(t — A) (4.162)

qui est une bonne solution. Cette fagon de faire peut sembler étrange mais en plus de mélanger
coordonnées et moments, elle trouve une application en mécanique quantique.

4.7 Une transformation canonique trés spéciale: La
methode de Hamilton-Jacobi
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L'objectif

Les transformations canoniques ont pour but de simplifier les problémes. Lune d’entre
elles est tellement systématique qu’elle porte un nom, la méthode de Hamilton-Jacobi.
Soit un Hamiltonien H (¢;, p;) dépendant dén variables canoniques, I€s;, p;),
1 = 1,2...n. Nous savons gue nous pouvons passer a un nouvel ensemble de variables
canoniques, le$Q;, P;) également au hombre d& et dont sera fonction un nouvel
Hamiltonien K (Q;, P;). Par ailleurs nous savons que le systéme compteonstantes
du mouvement. Le but de la méthode est d'opérer une T.C. telle qi&]e®;) soient
précisémen2n constantes du mouvement. Si tel est le cas, alors

0K

Qi = 5p, — 0 Qi =f,; = constantes (4.163)
P, = —g—g =0 <= P, = a; = constantes (4.164)
d'ou
e = 6(Q; Pt (4.165)
= qz(ﬁj,ag, t) (4.166)
pi = pi(QPj,t) (4.167)
= pz(ﬂj,a], t) (4.168)

ce qui trivialise au maximum les équations du mouvement dans laQadReet K (Q;, P;).

Poury arriver nous chercherons la fonction génératrice, ici choisie détypge P;, t)
donc du typeFs(g;, o, t), que nous noterons de fagon standsifdg;, o, t), telle que

oS
K(Qi; Pist) = H(qi,pist) + 55 = 0. (4.169)

La méthode

La T.C. est de typés, et donc
oS

pi = .

9q;

Le but recherché edl + %—f = K = 0, ce sera notre équation fondamentale aprés
remplacement des, dansH

(4.170)

85 8S(qi, (679 t)

c’est I'équation de Hamilton-Jacobi, une équation différentielle ghudne fois solu-

—0 4.171)
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tionnée i.e. une fois que I'on conndtil ne reste qu’'a opérer les T.C.

05(qj,aj,t
po= B0 g ay0) @172)
ai
et
- 08 08(q5,0a4,1)
= Qi(qj,ozj,t) = 61 (4173)
Cesn équations peuvent s'inverser en
¢ = gi(aj, B;,t) (4.174)
ce qui est la solution! Sion veut lgs, on remplace dans les résultats de la T.C. pour
pi = pi(qiaaiyt) :pi(qj(akaﬁk7t)aaiat)
= pi(alvﬁlvt)' (4175)

Une simplification importante apparait Iorsq%g = 0. Dans ce cas, par séparation de
variables, on peut écrire (puisqu’alais est une constante donc @&+ %—f =0=

S ~t)

S(qi, (7% t) = W(qi, Oéi) — Oélt (4176)
ou on identifie I'un desy, soit ici a; comme la valeur numérique (constante)ide
H = aq.

Comme oS oW
Pi=F— —Di = 7 (4.177)
9qi 9qi
I’équation de Hamilton-Jacobi devient simplement
ow
H(¢;,—)— a1 =0. 4.178
(a 90 ) — a1 ( )

C’est I'équation caractéristique de Hamilton-Jacobi pour la fondfida;, «;). La sim-
plification peut aller plus loin. En effet, toujours par séparation de variables on constate
gue si une coordonnée, disapspourk fixé, est cyclique, elle n'apparait pas dafist

pi est alors une constante qui peut étre utilisé compméans ce cas on peut écrire la
dépendance eW surg; simplement comme

W ~ apqr = pr, = 95 = ow = aj, : constante (4.179)
Oqr.  Ogx
et de facon générald” s’écrira
cycliques
Wi(gi,ai) = Y cwge + W(g,a) (4.180)
k

ou lesgy, cycligues n'apparaissent pas dafis.

Exemple 4.5
@ lllustrons la méthode par un exemple simple, soit un probléme physique décrit par

1 2
H==—(p2+p2+p?) + Z(a® +4°). (4.181)

2m 2
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Ici, H ne dépend pas du temps, donc on peut écrire

S(gi, iy t) = S(z,y, 2, 4, t) = —aat + W(z,y, 2, ;). (4.182)
De plus,z est variable cyclique et nous pouvons écrire
W(z,y, 2z, ) = azz + W' (z,y, as). (4.183)
Nous aurons donc o o
pI = ax ’ py = 8_y7 pz = Q2. (4184)
L'équation caractéristique de H.-J. sera, de
H(g, ‘?3—(1”_’) =0 (4.185)

mw- 2 2y
wm\ o) tam\ 3y ) Tamt 7 @ Hy)-a=0 (4.186)

C’est une équation différentielle (non linéaire). Cependant la forme relativement simple de I'équa-
tion permet d’espérer qu’une séparation de variables

1 /oW’ ) 2 1 (oW \? o} mw?

oW’ _ OWy ()
!/ T - T
W'=We(z) + Wy(y) =< £ B oW y) (4.187)
oy Oy
donnera des résultats. On obtient en effet alors, regroupant
1 (oW, 2+mw2x2+ 1 oWy 2+mw2 2,
2m \ Ox 2 2m \ Oy 2 Y
constante constante
" A (4.188)
2m L= '

Les deux premiers termes contiennent toute et seulement la dépendanBEuesomme doit donc
&tre égale & une constante que nous appelletgn<eci nous laisse

1 (oW \" | mw? 5
o < B ) + — =0 (4.189)
1 (oW, 2 omew? 2, a5 _
7m \ oy ) Sy At - = 0. (4.190)

Ainsi donc les deux termes gsont aussi €gaux a une constante mais ici il West pas nécessaire d’en
introduire une nouvelle. Nous aurons donc trois constaates (a1, a2, as) qui représentent les
trois nouveaux momentg;, ce qui est correct puisque nous avons trois degrés de liberté. Isolant
les dérivés ci-dessus nous obtenons

8(})/1/1- = 4/2ma? — m2w?2z? (4.191)
x

oW,
(()_yy = \/2moz1 —2ma2 — a2 — m2w?y? (4.192)
ou
We = / 2ma? — m2w?z2dz (4.193)
W, = /\/Zmal —2ma? — a2 — m2w?y?dy. (4.194)

Souvent il n'est pas nécessaire de faire ces intégrales puisque nous n'avons pas bésoende
soi. Ici, S s’écrira donc

S = —ait+az+ / v/ 2ma2 — m2w2z2dz
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+ / \/2ma1 —2ma2 — a? — m2w?y?dy (4.195)
Souvent, il reste a appliquer les régles de transformation pour une T.C. de-bype. ol nous
savons que
ory
Q= F = (3, : constante (4.196)
ce que se lira ici, avea; et 3, constantes
oS
B, = Jar (4.197)
Explicitement nous aurons donc
a8 dz
== = 2
Bs OJas mas / V2maZ — m2w?z?
—2mas dy
V2mai — 2ma2 — a3 — m2w?y?
(4.198)
52:38_522‘“2 dv__ — (4.199)
o2 V2mai — 2ma3 — o} — m2w?y
B, = 95 _ —t+ m/ dy (4.200)
dan V2mai — 2ma2 — a2 — m2w?2y?

Si on intégre les équations pogr, et 3,, nous obtiendrons deux expressions du type
f(CE7y7Oél70627Oé37,83) = 0 (4201)
9(y,z,01,a2,3,3,) = 0. (4.202)
Comme nous avons 3 dimensions, ces deux équations satisfaites simultanément nous laissent un
espace a une dimension: la trajectoire, exprimée en termas glet z, sans la dépendance en
temps. En d’autres termgis= 0 etg = 0 laissent une des coordonnées indépendante, digehs
inversantf etg on peut en principe écrire
z = z(y,a, B 8;) (4.203)
2(y, s, By, B3)- (4.204)
La derniére équation, celle e®y donney = y(¢, o, 8)-
C’estde la qu’on obtient le développement dans le temps de la trajectoire. Dans un certain nombre
de cas cette dépendanceterest pas le but recherché et on peut alors se limiter aux deux premiéres
qui nous donnent la trajectoire uniguement en fonction des coordonnées.
\byons voir ce que cela donne ici.

2 2
R v Rt —— | (4209
o 2043 a
as \/:'LWE T me? T m2ut

By =2z—""2sin"" (4.206)

\/ﬂ]_ _ 203 _af

mu.)2 mw2 m2w4

et
B8, = —t+ L gin? Y _|. (4.207)
w 200 2a3 oy
mw? | mw? m2w?
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Des deux premiéres expressions nous titofiy etz(y) apres un peu d'algebre élémentaire

z(y) = 29 sin (_wﬁ3 +sin~! [ Y ]) (4.208)
e 203 209 _ 208 o3
mw?2  mw?2 m2w?
= 22 it Yy
2(y) =By + —sin [ — — = ] (4.209)
et T mad T mTeT
qui sont les expressions donnant la trajectoire sous la fatreez(y) etz = z(y). L'équation en
(3, donne
_ 201 203 a3 B
= \/muﬂ T mw? m2wot sin(wt + wBy) = y(t) (4.210)

Dans le probleme étudié, il est évident que le mouvemeniegp est harmonique de fréquence et
le mouvement enest libre. Clairement la solutiog(t) est de la bonne forme

y(t) = Yo sin(wt + §). (4.211)
Remplagant ce résultat dans les solutiarig) et z(y), nous obtenons
2y By
T =\ ——sin [wt +w(B; + e )} (4.212)
aussi de la forme
z(t) = Xosin(wt + A) (4.213)
et
z = Byt %(t‘f'ﬁl)
= 24y (,32 + “2—ﬁl> (4.214)
m m
de la bonne forme
z =0t + 20 (4.215)

olv, est une vitesse constante. On voit directement ici comment relier les constartgh aux
conditions initiales du probléme.

Lexemple ci-dessus est simple mais il illustre de fagon claire que pour la premiéere
fois nous obtenons la trajectoire sans passer par une équation du mouvement se ramenant
aF = ma. Laméthode est apprécié pour son intérét théorique, sarelation avec l'optique!
et lorsqu’on cherche la trajectoire sous la forme

z=uz(y), z=2(y) (4.216)
plutdt que sous la forme
= z(t)
= y(t) (4.217)
z = 2(¢)

4.8 T'(q;, p;) en coordonnées généralisées

Nous avons vu dans le cadre Lagrangien que I'énergie cinétique s'écrit de facon géné-
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rale en fonction des vitesses:

m ..
T== ;gijqiqj. (4.218)
Ainsi les moments généralisés (absence d'interaction dépendahsdat
oT .
PE= Bar = mzi:gik(b' (4.219)

en utilisant la symétrig;,, = g; (espace de Riemann). On peut écrire cette équation de
facon matricielle

p =mygq (4.220)
ou
D1 g11 912t Yin G1
D2 921 g2 1 Gon . [Ip)
p=| " |, e=| " T T a= (4.221)
DPn gnl Gn2 cr Onn Qn

etm est la masse, un simple nombre. Multipliant de la gauche";é%rou g lestla
matrice inverse dg, i.e.

g lg = gg~! = I = lamatrice identité (4.222)
on obtient .
—g 'p=d (4.223)
ou de fagon explicite
.1 )
Gi == (7)), Pse (4.224)

J
Utilisant la notation matricielle on peut écrire

m . .
T = ?ngq (4.225)

et donc en formalisme de Hamilton @U= T'(p) nous aurons

m (1 T 1
T = 7(—9_1;0) g(—g‘1p>
m m

L T
= 5-p (97) 997'p
_ L T ( —1\T
= 2mp (g ) P (4.226)
ou explicitement

1 _\T

o= 5> pileT)yp
Z7]
1 _

(2%}
Lorsqueg est diagonal, ces opérations sont encore plus simplifiees puisqujgjors
9ii0;; et que les opérations de transposition sont sans effet. Par exemple nous avons vu
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gu’en coordonnés sphériques—= (r, 6, ), la métrique

1 0 0
g=1| 0 r2 0 . (4.228)
0 0 r2sin’6
Trivialement
10 0
g=|0 &% (1) (4.229)
d L 0 0 72 sin? 6
onc ici
1 2 1 2 1 2
D= o [Pt Pt gt 4250
ce qui est le bon résultat et est de la forme
1
T = 5= pig;'6ip;
2m i
1 _
(2%}

qui est générale pour les cas ol la métriguest diagonale.

4.9 La fonction .S (ou comment refermer la boucle)

La méthode Hamilton-Jacobi voit apparaitre une fonction génératrice de transforma-
tion canonique et not8. Nous avons déja utilisé ce symbole pour désigner I'action. Ici,

S est défini par
oS
H+ T =0 (4.232)

ou S = S(g;,ai,t).Nous avons donc, calculant la dérivée totalSi@ar rapport au

paramétre,
ds
E Z 8 qz + Z

oS . 85
= XZ: 8_qiqi + B (4.233)
puisquex; = 0, et
oS as
ds _ ji— H=1L 4.235
G sz‘qi — i1 = (4.235)
ou '
dS = Ldt (4.236)
ou .
S = / Ldt. (4.237)

La fonction génératrice de H.-J. est donc simplement I'action. Formellement intéressant,
ce résultat est cependant pratiguement inutile parce gu'il faut avoir complété la solution
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du probléme pour la vérifier.
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5 THEORIE DES PERTURBA-
TIONS

5.1 Buts de la méthode

Il s’agit d’'une méthode approximative pour obtenir une solution analytique a un pro-
bléeme de mécanique qui n'a pas de solution analytique exacte ou pour lequel cette solu-
tion est trop difficile a obtenir. En fait il n’existe que trés peu de problémes de mécanique
qui ont une solution analytique exacte. Le probleme a trois corps par exemple n'a pas de
telle solution. Les ordinateurs d’aujourd’hui permettent de résoudre numériquement ces
problémes avec pratiquement la précision désirée mais a chaque fois pour un ensemble
donné de conditions initiales. Pour avoir une vision générale du type de trajectoire, il faut
faire plusieurs fois les calculs et ceci peut étre onéreux.

5.2 L'idée de base: la variation des constantes

Soit un systéme décrit par un Hamiltoniéh(q;, p;), ¢ = 1,2...n. On sait que la
solution du probléme dépend de constantes d'intégration, appelons-lesdegt les
b;, i = 1,2...n, qui sont évidemment des constantes du mouvement. La solution devrait
alors s’écrire ( b)
qi:qit,aj,j ..
i = pilt, ay,by) ,7=1,2,...,n (5.2)
Supposons que nous soyons incapables d'obtenir ces solutions analytiques mais que
pour des raisons du type énumérées en ci-haut, nous désirons obtenir une solution ap-
proximative et analytique. La méthode des perturbations peut permettre d’obtenir cette
solution approximative. Elle requiert que nous soyons capables d’écrire

H(qi-pi) = Ho(gi-pi) + H1(gi-pi) (5.2)
de facon telle que

1. il soit possible d’obtenir une solution analytique péiy et,

2. queH, soitpetit devantH,.
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Cette derniere condition est souvent difficile a vérifier a priori. Elle requiert une cer-
taine stabilité du mouvement face aux changements dans les conditions initiales et de fait
la méthode n’est pas appropriée au traitement des mouvements chaotiques par exemple
qui sont caractérisés par une trés grande sensibilité aux conditions initiales.

Lidée de base est relativement simple et elle compte les étapes suivantes:

i) On résout analytiquement poéf, et on obtient les solutions

S )P () b(O)
4 = qz ( 30 ) (5.3)
p 7 ] ) ]
if) On inverse ces 2n équations pour obtemr Ies
(0) (0) (0)
a; = a )
(o> (’o> (6> (54)
bi=0b;"(t,q;",p;")
qui vérifient évidemment (ce sont des constantes)
(0) 2,00
a; ={a; ', Ho} + %;a, (5.5)

bi = {8\°, Ho} + 260
iii) On pose que la solution compléte patdrpeut prendre la méme forme que celle en
i) et ii) mais avec desgo) etbgo) remplacés par des etb; qui ne sont plus des constantes
du mouvement i.e. pour lesquels= 0 # b;.
iv) On calcule lesa; et lesb; par leur équation du 'mouvement impliquaft au
complet et dans lesquelles lesetb; sont présumés avoir la méme dépendance dans les
q; etp; qu'en ii). Ainsi

0 0
{az,H}—i— az =q; = {ai,Ho}—i—{ai,Hl}—i—aai. (5.6)
Mais selon la seconde relat|on
0
{azaHO} + _az =0 (5.7
et il ne reste que
(li = {ai, Hl} (58)
et .
by = {b;, H1}. (5.9)

v) Il reste & intégrer ces équations pour obtenit) etb;(t) et a les replacer dans les
équations (i) en lieu et place de%)) etb(o) pour obtenir la solution désirée

(0) (0) 2(0)
ai=gq; (t,a;’,b;") (

¢ 5.10)
P §°>,b§°’>

mémes fonctions que pour la solution non-perturbée mais iei a;(t) etb; = b;(t).

5.3 Les approximations
I ——

A ce point-ci, il n’y a aucune approximation de faite. Elles apparaissent dans l'inté-
gration des équations pouay etb; souvent elles-mémes trop difficiles pour étre résolues
exactement.
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On présente souvent la méthode perturbative comme I'approximation d’'une expan-
sion en série de puissance d'un paramétre qui caractBris€’est d'ailleurs généra-
lement le cas en mécanique quantique. Ce n'est pas cependant la seule approximation
possible. Mentionnons la méthode itérative et celle de la moyenne, cette derniére étant
utile lorsque les trajectoires d&, sont des orbites fermeées.

Méthode par série

Sous une forme simplifiée, on peut la présenter de la fagon suivante. On identifie
d’'abord un parameétrg, idéalement sans dimension (et petit) tel que

Hy = Ah(qi,pi) (5.11)
et on pose que I'on peut écrire les(et lesb;) en séries de puissance
a; = a'® + Al 4 X2 4 .. (5.12)
Remplacant dans I'équation paigron obtient
al” 4+ 2 + 2262 + = Mal” + Al + X2aP 4+ B (5.13)
Egalant les termes en méme puissance en on obtient
a§0> = 0= aﬁo) = constante
W = {ah)
af? = (&M, n} (5.14)
i = (", h)

et de méme pour ldg. C’est la philosophie qu’on retrouve dans la théorie des perturba-
tion de la mécanique quantique par exemple.

Méthode itérative

La méthode suppose que la séquence suivante converge. A partir de

a; = {ai, Hl} (515)
by = {b;, Hi}, (5.16)
on calcule d'abord la premiere itération
agl) = {CLZ', Hl}‘a(_o)’b(_o) (517)
agl) = {CLZ', Hl}‘a(_o)’b(_o) (518)
ou{ , }\a@) » signifie que le résultat du calcul du crochet est évaluég@r; b,

i.e. que Ies;§0) et bg.o)apparaissant a droite de I'équation aprés le calcul du crochet sont

Copyright © 1997 P Amiot, L. Marleau
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remplacés par les déja connus. Suite a l'intégratiof{gleLa seconde approximation
suit
a§2) = {ai, Hl}‘a(,l) b(.l) (5.19)
J 7
dgz) = {ai, Hl}‘a(,l) b(.l) (520)
J 7
etc...

Méthode de la moyenne

Elle est utilisable lorsque la solution non perturbée est une orbite cyclique de période
. On peut alors calculer I'effet net moyen de la perturbation sur une orbite par

1 T
(.11‘ = - / {CLZ‘, Hl}dt (521)
T Jo

o= L / (bi, Hi Yt (5.22)
T Jo

Cette méthode est compatible avec la méthode itérative par exemple. Les changements
orbitaux des satellites et des planéetes dus a certaines excentricités ou aux autres planétes,
sont généralement calculés de cette fagon, comme le déplacement (rotation) de l'orbite
(elliptique) de Mercure par exemple.

Remarque 7
Les crochets de Poisson qui apparaissent ici sont présumés calculés en utilisant les va-

“ riables canoniqueg; etp;. Cela implique d’avoir constamment recours aux équations (i)
et (ii). On verra en plus bas une fagon systématique de choisir ces constantes en optant
pour lesq; et 8, de Hamilton-Jacobi qui ont 'avantage considérable d'étre variables
canoniques.

5.4 Exemple
Exemple 5.1
74 \byons d'abord un cas treés simple, soit celui d’'une particule soumise a une force constante en une

dimension donc

2
H(p,q) = 5~ + g (5.23)
ouV = M\q donc la force s’oppose au mouvement versglesoissant siA > 0 et l'inverse si
A < 0. On sait résoudre exactement

i={e,H} =1, p={pH}=-A (5.24)
et donc

LA q(t) = qo + dot — 3=
1=—m= { p(t) = mg = mgo — At. (5.25)
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Afin de tester la méthode perturbative décompoddren Hy + H; ou

2

Ho=2_ Hi =X (5.26)
2m

et reprenons les étapes i) - v).
i) La solution analytique pouf, est triviale, nous avons une particule libre et donc

g = a9t +p® (5.27)
p = ma?. (5.28)
ii) L'inverse de ces équations est
@ - P (5.29)
m
G (5.30)
m

et méme sb(®) dépend explicitement du temps on vérifie (c’est inutile en fait) que

0]
2(0) _ r.(0) 9 0 _P P _
a"’ ={a ’H}+8ta {m —}+0=0 (5.31)
B0 = (O m) = b(o>
= {a—— 2m} -
= —{qp}——{pp}—£
2m -’ 2m 7’ m
= 2 _g_2_2_P_, (5.32)
2m m m m
iif) On pose que la solution poul sera
gq=at+b a=2
p—ma = b—q-2t. (5.33)
iv) On calcule les équations d’évolution destb
a = {aaHl}:{ﬂvkq}
)\
= Zpad=2(-1)
_ " (5.34)
m
) — _g P
b= {bHi}={q~— 2}
A At
= —lada - —{p¢}
— a0y (5.35)
m m

v) On intégre trivialement en posant que la perturbation a été allumée @ et que pout < 0,
seul Hy jouait un réle. Ceci nous donne les conditions initiales donc les constantes d’intégration
pour les équations pour etb. Donc ici

a(t) = —%t + a9 = a(0) = a@ (5.36)
be) = 2409 = b(0) = . (5.37)

Copyright © 1997 P Amiot, L. Marleau
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Remplacant dans les équations en iii) on obtient

2
g = (a(") - %) t+ ;im +5? (5.38)
2
B0 4O _ ;im (5.39)
ainsi que
p=ma” — . (5.40)

Ces résultats sont exacts augc= b eta® = go.

5.5 Méthode canonique de perturbations

Lidée est la méme mais les manipulations sont sensiblement simplifiées du fait qu’on
choisit les constantes de la méthode de Hamilton-Jacoki; les3, au lieu de laisser ce
choix auhasard Ces constantes ne seront vraiment constantes qudfelimtroduc-
tion de H; fera qu’elles ne seront plus constantes du mouvement. Lavantage vient du
fait que lesw; et 3, étant variables canoniques (respectivement moments et coordonnées
généralisés) on peut les utiliser pour calcules les crochets de Poisson. On évite ainsi cet
incessant va-et-vient entre 1és;, b;) et les(p;, ¢;) qui ressort dans les exemples de la
section ci-dessus. Une fois qii a été résolu par H.-J. on obtient

que l'oninverse en
a; = o5(t,q5,p5) (5.43)
61‘ = Bi(tvqjapj) (5-44)
C’est toutefois la premiére forme qui est utile puisqu’elle permet d’écrire
Hl(qzapz) = Hl(qi(t)ajaﬁj)api(taO‘j)ﬂj)) (545)
= Kl(ajaﬁjvt) (546)
Par la suite, tous les calculs des crochets de Poisson se feront par
0A 0B 0A 0B
{A,B} = {—— - ——] (5.47)
Zj: 0B; 0a;  Oa; OB,
ainsi
. " 80éi 8H1 80éi 8H1
&; = {a;,Hi} = [—— - ——] (5.48)
Zj: 0B; 0oy Doy OB,
", 0K, 0K,
- — §iim— = —— 5.49
255, =55, (549
et SK
3, = ——=. (5.50)
80[1‘

C’est sous cette forme que la théorie des perturbations est généralement présentée
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dans la littérature.

5.6 Autre exemple

@

Exemple 5.2
\byons un exemple assez 'classique’ parfois appelé 'oscillateur quantique décrit par
2 2
_p mwt oo mk oy
H—2m+ 54+t (5.51)
Les équations canoniques du mouvement sont
. OH p
- £ 2 5.52
q o0~ m (5.52)
o = 22— mkd (5.53)
dq
ou, en les combinant
= —wq—kq®. (5.54)
Intégrer cette équation n'est pas trivial. Choisissons de décompdsar Hy + H; ou
p2 mw? 2 . .
Hy = —+ g~ : oscillateur harmonique (5.55)
2m 2
k .
H = mTq4 : perturbation. (5.56)

Nous allons d’abord résoudre pouf, par la méthode de H.-J. Puisqu’on peut écrirfly étant
indépendant du temps,

S(q, e, t) = —at + W (g, q) (5.57)
et sachant que
oS oS
Ho(qg,—)+ — =0. 5.58
On voit immédiatement que
ow
Ho(q, a_q) =0. (5.59)
Ainsi notre nouveau moment canonique sera une constante égale a I'énergie du systéme!
plicitant | 'équation ci-dessus
1 (dW\? & mw? 2
m (d_q) + Tq =« (5.60)
on obtient I
— = /2ma — m2w?2¢? (5.61)
dq
W = /dq 2ma — m2w?q?. (5.62)
En plus dep = %, nos équations de transformation canonique comptent
a5 / dq
= X _ 4 —24 5.63
p dq 2ma — m2w?q? ( )
= —t+ lsin71 [ UL } (5.64)
w 2ma

qui s'inverse en

q=1/ 7:52 sinw(t + 8). (5.65)

Copyright (©) 1997 P Amiot, L. Marleau
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Nous pouvons récrirél;

Hy=—q" = ka® sin® w(t + 3) (5.66)
1=y q T omw?t ’ ’

a et nos houveaux moment et coordonnée généralisés sont des constanfés swis ne le sont
plus lorsqu’on introduit la perturbation (disonsta= 0). Leur équation d’'évolution est canonique

OH, ako?

& = ~ o5 =-—— sin® w(t 4 3) cosw(t + B) (5.67)
: OH 2ka
8 = 8041 = _m_ui sin® w(t + fB) (5.68)

Ces équations ne sont pas triviales & résoudre non plus mais elles se prétent a une d’approximation,
que ce soit par développement en série, par itération ou par moyenne.

Développement en série

On constate quk est le parameétre qui caractérife. Ce n’est par un trés bon choix
puisqu’il est lui-méme dimensionné, néanmoins nous allons tenter une expansion en série
du type

a = ag+kas+kas+--- (5.69)

B = Bo+kBy+kBy+-- (5.70)
Cependant on constate ici que le coté droit des équationscpeti dépend de fonc-
tions trigonométriques d’argumentt+ 3). Comme les fonctions trigonométriques sont

hautement non-linéaires dans leur argument, il n’est pas trivial d'identifier leur degré de
dépendance efi. Par exemple

B ~ sin w(t + B) (5.71)
de
sinw(t 4+ B) = sinwt coswf + sinwp cos wt (5.72)
on aura
coswlB =~ cos(wh,+ wkf;)
~ coswfcoswkf; —sinwfsinwkf; (5.73)
sinwf =~ sin(wBy + wkB,)
~ sinwfcoswkB; + coswfsinwkf; (5.74)
et prenant
sinwkB, =~ wkpB, + O(k%) (5.75)
coswkB, =~ 14 O(k?) (5.76)
alors
sinw(t+ B) = sinw(t + By) + wkB; cosw(t + By)- (5.77)

Si k est considéré petit alors
sinw(t+3) =~ sinw*(t+6,)
+4wk; sin® w(t + By) cosw(t + By) + O(k?)
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(5.78)

et faire les remplacements appropriés pour identifier les termes d’une puissance donnée
dek. Lexercice est assez lourd ici et nous ne le complétons pas.

Solution itérative.

A partir des équations pour et 3 qui sont de la forme

& = fla,B,1) (5.79)
B = g(a,B,1) (5.80)
elle consiste a dire qu'on peut tendre varst 8 par une série d’itérations
. OH
& = flan_1,8, 1,t) = — a_l (5.81)
B a=an—1,8=0,_1
. OH
B = glom1,Bp1,t) = 5= (5.82)
X la=ay_1,8=3
n—1, n—1
au sens ou
lim o, — « (5.83)
n—oo
lim 8, — 0. (5.84)
n—oo
La premiére de ces itérations est
. OH
a1 = f(ao,Bo,t) = — 5_,31 (5.85)
a=ao,B8=0Fq
. OH
B = glanfo.t) = 5= : (5.86)
O | e e
a=ao,B=08,
Nous nous limiterons ici a cette premiére étape et résoudre donc
. 4ka? .
G = - mwg sin® w(t 4 B,) cos w(t + By) (5.87)
P 2]{7@0 .
8, = - — sin® w(t + By). (5.88)
Commeqy et 3, ne dépendent pas del’'intégration est triviale et donne
2
a; = ka% sin w(t + By) + C (5.89)
mw
_ 2kag [3w sin 2w(t + B,)
+—Sm4w§t2+ 5o) } + (5.90)

Les constantes d'intégration sont ajustées par les conditions initiales touchant la pertur-
bation. Si par exemple, on dit que la perturbatioradisimée a¢ = 0, alors pourt < 0,
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la solution non perturbée prévauteft < 0) = «ag, 5(t < 0) = 5,. Donc at = 0,
a1(0) = ao, 81(0) = By, ce qui fixe

2
C=aop— ka% sin® wp, (5.91)
mw
2kag [3wBy sin2wfB, sindwf,
! P p— —
¢ = bo mw [ 8 1 T (5.92)
et alors
= KOG it ot in* 5.93
ai = @~ ——3 [sin® w(t + By) + sin” wf] (5.93)
B 2kag (3wt sin2w(t + B,) — sin2wp,
b= Bot mw? { 8 4
+sm4u)(t + ,6’;2) —sin4wf, } . (5.94)

Ci-dessous fixong,, pour alléger les expressions. La solution perturbée est obtenue de
celle non perturbée epremplacanty; et3;. Nous obtenons

1
2

2 ka2 .,
qt) = — {ao — g sin wt| x
sin (wt + 2kag | 3wt _ sin 2wt n sin 4wt
mw® | 8 4 32 '

(5.95)

On voit que I'amplitude, qui étaﬁ%g—)% dans le cas non perturbé, a été modifig,
étant remplacé par

k 2

[ag — a(zl sin’ wt} (5.96)
mw

ceci nous donne un test de petitessé: gelisque la quantité est a la puissar%cet que

q(t) doit demeurer réel, donc

mw4

k< —. (5.97)

%)
Pourk > 0, 'amplitude décroit. De plus, le comportement qui était harmonique,en
i.e.sinwt a été modifié en

. 3kag 2kag sin 2wt sin 4wt
sin (w <1 + 4mw5> t+ — [— 1 + 3 ]) (5.98)
ou, si on veut encore parler d'une fréqueticeon doit définir
3k
Qrw(1+2220), (5.99)
4mwd

On voit que poutk > 0, la fréquence augmente. Il faut aussi préciser que s’ajoute une
modulation ersin 2wt etsin 4wt. Strictement le mouvement n’est plus harmonique.

Méthode de la moyenne

Elle ne donne pas des résultats aussi détaillés que cette en série mais c'est parfois
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suffisant. Sachant que le mouvement non perturbé est ici cyclique de périodéwﬂ,
ici) nous remplacong et 3 para et 3 moyennés sur une période

a nj_f)?’%/o o?sin® w(t + B) cosw(t + B)dt (5.100)
= 2k 1 [T
5, :_mw‘l;/o asin w(t + B)dt (5.101)

Il esttrivial de voir que, ne connaissant pgsg) et3(t) (c’est ce que nous cherchons),
il est difficile sinon impossible de faire les intégrales. C'est pourquoi cette méthode est
souvent augmentée de I'approximation itérative, remplagaett3 dans les intégrales

parayg ety pour faire un premier calcul deet 3, le résultat duquel pourra étre remplacé
dans les intégrales...etc. Au premier ordre nous aurons ici

ik 1 %/OT_W sin® w(t + B) cosw(t + B)dt

27

&

Cmwd T
4k re2m
~— w32wag sin* (t+,8)‘ © =0 (5.102)
donca ~ 0 = o = constante= ay
27
= 2k 1 =
ﬁ ~ 7@;0[0/ sin4 W(t‘i’ﬁ)dt
0
_ 2kao w [3w(t+By) sin2w(t+By) N sindw(t + B) =%
T b 2m 8 4 32 0
27
k 3w 2 Ve 3k
~ a04 |:_w_ﬂ- + 0:| ~ ag (5.103)
Tmw 8 w 0 mw
et donc -
Blt) ~ ==t + B, (5.104)
Ici, la solution perturbée se lira
2a0 3ka
q(t) = 4/ mw02 sin <wt + By + 4mw€1 t)
2 3k
~ 20 sin < {1 4 250 } t+ ﬂ0> (5.105)
mw 4mw®
Le seul effet de la perturbation ici est une modification de la fréquence quipdsse a
W w |14 ka0 | _ (5.106)
4mw®

donc qui augmente &i > 0, et qui est d’ailleurs la frégquenéedéja obtenue.

Remarque 8

A une énergie® donnée (voir figures.1), le mouvement va dezo & +xo avec une
fréquencew. Introduisant le terme quartique diminuera 'amplitude entre; a +x;
tout en affectant le fréquence de— Q.
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Figure 5.1
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6 MOUVEMENT DU SOLIDE

6.1 Degreés de liberté du solide

Jusqu'ici nous n'avons considéré que des particules ponctuelles en nhombre relative-
ment petit. Nous allons maintenant permettre aux corps physiques d’avoir de véritables
dimensions physiques, telles des longueurs, largeurs et épaisseurs. Nous allons cepen-
dant nous limiter aux corps indéformables, ce qui est une approximation de la réalité
physique, mais une approximation souvent trés valables. Nous considérerons donc que
chaque point du corps solide demeure a distance constante de tout autre point du méme
corps solide. Il n'y a pas de déformation.

En mécanique classique la structure microscopique du corps solide est sans intérét.
On peut donc le considéré comme constitué d’'un grand nomipetitesparticules ou
comme un ensemble continu de matiere. Par exemple, la masse d’'un tel corps s’écrira

M= Zmi = /Vp(x)dsx (6.1)

ol m; serait la masse de la particuleconstituante du corps solide, gtx) serait une
densité continue de masse (les unités de masse par volume). A 'occasion nous utiliserons
donc I'une ou l'autre notation. La notation discre}e () est parfois plus pédagogique
puisqu’elle fait essentiellement la somme sur un grand nombre de particules ponctuelles,
concept avec lequel nous sommes maintenant familiers.

Dans I'espace physique a trois dimensions, une particule ponctuelle a trois degrés de
liberté. Dans le cas du corps rigide on se convainc rapidement que I'état du solide peut se
décrire par la position d’'un des points du solide (3 degrés de liberté) et I'orientation du
corps rigide (solide) par rapport a un systeme d’'axes fixées en ce point, ce qui implique
trois autres degrés de liberté. Au total donc un solide a 6 degrés de liberté. (Il est trés
avantageux, pour assurer la simplicité des expressions qui vont suivre, de choisir le point
dont nous suivons le déplacement et par rapport auquel nous mesurons l'orientation du
solide, comme étant le centre de masse du solide). Si on visualise le solide comme étant
constitué deV particules, on devrait avoir a priddiV degrés de liberté. Le fait qu'iln’en
reste que 6, résulte de I'ensemble de contraintes qui font que chacune de ces particules
est toujours a égale distance de chacune des autres.

Pour décrire ces 6 degrés de liberté nous procéderons de la fagon suivante. Imaginons
un premier systéme de référence, nkté 7, fixé dans le laboratoire et présumé inertiel.
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Fixons ensuite rigidement au corps@mun nouveau systéme de référenge,xs (Voir

figure 6.1). Ce systéme se déplace et tourne avec le corps rigide. Ce n’est donc généra-
lement pas un systéme inertiel mais comme il est solidaire du solide il apparait comme
immobile & un observateur se trouvant sur le solide. Pour faciliter le travail a venir nous
centrerons souvent le systémersxs sur le centre de masse du solide, auquelRar

est la position du centre de masse du solidest la position d’un poinP de ce solide,
mesurée dans le systéme inerfleY Z. Notons parz la position de ce méme poiit
mesurée dans le systemeroxs. Comme ce dernier est fixé au corpsst constant

Figure 6.1

(mesuré dans;xox3). Lorsque le solide se déplace, le paihse déplace. Pour mesu-
rer un déplacement dans le systéme inertlel,nous le décomposons en déplacement
du pointO, dR, plus un changement possible d’orientation du solije, mesuré par
rapport a I'axe de rotation instantanée. Alors

dr=dR +dp xx oU dp =ndyp (6.2)
ce qui nous donne
. d dR dp
vfrfarfﬁ+ﬁxxzv+ﬂxx (6.3)
ou
v=V+Qxx. (6.4)

Si R mesure la position du C.M., i.e. 6] est positionné sur le C.M., aloi§ est la
vitesse de C.M. et correspond a une translation du solide comme ufetestla vitesse
angulaire du solide et sa direction, comme cellel@ecoincide avec I'axe de rotation

du solide. Notons qu’elle n’est pas constante en général. Comme le sysstemg est

fixé dans le solideS? est également la vitesse angulaire de la rotation de ce systéme. Ce
résultat ne dépend en aucune fagcon du fait que nous ayons centré le systgmeen

O, le C.M. du solide. Nous aurions pu choisir ici un autre cettteléplacé deO par

une longueun au sens ou la positior' du méme poin® est reliée & par

x=x +a. (6.5)
Nous aurions alors au lieu de (6.4)
v=V+Ox (%X +a)=V+Qxx' +Qxa. (6.6)
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D’autre part, a partir de la forme de (6.4) nous pouvons écrire

v=V 4+ xx 6.7)
ce qui nous force a identifiey, étant identique a lui-méme etarbitraire
V=V+Qxx, Q=Q. (6.8)

La deuxiéme de ces équations est importante puisqu’elle nous indique que la vitesse an-
gulaire de rotation est totalement indépendante du systemger; (fixé dans le solide)

choisi. A un moment donné, tous ces systémes tournent donc autour d’axes paralléles les
uns aux autres (de direction donnée par cell@)lavec une méme vitesse anguldite

Cette propriété’absolu dans la rotation du solide ne se retrouve pas dans la translation
du solide puisqud/’ # V. Notons gu’en général, lorsque le solide se déplee’est
constant ni en direction ni en longueur. Il est parfois intéressant de choisir une origine
O’ telle queV’ = 0. Instantanément le mouvement apparaitra comme une rotation pure
autour de I'axe défini par passant gatr évidemment. On appelle cet axe, I'axe de rota-

tion instantané du corps. Cependant a partir de maintenant nous choisirons I'@rigine

du systémer; o3 comme étant le centre de masse du solide, a moins que la chose ne
soit clairement spécifiée.

6.2 L'énergie cinétique et le tenseur d’inertie

Considérons le solide comme étant constitué de points matériels discrets et calculons
I'énergie cinétique du solide, évidemment mesurée dans le systéme ixeértiel

T = % > mv? (6.9)

part.

la somme porte sur tous les points du so@éf m;vg mais pour simplifier I'écriture

nous laissons tomber les indices identifiant ces points. Nous nous sommes évidemment
placés dans le référentiel inertiel€t = v2 ol v est défini par I'équation (6.4), ce qui
donne

1 2
T = §Zm(V+Q><x)

part.

1 1
= §ZmV2+ZmV-(Q xx)+§zm(n x x)2.
part. part. part.

(6.10)

Les vitessesV et  sont les mémes pour tous les points et peuvent donc sortir des
sommes. Ainsi le premier terme devient

1 , V? MV?
§ZmV—TZm— 5 (6.11)

part. part.

ou M = masse totale du solide.
Le deuxiéme terme devient, par la propriété des produits triples

ZmV- (2 xx) = me- (VxQ)

part. part.
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= (VxQ)-) mx=0 (6.12)
part.
parce que la somme est nulle, ayant choisi I'origine du référentielx; au centre de
masse du solide. Pour le troisieme terme nous développons le carré du produit vectoriel

%Zm(ﬂ x x)° = %Zm [92X2 - (22 x)z] . (6.13)
part. part.
Au total (6.10) devient donc, lorsque;(zsx3) est centré sur le C.M.,
2
T= g + % m [92)(2 —(Q- x)z] . (6.14)

Le premier terme est I'énergie cinétique de translation du solide. Ce serait le seul terme
si toute la masse du solide était concentrée au C.M. Le deuxiéme terme est I'énergie
cinétique de rotation, donc

T =Tem + Tro (6.15)
Etudions la forme dé;,; en décomposant les vecteurs selon les axeszs puisque
Trot €St UNe énergie cinétique de rotation impliquant certains concepts d’inertie qui serait
propres i.e. intrinséques au solide. Les composant&3 eledex seront donc selon les
axes du référentigDz o235 (Notons qué” demeure mesuré dans le systéme inertiel)

1
Tiot = 3 Zm [QiQzz; — Qi Qpaix)

part.
1
part.

Les coordonnéés:; dépendent de la particule sur laguelle on fait la somme fidis
n'en dépend pas et peut sortir de la somme sur les particules, ce qui donne

1

Tiot = §Qi9k Zm [Oikziz — T2k
part.
1 1 1 _ -
= §QiQkI¢k = EQifika = 59 I9. (6.17)

Cette expression a la forme usuelle d’'une énergie cinétique mais ce qui le role d'inertie
est plus compliqué que dans le cas des translations. Ici on I'appelle le tenseur d'inertie,
on identifie ses éléments
Lix = Zm [Z1z1050 — zixk]) = I (6.18)
part.
On dit gu'il est un tenseur parce qu'il a deux indices. On peut dés lors lui donner une
représentation matricielle

Iy Iy I3
I = Iy Iy Io3 . (619)
I3p I3p I33

2 Dans ce chapitre, nous utilisons la notation d’Einstein ot un indice répété dans un terme est automatique-

ment sommé a moins d’avis contraire, a2, 0,22 = Y, il Qi QbipTiT)
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Si on écrit aussi

O
Q=1 Q | = o = (Q,0,0) (6.20)
Q3
alors on peut écrire
Thot = %QTIQ (6.21)
A partir de (6.18) on calcule directement
Sm(zd +22) =Y maia, — > mxix3
I= =Y mzozy  Yom(z?423) = maoxs (6.22)
=Y maxzzr =Y mazrs Y m(x] + x3)

ou ici, on a alléger la notation p@pan_ — > . On voit aussi qu'on peut passer a une
rotation et un calcul continues ou la matiere est réputée étre distribuée de facon continue
dans le solide selon une densité) = p(x1, z2,x3). On écrit alors

Ly, = / p(X) [x1z1055, — zix] dr1daedas (6.23)
v

Il est possible de choisir le référenti®lz; zox3en I'orientant de telle sorte queest
diagonal

Li 0 0
I=[ 0 Iy o© (6.24)
0 0 Iy

Les élémentd;, I et I3 sont en fait les valeurs propres de la matrice (6.22). Ici nous
avons noté prim€e) le référentiel (voir figure 6.2) qui garantit que le tenseur d’inertie
est diagonal :0xy: xo 3. On appelle ces trois directionSx1/, Oz €t Oz les

Figure 6.2

axes principaux (d'inertie) du solide &t I,/ et I3, les moments principaux d’inertie.
Si on choisit le différentieDx; 2223 pour coincider avec les axes principaux alfis
devient .

Tiot = §Ii’Qi2/~ (6.25)
Pour alléger la notation il sera entendu dans ce qui suit que, lorsque les éléments du
tenseur d'inertie apparaissent avec un seul indice, c’est que nous aurons choisi de faire
coincider le référentiel fixé au corps et les axes principaux. Nous laisserons tomber les
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primes () pour écrire simplement

Trot = %L—Q?. (6.26)

6.3 Parenthese sur les axes principaux et le tenseur

d’'inertie

Il n'est pas nécessaire de diviser a priori la direction des axes principaux. Lorsque le
solide a certaines symétries la direction de ces axes est parfois évidente. Il est toujours
possible de choisir arbitrairement un systéng z,x3 et de déterminer par rapport a ce
dernier la direction des axes principaux.

On calcule d’'abord les éléments dgoar rapport au systéme d’'axes choisi, ce qui
nous donnd;k qu’on retrouve en (6.18), (6.22) ou (6.23). On remarque d’'abord que la
matrice (6.22) est symétrique i.e.

L, = Iki; I, réel (627)

Les valeurs propres de cette matrice seront tout simplement les élémehtst I3 de
I sous sa forme diagonalEy.

De facon plus technigue nous dirons qu'il existe une matfiicevec son inverse
U~ telle queU~! = Ut : unitaire

UIU ' =1p: diagonale. (6.28)
Reprenant I'expression potifo;

1 1
Trot = §QTIQ=§QTU_1UIU_1UQ

= %QTU*IDUQ = %Q’TIDQ’ (6.29)

ouQ =UQ.
Strictement ceci termine I'opération puisqu’en (6.29) nous a¥ipécrit en utilisant
Ip. Onvoit qu'ici

94 u1l U1z Ui 0
Q=U0= 5 | = war uwee uss Qy (6.30)
3 uzl Uz  Us3 Q3
Ou encore
Q/l = ullﬂl + ulggg + ulgﬂg
Q5 = uo1Q + u2fs + usslls (6.31)
le = u3z17 + uz2Qs + uz3fls.

Le systéme prime qui définit les axes principaux du solide est obtenu du systéme original
par une rotation du systéme original a condition que I'origihait été choisie comme

le C.M. du solide (voir figure 6.3). Autrement il faudra effectuer d’abord une translation
vers le C.M. Evidemment le vecteur ne bouge pas lors de cette rotation qui n’est en fait
qu’un simple réalignement des axes du référentiel fixé dans le solide. Il n’a rien a voir
avec le mouvement de rotation du solide.
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Figure 6.3

Copyright © 1997 P Amiot, L. Marleau



106

Chapitre 6 MOUVEMENT DU SOLIDE

Techniguement tout repose sur la matricece qui est relativement simple puisque
les colonnes dé/—! sont tout simplement les vecteurs propres/d€eci se vérifie
immédiatement en rappelant (6.28)

Uit =1, (6.32)
gu’on multiplie par la gauche p&f—! ce qui donne
It =v-11p. (6.33)

Il s’agit d’une égalité entr@ matrices3 x 3. Ecrivantvij pour les élément&—! nous
explicitons (6.33) mais en ne spécifiant ici que la premiere colonne des deux matrices
produites ce qui donne

Iy + Iigvay + Iigvzgy -0 - vy .
Iyvig + Ipgvog + Iogvsy -+ -+ | = | Lvay -+ -+ (6.34)
I31v13 + I3ov93 + I33v33 -+ - Lvss .

Si deux matrices sont égales c’est que tous leurs éléments sont égaux et par extension
les éléments d’'une colonne de I'une sont égaux aux éléments d’'une colonne de l'autre.
Considérons la premiére colonne de chacune des deux matrices ci-dessus et égalons I'une
a l'autre. On constate immédiatement qu'il est possible d’écrire I'égalité entre ces deux
colonnes sous la forme

I Lip It V11 V11
Iy Inp Ips vor | =11 | var |. (6.35)
I31 I3z I33 V31 V31

Si nous écrivond/; pour la 1ére colonne d&€ ! i.e. (ne pas confondr&, avec une
composante du vecteur vitesse)

V11
i= V21 (636)
U31
cette équation s’écrit
IV, = LVy;  I; = un nombre (6.37)

ou I; estla 1ére valeur propre de la matricalors quel/; est un vecteur colonne. C'est
I'équation type du probléme aux valeurs propres. Pour résoudre on obtient d’abord les
valeurs propres dé et ensuite on obtient les éléments (non normaliségs);ce I'aide

de (6.35) ou (6.37). Nous aurons ici 3 équations de ce type a partir de (6.34), une pour
chaque valeur proptk avec son vecteur propké qui constitue la®™e colonne dé7—1.

La séquence d’'opérations est donc la suivante.

1. On choisit un référentiel centré sur le C.\Vx x5 par rapport augquel on calcule
lesI;;; 4,7 =1,2,3, éléments dd.

2. On calcule les valeurs propre de cette matrice, ce qui hous denqe n’a que les
éléments diagonauk, I et Is.

3. On calcule les vecteurs proprégs de I, chacun correspondant a une des 3 valeurs
propres,[;, I, etIs.

4. LesV;, sont les colonnes de la matrite! que nous pouvons inverser pour avoir la
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matriceU, une matrice qui représente une rotation.

5. Pour obtenir les axes principali; xox3 il suffit de soumettre le référenti€lr xox3
a la rotation représentée [ar

Remarque 9

La rotation représentée pdr est généralement par rapport a un axe qui n'est pas un des
axes deDzxixqox3 Ni de Oz xo 3. |l €st cependant toujours possible d'opérer cette
rotation a I'aide de 3 rotations successives faites autour d’axes choisis. La fagon la plus
courante est celle des angles d’Euler.

Laissant tomber les primé) et supposant que les axes du systé&mezr,xs coinci-
dentavec les axes principaux la définition générale des élémehisaig(6.18,6.22,6.23)
est toujours valide sauf que seuls les terghesi ne seront pas nuls, nous les avons notés
avec un seul indice

L =1; = Zm(xlxl - m?) (6.38)
part.
ou il y a une somme summais pas sui. Ainsi trivialement

L= ) m(z}+a3)

part.

I = Y m(a}+a3) (6.39)
part.

I; = Zm(x% + 23)
part.

et on note qu'aucun des césn’est plus grand que la somme des deux autres; tout au
plus est-il égal a cette somme. Lorsqlye= I, = I3 on dit que nous avons une toupie
sphérique. Si deux seulement des moments d'inertie sont égaux, on parle d’'une toupie
symeétrique et si les trois sont différents, d’une toupie asymétrique.

Une remarque importante s'impose ici. Nous avons réussi en (6.14) et (6.17) a écrire
1 1
T = 5MV2 + §IiinQk (6.40)

expression qui n'est valide que si le référentiel intrinséque est centré sur le centre de
masse). Cependant, pour calculer Idg;, il peut s’avérer utile d'utiliser d’abord un
autre référentiel, également intrinseque mais centré sur une autre @vgatelont les

axes sont paralléles au premier. Il s’agit donc ici d'une translation du référentiel et non
d’une rotation (voir figure 6.4). Appelonsle déplacemenD(’, de telle sorte que

x=x +a=uz; =1, +a; (6.41)
On sait que
Iik = Zm(xlml&k — JIZ':I,‘k). (642)
part.

Par rapport au systéme prime nous aurons

! ! ! ! !
ik = E m(xy x5 — TTy)
part.
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= Y mi(@m+a) (@ + @) bk — (i + a;) (wx + ax)]

part.
= Z m [xlmléik — xlmk] + 2a;0;k Z mxp
part. part.
+a; mek —ay mei + (@aid; — aa) Zm
part. part. part.
= ILip + M(aya;6s — a;az) (6.43)

OUD po ma; = 0 ety m = M. Cest le fameuxhéoreme des axes paralléles

Figure 6.4

Nous savons donc écrire I'énergie cinétique du solide en (6.40). Si le référentiel int-
rinséque correspond aux axes principaux alors cette expression se réduit a

T = %MVQ + %m%. (6.44)

Deux types de forces peuvent étre présentes dans le systéme; des forces de cohésion
particule-particule dans le solide dont le résultat global sur le solide est nul a cause du
principe d'action-réaction comme nous I'avons vu au chapitre I. Il reste les forces ex-
ternes et si ces forces sont dérivables d’un potebtialors on peut écrire le Lagrangien

1 1
L= §MV2 + 539? —U. (6.45)

Nous y reviendrons plus tard.

6.4 Le moment cinétique/angulaire du solide

Le moment cinétique dépend du point par rapport auquel il est défini. Dans I'étude du
mouvement du solide il apparait raisonnable de choisir ce point a I'origine du référentiel
intrinséque qu’en (6.45) nous avons choisi pour coincider avec le C.M. du solide (voir
figure 6.5). Nous avons notéla position d’'un poinf” mesurée a partir d@. Le moment
cinétique de ce point matériel est

I, =mx xv. (6.46)
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Ici, la vitessev est uniqguement celle due a la rotation du solide, rotation que se fait

Figure 6.5

a la vitesse de rotation instantanée et par conséquestticiv = €2 x x qui ne permet
pas de changer la longueurg€omme il se doit puisque nous avons un solide rigide et
donc, sommant sur tous les points matériels nous aurons pour le moment cinétique

1= mex (2 x x). (6.47)
part.
Explicitant chaque composante du triple produit vectoriel nous avons

lz‘ = Zm(xlxlﬁifxixkﬂk)

part.
= > m(zm@dah — zizr)
part.
= U Z m (212104 — TiTk) (6.48)
part.
et donc
li = L. (6.49)

Evidemment si nous avions choisi de faire coincider le référentiel intrinséque avec les
axes propres du solide nous aurions simplement

ll = 1191, lg = IQQQ, l3 = Igﬂg. (650)

On voit donc qu’en général (sauf pour une toupie sphérique) la directidmeeor-
respond pas a celle d@. C'est la une différencdramatiqueavec le mouvement d’'une
particule et ce seul fait introduit déja des différences notables entre le mouvement de la
particule et celui du solide. Etudions briévement la situation qui prévaux dans trois cas
simples sans forces extérieures, i.e. le Lagrangien se limite a I'énergie cinétique. Dans un
tel cas on peut faire coincider les origines des référentiels inertiel et intrinséque puisque
le C.M. ne sera soumis a aucune accélératign= 0.

Exemple 6.1

La toupie sphérique (essentiellement une sphére) a ses trois momentdégadx = Is = I et
par conséquent
1=I9. (6.51)
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6?

En I'absence de force/torque extérieliest une constante. Il en va de mémeSeleLa toupie
sphérique libre tourne tout simplement par rapport a un axe fixe définl parQ2 (le méme axe)
a vitesse constante .

Exemple 6.2

Un autre cas simple est le rotateur ot la masse du solide est essentiellement répartie sur une droite.
Placant les axes principaux comme sur la figbt&on voit quels = 0,I; = I = I.  De plus

Figure 6.6

Q3 = 0 puisque la rotation d’une droite sur son axe est comme la rotation d’'un point et n'a pas
de sens (du moins classiquement). La vitesse de rotation n'a donc que des comfosanies

et se trouve dans le plan; Oz, comme d’ailleurd et€2 sont colinéaires comme dans le cas de
la toupie sphérique.

Exemple 6.3

La toupie symétrique (voir figur6.7) est un véritable objet en trois dimensions (un beigne, un
ballon de football sont des toupies symétrie) caractérisé par un axe de symétrie que nous choisis-
sons comm@uxs. Ainsily = I, # Iz avecly, I, etIz # 0. En I'absence de torque i.e. en
rotation libre1 = constante. Pour décrire qualitativement le mouvement nous figeons le temps au
moment oul le plabOz3 est perpendiculaire & 'ax@z- i.e. correspond au plam; Oz3. A ce mo-

mentl; = 0 mais puisqué, = I, nous avon$2; = 0. Donc le vecteuf? est alors également

dans le planOzs.La propriété qud, ©2 etOx3 sont dans le méme plan a été obtenue facilement

a la suite d'un choix particulier d’orientation de I'ax®z2 mais une propriété indépendante de

ce choix et reste vraie pour tout le mouvement. Ainsi tout point sur I'axe de symétsigden-

tifié par x, a une vitesse donnée p& x x, qui sera nécessairement perpendiculaire au plan
1Q0z;3 et puisqud est constant, en longueur et en direction le mouvement sera forcément tel que
I'axe de symétrie tournera autour de la direction donnée diaxe Ozxs, ce dernier dessinant

un cdne autour de la direction constanteCe mouvement est appelé précession naturelle de la
toupie symétrique. Le mouvement de la toupie se décompose donc en rotation de la toupie autour
de son ax&zx; plus la précession autour deon décompos€, qui est dans le plabOz3,selon

Ozs et selonl qui ne sont en général pas orthogonaux. Pour faire le calcul, on se replace au
moment olOzx; est dans le plad€2. Selon la figure5.8, clairement

_ 8 s(E ) =i
cos X = g = cos( —0) = sin (6.52)

donc
Oy

sin 0 (6.53)

Q1 = Qusinf = Qp =
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Figure 6.7

Figure 6.8
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Nous avons également (voir figuse9)
L
o

(6.54)

sinf = 171
donc
(6.55)

Figure 6.9

6.5 Approche vectorielle et les équations d’Euler

En pratique on cherche toujours I'approche la plus simple. Par exemple si le solide
étudié n’est pas attaché en un point alors on utilisera comme point d’ancrage du systeme
intrinséque celui qui décompose I'énergie cinétique en un terme de translation plus un
terme de rotation. Evidemment si le solide a un point fixé dans un référentiel inertiel, un
tel point devient naturel pour définir une origine.

Il n’en demeure pas moins que pour établir des équations de mouvement nous devons
nous référer a un référentiel inertiel, quitte a traduire ensuite en termes de quantités me-
surées dans un référentiel non inertiel si on choisit de le faire. Notre solide a 6 degrés de
liberté que nous avons noté en page 99aY, Z, x1, x2, 3. Donc en principe 6 équa-
tions de mouvement. Nous les établirons ici vectoriellement, a Newton en consiBérant
etl. Rappelons quP est le moment linéaire total

P=> p=MV =Pcu. (6.56)
part.
Nous avons déja vu au chapitre 1 que
P :Cil—]: =F: laforce extérieure. (6.57)

On solutionne ce probleme exactement comme dans la mécanique d’une particule. Il n'y
a rien de neuf ici. Considérons maintenérite. la variation dans le temps du moment
cinétique/angulaire. Dans un référentiel inertiel oualoratoire que nous notons par
l'indice L

dl

=—| =N 6.58
‘L dt ( )

L
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ou N est le torque extérieur. Nous référant toujours a la figure 6.1 de la page 99 nous
pouvons écrire

1, =RxMV+1|gp (6.59)
ou 1|4, est mesuré par rapport au poidtdu solide qui sert a y ancrer le référentiel
intrinseque mais I de I'indice S F' signifie que les composantes de sont prises par rap-
port & un référentiel fixeK), i.e. qui ne tourne pas avec le solide. A ce point-ci cette
nuance n’est pas significative puisque a une existence physique indépendante du réfé-
rentiel par rapport auquel nous en mesurons les composantes. Par contre, dans ce qui
suit nous allons le dériver par rapport au temps et la ¢a deviendra significatif, parce que
dans un premier temps nous voulons éviter les dépendances dans le temps provenant de
la rotation des axes. Nous avons donc:

i| = RxMV+BxMV+q - N
L N—— SF
=0pcqR=V
- RxMV+q —N. (6.60)
SF

Ici nous allons nous limites aux cas &1 = 0, ce qui veut dire qud/ = constante
ou'V =0, ce dernier cas étant utile lorsque le solide a un point fixe dans un référentiel
inertiel. Nous gardons donc

1| =N. 6.61
‘SF ( )

Nous avons cependant pris I'habitude de décompgsselon un systéme d’axes qui
tourne avec le solide avec la vitesse instantdnél s’agit toujours du méme vecteur,
qui a toujours la méme réalité physique mais tout simplement dans le calcul de la dérivée
par rapport au temps de ses composantes, nous devons maintenant tenir compte du fait
que ces axes tournent. lIs sont donc accélérés et de ce fait le référentiel n’est par inertiel.
Il a été vu en Mécanique Classique | que nous avons alors

q =q+nxb=N. (6.62)
SF S

Gardant en mémoire que nous mesurerons toujours les composahjeseti les axes
du référentiel intrinséque qui tourne avec le solide, nous laissons tomber l'ifidite
nous écrivons simplement

%+Qxl:N. (6.63)
Si les axes du systeme inertiel coincident avec les axes principaux nous avons
l; = I, (pas de somme suy. (6.64)
Ceci permet d’écrire (6.63)
dQY;
L‘E + €68 Q i, = N;  (pas de somme sty (6.65)

OUe; ;i est le "tenseur antisymétrique’. En termes plus explicites nous avons ici 3 équa-
tions

L —QQ(l—L) = Ny
Ly =3 (I3—1) = N (6.66)
1393—9192(11 _IQ) = Njs.

Ce sont les équations d’Euler
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Evidemment s'il n’y a aucun torque extérieur, ¥.= 0 alors (6.66) se réduit a

0O — Qs — ) = 0
LY — QU (L -L) = 0 (6.67)
LQs — 0L - L) = 0.

A l'aide de ces équations voyons si nous pouvons refaire le probléme de la toupie
symétrique de la page 110. Rappelons que nous aljoasl, # I3 # 0. Avecl; = I,
(6.67) nous donne

1505 = 0 = Q3 = constante. (6.68)
De plus les deux premiéres équations de (6.67) deviennent
Q= w (6.69)
Db = o (6.70)
ollw = 93(131—’111), et
L = W (6.71)
= W' (6.72)
et donc
Q(t) = Acos(wt+p) (6.73)
Qy(t) = Asin(wt+f) (6.74)

Donc /Q? + Q32 = A une constante qui est la longueur de la projection de la vitesse
angulaire dans le plan; Oz+ (voir figure 6.10). D’autre parf2; (projection def2 sur

I'axe de la toupie) est une constante donc c’est I'ensemifeqld tourne autour de I'axe

de latoupie a vitesse angulaive A premiére vue ce résultat ne semble pas correspondre

au résultat de la page 110 mais on s'intéressait alors a la vitesse de précession de I'axe
Ox3 par rapport a un axe fixe donné par la directionl.dei nous avons tout exprimé

(tous les vecteurs) selon leur composantes mesurées sur des axes tournants. Il faudrait
savoir faire le bien entre les deux. C'est ce que la méthode des angles d’Euler va nous

apprendre a faire.

Figure 6.10

En premiére approximation on peut appliqguer ce méme genre de raisonnement au
mouvement de la terre si on considére que (le torque di a) la force soleil-terre reste faible,
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doncV ~0 est une approximation raisonnable. Aucun torque extérieur ne s’applique
dans ce cas et on peut utiliser (6.67). C'est que la terre n’est pas tout-a-fait sphérique (ni
rigide) de telle sorte que
L~I <l (675)
du fait de I'aplatissement de la terre si on prend I'éxe; comme son axe de rotation.
En fait Lo
2 3~ -0.003 (6.76)
2
et par conséquent, appliquant les résultats du probleme précédent nous avons une fré-

quence

131_11 ~ —0.0030; (6.77)
1
27

orgs ~1 jour et par conséquent on devrait avoir

wzﬂg

%ﬂ ~ 333 jours. (6.78)

De fait, un tel mouvement est observé mais son amplitude est trés faible, I'amplitude du
déplacement du pble étant de I'ordre de 5m. D’autre part, la période est réelledRmt
jours mais cette différence est imputable au fait que la terre n’est ni rigide ni uniforme.

6.6 Angles d’Euler et approche Lagrangienne

I nous manque encore un outil, celui qui nous permettrait de faire systématiquement
le passage entre référentiels tournants et immobiles. Ce méme outil faciliterait aussi I'é-
criture d'un Lagrangien. Ici nous ne nous intéressons qu’aux rotations. Nous faisons donc
coincider les origines d@ XY Z et deOx,z2x3. Ceci semble indiquer qué = 0 mais
en fait s’applique tant qué peut étre l'origine d'un référentigDz,zo23 deOXY Z
c'est une rotation. Cette rotation s'effectue instantanément par rapport a un axe. Malheu-
reusement cet axe peut varier en direction avec le temps. Les angles d’Euler permettent
de représenter cette rotation (en fait toute rotation) comme une séquence de trois rota-
tions successives mais par rapport a des axes dont il nous est possible de garder la trace.

Sur la figure 6.11 nous avons indiqué le repére fiX¥Y Z et le repére tournant
Ozxix2x3. On y remarque de plus I'axe ou la droif&V qui est la droite de contact
entre les planX OY etz 0z,. On I'appelle la ligne nodale. Langle est I'angle entre
I'axe OX et cette ligne nodale suite a une rotation dans le flé&’, i.e. par rapport a
'axe OZ. Langley est 'angle entre cette méme ligne nodale et I'@xa , mesuré dans
le planz,Ox-, i.e. par rapport a I'ax®z3. Quant a I'angled, c’est simplement I'angle
entre 'axe0 Z et'axeOuxs, il correspond a une rotation par rapport a I'ax&/’. Ce sont
ce axes par rapport auxquels sont effectuées les rotations que nous avons représentés par
¢, x eth.  Décomposant ces trois vecteurs vitesse selon les axes mobiles dezs

nous avons ) ) ) ) )
01 =0cosyp; Oy =0siny; 63=0 (6.79)
¢y = psinfsiny; @, = psinfcosy; Py = pcosh (6.80)
V=0, ¢y =0; ¢ =4 (6.81)

Les composante®,, (2., et Q3 de ©2 sont simplement les sommes des composantes
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Figure 6.11
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respectives. Par exemple

Q=01+, + 9, (6.82)
c'est-a-dire
Q = 9cosw+gbsinesin¢
Qy = Osiny+ @ sinf cos (6.83)
Qs = @cosh+ 1.

Nous avons maintenant complété I'élaboration des outils qui sont nécessaires pour at-
taquer plusieurs problémes impliquant le mouvement du solide. En choisissant les axes
Ozx1z9x3 cOmme les axes propres du solides, nous pouvons spécialiser ces expressions
pour écrirel;o en fonction des angles d’Euler. Dans ce cas nous avons

Trot = %Qf + I—;Qg + %Q% (6.84)
Par exemple, pour la toupie symétriqguelot= I> = I3 = I nous avons
Tiot = é (é2 @2+ + 29 cos 0). (6.85)
Pour la toupie symétrique ady = I # I3 nous avons
Trot = 1—21 (92 + o2 sin? 0) + 1—23 @ + ¢ cos 9)2. (6.86)

6.7 Exemple

Comme exemple d’application retournons au cas de la toupie symétriqug libré, #
I3. Choisissons I'ax®Z du référentiel pour gu'il coincide avec la directionld#onc

1=1Iz: une constante. (6.87)
Trivialement
l3 =lcosf = 1393. (688)
Le rble du Lagrangien sers joué pig; de la toupie symétrie ci-dessus
_ _ Il 52 .2 .2 I3 y . 2
L=To=7 (67 +¢?sin?6) + . (4 +peost) (6.89)
On constate que ety sont cycliques et par conséquentet p,, sont des constantes
OL L
Dy = % =13 (1,b ~+ ¢ cos 0>_ 1323 = constante (6.90)
Q3

o
lcosf = 1383 est une constante, doros # est une constante, doificest constant.
Calculant

puisque pour des variables cycliqgé =0, % (O—L) = %ﬂ = 0. Par conséquent

oL .o o
Dy = %—Ilgosm 0+ 13 (¢+g0cos€> cosf
= ILpsin? 6 + 1503 cos§ = constante (6.91)

ou I, 8 et I3Q3 sont des constantes dojpe= constante. Langle indique une rotation
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du référentiel intrinséque, donc du solide, par rapport & urCa%dixe choisi dans la
direction del. C’est donc une précession du solide ou si on préfére de I'axe de symétrie
Ozx3 du solide par rapport a cet axe fixe. De toute évidence il s'agit de la méme précession
que celle étudié en page 110. Elle est toutefois différente de celle étudié en page 114 ou
on étudiait une précession de I'axe de rotation instantanée par rapport &lgxee.

par rapport a I'axe de symétrie du solide. Dans ce dernier cas nous avons vu que I'axe de
rotation de la terre, qui ne correspond pas a I'axe de symétrie de la terre (axe des poles),
tourne autour de cet axe de symétrie avec une période de rotation de 1 an. Ceci n'interdit
pas a I'axe de symétrie de la terre de précesser par rapport a un axe approximativement
fixe qui serait celui du moment angulaire. Une précession libre de ce type se ferait avec
une vitesse angulairg. Il convient donc d’'étudier celle-ci d’'un peu plus prés. En fait
nous connaissons la réponse

¢ = IL; l et]; = constantes. (6.92)
1

Le vecteul est constant et on peut le décomposer selon le systéme d’axes que I'on veut.
Choisissant le référentiel intrinségque nous savons que

1=1Q + 1505 + 1303 (693)
ou}; = Q;x;. Or ces trois axes sont orthogonaux etlici= I;, donc
P=1-1=I}(Q3 + Q) + [,Q3 = constante (6.94)

que I'on peut récrire en fonction des angles d’Euler
. . 2
P=1.1=1? (02 + ¢? sin? 9) + 12 (1/) + ¢ cos 9) = constante (6.95)

ol f = 0 (9 = constante) et nous savons déja par la définitiopgeue la deuxiéme
terme est simplement égalg)2 = 2, donc

12=12(%sin? 0 + 12. (6.96)
Sachant qué; = [ cos et isolant»? nous obtenons

o 12(1—cos?0) _ﬁ (6.97)

- DZsin?9 2 '
ou encore
l Is I3 Q3

D= — = == . 6.98

¥ Iy Iycos®  Ijcosf ) ( )
Par exemple, lorsqufy ~ I3 et que la vitesse de rotation est essentielleaent 23
(le cas de la terre) alors

S éw ~w. (6.99)
I
Pour laterrev ~ Jg—gr Ainsidans le cas libre il y a une précession de I'axe de symétrie par
rapport & un axe dont la direction est donnée par le vecteur moment angulaire constant
1, et cette précession a une vitesse angulaire donnég. [zans le cas de la terre cette
précession fait que I'axe de symétrie de la terre tourne autolirdene fois par jour.

Dans le cas de laterre, il y a une autre précession causée par un torque cette fois, résultant
de l'action de la lune et du soleil sur une terre non sphérique. Cette précession, dite des
équinoxes est de plus grande amplitude mais a une période d’environ 26,000 ans. Elle est

donc faible et il était raisonnable en premiére approximation de la négliger et de parler
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ce cas libre.

La situation n'est pas encore lumineuse. En effet en page 114 nous avons étudié la
précession libre a l'aide des équations d’Euler et obtenu une période de précession de
I'ordre d’une année pour la terre. C'est suffisamment différent de la période d’environ
une journée obtenue ci-dessus, apparemment dans les mémes conditions, pour se poser
la question de la cohérence entre ces deux résultats. Physiqguement, la situation est effec-
tivement différente. La période d’environ 1 journée ci-dessus est celle de la précession
de I'axe de symétrie de la terre par rapport a I'axe défini par la directidn Be page
114 nous avons étudié la précession du vedikuytel que

Q,=0,+0Q ou =0, +Q3 (6100)

par rapport a l'ax@®x3, lui-méme mobile. Cette précession apparait dans la dépendance
dans le temps d@; et

N = Asin(Qpt +9) (6.101)
Qy = Acos(Qut +0). (6.102)
Etudions donc ici ce que nous obtenons pAuft). De (6.83)
Q1 = 0 cos 1) + (psinfsinp. (6.103)
Ici # = constante= 0, donch = 0 etp = [l—l et donc
Q1 = psinfsiny = I—llsin(% sin . (6.104)

Recherche dey(t) :
Rappelant la définition dg,, déja obtenue (6.90) nous avons

py = I3 <¢+gbcos€)
= 1393 = l3 =l cos®. (6105)
On peut y isoler) en remplaganp = [Ll

v = 1 (l cos§ — I3 cos Gi) (6.106)
I3 I
lcos6 (Il - Ig) l3 (Il — Ig)
— =2 6.107
I3 5L IS L ( )
avecls = 1323 hous avons
. I — I I -1
=, 1) —~ ) SV W €1t £} —~ i+ 4, (6.108)
1 1
Nous avons donc pour, (t)
O(t) = L sin g sin [qut + 1#0} . (6.109)
I I
Nous identifions donc, comparant (6.109) a (6.101) et (6.102)
lsin6 I — 1
e Ol §=10; Q| = 0, L= (6.110)
Il Il

Nous avons donc le méme résultat p@dr Ainsi, le petit vecteuf2, dans le plan (hon
fixe) z,Ox, tourne autour de I'axe de symeétrie de la terre avec la fréquepagont la
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période est de I'ordre d'un an.

6.8 Mouvement d’une toupie symétrique pesante a un

point fixe

C’est I'exemple typique de tout manuel de mécanique . Ayant complété I'étude du
mouvement du solide libre, nous nous attaquons au mouvement du solide soumis a un
torque. Pour ce faire nous choisissons I'exemple le plus simple d'une toupie symétrique
dontla pointe est fixe et placée dans un champ gravitationnel uniforme. Comme la pointe
est fixe, nous allons 'utiliser comme I'origine a la fois pour le systéme ingpti€l” Z et
pour le systéme intrinséquer; zox3 qui lui, tourne avec la toupie (voir la figure 6.12).

A priori ceci semble poser un probléme puis que nous avions réussi en (6.40) a séparer
T a condition que I'origine du référentiel intrinséque coincide avec le C.M. du solide,
ce qui n'est pas le cas ici. Par contre ici, les deux origines coincident etRlcaAd),

R=V =0 et il ne reste qué .. De plus, le corps étant symétrique, I'énergie cinétique

de rotation peut s’écrire

I I
T = 5 (9 +93) + 593 (6.111)

avecl; = I, mais icil; n'est pas égal au moment d'inertie calculé par rapport a I'axe
principal 1: I, qui lui, passe par le C.M. Cependant, par le théoreme des axes

Figure 6.12

paralléles on calcule trivialement quellequi apparait ici est simplement
Iy = Ipe + MR? (6.112)
ou M est la messe de la toupie/eta distance séparant la pointe du C.M.. Auparavant

nous n’'avions pas I'habitude de spécifier "pr "pour alléger I'écriture nous retenons le
symboleméme si ce n'est pas une moment d’inertie par rapport a un axe principal.
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En terme des angles d’Euler (6.111) est identique & (6.86) puisqgsel;
I /. I /- 2
T=2 (02 + ¢ sin? 0) + = (% + ¢ cost) (6.113)
tenant compte qug est défini en (6.112). Comme le champ gravitationnel est constant
on peut représenter son effet comme une faeeappliquée au C.M.. Puisque la pointe
est fixe, cette force génere un torque aihsiest plus une constante du mouvement.

Pour écrire le Lagrangien nous n'avons besoin que de I'énergie potentielle résultant de
la présence de ce champ de force, c’est simplement

V = Mghcos@ (6.114)
et alors

. . 2
L= % (92 + ¢?sin® 9) + I—; (1p ~+ ¢ cos 9) — Mghcosé. (6.115)

Ici, comme dailleurs dans le cas libre, ety sont cycliques et par consequent et
py sont des constantes du mouvement. D'autre part de fagon géhérmldle torque)
ouN =r x F. Orici la force est paralléle &~ et doncdl, = constante et de plus cette
force est attachée a un point se trouvant sur l@xg et dond; = constante aussi. Nous
avons déja remarqué (dans le cas libre) en (6.90) que

0L
= =1 ( + ¢ cos 9)
Py 3¢ s(v+o
= 1303 = I3 = constante (6.116)
identifiantp,, als. D’autre part, il est également évident que
L .
Dy = g— =Lpsin® 0+ I3 <1/) + gbcos@) cos
14
= [, = constante. (6.117)

Combinant ce deux expressions nous obtenons
l, —l3cosf

p= — " — 6.118
v I, sin% 0 ( )

et combinant (6.116) et (6.118) nous isolans
pola S0 cesh). (6.119)

Ig I, sin’ 6
Si on connaib(t), on peut en principe intégrer (6.118) et (6.119) pour obtegi) et
¥ (t), ce qui donnerait la solution compléte du probléme. Pour obiéhion peut utiliser

I'équation de Lagrange
d (0L oL
—|=)-== 6.120

<69) 6 =" (6.120)
dont on élimine leg etzp al alde de (6.118) et (6.119) pour avoir une équation différen-
tielle uniquement e#, 8, 6. Isolantd dans une telle équation nous donne

—l3cosf) (I, cosf —I3) 0
— Mghcosf = —— Ve (6 6.121
Iy sin2 0 g eos TGS (6.121)
ce qui nous permettrait d’identifier (par définition) un potentiel efficace pour le mou-
vement erf. Est-il besoin de dire qu'intégrer une telle équation différentielle est tech-

L6 = (L
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niquement assez difficile. Il existe cependant une autre approche qui nousdg@nne
plus facilement. Rappelons qu’en présence d’'un torbju&st plus que une constante
de mouvement mais I'énergi€ continue a étre une constante du mouvement la ou

E=T+V. (6.122)

Utilisant (6.113, 6.114, et 6.116) nous avons
2

Lo I l
E=20" 4 2p2%sin?0+ -3 + — Mghcosé. (6.123)
2 > 20
~—~

= const.
DéfinissantE’ = £ — % et a l'aide de (6.118) nous avons

2
592 n (1, — lg.C(;S )
2 21 sin“ 0
= Tp+Vy (6.124)

définissant ainslj, un potentiel efficace pour I'étude du mouvementéenci aussi
I'intégration méne a des intégrales elliptiques et on perd les propriétés du mouvement
dans les méandres techniques. Heureusement il est possible de déterminer qualitative-
ment les propriétés intéressantes de ce mouvement. Avant de procéder cependant remar-
quons que sP = 0, Vy semble exploser & cause du facteur # au dénominateur. En

fait, a0 = 0 les axeDz3 et OZ coincident, ef, — I3 cosf = 0. C’est donc une dé-
termination. On peut vérifier, par la régle de I'Hopital que le terme litigieu¥de> 0

lorsqued — 0.

E = + Mghcos@

Faisons la transformation de variable

w=cos = G=—0sind (6.125)
remplacons dans (6.124) et isolaifspour obtenir
. 2E"  2Mghu (I, — lsu)®
2 _ (=& _2) _ Az
= < T T, ) (1—u®) 7 (6.126)

qui est de la forme

W = (a— Bu) (1 —u?) — (b—au)® = f(u). (6.127)
La fonctionf(u) est un polyndmes cubique ardont le coefficient dex®, 3 > 0. Donc
f(—o00) = —o0 et f(+00) — 400 avec deux extrema entre ces deux limites. Puisque
u = cosd, seul le probléme de comprisu = —1 etu = +1 nous intéresse. D'autre
part en (6.127)

flu)=14>>0 (6.128)

et nous sommes donc limités au domaine emfret u,. Pour qu’une situation physique
existe, il faut que ces deux conditions soient remplies. Sitel estle cas et piisgugue
I'angle entre la verticale et I'axe de symétrie de la toupie, cet axe de symétrie aura, par
rapport a la verticale, un angle qui oscillera entre les arflesd, ou

costy =wuy, cosfy = us. (6.129)
C’est ce qu’on appelle unautation Rappelons gu’en (6.118) nous avons obtenu gour
I, —1 0
p— 2 3C08Y (6.130)

I, sin% 6
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Selon les conditions initiales qui déterminéntet /5 et selon le domaine de variation
permis poui, donc pourcos # on peut identifier trois scénarios différents pour

1.1, — l3cosf > 0 pour tout le domaine de variation deAlors ¢ ne change pas de
signe et la précession est continue bien que de vitesse variable. (La méme chose est
valide sil, — I3 cosf < 0 dans tout le domaine, on change simplement le signe de

o).

2.1, — l3cosf > 0 change de signe entrg et f,. Parce que la fonctionos 6 est
monotoniquement croissante entré et +1, alorsg(6;) aura le signe inverse de
¢(61). La précession continuera de se produire mais avec des mouvements de va-et-
vient.

3.1, —I3cosf > 0 ne change pas de signe dans le doméjne 6 < 6, mais s’annule
soit af; soit ad,. Dans ce cas la précession est toujours dans la méme direction mais
marque un temps d’arrét lorsque la nutation atteint une de ses valeurs limités (soit
soitfy) la oty s’annule.

Il est habituel de représenter ces trois situations al'aide de figures simples. On dessine
une sphére qui est celle que I'extrémité libre de la toupie peut générer (puisqu’elle a une
pointe fixe) et sur la surface de cette sphére on trace la trajectoire que la pointe libre y
dessinerait. On a alors les trois spheéres de la figure 6.13 respectivement.

Figure 6.13

Tous ceux qui se sont amusés avec une toupie ont pu constater la chose suivante. Si
on démarre la toupie avec une vitesse élevée et une faible inclinaison par rapport a la
verticale, alors ellelort, son axe demeurant pratiquement vertical. La friction aidant sa
vitesse diminue jusqu’a un pointe ou la toupie devient presque brutalement instable. Pour
étudier ce phénoméne rappelons la définitioVgen (6.124)

(I, —l3cos 9)2
21, sin® 0
On constate d'abord qué (6 = 0) = Mgh et que le deuxiéme terme @ est répulsif

parce que:osf est maximum & = 0. Si la position de la toupie est stabl&da= 0,
c’est queV, doit avoir un minimum & =~ 0. Pour étudier ce phénoméne faisons une

Vo = + Mgh cos 6. (6.131)
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expansion dé/ valable aux petits angles (Taylor)

Ve 0> 82V
Vo =V, 0 — - — 6.132
b = Vp(0) + 50 2 % |, ( )
Se rappelant qu'd = 0, OZ etOzxs commdent, doné; =1,
Vu(0) = Mgh = constante sans intérét (6.133)
Ve (lz —l3cosb) (lg — 1, cosb) .
— Mghsin 6 . 6.134
00 I, sin®0 0—=0 ghsinblo—o ( )
Alors utlllsant Ia régle de I'Hopital,
Vg o v
(}1_% 20— 0—-0=0: extremum& = 0. (6.135)
Par ailleurs
0?Vy 12 (1 — cosf)
7 - = I—iwﬂ + cos? § — 3 cosf) o — Mghcosf|,_, (6.136)

Le premier terme donne, utilisant une fois la régle de I'Hbpital,
lim ﬁ (1 - (jlos 0)
0—01; sin*0

une indétermination. Une double application de la regle de I'Hépital donne cependant

(2 + cos?f — 3cosf) = % (6.137)

2 2

% e %— — Mgh. (6.138)

Au total donc )
Vy = Mgh + % <4l—11 -M h) (6.139)
Lextremum & = (0 sera un minimum sﬁ; — Mgh > 0doncsil? = I30% > 4I; Mgh

ou encore
Q3 > 4]1]# (6.140)
3

Tant que la vitesse de rotation de la tougie dort, essentiellemer;, satisfait cette
condition, la position verticale de la toupie est stable. Lorsque la friction fait tomber la
vitesse sous cette limite I'extremum &g a @ ~ 0 devient instable et le mouvement
devient rapidement désordonné. Le tout est en fait le résultat d’'une compétition entre le
terme deVy, M gh cos 6, qui tend a faire tomber la toupie, et un terme qui provient de

la rotation de la toupie et tend a la garder verticale. Plus la vitesse de rotation augmente,
plus la stabilité est grande et moins I'effet 8igh cos § (donc du torque extérieur) est
important. En fait, on peut dire gu'a grande vitesse la situation ressemble au cas libre.

6.9 La toupie asymétrique libre: probleme de stabilité

Nous avons icil; # I, # I3. Posons icil; < I, < I3. Dans la cas libre nous
avons essentiellement conservatiorl denc del? et deE. Développant selon les axes
principaux nous aurons

12 =17 =170 + I3Q3 + I3Q3 = constante (6.141)
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E= %Ilﬂf - %1295 - %Igﬂg = constante. (6.142)
On peut aussi écrire
P=B+153+13 (6.143)
_ i - L (6.144)
T oL 20, 21 '

Tracant les trois axes orthogonaux de coordonnges, etls, on constate que la pre-
miére équation définit la surface d’'une sphére de rdyalors que la deuxieme définit

la surface d’une ellipsoide de demi-axes de longu¢@B1,, \/2E1, et\/2FI;. Les

deux équations doivent étre satisfaites simultanément. Ainsi I'extrémité du vécteur
pourra suivre que les courbes d’intersection de ces deux surfaces. |l est également clair
que

2FEI <1? < 2EI; (6.145)
Sil? = 2EI, (ou= 2EI), | est minimum (maximum) dtest selon 'axe 1 (I'axe 3).
Toutes les valeurs intermédiaires sont permises. On voit sur la figure 6.14 un série de
trajectoires tracées par la pointe dgour différentes valeurs deallant croissant de la
trajectoire 1 oU est pres de la valeur minimum jusqu’a la trajectoire @ e8t prés de
savaleur maximale.  Dans le cas de la courbest prés de la valeur minimale donc

Figure 6.14

etl est surtout selon I'axe 1 ce qui indique une rotation autour de I'axe 1. On voit que la
trajectoire est fermée et qlidérive peu de la direction 1. La rotation autour,ou presque,
de I'axe 1 est stable. La méme chose s’applique lorsgseprées de la valeur maximale
alors qud est prés de la direction de I'axe 3, indiquant une rotation autour de I'axe 3. Ici
encord trace une trajectoire fermée autour de I'axe 3. Mais tel n’est pas le cas lorsque la
rotation se fait autour de I'axe 2 parce que les trajectoires tracékstgari passent pres

de ou par la direction de I'axe 2 (rotation autour de cet axe) ne sont pas fermées autour
de I'axe 2 mais se proménent tout autour de I'ellipsoide, passant méme par les parties
négatives dé. Nous en concluons qu’une trajectoire initiée autour de I'axe 2, celui dont

le moment d'inertie a la valeur intermédiaire, enfyet I35, sera instable. C'est ce qu’on
constate expérimentalement lorsqu’on fait tourner une ragquette ou un livre (gardé fermé
par un élastique) par exemple.
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Cette explication est clairement plus qualitative que quantitative mais elle nous donne
néanmoins une image raisonnable du phénomeéne.




)
Annexe A: Notations, conventions,...

A.1 Notations et conventions

Dans cet ouvrage, une certain nombre de conventions ont été adoptées pour faciliter
la lecture. Les vecteurs sont notés par des caractéres gras

x,r,v,F, .. (A1)
Lalphabet grec est utilisé fréquemment:

Majuscule Minuscule Prononciation
alpha
béta
gamma
delta
epsilon
zeta
eta
theta
iota
kappa
lambda
mu
nu
Xi
omicron
pi
rho
sigma
tau
upsilon
¢ phi
psi
chi
omega

la)
%danzQQQ

>
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&
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g
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A.2 Systemes de coordonnées

Coordonnées cartésiennes

X plan %\
X=X, plan
Y=y,
Figure 6.1

Les vecteurs unitaires d’'un systeme de coordonnées cartésignidgsa, ont les
propriétés suivantes

a, xa, = a,
a, xa, = & (A.2)
a, xa, = a,.

Un vecteurA dans ce systeme de coordonnées s’exprime souvent sous la forme de ses
composanted = (A4, A,, A.) ce qui représente la somme vectorielle

A=3a,4, +a,A, +4,A,. (A.3)
Les éléments de longueul, = (dz, dy, dz), de surface(ds,, ds,, ds.) , et de volume,
dv, sont respectivement

dl = a,dr + a,dy + a.dz (A.4)
ds, = dydz
dsy, = dxdz (A.5)

ds, = dxdy
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dv = dxdydz. (A.6)

Remarque 10 Dans ces notes, nous allégeons la notation en prenant

a;,8y,a8, =1,j,k (A7)
mais dans la littérature, les vecteurs unitaigs, a,,, 4. S'écrivent aussi souvent sous
les formes variées

B
»
N> Ny

Coordonnées cylindriques

cylindre
r=r
1

Figure 6.2

Les vecteurs unitaires d’un systéeme de coordonnées cylindriguésg, 4, ont les
propriétés suivantes

a, x4, = Aa,
4, x4, = & (A.8)
A, x4, = &g

Un vecteurA dans ce systéme de coordonnées s’exprime souvent sous la forme de ses
composanted = (A,, Ay, A,) ce qui représente la somme vectorielle

A=3aA, + 5.¢A¢ +4a,A,. (Ag)
Les éléments de longueul, = (dr, d¢, dz), de surface(ds,, dss,ds,) , et de volume,
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dv, sont respectivement

dl = &,dr + agrde + a.dz (A.10)
ds, = rd¢dz
dsy = drdz (A.11)
ds, = rdrdo
dv = rdrd¢dz. (A.12)

Les relations de transformations de coordonnées cylindriques a coordonnées cartésiennes
sont les suivantes:

7 COS ¢
= rsing¢ (A.13)
z = z
et inversement
- E
— arctanZ (A.14)

x
z = Z.

Coordonnées sphériques

Figure 6.3

Les vecteurs unitaires d’un systéme de coordonnées sphééguas, 4, ont les
propriétés suivantes

~

éRXég = a,
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ﬁg X é¢ = ﬁR (A15)
é¢ X agp = ag.
Un vecteurA dans ce systeme de coordonnées s’exprime souvent sous la forme de ses
composanted = (Ag, Ag, Ag) Ce qui représente la somme vectorielle
A =aRAg+ 38549+ 5¢A¢. (A.16)
Les éléments de longuedl, = (dR, d¢, dz), de surface(dsg, dsg, dsg) , €t de volume,
dv, sont respectivement

dl = a,dr + agRdf + a4 R sin 0d¢ (A.17)

dsg = RZ%sinfdfdo

dsg Rsin 0dRd¢ (A.18)

dsy = RdRd0

dv = R%sin 0dRd0d¢.
Les relations de transformations de coordonnées sphériques a coordonnées cartésiennes
sont les suivantes:

x = Rsinfcos¢
Rsinfsin ¢ (A.19)
z = Rcosd

et inversement
r = /$2+y2+32
2 2
Vr Tty (A.20)

z

f = arctan

¢ = arctan 2.
x
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A.3 Aide-mémoire

Mécanique lagrangienne

Léquation d’Euler-Lagrange pour un Lagrangig(y;, ¢;, t) :

d oLy oL
dt \ 9q; dq;

(A compléter par I'étudiant.)

Corps solide

Moments d'inertiel par rapport a I'axe de symétrie:
Tige mince p/r extrémité 1M R?
Tige mince p/r centre %MR2

Sphére pleine: §MR2

Sphére creuse ou coquille mince: 2 M R?

Disque ou cylindre plein: 5M R?

Cylindre creux ou anneau mince: M R?

Anneau épais: $M(RZ, + R%,)

Dynamique
r=L=1Ia
L=]w
1
Trot = 5]@12

Condition de roulement sans glissement
v=wR
Théoreme des axes paralléles:
I=Icy+M-d?
Théoreme des plagues minces:
I =I,+1,
Constantes usuelles:

Accélération gravitationnelle: g =9.8 m-s2
Rayon terrestre: R = 6378 km
Vitesse angulaire terrestre: w = 7.27 x 10~° rad- s7!
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A.4 Références

Les notes couvrent une partie de ce qui est traité dans les volumes suivants et ceux-ci
peuvent étre utilisés a titre complémentaire.
1. Classical MechanicsH. Goldstein2¢ édition, Addison-Wesley (1980).

2. Mécanique.L. Laudau et E. Lifchitz, 4e édition, Editions MIR.
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