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Общая характеристика работы

Актуальность темы.
Термин суперинтегрируемые системы впервые введен Войцехов-

ским в работе [1] при решении так называемой задачи с потенциалом
Калоджеро-Мозера. Он обозначает, что данные системы могут решены
несколькими альтернативными способами. В более строгом определении
суперинтегрируемые системы - это специальный подкласс интегрируе-
мых гамильтоновых систем обладающих полным возможным набором
операторов симметрии или интегралов движения. Другими словами, N
- мерная интегрируемая система называется суперинтегрируемой, если
в дополнении к N функционально независимым и хорошо определен-
ным (не имеющих особенностей, точек ветвления и др.) в фазовом про-
странстве, интегралам движения, находящимся в инволюции с гамиль-
тонианом системы в классической механике или линейно независимых
операторов, коммутирующих с гамильтонианом в квантовой механике,
существует дополнительно (N − 1) таких же интегралов движения, но
не обязательно коммутирующих между собой. Среди суперинтегриру-
мых систем особо выделяются системы второго рода, когда интегралы
движения являются полиномами не выше второго порядка от импульсов
системы.

К наиболее известным, частным или вырожденным (когда потенци-
ал системы зависит только от одной константы связи) суперинтегриру-
емым системам относятся изотропный гармонический осциллятор, дви-
жение в поле Кеплера - Кулона и движение в поле анизотропного осцил-
лятора с рациональным отношением частот. Еще Лапласу была известна
[2], добавочная к вектору углового момента, векторная сохраняющаяся
величина, лежащая в плоскости орбиты и направленная по большой оси
эллипса. В дальнейшем она была переоткрыта Рунге [3], а чуть позже
введена в квантовую механику Ленцем [4]. Дополнительный интеграл
движения для изотропного осциллятора, так называемый тензор Демко-
ва, впервые был найден в работе [5]. Вопросы симметрии анизотропного
осциллятора рассматривался в статьях Демкова [6] и Илькаевой в [7].

Наличие (2N − 1) интегралов движения приводит ко многим специ-
фическим свойствам отличающих суперинтегрируемые системы от про-
сто интегрируемых. Особое место занимает теорема Бертрана [8], соглас-
но которой, из всех центрально - симметрических полей лишь в кулонов-
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ком и осцилляторных полях все конечные траектории движения замкну-
ты. В квантовой механике этому явлению соответсвует полное вырож-
дение уровней энергии дискретного спектра по орбитальному и азиму-
тальному квантовым числам. В последствии такое вырождение назвали
случайным. Объяснение явления случайного вырождения привело к по-
нятию скрытой или динамической симметрии таких систем. Фоком [9]
было показано, что за вырождение дискретного спектра атома водоро-
да ответственна ортогональная группа SO(4), а непрерывного спектра
группа Лоренца SO(3, 1). Для N - мерного гармонического осциллято-
ра в качестве группы динамической симметрии, как показано в работах
[10, 11], выступает унитарная группа U(N).

Другой важной особенностью кулоновской и осцилляторной задач
как в классической так и квантовой механике выступает феномен раз-
деления переменных в уравнении Гамильтона-Якоби и Шредингера в
нескольких ортогональных системах координат. Полная классификация
всех ортогональных систем координат допускающих разделение пере-
менных в уравнении Гамильтона-Якоби и или Шредингера для раз-
личных пространств постоянной кривизны представляет собой сложную
задачу дифференциальной геометрии. Сегодня известны ответы толь-
ко для некоторых пространств низкой размерности: двух и трехмер-
ного евклидового пространства E2 и E3 [12], двух- и трехмерной сфе-
ры S2 ∼ SO(3)/SO(2) и S3 ∼ SO(4)/SO(3) [13], двух- и трехмер-
ном гиперболоиде (пространства Лобачевского) H2 ∼ SO(2, 1)/SO(2) и
H3 ∼ SO(3, 1)/SO(3) [13], двух- и трехмерный однополостный гипербо-
лоид (мнимоые пространства Лобачевского) H1

1 ∼ SO(2, 1)/SO(1, 1) [14]
и H1

2 ∼ SO(3, 1)/SO(2, 1) [15], трехмерное гиперболическое простран-
ство H2

2 ∼ SO(2, 2)/SO(2, 1) [16].
Задача о движение классической частицы в поле тяготения и заря-

женной частицы в кулоновском поле на пространствах постоянной поло-
жительной и отрицательной кривизны, как и в евклидовом пространстве,
имеет богатую историю. Введение гиперболической геометрии в закон
всемирного тяготения можно найти уже в работах Лобачевского (Сбор-
ник научных трудов, том 2, Москва 1949), который определил как сам
вид кеплеровского потенциала в виде гиперболического котангенса, так
и нашел траекторию классического движения.

Квантовые суперинтегрируемые системы в пространствах постоян-
ной положительной и отрицательной кривизны становятся предметом
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исследования начиная с работы Э. Шредингера [17], в которой он ис-
пользуя метод факторизации для уравнения Шредингера, впервые ре-
шил задачу об “атоме водорода” на трехмерной сфере (замкнутая модель
вселеной). В том же году Стивенсон [18] используя довольно оригиналь-
ный метод квантования уравненияШредингера нашел ненормированные
волновые функции атома водорода на трехмерной сфере. Аналогичная
задача в трехмерном пространстве Лобачевского впервые была решена
Инфельдом и Шилдом [19]. В дальнейшем суперинтегрируемые системы
на пространствах постоянной кривизны становятся объектом многочис-
ленных исследований, связанное как с той ролью которую играет геомет-
рия в современной физике, так как и нетривиальной симметрией данных
систем. В частности двухмерный и трехмерный однополостный гипербо-
лоиды (мнимое пространство Лобачевского) как и гиперболоид с группой
изометрии SO(2, 2) являются моделями для релятивистского простран-
ства времени постоянной кривизны, а именно пространство де Ситтера
и анти де Ситтера, которое является отправной точкой определяющеей
их широкое применение в теории поля [20, 21], квантовой гравитации
и космологии [22, 23, 24], при решении уравнения Янга-Милса-Хиггса
[25, 26]. Отметим также, что квантовомеханические модели, основанные
на геометрии пространств постоянной кривизны, используют для опи-
сания связанных состояний в физике элементарных частиц, в частности
в релятивистских моделях, подробно изученных в работах Кадышевско-
го, Мир-Касимова и Скачкова [27, 28, 29], в атомной и ядерной физике
[30, 31, 32, 33]. На основе их предпринимаются попытки дать объяснение
проблеме конфайнмента кварков

Вопрос который не был отражен должным образом в литературе
связан с исследованием как классических так квантовых суперинтегри-
руемых систем в двух важных пространствах отрицательной кривизны,
а именно, в мнимом пространстве Лобачевского и SO(2, 2) гиперболоиде.
Решению этих задач и посвящена настоящая диссертация.

Цель диссертаии Основной задачей диссертации является изуче-
ние двух наиболее интересных вырожденных суперинтегрируемых си-
стем: гармонического осциллятора и системы Кеплера-Кулона на трех-
мерных пространствах отрицательной кривизны (гиперболических про-
странствах). Нас будут интересовать как классические, так и квантовые
свойства данных систем. В частности в классическом случае нас интере-
суют дополнительные интегралы движения, классическая алгебра сим-
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метрии и траектории движения. В квантовом же случае нас интересует
Шредингеровская задача на собственные значения и собственные функ-
ции а также вычисление коэффициентов межбазисных разложений меж-
ду волновыми функциями соответствующих разделению переменных в
различных системах координат.

Научная новизна

• Впервые, с точки зрения классической механики, исследована задача
об гармоническом осцилляторе и задача Кеплера-Кулона на гипер-
болоиде SO(2, 2), с построением и решением уравнения Гамильтона-
Якоби.

• Впервые Шредингеровская задача на собственные значения и соб-
ственные функции решена для потенциала гармонического осцилля-
тора и Кеплера-Кулона на SO(2, 2). Построены межбазисные разло-
жения разложения для волновых функций гармонического осцилля-
тора в различных системах координат.

• Впервые построена полная система функций для задачи Кеплера-
Кулона на однополостном гиперболоиде как в классическом так и
в квантовом случае. Найдена альтернативная система координат и
построены межбазисные разложения.

• Впервые решена задача о смешанных межбазисных разложениях для
задачи гармонического осциллятора на двух полостном гиперболои-
де для подгрупповых систем координат.

Основные результаты
Сжато сформулируем основные результаты диссертационной рабо-

ты.

• Определена классическая задача о гармоническом осцилляторе и
движении в кеплеровском поле на SO(2, 2) гиперболоиде. Постро-
ены дополнительные интегралы движения: аналог тензора Демкова
для гармонического осциллятора и вектор Рунге-Ленца-Лапласа для
движения в кулоновском поле. Построена классическая алгебра сим-
метрии.

• В рамках уравнения Гамильтона-Якоби построены классические тра-
ектории движения для разных значений Лоренцевского момента L2

и энергии E. Найдены условия при которых все конечные орбиты
замкнуты.
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• Показано что при движении в кеплеровском поле на SO(2, 2) имеют
место все три закона Кеплера.

• Вычислены ортонормированные собственные функции дискретного
и непрерывного спектров и собственные значения уравнения Шре-
дингера для потенциалов гармонического осциллятора и Кеплера-
Кулона на SO(2, 2) гиперболоиде при положительных значениях Ло-
ренцевского момента L2 > 0. Показано, что существует конечное
число уровней энергии вырожденных по угловому квантовому числу
и бесконечно-кратно по азимутальному квантовому числу.

• Найдены решения уравнения Шредингера для гармонического ос-
циллятора в цилиндрической и эквидистантной системах коорди-
нат, вычислен спектр энергии. Построены коэффициенты разложе-
ния для переходов между цилиндрическим и эквидистантными ба-
зисами в дискретном спектре.

• Сформулирована классическая задача Кеплера на однополостном
гиперболоиде SO(3, 1) и построен аналог вектора Рунге-Ленца-
Лапласа. Построены траектории движения для разных значений мо-
мента L2 и энергии E. Показано, что все конечные траектории за-
мкнуты.

• Решена задача о разложении произвольной функции на однополост-
ном гиперболоиде SO(3, 1) по полной системе псевдо-сферических
кулоновских волновых функций. Вычислены коэффициенты меж-
базисных разложений для переходов между псевдо-сферическими и
эллиптико-параболическими волновыми функциями.

• Решена задача о смешанных межбазисных разложениях для гар-
монического осциллятора на двухполостном гиперболоиде SO(3, 1).
Показано что соответствущие коэффициенты разложений выража-
ются через полиномы Вильсона.

Практическая значимость
Результаты диссертационной работы могут быть использованы:

1. для расширения известных (модель МИК-Кеплера, Калоджеро-
Мозера, цепочка Тоды и др.) и поиска новых интегрируемых и су-
перинтегрируемых систем на мнимом пространстве Лобачевского и
пространстве анти де Ситтера;
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2. для построения новых тождественных преобразований в теории спе-
циальных функций;

3. при описании различных физических процессов основанных на гео-
метрии пространств отрицательной кривизны, таких как рассеяние
в кулоновском поле, туннельные переходы, поведение “атома водоро-
да” и гармонического осциллятора во внешних полях;

Апробация работы
Основные результаты диссертации докладывались на семинарах Ла-

боратории теоретической физики им. Н.Н. Боголюбова на конференциях
“SIMPHYS XIV 2010”, “Armenia-Dubna workshop 2012,2013”, “SYMPHYS-
XVI 2014”, “Group 30 2014”, “QTS 9 2015”.

Публикации
По материалам диссертации опубликовано 6 работ, 4 работы опубли-

кованных [A1−A4] еще 2 статьи принятые к печати [A5−A6] в журналах
из перечня рецензируемых изданий, рекомендованных ВАК.

Личный вклад
В диссертации представлены результаты, полученные при опреде-

ляющем участии соискателя.
Структура и объем диссертациии
Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения, приложе-

ния и списка цитируемой литературы, содержащего 125 наименований и
имеет объем 119 страниц.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, прово-
димых в рамках данной диссертационной работы, приводится краткий
обзор научной литературы по изучаемой проблеме, формулируется цель,
ставятся задачи решенные в диссертационной работе.

В первой главе изучается геодезическое движение на гиперболо-
иде H2

2 : z20 + z21 − z22 − z23 = R2. В разделе 1.1 приведено определение
псевдосферической системы координат, в которой Гамильтониан свобод-
ного движения на H2

2 запишется как

Hfree =
1

2R2

{
p2r −

1

sinh2 r

(
p2τ −

p2ϕ

cosh2 τ

)}
. (1)
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Далее задана алгебра so(2, 2), и даны формулы Пуассоновых коммута-
ционных соотношений ее генераторов Li,Nj, i, j = 1, 2, 3. Определен Ло-
ренцевский угловой момент

L2 = L2
1 − L2

2 − L2
3 = −

(
p2τ −

p2ϕ

cosh2 τ

)
, (2)

который в отличии от движения в Евклидовом пространстве (или сфере
и двухполостном гиперболоиде), может принимать не только положи-
тельные и нулевые, а также отрицательные значения.

В разделе 1.2 определен потенциал гармонического осциллятора на
H2

2

V osc =
ω2R2

2

(
z22 + z23 − z21

z20

)
=


ω2R2

2 tanh2 r, |z0| ≥ R

−ω2R2

2 tan2 χ, |z0| ≤ R.
(3)

а так же выписаны дополнительные интегралы движения, аналог так
называемого тензора Демкова-Фрадкина

Dik =
1

R2
NiNk + ω2R2zizk

z20
, Dik = Dki i, k = 1, 2, 3.

(коммутационные соотношения компонентов тензора Демкова-Фрадкина
и компонентов момента импульса приведены в приложении). Раздел 1.3
полностью просвещен решению уравнения Гамильтона-Якоби

H =
1

2R2

{(
∂S

∂r

)2

− 1

sinh2 r

(
∂S

∂τ

)2

+

+
1

sinh2 r cosh2 τ

(
∂S

∂ϕ

)2
}

+
ω2R2

2
tanh2 r = E

для различных значений энергии E и квадрата момента импульс L2.
Решение в уравнении Гамильтона-Якоби найдено в рамках аддитивно-
го метода разделения переменных. Используя полученные результаты,
в разделе 1.4 показано, что для L2 > 0 при соответствующем выборе
параметров движение происходит на двумерном двухполостном гипер-
болоиде z20 − z22 − z23 = R2, и уравнение движения дается формулой

tanh2 r =
p

1 + ε(R) cos 2ϕ
, (4)
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где использованы обозначения

p =

(
ER2

L2
+

1

2

)−1
> 0, ε(R) =

√
1− 4ω2R4L2

(2ER2 + L2)2
, (5)

Далее построены траектории для разных значений E и L2

Рис. 1: Эллиптические траектории на верхнем листе двухполостного гиперболоида z20 − z22 − z23 = R2 для значений

ε = 0.3 and p = 0.3, 0.4, 0.5.

Рис. 2: Круговые траектории для ε = 0 и p = 0.2, 0.4, 0.6.
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Рис. 3: Эквидистантные траектории на верхнем листе двухполостного гиперболоида z20−z22−z23 = R2 для значений

пар (p, ε) = (1/3, 2/3); (2/3, 1/3); (8/9, 1/9).

Рис. 4: Ультраэллиптические траектории на верхнем листе двухполостного гиперболоида z20 − z22 − z23 = R2 для

значений ε = 0.8 and p = 0.2, 0.5, 0.8.

В разделе 1.5 рассмотрены траектории движения для случаев L2 <

0 и L2 = 0, которые лежат на однополостном гиперболоиде z20 + z21 −
z22 = R2 и на гиперболическом цилиндре z20 − z22 = R2, z21 = z23 , z0 ≥ R

соответственно.
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Рис. 5: Траектории для случая L2 = −1; E = −3/2,−1/2, 1/4, 1/2, 3/2 (ω = R = 1)

Рис. 6: Траектории для случая A = 0 на гиперболическом цилиндре z20 − z22 = R2, z21 = z23 , and z0 ≥ R. для

значений E = 0.2, 0.5, 0.8 (ω = R = pϕ = 1)

В разделе 1.6 изучена классическая задача Кеплера-Кулона на
SO(2, 2) гиперболоиде. Определен Кеплеровский потенциал

V KC(r) = −µ
R

z0√
z20 −R2

=

 −
µ
R coth r, |z0| ≥ R

− µ
R cotχ, |z0| ≤ R.

(6)

и дополнительный интеграл движения, аналог вектора Рунге-Ленца:

~A = − 1

2R

([
~N × ~L

]
−
[
~L× ~N

])
− µ ~x
|x|
, [Ai, H] = 0 i = 1, 2, 3
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На основе всех интегралов движения построена алгебра симметрии, ко-
торая носит нелинейный характер и совпадает с квадратичной алгеб-
рой Хиггса. Далее в разделе 1.7 для данной системы решено уравнение
Гамильтона-Якоби

H =
1

2R2

{(
∂S

∂r

)2

− 1

sinh2 r

(
∂S

∂τ

)2

+
1

sinh2 r cosh2 τ

(
∂S

∂ϕ

)2
}
− µ

R
coth r = E

Как и в случае гармонического осциллятора уравнение решается путем
разделения переменных. Полученные результаты использованы в разде-
ле 1.8 для получения уравнения движения на двухполостном гиперболо-
иде z20 − z22 − z23 = R2

1

coth r − 1
=

p

1 + ε(R) cosϕ
(7)

где приняты следующие обозначения

p =

(
µR

L2
− 1

)−1
> 0, ε(R) =

√
1 +

2L2(R2E + µR)

(µR− L2)2
(8)

На основе последней формулы построены траектории движения для раз-
ных значений E и L2

Рис. 7: Траектория для p = 0.5, 1, 2 , ε = 0.8

13



Рис. 8: Траектории для p = 0.5, 1, 2 , ε = 1.3

Показано, что для кеплеровского движения на SO(2, 2) гиперболо-
иде выполняются все три закона Кеплера.

Во второй главе рассмотрены задача об гармоническом осцилля-
торе и проблема Кеплера-Кулона на SO(2, 2) но уже в контексте кванто-
вой механики. Так в разделе 2.1 представлены общие формулы связанные
с пространством SO(2, 2), квантовые аналоги многих формул представ-
ленных ранее в разделе 1.1. В разделе 2.2 приведены уравнения Шре-
дингера для обоих систем

1

sinh2 r

∂

∂r
sinh2 r

∂Ψ

∂r
+

[
2R2E − L̂2

sinh2 r
− ω2R4 tanh2 r

]
Ψ = 0, (9)

1

sinh2 r

∂

∂r
sinh2 r

∂Ψ

∂r
+

[
2R2E − L̂2

sinh2 r
+
µ

R
(coth r − 1)

]
Ψ = 0, (10)

и представлен общий вид анзаца волновой функции Ψ(r, τ, ϕ) =

R(r)Y(τ, ϕ) где функция Y(τ, ϕ) является собственной функцией опе-
раторов

L2Ym` = `(`+ 1)Ym` L2
1Ym` = m2Ym` (11)

которое описывает квантовое геодезическое движение на двухмерном од-
нополостном гиперболоиде. Спектр `, согласно неприводимому представ-
лению группы SO(2, 1), разделяется на следующие случаи 1: положи-
тельная дискретная серия - ` целое и m = `+ 1, `+ 2, ..., отрицательная

1Мы не учитываем дополнительную непрерывную серию где −1/2 < ` < 0 и m = 0,±1,±2, ....
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дискретная серия - ` целое и m = −(`+ 1),−(`+ 2), ... и основная непре-
рывная серия - ` = −1/2 + iρ and m = 0,±1,±2, .... В первом случае
собственные значения оператора L̂2 положительны а во втором отрица-
тельны.

Раздел 2.3 посвящен решению задачи Шредингера для гармониче-
ского осциллятора. Решение приведено для трех координатных систем,
псевдо сферического, цилиндрического и эквидистантного. Для каж-
дой из этих систем координат построены ортонормированные волновые
функции для дискретного спектра и найден спектр энергии

E = −(N + 1)(N + 3)

2R2
+
ν + 1/2

R2

(
N +

3

2

)
N < ν − 3/2 (12)

В случае разделения переменных в псевдо-сферической системе коорди-
нат приведены также волновые функции для непрерывные спектра. В
разделе 2.4 вычислены коэффициенты межбазисных разложений экви-
дистантных волновых функций по цилиндрическим волновым функци-
ям для дискретного спектра. Показано, что соответствующие коэффи-
циенты разложения выражаются через полиномы дискретной перемен-
ной Хана. В конце главы в разделе 2.5 приведено решение уравнения
Шредингера для системы Кеплера-Кулона в псевдо-сферических коор-
динатах. Рассчитаны ортонормированные волновые функции, как для
дискретного спектра энергии

EN = −N
2 − 1

2R2
− µ2

2N 2
+
µ

R
, λ = N + σ − 1/2

где σ = Rµ/N , N = (nr + ` + 1) = 1, 2, .....Nmax <
√
Rµ, а также и для

непрерывного спектра.
В третьей главе в начале рассматривается система Кеплера-

Кулона на однополостном гиперболоиде H3
1 : −x20 + x21 + x22 + x23 = R2.

В начале главы в разделе 3.1 определяются псевдо-сферические коорди-
наты, приводятся вид свободного гамильтониана на H3

1 , и записываются
генераторы группы so(3, 1) вместе с соответствующими коммутационны-
ми соотношениями. В разделе 3.2 изучается классический случай задачи,
определением потенциала Кеплера-Кулона на H3

1

V = −α
R

x0√
x21 + x22 + x23

= −α
R

tanh τ
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и решением соответствующего уравнения Гамильтона-Якоби

H =
1

2R2

{(
∂S

∂τ

)2

− 1

cosh2 τ

(
∂S

∂θ

)2

− 1

cosh2 τ sin2 θ

(
∂S

∂φ

)2
}
− α

R
tanh τ = E.

В результате показано, что движение происходит на однополостном ги-
перболоиде x20 − x21 − x22 = −R2 и уравнение движения имеет вид

1

1− tanh τ
=

p

1 + ε(R) cosϕ
, (13)

где

p =

(
1− αR

L2

)−1
> 0, ε(R) =

√
1 +

2αR

L2

(1 +RE/α)

(1− αR/L2)2
, (14)

Используя данное уравнение построены траектории для разных значе-
ний энергии E и импульс момента L2.

Рис. 9: Траектории движения для ε = 0 и p = 1.5 , 2 , 2.5
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Рис. 10: Траектория движения для ε = 1 и p = 1.5 , 2 , 2.5

Рис. 11: Траектория движения для L2 = 1/2 и E = −1/2 , 0 , 1/2 (α = R = 1)
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Рис. 12: Траектория движения для L2 = 2 и E = −1/2 , 0 , 1/2 (α = R = 1)

Рис. 13: Траектория движения для L2 = 1/2 и E = 1 , 2 , 3 (α = R = 1)
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Рис. 14: Траектория движения для L2 = 2 и E = 1 , 2 , 3 (α = R = 1)

Далее в разделе 3.3 изучен квантовый случай задачи. Выписаны
ортонормированные волновые функции для дискретного и непрерывно-
го спектров в сферических и эллиптико-параболических координатах.
Приведен вид дискретного спектра энергии

En = − α2

2n2
− n2 − 1

2R2
. (15)

где n = δ, δ + 1, . . . , l, и δ = max{[
√
αR], 1}. Решена задача о разло-

жении произвольной функции на гиперболоиде H3
1 по полной системе

псевдо-сферических кулоновских волновых функциях. В частности про-
изведено разложение эллиптико-параболических волновых функций по
псевдо-сферическим и показано, что коэффициенты разложения выра-
жаются через гипергеометрические функции 4F3. В разделе 3.4 изуче-
на задача гармонического осциллятора на двухполостном гиперболоиде
H1

3 : x20− (x21 + x22 + x23) = R2. Задача изучена в контексте квантовой ме-
ханики и полностью решена в сферической и полярно-цилиндрической
системах координат. Найден спектр энергии для дискретного спектра

EN(ν,R) = −(N + 1)(N + 3)

2R2
+
ν + 1/2

R2

(
N +

3

2

)
(16)

в котором N =≤ ν−3/2. В подразделах 3.4.6, 3.4.7 произведено разложе-
ние полярно-цилиндрических волновых функций по сферическим волно-
вым функциям, как для дискретного так и для непрерывного спектров.
Показано, что коэффициенты разложения вырождаются через полино-
мы Рака и Вильсона.
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В заключении приводятся основные результаты диссертационной
работы.
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