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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöèè

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà ïðåäñòàâëÿåò çíà-

÷èòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, êàê ñàìà ïî ñåáå, òàê è êàê

èñòî÷íèê îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ìîäåëåé, äîïóñêàþùèõ áîëåå ïîëíîå èññëåäî-

âàíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèÿìè ïîëÿ. Â ðàìêàõ ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè,

â ÷àñòíîñòè, áûëà èññëåäîâàíà îäíîìåðíàÿ âåðñèÿ AdS/CFT ñîîòâåòñòâèÿ, ïî-

ñòðîåíû ìîäåëè, ðåàëèçóþùèå ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñóïåðñèììåòðèè, à òàêæå

ðàññìîòðåíû çàäà÷è î äâèæåíèè ÷àñòèöû âáëèçè ãîðèçîíòà ÷åðíîé äûðû è î ñó-

ïåðñèììåòðè÷íîì àíèîíå [1℄. Ñòîèò îòìåòèòü òàêæå ïðèìåíåíèå ñóïåðñèììåò-

ðè÷íîé ìåõàíèêè äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ â êâàíòîâîé

ìåõàíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå [2℄.

Îäíîé èç çàäà÷, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà â ðàìêàõ ñóïåðñèììåòðè÷íîé

ìåõàíèêè, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ îáîáùåíèé êâàí-

òîâîãî ý��åêòà Õîëëà. Ý��åêò Õîëëà â ìíîãîìåðíûõ èñêðèâëåííûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ è íåàáåëåâûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [3℄ è [4℄. Â ðàáî-

òå [3℄ áûëà èññëåäîâàíà ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ �åðìèîíû íà ñ�åðå S4
â SU(2)

- ìàãíèòíîì ïîëå, çàïåðòûå íà íèæíåì óðîâíå Ëàíäàó. Îäíèì èç åå èíòåðåñ-

íûõ ñâîéñòâ, ÿâëÿåòñÿ ïðèñóòñòâèå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 2 â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé
�åðìèîííîé æèäêîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýòó ñèñòåìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ìîäåëåé êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè: äèñêðåòíûé õàðàêòåð �åðìèîííîé æèäêîñòè

îáåñïå÷èò îòñóòñòâèå â íèõ ðàñõîäèìîñòåé. Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå êâàíòîâîãî

ý��åêòà Õîëëà áûëî âûïîëíåíî â ðàáîòå [4℄, â êîòîðîé èññëåäîâàëàñü �åðìè-

îííàÿ æèäêîñòü íà ïðîñòðàíñòâàõ CP
n
â ïðèñóòñòâèè ðàçíûõ êîìáèíàöèé U(1)

è SU(n) ìàãíèòíûõ ïîëåé. Äàëüíåéøèå âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèé òàêèõ ñè-

ñòåì ñâÿçàíû, íàðÿäó ñ ïîñòðîåíèåì ý��åêòèâíûõ äåéñòâèé äëÿ �ëóêòóàöèé â

îáúåìå è íà ãðàíèöå, ñ ïðèâëå÷åíèåì èíûõ ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ ââåäåíèå

ñîãëàñîâàííîãî ñ ãåîìåòðèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ (HP
n
, íåêîìïàêòíûå ïðîñòðàí-

ñòâà) è ñóïåðñèììåòðèçàöèåé. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è íåîáõîäèìî,

â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïîñòðîèòü ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè ÷àñòèö íà ïåðå÷èñ-

ëåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, â ïðèñóòñòâèè âíåøíèõ ìàãíèòíûõ ïîëåé, æåëàòåëüíî,

ñîõðàíèâ áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ áîçîííûõ ìåõàíèê.

Ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñóïåðñèììåòðèè. Ñóïåðñèììåòðè÷íûå îäíîìåðíûå ñè-

ñòåìû ðàññìàòðèâàëèñü êàê â ïåðâûõ ðàáîòàõ ïî èçó÷åíèþ óñëîâèé ñïîíòàííîãî

íàðóøåíèÿ, òàê è â äàëüíåéøåì - êàê èñòî÷íèê îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ìîäåëåé,

ïîçâîëÿþùèõ ïîíÿòü ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñóïåðïîëåâûõ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ

äåéñòâèé áðàí.

(Ñóïåðñèììåòðè÷íûå) áðàíû ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç îáúåêòîâ, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèõ èíòåðåñ äëÿ ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè ñòðóí

è ñóïåðãðàâèòàöèè. Áðàíó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãèïåðïîâåðõíîñòü, ïîãðóæåí-

íóþ â ïðîñòðàíñòâî ðàâíîé èëè áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì

îäíîé èç òåîðèé ñóïåðãðàâèòàöèè. Ôëóêòóàöèè áðàíû ìîãóò áûòü îïèñàíû ý�-

�åêòèâíîé òåîðèåé ïîëÿ, îïðåäåëåííîé íà ìèðîâîì îáúåìå áðàíû, è ñîäåðæà-

ùåé â áîçîííîì ñåêòîðå ñêàëÿðíûå è êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ. Ñâîèì ïðèñóòñòâèåì
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áðàíà íàðóøàåò ãðóïïó ñèììåòðèé èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà äî ãðóïïû ñèììåò-

ðèé ñîáñòâåííîãî ìèðîâîãî îáúåìà, è, ÷àñòè÷íî, ñóïåðñèììåòðèþ, åñëè òàêîâàÿ

èìååò ìåñòî. Â ñëó÷àå îäèíî÷íîé áðàíû, êàê ïðàâèëî, íàðóøàåòñÿ ïîëîâèíà

ñóïåðñèììåòðèé. Ñóùåñòâåííî, ÷òî äåéñòâèå òåîðèè ïîëÿ, îïèñûâàþùåé ñóïåð-

ñèììåòðè÷íóþ áðàíó, ìîæåò áûòü çà�èêñèðîâàíî òðåáîâàíèåì èíâàðèàíòíîñòè

îòíîñèòåëüíî òî÷íîé è ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé. Ïîñëåäíÿÿ îêà-

çûâàåòñÿ íåëèíåéíî ðåàëèçîâàííîé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èòü èíâàðèàíòíîñòü òåîðèè îòíîñè-

òåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, äåéñòâèÿ áðàí �îðìóëèðóþò, êàê ïðà-

âèëî, â òåðìèíàõ ñóïåðïîëåé; èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñó-

ïåðñèììåòðèè �èêñèðóåò ÿâíûé âèä ñóïåðïîëåâîãî ëàãðàíæèàíà. Ëàãðàíæèàí

ìîæíî ïîñòðîèòü, ëèáî âûïèñàâ àíçàö è ïðîâåðèâ åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñè-

òåëüíî äîïîëíèòåëüíîé íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, ëèáî ïîñòðîèâ ëèíåéíóþ

ðåàëèçàöèþ ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñóïåð-

ïîëåâîé ëàãðàíæèàí îêàçûâàåòñÿ îäíîé èç êîìïîíåíò ðàñøèðåííîãî ìóëüòè-

ïëåòà). Òàêèì ñïîñîáîì áûëî ïîñòðîåíî áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ñóïåðïîëåâûõ

äåéñòâèé áðàí [5, 6, 7, 8, 9℄.

Ê ñîæàëåíèþ, ÿâíî ïîñòðîèòü ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå îêàçàëîñü âîçìîæíûì

òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ ñèñòåì. Ýòîìó ïðåïÿòñòâóþò

êàê òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè, òàê è òî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ êîâàðèàíòèçîâàòü óñëî-

âèÿ íåïðèâîäèìîñòè îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè

äâèæåíèÿ [5℄. Åñòåñòâåííûé ìåòîä ðàáîòû ñî ñïîíòàííî íàðóøåííûìè ñèììåò-

ðèÿìè, �îðìàëèçì íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé, îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìûì íåïî-

ñðåäñòâåííî ê êîíñòðóèðîâàíèþ ñóïåðïîëåâûõ äåéñòâèé: ñóïåðïîëåâîé ëàãðàí-

æèàí ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì

èíâàðèàíòîì, à ñäâèãàåòñÿ íà ïîëíûå ïðîèçâîäíûå. Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíèå

êîìïîíåíòíîãî äåéñòâèÿ èç ñóïåðïîëåâîãî òàêæå îêàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çà-

äà÷åé, ÷òî ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè îïðåäåëèòü �åðìè-

îííûå êîìïîíåíòû. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîñòü óñîâåðøåíñòâî-

âàíèÿ ìåòîäîâ ðàáîòû ñ äåéñòâèÿìè äëÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ áðàí.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê äåéñòâèÿì ñóïåðáðàí ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

ïðîïóñòèòü ýòàï ïîñòðîåíèÿ ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ è ñòðîèòü íåïîñðåäñòâåííî

êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé âîçìîæíîñòè ìîæíî ïðåäïîëî-

æèòü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû Âîëêîâà-Àêóëîâà [10℄ î ñòðóêòóðå äåé-

ñòâèÿ �îëäñòîóíîâñêîãî �åðìèîíà. Èìè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà

�åðìèîííîãî ïîëÿ ψα → ψα+ζα ìîæíî äîïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîîðäèíàò
xA òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè àëãåáðó ñóïåðñèììåòðèè:

ψα → ψα + ζα, ψ̄α̇ → ψ̄α̇ + ζ̄α̇, x
A → xA −

1

2i

(

ζ̄ α̇ψα − ψ̄α̇ζα
) (

σA
)

αα̇
.

Òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò çà-

�èêñèðîâàòü äåéñòâèå �îëäñòîóíîâñêîãî �åðìèîíà â âèäå

SGF =
∫

d4x detE, EB
A = δBA +

1

2i

(

ψ̄α̇∂Aψ
α + ψα∂Aψ̄

α̇
) (

σB
)

αα̇
.

Êðîìå òîãî, åñëè â òåîðèè ïðèñóòñòâóþò äðóãèå, èíâàðèàíòíûå, ïîëÿ (ìàòåðèÿ),

2



òî ñïîñîá âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íèìè �îëäñòîóíîâñêîãî �åðìèîíà òàêæå äèêòóåò-

ñÿ òàêîé ñèììåòðèåé: âñå ñëàãàåìûå ñî âçàèìîäåéñòâèåì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïðîèçâîäíûõ ∂A → DA = (E−1)
B

A ∂B è ìåðû èíòåãðèðîâà-

íèÿ d4x → d4x detE íà êîâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñó-

ïåðñèììåòðèè. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äåéñòâèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ P -áðàí
èìåþò àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó, è èññëåäîâàòü èõ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî

íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Òàêîå èññëåäîâàíèå èìååò ñìûñë íà÷àòü ñ ïðî-

ñòåéøèõ ïðèìåðîâ, èçâåñòíûõ â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêå, ÷òîáû âûÿâèòü

è ðàçðåøèòü òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå â ýòîì ïîäõîäå.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ

ïðåñëåäóåò äâå öåëè.

Ïåðâîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ãàìèëüòîíèàíîâ ñóïåð÷àñòèö â

èñêðèâëåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ è âíåøíèõ (íåàáåëåâûõ) ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, èíòå-

ðåñíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè

ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è

• Ïîñòðîåíèå SU(n+ 1) èíâàðèàíòíîé CP
n
ìåõàíèêè âî âíåøíåì U(n) ìàã-

íèòíîì ïîëå, à òàêæå ïîèñê ïðåäñòàâëåíèÿ åå ãàìèëüòîíèàíà â òåðìèíàõ

ãåíåðàòîðîâ åå ñèììåòðèé;

• Ïîñòðîåíèå ñóïåðñèììåòðè÷íîé CP
3
ìåõàíèêè, äîïóñêàþùåé ãàìèëüòîíî-

âó ðåäóêöèþ ê ìåõàíèêå íà ñ�åðå S4
áåç íàðóøåíèÿ ñóïåðñèììåòðèè, è åå

îáîáùåíèå äî CP
2k+1

, ðåäóöèðóåìîé ê HP
k
.

Âòîðîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâîãî ïîäõîäà ê äåéñòâèÿì ñî ñïîíòàííî

íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèåé è åãî ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ

äåéñòâèé ñóïåð÷àñòèö è P -áðàí. Â ðàìêàõ ýòîé ïðîãðàììû ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå

çàäà÷è:

• Ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ ìåõàíèêè, îñíîâàííîé íà N = 2, d = 1 êèðàëüíîì

ìóëüòèïëåòå, ñ äîïîëíèòåëüíîé ñïîíòàííî íàðóøåííîé N = 2 ñóïåðèììåò-
ðèåé. Ïîñòðîåíèå ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ è ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðèìå-

íåíèÿ îáîèõ ìåòîäîâ;

• Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìåõàíèê ñ íàðóøåíèÿìè

âûñøèõ ñóïåðñèììåòðèé (N = 8 → N = 4, N = 16 → N = 8, . . . );

• Ïîñòðîåíèå N = 4 → N = 2 äåéñòâèé ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè (àíèîí,

÷àñòèöà ñ æåñòêîñòüþ [11, 12℄);

• Ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ ìåìáðàíû â D = 5 è äîêàçàòåëüñòâî åãî èíâàðèàíò-

íîñòè îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé N = 2, d = 3 ñóïåðñèì-

ìåòðèé;

• Âû÷èñëåíèå äåéñòâèé, äóàëüíûõ äåéñòâèþ ìåìáðàíû â D = 5 è ñîäåðæà-

ùèõ ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â d = 3;
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• Ïîñòðîåíèå è äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèé 3-áðàí â D = 6, 8
è ìåìáðàíû â D = 7 îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåðñèì-

ìåòðèè ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî îïûòà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëü-

òàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Âûïîëíåííîå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèå N = 2 è N = 4 ñó-

ïåðñèììåòðè÷íûõ ìåõàíèê ÷àñòèö âî âíåøíèõ íåàáåëåâûõ êàëèáðîâî÷íûõ ïî-

ëÿõ, ñîçäàåò îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ îáîáùåíèé êâàíòîâîãî

ý��åêòà Õîëëà. Ýòî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè êàê äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîÿëåíèé

ñóïåðñèììåòðèè â �èçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òàê è äëÿ îöåíêè âëè-

ÿíèÿ ñóïåðñèììåòðèè â ìîäåëÿõ êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè, îñíîâàííûõ íà êâàíòî-

âîì ý��åêòå Õîëëà. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåííûå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû

ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è ñàìè ïî ñåáå, êàê ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâèÿ êîòîðûõ

ïîëíîñòüþ �èêñèðóåòñÿ ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè.

Èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè, êàê ñó-

ïåð÷àñòèö, òàê è áðàí, ïðîâåäåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿþò ïî-

íÿòü ñòðóêòóðó äåéñòâèé ýòèõ ñèñòåì, ñ�îðìóëèðîâàííûõ â òåðìèíàõ êîìïî-

íåíò ñóïåðïîëåé. Îñóùåñòâëåííûå ïîñòðîåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü îá-

ùèé ìåòîä ïîèñêà êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé áðàí, �ëóêòóàöèè êîòîðûõ îïèñûâà-

þòñÿ òîëüêî ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè, â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàþùèéñÿ áîëåå ý��åê-

òèâíûì, ÷åì ðàñïîñòðàíåííûå ñóïåðïîëåâûå ìåòîäû. Â ÷àñòíîñòè, ñóïåðñèììåò-

ðè÷íûå äåéñòâèÿ ìåìáðàí â D = 5, 7 è 3-áðàíû â D = 8, íå áûëè èçâåñòíû íè â

òåðìèíàõ êîìïîíåíò, íè ñóïåðïîëåé. �àññìîòðåííûå äåéñòâèÿ ïðåäñòàâëÿþò èí-

òåðåñ êàê äëÿ èññëåäîâàíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêîãî ïðåäåëà è íåïåðòóðáàòèâíûõ

ñâîéñòâ òåîðèè ñòðóí è ñóïåðãðàâèòàöèè, òàê è äëÿ äàëüíåéøåãî ïîèñêà âîç-

ìîæíîñòåé ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèé ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè,

ñîäåðæàùèõ êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ. Ïîñòðîåííûå ñóïåðñèììåòðè÷íûå äåéñòâèÿ

äëÿ àíèîíà è ÷àñòèöû ñ æåñòêîñòüþ ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåîðèè êîíäåí-

ñèðîâàííûõ ñðåä.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. �åçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, äîêëà-

äûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Ëàáîðàòîðèè òåîðåòè÷åñêîé

�èçèêè èì. Í.Í. Áîãîëþáîâà Îáúåäèíåííîãî èíñòèòóòà ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé

(ÎÈßÈ), îòäåëåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè Ôèçè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Ï.Í. Ëå-

áåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, îòäåëåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè Èíñòèòóòà

òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé �èçèêè èì. À.È. Àëèõàíîâà (ÈÒÝÔ), äî-

êëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ ñåìèíàðàõ �Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû è êâàíòî-

âûå ñèììåòðèè� (Ïðàãà,2013,2014), �Ñóïåðñèììåòðèÿ è èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû�

(Åðåâàí,2012, �àííîâåð,2013, Äóáíà,2014).

Ïóáëèêàöèè. Ïî ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàííî 7 ðàáîò. Â èõ

÷èñëå 5 ñòàòåé â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ, îäèí òðóä êîí�åðåíöèè, è

îäèí ïðåïðèíò.
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Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ, îáùèì îáúåìîì 139 ñòðàíèö, à òàêæå ñïèñêà öèòèðî-

âàííîé ëèòåðàòóðû èç 76 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ïðîâåäåí êðàò-

êèé îáçîð ëèòåðàòóðû. Â ÷àñòíîñòè, êðàòêî îáñóæäàþòñÿ ìîäåëè êâàíòîâîãî

ý��åêòà Õîëëà íà ñ�åðå S4
è êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ CP

n
,

ñóïåðñèììåòðèçàöèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ìîòèâàöèåé èññëåäîâàíèÿ ñó-

ïåðñèììåòðè÷íûõ ìåõàíèê íà S4
è CP

n
â ïðèñóòñòâèè SU(2) è U(n) êàëèáðîâî÷-

íûõ ïîëåé. Òàêæå îáñóæäàþòñÿ ïîäõîäû ê îïèñàíèþ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ áðàí

è îáîñíîâûâàåòñÿ ïåðñïåêòèâíîñòü êîìïîíåíòíîãî ïîäõîäà ê äåéñòâèÿì P -áðàí,
êîòîðûé ïðåäïîëàåòñÿ îïðîáîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè äåéñòâèé ñóïåð÷àñòèö ñ ïîëî-

âèííûì ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè. Êðîìå òîãî, �îðìóëèðóþòñÿ

öåëè ðàáîòû è äàåòñÿ îïèñàíèå ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåõàíèêè ñóïåð÷àñòèö â èñêðèâëåí-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñ�åðå S4
, êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ CP

n
, êâàòåðíèîííûõ

ïðîåêòèâíûõ HP
n
) â ïðèñóòñòâèè ñîãëàñîâàííûõ ñ ãåîìåòðèåé âíåøíèõ êàëèá-

ðîâî÷íûõ ïîëåé.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ áîçîííûå è

ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè ÷àñòèö íà ïðîñòðàíñòâàõ CP
n
. Â íà÷àëå îïè-

ñûâàåòñÿ áîçîííàÿ CP
n
ìåõàíèêà êàê ñèãìà-ìîäåëü íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå

SU(n+1)/U(n) [13℄, ïîñòðîåíèå åå ëàãðàíæèàíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåëèíåéíûõ

ðåàëèçàöèé, ãàìèëüòîíîâà �îðìóëèðîâêà è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, îáðàçóþùèå

àëãåáðó su(n + 1) îòíîñèòåëüíî ñêîáîê Ïóàññîíà. Äàëåå îáñóæäàåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü ââåäåíèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé, íå ðàçðóøàþùèõ SU(n+1) ñèììåòðèþ, ïóòåì
ðàñøèðåíèÿ òîêîâ, îáðàçóþùèõ su(n + 1), äîïîëíèòåëüíûìè èçîñïèíîâûìè ãå-

íåðàòîðàìè. Îòäåëüíî îáñóæäàåòñÿ N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ CP
n
ìåõàíèêà,

îñíîâàííàÿ íà êèðàëüíûõ ñóïåðïîëÿõ, äàåòñÿ åå ãàìèëüòîíîâà �îðìóëèðîâêà.

Íà îñíîâå èçëîæåííîãî, îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ â ýòó ìåõàíèêó âçà-

èìîäåéñòâèÿ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Ïîêàçàíî [14℄, ÷òî âîçìîæíî ðàñøèðèòü åå

ñóïåðçàðÿäû äîïîëíèòåëüíûìè su(1, n) òîêàìè òàê, ÷òîáû îíè ïî-ïðåæíåìó îá-

ðàçîâûâàëè N = 4, d = 1 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå. Äîêàçàíà SU(n + 1) èíâàðè-
àíòíîñòü ñîîòâåòñâóþùåãî ãàìèëüòîíèàíà. Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, îáðàçóþùèå

àëãåáðó su(n + 1) îòíîñèòåëüíî ñêîáîê Ïóàññîíà, ïîñòðîåíû ÿâíî è ñîäåðæàò

òîëüêî u(n) èçîñïèíîâûå òîêè. Ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâèì â âèäå ñóì-

ìû H = CSU(n+1) + CSU(1,n), ãäå C - êâàäðàòè÷íûå îïåðàòîðû Êàçèìèðà, ïðè÷åì

CSU(1,n) íå ñîäåðæèò êîîðäèíàò, èìïóëüñîâ è �åðìèîíîâ CP
n
ìåõàíèêè, à ëèøü

èçîñïèíîâûå òîêè.

Âòîðîé ðàçäåë ïåðâîé ãëàâû ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ ìåõàíèêè íà êîìïëåêñ-

íîì ïðîñòðàíñòâå CP
3
. Ïîêàçàíî [15℄, ÷òî áîçîííóþ ìåõàíèêó íà CP

3
ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê ìåõàíèêó ÷àñòèöû íà ñ�åðå S4
âî âíåøíåì SU(2) ïîëå; ïîñëåä-

íåå ñâÿçàíî â òåì, ÷òî CP
3
äîïóñêàåò ðàññëîåíèå S2 → CP

3 → S4
. Ïîëó÷àþ-
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ùàÿñÿ ìåõàíèêà äîïóñêàåò ãàìèëüòîíîâó ðåäóêöèþ ëèáî �èêñàöèåé çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà Êàçèìèðà su(2), ëèáî îäíîâðåìåííûì çàíóëåíèåì su(2) òîêîâ. Ñòà-
âèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîèòü N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íóþ ìåõàíèêó ñ àíàëîãè÷íûìè

ñâîéñòâàìè. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êîîðäèíàòû íà S2
è ñîïðÿæåííûå èì

èìïóëüñû âõîäèëè â ñóïåðçàðÿäû òîëüêî ÷åðåç su(2) òîêè. Ïîêàçàíî, ÷òî òðå-

áóåìûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ìåõàíèêà íà S
2
, îñíîâûâàþùàÿñÿ íà îáùèõ, à

íå êèðàëüíûõ N = 2 ñóïåðïîëÿõ. Îíà îêàçûâàåòñÿ N = 2 ïåðå�îðìóëèðîâêîé

N = 4 ìåõàíèêè íà S2
, îñíîâàííîé íà íåëèíåéíîì êèðàëüíîì ìóëüòèïëåòå [16℄.

Èç åå ñóïåðçàðÿäîâ, ñòàíäàðòíûõ ñóïåðçàðÿäîâ ìåõàíèêè íà S4
è äîïîëíèòåëü-

íûõ �åðìèîííûõ ñëàãàåìûõ ïîñòðîåíû ñóïåðçàðÿäû, îáëàäàþùèå òðåáóåìûì

ñâîéñòâîì ðåäóöèðóåìîñòè. Ïðèâåäåíû ãàìèëüòîíèàí, êîìïîíåíòíûé ëàãðàí-

æèàí è ñóïåðïîëåâàÿ �îðìóëèðîâêà ýòîé ìåõàíèêè. Äàííûå ïîñòðîåíèÿ òàêæå

îáîáùåíû íà ñëó÷àé ðàññëîåíèÿ S2 → CP
2n+1 → HP

n
è ìåõàíèê íà êâàòåðíèîí-

íûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ HP
n
.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àäàïòàöèè ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé äëÿ

ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé ñóïåð÷àñòèö.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû îïèñàíî ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ ÷àñòèöû â òðåõ-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ââåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ïóàíêàðå â

îäíîìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïîñòóëèðîâàí ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà è ïî-

ñòðîåíû �îðìû Êàðòàíà. Ñ ïîìîùüþ �îðì Êàðòàíà, íà ïîëÿ - ïàðàìåòðû

�àêòîð-ïðîñòðàíñòâà íàëîæåíû êîâàðèàíòíûå ñâÿçè (îáðàòíûé ý��åêò Õèããñà

[17℄). Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñâÿçåé, èíòåãðàë îò �îðìû ïðè ãåíåðàòîðå âðåìåííûõ

òðàíñëÿöèé îêàçûâàåòñÿ òðåáóåìûì äåéñòâèåì.

Âî âòîðîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû êðàòêî îáñóæäàþòñÿ ñóïåðïîëåâûå ïîäõîäû

ê ïîñòðîåíèþ äåéñòâèé ñóïåð÷àñòèö è ñâÿçàííûå ñ íèìè òðóäíîñòè, àíàëèçèðó-

þòñÿ ïðåèìóùåñòâà êîìïîíåíòíîãî ïîäõîäà ê òàêèì äåéñòâèÿì.

Â òðåòüåì ðàçäåëå îñóùåñòâëåíî ïîñòðîåíèå êîìïîíåíòíîãî äåéñòâèÿ ñóïåð-

÷àñòèöû â D = 3, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî N = 4, d = 1 ñóïåðñèììåò-

ðèè. Àëãåáðà è ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà, ðàññìîòðåííûå â ïåðâîì ðàçäå-

ëå, ðàñøèðåíû 4 �åðìèîííûìè ãåíåðàòîðàìè, ïðè÷åì ïàðàìåòðàìè ïðè ïîëî-

âèíå ýòèõ ãåíåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ �îëäñòîóíîâñêèå �åðìèîíû ψ, ψ̄, ïðè äðóãèõ

- êîîðäèíàòû ñóïåðïðîñòðàíñòâà θ, θ̄. Òàêæå, êàê è áîçîííîì ñëó÷àå, íàéäåíû

�îðìû Êàðòàíà; êðîìå òîãî, ââåäåíû ïðîèçâîäíûå, äåéñòâóþùèå íà ñóïåðïî-

ëÿ, êîâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé.

Êîâàðèàíòíîå óñëîâèå íà ñóïåðïîëÿ, íàëîæåííîå àíàëîãè÷íî áîçîííîìó ñëó-

÷àþ, äàåò âîçìîæíîñòü âûðàçèòü ãîëäñòîóíîâñêèå �åðìèîíû ÷åðåç ïðîèçâîä-

íûå áîçîííûõ ñóïåðïîëåé è âûäåëèòü íåïðèâîäèìûé ìóëüòèïëåò (îáîáùåííûé

N = 2, d = 1 êèðàëüíûé ìóëüòèïëåò), êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò îáñóæäàåìûå

êîìïîíåíòû. Ïîñêîëüêó âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ â ýòîì ìóëüòèïëåòå îòñóòñòâó-

þò, àíàëèç ñëåäñòâèé óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè, ñ ó÷åòîì àëãåáðû êîâàðèàíòíûõ

ïðîèçâîäíûõ, ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ íå÷åòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà

ψ, ψ̄ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè �îëäñòîóíîâñêèõ áîçîíîâ. Äàëåå îïðåäåëå-

íû �èçè÷åñêèå êîìïîíåíòû è íàéäåíû çàêîíû èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî

íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Ââåäåíà ñïåöèàëüíàÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ,
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óïðîùàþùàÿ çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ âñåõ êîìïîíåíò ïî âðåìåíè,

 åå ïîìîùüþ ñ�îðìóëèðîâàí àíçàö äëÿ ëàãðàíæèàíà, îáåñïå÷èâàþùèé èíâà-

ðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè

∂t → Dt = E−1∂t, E = 1 + i
(

ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ
)

, S =

∫

dtEF (DtqDtq̄).

Ñ åå ïîìîùüþ ñ�îðìóëèðîâàí àíçàö äëÿ ëàãðàíæèàíà, îáåñïå÷èâàþùèé èíâàðè-

àíòíîñòü îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Ôóíêöèÿ â àíçàöå çà�èê-

ñèðîâàíà èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, òàêæå

äîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëíîé SO(1, 2):

S4 =

∫

dt
[

2− E
(

1 +
√

1− 4DtqDtq̄
)]

.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèÿ äëÿ ñó-

ïåð÷àñòèöû, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî âûñøèõ ñóïåðñèììåòðèé. Äëÿ ðåøå-

íèÿ ýòîé çàäà÷è â ðàìêàõ îáñóæäàåìîãî ïîäõîäà òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü óðàâíå-

íèÿ äâèæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé. Äëÿ ýòîãî èññëåäîâàíû óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ, ñëåäóþùèå èç N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íîãî äåéñòâèÿ è ïîêàçàíî, ÷òî îíè

ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì ωS|θ→0 = 0. Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå âûñøèõ ñóïåðñèììåò-

ðèé dθ-ïðîåêöèè ýòîé �îðìû ñîäåðæàò âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ, òî èç óñëîâèÿ

(ωS) |dθ = 0 ñëåäóþò èñêîìûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé.

Ïÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ äåéñòâèÿ ñóïåð÷àñòèöû â D = 3, èí-
âàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî N = 8, d = 1 ñóïåðñèììåòðèè, ñïîíòàííî íàðóøåí-

íîé äî N = 4, d = 1. Ñ�îðìóëèðîâàíà N = 8, d = 1 ñóïåðàëãåáðà Ïóàíêà-

ðå, ðàñøèðåííàÿ äâóìÿ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, âû÷èñëåíû íåîáõîäèìûå çà-

êîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ è �îðìû Êàðòàíà. Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ωZ = 0 âûäå-

ëåí N = 4, d = 1 êèðàëüíûé ñóïåðìóëüòèïëåò, îïèñûâàþùèé ñèñòåìó. Óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé, ñëåäóþùèå èç (ωS)
a|dθ = 0, èìåþò

ïðàâèëüíûé �ïëîñêèé� ïðåäåë. Çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ íåíàðóøåííîé ñóïåðñèì-

ìåòðèè îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûì äåéñòâèå ñ òîé æå ñòðóêòóðîé, ÷òî è â ñëó÷àå

N = 4 → N = 2. Äåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì òàêæå è îòíîñèòåëüíî

àâòîìîð�èçìîâ SO(1, 2):

S8 =

∫

dt
[

2− E
(

1 +
√

1− 4DtqDtq̄
)]

, E = 1 + i
(

ψ̇aψ̄
a + ˙̄ψaψa

)

, a = 1, 2.

Â øåñòîì ðàçäåëå îïèñàíî ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ ñóïåð÷àñòèöû â D = 3, èíâà-
ðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî N = 16, d = 1 ñóïåðñèììåòðèè. Åãî ïîñòðîåíèå îòëè÷à-
åòñÿ îò ïðåäûäóùèõ òåì, ÷òî óñëîâèÿ ωZ = 0 îêàçûâàþòñÿ íåñïîñîáíûìè âûäå-

ëèòü íåïðèâîäèìûé ìóëüòèïëåò N = 8 ñóïåðñèììåòðèè, ïîñêîëüêó åãî óñëîâèÿ
íåïðèâîäèìîñòè âêëþ÷àþò äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî

ïðîèçâîäíûì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì

âûäåëèòü êàê ïðîåêöèè �îðì Êàðòàíà, óñëîâèå (ωS) |dθ = 0 îêàçûâàåòñÿ ýêâè-

âàëåíòíûì îäíîâðåìåííîìó íàëîæåíèþ óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè è óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü çàêîíû
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ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè è ãðóïïû àâòî-

ìîð�èçìîâ, îñòàâëÿþùèå èíâàðèàíòíûì äåéñòâèå ñî ñòàíäàðòíîé ñòðóêòóðîé:

S16 =

∫

dt
[

2− E
(

1 +
√

1− 4DtqDtq̄
)]

, E = 1 + i
(

ψ̇iaψ̄
ia + ˙̄ψiaψia

)

, i, a = 1, 2.

Â ñåäüìîì ðàçäåëå ïîñòðîåíû äåéñòâèÿ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñó-

ïåðàëãåáð ñ åùå áîëüøèì ÷èñëîì ñóïåðçàðÿäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, îêàçûâàåò-

ñÿ âîçìîæíûì ðàñøèðèòü àëãåáðó N = 16, d = 1 ñóïåðñèììåòðèè ñ äâóìÿ

öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè òàê, ÷òîáû îíà ñîäåðæàëà 4 · 2n, n = 0, 1, 2 . . . ëèáî
4m, m = 1, 2 . . . ñóïåðçàðÿäîâ. Êàê è â ñëó÷àå ÷àñòèöû ñ N = 16, d = 1 ñóïåð-

ñèììåòðèåé ñëåäñòâèÿ óñëîâèé (ωS)
i1,i2,...in |dθ = 0, (ωS)|

iα = 0 îêàçûâàþòñÿ äî-

ñòàòî÷íûìè, ÷òîáû äîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ ñ óâåëè÷åííûì ÷èñëîì

�åðìèîíîâ, íå çàáîòÿñü îá óñëîâèÿõ íåïðèâîäèìîñòè.

Â âîñüìîì ðàçäåëå ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé

ïðèìåíåí äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèÿ ñóïåð÷àñòèöû â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè. Òàêàÿ ÷àñòèöà ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå â ðàáîòå [18℄, â êîòîðîé áûëà

ñ�îðìóëèðîâàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà (N = 16, d = 1 ñóïåðàëãåáðà Ïóàí-

êàðå ñ 4 öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè), íàéäåíû �îðìû Êàðòàíà è êîâàðèàíòíûå

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Êîìïîíåíòû, îïèñûâàþùèå äàííóþ ÷àñòèöó, ïðèíàäëå-

æàò îáîáùåííîìó N = 8, d = 1 ãèïåðìóëüòèïëåòó, îïðåäåëåííîìó íà ìàññîâîé

ïîâåðõíîñòè. Â äàííîì ðàçäåëå ïîñòðîåíî ñîîòâåñòâóþùåå êîìïîíåíòíîå äåé-

ñòâèå è äîêàçàíà åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé è

íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé. Èíâàðèàíòíîå äåéñòâèå èìååò âèä

S16hyper =

∫

dt
[

2− E
(

1 +
√

1− 2DtqiaDtqia

)]

, E = 1 +
1

2
Ωβγψa

β∂tψaγ ,

ãäå ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà Ωαβ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

Ωαβ = −Ωβα = −
1

2
ǫαβλσΩ

λσ, ΩαγΩ
γβ = δβα, α, β . . . = 1, 2, 3, 4.

Äåâÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ñóïåðñèì-

ìåòðè÷íûõ äåéñòâèé ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè, â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ êîòîðûõ

ðàññìîòðåíû äåéñòâèÿ äëÿ àíèîíà è ÷àñòèöû ñ æåñòêîñòüþ. Áîçîííûå äåéñòâèÿ

ýòèõ ñèñòåì îáîáùåíû äî èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé N = 2, d = 1
ñóïåðñèììåòðèè ñ ïîìîùüþ êîâàðèàíòèçàöèè ïðîèçâîäíûõ è ìåðû èíòåãðèðî-

âàíèÿ; êðîìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíûå ñëà-

ãàåìûå, èñ÷åçàþùèå â áîçîííîì ïðåäåëå. Ôóíêöèè ïðè ýòèõ ñëàãàåìûõ îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëåíû òðåáîâàíèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé

N = 2, d = 1 ñóïåðñèììåòðèè. Äëÿ ýòèõ ñèñòåì òàêæå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì

âûïèñàòü ïðîñòûå ñóïåðïîëåâûå äåéñòâèÿ.

Â äåñÿòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå âûâîäû, ñäåëàííûå ïðè èññëåäîâà-

íèè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìåõàíèê ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ äåéñòâèé ñóïåðñèììåòðè÷íûõ áðàí,

ïîãðóæåííûõ â ïëîñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïûòà, ïîëó÷åííîãî
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â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêå, â íåé ñ�îðìóëèðîâàíû äåéñòâèÿ ìåìáðàí â

D = 5, 7 è 3-áðàíû â D = 6, 8.
Â ïåðâîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû êðàòêî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ñóïåðïîëåâûõ ìåòîäîâ ïðè ïîñòðîåíèè äåéñòâèÿ áðàí, ñâÿçàííûå ñ

íèìè òðóäíîñòè è ïåðñïåêòèâû èõ ïðåîäîëåíèÿ. Îòìå÷àåòñÿ ñòðóêòóðà êîìïî-

íåíòíîãî äåéñòâèÿ, âêëþ÷àþùåãî êîâàðèàíòèçîâàííîå áîçîííîå äåéñòâèå è ÷ëåí

Âåññà-Çóìèíî.

Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ äåéñòâèÿ ìåìáðàíû â D = 5 è äîêà-

çàòåëüñòâó åãî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé è íåíàðó-

øåííîé ñóïåðñèììåòðèé. Ñ�îðìóëèðîâàíà N = 4, d = 3 ñóïåðàëãåáðà Ïóàíêàðå
ñ äâóìÿ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, ïîñòóëèðîâàí ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà

ñî ñòðóêòóðîé, àíàëîãè÷íîé òàêîâûì â ìåõàíèêå, íàéäåíû ñëåäóþùèå èç íèõ

çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ è �îðìû Êàðòàíà. Íàëîæåíèåì óñëîâèé ΩZ = 0 ïîëó-

÷åíû óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè, âûäåëÿþùèå îáîáùåííûé N = 2, d = 3 êèðàëü-
íûé ìóëüòèïëåò. Ñîîòíîøåíèÿ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, âêëþ÷àþùèå óðàâíå-

íèÿ äâèæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé è ñâÿçü ñïèíîðíîé ïðîèçâîäíîé �åðìè-

îííûõ ñóïåðïîëåé è ïðîèçâîäíûõ �îëäñòîóíîâñêèõ áîçîíîâ ïî ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííûì êîîðäèíàòàì, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ ΩS|dθ = 0. Íà ïðàêòèêå, äëÿ ïîèñêà
ÿâíîãî âèäà ïîñëåäíåé ñâÿçè îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì îáðàòèòüñÿ ê èññëåäîâà-

íèþ ñëåäñòâèé óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè ñ ó÷åòîì àíòèêîììóòàòîðîâ êîâàðèàíò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ. Òàêæå èíòåãðàë îáúåìà îò áîçîííîé �îðìû ΩP , ðåäóöèðî-

âàííîé óñëîâèåì ΩZ = 0, ïîçâîëÿåò íàéòè áîçîííîå äåéñòâèå. Îíî ìîæåò áûòü

îáîáùåíî äî èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè çàìåíîé

ïðîèçâîäíûõ ∂A → DA = (E−1)
B

A ∂B è ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ d3x→ d3x det E , ãäå
íåîáõîäèìàÿ �åðìèîííàÿ òåòðàäà EB

A ìîæåò áûòü íàéäåíà â ðàìêàõ �îðìàëèç-

ìà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé. Òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äîáàâèòü èíòåãðàë

∫

d3x det E , òðèâèàëüíûé â áîçîííîì ïðåäåëå. Êðîìå òîãî, â äàííîé ñèñòåìå ñó-

ùåñòâóåò ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî, ñîäåðæàùèé ÿâíî ǫABC
-ñèìâîë [19℄. Â äàííîì ïðî-

ñòåéøåì ñëó÷àå åãî âèä ìîæåò áûòü óãàäàí èç ðàçìåðíûõ ñîîáðàæåíèé è òðå-

áîâàíèÿ áàëàíñà èíäåêñîâ. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ óñòàíîâëåí-

íûì ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ êîíñòàíò (ìíîæèòåëÿõ ïðè det E áåç áîçîíîâ è ÷ëåíå

Âåññà-Çóìèíî), êîòîðûå çà�èêñèðîâàíû â õîäå äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè

äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè:

SD=5 =

∫

d3x
[

2− det E
(

1 +
√

(1− 2DAqDAq̄)2 − 4(DBqDBq)(DC q̄DC q̄)
)]

+

+2i

∫

d3x det EǫABCDAqDB q̄
(

ψαDCψ̄
α + ψ̄αDCψα

)

.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïîñòðîåíû äâà äóàëüíûõ äåéñòâèÿ, âêëþ÷àþùèå àáåëåâû

êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç èçâåñòíîãî êîìïîíåíò-

íîãî äåéñòâèÿ ìåìáðàíû â D = 5 äóàëèçàöèåé îäíîãî è äâóõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé.

Îíè ñîîòâåòñòâóþò òåíçîðíîìó è äâîéíîìó âåêòîðíîìó ãîëäñòîóíîâñêèì ñóïåð-

ìóëüòèïëåòàì N = 2, d = 3 ñóïåðñèììåòðèè [20℄.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïîñòðîåíî äåéñòâèå 3-áðàíû â D = 6 è äîêàçàíà åãî

èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé. Ýòî ïîñòðîåíèå âî ìíî-
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ãîì ïîâòîðÿåò òàêîâîå äëÿ ìåìáðàíû â D = 5, çà èñêëþ÷åíèåì ñïîñîáà êîí-

ñòðóèðîâàíèÿ ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî è äåòàëåé äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè.

Ñ�îðìóëèðîâàíû N = 2, d = 4 ñóïåðàëãåáðà Ïóàíêàðå ñ äâóìÿ öåíòðàëüíûìè

çàðÿäàìè, íàäëåæàùèé ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà, çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ è

�îðìû Êàðòàíà. �îëäñòîóíîâñêèå ïîëÿ ïðèíàäëåæàò îáîáùåííîìó N = 1, d = 4
êèðàëüíîìó ñóïåðìóëüòèïëåòó. Óðàâíåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé íàéäåíû èç

óñëîâèÿ ΩS|dθ = 0. Ñâÿçü ñïèíîðíûõ ïðîèçâîäíûõ �åðìèîííûõ ñóïåðïîëåé è

ïðîèçâîäíûõ �îëäñòîóíîâñêèõ áîçîíîâ ïî êîîðäèíàòàì xA âû÷èñëåíà ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ñëåäñòâèé óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè è óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âñïîìîãà-

òåëüíûõ ïîëåé. Íàéäåíû êîâàðèàíòèçàöèÿ áîçîííîãî äåéñòâèÿ è äîïîëíèòåëü-

íîå ÷èñòî �åðìèîííîå ñëàãàåìîå. ×ëåí Âåññà-Çóìèíî ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ ìåòî-

äà [19℄, èñïîëüçóþùåãî çàìêíóòóþ 5-�îðìó, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî íàðó-

øåííîé ñóïåðñèììåðèè, è åå ïðåäñòàâëåíèå êàê òî÷íîé �îðìû. Òàêèì îáðàçîì,

îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñ�îðìóëèðîâàòü àíçàö, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî

íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, ñîäåðæàùèé äâå ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, �èê-

ñèðóåìûå èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè:

SD=6 =

∫

d4x

[

2− det E

(

1 +

√

(1− 2DAqDAq̄)
2 − 4 (DBqDBq) (DC q̄DC q̄)

)]

−

−2

∫

d4x det EǫABCDDAqDB q̄
(

ψαDCψ̄
α̇ + ψ̄α̇DCψ

α
) (

E−1
)F

D
(σF )αα̇ .

Ïÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ äåéñòâèÿ äëÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåì-

áðàíû â ñåìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî ñ�îðìóëèðîâàíû N = 8, d = 3
ñóïåðàëãåáðà Ïóàíêàðå ñ ÷åòûðüìÿ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, ýëåìåíò �àêòîð-

ïðîñòðàíñòâà, çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ è �îðìû Êàðòàíà, íàéäåíû áîçîííîå äåé-

ñòâèå, åãî êîâàðèàíòèçàöèÿ è ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî. Êîâàðèàíòíûå óñëîâèÿ íåïðè-

âîäèìîñòè, ñëåäóþùèå èç ΩZ = 0, ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå áîçîí-
íûå ïîëÿ ïðèíàäëåæàò îáîáùåííîìó N = 4, d = 3 ãèïåðìóëüòèïëåòó. Â îòëè÷èå

îò ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àåâ, íàéòè ñâÿçü âòîðûõ êîìïîíåíò �åðìèîííûõ

ïîëåé è ïðîèçâîäíûõ áîçîíîâ â ÿâíîì âèäå, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íà �åðìèîí-

íûå �îðìû è ñëåäñòâèÿ óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè, îêàçûâàåòñÿ òåõíè÷åñêè î÷åíü

ñëîæíî. Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç òðåáîâà-

íèÿ èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè è

óäîâëåòâîðÿåò ïåðå÷èñëåííûì ðàíåå óñëîâèÿì. Èíâàðèàíòíîå äåéñòâèå èìååò

ñòðóêòóðó, ïîâòîðÿþùóþ ñòðóêòóðó ñóïåðñèììåòðè÷íûõ äåéñòâèé ìåìáðàíû â

D = 5 è 3-áðàíû â D = 6:

SD=7 =

∫

d3x

[

2− det E

(

1 +
√

det (δBA − 2DAqiaDBqia)

)]

−

−2i

∫

d3x det EǫABCDAq
iaDBq

b
i

(

ψaαDCψ̄
α
b + ψ̄α

b DCψaα

)

.

Â øåñòîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîé 3-
áðàíû â âîñüìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî ñ�îðìóëèðîâàíà N = 4, d = 4
ñóïåðàëãåáðà Ïóàíêàðå ñ ÷åòûðüìÿ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, ýëåìåíò �àêòîð-

ïðîñòðàíñòâà, �îðìû Êàðòàíà. Êîìïîíåíòû, îïèñûâàþùèå ñóïåðáðàíó, îáðà-

çóþò îáîáùåííûé N = 2, d = 4 ãèïåðìóëüòèïëåò. Ñ ïîìîùüþ �îðì Êàðòàíà
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âû÷èñëåíî áîçîííîå äåéñòâèå, îñóùåñòâëåíà åãî êîâàðèàíòèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî

íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, ïîñòðîåí ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî. Äîêàçàòåëüñòâî èí-

âàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè îñóùåñòâ-

ëåíî ñ ïîìîùüþ ïðèåìà, ïðèìåíåííîãî ðàíåå ïðè ðàññìîòðåíèè ìåìáðàíû â

D = 7. Äåéñòâèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé, èìååò âèä

SD=8 =

∫

d4x

[

2− det E

(

1 +
√

det (δBA − 2DAqiaDBqia)

)]

+

+2

∫

d4x det EǫABCD
[

(

ψα
aDAψ̄

bα̇ + ψ̄bα̇DAψ
α
a

)

DBq
iaDCqib (σD)αα̇ −

−2i
(

ψα
aDAψ

b
α ψ̄

cα̇DBψ̄cα̇ + ψcαDAψcα ψ̄
α̇
aDBψ̄

b
α̇

)

DCq
iaDDqib

]

.

Â ñåäüìîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå âûâîäû î âîçìîæíîñòÿõ è íåäî-

ñòàòêàõ êîìïîíåíòíîãî ïîäõîäà ê ñóïåðñèììåòðè÷íûì äåéñòâèÿì ïðîòÿæåííûõ

îáúåêòîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ êðàòêèå èòîãè ðàáîòû ïî ãëàâàì, îáñóæäà-

þòñÿ âîçìîæíîñòè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû,

âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Íà çàùèòó âûäâèãàþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Îñíîâûâàÿñü íà èäåÿõ ðàáîòû [14℄, ïîñòðîåíû N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íûå
ìåõàíèêè íà êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ CP

n
â ïðèñóòñòâèè

âíåøíåãî U(n) ïîëÿ, îáëàäàþùèå SU(n+1) èíâàðèàíòíîñòüþ. Íàéäåííûå
ãåíåðàòîðû ñîîòâåòñòâóþùåé ñèììåòðèè êîììóòèðóþò ñ ñóïåðçàðÿäàìè.

�àìèëüòîíèàí òàêèõ ñèñòåì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ñóììà îïåðàòî-

ðîâ Êàçèìèðà, ïîñòðîåííûõ èç òîêîâ su(n+ 1) è èçîñïèíîâûõ òîêîâ.

2. Ïîñòðîåíà N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íà êîìïëåêñíîì ïðîåê-

òèâíîì ïðîñòðàíñòâå CP
3
, äîïóñêàþùàÿ �îðìóëèðîâêó êàê ìåõàíèêà íà

ñ�åðå S4
âî âíåøíåì SU(2) ìàãíèòíîì ïîëå. Ïîñòðîåíà ñóïåðïîëåâàÿ �îð-

ìóëèðîâêà ýòîé ìåõàíèêè. Òàêæå ïîñòðîåíû ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè

íà ïðîñòðàíñòâàõ CP
2k+1

, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíû êàê ìåõà-

íèêè ñóïåð÷àñòèö íà êâàòåðíèîííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ HP
k
âî

âíåøíèõ SU(2) ìàãíèòíûõ ïîëÿõ.

3. Ïîñòðîåíû ìåõàíèêè ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè ñ N = 4, N = 8, N = 16, à òàêæå âûñøèìè 4 · 2k, k = 3, 4, . . .
ñóïåðñèììåòðèÿìè, ïîëîâèíà èç êîòîðûõ ñïîíòàííî íàðóøåíà. Äîêàçàíà

èíâàðèàíòíîñòü êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé ýòèõ ìåõàíèê îòíîñèòåëüíî îáå-

èõ ñóïåðñèììåòðèé. Ïîñòðîåíà ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà ÷àñòèöû â

D = 5 ñ 16 ñóïåðñèììåòðèÿìè, èç êîòîðûõ 8 ñïîíòàííî íàðóøåíû. Ïî-

ñòðîåíû êîìïîíåíòíûå N = 4 - ñóïåðñèììåòðè÷íûå äåéñòâèÿ ñ âûñøèìè

ïðîèçâîäíûìè äëÿ àíèîíà è ÷àñòèöû ñ æåñòêîñòüþ è íàéäåíû èõ ñóïåðïî-

ëåâûå �îðìóëèðîâêè.
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4. �àçðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé P -áðàí, íåïîñðåä-
ñòâåííî îáîáùàþùèé ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõà-

íèêå. Ñ åãî ïîìîùüþ ïîñòðîåíû êîìïîíåíòíûå äåéñòâèÿ äëÿ ìåìáðàí â

D = 5, 7 è 3-áðàí â D = 6, 8. Äîêàçàíà èõ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî

ñïîíòàííî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé.
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