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Общая характеристика работы

Актуальность темы. На данный момент, одной из наиболее успеш
ных физических теорий, является стандартная модель (СМ) элементарных
частиц [1—3] созданная в 70-х годах двадцатого века. Данная теория яв
ляется одним из величайших достижений человечества и находит свое
подтверждение во множестве экспериментов [4]. Однако, существует мно
жество прямых и косвенных свидетельств того, что СМ не может являться
окончательной физической теорией. Основными аргументами в пользу это
го является наличие таких явлений, как темная материя[5—8] и темная
энергия [5; 9—11], а также принципиальная несовместимость СМ с общей
теорией относительности [12]— другой крайне успешной физической тео
рией. Таким образом, одной из наиболее актуальных задач современной
естественной науки является поиск новой физики за пределами СМ. Наибо
лее многообещающим методом для этого представляется поиск отклонений
от СМ на большом адронном коллайдере (БАК) [13; 14], а также на дру
гих ускорителях и установках включающих в себя, как наземные так и
космические обсерватории. Но, для того, чтобы иметь возможность отли
чить гипотетические эффекты новой физики от возможных неучтенных
эффектов СМ необходимо уметь делать очень точные предсказания в ее
рамках. В то же время, необходимо отметить, что абсолютное большинство
расчетов в квантовой теории поля производятся при помощи теории возму
щений. В рамках теории возмущений, некая измеримая величина ищется
в виде ряда по константе связи, последняя считается малой. Каждый 𝑘-ый
элемент теории возмущений может быть представлен, как сумма Фейнма
новских диаграмм с 𝑘 петлями1. Для их вычисления необходимо вычислить
4𝑘-кратный интеграл по внутреннему четырехмерному импульсу каждой
петли, такой интеграл называется петлевым фейнмановским интегралом.
В современных расчетах часто бывает необходимо вычислять фейнманов
ские интегралы для двух и более петель, для примера см. [16; 17]. Таким
образом для получения точных предсказаний нам необходимо иметь точ
ные решения для соответствующих много-петлевых интегралов. Наиболее
предпочтительно получить точные аналитические результаты т.к. это поз
воляет получить наиболее точные предсказания.

Помимо этого, фейнмановские интегралы также могут иметь боль
шое значение для важных разделов чистой математики. Например, можно
показать, что фейнмановские интегралы связаны с теорией мотивных
периодов и могут быть использованы для изучения мотивной группы
Галуа [18—20]. Отдельные фейнмановские интегралы также могут быть
использованы, как своеобразная лаборатория, для изучения различных об
ластей математики. Так, простейший двух-петлевой интеграл типа закат

1На самом деле такой ряд является асимптотическим и только сумма конечного
числа членов правильно аппроксимирует искомую функцию, подробнее см. в [15]
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солнца является преобразованием Лежандра локального препотенциала
Громова-Виттена и эквивалентность двух различных представлений это
го интеграла является локальным проявлением зеркальной симметрии [21;
22].

Каждый фейнмановский интеграл принадлежит к определенному се
мейству интегралов. Семейством называют все интегралы с одинаковым
набором пропагаторов, но с разными степенями этих пропагаторов вклю
чая степень ноль т.е. подграфы. Элементы одного семейства не являются
независимыми друг от друга. Между ними существуют линейные зависи
мости, которые устанавливают связь между элементами одного семейства
[23—25]. Это означает, что семейство интегралов формирует некое линей
ное пространство с конечным базисом. Элементы этого базиса обычно
называются мастер-интегралами. Число мастер-интегралов или, иными
словами, размерность соответствующего линейного пространства опреде
ляется особыми точками подынтегральной функции [26] в представлении
Фейнмана или Байкова [27]. Таким образом, нам не нужно вычислять все
интегралы из данного семейства, достаточно только, вычислить некий фик
сированный набор мастер-интегралов.

Существует множество разных способов вычисления фейнмановских
интегралов. Условно, их можно разделить на два класса. Первый и са
мый старый метод это прямое интегрирование фейнмановского интеграла
с использованием некоторого параметрического представления. В качестве
примеров можно привести: фейнмановскую параметризацию, альфа пред
ставление, представление Мелина-Барнса и многие другие [15; 28; 29].
Многие методы можно успешно комбинировать друг с другом. Особен
ностью метода прямого интегрирования является, прежде всего то, что
каждый мастер-интеграл должен быть рассмотрен отдельно от всей си
стемы. Второй метод, это решение системы уравнений для всей системы
мастер-интегралов в целом. Наиболее распространенным выбором явля
ется решение системы дифференциальных уравнений (ДУ) [30—36], при
этом, в качестве переменной выступает некоторый внешний параметр, на
пример, квадрат импульса внешней частицы. При использовании метода
ДУ крайне важно правильно выбрать базис мастер-интегралов. Очевид
но, что выбирается он таким образом, чтобы получившаяся система ДУ
была как можно проще. Наиболее простой формой ДУ, для системы мастер
интегралов, является, так называемая, 𝜀-форма [37]. Алгоритм нахождения
соответствующего базиса мастер-интегралов, для случая, когда такой ба
зис существует, приведен в [38].

Фейнмановские интегралы обычно выражаются в терминах специ
альных функций. Самыми распространенными из них, являются мульти
полилогарифмы (МПЛ) [39; 40]. Существует набор математических па
кетов, таких как HyperInt [41], MPL [42] и PolyLogTools [43], которые
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специально ориентированы на работу с этими функциями. МПЛы мо
гут использоваться для вычисления фейнмановских интегралов методом
прямого интегрирования, обычно, для этого используется фейнмановсе
кая параметризация. При этом, очень важную роль играет концепция
линейной приводимости [44; 45], которая позволяет понять, анализируя
полиномы Симанчика входящие в фейнмановское параметрическое пред
ставление, может ли заданный фейнмановский интеграл иметь решения в
классе МПЛов. Также, с помощью МПЛов можно получать решения для
фейнмановских интегралов с использованием метода ДУ. Система ДУ мо
жет быть решена в терминах МПЛов в том случае, если она допускает
сведение к 𝜀-форме и если ядра ДУ записанные через дифференциалы
от логарифмов 𝑑 log содержат, только, рациональные аргументы [46]. По
жалуй, одной из главных особенностей МПЛов, что делает их настолько
успешными, это то, что они удовлетворяют алгебре Хоппфа [47]. Послед
нее позволяет находить множество функциональных зависимостей между
ними. Помимо этого, немало важным является то, что они могут быть
вычислены численно с очень высокой точностью [48; 49].

Несмотря на все вышеописанные замечательные свойства, точно
известно, что не все фейнмановские интегралы могут быть решены в
классе МПЛов. Первый пример появился еще 1962 году и связан с диа
граммой типа воздушный змей возникающей при расчете двух-петлевой
поправки к собственной энергии электрона в КЭД [50]. Выяснилось, что
такой интеграл является эллиптическим и никак не может быть выра
жен через МПЛы. После этого, подобные интегралы часто появлялись
в практических вычислениях. Поэтому, появилась необходимость ввести
новые функции, более общие чем обычные МПЛы. Простейшим клас
сом неполилогарифмических интегралов являются эллиптические мульти
полилогарифмамы (эМПЛ) [51] свойства которых тесно связаны со свой
ствами эллиптических кривых. Несмотря на то, что теория для многих
типов эМПЛов довольно развита, для некоторых даже известна структу
ра алгебры Хопфа [52; 53], единого общепризнанного метода для решения
всех типов неполилогарифмических интегралов все еще не существует. По
добные расчеты лежат скорее в области «искусства» нежели в области
рутинных алгоритмизированных вычислений. Поэтому, поиск дополни
тельных способов решений и соответствующих им новых функций для
фейнмановских интегралов является важной задачей и представляет пер
востепенный интерес для данного исследования.

Целью данной работы является разработка методов для анали
тического вычисления двух-петлевых и трех-петлевых фейнмановских
интегралов с эллиптическими структурами, в терминах хорошо опреде
ленных специальных функций, на серии конкретных примеров таких
интегралов.
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Для достижения поставленной цели необходимо было решить следу
ющие задачи:

1. Разработать новый программный пакет заточенный под вычисле
ние эллиптических фейнмановских интегралов методом прямого
интегрирования.

2. Разработать новый метод позволяющий решать двух-петлевые
неполилогарифмические интегралы методом ДУ в терминах по
вторных интегралов с алгебраическими ядрами.

3. Обобщить метод из предыдущего пункта на трех-петлевой случай.
4. Разработать метод для численной проверки результатов получен

ных в терминах повторных интегралов с алгебраическими ядрами.
5. Разработать метод для точного по 𝜀 решения неполилогарифмиче

ских фейнмановских интегралов в виде рядов Фробениуса.
6. Применить разработанные методы для решения практических за

дач, а именно, для аналитического вычисления мастер-интегралов
описывающих двух-петлевые поправки к процессам в нереляти
вистской квантовой хромодинамике.

Научная новизна:

1. Впервые, методом прямого интегрирования, были получены ре
шения для серии "треугольных" эллиптических интегралов в
терминах эМПЛов.

2. Был разработан специальный математический пакет TEMPLE на
базе языке Wolfram mathematica предназначеный для вычисления
эллиптических фейнмановских интегралов методом прямого инте
грирования.

3. Был введен новый класс функций названный повторными инте
гралами с алгебраическими ядрами. Этот новый класс функций
позволяет находить решения для широкого класса неполило
гарифмических двух-петлевых и трех-петлевых фейнмановских
интегралов решения для которых, на данный момент, не могут
быть получены в терминах других известных функций.

4. Было получено новое интегральное представление для простейшей
эллиптической диаграммы типа закат солнца в терминах повтор
ных интегралов с алгебраическими ядрами.

5. Было получено решение для интеграла типа воздушный змей, с
двумя безмассовыми линиями в терминах повторных интегралов
с алгебраическими ядрами.

6. Впервые было получено решение для интеграла типа воздушный
змей, со всеми массивными линиями и с одной безмассовой линией
в терминах повторных интегралов.

7. Было получено новое интегральное представление для трех-петле
вой эллиптической диаграммы типа «банан».
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8. Был разработан новый метод позволяющий получать точные,
по параметру размерной регуляризации, решения для некоторого
класса эллиптических интегралов.

9. Впервые были получены точные, по параметру размерной регуля
ризации, решения для двух-петлевой эллиптической диаграммы
типа непланарная эллиптическая вершина.

10. Впервые были получены точные, по параметру размерной регуля
ризации, решения для системы мастер-интегралов описывающих
двух-петлевые поправки к процессам в нерелятивистской кванто
вой хромодинамике.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Были получены аналитические решения для набора двух-петле

вых эллиптических фейнмановских интегралов с помощью метода
прямого интегрирования. Данный метод позволяет получать ре
шения для любого порядка по параметру размерной регуляриза
ции. Решения выражены через эллиптическое обобщение мульти
полилогарифмов. На примере непланарной эллиптической верши
ны, также показано, что решения могут быть выражены через
новый класс функций названный повторными интегралами с
алгебраическими ядрами. Установлено, что в некоторых случаях
методика позволяет получать решения для фейнмановских инте
гралов содержащих две эллиптические структуры. Для решения
этих задач был разработан специальный математический пакет
TEMPLE на базе языка Wolfram Mathematica.

2. Предложен метод позволяющий находить решения для широкого
класса двух-петлевых и трех-петлевых фейнмановских интегра
лов, в терминах нового класса функций, названных повторными
интегралами с алгебраическими ядрами. Данный метод основан на
синтезе метода фейнмановской параметризации и метода диффе
ренциальных уравнений для полной системы мастер-интегралов
и позволяет получать решения в любом, наперед заданном по
рядке по параметру размерной регуляризации. Данная методика
позволила получить решения для большого числа двух-петлевых
фейнмановских интегралов содержащих диаграмму типа «закат
солнца», в качестве подграфа и для двух-петлевой непланарной
эллиптической вершины. Также были получены решения для
мастер-интегралов описывающих двух-петлевые поправки к про
цессам в нерелятивистской квантовой хромодинамике. Обобщение
данной методики на трех-петлевой случай позволило получить
решения для диаграммы типа «банан». Было показано, что по
лученные решения могут быть использованы для расчета более
сложных трех-петлевых фейнмановских интегралов содержащих
трех-петлевой «банан» в качестве подграфа.
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3. Предложен метод позволяющий находить точные, по параметру
размерной регуляризации, решения для некоторого класса двух
петлевых эллиптических фейнмановских интегралов в терминах
хорошо сходящихся степенных рядов Фробениуса. Метод основан
на сведении системы дифференциальных уравнений для полной
системы мастер-интегралов к системе неоднородных разностных
уравнений первого порядка. Полученные таким образом реше
ния выражаются в терминах степенных треугольных сумм по
кинематической переменной и, в конкретно рассмотренных случа
ях, могут быть записаны через обобщенные гипергеометрические
функции и обобщенные функции Кампе-де-Ферье. Особенностью
полученных решений является их относительная компактность и
простота численного счета. С помощью данного подхода удалось
получить точные решения для двух-петлевой диаграммы типа
непланарная эллиптическая вершина, а также для базиса мастер
интегралов описывающих двух-петлевые поправки к процессам в
нерелятивистской квантовой хромодинамике.

Достоверность полученных результатов обеспечивается численной
проверкой и тем, что результаты находятся в соответствии с результатами,
полученными другими авторами.

Апробация работы. Результаты диссертации были представлены
лично автором на:

– «Moscow International School of Physics 2022», Дубна, Россия, 24
июля 2022 г.; устный доклад: Analytic calculation of some NRQCD
master integrals.

– Международная конференция «International Conference on
Quantum Field Theory, High-Energy Physics, and Cosmology», Дубна,
Россия, 17 июля 2022 г.; устный доклад: Exact Frobenius solutions
for elliptic Feynman integrals.

– XI Межинститутская молодежная конференция «Физика элемен
тарных частиц и космология 2022», Москва, Россия, 19 апреля 2022
г.; устный доклад: Точное вычисление эллиптических фейнманов
ских интегралов.

– Международная конференция «The XXV International Scientific
Conference of Young Scientists and Specialists (AYSS-2021)», Алма
ты, Казахстан, 11 октября 2021 г.; устный доклад: Massive sunset
and kite diagrams with elliptics.

– X Межинститутская молодежная конференция «Физика элемен
тарных частиц и космология 2021», Москва, Россия, 19 апреля 2021
г.; устный доклад: Эллиптические массивные диаграммы типа воз
душный змей.
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– Семинар ЛТФ ОИЯИ, Дубна, Россия, май 2020, устный до
клад: Calculation of master integrals in terms of elliptic multiple
polylogarithms.

Личный вклад. Все результаты, приведенные в данной диссертаци
онной работе, получены лично автором, либо при его непосредственном
участии.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 5 печатных
работах в рецензируемых журналах, включённых в список ВАК и/или
международных баз данных Web of Science и/или Scopus [A1—A5].

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводи
мых в рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной
литературы по изучаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи
работы, излагается научная новизна и практическая значимость представ
ляемой работы. В последующих главах рассматриваются три различных
метода позволяющих получать аналитические решения для неполилога
рифмических фейнмановских интегралов.

Первая глава диссертации основана на работах [A2; A5] и по
священа аналитическому расчету мастер-интегралов методом прямого
интегрирования, а также описанию некоторых основных классов специ
альных функций, которые будут использоваться в этой и последующих
главах. Для получения всех результатов представленных в данной главе
был разработан специальный математический пакет TEMPLE на базе язы
ка Wolfram Mathematica [54].

В первом разделе дается описание основных классов специальных
функций. Это, прежде всего, мульти полилогарифмы (МПЛ), которые мо
гут быть определены рекурсивно следующим образом

𝐺(𝑎1,...,𝑎𝑛;𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝐺(𝑎2,...,𝑎𝑛;𝑥
′)

𝑥′ − 𝑎1
𝑑𝑥′, 𝑛 > 0, (1)

где 𝑛- называется весом и рекурсия начинается с 𝐺(;𝑥) = 1. Приводит
ся подробное описание основных свойств этих функций. Особое внимание
уделено структуре алгебры Хопфа для этих функций и показано, как она
может быть использована для получения полезных функциональных соот
ношений для 𝐺-функций. Далее, вводится определение для эллиптических
мульти полилогарифмов (эМПЛ) в рекурсивной форме

ℰ4
(︀
𝑛1 ... 𝑛𝑘
𝑐1 ... 𝑐𝑘 ;𝑥; �⃗�

)︀
=

𝑥∫︁
0

𝑑𝑥′Ψ𝑛1
(𝑐1,𝑥

′ ,⃗𝑎)ℰ4
(︀
𝑛2 ... 𝑛𝑘
𝑐2 ... 𝑐𝑘 ;𝑥

′; �⃗�
)︀
. (2)
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Где
∑︀

𝑖 |𝑛𝑖|, аналогично неэллиптическому случаю, называется весом
эМПЛа и ядра Ψ𝑛1(𝑐1,𝑥

′ ,⃗𝑎) определены как

Ψ0(0, 𝑥,⃗𝑎) =
𝑐4
𝜔1𝑦

(3)

и

Ψ1(𝑐, 𝑥,⃗𝑎) =
1

𝑥− 𝑐
, Ψ−1(𝑐, 𝑥,⃗𝑎) =

𝑦(𝑐)

𝑦(𝑥− 𝑐)
+ 𝑍4(𝑐,⃗𝑎), 𝑐 ̸= ∞, (4)

Ψ1(∞, 𝑥,⃗𝑎) = −𝑍4(𝑥,⃗𝑎)
𝑐4
𝑦
, Ψ−1(∞, 𝑥,⃗𝑎) =

𝑥

𝑦
− 𝑎1 + 2𝑐4𝐺*(⃗𝑎)

𝑦
. (5)

В этих выражениях 𝑦 обозначает эллиптическую кривую 𝑦2 = (𝑥− 𝑎1)(𝑥−
𝑎2)(𝑥 − 𝑎3)(𝑥 − 𝑎4) и 𝑐4 =

√
𝑎13𝑎24, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 , 𝜔1 = 2𝑐4

𝑎3∫︀
𝑎2

𝑑𝑥
𝑦 обозна

чает один из периодов эллиптической кривой. Функции 𝑍4(𝑥,⃗𝑎) и 𝐺*(⃗𝑎)
определяются как:

𝑍4(𝑥,⃗𝑎) = − 1

𝜔1

(︁
𝑔(1)(z𝑥 − z*,𝜏) + 𝑔(1)(z𝑥 + z*,𝜏)

)︁
, (6)

и

𝐺*(⃗𝑎) =
𝑔(1)(z*,𝜏)

𝜔1
, (7)

где 𝑔(𝑛)(z ,𝜏) являются коэффициентами ряда Эйзенштейна-Кронекера и
z𝑥 - обозначает отображение координаты 𝑥 на торе. Далее, мы доказываем
следующую теорему: если все точки ветвления 𝑎𝑖 эллиптической кривой
𝑦2 =

∏︀4
𝑖=1(𝑥 − 𝑎𝑖) являются попарно комплексно сопряженными и выпол

няется соотношение 1 − 𝑎1 − 𝑎3 = 0, тогда для любого 𝑥 ∈ C справедливо
следующее соотношение

𝑍4

(︂
1

2
+ 𝑥,⃗𝑎

)︂
+ 𝑍4

(︂
1

2
− 𝑥,⃗𝑎

)︂
=

2𝜋𝑖

𝜔1
, (8)

В завершении первого раздела, мы приводим определение для повторных
интегралов с алгебраическими ядрами. Это новый, введенный нами, класс
функций. В общем виде эти функции можно задать следующим образом

𝐽( Ω⏟ ⏞ 
1-формы по y

,

1-формы по s⏞  ⏟  
𝜔𝑠
1, . . . ,𝜔

𝑠
𝑛 , 𝜔𝑤

1 , . . . ,𝜔
𝑤
𝑚⏟  ⏞  

1-формы по w

,

1-формы по y⏞  ⏟  
𝜔𝑦
1 , . . . ,𝜔

𝑦
𝑙 ; 𝑠) (9)

где 𝜔𝑠
𝑖 , 𝜔𝑤

𝑖 и , 𝜔𝑦
𝑖 это некоторые дифференциальные 1-формы по перемен

ным 𝑠, 𝑤 и 𝑦 соответственно и Ω обозначает также дифференциальную
10



1-форму по 𝑦. 1-формы 𝜔𝑠
𝑖 , 𝜔𝑤

𝑖 и , 𝜔𝑦
𝑖 образуют повторные интегралы, и по

следняя 1-форма Ω является «замыкающей», интегрирование по ней идет
в неких конкретных пределах. В данном разделе рассматриваются кон
кретные примеры дифференциальных 1-форм и дано несколько примеров
таких функций. Также, в конце данного раздела показано, что введенные
𝐽-функции отличаются от повторных интегралов Чена [55] и содержат их в
качестве частного случая. Повторные интегралы с алгебраическими ядра
ми, или сокращенно 𝐽-функции, будут использоваться в этой и следующей
главе.

Второй раздел посвящен исследованию конкретных примеров фей
нмановских диаграмм с использованием метода прямого интегрирования.
Все результаты этого раздела представлены в терминах эМПЛов. Полный
список фейнмановских диаграмм посчитанных в этой главе приведен на
рисунке 1. Краткое описание метода, использованного в данном разделе, со

p21 = m2

p22 = 0

p23 = p2

p24 = m2
p21 = m2

p22 = 0

p23 = p2

p24 = m2

p21 = m2

p22 = 0

p23 = p2

p24 = m2

p21 = m2

p22 = 0

p23 = p2

p24 = m2

p21 = m2

p22 = 0

p23 = p2

p24 = m2

Штрихованные линии обозначают безмассовые пропагаторы и безмассо
вые внешние частицы с импульсом на массовой поверхности, сплошные
линии обозначают массивные пропагаторы и массивные внешние частицы
с импульсом на массовой поверхности, двойная линия обозначает внешнюю
частицу с импульсом не на массовой поверхности. Точка на линии означает

что соответствующий пропагатор взят в степени два.

Рис. 1 — Набор мастер-интегралов рассчитанных методом прямого инте
грирования в терминах эМПЛов.

стоит в следующем. Сначала мы находим все соответствующие полиномы
11



Симанчика и записываем параметрическое представление для рассматри
ваемого интеграла в виде

𝐼𝜈1,...,𝜈2
=

1

(𝑖𝜋𝑑/2)𝑙

∫︁
...

∫︁
𝑑𝑑𝑘1...𝑑

𝑑𝑘𝑙
𝐷𝜈1

1 ...𝐷𝜈𝑛
𝑛

=

=
Γ(𝜈 − 𝑙𝑑

2 )
𝑛∏︀

𝑗=1

Γ(𝜈𝑗)

∫︁
Δ

⎛⎝ 𝑛∏︁
𝑗=1

𝑥
𝜈𝑗−1
𝑗 𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 𝑈𝜈− (𝑙+1)𝑑
2

𝐹 𝜈− 𝑙𝑑
2

, (10)

где 𝜈 =
∑︀

𝜈𝑙, Γ(𝑥) - гамма функция Эйлера , 𝑑 - размерность простран
ства-времени, ∆ ∈ {�⃗� | 𝑥𝑖 > 0,

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖 = 1} - область интегрирования, а

𝑈 и 𝐹 это соответственно первый и второй полиномы Симанчика. Да
лее мы используем теорему Ченг-Ву [56] чтобы зафиксировать контур
интегрирования ∆ удобным нам способом и интегрируем получившееся вы
ражение вплоть до последнего интегрирования в терминах МПЛов. При
этом, мы используем функциональные соотношения для МПЛов и, при
необходимости, проводим замену переменных. На последним шаге мы ис
пользуем алгоритм из [57], имплементированный в пакете TEMPLE, и
переписываем все 𝐺-функции через линейную комбинацию ℰ4-функций,
после чего, проделываем последнее интегрирование используя определе
ние (2). В третьем разделе мы изучаем диаграмму типа ненепланарная

p21 = 0

p22 = 0

(p1 + p2)
2 = 4s

Штрихованные линии обозначают безмассовые пропагаторы и безмассовые
внешние частицы с импульсом на массовой поверхности, сплошные линии
обозначают массивные пропагаторы и массивные внешние частицы с им

пульсом на массовой поверхности.

Рис. 2 — Двух-петлевая диаграмма типа непланарная эллиптическая вер
шина.

эллиптическая вершина приведенную на рисунке 2. Для этого, мы исполь
зуем метод похожий на тот, что был использован в предыдущем разделе.
Единственная разница заключается в том, что в конце, мы переписыва
ем наши результаты не в терминах еМПЛов, а в терминах повторных
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интегралов с алгебраическими ядрами. Полученный результат имеет ряд
преимуществ, в частности, он может быть посчитан численно при любых
значениях квадрата внешнего импульса 𝑠.

В четвертом разделе приведено заключение, в котором мы обсуж
даем преимущества и недостатки метода прямого интегрирования. Также
необходимо отметить, что все результаты данной главы были проверены
численно с помощью пакета FIESTA [58].

Рис. 3 — Двух-петлевая диаграмма типа «закат солнца»

Вторая глава диссертации основана на работах [A1—A4] и посвяще
на разработке нового метода решения неполилогарифмических фейнманов
ских интегралов основанного на решении системы ДУ по фейнмановскому
параметру. Все результаты, данной главы, записаны в терминах повтор
ных интегралов с алгебраическими ядрами. Разработаный метод основан
на использовании фейнмановской параметризации на двух2 пропагаторах
и решении системы ДУ для получившейся системы эффективных ма
стер-интегралов. Похожий подход, также ранее, расматривался в [59—63].
Главным новшеством развиваемого подхода является то, что полученные
таким образом представления могут быть использованы для решения более
полной системы ДУ содержащей в себе более старшие мастер-интегралы.
Последнее становится возможным благодаря специальной структуре по
вторных интегралов с алгебраическими ядрами.

В первом разделе мы даем короткое описание, так называемого,
алгоритма Ли [38] который используется для редукции системы ДУ к
𝜀-форме и обсуждаем его возможности и ограничения применительно к
данной работе. Мы также приводим простой пример применения данного
алгоритма. Во втором разделе исследуются двух-петлевые фейнманов
ские интегралы. Самой важной частью этой главы является получение
нового интегрального представления для простейшей эллиптической двух
петлевой диаграммы типа «закат солнца», см. рисунок 3. Семейство
интегралов типа «закат солнца», может быть записано в следующей форме:

𝑆𝑎,𝑏,𝑐(𝑠) =

∫︁
𝑑𝑘𝑑1𝑑𝑘

𝑑
2

(𝑖𝜋𝑑/2)2
1

(1− 𝑘21)
𝑎(1− 𝑘22)

𝑏(1− (𝑘1 + 𝑘2 − 𝑞)2)𝑐
, (11)

2или трех, в случае интегралов с тремя петлями.
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где 𝑞2 = 𝑠. Были рассмотрены случаи как двумерного пространства
𝑑 = 2−2𝜀 так и четырехмерного 𝑑 = 4−2𝜀. Было показано что результаты в
двумерном случае получаются более компактными. Система мастер-инте
гралов содержит три элемента, которые могут быть выбраны как:

{𝑆0,1,1, 𝑆1,1,1, 𝑆2,1,1}.

Для расчета этих мастер-интегралов мы воспользовались комбинирован
ной техникой использующей, как Фейнмановскую параметризацию, так и
метод ДУ. Сначала мы используем Фейнмановский трюк, с помощью ко
торого объединяем два из трех пропагаторов и проделываем тривиальное
интегрирование по внутреннему импульсу 𝑘1, после чего получаем

𝑆𝑛,1,1(𝑞
2) = Γ(2−𝑑/2)

∫︁ 1

0

𝑑𝑡 (𝑡𝑡)𝑑/2−2

∫︁
𝑑𝑘1
𝑖𝜋𝑑/2

1

(1− (𝑘1 + 𝑞)2)𝑛(𝑦2 − 𝑘21)
2−𝑑/2⏟  ⏞  

𝐼𝑛

,

(12)
где 𝑦2 = 1/𝑡(1 − 𝑡) логично назвать эффективной массой. После этого мы
записываем систему ДУ для полной системы эффективных мастер-инте
гралов (𝐼 = {𝐼0,𝐼1,𝐼2}) стоящих в подынтегральной функции. Используя
преобразование (𝐼 = 𝑇 ̃︀𝐼), которое может быть найдено с помощью методов
описанных в [38], мы приводим эту систему к 𝜀-форме:

𝑑̃︀𝐼
𝑑𝑧

= 𝜀

(︂ℳ0

𝑧
+

ℳ1

𝑧 − 1
+

ℳ−1

𝑧 + 1
+

ℳ1/𝑦

𝑧 − 1/𝑦
+

ℳ𝑦

𝑧 − 𝑦

)︂ ̃︀𝐼, (13)

Где ℳ𝑖 это просто числовые матрицы. Эта система может быть легко
решена итерационно, в терминах МПЛов, до любого наперед заданного
порядка по параметру размерной регуляризации 𝜀. Граничные условия
можно получить методом прямого интегрирования, который был описан
в предыдущей главе. После подстановки полученных решений в уравне
ние (12) и последнего интегрирования, в терминах повторных интегралов
с алгебраическими ядрами, получаем решения для двух нетривиальных
мастер-интегралов

𝑆
(2)
1,1,1 =2𝐽 (Θ6,𝜔

𝑧
0 ; 𝑠) +𝒪(𝜀) , (14)

𝑆
(2)
2,1,1 =− 𝐽 (Θ5; 𝑠) + 𝐽 (Θ6; 𝑠)− 𝐽 (Θ8; 𝑠)

+
1

2
𝐽 (Θ5,𝜔

𝑧
0 ; 𝑠) +

3

2
𝐽 (Θ8,𝜔

𝑧
0 ; 𝑠)− 𝐽 (Θ9,𝜔

𝑧
0 ; 𝑠) +𝒪(𝜀) . (15)

Особенность полученных выражений заключается в том, что кинема
тическая переменная 𝑠 находится только на верхнем пределе интегрирова
ния, это позволяет нам использовать полученные результаты для решения
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а) Воздушный змей с
двумя безмассовыми

линиями.

б) Воздушный змей с
одной безмассовой

линией.

в) Воздушный змей
со всеми массивными

линиями.

Сплошные линии обозначают массивные пропагаторы и штрихованные ли
нии обозначают безмассовые пропагаторы.

Рис. 4 — Массивные диаграммы типа «воздушный змей».

более сложных двух-петлевых интегралов содержащих двух-петлевой «за
кат солнца» в качестве подграфа. В качестве примера мы рассмотрим
серию интегралов типа «воздушный змей», см. рисунок 4.

Основная идея решения состоит в следующем. Сначала мы пи
шем систему ДУ для полной системы мастер-интегралов для семейства
выбранного «воздушного змея». Система мастер-интегралов обязательно
содержит в себе два нетривиальных мастер-интеграла (14)-(15). Далее, мы
приводим систему ДУ к блочно диагональной форме и сводим все, кроме
блока соответствующего мастер-интегралам из семейства «закат солнца»,
к 𝜀-форме. Мастер-интегралы из (14)-(15) входят в отдельный блок и этот
блок принципиально не может быть сведен к 𝜀-форме. Но, у нас уже есть
решения (14)-(15) и мы можем подставить эти решения в систему ДУ, после
чего два уравнения превратятся в тождество. Далее, поскольку в решениях
(14)-(15) кинематическая переменная 𝑠 находится только на верхнем пре
деле интегрирования, мы можем проинтегрировать оставшиеся уравнения
итерационно и получить решения для оставшихся мастер-интегралов тоже
в классе повторных интегралов с алгебраическими ядрами. Это позволяет
получать решения во всех порядках по параметру размерной регуляриза
ции. Решения для интегралов типа «воздушный змей» с одной безмассовой
линией и «воздушный змей» со всеми массивными линиями были по
лучены впервые в терминах повторных интегралов с алгебраическими
ядрами. Отметим, что решения для этих двух последних типов интегра
лов, в отличие от интеграла типа «воздушный змей» с двумя безмассовыми
линиями, не могут быть выражены в терминах эМПЛов. Именно это яв
ляется главной причиной того, что нам понадобилось ввести новый более
общий класс функций. В конце данного раздела мы используем метод ДУ
для получения решения для диаграммы типа непланарная эллиптическая
вершина. Эта диаграмма не содержит диаграмму типа «закат солнца» в
качестве подграфа поэтому мы опять должны применить фейнмановскую
параметризацию для двух пропагаторов и затем решить систему диффе
ренциальных уравнений для семейства эффективных мастер-интегралов.
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Графическое представление семейства эффективных мастер-интегралов
показано на рисунке 5.
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Рис. 5 — Графическое представление семейства эффективных мастер-инте
гралов

Нужно отметить, что полученные в этой главе решения по форме
отличаются от решений полученных для этой же диаграммы, методом пря
мого интегрирования, в третьем разделе предыдущей главы.

В третьем разделе мы используем разработанную, в предыдущем
разделе, методику для расчета интегралов описывающих двух-петлевые
поправки к процессам в нерелятивистской квантовой хромодинамике.
Соответствующая система мастер-интегралов изображена на рисунке 6.
Решения для системы на рисунке 6 были получены в терминах повторных
интегралов как для случая двух измерений 𝑑 = 2 − 2𝜀 так и для случая
четырех измерений 𝑑 = 4 − 2𝜀.

В четвертом разделе мы обобщаем метод, разработанный в первом
разделе данной главы, на трех-петлевой случай. Конкретно, мы получили
решения аналогичные решениям (14)-(15) для случая трех-петлевой диа
граммы типа «банан» изображенной на рисунке 7а. Полученные решения,
также, как и в двух-петлевом случае, могут быть использованы для расчета
более сложных трех-петлевых интегралов содержащих «банан» в качестве
подграфа. Последнее утверждение было проиллюстрировано на примере
трех-петлевой диаграммы типа треугольник с двумя массивными петлями,
см. рисунок 7б. Единственным существенным отличием 𝐽-функций описы
вающих решения для трех-петлевых фейнмановских интегралов является
то, что последнее замыкающее интегрирование оказывается двойным, про
тив одинарного, в двух-петлевом случае.

В пятом разделе приведено заключение, в котором мы обсуждаем
преимущества и недостатки метода ДУ и сравниваем его с методом пря
мого интегрирования. Как и раньше, все результаты данной главы были
проверены численно с помощью пакета FIESTA [58].
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Толстые линии обозначают массивные пропагаторы с массой 1, тонкие
линии обозначают массивные пропагаторы с массой 𝑥 и точка на линии

означает что соответствующий пропагатор взят в степени два.

Рис. 6 — Система мастер-интегралов описывающих двух-петлевые поправ
ки к процессам в нерелятивистской КХД.
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а) Трех-петлевая
эллиптическая

диаграмма типа банан.
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б) Трех-петлевая
эллиптическая
диаграмма типа

треугольник с двумя
массивными петлями.

Сплошные линии обозначают массивные пропагаторы и штрихованные ли
нии обозначают безмассовые пропагаторы.

Рис. 7 — Трех-петлевые эллиптические диаграммы

В третьей главе, основанной на работах [A1; A2], мы разрабатываем
новый метод, который позволяет получать точные, по параметру размер
ной регуляризации, решения для некоторых эллиптических интегралов.
Метод основан на решении системы ДУ для полной системы мастер
интегралов в терминах рядов Фробениуса по кинематической переменной.
Оказывается, что в ряде важных случаев систему разностных уравнений
для коэффициентов в степенном разложении можно свести к отдельным
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разностным уравнениям первого порядка т.е. к виду

𝑓(𝑛+ 1) = 𝐻(𝑛)𝑓(𝑛) +𝑄(𝑛) (16)

общее решение этого уравнения хорошо известно

𝑓(𝑛) =

𝑛−1∏︁
𝑚=1

𝐻(𝑚)

{︃
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑄(𝑘)
𝑘∏︀

𝑚=1
𝐻(𝑚)

+ 𝐶

}︃
(17)

Где 𝐶 это некоторая константа, которая определяется из граничных усло
вий.

Рис. 8 — Система мастер-интегралов для семейства непланарной эллипти
ческой вершины, эллиптическими являются последние два.

В первом разделе мы используем разработанный метод, чтобы по
лучить точные, по параметру размерной регуляризации, решения для
двух-петлевой непланарной эллиптической вершины. Это решение состоит
из двух частей, сперва нужно найти решения для системы неэллиптиче
ских мастер-интегралов (полная система мастер-интегралов приведена на
рисунке 8). Эти решения имеют вид∑︁

𝑛

(︀
𝑐𝑛 + 𝑑𝑛𝑠

−𝜀
)︀
𝑠𝑛. (18)

Коэффициенты 𝑐𝑛 и 𝑑𝑛 удовлетворяют однородным уравнением перво
го порядка, коэффициентами которых являются рациональные функции
по 𝑛 и 𝜀. Это значит, что коэффициенты 𝑐𝑛 и 𝑑𝑛 будут просто некото
рыми мономами по гамма функциям Эйлера с аргументами линейными
по 𝑛 и 𝜀, а полное решение будет просто однократной суммой, которая
может быть переписана через обобщенные гипергеометрические функции
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𝑝𝐹𝑞 [64]. C эллиптическими секторами ситуация несколько сложнее, реше
ние для них также будет выражаться формулой (18) но теперь уравнения
на коэффициенты будут содержать вклады от неэллиптических секторов
и, следовательно, будут не однородными. Согласно (17), решениями та
ких уравнений будут некоторые суммы. Таким образом, полный ответ
будет выражаться в виде некоторой двойной суммы, в которой верх
ний предел первой суммы будет равен переменной суммирования второй
суммы, такие вложенные суммы обычно называют треугольными. Такие
треугольные суммы могут быть переписаны через обобщенные функции
Кампе-де-Ферье. Такое решение является точным и может быть вычислено
с любой, наперед заданной, точностью в силу того, что результирующие
суммы очень хорошо сходятся.

Во втором разделе мы показываем, как ту же методику можно
использовать для получения решений для отдельных коэффициентов раз
ложения ряда Лорана по параметру размерной регуляризации 𝜀. Для этого
используется пример все той же непланарной эллиптической вершины.

В третьем разделе мы применяем разработанную методику получе
ния точных решений на системе интегралов описывающих двух-петлевые
поправки к процессам в нерелятивистской квантовой хромодинамике.

В четвертом разделе приведено заключение, в котором мы обсуж
даем преимущества и недостатки рассмотренного в этой главе метода и
сравниваем его с методом прямого интегрирования и методом ДУ. Как и
раньше, все результаты данной главы были проверены численно с помо
щью пакета FIESTA [58] и путем сравнения с результатами полученными
в предыдущих главах.

В заключении приведены основные результаты работы и обсужде
ние полученных результатов, которые заключаются в следующем:

Целью данной диссертации было внесение вклада в широкую область
научных знаний, посвященную методам аналитического расчета петлевых
фейнмановских интегралов. В данной области, наиболее важной и акту
альной темой является разработка новых методов для вычисления, так
называемых, неполилогарифмических фейнмановских интегралов в клас
се хорошо определенных функций. Именно этой теме и посвящена данная
работа. В результате работы, на серии конкретных примеров неполило
гарифмических интегралов, были разработаны новые методы и подходы,
которые и будут обсуждаться в данном заключении.

Первая часть диссертации посвящена изучению метода расчета эл
липтических фейнмановских интегралов с помощью параметрического
представления. Этот метод был известен ранее, однако, нам удалось вне
сти в него заметный вклад. Также, изучение этого подхода было полезно
поскольку предоставляет некоторую «точку отсчета» для других мето
дов. Под этим мы понимаем, что новые разработанные нами методы
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можно удобно сравнить с уже хорошо известным методом прямого ин
тегрирования обращаясь к собственным результатам, а не к ссылкам на
другие работы. Прежде всего, мы получили аналитические решения для
серии треугольных эллиптических фейнмановских интегралов в терми
нах эМПЛов. Изучение данных интегралов представляет практический
интерес, поскольку они входят в семейство фейнмановских интегралов
описывающих двух-петлевые поправки к процессам рождения и распа
да тяжелого кваркония [65; 66]. Далее, нам удалось показать, что метод
прямого интегрирования может быть, при некоторых условиях, успешно
использован для вычисления диаграммы содержащей две эллиптические
структуры. Главным условием для этого, является нахождение нетривиаль
ной рациональной параметризации некой сложной двумерной поверхности.
И наконец, мы показали, что рассматриваемый метод позволяет получить
решения в терминах, введенных нами, новых функций названных повтор
ными интегралами с алгебраическими ядрами, на примере непланарной
эллиптической вершины. Помимо этого, в первой главе мы подробно
рассмотрели наиболее важные классы специальных функций, а именно
МПЛы, эМПЛы и повторные интегралы с алгебраическими ядрами, ко
торые будут далее использованы в этой работе. Для проведения всех
расчетов, представленных в первой главе, был разработан специальный
программный пакет TEMPLE на базе языка Wolfram Mathematica [54].

Во второй части диссертации разрабатывается новый метод для
расчета неполилогарифмических фейнмановских интегралов, основой ко
торого является решение системы ДУ по фейнмановскому параметру. Все
решения выражаются через новый, специально введенный в этой работе,
класс функций, названный повторными интегралами с алгебраическими
ядрами. Применение этого метода позволило получить следующие резуль
таты для двух-петлевых фейнмановских интегралов:

– Было получено новое интегральное представление для простейшей
эллиптической диаграммы типа «закат солнца» в двух и четырех
измерениях. Показано, что полученные решения могут быть посчи
таны численно, как ниже порога (𝑠 ≤ 1) так и выше его (𝑠 > 1)

– Показано, что новые интегральные представления для диаграммы
типа «закат солнца» могут быть использованы для получения ре
шений для более сложных двух-петлевых диаграмм содержащих
«закат солнца» в качестве подграфа. В качестве примера были
получены решения для трех родственных типов фейнмановских
интегралов, а именно «воздушных змеев» с двумя безмассовыми
линиями, одной безмассовой линией и всеми массивными линиями.
Последние два не могут быть посчитаны методом прямого интегри
рования в классе эМПЛов. Тем самым, доказано, что повторные
интегралы с алгебраическими ядрами являются более широким
классом функций чем обычные эМПЛы.
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– Были получены новые интегральные представления для двух-пет
левой эллиптической диаграммы типа непланарная эллиптическая
вершина.

– Были получены новые интегральные представления для системы
мастер-интегралов описывающих двух-петлевые поправки к про
цессам в нерелятивистской КХД.

Также, было показано, что данный метод может быть обобщен на случай
трех-петлевых интегралов. Последнее утверждение было продемонстриро
вано на примере трех-петлевой эллиптической диаграммы типа «банан» и
на диаграмме типа треугольник с двумя массивными петлями. В качестве
преимуществ данного метода, по сравнению с методом прямого интегри
рования, можно указать его большую универсальность и простоту при
получении высших поправок по параметру размерной регуляризации 𝜀.

Наконец, последняя часть диссертации посвящена разработке нового
метода для расчета неполилогарифмических фейнмановских интегралов,
основой которого является решение системы ДУ методом Фробениуса.
Данный метод позволяет получить точные, по параметру размерной ре
гуляризации, решения для некоторого класса фейнмановских интегралов
в терминах хорошо сходящихся треугольных сумм. С использованием этого
метода были получены точные решения для двух-петлевой эллиптической
диаграммы типа непланарная эллиптическая вершина и точные решения
для системы мастер-интегралов описывающих двух-петлевые поправки к
процессам в нерелятивистской КХД. Но возможности применения этого
метода в общем случае еще нуждается в дополнительном изучении. До
стоинством метода являются точные решения, которые могут быть легко
посчитаны с огромной точностью.

При работе над диссертацией, были сформулированы новые науч
ные вопросы, изучение которых автор хотел бы отложить для будущих
исследований. Во-первых, большой интерес представляет изучение новых,
введенных в этой работе, функций, а именно, повторных интегралов с ал
гебраическими ядрами. На данный момент, понятно только как проводить
регуляризацию этих функций, но ни методы аналитического продолжения,
в общем случае, ни функциональные соотношения и возможная структу
ра алгебры Хоппфа, нам неизвестны. Более того, пожалуй самой главной
задачей является разработка алгоритма, на подобии соответствующего
алгоритма для обычных МПЛов [48], который бы позволил численно
считать эти функции с произвольной точностью как выше так и ниже
порога. Во-вторых, хотелось бы применить метод разработанный во вто
рой главе для решения более сложных практических задач. В качестве
примера такой задачи, прежде всего, можно рассмотреть двух-петлевые
поправки к процессам рождения и распада тяжелого кваркония. Полная
система мастер-интегралов, для этой задачи, состоит из 133 элементов
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[65; 66] из которых 40 являются эллиптическими. Если удастся полу
чить такие решения то это будет надежной демонстрацией эффективности
разработанного метода. Наконец, важным представляется изучение дру
гих методов вычисление фейнмановских интегралов. Наибольший интерес,
помимо изученных в этой работе, представляет метод основанный на ре
шениях размерных рекуррентных соотношений. Такой метод, в частности,
позволяет получить точные, по параметру размерной регуляризации, ре
шения для простейшей эллиптической диаграммы типа «закат солнца»
[67]. Прежде всего, необходимо обобщить этот метод на диаграмму типа
непланарная эллиптическая вершина, а затем и на другие боле сложные
двух-петлевые и трех-петлевые фейнмановские интегралы.
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20. Tapušković, M. Motivic Galois coaction and one-loop Feynman graphs /
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