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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Квантовая хромодинамика (КХД) является фунда-
ментальной теорией для описания сильных взаимодействий. Это неабелева
калибровочная теория, построенная на цветовой группе SU(3) и описыва-
ющая взаимодействие кварков и глюонов, была мотивирована результатами
экспериментов по глубоконеупругому рассеянию (ГНР), в первую очередь
бьеркеновским скейлингом - зависимостью структурных функции адронов
от кинематических переменных только в комбинации, называемой перемен-
ной Бьеркена, xB = Q2

2Pq в пределе больших квадратов переданного импульса
Q2 = −q2 - и возникшей в результате партонной моделью.

Согласно партонной модели [1] адрон в высокоэнергетических соударени-
ях эффективно состоит из точечных центров рассеяния - партонов. В сово-
купности с открытием асимптотической свободы [2; 3] данная модель позволи-
ла практически исследовать внутреннюю структуру адронов и свойства состав-
ляющих их партонов, впоследствии отождествленных с кварками и глюонами.
Асимптотическая свобода подразумевает, что в ГНР эффективный заряд 1

αS при больших значениях квадрата переданного импульса Q2 (т.е. на малых
пространственных масштабах) стремится к нулю и кварки можно считать
асимптотически свободными. Таким образом, возможно получить пертурба-
тивную (с применением теории возмущений) амплитуду партонного процесса.
Однако на малых энергетических масштабах теория возмущений становится
неприменимой из-за неограниченного роста эффективного заряда, что фи-
зически выражается в нахождении кварков только в связанных адронных
состояниях. И, следовательно, необходимо учитывать крупномасштабную (непер-
турбативную) динамику сильных взаимодействий, ответственных за удержание
партонов. Стандартным подходом к решению данной проблемы при больших
квадратах переданного импульса Q2 является факторизация амплитуды про-
цесса на пертурбативную (описывающую процессы на малых пространственно-
временных масштабах и вычисляемую по теории возмущений) и непертурбатив-
ную (описывающую процессы на больших масштабах) компоненты. Для больших
квадратов переданного импульса Q2 факторизационные теоремы (в частно-
сти для инклюзивных процессов [4], эксклюзивного электророждения мезонов
[5] и глубоконеупругого комптоновского рассеяния (ГНКР, Deeply Virtual
Compton Scattering - DVCS) [6]) выражают главный член асимптотики по
большому масштабу ∼ 1

Q2 амплитуды жестких адронных процессов в виде
свертки пертурбативных (жестких) и непертурбативных (мягких) множите-
лей. Мягкие множители определяются как матричные элементы соответствую-
щих партонных операторов между адронными состояниями и, как правило,
рассматриваются феноменологически, т.к. на текущий момент нет способа
вычислять их аналитически.

1Наименования бегущая константа связи и эффективный заряд будут далее применяться как синонимы
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Одним из наиболее развитых методов расширения области применения
пертурбативного подхода является аналитическая теория возмущений (АТВ,
analytic perturbation theory (APT)) [7] (также см. обзоры [8],[9]), на которой
мы сосредоточимся в дальнейшем. Ключевой идеей подхода является объ-
единение метода ренормгруппы с требованием аналитичности по квадрату
переданного импульса, что приводит, в частности, к устранению нефизиче-
ских сингулярностей эффективного заряда и переходу от степенного ряда
по заряду αs к ряду по аналитическим образам соответствующих степеней
заряда An.

Основным объектом исследования данной работы являются феномено-
логические кварковые распределения для эксклюзивных процессов, поэтому
остановимся на них более подробно.

Согласно партонной модели в коллинеарном приближении инклюзивное
сечение σ глубоконеупругого лептон-адронного рассеяния в главном твисте
выражается в виде свертки сечения σp(y,

Q2

µF
) пертурбативного подпроцесса

и партонных плотностей qi(x,µF ), характеризующих плотность вероятности
данного партона i иметь долю x импульса P адрона - мишени: σ(µF ) =∑
i

∫ 1

0 dx σp(x,
Q2

µF
)qi(x,µF ), где суммированием по i обозначено суммирование

по всем партонам.
При рассмотрении эксклюзивных процессов возникает необходимость в

непрямой кинематике, когда испускаемый и поглощаемый адроном кварк
имеют различные доли импульса. Данное обобщение уже имеет смысл ам-
плитуды вероятности.

Обобщенные партонные распределения (ОПР, generalized parton distribution
(GPD)) были введены для описания эксклюзивных амплитуд процессов DVCS
[10—12] и глубоконеупругого рождения мезонов (DVMP) [5; 13]. В лидирую-
щем приближении для больших Q2 эти процессы факторизуются на вычис-
лимую по теории возмущений часть, отвечающую жесткому рассеянию, и
универсальные непертурбативные ОПР [5; 6]. Обобщенные амплитуды рас-
пределений (ОАР, generalized distribution amplitude (GDA)) были введены
как t-канальный аналог ОПР [10].

Функции TMD (Transverse Momentum dependent parton Distributions), за-
висящие от доли x коллинеарного импульса и вектора p⃗⊥ поперечного импуль-
са f(x,p⃗⊥), могут быть связаны с ОПР дифференциальным соотношением
[14].

ОПР активно изучаются экспериментально на установках COMPASS (а
также в будущем на AMBER/COMPASS-2) в CERN, CLAS в JLAB и J-PARC
в KEK. Исследования в этой области приобретают все большую актуаль-
ность в связи с планами изучения ОПР на будущих установках EIC в BNL
и SPD@NICA в ОИЯИ.
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Цель работы

Целью данной работы является исследование аналитических свойств ампли-
туд эксклюзивных и инклюзивных жестких адронных процессов, обобщенных
партонных распределений и обобщенных амплитуд распределений с приме-
нением математического аппарата интегральной геометрии, разработка ана-
литических и численных методов как для получения новых распределений
так и для прикладного анализа экспериментальных данных эксклюзивных и
инклюзивных процессов. А также разработка моделей на основе аналитиче-
ской теории возмущений (АТВ) для правила сумм Бьёркена в области низких
энергий. Для достижения поставленной цели ставились следующие задачи:

• Продолжить обобщенные партонные распределения фотона во всю об-
ласть определения, определив их в нефизической области через обоб-
щенные амплитуды распределения и восстановить двойные распределения
фотона с помощью полных обобщенных партонных распределений.

• Получить формулы вычисления двойных распределений из обобщен-
ных партонных распределений в ограниченной области и вычисления
вкладов различных каналов. Применить полученные формулы для обоб-
щенных партонных распределений фотона. Вычислить D-член фотона.

• Получить голографическое правило сумм с конечным вычитанием для
обобщенных партонных распределений фотона. Применить константное
вычитание к описанию сечения электророждения векторных мезонов на
примере ρ0 мезона.

• Вычислить функции квинтэссенции фотона в подходе дуальной пара-
метризации.

• Применить спектральное представление вклада высших твистов к опи-
санию правила сумм Бьеркена в инфракрасной области.

• Продолжить правило сумм Бьеркена к пределу Q2 = 0 с помощью пра-
вил сумм Герасимова-Дрелла-Хирна и Буркхарта-Коттингема.

• Применить 1/L разложение аналитической теории возмущений к описа-
нию новых прецизионных данных по правилу сумм Бьеркена в области
малых Q2.

Научная новизна и практическая ценность

Описание адронных процессов в области низких энергий остается трудной
задачей для квантовой хромодинамики. В данной работе исследуются как
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феноменологические функции описывающие непертурбативную низкоэнер-
гетическую динамику сильновзаимодействующих частиц, так и поведение
самих эффективных зарядов.

Ключевой особенностью диссертации является объединение методов дис-
персионных соотношений с математическим аппаратом интегральной геомет-
рии в приложении к анализу амплитуд различных процессов в КХД.

Для феноменологических функций обобщенных партонных распределе-
ний получены новые методы восстановления из них двойных распределений
на основе обратного преобразования Радона, причем несколькими различ-
ными способами, в том числе позволяющими вычислить вклады различных
каналов. Полученные преобразования применены для фотона в лидирующем
твисте. Также для них на примере фотона впервые аналитически применено
голографическое правило сумм и вычислен компонент формфактора тензо-
ра энергии-импульса, отвечающий за механическую устойчивость частицы-
мишени. Это ценно по нескольким причинам. С одной стороны данные методы
можно непосредственно применять как для аналитических так и числен-
ных расчетов. С другой стороны аналитический пример прекрасно подходит
для разработки и тестирования математического аппарата феноменологии в
коллинеарной факторизации жестких адронных процессов. В то же время по-
является возможность исследовать различные партонные распределения на
будущих поляризационных экспериментах на EIC и SPD@NICA. На EIC од-
ними из возможных способов является извлечение ОПР из процесса DDVCS
(Double Deeply Virtual Compton Scattering) - дважды глубоко-виртуального
комптоновского рассеяния, что требует высокой светимости и способности
регистрировать все продукты реакции, а также эксклюзивного фоторожде-
ния пар мезонов [15]. На SPD в процессах DVMP (Deeply Virtual Meson
Production) - глубоконеупругого рождения векторных мезонов возможно из-
мерение моментов ОПР. Свертка двух ОПР может быть извлечена из эксклюзив-
ных процессов Дрелла-Яна. TMD, как одно из основных направлений исследо-
ваний обеих установок, связаны с ОПР, как было указано выше.

Впервые "массивная"аналитическая теория возмущений в сочетании с
правилами сумм Буркхарда-Коттингема и Герасимова-Дрелла-Хирна приме-
нена к экспериментальным данным правила сумм Бьёркена для продолжения
до Q2 = 0. Проведено сравнение применения различных модификаций ана-
литической теории возмущений к анализу экспериментальных данных.

Положения, выносимые на защиту

1. В рамках факторизационного представления построен новый подход к
анализу амплитуд эксклюзивных жестких процессов, сочетающий ме-
тоды интегральной геометрии и исследование аналитических свойств.
Получено новое представление для обратного преобразования Радона,
справедливое во всей области аналитичности амплитуды, описывающей
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глубоконеупругое комптоновское рассеяние и электророждение адро-
нов.

2. Данные преобразования применены аналитически к фотонным обоб-
щенным партонным распределениям и получены двойные распределе-
ния для фотона. Также для них получено голографическое правило
сумм с конечным вычитанием, связанным с гравитационным форм-
фактором адрона. Эти результаты находятся в согласии с критерием
механической устойчивости облака виртуальных фермионных (кварк-
антикварковых) пар. Вычислены функции квинтэссенции - базовые функ-
ции дуальной параметризации. Константное вычитание успешно примене-
но к описанию сечения электророждения векторных мезонов на примере
ρ0 мезона.

3. Построены новые модели спектральных функций высших твистов пра-
вила сумм Бьёркена. Получено хорошее согласие с экспериментальными
данными при малых значениях Q2. Проведено сравнение различных мо-
дификаций аналитической теории возмущений.

Апробация работы: доклады
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O.V. Teryaev, 2011

• Drell-Yan Scattering and the Structure of Hadrons, ECT ∗, Тренто, Италия
Finite Subtractions for Meson Electroproduction and Exclusive
Drell-Yan, I.R. Gabdrakhmanov, O.V. Teryaev, 2012

• XXI International Baldin Seminar on High Energy Physics Problems, JINR,
Dubna, Russia Subtractions in exclusive vector meson production,
I.R. Gabdrakhmanov, O.V. Teryaev, 2012

• 48th Karpacz Winter School of Theoretical Physics, Institute for Theoretical
Physics, Wroclaw, Ladek-Zdroj, Poland. Poster: Analytic properties of
γ∗γ scattering amplitudes, I.R. Gabdrakhmanov, O.V. Teryaev, 2012

• Analytic properties of photonic GPDs National Center for Nuclear
Research, Warsaw, Poland, 2012

• DSPIN-17, Bogoliubov Laboratory of Theoretical Physics of the Joint Institute
for Nuclear Research, Dubna, Russia Infrared models for the Bjorken
sum rule in the APT approach, I.R. Gabdrakhmanov, O.V. Teryaev,
V.L. Khandramai, 2017
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• AYSS-2019, JINR, OMUS, Dubna, Russia, JINR, Dubna, Russia Cross
channel Radon tomography, I.R. Gabdrakhmanov, D. Muller, O.V.
Teryaev, 2019

• Radon Tomography In QCD Phenomenology, DSPIN-19, ОИЯИ,
Дубна, Россия I.R. Gabdrakhmanov, D. Muller, O.V. Teryaev, 2019

• Integral geometry approach to exclusive processes in QCD Между-
народный математический институт имени Л. Эйлера, Санкт-Петербург,
2019

• Партонные распределения в КХД: методы дисперсионных со-
отношений и интегральной геометрии, семинар по материалам
диссертации, ЛТФ ОИЯИ, Дубна, 2022

• Партонные распределения в КХД: методы дисперсионных со-
отношений и интегральной геометрии, семинар по материалам
диссертации, ЛФВЭ ОИЯИ, Дубна, 2023

Личный вклад

Все результаты, приведенные в диссертации, за исключением введения, по-
лучены лично автором, либо при его непосредственном участии.

Публикации:

Материалы диссертации опубликованы в шести работах [A1—A6], все резуль-
таты получены совместно с соавторами опубликованных работ.

Объем и структура диссертации

Диссертация включает в себя введение, 3 главы и заключение. Объем диссер-
тации: 94 страницы, 22 рисунка и 3 таблицы. Список литературы содержит
147 наименований.

Содержание диссертации

Во введении рассматривается современное состояние КХД и подходы к ис-
следованию аналитических свойств амплитуд эксклюзивных и инклюзивных
жестких процессов.

Обобщенные партонные распределения (ОПР) определяют амплитуду ве-
роятности адрону испустить кварк с коллинеарной долей импульса (x+ ξ) и
поглотить соответственно (x− ξ), как изображено на Рис.(1), где P =

Pi+Pf

2 ,

ξ =
P+
i −P+

f

P+
i +P+

f

- т.н. ’асимметрия’ - доля коллинеарного импульса, переданного
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γ∗ γ

(x+ ξ)P (x− ξ)P

Pi Pf
H(x, ξ, t)

Рис. 1: Диаграмма глубоконеупругого комптоновского рассеяния

адроном. Название объясняется тем, что в пределе прямой кинематики ОПР
сводятся к партонным плотностям:

H(x,0,0) = q(x) для x > 0,

H(x,0,0) = −q̄(−x) для x < 0, (1)

где q(x) и q̄(x) плотности кварков и антикварков соответственно. Область
определения: −1 < ξ < 1, −1 < x < 1.

Широкий интерес к ОПР вызван тем, что они описывают непертурбатив-
ную динамику партонов на уровне амплитуд. В частности, моменты ОПР по
x непосредственно связаны со спиновой структурой протона [16], с гравитаци-
онным формфактором кварков и глюонов [17; 18] а также с распределением
давления и сдвиговых напряжений внутри нуклона [19]. Что недавно было
применено к вычислению распределения давления в протоне [20], используя
зависимость ОПР от квадрата переданного импульса. Обширные обзоры, по-
священные ОПР, их интерпретации и феноменологии даны в [21; 22] .

В контексте переменных на световом конусе

v± =
1√
2
(v0 ± v3), v = (v1, v2) (2)

v2 = 2v+v− − v2

кварковые ОПР в случае барионов определяются через матричные элементы
кварковых операторов [23]:

1

2

∫
dz−

2π
eixP

+z−⟨p′| q̄(−z) γ+q(z) |p⟩
∣∣∣
z+=0, z=0

=
1

2P+

[
Hq(x,ξ,t) ū(p′)γ+u(p) + Eq(x,ξ,t) ū(p′)

iσ+α∆α

2m
u(p)

]
,

1

2

∫
dz−

2π
eixP

+z−⟨p′| q̄(−z) γ+γ5 q(z) |p⟩
∣∣∣
z+=0, z=0

=
1

2P+

[
H̃q(x,ξ,t) ū(p′)γ+γ5u(p) + Ẽq(x,ξ,t) ū(p′)

γ5∆
+

2m
u(p)

]
, (3)
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Спиральность адрона

сохраняется меняется

Сумма по спиральностям партонов H(x,ξ,t) H̃(x,ξ,t)

Разность по спиральностям партонов E(x,ξ,t) Ẽ(x,ξ,t)

Таблица 1: Спиральные обобщенные партонные распределения бариона

где ОПР, зависящие от коллинеарных компонент импульса (x,ξ), определяют
следующие спиральные компоненты (спиральность кварков в данном приме-
ре сохраняется), см Таб.(1).

Первые меллиновские моменты ОПР соответствуют кварковым вкладам
в соответствующие формфакторы:∫ 1

−1

dxH(x,ξ,t) = F1(t),

∫ 1

−1

dxE(x,ξ,t) = F2(t), (4)∫ 1

−1

dx H̃(x,ξ,t) = gA(t),

∫ 1

−1

dx Ẽ(x,ξ,t) = gP (t), (5)

где F1(t) и F2(t) кварковые вклады в формфакторы соответственно Дирака
и Паули, а gA(t) и gP (t) - аксиальный и псевдоскалярный.

Кроме того, ОПР, как характерные распределения эксклюзивных процес-
сов, несут более детальную информацию о внутренней динамике партонов,
нежели партонные плотности. В частности, правило сумм Джи [16] опреде-
ляет спиновую структуру адрона:

1

2

∫ 1

−1

dx x[H(x,ξ,t) + E(x,ξ,t)] = Jq(t), (6)

где Jq(0) - вклад кварков в полный спин адрона.
Кроме упомянутых правил сумм, ОПР должны удовлетворять множе-

ству дополнительных ограничений, в частности, т.н. полиномиальность[23]
(xnH момент ОПР является в общем случае полиномом n + 1 степени), сле-
дующая из Лоренц-инвариантности, и позитивность[24; 25] (положительная
определенность множества комбинаций ОПР). Для их удовлетворения была
разработан ряд параметризаций. В частности параметризация т.н. двойных
распределений (ДР) [10; 26]

H(x,ξ,t) =

∫ 1

−1

dβ

∫ 1−|β|

−1+|β|
dα δ(x− β − ξ α)F (β,α,t) , (7)

где функция F (β,α,t) - двойное распределение, в которой полиномиальность
удовлетворяется автоматически.
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Вследствие указанных свойств ОПР двойные распределения имеют об-
ласть определения |α| + |β| ≤ 1, являются четными функциями от α и
объединяют в себе элементы обоих каналов: как партонной плотности так
и амплитуды распределения. А именно - партонная плотность это интеграл
от ДР вдоль вертикальной линии β = x (как видно на Рис.(2)):

q(x) =

∫ 1−|x|

−1+|x|
dαF (x,α,0). (8)

Было показано [27; 28], что с учетом замены переменных данная парамет-
ризация является преобразованием Радона (ПР) [29](преобразование широко
применяемое в задачах томографии) от ДР. Т.о., ОПР является интегралом
от ДР по линии с наклоном −1/ξ и пересекающей ось β в точке x, как изоб-
ражено на Рис. (2)

α
+1

+1-1

-1

β

H(ξ,ξ)

H(x,ξ)

q(x) H(x,ξ) for ξ>1 

x ξ

Рис. 2: Двойное распределение F (β,α) и интегралы от него: по наклонным
отрезкам - обобщенное партонное распределение H(x,ξ), по вертикальному
отрезку - партонная плотность q(x).

В работах [30; 31] были вычислены ОПР и ОАР, соответственно, исклю-
чительно в рамках квантовой электродинамики путем вычисления амплитуд
ГНКР виртуального фотона на фотоне в лидирующем твисте и коллинеар-
ной кинематике (с нулевой поперечной компонентой переданного импульса).
Позднее были получены обобщения для ненулевого прицельного параметра
[32; 33]. Это позволяет аналитически применять имеющийся математический
аппарат КХД на тестовой фотонной модели.

В первой главе исследуются аналитические свойства фотонных ОПР,
расширение их в нефизическую область с помощью ОАР. Разрабатываются
новые способы обратного преобразования Радона для ОПР, а также исследу-
ется их связь с дисперсионными соотношениями.
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Стандартное выражение параметризации ДР:

H(x,ξ) =

1∫
−1

dα

1−|α|∫
−1+|α|

dβ(F (β,α) + ξδ(β)D(α))δ(x− β − αξ). (9)

где ДР четно по z: F (β,α,t) = F (β, − α,t). Здесь и далее примем, что ξ
положительна. Чтобы гарантировать условие полиномиальности, описанное
выше, был введен D–член в правой части (9)[34]. Он входит в ОПР в виде
нечетной функции D(α) = −D(−α). Из определения следует, что D–член
можно вычислить как предел

D(α) = lim
ξ→∞

H(αξ,ξ,t) для |x| ≤ 1 . (10)

Заметим, что полные ОПР на интервале −1 ≤ x ≤ 1 представляют собой
сумму кваркового и антикваркового вкладов, определенных соответственно
на интервалах −ξ ≤ x ≤ 1 и −1 ≤ x ≤ ξ, а соответствующие ДР на β ≥ 0 и
β ≤ 0. В дальнейшем по умолчанию будем считать, что D–член уже вычтен,
и ДР ограничено неотрицательными β, таким образом

H(x,ξ,t)−D(x,ξ,t) ⇒ H(x,ξ,t) =

∫ 1

0

dβ

∫ 1−β

−1+β

dα δ(x− β − ξ )F (β,α,t), (11)

где ДР имеет компактную область определения 0 ≤ β ≤ 1 и |α| ≤ 1−β. Так,
что для ОПР |ξ| ≤ 1 и −ξ ≤ x ≤ 1, применяя представление [35]:

H(x,ξ,t) = θ(x+ ξ)ω(x,ξ,t) + θ(x− ξ)ω(x,− ξ,t) , (12)

выражено через функции

ω(x,ξ,t) =
1

ξ

∫ x+ξ
1+ξ

0

dβ F (β,(x− β)/ξ,t) . (13)

Обратим внимание, что полные ОПР, в свою очередь:

Hi(x,ξ,t) = H(x,ξ,t)±H(−x,ξ,t) , (14)

соответственно, для поляризованных и неполяризованных ОПР.
В кросс-канале ОАР аналогичное (12) представление имеет вид [36]:

Φ(z,ζ,t) = θ(ζ − z)ϖ(z,ζ,t)− θ(z − ζ)ϖ(−z,− ζ,t) , (15)

где

ω(x,ξ,t) = ϖ(
x

ξ
,
1

ξ
,t) . (16)
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Преобразование Радона (11) также гарантирует, что ОПР можно одно-
значно расширить на всю плоскость (x,ξ) (вследствие того, что это Фурье
образ аналитической функции[10; 35] как будет показано далее.

Первая часть первой главы посвящена рассмотрению различных спо-
собов обратного преобразования Радона обобщенных партонных распреде-
лений. В литературе хорошо известны 2 способа обратного преобразования
Радона: через преобразование Фурье и т.н. обратное проецирование с филь-
трацией. В последнем случае термин возникший в обработке сигналов означает
следующее. Производная по доле импульса вместе интегралом Гильберта
служат фильтром, а последующее интегрирование по ξ - обратным проециро-
ванием. Как будет показано далее в комплексной плоскости для ОПР фильтр
не требуется, и достаточно одного интеграла.

Покажем, как теорема о связи преобразований Фурье и Радона в совокуп-
ности с аналитическими свойствами ОПР позволяет вывести новый способ
вычисления ДР.

Совершим обратное преобразование Фурье по x, где ограничимся |ξ| < 1,

F−1[H](κ,ξ,t) =

∫ 1

−1

dx e−iκxH(x,ξ,t) . (17)

Подставив определение параметризации ДР (11) получаем двойное обратное
преобразование Фурье от ДР

F−1[H](κ,ξ,t) = F−1
2 [f ](κ,ξκ,t) ≡

∫ 1

0

dβ

∫ 1−β

−1+β

dα e−iκβ−iκξ αf(β,α,t) , (18)

оно является аналитической функцией по κ и ξ. Следовательно можно убрать
ограничение |ξ| < 1 аналитическим продолжением (AC) по ξ. Проведя прямое
преобразование Фурье получим ОПР, расширенное на всю область опреде-
ления

H(x,ξ,t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dκ eiκxACF−1[H](κ,ξ,t) . (19)

Т.о. ДР можно получить двойным прямым преобразованием Фурье [A5],

f(β,α,t) =
1

4π2

∫ ∞

−∞
dκ

∫ ∞

−∞
dλ eiκβ+iλα F−1[H](κ,λ/κ,t) , (20)

обратного преобразования Фурье от

F−1[H](κ,ξ,t) =

∫ ∞

−∞
dx e−iκxH(x,ξ,t) (21)

расширенного ОПР H или аналитического продолжения

F−1[H](κ,ξ,t) = ACF−1[H](κ,ξ,t)
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непосредственно ОПР.
Воспользуемся известным обращением ОПР из [27], основанных на стан-

дартной формуле, и сдвинем интегрирование по x:

f(β,α,t) =
−1

2π2

∫ ∞

−∞
dξ

∂

∂β
PV

∫ ∞

−∞

dx

x
H(x+ β + ξα,ξ,t) , (22)

Проведя преобразование координат для нефизической части ОПР, соответ-
ствующей ОАР: 

x→ x

η
,

η → 1

η
,

(23)

и учтя четность по ξ получим выражение ДР отдельно для вкладов s и t
каналов (соответственно из ОПР и ОАР) [A5]

f(β,α,t) =

∫ 1

0

dξ f(β,α,t|ξ) ,
f(β,α,t|ξ) = fGPD(β,α,t|ξ) + fGDA(β,α,t|ξ) , (24)

fGPD(β,α,t|ξ) =
−1

2π2
∂

∂β
PV

∫ 1

−ξ

dx
2(x− β)

(x− β)2 − ξ2α2
H(x,ξ,t) ,

fGDA(β,α,t|ξ) =
−1

2π2
∂

∂β
PV

∫ 1

−1

dx
2(x− ξβ)

(x− ξβ)2 − α2
H(x,ξ,t) .

В работе [37] Д. Мюллер показал, что для ОПР, обладающих LFWF (Light
Front Wave Function overlap representation - представление перекрытия вол-
новых функций на световом конусе) представлением, ДР можно получить
однократным интегрированием в комплексной плоскости "внешней" DGLAP
(x > ξ) ОПР Hout(x,ξ,t)

f(β,α,t) =
−1

2πi

∂

∂β

∫ i∞

−i∞
dr

1− β + α

(1 + α + rα)2
Hout

(
β + rα

1 + α + rα
,
r − (1 + r)β

1 + α + rα
,t

)
,

(25)
где |α| ≤ 1 − β и 0 ≤ β ≤ 1 − β.

В нашей статье [A5]данный результат был выведен в общем случае, для
ОПР не обязательно обладающим LFWF представлением.

Вторая часть первой главы посвящена расширению обобщенных пар-
тонных распределению фотона и применению к ним различных методов об-
ратного преобразования Радона.

Амплитуду глубоконеупругого Комптоновского рассеяния можно разло-
жить по тензорному базису [38]
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T µναβ(∆T = 0) =
1

4
gµνT g

αβ
T A1 +

1

8

(
gµαT gνβT + gναT gµβT − gµνT g

αβ
T

)
A2+

1

4

(
gµαT gνβT − gµβT gανT

)
A3

Следует отметить, что для фотона A2 = 0, а соответствующие амплитуды
определяются свертками:

A1(ξ) =

1∫
−1

dxC+(x,ξ)H1(x,ξ,0), A3(ξ) =

1∫
−1

dxC−(x,ξ)H3(x,ξ,0) (26)

где

Cq
±(x,ξ) = −2e2q

(
1

x− ξ + iϵ
± 1

x+ ξ − iϵ

)
(27)

Фотонные ОПР, полученные из DVCS в работе [30], определены в области
|ξ| < 1 и |x| < 1. Они могут быть расширены в нефизическую область |ξ| > 1,
путем выражения ОПР через ОАР Φ(z,ζ), полученные в [31], в физической
для них области −1 < z < 1,−1 < ζ < 1.

В принятой нормировке [21; 30; 31] соотношение между ОПР и ОАР, по-
лученное в работе [27] принимает вид:

H(x,ξ) =
1

2
sgn(ξ)Φ(

x

ξ
,
1

ξ
) (28)

Опустим здесь и далее множитель NCe
2
q

4π2 ln Q2

m2 (т.к. исследуется зависимость
только от x,ξ). Применяя (28) к ОПР фотона и получив[A1] таким образом
ОПР во всей расширенной области определения мы можем применить обрат-
ное проецирования с фильтрацией в стандартной форме.

Применив формулу (22) к неполяризованному ОПР получим:

F1D(β,α) = [2(1− |β| − |α|)− 1 + δ(α)]sgn(β). (29)

Для поляризованного H3(x,ξ) получим

F3D(β,α) = δ(α)− 1. (30)

Далее мы рассмотрели вклады по отдельности каждого из каналов в со-
ответствии с формулами (24). Проведя оба интегрирования мы вычислили
отдельные вклады в ДР от ОПР и от ОАР.

В задачах аналитического восстановления ДР будет удобно обратиться к
представлению (12),(15). Неполяризованные фотонные ОПР [30] и ОАР [31],
таким образом, приведут, соответственно, к:

ω1(x,ξ) =
x+ ξ

2ξ
− x

ξ

x+ ξ

1 + ξ
⇔ ϖ1(x,ξ) =

1 + x

2
− x

1 + x

1 + ξ
. (31)
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Тогда как поляризованные:

ω3(x,ξ) =
x+ ξ

2ξ
− 1

ξ

x+ ξ

1 + ξ
⇔ ϖ3(x,ξ) = −1 + x

2
+

1 + x

1 + ξ
. (32)

Пользуясь (10) можно получить компоненту "фиктивного"D-члена

d3(x) =
x

2
− 1

2
sign(x), (33)

В силу симметричности поляризованного полного ОПР по x
H

(+)
3 (x,ξ) = H3(x,ξ) +H3(−x,ξ), D-член не вносит физического вклада.

Рассмотрим сначала простейший пример, в котором ОПР (12) построено
на функции:

ωconst(x,ξ) =
1

ξ

x+ ξ

1 + ξ
, (34)

являющейся вторым слагаемым поляризованного ОПР ω3(x,ξ) (32).
По построению, ОПР определено на интервале −ξ < x < 1, а D–член

отсутствует. Получим сначала обратное преобразование Фурье при ограни-
ченном |ξ| ≤ 1

F−1[H](κ,ξ) =
e−iκ − eiξκ

ξ(1 + ξ)κ2
− e−iκ − e−iξκ

ξ(1− ξ)κ2
(35)

аналитична по ξ, проведя аналитическое продолжение по переменной λ = ξκ
получаем

F−1
2 [F ](κ,λ) = F−1[H](κ,λ/κ) =

e−iκ − eiλ

λ(κ+ λ)
− e−iκ − e−iλ

(κ− λ)λ
. (36)

Далее двумерное прямое преобразование Фурье (20) даст искомое ДР (регу-
лярная часть поляризованного ОПР ω3(x,ξ) (32))

F (β,α) = 1 (37)

с областью определения |α| ≤ 1 − β и 0 ≤ β ≤ 1.
Далее рассмотрим первое слагаемое в ω3(x,ξ) (32):

ωδ(x,ξ) =
x+ ξ

2ξ
(38)

Вычтя компоненту D-члена (33) найдем, что соответствующий вклад в ОПР
представляет собой константу на x ∈ [0,1]:

δH3(x,η) = θ(x)θ(1− x) . (39)
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Проведя соответствующие преобразования Фурье получим

δF3(β,α) = δ(α) . (40)

Таким образом, в сумме получаем поляризованное ДР:

F3(β,α) = δ(α)− 1. (41)

Обращение через обратное преобразование Лапласа продемонстрируем на
примере сингулярного слагаемого, присутствующего в обоих ОПР (31),(32):

δω(x,ξ) =
x+ ξ

2ξ
(42)

Подставив его в (25) получим

δF3(β,α) =
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dr

1

(1 + α + rα)2
для 0 ≤ α ≤ 1− β (43)

что дает δ(α).
Аналогично получим регулярные части, соответственно, F1 и F3. Замкнув

контур интегрирования в левой полуплоскости и приняв, к примеру, α > 0
найдем:

F reg
1 (β,α) = 1− 2β − 2α,

F reg
3 (β,α) = −1. (44)

Во второй главе исследуется голографическое правило сумм в примене-
нии к ОПР, а также связь ОПР с тензором энергии-импульса, и вытекающие
из нее механические свойства адронов.

В первой части второй главы рассматривается голографическое пра-
вило сумм для фотона с константным вычитанием.

Вклад ОПР в жесткую эксклюзивную амплитуду (в частности в DVCS) в
лидирующем твисте определен (опуская множители −2e2q) как

A1,3(ξ,t) =

1∫
−1

dxH1,3(x,ξ,t)[
1

x+ ξ − iϵ
± 1

x− ξ + iϵ
] (45)

или для компактности (учитывая четность ОПР H1 и H3 по x и опуская не
важные для нас множители) примем:

A1,3(ξ,t) =

1∫
−1

dx
H1,3(x,ξ,t)

x+ ξ − iϵ
(46)
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ImA1,3(x,t) = πH1,3(x,x,t). (47)

Заметим, что мнимые части амплитуд A1 и A3 в области x > 0 отличаются
лишь знаком, т.к.

H1(x,x) = −H3(x,x) =
1− x

1 + x
(48)

Согласно голографическому правилу сумм для ОПР [39] в лидирующем
приближении вся информация о коллинеарной структуре адрона с точностью
до вычитательной константы содержится в одномерной области:

P

1∫
−1

H(x,ξ)−H(x,x)

x− ξ
dx = ∆ (49)

где P
∫

обозначает главное значение несобственного интеграла, и ∆ не зави-
сит от ξ, следовательно,

ReA(ξ) =
P

π

1∫
−1

ImA(x)

x− ξ
dx+∆ (50)

Проинтегрировав полученные ОПР мы получили [A1]:

1∫
−1

H1(x,ξ)−H1(x,x)

x− ξ
dx = 2 ln 2 при |ξ| < 1 (51)

1∫
−1

H3(x,ξ)−H3(x,x)

x− ξ
dx = 0 при |ξ| < 1 (52)

Полученный значения согласуются с (49) с правой частью (62).
Мы получили, что H1 и H3 удовлетворяют голографическому правилу

сумм также и в нефизической области |ξ| > 1, [A1] как и предсказывалось
в [40],

ξ∫
−ξ

H1(x,ξ)−H1(x,x)

x− ξ
dx = 2 ln 2 при |ξ| > 1, (53)

ξ∫
−ξ

H3(x,ξ)−H3(x,x)

x− ξ
dx = 0 при |ξ| > 1 (54)
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Как видно, вычитательные константы не зависят от ξ [41], для любых
конечных ξ.

Во второй части второй главы вычисляются партонные распределе-
ния фотона в подходе дуальной параметризации.

В дуальной параметризации партонные распределения представлены в ви-
де бесконечного ряда t-канальных обменов [42]. N(x,t) - т.н. функция квинт-
эссенции, может быть восстановлена из эксклюзивной амплитуды процесса:

N(x,t) =
2

π

x(1− x2)

(1 + x2)3/2

1∫
2x

1+x2

dξ

ξ3/2
1√

ξ − 2x
1+x2

{1
2
ImA(ξ,t)− ξ

d

dξ
ImA(ξ,t)}, (55)

Подставляя πH(ξ,ξ) получим квинтэссенцию для фотона

N1(x) = −N3(x) =
(x− 1)(x2 + 2x log(x)− 1)

(x+ 1)2
, (56)

изображенную на Рис. (3). Как видно, N1(x) = −N3(x) т.к. то же верно и
для мнимых частей соответствующих амплитуд, см. (48)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

N1

Рис. 3: Функция квинтэссенции N1(x) = −N3(x) фотона в дуальной парамет-
ризации.

Как было показано в работе [43] уравнение , связывающее мнимую часть
амплитуды и квинтэссенцию, есть в точности преобразование Абеля [44]. Т.е.
оно может быть интерпретировано как двумерная проекция некоторой акси-
ально симметричной функции

m(ω) =
M(ω)

ω
(57)
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ImA(ξ,t) =

1∫
ξ

dω

ω
M(ω,t)

√
ξ√

ω − ξ
(58)

Для фотона

m(ω) =

√
1− ω2 + ω tanh−1(

√
1− ω2)

ω(ω + 1)3/2
. (59)

В третьей части второй главы вычисляется D-член и гравитационный
формфактор фотона. Оценивается влияние конечного вычитания, обуслов-
ленного D-членом на сечение электророждения ρ0 мезона.

Моменты ОПР тесно связаны с механическими свойствами адрона [19].
Рассмотрим разложение матричного элемента тензора энергии-импульса по
гравитационным формфакторам:

⟨P ′|T̂µν(0)|P ⟩ = N̄(p′)

[
M2(t)

P̄µP̄ν

mN
+ J(t)

iP̄{µσν}ρ∆
ρ

mN

+ d(t)
1

5mN

(
∆µ∆ν − gµν∆

2
)
± c̄(t)gµν

]
N(p) . (60)

Формфактор d(t) связан с D-членом адрона D(α, t). А именно является пер-
вым коэффициентом в разложении D-члена по полиномам Гегенбауэра C3/2

n (α).
Найдем D-члены фотонных ОПР (H1 и H3) основываясь [40] на

D(α) = Φ(α,0), (61)

отсюда, подразумевая здесь и далее коэффициент NCe
2
q

4π2 ln Q2

m2 , получаем [A1]

D1(α) = (|α| − 1)(2|α|+ 1)sgn(α)

D3(α) = 0 (62)

Из разложения D1(α) по полиномам Гегенбауэра d1 = −5
6 [A1].

Отметим, что отрицательный знак (при положительных α) D-члена, как
и d1 соответствует критериям механической устойчивости облака виртуаль-
ных фермионных (кварк-антикварковых) пар. Аналогичный результат был
получен для ядер в вакууме [34], ядерной материи [45] и нетопологических
солитонов Q-balls [46]. В недавней работе [20] измерялось распределение дав-
ления в протоне на основе экспериментальных данных по глубоконеупругому
комптоновскому рассеянию и восстановленный гравитационный формфактор
d(t) также имел отрицательный знак, что соответствует механической устой-
чивости протона.

Оценим качественное влияние вычитательной константы на инклюзивные
сечения рождения векторных мезонов, в особенности с учетом их отклонения
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от предсказанных. Исследуем недавние данные на средних энергиях в с.ц.м.
W (CLAS [47], CORNELL, HERA [48; 49], E-665 [50] и HERMES [51]

Было показано [5], что вклад валентных кварков в коллинеарную ампли-
туду электророждения продольного ρ0 с сохранением спиральности опреде-
ляется [52]:

Aval
collinear =

1∫
−1

dx
1√
2
(euH

u(x,ξ)− edH
d(x,ξ))

{
1

x+ ξ − iϵ
+

1

x− ξ + iϵ

}
(63)

Применим стандартный анзатц ДР:

fi(β,α) = hi(β)
Γ(2ni + 2)

22ni+1Γ2(ni + 1)

[(1− |β|)2 − α2]

(1− |β|)2ni+1
, (64)

где в качестве hi(β) возьмем параметризацию Голоскокова-Кролла (GK) [53]:

hi(β) = β−δi(1− β)2ni+1
3∑

j=0

cijβ
j/2 (65)

Обе широко применяемые параметризации GK и VGG (M. Vanderhaeghen,
P. A. Guichon, M. Guidal [54]) в приложении к ρ0, ρ+ и ω обеспечивают хо-
рошее согласие с экспериментальными данными на высоких энергиях, но
демонстрируют снижение сечений при уменьшении W ≲ 10 GeV тогда как
экспериментальные данные напротив показывают значительный рост. Было
предложено [55] добавлять обобщенный вклад на основе D–члена в ОПР в
форме параметризации VGG в целях устранить указанное расхождение.

В работе [A2] мы применяем параметризацию GK со вкладом D–члена.
А именно, используем первый коэффициент его разложения по полиномам
Гегенбауэра:

Dq(α) = (1− z2)
∞∑
i=0

diC
3/2
2i+1 (66)

полученным из киральной кварк-солитонной модели [56]:

dCQM
1 = du1 = dd1 = −4.0

Nf
(67)

Для простоты пренебрежем влиянием поперечных импульсов:

Acollinear(W ) = Aval
collinear(W ) + Asea

collinear(W ) + Ag
collinear(W ), (68)

где валентный вклад имеет добавку связанную с D–членом:

Aval
collinear(W ) → Aval

collinear(W ) + ∆(W ), (69)
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где

∆(W ) =

ξ∫
−ξ

dx
1√
2
(eu − ed)D(

x

ξ
)

{
1

x+ ξ
+

1

x− ξ

}
, (70)

Вышеупомянутое голографическое правило сумм подразумевает незави-
симость вычитательного вклада от W . В то же время было показано[41], что
вычитание также слабо зависит от виртуальности фотона Q2.

σ(W ) ≈ σ0(W )

∣∣∣∣ACollinear(W ) + a ·∆
ACollinear(W )

∣∣∣∣2 , (71)

Т.к. зависимость вычитания от поперечных степеней свободы неизвестна,
мы добавили фактор a, характеризующий возможную зависимость от попе-
речной динамики и t. Известно, что учет поперечных степеней свободы может
повышать сечение на порядок. Поэтому разумно ожидать коэффициент око-
ло

√
10 ≈ 3.

Численные данные для вычислений следующие: ⟨Q2⟩ = 4GeV , Nf = 5 и
t = 0. Экспериментальные точки и исходная зависимость σ0(W ) взяты из [57].

Фитирование данных ρ0 мезона дает a ≈ 4.8. Возможная интерпретация
нашего результата следующая. При высоких энергиях вкладом валентных
кварков можно пренебречь, однако при энергиях меньше 10 GeV их вклад и,
в особенности, вклад D–члена становится определяющим для сечения.

В третьей главе модифицированная аналитическая теория возмущений
(АТВ) применяется к описанию правила сумм Бьёркена в инфракрасной об-
ласти.

В первой части третьей главы приводится обзор современного состо-
яния аналитической теории возмущений. В частности описывается подход
представления разложения эффективного заряда по обратным логарифмам
1/L (L = ln(Q

2

Λ2 )) в виде ряда по операторам от однопетлевого эффективного
заряда. Также предлагается подход массивной теории возмущений, в которой
вводится эффективная масса глюона в качестве инфракрасного регулятора.

Во второй части третьей главы аналитическая теория возмущений при-
меняется к анализу экспериментальных данных по правилу сумм Бьеркена.

Правило сумм Бьёркена (ПСБ) [58; 59] определяется как интеграл от
разности первых моментов спиновых структурных функций g1 протона и ней-
трона по переменной Бьёркена при фиксированном Q2:

Γp−n
1 (Q2) =

1∫
0

[
gp1(x,Q

2)− gn1 (x,Q
2)
]
dx. (72)

В форме операторного разложения ПСБ записывается ([60; 61]) как:

Γp−n
1 (Q2) =

|gA/V |
6

[
1−∆Bj(Q

2)

]
+

∞∑
i=2

µ2i
Q2i−2

, (73)
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где |gA/V | = 1.2762± 0.0005 [62] нуклонный аксиальный заряд. Член ∆Bj(Q
2)

представляет собой пертурбативные поправки. Последний член (73) - непер-
турбативные вклады высших твистов (HT). Здесь и далее во всех вычисле-
ниях мы принимаем число активных ароматов кварков nf = 3.

Для ограничения роста констант связи при Q2 → 0 применим двух-
петлевую модель "массивной"АТВ [63] - приближенное решение уравнения
ренормгруппы:

A1(Q
2) ≡ αMPT (Q2) =

α0

1 + α0β0L∗ + α0β1ln [1 + α0β0L∗] /β0
,

где L∗ = ln

(
Q2 +M 2

gl

Λ2
QCD

)
,

(74)

а M 2
gl - эффективная масса глюона. Для вычисления констант связи следую-

щих порядков ограничимся однопетлевыми рекуррентными соотношениями:

Ak+1(Q
2) = −

Q2 +M 2
gl

k

d

dQ2
Ak(Q

2) (75)

Примем естественное предельное условие

Γp−n
1 (Q2 = 0) = 0, (76)

следующее из конечности сечений в пределе реальных фотонов.
Аналогично [64; 65], где правила сумм Герасимова-Дрелла-Хирна 2 [66],[67]

и Буркхарда-Коттингема [68] применялись для гладкого продолжения (фик-
сируя значение и первую производную) Γp−n

1 (Q2) в непертурбативную область
малых Q2 получим предельное значение для его производной в инфракрас-
ном пределе Q2 = 0:

d

dQ2
Γp−n
1 (Q2 = 0) =

−(µp − 1)2 + µ2n
8M 2

, (78)

где µp = 2.79 и µn = −1.91 магнитные моменты (в ядерных магнетонах
µN = eℏ

2M ) протона и нейтрона [62] соответственно , M = 0.938 GeV - масса
нуклона.

Применим ресуммирование бесконечного ряда высших твистов в виде
2Правило сумм Герасимова-Дрелла-Хирна [66],[67] связывает аномальный магнитный момент нуклона

и разность сечений фотопоглощения параллельного σP и антипараллельного σA ему спина фотона:

2πe2µ2
A

M2
=

∞∫
0

dν

ν
(σP (ν)− σA(ν)), (77)
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свертки с некоторой спектральной функцией, предложенное в [69] 3:

∞∑
n=1

µp−n
2n+2

(
M 2

HT

Q2

)n

=

∫ ∞

−∞

f(x)M 2
HT

Q2 − xM 2
HT

dx, (79)

В качестве спектральной функции рассмотрим распределение Брейта-Вигнера
[70]:

∆HT (Q
2) = µp−n

4

M 2
HT (M

2
HT +Q2)

(M 2
HT +Q2)2 +M 2

HT σ
2
. (80)

Профитировав данные для 0 ≤ Q2 ≤ 5 GeV в подходе MPT с точностью до
четвертого порядка теории возмущений с шириной σ = σρ0 мезона получим
[A4] в четырехпетлевом варианте фит: для эффективной массы глюона M 2

gl =

0.509+0.043−0.044 GeV 2, массы высших твистов m2
HT = 0.245+0.309−0.202

GeV 2 и коэффициента µp−n
4 = −0.059 + 0.003 − 0.024.

Случай δ-функции Дирака в качестве спектральной функции мы рассмот-
рели в работе [A3], получив в четвертом порядке ТВ для эффективной массы
глюона M 2

gl = 0.546 GeV 2, массы высших твистов m2
HT = 0.143 GeV 2 и ко-

эффициента µp−n
4 = −0.055.

Как можно видеть найденные массы и коэффициенты высших твистов
имеют близкие значения. Результаты фитирования демонстрируют слабую
зависимость от ширины спектральной функции высшего твиста, что с одной
стороны не исключает возможность обмена ρ0 мезоном, в то же время говорит
о том, что более простая модель нулевой ширины дает удовлетворительное
описание процесса.

Также отметим, что полученные выше значения µ4 согласуются с полу-
ченным ранее, в частности, µ4 = −0.050±0.002 в [71] в АТВ для более узкого
интервала Q2. На основе данных эксперимента EG1-DVCS детектора CLAS
лаборатории Т. Джефферсона в рамках ТВ были получены [72] значения µ4 =
−0.021± 0.016. Путем анализа уравнений эволюции партонных плотностей в
подходе обрезанных моментов на основе уже упомянутых данных EG1-DVCS,
а также COMPASS было получено [73] значение µ4 = −0.047 ± 0.02.

Стоит, однако, заметить, что полученные в диссертации коэффициенты µ4
строго говоря не являются коэффициентами при слагаемом ∼ 1

Q2 , а являются
коэффициентами при спектральной функции, формально включающей в себя
все коэффициенты µ2n+2, при этом, конечно, µ4 дает наибольший вклад.

С появлением новых прецизионных данных лаборатории им. Т. Джеф-
ферсона [74] экспериментов EG4 на поляризованных протонах и дейтронах,
а также E97110 на поляризованном 3He, появилась возможность для более

3Ключевая идея состоит в представлении каждого коэффициента µp−n
2n+2 в виде n-го момента некоторой

спектральной функции µp−n
2n+2 =

∫∞
−∞ f(x)xn−1dx таким образом, что получившаяся сумма геометрической

прогрессии позволит представить результат в виде простой свертки (79).
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точного анализа АТВ и ее модификаций, в особенности, в области малых
Q2. Мы сосредоточимся на исследовании поведения кривой на диапазоне
0.021 GeV 2 < Q2 < 0.6 GeV 2.

Применим [A6] 1/L разложение по операторам АТВ из [75]:

∆
(k)
MA,Bj(Q

2) =
4

β0

(
Ã

(k)
MA +

k∑
m=2

d̃m−1Ã
(k)
MA,ν=m

)
, (81)

где коэффициенты d̃k получены из dk (dk соответствуют стандартному ряду
ТВ). В свою очередь d1, d2 и d3 вычислены прямо [76; 77], значение d4 точно
неизвестно, однако имеются оценки [78]

Для нулевой ширины спектральной функции результаты приведены в
Таб.(2) и для ширины ρ0 мезона в Таб.(3). Следует заметить, что малая

Порядок M 2, GeV 2 µ̂MA,4, GeV χ2/(d.o.f.)
LO 1.631 ± 0.301 -0.166 ± 0.001 0.789

N LO 1.545 ± 0.287 -0.155 ± 0.001 0.757
N 2LO 1.417 ± 0.241 -0.156 ± 0.002 0.728
N 3LO 1.429 ± 0.248 -0.157 ± 0.002 0.747
N 4LO 1.462 ± 0.259 -0.157 ± 0.001 0.754

Таблица 2: Результаты фитирования разложения по операторам для σ = 0
при 0.021 GeV 2 < Q2 < 0.6 GeV 2

Порядок M 2, GeV 2 µ̂MA,4, GeV χ2/(d.o.f.)
LO 1.592 ± 0.300 -0.168 ± 0.002 0.788

N LO 1.505 ± 0.286 -0.157 ± 0.002 0.755
N 2LO 1.378 ± 0.242 -0.159 ± 0.002 0.728
N 3LO 1.389 ± 0.247 -0.159 ± 0.002 0.747
N 4LO 1.422 ± 0.259 -0.159 ± 0.002 0.754

Таблица 3: Результаты фитирования разложения по операторам для σ = Γρ

при 0.021 GeV 2 < Q2 < 0.6 GeV 2

дисперсия результатов объясняется учетом только статистических погрешно-
стей. Как можно видеть, варианты σ = 0 и σ = Γρ дают близкие результаты.
Качество фитов очень высокое, что выражается в малых значениях χ2, при
этом фитирование для различных порядков ТВ дает сходные результаты.
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В заключении приведены основные результаты исследований, которые
состоят в следующем:

1. В разделе (1.1) построен новый подход к анализу эксклюзивных ампли-
туд жестких процессов в рамках коллинеарной факторизации, применя-
ющий аналитические свойства амплитуд с математическим аппаратом
интегральной геометрии. Получены различные формы обратного преоб-
разования Радона для обобщенных партонных распределений, пригодные
как для аналитических так и численных расчетов.

2. Разработанный математический аппарат применен аналитически к фо-
тонным ОПР в разделе (1.2). ОПР были расширены во всю область
определения. Были вычислены двойные распределения фотона, в част-
ности с разделением вкладов из ОПР и ОАР. В разделе (2.2) вычислены
функции квинтэссенции фотона в подходе дуальной параметризации.

3. Для ОПР в разделе (2.1) получено голографическое правило сумм с
конечным вычитанием, связанным с гравитационным формфактором
адрона. Полученные результаты находятся в согласии с критерием ме-
ханической устойчивости облака кварк-антикварковых пар. Констант-
ное вычитание успешно применено к описанию сечения электророждения
векторных мезонов на примере ρ0 мезона в разделе (2.3.1).

4. В главе (3) построены новые модели спектральных функций высших
твистов для правила сумм Бьёркена на основе распределения Брейта-
Вигнера. Получено хорошее согласие с экспериментальными данными
при малых значениях Q2. Правила сумм Герасимова-Дрелла-Хирна и
Буркхарта-Коттингема применены для продолжения в инфракрасную
область. Проведено сравнение различных модификаций аналитической
теории возмущений.
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