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Общая характеристика работы

Актуальность темы.
Изучение свойств ядерных систем и реакций с ними остается акту­

альной и в большой степени нерешенной проблемой. Огромный массив
уже полученных экспериментальных, а также планируемых к измерению
данных, равно как и не меньшее количество подходов к описанию таких
систем, подтверждают современность и необходимость дальнейшей разра­
ботки их теоретического описания.

Подходы, основанные на фундаментальных принципах Стандартной
модели, в частности, квантовой хромодинамике (КХД), при всех успехах
ее применения к мезонным, барионным, а также малонуклонным систе­
мам (см., например обзор [1]), не дают какого-либо приемлемого описания
ядерного взаимодействия. Основой описания ядерных систем остаются
многочисленные потенциальные нуклон-нуклонные и эффективные мезон­
нуклонные модели.

Новые ядерные эксперименты планируются на установке NICA в ОИ­
ЯИ (Дубна, Россия):

• BM@N [2—4] по изучению барионной материи;
• MPD [5—7] с предполагаемой большой множественностью и высо­

кими энергиями столкновений тяжелых ядер;
• SPD [8; 9] с поляризованными пучками легких ядер.
Также создаются установки по электрон-ионному рассеянию EIC

(США) [10] и EicC (Китай) [11].
Отдельной интересной задачей выделяется изучение малонуклонных

систем в упругих реакциях рассеяния электронов с большой энергией или
передачей импульса. Примерами таких экспериментов являются, напри­
мер, измерения JLab Hall A Collaboration упругого электрон-дейтронного
рассеяния при квадрате импульса передачи 𝑄2 = −𝑞2=0.7-6.0 (ГэВ/c)2 [12];
предложения по измерению электрорасщепления дейтрона в JLab Hall C
E12-10-003 [13]; глубоконеупругое рассеяние электронов на трехчастичных
ядрах (Jefferson Lab MARATHON Coll.) E12-10-103 [14] и другие. Особен­
ностью этих экспериментов является то, что измерения проводятся при
больших квадратах импульса передачи, а значит параметр преобразования
Лоренца значительно отличен от нуля, например, для упругого 𝑒𝑑 рассея­
ния при 𝑄2=6.0 (ГэВ/c)2 параметр 𝜂𝐿𝑂𝑅 = 𝑄2/4𝑀2

𝑑 ∼ 0.43,
√
1 + 𝜂𝐿𝑂𝑅 ∼

1.20; для эксперимента E12-10-003: 𝜂𝐿𝑂𝑅 = 𝑄2/4𝑠𝑛𝑝 ∼ 0.30,
√
1 + 𝜂𝐿𝑂𝑅 ∼

1.14, а для E12-10-103 при 𝑄2=30 (ГэВ/c)2: 𝜂𝐿𝑂𝑅 = 𝑄2/4𝑀2
3𝑁 ∼ 0.95,√

1 + 𝜂𝐿𝑂𝑅 ∼ 1.40 и т.д. Таким образом становится очевидным, что для
описания таких реакций необходимо применять релятивистские методы
описания с Лоренц-ковариантными уравнениями, а также корректно учи­
тывать преобразования Лоренца как аргументов, так и формы волновых
функций ядерных систем.
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Другой активно обсуждаемой в последнее время проблемой, пред­
ставляющей несомненно огромный интерес, является извлечение из экс­
периментов с легкими ядрами информации о структуре и физических
характеристиках связанных внутри ядер нуклонов. Такого рода задачи тре­
буют последовательного и максимально точного исследования побочных
искажающих эффектов, не связанных с нуклонной структурой, учитыва­
ющих релятивистскую кинематику реакции и динамику взаимодействия.
Именно поэтому построение самосогласованного ковариантного подхода и
подробный анализ релятивистских эффектов в электромагнитных (ЭМ)
реакциях с легкими ядрами представляет собой актуальную и интересную
задачу.

Уравнение Бете-Солпитера (БС), возникшее в результате примене­
ния квантово-полевых методов к двухчастичной задаче [15], а также
разработанная техника вычисления наблюдаемых [16], составляют основу
ковариантного самосогласованного подхода. Однако, исследование мало­
частичных ядерных систем (включая простейшую ядерную систему –
дейтрон) тормозилось многочисленными трудностями, в том числе тех­
ническими.

Чтобы решить уравнение БС, необходимо знать входящее в него ядро,
которое представляет собой сумму всех неприводимых диаграмм Фейнма­
на, описывающих процесс взаимодействия. Однако найти его не проще,
чем решить уравнение квантового поля в случае сильного взаимодействия.
Решение может быть получено в рамках приближения основанного на раз­
ложении в ряд теории возмущений по константе связи. Поскольку мы
имеем дело с сильными взаимодействиями, полученный ряд не может быть
оборван в любом порядке, то необходимо провести суммирование всех чле­
нов ряда. Это можно сделать только в лестничном приближении. В то же
время в работе [17]. показана большая роль перекрестных диаграмм, учет
которых возможен только в частных случаях обмена некоторыми мезона­
ми в первом порядке теории возмущений.

Существует класс подходов называемых квазипотенциальными
[18—23], в которых нулевая компонента относительного 4-импульса фик­
сируется каким-либо образом, что позволяет избежать интегрирования
по ней. В основе таких подходов лежит квазипотенциальная редукция
уравнения БС, где зависимость ядра взаимодействия от нулевой компо­
ненты фиксируется на основе различных физических предположений,
а пропагаторы нуклонов выводятся на массовую поверхность. Другой
способ фиксации нулевой компоненты предложен в [24]. Здесь развива­
ется так называемое приближение равного времени, в котором нулевая
компонента импульса избавляется от 𝑝0 = 0 путем приравнивания друг
к другу времен нуклонов.
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Развиваемый в последние годы подход ковариантной спектаторной
теории предполагает, что один из нуклонов находится на массовой поверх­
ности, а другой остается виртуальным (полумассовое приближение [25]). В
таком подходе рассмотрены расчеты двухнуклонных наблюдаемых в рас­
сеянии, а также для связанного состояния (дейтрона) [26—31].

Существует также отдельная группа подходов называемая реляти­
вистской квантовой механикой [32—36]. Они основаны на гамильтоновом
формализме, который учитывает требования специальной теории отно­
сительности. Динамика системы описывается набором операторов, для
которых строится алгебра. Фоковские векторы состояния системы рассмат­
риваются на некоторой поверхности в 4-мерном пространстве-времени.
Последняя позволяет зафиксировать нулевую компоненту относительного
импульса и упростить вычисления, как и в случае квазипотенциальных
подходов. Взаимодействие между нуклонами моделируется, как прави­
ло, реалистичным нерелятивистским потенциалом. Одной из наиболее
развитых моделей такого рода является динамика на световом фронте
[37—40]. Стоит также отметить подход [36], который отличается от вы­
шеупомянутых и основан на решении уравнения Гросса [17]. Для учета
взаимодействия в конечном состоянии между нуклонами используется
функциональное аппроксимация фаз рассеяния протонов на нейтронах
[41], вследствие чего, рассматриваемые взаимодействующие нуклоны дей­
ствительно находятся на массовой поверхности. Еще один подход осно­
ван на так называемом представлении одетых частиц (clothed-particle
representation), развиваемом в [42—44].

Представление Наканиши для ядра уравнения БС [45] представляет
собой очень перспективную ветвь методов решения, которая активно раз­
вивается. В этом случае находятся решения двух и трехчастных уравнений
БС [46—48]. Также развиваются методы прямого решения уравнений БС
для двух и трех частиц [49—54]. В обоих случаях рассмотрение проводится
не только в псевдо-евклидовом пространстве, но также и в пространстве
Минковского.

В данной диссертационной работе исследуются системы, состоящие
из двух (дейтрон, 2H, 𝑑 и системы 𝑛𝑝-рассеяния) и трех нуклонов гелия-3
(гелион, 3He), трития (тритон, 3H).

Для релятивистского описания трехнуклонных систем, в частности
ядер тритона и гелиона, в мировой научной литературе используется ряд
теоретических подходов. К ним относятся следующие: “стандартный под­
ход” [55; 56], использующий феноменологические реалистичные модели
для ядерного взаимодействия и токов; подход киральной эффективной
теории поля [57; 58], в рамках которого ядерное взаимодействие и токи
строятся с использованием квантовой теории поля; подход использующий
уравнение Гросса [59—64] и подход [65] использующий релятивистскую
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гамильтонову динамику на световом фронте для построения операторов
тока.

В данной работе для описания систем трех нуклонов применяется
релятивистское обобщение уравнения Фаддеева в формализме БС. Это
уравнение является прямым обобщением обычного (квантовомеханическо­
го) уравнения Фаддеева. При этом в качестве двухчастичной 𝑡-матрицы
входящей в релятивистское уравнение используется решение двухчастич­
ного квантово-полевого уравнения БС, что позволяет говорить уже об
уравнении Бете-Солпитера-Фаддеева (БСФ).

К особенностям этого уравнения относится то, что оно изначально
является релятивистски ковариантным, в отличие от некоторых других
подходов, использующих в качестве основного нерелятивистское уравне­
ние и учитывающих релятивистские эффекты как поправки к решению
этого уравнения. Вторая особенность фаддеевского подхода заключается
в том, что соответствующее уравнение является модельно-независимым,
справедливым для любого парного потенциала взаимодействия между ча­
стицами, а также легко обобщаемым на любые системы из трех частиц
и даже трехкластерные системы. К особенностям уравнения БСФ можно
также отнести то, что оно справедливо лишь для парного взаимодействия
частиц в трехчастичной системе. Это не позволяет напрямую использовать
его для изучения вклада трехчастичных сил в характеристики трехнуклон­
ных ядер, но закладывает для этого базис.

Необходимость, в том числе релятивистского исследования, трехча­
стичных, в частности, трехнуклонных систем обусловлена рядом причин,
среди которых можно выделить следующие:

• появление в трехчастичных системах эффектов несвойственных
системам с меньшим количеством частиц (например, эффект Ефи­
мова, эффект Томаса);

• результаты изучения этих систем могут быть использованы для
решения обратной задачи нахождения потенциала из наблюдаемых
так как знания характеристик одних лишь двухчастичных систем
для этого недостаточно;

• трехчастичные системы являются простейшими объектами на ко­
торых возможно изучение трехчастичных сил. При этом, чтобы
правильно оценить влияние трехчастичных сил в трехнуклонных
системах, необходимо полностью учесть вклад парных взаимодей­
ствий, в том числе и релятивистский вклад;

• связанные трехнуклонные состояния (3He(𝑝𝑝𝑛), 3H(𝑝𝑛𝑛)) являют­
ся промежуточным звеном в цепочке (𝑝, 𝑑, 3He, 4He), изучение
которой может дать ответ на вопрос об изменении структуры свя­
занного нуклона;

• постоянный рост энергии сталкивающихся в ускорителях частиц
требует описания трехнуклонных систем, в частности процессов
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столкновения электронов с трехчастичными ядрами и нуклонов с
дейтронами (𝑁 + 𝑑→ 𝑁 + 𝑑, 𝑁 + 𝑑→ 𝑁 + (𝑛𝑝)), в рамках реляти­
вистского подхода.

В данной работе развивается подход, основанный на использовании
уравнения БС с ядром взаимодействия, которое представляется в сепа­
рабельном виде. Это позволяет преобразовать рассматриваемую систему
интегральных уравнений в систему линейных уравнений, которая разреши­
ма аналитически. Таким образом, для описания дейтрона в таком подходе
необходимо знать параметры функций, составляющих используемое се­
парабельное ядро. Параметры находятся из анализа экспериментальных
данных по фазам, низкоэнергетическим характеристикам (длина рассея­
ния, эффективный радиус) упругого рассеяния протонов на нейтронах и
дейтрона (энергия связи, примесь 𝐷-волны и т.д.). Причем, так как в этом
случае нулевая компонента 4-импульса нуклонов в дейтроне не исключает­
ся из рассмотрения, удается сохранить ковариантность описания системы
связанных нуклонов, что важно для моделей, претендующих на последо­
вательное релятивистское описание.

В случае же трехнуклонных систем, сепарабельность ядра позволя­
ет отделить зависимость по одному из 4-импульсов Якоби, уменьшить
функциональную зависимость амплитуды и тем самым упростить систе­
му интегральных уравнений.

Целью работы является подробное исследование статических и дина­
мических свойств дейтрона в реакции упругого 𝑒𝑑-рассеяния, построение
интегрируемых ковариантных сепарабельных ядер нуклон-нуклонного вза­
имодействия в каналах с угловым моментом 𝐽 = 0,1, а также рассмотрение
релятивистских трехнуклонных систем и расчет формфакторов в реакци­
ях упругого 𝑒3H, 𝑒3He рассеяния.

В рамках исследования были поставлены и решены следующие
задачи:

• решено уравнение БС с сепарабельным ядром, полученные ам­
плитуды использовались для расчета формфакторов в реакции
упругого 𝑒𝑑-рассеяния;

• получены аналитические формулы для расчета магнитного и квад­
рупольного моментов дейтрона в терминах радиальных частей
амплитуды БС, проведен численный расчет вкладов в моменты с
учетом мезонного обменного ядра;

• построено интегрируемое релятивистское сепарабельное ядро нук­
лон-нуклонных взаимодействий с угловым моментом 𝐽 = 0,1;

• проведено обобщение уравнения БСФ на случай с ненулевыми ор­
битальными моментами частиц трехнуклонной связанной системы,
найдено решение и исследованы вклады 𝑆, 𝑃 и 𝐷 состояний в энер­
гию связи;
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• проведен расчет ЭМ формфакторов трехнуклонных ядер с реляти­
вистскими поправками, связанными с преобразованиями Лоренца
аргументов подынтегрального выражения.

Научная новизна.
Результаты, представленные в диссертации являются новыми и ори­

гинальными:
• в работе впервые получены аналитические формулы для расче­

та магнитного и квадрупольного моментов дейтрона в терминах
радиальных частей амплитуды БС, с учетом релятивистских эф­
фектов Лоренц-преобразования формы и аргументов амплитуды
БС. Также проведен численных расчет вкладов в моменты с уче­
том мезонного обменного ядра;

• впервые предлагаются новые сепарабельные ядра для описания
парциальных состояний 𝑛𝑝-системы с полным моментом 𝐽 = 0,1,
которые не приводят в вычислениях к неинтегрируемым сингуляр­
ностям, даже при условии учета нулевой компоненты импульса
интегрирования, в отличие от своих предшественников (типа ре­
лятивистского ядра Graz II [66]). Построенные ядра позволяют
описывать экспериментальные данные одинаково хорошо как в
области низких, так и в области высоких энергий единым сепара­
бельным ядром;

• впервые в рамках релятивистского ковариантного формализма
Бете-Солпитера был построен релятивистский аналог квантово­
механического уравнения Фаддеева для описания системы трех
частиц с учетом ненулевого углового момента между ними;

• также в рамках релятивистского формализма были найдены чис­
ленные значения энергии связи трехнуклонного ядра и амплитуды
его 1𝑆0, 3𝑆1, 3𝐷1, 1𝑃1, 3𝑃0, 3𝑃1 парциальных состояний;

• найдены ЭМ формфакторы тритона и гелиона как функции квад­
рата переданного импульса вплоть до 50 Фм−2 в статическом
приближении. Впервые были проведены расчеты релятивистских
поправок к ЭМ формфакторам трехнуклонных систем в реакциях
упругого 𝑒3H, 𝑒3He рассеяния.

Теоретическая и практическая значимость.
• Полученные аналитические выражения для магнитного и квадру­

польного моментов, а также формфакторов дейтрона в терминах
амплитуд БС закладывают основу для дальнейшего изучения
влияния других моделей для дейтрона, а также учета вклада двух­
частичного тока.

• Найденные ядра для интегрируемых нуклон-нуклонных ядер мо­
гут использоваться для изучения вкладов взаимодействия в ко­
нечном состоянии в реакциях расщепления дейтрона при высоких
энергиях, продолжая уже начатые работы, например [67; 68].

8



• Изученные релятивистские поправки к формфакторам упругого
рассеяния трехнуклонных систем дают основу для расширения
формализма и учета многочастичных (двух и трехнуклонных) то­
ков.

• Методы решения однородного трехчастичного уравнения могут
быть распространены на неоднородные уравнения 𝑁𝑑 рассеяния
или расщепления.

Основные положения, выносимые на защиту:

• впервые рассчитаны ЭМ формфакторы дейтрона с релятивистским
сепарабельным ядром Graz-II при больших значениях квадрата им­
пульса передачи (до 6 (ГэВ/c)2) с учетом дополнительных вкладов,
учитывающих полюса функций ядра;

• впервые получены аналитические выражения для магнитного и
квадрупольного моментов дейтрона в терминах амплитуд Бете­
Солпитера в релятивистском импульсном приближении, а также
проведен численный анализ релятивистских эффектов в лестнич­
ном приближении;

• предложен новый класс функций (модифицированные функции
Ямагучи) для релятивистского сепарабельного ядра нуклон-нук­
лонных взаимодействий, которые позволяют сделать выражения
интегрируемыми; разработан метод вычисления наблюдаемых в
различных реакциях с подобными функциями;

• впервые получены параметры для релятивистского сепарабельного
ядра нуклон-нуклонных взаимодействий в парциальных каналах с
полным угловым моментом 𝐽 = 0,1 с учетом экспериментальных
данных по упругому 𝑛𝑝-рассеянию (фазы рассеяния, неупругость,
длина рассеяния, энергия связи дейтрона) в широкой области энер­
гий;

• впервые решено релятивистское уравнение Фаддеева (Бете-Солпи­
тера-Фаддеева) с учетом 𝑃 и 𝐷 парциальных волн, суммарный
вклад которых в энергию связи составил 0.5–1 % в зависимости
от вероятности 3𝐷1 волны в дейтроне;

• впервые ЭМ формфакторы трехнуклонных систем рассчитаны с
учетом дополнительных релятивистских вкладов: а) учет преобра­
зований Лоренца аргументов пропагатора, б) учет простого полюса
в пропагаторе, в) учет преобразований Лоренца аргументов вол­
новой функции конечного ядра. Рассмотренные релятивистские
поправки частично восстанавливают релятивистскую ковариант­
ность ЭМ тока и существенно улучшают согласие расчетов с
экспериментальными;

• показано сильное влияние различных моделей ЭМ формфакторов
нуклонов на ЭМ формфакторы дейтрона и трехнуклонных систем,
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которое достигает фактора 1.5-2 при значениях квадрата передан­
ного импульса 𝑄2 = 50 Фм−2.

Апробация работы. Результаты, представленные в диссертации,
неоднократно докладывались и обсуждались на научных семинарах Ла­
боратории теоретической физики им. Н.Н.Боголюбова Объединенного
института ядерных исследований (г.Дубна), Лаборатории теоретиче­
ской и ядерной физики Дальневосточного федерального университета
(г.Владивосток), физических факультетов университетов г.Росток,
г.Гиссен, г.Бонн (ФРГ), г.Токио, г.Хиросима, г.Осака, г.Кобе, Токийского
Института Ядерной Физики (Япония), а также более чем на 30 конфе­
ренциях и рабочих совещаниях:

• Baldin ISHEPP, JINR, Dubna (XVI - 2002, XIX – 2008, XX – 2010,
XXI - 2012; XXII – 2014; XXIII – 2016; XXV – 2023)

• XVI PANIC02, Osaka, Japan, 2002
• RNP (Modra-Harmonia, Slovakia – 2006; Stara Lesna, Slovakia – 2012;

Stara Lesna, Slovakia – 2014; Stara Lesna, Slovakia – 2019)
• Hadron Structure (11th, Bratislava, Slovakia – 2011; 13th, Tatranske

Matliare, Slovakia – 2013)
• BLTP JINR-APCTP Joint Workshop (7th, Bolshie Koty, Russia –

2013; 8th, Jeju Island, Korea – 2014; 9th, Almaty, Kazakhstan – 2015;
10th, Wako, Japan – 2016; 11th, Petergof, Russia – 2017; 12th, Busan,
Korea – 2018; 14th, Pohang, Korea – 2023)

• Small Triangle Meeting on Theoretical Physics (15th, Stara Lesna,
Slovakia – 2013; 16th, Pticie, Slovakia – 2014; 17th, Sveta Nedelja,
Croatia – 2015; 18th, Pticie, Slovakia – 2016; 21st, Spisske Tomasovice,
Slovakia – 2019)

• XXIV Annual Seminar "Nonlinear phenomena in complex
systems Minsk, Belarus, 2017

• XXIV Seminar "Nonlinear phenomena in complex systems Minsk,
Belarus, 2017

• Hadron Structure and QCD, Gatchina, Russia – 2018
• The International Workshop on Nuclear and Particles Physics, Almaty,

Kazakhstan, 2022
• International Conference “Models in Quantum Field Theory”, Saint

Petersburg, Russia (VI – 2018, VII – 2022)
• LXVII International Conference on Nuclear Physics "Nucleus-2017 Almaty,

Kazakhstan, 2017
• MMCP, Stara Lesna, Slovakia – 2019.

Личный вклад. Автор принимал непосредственное участие в фор­
мировании цели и постановке задач данной работы. Все аналитические и
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численные вычисления были проведены автором лично. Интерпретация ре­
зультатов вычислений и подготовка публикаций осуществлялась автором
с соавторами.

Публикации.
Работа выполнена в Лаборатории теоретической физики им. Н.Н.Бо­

голюбова Объединенного института ядерных исследований (г.Дубна).
Основные результаты по теме диссертации изложены в 16 печатных

изданиях, 15 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК и
входящих в список журналов Web of Science, 1 — в докладах конференции:
Ядерная физика – 2, Письма в ЖЭТФ – 2, Письма в ЭЧАЯ – 1, Nucl.
Phys. B Proc. Suppl. – 2, Nonlin. Phenom. Complex Syst. – 1, Phys. Rev. C.
– 1, Phys. Lett. B – 1, Nucl. Phys. A. – 4, EPJ Web Conf. – 1, Proc. of the
XXVIIIth ISHEPP – 1.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 5
глав, заключения и 2 приложений. Полный объем диссертации 189 стра­
ниц текста с 71 рисунком и 27 таблицами. Список литературы содержит
202 наименование.

Содержание работы

Во введении обсуждается актуальность исследований, проводимых
в рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной ли­
тературы по изучаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи
работы, излагается научная новизна и практическая значимость представ­
ляемой работы.

В первой главе рассматриваются терминология и основные понятия
ковариантного двухчастичного формализма Бете-Солпитера (БС): опреде­
ляется уравнение БС для 𝑇 -матрицы и амплитуды, вводится парциальное
разложение в различных представлениях – представлении прямого произ­
ведения и матричном представлении, вычисляются спин-угловые функции
для различных каналов, а также обсуждаются решения уравнения БС для
сепарабельного ядра взаимодействия и в лестничном приближении.

Уравнение БС для 𝑇 -матрицы нуклон-нуклонного рассеяния имеет
следующий вид:

𝑇𝛼𝛽;𝛿𝛾(𝑝
′,𝑝;𝑃 ) = 𝑉𝛼𝛽;𝛿𝛾(𝑝

′,𝑝;𝑃 ) +

𝚤

∫︁
𝑑𝑘

(2𝜋)4
𝑉𝛼𝛽;𝜖𝜆(𝑝

′,𝑘;𝑃 )𝑆(1)
𝜖𝜂 (𝑃/2 + 𝑘)𝑆

(2)
𝜆𝜌 (𝑃/2− 𝑘)𝑇𝜂𝜌;𝛿𝛾(𝑘,𝑝;𝑃 ),

здесь 𝑃 – полный 4-импульс двухнуклонной системы, 𝑝′,𝑝,𝑞 – относитель­
ные 4-импульсы, а греческие индексы обозначают биспинорные индексы.
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Для связанного состояния удобно записать уравнение БС для вер­
шинной функции, которое имеет следующий вид

Γ𝛼𝛽(𝑃,𝑝
′) = 𝚤

∫︁
𝑑𝑘

(2𝜋)4
𝑉𝛼𝛽;𝜖𝜆(𝑝

′,𝑘;𝑃 )𝑆(1)
𝜖𝜂 (𝑃/2 + 𝑘)𝑆

(2)
𝜆𝜌 (𝑃/2− 𝑘) Γ𝜂𝜌(𝑃,𝑘).

При решении уравнения БС и проведении расчетов реакций с
участием двухнуклонных систем используется парциальное разложение
𝑇 -матрицы рассеяния и амплитуды БС, которое позволяет отделить
радиальные части от спин-угловых. Для этого используется свойство орто­
гональности спин-угловых функций в двухчастичном спинорном базисе.

В результате уравнение для радиальных частей 𝑇 -матрицы принима­
ет следующий вид:

𝑇𝛼𝛽(𝑝
′
0,|𝑝′|,𝑝0,|𝑝|; 𝑠) = 𝑉𝛼𝛽(𝑝

′
0,|𝑝′|,𝑝0,|𝑝|; 𝑠) +

𝚤

2𝜋2

∫︁
𝑑𝑞0 𝑞

2 𝑑|𝑞|∑︁
𝛾𝛿

𝑉𝛼𝛾(𝑝
′
0,|𝑝′|,𝑞0,|𝑞|; 𝑠)𝑆𝛾𝛿(𝑞0,|𝑞|; 𝑠)𝑇𝛿𝛽(𝑞′0,|𝑞|,𝑝0,|𝑝|; 𝑠),

здесь греческие индексы нумеруют двухнуклонные парциальные состоя­
ния характеризующиеся полным угловым моментом 𝐽 , полным спином 𝑆,
относительным угловым моментом 𝐿 и знаком энергии двух нуклонов 𝜌:
2𝑆+1𝐿𝜌

𝐽 .
Для решения системы интегральных уравнений в данной работе ис­

пользуется сепарабельная форма для парциального ядра взаимодействия:

𝑉𝛼𝛽(𝑝
′
0,|𝑝′|,𝑝0,|𝑝|; 𝑠) =

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜆𝑖𝑗 𝑔
(𝛼)
𝑖 (𝑝′0,|𝑝′|) 𝑔(𝛽)𝑗 (𝑝0,|𝑝|), 𝜆𝑖𝑗 = 𝜆𝑗𝑖,

где 𝑁 – ранг сепарабельности, 𝜆𝑖𝑗 – параметры ядра, а 𝑔(𝛼)𝑖 (𝑝0,|𝑝|) – функ­
ции ядра. В этом случае 𝑇 -матрица также представляется в сепарабельном
виде:

𝑇𝛼𝛽(𝑝
′
0,|𝑝′|,𝑝0,|𝑝|; 𝑠) =

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜏𝑖𝑗(𝑠) 𝑔
(𝛼)
𝑖 (𝑝′0,|𝑝′|) 𝑔(𝛽)𝑗 (𝑝0,|𝑝|),

где

(𝜏−1(𝑠))𝑖𝑗 = (𝜆−1)𝑖𝑗 −𝐻𝑖𝑗(𝑠),

и

𝐻𝑖𝑘(𝑠) =
𝚤

2𝜋2

∑︁
𝛼𝛽

∫︁
𝑑𝑞0 𝑞

2 𝑑|𝑞|𝑆𝛼𝛽(𝑞0,|𝑞|; 𝑠) 𝑔(𝛼)𝑖 (𝑞0,|𝑞|) 𝑔(𝛽)𝑘 (𝑝0,|𝑞|).
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Решение же для радиальной части амплитуды БС может быть запи­
сано в следующем виде:

𝜑𝛼(𝑝0,|𝑝|) =
∑︁
𝛽

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑆𝛼𝛽(𝑝0,|𝑝|; 𝑠)𝜆𝑖𝑗 𝑔(𝛽)𝑖 (𝑝0,|𝑝|) 𝑐𝑗(𝑠),

где коэффициенты 𝑐𝑗(𝑠) удовлетворяют однородной системе линейных
уравнений:

𝑐𝑖(𝑠) −
𝑁∑︁

𝑘,𝑗=1

𝐻𝑖𝑘(𝑠)𝜆𝑘𝑗 𝑐𝑗(𝑠) = 0.

Таким образом систему интегральных уравнений удалось свести к системе
линейных алгебраических уравнений. В практических расчетах ЭМ форм­
факторов дейтрона использовалось сепарабельное ядро взаимодействия III
ранга Graz II, в котором учитываются только волны с положительной энер­
гией (3𝑆+

1 , 3𝐷+
1 ).

Кроме того, в расчетах ЭМ моментов дейтрона использовалось реше­
ние уравнения для амплитуды БС в лестничном приближении с учетом
обменных мезонов (𝜋, 𝜔, 𝜌, 𝜎, 𝜂, 𝛿), см. [69; 70; A1; 71].

Вторая глава посвящена рассмотрению упругого электрон-дейтрон­
ного рассеяния в релятивистском импульсном приближении. Изложение
следует работам [A1—A5].

В первом разделе главы дан вывод формул для матричного элемен­
та ЭМ тока дейтрона в терминах амплитуды БС дейтрона, используя
процедуру Мандельстама. Также проведено парциальное разложение то­
ка дейтрона.

Во втором разделе главы приведены результаты расчетов структур­
ных функций 𝐴(𝑞2),𝐵(𝑞2), зарядового 𝐹C, магнитного 𝐹M, квадрупольного
𝐹Q формфакторов дейтрона, а также компонент тензора поляризации дей­
трона 𝑇20,𝑇21,𝑇22. Обсуждаются вклады так называемых “движущихся
сингулярностей”, которые возникают в результате пересечения мнимой оси
полюсами однонуклонного пропагатора и вершинной функции конечного
дейтрона.

Вклад вычетов полюсов пропагаторов для структурных функций
𝐴(𝑞2) и 𝐵(𝑞2) показан на рис. 1. Как видно, вклад “движущихся сингу­
лярностей” достаточно велик как для функции 𝐴(𝑞2), так и для функции
𝐵(𝑞2) (для функции 𝐵(𝑞2) этот вклад устраняет минимум, который
не соответствует экспериментальным данным). Этот результат можно
рассматривать как специфический релятивистский эффект, вызываемый
Лоренц-преобразованием аргументов амплитуды БС (вершинной функции
БС и пропагаторов).
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Рис. 1 — (a) Структурная функция 𝐴(𝑞2). Длинной пунктирной линией
показан расчет без учета вклада “движущихся сингулярностей”, сплошной
линией – полный расчет (с учетом), а короткой пунктирной линией – расчет
с нерелятивистским потенциалом Graz II. (b) Структурная функция 𝐵(𝑞2).

Обозначения как на рис. 1(a)

На рис. 2 показано влияние различных моделей электромагнитных
форм-факторов нуклонов в упругом электрон-дейтронном рассеянии при
больших импульсах передачи.

Рис. 2 — (a) Структурная функция дейтрона 𝐴(𝑞2) как функция квадра­
та переданного импульса. Показаны расчеты с использованием DFF (dipole
fit, черная сплошная линия), MDFF1 (modified dipole fit 1, пунктирная крас­
ная линия), UANM (unitary and analytic nucleon model, серая пунктирная
линия) и RHOM (relativistic harmonic oscilator model, синяя пунктирная
линия) форм-факторы нуклонов. (b) То же, что и на рис. 2(a), но для

структурной функции 𝐵(𝑞2)
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В третьем разделе главы приведены аналитические выражения для
магнитного и квадрупольного ЭМ моментов дейтрона как предела соответ­
ствующих комбинаций матричных элементов тока при 𝑄2 → 0 в терминах
радиальных частей амплитуды БС дейтрона. Также проведен численный
анализ их вкладов с использованием решения уравнения БС в лестнич­
ном приближении.

В результате аналитических расчетов были получены следующие ре­
лятивистские выражения для магнитного момента:

𝜇𝑑 = 𝜇𝑁𝑅 +∆𝜇,

∆𝜇 = 𝑅+ +∆𝜇− + 𝜇3−.

Здесь

𝜇𝑁𝑅 = (𝜇𝑝 + 𝜇𝑛)−
3

2
(𝜇𝑝 + 𝜇𝑛 − 1

2
)𝑝𝐷,

нерелятивистское выражение для магнитного момента дейтрона, 𝜇𝑝, 𝜇𝑛

– магнитные моменты протона и нейтрона, 𝑝𝐷 – псевдовероятность ре­
лятивистской 3𝐷+

1 -волны в дейтроне, 𝑅+ – релятивистские поправки к
вкладу волн с положительной энергией, обусловленные исключительно
релятивистской кинематикой (Лоренц-преобразованиями), ∆𝜇− – вклад пе­
реходов между волнами с отрицательной энергией и другими волнами, а
также переходы между 𝑃 -волнами, 𝜇3− – вклад переходов между волнами
с положительной энергией и 𝑃 -состояниями.

Проведенные численные расчеты магнитного момента дейтрона пока­
зали, что:

– полное релятивистское значение магнитного момента дейтрона со­
ставило 𝜇𝑑 = 0.856140 (𝑒/2𝑚𝑁 ), что на 0.15% меньше экспериментального
𝜇𝑒𝑥𝑝 = 0.857406± 10−6 (𝑒/2𝑚𝑁 );

– наибольшую поправку к нерелятивистскому значению в полный
момент дает вклад 𝜇3− = 6.099 · 10−3, который положителен и составляет
около 0.71% от полного значения;

– поправка 𝑅+ = −9.75 · 10−4 – отрицательна и составляет 0.11% от
𝜇𝐷;

– поправка ∆𝜇− = 2.99 · 10−4 – положительна и составляет всего
около 0.04% от 𝜇𝑑.

Из расчетов квадрупольного момента дейтрона следует, что основ­
ной вклад (𝑄++

𝑝 = 0.2690 Фм2) в момент дает член содержащий переходы
между волнами с положительной энергией, который при некоторых пред­
положениях может быть соотнесен с нерелятивистским выражением для
квадрупольного момента дейтрона. Остальные переходы суммарно дают
отрицательную поправку −0.0012 Фм2. Окончательное значение рассчи­
танного квадрупольного момента составляет 0.2678 Фм2, что на 6% меньше
экспериментального 𝑄𝑒𝑥𝑝

𝑑 = 0.2859 ± 0.003 Фм2.
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В третьей главе рассматриваются способы построения новых (мо­
дифицированных) ковариантных радиальных функций для непрерывного
спектра 𝑛𝑝-пары в области низких и высоких (около 𝑇𝑙𝑎𝑏 = 1 ГэВ) энергий.
Такие функции позволяют проводить расчеты без неинтегрируемых сингу­
лярностей для реакций с 𝑛𝑝-парами в начальном или конечном состояниях.
Изложение основывается на работах [A6—A11].

В первых двух разделах главы проведена классификация реляти­
вистских парциальных состояний 𝑛𝑝-пары. Также найдена связь решения
сепарабельного уравнения БС на массовой поверхности с наблюдаемыми
упругого 𝑛𝑝-рассеяния: низкоэнергетическими характеристиками (длина
рассеяния, эффективный радиус), фазами и параметром неупругости, а
также свойствами дейтрона (энергия связи, асимптотическое отношение
и т.д.).

Для описания параметра неупругости к стандартному виду сепа­
рабельного ядра взаимодействия с вещественными параметрами 𝜆 были
добавлены мнимые параметры 𝜆𝑖:

𝑉 = 𝑉 𝑟 → 𝑉 = 𝑉𝑟 + 𝚤𝑉𝑖.

В таком случае ядро 𝑁𝑁 взаимодействия ранга 𝑁 записывается в
виде (первый ранг для краткости):

𝑉𝑙(𝑝
′
0, |𝑝′|; 𝑝0, |𝑝|; 𝑠) =

[︁
𝜆𝑟(𝑠) + 𝚤𝜆𝑖(𝑠)

]︁
𝑔[𝑙

′](𝑝′0, |𝑝′|)𝑔[𝑙](𝑝0, |𝑝|).

Проведенный анализ формы функций 𝑔 показал, что при энергии
𝑇Lab ∼ 0.7 ГэВ (при характерном значении параметра 𝛽 = 0.2 ГэВ) в
интегралах с функциями типа Ямагучи

𝑔(𝑝0,𝑝) ∼ 1/(𝑝20 − 𝑝2 − 𝛽2 + 𝚤0)

возникают неинтегрируемые сингулярности. Для того чтобы от них изба­
виться, была предложена модификация функций в виде

𝑔(𝑝0,𝑝) ∼ 1/((𝑝20 − 𝑝2 − 𝛽2)2 + 𝛼4).

Используя модифицированные функции Ямагучи, а также связь с
наблюдаемыми упругого 𝑛𝑝-рассеяния, был проведен анализ парциальных
состояний с полным угловым моментом 𝐽 = 0,1 и получены параметры
ядра в каждом парциальном канале. Для этого использовалась процедура
минимизации функционала типа

𝜒2 ∼
∑︁
𝑣

(𝑣 − 𝑣exp)2/(∆𝑣exp)2,

где ведется сумма по всем интересующим наблюдаемым величинам 𝑣 (𝑣exp

– ее экспериментальное значение).
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В третьем разделе главы приведены детали расчетов наблюдаемых
величин, таблицы и графики с их значениями, а также таблицы с по­
лученными параметрами ядер для парциальных каналов 𝑛𝑝-рассеяния и
дейтрона:

𝐽 = 0 : 1𝑆++
0 , 3𝑃++

0 ,

𝐽 = 1 : 3𝑆++
1 −3 𝐷++

1 , 1𝑃++
1 , 3𝑃++

1 .

На рис. 3-5 приведены расчеты фаз рассеяния и параметра неупруго­
сти для описанных выше парциальных состояний с 𝐽 = 0,1 (MYN – расчет
с сепарабельным ядром ранга 𝑁 с вещественной 𝜆, MYIN – расчет с се­
парабельным ядром ранга 𝑁 с комплексной 𝜆, SP07 – параметризация из
парциального анализа SAID).
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Рис. 3 — (a) Фазы рассеяния и параметр неупругости парциального состо­
яния 1𝑃+

1 . (b) То же, что и на рис. 3(a), но для парциального состояния
3𝑃+
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Рис. 4 — (a) То же, что и на рис. 3(a), но для парциального состояния 3𝑃+
1 .

(b) То же, что и на рис. 3(a), но для парциального состояния 1𝑆+
0
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Рис. 5 — (a) Фазы рассеяния и параметр неупругости для парциального
состояния 3𝑆+

1 . (b) То же, что и на рис. 5(a), но для парциального состояния
3𝐷+

1 . (c) То же, что и на рис. 5(a), но для параметра смешивания 𝜀1

В четвертой главе проводится рассмотрение трехнуклонных систем
на основе релятивистского аналога уравнений Фаддеева. Изложение сле­
дует материалу работ [A12—A14].

В первых четырех разделах главы рассматривается релятивистское
обобщение уравнения Фаддеева, на основе решения для 𝑡-матрицы двух­
частичного уравнения БС. Если трехчастичную 𝑇 -матрицу представить в
виде разложения на три члена, каждый из которых действует в двухча­
стичном подпространстве

𝑇 = 𝑇 (1) + 𝑇 (2) + 𝑇 (3), (1)

то релятивистское уравнение Фаддеева в матричном виде записывается
в виде

[︃ 𝑇 (1)

𝑇 (2)

𝑇 (3)

]︃
=

[︃
𝑇1
𝑇2
𝑇3

]︃
− 𝑖

[︃
0 𝑇1𝐺1 𝑇1𝐺1

𝑇2𝐺2 0 𝑇2𝐺2

𝑇3𝐺3 𝑇3𝐺3 0

]︃[︃ 𝑇 (1)

𝑇 (2)

𝑇 (3)

]︃
, (2)
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где 𝐺𝑖 – функция Грина двух свободных частиц (𝑗 и 𝑛) (индексы 𝑖𝑗𝑛
представляют собой циклическую перестановку тройки (1,2,3)), а компо­
ненты 𝑇𝑖 представляют собой решения уравнения БС для двухчастичных
𝑡-матриц. В случае скалярных частиц 𝐺𝑖 имеет вид:

𝐺𝑖(𝑘𝑗 ,𝑘𝑛) = 𝑆(𝑘𝑗)𝑆(𝑘𝑛) = (𝑘2𝑗 −𝑚2
𝑁 + 𝑖𝜖)−1(𝑘2𝑛 −𝑚2

𝑁 + 𝑖𝜖)−1. (3)

Если ядро нуклон-нуклонного взаимодействия представляется в сепа­
рабельном виде, то после введения импульсов Якоби и выделения угловых
частей, амплитуда трехнуклонной системы может быть записана в следую­
щем виде (для простоты учитываются только нижайшие 𝑆-состояния –
(a)=1𝑆0,

3 𝑆1):

𝜓𝑎(𝑝0,𝑝,𝑞0,𝑞; 𝑠) = 𝑔𝑎(𝑝0,𝑝)𝜏
𝑎((

2

3
𝐾 − 𝑞0)

2 − 𝑞2)Φ𝑎(𝑞0,𝑞),

где функция Φ удовлетворяет следующей системе интегральных уравне­
ний БСФ:

Φ𝑎(𝑞0,𝑞) =
𝚤

4𝜋3

∑︁
𝑏

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑞′0

∫︁ ∞

0

𝑞′2𝑑𝑞′𝑍𝑎𝑏(𝑞0,𝑞; 𝑞
′
0,𝑞

′; 𝑠)×

×
𝜏 𝑏[( 23

√
𝑠− 𝑞′0)

2 − 𝑞′2]

( 13
√
𝑠− 𝑞′0)

2 − 𝑞′2 −𝑚2
𝑁 + 𝚤0

Φ𝑏(𝑞′0,𝑞
′),

𝑍𝑎𝑏(𝑞0,𝑞; 𝑞
′
0,𝑞

′; 𝑠) =

𝐶𝑎𝑏

∫︁ 1

−1

𝑑𝑥
𝑔𝑎𝑗𝑙(− 1

2𝑞0 − 𝑞′0,
√︁

1
4𝑞

2 + 𝑞′2 + 𝑞𝑞′𝑥)𝑔𝑏𝑘𝑙′(𝑞0 +
1
2𝑞

′
0,
√︁
𝑞2 + 1

4𝑞
′2 + 𝑞𝑞′𝑥)

( 13
√
𝑠+ 𝑞0 + 𝑞′0)

2 − (𝑞2 + 𝑞′2 + 2𝑞𝑞′𝑥)−𝑚2
𝑁 + 𝚤0

,

с 𝑥 = cos𝜗𝑞𝑞′ . Коэффициенты 𝐶𝑎𝑏 описывают спиновую и изоспиновую
структуру системы.

Полученное уравнение имеет множество сингулярностей в комплекс­
ной плоскости 𝑞0, которые, однако, можно обойти для задачи связанного
состояния

√
𝑠 < 3𝑚𝑁 . В этом случае проводится поворот Вика 𝑞0 → 𝚤𝑞4 и

система интегральных уравнений может быть решена численно.
В пятом разделе главы рассмотрены одно- (Ямагучи/Табакин) и

мультиранговые (Graz-II, Paris-1,2) сепарабельные ядра нуклон-нуклон­
ного взаимодействия со скалярными пропагаторами нуклонов. В шестом
разделе описываются методика и технические детали расчетов, а в седьмом
разделе главы приводятся результаты расчетов энергии связи тритона и
даны графики полученных амплитуд.

В пятой главе обсуждаются ЭМ формфакторы упругого рассеяния
электронов на гелии-3 и тритии. Изложение следует материалу работ [A15;
A16].
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В начале главы дан обзор экспериментальных данных для формфак­
торов, а также теоретических подходов для их описания.

В первом разделе главы описывается полная волновая функция трех­
нуклонной системы с учетом спин-изоспиновых переменных и принципа
Паули для трех фермионов (нуклонов).

Во втором разделе даны релятивистские выражения для ЭМ форм­
факторов гелия-3 и трития, рассмотрены преобразования Лоренца для
переходов между системами отсчета. Также введено статическое прибли­
жение, которое предполагает, что все члены преобразования Лоренца,
пропорциональные √

𝜂 (𝜂 = 𝑄2/4𝑀2
3𝑁 ) не учитываются. Затем рассмат­

риваются релятивистские поправки к формфакторам, а именно: учет
преобразований Лоренца аргументов пропагатора; учет простого полюса
в пропагаторе; учет преобразований Лоренца аргументов волновой функ­
ции конечного ядра.

На рис. 6-9 показаны результаты расчетов в статическом прибли­
жении и релятивистские поправки для зарядового и магнитного форм­
факторов гелия-3 и тритона с различными ядрами нуклон-нуклонного
взаимодействия.
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Рис. 6 — (a) Статическое приближение и релятивистские поправки к
зарядовому формфактору 3He как функции 𝑡 для мультирангового се­
парабельного потенциала Graz-II при различных значениях вероятности
𝐷-состояния 𝑝𝑑 = 4,5,6%. Штриховая линия – SA для 𝑝𝑑=4%, пунктирная
линия – SA для 𝑝𝑑=5%, линия штрих-пунктир-пунктир – SA для 𝑝𝑑=6%,
непрерывная линия – RC для 𝑝𝑑=4%, штрихпунктирная линия – RC для
𝑝𝑑=5% и линия с длинным пунктиром – RC для 𝑝𝑑=6%. (b) То же, что и

на рис. 6(a) только для магнитного формфактора 3He
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Рис. 7 — (a) То же, что и на рис. 6(a), но для зарядового формфактора 3H.
(b) То же, что и на рис. 6(a), но для магнитного формфактора 3H
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Рис. 8 — (a) Статическое приближение и релятивистские поправки для
зарядового формфактора 3He как функция 𝑡 для мультирангового сепара­
бельного потенциала Paris. Штриховая линия – SA для Paris-1, пунктирная
линия – SA для Paris-2, непрерывная линия – RC для Paris-1, и штрих­
пунктирная линия – RC для Paris-2. (b) То же, что и на рис. 8(a), но для

магнитного формфактора 3He
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Рис. 9 — (a) То же, что и на рис. 8(a), но для зарядового формфактора 3H.
(b) То же, что и на рис. 8(a), но для магнитного формфактора 3H

В заключении приведены основные результаты работы, представ­
ляемые к защите.
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