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Ââåäåíèå

Âîïðîñ îá ýâîëþöèè Âñåëåííîé çàíèìàë óìû ëþäåé åùå ñ íåçàïàìÿòíûõ âðåìåí. Íî
òîëüêî çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé, áëàãîäàðÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêîìó ïðîãðåñ-
ñó, êîòîðûé ïîçâîëèë ñäåëàòü äîñòàòî÷íî òî÷íûå è äîñòîâåðíûå àñòðîíîìè÷åñêèå íà-
áëþäåíèÿ, êîñìîëîãèÿ ñòàëà ïðèâëåêàòåëüíîé è ñàìîñòîÿòåëüíîé íàó÷íîé äèñöèïëè-
íîé. Õîòÿ â êîñìîëîãèè èìååòñÿ ðÿä ïðîáëåì, â äàííîé äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ
íàèáîëåå àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé êîñìîëîãèè, à èìåííî: ïðîáëåìà íà÷àëü-
íîé ñèíãóëÿðíîñòè, ïðîáëåìà èçîòðîïèçàöèè èçíà÷àëüíî àíèçîòðîïíîé Âñåëåííîé è
ïðîáëåìà ïîçäíåãî óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé, ò.å., óñêîðåíèå, êîòîðîå ìû
íàáëþäàåì â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà Âñåëåííîé òðàêòóåòñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ìîäåëè Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà. Ìèçíåð -
èçâåñòíûé êëàññèê â îáëàñòè àñòðîôèçèêè è êîñìîëîãèè - ñôîðìóëèðîâàë ðÿä òåîðå-
òè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ â ïîëüçó ñóùåñòâîâàíèÿ àíèçîòðîïíîé ôàçû ýâîëþöèè Âñåëåí-
íîé. Ïîäòâåðæäåíèåì åãî ãèïîòåçû ïîñëóæèë ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì áûëà îáíàðó-
æåíà àíèçîòðîïèÿ ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ, ñîñòîÿùàÿ â òåìïåðàòóðíîé ôëóêòóàöèè
èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà (The Wilkinson Microwave Anisotropy Probe). Â ðåçóëüòàòå
áûë ïðîèçâåäåí ïåðåñìîòð íåêîòîðûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé êîñìîëîãèè.
Âîçíèêëà ìîäåëü èçíà÷àëüíî àíèçîòðîïíîé Âñåëåííîé, êîòîðàÿ ñî âðåìåíåì ïåðåõî-
äèò â èçîòðîïíîå ñîñòîÿíèå. Ýòà ìîäåëü äîïîëíÿåò è îáîãàùàåò ìîäåëü Ôðèäìàíà-
Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà.

Ïîñëå îòêðûòèÿ ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ òåîðèÿ ãîðÿ÷åé Âñåëåííîé ñðàçó ñòàëî
îáùåïðèíÿòîé [30]. Ëþáûå ðåøåíèÿ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, îïèñûâàþùèå äè-
íàìèêó ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé, ïðîäîëæåííûå íàçàä âî âðåìåíè, ïðè âñåõ ðàçóìíûõ
óðàâíåíèÿõ ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäÿò ê íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè (Áîëüøîìó Âçðûâó),
êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ áåñêîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ è òåìïåðàòóðîé âåùåñòâà. Ïðîáëå-
ìà ñóùåñòâîâàíèÿ íà÷àëüíîé (êîñìîëîãè÷åñêîé) ñèíãóëÿðíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
íàèáîëåå ñåðü¼çíûõ ïðîáëåì ôèçè÷åñêîé êîñìîëîãèè. Â äàííîé äèññåðòàöèè èçó÷å-
íà âîçìîæíîñòü åå óñòðàíåíèÿ.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ñ÷èòàëîñü, ÷òî íàøà Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ ñ çàìåäëåíè-
åì. Íàñòîÿùóþ ñåíñàöèþ âûçâàëî îòêðûòèå â 1998 ãîäó â õîäå èçó÷åíèÿ ñïåêòðîâ
èçëó÷åíèÿ ïðè âçðûâàõ ñâåðõíîâûõ, ÷òî Âñåëåííàÿ íà ñàìîì äåëå ðàñøèðÿåòñÿ ñ
óñêîðåíèåì. Òåîðèÿ, ñïîñîáíàÿ îáúÿñíèòü óñêîðåííîå ðàñøèðåíèå, ïîêà åùå äàëåêà
îò çàâåðøåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîáëåìà óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé - îäíà
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2 Ââåäåíèå

èç ñàìûõ àêòóàëüíûõ â ñîâðåìåííîé êîñìîëîãèè.

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ïåðâîé ìîäåëè èíôëÿöèîííîé êîñìîëîãèè, èñïîëüçóþùåé â êà-
÷åñòâå èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñêàëÿðíîå ïîëå, åìó ïðèäàâàëîñü áîëüøîå
çíà÷åíèå. Èñïîëüçîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ äàëî âîçìîæíîñòü êîíñòðóèðîâàòü äîâîëü-
íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îäíàêî âîçíèê âîïðîñ, ìîãóò ëè
äðóãèå ïîëÿ èãðàòü çíà÷èìóþ ðîëü â êîñìîëîãèè. Îêàçàëîñü, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîãî
ïîëÿ ìîæåò ñëóæèòü ñïèíîðíîå ïîëå, êîòîðîå áîëåå ÷óâñòâèòåëüíî ê ãðàâèòàöèè, è
êàê ñëåäñòâèå ìîæåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü äëÿ óñòðàíåíèÿ ðÿäà ïðîáëåì, âîçíèêàþ-
ùèõ â îáû÷íûõ ïîäõîäàõ.

Â íàñòîÿùåé êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî ïðîáëåì, à èìåííî: ïðîáëåìà íà-
÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè, èçîòðîïèçàöèÿ èçíà÷àëüíî àíèçîòðîïíîé Âñåëåííîé, ïðîáëå-
ìà óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ, à òàêæå ðîëü íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ýâîëþöèè
Âñåëåííîé. Â äàííîé ãëàâå êðàòêî ðàññìîòðåíû îáùèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïåðå÷èñ-
ëåííûìè âûøå ïðîáëåìàìè.

Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ êîñìîëîãèè è êîñìîëîãè÷åñêèõ ìî-

äåëåé

Åùå â äðåâíîñòè ëþäè, íàáëþäàÿ íî÷íîå íåáî, ïûòàëèñü ïîíÿòü ïðèðîäó Âñåëåííîé,
ìîäåëèðîâàòü åå ýâîëþöèþ. Äàæå íåñêîëüêî ñòîëåòèé íàçàä ëþäè ñ÷èòàëè, ÷òî Çåìëÿ
ïëîñêàÿ. Àðèñòîòåëü ïîëàãàë, ÷òî Çåìëÿ íåïîäâèæíà, à Ñîëíöå, Ëóíà, ïëàíåòû è çâåç-
äû âðàùàþòñÿ âîêðóã íåå ïî êðóãîâûì îðáèòàì. Â ìîäåëè Ïòîëåìåÿ Çåìëÿ ÿâëÿëàñü
öåíòðîì Âñåëåííîé. Òîëüêî â 1514 ãîäó Êîïåðíèê ïðåäëîæèë èíóþ ìîäåëü, ïîìåñòèâ
â öåíòð ìèðà Ñîëíöå. Íî ïðîøëî ïî÷òè ñòîëåòèå, ïîêà Ãàëèëåé è Êåïëåð íå ïîääåð-
æàëè ýòó ìîäåëü, îïèðàÿñü íà íàáëþäàòåëüíûå äàííûå. À îáúÿñíåíèå òîãî, ïî÷åìó
ïëàíåòû îáðàùàþòñÿ âîêðóã Ñîëíöà, ïîÿâèëèñü òîëüêî â 1687 ãîäó â "Ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ íà÷àëàõ íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè"Èñààêà Íüþòîíà. Ìîäåëü Íüþòîíà áûëà åùå
äàëåêà îò ñîâåðøåíñòâà - ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ áûëè âðîäå àðåíû, ãäå ðàçûãðûâàåòñÿ
ñïåêòàêëü ñ ó÷àñòèåì Çåìëè, Ñîëíöà è äðóãèõ íåáåñíûõ òåë. Âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâî
â ìîäåëè Íüþòîíà áûëè àáñîëþòíûìè - õîòÿ ïîíÿòèå àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà íå
ñîãëàñîâûâàëîñü ñ åãî òåîðèåé. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ òåîðèè ýëåêòðîìàãíåòèçìà Ìàêñâåë-
ëà, â êîòîðîé ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, áûëà
ñäåëàíà ïîïûòêà ïðèíÿòü ãèïîòåçó ýôèðà, ÷òîáû ñîãëàñîâàòü òåîðèþ Ìàêñâåëëà ñ
çàêîíàìè Íüþòîíà. Ïîïûòêè ñïàñòè òåîðèþ ýôèðà íå óâåí÷àëèñü óñïåõîì. Òîëüêî â
1905 ãîäó, êîãäà Ýéíøòåéí ïðåäëîæèë ñâîþ ñïåöèàëüíóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè,
âñÿêàÿ íàäîáíîñòü â ýôèðå îòïàëà áëàãîäàðÿ îòêàçó îò àáñîëþòíîãî âðåìåíè. Ôóíäà-
ìåíòàëüíûé ïîñòóëàò Ýéíøòåéíà, íàçûâàåìûé ïðèíöèïîì îòíîñèòåëüíîñòè, ãëàñèò,
÷òî âñå çàêîíû ôèçèêè äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ ñâîáîäíî äâèæóùèõñÿ
íàáëþäàòåëåé íåçàâèñèìî îò èõ ñêîðîñòåé. È ýòî áûëî âåðíî êàê äëÿ çàêîíîâ äâèæå-
íèÿ Íüþòîíà, òàê è äëÿ òåîðèè Ìàêñâåëëà. Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ õîðîøî îáúÿñíÿëà
ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè ñâåòà äëÿ âñåõ íàáëþäàòåëåé è îïèñûâàëà ÿâëåíèÿ ïðè äâèæå-
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íèè ñî ñêîðîñòÿìè, áëèçêèìè ê ñêîðîñòè ñâåòà, íî âñå æå îêàçàëàñü íåñîâìåñòèìà ñ
òåîðèåé òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà. Ýòî âûíóäèëî Ýéíøòåéíà â 1917 ãîäó ïðåäëîæèòü åùå
îäíó äîêòðèíó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îáùåé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè. Íî äàæå â ýòî
âðåìÿ âåðà â ñòàòè÷åñêóþ Âñåëåííóþ áûëà î÷åíü ñèëüíà è Ýéíøòåéí áûë íàñòîëüêî
óâåðåí â ýòîì, ÷òî ââåë â îáùóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè òàê íàçûâàåìóþ êîñìîëî-
ãè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ. Ñîâðåìåííàÿ êàðòèíà Âñåëåííîé íà÷àëà ïðîÿñíÿòüñÿ òîëüêî â
1924 ãîäó ïîñëå òîãî, êàê Ýäâèí Õàááë äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ìíîãî÷èñëåííûõ ãà-
ëàêòèê âíå ïðåäåëîâ Ìëå÷íîãî Ïóòè. Ñàìîå æå ãëàâíîå ïðîèçîøëî íåìíîãî ïîçæå,
êîãäà â 1929 Õàááë ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàë, ÷òî Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ è íàâñåãäà
ïîõîðîíèë èäåþ ñòàòè÷íîñòè Âñåëåííîé. Äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëîñü íåçàìå÷åííûì, ÷òî
ïåðâîå ïðåäñêàçàíèå î ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé áûëî ñäåëàíî Ôðèäìàíîì â 1922
ãîäó [134]. Áîëüøóþ èçâåñòíîñòü ýòà ìîäåëü ïîëó÷èëà òîëüêî ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû
Ðîáåðòñîíà (Robertson) [235, 236, 237] è Óîêåðà (Walker) [304] è ñòàëà èçâåñòíîé êàê
ìîäåëü Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà (Friedmann-Robertson-Walker (FRW) model). Ñ
áîëåå ïîäðîáíîé èñòîðèåé ðàçâèòèÿ êîñìîëîãèè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â çíàìåíèòûõ
êíèãàõ Õîêèíãà [153, 154].

Èìååòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, óêàçûâàþ-
ùèõ íà òî, ÷òî êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà Âñåëåííîé íàñòîëüêî ïðîñòà è ñèììåò-
ðè÷íà, ÷òî ìîæåò áûòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñàíà ìîäåëüþ Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-
Óîêåðà. Ôëóêòóàöèè â ðåëèêòîâîì èçëó÷åíèè - îäíî èç êðèòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ
òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó àíèçîòðîïèÿ, êîòîðàÿ íåäàâíî íàáëþäàëàñü ïî òåì-
ïåðàòóðå ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ, ïîðîæäàëà ìàññó âîïðîñîâ è ïðèâåëà ê ïåðåñìîòðó
íåêîòîðûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèè êîñìîëîãèè [206], à èìåííî: Âñåëåííóþ
ñòàëè îïèñûâàòü êàê èçíà÷àëüíî àíèçîòðîïíóþ, ñî âðåìåíåì ïåðåõîäÿùóþ â èçîòðîï-
íîå ñîñòîÿíèå.

Êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ðàññìàòðèâàåìûå â ëèòåðàòóðå, ìîæíî ðàçäåëèòü íà
íåñêîëüêî ãðóïï [201]:

1) Ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûå è èçîòðîïíûå ìîäåëè. Ýòî êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìî-
äåëü Ôðèäìàíà-Ëåìåòðà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà è "ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü". Òàêèå ìîäåëè
âïåðâûå áûëè èçó÷åíû Ôðèäìàíîì (Friedmann) [134], Ðîáåðòñîíîì (Robertson) [235,
236] è Óîêåðîì (Walker) [304]. Õîòÿ ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûå è èçîòðîïíûå ìîäå-
ëè Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà (FRW) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êàê õîðîøèå àïïðîê-
ñèìàöèè íàñòîÿùåé è íà÷àëüíîé ñòàäèé ýâîëþöèè âñåëåííîé, êðóïíîìàñøòàáíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ìàòåðèè â íàáëþäàåìîé âñåëåííîé, â îñíîâíîì ïðåäñòàâëåííîé â ôîðìå
äèñêðåòíîé ñòðóêòóðû, íå ïîêàçûâàåò îäíîðîäíîñòè â âûñøèõ ïîðÿäêàõ. Íàïðîòèâ,
ðåëèêòîâîå èçëó÷åíèå, ÷òî ñóùåñòâåííî â ìèêðîâîëíîâîé îáëàñòè, ÷ðåçâû÷àéíî îäíî-
ðîäíî. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ýòî ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ ìåòðèêîé

ds2 = dt2 − a2(t)[dx2 + dy2 + dz2], (1)

ãäå a(t) - ìàñøòàáíûé ôàêòîð. Ñàìàÿ ðàñïðîñòðàíåííàÿ âåðñèÿ ýòîé ìîäåëè çàäàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò è èìååò âèä
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ds2 = dt2 −R2(t)
[ dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2(θ)dϕ2

)]
, (2)

ãäå R(t) - íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, à k - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, ïðèíèìàþùàÿ
çíà÷åíèÿ +1, 0,−1. Ïðè k = −1 èëè k = 0 ïðîñòðàíñòâî îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì
(îòêðûòûì), ïðè k = 0 îíî ïëîñêîå, à ïðè k = +1 îíî êîíå÷íîå (çàêðûòîå), õîòÿ è
íåîãðàíè÷åííîå.

2) Ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûå è àíèçîòðîïíûå ìîäåëè. Ýòî ìîäåëè òèïà Áè-
àíêè, èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ìîäåëü Êàíòîâñêîãî-Ñàêñà (Kantowski-Sachs) ñ S2 × R2

òîïîëîãèåé.
Ìîäåëè Áèàíêè â êîìïàêòíîé ôîðìå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [245]:

ds2 = dt2 − a2(t)e−2mzdx2 − b2(t)e2nzdy2 − c2(t)dz2. (3)

Ìåòðèêà (3) îïèñûâàåò ìîäåëü Áèàíêè-VI (BVI). Ïðè m = n îíà ïåðåõîäèò â Áèàíêè-
V (BV), ïðè n = 0 îíà ïðåâðàùàåòñÿ â Áèàíêè-III (BIII), ïîëàãàÿ m = n = 0 â (3)
èìååì ìåòðèêó I (BI).

Äðóãèå ìîäåëè Áèàíêè çàäàþòñÿ ìåòðèêîé:

ds2 = dt2 − S2(t)
(
dx− h(y)dz

)2 −R2(t)
(
dy2 + f2(y)dz2

)
, (4)

ãäå f(y) = {y, sin(y), sinh(y)}, è h(y) = {−y2/2, cos(y), − cosh(y)} ïðè δ = −(d2f/dy2)/f .
δ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè Áèàíêè-II (BII), δ = +1 - Áèàíêè-IX (BIX) è δ = −1 -
Áèàíêè-VIII (BVIII).

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Êàíòîâñêîãî-Ñàêñà (Kantowski-Sachs) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
[163]

ds2 = −dτ 2 −H(τ)dr2 −R2(τ)
(
dθ2 + sin2(θ)dϕ2

)]
, (5)

ãäå τ - êîñìîëîãè÷åñêîå âðåìÿ.
3) Èçîòðîïíûå, íî íåîäíîðîäíûå ìîäåëè. Ýòî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå ìîäå-

ëè, â ÷àñòíîñòè, ìîäåëü Òîëìàíà-Áîíäè, êîòîðàÿ áûëà âïåðâûå îáñóæäåíà â ðàáîòå
Ëåìåòðà [197]. Â îáùåì ñëó÷àå ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ìåòðèêà èìååò âèä

ds2 = Y 2
[(
dθ2 + sin2(θ)dϕ2

)]
+ e2λdr2 − e2νdt2, (6)

ãäå Y = Y (r, t), λ = λ(r, t), è ν = ν(r, t).
Ìåòðèêà Òîëìàíà-Áîíäè çàäàåòñÿ â âèäå [139]

ds2 = −dt2 + Y ′2

1− kr2
dr2 + Y 2

(
dθ2 + sin2(θ)dϕ2

)
, (7)

ãäå Y = Y (r, t). Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî r. Èíäåêñ k = 0, ±1 ñîîòâåò-
ñòâóåò ïëîñêîé, çàìêíóòîé è îòêðûòîé ãåîìåòðèè ñîîòâåòñòâåííî.
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4) Ìîäåëè ñ äâóìÿ èãíîðèðóåìûìè êîîðäèíàòàìè, îáû÷íî ñ ïàðîé êîììóòèðóþ-
ùèõ âåêòîðîâ Êèëëèíãà. Ýòî ìîãóò áûòü ïëîñêî-ñèììåòðè÷íûå èëè öèëèíäðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íûå ìîäåëè. Ïëîñêî-ñèììåòðè÷íûå ìîäåëè çàäàþòñÿ ìåòðèêîé [295]

ds2 = e2χdt2 − e2αdx2 − e2β(dy2 + dz2), (8)

ãäå ñêîðîñòü ñâåòà c ïðèíÿòà ðàâíîé åäèíèöå è χ, α, β åñòü ôóíêöèÿ îò x è t.
Öèëèíäðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ èìååò âèä [11, 53, 241]

ds2 = e2γdt2 − e2αdx2 − e2βdy2 − e2µdz2, (9)

ãäå âñå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà çàâèñÿò òîëüêî îò x. Äëÿ óäîáñòâà ÷àñòî
èñïîëüçóþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû, óäîâëåòâîðÿþùèå êîîðäèíàòíîìó óñëîâèþ

α = γ + β + µ. (10)

5) Ìîäåëè ñ ìåíüøåé ñèììåòðèåé, ÷åì âûøåóêàçàííûå. Ïîêà èçâåñòíî òîëüêî
íåñêîëüêî ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ.

Ïîñêîëüêó, ñ îäíîé ñòîðîíû, íàñòîÿùàÿ Âñåëåííàÿ äîñòàòî÷íî èçîòðîïíà, à ñ äðó-
ãîé, åñòü îñíîâàíèå ñ÷èòàòü, ÷òî ó íåå áûëà àíèçîòðîïíàÿ ôàçà ýâîëþöèè, åñòåñòâåííî
âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðîáëåìå èçîòðîïèçàöèè.

Åùå íå òàê äàâíî ñ÷èòàëîñü, ÷òî ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé ïðîèñõîäèò ñ çàìåäëåíè-
åì, ïîýòîìó êîãäà â 1998 ãîäó àñòðîíîìè÷åñêîå íàáëþäåíèå ïîêàçàëî, ÷òî Âñåëåííàÿ
íà ñàìîì äåëå ðàñøèðÿåòñÿ ñ óñêîðåíèåì, â êîñìîëîãèè ïðîèçîøåë íîâûé ïîâîðîò, à
èìåííî: êîñìîëîãè íà÷àëè ïðåäëàãàòü ìíîæåñòâî ìîäåëåé, ñïîñîáíûõ îáúÿñíèòü ýòîò
íîâûé ôåíîìåí.

Íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå

Ïîñëå ñîçäàíèÿ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ âîçíèê èí-
òåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ðîëè ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö. Íàõîæäåíèå è èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåãóëÿðíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ ïîëåâûõ óðàâíåíèé (ñîëèòîíî- èëè ÷àñòèöåïîäîáíûõ ðåøåíèé) ñâÿçàíî ñ
íàäåæäîé ñîçäàòü ñâîáîäíóþ îò ðàñõîäèìîñòåé òåîðèþ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, êîòî-
ðàÿ ìîãëà áû îïèñàòü ñëîæíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ÷àñòèö, íàáëþäàåìóþ
ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî íåëèíåéíîå îáîáùåíèå òåîðèè ïî-
ëÿ íåîáõîäèìî íåçàâèñèìî îò âîïðîñà î ðàñõîäèìîñòè, òàê êàê ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ
ïîëåé ñ íåèçáåæíîñòüþ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â óðàâíåíèÿõ ïîëÿ íåëèíåéíûõ ÷ëå-
íîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåëèíåéíîñòü íàäî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî êàê îäèí èç ñïîñîáîâ
óñòðàíåíèÿ òðóäíîñòåé òåîðèè, íî è êàê îòðàæåíèå îáúåêòèâíûõ ñâîéñòâ ïîëÿ. Êàê îò-
ìå÷àþò Í.Í. Áîãîëþáîâ è Ä.Â. Øèðêîâ [9], ïîëíîå îïèñàíèå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñî
âñåìè èõ ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè (íàïðèìåð, ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè) ìîæåò
äàòü ëèøü òåîðèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îòäåëüíûå
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ñâîáîäíûå (ëèíåéíûå) ïîëÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñíîâó äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ ÷àñòèö â
ðàìêàõ òåîðèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé.

Íåëèíåéíûå ôåíîìåíû ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ òåì èññëåäîâàíèé
ïîñëåäíèõ ëåò. Îäíàêî, íàäî ïðèçíàòüñÿ, ÷òî íåëèíåéíûå êëàññè÷åñêèå ïîëÿ íå ïî-
ëó÷èëè äîëæíîãî ðàçâèòèÿ - ñêîðåå âñåãî èç-çà ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, êîòîðûå
âîçíèêàþò ïî ïðè÷èíå íåïåðåíîðìèðóåìîñòè Ôåðìè- èëè äðóãèõ òèïîâ íåëèíåéíûõ
ñâÿçåé [230]. Îäíîé èç ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé íåëèíåéíîé òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà âûáîðà ïîëåâûõ óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò êðèòåðèÿ îòáîðà ëàãðàí-
æèàíîâ âçàèìîäåéñòâèÿ: ëþáàÿ ëîðåíö-èíâàðèàíòíàÿ êîìáèíàöèÿ ïîëåâûõ ôóíêöèé
ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé òàêîé ëàãðàíæèàí [9]. Íåëèíåéíîå ñàìîäåéñòâèå ìîæåò âîç-
íèêàòü êàê ñëåäñòâèå ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, - êîíêðåòíî,-
èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ êðó÷åíèÿ. Èâàíåíêî [20, 21] è Ðîäè÷åâ [40] ïîêàçàëè, ÷òî ðåëÿ-
òèâèñòñêàÿ òåîðèÿ ïðèâîäèò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ê ñàìîäåéñòâèþ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.
Â 1950 ãîäó Âåéëü (Weyl) ïîêàçàë [309], ÷òî åñëè àôôèííûå è ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâèñèìûå, òî ñïèíîðíîå ïîëå ïîä÷èíÿåò-
ñÿ èëè ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ â ïðîñòðàíñòâå ñ êðó÷åíèåì èëè íåëèíåéíîìó - â ðèìàíî-
âîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê êàê ñàìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ñïèí-ñïèíîâûì, ýòî ïîçâîëÿåò ïðè-
ïèñûâàòü ñïèíó äèíàìè÷åñêóþ ðîëü è ïðåäëàãàåò êëþ÷ ê ïîíèìàíèþ ïðîèñõîæäåíèÿ
íåëèíåéíîñòè. Ýòîò âîïðîñ äàëåå óòî÷íÿëñÿ â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ Óòèÿìû (Utiyama),
Êèááëà (Kibble) è Øàìû (Sciama) [302, 179, 280]. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî â áîëüøèí-
ñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ñîëèòîíîïîäîáíûì ðåøåíèÿì, íå ó÷èòûâàåòñÿ ñîáñòâåííîå
ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé, õîòÿ åãî ó÷åò ïðåäñòàâëÿ-
åò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îíî óíèâåðñàëüíî è íåýêðàíèðóåìî, à
óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïî ñâîåé ñòðóêòóðå íåëèíåéíû. Ñëåäñòâèåì íåëè-
íåéíîñòè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ íåâîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ
òî÷å÷íîãî îáúåêòà [32, 39, 57].

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðèíöèïèàëüíûõ ñâîéñòâ ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû ôèçè÷åñêèõ
ïîëåé íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü òî÷íûì ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ïîëåâûõ
óðàâíåíèé. Êàê èçâåñòíî, îòûñêàíèå òî÷íûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äàæå â
ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé; ó÷åò æå ñîáñòâåííîãî ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîëÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò çà-
äà÷ó. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëüíûå ñèñòåìû ïîëåé, äîïóñêàþùèå
òî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå.

Ñïåöèôèêîé îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òî÷íûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé ôèçè÷åñêèé èíòåðåñ. Ýòî îò-
÷àñòè ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ ÎÒÎ âûâîäèëèñü íà îñíîâå
àíàëèçà êîíêðåòíûõ òî÷íûõ ðåøåíèé (íàïðèìåð, ðåøåíèÿ Øâàðöøèëüäà [25]).

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ëàãðàíæèàí ñàìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ïñåâäîâåê-
òîðà, íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âîçìîæíà è ñêàëÿðíàÿ ñâÿçü [231]. Îòëè÷íûé îáçîð ïî
ýòîìó ïîâîäó ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [157]. Íåëèíåéíûå êâàíòîâûå äèðàêîâñêèå ïîëÿ
áûëè èñïîëüçîâàíû Ãåéçåíáåðãîì [158, 159] â åãî àìáèöèîçíîé îáúåäèíåííîé òåîðèè
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ïîñëå øèðîêî èçâåñòíîé ðàáîòû Ãðîññà (Gross) è Íåâ¼ (Neveu)
[147] ýòè ïîëÿ âíîâü ñòàëè ïðåäìåòîì áîëüøîãî èíòåðåñà. Íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïî-
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ëå, êîòîðîå ïîÿâëÿåòñÿ áëàãîäàðÿ ñèììåòðè÷íîé ñâÿçè ìåæäó íóêëîíàìè, ìþîíàìè è
ëåïòîíàìè, áûëî èçó÷åíî Ôèíêåëüøòåéíîì (Finkelstein) ñ ñîàâòîðàìè [133] â êëàññè÷å-
ñêîé àïïðîêñèìàöèè. Õîòÿ ñóùåñòâîâàíèå ôåðìèîíîâ ñî ñïèíîì 1/2 è òåîðåòè÷åñêè,
è ýêñïåðèìåíòàëüíî íå âûçûâàåò ñîìíåíèé, îíè îïèñûâàþòñÿ êâàíòîâûìè ïîëÿìè.
Âîçìîæíîå îïðàâäàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ ñïèíîðíûõ ïîëåé ðàññìîòðåíî
â ðàáîòå [64] (ñì. ïðèëîæåíèå 1). Îòìåòèì, ÷òî ñïèíîðíîå ïîëå òàêæå ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè â êîñìîëîãèè [184, 261, 262, 263].
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñèñòåìà ñàìîñîãëàñîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà-Äèðàêà ñ êîñ-
ìîëîãè÷åñêîì ÷ëåíîì áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [3].

Áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ â êîñìîëîãèè è àñòðîôèçèêå, êâàíòîâàÿ òåîðèÿ â èñêðèâ-
ëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè â ïîñëåäíèå ãîäû ñòàíîâèëàñü îáúåêòîì áîëüøîãî èí-
òåðåñà. Ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â íàøåé âñåëåííîé
ïðèâîäÿò ê èçó÷åíèþ êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé âî âíåøíåì êëàñ-
ñè÷åñêîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Â ðàáîòàõ [216, 217] Ïàðêåð (Parker) ðàññìàòðèâàë
ïîëÿ ñî ñïèíîì 0 è 1

2
ñîîòâåòñòâåííî â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-

Óîêåðà (FRW), êîòîðîå íå áûëî êâàíòîâàííûì. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîëÿ ñî
ñïèíîì 0, ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ â ñïåöè-
àëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òîãäà êàê ïîëÿ ñî ñïèíîì 1

2
óäîâëåòâîðÿþò ïîëíî-

ñòüþ êîâàðèàíòíûì îáîáùåííûì óðàâíåíèÿì Äèðàêà. Â ðàáîòå [216] àâòîð ïîêàçàë,
÷òî áåçìàññîâûå ïîëÿ ñ íåòðèâèàëüíûì (ïðîèçâîëüíûì) ñïèíîì, îïèñûâàþùèå òàêèå
÷àñòèöû, êàê ôîòîí èëè ãðàâèòîí, íå ðîæäàþòñÿ çà ñ÷åò ðàñøèðåíèÿ, íåçàâèñèìî îò
åãî ôîðìû.

Ðàññìàòðèâàåìûé â [217] ñïåöèàëüíûé ðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë äàåò íîâûå äîêàçà-
òåëüñòâà î ñâÿçè ìåæäó ñïèíîì è ñòàòèñòèêîé. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé
â îáùåì ïðèâîäèò ê ðîæäåíèþ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1

2
, ÷òî íå âåðíî â ñëó÷àå íóëåâîé

è áåñêîíå÷íîé ìàññû. Òàêæå èçó÷åíî ôðèäìàíîâñêîå ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé, çàïîë-
íåííîé èçëó÷åíèåì, îñîáî âûäåëÿÿ ýôôåêòû ðàñøèðåíèÿ â íà÷àëüíîé ñòàäèè. Ïîñëå
ïîÿâëåíèÿ ðàáîò ïî ñêàëÿðíûì [216] è ñïèíîðíûì (ñî ñïèíîì 1

2
) ïîëÿì [217] ìíîæå-

ñòâî àâòîðîâ èçó÷èëè ýòó ïðîáëåìó. Ñîâðåìåííàÿ êîñìîëîãèÿ â îñíîâíîì ïîñòðîåíà
íà ôðèäìàíñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, êîòîðûå îïèñûâàþò ïîëíîñòüþ îä-
íîðîäíóþ è èçîòðîïíóþ Âñåëåííóþ ("çàêðûòàÿ"è "îòêðûòàÿ"ìîäåëè, ò.å. îãðàíè÷åí-
íàÿ è íåîãðàíè÷åííàÿ Âñåëåííûå). Îñíîâíûì ñâîéñòâîì ýòèõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ èõ
íåñòàöèîíàðíîñòü. Èäåÿ ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé, âûòåêàþùàÿ èç ýòîãî ñâîéñòâà,
ïîäòâåðæäåíà àñòðîíîìè÷åñêèìè íàáëþäåíèÿìè è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñìåëî ìîæíî
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èçîòðîïíûå ìîäåëè â îáùåì àäåêâàòíî îïèñûâàþò ñîâðåìåííóþ
ñòàäèþ ðàçâèòèÿ Âñåëåííîé.

Õîòÿ ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíàÿ è èçîòðîïíàÿ ìîäåëü Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-
Óîêåðà (ÔÐÓ) øèðîêî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê íàñòîÿùåé è ðàí-
íåé Âñåëåííîé, êðóïíîìàñøòàáíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèè â íàáëþäàåìîé Âñåëåííîé,
â îñíîâíîì ïðåäñòàâëåííîå â âèäå äèñêðåòíîé ñòðóêòóðû, íå ïðîÿâëÿåò îäíîðîäíîñòè
â âûñøèõ ïîðÿäêàõ. À ðåëèêòîâîå èçëó÷åíèå, ñóùåñòâåííîå â ìèêðîâîëíîâîé îáëàñòè,
ñèëüíî îäíîðîäíî. Îäíàêî ïîñëåäíèå êîñìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ îáíàðóæèëè àíèçî-
òðîïèþ â ìèêðîâîëíîâîì ôîíå. Êîñìè÷åñêèé àïïàðàò Cosmic Background Explorer's
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di�erential radiometer îáíàðóæèë è èçìåðèë ðåëèêòîâóþ àíèçîòðîïèþ â ðàçíûõ óãëî-
âûõ ìàñøòàáàõ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòà àíèçîòðîïèÿ ñêðûâàåò â ñåáå âñþ èñòîðèþ êîñ-
ìè÷åñêîé ýâîëþöèè, íà÷èíàÿ ñ ðåêîìáèíàöèîííîé ýðû, è ðàññìàòðèâàåòñÿ îíà êàê
ôàêòîð, êîòîðûé ìîæåò ìíîãîå ãîâîðèòü î ãåîìåòðèè è ñîñòàâå Âñåëåííîé. Ó÷åíûå
íàäåþòñÿ, ÷òî åùå ìíîãîå â ðåëèêòîâîé àíèçîòðîïèè áóäåò ðàçãàäàíî ñ ïîìîùüþ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ìèêðîâîëíîâîé àíèçîòðîïèè. Ñóùåñòâóåò âñåîáùåå ïîíèìàíèå ñðåäè êîñ-
ìîëîãîâ, ÷òî â ðåëèêòîâîé àíèçîòðîïèè â ìàëîì óãëîâîì ìàñøòàáå íàõîäèòñÿ êëþ÷
ê ðàçãàäêå ôîðìèðîâàíèÿ äèñêðåòíîé ñòðóêòóðû.

Òåîðåòè÷åñêèå àðãóìåíòû [204] è ïîñëåäíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, êîòî-
ðûå ïîäòâåðæäàþò ñóùåñòâîâàíèå àíèçîòðîïíîé ôàçû, ïîñòåïåííî ïåðåõîäÿùåé â
èçîòðîïíóþ, íàòàëêèâàþò íà èäåþ ðàññìîòðåíèÿ ìîäåëè Âñåëåííîé ñ àíèçîòðîïíûì
ôîíîì. ß.Á.Çåëüäîâè÷ âïåðâûå ïðåäïîëîæèë, ÷òî íà÷àëüíàÿ èçîòðîïèçàöèÿ êîñìîëî-
ãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå êâàíòîâîãî ýôôåêòà ðîæäåíèÿ ÷àñòèö
âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè [17]. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå â äàëüíåéøåì áûëî îïðàâäàíî ìíî-
æåñòâîì àâòîðîâ [31, 200, 165]. Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà è Äè-
ðàêà â àíèçîòðîïíûõ ìîäåëÿõ âîçðîñ ïîñëå òîãî êàê Õó (Hu) è Ïàðêåð (Parker) [165]
ïîêàçàëè, ÷òî ðîæäåíèå ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö íà àíèçîòðîïíîì ôîíå ìîæåò óñòðàíèòü
àíèçîòðîïèþ ïî ìåðå ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé.

Âñåëåííàÿ Áèàíêè òèïà-I (BI), áóäó÷è íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì ïëîñêîé
Âñåëåííîé Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà (FRW), ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ ïðîñòûõ
ìîäåëåé àíèçîòðîïíîé Âñåëåííîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò îäíîðîäíóþ è ïðîñòðàíñòâåííî-
ïëîñêóþ Âñåëåííóþ. Â îòëè÷èå îò FRW Âñåëåííîé, ó êîòîðîé ìàñøòàáíûå ôàêòîðû
âî âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèÿõ îäèíàêîâû, ó BI âñå ýòè ôàêòîðû ðàçíûå, òåì ñàìûì
è ââîäèòñÿ àíèçîòðîïèÿ. Áîëåå òîãî, âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè îíà âåäåò ñåáÿ ïîõîæå
íà Âñåëåííóþ Êàçíåðà äàæå â ïðèñóòñòâèè ìàòåðèè è òåì ñàìûì ïîïàäàåò â ðàì-
êè îáùåãî àíàëèçà ñèíãóëÿðíîñòåé, ïðîâåäåííîãî Áåëèíñêèì è ñîàâòîðàìè [74]. Äà-
ëåå, âî Âñåëåííîé, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ
p = ζ ε, ζ < 1, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èçíà÷àëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ BI Âñåëåííîé áûñò-
ðî èñ÷åçàåò, è îíà ïðåâðàùàåòñÿ â FRW Âñåëåííóþ [172]. Ïîñêîëüêó ñîâðåìåííàÿ
Âñåëåííàÿ óäèâèòåëüíî èçîòðîïíà, ýòî ñâîéñòâî äåëàåò BI Âñåëåííóþ ñàìûì ïîäõî-
äÿùèì êàíäèäàòîì äëÿ èçó÷åíèÿ âîçìîæíûõ ýôôåêòîâ íà÷àëüíîé àíèçîòðîïèè íà
îñíîâå ñåãîäíÿøíåãî íàáëþäåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ âàæíîñòü âûøå ñêàçàííîãî, ðàçíûå àâ-
òîðû èçó÷àëè BI Âñåëåííóþ ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ.

Â ðàáîòå [102] Êèìåíòî (Chimento) è Ìîëëåðàõà (Mollerach) èññëåäîâàëîñü óðàâ-
íåíèå Äèðàêà â BI Âñåëåííîé è íàéäåíû èõ êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Àâòîðû òàêæå
óòâåðæäàþò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèÿ. Åùå îíè ïîêàçàëè, ÷òî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü èõ èç ðåøåíèé, íàéäåííûõ äëÿ
FRW Âñåëåííîé ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé. Îäíî èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îïè-
ñûâàåò ÷àñòèöó ñ îïðåäåëåííîé ñïèðàëüíîñòüþ (helicity), òîãäà êàê äðóãîå ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿåò àíòè-÷àñòèöó ñ ïðîòèâîïîëîæíûì âðàùåíèåì. Ýòîò ôàêò ñòàâèò î÷åíü
èíòåðåñíóþ ïðîáëåìó, à èìåííî, ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 íå ìîãóò âûæèâàòü â BI
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè îíè ñîõðàíÿþò èçâåñòíûå ñâîéñòâà â
ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ýòîé ïðîáëåìîé òàêæå çàíèìàëèñü Êàñòàíüèíî è äðó-
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ãèå (Castagnino et. al.)[96]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè óðàâíåíèÿ Äèðàêà ìîæíî ðàçäå-
ëèòü, òî ñóùåñòâóåò ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ. Ñïèíîðíûå ïîëÿ â BI Âñåëåííîé
áûëè òàêæå èññëåäîâàíû Áåëèíñêèèì è Õàëàòíèêîâûì. Â ñâîåé ðàáîòå îíè ðåøèëè
ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà- Äèðàêà, êîãäà êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ è ìàññà
ñïèíîðíîãî ïîëÿ èñ÷åçàþò (íåéòðèíî). Îíè òàêæå çàìåòèëè, ÷òî åñëè BI Âñåëåííàÿ
çàïîëíåíà íåéòðèíî, òî ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ ðàñøèðåíèÿ èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè.
Èñïîëüçóÿ ãàìèëüòîíîâ ìåòîä, Àííî (Henneaux) èçó÷èë Áèàíêè êëàññ À Âñåëåííûõ,
ñîçäàâàåìûé ñïèíîðíûì èñòî÷íèêîì, [160, 161]. Â [160] èì áûëî ïîëó÷åíî îáùåå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ ìàññîé â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè òèïà Áèàíêè-I ñ êîñìî-
ëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, êîòîðîå äàëåå áûëî ïðèìåíåíî êî Âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-II
[161].

Â ðàáîòàõ [164, 203, 106] ðàçíûå àâòîðû èçó÷àëè ïîâåäåíèå ãðàâèòàöèîííîé âîë-
íû â BI Âñåëåííîé. Â [203] óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé â ìåòðèêå,
ïëîòíîñòè ýíåðãèè è ñêîðîñòè áûëè ïîëó÷åíû äëÿ àíèçîòðîïíîé âÿçêîé BI Âñåëåí-
íîé. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ íå çàâèñÿò íè îò óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ
êîñìè÷åñêîé æèäêîñòè, íè îò åå âÿçêîñòè. Àâòîðû òàêæå ïîêàçàëè,÷òî ãðàâèòàöè-
îííûå âîëíû íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ïîïåðå÷íûìè â àíèçîòðîïíî ðàñøèðÿþ-
ùåéñÿ BI Âñåëåííîé, à ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû ãðàâèòàöèîííîé âîëíû ôèçè÷åñêè íå
ñóùåñòâåííû. Â ðàáîòå [106] ×î (Cho) è Ñïåëèîòîïîëàóñ (Speliotopoulos) èçó÷èëè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå êëàññè÷åñêèõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â BI Âñåëåííîé. Îíè íàøëè, ÷òî
ãðàâèòàöèîííûå âîëíû â BI Âñåëåííîé íå ýêâèâàëåíòíû äâóì áåçìàññîâûì ñêàëÿð-
íûì ïîëÿì ñ ìèíèìàëüíîé ñâÿçüþ, êàê ýòî áûâàåò â FRW Âñåëåííîé. Ïî ïðè÷èíå
èõ òåíçîðíîé ïðèðîäû, ãðàâèòàöèîííûå âîëíû áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê àíèçîòðîïèè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ÷åì ñêàëÿðíîå ïîëå, è â ðåçóëüòàòå â óðàâíåíèÿõ èíäóöèðóåò-
ñÿ ýôôåêòèâíûé ìàññîâûé ÷ëåí. Áîëåå òîãî, îíè íàøëè ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ïîëÿðè-
çàöèîííûìè ñîñòîÿíèÿìè ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, ÷òî îòñóòñòâóåò â FRW Âñåëåííîé.

Ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíûõ ìîäåëåé òèïà FRW ñ ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè (ñ
êâàäðàòíîé ïñåâäîâåêòîðíîé íåëèíåéíîñòüþ) ñïèíîðíûìè ïîëÿìè áûëè ïîëó÷åíû â
ðàáîòå [23]. Â ðàáîòå [189, 27] äîêàçàíà òåîðåìà îá èíäóöèðîâàíèè êâàäðàòè÷íîé ïñåâ-
äîâåêòîðíîé íåëèíåéíîñòè ó ñïèíîðíîãî ïîëÿ êðó÷åíèåì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Òåî-
ðåìà îá èíäóöèðîâàíèè â ïðîñòðàíñòâå Âåéëÿ êâàäðàòè÷íîé âåêòîðíîé íåëèíåéíîñòè
ó ñïèíîðíîãî ïîëÿ áûëà äîêàçàíà â [182]. Â [26] ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîé
êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñî âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïèíîðíûìè è ýëåêòðîìàãíèòíûìè
ïîëÿìè. Â ðàáîòå [190] ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè
ñ âðàùåíèåì òèïà Ãåäåëÿ ñ ìàññèâíûì ñïèíîðíûì ïîëåì. À äëÿ ñëó÷àÿ ñ íåñòàöèî-
íàðíîé âðàùàþùåéñÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ïîëó÷åíû â
[187]. Äîêàçàíî, ÷òî â àôôèííî-ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè ó ñïèíîðíîãî ïîëÿ
èíäóöèðóþòñÿ êâàäðàòè÷íûå ñêàëÿðíûå, ïñåâäîñêàëÿðíûå, âåêòîðíûå è ïñåâäîâåê-
òîðíûå íåëèíåéíîñòè [183].

Íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå (ÍËÑÏ) âî âíåøíåì FRW êîñìîëîãè÷åñêîì ãðàâè-
òàöèîííîì ïîëå áûëî ðàññìîòðåíî â ðàáîòå [54]. Òóò ìû õîòåëè áû çàìåòèòü, ÷òî
ïðèñóòñòâèå îñîáîé (ñèíãóëÿðíîé) âðåìåííîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ
åùå îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì èçîòðîïíîé ìîäåëè. Ïðèñóòñòâèå òàêîé ñèíãóëÿðíîé
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òî÷êè îçíà÷àåò, ÷òî âðåìÿ îãðàíè÷åíî. Ìîòèâàöèåé ââåäåíèÿ íåëèíåéíîãî ÷ëåíà â
ëàãðàíæèàí ñïèíîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îòâåòèòü íà åñòåñòâåííûé âî-
ïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ ïðèñóòñòâèåì ñèíãóëÿðíîé òî÷êè, ò.å. äåéñòâè-
òåëüíî ëè ïðèñóòñòâèå ñèíãóëÿðíîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííå ïðèñóùèì ñâîéñòâîì
ðåëÿòèâèñòñêèõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé èëè ýòî ïðîñòî ñëåäñòâèå óïðîùåíèÿ ðåàëü-
íîñòè, êîòîðîå äåëàåòñÿ â ýòèõ ìîäåëÿõ. Ðàáîòà Øèêèíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåíèÿ
íåëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé íåäîñòàòî÷íî äëÿ óñòðàíåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè â FRW
Âñåëåííîé. Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ýòîé ðàáîòû áûëî ââåäåíèå àíèçîòðîïèè â
ìîäåëè è àíàëèç óðàâíåíèé íåëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé âî âíåøíåì êîñìîëîãè-
÷åñêîì ïîëå òèïà Áèàíêè-I [44]. Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðåëè íåëèíåéíûé ÷ëåí â
ëàãðàíæèàíå ñïèíîðíîãî ïîëÿ êàê ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ âñåõ âîçìîæíûõ èíâà-
ðèàíòîâ, ïîñòðîåííûõ èç áèëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ ôîðì. Â íåé ìû òàêæå èçó÷èëè
âîçìîæíîñòü óñòðàíåíèÿ íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè. Òóò õîòåë áû çàìåòèòü, ÷òî õîòÿ
ââåäåíèå íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ñèñòåìó ïðè íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ âûáî-
ðàõ ïîðîæäàåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, íî îíî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ
ýíåðãî-äîìèíàíòíîñòè â òåîðåìå Õîóêèíãà-Ïåíðîóçà [155].

Â ïîñëåäíèå ãîäû ìû èññëåäîâàëè ïîâåäåíèå ñàìîñîãëàñîâàííûõ íåëèíåéíûõ ñïè-
íîðíûõ ïîëåé âî Âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-I [239, 269] êàê â ïðèñóòñòâèè èäåàëüíîé
æèäêîñòè, òàê è ïðè åå îòñóòñòâèè. Äàëåå áûëè ïîäãîòîâëåíû ðàáîòû [60, 1, 270], â
êîòîðûõ ìû ðàññìîòðåëè ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîðíûõ
è ñêàëÿðíûõ ïîëåé. Íåäàâíî íàìè áûëà èññëåäîâàíà [271, 243] ðîëü êîñìîëîãè÷åñêîé
ïîñòîÿííîé (Λ), êîòîðàÿ íàðÿäó ñ ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé Íüþòîíà (G) ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê ôóíäàìåíòàëüíàÿ êîíñòàíòà â òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà [122, 123].
Íàäî çàìåòèòü, ÷òî ïîìèìî BI øèðîêî èññëåäóþòñÿ è äðóãèå ìîäåëè Áèàíêè. Çäåñü
óìåñòíî íàçâàòü ðàáîòû äóáíèíñêèõ ôèçèêîâ [5, 141, 98, 99, 100]. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî íåëèíåéíûå ñïèíîðíûå ïîëÿ â ðàìêàõ êâàíòîâîé êîñìîëîãèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â
ðàáîòå [185].

Â íàáëþäàòåëüíîé àñòðîíîìèè èìåþòñÿ äàííûå î ïîñòîÿííîé Õàááëà è ïëîòíîñòè
ýíåðãèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ýòàïàì ýâîëþöèè Âñåëåííîé. Ìû ïðåäïîëàãàåì
âîçìîæíûì âîññòàíîâèòü ïàðàìåòðû íàøèõ ìîäåëåé (êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè, íåëè-
íåéíîñòè ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé è äð.), èñïîëüçóÿ ýòè äàííûå, ÷òîáû çàòåì
âîñïðîèçâåñòè ïðåäïîëîæèòåëüíî õîä ðåàëüíîé ýâîëþöèè íàøåé Âñåëåííîé. Ïîäãîí-
êà ïàðàìåòðîâ íå ïðåäñòàâëÿåò òåîðåòèêî-ôèçè÷åñêèõ çàòðóäíåíèé è ìîæåò áûòü âû-
ïîëíåíà ìåòîäàìè, âîñõîäÿùèìè åùå ê Ãàóññó, à ñðåäè ñîâðåìåííûõ ïðèìåðîâ ýòîãî
ïðîöåññà ìîæíî ñîñëàòüñÿ íà [15].



Ãëàâà 1

Âçàèìîäåéñòâóþùèå ñïèíîðíîå è

ñêàëÿðíîå ïîëÿ âî Âñåëåííîé òèïà

Áèàíêè-I

1.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåëè-
íåéíûõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé â ðàìêàõ Áèàíêè òèïà-I êîñìîëîãè÷åñêîé ìî-
äåëè â ïðèñóòñòâèè èäåàëüíîé æèäêîñòè è êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé (Λ -÷ëåíà.)
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé, âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íî-âðåìåííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé, èñòîðèþ ïîÿâëåíèÿ è ðîëü Λ-÷ëåíà â êîñìîëîãèè. Ïî-
ëó÷åííûå îáùèå ðåçóëüòàòû äàëåå áóäóò ïðîàíàëèçèðîâàíû ïðè êîíêðåòíûõ âûáîðàõ
íåëèíåéíîñòåé. Âñëåä çà ýòèì ÷èñëåííî ïðîàíàëèçèðóåì ýâîëþöèþ Âñåëåííîé.

Âñåëåííàÿ Áèàíêè òèïà-I (BI), áóäó÷è íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì ïëîñêîé
Âñåëåííîé Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà (FRW), ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ ïðîñòûõ
ìîäåëåé àíèçîòðîïíîé Âñåëåííîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò îäíîðîäíóþ è ïðîñòðàíñòâåííî
ïëîñêóþ Âñåëåííóþ. Â îòëè÷èå îò FRW Âñåëåííîé, ó êîòîðîé ìàñøòàáíûå ôàêòî-
ðû âî âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèÿõ îäèíàêîâû, ó BI âñå ýòè ôàêòîðû ðàçíûå, òåì ñàìûì
îíà ââîäèò àíèçîòðîïèþ â ñèñòåìó. Áîëåå òîãî, âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè îíà âåäåò ñåáÿ
ïîõîæå íà Âñåëåííóþ Êàçíåðà äàæå â ïðèñóòñòâèè ìàòåðèè, è òåì ñàìûì ïîïàäàåò
â ðàìêè îáùåãî àíàëèçà ñèíãóëÿðíîñòåé, ïðîâåäåíîãî Áåëèíñêèì ñ ñîàâòîðàìè [74].
Äàëåå, âî Âñåëåííîé, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ ñîñòîÿ-
íèÿ p = ζ ε, ζ < 1, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èçíà÷àëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ â BI Âñåëåííîé
áûñòðî èñ÷åçàåò è ïðåâðàùàåòñÿ â FRW Âñåëåííóþ [172]. Ïîñêîëüêó ñîâðåìåííàÿ Âñå-
ëåííàÿ óäèâèòåëüíî èçîòðîïíà, ýòî ñâîéñòâî äåëàåò BI Âñåëåííóþ ñàìûì ïîäõîäÿùèì
êàíäèäàòîì äëÿ èçó÷åíèÿ âîçìîæíûõ ýôôåêòîâ íà÷àëüíîé àíèçîòðîïèè íà îñíîâå ñå-
ãîäíÿøíåãî íàáëþäåíèÿ. Â ñâåòå âàæíîñòè âûøå ñêàçàííîãî ðàçíûå àâòîðû èçó÷àëè
BI Âñåëåííîé ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ.
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Â ñâîåé ðàáîòå [102] Êèìåíòî (Chimento) è Ìîëëåðàõ (Mollerach) èññëåäîâàëè
óðàâíåíèÿ Äèðàêà â BI Âñåëåííîé è íàøëè èõ êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Îíè òàêæå
óòâåðæäàþò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèÿ, êîòîðûå íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü èç ðåøåíèÿ, íàéäåííîãî äëÿ FRW Âñåëåííîé ñ
ïîìîùüþ ïåðòóðáàöèè. Îäíî èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îïèñûâàåò ÷àñòèöó ñ îïðåäåëåí-
íîé ñïèðàëüíîñòåé (helicity), òîãäà êàê äðóãîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò àíòè-÷àñòèöó ñ
ïðîòèâîïîëîæíûì âðàùåíèåì. Ýòîò ôàêò ïðåäëàãàåò î÷åíü èíòåðåñíóþ ïðîáëåìó, à
èìåííî, ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 íå ìîãóò âûæèòü â BI ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïî êðàé-
íåé ìåðå, åñëè îíè ñîõðàíÿþò èçâåñòíûå ñâîéñòâà â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.
Ýòîé ïðîáëåìîé òàêæå çàíèìàëñÿ Êàñòàíüèíî (Castagnino) è äðóãèå ó÷åíûå [96]. Îíè
ïîêàçàëè, ÷òî åñëè óðàâíåíèÿ Äèðàêà ìîæíî ðàçäåëèòü, òî ñóùåñòâóþò ÷åòûðå íåçà-
âèñèìûå ðåøåíèÿ. Ñïèíîðíûå ïîëÿ â BI Âñåëåííîé òàêæå áûëè èññëåäîâàíû Áåëèí-
ñêèì è Õàëàòíèêîâûì. Â ñâîåé ðàáîòå îíè ðåøèëè ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà-
Äèðàêà, êîãäà êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ è ìàññà ñïèíîðíîãî ïîëÿ èñ÷åçàþò (íåé-
òðèíî). Îíè òàêæå çàìåòèëè, ÷òî åñëè BI Âñåëåííàÿ çàïîëíåíà íåéòðèíî, òî ãëàâíûå
íàïðàâëåíèÿ ðàñøèðåíèÿ èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Èñïîëüçóÿ ãàìèëüòîíîâû ìåòîäû,
Õåííå (Henneaux) èçó÷èë Áèàíêè êëàññ À Âñåëåííûõ, ñîçäàâàåìûé ñïèíîðíûì èñòî÷-
íèêîì [160, 161]. Â [160] èì áûëî ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ ìàññîé
â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè òèïà Áèàíêè-I è ñ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, êîòîðîå äàëåå
áûëî ïðèìåíåíî êî Âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-II [161].

Â ðàáîòàõ [164, 203, 106] ðàçíûå àâòîðû èçó÷àëè ïîâåäåíèå ãðàâèòàöèîííîé âîëíû
â BI Âñåëåííîé. Â [203] ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé â ìåòðèêå,
ïëîòíîñòè ýíåðãèè è ñêîðîñòè áûëè ïîëó÷åíû äëÿ àíèçîòðîïíîé âÿçêîé BI Âñåëåííîé.
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ íå çàâèñÿò íè îò óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ êîñìè-
÷åñêîé æèäêîñòè, íè åå âÿçêîñòè. Îíè òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî ãðàâèòàöèîííûì âîëíàì
íå îáÿçàòåëüíî áûòü ïîïåðå÷íûìè â àíèçîòðîïíî ðàñøèðÿþùåéñÿ BI Âñåëåííîé, à
ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû ãðàâèòàöèîííîé âîëíû ôèçè÷åñêè íå ñóùåñòâåííû. Â ñâî-
åé ðàáîòå [106] ×î (Cho) è Ñïåëèîòîïîëàóñ (Speliotopoulos) èçó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå
êëàññè÷åñêèõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â BI Âñåëåííîé. Îíè íàøëè, ÷òî ãðàâèòàöèîííûå
âîëíû â BI Âñåëåííîé íå ýêâèâàëåíòíû äâóì áåçìàññîâûì ñêàëÿðíûì ïîëÿì ñ ìèíè-
ìàëüíîé ñâÿçüþ, êàê ýòî áûâàåò â FRW Âñåëåííîé. Ïî ïðè÷èíå åå òåíçîðíîé íàòóðû,
ãðàâèòàöèîííûå âîëíû áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê àíèçîòðîïèè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè,
÷åì ñêàëÿðíîå ïîëå è â ðåçóëüòàòå îíè ïðèîáðåòàþò ýôôåêòèâíûé ìàññîâûé ÷ëåí.
Áîëåå òîãî, îíè íàøëè ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ïîëÿðèçîâàííûìè ñîñòîÿíèÿìè ãðàâèòà-
öèîííûõ âîëí, ÷òî îòñóòñòâóåò â FRW Âñåëåííîé.

Íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå (ÍËÑÏ) âî âíåøíåì FRW êîñìîëîãè÷åñêîì ãðàâèòà-
öèîííîì ïîëå âïåðâûå áûëî ðàññìîòðåíî Øèêèíûì â 1991 [54]. Òóò õîòåëîñü áû çàìå-
òèòü, ÷òî ïðèñóòñòâèå îñîáîé (ñèíãóëÿðíîé) âðåìåííîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì èçîòðîïíîé ìîäåëè. Ïðèñóòñòâèå òàêîé ñèí-
ãóëÿðíîé òî÷êè îçíà÷àåò, ÷òî âðåìÿ îãðàíè÷åíî. Ìîòèâàöèåé ââåäåíèÿ íåëèíåéíîãî
÷ëåíà â ëàãðàíæèàí ñïèíîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ æåëàíèå îòâåòèòü íà åñòåñòâåííûé
âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ ïðèñóòñòâèåì ñèíãóëÿðíîé òî÷êè, ò.å., íà ñêîëü-
êî ïðèñóòñòâèå ñèíãóëÿðíîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííå ïðèñóùèì ñâîéñòâîì ðåëÿòè-
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âèñòñêèõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé èëè ýòî ïðîñòî ñëåäñòâèå óïðîùåíèÿ ðåàëüíîñòè,
êîòîðîå äåëàåòñÿ â ýòèõ ìîäåëÿõ. Ðàáîòà Øèêèíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåíèå íåëèíåé-
íûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé íåäîñòàòî÷íî äëÿ óñòðàíåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè â FRW Âñåëåííîé.
Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ýòîé ðàáîòû áûëî ââåäåíèå àíèçîòðîïèè â ìîäåëè è àíà-
ëèç óðàâíåíèé íåëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé âî âíåøíåì êîñìîëîãè÷åñêîì ïîëå òèïà
Áèàíêè-I [44]. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëñÿ íåëèíåéíûé ÷ëåí â ëàãðàíæèàíå ñïèíîð-
íîãî ïîëÿ êàê ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âñåõ âîçìîæíûõ èíâàðèàíòîâ, ïîñòðîåííûõ èç
áèëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ ôîðì è èçó÷àëñÿ âîçìîæíîñòü óñòðàíåíèÿ íà÷àëüíîé ñèíãó-
ëÿðíîñòè îñîáåííî äëÿ ìåòðèêè Êàçíåðà.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìû èññëåäîâàëè ïîâåäåíèå ñàìîñîãëàñîâàííûõ íåëèíåéíûõ
ñïèíîðíûõ ïîëåé âî Âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-I [239, 269] êàê â ïðèñóòñòâèè èäåàëüíîé
æèäêîñòè, òàê è â åå îòñóòñòâèè. Äàëåå áûëè ðàáîòû [60, 1, 270], ãäå ìû ðàññìîòðå-
ëè ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ïîëåé.
Íåäàâíî íàìè áûëà èññëåäîâàíà [271, 243] ðîëü êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé (Λ) êî-
òîðàÿ íàðÿäó ñ ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé Íüþòîíà (G) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ êîíñòàíòà â òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà [122, 123]. Íàäî çàìåòèòü,
÷òî ïîìèìî BI äðóãèå ìîäåëè Áèàíêè òàêæå øèðîêî èññëåäóþòñÿ. Òóò ìîæíî áûëî
áû íàçâàòü ðàáîòû Ïåðâóøèíà è äð. [141] à òàêæå [245].

1.2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ

Èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, ìû âûâîäèì îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñïèíîðíîãî,
ñêàëÿðíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé èç äåéñòâèÿ (1.1).

Äåéñòâèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ñïèíîðíîãî, ñêàëÿðíîãî è Áèàíêè òèïà-I ãðàâèòà-
öèîííîãî ïîëåé ïðåäñòàâèì â âèäå

S(g;ψ, ψ̄, φ) =
∫

L
√
−gdΩ (1.1)

ãäå
L = Lg + Lsp + Lsc + Lint + Lpf . (1.2)

Ãðàâèòàöèîííàÿ ÷àñòü ëàãðàíæèàíà (1.2) Lg çàäàåòñÿ BI ìåòðèêîé, òîãäà êàê Lsp

è Lsc îïèñûâàþò ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñïèíîðíûì è
ñêàëÿðíûì ïîëÿìè çàäàåòñÿ â âèäå Lint. Íàêîíåö Lpf îïèñûâàåò èäåàëüíóþ æèäêîñòü.
Â ïîñëåäóþùåì ìû äåòàëüíî îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ëàãðàíæèàíû.

1.2.1 Ñïèíîðíîå ïîëå, åãî èíâàðèàíòû è êîâàðèàíòíàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ

Äëÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ ψ, ñèììåòðèÿ ìåæäó ψ è ψ̄ òðåáóåò, ÷òîáû ìû âûáèðàëè ñèì-
ìåòðè÷íûé ëàãðàíæèàí [179]. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìû âûáåðåì ëàãðàíæèàí ñïèíîðíîãî
ïîëÿ â âèäå

Lsp =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
−mψ̄ψ + F, (1.3)
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ãäå F îïèñûâàåò ñàìîäåéñòâèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê íåêî-
òîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èíâàðèàíòîâ, ïîñòðîåííûõ èç âåùåñòâåííûõ áèëèíåé-
íûõ ôîðì ñïèíîðíîãî ïîëÿ.

Ïîñòðîèì èíâàðèàíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Òàê êàê ó ψ è ψ⋆ (êîìïëåêñíîå ñîïðÿ-
æåíèå ψ) åñòü ïî 4 êîìïîíåíòà, ìîæíî ïîñòðîèòü 4 · 4 = 16 íåçàâèñèìûõ áèëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé. Ýòî áóäåò

S = ψ̄ψ (ñêàëÿð), (1.4a)

P = iψ̄γ5ψ (ïñåâäî-ñêàëÿð), (1.4b)

vµ = (ψ̄γµψ) (âåêòîð), (1.4c)

Aµ = (ψ̄γ5γµψ) (ïñåâäî-âåêòîð), (1.4d)

T µν = (ψ̄σµνψ) (àíòè-ñèììåòðè÷íûé òåíçîð), (1.4e)

ãäå σµν = (i/2)[γµγν − γνγµ]. Èíâàðèàíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëèíåéíûõ ôîðì âû-
ãëÿäÿò êàê

I = S2, (1.5a)

J = P 2, (1.5b)

Iv = vµ v
µ = (ψ̄γµψ) gµν(ψ̄γ

νψ), (1.5c)

IA = AµA
µ = (ψ̄γ5γµψ) gµν(ψ̄γ

5γνψ), (1.5d)

IT = Tµν T
µν = (ψ̄σµνψ) gµαgνβ(ψ̄σ

αβψ). (1.5e)

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî Ôèðöà (Fierz) [132, 175, 292, 8] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ýòèõ
ïÿòè èíâàðèàíòîâ òîëüêî I è J ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûå
ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç íèõ: Iv = −IA = I+J è IT = I−J (ñì. ïðèëîæåíèå 2). Â
ñâåòå âûøå óïîìÿíóòîé òåîðåìû ìû âûáåðåì íåëèíåéíûé ÷ëåí F â âèäå ôóíêöèè îò I
è J , ò.å., F = F (I, J). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íàø âûáîð îïèñûâàåò íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî
ïîëÿ â ñàìîì îáùåì âèäå.

Â (1.3) ∇µ îçíà÷àåò êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå; åãî îïðåäåëåííûé âèä
çàâèñèò îò òîãî, íà ÷òî îí äåéñòâóåò. Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå èìååò ñëåäó-
þùèå ñòàíäàðòíûå ñâîéñòâà:

∇µ(AB) = (∇µA)B + A(∇µB), (1.6a)

∇µ(A
∗) = (∇µA)

∗, (1.6b)

∇µγν = 0, (1.6c)

ãäå ñèìâîë ∗ îçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå (òðàíñïîíèðîâàíèå êîìïëåêñíîãî ñîïðÿ-
æåíèÿ). Êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ìîæíî çàäàòü â ñëåäóþùåì ÿâíîì âèäå [13, 89]

∇µψ =
∂ψ

∂xµ
− Γµψ, (1.7a)

∇µψ̄ =
∂ψ̄

∂xµ
+ ψ̄Γµ, (1.7b)
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ãäå Γµ(x) ñóòü ìàòðèöà ñïèíîðíîé àôèííîé ñâÿçíîñòè Ôîêà-Èâàíåíêî. Â ïðåäûäóùèõ
óðàâíåíèÿõ γ ìàòðèöû ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùåé àëãåáðå:

γµγν + γνγµ = 2gµν (1.8)

è ñâÿçàíû ñ ìàòðèöàìè Äèðàêà äëÿ ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñîîòíîøåíèåì

gµν(x) = eaµ(x)e
b
ν(x)ηab, γµ(x) = eaµ(x)γ̄a, (1.9)

ãäå ηab = diag(1,−1,−1,−1) è eaµ ñîâîêóïíîñòü òåòðàäíûõ 4-âåêòîðîâ. Ìàòðèöû ñïè-
íîðíîé àôèííîé ñâÿçíîñòè Γµ(x) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðûõ
ìíîæèòåëåé åäèíè÷íîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

∇µγν =
∂γν
∂xµ

− Γρ
νµγρ − Γµγν + γνΓµ = 0, (1.10)

èìåþùåãî ðåøåíèå

Γµ(x) =
1

4
gρσ(x)

(
∂µe

b
δe

ρ
b − Γρ

µδ

)
γσγδ. (1.11)

1.2.2 Ëàãðàíæèàí ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Ëàãðàíæèàí áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ìû âûáåðåì â âèäå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
èíâàðèàíòà Υ = φ,αφ

,α:
Lsc = Ψ(Υ), Υ = φ,αφ

,α. (1.12)

Ëàãðàíæèàí ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì â ïðåäåëàõ Υ → 0, ò.å.,

lim
Υ→0

Ψ(Υ) =
1

2
Υ + · · · (1.13)

Â êà÷åñòâå íåëèíåéíîãî ñêàëÿðíîãî ëàãðàíæèàíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð,
ëàãðàíæèàí Áîðíà-Èíôåëüäà

Ψ(Υ) = − 1

σ

(
1−

√
1 + σΥ

)
. (1.14)

Êàê âèäíî, â ñëàáûõ ïðåäåëàõ íåëèíåéíûé ëàãðàíæèàí (1.14) ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì.

1.2.3 Ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ

Ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé âûáåðåì â âèäå [239, 1,
270]

Lint = λ1 φ,αφ
,αF1 = λ1ΥF1, (1.15)

ãäå λ1 êîíñòàíòà ñâÿçè è F1 íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îò I è J , ò.å., F1 =
F1(I, J). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå F1(I, J) ìû âûáåðåì ñòåïåííóþ èëè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ àðãóìåíòîâ.
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Âêëàä èäåàëüíîé æèäêîñòè â ñèñòåìó îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç åå òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà, êîòîðûé, áóäó÷è îäíèì èç èñòî÷íèêîâ, âîçäåéñòâóåò íà ãðàâèòàöèîííîå
ïîëå. Ñëåäîâàòåëüíî, íåò íàäîáíîñòè ïèñàòü ëàãðàíæèàí äëÿ æèäêîñòè Lpf ÿâíî. Ìû
íàïèñàëè Lpf â óðàâíåíèÿõ (1.1) è (1.2) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìû èìååì
äåëî ñ ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìîé. Äîâîëüíî èíòåðåñíóþ äèñêóññèþ î äåéñòâèè è
ëàãðàíæèàíå èäåàëüíîé æèäêîñòè ìîæíî ïðî÷èòàòü â ðàáîòàõ [121, 33, 34].

1.2.4 Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå: êðàòêèé îáçîð Áèàíêè òèïà-I êîñ-

ìîëîãèè

Äèàãîíàëüíàÿ Áèàíêè òèïà-I ìåòðèêà - ýòî ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ, â êîòîðîì äåéñòâóåò àáåëåâà ãðóïïà G3 íà ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé ãèïåðïî-
âåðõíîñòè, ïîðîæäåííîé ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûìè âåêòîðàìè Êèëëèíãà x1 = ∂1,
x2 = ∂2, x3 = ∂3. Â ñèíõðîííûõ êîîðäèíàòàõ ýòî ìåòðèêà âûãëÿäèò [301]:

ds2 = dt2 −
3∑

i=1

a2i (t)dx
2
i . (1.16)

Åñëè âñå òðè ìàñøòàáíûõ ôàêòîðà îäèíàêîâû (ò.å., a1 = a2 = a3), òî (1.16) îïèñûâàåò
èçîòðîïíóþ è ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêóþ Ôðèäìàíí-Ðîáåðòñîí-Óîêåð (FRW) Âñåëåí-
íóþ. Áèàíêè òèïà-I Âñåëåííàÿ èìååò ðàçíûå ìàñøòàáíûå ôàêòîðû âî âñåõ íàïðàâëå-
íèÿõ, ÷òî òåì ñàìûì ââîäèò â ñèñòåìó àíèçîòðîïèþ. BI Âñåëåííàÿ, áóäó÷è íåïîñðåä-
ñòâåííûì îáîáùåíèåì ïëîñêîé FRW Âñåëåííîé, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ ïðîñòûõ
ìîäåëåé àíèçîòðîïíîé Âñåëåííîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò îäíîðîäíóþ è ïðîñòðàíñòâåí-
íî ïëîñêóþ Âñåëåííóþ. Åñëè äâå èç òðåõ ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàâíû ìåæäó ñîáîé
(íàïðèìåð, a2 = a3), òî BI Âñåëåííàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â îäèí âàæíûé êëàññ ïëîñêîñèì-
ìåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (ñïåöèàëüíûé êëàññ ëîêàëüíî âðàùàòåëüíîñèììåò-
ðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [124, 290], êîòîðûé äîïóñêàåò ãðóïïó èçîìåòðèè G4,
äåéñòâóþùóþ ìóëüòèïîëüíî-òðàíçèòèâíî íà ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè îäíîðîäíîñòè, ïîðîæäåííîé âåêòîðàìè x1, x2, x3 è x4 = x2∂3 − x3∂2. Âáëèçè
ñèíãóëÿðíîñòè îíà âåäåò ñåáÿ êàê ìåòðèêà Êàçíåðà

a1(t) = a01t
p1 , a2(t) = a02t

p2 , a3(t) = a03t
p3 , (1.17)

ãäå pj ïàðàìåòðû ìåòðèêè BI, êîòîðûå èçìåðÿþò îòíîñèòåëüíóþ àíèçîòðîïèþ ìåæäó
ëþáûìè èç äâóõ àñèììåòðè÷íûõ îñåé è óäîâëåòâîðÿþò ñâÿçíîñòè

p1 + p2 + p3 = 1 (1.18a)

p21 + p22 + p23 = 1. (1.18b)

Òàêèì îáðàçîì, èç òðåõ ïàðàìåòðîâ òîëüêî îäèí ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì. Âîò
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îäèí ñïåöèôè÷åñêèé âèä ïàðàìåòðîâ

p1 =
−p

p2 + p+ 1
(1.19a)

p2 =
p(p+ 1)

p2 + p+ 1
(1.19b)

p3 =
p+ 1

p2 + p+ 1
. (1.19c)

Óñëîâèå 0 ≤ p ≤ 1 íà p òîãäà ïðèâîäèò ê−1/3 ≤ p1 ≤ 0, 0 ≤ p2 ≤ 2/3, 2/3 ≤ p3 ≤ 1.
Åùå îäíó ïàðàìåòðèçàöèþ ìîæíî çàäàòü, èñïîëüçóÿ óãîë íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè,
òàê êàê (1.18a) è (1.18b) îïèñûâàåò ïåðåñå÷åíèå ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ â ïàðàìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå (p1, p2, p3):

p1 =
1

3
(1 + cosϑ+

√
3 sinϑ), (1.20a)

p2 =
1

3
(1 + cosϑ−

√
3 sinϑ), (1.20b)

p3 =
1

3
(1− 2 cosϑ). (1.20c)

Õîòÿ ϑ êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îòìåòêà ëþáîé pj ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà øåñòü
ðàâíûõ ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîêðûâàåò 60o, Âûáîð pj â ðàìêàõ êàæäîãî ñåêòîðà
ïî îòäåëüíîñòè ñòàíîâèòñÿ óíèêàëüíûì (åäèíñòâåííûì). Äëÿ ϑ = 0 p1 = p2 = 2/3 è
p3 = −1/3, òîãäà êàê äëÿ ϑ = π/3 p1 = 1 è p2 = p3 = 0.

Èíîãäà óäîáíî ââåñòè íîâûé âðåìåííîé ïàðàìåòð η

η =

t∫
a−1(t̄)dt̄, (1.21)

ãäå ìû îïðåäåëèëè

[a(t)]2 = C(t) ≡ (a1a2a3)
2/3 = (C1C2C3)

1/3, (1.22)

ñ Ci ≡ a2i . Çàìåòèì, ÷òî â èçîòðîïíîì ïðåäåëå, ò.å., a1 = a2 = a3 η ñóòü êîíôîðìíîå
âðåìÿ. Äàëåå, îïðåäåëèâ

di =
C ′

i

Ci

, D ≡ 1

3

3∑
i=1

di =
C ′

C
, Q ≡ 1

72

∑
i<j

(di − dj)
2 (1.23)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî η, ìû íàõîäèì ñëåäóþùèå íåòðèâèàëüíûå
êîìïîíåíòû ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ äëÿ ìåòðèêè (1.16)

Γη
ηη =

1

2
D, Γη

ii =
1

2

diCi

C
, Γi

iη = Γi
ηi =

1

2
di. (1.24)
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Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäÿò êàê

Rηη =
3

2
D′ + 6Q, Rii = − Ci

2C
(d′i + diD), (1.25)

à ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà èìååò âèä

R = C−1[3D′ +
3

2
D2 + 6Q]. (1.26)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ
îáû÷íûì âðåìåíåì t. Ïîñëå ýòîãî êðàòêîãî îáçîðà â êà÷åñòâå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
ìû ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå è àíèçîòðîïíîå Áèàíêè òèïà-I ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Ãðà-
âèòàöèîííóþ ÷àñòü â ëàãðàíæèàíå (1.2) ìû âûáåðåì â âèäå

Lg =
R− 2Λ

2κ
, (1.27)

ãäå R - ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, κ = 8πG, G - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Íüþòîíà è
Λ ÿâëÿåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Áèàíêè òèïà-I ìåòðèêó ìû âûáåðåì â âèäå
[18]

ds2 = dt2 − a2(t)dx2 − b2(t)dy2 − c2(t)dz2. (1.28)

Çäåñü ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè a, b è c çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè t. Íåðàâåíñòâî a ̸= b ̸=
c ïðåäñòàâëÿåò àíèçîòðîïèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, òîãäà êàê èõ íåçàâèñèìîñòü îò
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò äåëàåò ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îäíîðîäíûì. Çàìåòèì, ÷òî
ìû ðàáîòàåì â ñèíõðîííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîãäà t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîáñòâåííîå
âðåìÿ â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì [29]

g00 = 1, g0ß = 0. (1.29)

Íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû ñèìâîëà Êðèñòîôôåëÿ äëÿ ìåòðèêè (1.28) âûãëÿäÿò
êàê

Γ1
10 =

ȧ

a
, Γ2

20 =
ḃ

b
, Γ3

30 =
ċ

c
(1.30)

Γ0
11 = aȧ, Γ0

22 = bḃ, Γ0
33 = cċ.

Ñîîòâåòñòâóþùèå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è èìåþò âèä

R0
0 = −

( ä
a
+
b̈

b
+
c̈

c

)
, (1.31a)

R1
1 = −

[ ä
a
+
ȧ

a

( ḃ
b
+
ċ

c

)]
, (1.31b)

R2
2 = −

[ b̈
b
+
ḃ

b

( ċ
c
+
ȧ

a

)]
, (1.31c)

R3
3 = −

[ c̈
c
+
ċ

c

( ȧ
a
+
ḃ

b

)]
. (1.31d)
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Èç (1.31) ïîëó÷èì ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó äëÿ BI Âñåëåííîé

R = −2
( ä
a
+
b̈

b
+
c̈

c
+
ȧ

a

ḃ

b
+
ḃ

b

ċ

c
+
ċ

c

ȧ

a

)
. (1.32)

Íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðèìàíà â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

R01
01 = − ä

a
, R02

02 = − b̈
b
, R03

03 = − c̈
c
,

(1.33)

R12
12 = − ȧ

a

ḃ

b
, R23

23 = − ḃ
b

ċ

c
, R31

31 = − ċ
c

ȧ

a
.

Òàê, ïîñëå òîãî êàê ìû çíàåì âñå íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ Ðè÷÷è è
Ðèìàíà, ìû ìîæåì íàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
Ýòè èíâàðèàíòû íàì íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ïðîáëåìó ñèíãóëÿðíîñòè
â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.

1.3 Óðàâíåíèÿ ïîëåé è èõ îáùèå ðåøåíèÿ

Èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, íàïèøåì óðàâíåíèÿ ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèå äåé-
ñòâèþ (1.1).

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (1.1) ïî îòíîøåíèþ ê ñïèíîðíîìó ïîëþ ψ (ψ̄) äàåò íåëèíåéíûå
óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ

iγµ∇µψ −mψ +Dψ + Giγ5ψ = 0, (1.34a)

i∇µψ̄γ
µ +mψ̄ −Dψ̄ − Giψ̄γ5 = 0, (1.34b)

ãäå ìû îáîçíà÷àåì

D = D1 + λ1D2 = 2S
(∂F
∂I

+ λ1Υ
∂F1

∂I

)
, G = G1 + λ1G2 = 2P

(∂F
∂J

+ λ1Υ
∂F1

∂J

)
,

òîãäà êàê âàðèàöèÿ (1.1) ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïîëþ ïðîèçâîäèò ñëåäóþ-
ùåå óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

1√
−g

∂

∂xν

[√
−ggνµ

(dΨ
dΥ

+ λ1F1

)
φ,µ

]
= 0. (1.35)

Âàðüèðóÿ (1.1) ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó gµν ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
Ýéíøòåéíà

Rµ
ν −

1

2
δµνR = −κT µ

ν − Λδµν (1.36)

ãäå Rµ
ν ñóòü òåíçîð Ðè÷÷è; R = gµ νRµ ν - ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà; T µ

ν - òåíçîð ýíåðãèé-
èìïóëüñà ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé. Â íàøåì ñëó÷àå òåíçîð ýíåðãèé-èìïóëüñà âûãëÿäèò

T ν
µ = T ν

spµ + T ν
scµ + T ν

intµ + T ν
pf µ. (1.37)
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Çäåñü T ν
spµ ñóòü òåíçîð ýíåðãèé-èìïóëüñà ñïèíîðíîãî ïîëÿ

T ρ
spµ =

i

4
gρν
(
ψ̄γµ∇νψ + ψ̄γν∇µψ −∇µψ̄γνψ −∇νψ̄γµψ

)
− δρµLsp (1.38)

ãäå Lsp ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé ñïèíîðíîãî ïîëÿ (1.34a) è (1.34b) èìååò âèä

Lsp = −
(
DS + GP

)
+ F (I, J). (1.39)

Òåíçîð ýíåðãèé-èìïóëüñà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ T ν
scµ çàäàåòñÿ

T ν
scµ = 2

dΨ

dΥ
φ,µφ

,ν − δνµΨ. (1.40)

Òåíçîð ýíåðãèé-èìïóëüñà, ñîîòâåòñòâóþùèé âçàèìîäåéñòâèþ

T ν
intµ = 2λ1F1φ,µφ

,ν − δνµLint. (1.41)

T ν
pf µ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ýíåðãèé-èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè. Äëÿ Âñåëåííîé, çà-
ïîëíåííîé èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò (u0 = 1, ui =
0, i = 1, 2, 3) èìååì

T ν
pf µ = (p+ ε)uµu

ν − δνµp = (ε, −p, −p, −p). (1.42)

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε èäåàëüíîé æèäêîñòè ñâÿçàíà ñ åå äàâëåíèåì p óðàâíåíèåì ñî-
ñòîÿíèÿ

ppf = ζ εpf , (1.43)

ãäå ζ ñóòü êîíñòàíòà è åå çíà÷åíèå ëåæèò â ïðåäåëàõ ζ ∈ [0, 1]. Â çàâèñèìîñòè îò
÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ζ îïèñûâàåò ñëåäóþùèå òèïû Âñåëåííîé [172]

ζ = 0, (ïûëü), (1.44a)

ζ = 1/3, (èçëó÷åíèå), (1.44b)

ζ ∈ (1/3, 1), (òâåðäàÿ Âñåëåííàÿ ), (1.44c)

ζ = 1, (Æåñòêàÿ ìàòåðèÿ). (1.44d)

ßêîáñ (Jacobs) [172] òàêæå ïîêàçàë, ÷òî åñëè Âñåëåííàÿ çàïîëíåíà æèäêîñòüþ, ïîä-
÷èíÿþùåéñÿ óðàâíåíèÿì (1.43) è (1.44), òî ëþáàÿ ïåðâîíà÷àëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ âî
Âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-I áûñòðî èñ÷åçàåò è BI Âñåëåííàÿ ïðåâðàùàåòñÿ â FRW Âñå-
ëåííóþ.

1.3.1 Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîëåé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ è ãðàâèòàöèîííîãî ïî-
ëåé. Ìû èññëåäóåì ïðîñòðàíñòâåííîíåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñïèíîðíîãî è
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ñêàëÿðíîãî ïîëåé, à èìåííî (1.34a), (1.34b), è (1.35) òàêèå ÷òî ψ = ψ(t) è φ = φ(t).
Ìû òàêæå îïðåäåëèì ôóíêöèþ τ(t) çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè

τ = abc =
√
−g, (1.45)

êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå åñòü ìàñøòàá îáúåìà Âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-I. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè òèïà Áèàíêè-I,
íàïèøåì γ è Γµ äëÿ ìåòðèêè (1.28) â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ìåòðèêè (1.28) èç óðàâíå-
íèÿ (1.9) íàõîäèì ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè Äèðàêà äëÿ ïëîñêîãî è BI ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè:

γ0 = γ̄0, γ1 = a(t)γ̄1, γ2 = b(t)γ̄2, γ3 = c(t)γ̄3,

(1.46)

γ0 = γ̄0, γ1 = γ̄1/a(t), γ2 = γ̄2/b(t), γ3 = γ̄3/c(t).

Äëÿ ñïèíîðíîé àôèííîé ñâÿçíîñòè èç (1.11) â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

Γ0 = 0, Γ1 =
1

2
ȧ(t)γ̄1γ̄0, Γ2 =

1

2
ḃ(t)γ̄2γ̄0, Γ3 =

1

2
ċ(t)γ̄3γ̄0. (1.47)

Ìàòðèöû γ̄ â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå ìû âûáåðåì â ôîðìå [9]:

γ̄0 =

(
I 0
0 −I

)
, γ̄i =

(
0 σi

−σi 0

)
, γ5 = γ̄5 =

(
0 −I
−I 0

)
,

ãäå ìàòðèöû Ïàóëè σi èìåþò âèä

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî γ̄ è σ ìàòðèöû ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùåé àëãåáðå

γ̄iγ̄j + γ̄j γ̄i = 2ηij, i, j = 0, 1, 2, 3

γ̄iγ̄5 + γ̄5γ̄i = 0, (γ̄5)2 = I, i = 0, 1, 2, 3

σjσk = δjk + iεjklσ
l, j, k, l = 1, 2, 3

ãäå ηij = {1,−1,−1,−1} - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, δjk - ñèìâîë Êðîíåêàðà è εjkl ïîë-
íîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà Ëåâè-×èâèòû ñ ε123 = +1.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ (1.34a) ïåðåïèøåì â âèäå

iγ̄0
(
∂

∂t
+

τ̇

2τ

)
ψ −mψ +Dψ + Giγ5ψ = 0. (1.48)

Ââîäÿ Vj(t) =
√
τψj(t), j = 1, 2, 3, 4, èç (1.48) âûâîäèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíå-

íèé:

V̇1 + i(m−D)V1 − GV3 = 0, (1.49a)

V̇2 + i(m−D)V2 − GV4 = 0, (1.49b)

V̇3 − i(m−D)V3 + GV1 = 0, (1.49c)

V̇4 − i(m−D)V4 + GV2 = 0. (1.49d)
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Èç (1.34a) è (1.34b) ìû òàêæå âûâåäåì óðàâíåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ S = ψ̄ψ, P =
iψ̄γ5ψ è A = ψ̄γ̄5γ̄0ψ

Ṡ0 − 2G A0 = 0, (1.50a)

Ṗ0 − 2(m−D)A0 = 0, (1.50b)

Ȧ0 + 2(m−D)P0 + 2GS0 = 0, (1.50c)

ãäå S0 = τS, P0 = τP , è A0 = τA. Óðàâíåíèå (1.50) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

S2 + P 2 + A2 = C2/τ 2, C2 = const. (1.51)

Èç óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (1.35) â ýòîì ñëó÷àå èìååì(dΨ
dΥ

+ λ1F1

)
φ̇ =

Cs

τ
, Cs = const. (1.52)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèÿì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî ìû ïåðåïèøåì
óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (1.36) ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòðèêå (1.28) â ðàçâåðíóòîì âèäå

b̈

b
+
c̈

c
+
ḃ

b

ċ

c
= κT 1

1 + Λ, (1.53a)

c̈

c
+
ä

a
+
ċ

c

ȧ

a
= κT 2

2 + Λ, (1.53b)

ä

a
+
b̈

b
+
ȧ

a

ḃ

b
= κT 3

3 + Λ, (1.53c)

ȧ

a

ḃ

b
+
ḃ

b

ċ

c
+
ċ

c

ȧ

a
= κT 0

0 + Λ, (1.53d)

ãäå òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t.
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèöû Äèðàêà ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ÿâíûé

âèä êîâàðèàíòíîãî ïðîèçâîäíîãî ∇µ, ìû âûïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòîâ òåí-
çîðà ýíåðãèé-èìïóëüñà:

T 0
0 = mS − F (I, J) + 2

dΨ

dΥ
φ̇2 −Ψ(Υ) + 2λ1F1(I, J)φ̇

2 − λ1F1(I, J)Υ + ε (1.54a)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = DS + GP − F (I, J)−Ψ(Υ)− λ1F1Υ− p. (1.54b)

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà. Ðàçíîñòü óðàâíåíèé (1.53b) è (1.53a)
ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

ä

a
− b̈

b
+
ȧċ

ac
− ḃċ

bc
=

d

dt

(
ȧ

a
− ḃ

b

)
+

(
ȧ

a
− ḃ

b

)(
ȧ

a
+
ḃ

b
+
ċ

c

)
= 0. (1.55)

Èç (1.55) íàõîäèì (
ȧ

a
− ḃ

b

)
τ = X1, (1.56)
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ãäå X1 êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè τ → ∞ ñêîðîñòü ðàñøèðåíèÿ
íà (x, y) ïëîñêîñòè ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíûì, ò.å.,

ȧ

a
=
ḃ

b
=⇒ a = qb, (1.57)

ãäå q - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Â îáùåì, óðàâíåíèå (1.56) äàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè a è b:
a

b
= D1 exp

(
X1

∫
dt

τ

)
, (1.58)

ãäå D1 ñóòü êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Àíàëîãè÷íî, ìû òàêæå íàõîäèì

b

c
= D2 exp

(
X2

∫
dt

τ

)
, (1.59)

c

a
= D3 exp

(
X3

∫
dt

τ

)
, (1.60)

ãäå D2, D3, X2, X3 êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî êàê â ñëó÷àå (1.56), íå
ñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñêîðîñòü ðàñøèðåíèÿ ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé âî âñåõ íàïðàâëå-
íèÿõ ïðè τ → ∞.

Íå òðóäíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó êîíñòàíòàìè èíòåãðèðîâàíèÿ Xi

è Di:

D1D2D3 = 1, X1 +X2 +X3 = 0. (1.61)

Íàêîíåö, ñ ó÷åòîì (1.45) èç óðàâíåíèé (1.58), (1.59) è (1.60) ìû ïîëó÷èì ìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè a(t), b(t), è c(t) â ÿâíîì âèäå [244]

a(t) = A1τ
1/3 exp

[
(B1/3)

∫
τ−1 dt

]
, (1.62a)

b(t) = A2τ
1/3 exp

[
(B2/3)

∫
τ−1 dt

]
, (1.62b)

c(t) = A3τ
1/3 exp

[
(B3/3)

∫
τ−1 dt

]
, (1.62c)

ãäå

A1 = 3
√
(D1/D3), A2 =

3

√
1/(D2

1D3), A3 =
3

√
(D1D2

3),

B1 = X1 −X3, B2 = −(2X1 +X3), B3 = X1 + 2X3.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è íåëèíåéíûõ ñïèíîðíîãî è
ñêàëÿðíîãî ïîëåé ïîëíîñòüþ ïðîèíòåãðèðîâàíà. Â ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëü-
çîâàëèñü òîëüêî ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ (1.53a) - (1.53c) ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèÿ
Ýéíøòåéíà. Ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå òðåõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåå
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÷åòûðå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå D1, D3, X1, X3. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.53d) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà. Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â
ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü ôóíêöèè a, b, c â (1.53d)
èëè ðåøàòü âñå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.53) âìåñòå.

Ïðè ïîäñòàíîâêå a, b, c â (1.53d) äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ëèáî òîæäåñòâî, ëèáî íåêî-
òîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîñòîÿííûìè, âõîäÿùèìè â ðåøåíèå. Â ñàìîì
äåëå, ïîäñòàâëÿÿ a, b, c èç (1.62) â (1.53d) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

τ̇ 2 −X = 3τ 2
(
κT 0

0 + Λ
)
, X := X2

1 +X1X3 +X2
3 , (1.63)

âûïîëíåíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðóåò ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1.63) ìîæíî âûïèñàòü â êâàäðàòóðàõ∫

dτ√
X + 3τ 2

(
κT 0

0 + Λ
) = t+ t0, t0 = const. (1.64)

Â íàøåì äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè ìû ðàññìîòðèì âòîðóþ âîçìîæíîñòü, ó÷èòûâàÿ
âñå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.53). Äëÿ ýòîãî ìû ñóììèðóåì óðàâíåíèè (1.53a),
(1.53b),(1.53c) è (1.53d) óìíîæåííîå íà 3, ò.å.,

(
(1.53a)+ (1.53b)+ (1.53c)+3× (1.53d)

)
.

Ýòî ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ
τ(t) :

τ̈

τ
=

3

2
κ
(
T 1
1 + T 0

0

)
+ 3Λ (1.65)

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.65) åñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò τ ,
òî åãî ðåøåíèå èçâåñòíî [177]. Êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (1.65) íà ñàìîì äåëå çàâèñèò òîëüêî îò τ . Çàäàâ F è Lint â ÿâíîì âèäå èç
óðàâíåíèÿ (1.65) ìû íàõîäèì êîíêðåòíîå ðåøåíèå äëÿ τ â êâàäðàòóðàõ.

Äëÿ íåêîòîðîãî óäîáñòâà ìû òàêæå ïåðåïèøåì ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè è èõ ïðîèç-
âîäíûå â êîìïàêòíîé ôîðìå ââîäÿ a1, a2, è a3 äëÿ a, b, è c, ñîîòâåòñòâåííî. Èç (1.62)
ìû òîãäà èìååì

ai = Aiτ
1/3 exp[(Bi/3)

∫
τ−1dt], (1.66a)

ȧi
ai

=
τ̇

3τ
+
Bi

3τ
, (i = 1, 2, 3, ) (1.66b)

äi
ai

=
τ̈

3τ
− 2

9

( τ̇
τ

)2
− Bi

9

τ̇

τ 2
+
B2

i

9τ 2
. (1.66c)

Äî òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ, ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ îá óñêî-
ðåíèè. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â FRW ìîäåëè èìåþò âèä

2
ä

a
+
( ȧ
a

)2
= κT 1

1 , (1.67a)

3
( ȧ
a

)2
= κT 0

0 . (1.67b)
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Èç (1.67) íàõîäèì
ä

a
= −κ

6
(T 0

0 − 3T 1
1 ), (1.68)

Óðàâíåíèå (1.68) èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå óñêîðåíèÿ. Ïî àíàëîãèè äëÿ BI Âñåëåííîé
èç (1.36) çàïèøåì

ä

a
+
b̈

b
+
c̈

c
= −κ

2
(T 0

0 − 3T 1
1 ), (1.69)

÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå óñêîðåíèÿ. Ïîëàãàÿ a = b = c, ìû ïîëó-
÷èì ïåðâîíà÷àëüíîå îïðåäåëåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ó÷åòîì (1.66) óðàâíåíèå (1.69)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

τ̈

τ
− 2

3

τ̇ 2

τ 2
+
B2

1 +B2
2 +B2

3

9τ 2
= −κ

2
(T 0

0 − 3T 1
1 ). (1.70)

Êàê âèäíî, óðàâíåíèå (1.70) íè÷åãî äîïîëíèòåëüíîãî íàì íå ñîîáùàåò. Ïîýòîìó â ìåò-
ðèêå BI ïîä óñêîðåíèåì ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü τ̈ è óðàâíåíèå (1.65) êàê óðàâíåíèå
óñêîðåíèÿ.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ. Â FRW ìîäåëè ýòîò ïàðàìåòð îïðåäå-
ëÿåòñÿ â âèäå

qfrw = −aä
ȧ2

= −
[
1 +

Ḣfrw

Hfrw

]
=

d

dt

( 1

Hfrw

)
− 1, (1.71)

ãäå Hfrw = ȧ/a ñóòü ïîñòîÿííàÿ Õàáëà â FRW ìîäåëè. Ïî àíàëîãèè ìîæíî îïðåäåëèòü
ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ. Åñëè îïðåäåëèòü åãî â âèäå

q = −
[
1 +

Ḣ1 + Ḣ2 + Ḣ3

H2
1 +H2

2 +H2
3

]
, (1.72)

ãäå
Hi = ȧi/ai, òîãäà ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðè a = b = c.

Îïðåäåëåíèå (1.72) òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

q = −
ä
a
+ b̈

b
+ c̈

c(
ȧ
a

)2
+
(

ḃ
b

)2
+
(

ċ
c

)2 . (1.73)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.66) â (1.73) ïîëó÷èì

q = −9τ τ̈ − 6τ̇ 2 + (B2
1 +B2

2 +B2
3)

3τ̇ 2 + (B2
1 +B2

2 +B2
3)

. (1.74)

Íî ýòî îïðåäåëåíèå â íàøåì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâûì, ïîñêîëüêó â êà÷å-
ñòâå óñêîðåíèÿ íàìè áûëî âûáðàíî τ̈ . Ïîýòîìó ìû ïåðåõîäèì êî âòîðîìó îïðåäåëåíèþ
è âñëåä çà Áåëèíñîíîì (Belinchon) è Õàðêî (Harko) [6, 150] îïðåäåëèì îáîáùåííûé
ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ â ôîðìå

q =
d

dt

( 1

3H
)− 1 = −τ τ̈

τ̇ 2
. (1.75)



26 Âçàèìîäåéñòâóþùèå ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ · · ·

Çäåñü ïî àíàëîãèè ñ FRW Âñåëåííîé ìû îïðåäåëèëè ïîñòîÿííóþ Õàáëà (Hubble) H.
Òîãäà èç (1.66) èìååì

Hj =
ȧj
aj

=
τ̇ +Bj

3τ
, j = 1, 2, 3, (1.76)

èëè â îáîáùåííîì âèäå
H = (H1 +H2 +H3)/3 = τ̇ /3τ (1.77)

Êàê âèäíî, â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, ò.å., ïðè a = b = c âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíîå
îïðåäåëåíèå.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà (1.36). Èç òîæäåñòâà Áèàíêè Gν
µ;ν = 0

ïîëó÷àåì
T ν
µ;ν = T ν

µ,ν + Γν
ρνT

ρ
µ − Γρ

µνT
ν
ρ = 0, (1.78)

÷òî â íàøåì ñëó÷àå âûãëÿäèò êàê

Ṫ 0
0 +

τ̇

τ

(
T 0
0 − T 1

1

)
= 0. (1.79)

Ýòî íà ñàìîì äåëå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Èìåÿ ââèäó,
÷òî

T 0
0 = mS − F (I, J) + 2

(dΨ
dΥ

+ λ1F1

)
φ̇2 − ψ(Υ)− λ1F1(I, J)Υ + ε

= mS − F (I, J) + 2
Cs

τ
φ̇− ψ(Υ)λ1F1(I, J)Υ + ε,

íàõîäèì

Ṫ 0
0 = mṠ −

(
DṠ + GṖ

)
− 2

Csφ̇τ̇

τ 2
+ ε̇. (1.80)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

T 0
0 − T 1

1 = mS −
(
DS + GP

)
+ 2

Cs

τ
φ̇+ ε+ p. (1.81)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.80) è (1.81) â (1.79) íàõîäèì

(m−DṠ0 − GṖ0 + (ε+ p)τ̇ + τ ε̇ = 0, (1.82)

ãäå S0 = τS è P0 = τP . Èç (1.50a) è (1.50b) èìååì (m−D)Ṡ0−GṖ0 = 0. Äàëåå ñ ó÷åòîì
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ò.å., p = ζε ïîëó÷èì

dε

(1 + ζ)ε
+
dτ

τ
= 0, (1.83)

äîïóñêàþùåå ðåøåíèå

ε =
ε0
τ 1+ζ

, p =
ζε0
τ 1+ζ

(1.84)
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ãäå ε0 åñòü êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.84) ñïðàâåäëè-
âî äëÿ ëþáîé êîìáèíàöèè ëàãðàíæèàíà ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé, íàïðèìåð, ñïèíîðíîãî,
ñêàëÿðíîãî èëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé. Òàêèì îáðàçîì,
ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.65) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îò τ . Òîãäà (1.65), óìíîæåí-
íîå íà 2τ̇ ìîæíî çàïèñàòü

2τ̇ τ̈ =
[
3
(
κ(T 1

1 + T 0
0 ) + 2Λ

)
τ
]
τ̇ = Ψ(τ)τ̇ (1.85)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.85) çàïèøåì â êâàäðàòóðàõ

∫
dτ√∫
Ψ(τ)dτ

= t+ t0. (1.86)

Â äàëüíåéøåì ìû ïîëîæèì t0 = 0, òàê êàê ýòî äàåò ëèøü ñäâèã íà÷àëüíîãî âðåìåíè.
Çàäàâ F (I, J) â ÿâíîì âèäå èç (1.86) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ τ(t). À êàê òîëüêî ìû ïî-
ëó÷èì τ â ÿâíîì âèäå, ìû ïîëó÷èì êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ ψj(t), j = 1, 2, 3, 4.
Òàêèì îáðàçîì ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è Äèðàêà ïîëíîñòüþ
ïðîèíòåãðèðîâàíà.

1.4 Èíâàðèàíòû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Ïðè èññëåäîâàíèè ïîëåé òÿãîòåíèÿ îáùåãî âèäà èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá èíâà-
ðèàíòíîé õàðàêòåðèñòèêå ïîëÿ ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ñèñòåìû èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿëè áû ñîáîé ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gµν
è åãî ïðîèçâîäíûõ ∂γ1gµν , · · · , ∂γ1···γkgµν , êîòîðûå íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòîì k-îãî ïî-
ðÿäêà [37].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñèíãóëÿðíîñòè (ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà)
â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, íàì ñëåäóåò èçó÷èòü èíâàðèàíòíûå õàðàêòåðèñòèêè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýòè èíâàðèàíòû ñîñòàâëÿ-
þòñÿ èç òåíçîðà êðèâèçíû è ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Â îòëè÷èå îò ýëåêòðîäèíàìèêè,
ãäå èìååòñÿ âñåãî äâà èíâàðèàíòà (J1 = FµνF

µν è J2 = ⋆FµνF
µν), â ÷åòûðåõìåðíîì

ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñóùåñòâóþò 14 íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ. Ñëåäóÿ
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ìîíîãðàôèè [35] ìû âûïèøåì èõ

I1 = R (1.87a)

I2 = RµνR
µν , (1.87b)

I3 = RαβµνR
αβµν , (1.87c)

I4 = ⋆RαβµνR
αβµν , (1.87d)

I5 = Rα
βR

β
µR

µ
α, (1.87e)

I6 = RαβRµνRαµβν , (1.87f)

I7 = RαβRµν⋆Rαµβν , (1.87g)

I8 = RαβµνRαβσρR
σρ

µν , (1.87h)

I9 = ⋆RαβµνRαβσρR
σρ

µν , (1.87i)

I10 = Rβ
αR

αµRµνR
ν
β, (1.87j)

I11 = Rµ
νR

σα
ρµ R β[ν

σα R
ρ ]
β , (1.87k)

I12 = Rµ
ν⋆R

σα
ρµR

β[ν
σα R

ρ ]
β , (1.87l)

I13 = Rµν
αβ

(
Aαβ

µν +Rα
ρR

ρ
σR

σ
ηR

η
µδ

β
ν

)
, (1.87m)

I14 = ⋆R µν
αβ Aαβ

µν (1.87n)

ãäå Aαβ
µν = 4Rα

ρR
ρ
σR

σ
µR

β
ν + 3Rα

ρR
ρ
µR

β
σR

σ
ν and ⋆Rαβµν = 1

2
EαβσρR

σρ
µν = 1

2
EσρµνR

σρ
αβ ,

⋆R µν
αβ = 1

2
EαβσρR

σρµν ñ Eαβµν =
√
−gεαβµν è Eαβµν = −1√

−g
εαβµν . çäåñü εαβµν åñòü

ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-×åâèòû ñ ε0123 = 1. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû
àíàëèçèðîâàòü âñå 14 âûøå óïîìÿíóòûõ èíâàðèàíòîâ, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî
òðåìÿ, à èìåííî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé I1 = R, I2 = RµνR

µν è ñêàëÿðîì Êðåò÷ìàíà
(Kretschmann) I3 = RαβµνR

αβµν [90, 128]. Â ëþáîé ðåãóëÿðíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ýòè òðè èíâàðèàíòà I1, I2, I3 äîëæíû áûòü êîíå÷íûìè. Âûïèøåì ýòè èíâà-
ðèàíòû ïîäðîáíåå.

Äëÿ ìåòðèêè Áèàíêè-I ìû èìååì ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó

I1 = R = −2
τ̈ − ȧḃc− ḃċa− ċȧb

τ
. (1.88)

Ïîñêîëüêó òåíçîð Ðè÷÷è äëÿ ìåòðèêè Áèàíêè-I ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì, òî èíâàðèàíò
I2 = RµνR

µν ≡ Rν
µR

µ
ν åñòü ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà Ðè÷÷è,

ò.å.,

I2 =
[(
R0

0

)2
+
(
R1

1

)2
+
(
R2

2

)2
+
(
R3

3

)2]
, (1.89)
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ñ

R0
0 = − äbc+ ab̈c+ abc̈

τ
, (1.90a)

R1
1 = − äbc+ ȧḃc+ ȧbċ

τ
, (1.90b)

R2
2 = −ab̈c+ ȧḃc+ aḃċ

τ
, (1.90c)

R3
3 = −abc̈+ aḃċ+ ȧbċ

τ
. (1.90d)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñêàëÿðà Êðåò÷ìàíà â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì I3 = Rµν
αβR

αβ
µν , ñóììà

êâàäðàòîâ âñåõ íåíóëåâûõ êîìïîíåíòîâ Rµν
αβ:

I3 = 4

[(
R01

01

)2
+
(
R02

02

)2
+
(
R03

03

)2
+
(
R12

12

)2
+
(
R23

23

)2
+
(
R31

31

)2]
=

4

τ 2

[
(äbc)2 + (ab̈c)2 + (abc̈)2 + (ȧḃc)2 + (ȧbċ)2 + (aḃċ)2

]
, τ = abc. (1.91)

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî, ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè a, b, c è èõ ïðîèçâîäíûå íàõîäÿòñÿ â
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè îò τ . Òàêèì îáðàçîì, ââèäó (1.66), ìû íàõîäèì, ÷òî â
ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ãäå τ = 0, èíâàðèàíòû I1, I2, I3 ñòàíîâÿòñÿ áåñ-
êîíå÷íûìè, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì
(ñì. ïðèëîæåíèå 3).

1.5 Ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîçäàòü íàãëÿäíóþ êàðòèíó ëþáîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè, íàì íóæíî
âûðàçèòü ðåçóëüòàòû ÷åðåç ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, êîòîðûå ìîæíî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî èçìåðèòü. Â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ãäå ìû èìååì äåëî ñ îáúåêòàìè
â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí
íå òàê óæ ïðîñòà. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôèçè÷åñêè íàáëþäàå-
ìûõ âåëè÷èí â ÷åòûðåõìåðíîì ïñåâäî-ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðâûå áûëî ââåäåíî
Çåëüìàíîâûì ïîä íàçâàíèåì õðîíîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû [19, 36, 229]. Ïîä õðîíî-
ìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé âåëè÷èíîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûå
âåëè÷èíû â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíûìè îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåíè.

Èçó÷èì ýòó òî÷êó çðåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî. Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò xi

è x
′ i. Ãîâîðÿò, ÷òî ýòè äâå ñèñòåìû ñâÿçàíû ñ îäíîé è òîé æå ñèñòåìîé îòñ÷åòà, åñëè

îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì

∂x
′ i

∂x0
= 0,

∂xi

∂x′ 0
= 0. (1.92)
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Âûøå îïèñàííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé è
òîé æå ñèñòåìå îòñ÷åòà, ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, åñëè äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò äâèæóòñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, òî îíè
ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ñèñòåìàì îòñ÷åòà. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, îñòàâëÿþ-
ùåå äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò â îäíîé è òîé æå ñèñòåìå îòñ÷åòà ìîæåò áûòü çàïèñàíî
êàê ñèñòåìà äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîâìåñòíî ðåàëèçóþìûìè: õðîíîìåòðè÷åñêîå ïðå-
îáðàçîâàíèå è 3D ïðåîáðàçîâàíèå

x
′ 0 = x

′ 0(x0, x1, x2, x3), (1.93a)

x
′ i = x

′ i(x1, x2, x3). (1.93b)

Âåëè÷èíû, èíâàðèàíòíûå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (1.93), íàçûâàþòñÿ õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíûìè. Ïî òåîðåìå Çåëüìàíîâà õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå (ôèçè÷åñêè
íàáëþäàåìûå) ïðîåêöèè 4D âåêòîðà Qα åñòü [229]

uαQα =
Q0√
g00

, P i
αQ

α = Qi, (1.94)

ãäå uα - 4D ñêîðîñòü ñ uαu
α = 1 è Pαβ ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð:

Pαβ = gαβ − uαuβ (1.95a)

Pαβ = gαβ − uαuβ (1.95b)

Pα
β = δαβ − uαuβ (1.95c)

Pα
λ P

λ
β = P α

β . (1.95d)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçó÷àòü ðîëü íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé â ôîð-
ìèðîâàíèè êîíôèãóðàöèè ñ ëîêàëèçîâàííîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè è êîíå÷íûìè ïîëíîé
ýíåðãèåé, ñïèíîì è çàðÿäîì ñïèíîðíîãî ïîëÿ, îïðåäåëèì ñïèíîðíûé òîê è òåíçîð ñïè-
íà.

Èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ, íàéäåííûå âûøå, ìîæíî íàïèñàòü êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî
òîêà:

jµ = ψ̄γµψ. (1.96)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ψ̄ = ψ†γ̄0, ãäå ψ† =
(
ψ∗
1, ψ

∗
2, ψ

∗
3, ψ

∗
4

)
è ψj = Vj/

√
τ , j = 1, 2, 3, 4 äëÿ

êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà çàïèøåì

j0 =
1

τ

[
V ∗
1 V1 + V ∗

2 V2 + V ∗
3 V3 + V ∗

4 V4
]
, (1.97a)

j1 =
1

aτ

[
V ∗
1 V4 + V ∗

2 V3 + V ∗
3 V2 + V ∗

4 V1
]
, (1.97b)

j2 =
−i
bτ

[
V ∗
1 V4 − V ∗

2 V3 + V ∗
3 V2 − V ∗

4 V1
]
, (1.97c)

j3 =
1

cτ

[
V ∗
1 V3 − V ∗

2 V4 + V ∗
3 V1 − V ∗

4 V2
]
. (1.97d)
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Êîìïîíåíòà j0 îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü çàðÿäà ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Îíà èìååò ñëåäóþùóþ
õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíóþ ôîðìó

ϱ = (j0 · j0)1/2. (1.98)

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîé âåëè÷èíû, êîòîðîå ìû
ïðèíèìàåì çäåñü, îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, ÷òî ïðåäëîæèë Çåëüìàíîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ìû
òîëüêî ïîä÷åðêèâàåì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàòîð èçìåðÿåò â îñíîâíîì ϱ, à íå j0. Ïîýòîìó,
áóäó÷è ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé, ϱ ìîæåò áûòü íàçâàíà õðîíîìåòðè÷åñêè
èíâàðèàíòíîé. Ïîëíûé çàðÿä ñïèíîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Q =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϱ
√
−3gdxdydz. (1.99)

Òàê êàê ϱ = ϱ(t) è
√

−3g = τ(t), äëÿ òîãî, ÷òîáû çàðÿä Q èìåë ñìûñë, ìû äîëæíû
ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî â íåêîòîðîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå ïî x, y è z è ïîñëå ýòîãî
íîðìèðîâàòü ïî åäèíèöå.

Ïîñìîòðèì òåíçîð ñïèíà [9]

Sµν,ϵ =
1

4
ψ̄
{
γϵσµν + σµνγϵ

}
ψ. (1.100)

Çàïèøåì êîìïîíåíòû Sik,0 (i, k = 1, 2, 3), ÿâíî îïðåäåëèâ ïðîñòðàíñòâåííóþ ïëîòíîñòü
âåêòîðà ñïèíà. Èç óðàâíåíèé (1.100) èìååì

Sij,0 =
1

4
ψ̄
{
γ0σij + σijγ0

}
ψ =

1

2
ψ̄γ0σijψ, (1.101)

÷òî îïðåäåëÿåò ïðîåêöèþ âåêòîðà ñïèíà ïî íàïðàâëåíèþ ê îñè k. Çäåñü i, j, k ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3 è i ̸= j ̸= k. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà ïî
îñÿì X, Y è Z íàõîäèì

S23,0 =
1

2bcτ

[
V ∗
1 V2 + V ∗

2 V1 + V ∗
3 V4 + V ∗

4 V3
]
, (1.102a)

S31,0 =
−i
2caτ

[
V ∗
1 V2 − V ∗

2 V1 + V ∗
3 V4 − V ∗

4 V3
]
, (1.102b)

S12,0 =
1

2abτ

[
V ∗
1 V1 − V ∗

2 V2 + V ∗
3 V3 − V ∗

4 V4
]
. (1.102c)

Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé òåíçîð ñïèíà ïðèíèìàåò âèä

Sij,0
ch =

(
Sij,0S

ij,0
)1/2

, (1.103)

è ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñïèíà íà îñü k îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Sk =

∞∫
−∞

Sij,0
ch

√
−3gdxdydz. (1.104)

Êàê òîëüêî ìû íàõîäèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñïèíîðíîãî ïîëÿ, ïîäñòàâèâ èõ â (1.97),
(1.98), (1.99), (1.102) è (1.104), ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûå
âåëè÷èíû. Ïîçæå ìû âåðíåìñÿ ê ýòèì îïðåäåëåíèÿì.
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1.6 Λ-÷ëåí è åãî ðîëü â ýâîëþöèè Âñåëåííîé

×òîáû îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîå êîñìîëîãè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííî-
ãî ïîëÿ Ýéíøòåéí [122, 123] ââåë îäíó ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñòîÿííóþ, èçâåñòíóþ êàê
êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ èëè Λ-÷ëåí, â ñèñòåìó. Ïîñëå òîãî êàê Õàáë (Hubble) ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðäèë, ÷òî Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ, Ýéíøòåéí âåðíóëñÿ ê îðèãè-
íàëüíîé ôîðìå óðàâíåíèé è ïðè ýòîì âûñêàçàë ìíåíèå, ÷òî âðåìåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ,
êîòîðóþ îí ñäåëàë, áûëà ñàìîé áîëüøîé îøèáêîé åãî æèçíè. Âî âòîðîé ïîëîâèíå 60-õ
ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Λ-÷ëåí çàíîâî ïðîÿâèë ñåáÿ íà êîðîòêîå âðåìÿ. Íàêîíåö, ïîñëå
èçûñêàòåëüñêîé ðàáîòû Ãóòõà (Guth) [148] ïî èíôëÿöèîííîé êîñìîëîãèè, ó÷åíûå íà-
÷àëè ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè ñ Λ-÷ëåíîì ñ ðàñòóùèì èíòåðåñîì [ïðåâîñõîäíûé îáçîð ïî
êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ìîæíî íàéòè â [215]]. Â ýòîé ðàáîòå ïîëîæèòåëüíûé Λ
ñîîòâåòñòâóåò óíèâåðñàëüíîé îòòàëêèâàþùåé ñèëå, òîãäà êàê îòðèöàòåëüíûé Λ-÷ëåí
äàåò äîïîëíèòåëüíóþ ãðàâèòàöèîííóþ ñèëó. Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé Λ-÷ëåí ÷à-
ñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäíà èç ôîðì òåìíîé ýíåðãèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçó÷èòü ðîëü
Λ- ÷ëåíà â îáùåì âèäå, âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà. Äëÿ ýòîãî ìû ïåðåïèøåì
óðàâíåíèÿ äëÿ τ â âèäå

τ̈ =
3

2
κ
(
T 1
1 + T 0

0

)
τ − 3Λτ. (1.105)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç òîæäåñòâà Áèàíêè ìû Gν
µ;ν = 0 èìååì

Ṫ 0
0 +

τ̇

τ

(
T 0
0 − T 1

1

)
= 0. (1.106)

Ïîñëå íåêîòîðûõ íåñëîæíûõ ïðîöåäóð èç (1.105) è (1.106) äëÿ T 0
0 íàõîäèì:

κT 0
0 = 3H2 − Λ− C00/τ

2, (1.107)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïîñòîÿííîé Õàáëà τ̇ /τ = 3H. Äàâàéòå
îñòàíîâèìñÿ íà ñîîòíîøåíèè (1.107) ïîäðîáíî. Ïóñòü Λ = 0. Â òî âðåìÿ, êîãäà ñêî-
ðîñòü ðàñøèðåíèÿ ðàâíà íóëþ (ýòî ìîæåò áûòü åùå äî áîëüøåãî âçðûâà èëè êîãäà-òî
â äàëåêîì áóäóùåì), êîãäà Âñåëåííàÿ ïåðåñòàåò ðàñøèðÿòüñÿ, ìû èìååì H = 0. Òîãäà
íåîòðèöàòåëüíîñòü T 0

0 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî C00 ≤ 0 (Çàìåòèì, ÷òî T 0
0 ≥ 0 íå îáÿçà-

òåëüíî, ïðîñòî ïðè T 0
0 < 0 ïðîèñõîäèò íàðóøåíèå ýíåðãî-äîìèíàíòíîñòè). Ïîñìîòðèì

ñëó÷àé, êîãäà τ äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíàìè òèïà 1/τ 2.
Êàê ìû çíàåì, T 0

0 (çàìåòèì, ÷òî T
0
0 - ýòî ïëîòíîñòü ýíåðãèè îáû÷íîé ìàòåðèè, âêëþ÷àÿ

òåìíóþ ýíåðãèþ, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ÷åðåç òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà),
óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì τ . Åñëè τ äîñòàòî÷íî âåëèêà äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðå-
íåáðå÷ü T 0

0 , òî èç (1.107) íàõîäèì

3H2 − Λ → 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû τ ìîãëî áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøèì ìû äîëæíû
èìåòü Λ ≥ 0. Â ñëó÷àå Λ = 0 ìû âèäèì, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé âåëè÷èíû τ ñêîðîñòü
ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé, òî åñòü Âñåëåííàÿ íå ðàñøèðÿåòñÿ ñî
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âðåìåíåì. Òîãäà êàê äëÿ Λ > 0 ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî. ×òî
êàñàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíû Λ, åå ïðèñóòñòâèå íàëàãàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ
íà T 0

0 , òî÷íåå, T
0
0 íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì ìàëà ÷òîáû ìîæíî áûëî åþ ïðåíåáðå÷ü.

Äëÿ ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé ðàññìàòðèâàåìûõ â íàøåé çàäà÷å ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå
îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó íà τ (çàìåòèì, ÷òî τ íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ò.å. îãðàíè-
÷åíî ñíèçó). Òàêèì îáðàçîì, îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå Λ, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ìîæåò ïîðîæäàòü îñöèëëèðóþùåå ðåøåíèå. Òàê, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü
ñëåäóþùåå:

Ïóñòü T ν
µ - èñòî÷íèê óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà; T 0

0 ýòî ïëîòíîñòü ýíåðãèè è T 1
1 , T

2
2 ,

è T 3
3 - ãëàâíûå äàâëåíèÿ, ïðè÷åì T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 . Áåñêîíå÷íî ðàñøèðÿþùàÿñÿ BI Âñå-
ëåííàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ-÷ëåí èìååò ïîëîæè-
òåëüíîå çíà÷åíèå (îïèñûâàåò îòòàëêèâàþùóþ ñèëó è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê
îäíà èç ôîðì òåìíîé ýíåðãèè) è ââîäèòñÿ â ñèñòåìó êàê â (1.36).

1.7 Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ñèíãóëÿðíîñòü è óñëîâèå ýíåð-

ãîäîìèíàíòíîñòè

Âñïîìíèâ, ÷òî âðåìåíèïîäîáíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ åñòü ìèðîâàÿ ëèíèÿ äëÿ ÷àñòè-
öû äâèæóùåéñÿ áåç óñêîðåíèÿ â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ìû îïðåäåëèì ñëåäóþ-
ùåå:

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ íåñèíãóëÿðíûì, åñëè ëþáàÿ âðåìåíèïîäîáíàÿ è
íóëü-ãåîäåçè÷åñêàÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà â ïðîøëîå èëè áóäóùåå áåç îãðàíè÷åíèÿ,
ò.å. äî áåñêîíå÷íîé ñîáñòâåííîé äëèíû äëÿ âðåìåíèïîäîáíîé ãåîäåçè÷åñêîé èëè äî
áåñêîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ àôèííîãî ïàðàìåòðà äëÿ íóëü-ãåîäåçèè. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ íàçûâàåòñÿ "ïðè÷èííî, ãåîäåçè÷åñêèìè ïîëíûìè". Óñëîâèå ïîëíîòû ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì íåîáõîäèìûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íå ñîäåðæàëî ñèí-
ãóëÿðíîñòü. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó, íî
ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ, íåîáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò òî÷êè ñ áåñêîíå÷íîé êðèâèçíîé èëè ñ ìà-
ëåíüêîé äûðîé.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êîíå÷íî, íàäî ïîëàãàòü, ÷òî ëþáîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ, â êîòîðîì ãåîäåçè÷åñêàÿ ìèðîâàÿ ëèíèÿ ÷àñòèö íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà áåç
îãðàíè÷åíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñîáñòâåííîìó âðåìåíè ýòîé ÷àñòèöû, åñòü ñèíãóëÿðíîå,
è òàêîå ñèíãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.

Ïðèìåíèòåëüíî ê êîñìîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìå òåîðåìà Õîêèíãà-Ïåíðîóçà (Hawking-
Penrose) âûãëÿäèò êàê [155]:

Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ M íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ãåîäåçè÷åñêîé ïîë-
íîòå, åñëè óðàâíåíèÿ îáùåé òåîðèé îòíîñèòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâû è åñëè âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ M íå ñîäåðæèò âðåìåíèïîäîáíûõ êðèâûõ.

(ii) Ýíåðãåòè÷åñêîå óñëîâèå (óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè) âûïîëíÿåòñÿ â ëþáîé
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òî÷êå. Óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè ìîæåò áûòü íàïèñàíî êàê

tαtα = 1 ïðåäïîëàãàåò Rαβt
αtβ ≤ 0. (1.108)

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

Rαβ −
1

2
gαβR = −κTαβ, (1.109)

óðàâíåíèå (1.108) çàïèøåòñÿ â âèäå

tαtα = 1 ïðåäïîëàãàåò Tαβt
αtβ ≥ 1

2
T µ
µ . (1.110)

Åñëè, â åäèíè÷íîé òåòðàäå Tµν , ε îçíà÷àåò ïëîòíîñòü ýíåðãèè è p1, p2, p3 - òðè îñíîâ-
íûå äàâëåíèÿ, òî (1.110) ìîæåò áûòü íàïèñàíî â âèäå

ε+
∑
α

pα ≥ 0; (1.111a)

ε+ pα ≥ 0, α = 1, 2, 3. (1.111b)

Ñëàáîå ýíåðãåòè÷åñêîå óñëîâèå ÷èòàåòñÿ êàê

tαtα = 0 ïðåäïîëàãàåò Rαβt
αtβ ≤ 0, (1.112)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé (1.108).
(iii) Íà ëþáîé âðåìåíèïîäîáíîé è íóëü-ãåîäåçèè γ ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå

îäíà òî÷êà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ

K[aRb]cd[eKf ]K
cKd ̸= 0, (1.113)

ãäå Ka - ýòî êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé γ â çàäàííîé òî÷êå, à ñêîáêè ïîäðàçóìåâàåò àíòè-
ñèììåòðèçàöèþ. Åñëè γ âðåìåíèïîäîáíà, òî ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (1.113) â âèäå

RabcdK
cKd ̸= 0. (1.114)

(iv) Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿM ñîäåðæèò èëè (a) çàõâà÷åííóþ ïîâåðõíîñòü, (b) òî÷êó
P , äëÿ êîòîðîé êîíâåðãåíöèÿ âñåõ íóëü-ãåîäåçèé ÷åðåç P èçìåíÿåò çíàê â íåêîòîðîé
òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ ïåðåä (â ïðîøëîì) P , èëè (c) êîìïàêòíóþ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîá-
íóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü.

Â äàëüíåéøåì, êîãäà ìû ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìû â îñíîâíîì
ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè. Êàê áóäåò ïîêàçàíî ïîçæå, íà ðåãóëÿðíûõ
ðåøåíèÿõ ñ íåëèíåéíîñòüþ íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè.

1.8 Êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîàíàëèçèðóåì îáùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå. Â ïîäðàçäåëàõ ìû èçó÷èì ñèñòåìó ñ íåëèíåéíûì ñïèíîðíûì è íåëèíåéíûì
ñêàëÿðíûì ïîëÿìè, à òàêæå ñ âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïèíîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîëÿìè
â îòñóòñòâèè èäåàëüíîé æèäêîñòè è Λ-÷ëåíà. Äàëåå ìû ââåäåì Λ-÷ëåí è èäåàëüíóþ
æèäêîñòü â ñèñòåìó è èçó÷èì èõ ðîëü â ýâîëþöèè Âñåëåííîé.
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Íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå â BI Âñåëåííîé

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû èçó÷èì íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå â BI Âñåëåííîé. Ðàññìîò-
ðèì ñíà÷àëà ëèíåéíûé ñëó÷àé. Èìåòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ñàìîñîãëàñîâàííîé
ñèñòåìû ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïóòåì ñðàâíåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû
íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé âûÿñíèòü ðîëü íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ
óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ýâîëþöèè ðàññìàòðèâàåìîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè.

Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä:

ψ1(t) = (C1/
√
τ exp [−imt], (1.115a)

ψ2(t) = (C2/
√
τ exp [−imt], (1.115b)

ψ3(t) = (C3/
√
τ exp [imt], (1.115c)

ψ4(t) = (C4/
√
τ exp [imt], (1.115d)

ãäå C1, C2, C3, C4 - êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç (1.50a) íàõîäèì

S =
C0

τ
, (1.116)

ãäå C0 ñóòü êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ è ñâÿçàíà ñ ïðåäûäóùèìè êàê C0 = C2
1 +C2

2 −
C2

3−C2
4 . Äëÿ Êîìïîíåíòîâ ñïèíîðíîãî òîêà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä èç (1.97a) - (1.97d)

íàõîäèì

j0 =
1

τ

[
C2

1 + C2
2 + C2

3 + C2
4

]
, (1.117a)

j1 =
2

aτ

[
C1C4 + C2C3

]
cos (2mt), (1.117b)

j2 =
2

bτ

[
C1C4 − C2C3

]
sin (2mt), (1.117c)

j3 =
2

cτ

[
C1C3 − C2C4

]
cos (2mt), (1.117d)

òîãäà êàê äëÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà âäîëü îñåé X, Y è Z èìååì

S23,0 =
1

bcτ

[
C1C2 + C3C4

]
, (1.118a)

S31,0 = 0, (1.118b)

S12,0 =
1

2abτ

[
C2

1 − C2
2 + C2

3 − C2
4

]
. (1.118c)

Èç (1.99) ìû íàõîäèì çàðÿä ñèñòåìû â îáúåìå V

Q =
[
C2

1 + C2
2 + C2

3 + C2
4

]
V . (1.119)

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû â êîíå÷íîì îáúåìå âñåãäà êî-
íå÷íûé.
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Äàâàéòå òåïåðü íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ τ . Â îòñóòñòâèè èäåàëüíîé æèäêî-
ñòè äëÿ ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìååì

T 0
0 = mS, T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 = 0. (1.120)

Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (1.120), äëÿ τ íàõîäèì

τ̈ =M + 3Λτ, (1.121)

ñ ðåøåíèåì

τ =


(1/3Λ) [M − q1 sinh (

√
−3Λt)], Λ < 0,

(1/2)Mt2 + y1t+ y0, Λ = 0,

(1/3Λ) [M − q2 sin (
√
3Λt)], Λ > 0.

(1.122)

ãäå M = 3
2
κmC0 è y1, y0, q1, q2 - êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åí-

íûå ðåøåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà Λ = 0. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî [269]

y21 − 2My0 = (X2
1 +X1X3 +X2

3/3 > 0. (1.123)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí (1/2)Mt2 + y1t + y0 = 0 èìååò äåéñòâèòåëü-
íûå êîðíè, ò.å., τ(t) â ñëó÷àå Λ = 0 îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t = t1,2 = −y1/M ±√

(y1/M)2 − 2y0/M è ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì. Ïðè t→ ∞ â ýòîì
ñëó÷àå ìû èìååì

τ(t) ≈ 3

4
κmC0t

2, a(t) ≈ b(t) ≈ c(t) ≈ t2/3,

îòêóäà ñëåäóåò âûâîä îá àñèìïòîòè÷åñêîé èçîòðîïèçàöèè ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ ïåð-
âîíà÷àëüíî àíèçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè òèïà Áèàíêè-I. Òàêèì îáðàçîì, ðå-
øåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Â íà÷àëüíîé ñòà-
äèè ýâîëþöèè ñèñòåìû ïîëåé ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîï-
íûì, íî ïðè t → ∞ ïðîèñõîäèò èçîòðîïèçàöèÿ ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ. Êàê âèäíî,
êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà è ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè â
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé òî÷êå t1,2, ãäå τ èñ÷åçàåò.

Äëÿ Λ > 0 ìû âèäèì, ÷òî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ïðè

t = t0 = (1/
√
3Λ) arcsinh(M/q1)

è èçîòðîïèçàöèÿ ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ ïðîèñõîäèò ïðè t→ ∞. Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññ
èçîòðîïèçàöèè â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ áîëåå áûñòðûì.

Â ñëó÷àå Λ < 0 ìû èìååì îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî τ ÿâëÿåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü èìååò ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ
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ïðè t = (4k+ 1)π/2
√
−3Λ, k = 0, 1, 2, 3, .... ñ M = q2. Äëÿ M > q2 ìû èìååì τ , êîòîðîå

âñåãäà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííî, ò.å., ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè
âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Ïîñìîòðèì òåïåðü íåëèíåéíûé ñëó÷àé. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
âèäû íåëèíåéíîñòè: (i) F = F (I); (ii) F = F (J); (iii) F = F (K± with K± = I ± J.

(i) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà F = F (I). Èç (1.50a) â ýòîì ñëó÷àå ïîäîáíî ëèíåé-
íîìó ñëó÷àþ ìû èìååì

S =
C0

τ
, C0 = const. (1.124)

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû îáîçíà÷èëè êîíñòàíòû òàêæå, êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå,
õîòÿ îíè íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü òîæäåñòâåííûìè. Óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ
â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

V̇1 + i(m−D1)V1 = 0, (1.125a)

V̇2 + i(m−D1)V2 = 0, (1.125b)

V̇3 − i(m−D1)V3 = 0, (1.125c)

V̇4 − i(m−D1)V4 = 0. (1.125d)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå F = F (S) èç (1.124) âûòåêàåò, ÷òî F (I) è D1 ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè òîëüêî îò τ . Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìû íàõîäèì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò
ñïèíîðíîãî ïîëÿ

ψ1(t) = (C1/
√
τ exp [−i

∫
(m−D1)dt], (1.126a)

ψ2(t) = (C2/
√
τ exp [−i

∫
(m−D1)dt], (1.126b)

ψ3(t) = (C3/
√
τ exp [i

∫
(m−D1)dt], (1.126c)

ψ4(t) = (C4/
√
τ exp [i

∫
(m−D1)dt]. (1.126d)

Çäåñü C1, C2, C3, C4 - êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ è ñâÿçàíû ñ C0 êàê C0 = C2
1 + C2

2 −
C2

3 − C2
4 . Èç (1.97a) - (1.97d) íàõîäèì êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà

j0 =
1

τ

[
C2

1 + C2
2 + C2

3 + C2
4

]
, (1.127a)

j1 =
2

aτ

[
C1C4 + C2C3

]
cos[2

∫
(m−D1)dt], (1.127b)

j2 =
2

bτ

[
C1C4 − C2C3

]
sin[2

∫
(m−D1)dt], (1.127c)

j3 =
2

cτ

[
C1C3 − C2C4

]
cos[2

∫
(m−D1)dt], (1.127d)
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òîãäà êàê äëÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà âäîëü X, Y è Z îñè ïîëó÷èì

S23,0 =
1

bcτ

[
C1C2 + C3C4

]
, (1.128a)

S31,0 = 0, (1.128b)

S12,0 =
1

2abτ

[
C2

1 − C2
2 + C2

3 − C2
4

]
. (1.128c)

Èçó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ τ , ïîäðîáíåå âûáèðàÿ íåëèíåéíûé ÷ëåí ñïèíîðíîãî ïîëÿ
â âèäå F = λI(n/2) = λSn, ãäå λ êîíñòàíòà ñàìîäåéñòâèÿ è n > 1. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ τ
íàõîäèì

τ̈ = (3/2)κ
[
mC0 + λ(n− 2)Cn

0 /τ
n−1
]
− 3Λτ. (1.129)

Ïåðâûé èíòåãðàë ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

τ̇ 2 = 3κ
[
mC0τ − λCn

0 /τ
n−2 + y21

]
− 3Λτ 2. (1.130)

Çäåñü y21 ñóòü êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è ñâÿçàíà ñ
êîíñòàíòàìè Xi êàê y

2
1 = (X2

1 +X1X3 +X2
3 )/9κC0 [269]. Çíàê C0 îïðåäåëÿåòñÿ òðåáî-

âàíèåì, ÷òîáû ïëîòíîñòü T 0
0 ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííîé âåëè÷èíîé, ò.å.,
T 0
0 = mC0/τ > 0. (1.131)

Èç (1.131) âèäíî, ÷òî C0 > 0. Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.130)
â êâàäðàòóðàõ: ∫

τ (n−2)/2dτ√
κ[mC0τn−1 + y21τ

n−2 − λCn
0 ] + Λτn

=
√
3 t (1.132)

Ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â (1.132) âûáðàíà ðàâíîé íóëþ, òàê êàê îíà äàåò òîëüêî
ñäâèã íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé n, λ è Λ. Ñíà÷àëà èçó÷èì ñëó÷àé ñ Λ = 0.

Â ñëó÷àå n > 2 èç (1.132) ïîëó÷èì

τ(t) |t→∞≈ (3/4)κmC0t
2. (1.133)

Ðåøåíèå (1.133) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïðè
t → ∞, îòêóäà ñëåäóåò âûâîä îá èçîòðîïèçàöèè ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
òèïà Áèàíêè-I â ýòîì ñëó÷àå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èçîòðîïèçàöèÿ ïðîèñõîäèò
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èñõîäíîå óðàâíåíèå íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñîäåð-
æèò ìàññîâûé ÷ëåí ñ ïàðàìåòðîì m. (1.132)]. Â ñëó÷àå áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ
èçîòðîïèçàöèÿ íå ïðîèñõîäèò. Â ýòîì ñëó÷àå èç (1.132) èìååì

τ(t) |t→∞≈
√
3κC0y21 t. (1.134)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.134) â (1.62a) - (1.62c), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè
a(t), b(t), è c(t) â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè.
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Ïîñìîòðèì ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.129) êîãäà t → 0. Â ñëó÷àå λ < 0 èç
(1.132) èìååì

τ(t) =
[
(3/4)n2κ|λ|Cn

0

]1/n
t2/n → 0, (1.135)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè. Äëÿ λ > 0, èç (1.132)
ñëåäóåò, ÷òî τ = 0 íå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ t, òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå çíàìåíàòåëü â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â (1.132) ñòàíîâèòñÿ ìíè-
ìîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî ïðè λ > 0 ñóùåñòâóåò íåñèíãóëÿðíîå
ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé [239]. Îòñóòñòâèå íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè â
ðàññìàòðèâàåìîì êîñìîëîãè÷åñêîì ðåøåíèè îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè λ > 0 íàðó-
øàåòñÿ óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè â òåîðåìå Õîêèíãà-Ïåíðîóçà. Òàê ìû ìîæåì
çàêëþ÷èòü:

Ñïåöèôè÷åñêèé âûáîð íåëèíåéíîñòè ñïèíîðíîãî ïîëÿ, âûçâàííîé ñàìîäåéñòâè-
åì, ïîðîæäàåò Áèàíêè òèïà-I êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü áåç ñèíãóëÿðíîñòåé äàæå
â îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà, ÷òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî çà ñ÷åò íàðóøåíèÿ
óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè â òåîðåìå Õîêèíãà-Ïåíðîóçà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íà-
ðóøàåòñÿ óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè, ìû ïåðåïèøåì ýòè óñëîâèÿ â ôîðìå:

T00 + T11 + T22 + T33 ≥ 0, (1.136a)

T00 + T11 ≥ 0, (1.136b)

T00 + T22 ≥ 0, (1.136c)

T00 + T33 ≥ 0, (1.136d)

êîòîðîå äëÿ BI ìåòðèêè ÷èòàåòñÿ

T 0
0 ≥ T 1

1 a
2 + T 2

2 b
2 + T 3

3 c
2, (1.137a)

T 0
0 ≥ T 1

1 a
2, (1.137b)

T 0
0 ≥ T 2

2 b
2, (1.137c)

T 0
0 ≥ T 3

3 c
2. (1.137d)

Âåðíåìñÿ ê âûðàæåíèþ äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñïèíîðíîãî ïîëÿ, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå
ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè. Èç

T 0
0 =

mC0

τ
− λCn

0

τn
(1.138)

âûòåêàåò, ÷òî ïðè

τn−1 <
λCn−1

0

m
(1.139)

ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû
èìååì äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ τ

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 =

λ(n− 1)Cn
0

τn
> 0. (1.140)
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Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷åòûðå óñëîâèÿ â (1.137) íàðóøåíû, ò.å., îòñóòñòâèå íà÷àëüíîé
ñèíãóëÿðíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì êîñìîëîãè÷åñêîì ðåøåíèè îêàçûâàåòñÿ ñîãëàñî-
âàííûìè ñ íàðóøåíèåì óñëîâèé ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè â òåîðèè Õîêèíãà-Ïåíðîóçà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ãåéçåíáåðãà-Èâàíåíêî [22], ïîëîæèâ n = 2 â (1.129). Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ τ(t) íå ñîäåðæèò íåëèíåéíîãî ÷ëåíà è ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Êîìïîíåíòû ñïèíîð-
íîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå ïèøóòñÿ â âèäå

V1 =
C1√
τ
exp[−imt]Z4iλC0/B, (1.141a)

V2 =
C2√
τ
exp[−imt]Z4iλC0/B, (1.141b)

V3 =
C3√
τ
exp[imt]Z−4iλC0/B, (1.141c)

V4 =
C4√
τ
exp[imt]Z−4iλC0/B, (1.141d)

ãäå Z = (t−t1)
(t−t2)

, B =M(t1− t2), è t1,2 = −y1/M ±
√
(y1/M)2 − 2y0/M - êîðíè ïîëèíîìà

Mt2+2y1t+2y0 = 0. Êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è îíî ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíûì
ïðè t→ ∞.

Òåïåðü èçó÷èì ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.129) äëÿ 1 < n < 2. Â ýòîì ñëó÷àå
óäîáíî ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå (1.132) â âèäå∫

dτ√
mτ − λτ 2−nCn−1

0 + y21
=
√
3κC0 t (1.142)

Ïðè t → ∞ èç (1.142) ìû èìååì ðàâåíñòâî (1.133), ïðèâîäÿùåå ê èçîòðîïèçàöèè
ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ. Åñëè m = 0 è λ > 0, òî τ(t) ëåæèò íà èíòåðâàëå

0 ≤ τ(t) ≤
(
y21/λC

n−1
0

)1/(2−n)
.

À åñëè m = 0 è λ < 0, ñîîòíîøåíèå (1.142) ïðè t→ ∞ ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

τ(t) ≈
[
(3/4)n2κ|λ|Cn

0

]1/n
t2/n. (1.143)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.143) â (1.62) è ó÷èòûâàÿ ÷òî ïðè t→ ∞∫
dt

τ
≈ n(3κ|λ|n2Cn

0 )
1/n

(n− 2)22/n
t−2/n+1 → 0

áëàãîäàðÿ −2/n+ 1 < 0, ìû èìååì

a(t) ∼ b(t) ∼ c(t) ∼ [τ(t)]1/3 ∼ t2/3n → ∞. (1.144)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïðèáëèæàåòñÿ ê èçîòðîïíîìó. Â ýòîì ñëó÷àå
èçîòðîïèçàöèÿ ïðîèñõîäèò íå çà ñ÷åò ìàññîâîãî ïàðàìåòðà, à çà ñ÷åò ñòåïåíè íåëè-
íåéíîñòè n â F = λSn. Óðàâíåíèå (1.142) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî

τ(t) |t→0≈
√

3κC0y21 t→ 0, (1.145)

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ èçíà÷àëüíî ñèíãóëÿðíûì. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðè 1 < n < 2 ñóùåñòâóåò òîëüêî ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè. Ïðè t → ∞ ïðîèñõîäèò èçîòðîïèçàöèÿ ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
BI êàê ïðè m ̸= 0, òàê è ïðè m = 0.

Íàêîíåö, äàâàéòå èçó÷èì ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.129) ïðè 0 < n < 1.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû èñïîëüçóåì ðåøåíèÿ â âèäå (1.142). Òàê êàê 2 − n > 1, ñ ðîñòîì
τ(t) â çíàìåíàòåëå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (1.142) âòîðîé ÷ëåí λτ 2−nCn−1

0

ðàñòåò áûñòðåå ïåðâîãî. Ïîýòîìó ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà,
ìîæåò áûòü âîçìîæíûì òîëüêî ïðè λ < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè t → ∞, äëÿ m =
0 êàê è äëÿ m ̸= 0, ìû ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå
(1.143). Ýòî ðåøåíèå, òàê æå êàê â âûáîðå 1 < n < 2, îáåñïå÷èâàåò àñèìïòîòè÷åñêè
èçîòðîïíîå ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà BI. Äëÿ t→ 0 â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì òîëüêî
ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå â âèäå (1.145).

Äëÿ íåòðèâèàëüíîãî Λ-÷ëåíà ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñèòóàöèè â çàâèñèìîñòè
îò çíàêà Λ è λ.

Ñëó÷àé (i). Λ = ϵ2 > 0, λ > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè n > 2 è t→ ∞ ìû íàõîäèì

τ(t) ≈ e
√
3ϵt (1.146)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå τ íå çàâèñèò îò n è îïðå-
äåëÿåòñÿ Λ-÷ëåíîì. Èç (1.62) ÿâíî âèäíî, ÷òî ïðîèñõîäèò àñèìïòîòè÷åñêàÿ èçîòðîïè-
çàöèÿ.

Èç (1.132) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî τ íå ìîæåò áûòü íóëåì íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ t,
òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì êàê òîëüêî τ ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, áëàãîäàðÿ íåëèíåéíîñòè ñïèíîðíîãî ïîëÿ,
ÿâëÿåòñÿ íåñèíãóëÿðíûì è àñèìïòîòè÷åñêè èçîòðîïíûì. Ýòî áûëî çàìå÷åíî è ðàíü-
øå, îòñóòñòâèå íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè
ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè.

Ñëó÷àé (ii). Λ < 0 è λ > 0. Äëÿ n > 2 (1.132) äîïóñêàåò òîëüêî íåñèíãóëÿðíûå
îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ, òàê êàê τ > 0 è îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ
n = 4 è äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì m = 0. Òîãäà èç (1.132) ïîëó÷èì

τ(t) =
1√
2Λ

[
κC0τ0 +

√
κ2C2

0τ
2
0 + 4ΛλC4

0 sin2
√
3Λt
]1/2

. (1.147)

Ñëó÷àé (iii). Λ < 0 è λ < 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

lim
t→0

τ ≈ [−3λn2Cn
0 t

2/4]1/n, (1.148)
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è
lim
t→∞

τ ≈ e
√
3Λt. (1.149)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ èçíà÷àëüíî ñèíãóëÿðíûå è ïðîèñõîäèò àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ èçîòðîïèçàöèÿ ïðè t→ ∞.

Ñëó÷àé (iv). Λ > 0 è λ < 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ t èìåþòñÿ
ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ (1.148), ò.å.,

lim
t→0

τ ≈ [−3λn2Cn
0 t

2/4]1/n. (1.150)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè Λ > 0 τ äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî ñâåðõó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðûõ t = t0, ãäå t0 äîñòàòî÷íî áîëüøîå, ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

lim
t≥t0

τ ≈ sin
√
3Λt. (1.151)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîå è îñöèëëèðóþùåå. Ïîñëå ýòèõ
àíàëèçîâ ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî íåëèíåéíûé ÷ëåí äîìèíèðóåò â íà÷àëüíîé ýïîõå ýâî-
ëþöèè, òîãäà êàê Λ-÷ëåí ñòàíîâèòñÿ äîìèíèðóþùèì â àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàäèè.

(ii) Èçó÷èì ñèñòåìó, êîãäà F = F (J), ò.å., â ýòîì ñëó÷àå D = 0. Çàìåòèì, ÷òî â
åäèíîé íåëèíåéíîé ñïèíîðíîé òåîðèè Ãåéçåíáåðãà ÷ëåí ñ ìàññîé îòñóòñòâóåò, ïîñêîëü-
êó ñîãëàñíî Ãåéçåíáåðãó, ìàññû ÷àñòèö äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ
ïðàìàòåðèè [158, 159, 20, 21]. Ïðè íåëèíåéíûõ îáîáùåíèÿõ óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé
òåîðèè ïîëÿ ìàññîâûé ÷ëåí íå èìååò òîãî ñìûñëà, êîòîðûé îí èìååò â ëèíåéíûõ
ïîëåâûõ óðàâíåíèÿõ, ïîñêîëüêó íèêàê íå îïðåäåëÿåò ïîëíóþ ýíåðãèþ (èëè ìàññó)
íåëèíåéíîé ïîëåâîé ñèñòåìû. Òàê, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå ïîëàãàÿ m = 0. Òîãäà èç (1.50) èìååì

P (t) =
D0

τ
, D0 = const. (1.152)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò

V̇1 − G1V3 = 0, (1.153a)

V̇2 − G1V4 = 0, (1.153b)

V̇3 + G1V1 = 0, (1.153c)

V̇4 + G1V2 = 0. (1.153d)

Îïðåäåëèâ U(σ) = V (t), ãäå σ =
∫
G1dt, ïåðåïèøåì (1.153) â âèäå

U ′
1 − U3 = 0, (1.154a)

U ′
2 − U4 = 0, (1.154b)

U ′
3 + U1 = 0, (1.154c)

U ′
4 + U2 = 0, (1.154d)
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ãäå øòðèõ (′) îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî îòíîøåíèþ ê σ. Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.154) ñ ó÷åòîì òðåòüåãî èìååì

U ′′
1 + U1 = 0, (1.155)

÷òî ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ

U1 = D1e
iσ + iD3e

−iσ,

U3 = iD1e
iσ +D3e

−iσ.

Àíàëîãè÷íî äëÿ U2 è U4 ïîëó÷àåì

U2 = D2e
iσ + iD4e

−iσ,

U4 = iD2e
iσ +D4e

−iσ,

ãäå Di - ýòè êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Íàêîíåö ìû ïèøåì

ψ1 =
1√
τ

(
D1e

iσ + iD3e
−iσ
)
, (1.156a)

ψ2 =
1√
τ

(
D2e

iσ + iD4e
−iσ
)
, (1.156b)

ψ3 =
1√
τ

(
iD1e

iσ +D3e
−iσ
)
, (1.156c)

ψ4 =
1√
τ

(
iD2e

iσ +D4e
−iσ
)
. (1.156d)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.156) â âûðàæåíèè (1.152) íàõîäèì

D0 = 2 (D2
1 +D2

2 −D2
3 −D2

4).

Äëÿ êîìïîíåíòîâ ñïèíîðíîãî òîêà èç (1.97) èìååì

j0 =
2

τ

[
D2

1 +D2
2 +D2

3 +D2
4

]
, (1.157a)

j1 =
4

aτ

[
D2D3 +D1D4

]
cos[2

∫
G1dt], (1.157b)

j2 =
4

bτ

[
D2D3 −D1D4

]
sin[2

∫
G1dt], (1.157c)

j3 =
4

cτ

[
D1D3 −D2D4

]
cos[2

∫
G1)dt], (1.157d)

òîãäà êàê, äëÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà âäîëü îñåé X, Y è Z ïîëó÷èì

S23,0 =
2

bcτ

[
D1D2 +D3D4

]
, (1.158a)

S31,0 = 0, (1.158b)

S12,0 =
1

2abτ

[
D2

1 −D2
2 +D2

3 −D2
4

]
. (1.158c)
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Âûáåðåì íåëèíåéíûé ÷ëåí â âèäå F = λJn = λP 2n, ãäå λ ñóòü êîíñòàíòà ñâÿçè.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà

T 0
0 = −λP n, T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 = λ(2n− 1)P n. (1.159)

Ñ ó÷åòîì (1.159) è (1.152) èç (1.65) äëÿ τ ïîëó÷èì

τ̈ = (3/2)κλ(2n− 2)D2n
0 τ

1−2n − 3Λτ, (1.160)

ñ ðåøåíèåì â êâàäðàòóðàõ∫
dτ√

y21 − κλD2n
0 τ

2−2n − Λτ 2
=

√
3t, (1.161)

ãäå ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ y21 èìååò âèä y
2 = X2

1 +X1X3 +X2
3 > 0.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ. Êàê âèäíî, ñëó÷àé n = 1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ñ λ < 0. Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èí n è Λ ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

τ(t)
∣∣∣
t→0

≈


[
√
−3κλnDn

0 t]
1/n, n > 1,

√
3y1 t, n < 1

(1.162)

τ(t)
∣∣∣
t→∞

≈


[
√
−3κλnDn

0 t]
1/n, n < 1 Λ = 0,

√
3y1 t, n > 1 Λ = 0

(1.163)

è
τ |t→∞≈ e

√
−3Λ t, Λ < 0, (1.164)

òîãäà êàê ïðè Λ > 0 çíà÷åíèå τ îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî åñëè
íåëèíåéíûé ÷ëåí F âûáèðàåòñÿ ñ λ < 0 òî ðåøåíèå èìååò íà÷àëüíóþ ñèíãóëÿðíîñòü
è â îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè àíèçîòðîïíûì
ïðè n > 1, à èçîòðîïèçàöèÿ ïðîèñõîäèò ïðè n < 1. Ââåäåíèå îòðèöàòåëüíîãî Λ-÷ëåíà
ïîðîæäàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ èçîòðîïèçàöèþ, òîãäà êàê ïîëîæèòåëüíûé Λ îáåñïå÷è-
âàåò îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà êîíñòàíòà ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Êàê âèäíî
èç (1.161), äëÿ λ > 0 è n > 1 çíà÷åíèå τ = 0 íå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî íè ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ t, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ
ìíèìûì. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ âñåãäà ðåãóëÿðíûå. Íî êàê ñëåäóåò èç
(1.159), ïëîòíîñòü ýíåðãèè â ýòîì ñëó÷àå èìååò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, à êîìïîíåíòû
äàâëåíèÿ ïîëîæèòåëüíûå. Ýòî ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ óñëîâèÿ ýíåðãî-äîìèíàíòíîñòè.
Äëÿ n < 1 èìåþòñÿ ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íûå ïðè λ < 0.

(iii) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ F = F (I, J). Âûáèðàÿ

F = F (K±, K+ = I + J = Iv = −IA, K− = I − J = IT , (1.165)
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äëÿ áåçìàññîâîãî íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìååì

D = 2SFK± , G = ±2PFK± , FK± = dF/dK±.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â (1.50) íàõîäèì

S2
0 ± P 2

0 = D±. (1.166)

Ïðè âûáîðå F = λKn
± êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà èìåþò âèä

T 0
0 = −λKn

±, T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = λ(2n− 1)Kn

±. (1.167)

Ñ ó÷åòîì (1.167) è (1.166) èç (1.65) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

τ̈ = (3/2)κλ(2n− 2)Dn
± τ

1−2n − 3Λτ, (1.168)

ñ ðåøåíèåì ∫
dτ√

y21 − κλDn
±τ

2−2n − Λτ 2
=

√
3t, (1.169)

ãäå y21 = X2
1 + X1X3 + X2

3 . Èç ñõîäñòâà óðàâíåíèé (1.161) è (1.169) ìû ïðèõîäèì ê
çàêëþ÷åíèþ, àíàëîãè÷íîìó ñäåëàííîìó â ñëó÷àå F = λJn, ò.å., äëÿ îòðèöàòåëüíîé
êîíñòàíòû ñâÿçè (λ < 0) ðåøåíèå åñòü èçíà÷àëüíî ñèíãóëÿðíîå è â îòñóòñòâèè Λ-
÷ëåíà ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè àíèçîòðîïíûì ïðè n > 1, à ïðè
n < 1 ïðîèñõîäèò èçîòðîïèçàöèÿ; ïðè λ > 0 íàõîäèì ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ ñ íàðó-
øåííûì óñëîâèåì ýíåðãî-äîìèíàíòíîñòè; ââåäåíèå îòðèöàòåëüíîãî Λ-÷ëåíà ïðèâîäèò
ê àñèìïòîòè÷åñêîé èçîòðîïèçàöèè, òîãäà êàê ïîëîæèòåëüíûé Λ-÷ëåí îáåñïå÷èâàåò
îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ òàêæå ïðè âûáîðå
F = λS2nP 2n.

1.8.1 Íåëèíåéíîå ñêàëÿðíîå ïîëå â îòñóòñòâèè ñïèíîðíîãî ïî-

ëÿ

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå ñêàëÿðíîå ïîëå â îòñóòñòâèè ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå
ëàãðàíæèàíà íåëèíåéíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âûáåðåì ëàãðàíæèàí Áîðíà-Èíôåëüäà [59]

Ψ(Υ) = − 1

σ

(
1−

√
1 + σΥ

)
, (1.170)

ãäå Υ = φαφ
α è σ - ýòî ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè. Èç óðàâíåíèÿ (1.170) ìû òàêæå

íàõîäèì

lim
σ→0

Ψ(Υ) =
1

2
Υ · · · (1.171)

Âñòàâëÿÿ (1.170) â (1.35) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ìû ïîëó÷èì

φ̇(t) =
2Cs√

τ 2 − 4σC2
s

, (1.172)
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÷òî äàåò

Υ = (φ̇)2 =
4C2

s

τ 2 − 4σC2
s

. (1.173)

Èç (1.173) ñëåäóåò, ÷òî

Υ
∣∣∣
τ→0

= − 1

σ
, Υ

∣∣∣
τ→+∞

= 0, (1.174)

÷òî ïîêàçûâàåò êèíêîîáðàçíîñòü (kink-like) ôóíêöèè Υ.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ìû èìååì

T 0
sc0 = 2Υ

dΨ

dΥ
−Ψ =

1

σ

(
1−

√
1− 4σC2

s/τ
2
)
. (1.175)

è

T 1
sc1 = T 2

sc2 = T 3
sc3 = −Ψ(Υ) =

1

σ

(
1− 1/

√
1− 4σC2

s/τ
2
)
. (1.176)

Äëÿ τ â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèì

τ̈ =
3κ

2σ

(
2τ −

√
τ 2 − 4σC2

s − τ 2/
√
τ 2 − 4σC2

s

)
− 3Λτ (1.177)

ñ ðåøåíèåì â êâàäðàòóðàõ∫
dτ√

(κ/σ)[τ 2(1−
√
1− 4σC2

s/τ
2]− Λτ 2 + C

=
√
3t. (1.178)

Äàëüíåéøèé àíàëèç ðåøåíèÿ (1.178) ïîêàçûâàåò, ÷òî

τ
∣∣∣
t→0

≈
√
3C t, (1.179)

ò.å., ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíî ñèíãóëÿðíîå, è

τ
∣∣∣
t→∞

≈
√
3(2κC2

s + C) t, Λ = 0, (1.180)

ò.å., àñèìïòîòè÷åñêè èçîòðîïèçàöèÿ íå ïðîèñõîäèò â îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà. Ïðè íàëè÷èè
Λ-÷ëåíà ïîëó÷èì

τ
∣∣∣
t→∞

≈ e
√
−3Λ t, Λ < 0. (1.181)

Êàê âèäíî, ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè èçîòðîïíûì ïðè Λ < 0, à Λ > 0 ïîëó÷èì
îñöèëëèðóþùåå ðåøåíèå, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå τ îãðàíè÷åíî ñâåðõó (îíî
íåîòðèöàòåëüíî ïî îïðåäåëåíèþ), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â
(1.178) ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì.

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Èç
(1.53d) íàõîäèì

T 0
sc0(t)

∣∣∣
t→0

→ ∞, T 0
sc0(t)

∣∣∣
t→∞

→ 0, (1.182)

÷òî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íå ëîêàëèçîâàíà.
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1.8.2 Íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå è íåëèíåéíîå ñêàëÿðíîå ïîëÿ ñ

ìèíèìàëüíîé ñâÿçüþ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ íåëèíåéíûì ñïèíîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîëÿìè, ãäå íåëèíåéíîñòü
ñïèíîðíîãî ïîëÿ çàäàåòñÿ â âèäå F = λSn, à ñêàëÿðíîå ïîëå âûáåðåòñÿ â âèäå (1.170).
Óðàâíåíèÿ ïîëåé â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäÿò òàêæå êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, à
ôóíêöèÿ τ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì∫

dτ√
κ
[
mC0τ − λCn

0 /τ
(n−2) + (τ 2/σ)[1−

√
1− 4σC2

s/τ
2]
]
− Λτ 2 + C

=
√
3t, (1.183)

ãäå C ñóòü ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäðîáíûé àíàëèç óðàâíåíèÿ (1.183) äàåò
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

τ
∣∣∣
t→0

≈
(
−(3/4)κλn2Cn

0 t
2
)1/2

, λ < 0, (1.184)

òî åñòü, äëÿ λ < 0 ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíî ñèíãóëÿðíîå. Äëÿ λ > 0 ìû ïðèõîäèì ê
âûâîäó, ÷òî çíà÷åíèå τ íå ìîæåò áûòü òðèâèàëüíûì, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå ïîäûí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè âî âñåõ òî÷êàõ, íî êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ýòî ïðèâîäèò ê
íàðóøåíèþ óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè. Òàê, â íà÷àëüíîé ñòàäèé ýâîëþöèè ïðåîá-
ëàäàåò íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Ïðè t→ ∞ íàõîäèì

τ
∣∣
t→∞≈ 3κmC0t

2, m ̸= 0, Λ = 0, (1.185)

ò.å., àñèìïòîòè÷åñêè èçîòðîïíîå ðåøåíèå äëÿ ìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ â îòñóòñòâèè
Λ-÷ëåíà, è

τ
∣∣
t→∞≈

√
3(2κC2

s + C)t, m = 0, Λ = 0, (1.186)

ò.å., â ñëó÷àå áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñêàëÿðíîå ïîëå ïðåîáëàäàåò â àñèìïòî-
òè÷åñêîé ñòàäèè â îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà. Îòìåòèì, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà
çàïîëíåíà òîëüêî ñêàëÿðíûì ïîëåì, ïðîöåññ èçîòðîïèçàöèè íå ïðîèñõîäèò. Ïîñìîò-
ðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà â ñèñòåìå èìååòñÿ íåòðèâèàëüíûé Λ-÷ëåí. Â ýòîì ñëó÷àå
èìååì

τ
∣∣∣
t→∞

≈ e
√
−3Λ t, Λ < 0, (1.187)

ò.å., ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè èçîòðîïíûì ïðè Λ < 0 è ïðè Λ > 0 ìû èìååì îñ-
öèëëèðóþùåå ðåøåíèå. Çíà÷åíèå τ îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì. Ïîëîæèâ F = λP n äëÿ áåçìàññîâî-
ãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ìû ïðèõîäèì ê àíàëîãè÷íîìó âûâîäó.

1.8.3 Âçàèìîäåéñòâóþùèå ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì ïîäðîáíûé àíàëèç ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîðíîãî
è ñêàëÿðíîãî ïîëåé. Ìû âûáåðåì ëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå ïîëîæèâ F = 0, è òàêæå
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ëèíåéíîå ñêàëÿðíîå ïîëå, ò.å., Lsc = (1/2)Υ = φ,αφ
,α. Ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ

ìû âûáåðåì â âèäå Lint = (1/2)λ1ΥF1(I, J), ãäå λ1 ñóòü êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ. Â
ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ èíäóöèðîâàííîé íåëèíåéíîñòüþ.
Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååì

φ̇(t) =
C

τ(1 + λ1F1(I, J))
, C = const. (1.188)

Ââèäó (1.188) íàõîäèì

Υ = φ̇2 =
C2

τ 2(1 + λ1F1(I, J))2
. (1.189)

Äëÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ ìû ïîëó÷èì

iγ̄0
( ∂
∂t

+
τ̇

2τ

)
ψ −mψ + λ1D2ψ + λ1G2iγ

5ψ = 0, (1.190)

ãäå ââèäó (1.189) D2 è G2 âûãëÿäÿò

λ1D2 = λ1SΥ
∂F1

∂I
= − C2

2τ 2
∂F2

∂S
, λ1G2 = λ1SΥ

∂F1

∂J
= − C2

2τ 2
∂F2

∂P
,

ñ F2(I, J) = 1/[1+λ1F1(I, J)]. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ
ñ èíäóöèðîâàííîé íåëèíåéíîñòüþ. Òàê êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.190) ñîâïàäàþò ñ
ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì F (I, J) è F1(I, J), ìû
çàïèøåì ðåøåíèÿ áåç âûâîäà. Äàëåå ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà èìåþò âèä

T 0
0 = mS +

1

2
φ̇2 + λ1F1φ̇

2, T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = λ1D2S + λ1G2P − 1

2
φ̇2 − λ1F1φ̇

2 (1.191)

èç (1.65) äëÿ τ íàõîäèì

τ̈

τ
=

3κ

2

[
mS + λ1D2S + λ1G2P

]
− 3Λ (1.192)

Äëÿ F1 = F1(I) èìååì S = C0/τ è

ψ1(t) = (C1/
√
τ exp [−i

∫
(m− λ1D2)dt], (1.193a)

ψ2(t) = (C2/
√
τ exp [−i

∫
(m− λ1D2)dt], (1.193b)

ψ3(t) = (C3/
√
τ exp [i

∫
(m− λ1D2)dt], (1.193c)

ψ4(t) = (C4/
√
τ exp [i

∫
(m− λ1D2)dt], (1.193d)
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C1, C2, C3, C4 ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Îíè ñâÿçàíû ñ C0 ñîîòíîøå-
íèåì C0 = C2

1 + C2
2 − C2

3 − C2
4 . Â ýòîì ñëó÷àå G2 = 0 è λ1D2 = (C2/2C0) ∂F2/∂τ. Ñ

ó÷åòîì ýòîãî óðàâíåíèå (1.192) ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî∫
dτ√

κ[mC0τ + (C2/2)F2]− Λτ 2 + y21
=

√
3t. (1.194)

Ïîëîæèâ F1 = Sn, i.e., F2 = τn/(τn + λ1C
n
0 ), ìû îöåíèì

τ(t)
∣∣∣
t→0

≈
√
3y1 t, (1.195)

τ(t)
∣∣∣
t→∞

≈


√
3(κC2 + y21) t, m = 0, Λ = 0,

(3/4)κmC0t
2, m ̸= 0 Λ = 0

(1.196)

è
τ |t→∞≈ e

√
−3Λ t, Λ < 0, (1.197)

òîãäà êàê äëÿ Λ > 0 çíà÷åíèå τ îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Òàê, ðåøåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíî ñèí-
ãóëÿðíûå; â îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà òîëüêî ìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå îáåñïå÷èâàåò àñèìï-
òîòè÷åñêóþ èçîòðîïèçàöèþ; ââåäåíèå Λ-÷ëåíà ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêîé èçîòðî-
ïèçàöèè èëè îñöèëëÿöèè â çàâèñèìîñòè îò åãî çíàêà.

Ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïðè íåêîòîðûõ äðóãèõ âûáîðàõ ëàãðàíæèàíà âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Çàìåòèì, ÷òî âêëàä Λ-÷ëåíà â ýòèõ âûáîðàõ ÿâëÿåòñÿ òåì æå ñàìûì, ÷òî è
ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïðè îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ñ ïðÿìûì
âçàèìîäåéñòâèåì, âûáåðåì ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ â âèäå

F2(S) = 1 + λSn = 1 + λ
Cn

0

τn
, (1.198)

ãäå λ ñóòü ïàðàìåòð âçàèìîäåéñòâèÿ è n - íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïîä-
ñòàâëÿÿ (1.198) â (1.86) ïîëó÷èì∫

dτ√
mC0τ + λC2Cn

0 /2τ
n + C2

2

=
√
3κt, (1.199)

ãäå C2
2 = C2/2 + C1.
Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè âûáðàâ λ è n.
I. λ > 0, n > 0. Â ýòîì ñëó÷àå (1.199) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïîâåäåíèþ ôóíê-

öèè τ(t):

τ
∣∣
t→0

≈

[(
n

2
+ 1

)√
3κλCn

0C
2

2
t

] 1
n/2+1

, (1.200a)

τ
∣∣
t→0

≈ 3

4
κmC0t

2, (1.200b)



50 Âçàèìîäåéñòâóþùèå ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ · · ·

ò.å., ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíî ñèíãóëÿðíûì è ïðîöåññ èçîòðîïèçàöèè ðàñøè-
ðåíèÿ èçíà÷àëüíî àíèçîòðîïíîãî BI ñëó÷àåòñÿ áåç âëèÿíèÿ ñî ñòîðîíû ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé ïðè λ > 0 è n > 0
êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû ñ ìèíèìàëüíîé ñâÿçüþ.

II. λ = −σ2 < 0, n > 0. Â ýòîì ñëó÷àå èç (1.199) ìû íàõîäèì, ÷òî àñèìïòîòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå äëÿ τ ñîâïàäàåò ñ (1.200b), îäíàêî τ = 0 íå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî,
òàê êàê çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (1.199) â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèò-
ñÿ ìíèìûì ïðè τ → 0. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå τmin = τ0 > 0,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

mC0τ
n+1
0 + C2

2τ
n
0 − σ2C2Cn

0

2
= 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ λ < 0 è n > 0 ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ïðåäûäóùåé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé. Îòñóòñòâèå íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êîñìîëî-
ãè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ íàðóøåíèåì óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè òåîðåìû
Õîêèíãà-Ïåíðîóçà ïðè λ < 0.

III. λ > 0, n = −k2 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.199) èìååò âèä∫
dτ√

mC0τ + λC2τ k2/2Ck2
0 + C2

2

=
√
3κt. (1.201)

Ðàññìîòðèì ýòî ðåøåíèå äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé k2.
a) k2 = 1. Òîãäà èç (1.201) èìååì

τ(t) =
3

4
MC0κt

2 − C2
2

MC0

, M = m+
λC2

2C2
0

. (1.202)

Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ïðè t0 = 2C2/
√
3κMC0 è àñèìïòîòè÷åñêè îíî

èçîòðîïèçóåòñÿ.
b) k2 = 2. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

τ(t) =
C2

0

λC2

[
△sinh

(√
3κλC√
2C0

t

)
−mC0

]
, (1.203)

ãäå △ =
√

2λC2C2
2/C

2
0 −m2C2

0 . Êàê âèäíî, ðåøåíèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå åñòü
ñèíãóëÿðíîå ïðè t = t0. Çäåñü t0 åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

△sinh

(√
3κλC√
2C0

t0

)
−mC0 = 0. (1.204)

Êàê âèäíî èç (1.203), ïðîèñõîäèò àñèìïòîòè÷åñêàÿ èçîòðîïèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà BI.
IV. λ = −σ2 < 0, n = −k2 < 0. Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ðåøåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ

çíà÷åíèÿõ k2, êàê ýòî ñäåëàíî â III.
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a) k2 = 1
2
. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

2√
mC0

(√
τ +

√
τ1ln |

√
τ −

√
τ1 |
)

=
√
3κt, (1.205)

ñ
√
τ1 = σ2C2/4mC

3/2
0 . Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ èçíà÷àëüíî ðåãóëÿð-

íûì è îíî òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè èçîòðîïíîå.
b) k2 = 1. Çàïèøåì∫

dτ√(
m− σ2C2/2C2

0

)
C0τ + C2

2

=
√
3κt. (1.206)

Åñëè â (1.206) m− σ2C2/2C2
0 > 0, òîãäà ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ïîëó÷åííûì â

III, ãäå M = m− σ2C2/2C2
0 . Äëÿ m− σ2C2/2C2

0 = −T 2 < 0 èç (1.206) íàõîäèì

τ(t) =
C2

2

T 2C0

− 3κT 2C0

4
t2. (1.207)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

τ
∣∣
t=0

= τmax =
C2

2

T 2C0

, (1.208a)

τ
∣∣
t=t1,2

= τmin = 0, (1.208b)

ãäå t1,2 = ∓2C2/
√
3κT 2C0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îïèñûâàåò êîñìîëîãè-

÷åñêóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ íà÷èíàåò ðàñøèðÿòü â ìîìåíò âðåìåíè t1, äîñòèãàåò ìàêñè-
ìóìà ïðè t = 0 è êîëëàïñèðóåò â òî÷êó â ìîìåíò âðåìåíè t2.

c) k2 = 2. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ τ èìååòñÿ

τ(t) =
C2

0

σ2C2

[
mC0 +△sin

(
σC

√
3κt√

2C0

)]
, (1.209)

ãäå △ = C−1
0

√
m2C4

0 + 2σ2C2C2
2 .

Èç (1.209) ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëü íà÷èíàåò ðàñøèðÿòü ïðè

t0 = −(
√
2C0/

√
3κσC)arcsin [mC0/△],

äîñòèãàåò ìàêñèìóìà
τ = τmax = (C0/σC)

2[mC0 +△],

ïðè
t = t1 = πC0/

√
6κσC,

è íàêîíåö ïðè
t = t2 = π + (

√
2C0/

√
3κσC)arcsin [mC0/△]
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êîëëàïñèðóåò â òî÷êó.
Äëÿ F1 = F1(J) äëÿ áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìååì ðåøåíèå

ψ1 =
1√
τ

(
D1e

iσ + iD3e
−iσ
)
, (1.210a)

ψ2 =
1√
τ

(
D2e

iσ + iD4e
−iσ
)
, (1.210b)

ψ3 =
1√
τ

(
iD1e

iσ +D3e
−iσ
)
, (1.210c)

ψ4 =
1√
τ

(
iD2e

iσ +D4e
−iσ
)
, (1.210d)

ñ σ =
∫
G2dt. Äàëåå, âûáðàâ F1 = λP n äëÿ τ íàõîäèì∫

dτ√
κC2τn/(τn + λ1Dn

0 )− Λτ 2 + y21
=

√
3t, (1.211)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè P = D0/τ . Èç (1.211) îöåíèì

τ(t)
∣∣∣
t→0

≈
√
3y1 t, (1.212)

τ(t)
∣∣∣
t→∞

≈


√

3(κC2 + y21) t, Λ = 0,

e
√
−3Λ t, Λ < 0,

(1.213)

òîãäà êàê ïðè Λ > 0 çíà÷åíèå τ èìååò âåðõíþþ ãðàíèöó. Âèäíî, ÷òî ðåøåíèå ÿâëÿåò-
ñÿ èçíà÷àëüíî ñèíãóëÿðíûì; â îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà íèêàêîé àñèìïòîòè÷åñêèé ïðîöåññ
èçîòðîïèçàöèè íå íàáëþäàåòñÿ; ââåäåíèå Λ-÷ëåíà ïðèâîäèò ê èçîòðîïèçàöèè èëè ê
îñöèëëÿöèè ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò åãî çíàêà, â îòëè÷èå îò íåëèíåéíîãî ñïèíîð-
íîãî ïîëÿ, êîãäà íåëèíåéíîñòü îáåñïå÷èâàåò èçíà÷àëüíî ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ â çà-
âèñèìîñòè îò çíàêà λ, à èíäóöèðîâàííàÿ íåëèíåéíîñòü íå ïîðîæäàåò íåñèíãóëÿðíûå
ðåøåíèÿ.

1.8.4 BI Âñåëåííàÿ çàïîëíåííàÿ òîëüêî èäåàëüíîé æèäêîñòüþ

Ïðîàíàëèçèðóåì ñèñòåìó çàïîëíåííóþ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ. Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíü-
øå, ââåäåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè íå èçìåíÿåò óðàâíåíèÿ ïîëåé è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ îñòàþòñÿ âíåøíå íåèçìåííûìè. Èçìåíåíèå â
ðåøåíèÿõ, êîòîðîå äàñò èäåàëüíàÿ æèäêîñòü, çàêëþ÷åíû â óðàâíåíèÿõ Ýéíøòåéíà, à
èìåííî, â τ .

Â îòñóòñòâèè äðóãèõ ïîëåé èç (1.65) èìååì

τ̈ =
3κ

2

(1− ζ)ε0
τ ζ

, (1.214)
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äîïóñêàþùåå ðåøåíèå
dτ√

τ (1−ζ) + C
=

√
3κε0 t, (1.215)

ãäå C åñòü ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Èç (1.215) îöåíèì

τ ∝ t2, ζ = 0, (ïûëü), (1.216a)

τ ∝ t3/2, äëÿ ζ = 1/3, (èçëó÷åíèå), (1.216b)

τ ∝ t6/5, äëÿ ζ = 2/3, (òâåðäàÿ Âñåëåííàÿ), (1.216c)

τ ∝ t, äëÿ ζ = 1, (æåñòêîé ìàòåðèè). (1.216d)

Ðàññìîòðèì ïîëíóþ ñèñòåìó ñ íåëèíåéíûì ÷ëåíîì F = λSn. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì∫
dτ√

mC0τ − λCn
0 /τ

(n−2) + ε0τ (1−ξ) + g2
= ±

√
3κt. (1.217)

Êàê âèäíî, â ñëó÷àå ïûëè (ξ = 0) ÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé æèäêîñòè, ìîæåò áûòü îáú-
åäèíåí ñ ìàññîâûì ÷ëåíîì, òîãäà êàê â ñëó÷àå æåñòêîé ìàòåðèè (ξ = 1) îí ãðóïïèðó-
åòñÿ ñ êîíñòàíòîé. Â îòñóòñòâèè ìàññîâîãî ÷ëåíà (íàïðèìåð, êîãäà âûáåðåì F = F (J))
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå τ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

τ
∣∣
t→infty

≈ ([
√
ε0(ζ + 1)/2]t)2/(ζ+1). (1.218)

Êàê âèäíî, Âñåëåííàÿ èçîòðîïíà åñëè ζ < 1 è àíèçîòðîïíà åñëè ζ = 1. Òàêèì îáðàçîì,
â îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà äëÿ áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïðîöåññ àñèìïòîòè÷åñêîé èçî-
òðîïèçàöèè ïåðâîíà÷àëüíî àíèçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà ζ, ò.å., îò ìàòåðèè, êîòîðîé îíî çàïîëíåíî.

1.9 ×èñëåííûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà è F è F1 åñòü ôóíêöèè òîëüêî îò I = S2,
ïîëîæèâ F = λSp è F1 = Sq. Â êà÷åñòâå ëàãðàíæèàíà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âîçüìåì Ψ =
(1/2)Υ. Çàìåòèì, ÷òî (i) λ = 0 è λ1 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ñ ëèíåéíûì ñïèíîðíûì
ïîëåì, (ii) λ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî
è ñêàëÿðíîãî ïîëåé, (iii) λ1 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è
ñêàëÿðíîãî ïîëåé ñ ìèíèìàëüíîé ñâÿçüþ. Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèâ ìàññó ñïèíîðíîãî
ïîëÿ m = 0, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ íåëèíåéíîñòüþ
êàê ôóíêöèÿ îò J èëè I ± J , ò.å., F = λP p.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ äëÿ τ . Â îáùåì ñëó÷àå íàäî ðåøèòü ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

τ̈ =
3

2
κ
(
T 1
1 + T 0

0

)
τ − 3Λτ, (1.219)

Ṫ 0
0 = − τ̇

τ

(
T 0
0 − T 1

1

)
. (1.220)
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Îïðåäåëèâ ïîñòîÿííóþ Õàáëà, ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå

τ̇ = 3Hτ, (1.221)

Ḣ = −3H2 +
1

2
κ
(
T 1
1 + T 0

0

)
τ − Λτ, (1.222)

Ṫ 0
0 = −3H

(
T 0
0 − T 1

1

)
. (1.223)

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðåøèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (1.107), ÷òî ñâÿçûâàåò
ìåæäó ñîáîé èñêîìûå âåëè÷èíû, ò.å., ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Ḣ = −1

2
κ
(
T 0
0 −+T 1

1

)
− C00/τ

2, (1.224)

Ṫ 0
0 = −3H

(
T 0
0 − T 1

1

)
, (1.225)

τ 2 =
C00

3H2 + Λ− κT 0
0

. (1.226)

Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå T 0
0 è T 1

1 åñòü ôóíêöèè òîëüêî îò τ è ÿâíî íàéäåíû àíàëèòè-
÷åñêè, òî ìû äâèæåìñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τ̈ = F(p), (1.227)

ãäå ìû îïðåäåëèëè

F(p) =
3κ

2

(
m+ λ(p− 2)τ 1−p + 4λ1qτ

q−1/(2λ1 + τ q)2 + ε0(1− ζ)/τ ζ
)
− 3Λτ. (1.228)

Çäåñü p - ñîâîêóïíîñòü ïàðàìåòðîâ, à èìåííî p = {κ, m, λ, λ1, p, q, ε0, Λ}. Ñ ìåõàíè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèå (1.227) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ îäíîé ÷àñòèöû ñ åäèíè÷íîé ìàññîé ïîä äåéñòâèåì ñèëû F(τ, p). Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ñëåäóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë [28]:

τ̇ 2 + 2U(τ) = 2E, (1.229)

ñ ïîòåíöèàëîì

U(τ) = −3

2

[
κ
(
mτ − λτ 2−p − 4λ1/(2λ1 + τ q) + ε0τ

1−ζ
)
− Λτ 2

]
. (1.230)

Çäåñü ìû ïîëàãàëè Cs = 1 è C0 = 1. Â (1.229) ïîñòîÿííàÿ E ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà
êàê ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé óðàâíåíèå (1.227) ìîæåò áûòü ðåøåíî
íåïðåðûâíûì àíàëîãîì ìåòîäà Íüþòîíà [14], òîãäà êàê ïðè íà÷àëüíûõ (àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ) äàííûõ óðàâíåíèå (1.229) ìîæåò áûòü ÷èñëåííî ðåøåíî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

Ñôîðìóëèðóåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Çàìåòèì, ÷òî BI ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ìîäå-
ëèðóåò ðàñøèðÿþùóþñÿ Âñåëåííóþ, ò.å., ðàçìåð Âñåëåííîé â íà÷àëå äîëæåí áûòü
ìàëûì, à ñî âðåìåíåì îí ñòàíîâèòüñÿ âñå áîëüøå è áîëüøå. Ïîñêîëüêó ïðè Λ > 0
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çíà÷åíèå τ îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî âûáðàòü áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ τ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ Λ ≤ 0. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî Λ ìîæíî âûáðàòü ïåðèîäè÷åñêîå
ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èäåàëüíàÿ æèäêîñòü èãðàåò
ãëàâíóþ ðîëü â íà÷àëüíîé ñòàäèè è τ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

τ̈ =
3κ

2
ε0(1− ζ)/τ ζ , (1.231)

ñ ðåøåíèåì

τ |t→0 =
[1 + ζ

2
(
√
3κε0t+ c1)

]2/(1+ζ)

, c1 = const. (1.232)

òîãäà êàê, ïðè áîëüøèõ t èìååì τ

τ̈ =
3κ

2
m− 3Λτ, (1.233)

ñ ðåøåíèåì

τ
∣∣∣
t→∞

=


(3/4)κmt2, Λ = 0,

sinh(
√
−3Λ t) + (κm/2Λ), Λ < 0.

(1.234)

Óðàâíåíèå (1.227) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñôîðìóëèðîâàííûìè âûøå, äàåò
êàðòèíó ýâîëþöèè Âñåëåííîé BI â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè. Äëÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íîé êàð-
òèíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ τ íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.
Åñëè ìû ïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàçìåð Âñåëåííîé ðàâåí íó-
ëþ, òî òåìïåðàòóðà è ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñòàíîâÿòñÿ áåñêîíå÷íûìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
èçáåæàòü ñèíãóëÿðíîñòè â íà÷àëå ðàñøèðåíèÿ, äëèíà Âñåëåííîé âî âñåõ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ íàïðàâëåíèÿõ ìîæåò áûòü âçÿòà ðàâíîé ðàçìåðó ïëàíêîâñêîé äëèíû(~ =
1.616 × 10−33cm). Ïîäðîáíàÿ äèñêóññèÿ îá ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ìîæåò áûòü íàéäå-
íà â [145]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà äðóãîì êîíöå, ìû
âñïîìíèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ Õàááëà H ñâÿçàíà ñ τ ñîîòíîøåíèåì

3 H =
τ̇

τ
. (1.235)

Çàäàâ çíà÷åíèå H äëÿ ñåãîäíÿøíåé Âñåëåííîé èç (1.235), íàõîäèì çíà÷åíèå τ ïðè
t = tN

τ |t=tN = exp [3 H tN ]. (1.236)

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, çàäà÷ó (1.227) ìîæíî ÷èñëåííî ðåøàòü òàêæå ìå-
òîäîì Ðóíãå-Êóòòû (Runge-Kutta), åñëè èçâåñòíî íà÷àëüíîå (èëè àñèìïòîòè÷åñêîå)
çíà÷åíèå τ è åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè τ̇ . Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì îá-
ñóæäåíèåì, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ τ ìîæíî âçÿòü ëþáîå ìàëîå, íî ïîëî-
æèòåëüíîå çíà÷åíèå τ0, à â êà÷åñòâå τ̇ ìû âîçüìåì ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ðàâåíñòâà
(1.229) ïðè çàäàííîì τ0. Äëÿ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè àñèìïòî-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå τ ìîæåò áûòü îöåíåíî èç (1.236), à τ̇ åñòü îòðèöàòåëüíûé êîðåíü
ðàâåíñòâà (1.229), ñîîòâåòñòâóþùèé τN . Â ñëó÷àå Λ > 0 ïîëîæèòåëüíîñòü ïîäêîðåí-
íîé âåëè÷èíû â (1.229) íàëàãàåò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà âûáîð íà÷àëüíîãî
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(àñèìïòîòè÷åñêîãî) çíà÷åíèÿ τ . Íàïðèìåð, ïðè ôèêñèðîâàííûõ äðóãèõ ïàðàìåòðàõ,
êàæäîé îïðåäåëåííîé êîíñòàíòå èíòåãðèðîâàíèÿ E ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íûé èíòåðâàë
äëÿ τ0.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðîàíàëèçèðóåì óðàâíåíèÿ (1.227) è (1.228) äëÿ ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ F è F1 à òàêæå ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ p.

1.9.1 F1 = Sn

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñîçäàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì
ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî λ = 0, ò.å., F = 0.

Âûáåðåì F1 â âèäå ñòåïåííîé ôóíêöèè îò S(èëè I), ïîëîæèâ F1 = Sn. Ïîëàãàÿ
C0 = 1 è C = 1 ïåðåïèøåì F â âèäå

F =
3κ

2

(
m+

λ1 n τ
n−1

2 (λ1 + τn)2
+ ε0

(1− ζ)

τ ζ

)
− 3Λ τ, (1.237)

ñ ïîòåíöèàëîì

U = −3

2

{
κ

[
mτ − λ1

2 (λ1 + τn)
+ ε0τ

1−ζ

]
− Λτ 2

}
. (1.238)

Çàìåòèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíîñòü ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â (1.229) ââèäó (1.238) íà-
ëàãàåò îãðàíè÷åíèå íà τ ñâåðõó â ñëó÷àå Λ > 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ñëó÷àå Λ > 0
çíà÷åíèå τ âàðüèðóåòñÿ îò 0 äî íåêîòîðîãî τmax, ãäå τmax åñòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
τ ïðè çàäàííîì p. Ýòî óðàâíåíèå áûëî èçó÷åíî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ p. Çäåñü ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ýâîëþöèþ τ ïðè ðàçíûõ τ0 íî ïðè ôèêñèðîâàííîé
�ýíåðãèè� E è íàîáîðîò.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñïèíîðíîå ïîëå ñ ìàññîé m = 1. Äðóãèå
ïàðàìåòðû âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîíñòàíòà ñâÿçè λ1 = 0.1, ñòåïåíü íåëèíåé-
íîñòè n = 4 è êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ Λ = 1/3. Ìû òàêæå âûáåðåì ζ = 0.5, ÷òî
îïèñûâàåò òâåðäóþ Âñåëåííóþ.

Íà Ðèñ. 1.1 ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåí ïîòåíöèàë U(τ), óìíîæåííûé íà ôàêòîð 2/3.
Êàê âèäíî èç Ðèñ. 1.1 è 1.2, âûáðàâ ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ E, ìîæíî íàéòè äâà
ðàçíûõ ðåøåíèÿ. Äëÿ E > 0.5 ðåøåíèÿ íåïåðèîäè÷åñêèå, òîãäà êàê äëÿ Emin < E ≤ 0.5
ìîäåëü äîïóñêàåò îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå. Îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû îñòàâèì íåèçìåííûìè çà èñêëþ÷åíèåì ζ. Âûáåðåì ζ = 1, îïèñûâàþùóþ
æåñòêóþ ìàòåðèþ. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ñïåöèàëüíûé âûáîð ïîðîæäàåò ëîêàëüíûé ìàê-
ñèìóì. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äâóõ âèäîâ ðåøåíèÿ (íåïåðèîäè÷åñêîå è îñöèëëè-
ðóþùåå) äëÿ îäíîãî è òîãî æå âûáîðà E.

Êàê âèäíî èç Ðèñ. 1.3, åñëè E âûáðàí òàê, ÷òîáû îíà íàõîäèëàñü âûøå óðîâíÿ
M , ñóùåñòâóåò òîëüêî íåïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, òîãäà êàê ïðè Emin < E < U(τ =
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Ðèñ. 1.1: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ) [óðàâíå-
íèå (1.238)], êîãäà BI Âñåëåííàÿ çàïîë-
íåíà èäåàëüíîé æèäêîñòüþ ñ ζ = 0.5.

Ðèñ. 1.2: Ýâîëþöèÿ e BI ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùåìó ïîòåíöèà-
ëó Ðèñ. 1.1 ïðè ðàçíûõ âûáîðàõ E.

0) = −0.5 ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ âñåãäà îñöèëëèðóþùèå. Ïðè E ∈ (−0.5, M) ñó-
ùåñòâóåò äâà òèïà ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà τ0. Íà Ðèñ. 1.4 ìû èëëþñòðèðóåì
ýâîëþöèþ τ ïðè E ∈ (−0.5, M). Êàê âèäíî, ïðè τ0 ∈ (0, A) (çäåñü τ0 = 0.1) èìåþò-
ñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñöèëëèðóþùèìè è τ â ýòîì ñëó÷àå
èìååò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå íà íåêîòîðûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè. Òàê êàê ïî îïðå-
äåëåíèþ τ åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà, òî ìû ðèñóåì òîëüêî òó ÷àñòü ðåøåíèÿ,
ãäå τ ≥ 0 (ñì. Ðèñ. 1.4, øòðèõîâàííàÿ ëèíèÿ). Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî ÷àñòü τ , îïðåäåëåí-
íàÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ (0, Tf ), ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè çíà÷èìîé. Ïðè τ0 ∈ (B, C)
ìû ñíîâà èìååì îñöèëëèðóþùóþ ìîäó ýâîëþöèè τ . Ýòè äâå îáëàñòè îòäåëåíû çîíîé
(A, B), ãäå íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ Λ < 0. Äëÿ îòðèöàòåëüíîãî Λ, êàê è ïðè åãî îòñóòñòâèè,
ýâîëþöèÿ τ èìååò âñåãäà ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð, ÷òî âèäíî èç Ðèñ. 1.5. Â ýòîì
ñëó÷àå íà÷àëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ BI ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè áûñòðî èñ÷åçàåò è Âñåëåííàÿ
ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé.

Ïðîàíàëèçèðóåì óñëîâèÿ ýíåðãî-äîìèíàíòíîñòè â òåîðåìå Õîêèíãà-Ïåíðîóçà [18,
155]. Äëÿ BI Âñåëåííîé óñëîâèå ýíåðãî-äîìèíàíòíîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
[244]

T 0
0 ≥ T 1

1 a
2 + T 2

2 b
2 + T 3

3 c
2, (1.239a)

T 0
0 ≥ T 1

1 a
2, (1.239b)

T 0
0 ≥ T 2

2 b
2, (1.239c)

T 0
0 ≥ T 3

3 c
2. (1.239d)

Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [244] ðàññìàòðèâàëàñü ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà íåëèíåé-
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Ðèñ. 1.3: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ) [óðàâ-
íåíèå (1.238)] ñ BI ïðîñòðàíñòâî-
âðåìåíåì çàïîëíåííûì æåñòêîé ìàòå-
ðèé.

Ðèñ. 1.4: Ýâîëþöèÿ BI ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîòåíöèàëó
íà Ðèñ. 1.3 äëÿ áåçìàññîâîãî ñïèíîðíî-
ãî ïîëÿ ïðè ðàçíûõ âûáîðàõ τ0 ñ E ∈
(−0.5, M).

íîãî ñïèíîðíîãî è BI ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé â ïðèñóòñòâèè èäåàëüíîé æèäêîñòè è
Λ-÷ëåíà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü äîñòèã-
íóòî â ñèëó íåëèíåéíîñòè ñïèíîðíîãî ïîëÿ è/èëè ïîëîæèòåëüíîãî Λ- ÷ëåíà. Áûëî
òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî îòñóòñòâèå íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé êîñìî-
ëîãè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè â
òåîðåìå Õîêèíãà-Ïåíðîóçà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå äëÿ
ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïîñðåäñòâîì Λ-÷ëåíà íå ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ óñëîâèÿ
ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè.

Àíàëèçèðóåì óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè äëÿ äàííîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ñíà-
÷àëà íàïèøåì êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïè-
íîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

T 0
0 =

mC0

τ
+

C2τn−2

2(τn + λ1Cn
0 )

+
ε0
τ 1+ζ

. (1.240)

Êàê âèäíî èç (1.240), äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ τ , ïëîòíîñòü ýíåðãèè
âñåãäà ïîëîæèòåëüíà. Ïðè τ → 0 ïîëó÷àåì T 0

0 → ∞, òîãäà êàê T 0
0 óìåíüøàåòñÿ ñ

ðîñòîì τ . Äëÿ êîìïîíåíò äàâëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååì

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 =

C2τn−2

2(τn + λ1Cn
0 )

2

[
λ1C

n
0 (n− 1)− τn

]
− ζε0
τ 1+ζ

. (1.241)

Âòîðîé ÷ëåí â (1.241) âñåãäà ïîëîæèòåëüíûé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî T 1
1 èìååò áîëüøîå çíà-

÷åíèå, êîãäà BI Âñåëåííàÿ çàïîëíåíà ïûëüþ, ò.å., êîãäà ζ = 0. Äëÿ èçó÷åíèÿ óñëîâèÿ
ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè äåòàëüíî èññëåäóåì äàâëåíèå (ïîñêîëüêó T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 , ñ ýòîãî
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Ðèñ. 1.5: Ýâîëþöèÿ BI Âñåëåííîé ïðè îòðèöàòåëü-
íîì Λ. Êàê âèäíî, ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé â ýòîì ñëó-
÷àå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð è íà÷àëüíàÿ
àíèçîòðîïèÿ BI ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè áûñòðî èñ÷å-
çàåò.

ìîìåíòà ìû óïîìèíàåì åãî êàê T 1
1 ). Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì C = 1 è C0 = 1. Î÷åâèäíî,

÷òî åñëè (ñì. óðàâíåíèå (1.241))

τn > λ1(n− 1), (1.242)

èìååì T 1
1 < 0. Òî åñòü â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè îñòàåòñÿ íå

íàðóøåííûì. Èç (1.242) âèäèì6 ÷òî ïðè λ1 = 0 ïðåäøåñòâóþùåå íåðàâåíñòâî âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî τ > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäîáíî ëèíåéíîìó ñïèíîðíîìó ïîëþ
[244] ñèñòåìà ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ñ ìèíèìàëüíîé ñâÿçüþ îáëàäàåò ðåãó-
ëÿðíûìè ðåøåíèÿìè ñ íåíàðóøåííûì óñëîâèåì ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè. Äëÿ ñèñòåìû
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ïîëó÷åíî ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå áåç
íàðóøåíèÿ óñëîâèé ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè êîãäà ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè (n) îòðèöàòåëü-
íà è êîíñòàíòà ñâÿçè (λ1) ïîëîæèòåëüíà ëèáî ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè ïîëîæèòåëüíà è
êîíñòàíòà ñâÿçè îòðèöàòåëüíà. Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà ñâÿçè λ1 ìîæåò áûòü ëþáîé.
Âåëè÷èíà λ1 îïðåäåëÿåò ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà îáà
îíè, ò.å., è n è λ1 ïîëîæèòåëüíû (îòðèöàòåëüíû).

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (1.242). Êàê âèäíî, äëÿ ëþáîãî ðàçóìíîãî çíà÷åíèÿ λ1
íåðàâåíñòâî (1.242) âûïîëíÿåòñÿ ïðè áîëüøèõ τ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè τ → 0 ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè T 0

0 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
óñëîâèÿ (1.137) òàêæå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ìàëûõ τ . Íàêîíåö, àíàëèçèðóåì ñèòóàöèþ
â îêðåñòíîñòè τ = 1. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè T 0

0 â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâåííî ìàëà, òîãäà êàê,
êàê ýòî ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1.7, íàðóøåíèå óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè, ò.å., ñèòóà-
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öèÿ êîãäà T 1
1 ïðåîáëàäàåò T 0

0 , ìîæåò âîçíèêàòü äëÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøåãî çíà÷åíèÿ
n. Òàê ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîðíîãî è
ñêàëÿðíîãî ïîëåé âîçìîæíî ïîñòðîèòü ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ [264, 265] áåç íàðóøåíèÿ
óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè òåîðåìû Õîêèíãà-Ïåíðîóçà (ñì. Ðèñ. 1.6).

0 0.5 1 1.5 2
τ

0

5

10

15

Case: n = 4
Energy
Momentum

0.5 1 1.5
τ

0

5

10

Case: m = 1, n = 23, ζ = 0, λ = 0.1
Energy
Momentum

Ðèñ. 1.6: Ñðàâíèâàÿ T 0
0 è T 1

1 ïðè ïî-
ëîæèòåëüíîì n, âèäèì, ÷òî äëÿ ìàëî-
ãî çíà÷åíèÿ n âîçìîæíî ñêîíñòðóèðî-
âàòü ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå áåç íàðóøå-
íèÿ óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè.

Ðèñ. 1.7: Ïðè áîëüøèõ n ñóùåñòâóåò
íåêîòîðîå çíà÷åíèÿ τ , ãäå êîìïîíåí-
òû äàâëåíèÿ ïðåîáëàäàþò â ýíåðãèè.
Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ýíåðãîäîìè-
íàíòíîñòè íàðóøàåòñÿ.

1.9.2 F1 = sin S

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà F çàäàåòñÿ â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè îò S, à
èìåííî, F1 = sin S. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ F èìååì

F =
3κ

2

(
m+

λ1 cos S

2 τ 2(λ1 + sin S)2
+ ε0

(1− ζ)

τ ζ

)
− 3Λ τ, S =

1

τ
, (1.243)

ñ ïîòåíöèàëîì

U = −3

2

{
κ

[
mτ +

1

2 (1 + λ1 sin S)
+ ε0τ

1−ζ

]
− Λτ 2

}
. (1.244)

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, êîãäà F1 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé îò
S = 1/τ è íåëèíåéíîñòü â îñíîâíîì ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â ðåãèîíå ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿ-
ìè τ , â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ â ðåãèîíå
0 < τ < 1, îñîáåííî â îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíîé òî÷êè τ = 0. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ïîòåíöèàëà U(τ) [ñîîòøåíèå (1.244)] äàíî íà Ðèñ. 1.8 è 1.9. Çäåñü ïàðàìåòðû
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âûáèðàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: κ = 2/3, ìàññà ñïèíîðíîãî ïîëÿ m = 1, êîíñòàí-
òà ñâÿçè λ1 = 0.01, êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ Λ = 2/3, ε0 = 1 è ζ = 2/3. Òàê êàê
S = 1/τ è U(τ) ∝ 1/ sin(S), áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìàëûõ êîëåáàíèé âîçíèêàåò êàê τ → 0
[ñì. Ðèñ. 1.9].

Ðèñ. 1.8: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ) [ðàâåíñòâî
(1.244)], êîãäà BI ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ çà-
ïîëíåíî èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, îïèñûâà-
þùåé òâåðäóþ Âñåëåííóþ.

Ðèñ. 1.9: Ôðàãìåíò ïîòåíöèàëà (1.244) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè τ = 0. Ýòè êîëåáàíèÿ
âîçíèêàåò â ñèëó íåëèíåéíîãî ÷ëåíà F .

Èç Ðèñ. 1.8 è 1.9 î÷åâèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïîñòîÿííîé èíòåãðè-
ðîâàíèÿ E èìååòñÿ äâà òèïà ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûõ íà Ðèñ. 1.2. Áîëåå òîãî, äëÿ
íåêîòîðûõ çíà÷åíèé E ñóùåñòâóåò áîëåå îäíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ýòó æå ñèñòåìó ñ îòðèöàòåëüíûì Λ. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñ F1 =
Sn, ãäå âñå ðåøåíèÿ äëÿ îòðèöàòåëüíîãî Λ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò, â äàííîì ñëó÷àå
âîçíèêàåò èíòåðåñíàÿ ñèòóàöèÿ ïðè íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ.

Êàê âèäíî èç Ðèñ. 1.10, â çàâèñèìîñòè îò ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ è íà÷àëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ τ , õàðàêòåð ýâîëþöèè ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì òàê è ýêñïîíåíöèàëüíûì.
Åñëè ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèòñÿ íà îäíîì óðîâíå ñ AB íà Ðèñ. 1.10 (çäåñü
îí ðàâåí −3), è τ0 ∈ (0, τA), òî τ èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå è åãî ïîâåäåíèå ïîõîæå íà
òî, ÷òî èëëþñòðèðîâàíî íà Ðèñ. 1.2, ñîîòâåòñòâóþùåì E = 1, òîãäà êàê ïðè τ0 > τB
èìååì ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñøèðÿþùèéñÿ τ . Òàê ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè ëàãðàíæè-
àí âçàèìîäåéñòâèÿ çàäàåòñÿ â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè åãî àðãóìåíòîâ, òî
ñèñòåìà äàæå ïðè îòðèöàòåëüíîì Λ ïîðîæäàòü íåýêñïîíåíöèàëüíóþ ìîäó ýâîëþöèè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè íàïèøåì êîìïîíåíòû òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì C0 = 1 è â òåðìèíàõ S äëÿ ïëîòíîñòè
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Ðèñ. 1.10: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ) [ðàâåíñòâî (1.244)] ñ îòðèöàòåëü-
íûì Λ.

ýíåðãèè ïîëó÷èì âûðàæåíèå

T 0
0 = mS +

S2

2(1 + λ1 sinS)
+ ε0S

1+ζ . (1.245)

Òàê êàê τ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà òî S òîæå ïîëîæèòåëüíàÿ. Êàê âèäíî èç óðàâ-
íåíèÿ (1.245), äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ S è λ1 < 1 ïëîòíîñòü ýíåðãèè
âñåãäà ïîëîæèòåëüíà è ïðîïîðöèîíàëüí S2. Ïîñêîëüêó S = 1/τ , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî T 0

0

èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè τ → 0 è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè τ → ∞.

Äëÿ êîìïîíåíò äàâëåíèÿ èìååì

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 =

λ1S
3 cosS

2(1 + λ1 sinS)2
− S2

2(1 + λ1 sinS)
− ε0ζS

1+ζ . (1.246)

Êàê âèäíî, ïðè λ1 < 1, äàâëåíèå T 1
1 ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíî òàê è îòðèöàòåëüíî

â çàâèñèìîñòè îò çíàêà cosS. Áîëåå òîãî, åãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî
S3. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå F = sinS, äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ζ, îïðåäåëåííîãî â
(1.44), è äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî λ1 ñóùåñòâóþò èíòåðâàëû (Si, Si+1) òàêèå, ÷òî
äëÿ S ∈ (Si, Si+1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî T 0

0 < T 1
1 , êàê ýòî ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1.11.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â äàííîì
ñëó÷àå, äîñòèãàþòñÿ â ðåçóëüòàòå íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ ýíåðãî-äîìèíàíòíîñòè.
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Ðèñ. 1.11: Îòíîñèòåëüíîå ïîâåäåíèå T 0
0 è T 1

1 ïðè F = sin(S). Ýòà
êàðòèíà íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ
óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî õîòÿ ââåäåíèå íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ìî-
æåò îáåñïå÷èòü ýâîëþöèþ áåç ñèíãóëÿðíîñòåé, òåì íå ìåíåå ýòà ìîäåëü ïðèâîäèò ê
íàðóøåíèþ óñëîâèÿ ýíåîãîäîìèíàíòíîñòè.

1.10 Ñèñòåìà ñ G è Λ çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, òåîðèÿ ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðà,
ñ÷èòàþùèåñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ïîñòîÿííûìè: ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Íüþòî-
íà G (κ = 8πG) è êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ Λ [122, 123]. Âîçìîæíîñòü âàðèà-
öèè G ïî âðåìåíè áûëà ïðåäëîæåíà Äèðàêîì è øèðîêî îáñóæäàåòñÿ â ëèòåðàòóðå
[119, 306, 311, 202, 116]. �Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ� Λ êàê ôóíêöèÿ îò âðåìåíè
èçó÷àëàñü ìíîæåñòâîì àâòîðîâ. ×åí (Chen) è Âó (Wu) [97] ïðîïàãàíäèðîâàë âîç-
ìîæíîñòü òîãî, ÷òî êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè êàê 1/R2,
ãäå R ýòî ìàñøòàáíûé ôàêòîð â ìîäåëè Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà. Äàëåå, Àáäåë-
Ðàõìàí (Abdel-Rahman) [58] èçó÷àë àíàëîãè÷íóþ ìîäåëü, òîãäà êàê Áåðìàí (Berman)
è äðóãèå [80, 81, 82] íàñòàèâàë íà òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèå R ∝ t−2 èãðàåò âàæíóþ ðîëü â
êîñìîëîãèè. Áåðìàí è Ãîìèä (Gomide) [83] òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî âñå ôàçû Âñåëåííîé,
ò.å., èçëó÷åíèå, èíôëÿöèÿ è ïûëü (ñ íóëåâûì äàâëåíèåì), ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû
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êàê ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ïàðàìåòðà çàìåäëåíèÿ q:

q = −RR̈/Ṙ2, (1.247)

ãäå òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè. Ýòî îïðåäåëåíèå áûëî äàíî â
ðàáîòå [286] äëÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé Áèàíêè. Êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñ èäå-
àëüíîé æèäêîñòüþ è çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè ïîñòîÿííûìè òàêæå áûëè èçó÷åíû â
ðàáîòàõ [71, 72]. Ìîäåëè ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ è çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè ïîñòîÿííûìè
áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ ðàçíûõ àâòîðîâ [73, 225, 226, 227]. Íåäàâíî ñàìîñîãëàñî-
âàííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è BI ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé ñ çàâèñÿùèå îò
âðåìåíè G è Λ áûëà èçó÷åíà â ðàáîòå [243]. Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî è ñïèíîðíîãî ïîëåé îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ôîðìàëüíî ñêà-
ëÿðíîå è ñïèíîðíîå ïîëÿ, è òàêæå ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè áóäóò òå æå ñàìûå êàê è â
ñëó÷àå êîãäà G è Λ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Èçìåíåíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî â óðàâíåíèè
äëÿ τ , ïîìèìî ýòîãî âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ G. Óðàâ-
íåíèÿ Ýéíøòåéíà ñ ïåðåìåííûìè êîñìîëîãè÷åñêîé è ãðàâèòàöèîííîé �ïîñòîÿííûìè�
Λ è G ïèøåòñÿ â âèäå

Rµ
ν −

1

2
δµνR = −8πG(t)T µ

ν + Λ(t)δµν . (1.248)

Èç (1.248) íàõîäèì

8πG,µT
µ
ν + 8πG

(
T µ
ν;µ

)
− Λ, µδµν = 0, (1.249)

÷òî äëÿ BI ìåòðèêè âûãëÿäèò

8πĠT 0
0 + 8πG

[
Ṫ 0
0 + T 0

0

( ȧ
a
+
ḃ

b
+
ċ

c

)
− T 1

1

ȧ

a
− T 2

2

ḃ

b
− T 3

3

ċ

c

]
− Λ̇ = 0. (1.250)

Åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè T µ
ν;µ = 0 âûïîëíÿåòñÿ, òî óðàâíåíèå

(1.250) ïðåâðàùàåòñÿ â

Ṫ 0
0 + T 0

0

( ȧ
a
+
ḃ

b
+
ċ

c

)
− T 1

1

ȧ

a
− T 2

2

ḃ

b
− T 3

3

ċ

c
= 0, (1.251a)

8πĠT 0
0 − Λ̇ = 0, (1.251b)

Ðåøàÿ (1.251a) ìû ïîëó÷èì (1.84). Îïðåäåëèì G. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Ġ = τ̇ ∂G/∂τ è
Λ̇ = τ̇ ∂Λ/∂τ ïåðåïèøåì (1.251b) â âèäå

8πT 0
0

∂G

∂τ
=
∂Λ

∂τ
. (1.252)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîäñòàâëÿÿ a, b, c èç (1.62) â (1.53d) ìû ïîëó÷èì

8πT 0
0G =

τ̇ 2

3τ 2
− X

3τ 2
+ Λ. (1.253)
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ãäå X = X2
1+X1X3+X

2
3 . Ðàçäåëèâ (1.252) íà (1.253) ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèå

äëÿ G
∂G/∂τ

G
=

3τ 2∂Λ/∂τ

τ̇ 2 −X + 3τ 2Λ
. (1.254)

Âñëåä çà äðóãèìè àâòîðàìè ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ åñòü çàäàííàÿ ôóíêöèÿ îò τ , à èìåí-
íî, Λ = Λ0/τ

2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, T 1
1 è T 0

0 òîæå åñòü ôóíêöèè îò τ . Ýòî ïîçâîëÿåò
íàì íàïèñàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.65) â êâàäðàòóðàõ, ò.å., â ôîðìå (1.86). Íî â ýòîì
ñëó÷àå (1.65) èëè (1.86) îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî ñëîæíûìè, òàê êàê âìåñòå ñ T 1

1 è T 0
0 , G

òîæå çàâèñÿò îò t. Ïîýòîìó íàäî îäíîâðåìåííî ðåøàòü óðàâíåíèÿ (1.65) è (1.254), ÷òî
íàìíîãî òðóäíåå. Çäåñü ìû âñïîìíèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäå-
ëàõ. Êàê ìû ïîìíèì, ðåøåíèÿ, êîòîðûå íå íàðóøàþò óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè
òåîðåìû Õîêèíãà-Ïåíðîóçà ÿâëÿþòñÿ èçíà÷àëüíî ñèíãóëÿðíûìè. Ýòî ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî, ïîëîæèâ τ = αt ïðè t → 0. Çäåñü α íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ïîëîæèâ τ = βt2, ãäå β íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, ïðè t → ∞ ïîëó÷èì Âñåëåííóþ
ñîîòâåòñòâóþùóþ èçîòðîïíîé ñòàäèè ýâîëþöèè ñåãîäíÿøíåãî äíÿ. Òåïåðü, ïîëîæèâ
Λ = Λ0/τ

2 èç (1.254) ìû íàõîäèì [243]

G = C/τ 6Λ0/(α2−X+3Λ0), τ = αt, C = const., (1.255)

è

G = D
( 4βτ

4βτ −X + 3Λ0

)6Λ0/(X−3Λ0)

, τ = βt2, D = const.. (1.256)

Õîòåëîñü áû ïîä÷åðêíóòü ñâîéñòâà Âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-I. Êàê áûëî îòìå÷åíî â [74]
â îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíîñòè BI âåäåò ñåáÿ êàê Âñåëåííîé Êàçíåðà, äàæå â ïðèñóò-
ñòâèè ìàòåðèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîïàäàåò â ðàìêè îáùåãî àíàëèçà äëÿ ñèíãóëÿðíî-
ñòè. Òàê êàê âî Âñåëåííîé Êàçíåðà a = a0t

p1 , b = b0t
p2 , è c = c0t

p3 , ñ p1 + p2 + p3 =
p21 + p22 + p23 = 1, íàøå ïðåäïîëîæåíèå ïîëîæèòü τ ∝ t â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âî Âñåëåííîé, çàïîëíåííîé ìàòåðèåé ñ óðàâ-
íåíèåì ñîñòîÿíèåì p = γ ε, γ < 1, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ
â BI Âñåëåííîé áûñòðî èñ÷åçàåò è BI Âñåëåííàÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ýâîëþöèîíèðóåò â
FRW Âñåëåííóþ [172]. Ïðåäïîëîæåíèå τ ∝ t2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ = Λ0/τ
2 è G = const., òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

T µ
ν;µ = 0 íå âûïîëíÿåòñÿ â îòäåëüíîñòè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå (1.251b) ïðèâîäèò ê

Λ = const., ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåì ïðåäïîëîæåíèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå èç (1.250) èìååì

ε̇+ (1 + ζ)
τ̇

τ
= −2Λ0τ̇

τ 3
(1.257)

ñ ðåøåíèåì

ε =
2Λ0

1− ζ

1

τ 2
(1.258)

Ïîëîæèâ F = Kn ñK = {I, J, (I±J), IJ}, èç (1.86) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äàæå â ïðèñóò-
ñòâèè çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè Λ- ÷ëåíà â óðàâíåíèè Ýéíøòåéíà èäåàëüíàÿ æèäêîñòü
íå èãðàåò îñîáîé ðîëè êàê â íà÷àëüíîé ñòàäèè ýâîëþöèè òàê è â èçîòðîïèçàöèè BI
Âñåëåííîé, îñòàâëÿÿ åå çà íåëèíåéíûì ñïèíîðíûì ïîëåì, ÷òî ïîäòâåðæäàåò íàøå
ðàííåå óòâåðæäåíèå, ñäåëàíîå â ðàáîòàõ [269, 270].
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1.11 Ñèñòåìà ñ ìàãíèòíîé æèäêîñòüþ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì BI Âñåëåííóþ, çàïîëíåííóþ ìàãíèòíîé æèäêîñòüþ. Ëî-
êàëüíî âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íóþ BI ìîäåëü, ñîäåðæàùóþ ìàãíèòíîå ïîëå, íàïðàâ-
ëåííîå âäîëü îäíîé îñè, ñ áàðîòðîïíîé æèäêîñòüþ áûëî èçó÷åíà Òõîðíîì (Thorne)
[299]. ßêîáñ (Jacobs) [172, 173] èññëåäîâàë BI ìîäåëè ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, óäîâëå-
òâîðÿþùèì áàðîòðîïíûì óðàâíåíèÿì ñîñòîÿíèÿ. Áàëè (Bali) [66] èçó÷àë ïîâåäåíèå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â BI Âñåëåííîé, çàïîëíåííîé èäåàëüíîé æèäêîñòüþ. Â ðàáîòå [65]
Áàëàêèí ðàññìàòðèâàë ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó Ýéíøòåéíà-Ìàêñâåëëà è åãî ïðèìåíåíèå
â ïðîáëåìå ðàñøèðåíèÿ âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-I ñ ìàãíèòíîé ðåëàêñàöèåé. Èì áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî àíèçîòðîïíîå ðàñøèðåíèå âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-I ñòàíîâèòñÿ íå-
ìîíîòîííîé â îáîèõ îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿõ (âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è îðòîãîíàëüíî
ê íåìó). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàáîòå [186] íàéäåíû ðåøåíèÿ äëÿ êîñìîëîãè÷åñêîé
ìîäåëè òèïà Áèàíêè-I ñî âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïèíîðíûì, ñêàëÿðíûì è ýëåêòðîìàã-
íèòíûì ïîëÿìè.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå, ïîëîæèâ F = 0. Ëàãðàí-
æèàí ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òàêæå âîçüìåì ëèíåéíûì, ò.å., Lsc = (1/2)Υ = φ,αφ

,α. Ëàãðàí-
æèàí âçàèìîäåéñòâèÿ âûáåðåì â âèäå Lint = (1/2)λ1ΥF1(I, J), ãäå λ1 ñóòü êîíñòàíòà
ñâÿçè. Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì óðàâíåíèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ èíäóöèðîâàííîé íåëè-
íåéíîñòüþ. Íà ñàìîì äåëå ââåäåíèå ìàãíèòíîé æèäêîñòè ïðèíîñèò ñóùåñòâåííîå èç-
ìåíåíèå â êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Òàê êàê óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî è
ñêàëÿðíîãî ïîëåé â ýòîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî èçó-
÷åíèåì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è òàêæå óðàâíåíèÿ äëÿ τ .

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàãíèòíîé æèäêîñòè ìû âûáåðåì â âèäå

T ν
µ (m) = (ε+ p)uµu

ν − pδνµ + Eν
µ, (1.259)

ãäå Eµν åñòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå Ëèõíåðîâè÷à (Lichnerowich) [198]

Eν
µ = µ̄

[
|h|2
(
uµu

ν − 1

2
δνµ

)
− hµh

ν
]
. (1.260)

Çäåñü uµ ñóòü âåêòîð òîêà óäîâëåòâîðÿþùèé

gµνu
µuν = 1, (1.261)

è µ̄ ñóòü ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü è hµ âåêòîð ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ

hµ =
1

µ̄
∗ Fνµu

ν , (1.262)

ãäå ∗Fµν äóàëüíî-ñîïðÿæåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå:

∗ Fµν =

√
−g
2

ϵµναβF
αβ. (1.263)
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Çäåñü Fαβ òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ϵµναβ ýòî ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé
òåíçîð Ëåâè-×èâèòû (Levi-Civita) ñ ϵ0123 = +1. Çäåñü â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷å-
òà ïîëàãàåì u0 = 1, u1 = u2 = u3 = 0. Âûáåðåì ìàãíèòíîå ïîëå âäîëü îñè x òàê, ÷òî ó
âåêòîðà ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååòñÿ òîëüêî îäíà íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà, à èìåííî
h1 ̸= 0. Ââèäó âûøå ñêàçàííîãî èç (1.262) íàõîäèì F12 = F13 = 0. Ìû òàêæå ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïðîâîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé æèäêîñòè áåñêîíå÷íà. Ýòî ïðèâîäèò ê
F01 = F02 = F03 = 0. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ òîëüêî îäíà íåòðèâèàëüíàÿ êîìïîíåíòà
Fµν , à èìåííî, F23. Òîãäà èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëó÷èì

Fµν;β + Fνβ;µ + Fβµ;ν = 0, (1.264)

ãäå òî÷êà ñ çàïÿòîé îçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ. Íàõîäèì

F23 = I, I = const. (1.265)

Èç (1.262) ñ ó÷åòîì (1.263) èìååì

h1 =
aI
µ̄bc

. (1.266)

Íàêîíåö, äëÿ Eν
µ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû

E0
0 = E1

1 = −E2
2 = −E3

3 =
I2

2µ̄b2c2
. (1.267)

Âåëè÷èíû ε è p â (1.259) ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè è äàâëåíèåì èäåàëüíîé æèä-
êîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé p = ζε.

Ðåøèì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîì-
ïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ÿâíîì âèäå:

T 0
0 = mS + C2/2τ 2(1 + λ1F1) + ε+

I2

2µ̄b2c2
, (1.268a)

T 1
1 = DS + GP − C2/2τ 2(1 + λ1F1)− p+

I2

2µ̄b2c2
, (1.268b)

T 2
2 = DS + GP − C2/2τ 2(1 + λ1F1)− p− I2

2µ̄b2c2
, (1.268c)

T 3
3 = DS + GP − C2/2τ 2(1 + λ1F1)− p− I2

2µ̄b2c2
. (1.268d)

Òàê, ââåäåíèå ìàãíèòíîé æèäêîñòè ïîðîæäàåò íåîäíîðîäíîñòü â òåíçîðå ýíåðãèè-
èìïóëüñà ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé.

Ââèäó òîãî, ÷òî T 2
2 = T 3

3 , èç (1.53b) è (1.53c) íàõîäèì

b = cD exp
(
X

∫
dt

τ

)
, (1.269)

ãäå D è X ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Âñëåä çà Áàëè (Bali) [66] ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåíèå (θ) â ìîäåëè ïðîïîðöè-
îíàëüíî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ σ1

1 òåíçîðà σ
ν
µ. Òàê êàê äëÿ BI ïðîñòðàíñòâà

θ =
ȧ

a
+
ḃ

b
+
ċ

c
, (1.270)

σ1
1 = −1

3

(
4
ȧ

a
+
ḃ

b
+
ċ

c

)
, (1.271)

âûøå óïîìÿíóòîå óñëîâèå ïðèâîäèò ê

a =
(
bc
)N
, (1.272)

ãäå N ýòî ïîñòîÿííàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Ñ ó÷åòîì (1.45) èç (1.269) è (1.272) ïîñëå íåñëîæíûõ ìàíèïóëÿöèé äëÿ ìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé èìååì [248]

a = τN/(N+1), (1.273a)

b =
√
D τ 1/2(N+1) exp

[X
2

∫
dt

τ

]
, (1.273b)

c =
1√
D
τ 1/2(N+1) exp

[
−X

2

∫
dt

τ

]
. (1.273c)

Óðàâíåíèÿ äëÿ τ â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò êàê

τ̈ =
3

2
κ
(
mC0 +DC0 + ε0(1− ζ)/τ ζ +

2I2

3µ̄
τ (N−1)/(N+1)

)
− 3Λ. (1.274)

Âñïîìíèâ îïðåäåëåíèå D, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.274) ìîæåì çàïèñàòü â êâàäðàòóðàõ:∫
dτ√

κ
(
mC0τ +

C2

2(1+λ1F1
+ ε0τ 1−ζ + (N+1)I2

3µ̄N
τ 2N/(N+1)

)
− Λτ 2 + E

=
√
3 t, (1.275)

ãäå E - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Óðàâíåíèÿ (1.274) è (1.275) ìîãóò áûòü ïðîàíà-
ëèçèðîâàíû òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü ðàíüøå. Çàìåòèì, ÷òî òàê æå êàê è â ñëó÷àå
ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì ìû èçó÷èëè ñàìîñîãëàñîâàííóþ
ñèñòåìó ñïèíîðíîãî, ñêàëÿðíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîé
æèäêîñòè è êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ñèñòåìå ïðèñóòñòâó-
åò êîìïîíåíòà òåíçîðà íàïðÿæåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F23, ýòó ñèñòåìó ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ÷åòûðåõ ïîëåé. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ íàëè-
÷èå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ àíèçîòðîïèè è ñèñòåìà ìîæåò áûòü òî÷íî
ðåøåíà ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ.
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Ìû ðàññìîòðåëè ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó ñïèíîðíîãî, ñêàëÿðíîãî è ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîëåé â ðàìêàõ Áèàíêè òèïà-I êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè. Íåëèíåéíîñòü ñïèíîð-
íîãî ïîëÿ çàäàåòñÿ â âèäå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ, ïîñòðîåííûõ èç áèëè-
íåéíûõ ñïèíîðíûõ ôîðì S = ψ̄ψ è P = iψ̄γ5ψ. Ëàãðàíæèàí ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âûáðàí â
âèäå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî èíâàðèàíòà Υ = φ,αφ

,α, êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ
ëèíåéíûì â ñëàáîì ïðåäåëå. Ïîëó÷åíû òî÷íûå ñàìîñîãëàñîâàííûå ðåøåíèÿ íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ñïèíîðíîãî, ñêàëÿðíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé. Ïîäðîáíî èçó÷åíà
ïðîáëåìà íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè è ïðîöåññà àñèìïòîòè÷åñêîé èçîòðîïèçàöèè. Ðàç-
ðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, êîòîðûé â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîëüçóåòñÿ
ïîïóëÿðíîñòüþ ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìàþùèõ àíèçîòðîïíûìè êîñìîëîãè÷åñêèìè
ìîäåëÿìè.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ âûáîðîâ íåëèíåéíîñòè ìîäåëü äîïóñ-
êàåò ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ. Åñëè íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ âîçíèêàåò çà ñ÷åò ñà-
ìîäåéñòâèÿ, òî ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíò-
íîñòè â òåîðåìå Õîóêèíãà-Ïåíðîóçà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî
ïîëÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì, òî òàêèå íàðóøåíèÿ
íå èìåþò ìåñòà êîãäà ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè îòðèöàòåëüíà è êîíñòàíòà ñâÿçè ïîëîæè-
òåëüíà ëèáî ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè ïîëîæèòåëüíà è êîíñòàíòà ñâÿçè îòðèöàòåëüíà.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ èãðàåò ðåøàþùóþ ðîëü â íà÷àëå
ýâîëþöèè, òîãäà êàê ìàññà ñïèíîðíîãî ïîëÿ èëè íåëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â
ñëó÷àå áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìåþò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå â àñèìïòîòè÷åñêîé
ñòàäèè ïðè îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà.

Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî ââåäåíèå Λ-÷ëåíà â ñèñòåìó â çàâèñèìîñòè îò çíàêà èãðàåò
ðàçëè÷íóþ ðîëü â ýâîëþöèè Âñåëåííîé. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè Λ-÷ëåí èãðà-
åò ðîëü òåìíîé ýíåðãèè. Â ýòîì ñëó÷àå Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ ñ óñêîðåíèåì è ýòî
ðàñøèðåíèå íèêîãäà íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, ò.å., âîçíèêàåò ïðîáëåìà âå÷íîî óñêîðåíèÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Λ-÷ëåí ñ îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíèòåëüíîé
ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè, ÷òî ïîðîæäàåò îñöèëëÿöèþ â ìîäåëè äàæå â ñëó÷àå ëèíåé-
íîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå Λ-÷ëåíà òàêæå íàëàãàåò íåêîòîðûå
îãðàíè÷åíèÿ íà ïëîòíîñòü ýíåðãèè. Åñëè æå Λ-÷ëåí îòñóòñòâóåò, ïîñëå äîñòèæåíèÿ
íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ìàñøòàáà îáúåìà ñêîðîñòü ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé ñòàíîâèòñÿ
òðèâèàëüíîé, ò.å., Âñåëåííàÿ íå ðàñøèðÿåòñÿ ñ âðåìåíåì.

Ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ è êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ òàêæå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè äî-
ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ. Ïðè ýòîì ðåøàþùàÿ ðîëü â óñòðàíåíèè íà÷àëüíîé ñèíãó-
ëÿðíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé èçîòðîïèçàöèè îñòàåòñÿ çà íåëèíåéíîñòüþ ñïèíîðíîãî
ïîëÿ.

Áûëà èçó÷åíà ñèñòåìà ñ âçàèìîäåéñòâóþùèì ñïèíîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîëÿìè
â ðàìêàõ Áèàíêè òèïà-I ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîé æèäêîñòè.
Ââåäåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ àíèçîòðîïèè â èñòî÷íèêàõ. Òî÷íîå
ðåøåíèå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òîëüêî ïðè íàëîæåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Â ÷àñò-



70 Âçàèìîäåéñòâóþùèå ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ · · ·

íîñòè áûëî ïðåäïîëîæåíî, ÷òî ðàñøèðåíèÿ â ìîäåëè ïðîïîðöèîíàëüíî ñîáñòáåííîìó
çíà÷åíèþ σ1

1 òåíçîðà σν
µ. Íî è â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíàÿ ðîëü â ïîâåäåíèè Âñåëåííîé

ïðèíàäëåæèò ñïèíîðíîìó ïîëþ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå ïðîèñõîäèò èçîòðîïè-
çàöèÿ èçíà÷àëüíî àíèçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.



Ãëàâà 2

Íåëèíåéíûå ñïèíîðíûå ïîëÿ â

àíèçîòðîïíîé Âñåëåííîé, çàïîëíåííîé

âÿçêîé æèäêîñòüþ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òè-
ïà Áèàíêè-I (BI) ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè. Íåëèíåéíûé ÷ëåí â ëàãðàíæèàíå ñïèíîðíîãî
ïîëÿ èìååò âèä λF , ãäå λ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé ñàìîäåéñòâèÿ, à F ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-
åé èíâàðèàíòîâ I è J , ñêîíñòðóèðîâàííûõ èç áèëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ ôîðì S è P .
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà F çàâèñèò ñòåïåííûì îáðàçîì îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ.
Ñàìîñîãëàñîâàííûå ðåøåíèÿ äëÿ ñïèíîðíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî òèïà BI ïîëåé ïîëó-
÷åíû â òåðìèíàõ τ , ãäå τ ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáíîé åäèíèöåé îáúåìà âî âñåëåííîé òèïà BI.
Âûâåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ τ è ε, ãäå ε - ýíåðãèÿ âÿçêîãî ïîòîêà. Ïîëó÷åííàÿ
ñèñòåìà ðåøåíà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

2.1 Ââåäåíèå

Ïðè èññëåäîâàíèè õàðàêòåðà êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè òÿ-
ãîòåíèÿ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè îáû÷íî áåðåòñÿ â ôîðìå, ñîîòâåòñòâóþùåé
èäåàëüíîé æèäêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [7, 74], âáëèçè íåèç-
áåæíîé êîñìîëîãè÷åñêîé îñîáåííîñòè âëèÿíèå ìàòåðèè ïðåíåáðåæèòåëüíî ìàëî, à ïî-
âåäåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà â ïóñòîì ïðî-
ñòðàíñòâå è îïèñûâàåòñÿ ñëîæíûì, âîçìîæíî îñöèëëèðóþùèì ðåøåíèåì. Ïðè ýòîì
õàðàêòåð îñîáîé òî÷êè ôîðìàëüíî íå çàâèñèò îò òîãî, ðàññìàòðèâàåì ëè ìû åå êàê
îñîáåííîñòü â áóäóùåì, èëè êàê îñîáåííîñòü â ïðîøëîì.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ñòåïåíè óíèâåðñàëüíîñòè ýòèõ çàêëþ÷åíèé
ïî îòíîøåíèþ ê îáîáùåíèÿì ôîðìû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ó÷èòûâàþùèì áîëåå
ðåàëèñòè÷íîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ìàòåðèè. Îäíî èç òàêèõ îáîáùåíèé ñâÿçàíî ñ ó÷å-
òîì äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ, èäóùèõ çà ñ÷åò âÿçêîñòè. Ìèçíåð (Misner) [204, 205]
ïðåäïîëîæèë, ÷òî ñèëüíàÿ äèññèïàòèâíîñòü èç-çà íåéòðîííîé âÿçêîñòè ìîæåò ñóùå-
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ñòâåííî óìåíüøàòü àíèçîòðîïèþ èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà.
Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî âÿçêîñòü ïðîòèâîäåéñòâóåò êîñìîëîãè÷åñêîìó

êîëëàïñó è êîíå÷íûé ðåçóëüòàò çàðàíåå íå î÷åâèäåí. Îäíîðîäíàÿ è èçîòðîïíàÿ êîñ-
ìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü Âñåëåííîé, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ ñ äàâëåíèåì è âòîðîé âÿç-
êîñòüþ áûëî ðàçâèòî Ìýðôè (Murphy) [208]. Ïîëó÷åííûå èì ðåøåíèÿ îáíàðóæèâàþò
îäíî î÷åíü èíòåðåñíîå ÿâëåíèå, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îñîáåííîñòè òèïà
áîëüøîãî âçðûâà âîçíèêàþò â áåñêîíå÷íî óäàëåííîì ïðîøëîì, ò.å., â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå äåéñòâèå âÿçêîñòè óñòðàíÿåò îñîáåííîñòü. Òî÷íûå ðåøåíèÿ èçîòðîïíîé è îä-
íîðîäíîé êîñìîëîãèè äëÿ îòêðûòîé, çàêðûòîé è ïëîñêîé Âñåëåííîé áûëè ïîëó÷åíû
Ñàíòîñ (Santos) ñ ñîàâòîðàìè [279], ãäå ðàññìàòðèâàåìàÿ âòîðàÿ âÿçêîñòü çàäàâàëîñü
êàê ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ îò ïëîòíîñòè ýíåðãèè.

Ïðèðîäà êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ îäíîðîäíîé ìîäåëè òèïà Áèàíêè I (BI)
áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòå [6] ñ ó÷åòîì äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ, èäóùèõ çà ñ÷åò
âÿçêîñòè. Â ýòîé ðàáîòå îíè ïîêàçàëè, ÷òî ýôôåêò, ïîëó÷åííûé Ìýðôè, íåóñòîé÷èâ
è èñ÷åçàåò ïðè ïåðåõîäå ê áîëåå îáùèì, à èìåííî àíèçîòðîïíûì ìîäåëÿì. Èì áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî äåéñòâèå âÿçêîñòè íå ñïîñîáíî ëèêâèäèðîâàòü êîñìîëîãè÷åñêóþ ñèíãó-
ëÿðíîñòü, íî âáëèçè íåå ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî íîâîìó ïîâåäåíèþ ðåøåíèé. Ïðè
íàëè÷èè äèññèïàöèè ýíåðãèè ïðîöåññ êîñìîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñòàíîâèòñÿ íåîá-
ðàòèìûì âî âðåìåíè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì êàðòèíàì ñæàòèÿ è
ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé. Âáëèçè íà÷àëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé îñîáåííîñòè ïëîòíîñòü
ýíåðãèè ìàòåðèè îáðàùàåòñÿ â íóëü, âîçðàñòàÿ çàòåì â ïðîöåññå ðàñøèðåíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ Áåëèíñêèì è Õàëàòíèêîâûì [6], îáëàäàåò èíòåðåñ-
íûì ñâîéñòâîì: â ìîìåíò áîëüøîãî âçðûâà ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ðîæäàåò ìàòåðèþ.
Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî äåéñòâèå âÿçêîñòè ìîæåò ïðèâîäèòü ê äîñòàòî÷íîìó íàêîïëå-
íèþ ýíòðîïèè, ÷òî, âîçìîæíî, èìååò îòíîøåíèå ê àíîìàëüíî âûñîêîé ýíòðîïèè íà
îäíó ÷àñòèöó â ñîâðåìåííîé Âñåëåííîé. Ïîäîáíûé âûâîä òàêæå áûë ñäåëàí â ðàáîòàõ
[307, 308]. Âÿçêîñòü âòîðîãî ðîäà, ñâÿçàííàÿ ñ ôàçîâûì ïåðåõîäîì â âåëèêîé åäèíîé
òåîðèé [196], ìîæåò ïðèâîäèòü ê èíôëÿöèîííîìó ñöåíàðèþ [303, 214, 148]. Ðåøåíèÿ BI
â ñëó÷àå æåñòêîé ìàòåðèè ñ âÿçêîñòüþ ïåðâîãî ðîäà áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [67], ãäå
â êà÷åñòâå âÿçêîñòè áûëà âûáðàíà ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ îò ïëîòíîñòè ýíåðãèè. Àíàëî-
ãè÷íûå ìîäåëè, íî ñ âÿçêîñòüþ âòîðîãî ðîäà áûëè èçó÷åíû â [166]. Âëèÿíèå âÿçêîñòè
âòîðîãî ðîäà ñ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòîì íà ýâîëþöèþ FRW ìîäåëè áû-
ëî èññëåäîâàíî â êîíòåêñòå îòêðûòîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ðàáîòå [117]. Ýòî
èññëåäîâàíèå áûëî äàëåå ðàçâèòî â ðàáîòå [195] äëÿ àíèçîòðîïíûõ ìîäåëåé Áèàíêè.
Êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ íåëèíåéíîé âÿçêîñòüþ âòîðîãî ðîäà áûëè ïîëó÷åíû â
[103]. Ìîäåëè ñ âÿçêîñòüþ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà áûëè ðàññìîòðåíû â [125, 138, 149].

Õîòÿ Ìýðôè (Murphy) [208] è ïðåòåíäîâàë íà òî, ÷òî ââåäåíèå âÿçêîñòè âòîðî-
ãî ðîäà ïîìîæåò èçáåæàòü íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè â êîíå÷íî-óäàëåííîì ïðîøëîì,
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [68], ïîêàçûâàþò, ÷òî â îáùåì ýòî íå òàê, òàê êàê
òîëüêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñèíãóëÿðíîñòü ìîæåò âîçíèêàòü â êîíå÷íîì ïðîøëîì.
Èñïîëüçóÿ òåîðèþ íåîáðàòèìîé òåðìîäèíàìèêè Èçðàåëÿ-Ñòüþàðòà (Israel-Stewart)
[168, 169, 170], Êîëåé (Coley) è ñîàâòîðû [111, 112, 113] îïèñàë äàâëåíèå âÿçêîé æèäêî-
ñòè âòîðîãî ðîäà è àíèçîòðîïíîå íàïðÿæåíèå â ðàìêàõ îäíîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâåííî
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îäíîðîäíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ
ìîäåëåé BI îíè ïîêàçàëè, ÷òî àíèçîòðîïíîå íàïðÿæåíèå ïðèâîäèò ê ìîäåëÿì, íàðó-
øàþùèì ñëàáûå ýíåðãåòè÷åñêèå óñëîâèÿ, è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ê âîçíèêíîâåíèþ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Èíôëÿöèîííûå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè BI ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ
ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, à òàêæå ñ íåëèíåéíîé âÿçêîñòüþ áûëè èññëåäîâàíû Ãðîíîì
(Gr ̸ on) [146]. Ìû òàêæå õîòåëè óïîìÿíóòü ðàáîòû Ïðàäõàíà (Pradhan) è ñîàâòîðîâ
[223, 224], ãäå àâòîðû ðàññìàòðèâàëè êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè BI ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ
è ïåðåìåííûì Λ-÷ëåíîì è ñîîòâåòñòâåííî ïîâåäåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîñìîëîãèè
BI ñ ðàñïðåäåëåíèåì âÿçêîñòè âòîðîãî ðîäà.

Â íàøèõ ðàáîòàõ ìû èçó÷àëè ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ
è/èëè ñêàëÿðíûõ è êîñìîëîãè÷åñêèõ òèïà BI ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, ÷òîáû âûÿñíèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè ïðèñóòñòâèå ñèíãóëÿðíîñòè âíóòðåííå ïðèñóùèì ñâîéñòâîì ðåëÿòèâèñò-
ñêèõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé èëè ýòî ñëåäñòâèå òåõ ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå ñäåëà-
íû äëÿ óïðîùåíèÿ [41, 43, 239, 44, 60, 1, 2]. Ýòè ðàáîòû áûëè äàëåå îáîáùåíû â öèêëå
[269, 270, 248]. Êàê îêàçàëîñü, õîòÿ ââåäåíèå íåëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé â ñèñòåìó
ïîðîæäàåò ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, ðåãóëÿðíîñòü ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ
ýíåðãî-äîìèíàíòíîñòè â òåîðåìå Õîóêèíãà-Ïåíðîóçà. Â ñëåäóþùåì öèêëå ðàáîò ìû
ââåëè â ñèñòåìó êîñìîëîãè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ, êîòîðàÿ, êàê îêàçàëîñü, â çàâèñèìîñòè
îò ñâîåãî çíàêà ñïîñîáíà ïîðîæäàòü îñöèëëèðóþùèé ðåæèì ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé
[271, 244, 243, 264, 249]. Íàìè áûëà ðàññìîòðåíà òàêæå BVI êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü
[264, 246]. Â ñâÿçè òåì, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû øèðîêî îáñóæäàþòñÿ ìîäåëè ñ óñêî-
ðåííûì ðàñøèðåíèåì, ìû ðàññìîòðåëè ìîäåëè BI ñ òåìíîé ýíåðãèåé [254, 255, 256].
Â ðàáîòàõ [258, 259] ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñïèíîðíîå ïîëå ìîæåò áûòü ïðèíÿòî êàê îäèí
èç èñòî÷íèêîâ, ïîðîæäàþùèõ óñêîðåííîå ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé. Ïîäîáíîå ìíåíèå
òàêæå áûëî âûñêàçàíî â ðàáîòå [233].

Â ðàáîòå [250] íàìè áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëü BI ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ â ïðè-
ñóòñòâèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ â íåêîòîðûõ
ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ýòà ðàáîòà áûëà äàëåå ïîäðîáíî èçó÷åíà êà÷åñòâåííûìè ìå-
òîäàìè â [266]. Ìîäåëè ñî ñïèíîðíûì è/èëè ñêàëÿðíûì ïîëåì â ïðèñóòñòâèè âÿçêîé
æèäêîñòè áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [251, 252, 253]. Öåëü ýòèõ ðàáîò - ïîäðîáíî
ïðîàíàëèçèðîâàòü ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ è/èëè ñêàëÿð-
íûõ ïîëåé â ïðîñòðàíñòâå òèïà Áèàíêè I, çàïîëíåííîì âÿçêîé æèäêîñòüþ ñ ó÷åòîì
êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé è ïðîàíàëèçèðîâàòü åå êà÷åñòâåííûìè ìåòîäàìè.

2.2 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà è èõ îáùèå ðåøåíèÿ

Ïîñêîëüêó îáùèé âèä ðàâíî êàê è îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íå òåðïÿò
êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, çàäàåò ëè ïðàâàÿ ÷àñòü òîëüêî âÿç-
êóþ æèäêîñòü èëè åùå è ñïèíîðíîå ïîëå (â òîì ñìûñëå ÷òî îáùåå ðåøåíèå ôîðìàëüíî
èìååò îäèí è òîò æå âèä, õîòÿ ïðè äåòàëüíîì àíàëèçå îíè êàê ïðàâèëî ñîâåðøåííî
ðàçíûå), ìû íà÷íåì èìåííî ñ óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

Äåéñòâèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ñïèíîðíîãî, ñêàëÿðíîãî è Áèàíêè òèïà I ãðàâèòà-
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öèîííîãî ïîëåé âûáåðåì â âèäå

S(g;ψ, ψ̄, φ) =
∫

L
√
−gdΩ (2.1)

ãäå

L = Lg + Lf . (2.2)

Çäåñü Lf îïèñûâàåò ñïèíîðíîå ïîëå ñ ñàìîäåéñòâèåì èëè ñ èíäóöèðîâàííîé íåëèíåé-
íîñòüþ. Ïîäðîáíî ïðî íèõ ðå÷ü ïîéäåò â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Lg - ãðàâèòàöèîííîå
ïîëå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ òàêæå êàê è ìåòðè-
÷åñêèå ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè. Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ïðîñòðàíñòâåííûå
êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ò.å., T 1

f 1 = T 2
f 2 = T 3

f 3.

Â íàøåì ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå çàäàåòñÿ ìåòðèêîé òèïà Áèàíêè I [18]

ds2 = dt2 − a2dx2 − b2dy2 − c2dz2. (2.3)

Ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè a, b è c çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè t. Íåðàâåíñòâî a ̸= b ̸= c
ïðåäñòàâëÿåò àíèçîòðîïèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, òîãäà êàê èõ íåçàâèñèìîñòü îò ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò äåëàåò ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îäíîðîäíûì. Ïðè a = b = c ìåò-
ðèêà BI ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîðîäíóþ è èçîòðîïíóþ âñåëåííóþ Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-
Óîêåðà (FRW).

Íà÷íåì ñ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà. Äëÿ ìåòðèêè (2.3) èìååì

b̈

b
+
c̈

c
+
ḃ

b

ċ

c
= κT 1

1 + Λ, (2.4a)

c̈

c
+
ä

a
+
ċ

c

ȧ

a
= κT 2

2 + Λ, (2.4b)

ä

a
+
b̈

b
+
ȧ

a

ḃ

b
= κT 3

3 + Λ, (2.4c)

ȧ

a

ḃ

b
+
ḃ

b

ċ

c
+
ċ

c

ȧ

a
= κT 0

0 + Λ. (2.4d)

Çäåñü òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t, à T µ
ν - òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìà-

òåðèàëüíûõ ïîëåé. Çàìåòèì, ÷òî T ν
µ = T ν′

µ + T ν
µ (m), ãäå T

ν′
µ è T ν

µ (m) - ýòî òåíçîðû

ýíåðãèè-èìïóëüñà ñïèíîðíîãî è (èëè) ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è âÿçêîé æèäêîñòè, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Â (2.4) Λ- ñóòü êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ âïåðâûå áûëî ââåäåíà
Ýéíøòåéíîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîå êîñìîëîãè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîëÿ [122, 123]. Â ïîñëåäíèå ãîäû ìîäåëè Âñåëåííîé ñ êîñìîëîãè÷åñêîé
ïîñòîÿííîé øèðîêî âñòðå÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå â ñâÿçè ñ óñêîðåííûì ðàñøèðåíèåì.

Äëÿ íà÷àëà ìû íàïèøåì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âÿçêîé æèäêîñòè.
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Âÿçêàÿ æèäêîñòü

Âëèÿíèå âÿçêîé æèäêîñòè â ýâîëþöèè Âñåëåííîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì òåíçî-
ðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âÿçêîé æèäêîñòè èìååò âèä [250]

T ν
µ (m) = (ε+ p′)uµu

ν − p′δνµ + ηgνβ[uµ;β + uβ:µ − uµu
αuβ;α − uβu

αuµ;α], (2.5)

ãäå

p′ = p− (ξ − 2

3
η)uµ;µ. (2.6)

Çäåñü ε - ïëîòíîñòü ýíåðãèè, p - äàâëåíèå, η è ξ - êîýôôèöèåíòû ïåðâîé è âòîðîé
âÿçêîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî âÿçêîñòü ïåðâîãî (ñäâèãîâàÿ âÿçêîñòü - shear)
è âòîðîãî ðîäà (îáúåìíàÿ âÿçêîñòü - bulk), η è ξ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåíû, ò.å.,

η > 0, ξ > 0. (2.7)

Â îäíîðîäíûõ ìîäåëÿõ âñå ýòè âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè, ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü èõ ôóíêöèÿìè òîëüêî îò ïëîòíîñòè ýíåðãèè:

η = |A|εα, ξ = |B|εβ. (2.8)

Äàâëåíèå p ñâÿçàíî ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ñëó÷àé

p = ζε, ζ ∈ (0, 1]. (2.9)

Çàìåòèì, ÷òî ζ ̸= 0, òàê êàê äëÿ ïûëè äàâëåíèå, à ñëåäîâàòåëüíî è òåìïåðàòóðà èìåþò
íóëåâîå çíà÷åíèå, ÷òî ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ âÿçêîñòè.

Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ò.å. òàêîé, ÷òî uµ = (1, 0, 0, 0) â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ çàäàííîé ìåòðèêîé òèïà BI (2.3) èìåþòñÿ ñëåäóþùèå íåòðèâèàëüíûå êîìïî-
íåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà âÿçêîé æèäêîñòè:

T 0
0 (m) = ε, (2.10a)

T 1
1 (m) = −p′ + 2η

ȧ

a
, (2.10b)

T 2
2 (m) = −p′ + 2η

ḃ

b
, (2.10c)

T 3
3 (m) = −p′ + 2η

ċ

c
. (2.10d)

Ââåäåì äèíàìè÷åñêèå ñêàëÿðû äëÿ ðàñøèðåíèÿ (expansion) è ñäâèãà (shear scalar):

θ = uµ;µ, σ2 =
1

2
σµνσ

µν , (2.11)

ãäå

σµν =
1

2

(
uµ;αP

α
ν + uν;αP

α
µ

)
− 1

3
θPµν . (2.12)
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Çäåñü P îïåðàòîð ïðîåêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèé

P 2 = P. (2.13)

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ñèãíàòóðîé (+, −, −, −) îïåðàòîð ïðîåêöèè çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

Pµν = gµν − uµuν , P µ
ν = δµν − uµuν . (2.14)

Â ñëó÷àå ìåòðèêè BI äèíàìè÷åñêèå ñêàëÿðû èìåþò ôîðìó

θ =
ȧ

a
+
ḃ

b
+
ċ

c
=
τ̇

τ
, (2.15)

è

2σ2 =
ȧ2

a2
+
ḃ2

b2
+
ċ2

c2
− 1

3
θ2. (2.16)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà. Ñ ó÷åòîì (2.10) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå
âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëíîé ñèñòåìû:

T 0
0 = T 0′

0 + ε, (2.17a)

T 1
1 = T 1′

1 − p′ + 2η
ȧ

a
, (2.17b)

T 2
2 = T 2′

2 − p′ + 2η
ḃ

b
, (2.17c)

T 3
3 = T 3′

3 − p′ + 2η
ċ

c
, (2.17d)

ãäå T 0′
0 , T

1′
1 , T

2′
2 , T

3′
3 - êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñïèíîðíîãî è/èëè ñêà-

ëÿðíîãî ïîëåé, ïðè ÷åì
T 1′
1 = T 2′

2 = T 3′
3 .

Êàê âèäíî, ïðè ââåäåíèè âÿçêîé æèäêîñòè êîìïîíåíòû äàâëåíèÿ â ðàçíûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ ñòàíîâÿòñÿ ðàçëè÷íûìè. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê ñóùå-
ñòâåííîìó èçìåíåíèþ ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïðèñòóïèì òåïåðü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.4). Ðåøèì ìû åå ìåòîäîì,
ïðåäëîæåííûì â [46] è ðàçâèòûì â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ [íàïðèìåð, [244, 249]]. Ìå-
òîä ýòîò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ââèäó ñèììåòðèè óðàâíåíèé (2.4a), (2.4b) è (2.4c)
âûðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèè a, b, c íàõîäÿòñÿ ÷åðåç íîâóþ ôóíêöèþ

τ = abc, (2.18)

êîòîðàÿ íå ÷òî èíîå êàê ìàñøòàá îáúåìà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Äàëåå, èñïîëüçóÿ
âñå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.4), à èìåííî ñëîæèâ (2.4a), (2.4b) è (2.4c) ñ (2.4d),
óìíîæåííûì íà 3, íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ τ . Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû
òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ñâÿçàííûå ñî ñïèíîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîëÿìè, òàêæå ÿâ-
ëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò τ , êîòîðûå âûâîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî
ïîëåé.
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Ïðè íàëè÷èè æèäêîñòè èëè òåìíîé ýíåðãèè èç òîæäåñòâà Áèàíêè âûâîäèòñÿ
óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè. Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèÿ ñîñòî-
ÿíèÿ, ýòè äâà óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ñîâìåñòíî.

Èòàê, âíà÷àëå èç óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ ìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Ñ ó÷åòîì (2.17) èç ðàçíîñòè óðàâíåíèé (2.4a) è (2.4b) íàõîäèì ñîîòíîøåíèå
ìåæäó a è b

a

b
= D1 exp

(
X1

∫
e−2κ

∫
ηdtdt

τ

)
. (2.19)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì

b

c
= D2 exp

(
X2

∫
e−2κ

∫
ηdtdt

τ

)
,

c

a
= D3 exp

(
X3

∫
e−2κ

∫
ηdtdt

τ

)
. (2.20)

Çäåñü D1, D2, D3, X1, X2, X3 - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå

D1D2D3 = 1, X1 +X2 +X3 = 0. (2.21)

Â âèäó (2.21) èç (2.19) è (2.20) âûâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â
ÿâíîì âèäå [244]:

a(t) = (D1/D3)
1/3τ 1/3 exp

[
X1 −X3

3

∫
e−2κ

∫
ηdt

τ(t)
dt

]
, (2.22a)

b(t) = (D2
1D3)

−1/3τ 1/3 exp

[
−2X1 +X3

3

∫
e−2κ

∫
ηdt

τ(t)
dt

]
, (2.22b)

c(t) = (D1D
2
3)

1/3τ 1/3 exp

[
X1 + 2X3

3

∫
e−2κ

∫
ηdt

τ(t)
dt

]
. (2.22c)

Êàê âèäíî èç (2.22a), (2.22b) è (2.22c) äëÿ τ = tn ïðè n > 1 ýêñïîíåíòà ñòðåìèòñÿ
ê åäèíèöå ïðè áîëüøèõ t, à ñëåäîâàòåëüíî ïðîèñõîäèò ïðîöåññ èçîòðîïèçàöèè èçíà-
÷àëüíî àíèçîòðîïíîé ìîäåëè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ñèíãóëÿðíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ïåðåïèøåì
ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå â òåðìèíàõ τ . Èç (2.22) íàõîäèì

ai = Aiτ
1/3 exp

(
(Yi/3)

∫
e−2κ

∫
ηdt

τ(t)
dt

)
, (2.23a)

ȧi
ai

=
τ̇

3τ
+
Yi
3τ
e−2κ

∫
ηdt, (i = 1, 2, 3, ), (2.23b)

äi
ai

=
τ̈

3τ
− 2

9

( τ̇
τ

)2
− Yi

9τ

τ̇

τ
e−2κ

∫
ηdt − 2Yiκη

3τ
e−2κ

∫
ηdt +

Y 2
i

9τ 2
e−4κ

∫
ηdt, (2.23c)

ò.å., ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè a = a1, b = a2, c = a3 è èõ ïðîèçâîäíûå íàõîäÿòñÿ â
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè îò τ . Ââèäó (2.23) ëåãêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

I1 ∝
1

τ 2
, I2 ∝

1

τ 4
, I3 ∝

1

τ 4
.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ãäå τ = 0, èíâà-
ðèàíòû I1, I2, I3, à òàêæå ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ ñòàíîâÿòñÿ áåñêîíå÷íûìè, ò.å.,
â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ ñèíãóëÿðíûì.

Äàëåå ìû íàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ τ è ïîäðîáíî èçó÷èì åãî.
Èòàê, ñóììà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (2.4a), (2.4b), (2.4c) è òðèæäû (2.4d) äàåò

τ̈ =
3

2
κ
(
T 0′
0 + T 1′

1 + ε− p′
)
τ + 3κητ̇ + 3Λτ, (2.24)

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

τ̈ − 3

2
κξτ̇ =

3

2
κ
(
T 0′
0 + T 1′

1 + ε− p
)
τ + 3Λτ. (2.25)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.25) çàâèñèò òîëüêî îò τ , òî îíî èìååò
ðåøåíèå [177].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òîæäåñòâà Áèàíêè

T ν
µ;ν = T ν

µ,ν + Γν
ρνT

ρ
µ − Γρ

µνT
ν
ρ = 0, (2.26)

êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä

1

τ

(
τT 0

0

)· − ȧ

a
T 1
1 − ḃ

b
T 2
2 − ċ

c
T 3
3 = 0, (2.27)

èìååì

Ṫ 0
0 =

τ̇

τ

(
T 1′
1 − T 0′

0 − ε− p′
)
+ 2η

( ȧ2
a2

+
ḃ2

b2
+
ċ2

c2

)
. (2.28)

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ

(m−D)Ṡ0 − GṖ0 = 0,

èç (2.27) íàõîäèì

ε̇+
τ̇

τ
ω − (ξ +

4

3
η)
τ̇ 2

τ 2
+ 4η(κT 0

0 + Λ) = 0, (2.29)

ãäå
ω = ε+ p. (2.30)

Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïðè η = 0 èç (2.24) è (2.28) ïîëó÷èì

κT 0
0 = 3H2 − Λ, (2.31)

ãäå H - îáîáùåííàÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà,

τ̇

τ
=
ȧ

a
+
ḃ

b
+
ċ

c
= 3H. (2.32)

Íàêîíåö, óðàâíåíèÿ (2.25) è (2.29) ñ ó÷åòîì (2.17) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

τ̇ = 3Hτ, (2.33a)

Ḣ =
κ

2

(
3ξH − ω

)
−
(
3H2 − κε− Λ

)
+
κ

2

(
T 0′
0 + T 1′

1

)
, (2.33b)

ε̇ = 3H
(
3ξH − ω

)
+ 4η

(
3H2 − κε− Λ

)
− 4ηκT 0′

0 . (2.33c)

Êàê áûëî óïîìÿíóòî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü F êàê ôóíêöèè îò I, J èëè I ± J .
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2.3 Òî÷íûå ðåøåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïîäðîáíî èçó÷èì ñèñòåìó (2.33) ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ. Äëÿ íà÷à-
ëà ìû èçó÷èì ñèñòåìó áåç ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé, âñëåä çà òåì ðàññìîòðèì
ñèñòåìó ñ íåëèíåéíûì ñïèíîðíûì ïîëåì è ñ âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïèíîðíûì è ñêà-
ëÿðíûì ïîëÿìè.

2.3.1 Ñèñòåìà ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ

Â ýòîì ñëó÷àå ââèäó T 0′
0 = 0 è T 1′

1 = 0 ñèñòåìà (2.33) èìååò âèä [250]

τ̇ = 3Hτ, (2.34a)

Ḣ =
κ

2

(
3ξH − ω

)
−
(
3H2 − κε− Λ

)
, (2.34b)

ε̇ = 3H
(
3ξH − ω

)
+ 4η

(
3H2 − κε− Λ

)
. (2.34c)

Ñ ó÷åòîì (2.30), (2.8) è (2.9) ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.34) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå

τ̇ = 3Hτ, (2.35a)

Ḣ =
κ

2

(
3BεβH − (1 + ζ)ε

)
−
(
3H2 − κε− Λ

)
, (2.35b)

ε̇ = 3H
(
3BεβH − (1 + ζ)ε

)
+ 4Aεα

(
3H2 − κε− Λ

)
. (2.35c)

Ñèñòåìà (2.34) øèðîêî èçó÷àëàñü â ëèòåðàòóðå êàê â ÷àñòíîì [208, 166, 67], òàê
è â îáùåì [6] ñëó÷àå. Âïîñëåäñòâèè ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.34) ïðè íåêîòîðûõ
ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ.

Ñèñòåìà ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ âòîðîãî ðîäà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, êîãäà ðåàëüíàÿ æèäêîñòü èìååò âÿçêîñòü âòîðîãî ðîäà. Ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëàãàÿ η = 0 â (2.34) èëè A = 0 â (2.35). Â
ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (2.34a) è (2.34b) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, òîãäà êàê óðàâíåíèå
(2.34c) èìååò âèä

ε̇ = 3H
(
3ξH − ω

)
. (2.36)

Ââèäó (2.36) ñèñòåìà (2.34) äîïóñêàåò ñëåäóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë

τ 2
(
κε− 3H2 + Λ

)
= C1, C1 = const. (2.37)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.37) ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü ñëåäóþùåå. Â íà÷àëüíîé ñòàäèè ýâîëþ-
öèè, Âñåëåííîé τ è åå ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε ñ÷èòàþòñÿ áëèçêèìè ê íóëþ è ê áåñêîíå÷-
íîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñìûñëå (2.37) íå ïðîòèâîðå÷èò ðåàëüíîé êàðòèíå. Áûëî
áû èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü, êàê ñîîòíîøåíèå (2.37) ïîâëèÿåò íà äàëüíåéøóþ ýâîëþöèþ
Âñåëåííîé. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ñ ðàñøèðåíèåì Âñåëåííîé, ò.å. ñ ðîñòîì τ ïëîòíîñòü
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ýíåðãèè ε óìåíüøàåòñÿ. Äîïóñòèì, ÷òî íà íåêîòîðûõ ñòàäèÿõ ðàñøèðåíèÿ âåëè÷èíà τ
ñòàíîâèòñÿ íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî τ−2 → 0 è ε ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèòåëüíî ìàëîé.
Òîãäà èç (2.37) ñëåäóåò, ÷òî

3H2 − Λ → 0. (2.38)

Â ñëó÷àå Λ = 0, ïîëó÷èì H = 0, ò.å. â îòñóòñòâèè Λ- ÷ëåíà, êàê òîëüêî τ → ∞, ïðîöåññ
ðàñøèðåíèÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ, âåëè÷èíà τ óæå íå çàâèñèò îò âðåìåíåì t. Êàê âèäíî èç
(2.38), äëÿ òîãî ÷òîáûH èìåëà ñìûñë, Λ äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì. Â ïðèñóòñòâèè
ïîëîæèòåëüíîãî Λ - ÷ëåíà ïðîöåññ ýâîëþöèè (ðàñøèðåíèÿ) íèêîãäà íå îñòàíàâëèâàåò-
ñÿ. Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî Âñåëåííàÿ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé òîëüêî
òîãäà, êîãäà Λ ≥ 0. Áîëåå òîãî, ïðè Λ > 0 èìååòñÿ âå÷íî ðàñøèðÿþùàÿñÿ Âñåëåí-
íàÿ. Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíàÿ Λ ñîîòâåòñòâóåò óíèâåðñàëüíîé
ñèëå îòòàëêèâàíèÿ, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òåìíàÿ ýíåðãèÿ. Â
ýòîì îòíîøåíèè (2.37) íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ ìîäåëÿìè óñêîðåííîãî ðàñøè-
ðåíèÿ. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî îòíîøåíèå (2.37) íàëàãàåò íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå íà τ è
íà ε â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî Λ, ñîîòâåòñòâóþùåãî äîïîëíèòåëüíîé ãðàâèòàöèîííîé
ñèëå. Âûðàæåíèå (2.38) âìåñòå ñ (2.37) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå Λ > 0 ðàçìåð Âñåëåí-
íîé τ íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøèì (èëè ε íå ìîæåò áûòü ïðåíåáðåæèòåëüíî
ìàëà), ò.å. τ òàêæå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îñöèëëèðóþùåé ýâîëþöèè
Âñåëåííîé [244, 264].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âÿçêîñòü âòîðîãî ðîäà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàñ-
øèðåíèþ, ò.å.

ξθ = C2, C2 = const. (2.39)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî θ = τ̇ /τ = 3H, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (2.34a), (2.30) è (2.9) óðàâíåíèå
(2.36) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ε̇

C2 − (1 + ζ)ε
=
τ̇

τ
. (2.40)

Èç (2.40) íàõîäèì

ε =
1

1 + ζ

[
C2 + C3τ

−(1+ζ)
]
, (2.41)

ãäå C3 íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ ε èç (2.41) â (2.25),
íàõîäèì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ τ .

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (2.9) è ââèäó (2.39) è (2.41) óðàâíåíèÿ (2.25) äî-
ïóñêàþò ñëåäóþùåå ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ:∫

dτ√
C2

2 + C0
0τ

2 + C1
1τ

1−ζ
= t+ t0, (2.42)

ãäå C2
2 è t0 íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî t0 = 0. Çäåñü C0

0 =
3κC2/(1 + ζ)− 3Λ è C1

1 = 3κC3/(1 + ζ). Êàê âèäíî, C0
0 îòðèöàòåëüíî ïðè

Λ > κC2/(1 + ζ). (2.43)
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî Λ óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2.43) (ïðåäïîëîæèì, ÷òî
C2 ïîëîæèòåëüíà) âåëè÷èíà τ äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå
(2.42) â ôîðìå

τ̇ =
√
2[E − U(τ)], (2.44)

ãäå E = C2
2/2 ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ýíåðãèÿ è U(τ) = −0.5(C0

0τ
2 +C1

1τ
1−ζ) êàê

ïîòåíöèàë [ñì. Ðèñ. 2.1], ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèþ (2.25). Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèÿ E ñóùåñòâóþò äâà òèïà ðåøåíèé: ïðè E > 0 èìåþòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ,
ò.å. ïîñëå äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (íàïðèìåð τmax) Âñåëåííàÿ
íà÷èíàåò ñæèìàòüñÿ è â êîíöå êîíöîâ ïðåâðàùàåòñÿ â òî÷êó, òàêèì îáðàçîì ïîðîæäàÿ
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñèíãóëÿðíîñòü; ïðè E < 0 ìîäåëü BI äîïóñêàåò îñöèëëè-
ðóþùèå ðåøåíèÿ áåç ñèíãóëÿðíîñòåé [ñì. Ðèñ. 2.2]. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîòåíöèàëà
ìîæíî íàéòè â [264]. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå âÿçêîñòè âòîðîãî ðîäà ïîëîæèòåëüíûé
Λ-÷ëåí îïèñûâàåò ìîäåëü, îãðàíè÷åííóþ ñâåðõó.

Ðèñ. 2.1: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ). Çäåñü κ =
1, C2 = 1, C3 = 1, ζ = 0.33, è Λ = 0.8

Ðèñ. 2.2: Ýâîëþöèÿ BI Âñåëåííîé, ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïîòåíöèàëó Ðèñ. 2.1. Â êà-
÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ âûáðàí τ0 =
0.2.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ ζ = 1. Èç (2.42) íàõîäèì

τ(t) =
(
exp(

√
C0

0 t)− C2
2 exp(

√
C0

0 t)
)
/(2
√
C0

0), C0
0 > 0, (2.45a)

τ(t) = (C2
2/
√

|C0
0 |) sin (

√
|C0

0 | t). C0
0 < 0. (2.45b)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî C0
0 > 0 äëÿ ëþáîãî íåïîëîæèòåëüíîãî Λ, èç (2.45a) ñëåäóåò, ÷òî â

ñëó÷àå Λ ≤ 0 Âñåëåííàÿ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé (íå ñóùåñòâóåò îãðàíè÷å-
íèÿ ñâåðõó), ÷òî ñîâïàäàåò ñ íàøèì ïðåæíèì ðàññóæäåíèåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, C0

0
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ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíî òîëüêî ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ Λ. Â ðà-
áîòàõ [244, 264] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå èäåàëüíîé æèäêîñòè ïîëîæèòåëüíûé Λ
- ÷ëåí âñåãäà ïîðîæäàåò îñöèëëÿöèè, òîãäà êàê â ïðèñóòñòâèè âÿçêîé æèäêîñòè ýòî
ñëó÷àåòñÿ òîëüêî êîãäà Λ óäîâëåòâîðÿåò (2.43). Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñ èçëó÷åíèåì,
êîãäà BI äîïóñêàåò äâà òèïà ðåøåíèÿ, â ñëó÷àå æåñòêîé ìàòåðèè èìååòñÿ ðåøåíèå
òîëüêî îäíîãî âèäà, à èìåííî íåïåðèîäè÷åñêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò E > 0 â ñëó÷àå ñ
èçëó÷åíèåì, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë U(τ) = −0.5C0

0τ
2 èìååò ìàêñèìóì ïðè

τ = 0.

Ñèñòåìà ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ñ âÿçêîñòüþ ïåðâîãî ðîäà η, ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàñøèðå-
íèþ, ò.å.

η ∝ θ = 3H. (2.46)

Ïóñòü

η = − 3

2κ
H. (2.47)

Â ýòîì ñëó÷àå èç (2.34b) è (2.34c) íàõîäèì

3H2 = κε+ C4, C4 = const. (2.48)

Èç (2.48) ñëåäóåò, ÷òî â íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ, êîãäà ε áîëüøàÿ, ïîñòîÿííàÿ
Õàááëà òîæå áîëüøàÿ è ñ ðàñøèðåíèåì Âñåëåííîé H óìåíüøàåòñÿ, êàê è ε. Ïîñêîëüêó
H2 è ε îáå íåîòðèöàòåëüíû, ìû òàêæå çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ C4 òîæå íåîòðèöà-
òåëüíà. Ïîäñòàâëÿÿ (2.48) â (2.34b) íàõîäèì∫

dH

AH2 +BH + C
= t, (2.49)

ãäå A = −1.5(1 + ζ), B = 1.5κξ, è C = 0.5C4(ζ − 1) − Λ. Åñëè âÿçêîñòü âòîðîãî ðîäà
ïîñòîÿííà, ò.å. ξ = const., òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ äèñêðèìèíàíòà B2 − 4AC
ñóùåñòâóþò òðè òèïà ðåøåíèÿ, à èìåííî [38]:

t =



1√
B2−4AC

ln|2AH+B+
√
B2−4AC

2AH+B−
√
B2−4AC

|, B2 > 4AC,

2√
4AC−B2arctan

2AH+B√
4AC−B2 , B2 < 4AC,

− 2
2AH+B

, B2 = 4AC.

(2.50)

Ââèäó òîãî, ÷òî A < 0 è C4(ζ − 1) ≤ 0, çíàê C çàâèñèò îò çíàêà è çíà÷åíèÿ Λ.
Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà äîïóñêàåò íåïåðèîäè÷åñêîå èëè ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñøèðåíèå
τ êàê äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî òàê è äëÿ îòðèöàòåëüíîãî Λ. Êàê âèäíî íà Ðèñ. 2.3, âíå
çàâèñèìîñòè îò çíàêà Λ ìîäåëü äîïóñêàåò ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñíà÷àëà ðàñøèðÿþòñÿ,
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Ðèñ. 2.3: Âèä τ(t) ïðè C4 = 0.1, ζ =
0.33,κ = 0.1, è ξ = 0.1 ñ Λ = −0.03, Λ = 0,
è Λ = 0.03, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 2.4: Ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé BI ñ ïà-
ðàìåòðàìè C4 = 0.1, ζ = 0.33,κ = 1, è
ξ = 1 ñ Λ = −0.03, Λ = 0, è Λ = 0.03.

äîñòèãàþò ìàêñèìóìà è ïîñëå ýòîãî íà÷èíàþò ñæèìàòüñÿ, ïîðîæäàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííóþ ñèíãóëÿðíîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñ òåìè æå Λ, íî ñ äðóãèìè κ è ξ ðàñøè-
ðåíèå Âñåëåííîé BI ïðèíèìàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä [ñì. Ðèñ. 2.4].

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ ïîëîæèòåëüíûì Λ äîïóñêàåò ëèáî
îñöèëëèðóþùèå, ëèáî íåïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, òîãäà êàê ïðè îòðèöàòåëüíîì Λ ðàñ-
øèðåíèå âñåãäà ýêñïîíåíöèàëüíîå. Ââåäåíèå âÿçêîñòè ïîðîæäàåò è íåïåðèîäè÷åñêîå
è ýêñïîíåíöèàëüíîå ðåøåíèå íåçàâèñèìî îò çíàêà Λ-÷ëåíà. Â ñàìîì äåëå, çíà÷åíèÿ κ
è ξ èãðàþò ðåøàþùóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òîãî èëè èíîãî òèïà ðåøåíèÿ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ôàçîâûìè äèàãðàììàìè ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ, îãðàíè-
÷åííûå ñâåðõó [ñì. Ðèñ. 2.5 è 2.6]. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ
ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü òàêæå è ñèíóñîèäàëüíûìè. Ñëåãêà äåôîðìèðîâàííàÿ ôîðìà ôà-
çîâûõ äèàãðàìì ïîêàçûâàåò íåñèíóñîèäàëüíûé õàðàêòåð ðåøåíèé ïðè äàííîì íàáîðå
ïàðàìåòðîâ.

2.3.2 Ñèñòåìà ñ íåëèíåéíûì ñïèíîðíûì ïîëåì è âÿçêîé æèä-

êîñòüþ

Â ýòîì ñëó÷àå ëàãðàíæèàí íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ çàäàåòñÿ â âèäå [251, 252]

Lf =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
−mψ̄ψ + F, (2.51)

ãäå F - íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò I, J .
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ââåäåíèå âÿçêîé æèäêîñòè íåïîñðåäñòâåííî íå âëèÿåò íà

óðàâíåíèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Íî âñå æå îíà îêàçûâàåò ñâîå âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå ñïè-
íîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç τ . Ïîýòîìó ìû òóò çàäàäèì âûðàæåíèå äëÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ, íå
óãëóáëÿÿñü â äåòàëè.
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Ðèñ. 2.5: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ðåøåíèÿ
ïðîèëëþñòðèðîâàííîãî íà Ðèñ. 2.2.

Ðèñ. 2.6: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëåííîãî íà Ðèñ. 2.3.

Ñëó÷àé F = F (I)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ âûáèðàåòñÿ êàê F = F (I).
Â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèì

S =
C0

τ
, C0 = const. (2.52)

Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ âûãëÿäÿò êàê [244]

ψ1(t) =
C1√
τ
e−iβ, ψ2(t) =

C2√
τ
e−iβ,

(2.53)

ψ3(t) =
C3√
τ
eiβ, ψ4(t) =

C4√
τ
eiβ,

ãäå Ci - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ C0 ñîîòíîøåíèåì C0 = C2
1 + C2

2 −
C2

3 − C2
4 . Çäåñü β =

∫
(m−D)dt.

Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà èìåþò âèä

j0 =
1

τ

[
C2

1 + C2
2 + C2

3 + C2
4

]
, j1 =

2

aτ

[
C1C4 + C2C3

]
cos(2β),

j2 =
2

bτ

[
C1C4 − C2C3

]
sin(2β), j3 =

2

cτ

[
C1C3 − C2C4

]
cos(2β),

à ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà âäîëü X, Y è Z âûãëÿäÿò êàê

S23,0 =
C1C2 + C3C4

bcτ
, S31,0 = 0, S12,0 =

C2
1 − C2

2 + C2
3 − C2

4

2abτ
.

Ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû, çàêëþ÷åííûé â îáúåìå V

Q = [C2
1 + C2

2 + C2
3 + C2

4 ]V . (2.54)
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ τ ̸= 0 êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà è ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà
íå èìåþò ñèíãóëÿðíîñòåé, à ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû â îãðàíè÷åííîì îáúåìå âñåãäà
îãðàíè÷åí. Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì âûðàæåíèè, ïîäñòàâëÿÿ λ = 0, ò.å. β = mt,
ïîëó÷èì ðåçóëüòàò äëÿ ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ.

Ñëó÷àé F = F (J)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ F = F (J).Êàê è ðàíüøå, ðàññìîòðèì áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå
ïîëå. Äëÿ èíâàðèàíòà P íàõîäèì

P = D0/τ, D0 = const. (2.55)

Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìåþò âèä

ψ1 =
1√
τ

(
D1e

iσ + iD3e
−iσ
)
, ψ2 =

1√
τ

(
D2e

iσ + iD4e
−iσ
)
,

ψ3 =
1√
τ

(
iD1e

iσ +D3e
−iσ
)
, ψ4 =

1√
τ

(
iD2e

iσ +D4e
−iσ
)
.

Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿDi ñâÿçàíû ñD0 ñîîòíîøåíèåìD0 = 2 (D2
1+D

2
2−D2

3−D2
4).

Çäåñü σ =
∫
Gdt.

Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà âûãëÿäÿò êàê

j0 =
2

τ

[
D2

1 +D2
2 +D2

3 +D2
4

]
, j1 =

4

aτ

[
D2D3 +D1D4

]
cos(2σ),

j2 =
4

bτ

[
D2D3 −D1D4

]
sin(2σ), j3 =

4

cτ

[
D1D3 −D2D4

]
cos(2σ),

à ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà âäîëü îñåé X, Y è Z èìåþò âèä

S23,0 =
2(D1D2 +D3D4)

bcτ
, S31,0 = 0, S12,0 =

D2
1 −D2

2 +D2
3 −D2

4

2abτ

Êàê âèäíî, ïðè íåòðèâèàëüíîé τ êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà è ïðîåêöèè âåêòîðà
ñïèíà íå èìåþò ñèíãóëÿðíîñòåé.

Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ τ , H è ε. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî áóäåò íàïèñàòü
T 0′
0 è T 0′

0 â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà F = λSn. Â ýòîì
ñëó÷àå èìååì

T 0′
0 = mS − λSn, T 1′

1 = λ(n− 1)Sn.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî S = C0/τ ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.33) â âèäå

τ̇ = 3Hτ, (2.56a)

Ḣ =
1

2

(
3BεβH − (1 + ζ)ε

)
−
(
3H2 − ε− Λ

)
+

1

2

(m
τ

+
λ(n− 2)

τn

)
, (2.56b)

ε̇ = 3H
(
3BεβH − (1 + ζ)ε

)
+ 4Aεα

(
3H2 − ε− Λ

)
− 4η

[m
τ

− λ

τn

]
, (2.56c)

ãäå äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî C0 = 1. Äàííàÿ ñèñòåìà â îáùåì ñëó÷àå òî÷-
íî íå ðåøàåòñÿ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè, äîïóñêàþùèå òî÷íûå
ðåøåíèÿ.
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Ñëó÷àé ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ âòîðîãî ðîäà

Ñíà÷àëà èçó÷èì ñëó÷àé, êîãäà îòñóòñòâóåò âÿçêîñòü ïåðâîãî ðîäà, ïîëàãàÿ η = 0.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âÿçêîñòü âòîðîãî ðîäà áûëà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàñøèðåíèþ,
ò.å.

ξθ = 3ξH = C2, C2 = const. (2.57)

Ïîäñòàâëÿÿ η = 0, (2.57) è (2.9) â (2.34c), íàõîäèì

ε =
1

1 + ζ
[C2 + C3/τ

1+ζ ]. (2.58)

Òîãäà èç (2.25) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ τ :

τ̈ =
3

2
κm+ 3

[C2

2
κ+ Λ

]
τ +

(1− ζ2)τ 2+ζ

C3 + C2τ 1+ζ
+
λ(n− 2)

τn−1
≡ F(q, τ), (2.59)

ãäå q - ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ. Êàê âèäíî, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.59) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé îò τ , à ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî â êâàäðàòóðàõ [177].
Ðåøèì óðàâíåíèå (2.59) ÷èñëåííî. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.59) ìîæåò áûòü ðàñ-
ñìîòðåíî êàê óðàâíåíèå äâèæåíèå îäíîé ÷àñòèöû. Èíîãäà óäîáíî è ïîëåçíî ïîêàçàòü
ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûì â íàøåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ

U(q, τ) = −2

∫
F(q, τ)dτ. (2.60)

Ïàðàìåòðû ìû âûáåðåì â âèäå: κ = 1, m = 1, λ = 0.5, ζ = 1/3, n = 4, C2 = 2 è
C3 = 1. Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àè ñ ðàçëè÷íûìè Λ, à èìåííî Λ = −2, 0, 1. Íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå τ áåðåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò íåãî, ò.å. τ̇ â òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ èç (2.31). Íà Ðèñ. 2.7 ïîêàçàí ïîòåíöèàë, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé óðàâíåíèþ (2.59). Êàê âèäíî, íå çàâèñèìî îò çíàêà Λ ìû èìååì ðåøåíèå,
îãðàíè÷åííîå ñâåðõó, ò.å. âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ðàñøèðÿþùàÿ âñåëåííàÿ. Ââîä ïîëî-
æèòåëüíîé Λ, ÷òî íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ òåìíîé ýíåðãèåé, ïðèâîäèò ê óñêîðåííîìó
ðàñøèðåíèþ âñåëåííîé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ äàíû íà Ðèñ. 2.8.

Ñëó÷àé ñ âÿçêîñòüþ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Ñëåäóÿ [250] âûáåðåì âÿçêîñòü ïåðâîãî ðîäà ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé ðàñøèðåíèþ, à èìåííî

η = − 3

2κ
H = − 1

2κ
θ. (2.61)

Â îòñóòñòâèè ñïèíîðíîãî ïîëÿ ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

3H2 = κε+ C4, C4 = const. (2.62)
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Ðèñ. 2.7: Âèäû ïîòåíöèàëà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðàçíûì çíàêàì Λ - ÷ëåíà.

Ðèñ. 2.8: Ýâîëþöèÿ τ â çàâèñèìîñòè îò
çíàêîâ Λ - ÷ëåíà.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.62) â íàøåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïðè
áåçìàññîâîì ñïèíîðíîì ïîëå ñ íåëèíåéíîñòüþ

F = F0S
2(κ−1)/κ.

Óðàâíåíèå äëÿ τ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

τ τ̈ − 0.5(1 + ζ)τ̇ 2 − 1.5κξτ τ̇ − 3[Λ− 0.5(1 + ζ)C4 − λF0τ
2(1−κ)/κ]τ 2 = 0. (2.63)

Ïðè ξ = const è λ = 0 ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïåöèàëüíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîæ-
íî íàéòè â ñïðàâî÷íèêàõ. Íî äëÿ íåòðèâèàëüíîé λ óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü òîëüêî
÷èñëåííî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âÿçêîñòü âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ñ
ó÷åòîì ýòîãî âûáåðåì ïàðàìåòðû ζ = 1/3, ξ = 1, F0 = 1, λ = 0.5 è C4 = 1. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àè ñ ðàçëè÷íûìè Λ è κ. Íà Ðèñ. 2.9 è 2.10 èëëþñòðèðóåòñÿ ýâîëþöèÿ τ
ïðè κ < 1 è κ > 1 ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå κ < 1 èìååì íåïåðèîäè÷åñêóþ ýâîëþöèÿ
ïðè âñåõ Λ, òîãäà êàê ïðè κ > 1 òîëüêî îòðèöàòåëüíàÿ Λ ïîðîæäàåò òàêîå ðåøåíèå.
Íåîòðèöàòåëüíîå Λ â ýòîì ñëó÷àå äàåò âå÷íî ðàñøèðÿþùóþ êàðòèíó ýâîëþöèè.

2.3.3 Ñèñòåìà ñ âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïèíîðíûì è ñêàëÿð-

íûì ïîëÿìè è âÿçêîé æèäêîñòüþ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïèíîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîëÿìè â ìîäå-
ëè Áèàíêè I, çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì [253]

Lf =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
−mψ̄ψ +

1

2
φ,αφ

,α(1 + λF ), (2.64)
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Ðèñ. 2.9: Ýâîëþöèÿ âñåëåííîé ñ íåòðè-
âèàëüíîé Λ ïðè κ < 1.

Ðèñ. 2.10: Ýâîëþöèÿ âñåëåííîé ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ Λ ñ κ > 1.

ãäå êàê è ðàíüøå F = F (I, J).
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïîëíî-

ñòüþ ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè ðåøåíèÿìè âî âòîðîé ãëàâå. Ïîýòîìó ìû ñðàçó íà÷-
íåì èññëåäîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ τ , H è ε. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà F = Sn.
Êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

T 0′
0 = mS +

1

2
φ̇2(λSn + 1), T 1′

1 =
1

2
φ̇2(λSn − 1),

ãäå, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ,

φ̇ =
Csc

τ(1 + λF )
.

Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî Csc = 1.
Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî S = C0/τ (çäåñü äëÿ óäîáñòâà ìû ïîëàãàåì C0 = 1)

ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå

τ̇ = 3Hτ, (2.65a)

Ḣ =
κ

2

(
3ξH − ω

)
−
(
3H2 − κε− Λ

)
+
κ

2

(m
τ

+
nτn−2

2(λ+ τn)2
)
, (2.65b)

ε̇ = 3H
(
3ξH − ω

)
+ 4η

(
3H2 − κε− Λ

)
− 4η

[
κ
(m
τ

+
τn−2

2(λ+ τn)

)]
. (2.65c)

Äàëåå ìû èññëåäóåì ñèñòåìó (2.65). Êàê è ðàíüøå, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, äî-
ïóñêàþùèå òî÷íûå ðåøåíèÿ.
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Ñëó÷àé ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ âòîðîãî ðîäà

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðè η = 0. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì
àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ε, H è τ . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ τ â ýòîì ñëó÷àå
èìååì:

τ̈ =
3

2
κm+ 3

[C2

2
κ+ Λ

]
τ +

3κ(1− ζ)

2(1 + ζ)

C2τ
1+ζ − C3

τ ζ
+

3κλn

4

τn−1

(λ+ τn)2
≡ F(q, τ), (2.66)

ãäå q - ïàðàìåòðû. Êàê è ðàíüøå, â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ
ïîòåíöèàëà. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìû âûáåðåì κ = 1, m = 1, λ = 0.5, ζ = 1/3,
n = 4, C2 = 2 è C3 = 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè Λ, à èìåí-
íî Λ = −2, 0, 1. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå τ çàäàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèì, à ïåðâàÿ åãî
ïðîèçâîäíàÿ, ò.å. τ̇ çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ èç ñîîòíîøå-
íèÿ (2.31). Íà Ðèñ. 2.11 ïîêàçàí âèä ïîòåíöèàëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (2.66).
Ñðàçó âèäíî, ÷òî íåçàâèñèìî îò çíàêà Λ âñåãäà èìååòñÿ ðàñøèðÿþùàÿñÿ âñåëåííàÿ.
Íî êàê âèäíî íà Ðèñ. 2.12, ïîëîæèòåëüíàÿ Λ ïðèâîäèò ê óñêîðåííîìó ðàñøèðåíèþ,
òîãäà êàê îòðèöàòåëüíàÿ ê çàìåäëåíèþ.

Ðèñ. 2.11: Âèä ïîòåíöèàëà ïðè ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ Λ term.

Ðèñ. 2.12: Ýâîëþöèÿ τ â çàâèñèìîñòè
îò çíàêà Λ.

Ñëó÷àé ñ âÿçêîñòüþ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, âûáèðàÿ âÿçêîñòü ïåðâîãî ðîäà â âèäå (2.61). Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âîçíèêàþò ñîîòíîøåíèÿ òèïà (2.62), íî òîëüêî ïðè
íóëåâîé ìàññå ñïèíîðà ñ íåëèíåéíîñòüþ

F = (F0S
2 − 1)/λ.
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Óðàâíåíèå äëÿ τ òåïåðü ïðèìåò âèä

τ τ̈ − 0.5(1− ζ)τ̇ 2 − 1.5κξτ τ̇ − 3[Λ− 0.5(1− ζ)C4 + κ/2F0]τ
2 = 0. (2.67)

Ïðè ξ = const ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïåöèàëüíûå ðåøåíèÿ. Ìû ïåðåïèøåì ýòî óðàâ-
íåíèå â òåðìèíàõ H:

Ḣ = −1.5(1 + ζ)H2 + 1.5κξH + [Λ− 0.5(1− ζ)C4 + κ/2F0]. (2.68)

Ðåøåíèÿ åãî ìîæíî çàïèñàòü â êâàäðàòóðàõ:∫
dH

AH2 +BH + C
= t, (2.69)

ãäå A = −1.5(1 + ζ), B = 1.5κξ è C = Λ − 0.5(1 − ζ)C4 + κ/2F0. Åñëè âÿçêîñòü
âòîðîãî ðîäà âûáðàòü ïîñòîÿííîé, ò.å. åñëè ξ = const, òî â çàâèñèìîñòè îò çíàêà
äèñêðèìèíàíòà B2 − 4AC ñóùåñòâóþò òðè òèïà ðåøåíèÿ, à èìåííî [38]:

t =



1√
B2−4AC

ln|2AH+B+
√
B2−4AC

2AH+B−
√
B2−4AC

|, B2 > 4AC,

2√
4AC−B2arctan

2AH+B√
4AC−B2 , B2 < 4AC,

− 2
2AH+B

, B2 = 4AC.

(2.70)

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìû âûáåðåì ïàðàìåòðû ñëåäóþùèì îáðàçîì: C4 = 9,
ζ = 1/3 è κ = 2. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì δ = B2 − 4AC = 9ξ2 + 8(Λ − 2). Ïîñëå
ýòîãî âûáåðåì äëÿ Λ ïîëîæèòåëüíîå, òðèâèàëüíîå èëè îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå (â
÷àñòíîñòè ìû âûáåðåì Λ = (7/8, 0,−5/2)). Çíà÷åíèå ξ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ìû èìåëè δ = (δ1, δ2, δ3) ïðè âñåõ âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ Λ, ñ δ1 > 0, δ2 = 0 è
δ3 < 0. Íà Ðèñ. 2.13, 2.14 è 2.15 ïðèâåäåíû êàðòèíû ýâîëþöèè τ , ñîîòâåòñòâóþùèå
òðèâèàëüíîìó, ïîëîæèòåëüíîìó è îòðèöàòåëüíîìó çíà÷åíèÿì δ ñîîòâåòñòâåííî. Êàê
âèäíî, ïîâåäåíèå τ çàâèñèò îò δ è íå çàâèñèò îò çíàêà Λ. Îòðèöàòåëüíàÿ δ ïîðîæäàåò
íåïåðèîäè÷åñêóþ ýâîëþöèþ âñåëåííîé, íà Ðèñ. 2.16 ïðåäñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôàçîâàÿ äèàãðàììà.

2.4 Êà÷åñòâåííûé àíàëèç

Öåëüþ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèé è ïî âîçìîæíîñòè âñåîõâà-
òûâàþùèé ðàçáîð âàðèàíòîâ ïîâåäåíèÿ ðàññìîòðåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â çà-
âèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî ñëåäóåò îòäåëèòü ñóùåñòâåííîå, êà-
÷åñòâåííîå íàëè÷èå õàðàêòåðíûõ ýôôåêòîâ îò íåñóùåñòâåííûõ, êîëè÷åñòâåííûõ ðàç-
ëè÷èé. Çäåñü ðå÷ü ïîéäåò î ñöåíàðèÿõ ýâîëþöèè. Îáû÷íî íóæíî õîòÿ áû ïîíÿòü,
÷åì çàêàí÷èâàåòñÿ (èëè íèêîãäà íå çàêàí÷èâàåòñÿ) ýâîëþöèÿ ïðè âðåìåíàõ âîçìîæíî



Êà÷åñòâåííûé àíàëèç 91

Ðèñ. 2.13: Ýâîëþöèÿ âñåëåííîé ïðè δ =
0 äëÿ ðàçíûõ Λ.

Ðèñ. 2.14: Ýâîëþöèÿ âñåëåííîé ïðè δ >
0 äëÿ ðàçíûõ Λ.

áåñêîíå÷íî áîëüøèõ, êîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû. Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
ìîãóò áûòü çàäàíû ãäå óãîäíî.

Ïîä êîíêðåòíûì ïîâåäåíèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû áóäåì ïîíèìàòü ñåìåéñòâî
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ïîêðûâàþùåå âñå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ôàçîâûé ïîðòðåò.

Èçìåíåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïðèâîäÿùåå âñåãî ëèøü ê íåïðåðûâíîìó ïåðåõîäó
ìåæäó èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè áóäåì ïîëàãàòü ïåðâûì êîëè÷åñòâåííûì îòëè÷èåì,
ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ñåìåéñòâå âöåëîì. Òàêèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå áóäóò òîïîëîãè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè [Â.È.Àðíîëüä. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. 1999]. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà îáëàñòè -
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè - âíóòðè êëàññà îíè "âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî". Êðèâûå âíóòðè
êëàññà áóäóò ãîìîòîïíû äðóã äðóãó [Ä.Á.Ôóêñ è äð. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ. 1969]
ñ ãîìîòîïèåé, íå âûâîäÿùåé çà ïðåäåëû êëàññà.

Íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü íåñóùåñòâåííûì è áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíî ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (ïîêðûâàþùåå âñå ïðîñòðàí-
ñòâî) ýêâèâàëåíòíî äðóãîìó, åñëè îíî ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ, íåïðå-
ðûâíî ïåðåâîäÿùåå ïåðâîå ñåìåéñòâî âî âòîðîå. Ýòî îòíîøåíèå ðàçáèâàåò íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ.

Ïðè íåêîòîðûõ êðèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ íàñòóïàåò ñóùåñòâåííîå
èçìåíåíèå, ïåðåñòðîéêà. Ýòî ïîãðàíè÷íîå ñîîòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ, ðàçáèâàåò, êàê
ïðàâèëî, ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ íà îáëàñòè, âíóòðè êîòîðûõ ñèñòåìà îáëàäàåò ñõîä-
íûì, êà÷åñòâåííî îäèíàêîâûì ïîâåäåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü çàâåðøàåòñÿ êà÷å-
ñòâåííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåæèìîâ ýâîëþöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Òåïåðü, çàäàâà-
ÿñü êîíêðåòíûìè ïàðàìåòðàìè, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü, ê êàêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ
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Ðèñ. 2.15: Ýâîëþöèÿ âñåëåííîé ïðè δ <
0 äëÿ ðàçíûõ Λ.

Ðèñ. 2.16: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ñëó÷àþ ñ δ < 0 ïðè ðàçëè÷-
íûõ Λ.

îíè îòíîñÿòñÿ è òåì ñàìûì îïðåäåëèòü òèï ïîâåäåíèÿ, À çàäàâøèñü åùå è êîíêðåò-
íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ñìîæåì îòâåòèòü íà âîïðîñ, â êàêóþ îáëàñòü ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ïðèâåäåò ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ñî âðåìåíåì.

Â íàøåé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû A, α, B, β ïîÿâèëèñü,
ïîñêîëüêó ìû ïðèíÿëè, ÷òî êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, ïðè-
ñóòñòâóþùèå â íåé, èìåþò âèä η = Aϵα è ξ = Bϵβ. Êîýôôèöèåíòû λ è τ ñâÿçàíû ñ
ââåäåíèåì ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé. È, íàêîíåö, â óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âõîäèò
èçâåñòíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà Λ.

Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âìåñòå ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, âêëþ-
÷àþùèìè âÿçêîñòè, ñïèíîðíîå è âåêòîðíîå ïîëÿ, íàìè ñâåäåíû ê ñèñòåìå òðåõ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè
ýíåðãèè ϵ, "ïîñòîÿííîé"Õàááëà (â äåéñòâèòåëüíîñòè ïåðåìåííîé) H è ìàñøòàáíîãî
ïàðàìåòðà τ (τ = abc, ãäå a, b, c - êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà). Óäîáíî îêàçà-
ëîñü çàìåíèòü ïåðåìåííóþ τ íà ïåðåìåííóþ ν ïî ôîðìóëå ν = 1

τ
.

Òî, ÷òî ñèñòåìà èìååò ðàçìåðíîñòü áîëåå äâóõ, ñèëüíî óñëîæíÿåò êà÷åñòâåííûé
àíàëèç. Íàïîìíèì, ÷òî èçâåñòíàÿ ñèñòåìà Ëîðåíöà òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè
îáëàäàåò â íåêîòîðîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì, ñòðàííûì àòòðàê-
òîðîì è, ñîîòâåòñòâåííî, â íåé îòñóòñòâóþò ïåðâûå èíòåãðàëû (ò.å. ãëîáàëüíî îïðå-
äåëåííûå èíâàðèàíòû), õîòÿ ìíîæåñòâî îñîáåííîñòåé óñòðîåíî ïðîñòî - èìååòñÿ âñåãî
òðè îñîáûå (íåïîäâèæíûå) òî÷è - äâà ôîêóñà è ñåäëî. Íàëè÷èå òàêîãî ïðèìåðà íå
ïîçâîëÿåò äåëàòü îïòèìèñòè÷åñêèå çàêëþ÷åíèÿ íà îñíîâàíèè ïðîñòîòû óñòðîéñòâà



Êà÷åñòâåííûé àíàëèç 93

íàøåé ñèñòåìû (òîëüêî ïîëèíîìû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ è îòñóòñòâèå îñîáûõ òî÷åê â èí-
òåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, äàæå â äèíàìè÷åñêè çàìêíóòîé).

Òåì íå ìåíåå, íà ãðàíèöàõ ïðîñòðàíñòâà êàê ïðè ϵ = 0, òàê è ïðè ν = 0 (τ = +∞),
êîòîðûå ñàìè äèíàìè÷åñêè çàìêíóòû, ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîâåäåíà. Äèíàìè÷å-
ñêàÿ çàìêíóòîñòü ýòèõ ïëîñêîñòåé ñëóæèò îäíîâðåìåííî ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïðîíèê-
íîâåíèÿ èç èíòåðåñóþùåãî íàñ ïîëîæèòåëüíîãî îêòàíòà ϵ > 0 ∧ ν > 0 â îáëàñòü ñ
îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Íî, õîòÿ â ïîëîæèòåëüíîì îêòàíòå íåò îñîáåííîñòåé,
íåïîäâèæíûõ òî÷åê (îíè åñòü íà ãðàíèöàõ), äîêàçàòü ïðîñòîòó ïîâåäåíèÿ, íàïðèìåð,
íàëè÷èå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, òàê è íå óäàëîñü, êàê è èõ îòñóòñòâèå.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, óðàâíåíèÿ (2.25) è (2.29) âûçûâàþò áîëüøîé èíòåðåñ, â
ýòîì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî è êà÷åñòâåííî ïðîàíàëèçèðóåì ýòó ñèñòåìó.

2.4.1 Ñèñòåìà ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ

Âñëåä çà Áåëèíñêèì è Õàëàòíèêîâûì [6] èçó÷èì õàðàêòåðû ðåøåíèé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (2.34) èëè (2.35). Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.34), â ìàòðè÷íîé ôîðìå
[266]: (

Ḣ
ε̇

)
=

(
κ/2 −1
3H 4η

)(
3ξH − ω

3H2 − κε− Λ

)
. (2.71)

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñèñòåìû, èçó÷àåìîé Áåëèíñêèì è Õàëàòíèêîâûì, ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò êîñìîëîãè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ Λ.

Îáùèå ñâîéñòâà ñèñòåìû

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå íå ìîæåò ïåðåñåêàòü îñü ε = 0, òàê êàê ε̇|ε=0 = 0,
òàêæå êàê è ïàðàáîëó

3H2 − κε− Λ = 0, (2.72)

òàê êàê (2.72) ñàìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè
(H, ε) = (+∞, 0), ðåøåíèÿ íå ìîãóò âõîäèòü â "çàïðåùåííóþ çîíó"âíóòðè ïàðàáîëû
(2.72). Ìîãóò ëè îíè äîñòèãàòü H < 0, çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ Λ. Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî
â îòëè÷èå îò ñèñòåìû, ðàññìîòðåííîé â [6] ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò íåíóëåâîé Λ-÷ëåí.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

a) Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû â óðàâíåíèè (2.71) êðèòè-
÷åñêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

3ξH − ω = 0, (2.73a)

3H2 − κε− Λ = 0. (2.73b)

ò.å. îíè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ëåæàò íà ïàðàáîëå (2.72). Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (2.73) áóäóò
êîðíè óðàâíåíèé

3κB2ε1+2β − (1 + ζ)2ε2 + 3ΛB2ε2β = 0, (2.74a)

H =
1 + ζ

3B
ε1−β. (2.74b)
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Êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (2.74) ïî ïðèçíàêó Äåêàðòà ðàâíî
÷èñëó èçìåíåíèÿ çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé èëè ìåíüøå ýòîãî íà ÷åòíîå ÷èñëî.
Òàê

ïðè Λ > 0 è 1/2 < β < 1 (Ðèñ.2.18,Ðèñ.2.19)
èëè Λ < 0 è β < 1/2 (Ðèñ.2.21,Ðèñ.2.22)

÷èñëî êîðíåé ëèáî 2, ëèáî íóëü. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Λ > 0 è β > 1 (Ðèñ.2.17),
Λ > 0 è β < 1/2 (Ðèñ.2.20),
Λ < 0 è β > 1/2 (Ðèñ.2.23)

ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí êîðåíü. Ñîîòâåòñòâóþùèå êàðòèíû ôàçîâûõ êðèâûõ ïðîèë-
ëþñòðèðîâàíû íà âûøåóïîìÿíóòûõ ðèñóíêàõ. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè îáîçíà÷åíû ìà-
ëåíüêèìè êðóæî÷êàìè. Çäåñü ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ñ η = 0, ò.å. A = 0. Â ñëó-
÷àå η ̸= 0, ñ ðîñòîì A ñåïàðàòðèñà ñåäëà íàêëîíÿåòñÿ ñëåâà. Îáùàÿ êàðòèíà ïðè
A ̸= 0 îñòàåòñÿ êà÷åñòâåííî íåèçìåííîé, ÷òî äåìîíñòðèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçî-
âûå ïîðòðåòû â äâóõ ñëó÷àÿõ, à èìåííî Ðèñ. 2.17 ïåðåõîäèò â Ðèñ. 2.24, à Ðèñ. 2.20
ñîîòâåòñòâóåò Ðèñ. 2.25. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ìû ïîëàãàëè κ = 1, ζ = 0.333 (åñëè
íå ñêàçàíî èíîå). Íà Ðèñ. 2.17 - 2.23 êîýôôèöèåíò η = 0. Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñóíêàõ E
è T îòâå÷àþò çà ε è τ , ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå äëÿ ε ñîäåðæèò òîëüêî η, ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïðè íåòðèâè-
àëüíîì η ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ, òîãäà êàê H è τ îñòàþòñÿ ôàêòè÷åñêè íåèçìåííûìè.

Òèïû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé - ïàðàáîëå ïîî÷å-
ðåäíî ìåíÿþòñÿ: . . . ñåäëî, ïðèòÿãèâàþùèé óçåë, ñåäëî . . .. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
òèïà îñîáîé òî÷êè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì êîðíåé.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèÿ (2.34c) è (2.72) âû÷èñëèì

lim
ε→+∞

ε̇

3Hε
= lim

ε→+∞

√
3Bεβ

√
κε+ Λ− ε(1 + ζ)

ε

=
√
3B
√
κε(2β−1) + Λε−2 − (1 + ζ) =


−(1 + ζ) < 0, β < 1/2,

+∞ > 0, β > 1/2.
(2.75)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíÿÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ïðè β < 1/2 ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì
óçëîì è ïðè β > 1/2 ñåäëîì.

b) Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Λ ≥ 0 , òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷å-
ñêèìè òî÷êàìè

H = ±
√

Λ/3, (2.76a)

ε = 0. (2.76b)

c) Ïðè H < 0 ìîãóò ñóùåñòâîâàòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ñòîëáöû ìàòðèöû (2.71) ëèíåéíî çàâèñèìû. Â ýòîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêèå òî÷êè åñòü
êîðíè óðàâíåíèÿ

3κ(ζ − 1)ε+ 6κ2ABεα+β + 8κ2A2ε2α − 6Λ = 0, (2.77)



Êà÷åñòâåííûé àíàëèç 95

è

H = −2

3
κAεα. (2.78)

Â ñëó÷àå η = 0 êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∣∣∣D(Ḣ, ε̇)

D(H, ε)
− µ

∣∣∣ = 0, (2.79)

åñòü

µ1,2 =
3κξ ±

√
9κ2ξ2 + 48Λ(1 + ζ)

4
. (2.80)

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè (H, ε) = (0, −2Λ/[κ(1−ζ)]) åñòü ðàñõîäÿùèéñÿ ôîêóñ åñëè Λ <
−9κ2ξ2/[48(1 + ζ)] èëè ðàñõîäÿùèéñÿ óçåë åñëè Λ > −9κ2ξ2/[48(1 + ζ)] .

Â ñëó÷àÿõ, ïðîèëëþñòðèðîâàííûõ Ðèñóíêàìè 2.21 è 2.23, H → ∞ è ε → ∞ ïðè
t → ∞. Â ñëó÷àå, ïðåäñòàâëåííîì íà Ðèñ. 2.22, íàáëþäàåòñÿ ðàñòóùàÿ îñöèëëÿöèÿ,
îãðàíè÷åííàÿ ïðèòÿãèâàþùåé ïàðàáîëîé (2.72).

Èíòåãðàëüíûå êðèâûå

Ïðè Λ ≥ 0 ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H > 0 íå ìîãóò
ïåðåéòè íà íèæíþþ. Ïðè Λ < 0 íåêîòîðûå èç ðåøåíèé ìîãóò ïåðåéòè íà íèæíþþ
ïîëóïëîñêîñòü ÷åðåç ñåãìåíò H = 0 è 0 ≤ ε ≤ −Λ è áîëüøå íå âîçâðàùàþòñÿ, òàê êàê
íà ýòîì ñåãìåíòå Ḣ|H=0 < 0.

Ðèñ. 2.17: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà
H − ε ïëîñêîñòè ïðè β = 1.5, Λ =
.933, B = .720.

Ðèñ. 2.18: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà
H − ε ïëîñêîñòè ïðè β = .75, Λ =
.707, B = .589.

Íà Ðèñ. 2.27 èëëþñòðèðîâàíà Ýâîëþöèÿ BI Âñåëåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçîâîé
äèàãðàììå, ïðåäñòàâëåííîé íà Ðèñ. 2.26.
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Ðèñ. 2.19: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà
H − ε ïëîñêîñòè ïðè β = .75, Λ =
.707, B = .667

Ðèñ. 2.20: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà
H − ε ïëîñêîñòè ïðè β = .05, Λ =
.785, B = .451.

2.4.2 Ñèñòåìà ñ íåëèíåéíûì ñïèíîðíûì ïîëåì è âÿçêîé æèä-

êîñòüþ

Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ τ , H è ε. Äëÿ óäîáñòâà ââîäèì íîâóþ ôóíêöèþ
ν = 1/τ . Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé òîãäà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå [267, 49, 50]

ν̇ = −3Hν, (2.81a)

Ḣ =
1

2

(
3BεβH − (1 + ζ)ε

)
−
(
3H2 − ε− Λ

)
+

1

2

(
mν + λ(n− 2)νn

)
, (2.81b)

ε̇ = 3H
(
3BεβH − (1 + ζ)ε

)
+ 4Aεα

(
3H2 − ε− Λ

)
− 4Aεα

[
mν − λνn

]
. (2.81c)

Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ ñèñòåìàõ ïëîñêîñòè ν = 0 è ε = 0 ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêè
èíâàðèàíòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè, êîòîðûå äåëÿò ïðîñòðàíñòâî íà ÷åòûðå íåñîîáùà-
þùèåñÿ ÷àñòè, ïîñêîëüêó

ν̇
∣∣
ν=0

= 0, and ε̇
∣∣
ε=0

= 0. (2.82)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ν < 0 áåññìûñëåííî, åñëè α è/èëè β íå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè.
Ïëîñêîñòü ε = 0 ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì äëÿ H > 0 è îòòàëêèâà-

þùèì äëÿ H < 0, ïîñêîëüêó

∂ε̇

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

= −3H(1 + ζ). (2.83)

Êîãäà H > 0, ïëîñêîñòü ε = 0 îêàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
õàðàêòåð äâèæåíèÿ íà ñàìîé ïëîñêîñòè, õîòÿ ýòî è íå áûëî ôèçè÷åñêè çíà÷èìî. Â
ýòîì ñëó÷àå, ò.å. ïðè ε = 0, ñèñòåìà, âêëþ÷àþùàÿ ñïèíîðíîå ïîëå (2.35) ïðèíèìàåò
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Ðèñ. 2.21: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà
H − ε ïëîñêîñòè ïðè β = .05, Λ =
−.317, B = 0.933

Ðèñ. 2.22: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà
H − ε ïëîñêîñòè ïðè β = .05, Λ =
−.317, B = .667.

âèä

ν̇ = −3Hν, (2.84a)

Ḣ = −3H2 + Λ+
1

2

(
mν + λ(n− 2)νn

)
. (2.84b)

Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (2.84) ÿâëÿþòñÿ êðèâûå

3H2 = Cν2 +mν − Λ− λ(n− 2)νn

n− 3
, n > 3, (2.85a)

3H2 = Cν2 +mν − Λ− ν2 ln(ν), n = 3, (2.85b)

3H2 = Cν2 +mν − Λ, n = 2, (2.85c)

ãäå C - íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íåòðèâèàëüíûõ îñîáûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè ϵ = 0

äëÿ ñèñòåìû (2.84) ïðèíèìàåò âèä

λ(n− 2)νn +mν + 2Λ = 0. (2.86)

Îíî èìååò îäíî, äâà èëè íè îäíîãî ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåí çíàêîâ â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè λ, m, Λ.

Òðåõìåðíàÿ ñèñòåìà (2.35) ñî ñïèíîðíûì ïîëåì â îòñóòñòâèè îáîèõ âÿçêîñòåé,
ò.å. ïðè A = 0 è B = 0 èìååò ïåðâûå èíòåãðàëû

F1 =
ϵ

ν1+ζ
, (2.87a)

F2 =
(3H2 − ϵ− Λ−mν)

ν2
+ λ

n− 2

n− 3
νn−3. (2.87b)
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Ðèñ. 2.23: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà
H − ε ïëîñêîñòè ïðè β = .75, Λ =
−.337, B = 1.169.

Ðèñ. 2.24: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà
H − ε ïëîñêîñòè ïðè β = 1.5, Λ =
.933, B = .720,A = 1, α = 1.

Ïåðâûé èç íèõ, (2.87a) îñòàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì è ïðè ââåäåííèè âÿçêîñòè
âòîðîãî ðîäà (B > 0). Âòîðîé ïåðâûé èíòåãðàë (2.87b) ïðè B > 0 ïåðåñòàåò áûòü
èíâàðèàíòîì äâèæåíèÿ, îäíàêî "âêëþ÷åíèå"îáúåìíîé âÿçêîñòè ñîçäàåò c òå÷åíèåì
âðåìåíè çíàêîîïðåäåëåííîå ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè, îïèñûâàåìîé ôîðìóëîé (2.87b),
÷òî ïîçâîëÿåò íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå, ò.å. îïèðàÿñü òîëüêî íà íåïðåðûâíîñòü, ñîñòà-
âèòü ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíûõ ïóòÿõ ýâîëþöèè.

Íà ν = 0 ïëîñêîñòè ñèñòåìà (2.81) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (2.35). Êëàñ-
ñèôèêàöèÿ âàðèàíòîâ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (2.81) íà ïëîñêîñòè ν = 0 ïðåäñòàâëåíà íà
Òàáëèöå 1.

2.4.3 Ñèñòåìà ñ âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïèíîðíûì è ñêàëÿð-

íûì ïîëÿìè è âÿçêîé æèäêîñòüþ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïèíîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîëÿìè â ìîäå-
ëè Áèàíêè I, çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ. Êàê è ðàíüøå, ââîäèì ν = 1/τ . Òîãäà
èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä [268]

ν̇ = −3Hν, (2.88a)

Ḣ =
κ

2

(
3ξH − ω

)
−
(
3H2 − κε+ Λ

)
+
κ

2

(
mν +

nνn+2

2(1 + λνn)2
)
, (2.88b)

ε̇ = 3H
(
3ξH − ω

)
+ 4η

(
3H2 − κε+ Λ

)
− 4η

[
κ
(
mν +

ν2

2(1 + λνn)

)]
. (2.88c)

Â ïðèñóòñòâèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñèñòåìà (2.88) ïðè ε = 0 èìååò âèä

ν̇ = −3Hν, (2.89a)

Ḣ = −3H2 − Λ +
1

2

(
mν +

λnν2−n

2(λ+ ν−n)2

)
. (2.89b)
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Ðèñ. 2.25: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà
H − ε ïëîñêîñòè ïðè β = .05, Λ =
.785, B = .451,A = 1, α = 1, κ =
1.

Ðèñ. 2.26: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà
H − ε ïëîñêîñòè ïðè Λ = −3, ζ =
0.333, C2 = 1, C3 = 1.

Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (2.89) ÿâëÿþòñÿ êðèâûå

H2 =
(6Cλ− 1)νn+2 + 2λmνn+1 + 2λΛνn + 6Cν2 + 2mν + 2Λ

6(λνn + 1)
, (2.90)

ãäå C - íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íåòðèâèàëüíûõ îñîáûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè ε = 0

äëÿ ñèñòåìû (2.88) ïðèíèìàåò âèä

2mλ2ν2n+1 + 4Λλ2ν2n + λnνn+2 + 4mλνn+1 + 8Λλνn + 4Λ = 0. (2.91)

Îíî èìååò îäíî, äâà èëè íè îäíîãî ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåí çíàêîâ â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Êëàññèôèêàöèÿ âàðèàíòîâ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (2.88) ïðåäñòàâëåíà
â Òàáëèöàõ 4 è 5.

Ñèñòåìà (2.88) â îòñóòñòâèè âÿçêîñòè, ò.å. ïðè η = 0 è ξ = 0 èìååò ñëåäóþùèå
èíòåãðàëû:

F1 =
ε

ν1+ζ
, (2.92a)

F2 =
(6H2 − 2ε− 2Λ− 2mν)

ν2
− 1

λ(λνn + 1)
. (2.92b)

Âòîðîé èç íèõ, (2.92b) îñòàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì è ïîñëå ââåäåíèÿ îáúåìíîé
âÿçêîñòè ξ. Ïåðâûé æå èç íèõ, ò.å. (2.92a) ïðè ξ ̸= 0 ïåðåñòàåò áûòü èíòåãðàëîì äâèæå-
íèÿ. Òåì íå ìåíåå, ââåäåíèå îáúåìíîé âÿçêîñòè ñîçäàåò çíàêîîïðåäåëåííîå ñìåùåíèå
ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ôîðìóëîé (2.92a), ÷òî ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî, ò.å. îñíîâûâàÿñü
òîëüêî íà íåïðåðûâíîñòè ñîñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíûõ ïóòÿõ ýâîëþöèè.
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Ðèñ. 2.27: Ýâîëþöèÿ BI Âñåëåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçî-
âîé äèàãðàììå, ïðåäñòàâëåííîé íà Ðèñ. 2.26. Êàê âèäíî, BI
Âñåëåííàÿ â ýòîì ñëó÷àå èñïûòûâàåò îñöèëëÿöèþ.

Íà ν = 0 ïëîñêîñòè ñèñòåìà (2.88) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (2.35). Êëàñ-
ñèôèêàöèÿ âàðèàíòîâ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (2.81) íà ïëîñêîñòè ν = 0 ïðåäñòàâëåíà â
Òàáëèöå 1.

Â Òàáëèöå 1 ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû íà ãðàíèöå ν = 0,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå àñèìïòîòèêîé ðÿäà ðåæèìîâ. Â ñëó÷àÿõ a-d èçìåíåíèå ïàðà-
ìåòðîâ H è ϵ âñåãäà îãðàíè÷åíî, â ñëó÷àå f - îíè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò. Â ñëó÷àÿõ
a, b, d, e, g, h, i èìåþòñÿ êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå òî÷êè, ê êîòîðûì ýâîëþöèÿ ïðèòÿ-
ãèâàåòñÿ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Ïðè Λ > 0 â ñëó÷àÿõ d è h
ýâîëþöèÿ ìîæåò áåçâîçâðàòíî óéòè â îáëàñòü H < 0, â òî âðåìÿ êàê â äðóãèõ ñëó÷àÿõ
ýòà îáëàñòü íåäîñòóïíà.

Â òàáëèöàõ 2-13 ïîêàçàíû ôàçîâûå ïîðòðåòû ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ñî ñïèíîðíûì
ïîëåì íà ïëîñêîñòè ϵ = 0. Âáëèçè ýòîé ïëîñêîñòè ñèñòåìà âåäåò ñåáÿ ñõîäíûì îáðàçîì,
÷òî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü åå ïîâåäåíèå âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ
τ , H, ϵ.

Ïîâåäåíèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè n è çíàêà ïàðàìåò-
ðà íåëèíåéíîñòè λ. Ïðè n = 1, λ < 0 â òàáëèöå 2 ïîêàçàíî äâà òèïà ïîâåäåíèÿ: â
êëåòêàõ a, b, d, êîãäà ñèñòåìà íå ñòðåìèòñÿ ê ν = 0 òîãäà êàê â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
ýòî íåâåðíî. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ, â ñëó÷àå c ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà
ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà ÷åòûðå îáëàñòè. Ïðè λ > 0, â òàáëèöå 3, âèäíî, ÷òî ïîñëåäíåé
îñîáåííîñòè íåò.

Ïðè n = 2 òàáëèöû 4 è 5 ïîêàçûâàþò ñõîäñòâî ñ 3, íî 4e è 5e è 5f ðàçáèâàþòñÿ íà
äâå îáëàñòè.

Ñëó÷àè n = 3 è n = 4 ñõîäíû ìåæäó ñîáîé. Ïðè λ < 0 íà òàáëèöàõ 6 è 8 ñèñòåìà ê
ν = 0 íå ñòðåìèòñÿ, âàðèàíòû 6i è 8i ñîäåðæàò ãèïåðáîëè÷åñêóþ òî÷êó, ðàçáèâàþùóþ
ïëîñêîñòü íà ÷åòûðå ÷àñòè. Ïðè λ > 0 â òàáëèöàõ 7 è 9 äåìîíñòðèðóåòñÿ îáðàòíîå -
âîçâðàòíîå ïîâåäåíèå. Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ îñîáûõ òî÷åê íå ìåíÿåò ñèòóàöèè.

Òàáëèöû 10 - 13 äåìîíñòðèðóþò ïîãðàíè÷íûé ñëó÷àé λ = 0.
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β > 1

Òàáëèöà 1. Êëàññèôèêàöèÿ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýâîëþöèè (ôàçîâûõ ïîðò-
ðåòîâ) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ β, Λ and (1 + ζ)/B â ïëîñêîñòè ν = 0.
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Ïðè âêëþ÷åííîì ñêàëÿðíîì ïîëå â òàáëèöàõ 14 - 25 ìîæíî óâèäåòü áîëåå ñëîæ-
íûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ. Ïðè λ < 0 âîçíèêàåò õàðàêòåðíàÿ ïðÿìàÿ èíòåãðàëüíàÿ
ëèíèÿ, â äåéñòâèòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè
îò τ . Ñëåâà îò íåå â 14, 16, 18, 20, ò.å. ïðè Λ < 0 íàáëþäàåòñÿ öèêëè÷åñêîå ïîâåäåíèå,
ñïðàâà - íåöèêëè÷åñêîå. ïðè Λ > 0 ñëåäóåò âñïîìíèòü î íàëè÷èè äâóõ îñîáûõ òî÷åê
íà ãðàíèöå ν = 0, íàðóøàþùèõ îæèäàåìóþ öèêëè÷íîñòü.

Òàáëèöû 15, 17, 19 è 21 ïîêàçûâàþò ñõîäñòâî ïîâåäåíèÿ ñî ñêàëÿðíûì è ñïèíîð-
íûì ïîëåì ñ ïîâåäåíèåì òîëüêî ñî ñïèíîðíûì ïîëåì ïðè λ > 0.

Òàáëèöû 22 - 25 äåìîíñòðèðóþò ïîãðàíè÷íûé ñëó÷àé λ = 0 ñ âêëþ÷åííûì è
ñïèíîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîëÿìè.
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Òàáëèöà 2. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 1 è λ < 0.
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Òàáëèöà 3. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 1 è λ > 0.
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Òàáëèöà 4. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 2 è λ < 0.
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Òàáëèöà 5. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 2 è λ > 0.
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Òàáëèöà 6. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 3 è λ < 0.
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Òàáëèöà 7. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 3 è λ > 0.
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Òàáëèöà 8. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 4 è λ < 0.
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Òàáëèöà 9. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 4 è λ > 0.
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Òàáëèöà 10. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 1 è λ = 0.
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Òàáëèöà 11. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 2 è λ = 0.
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Òàáëèöà 12. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 3 è λ = 0.
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Òàáëèöà 13. Ñïèíîðíîå ïîëå. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 4 è λ = 0.
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Òàáëèöà 14. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 1 è λ < 0.
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Òàáëèöà 15. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 1 è λ > 0.
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Òàáëèöà 16. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 2 è λ < 0.
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Òàáëèöà 17. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 2 è λ > 0.
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Òàáëèöà 18. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 3 è λ < 0.
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Òàáëèöà 19. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 3 è λ > 0.
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Òàáëèöà 20. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 4 è λ < 0.
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Òàáëèöà 21. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 4 è λ > 0.
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Òàáëèöà 22. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 1 è λ = 0.
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Òàáëèöà 23. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 2 è λ = 0.
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Òàáëèöà 24. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 3 è λ = 0.
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Òàáëèöà 25. Ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ. Ïëîñêîñòü ε = 0. Ñëó÷àé n = 4 è λ = 0.
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Íà ðèñóíêàõ 2.28 - 2.45 ìû èëëþñòðèðóåì ìàñøòàáíûé îáúåì τ(t) [Ðèñ. 2.28, 2.31,
2.34, 2.37, 2.40 è 2.43], ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε(t) [Ðèñ. 2.29, 2.32, 2.35, 2.38, 2.41 è 2.44] è
ôàçîâîé ïîðòðåò â ν,H, ε ïðîñòðàíñòâå [Ðèñ. 2.30, 2.33, 2.36, 2.39, 2.42 è 2.45]. Ðèñóíêè
2.28 - 2.39 ñîîòâåòñòâóþò ïîçèöèè c,g,h, è i â òàáëèöå 3. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçîâàëè
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: α = 4, β = 1, ζ = 0.5, A = 1, B = 1 and n = 4. Ïî-
çèöèè h è i ñîîòâåòñòâóþò ãåîìåòðè÷åñêè öèêëè÷åñêîìó ðåæèìó, íî ïîçèöèÿ h èìååò
ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó íà öèêëè÷åñêîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ñëåäîâàòåëüíî ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðîìåæóòî÷íîìó ñëó÷àþ ìåæäó ïåðèîäè÷åñêîé è íåïåðèîäè÷åñêîé. Ïîçèöèè c
è g ñîîòâåòñòâóþò íåïåðèîäè÷åñêîé ýâîëþöèè.

Æèðíàÿ ÷åðíàÿ ëèíèÿ â 3D ðèñóíêå [Ðèñ. 2.30, 2.33, 2.36, 2.39, 2.42 è 2.45] ñîîò-
âåòñòâóåò ôóíêöèÿì τ(t) è ε(t), ïðåäñòàâëåííûì â ïðåäûäóùèõ ðèñóíêàõ [Ðèñ. 2.28,
2.31, 2.34, 2.37, 2.40, 2.43,2.29, 2.32, 2.35, 2.38, 2.41, 2.44]. Ðèñóíêè 2.28, 2.29, 2.30 è
2.37, 2.38, 2.39 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ k òàáëèöû 1, ðèñóíêè 2.31, 2.32, 2.33 ñëó÷àþ i è
ðèñóíêè 2.34, 2.35, 2.36 ñëó÷àþ h, ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñóíêàõ 2.28, 2.29 è 2.30 ïîêàçàíû τ , ε è ôàçîâîé ïîðòðåò â ε,H, ν ïðîñòðàí-
ñòâå äëÿ îòðèöàòåëüíîé m (m = −0.1), ïîëîæèòåëüíîé Λ (Λ = 0.1) è îòðèöàòåëüíîé
êîíñòàíòû ñâÿçè λ (λ = −1). È τ è ε èçíà÷àëüíî ðàñòóò è ïîñëå äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî
ìàêñèìóìà íà÷èíàþò óìåíüøàòüñÿ è â êîíöå êîíöîâ îñòàíàâëèâàþòñÿ ïðè íåêîòîðûõ
êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ òàê, ÷òî H ñòðåìèòñÿ ê −∞.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ìàññû äëÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Íà
ñàìîì äåëå ýòî îòíþäü íå îçíà÷àåò, ÷òî ñïèíîðíîå ïîëå èìååò îòðèöàòåëüíóþ ìàññó.
Ââîäÿ îòðèöàòåëüíóþ ìàññó ìû ïðîñòî ïîñòàâèëè îòðèöàòåëüíûé çíàê ïåðåä ìàññî-
âûì ÷ëåíîì â óðàâíåíèÿõ (2.51) è (2.64). Íàïîìíèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ëàãðàíæèàíà
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ãäå çíàê ïåðåä ìàññîâûì ÷ëåíîì èìååò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, â ñëó-
÷àå ñïèíîðíîãî ïîëÿ âñå ýòî âûãëÿäèò ñîâåðøåííî ïî èíîìó. ×òîáû âûâåñòè óðàâíåíèå
Äèðàêà ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ ïîä÷èíÿëàñü óðàâíåíèþ Êëåéíà-
Ãîðäîíà

(2−m2)ψ = 0. (2.93)

Âñå ýòî íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ îïèñûâàëà ñâîáîäíóþ ÷àñòèöó ñ ìàññîé
m ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå òðåáóåò óäîâëåòâîðåíèÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó ýíåðãèåé è
èìïóëüñîì ñâîáîäíîé ÷àñòèöû p2 = m2c2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ψ ïîä÷èíÿëàñü
óðàâíåíèþ (2.93), ìû òàêæå ìîæåì ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà îäíîìó è
ñëåäóþùèõ óðàâíåíèè [9]

(iγµ∂µ +m)ψ = 0, or (iγµ∂µ −m)ψ = 0. (2.94)

Îáà îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ëàãðàíæèàíà

L =
i

2
[ψ̄γµ∂µψ − ∂µψ̄γ

µψ]±mψ̄ψ. (2.95)

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî çíàê ïåðåä ìàññîâûì ÷ëåíîì â ëàãðàíæèàíå (2.95) äàåò
òîëüêî äðóãîé íàáîð óðàâíåíèÿ Äèðàêà, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ äëÿ ψ è ψ̄ ïîìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè.
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Ðèñóíêè 2.31, 2.32 è 2.33 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ ñ m = 0.1, Λ = −0.1, è λ = 0.1.
Â ýòîì ñëó÷àå â íà÷àëüíîé ñòàäèè èìååòñÿ îñöèëëèðóþùèé ðåæèì ðàñøèðåíèÿ (êàê
ýòî ìîæíî áûëî îæèäàòü ïðè îòðèöàòåëüíîé Λ), íî â êîíå÷íîì ñ÷åòå âñå êîí÷àåòñÿ
áîëüøèì Ðàçðûâîì (big crunch).

Ðèñóíêè 2.34, 2.35 è 2.36 ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì m = 0.1, Λ = 0, è λ =
0.1, ò.å., ñëó÷àþ áåç êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Êàê âèäíî, â ýòîì ñëó÷àå è τ è ε
ðàñòóò ñî âðåìåíåì. H â äàííîì ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíàÿ, áûñòðî ðàñòåò â íà÷àëüíîé
ñòàäèè, íî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ. Â
ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ ñèíãóëÿðíîñòü â áóäóùåì ïîõîæàÿ íà áîëüøîé ðàçðûâ (big rip).
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå èäåàëüíîé æèäêîñòè áîëüøîé ðàçðûâ âîçíèêàåò ïðè íàëè÷èè
ôàíòîìíîé òåìíîé ýíåðãèè (phantom dark energy), òîãäà êàê çäåñü ýòî ïðîèñõîäèò
áëàãîäàðÿ âÿçêîé æèäêîñòè è ñïèíîðíîìó ïîëþ.

Íà ðèñóíêàõ 2.37, 2.38 è 2.39 ìû èëëþñòðèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè è èõ
ôàçîâîé ïîðòðåò ïðè m = 0.1, Λ = 0.1, è λ = 0.1. Êàê ìîæíî áûëî îæèäàòü, ïî-
ëîæèòåëüíàÿ Λ ïðèâîäèò ê ðàñøèðåííîìó ðåæèìó ýâîëþöèè ïðè êîòîðîì ïëîòíîñòü
ýíåðãèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ïðè m = 4, Λ = −1, è λ = −1 èìååì íåïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ýâîëþöèè [ñì. Ðèñ.
2.40]. Íî â îòëè÷èå îò áîëüøåãî Ðàçðûâà êîãäà â òî÷êå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé
ñèíãóëÿðíîñòè (τ = 0) ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñòðåìèòñÿ ê ∞, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
èìååì ìàêñèìàëüíîå, íî êîíå÷íîå çíà÷åíèå äëÿ ε [ñì. Ðèñ. 2.41]. Ñîîòâåòñòâóþùèé
ôàçîâîé ïîðòðåò ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñóíêå 2.42. Êàê âèäíî, íåçàâèñèìî îò íà-
÷àëüíûõ óñëîâèè, â õîäå ýâîëþöèè Âñåëåííàÿ ñæèìàåòñÿ â òî÷êó (τ → 0).

Íàêîíåö, â ðèñóíêàõ 2.43, 2.44 è 2.45 èëëþñòðèðóåì τ , ε è ôàçîâîé ïîðòðåò â
ε,H, ν ïðîñòðàíñòâå ïðè m = 1, Λ = −10, è λ = 1. Â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé â ýòîì ñëó÷àå èìååì èëè íåïåðèîäè÷åñêèé èëè îñöèëëèðóþùèé ðåæèì ýâî-
ëþöèè. Ñëó÷àé íåïåðèîäè÷åñêîé ýâîëþöèè êàê è îæèäàëîñü çàêàí÷èâàåòñÿ ñ áîëüøèì
Ðàçðûâîì. Â ñëó÷àå îñöèëëèðóþùåãî ðåæèìà ýâîëþöèè ñ τ áóäó÷è êîíå÷íûì è íåòðè-
âèàëüíûì è H êîíå÷íûì, ε ñòðåìèòñÿ ê ∞ â êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Ðèñ. 2.28: Ýâîëþöèÿ
ìàñøòàáíîãî îáúåìà
τ = 1/ν.

Ðèñ. 2.29:
Ýâîëþöèÿ ïëîò-
íîñòè ýíåðãèè.

Ðèñ. 2.30: 3D
âèä â ν,H, ε
ïðîñòðàíñòâå.
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Ðèñ. 2.31: Ýâîëþöèÿ
ìàñøòàáíîãî îáúåìà
τ = 1/ν.

Ðèñ. 2.32:
Ýâîëþöèÿ ïëîò-
íîñòè ýíåðãèè.

Ðèñ. 2.33: 3D
âèä â ν,H, ε
ïðîñòðàíñòâå.

Ðèñ. 2.34: Ýâîëþöèÿ
ìàñøòàáíîãî îáúåìà
τ = 1/ν.

Ðèñ. 2.35:
Ýâîëþöèÿ ïëîò-
íîñòè ýíåðãèè.

Ðèñ. 2.36: 3D
âèä â ν,H, ε
ïðîñòðàíñòâå.

2.4.4 Êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïîëíîé ñèñòåìû

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ òàáëèö 1, 2 è 3 è îñíîâûâàÿñü íà íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ïîëåé
ñêîðîñòåé îò êîîðäèíàò ν,H, ε ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì âîññòàíàâëèâàòü êà÷å-
ñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîñòðàíñòâåííîì ôàçîâîì ïîðòðåòå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíîñòüþ îõâàòèòü áåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî, îòîáðàçèì åãî
â ïàðàëëåëåïèïåä, ïðèìåíèâ àðêòàíãåíñ ê êàæäîé êîîðäèíàòå. Â ïîñëåäóþùåì íà
èëëþñòðèðóþùèõ ðèñóíêàõ íèæíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü áóäåò ïðåäñòàâëÿòü
ïîâåðõíîñòü ε = 0.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ââåäåíèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ çàìåòíî óñëîæíÿåò ýâîëþöèþ
ñèñòåìû. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ê ñëó÷àþ áåç ñïèíîðíîãî ïîëÿ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñ
H < 0 óæå íå ïðåïÿòñòâóþò âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðîíèêíîâåíèþ â ïîëóïðîñòðàíñòâî
H > 0 áëàãîäàðÿ èçìåíåíèþ ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà, è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ñî ñòîðî-
íû áîëüøèõ çíà÷åíèé H è ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïëîñêîñòè ν = 0 âíîâü ïðèõîäèì ê
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Ðèñ. 2.37: Ýâîëþöèÿ
ìàñøòàáíîãî îáúåìà
τ = 1/ν.

Ðèñ. 2.38:
Ýâîëþöèÿ ïëîò-
íîñòè ýíåðãèè.

Ðèñ. 2.39: 3D
âèä â ν,H, ε
ïðîñòðàíñòâå.

Ðèñ. 2.40: Ýâîëþöèÿ
ìàñøòàáíîãî îáúåìà
τ = 1/ν.

Ðèñ. 2.41:
Ýâîëþöèÿ ïëîò-
íîñòè ýíåðãèè.

Ðèñ. 2.42: 3D
âèä â ν,H, ε
ïðîñòðàíñòâå.

ñöåíàðèÿì, êëàññèôèöèðîâàííûì â Òàáëèöå 1. Îêîëî ãðàíèö ε = 0 è ν = 0 èíòåãðàëü-
íûå êðèâûå áëèçêè ê èíòåãðàëüíûì êðèâûì íà ãðàíèöàõ. Âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè
ïîëåé ñêîðîñòåé ýòî âñåãäà âåðíî íà íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ îòðåçêàõ âðåìåíè, â íàøåì
ñëó÷àå ýòî âåðíî äàæå è äëÿ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòüþ,
åñëè òîëüêî ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ áëèçîñòü ê ãðàíèöå (ïðåäåëüíûå òî÷êè, íàïðèìåð).

Îáùèì ñâîéñòâîì âñåõ ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ïîëóïðîñòðàíñòâå H > 0 âåê-
òîðà ñêîðîñòåé íàïðàâëåíû ê ïëîñêîñòè ε = 0, â òî âðåìÿ êàê â äðóãîé ïîëîâèíå - îò
íåå. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå, èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñòðåìÿòñÿ ê ε = 0, õîòÿ íå îáÿçàòåëüíî
äîñòèãàþò åå.

Íà Ðèñ. 2.48 - 2.55 ìû ïîêàçàëè ïëîòíîñòü ýíåðãèè ϵ(t) [Ðèñ. 2.55,2.52,2.49,2.46],
ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð τ(t) [Ðèñ. 2.56,2.53,2.50,2.47] è ôàçîâûé ïîðòðåò â ïðîñòðàíñòâå
ν, H, ε [Ðèñ.2.57,2.54,2.51,2.48], äëÿ α = 4, β = 1, ζ = 1/2, A = 1, B = 1, n = 4, m = 4.

Íåïðåðûâíàÿ è ïóíêòèðíàÿ ëèíèè íà Ðèñ. 2.46 - 2.57 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Ïðè Λ < 0 â çàâèñèìîñòè îò çíàêà λ ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå
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Ðèñ. 2.43: Ýâîëþöèÿ
ìàñøòàáíîãî îáúåìà
τ = 1/ν.

Ðèñ. 2.44:
Ýâîëþöèÿ ïëîò-
íîñòè ýíåðãèè.

Ðèñ. 2.45: 3D
âèä â ν,H, ε
ïðîñòðàíñòâå.
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Ðèñ. 2.46: Èçìåíåíèå
ïëîòíîñòè ýíåðãèè

Ðèñ. 2.47:
Èçìåíåíèå îáú-
åìíîãî ìàñøòàáà

Ðèñ. 2.48: Âèä â
3D ïðîñòðàíñòâå
ν,H, ε

âàðèàíòû: (i) ïðè λ < 0 èìååòñÿ ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ íå ïîçâîëÿåò ðå-
øåíèÿì, èìåþùèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â îäíîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà ïîïàñòü â äðóãóþ
[ñì. Ðèñ. 2.46,2.47,2.48, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò Òàáëèöå 8g]. (ii) Ïðè λ > 0 íåò ðàçäåëÿþùåé
ïëîñêîñòè [ñì. Ðèñ. 2.49,2.50,2.51, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò Òàáëèöå 9g]. Êàê âèäíî èç ïðè-
ìåðîâ, îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå Λ, êîòîðîå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì
ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì, ñîçäàåò îñöèëëèðóþùèé ðåæèì ýâîëþöèè.

Â ñëó÷àå Λ > 0 ñóùåñòâóåò òîëüêî ýêñïîíåíöèàëüíûé ðåæèì ýâîëþöèè. Ïðè λ < 0
èìååòñÿ ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü [ñì. Ðèñ. 2.52,2.53,2.54, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò Òàáëèöå
20i], â òî âðåìÿ êàê ïðè λ > 0 ðàçäåëÿþùåé ïëîñêîñòè íåò [ñì. Ðèñ. 2.55,2.56,2.57, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò Òàáëèöå 21i].

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü (2.85) èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ, ìåæäó êîòîðûìè îíà
(H) ïîëîæèòåëüíàÿ, òî â ïëîñêîñòè ε = 0 èìååòñÿ çàìêíóòûé öèêë. Î÷åâèäíî, ÷òî
êîðíåé íå ìîæåò áûòü áîëåå òðåõ, ïîýòîìó íåêîíöåíòðè÷åñêèõ öèêëîâ íå ìîæåò áûòü.
Â ïðîñòðàíñòâå îêîëî ïëîñêîñòè ε = 0, ïîýòîìó ìîãóò íàáëþäàòüñÿ öèêëè÷åñêèå êî-
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Ðèñ. 2.49: Èçìåíåíèå
ïëîòíîñòè ýíåðãèè

Ðèñ. 2.50:
Èçìåíåíèå îáú-
åìíîãî ìàñøòàáà

Ðèñ. 2.51: Âèä â
3D ïðîñòðàíñòâå
ν,H, ε
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Ðèñ. 2.52: Èçìåíåíèå
ïëîòíîñòè ýíåðãèè

Ðèñ. 2.53:
Èçìåíåíèå îáú-
åìíîãî ìàñøòàáà

Ðèñ. 2.54: Âèä â
3D ïðîñòðàíñòâå
ν,H, ε

ëåáàíèÿ.

Îñîáàÿ òî÷êà âîêðóã êîòîðîé ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ èìååò ïî íåîáõîäèìîñòè H =
0 (âñïîìíèâ, ÷òî ε = 0 è ε̇ = 0, íåòðèâèàëüíûé öèêë äîëæåí ñîäåðæàòü îñîáûå òî÷êè
ãäå τ̇ = 0 è Ḣ = 0. Çàìåòèì, ÷òî τ̇ = 0 ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ëèáî ïðè H = 0
ëèáî ïðè τ = 0. Òàê êàê τ = 0 ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñèíãóëÿðíîñòü,
òî ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ H = 0), è ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ êîëåáàíèÿ áóäåò
÷àñòè÷íî ïðîõîäèòü â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ê ïëîñêîñòè ε = 0, ÷àñòè÷íî â îáëàñòè îò-
òàëêèâàíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ êîëåáàíèÿ
íà÷èíàåò ðàñêðó÷èâàòüñÿ è íàñòóïàåò ìîìåíò êîãäà â îáëàñòè îòòàëêèâàíèÿ ðîñò ε
ñòàíîâèòñÿ äîìèíèðóþùèì, ò.å., ñòàíîâèòñÿ òàêèì áîëüøèì, ÷òî êðèâàÿ íå óñïåâàåò
âåðíóòüñÿ â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ε ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé
çà êîíå÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè. Íà Ðèñ. 2.58 ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè
ýíåðãèè. Êàê âèäíî, ïëîòíîñòü ýíåðãèè â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Ðèñ. 2.59 ïîêàçûâàåò, ÷òî êîãäà ε → 0 ñîîòâåòñòâóþùàÿ BI Âñåëåííàÿ ÿâëÿåòñÿ îñ-
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Ðèñ. 2.55: Èçìåíåíèå
ïëîòíîñòè ýíåðãèè

Ðèñ. 2.56:
Èçìåíåíèå îáú-
åìíîãî ìàñøòàáà

Ðèñ. 2.57: Âèä â
3D ïðîñòðàíñòâå
ν,H, ε

öèëëèðóþùåé, íî êàê òîëüêî ε âîçðàñòàåò, τ ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ìàëåíüêîìó íî
ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ, ò.å., áëàãîäàðÿ áîëüøîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè âîçíèêàåò ñèëüíîå
ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, êîòîðîå íå ïîçâîëÿåò BI Âñåëåííîé ðàñøèðÿòüñÿ äî íåêîòîðîãî
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà, íî ïî îòíîøåíèþ ê H, ïðåäñòàâëåíà
íà Ðèñ. 2.60. À òðåõìåðíàÿ âåðñèÿ âñåãî âûøå ñêàçàííîãî äàíà íà Ðèñ. 2.62. Íà Ðèñ.
2.61 ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ âñåëåííîé îêîëî ïëîñêîñòè ε→ 0, ÷òî ïîêàçûâàåò îñöèë-
ëèðóþùèé õàðàêòåð åå ïîâåäåíèÿ.

Íà Ðèñ. 2.63,2.64,2.65 è 2.66 ïðîèëëþñòðèðîâàíû âåêòîðíîå ïîëå è åãî ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ïðîåêöèÿ, à òàêæå òðàåêòîðèè ýâîëþöèè è ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé ïðè çàäàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

2.5 Ýâîëþöèÿ ñ îáîñòðåíèåì

Èçó÷àÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ), ïî-
ïûòàåìñÿ ïðåäñòàâèòü ñåáå èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïðîñòðàíñòâå. Î÷åíü âàæíî çíàòü
ïîëå íàïðàâëåíèé, çàäàííîå ýòîé ñèñòåìîé, áîëåå âàæíî, ÷åì åå âåêòîðíîå ïîëå. Âî-
ïåðâûõ, èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïî îïðåäåëåíèþ, êàñàòåëüíû ê âåêòîðíîìó ïîëþ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîëþ íàïðàâëåíèé, â òåõ æå òî÷êàõ (îñîáûõ), â êîòîðûõ âåêòîðíîå
ïîëå îáíóëÿåòñÿ, íàïðàâëåíèå ñîîòâåòñòâåííî íåîïðåäåëåíî. Âî-âòîðûõ, ïîëå íàïðàâ-
ëåíèé òàêæå íåïðåðûâíî, êàê è âåêòîðíîå ïîëå (çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ òî÷åê), íî
îíî ìîæåò áûòü íåïðåðûâíî ïðîäîëæåíî íà ãðàíèöû, ãäå âåêòîðíîå ïîëå âîçìîæíî
ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü äâà âîïðîñà: íàñêîëüêî áûñòðî ðåøåíèå ìîæåò ïðèáëè-
æàòüñÿ ê áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ãðàíèöå (ïîïðîñòó áåñêîíå÷íîñòè) è êàê îíî âåäåò
ñåáÿ íà ñàìîé áåñêîíå÷íîñòè. Ïîñòàíîâêà âîïðîñà ñòàíîâèòñÿ îñìûñëåííîé, êîãäà ïðî-
ñòðàíñòâî çàìûêàåòñÿ ïóòåì ïîïîëåíèÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè òî÷êàìè â êàêîé-ëèáî
èíòåðïðåòàöèè.
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Ðèñ. 2.58: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåð-
ãèè.

Ðèñ. 2.59: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ε è ν =
1/τ .

Áóäåì ñëåäîâàòü ïðèíöèïó íåïðåðûâíîñòè Ïîíñåëå - ñâîéñòâà ñèñòåìû ïðè íåïðå-
ðûâíîì èçìåíåíèè îò îäíîãî îáùåãî ïîëîæåíèÿ äî äðóãîãî ïðè ñîõðàíåíèè îáùíî-
ñòè íå èçìåíÿþòñÿ. Íàñ èíòåðåñóþò êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ÎÄÓ.
Íåïðåðûâíî äåôîðìèðóÿ âåêòîðíîå ïîëå, íî íå òðîãàÿ îñîáûõ òî÷åê, ìû íå ìåíÿåì
êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ - ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷åñêîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Òàê ìû ìîæåì óïðîñòèòü àíàëèç, çàìåíÿÿ èñõîäíóþ ñèñòåìó áîëåå
ïðîñòîé, ñêîíñòðóèðîâàííîé èç óäîáíûõ ýëåìåíòîâ.

2.5.1 Îáîñòðåíèå

Èñòîðèÿ èçó÷åíèÿ ðåæèìîâ ñ îáîñòðåíèåì ñâÿçûâàåòñÿ ñ èìåíåì Ñ.Ï.Êóðäþìîâà [45].
Èçó÷åíèå ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â àêòèâíîé è íåëèíåéíîé ñðåäå ïðèâîäèëî
ê âåñüìà ñâîåîáðàçíûì ðåçóëüòàòàì: âîëíàì è ëîêàëèçàöèè. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
äåìîãðàôèè îáíàðóæèâàþò êðèòè÷åñêèå ìîìåíòû: ðåøåíèå ÎÄÓ (çàâèñÿùåå îò âðå-
ìåíè) ìîæåò äîñòèãàòü ñâîåãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Âñïûøå÷íûé
(ýðóïòèâíûé) õàðàêòåð èìåþò ïðîöåññû â õðîìîñôåðå Ñîëíöà, ïðè ýòîì ìåõàíèçì
ïåðåíîñà ýíåðãèè íå îáíàðóæèâàåò íàëè÷èå ïðåäîïðåäåëåííîãî ìàñøòàáà âðåìåíè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè îáíàðóæåíèÿ õàðàêòåðíîãî âðåìåíè â ñèñòåìå, íå ñîäåðæàùåé
ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ðàññìîòðèì ïðèìåð.

ẋ = −xα, x ∈ R+ (2.96)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ: a) x(t) = 0 è b) x(t) = [x(0)1−α − t(1− α)]
1

1−α .
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Ðèñ. 2.60: Ýâîëþöèÿ ïîñòîÿííîé Õàáá-
ëà.

Ðèñ. 2.61: Ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé îêîëî
ïëîñêîñòè ε→ 0.

Â ñëó÷àå b) ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå x(t∗) = 0 äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ t∗ =
x(0)1−α

1−α
, åñëè α < 1. Çàòåì îáà ðåøåíèÿ ñëèâàþòñÿ. Â ìîìåíò t∗ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå

åäèíñòâåííîñòè (èìåííî, óñëîâèå Ëèïøèöà).

Ñòåïåííûå çàâèñèìîñòè õàðàêòåðíû äëÿ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ êàòàñòðîô: îò çåìëå-
òðÿñåíèé è íàâîäíåíèé äî áèðæåâûõ êðàõîâ è àâàðèé â àòîìíîé ýíåðãåòèêå.

2.5.2 Áåñêîíå÷íîñòü

Ïðèñîåäèíåíèå áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ê ïðîñòðàíñòâó ÎÄÓ

ẋ = F (x), x ∈ R+ (2.97)

âûïîëíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x = s
c
, s2 + c2 = 1. Áåñêî-

íå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé íàçîâåì ±∞ = 1
0
.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ṡc− ċs = c2F ( s
c
),

ṡs+ ċc = 0,
(2.98)

îòêóäà ñ ó÷åòîì s2 + c2 = 1 ñëåäóåò

ṡ = c3F ( s
c
),

ċ = −sc2F ( s
c
).

(2.99)
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Ðèñ. 2.62: Òðåõìåðíàÿ äèàãðàììà, ïîêàçûâàþùàÿ êîëå-
áàòåëüíûé ðåæèì ðàñøèðåíèÿ âáëèçè ïëîñêîñòè ε→ 0.

Ïðèâåäÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè s = 1, c = 0 (íî íå â íåé ñàìîé!) ïðàâûå ÷àñòè
ñèñòåìû ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è óñòðàíèâ åãî, ìû íå èçìåíèì ïîëå íàïðàâëåíèé.
Ñîõðàíÿÿ èìåííî ýòîò ñìûñë, îïðåäåëèì íàïðàâëåíèå â ñàìîé òî÷êå.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå óðàâíåíèé è ïåðåïèøåì åå â âèäå

ν̇ = −3Hν, (2.100a)

Ḣ =
1

2

(
3ξH − (ε+ p)

)
−
(
3H2 − ε− Λ

)
+

1

2
ϕ1(ν), (2.100b)

ε̇ = 3H
(
3ξH − (ε+ p)

)
+ 4η

(
3H2 − ε− Λ

)
− 4ηϕ2(ν), (2.100c)

ãäå ϕ1 è ϕ2 åñòü ôóíêöèè îò τ .

Â ñëó÷àå òîëüêî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ϕ1(ν) = mν + λ(n− 2)νn, ϕ2(ν) = mν − λνn.

Âêëþ÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ äàåò ϕ1(ν) = mν + nνn+2

2(1+λνn)2
, ϕ2(ν) = mν + ν2

2(1+λνn)
.
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Ðèñ. 2.63: Âåêòîðíîå ïîëå, α = 4, β = 1, ζ =
1/2, A = 1, B = 1,m = 4,Λ = −1, λ = −1
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Ðèñ. 2.64: è åãî ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Âáëèçè òî÷êè ε = ∞ ñäåëàåì çàìåíó ε = 1/µ. Ñèñòåìà ïðèìåò âèä

ν̇ = −3Hν, (2.101a)

Ḣ =
3

2
BHµ−β +

1

2
(1− ζ)µ−1 − 3H2 + Λ+

1

2
ϕ1(ν), (2.101b)

µ̇ = 4A
(
−3H2 + Λ + ϕ2(ν)

)
µ2−α − 9BH2µ2−β + 4Aµ1−α + 3H(1 + ζ)µ.(2.101c)

Êàê âèäíî èç (2.101c) â îòñóòñòâèè âÿçêîñòè îáîèõ ðîäîâ (A = 0, B = 0) îáîñòðå-
íèå ïî ïëîòíîñòè ýíåðãèè íåâîçìîæíî.

Áóäåò ëè îáîñòðåíèå â áóäóùåì èëè â ïðîøëîì, çàâèñèò îò çíàêà êîýôôèöèåíòà
ïðè ñòåïåíè µ ñ íàèìåíüøèì ïîêàçàòåëåì.

Ïóñòü A = 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîñòðåíèå ïîÿâèëîñü ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè H,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëî β > 1. Â ýòîì ñëó÷àå îñîáåííîñòü áóäåò â áóäóùåì (Big Rip).

Ïóñòü òåïåðü B = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îáîñòðåíèå íàñòóïèò â îáðàòíîì âðåìåíè (â
ïðîøëîì - Big Bang), åñëè α > 1.

Â ïðèâåäåííîì äàëåå ñëó÷àå èìåþòñÿ òðàåêòîðèè, íà êîòîðûõ áåñêîíå÷íàÿ ïëîò-
íîñòü ýíåðãèè ε äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ñèíèì öâåòîì îêðàøåíî ïðîøëîå,
êðàñíûì - áóäóùåå.

Íà ðèñóíêàõ 2.67 è 2.68 ïîêàçàíî êàê ìåíÿþòñÿ îáúåì, ïàðàìåòð Õàááëà èëè ïëîò-
íîñòü ýíåðãèè. È â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò ìåñòî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ðîñòà ïëîòíîñòè
ýíåðãèè ïðè áåñêîíå÷íîì îáúåìå - ò.å., âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìûå Áîëüøîé Ðàçðûâ.
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Ðèñ. 2.65: Òðàåêòîðèè ýâîëþöèè, α = 4, β = 1, ζ =
1/2, A = 1, B = 1,m = 4,Λ = −1, λ = −1
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Ðèñ. 2.66: Èçìåíåíèå îáúåìíîãî ïàðàìåòðà

2.6 Âûâîäû

Â ðàìêàõ Áèàíêè òèïà-I êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìîòðåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñè-
ñòåìà íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî, ñêàëÿðíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé â ïðèñóòñòâèè
âÿçêîé æèäêîñòè è êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Íåëèíåéíûé ÷ëåí â ëàãðàíæèàíå
ñïèíîðíîãî ïîëÿ âîçíèêàåò ëèáî çà ñ÷åò ñàìîäåéñòâèÿ ëèáî â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì.

Âûâåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ìàñøòàáà îáúåìà τ , ïîñòîÿííîé Õàááëà H è
ïëîòíîñòè ýíåðãèè ε. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ âûðàæåíû ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè τ(t), ãäå
τ ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáíîé åäèíèöåé îáúåìà âñåëåííîé òèïà BI. Íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ
ïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ âûáîðàõ íåëèíåéíîñòè è âÿçêîñòè.

Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü èíòåðåñíîé, áûë ïðîâåäåí
äåòàëüíûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç è âûÿñíåíû ðîëè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ
â ñèñòåìó. Âûïîëíåí ïîëíûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç ýâîëþöèè íà ãðàíèöàõ è ïîëó÷åíû
÷èñëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ îñîáî èíòåðåñíûõ ñëó÷àåâ.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà,
äàæå ïðè îòñóòñòâèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, äîïóñêàåò ðåøåíèÿ òèïà Áîëüøî-
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Ðèñ. 2.67: Òðàåêòîðèÿ ýâîëþöèè â ñëó÷àå ñïèíîð-
íîãî ïîëÿ ñ ñàìîäåéñòâèåì ïðè, α = 4, β = 1, ζ =
1/2, A = 1, B = 1,m = 4,Λ = −1, λ = −1

ãî Ðàçðûâà (Big Rip), ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ñèñòåìû ñ ôàíòîìíîé ìàòåðèåé. Â îòëè÷èå
îò ñèñòåìû ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, ãäå çíàê Λ-÷ëåíà îïðåäåëÿåò áóäåò ëè ýâîëþöèÿ
ñ óñêîðåííûì ðàñøèðåíèåì èëè êîëåáàòåëüíîé, â ñëó÷àå âÿçêîé æèäêîñòè îí óæå íå
èãðàåò òàêóþ ðîëü. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ýâîëþöèÿ ìîæåò áûòü ðàñøèðÿþ-
ùåéñÿ èëè îñöèëëèðóþùåé ïðè ëþáîì çíàêå Λ.

Ýòî ñèñòåìà òàêæå áûëà èçó÷åíà ñ òî÷êè çðåíèÿ îáîñòðåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îáîñòðå-
íèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè íàëè÷èè âÿçêîñòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ íàáëþäàþòñÿ è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ôè-
çèêè è ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè êàòàñòðîô, äåìîãðàôèè
è òàê äàëåå.
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Ðèñ. 2.68: Òðàåêòîðèÿ ýâîëþöèè â ñëó÷àå âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ïðè,
α = 4, β = 1, ζ = 1/2, A = 1, B = 1,m = 4,Λ =
−1, λ = −1



Ãëàâà 3

Ðàííÿÿ èíôëÿöèÿ, èçîòðîïèçàöèÿ è

ïîçäíåå óñêîðåíèå Âñåëåííîé òèïà

Áèàíêè-I

3.1 Ââåäåíèå

Îäíà èç îñíîâíûõ öåëåé êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ðàçíûõ ôàç Âñå-
ëåííîé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýâîëþöèè åå ïîëÿ óñêîðåíèÿ. Ïåðâàÿ ýïîõà - ýïîõà áûñòðî-
ãî ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé, èçâåñòíà êàê èíôëÿöèîííîé ïåðèîä. Áîëüøèíñòâî òåîðèè
îïèñûâàåò ýòîò ïåðèîä ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êîòîðîå ñâÿçàíî ñ ãèïîòåòè÷å-
ñêèì èíôëàòîíîì (in�aton). Ñëåäóþùàÿ ýïîõà ñâÿçàíî ñ çàìåäëåíèåì êîãäà ìàòåðèÿ
è èçëó÷åíèå äîìèíèðóþò íàä ñêàëÿðíûì ïîëåì. À íàñòîÿùàÿ ýðà õàðàêòåðèçóåòñÿ
óñêîðåííûì ðàñøèðåíèåì, ãäå äîìèíèðóåò òåìíàÿ ìàòåðèÿ è òåìíàÿ ýíåðãèÿ. Ïîä
ïîçäíåì óñêîðåíèåì ìû ïîäðàçóìåâàåì óñêîðåíèå íàáëþäàåìîå â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ èçîòðîïèè êîñìè÷åñêîãî ìèêðîâîëíîâîãî ôî-
íîâîãî èçëó÷åíèÿ è ðàçìûøëåíèÿ î êîëè÷åñòâå ãåëèÿ, ñôîðìèðîâàííîãî â íà÷àëüíîé
ñòàäèè ýâîëþöèè Âñåëåííîé, ñòèìóëèðîâàëè òåîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå àíèçîòðîïíûõ
êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â íàñòîÿùåé ñòàäèè ýâîëþöèè Âñåëåííàÿ ñôåðè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íà è ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèè â íåé, â îáùåì, èçîòðîïíî è îäíîðîäíî. Íî â
íà÷àëüíîé ñòàäèè ýâîëþöèè êàðòèíà íå ìîãëà áû áûòü òàêîé ãëàäêîé, òàê êàê âáëèçè
ñèíãóëÿðíîñòè Áîëüøîãî Âçðûâà ïðåäïîëîæåíèå î ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ðàâíî êàê
è îá èçîòðîïèè íå ìîãëî áûòü ñòðîãî äîïóñòèìûì. Àíèçîòðîïèÿ êîñìè÷åñêîãî ðàñøè-
ðåíèÿ, êîòîðàÿ, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, èñ÷åçàåò ñî âðåìåíåì, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé
âåëè÷èíîé. Ïîñëåäíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, à òàêæå òåîðåòè÷åñêèå àðãóìåíòû
ïîääåðæèâàþò ñóùåñòâîâàíèå àíèçîòðîïíîé ôàçû ðàñøèðåíèÿ, êîòîðàÿ âåäåò ê èçî-
òðîïíîé ôàçå. Êàê ðàç ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è äèêòóåò èçó÷åíèå ìîäåëè Âñåëåííîé ñ
àíèçîòðîïíûì ôîíîì.

Ñàìûå ïðîñòûå ìîäåëè ðàñøèðÿþùåéñÿ âñåëåííîé - ýòî òå, êîòîðûå ïðîñòðàí-
ñòâåííî îäíîðîäíû è èçîòðîïíû. Òàêèå ìîäåëè âïåðâûå áûëè èçó÷åíû Ôðèäìàíîì
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À.À. [134, 135], Ðîáåðòñîíîì (Robertson) [235, 236, 237] è Óîêåðîì (Walker) [304]. Õî-
òÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå è èçîòðîïíûå ìîäåëè Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà
(FRW) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êàê õîðîøèå àïïðîêñèìàöèè íàñòîÿùåé è íà÷àëüíîé
ñòàäèè Âñåëåííîé, êðóïíîìàñøòàáíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèè â íàáëþäàåìîé Âñåëåí-
íîé, â îñíîâíîì ïðåäñòàâëåííîé â ôîðìå äèñêðåòíîé ñòðóêòóðû, íå ïîêàçûâàåò îä-
íîðîäíîñòü â âûñøèõ ïîðÿäêàõ. Íàïðîòèâ, ðåëèêòîâîå èçëó÷åíèå, ÷òî ñóùåñòâåííî
â ìèêðîâîëíîâîé îáëàñòè, ÷ðåçâû÷àéíî îäíîðîäíî. Îäíàêî, ïîñëåäíèå êîñìè÷åñêèå
èññëåäîâàíèÿ çàôèêñèðîâàëè àíèçîòðîïèþ â êîñìè÷åñêîì ìèêðîâîëíîâîì ôîíå. Íà-
áëþäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ðàäèîìåòðà êîñìè÷åñêîé ôîíîâîé àïïàðàòóðû (Cosmic
Background Explorer) çàôèêñèðîâàëè àíèçîòðîïèè â ðàçíûõ óãëîâûõ øêàëàõ. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè àíèçîòðîïèè ñêðûâàþò â ñâîèõ íåäðàõ âñþ èñòîðèþ êîñìè÷åñêîé
ýâîëþöèè, âïëîòü äî ðåêîìáèíàöèè, è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïîêàçàòåëü (indicative)
ãåîìåòðèè è ñîñòàâëÿþùåé ìàòåðèè âñåëåííîé. Åùå áîëüøå îá àíèçîòðîïèè êîñìè÷å-
ñêîãî ìèêðîâîëíîâîãî ôîíà, êàê îæèäàåòñÿ, áóäåò èçâåñòíî ïîñëå èññëåäîâàíèÿ ïðî-
áû ìèêðîâîëíîâîé àíèçîòðîïèè. Ñóùåñòâóåò øèðîêîå ñîãëàñèå ñðåäè êîñìîëîãîâ, ÷òî
ó àíèçîòðîïèè êîñìè÷åñêîãî ìèêðîâîëíîâîãî ôîíà â ìàëîé óãëîâîé øêàëå èìååòñÿ
êëþ÷ ê ôîðìèðîâàíèþ äèñêðåòíîé ñòðóêòóðû. Òåîðåòè÷åñêèå àðãóìåíòû [204] è ñî-
âðåìåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïîääåðæèâàþò ñóùåñòâîâàíèå àíèçîòðîïíîé
ôàçû, êîòîðàÿ ïåðåõîäèò â èçîòðîïíóþ. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ ìîäåëè ñ àíèçîòðîïíîé èñòîðèåé. Ïåðâûå àíèçîòðîïíûå êîñìîëîãè÷åñêèå
ìîäåëè äëÿ èçó÷åíèÿ ðåàëüíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì áûëè èñïîëüçîâàíû Ëåìèò-
ðîì (Lemaitre) [197]. Öåëüþ åãî ðàáîòû áûëî âûÿñíèòü ÿâëÿåòñÿ ëè ñèíãóëÿðíîñòü
Áîëüøîãî Âçðûâà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ìîäåëè Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà, ïðîñòî
ñëåäñòâèåì ïðåäïîëàãàåìîé ñèììåòðèè. Â êîíöå 60 ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà òðè ðàçëè÷-
íûå ïàðàäèãìû àñòðîôèçè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ îïðåäåëÿëè èíòåðåñ ê îäíîðîäíûì
íî àíèçîòðîïíûì êîñìîëîãè÷åñêèì ìîäåëÿì [298]: äèñêóòèðóÿ âîçìîæíîñòè èñêîííî-
ãî (primordial) ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåëüäîâè÷ [16] è Òîðí (Thorne) [299] ðàññìàòðèâàëè
àíèçîòðîïíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè; èçó÷àÿ ôàêòîðû, êîòîðûå ìîãóò ïîâëèÿòü
íà êîëè÷åñòâî ïåðâè÷íîãî ãåëèÿ â êîñìîëîãèè Áîëüøîãî Âçðûâà Õîóêèíã (Hawking)
è Òåéëîð (Tayler) [156] ðàññìàòðèâàëè àíèçîòðîïíûå ìîäåëè; Êðèñòèàí (Kristian) è
Ñà÷ (Sachs) [194] òàê æå êàê Êàíòîâñêèé (Kantowski) è Ñà÷ [178], èçó÷àÿ ñòåïåíü òî-
ãî, íà ñêîëüêî íàøà Âñåëåííàÿ ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå èçîòðîïíîé, ðàññìàòðèâàëè
àíèçîòðîïíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè. Çåëüäîâè÷ âïåðâûå ïðåäëîæèë, ÷òî ðàííÿÿ
èçîòðîïèçàöèÿ ïðîöåññà êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ìîæåò âîçíèêàòü â ñëåäñòâèå
êâàíòîâîãî ýôôåêòà ðîæäåíèÿ ÷àñòèö âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè [17]. Ýòî ïðåäïîëîæå-
íèå äàëåå ïîäòâåðæäàëîñü ðàçíûìè àâòîðàìè [31, 200, 165]. Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ
óðàâíåíèé Êëåéíà-Ãîðäîíà è Äèðàêà â àíèçîòðîïíûõ ìîäåëÿõ âûðîñ ïîñëå òîãî êàê
Õó (Hu) è Ïàðêåð (Parker) [165] äîêàçàëè, ÷òî ðîæäåíèå ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö â àíèçî-
òðîïíîì ôîíå ìîæåò ðàññåÿòü àíèçîòðîïèþ ñ ðàñøèðåíèåì âñåëåííîé. Èññëåäîâàíèÿ,
ïîõîæèå íà ñäåëàííûå Ëåìèòðîì, áûëè ïðîâîäåíû â 60 õ ãîäàõ. Öåëü áûëà ïîñìîò-
ðåòü, ìîæåò ëè èçáûòîê ãåëèÿ îáúÿñíåí ëó÷øèì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ àíèçîòðîïíîé
êîñìîëîãèè. Ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ ïîñêîëüêó àíèçîòðîïèÿ óñêîðÿåò ýâîëþöèþ íà ïðî-
òÿæåíèè ïåðâè÷íîãî ôîðìèðîâàíèÿ äåéòðèÿ (deuterium) è êîãäà íåéòðîíû è ôîòîíû
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óæå áîëüøå íå íàõîäÿò äðóã äðóãà äëÿ ñîåäèíåíèÿ. Ïèîíåðîì â ýòîé ïîïûòêå áûëà
ðàáîòà [156].

Âñåëåííàÿ Áèàíêè òèïà-I (BI), áóäó÷è íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì ïëîñêîé
Âñåëåííîé Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà (FRW), ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ ïðîñòûõ
ìîäåëåé àíèçîòðîïíîé Âñåëåííîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò îäíîðîäíóþ è ïðîñòðàíñòâåííî
ïëîñêóþ Âñåëåííóþ. Â îòëè÷èå îò FRW Âñåëåííîé, ó êîòîðîé ìàñøòàáíûå ôàêòîðû
âî âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèÿõ îäèíàêîâû, ó BI âñå ýòè ôàêòîðû ðàçíûå, òåì ñàìûì îíà
ââîäèò àíèçîòðîïèþ â ñèñòåìó. Áîëåå òîãî, âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè îíà âåäåò ñåáÿ ïî-
õîæå íà Âñåëåííóþ Êàçíåðà äàæå â ïðèñóòñòâèè ìàòåðèè, è òåì ñàìûì ïîïàäàåò â
ðàìêè îáùåãî àíàëèçà ñèíãóëÿðíîñòåé, ïðîâåäåííîãî Áåëèíñêèì ñ ñîàâòîðàìè [74].
Äàëåå, âî Âñåëåííîé, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ ñîñòîÿ-
íèÿ p = ζ ε, ζ < 1, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èçíà÷àëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ â BI Âñåëåííîé
áûñòðî èñ÷åçàåò è îíà ïðåâðàùàåòñÿ â FRW Âñåëåííóþ [172]. Ïîñêîëüêó ñîâðåìåííàÿ
Âñåëåííàÿ óäèâèòåëüíî èçîòðîïíà, ýòî ñâîéñòâî äåëàåò BI Âñåëåííóþ ñàìûì ïîäõî-
äÿùèì êàíäèäàòîì äëÿ èçó÷åíèÿ âîçìîæíûõ ýôôåêòîâ íà÷àëüíîé àíèçîòðîïèè äëÿ
ñåãîäíÿøíåãî íàáëþäåíèÿ. Â ñâåòå âàæíîñòè âûøå ñêàçàííîãî ðàçíûå àâòîðû èçó÷àëè
BI Âñåëåííóþ ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ.

Íàáëþäåíèå äàëåêèõ ñâåðõíîâûõ è ôëóêòóàöèé ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ íàçåìíûõ è âûñîòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, à èìåííî, ïîñëåäíèå äàííûå ýêñïåðèìåíòà
WAMP ïîêàçàëè, ÷òî ÷òî íàøà Âñåëåííàÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêàÿ è â äàííûé ìî-
ìåíò ðàñøèðÿåòñÿ ñ óñêîðåíèåì. Ýòîò ôàêò ìîæíî ñîãëàñîâàòü ñ òåîðèåé, åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî Âñåëåííàÿ â îñíîâíîì çàïîëíåíà òàê íàçûâàåìîé òåìíîé ýíåðãèåé. Èç-
ìåðåíèÿ ôîòîìåòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé äî ñâåðõíîâûõ çâåçä íà êîñìîëîãè÷åñêèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ, ïîäêðåïëåííûå ìíîãî÷èñëåííûìè íåçàâèñèìûìè àðãóìåíòàìè, â òîì ÷èñëå
íåäàâíèìè íàáëþäàòåëüíûìè äàííûìè îá óãëîâûõ ôëóêòóàöèÿõ òåìïåðàòóðû ðåëèê-
òîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ âî Âñåëåííîé, ïîêàçûâàþò, ÷òî îñíîâíàÿ äîëÿ
ïëîòíîñòè ýíåðãèè ìàòåðèè â ñîâðåìåííîé Âñåëåííîé ïðèíàäëåæèò èìåííî ýòîìó âè-
äó íåáàðèîííîé ìàòåðèè. Ýòà ôîðìà ìàòåðèè (ýíåðãèè) íå íàáëþäàåòñÿ â ëàáîðàòîð-
íûõ ýêñïåðèìåíòàõ, íå âçàèìîäåéñòâóåò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì èçëó÷åíèåì. Ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî è ñûãðàëî ðåøàþùóþ ðîëü â åå íàçâàíèè. Ýòî ñâîéñòâî òàêæå îòëè÷àåò
åå îò íåðåëÿòèâèñòñêîãî íåáàðèîííîãî õîëîäíîãî òåìíîãî âåùåñòâà, ðàíåå èçâåñòíîãî
èç àñòðîíîìè÷åñêèõ è êîñìîëîãè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Áîëåå òîãî â îòëè÷èå îò òåìíîé
ìàòåðèè òåìíàÿ ýíåðãèÿ ðàñïðåäåëåíà îäíîðîäíî ïî ïðîñòðàíñòâó è íå ñêðó÷èâàåòñÿ
ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèè âî âñåõ ìàñøòàáàõ è èìååò ñèëüíî îòðèöàòåëüíîå äàâëå-
íèå ïîðÿäêà ïëîòíîñòè ýíåðãèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ôîðìàëüíî òåìíóþ ýíåðãèþ ìîæíî
îïèñàòü êàê âåùåñòâî ñ îòðèöàòåëüíûì äàâëåíèåì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ëèòåðàòóðå
âñòðå÷àåòñÿ ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ, êîòîðûå òàê èëè èíà÷å ìîãëè áû îáúÿñíèòü óñêî-
ðåííóþ ôàçó ðàñøèðåíèÿ ñåãîäíÿøíåé Âñåëåííîé. Íèæå ìû ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå
òåíäåíöèè.

• Λ-÷ëåí: ×òîáû îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîå êîñìîëîãè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîëÿ Ýéíøòåéí [122, 123] ââåë îäíó ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñòîÿí-
íóþ, èçâåñòíóþ êàê êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ èëè Λ-÷ëåí, â ñèñòåìó. Ïîñëå
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òîãî êàê Õàáë (Hubble) ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðäèë, ÷òî Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿ-
åòñÿ, Ýéíøòåéí âåðíóëñÿ ê îðèãèíàëüíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ, ñêàçàâ ïðè ýòîì,
÷òî âðåìåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ, êîòîðóþ îí ñäåëàë, áûëà ñàìîé áîëüøîé îøèáêîé
åãî æèçíè. Âî âòîðîé ïîëîâèíå 60 ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Λ-÷ëåí çàíîâî ïðîÿâèë
ñåáÿ íà êîðîòêîå âðåìÿ. Íàêîíåö, ïîñëå èçûñêàòåëüñêîé ðàáîòû Ãóòõà (Guth)
[148] ïî èíôëÿöèîííîé êîñìîëîãèè èññëåäîâàòåëè íà÷àëè ðàññìàòðèâàòü ìîäå-
ëè ñ Λ-÷ëåíîì ñ ðàñòóùèì èíòåðåñîì [ïðåâîñõîäíûé îáçîð ïî êîñìîëîãè÷åñêîé
ïîñòîÿííîé ìîæíî íàéòè â [215]]. Â 1998 ãîäó äâå ãðóïïû [234, 219] íåçàâèñè-
ìî ïîêàçàëè, ÷òî íàøà Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ ñ óñêîðåíèåì ïîäòâåðæäàþùèì
ñóùåñòâîâàíèå òåìíîé ýíåðãèè. Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ôîðìà òåìíîé ýíåðãèè - ýòî ïî-
ëîæèòåëüíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ââåäåíèå ïîëîæèòåëüíîãî Λ-÷ëåíà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî óíèâåðñàëüíîé îòòàëêèâàþùåé ñèëå, ïðèâîäèò ê ñîâðåìåí-
íîìó óñêîðåííîìó ðåæèìó è ñîïðîâîæäàåòñÿ òàêèìè òåîðåòè÷åñêèìè ïðîáëå-
ìàìè êàê òîíêàÿ íàñòðîéêà (�ne-tuning) è ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèÿ (coincidence
problem), [308] êîòîðàÿ ãëàñèò: ïî÷åìó ïëîòíîñòü òåìíîé ýíåðãèè (dark energy
density) è ïëîòíîñòü ïûëè (dust matter density) â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñðàâíèìû
èëè, ïî÷åìó Âñåëåííàÿ íà÷àëà óñêîðåííî ðàñøèðÿòüñÿ òîëüêî ñåé÷àñ. Äðóãàÿ
ïðîáëåìà, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ óñêîðåííûì ðàñøèðåíèåì - ýòî ïðîáëåìà âå÷íîãî
óñêîðåíèÿ. Ââåäåíèå îòðèöàòåëüíîãî Λ-÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äîïîëíèòåëü-
íîé ãðàâèòàöèîííîé ñèëå, ìîæåò ðåøàòü ýòó ïðîáëåìó [94]. Ìîäåëè ñ Λ-÷ëåíàìè
ðàçíîãî çíàêà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [4, 244, 264, 255].

• Êâèíòýññåíöèÿ: Ýòî íàèáîëåå âñòðå÷àåìûé âèä òåìíîé ýíåðãèè [107, 276, 315,
256] ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

w =
pq
εq
, (3.1)

ïðè÷åì ýòî îòíîøåíèå ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ïîäîáíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ õî-
ðîøî èçâåñòíî, à èìåííî ïðè w ∈ [0, 1] îíî îïèñûâàåò èäåàëüíóþ æèäêîñòü. Îä-
íèì èç ñïåöèôè÷åñêèõ åå ÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ (Λ-÷ëåí)
ïðè w = −1 [215, 275, 255]. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé,
çàïîëíåííîé ïðåèìóùåñòâåííî ïîäîáíûì âåùåñòâîì, ïðîèñõîäèëî â óñêîðåííîì
òåìïå, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå w < −1/3. Îáû÷íî çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé w
âàðüèðóåòñÿ ìåæäó −1 è −1/3, ò.å., w ∈ [−1, −1/3]. Ýòî îãðàíè÷åíèå ñâÿçûâàþò
ñ òåì, ÷òî èç ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ w (êàê äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ, òàê è äëÿ
ìàëûõ âîçìóùåíèé) ôîðìàëüíî âûòåêàåò, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàëûõ
âîçìóùåíèé (íàïðèìåð çâóêà) â êâèíòýññåíöèè ïðè w < −1 ïðåâûøàåò ñêîðîñòü
ñâåòà, ñëåäîâàòåëüíî íàðóøàåò ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè.

• Ãàç ×àïëèãèíà: Äëÿ òîãî ÷òîáû îáúåäèíèòü òàêèå äâå ðàçíûå ôèçè÷åñêèå êîí-
öåïöèè êàê òåìíàÿ ìàòåðèÿ è òåìíàÿ ýíåðãèÿ è òåì ñàìûì ñâåñòè äâà ôèçè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðà â îäèí áûëî ïðåäëîæåíî äîâîëüíî ýêçîòè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ [176]. Â ýòîé ðàáîòå àâòîðû îïèñàëè ïåðåõîä Âñåëåííîé, çàïîëíåííîé
ïûëüþ, â óñêîðåííî ðàñøèðÿþùóþñÿ Âñåëåííóþ. Ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ â [176],
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áûëà îáîáùåíà â ðàáîòàõ [86, 76]. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü ãàçà ×àïëûãèíà çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèè

pch = − A

εαch
, (3.2)

ãäå A íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ è 0 < α ≤ 1. Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü,
ïðåäëîæåííàÿ â [176], ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ α = 1. Çàìåòèì, ÷òî ãàç ×àïëû-
ãèíà îðèãèíàëüíî áûë ââåäåí â àýðîäèíàìèêå [52]. Èìååòñÿ äîâîëüíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîé ìîäåëè [77, 78, 61, 69, 118, 85, 126, 127, 207,
143, 114, 278, 70, 211, 87, 151, 140, 152, 192, 75, 144, 84, 291, 171, 254].

• Òåìíàÿ ýíåðãèÿ òèïà ôàíòîì (Phantom): Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ñ÷èòà-
ëîñü, ÷òî ñòàíäàðòíûé êîñìîëîãè÷åñêèé èñòî÷íèê òåìíîé ýíåðãèè äîëæåí èìåòü
íåçíà÷èòåëüíîå ïî âåëè÷èíå îòðèöàòåëüíîå äàâëåíèå, òàêîå ÷òî −ε < p < 0 è
íè â êîåì ñëó÷àå îíî íå äîëæíî ïðåâûøàòü çàãàäî÷íûé áàðüåð p = −ε = −Λ,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî íàðó-
øàëîñü òîëüêî ñèëüíîå ýíåðãåòè÷åñêîå óñëîâèå (strong energy condition) Õîêèíãà
è Ïåíðîóçà:

ε+ 3p > 0, ε+ p > 0, (3.3)

è äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ ìîãëà èìåòü äâà ñöåíàðèÿ: Àñèìïòîòè÷åñêàÿ Ïóñòîòà
èëè Áîëüøîé Õðóñò (Big Crunch). Îäíàêî ãëóáîêèé àíàëèç äàííûõ, ïîëó÷åííûõ
èç ñâåðõíîâûõ, ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ è êðóïíîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû, ïîêàçû-
âàåò, ÷òî òåìíîé ýíåðãèåé ìîæåò òàêæå áûòü ìàòåðèÿ, ÷üå äàâëåíèå ìåíüøå, ÷åì
ìèíóñ ïëîòíîñòü ýíåðãèè è ïîýòîìó íàðóøàåòñÿ è ñëàáûå è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå
ýíåðãåòè÷åñêèå óñëîâèÿ. Ýòà ìàòåðèÿ áûëà íàçâàíà ôàíòîìîì (phantom) è îíà
ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî íîâîìó òèïó ýâîëþöèè. Ôàíòîì - ýòî òåìíàÿ ýíåðãèÿ
ñ ñèëüíûì îòðèöàòåëüíûì äàâëåíèåì è ìîæåò áûòü èììèòèðîâàíà ñêàëÿðíûì
ïîëåì ϕ ñ îòðèöàòåëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ñ Ëàãðàíæèàíîì

L =
l

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ), (3.4)

ãäå l = −1 îïèñûâàåò ôàíòîì, à l = 1 ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïîëå. Çäåñü v(ϕ) -
ïîòåíöèàë. Ñàìûé ïîðàçèòåëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïðèïèñûâàåòñÿ ôàíòîìó,
ýòî òî, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî ôàêòîðó ìàñøòàáà (scale
factor). Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíûõ èñòî÷íèêîâ, êîãäà ðîñò ïëîò-
íîñòè ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà, â äàííîì ñëó-
÷àå ðîñò ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñîïðîâîæäàåò ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé. Ýòî ïðèâîäèò
ê ïîÿâëåíèþ â áóäóùåì ñèíãóëÿðíîñòåé, ÷òî â ñèëó îñîáûõ ñâîéñòâ íàçûâàåòñÿ
áîëüøèì ðàçðûâîì (Big Rip). Â ýòîì ñëó÷àå çà êîíå÷íîå âðåìÿ ðàçìåð Âñåëåí-
íîé îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü [120, 115]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè w < −1 óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ (3.1) òàêæå äàåò ôàíòîì.

• Êîëåáàòåëüíàÿ òåìíàÿ ýíåðãèÿ: Ïîñëå îáíàðóæåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî óñêî-
ðåíèÿ Âñåëåííîé âîçíèêëî ìíîæåñòâî ïðîáëåì. Îäíà èç ñàìûõ îçàäà÷èâàþùèõ
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- ýòî ïðîáëåìà âå÷íîãî óñêîðåíèÿ [238]. Ïîëîæèòåëüíûé êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí
[255] òàêæå êàê è áîëüøèíñòâî ìîäåëåé, ïðåäëîæåííûõ â ëèòåðàòóðå, ïðèâî-
äèò ê âå÷íî óñêîðåííîìó ðåæèìó. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ äëÿ
èõ óñòðàíåíèÿ. Â ðàáîòå [289] ïðåäëàãàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü öèêëè÷å-
ñêîé Âñåëåííîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ïåðèîäè÷åñêîå ðàñøèðåíèå è ñæàòèå. Êàæäûé
öèêë íà÷èíàåòñÿ Áîëüøèì Âçðûâîì (big bang) è çàêàí÷èâàåòñÿ ñ Áîëüøèì Õðó-
ñòîì (big crunch), ÷òîáû ñíîâà âîçíèêàòü ïðè áîëüøåì âçðûâå. Ôàçà ðàñøèðåíèÿ
êàæäîãî öèêëà ñîäåðæèò ýðó èçëó÷åíèÿ, ìàòåðèè è êâèíòýññåíöèè, ïîñëåäíÿÿ èç
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñîâðåìåííîìó óñêîðåííîìó ðàñøèðåíèþ. Â ðàáîòå [130]
èññëåäóþòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ãäå ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë V (ϕ) ìîæåò
áûòü îòðèöàòåëüíûì ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ϕ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ
öèêëè÷åñêàÿ ìîäåëü Âñåëåííîé. Îäèí èç ñàìûõ ïðîñòûõ ñïîñîáîâ äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ öèêëè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëèçóåòñÿ ââåäåíèåì îòðèöàòåëüíîãî Λ-÷ëåíà âìåñòå
ñ íåêîòîðûì ïîòåíöèàëîì [244, 264, 94]. Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëè ðàññìàòðèâàåìûå
â [244, 264], äàþò êàê öèêëè÷åñêèå [íàçâàíû àâòîðîì êàê íåïåðèîäè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ, òàê êàê â ñèëó òîãî, ÷òî âåëè÷èíà ìàñøòàáíîãî îáúåìà (volume scale) ñòðîãî
íåîòðèöàòåëüíà è ïðè íóëåâîì åå çíà÷åíèè âîçíèêàåò ñèíãóëÿðíîñòü, õîòÿ ìà-
òåìàòè÷åñêè ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæàòü è ñíîâà âûéòè íà íîâûé öèêë, ìû
ýòîãî íå äåëàëè] òàê è îñöèëëèðóþùèå [âñþäó ïîëîæèòåëüíûå] ðåøåíèÿ. Àâòî-
ðîì áûëà òàêæå ïðåäëîæåíà ìîäåëü ñ ìîäèôèöèðîâàííîé êâèíòýññåíöèåé, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü öèêëè÷åñêèå èëè îñöèëëèðóþùèå êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ
[256]. Îñöèëëèðóþùàÿ òåìíàÿ ýíåðãèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ
â äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâêàõ áûëà ðàññìîòðåíà â [209]. Áûëî ïîêàçà-
íî, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü òåìíîé ýíåðãèè ïðåäïîëàãàåò åñòåñòâåííîå îáúåäèíåíèå
íà÷àëüíîé èíôëÿöèè ñ ñîâðåìåííûì óñêîðÿþùèìñÿ ðåæèìîì ðàñøèðåíèÿ. Ìî-
äåëü ñ îñöèëëèðóþùåé òåìíîé ýíåðãèåé òàêæå áûëà ðàññìîòðåíà â [199].

• Ìîäåëè ñ âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó òåìíîé ýíåðãèåé è òåìíîé ìàòåðè-
åé: Õîòÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðîâåðêè â ñîëíå÷íîé ñèñòåìå íàëàãàþò ñòðîãèå
îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíîñòü íåìèíèìàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåìíîé
ýíåðãèåé è îáû÷íîé (ôîíîâîé) ìàòåðèåé [310], áëàãîäàðÿ íåèçâåñòíîé ïðèðîäå
òåìíîé ìàòåðèè êàê îñíîâíîé ÷àñòè ýòîãî ôîíà, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äî-
ïîëíèòåëüíîãî (íå ãðàâèòàöèîííîãî) âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåìíîé ýíåðãèåé è
òåìíîé ìàòåðèåé áåç ïðîòèâîðå÷èÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Áîëåå òî-
ãî, â ðàáîòàõ [212, 218] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëè ñ âçàèìîäåéñòâóþùåé òåì-
íîé ýíåðãèåé íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâðåìåííûìè íàáëþäàåìûìè
äàííûìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâèëîñü ìíîæåñòâî ðàáîò, ïðåäëàãàþùèõ ìîäåëè ñ
âçàèìîäåéñòâóþùèìè òåìíîé ýíåðãèåé è òåìíîé ìàòåðèåé [142, 104].

• Ñêàëÿðíî-òåíçîðíûå (Scalar-tensor) ìîäåëè òåìíîé ýíåðãèè: Ñêàëÿðíî-
òåíçîðíàÿ òåîðèè ãðàâèòàöèè - ýòî àëüòåðíàòèâíàÿ èëè îáîáùåííàÿ òåîðèÿ ãðà-
âèòàöèè Ýéíøòåéíà, ãäå ïîìèìî òåíçîðíîãî ïðèñóòñòâóåò è ñêàëÿðíîå ïîëå. Îíà
áûëà ïðåäëîæåíà ïî÷òè ïîëâåêà íàçàä â ðÿäå ðàáîò [132, 174, 88] è àêòóàëüíà
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íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äëÿ îáúÿñíåíèÿ óñêîðåííîãî ðåæèìà ðàñøèðåíèÿ, îñîáåí-
íî â èíôëÿöèîííîì è êâèíòýññåíöèîííîì ñöåíàðèè. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêàëÿðíîå è ãðàâèòàöèîííîå ïîëÿ φ è gµν ñâÿçàíû ñ âåùå-
ñòâîì ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé ìåòðèêè g̃µν = A2(φ)gµν . Â ðàáîòå
[136] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêàëÿðíî-òåíçîðíàÿ ìîäåëü òåìíîé ýíåðãèè ñ íîâîé ôè-
çè÷åñêîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, èìåííî, ñêàëÿðíîå ïîëå φ ãðàâèòîíà îòâå÷àåò çà
èçìåíåíèå ãðàâèòàöèè. Ñêàëÿðíî-òåíçîðíûå ìîäåëè îáû÷íîé è ôàíòîìíîé òåì-
íîé ýíåðãèè áûëè èññëåäîâàíû â [137]. À ïîäîáíûå ìîäåëè äëÿ ïðîñòðàíñòâà
òèïà Áèàíêè-I áûëè ðàññìîòðåíû â [129]. Â ýòîé ðàáîòå äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé áûëî îïèñàíî äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé.

• Ìîäåëè ñ Òàõèîííîé (Tachyon) ìàòåðèåé: Èäåÿ òàõèîíà íå íîâà è ïîñëå
ðÿäà ðàáîò [281, 282] ýòè ÷àñòèöû ñíîâà íàøëè ïðèìåíåíèå â êîñìîëîãèè. Îíè
äî ñèõ ïîð íå íàáëþäàþòñÿ è íåêîòîðûå èõ òèïû (rolling tachyon) îáëàäàþò
î÷åíü èíòåðåñíûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, ãäå åãî ïàðàìåòðû ãëàäêî ìåíÿþòñÿ
â ïðåäåëàõ (−1, 0). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò òàõèîí îäíèì èç êàíäèäàòîâ íà
òåìíóþ ýíåðãèþ [288, 283, 108, 95, 284]. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìîäåëåé òàõèîí-
íîé òåìíîé ýíåðãèè. Îäíà èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé áûëà ïðåäëîæåíà
â [277]. Îíà çàäàåòñÿ ïàðàìè êîñìîëîãè÷åñêîé äèàãíîñòèêè {r, s} íàçûâàåìûìè
äåòåðìèíàíòàìè ñîñòîÿíèÿ (state�nder):

r =
∂3a/∂t3

aH3
, s =

r − 1

3(q − 1/2)
, (3.5)

ãäå q ýòî ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ, a ìàñøòàáíûé ôàêòîð FRW ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ïîñêîëüêó ðàçíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ñâÿçàííûå ñ òåìíîé ýíåðãèåé, ïîêà-
çûâàþò êà÷åñòâåííî ðàçíûå òðàåêòîðèè íà r − s ïëîñêîñòè, ïðåäëîæåííàÿ äèà-
ãíîñòèêà ìîæåò ðàçëè÷èòü ýòè ìîäåëè òåìíîé ýíåðãèè.

• Ìîäåëè ñî ñïèíîðíûì ïîëåì: Ïîñëåäíåå âðåìÿ êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñî
ñïèíîðíûì ïîëåì øèðîêî èçó÷àþòñÿ ðàçíûì àâòîðàìè [270, 269, 243, 244, 264,
64]. Îäíîé èç îñíîâíûõ öåëåé ðàáîòû [270, 269, 243, 244, 264] áûëî íàõîæäå-
íèå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ,
îñîáåííî ïðè íàëè÷èè êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé (Λ-÷ëåí), êîòîðàÿ èãðàåò
ðîëü äîïîëíèòåëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåãóëÿð-
íûå ðåøåíèÿ. Òàêæå áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ââåäåíèå íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî
ïîëÿ ïðèâîäèò ê áûñòðîìó ðàñøèðåíèþ Âñåëåííîé. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ïîçâîëÿåò íàì ðàññìàòðèâàòü ñïèíîðíîå ïîëå êàê îäèí èç âîçìîæíûõ êàíäèäà-
òîâ äëÿ îáúÿñíåíèÿ óñêîðåííîé ôàçû ðàñøèðåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì çà ïîñëåäíåå
âðåìÿ â ëèòåðàòóðå ïîÿâèëñÿ ðÿä ðàáîò, ãäå â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîé ìîäåëè
òåìíîé ýíåðãèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèíîðíîå ïîëå [233, 257, 258, 259].

• Êâèíòîì (Quintom) Ìîäåëè: Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü ïîâåäåíèå òåìíîé ýíåð-
ãèè ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ (3.1) ñ w > −1 â ïðîøëîì è w < −1 â íàñòîÿùåå
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âðåìÿ áûëà ïðåäëîæåíà êâèíòîì ìîäåëü [131]. Êâèíòîì - ýòî äèíàìè÷åñêàÿ ìî-
äåëü òåìíîé ýíåðãèè è îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ ìîäåëåé òåìíîé ýíåðãèè òåì, ÷òî
ïî äðóãîìó îïðåäåëÿåò êîñìîëîãè÷åñêóþ ýâîëþöèþ. Îäíà èç õàðàêòåðíûõ ÷åðò
Êâèíòîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî åå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìîæåò ãëàäêî
ïåðåõîäèòü çíà÷åíèå w = −1 [92]. Â îòëè÷èå îò (3.1), ãäå w ñóòü ïîñòîÿííîå, â
êâèíòîì ìîäåëè îíî çàâèñèò îò âðåìåíè è ìîæåò áûòü çàäàí â âèäå

w(t) = −r − s

t2
, (3.6)

ãäå r è s - íåêîòîðûå ïàðàìåòðû. Ìíîãèå àâòîðû èñïîëüçîâàëè êâèíòîì ìî-
äåëü äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïðîèçâîäèòü Âñåëåííîé ñ ðåçêèì ïðèæêîì (bouncing
Universe). Ñïèíîðíîå îïèñàíèå êâèíòîìà áûëî äàíî â ðàáîòå [93].

• Ìîäåëè ñî ïàðàìåòðîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ: Ïîìèìî âûøå óïîìèíÿòûõ
ìîäåëåé â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îïèñàòü òåìíóþ ýíåðãèþ ñ ïî-
ìîùüþ çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ïàðàìåòðà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ [220, 221, 222].
Â ýòèõ ìîäåëÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð çàìåäëèíèÿ ñóòü ïîñòîÿííàÿ âå-
ëè÷èíà. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ äâà òèïà ðåøåíèÿ - îäíî èç êîòîðûõ â âèäå ñòå-
ïåííîé ôóíêöèè, à âòîðîå ýêñïîíåíöèàëüíîå. Ýòè ðåøåíèÿ îïèñûâàþò ðàñøè-
ðÿþùèåñÿ ñèíãóëÿðíóþ è íå-ñèíãóëÿðíóþ Âñåëåííûå, ñîîòâåòñòâåííî. Äèàïàçîí
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ w â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàõîäèòñÿ â õîðî-
øåì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñëåäíèìè íàáëþäàòåëüíûìè äàííûìè, à èìåííî (i) SNe
Ia data 2003 [180], (ii) SNe Ia data collaborated with CMBR anisotropy and galaxy
clustering statistics) 2004 [296], è (iii) a combination of cosmological datasets coming
from CMB anisotropies, luminosity distances of high redshift type Ia supernovae and
galaxy clustering 2009 [162, 181].

Â íàñòîÿùåì îáçîðå ìû èçó÷èì ýâîëþöèþ èçíà÷àëüíî àíèçîòðîïíîé âñåëåííîé
ïðè íàëè÷èè â íåé (i) èäåàëüíîé æèäêîñòè, çàäàííîé êàê îáû÷íîé òàê è æèäêîñòüþ
Âàí äåð Âààëüñà; (ii) òåìíîé ýíåðãèè, çàäàííîé â âèäå Λ-÷ëåíà, êâèíòýññåíöèè è ãàçà
×àïëûãèíà; (iii) ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ ñàìîäåéñòâèåì è èíäóöèðîâàííîé íåëèíåéíîñòüþ.

3.2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíüøå, ìû ðàññìîòðèì ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó, ãäå â êà-
÷åñòâå èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âûñòóïàþò ðàçíûå ìàòåðèè è ïîëÿ. Ïîýòîìó
ìû íà÷íåì ñ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Â íàøåì ñëó÷àå îíî çàäàåòñÿ ìåòðèêîé Áèàíêè I
(BI):

ds2 = dt2 − a21dx
2
1 − a22dx

2
2 − a23dx

2
3, (3.7)

ãäå ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ai çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè, à ñêîðîñòü ñâåòà âûáèðàåòñÿ
ðàâíîé åäèíèöå. Ìû òàêæå îïðåäåëèì ôóíêöèþ

τ = a1a2a3, (3.8)
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êîòîðàÿ íè÷òî èíîå êàê ìàñøòàá îáúåìà (volume scale) ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè BI.
Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâó BI ìîãóò áûòü íàïèñàíû

â âèäå:

ä2
a2

+
ä3
a3

+
ȧ2
a2

ȧ3
a3

= κT 1
1 , (3.9a)

ä3
a3

+
ä1
a1

+
ȧ3
a3

ȧ1
a1

= κT 2
2 , (3.9b)

ä1
a1

+
ä2
a2

+
ȧ1
a1

ȧ2
a2

= κT 3
3 , (3.9c)

ȧ1
a1

ȧ2
a2

+
ȧ2
a2

ȧ3
a3

+
ȧ3
a3

ȧ1
a1

= κT 0
0 . (3.9d)

Çäåñü T ν
µ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé. Çàìåòèì, ÷òî èñòî÷íèêè âû-

áèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ òðåõ îñíîâíûõ êîìïîíåíò äàâëåíèÿ èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 . Òîãäà èç óðàâíåíèé (1.53a),(1.53b) and (1.53c) ïîëó÷èì

ai(t) = Ai[τ(t)]
1/3 exp

[
Xi

∫
[τ(t′)]−1dt′

]
, (3.10)

ãäå Ai è Xi êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå

A1A2A3 = 1, (3.11a)

X1 +X2 +X3 = 0. (3.11b)

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, äëÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íîãî îïèñàíèÿ ðàííåé Âñåëåííîé íàì
íóæíî ðàññìîòðåòü àíèçîòðîïíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, òàêèå êàê ìîäåëü Áèàíêè-
I (BI). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîâðåìåííàÿ Âñåëåííàÿ óäèâèòåëüíûì îáðàçîì èçîòðîïíà.
Ïîýòîìó íàì íàäî îáúÿñíèòü, êàê è êîãäà èçíà÷àëüíî àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ ïðåâðàùàåòñÿ â èçîòðîïíîå. Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî êðèòåðèåâ
èçîòðîïèè. Â [172] ßêîáñ èñïîëüçîâàë ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè, ÷òîáû íàéòè âðåìÿ,
êîãäà àíèçîòðîïèÿ ïåðåñòàåò áûòü áîëüøîé. Äâà ðàñïðîñòðàíåííûõ êðèòåðèÿ èçîòðî-
ïèçàöèè âûãëÿäÿò òàê:

A =
1

3

3∑
i=1

H2
i

H2
− 1 → 0, (3.12a)

Σ2 =
1

2
AH2 → 0. (3.12b)

Çäåñü A è Σ2 - ýòî ñðåäíèé ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè è ñäâèãîâûé (shear) ïàðàìåòð, ñî-
îòâåòñòâåííî. Hi = ȧi/ai - ýòî íàïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð Õàááëà è H = ȧ/a - ñðåäíèé
ïàðàìåòð Õàááëà, ãäå a(t) = τ 1/3 - ñðåäíèé ìàñøòàáíûé ôàêòîð. Â ýòîé ðàáîòå ìû
ïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì èçîòðîïèçàöèè, ââåäåííîé â ðàáîòå [91]. Èçîòðîïèçàöèÿ îçíà÷à-
åò, ÷òî íà áîëüøèõ ôèçè÷åñêèõ âðåìåíàõ, êîãäà îáúåìíûé ïàðàìåòð (volume scale)
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τ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, âñå òðè ìàñøòàáíûå ôàêòîðû ai(t) ðàñòóò îäèíàêîâî.
Òàêèì îáðàçîì ìû ãîâîðèì, ÷òî ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé, åñëè

ai/a→ const > 0 ïðè t→ ∞. (3.13)

Êàê âèäíî èç (3.10) â íàøåì ñëó÷àå ai/a → Ai = const ïðè t → ∞. Íàïîìíèì, ÷òî
ó èçîòðîïíîé FRW ìîäåëè èìåþòñÿ îäèíàêîâûå ìàñøòàáíûå ôàêòîðû ïî âñåì òðåì
íàïðàâëåíèÿì, ò.å., a1(t) = a2(t) = a3(t) = a(t). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû BI
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïðåâðàòèëîñü â FRW, êîíñòàíòû Ai äîëæíû áûòü èäåíòè÷íû, ò.å.,
A1 = A2 = A3 = 1. Çàìåòèì, ÷òî ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåêîòîðûõ êîîðäèíàò
ïðèâîäèò ê ai/a→ 1 è ìåòðèêà î÷åâèäíî ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé ïðè áîëüøèõ t. Áîëåå
òîãî, èçîòðîïíàÿ ïðèðîäà ñîâðåìåííîé âñåëåííîé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îñòàëüíûå òðè
êîíñòàíòû Xi òàêæå äîëæíû áûòü áëèçêè ê íóëþ, ò.å., |Xi| << 1, (i = 1, 2, 3), òàê ÷òî
Xi

∫
[τ(t)]−1dt → 0 ïðè t < ∞ (ïðè τ(t) = tn ñ n > 1 èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

t→ ∞ äëÿ ëþáîãî Xi).
Èòàê, ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ â ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè îò τ . Êàê

áûëî ïîêàçàíî â ðÿäå ðàáîò, ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ è äðóãèå ôèçè÷åñêè âåëè÷è-
íû òàêèå êàê çàðÿä, òîê, à òàêæå ïëîòíîñòü ýíåðãèè è èìïóëüñ èäåàëüíîé æèäêîñòè
è òåìíîé ýíåðãèè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç τ . Ââèäó ýòîãî ìû íàïèøåì óðàâíåíèå
äëÿ íàõîæäåíèÿ τ . Ñóììà óðàâíåíèé ) (1.53a),(1.53b), (1.53c) è (1.53d) óìíîæåííîé
íà 3 äàåò:

τ̈

τ
=

3

2
κ
(
T 1
1 + T 0

0

)
. (3.14)

Çäåñü ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëÿõ èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç òîæäåñòâà Áèàíêè Gν
µ;ν = 0 èìååì:

Ṫ 0
0 = − τ̇

τ

(
T 0
0 − T 1

1

)
. (3.15)

Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå (3.15) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâ-
íåíèÿì

ε̇DE + ε̇pf = − τ̇
τ

(
εDE + εpf + pDE + ppf

)
, (3.16)

ãäå εpf è εDE ïëîòíîñòè ýíåðãèè èäåàëüíîé æèäêîñòè è òåìíîé ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâåí-
íî, à ppf è pDE - ñîîòâåòñòâóþùèå äàâëåíèÿ.

Íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òåìíàÿ ýíåðãèÿ ïðåäïîëîæèòåëüíî âçàèìîäåéñòâóåò òîëü-
êî ñàìà ñîáîé è ìèíèìàëüíûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì. Âñëåäñòâèå
ýòîãî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè òåìíîé ýíåðãèè, îòäåëÿåòñÿ îò
àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè, è èç óðàâíåíèÿ (3.16) ìû èìååì äâà
óðàâíåíèÿ: îäíî äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè è äðóãîå äëÿ òåìíîé ýíåðãèè. Òàêèì îáðà-
çîì èìååì:

ε̇DE +
τ̇

τ

(
εDE + pDE

)
= 0, (3.17a)

ε̇pf +
τ̇

τ

(
εpf + ppf

)
= 0. (3.17b)
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Â ñëó÷àå ñïèíîðíîãî è/èëè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå â (3.15) èñ-
÷åçàþò áëàãîäàðÿ óðàâíåíèÿì ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé, è òàêèì îáðàçîì óðàâ-
íåíèå (3.15) â ýòîì ñëó÷àå ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè
(3.17b). Äàëåå, äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèÿ (3.14) è (3.15) íàì íóæíî åùå îäíî
óñëîâèå, êîòîðîå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ. Â ïîñëåäóþùåì ìû èçó÷èì ýâîëþ-
öèþ âñåëåííîé Áèàíêè-I äëÿ êîíêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.14)
åñòü ôóíêöèÿ îò τ , è ñëåäîâàòåëüíî îíî äîïóñêàåò ïåðâûé èíòåãðàë. Îáîçíà÷èâ ïðà-
âóþ ÷àñòü êàê F(τ), ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

τ̇ =
√

2[C − U(τ)], (3.18)

ãäå E = −
∫
F(τ)dτ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê íåêèé ïîòåíöèàë è êîíñòàíòà C êàê

óðîâåíü ýíåðãèè.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü ðîëü òîãî èëè èíîãî èñòî÷íèêà â ýâîëþöèè âñåëåííîé,

íàì íàäî åãî êîíêðåòíî çàäàòü, ÷åì ìû è çàéìåìñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå.

3.3 Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïðè çàäàííîé ïðà-

âîé ÷àñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî èçó÷èì ýâîëþöèþ ïðîñòðàíñòâà Áèàíêè-I ïðè íàëè÷èè
ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ.

3.3.1 Ìîäåëü ñ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ âïåðâûå áûëà ââåäåíà Ýéíøòåé-
íîì [122, 123] åùå â 1917 ãîäó. Íî òîëüêî ïîñëå îáíàðóæåíèÿ óñêîðåíèÿ â ðàñøèðåíèè
Âñåëåííîé â 1998 ãîäó îíà ïðî÷íî âîøëà â ñîâðåìåííóþ êîñìîëîãèþ. Ïîñêîëüêó äî-
ñòàòî÷íî ïîäðîáíî î íåé áûëî íàïèñàíî âî ââåäåíèè, ìû íå áóäåì ïîâòîðÿòü, à íà÷íåì
èçó÷àòü åå ðîëü â ýâîëþöèè Âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-I.

Ðàññìîòðèì Áèàíêè òèïà-I êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü â ïðèñóòñòâèè êîñìîëîãè÷å-
ñêîé ïîñòîÿííîé è èäåàëüíîé æèäêîñòè. Â êà÷åñòâå èäåàëüíîé æèäêîñòè ðàññìàòðè-
âàåòñÿ æèäêîñòü êàê ñ áàðîòðîïè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ òàê è ñ óðàâíåíèåì
ñîñòîÿíèÿ Âàí äåð Âààëüñà. Ýòîò ñëó÷àé áûë ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ðàáîòå [255].

Óðàâíåíèå (3.14) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

τ̈

τ
=

3κ

2

(
ε− p

)
+ 3Λ. (3.19)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû óðàâíåíèå (3.15) äàåò

ε̇ = − τ̇
τ

(
ε+ p

)
. (3.20)
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Ïîñëå íåêîòîðîé ìàíèïóëÿöèè èç (3.19) è (3.20) íàõîäèì

τ̇ 2 = 3(κε+ Λ)τ 2 + C1, (3.21)

ãäå C1 ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îïðåäåëèì ïî àíàëîãèè ñ èçîòðîïíîé ìîäåëüþ ïî-
ñòîÿííóþ Õàááëà:

τ̇

τ
=
ȧ

a
+
ḃ

b
+
ċ

c
= 3H. (3.22)

Ñ ó÷åòîì (3.22) èç (3.21) âûâîäèì

κε = 3H2 − Λ− C1/(3τ
2). (3.23)

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè Âñåëåííîé åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
âåëè÷èíà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíîé ñòàäèè ýâîëþöèè, êîãäà τ áûëî î÷åíü
áëèçêî ê íóëþ, ïëîòíîñòü ýíåðãèè âñåëåííîé áûëà áåñêîíå÷íî âåëèêà. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ñ ðàñøèðåíèåì Âñåëåííîé, ò.å., ñ ðîñòîì τ , ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε óìåíüøàåòñÿ,
à áåñêîíå÷íî áîëüøîé τ ñîîòâåòñòâóåò ε áëèçêî ê íóëþ. Äîïóñòèì, ÷òî íà íåêîòîðîé
ñòàäèè ýâîëþöèè ε íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå èç (3.23)
ñëåäóåò

3H2 − Λ → 0. (3.24)

Èç (3.24) ìîæíî çàêëþ÷èòü ñëåäóþùèå: (i) â ýòîì ñëó÷àå Λ îáÿçàòåëüíî íåîòðèöà-
òåëüíà; (ii) â îòñóòñòâèè Λ- ÷ëåíà H ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé, ñëåäîâàòåëüíî íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé τ ýâîëþöèÿ âñåëåííîé îñòàíàâëèâàåòñÿ, ò.å., τ ñòàíîâèòñÿ ïî-
ñòîÿííîé; (iii) â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé Λ ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ âñåëåííîé íèêîãäà íå
îñòàíîâèòñÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.22) è (3.23) â (3.19) íàõîäèì

Ḣ = −1

2

(
3H2 − Λ +

C1

3τ 2
+ κp

)
= −κ

2

(
ε+ p

)
− C1

3τ 2
. (3.25)

Â âèäó (3.23) èç (3.25) ñëåäóåò, ÷òî åñëè èäåàëüíàÿ æèäêîñòü çàäàåòñÿ âñåëåííîé Çåëü-
äîâè÷à, êîãäà p = ε, [ñì. (3.27)], ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå íå çàâèñèò îò ïîñòîÿííîé
C1.

Èäåàëüíàÿ æèäêîñòü

Äëÿ íà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Âñåëåííàÿ çàïîëíåíà òîëüêî èäåàëüíîé
æèäêîñòüþ. Õîòÿ ýòî ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé ñëó÷àé è îí ïîäðîáíî èçó÷åí ìíîæå-
ñòâîì àâòîðîâ, ìû âñå æå îïèøåì åãî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç εpf è ppf ïëîòíîñòü ýíåðãèè è
äàâëåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èäåàëüíàÿ
æèäêîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ

ppf = ζ εpf . (3.26)
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Çäåñü ζ - íåêàÿ ïîñòîÿííàÿ, ëåæàùàÿ â èíòåðâàëå ζ ∈ [0, 1]. Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñ-
ëåííîãî çíà÷åíèÿ ζ îïèñûâàåò ñëåäóþùèå òèïû âñåëåííîé [172]

ζ = 0, (ïûëü), (3.27a)

ζ = 1/3, (èçëó÷åíèå), (3.27b)

ζ ∈ (1/3, 1), (æåñòêàÿ Âñåëåííàÿ), (3.27c)

ζ = 1, (Âñåëåííàÿ Çåëüäîâè÷à). (3.27d)

Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàêîí ñîõðàíåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

ε̇pf = − τ̇
τ

(
εpf + ppf

)
. (3.28)

Â âèäó óðàâíåíèÿ (3.26) èç (3.28) ëåãêî íàõîäèòñÿ

εpf = ε0/τ
(1+ζ), ppf = ε0ζ/τ

(1+ζ), (3.29)

ãäå ε0 ñóòü ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ τ íàõîäèì

τ = Ct2/(1+ζ), (3.30)

ãäå C íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Êàê âèäíî èç (3.10), ïðè ζ < 1 èçíà÷àëü-
íî àíèçîòðîïíàÿ âñåëåííàÿ â êîíöå êîíöîâ ïðåâðàùàåòñÿ â FRW âñåëåííóþ, òîãäà êàê
ïðè ζ = 1, ò.å. â ñëó÷àå æåñòêîé ìàòåðèè ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. Âûâîä î òîì, ÷òî ïðè
íàëè÷èè èäåàëüíîé æèäêîñòè èçíà÷àëüíî àíèçîòðîïíàÿ BI âñåëåííàÿ ñî âðåìåíåì
èçîòðîïèçóåòñÿ, âïåðâûå áûë ñäåëàí â ðàáîòå [172], à â áîëåå îáùåì ïîäõîäå áûë ïîä-
òâåðæäåí â íåäàâíåé ðàáîòå [105]. Íà ðèñóíêå 3.1 ïðîèëëþñòðèðîâàí âèä ïîòåíöèàëà
ïðè îòðèöàòåëüíîé Λ. Êàê âèäíî â ìîäåëè ñ ïûëüþ, èçëó÷åíèåì è æåñòêîé ìàòåðè-
åé äîïóñêàþòñÿ êàê îñöèëëèðóþùèå òàê è íåïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè
îò âûáîðà êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, òîãäà êàê ìîäåëü ñî âñåëåííîé Çåëüäîâè÷à äà-
åò òîëüêî íåïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå [ñì. ðèñ. 3.2,3.3]. Ïðè ïîëîæèòåëüíîé Λ èìååòñÿ
òîëüêî ðàñøèðÿþùàÿñÿ ìîäåëü Âñåëåííîé [ñì. ðèñ. 3.4].

Æèäêîñòü Âàí-äåð-Âààëüñà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà æèäêîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ Âàí-äåð-Âààëüñà
â îòñóòñòâèè äèññèïàòèâíîãî ïðîöåññà. Äàâëåíèå ãàçà Âàí-äåð-Âààëüñà pw ñâÿçàíî ñ
åãî ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè εw ñîîòíîøåíèåì [193, 48]

pw =
8Wεw
3− εw

− 3ε2w. (3.31)

Â (3.31) äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè íàïèñàíû â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ è W -
ýòî íåêèé ïàðàìåòð ñâÿçàííûé ñ ðåäóöèðîâàííîé òåìïåðàòóðîé.
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Ðèñ. 3.1: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ) ïðè îò-
ðèöàòåëüíîé Λ. Êàê âèäíî â ñëó÷àå
âñåëåííîé Çåëüäîâè÷à ýòîò ïîòåíöèàë
äîïóñêàåò òîëüêî íåïåðèîäè÷åñêîå ðå-
øåíèå.

Ðèñ. 3.2: Ýâîëþöèÿ τ ñ îòðèöàòåëü-
íîé Λ è C = −0.1. Êàê âèäíî, â ýòîì
ñëó÷àå ìîäåëè ñ ïûëüþ, èçëó÷åíèåì
è æåñòêîé ìàòåðèåé äîïóñêàåòñÿ îñ-
öèëëÿöèÿ, òîãäà êàê ìîäåëü ñ âñå-
ëåííîé Çåëüäîâè÷à äàåò íåïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå.

Íà ðèñóíêàõ 3.5 è 3.6 ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå ñèñòåìû ïðîèëëþñòðèðîâà-
íû ñ îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, à òàêæå ïðè åå
îòñóòñòâèè. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 3.6, ïîëîæèòåëüíàÿ Λ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ èç-
íà÷àëüíî îòðèöàòåëüíîãî äàâëåíèÿ (ò.å., õîòÿ äàâëåíèå îñòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì åãî
àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå). Ýòî âûãëÿäèò îáåñêóðàæèâàþùå, òàê êàê
ïîëîæèòåëüíàÿ Λ ñàìà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì äàâëåíèåì. Äåëî â òîì, ÷òî çäåñü ε è
p åñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå æèäêîñòè Âàí äåð Âààëüñà òîëüêî, òå êîòîðûå, â
ñèëó ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ïîäâåðãàþòñÿ âëèÿíèþ ñî ñòîðîíû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Èç óðàâíåíèÿ (3.23), ò.å.,

ε = [H2 − Λ− C1/(3τ
2)]/κ

ñëåäóåò, ÷òî ïðè äàííûõ H, C1 è τ çíà÷åíèå ε â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé Λ ìåíüøå, ÷åì
ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû ïðè Λ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, p ìåíåå îòðèöàòåëüíî. Áîëåå
òîãî, êàê áûëî óïîìÿíóòî ðàíåå, ïîëîæèòåëüíàÿ Λ, áóäó÷è îòòàëêèâàþùåé ñèëîé,
ïðèâîäèò ê áûñòðîìó ðîñòó τ . Ýòî ïðèâîäèò ê áûñòðîìó ñïàäó ε â íà÷àëüíîé ñòàäèè
ýâîëþöèè, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî p ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
ðàíüøå, ÷åì ýòî ïðîèñõîäèò ïðè òðèâèàëüíîé Λ. ×òî êàñàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé Λ, â ýòîì
ñëó÷àå ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîëîæèòåëüíîé. Íàäî òàêæå îòìåòèòü,
÷òî ïîâåäåíèå âñåõ âåëè÷èí - ε, p, H, τ - êðèòè÷åñêè çàâèñèò êàê îò âûáîðà íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèè H è τ , òàêæå è îò Λ, C1 è κ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 3.7, êîíêðåòíûé âûáîð
ïàðàìåòðîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëåå áûñòðîìó ðàñøèðåíèþ τ ñ îòðèöàòåëüíîé Λ. Ýòî
ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî âûáîð ïàðàìåòðîâ ñ îòðèöàòåëüíîé Λ äåëàåò äàâëåíèå áîëåå
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Ðèñ. 3.3: Ýâîëþöèÿ âñåëåííîé ñ îòðè-
öàòåëüíîé Λ è C = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
èìååòñÿ òîëüêî íåïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå.

Ðèñ. 3.4: Ýâîëþöèÿ âñåëåííîé ñ ïî-
ëîæèòåëüíîé Λ. Â ýòîì ñëó÷àå íåçà-
âèñèìî îò âûáîðà ζ èìååòñÿ òîëüêî
ðàñøèðÿþùàÿñÿ ìîäåëü âñåëåííîé.
Â ýòîì ñëó÷àå àíèçîòðîïèÿ âñåëåí-
íîé èñ÷åçàåò áûñòðåå, ÷åì ýòî ïðîèñ-
õîäèò ïðè Λ = 0.

îòðèöàòåëüíûì [cf. Fig. 3.5].
Íà ðèñóíêå 3.8 èëëþñòðèðóåòñÿ óñêîðåíèå âñåëåííîé òèïà BI, çàïîëíåííîé æèä-

êîñòüþ Âàí äåð Âààëüñà ïðè ðàçíûõ Λ.
Íà ðèñóíêå 3.9 âèäíà ýâîëþöèÿ âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-I, çàïîëíåííîé ðàçíûìè

âèäàìè èäåàëüíîé æèäêîñòè â îòñóòñòâèè Λ- ÷ëåíà. Êàê âèäíî, â ñëó÷àå æèäêîñòè
Âàí äåð Âààëüñà τ ðàñòåò áûñòðåå â ðàííåé ñòàäèè è ïîòîì çàìåäëÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (3.25). Ïîäñòàâëÿÿ (3.31) â (3.25) ñ ó÷åòîì (3.23)
íàõîäèì

Ḣ = −{3H2 − Λ− C1/(3τ
2)}[(3 + 8W )κ− {3H2 − Λ− C1/(3τ

2)}]
2(3κ− {3H2 − Λ− C1/(3τ 2)})

+
3

2κ

(
{3H2 − Λ− C1/(3τ

2)}
)2
. (3.32)

Ëåãêî ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (3.32) â îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà è C1 = 0 è
κ = 3 ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì, ðàññìîòðåííûì â ðàáîòå [193] :

Ḣ = −3

2

[
H2 +

8WH2

3−H2
− 3H4

]
. (3.33)

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (3.32), îïèñûâàþùåãî
ýâîëþöèþ H(t), ìîæåò áûòü íàéäåíî òîëüêî ñ îïðåäåëåíèåì íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
H(t) ïðè t = 0, ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ W . Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû
ãðàôè÷åñêè ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñóíêàõ 3.5 - 3.9.
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Ðèñ. 3.5: Âèä ïëîòíîñòè ýíåðãèè ε è
äàâëåíèÿ p â ñëó÷àå æèäêîñòè Âàí
äåð Âààëüñà ñ îòðèöàòåëüíîé Λ.

Ðèñ. 3.6: Âèä ïëîòíîñòè ýíåðãèè ε è
äàâëåíèÿ p â ñëó÷àå æèäêîñòè Âàí
äåð Âààëüñà ñ Λ ≥ 0.

Íà ðèñóíêàõ 3.10 è 3.11 ïðåäñòàâëåíû êîìáèíèðîâàííûå ïëîòíîñòè ýíåðãèè è
äàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ è æèäêîñòè Âàí äåð Âààëüñà, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî æèäêîñòü
Âàí äåð Âààëüñà â ñîñòîÿíèè ïîðîæäàòü èíôëÿöèþ â íà÷àëüíîé ñòàäèè ýâîëþöèè.

3.3.2 Ìîäåëü ñ êâèíòýññåíöèåé

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òåìíàÿ ýíåðãèÿ çàäàåòñÿ êâèíòýññåíöèåé. Êàê óæå áûëî
îòìå÷åíî, íîâûé âèä ìàòåðèè, ÷àñòî íàçûâàåìûé êâèíòýññåíöèåé, ìîæåò âåñòè ñåáÿ
êàê êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ è áûëà îïðåäåëåíà êàê êîìáèíàöèÿ ïîëîæèòåëüíîé
ïëîòíîñòè ýíåðãèè è îòðèöàòåëüíîãî äàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ ñîñòîÿ-
íèÿ [254]

pq = wqεq. (3.34)

Êàê âèäíî èç (3.34), óðàâíåíèå ñèëüíî íàïîìèíàåò óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîé
æèäêîñòè, òîëüêî ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì wq, ÷òî ñîáñòâåííî îáåñïå÷èâàåò
îòðèöàòåëüíîå äàâëåíèå. Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé wq âàðüèðóåòñÿ ìåæäó −1 è íóëåì,
ò.å., wq ∈ [−1, 0]. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè wq = −1 êâèíòýññåíöèÿ îïèñûâàåò
êîñìîëîãè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ, à ïðè wq < −1 îíà âåäåò ñåáÿ êàê ôàíòîìíàÿ òåìíàÿ
ýíåðãèÿ. Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ. Ñ ó÷åòîì (3.34) èç (3.17a) íàõîäèì

εq = ε0q/τ
(1+wq), pq = wqε0q/τ

(1+wq). (3.35)

Çäåñü ε0q íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òîãäà óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ âåëè÷èíû τ (3.19) ìîæåò áûòü íàïèñàíî â âèäå

τ̈ =
3κ

2

((1− ζ)ε0
τ ζ

+
(1− wq)ε0q

τwq

)
. (3.36)
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Ðèñ. 3.7: Ýâîëþöèÿ âñåëåííîé òèïà
Áèàíêè-I çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ Âàí
äåð Âààëüñà. Íåçàâèñèìî îò çíàêà Λ
íàñòîÿùàÿ ìîäåëü ïîðîæäàåò áûñòðî
ðàñòóùóþ âñåëåííóþ.

Ðèñ. 3.8: Óñêîðåíèå âñåëåííîé òèïà BI
çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ Âàí äåð Âà-
àëüñà ïðè ðàçíûõ Λ. Çäåñü W = 0.5,
à Λ èìååò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: Λ =
0, Λ = 1 è Λ = −0.01.

Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíüøå, óðàâíåíèå (3.36) äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìî-
æåò áûòü âûðàæåíî â êâàäðàòóðàõ [254]:∫

dτ√
C1 + 3κ

(
ε0τ (1−ζ) + ε0qτ (1−wq)

) = t+ t0. (3.37)

Ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ t0 ìîæåò áûòü âûáðàíà òðèâèàëüíîé.
Íà ðèñóíêå 3.12 ïîêàçàíû ïîòåíöèàëû â ñëó÷àÿõ, êîãäà Âñåëåííàÿ çàïîëíåíà èäå-

àëüíîé æèäêîñòüþ, èäåàëüíîé æèäêîñòüþ è êâèíòýññåíöèåé, èäåàëüíîé æèäêîñòüþ
è ãàçîì ×àïëûãèíà è èäåàëüíîé æèäêîñòüþ è ôàíòîìíîé òåìíîé ýíåðãèè, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èäåàëüíàÿ æèäêîñòü â äàííîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèþ. Êàê âèäíî,
âñå ýòè ïîòåíöèàëû äîïóñêàþò òîëüêî áåñêîíå÷íîå äâèæåíèå, ò.å., Âñåëåííàÿ ðàñøè-
ðÿåòñÿ áåñêîíå÷íî. Ðèñóíîê 3.13 ïîêàçûâàåò ýâîëþöèþ âñåëåííîé òèïà BI. Ââåäåíèå
òåìíîé ýíåðãèè, êàê è ïîëàãàëîñü, ïðèâîäèò ê óñêîðåííîìó ðàñøèðåíèþ Âñåëåííîé.
Âèä óñêîðåíèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñóíêå 3.13.

Íà ðèñóíêå 3.14 ïðîèëëþñòðèðîâàí âèä ïëîòíîñòè ýíåðãèè è äàâëåíèÿ, êîãäà Âñå-
ëåííàÿ çàïîëíåíà èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, êâèíòýññåíöèåé è ãàçîì ×àïëûãèíà. Íà ðè-
ñóíêå 3.15 äåìîíòðèðóþòñÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè è äàâëåíèÿ, êîãäà âñåëåííàÿ êàê ñìåñü
èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ êâèíòýññåíöèåé, èäåàëüíîé æèäêîñòüþ è ãàçîì ×àïëûãèíà.

3.3.3 Ñëó÷àé ñ ãàçîì ×àïëûãèíà

Äàâàéòå òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà òåìíàÿ ýíåðãèÿ çàäàåòñÿ ãàçîì ×àïëûãèíà.
Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ãàç ×àïëûãèíà áûë ïðåäëîæåí êàê îäíà èç àëüòåðíàòèâíûõ
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Ðèñ. 3.9: Ýâîëþöèÿ âñåëåííîé òèïà Áèàíêè-I, çàïîëíåííîé ðàçíûõ âèäîâ èäåàëüíîé
æèäêîñòüþ â îòñóòñòâèè Λ-÷ëåíà.

ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ òåìíîé ýíåðãèè ñ ýêçîòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ [254]

pc = −A/εαc , (3.38)

ãäå A è α íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Óðàâíåíèå (3.38) îïèñûâàåò îáîá-
ùåííûé ãàç ×àïëûãèíà. Ïðè α = 1 èìååì ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü ×àïëûãèíà. Ìû ðàñ-
ñìîòðèì ñòàíäàðòíûé ñëó÷àé. Òîãäà ââèäó óðàâíåíèÿ (3.38) èç (3.17a) íàõîäèì

εc =
√
ε0c/τ 2 + A, pc = −A/

√
ε0c/τ 2 + A, (3.39)

ãäå ε0c ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Êàê è ïðåäûäóùåì ñëó÷àå äëÿ τ íàõîäèì

τ̈ =
3κ

2

((1− ζ)ε0
τ ζ

+
√
ε0c + Aτ 2 + Aτ 2/

√
ε0c + Aτ 2

)
. (3.40)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàïèñàíû â êâàäðàòóðàõ [254]:∫
dτ√

C1 + 3κ
(
ε0τ (1−ζ) +

√
ε0cτ 2 + Aτ 4

) = t, (3.41)

ãäå âòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âçÿòà ðàâíîé íóëþ.

3.3.4 Ñëó÷àé êâèíòýññåíöèåé ñ ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíè-

åì ñîñòîÿíèÿ

Êàê áûëî óæå ñêàçàíî, ââåäåíèå ðàçíîãî òèïà òåìíîé ýíåðãèè, íàïðèìåð, êîñìîëî-
ãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, êâèíòýññåíöèè, ãàçà ×àïëûãèíà è.ò.ä., ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
âå÷íîãî óñêîðåíèÿ. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ óñòðàíåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, î ÷åì
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Ðèñ. 3.10: Äàâëåíèå èçëó÷åíèÿ èëè
æèäêîñòè Âàí äåð Âààëüñà è èõ ñóì-
ìàðíîå äàâëåíèå.

Ðèñ. 3.11: Ýôôåêòèâíûå ýíåðãèÿ è
äàâëåíèå êîìáèíèðîâàííîãî èçëó÷å-
íèÿ è æèäêîñòè Âàí äåð Âààëüñà.

ìû ïîäðîáíî ïèñàëè â ââåäåíèè. Çäåñü ìû äåòàëüíî îïèøåì ìîäåëü, ñïîñîáíóþ ïîðîæ-
äàòü êàê öèêëè÷åñêóþ òàê è îñöèëëèðóþùóþ ýâîëþöèþ. Ýòà ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà
â ðàáîòå [256]. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

pDE = w(εDE − εcr), (3.42)

ãäå w ∈ [−1 0). Çäåñü εcr íåêîòîðàÿ êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè. Ïîëàãàÿ εcr = 0 ïî-
ëó÷èì îáû÷íóþ êâèíòýññåíöèþ. Êàê èçâåñòíî, ñ ðàñøèðåíèåì Âñåëåííîé ïëîòíîñòü
(òåìíîé) ýíåðãèè (êðîìå êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé) óáûâàåò. Â ñëåäñòâèå ýòîãî,
áóäó÷è ëèíåéíîé îòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé îò ïëîòíîñòè ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùåå
äàâëåíèå íà÷èíàåò ðàñòè. Â ñëó÷àå îáû÷íîé êâèíòýññåíöèè äàâëåíèå îñòàåòñÿ âñåãäà
îòðèöàòåëüíûì, ÷òî è ïðèâîäèò ê âå÷íîìó óñêîðåíèþ. Íî â ñëó÷àå êâèíòýññåíöèè ñ
ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ êàê òîëüêî çíà÷åíèå εq ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå
êðèòè÷åñêîãî, äàâëåíèå ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Íà ðèñóíêå 3.16 ïðîèëëþñòðèðî-
âàíà ýâîëþöèÿ äàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâèíòýññåíöèè ñ îáû÷íûì è ìîäèôèöèðî-
âàííûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ.

Íà Ðèñ. 3.17 è 3.18 ïðîèëëþñòðèðîâàíû ïîòåíöèàë è ïîâåäåíèÿ ïëîòíîñòè ýíåð-
ãèè è äàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè êâèíòýññåíöèè c ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì ñîñòî-
ÿíèÿ. Íà Ðèñ. 3.19 r, q è m q îáîçíà÷àþò èçëó÷åíèå, ñìåñü èçëó÷åíèÿ è îáû÷íîé
êâèíòýññåíöèåé è ñìåñü èçëó÷åíèÿ è êâèíòýññåíöèåé c ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíè-
åì ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 3.12: Âèä ïîòåíöèàëà, êî-
ãäà Âñåëåííàÿ çàïîëíåíà èäåàëüíîé
æèäêîñòüþ, èäåàëüíîé æèäêîñòüþ è
êâèíòýññåíöèåé, èäåàëüíîé æèäêî-
ñòüþ è ãàçîì ×àïëûãèíà è èäåàëü-
íîé æèäêîñòüþ è ôàíòîìíîé òåìíîé
ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 3.13: Ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé ñî-
îòâåòñòâóþùåé ïîòåíöèàëîì èëëþ-
ñòðèðîâàííûõ íà ðèñóíêå 3.12.

3.4 Ñïèíîðíîå ïîëå êàê àëüòåðíàòèâíûé èñòî÷íèê óñêî-

ðåííîãî ðàñøèðåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå ìîæåò áûòü ðàññìîòðå-
íî êàê àëüòåðíàòèâíûé èñòî÷íèê óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé. Ëàãðàíæèàí
íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
−mψ̄ψ + q1λF +

q2
2
φ,αφ

,α(1 + λ1F1). (3.43)

Çäåñü F = F (I, J) è F1 = F1(I, J) íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îò èíâàðèàíòîâ
áèëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ ôîðì I = IS = S2 = (ψ̄ψ)2 è J = IP = P 2 = (iψ̄γ5ψ)2. Îò-
ìåòèì, ÷òî F = F (I, J) èìååò ñàìûé îáùèé âèä, òàê êàê îñòàëüíûå òðè èíâàðèàíòà
ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç I è J . Ëàãðàíæèàí (3.43) ïðè q1 = 1 è q2 = 0 îïèñûâàåò
ñïèíîðíîå ïîëå ñ íåëèíåéíîñòüþ, âîçíèêàþùåé çà ñ÷åò ñàìîäåéñòâèÿ, òîãäà êàê ïðè
q1 = 0 è q2 = 1 îí îïèñûâàåò ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî
ïîëåé. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû èìååì ñïèíîðíîå ïîëå ñ èíäóöèðîâàííîé íåëèíåéíîñòüþ.
Çäåñü λ êîýôôèöèåíò ñàìîäåéñòâèÿ, à λ1 êîýôôèöèåíò ñâÿçè ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì.
Ýòè ñèñòåìû áûëè ïîäðîáíî èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [269, 270, 244, 264, 249]. Â äàííîé
ðàáîòå ìû ïîìèìî âûøåóïîìÿíóòûõ ñëó÷àåâ ðàññìîòðèì åùå ñëó÷àé, êîãäà èìååòñÿ
îáà âèäà íåëèíåéíîñòè. Ïîñêîëüêó öåëü ýòîé ðàáîòû - âûÿñíèòü ðîëü ñïèíîðíîãî ïîëÿ
â óñêîðåííîì ðàñøèðåíèè Âñåëåííîé, (÷òî ìîæíî ñäåëàòü, èññëåäóÿ óðàâíåíèÿ (3.19),)
ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà èçó÷åíèè óðàâíåíèé ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé.
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Ðèñ. 3.14: Âèä ïëîòíîñòè ýíåðãèè è
äàâëåíèÿ, êîãäà Âñåëåííàÿ çàïîëíå-
íà èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, êâèíòýñ-
ñåíöèåé è ãàçîì ×àïëûãèíà, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ðèñ. 3.15: Âèä ïëîòíîñòè ýíåðãèè è
äàâëåíèÿ, êîãäà âñåëåííàÿ êàê ñìåñü
èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ êâèíòýññåíöè-
åé è èäåàëüíîé æèäêîñòüþ è ãàçîì
×àïëûãèíà, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê èçâåñòíî [244, 264, 249] óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïðè íåíóëåâîé ìàññå òî÷íî ðå-
øàåòñÿ, åñëè F = F (I) è F1 = F1(I). Â ñëó÷àå F = F (J) è F1 = F1(J) òî÷íûå ðåøåíèÿ
äîïóñêàþòñÿ òîëüêî ïðè íóëåâîé ìàññå ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Íàäî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ òàêæå êàê è ìåòðè÷åñêèå ôóíê-
öèè çàâèñÿò òîëüêî îò t. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè F = F (I) è F1 = F1(I) èç óðàâíåíèÿ
ñïèíîðíîãî ïîëÿ ìû èìååì S = C0/τ (ïðè F = F (J) è F1 = F1(J) àíàëîãè÷íî èìååì
P = D0/τ). Ïîñêîëüêó, ïîñëå òîãî êàê F è F1 âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèè τ , óæå íå
èìååò çíà÷åíèÿ, ÿâëÿëèñü ëè F è F1 ôóíêöèÿìè îò I èëè J , ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé
êîãäà F = F (I) è F1 = F1(I). Òîãäà äëÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååì

T 0
0 = mS − q1λF +

q2
2
(1 + λ1F1)φ̇

2 + εpf ,

(3.44)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = DS − q1λF − q2

2
(1 + λ1F1)φ̇

2 − ppf ,

ãäå D = q1λ
dF
dS

+ q2
2
λ1φ̇

2 dF1

dS
.

Â (3.44) εpf è ppf - ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ñëó÷àé, êîãäà F = Sq è F1 = Sr. Äëÿ ïðîñòîòû
ìû òàêæå ïîëîæèì C0 = 1.



150 Ðàííÿÿ èíôëÿöèÿ, èçîòðîïèçàöèÿ è ïîçäíåå óñêîðåíèå

Ðèñ. 3.16: Ýâîëþöèÿ äàâëåíèÿ ñ ðàñ-
øèðåíèåì Âñåëåííîé, êîãäà îíà çà-
ïîëíåíà êâèíòýññåíöèåé ñ îáû÷íûì
è ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì
ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 3.17: Âèä ïîòåíöèàëà, êîãäà âñå-
ëåííàÿ BI çàïîëíåíà ñìåñüþ èäåàëü-
íîé æèäêîñòüþ è êâèíòýññåíöèåé ñ
ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì ñî-
ñòîÿíèÿ.

Èäåàëüíàÿ æèäêîñòü

Â ñëó÷àå, åñëè èäåàëüíàÿ æèäêîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (3.26), ïîëàãàÿ ε0 = 1 èç
(3.44) íàõîäèì

T 0
0 =

m

τ
− q1λ

τ q
+

q2τ
r−2

2(λ1 + τ r)
+

1

τ 1+ζ
≡ ε

(3.45)

T 1
1 =

q1(q − 1)λ

τ q
− q2[(1− r)λ1 + τ r]τ r−2

2(λ1 + τ r)2
− ζ

τ 1+ζ
≡ p.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî T 0
0 è T 1

1 çàâèñÿò òîëüêî îò τ , óðàâíåíèå (3.19) ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

τ̈ = F(q1, τ). (3.46)

Çäåñü

F(qc, τ) = (3/2)κ
(
m+ q1λ(q − 2)τ 1−q + q2λ1rτ

r−1/2(λ1 + τ r)2 + (1− ζ)/τ ζ
)
, (3.47)

ãäå qc = {κ,m, λ, λ1, q, r, ζ} - íàáîð ïàðàìåòðîâ. Óðàâíåíèå (3.46) äîïóñêàåò ñëåäóþùèé
ïåðâûé èíòåãðàë:

τ̇ =
√

2[E − U(q1, τ)], (3.48)

ãäå ìû îáîçíà÷àëè

U(q1, τ) = −3

2

[
κ
(
mτ − q1λ/τ

q−2 − q2λ1/2(λ1 + τ r) + τ 1−ζ
)]
. (3.49)
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Ðèñ. 3.18: Âèä ïëîòíîñòè ýíåðãèè è
äàâëåíèÿ, êîãäà âñåëåííàÿ BI ïåðå-
æèâàåò îñöèëëÿöèþ.

Ðèñ. 3.19: Âèä óñêîðåíèÿ ñ ðàçëè÷-
íûì èñòî÷íèêîì.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèå (3.46) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îäíîé ÷àñòèöû ñ åäèíè÷íîé ìàññîé ïîä äåéñòâèåì ñèëû F(q1, τ).
Â âûðàæåíèè (3.48) E - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê óðîâåíü ýíåðãèè è U(q1, τ) - ïîòåíöèàë, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèëå F(q1, τ).
Ðåøèì óðàâíåíèå (3.46) ÷èñëåííî, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû. Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå τ âçÿòî äîñòàòî÷íî ìàëûì, òîãäà êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
τ̇ âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (3.48) ïðè çàäàííîì E.

Ïðåæäå ÷åì ïðåäñòàâèòü ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò, êà÷åñòâåííî èçó÷èì óðàâíåíèÿ
(3.46), (3.47), (3.48) è (3.49). Â ñèëó (3.47) èç (3.46) íàõîäèì, ÷òî τ̈ → (3/2)κm > 0
ïðè τ → ∞, ò.å., åñëè τ̈ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óñêîðåíèå BI ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, òî
ñïèíîðíîå ïîëå ñ íåòðèâèàëüíîé ìàññîé ìîæåò áûòü ïðèíÿòî êàê èñòî÷íèê âå÷íîãî
óñêîðåíèÿ. ×òî êàñàåòñÿ íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ (çäåñü ìû èìååì äåëî òîëüêî
ñ ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé), òî ïîëîæèòåëüíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ íà-
ëàãàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ τ , îñîáåííî â ñëó÷àå λ > 0 è q ≥ 2 çíà÷åíèå
τ íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì áëèçêî ê íóëþ â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ýòîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî âûñîêàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ñòåíà ïðè τ → 0, ÷òî äåëàåò
íåâîçìîæíûì äëÿ ëþáîé êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû äîñòè÷ü òî÷êó τ = 0 [ñì. ðèñóíîê
3.20]. Òàêèì îáðàçîì ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îñîáûõ âûáîðàõ ïàðàìåò-
ðîâ ââåäåíèå íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ ñàìîäåéñòâèåì îáåñïå÷èâàåò íåñèíãó-
ëÿðíîå ðåøåíèå. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [244], ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òîëü-
êî çà ñ÷åò íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè â òåîðåìå Õîóêèíãà-Ïåíðîóçà
(Hawking-Penrose) [155], ÷òî â ñëó÷àå BI ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíû â
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âèäå:

T 0
0 ≥ T 1

1 a
2
1 + T 2

2 a
2
2 + T 3

3 a
2
3, (3.50a)

T 0
0 ≥ T 1

1 a
2
1, (3.50b)

T 0
0 ≥ T 2

2 a
2
2, (3.50c)

T 0
0 ≥ T 3

3 a
2
3. (3.50d)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà λ îòðèöàòåëüíà. Èç (3.49) âèäíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè
τ = 0 ñóùåñòâóåò áåçäîííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà [ñì. ðèñóíîê 3.21]. Åñëè íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå τ ñëèøêîì áëèçêî ê íóëþ è ïîñòîÿííàÿ E ìåíüøå ÷åì Umax (ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà â ïðèñóòñòâèè ñàìîäåéñòâèÿ), Âñåëåííàÿ íèêîãäà íå âûéäåò èç
ýòîé ÿìû.

Ðåøèì óðàâíåíèå (3.46) ÷èñëåííî. Âûáåðåì ïàðàìåòðû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ãðà-
âèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Ýéíøòåéíà κ = 1, ìàññà ñïèíîðíîãî ïîëÿ m = 1, ñòåïåíü
íåëèíåéíîñòè q = 4, r = 4 è ζ = 1/3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèþ. Ìû òàêæå ïîëî-
æèì C00 = −0.001 è E = 10. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå τ âçÿòî τ0 = 0.4. Êîíñòàíòà ñâÿçè
λ1 = 0.5, òîãäà êàê ïîñòîÿííàÿ ñàìîäåéñòâèÿ áåðåòñÿ èëè λ = 0.5 èëè λ = −0.5. Çäåñü
íà ðèñóíêàõ ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ñ ñàìîäåéñòâèåì è âçàèìîäåéñòâèåì;
2 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ òîëüêî ñ ñàìîäåéñòâèåì;
3 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ òîëüêî ñ âçàèìîäåéñòâèåì.

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 3.20, â ïðèñóòñòâèè ñàìîäåéñòâèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ ïî-
ëîæèòåëüíîé λ âîçíèêàåò áåñêîíå÷íî âûñîêèé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ïðè τ → 0,
êîòîðûé îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå τ íå ìîæåò áûòü òðèâèàëüíîé [åñ-
ëè èìåòü â âèäó êëàññè÷åñêèé îáúåêò, Âñåëåííàÿ íå ìîæåò ïðåâðàùàòüñÿ â òî÷êó
åñëè îíà íå íàõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íî âûñîêîì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå]. Òàêèì îá-
ðàçîì, íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïðåäîñòàâëÿåìîãî ñàìîäåéñòâèåì ãåíåðèðóåò
íåñèíãóëÿðíóþ ýâîëþöèþ Âñåëåííîé. Íî, êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíüøå, íàñòîÿùàÿ
ðåãóëÿðíîñòü äîñòèãàåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè
òåîðåìû Õîóêèíãà-Ïåíðîóçà. ßñíî òàêæå, ÷òî åñëè íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ
èíäóöèðóåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîëåì, τ ìîæåò èìåòü íóëåâîå çíà÷åíèå, ïîðîæäàÿ òàêèì
îáðàçîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñèíãóëÿðíîñòü [264]. Çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíîñòü
ýâîëþöèè Âñåëåííîé ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ââåäåíèåì Λ-÷ëåíà â ñèñòåìó. Ïîäîáíàÿ
ñèñòåìà áûëà äåòàëüíî èçó÷åíà â ðàáîòàõ [244, 264]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ââåäåíèå ïî-
ëîæèòåëüíîãî Λ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòòàëêèâàþùåé ñèëå è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî
êàê òåìíàÿ ýíåðãèÿ, ïðèâîäèò ê óñêîðåííîìó ðàñøèðåíèþ, òîãäà êàê îòðèöàòåëüíûé
Λ, ñîîòâåòñòâóþùèé äîïîëíèòåëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ñèëå è â çàâèñèìîñòè îò âûáî-
ðà E, ïîðîæäàåò îñöèëëèðóþùèé èëè àïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ðàñøèðåíèÿ. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå çà ñ÷åò îòðèöàòåëüíîãî Λ-÷ëåíà, â ñëó÷àå
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ óñëîâèÿ
ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè [264].
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Ðèñ. 3.20: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ) ïðè
λ > 0.

Ðèñ. 3.21: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ) ïðè îò-
ðèöàòåëüíîé λ.

Íà ðèñóíêàõ 3.20 è 3.21 èëëþñòðèðîâàíû ïîòåíöèàëû ïðè ðàçëè÷íûõ çíàêàõ λ.
Íà ðèñóíêàõ 3.22 è 3.23 ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå. Â
ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé λ, ïëîòíîñòü ýíåðãèè èçíà÷àëüíî îòðèöàòåëüíà, òîãäà êàê äàâ-
ëåíèå ïîëîæèòåëüíîå. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå õîòÿ è íåñèíãóëÿðíîå, óñëîâèå ýíåðãîäî-
ìèíàíòíîñòè íàðóøàåòñÿ. Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé λ, äàâëåíèå âñåãäà îòðèöàòåëüíîå.

Ìû ïðåäñòàâèì ãðàôèêè è ïëîòíîñòè ýíåðãèè è äàâëåíèå èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè íà ñàìîì äåëå óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì
Âñåëåííîé. Îíè òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêèé èíòåðâàë, ãäå ïëîòíîñòü
ýíåðãèè ñèñòåìû ñ íåëèíåéíîñòüþ ñïèíîðíîãî ïîëÿ, ïîðîæäåííîé ñàìîäåéñòâèåì, ÿâ-
ëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Áîëåå òîãî, ìû âèäèì, ÷òî äàâëåíèå èñòî÷íèêà ñòàíîâèòñÿ
îòðèöàòåëüíûì â õîäå ýâîëþöèè (â ñëó÷àå ñàìîäåéñòâèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé λ, äàâëå-
íèå èçíà÷àëüíî ïîëîæèòåëüíî, íî â õîäå ýâîëþöèè, îíî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì,
òîãäà êàê â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé λ òàêæå êàê è â ñëó÷àå ñ âçàèìîäåéñòâèåì äàâëå-
íèå âñåãäà îòðèöàòåëüíîå). Íàïîìíèì, ÷òî òåìíàÿ ýíåðãèÿ (íàïðèìåð êâèíòýññåíöèÿ,
ãàçà ×àïëûãèíà), ñêîíñòðóèðîâàííàÿ äëÿ îáúÿñíåíèÿ óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ Âñå-
ëåííîé, èìååò îòðèöàòåëüíîå äàâëåíèå. Ïîýòîìó ìû òðåáóåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè ñ
íåëèíåéíûì ñïèíîðíûì ïîëåì è âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïèíîðíûì è ñêàëÿðíûì ïî-
ëÿìè êàê àëüòåðíàòèâó ìîäåëÿì ñ òåìíîé ýíåðãèè, ïîñêîëüêó îíè òàêæå ñïîñîáíû
îïèñàòü Âñåëåííóþ ñ óñêîðåííûì ðàñøèðåíèåì [257, 258, 259].

Íà ðèñóíêàõ 3.24 è 3.25 ïðîèëëþñòðèðîâàíî óñêîðåíèå Âñåëåííîé ïðè ïîëîæè-
òåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé λ, ñîîòâåòñòâåííî. Êàê âèäíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ
óìåíüøàþùååñÿ óñêîðåíèå, ÷òî ñòðåìèòñÿ ê (3/2)κm ïðè τ → ∞.
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Ðèñ. 3.22: Ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëå-
íèå ïðè ïîëîæèòåëüíîé λ.

Ðèñ. 3.23: Ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëå-
íèå ïðè îòðèöàòåëüíîé λ.

×òîáû çàêðåïèòü íàøå òðåáîâàíèå, ÷òî íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå ìîæåò ïîðîæ-
äàòü ïîçäíåå óñêîðåíèå, ò.å., óñêîðåíèå íàáëþäàåìîå â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ìû ãðàôè-
÷åñêè èçîáðàæàåì ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ ïðè ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé λ [ñì.
ðèñóíêè 3.26 and 3.27].

Ðèñóíêè 3.24, 3.25, 3.26 è 3.27 ïîêàçûâàþò óñêîðåííûé ðåæèì ðàñøèðåíèÿ Âñå-
ëåííîé. Êàê âèäíî, óñêîðåíèå óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìåíåì. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà
íåëèíåéíîñòè îíà ïîäâåðãàåòñÿ íà÷àëüíîé ôàçå çàìåäëåíèÿ. Òàêæå âèäíî, ÷òî íåëè-
íåéíûé ÷ëåí èãðàåò âåäóùóþ ðîëü â íà÷àëå ýâîëþöèè, òîãäà êàê â ïîçäíåé ñòàäèè
ìàññà ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìååò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ óñêîðåííîãî ðåæèìà ðàñøè-
ðåíèÿ.

3.5 Ñïèíîðíàÿ ìîäåëü èäåàëüíîé æèäêîñòè

È òàê, íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ âûáîðàõ íåëèíåéíîñòè ñïèíîðíîå
ïîëå ìîæåò èãðàòü ðîëü æèäêîñòè èëè òåìíîé ýíåðãèè. Çäåñü ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó âî-
ïðîñó è óñòàíîâèì, êàêîé èìåííî òèï íåëèíåéíîñòè îòâå÷àåò çà òî èëè èíîå ñîñòîÿíèå
ìàòåðèè.
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Ðèñ. 3.24: Óñêîðåíèå Âñåëåííîé ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïîëîæèòåëüíîé λ.

Ðèñ. 3.25: Óñêîðåíèå Âñåëåííîé ñîîò-
âåòñòâóþùåé îòðèöàòåëüíîé λ.

3.5.1 Ìîäåëèðîâàíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ íåëè-

íåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ

Â ýòîé ðàçäåëå ìû îïèøåì ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèè ñ ïîìîùüþ íåëèíåé-
íîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ.

Ìîäåëèðîâàíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ áàðîòðîïè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñòî-
ÿíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε = T 0
0 è äàâëåíèå p = −T 1

1 = −T 2
2 = −T 3

3 èäåàëüíîé
æèäêîñòè ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ

p = Wε, (3.51)
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Ðèñ. 3.26: Ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ ïðè
ïîëîæèòåëüíîé λ.

Ðèñ. 3.27: Ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ ïðè
îòðèöàòåëüíîé λ.

ãäå W - ïîñòîÿííàÿ. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ W (3.51) îïèñûâàåò èäåàëüíóþ æèä-
êîñòü îò ôàíòîìíîé (phantom) äî ýêïèðîòè÷åñêîé (ekpyrotic) ìàòåðèè, à èìåííî

W = 0, (ïûëü), (3.52a)

W = 1/3, (èçëó÷åíèå), (3.52b)

W ∈ (1/3, 1), (æåñòêàÿ Âñåëåííàÿ), (3.52c)

W = 1, (Âñåëåííàÿ Çåëüäîâè÷à), (3.52d)

W ∈ (−1/3, −1), (êâèíòýññåíöèÿ), (3.52e)

W = −1, (êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ), (3.52f)

W < −1, (ôàíòîìíàÿ ìàòåðèÿ), (3.52g)

W > 1, (ýêïèðîòè÷åñêàÿ ìàòåðèÿ). (3.52h)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå
ñàìîäåéñòâèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ëàãðàíæèàí èìååò âèä

Lsp =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
−mψ̄ψ + F, (3.53)

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåëèíåéíûé ÷ëåí F = F (S). Òîãäà äëÿ êîìïîíåíòîâ
ýíåðãèè è èìïóëüñà èìååì

T 0
0 = mS − F, (3.54)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = S

dF

dS
− F. (3.55)
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Ïîäñòàâëÿÿ ε = T 0
0 è p = −T 1

1 â (3.51) íàõîäèì

S
dF

dS
− (1 +W )F +mWS = 0, (3.56)

ñ ðåøåíèåì
F = λS1+W +mS, (3.57)

ãäå λ - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (3.57) â (3.54) íàõîäèì, ÷òî

T 0
0 = −λS1+W . (3.58)

Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ýíåðãèè äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíàÿ, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî λ -
îòðèöàòåëüíàÿ, ò.e., λ = −ν, ãäå ν - ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà äëÿ êîìïîíåí-
òîâ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïèøåì

T 0
0 = νS1+W , (3.59a)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = −νWS1+W . (3.59b)

Êàê âèäíî, ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε = T 0
0 âñåãäà ïîëîæèòåëüíàÿ, òîãäà êàê äàâëåíèå

p = −T 1
1 = νWS1+W ïîëîæèòåëüíàÿ ïðè W > 0, ò.å., äëÿ îáû÷íîé æèäêîñòè è îòðè-

öàòåëüíî ïðè W < 0, ò.e. äëÿ òåìíîé ýíåðãèè. Ïîäñòàâëÿÿ (3.57) â (3.53), íàõîäèì

Lsp =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
− νS1+W , (3.60)

Ò.î., áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå ñ ëàãðàíæèàíîì (3.60) îïèñûâàåò èäåàëüíóþ æèä-
êîñòü îò ôàíòîìíîé äî ýêïèðîòè÷åñêîé ìàòåðèè [184, 261].

Ìîäåëèðîâàíèå ãàç ×àïëûãèíà

Îïèøåì ãàç ×àïëûãèíà ñ ïîìîùüþ ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Êàê èçâåñòíî, ãàç ×àïëûãèíà
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

p = −A/εγ. (3.61)

Â ñëó÷àå áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ äëÿ F íàõîäèì

(−F )γd(−F )
(−F )1+γ − A

=
dS

S
, (3.62)

ñ ðåøåíèåì

− F =
(
A+ λS1+γ

)1/(1+γ)
. (3.63)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà èìåþò âèä

T 0
0 =

(
A+ λS1+γ

)1/(1+γ)
, (3.64a)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = A/

(
A+ λS1+γ

)γ/(1+γ)
. (3.64b)
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Êàê è îæèäàëîñü, èìååì ïîëîæèòåëüíóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè è îòðèöàòåëüíîå äàâëå-
íèå.

Ò.î., ëàãðàíæèàí ñïèíîðíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ãàçà ×àïëûãèíà èìååò âèä
[261, 262, 263]

Lsp =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
−
(
A+ λS1+γ

)1/(1+γ)
. (3.65)

Ìîäåëèðîâàíèå êâèíòýññåíöèé ñ ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿ-
íèÿ

Íà êîíåö ìû ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ îïèøåì êâèíòýññåíöèþ ñ ìî-
äèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî êâèíòýññåíöèÿ
ñ ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ çàäàåòñÿ (3.42) [256], ò.å.,

p = W (ε− εcr), W ∈ (−1, 0), (3.66)

ïîäñòàâëÿÿ ε = T 0
0 and p = −T 1

1 â (3.66) íàõîäèì

F = −ηS1+W +mS − W

1 +W
εcr, (3.67)

ãäå η íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî äëÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðî
ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååì

T 0
0 = ηS1+W +

W

1 +W
εcr, (3.68a)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = −ηWS1+W +

W

1 +W
εcr. (3.68b)

Ëàãðàíæèàí ñïèíîðíîãî ïîëÿ îïèñûâàþùèé èäåàëüíóþ æèäêîñòü è êâèíòýññåíöèþ
ñ ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü çàäàí ñëåäóþùèì îáðàçîì
[263]

Lsp =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
− νS1+W − W

1 +W
εcr. (3.69)

Ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â ñëó÷àå εcr = 0 (3.69) îïèñûâàåò èäåàëüíóþ æèä-
êîñòü, òîãäà êàê ñ íåíóëåâîé εcr ñ W ∈ (−1, 0) (3.69) ãåíåðèðóåò êâèíòýññåíöèþ ñ
ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå W > −1
î÷åíü âàæíà, ïîñêîëüêó îíî íå ïîçâîëÿåò ñèñòåìå ïåðåõîäèòü áàðüåð ðàçäåëÿþùèé
ôàíòîìíîé ìàòåðèé (phantom divide barrier).

Ò.î., ìû âèäèì, ÷òî íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå ñî ñïåöèàëüíîé íåëèíåéíîñòüþ
ìîæåò çàìåíèòü èäåàëüíóþ æèäêîñòü è òåìíóþ ýíåðãèþ.
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3.5.2 Ìîäåëèðîâàíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ñïèíîðíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëåé

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïèíîðíûìè è ñêàëÿðíûìè ïîëÿ-
ìè ñ ëàãðàíæèàíîì

Lint =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
−mψ̄ψ +

1

2
φ,αφ

,α(1 + λ1F1), (3.70)

ãäå F1 = F1(S). Îáîçíà÷èâ F2 = 1 + λ1F1, â ýòîì ñëó÷àå èìååì

T 0
0 = mS +

1

2

S2

F 2
2

, (3.71)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 =

1

2

S2

F 2
2

(S
dF2

dS
− F2). (3.72)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî φ̇2 = QS2/F 2
2 . Çäåñü Q - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äëÿ ïðîñòîòû

ïîëîæèì Q = 1.
Ïîäñòàâëÿÿ (3.71) è (3.72) â (3.51), ïîëó÷èì

S2dF2

dS
+ (W − 1)SF2 + 2mWF 2

2 = 0. (3.73)

Â ñëó÷àå áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìååì

F2 = CS1−W . (3.74)

×òî êàñàåòñÿ ãàçà ×àïëûãèíà, òî â ýòîì ñëó÷àå ïîäñòàâëÿÿ (3.71) è (3.72) â (3.61) ïðè
γ = 1 äëÿ áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìååì

S
dF2

dS
− 4

F 4
2

S4
− F2 = 0, (3.75)

ñ ðåøåíèåì [261]

F2 =
( 1

12

)1/3
S4/3. (3.76)

Ò.î., âçàèìîäåéñòâóþùèå ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ òàêæå ìîãóò îïèñûâàòü èäåàëü-
íóþ æèäêîñòü è òåìíóþ ýíåðãèþ.

3.6 Âûâîäû

Â ðàìêàõ Áèàíêè òèïà-I êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìîòðåíî ïîâåäåíèå Âñåëåííîé
ïðè íàëè÷èè èñòî÷íèêîâ ñ îòðèöàòåëüíûì äàâëåíèåì, ÷òî ïðèâîäèò ê óñêîðåííîìó
ðàñøèðåíèþ.
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Êàê è îæèäàëîñü, ñòàíäàðòíûå èñòî÷íèêè òåìíîé ýíåðãèè, òàêèå êàê êîñìîëî-
ãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, êâèíòýññåíöèÿ, ãàç ×àïëûãèíà ïðèâîäÿò ê óñêîðåííîìó ðàñ-
øèðåíèþ è áûñòðîé èçîòðîïèçàöèè. Åñëè æå çàïîëíèòü Âñåëåííóþ æèäêîñòüþ Âàí-
äåð-Âààëüñà, òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â íà÷àëüíîé ñòàäèè ýâîëþöèè
âîçíèêàåò äîâîëüíî áîëüøîå îòðèöàòåëüíîå äàâëåíèå, ÷òî ïðèâîäèò ê íà÷àëüíîé èí-
ôëÿöèè.

Ïðåäëîæåíà ìîäåëü ñ ìîäèôèöèðîâàííîé êâèíòýññåíöèåé. Ýòà ìîäåëü ïðèâîäèò
ê öèêëè÷åñêîìó èëè îñöèëëèðóþùåìó ïîâåäåíèþ è òàêèì îáðàçîì èçáàâëÿåò îò ïðî-
áëåìû âå÷íîãî óñêîðåíèÿ.

Áûëî òàê æå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ âûáîðàõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ñ íåëèíåé-
íûì ñïèíîðíûì ïîëåì ìîãóò èìåòü îòðèöàòåëüíûå äàâëåíèÿ è ñïîñîáíû îáúÿñíèòü
ïðîáëåìû óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ. Ïðè ýòîì íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ ìîæåò
áûòü ðåçóëüòàòîì êàê ñàìîäåéñòâèÿ, òàê è âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì. Ïî-
êàçàíî, ÷òî íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ýòîì èãðàåò âàæíóþ ðîëü â íà÷àëüíîé
ñòàäèè è ïðèâîäèò ê áûñòðîé èçîòðîïèçàöèè, à óñêîðåííîå ðàñøèðåíèå ïðè áîëüøèõ
âðåìåíàõ ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ìàññû ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Ïîñêîëüêó íåéòðèíî óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ Äèðàêà è ïî-âèäèìîìó èìååò íåíóëåâóþ ìàññó, òî ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü íåéòðèíî êàê ïîòåíöèàëüíûé èñòî÷íèê
óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ.

Íàéäåíû òèïû íåëèíåéíîñòè ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïðè êîòîðûõ ñïèíîðíîå ïîëå ìîæåò
îïèñûâàòü èäåàëüíóþ æèäêîñòü è òåìíóþ ýíåðãèþ.



Ãëàâà 4

Íåëèíåéíûå ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå

ïîëÿ â ìîäåëè Áèàíêè VI

4.1 Ââåäåíèå

Õîòÿ â êà÷åñòâå àíèçîòðîïíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè êîñìîëîãè â îñíîâíîì ðàñ-
ñìàòðèâàþò ìîäåëè òèïà Áèàíêè I, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äðóãèõ ìîäåëåé, êîòîðûå
îïèñûâàþò àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ è âûçûâàþò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ñðå-
äè ôèçèêîâ [286, 305, 167, 287, 79, 62, 109, 110]. Â ðàáîòå [305] áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä
àíàëèçà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (methods of dynamical systems analysis), ÷òîáû ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðèñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îðòîãîíàëüíîãî ê äâóì êîììóòèðóþùèì âåê-
òîðàì Êèëëèíãà â ëþáîì ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîì Áèàíêè òèïà V I0 âàêóóìíîì
ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, çàìåíÿåò â ýâîëþöèè îêîëî ñèíãóëÿðíîñòè ñæàòèå
(collapse) íà îòñêîê (bounce). Àâòîðû ðàáîò [167] èçó÷àëè ïðîáëåìó èçîòðîïèçàöèè
Áèàíêè ìîäåëåé ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïîòåíöèàëîì. Äðóãèå ðà-
áîòû, óïîìÿíóòûå âûøå, ïîñâÿùåíû ðåøåíèÿì ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ (tilted perfect
�uid solutions), õàîòè÷åñêèì ñèíãóëÿðíîñòÿì (chaotic singularities) è îáóñëîâëåííîé
ñèììåòðèè (conditional symmetries).

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåëè-
íåéíûõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé â ðàìêàõ àíèçîòðîïíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìî-
äåëÿõ òèïà Áèàíêè VI è V. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ äåéñòâèåì

S(g;ψ, ψ̄, φ) =
∫

L
√
−gdΩ, (4.1)

ãäå

L = Lg + Lsp + Lsc + Lint + Lpf . (4.2)

Â êà÷åñòâå Ëàãðàíæèàíà ñïèíîðíîãî ïîëÿ âûáåðåì

Lsp =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
−Mψ̄ψ + F (I, J), (4.3)

161
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ãäå M - ýòî ìàññà ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Áåçìàññîâîå ñêàëÿðíîå ïîëå âûáðàíî â ôîðìå

Lsc =
1

2
φ,αφ

,α, (4.4)

à âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñïèíîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîëÿìè îïèñûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì
[270]

Lint =
λ1
2
φ,αφ

,αF1(I, J). (4.5)

Çäåñü λ1 - êîíñòàíòà ñâÿçè. Òàê êàê ëàãðàíæèàí ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé îñòàåòñÿ íåèç-
ìåííûì, ìû ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà ãðàâèòàöèîííîì ïîëå.

4.2 Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

Â êà÷åñòâå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ìû ðàññìàòðèâàåì ìåòðèêó òèïà Áèàíêè-VI (BVI)
[245, 246, 247, 47]:

ds2 = dt2 − a2e−2mz dx2 − b2e2nz dy2 − c2 dz2, (4.6)

ãäå a, b, c ñóòü ôóíêöèè îò âðåìåíè. Çäåñü m, n - íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿí-
íûå. Çàìåòèì, ÷òî BVI ìåòðèêà ìîäåëèðóåò àíèçîòðîïíóþ è íåîäíîðîäíóþ Âñåëåí-
íóþ. Ïîäõîäÿùèé âûáîð ïàðàìåòðîâ m, n, à òàêæå ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèè a, b, c â
ìåòðèêå BVI, çàäàííîé (4.6) ãåíåðèðóåò ñëåäóþùèå òèïû Âñåëåííîé òèïà Áèàíêè:
(1) Ïðè m = n BVI ìåòðèêà ïðåîáðàçóåòñÿ â Áèàíêè òèïà-VI0 (BV) ìåòðèêó, ò.å.,
m = n, BVI =⇒ BVI0 ∈ îòêðûòàÿ Âñåëåííàÿ Ôðèäìàííà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà (FRW) ñ
èíòåðâàëîì

ds2 = dt2 − a2e−2mz dx2 − b2e2mz dy2 − c2 dz2. (4.7)

(2) Ïðè m = −n BVI ìåòðèêà ïðåîáðàçóåòñÿ â Áèàíêè òèïà-V (BV) ìåòðèêó, ò.å.,
m = −n, BVI =⇒ BV ∈ îòêðûòàÿ Âñåëåííàÿ Ôðèäìàííà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà (FRW) ñ
èíòåðâàëîì

ds2 = dt2 − a2e−2mz dx2 − b2e−2mz dy2 − c2 dz2. (4.8)

(3) Ïðè n = 0 BVI ìåòðèêà ïðåîáðàçóåòñÿ â Áèàíêè òèïà-III (BIII) ìåòðèêó, ò.å., n = 0,
BVI =⇒ BIII ñ èíòåðâàëîì

ds2 = dt2 − a2e−2mz dx2 − b2 dy2 − c2 dz2. (4.9)

(4) Ïðè m = n = 0 BVI ìåòðèêà ïðåîáðàçóåòñÿ â Áèàíêè òèïà-I (BI) ìåòðèêó, ò.å.,
m = n = 0, BVI =⇒ BI ñ èíòåðâàëîì

ds2 = dt2 − a2 dx2 − b2 dy2 − c2 dz2. (4.10)

(5) Ïðè m = n = 0 è ðàâíûõ ìàñøòàáíûõ ôàêòîðàõ ïî âñåì òðåì íàïðàâëåíèÿì BVI
ìåòðèêà ïðåîáðàçóåòñÿ â ìåòðèêó Ôðèäìàííà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà (FRW), ò.å., m =
n = 0 è a = b = c, BVI =⇒ FRW ñ èíòåðâàëîì

ds2 = dt2 − a2
(
dx2 + dy2 + dz2

)
. (4.11)
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Âûïèøåì íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è è Ðèìàíà, à òàêæå ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå BVI ìåòðèêå.

Íåòðèâèàëüíûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âûãëÿäÿò êàê

Γ1
01 = ȧ/a, Γ2

02 = ḃ/b, Γ3
03 = ċ/c,

Γ0
11 = aȧe−2mz, Γ0

22 = bḃe2nz, Γ0
33 = cċ,

Γ1
31 = −m, Γ2

32 = n, Γ3
11 =

ma2

c2
e−2mz, Γ3

22 = −nb
2

c2
e2mz.

Íå íóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðèìàíà èìåþò âèä

R01
01 = − ä1

a1
, R02

02 = − ä2
a2
, R03

03 = − ä3
a3
,

R12
12 = −mn

a23
− ȧ1
a1

ȧ2
a2
, R13

13 =
m2

a23
− ȧ3
a3

ȧ1
a1
, R23

23 =
n2

a23
− ȧ2
a2

ȧ3
a3
.

R10
31 =

m

a23

( ȧ1
a1

− ȧ3
a3

)
, R13

01 = m
( ȧ3
a3

− ȧ1
a1

)
,

R20
32 =

n

a23

( ȧ3
a3

− ȧ1
a1

)
, R23

02 = n
( ȧ2
a2

− ȧ3
a3

)
.

Íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è

R0
3 =

(
m
ȧ

a
− n

ḃ

b
− (m− n)

ċ

c

)
=

1

τ
[mȧbc− nḃca− (m− n)ċab ],

R0
0 = −

( ä
a2

+
b̈

b2
+

c̈

c2

)
= −1

τ
[äbc+ b̈ca+ c̈ab ],

R1
1 = −

( ä
a
+
ȧ

a

ḃ

b
+
ȧ

a

ċ

c
− m2 −mn

c2

)
= −1

τ
[äbc+ ȧḃc+ ċȧb ] +

m2 −mn

c2
,

R2
2 = −

( b̈
b
+
ȧ

a

ḃ

b
+
ḃ

b

ċ

c
− n2 −mn

c2

)
= −1

τ
[ab̈c+ ȧḃc+ ḃċa ] +

n2 −mn

c2
,

R3
3 = −

( c̈
c
+
ȧ

a

ċ

c
+
ḃ

b

ċ

c
− m2 + n2

c2

)
= −1

τ
[c̈ab+ ċȧb+ ḃċa ] +

m2 + n2

c2
,

ãäå ìû îïðåäåëèëè

τ = abc. (4.12)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ñèíãóëÿðíîñòü (ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà), íàì íàäî èçó-
÷àòü èíâàðèàíòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Êàê èçâåñòíî, â îáùåé òåî-
ðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýòè èíâàðèàíòû ñîñòàâëåíû èç òåíçîðà êðèâèçíû è ìåòðèêè.
Õîòÿ â ÷åòûðåõìåðíîì ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò 14 íåçàâèñèìûõ èíâàðè-
àíòîâ [36, 244], äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîé òî÷êè, äîñòàòî÷íî
èçó÷èòü òîëüêî òðè èç íèõ, à èìåííî ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó I1 = R, I2 = RµνR

µν è
ñêàëÿð Êðå÷ìàííà (Kretschmann) I3 = RαβµνR

αβµν [90, 128].
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Èç òåíçîðà Ðèìàíà è Ðè÷÷è â ýòîì ñëó÷àå èìååì

I1 = R = −2

τ

[
τ̈ − ȧḃc− aḃċ− ȧbċ− ab

c
(m2 −mn+ n2)

]
, (4.13a)

I2 =
(
R0

0

)2
+
(
R1

1

)2
+
(
R2

2

)2
+
(
R3

3

)2
+R0

3R
3
0, (4.13b)

I3 = 4[
(
R01

01

)2
+
(
R02

02

)2
+
(
R03

03

)2
+
(
R12

12

)2
+
(
R31

31

)2
+
(
R23

23

)2
]. (4.13c)

Èç (4.13) ñëåäóåò, ÷òî I1 ∝ 1/τ , I2 ∝ 1/τ 2, è I3 ∝ 1/τ 2. Çàìåòèì, ÷òî îñòàëüíûå 11 èíâà-
ðèàíòîâ ñîñòàâëåíû èç äâóõ è áîëåå òåíçîðîâ Ðè÷÷è è (èëè) Ðèìàíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû ê (τ)p, ãäå p ÷èñëî òåíçîðîâ, âõîäÿùèõ â ñîîòâåòñòâóþùèé
èíâàðèàíò. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ãäå τ = 0, èíâà-
ðèàíòû I1, I2, I3 ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûìè; ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ â ýòîé
òî÷êå ñòàíîâèòñÿ ñèíãóëÿðíûìè.

4.3 Óðàâíåíèÿ ïîëåé è èõ ðåøåíèÿ

Êàê è ðàíüøå, íà÷íåì ñ óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, òàê êàê îíè òåðïÿò ñàìûå
áîëüøèå èçìåíåíèÿ. Äëÿ BVI ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà èìåþò âèä

b̈

b
+
c̈

c
+
ḃ

b

ċ

c
− n2

c2
= κT 1

1 + Λ, (4.14a)

c̈

c
+
ä

a
+
ċ

c

ȧ

a
− m2

c2
= κT 2

2 + Λ, (4.14b)

ä

a
+
b̈

b
+
ȧ

a

ḃ

b
+
mn

c2
= κT 3

3 + Λ, (4.14c)

ȧ

a

ḃ

b
+
ḃ

b

ċ

c
+
ċ

c

ȧ

a
− m2 −mn+ n2

c2
= κT 0

0 + Λ, (4.14d)

m
ȧ

a
− n

ḃ

b
− (m− n)

ċ

c
= κT 0

3 . (4.14e)

Çäåñü òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè (t), à T ν
µ - òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé.
Â ïîñëåäóþùåì ìû ðàññìîòðèì äâà òèïà íåëèíåéíîñòè.

4.3.1 Íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå â îòñóòñòâèè ñêàëÿðíîãî ïî-

ëÿ

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïîðîæäàåòñÿ
ñàìîäåéñòâèåì. Â ýòîì ñëó÷àå ëàãðàíæèàí ìàòåðèàëüíîãî ïîëÿ èìååò âèä:

Lspinor =
i

2

[
ψ̄γµ∇µψ −∇µψ̄γ

µψ

]
−Mψ̄ψ + F (I, J). (4.15)
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Çäåñü M - ìàññà ñïèíîðíîãî ïîëÿ, F (I, J) - ñàìîäåéñòâèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Èç (4.15)
äëÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìååì

iγµ∇µψ −Mψ +Dψ + iGγ5ψ = 0, (4.16a)

i∇µψ̄γ
µ +Mψ̄ −Dψ̄ − iGψ̄γ5 = 0, (4.16b)

ãäå D = 2SFI and G = 2PFJ . Ìàòðèöû àôèííîé ñïèíîðíîé ñâÿçíîñòè â ñëó÷àå ìåò-
ðèêè (4.6) èìåþò âèä

Γ0 = 0,

Γ1 =
1

2

[
ȧγ̄1γ̄0 −m

a

c
γ̄1γ̄3

]
e−mz

Γ2 =
1

2

[
ḃγ̄2γ̄0 + n

b

c
γ̄2γ̄3

]
enz,

Γ3 =
1

2
ċγ̄3γ̄0

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

γµΓµ = −1

2

τ̇

τ
γ̄0 +

m− n

2c
γ̄3.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû Äèðàêà γµ(x) â BVI ñâÿçàíû ñ àíàëîãè÷íûìè ìàòðèöàìè â
ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñîîòíîøåíèåì

γ0 = γ̄0, γ1 = γ̄1emz/a, γ2 = γ̄2/benz, γ3 = γ̄3/c.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïèíîðíîå ïîëå çàâèñÿò òîëüêî îò t è z:

ψ(t, z) = v(t)eikz, ψ̄(t, z) = v̄(t)e−ikz (4.17)

Òîãäà äëÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ íàõîäèì

γ̄0
(
v̇ +

τ̇

2τ
v
)
−
(m− n

2c
− i

k

c

)
γ̄3v + iΦv + Gγ̄5v = 0, (4.18a)(

˙̄v +
τ̇

2τ
v̄
)
γ̄0 −

(m− n

2c
+ i

k

c

)
v̄γ̄3 − iΦv̄ − Gv̄γ̄5 = 0. (4.18b)

ãäå Φ =M −D, D = 2SFI è G = 2PFJ . Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ

uj(t) =
√
τvj(t).

Òîãäà äëÿ êîìïîíåíò ñïèíîðíîãî ïîëÿ èç (4.18) íàõîäèì

u̇1 + iΦu1 −
[m− n

2c
− i

k

c
+ G

]
u3 = 0, (4.19a)

u̇2 + iΦu2 +
[m− n

2c
− i

k

c
− G

]
u4 = 0, (4.19b)

u̇3 − iΦu3 −
[m− n

2c
− i

k

c
− G

]
u1 = 0, (4.19c)

u̇4 − iΦu4 +
[m− n

2c
− i

k

c
+ G

]
u2 = 0. (4.19d)
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Èç óðàâíåíèé (4.16) è (4.18), ìû òàêæå íàõîäèì, ÷òî áèëèíåéíûå ñïèíîðíûå ôîð-
ìû

S = ψ̄ψ = v̄v, P = iψ̄γ̄5ψ = iv̄γ̄5v, A0 = ψ̄γ̄5γ̄0ψ = v̄γ̄5γ̄0v,

A3 = ψ̄γ̄5γ̄3ψ = v̄γ̄5γ̄3v, V 0 = ψ̄γ̄0ψ = v̄γ̄0v, V 3 = ψ̄γ̄3ψ = v̄γ̄3v,

Q30 = iψ̄γ̄3γ̄0ψ = iv̄γ̄3γ̄0v, Q21 = ψ̄γ̄0γ̄3γ̄5ψ = iψ̄γ̄2γ̄1ψ = iv̄γ̄2γ̄1v,

ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé

Ṡ0 − 2
k

c
Q30

0 − 2GA0
0 = 0, (4.20a)

Ṗ0 − 2
k

c
Q21

0 − 2ΦA0
0 = 0, (4.20b)

Ȧ0
0 −

m− n

c
A3

0 + 2ΦP0 + 2GS0 = 0, (4.20c)

Ȧ3
0 −

m− n

c
A0

0 = 0, (4.20d)

V̇ 0
0 − m− n

c
V 3
0 = 0, (4.20e)

V̇ 3
0 − m− n

c
V 0
0 + 2ΦQ30

0 − 2GQ21
0 = 0, (4.20f)

Q̇30
0 + 2

k

c
S0 − 2ΦV 3

0 = 0, (4.20g)

Q̇21
0 + 2

k

c
P0 + 2GV 3

0 = 0, (4.20h)

ãäå èñïîëüçîâàíî F0 = τF . Èç ýòèõ óðàâíåíèé íàõîäèì ïåðâûé èíòåãðàë

(S0)
2 + (P0)

2 + (A0
0)

2 − (A3
0)

2 − (V 0
0 )

2 + (V 3
0 )

2 + (Q30
0 )2 + (Q21

0 )2 = C = const. (4.21)

Äî òîãî êàê ðåøèòü óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (4.14) âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì (4.19).
Èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé íàõîäèì

u̇13 = (G −Q)u213 − 2iΦu13 + (G +Q), (4.22)

ãäå, u13 = u1/u3 è Q = [m−n−2ik]/2c. Óðàâíåíèå (4.22) - ýòî óðàâíåíèå òèïà Ðèêàòòè
[177] ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåîáðàçîâàíèå [313]

v13 = exp
(
−
∫
(G −Q)u13dt

)
, (4.23)

ïðèâîäèò óðàâíåíèÿ Ðèêàòòè îáùåãî âèäà (4.22) ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, à èìåííî

(G −Q)v̈13 +
[
2iΦ(G −Q)− Ġ + Q̇

]
v̇13 + (G −Q)2(G +Q)v13 = 0. (4.24)
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Èíîãäà óäîáíåå è ëåã÷å ðåøàòü ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷åì íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Çäåñü ìû íàïèøåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.22). Äëÿ
ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (4.22) â ôîðìå

ẇ13 = (G −Q)w2
13e

−2i
∫
Φ(t)dt + (G +Q)e2i

∫
Φ(t)dt, (4.25)

ãäå ìû ïîäñòàâèëè u13 = w13 exp[−2i
∫
Φ(t)dt]. Ýòî íåîäíîðîäíîå íåëèíåéíîå óðàâíå-

íèå äëÿ w13. Ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òèïà (4.25), ò.å.,

ẇ13 = (G −Q)w2
13 exp

(
−2i

∫
Φ(t)dt

)
(4.26)

ïèøåòñÿ â âèäå

w13 = −

[∫
(G −Q) exp

(
−2i

∫
Φ(t)dt

)
dt+ C

]−1

, (4.27)

ãäå C íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (4.25) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

w13 = −

[∫
(G −Q) exp

(
−2i

∫
Φ(t)dt

)
dt+ C(t)

]−1

, (4.28)

ãäå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ïàðàìåòð C(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç

Ċ =

[∫
(G −Q) exp

(
−2i

∫
Φ(t)dt

)
dt+ C(t)

]2
(G +Q)e2i

∫
Φ(t)dt. (4.29)

Òàêèì îáðàçîì ïðè êîíêðåòíî çàäàííîé íåëèíåéíîñòè èç ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéí-
øòåéíà íàõîäèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó u1 è u3 ( à òàêæå u2 è u4) è, ñëåäîâàòåëüíî, è
êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ.

Èññëåäóåì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (4.14). Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì êîìïîíåíòû ýíåðãèè-
èìïóëüñà:

T 0
0 = MS − F +

k

c
V 3, (4.30a)

T 1
1 = T 2

2 = DS + GP − F, (4.30b)

T 3
3 = DS + GP − F − k

c
V 3, (4.30c)

T 0
3 = −kV 0. (4.30d)

Òðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà, ò.å.,

T µ
ν;µ = T µ

ν,µ + Γµ
βµ T

β
ν − Γβ

νµ T
µ
β = 0. (4.31)



168 Íåëèíåéíûå ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ â ìîäåëè Áèàíêè VI

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T ν
µ ñóòü ôóíêöèÿ òîëüêî îò t, èç (4.31) íàõîäèì

ΦṠ0 − GṖ0 +
k

c
V̇ 3
0 − k

c

m− n

c
V 0
0 = 0, (4.32a)

V̇ 0
0 − m− n

c
V 3
0 = 0. (4.32b)

Ëåãêî ìîæíî óáåäèòñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ (4.32) íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè ñ (4.20).
Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì (4.14). Ââèäó (4.30) èç (4.14e) âûòåêàåò ñëåäóþùåå îòíî-

øåíèå ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè a, b, c:(a
c

)m
=
(b
c

)n
N exp

(
−κk

∫
V 0dt

)
, N = const. (4.33)

Âû÷èòàíèå (1.53a) èç (1.53b) äàåò

d

dt

[
τ
d

dt

{
ln
(a
b

)}]
=
m2 − n2

c2
τ. (4.34)

Àíàëîãè÷íî, âû÷èòàíèÿ (1.53a) èç (1.53c) è (1.53b) èç (1.53c) ïðèâîäÿò ê

d

dt

[
τ
d

dt

{
ln
(a
c

)}]
= −mn+ n2

c2
τ − κk

c
V 3τ (4.35)

è
d

dt

[
τ
d

dt

{
ln
(b
c

)}]
= −mn+m2

c2
τ − κk

c
V 3τ, (4.36)

ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ââèäó (4.20) è (4.33) óðàâíåíèÿ (4.34), (4.35) è
(4.36) âçàèìîçàìåíÿåìû.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî τ = abc, èç (4.33) ìîæíî âûðàçèòü a è b â òåðìèíàõ c, òàê ÷òî

a =

[
τncm−2nN exp

(
−κk

∫
V 0dt

)]1/(m+n)

, (4.37)

è

b =

{
[τmcn−2m/

[
N exp

(
−κk

∫
V 0dt

)]}1/(m+n)

. (4.38)

Â ñâåòå (4.37), (4.38) è (4.20) èç (4.34) íàõîäèì

τ̈

τ
= 3

τ̇

τ

ċ

c
+ 3
( c̈
c
− ċ2

c2

)
− 2

κk

c
V 3 − (m+ n)2

c2
. (4.39)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ (4.39) ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî ÷åòûðå èç ïÿòè óðàâíåíèé Ýéí-
øòåéíà, à (1.53d) îñòàëîñü íåòðîíóòûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììèðóÿ (1.53a), (1.53b)
è (1.53c) è òðèæäû (1.53d), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ τ , ÷òî ââèäó (4.30), âûãëÿäèò êàê

τ̈

τ
= 2

m2 −mn+ n2

c2
+
κ

2

[
3(MS +DS + GP − 2F ) + 2

k

c
V 3

]
. (4.40)
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Òàêèì îáðàçîì îñòàëîñü äâà óðàâíåíèÿ, à èìåííî (4.39) è (4.40), äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ
c è τ . Èõ ìîæíî ñêîìáèíèðîâàòü ÷òîáû ïîëó÷èòü

c̈

c
− ċ2

c2
+
τ̇

τ

ċ

c
=
κk

c
V 3 +

m2 + n2

c2
+
κ

2

[
MS +DS + GP − 2F

]
. (4.41)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèøëè ê óðàâíåíèþ (4.41), ãäå âñå óðàâíåíèÿ, êàê ñïèíîðíûå òàê
è ãðàâèòàöèîííûå, áûëè óæå èñïîëüçîâàíû. Ïîëàãàÿ, ÷òî c åñòü ôóíêöèÿ îò τ (èëè
íàîáîðîò) è çàäàâàÿ êîíêðåòíûå âèäû íåëèíåéíîñòè ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ïîñëåäóþùåì
íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.41).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî
ïîëÿ è ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñðàâíèâàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ñ òåìè äëÿ BI âî âòîðîé
ãëàâå ìû çàêëþ÷èì, ÷òî ââåäåíèå íåîäíîðîäíîñòåé êàê â ãðàâèòàöèîííîå ïîëå (÷åðåç
m è n), òàê è â ñïèíîðíîå ïîëå (÷åðåç k) ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò îáùóþ êàðòèíó. Â
ïîñëåäóþùåì ìû ÿâíî âûïèøåì ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ
òèïîâ íåëèíåéíîñòè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (4.41). Êàê âèäíî, â íåì ñîäåðæàòñÿ äâå íåèçâåñòíûå ôóíê-
öèè, à èìåííî c è τ , ãäå τ îïðåäåëÿåòñÿ êàê τ = abc. Äëÿ íà÷àëà ìû íàëîæèì
äîïîëíèòåëüíóþ ñâÿçü ìåæäó c è τ , òî÷íåå, c = τ èëè c =

√
τ . Çàìåòèì, ÷òî òà-

êàÿ ñâÿçü íàëàãàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, õîòÿ ïðè ýòîì
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îñòàåòñÿ àíèçîòðîïíûì. Äàëåå äåòàëüíî èçó÷èì óðàâíåíèå (4.41)
äëÿ ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíîñòåé.

Ñëó÷àé I

Äîïóñòèì

c = τ. (4.42)

Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè ââèäó τ = abc, íàõîäèì a = 1/b. Â ñàìîì äåëå, èç (4.37) è
(4.38) íàõîäèì

a =

[
τm−nN exp

(
−κk

∫
V 0dt

)]1/(m+n)

, (4.43)

è

b =

{
τn−m/

[
N exp

(
−κk

∫
V 0dt

)]}1/(m+n)

. (4.44)

Ñ ó÷åòîì (4.42), èç (4.41) ñëåäóåò

τ̈

τ
=
κk

τ
V 3 +

m2 + n2

τ 2
+
κ

2

[
MS +DS + GP − 2F

]
. (4.45)

Èçó÷èì (4.45) äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ âûáîðîâ íåëèíåéíîñòè ñïèíîðíîãî ïîëÿ.
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Ëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ñëó÷àé ïðåäïîëîæèâ F (I, J) = 0. Ýòî íåìåäëåííî
ïðèâîäèò ê D = 0 è G = 0. Óðàâíåíèå (4.45) òîãäà èìååò âèä

τ̈

τ
=
κk

τ
V 3 +

m2 + n2

τ 2
+
κ

2
MS. (4.46)

Êàê âèäíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå (4.46), íàäî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü V 3 è
S. Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ èç (4.20) èìååì

Ṡ0 − 2
k

c
Q30

0 = 0, (4.47a)

Ṗ0 − 2
k

c
Q21

0 − 2MA0
0 = 0, (4.47b)

Ȧ0
0 −

m− n

c
A3

0 + 2MP0 = 0, (4.47c)

Ȧ3
0 −

m− n

c
A0

0 = 0, (4.47d)

V̇ 0
0 − m− n

c
V 3
0 = 0, (4.47e)

V̇ 3
0 − m− n

c
V 0
0 + 2MQ30

0 = 0, (4.47f)

Q̇30
0 + 2

k

c
S0 − 2MV 3

0 = 0, (4.47g)

Q̇21
0 + 2

k

c
P0 = 0, (4.47h)

ñ ïåðâûì èíòåãðàëîì

(S0)
2 + (V 3

0 )
2 + (Q30

0 )2 − (V 0
0 )

2 = 0, (4.48a)

(P0)
2 + (A0

0)
2 + (Q21

0 )2 − (A3
0)

2 = 0. (4.48b)

Òàêèì îáðàçîì âèäíî, ÷òî äàæå â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ íåíóëåâûì k
(k ̸= 0) íåëüçÿ ÿâíî âûïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ V 3 èëè S. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òî-
áû âûðàæàòü S èëè P , à ñëåäîâàòåëüíî è ìàññîâûé ÷ëåí èëè íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî
ïîëÿ â òåðìèíàõ τ , ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïèíîðíîå ïîëå íå çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ, ò.å., ïîëîæèì, ÷òî k = 0.

Èç (4.20) â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì

S =
C0

τ
, (4.49)

ãäå C0 - ýòî ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Óðàâíåíèå (4.45) â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

τ̈ =
m2 + n2

τ
+
κ

2
MC0. (4.50)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.50) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â êâàäðàòóðàõ∫
dτ√

2(m2 + n2) lnτ + κMC0 τ + E
= t, E = const. (4.51)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå èìåëî ñìûñë, íåîáõîäèìî ÷òîáû ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà-
æåíèå â (4.51) áûëî ïîëîæèòåëüíûì. Òî åñòü, äëÿ òîãî, ÷òîáû íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
τ ìîãëî áûòü áëèçêî ê íóëþ, íåîáõîäèìî ÷òîáû m è n áûëè äîñòàòî÷íî ìàëûìè, à
ïîñòîÿííàÿ E èìåëà äîâîëüíî áîëüøîå çíà÷åíèå.

Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (4.27). Â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå G = 0, Q = (m− n)/2τ è Φ =M .

Íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå ñ k = 0

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííî íåçàâèñèìîå íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå. Ñíà÷àëà âû-
áåðåì íåëèíåéíûé ÷ëåí êàê ôóíêöèþ îò I = S2, çàòåì áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå ñ
íåëèíåéíîñòüþ êàê ôóíêöèþ îò J = P 2.

Åñëè íåëèíåéíûé ÷ëåí âûáðàí êàê F = F (I) = λSη, ãäå λ êîíñòàíòà ñàìîäåé-
ñòâèÿ, òî ââèäó S = C0/τ äëÿ τ èìååì

τ̈ =
m2 + n2

τ
+
κ

2
MC0 +

κλ(η − 2)Cη
0

2τ η−1
, (4.52)

ñ ðåøåíèåì â êâàäðàòóðàõ∫
dτ√

2(m2 + n2)ln τ + κMC0 τ − κλCη
0 τ

2−η + E
= t. (4.53)

Êàê âèäíî, ââåäåíèå íåëèíåéíîãî ÷ëåíà íàëàãàåò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ìà-
ëîñòü íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ τ . Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ êàê è â ñëó÷àå ëèíåé-
íîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (4.27). Â äàííîì ñëó÷àå G = 0 è
Q = (m− n)/2c.

Â ñëó÷àå áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ, åñëè íåëèíåéíûé ÷ëåí âûáðàí â âèäå
F = F (J) = λP η, òî èç (1.50) äëÿ P ïîëó÷èì

P = D0/τ. (4.54)

Óðàâíåíèå äëÿ τ èìååò âèä

τ̈ =
m2 + n2

τ
+
κλ(η − 2)Dη

0

2τ η−1
(4.55)

ñ ðåøåíèåì â êâàäðàòóðàõ∫
dτ√

2(m2 + n2)ln τ − κλDη
0 τ

2−η + E
= t. (4.56)

Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ êàê è ðàíüøå ìîãóò áûòü íàéäåíû èç (4.27). Â ýòîì
ñëó÷àå, Q = (m− n)/2c è Φ = 0.
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Ñëó÷àé II

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

c =
√
τ . (4.57)

Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ a and b:

a =

[
τm/2N exp

(
−κk

∫
V 0dt

)]1/(m+n)

(4.58)

è

b =

{
[τn/2/

[
N exp

(
−κk

∫
V 0dt

)]}1/(m+n)

. (4.59)

Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè èç (4.41) ïîëó÷èì

τ̈ = 2κkV 3
√
τ + 2(m2 + n2) + κ

[
MS +DS + GP − 2F

]
τ. (4.60)

Ýòî óðàâíåíèå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ðåøåíî òî÷íî, åñëè ïîëà-
ãàòü, ÷òî k = 0 è âûáðàòü íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ â âèäå F = F (I) èëè äëÿ
áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ â âèäå F = F (J) èëè F = F (I ± J).

Ïî ïðè÷èíå, êîòîðàÿ áóäåò ïðèâåäåíà íèæå, ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå
ïîëå â BVI0 Âñåëåííîé, ïîäñòàâëÿÿ m = n â ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ. Äëÿ íà÷àëà
íàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ áèëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ ôîðì. Ïîäñòàâëÿÿ m = n â (4.20)
ïîëó÷èì

Ṡ0 − 2GA0
0 = 0, (4.61a)

Ṗ0 − 2ΦA0
0 = 0, (4.61b)

Ȧ0
0 + 2ΦP0 + 2GS0 = 0, (4.61c)

Ȧ3
0 = 0, (4.61d)

V̇ 0
0 = 0, (4.61e)

V̇ 3
0 + 2ΦQ30

0 − 2GQ21
0 = 0, (4.61f)

Q̇30
0 − 2ΦV 3

0 = 0, (4.61g)

Q̇21
0 + 2GV 3

0 = 0, (4.61h)

ñî ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó áèëèíåéíûìè ôîðìàìè ñïèíîðíîãî ïîëÿ

(S0)
2 + (P0)

2 + (A0
0)

2 = B1, (4.62a)

A3
0 = B2, (4.62b)

V 0
0 = B3, (4.62c)

(V 3
0 )

2 + (Q30
0 )2 + (Q21

0 )2 = B4, (4.62d)

ãäå Bi - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà. Óðàâíåíèå (4.14e) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

ȧ

a
− ḃ

b
= −κk

m
V 0. (4.63)

Â îòëè÷èå îò BVI Âñåëåííîé, ãäå ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (4.14e) ñâÿçûâàåò âñå òðè
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèè a, b, c, óðàâíåíèå (4.63) ñâÿçûâàåò òîëüêî a è b ìåæäó ñîáîé:

a = N exp

[
−(κk/m)

∫
V 0dt

]
b. (4.64)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî τ = abc, â ñâåòå (4.64) è (4.57), ìîæíî âûðàæàòü a è b â òåðìèíàõ τ :

a = N 1/2τ 1/4 exp

[
−(κk/2m)

∫
V 0dt

]
, (4.65)

b = N−1/2τ 1/4 exp

[
(κk/2m)

∫
V 0dt

]
. (4.66)

Â âèäó (4.65), (4.66) è òîãî ôàêòà, ÷òî V̇ 0
0 = 0, èç

d

dt

[
τ
d

dt

{
ln
(b
c

)}]
= −2m2

c2
τ (4.67)

ïîëó÷èì
τ̈

τ
= 3

τ̇

τ

ċ

c
+ 3
( c̈
c
− ċ2

c2

)
− 4

m2

c2
. (4.68)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå (4.40) â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

τ̈

τ
= 2

m2

c2
+
κ

2

[
3(MS +DS + GP − 2F )

]
+
κk

c
V 3. (4.69)

Êîìáèíèðóÿ (4.68) è (4.69) íàõîäèì

c̈

c
− ċ2

c2
+
τ̇

τ

ċ

c
=
κk

3c
V 3 + 2

m2

c2
+
κ

2

[
MS +DS + GP − 2F

]
. (4.70)

Òàêèì îáðàçîì ìû çàêëþ÷èì, ÷òî ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà m = n â (4.41) íå ïðèâîäèò ê
(4.70), òàê êàê óðàâíåíèå (4.14e) äëÿ ðàçëè÷íûõ Áèàíêè ìîäåëåé äàåò ðàçëè÷íûå îò-
íîøåíèÿ ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Çäåñü ìû ïðîñòî óïîìèíàåì, ÷òî äëÿ BIII
Âñåëåííîé, ãäå n = 0, óðàâíåíèå (4.14e) ñâÿçûâàåò a è c, òîãäà êàê äëÿ BI Âñåëåííîé,
òàê æå êàê è äëÿ FRW Âñåëåííîé, òàêèõ óðàâíåíèé ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò. Çàìåòèì,
÷òî â BVI0 Âñåëåííîé, ãäå m = n, ìíîãèå óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå,
íî ýòîãî íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå, òàê êàêV 3, S, è P
îñòàþòñÿ íå îïðåäåëåíû ÿâíî. Ïîýòîìó, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìû ðàññìîò-
ðèì ïðîñòðàíñòâåííî íåçàâèñèìîå ñïèíîðíîå ïîëå, ïîäñòàâëÿÿ k = 0. Ýòî äàñò íàì
âîçìîæíîñòü ÿâíî ðåøèòü óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
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Äî òîãî êàê ïîäðîáíî èçó÷èòü óðàâíåíèå (4.70), âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì íåëèíåé-
íîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Ñ ó÷åòîì m = n è k = 0 äëÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñðàçó íàõîäèì

u̇1 + iΦu1 − Gu3 = 0, (4.71a)

u̇2 + iΦu2 − Gu4 = 0, (4.71b)

u̇3 − iΦu3 + Gu1 = 0, (4.71c)

u̇4 − iΦu4 + Gu2 = 0. (4.71d)

Êàê è â BVI Âñåëåííîé, íåëèíåéíûé ÷ëåí âûáåðåì â âèäå F = F (I), à â ñëó÷àå
áåçìàññîâîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ F = F (J) èëè F = F (I ± J). Óðàâíåíèå ñïèíîðíîãî
ïîëÿ (4.71) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè â BI ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè. Ïîýòîìó ìû áåç ïîäðîáíîñòåé âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåëèíåéíûé ÷ëåí â ëàãðàíæèàíå âûáðàí â âèäå F = F (I),
òî êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ âûãëÿäÿò [244] êàê

ψ1(t) = (C1/
√
τ) exp

[
−i
∫
(M −D)dt

]
, (4.72a)

ψ2(t) = (C2/
√
τ) exp

[
−i
∫
(M −D)dt

]
, (4.72b)

ψ3(t) = (C3/
√
τ) exp

[
i

∫
(M −D)dt

]
, (4.72c)

ψ4(t) = (C4/
√
τ) exp

[
i

∫
(M −D)dt

]
. (4.72d)

çäåñü C1, C2, C3, C4 - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ òàêèå, ÷òî

C2
1 + C2

2 − C2
3 − C2

4 = C0,

ñ C0 = Sτ.
Â ñëó÷àå F = F (J), êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìåþò âèä

ψ1 =
1√
τ

(
D1e

iσ + iD3e
−iσ
)
, (4.73a)

ψ2 =
1√
τ

(
D2e

iσ + iD4e
−iσ
)
, (4.73b)

ψ3 =
1√
τ

(
iD1e

iσ +D3e
−iσ
)
, (4.73c)

ψ4 =
1√
τ

(
iD2e

iσ +D4e
−iσ
)
. (4.73d)

Çäåñü σ =
∫
Gdt, è ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ Di óäîâëåòâîðÿþò

2 (D2
1 +D2

2 −D2
3 −D2

4) = D0,
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à D0 îïðåäåëÿåòñÿ èç P = D0/τ.
Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áèëèíåéíûå ôîðìû ñïèíîðíîãî ïîëÿ

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû ê τ , ò.å., S = C0/τ è P = D0/τ.
Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (4.70). Êàê âèäíî, ïðè k = 0, ïðåäïîëîæåíèå τ = c íå èìååò

ñìûñëà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè a è b ñòàíîâÿòñÿ ïîñòîÿííûìè.
Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ c =

√
τ . Ïðè ýòîì èç (4.70) ïîëó÷èì

τ̈ = 4m2 + κ
[
MS +DS + GP − 2F

]
τ. (4.74)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ F = λSη. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S = C0/τ è G = 0, èç (4.74) íàõîäèì

τ̈ = 4m2 + κ
[
MC0 + λCη

0 (η − 2)τ 1−η
]
, (4.75)

ñ ðåøåíèåì â êâàäðàòóðàõ

dτ√
(8m2 + 2κMC0)τ − 2λκCη

0 τ
2−η + E

= t. (4.76)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëàãàÿ λ = 0 èM = 0 â (4.76) ìû ïîëó÷èì ñëó÷àé ñ áåçìàññîâûì íåëè-
íåéíûì ñïèíîðíûì ïîëåì ñ F = λP η è ëèíåéíûì ñïèíîðíûì ïîëåì ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîé E â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ τ ìîæåò
èìåòü äàæå íóëåâîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå.

4.3.2 Ñïèíîðíîå ïîëå ñ èíäóöèðîâàííîé íåëèíåéíîñòüþ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó ñïèíîðíîãî, ñêàëÿðíî-
ãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé â ðàìêàõ Áèàíêè òèïà VI êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè. Â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå íàìè áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà ñïèíîðíîå ïîëå íå çàâèñåëî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Èìåÿ ýòî ââèäó ìû
èçíà÷àëüíî ðàññìîòðèì ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ çàâèñÿùèìè òîëüêî îò t ïîëàãàÿ

ψ = ψ(t), φ = φ(t). (4.77)

Èç óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

1√
−g

∂

∂xν

(√
−ggνµ(1 + λF )φ,µ

)
= 0, (4.78)

ìû â ýòîì ñëó÷àå èìååì

φ = C exp[(n−m)z]

∫
dt

τ(1 + λF )
+ C1 (4.79)

ãäå C è C1 - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Óðàâíåíèÿ äëÿ ñïèíîðíîãî è ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîëåé áóäåò èìåòü òàêîé æå âèä êàê è ïðåæäå, íî â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì

D = λSφ,αφ
,α∂F

∂I
=, G = λPφ,αφ

,α∂F

∂J
.
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Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà F = In = S2n, ÷òî ïðèâîäèò
ê

D =
λnC2 exp[2(n−m)z]S2n−1

τ 2(1 + λS2n)2
=
λnC2 exp[2(n−m)z]C2n−1

0 τ 2n−1

(τ 2n + λC2n
0 )2

,

ãäå ìû ó÷èòûâàëè, ÷òî S = C0/τ . Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ è èõ ðåøåíèÿ
ïî ôîðìå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè â ñëó÷àå ñàìîäåé-
ñòâèÿ, òî ìû ïðîñòî íå áóäåò èõ âûïèñûâàòü, à ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ äëÿ
τ . Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

τ̈

τ
= 2

m2 −mn+ n2

c2
+

3κ

2
[T 0

0 + T 1
1 ] + 3Λ. (4.80)

Êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

T 0
0 = MS +

1

2
φ̇2(1 + λF1) + ε, (4.81a)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = DS + GP − 1

2
φ̇2(1 + λF1)− p. (4.81b)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî óðàâíåíèå (4.80) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

τ̈

τ
= 2

m2 −mn+ n2

c2
+

3κ

2
[MS +DS + GP + (1− ζ)ε0/τ

1+ζ ] + 3Λ. (4.82)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îíî äîïóñêàåò ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ. Áîëåå ïîäðîáíî
ìû åãî èçó÷èì ÷èñëåííî.

4.4 ×èñëåííûå ðåøåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ÷èñëåííî ïðîàíàëèçèðóåì óðàâíåíèÿ (4.52) è (4.75). Äëÿ ïðîñòîòû
ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ F = F (I), òàê êàê ïîëàãàÿ λ = 0 ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ ñ ëèíåéíûì
ñïèíîðíûì ïîëÿì, à ïîëàãàÿ M = 0 ïîëó÷èì ñëó÷àé ñ F = F (J).

4.4.1 ×èñëåííûé àíàëèç ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ñàìîäåéñòâèÿ

Àíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå, êîãäà íåëèíåéíîñòü ñïèíîð-
íîãî ïîëÿ ãåíåðèðóåòñÿ ñàìîäåéñòâèåì. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè
íåëèíåéíîñòè.

Ñëó÷àé I
Ïóñòü F = λSη. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä:

τ̈ = F(p), (4.83)

ãäå

F(p) = q1
m2 + n2

τ
+ q2m

2 + κ
[
q3M + q4λ(η − 2)τ (1−η)

]
. (4.84)
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Çäåñü p íàáîð ïàðàìåòðîâ, à èìåííî, p = {κ, m, n, M, λ, η}. Óðàâíåíèå (4.83) äîïóñ-
êàåò ñëåäóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë

τ̇ =
√

2[E − U(τ)], (4.85)

ñ ïîòåíöèàëîì

U(τ) = −[q1(m
2 + n2) ln(τ) + q2m

2τ + κ(q3Mτ − q4λτ
(2−η))]. (4.86)

Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàâëÿÿ q1 = 1, q2 = 0, q3 = 0.5, q4 = 0.5 è q1 = 0, q2 = 4, q3 =
1, q4 = 1, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ (4.52) è (4.75), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò â ñëó÷àÿõ ñ c = τ
â BVI Âñåëåííîé è c =

√
τ â BVI0 Âñåëåííîé ñîîòâåòñòâåííî.

Çäåñü ìû ïðîèëëþñòðèðóåì íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ
âûøå óïîìÿíóòûõ ñëó÷àåâ. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèé âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïà-
ðàìåòðû íåîäíîðîäíîñòè m = 2 è n = 1, ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ κ = 1. Äëÿ
íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ áåðåì λ = 0.1. Êàê âèäíî èç (4.86) è (4.85), äëÿ îò-
ðèöàòåëüíîé η çíà÷åíèå τ îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ìåòðèêà
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî τ òàêæå äîëæåí áûòü íåîòðèöàòåëüíûé. Â ðèñóíêàõ 4.1
è 4.2 ïîêàçàíî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåêîòîðûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé η.
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Ðèñ. 4.1: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ) (4.86)
äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé η, à èìåííî η =
−3 è η = −4 â BVI ìîäåëè ñ m = 2,
n = 1, è λ = 0.1.

Ðèñ. 4.2: Ýâîëþöèÿ τ êàê ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (4.85) ñ ïîòåíöèàëîì
Ðèñ. 4.1 ïðè ðàçíûõ E. Çäåñü η = −4.

Êàê âèäíî èç Ðèñ. 4.2, îòðèöàòåëüíîå η ïîðîæäàåò îñöèëëèðóþùèå ìîäû â ýâî-
ëþöèè. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ E èìåþòñÿ äâà âèäà ðåøåíèÿ: ïåðèîäè÷åñêîå (ñî-
îòâåòñòâóåò ê E = 0 è E = 10) è îãðàíè÷åííîå íà êîíå÷íîì âðåìåííîì îòðåçêå (ñîîò-
âåòñòâóåò ê E = 25).

Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ óñëîâèåì ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè. Ýòî óñëîâèå â BVI
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Âñåëåííîé èìååò âèä

T 0
0 ≥ T 1

1 a
2e−2mz + T 2

2 b
2e2nz + T 3

3 c
2, (4.87a)

T 0
0 ≥ T 1

1 a
2e−2mz, (4.87b)

T 0
0 ≥ T 2

2 b
2e2nz, (4.87c)

T 0
0 ≥ T 3

3 c
2. (4.87d)

Äëÿ c = τ è k = 0 ñ ó÷åòîì (4.43) è (4.44), óðàâíåíèå (4.87) â BVI ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

T 0
0 ≥ T 1

1 τ
2(m−n)/(m+n)e−2mz + T 2

2 τ
−2(m−n)/(m+n)e2nz + T 3

3 τ
2, (4.88a)

T 0
0 ≥ T 1

1 τ
2(m−n)/(m+n)e−2mz, (4.88b)

T 0
0 ≥ T 2

2 τ
−2(m−n)/(m+n)e2nz, (4.88c)

T 0
0 ≥ T 3

3 τ
2, (4.88d)

òîãäà êàê äëÿ c =
√
τ è k = 0 ñ ó÷åòîì (4.65) è (4.66) óðàâíåíèå (4.87) â BVI Âñåëåííîé

èìååò âèä

T 0
0 ≥ T 1

1

√
τN e−2mz + T 2

2 (
√
τ/N )e2nz + T 3

3 τ, (4.89a)

T 0
0 ≥ T 1

1

√
τN e−2mz, (4.89b)

T 0
0 ≥ T 2

2 (
√
τ/N )e2nz, (4.89c)

T 0
0 ≥ T 3

3 τ. (4.89d)

Êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïðè k = 0 âûãëÿäÿò

T 0
0 =MS − F, T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 = DS − F. (4.90)

Äëÿ F = λSη, óðàâíåíèå (4.90) ñ ó÷åòîì S = C0/τ èìååò âèä

T 0
0 =

M

τ
− λ

τ η
, T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 =
λ(η − 1)

τ η
, (4.91)

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì C0 = 1. Êàê âèäíî èç (4.91), äëÿ îòðèöàòåëüíîé η (íàïðè-
ìåð η = −η1), ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû T 0

0 ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé ïðè τ >
(M/λ)1/(1+η1) è óìåíüøàåòñÿ êàê τ η1 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå êîìïîíåíòû äàâëåíèÿ òàê-
æå îòðèöàòåëüíû, íî êîìïîíåíòû âäîëü x è y îñåé óìåíüøàåòñÿ ïî çàêîíó τ [η1+2(m−n)/(m+n)

è τ [η1−2(m−n)/(m+n) (ñì. Ðèñ. 4.3). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî êîìïîíåíòû äàâëå-
íèÿ ñòàíóò äîìèíèðóþùèìè, ÷òî ãðàôè÷åñêè èçîáðàæåíî íà Ðèñ. 4.4. Çàìåòèì, ÷òî
ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå â ñèñòåìå íå çàâèñÿò îò êîíñòàíòû E, òîãäà êàê çíà-
÷åíèå τ â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé η ñèëüíî çàâèñèò îò íåå. Êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 4.2,
ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ E, âåëè÷èíà τ îãðàíè÷åíà â ïðåäåëàõ îò 0 äî 3, òîãäà êàê
ñàìàÿ áîëüøàÿ êîìïîíåíòà äàâëåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ äîìèíè-
ðóþùèì òîëüêî ïðè τ > 10. Ðèñóíîê 4.3 ïîêàçûâàåò ïðåîáëàäàíèå ýíåðãèè â îáëàñòè
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Ðèñ. 4.3: Âèä ïëîòíîñòè ýíåðãèè T00 è
êîìïîíåíò äàâëåíèÿ Tii, i = 1, 2, 3 ñî-
îòâåòñòâóþùèìè (4.91) ïðè η = −4.
Çäåñü Pr1, Pr2, è Pr3 îáîçíà÷àþò êîì-
ïîíåíòû äàâëåíèÿ âäîëü îñåé x, y, è z,
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 4.4: Âèä ïëîòíîñòè ýíåðãèè T00
è êîìïîíåíòû äàâëåíèÿ T22 ïðè η =
−4. Ýòî îò÷åòëèâî ïîêàçûâàåò ïðåîá-
ëàäàíèå äàâëåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðûõ çíà÷åíèé τ .

τ ∈ (0, 3). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîíñòàíòû E, âñå æå âîçìîæíî
ïîñòðîèòü ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ áåç íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîâåäåíèå τ äëÿ ñëó÷àÿ c =
√
τ â BVI0 ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

(ñì. Ðèñ. 4.5 è 4.6).
Êàê âèäíî èç Ðèñ. 4.6, îòðèöàòåëüíàÿ η ïîðîæäàåò îñöèëëèðóþùåå ðåøåíèå. Â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé E âîçìîæíî äâà òèïà ðåøåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùå-
ãî ñëó÷àÿ çäåñü èìååòñÿ ðåøåíèå, ãäå ïðîöåññ ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ ÷åðåç íåêîòîðûé
èíòåðâàë (âðåìåíè) (êàê ýòî âèäíî äëÿ ñëó÷àÿ ñ E = 25 íà Ðèñ. 4.2 è 4.6). Êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, óñëîâèå ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè îñòàåòñÿ â ñèëå ïðè îòðèöàòåëüíîé
η.

Íàêîíåö, ñðàâíèì ìîäåëè ïðè ïîëîæèòåëüíîé η (ñì. Ðèñ. 4.7 è 4.8).
Êàê è îæèäàëîñü, â ýòîì ñëó÷àå Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ ìîíîòîííî. Â BVI0 ìî-

äåëè ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ ïðîèñõîäèò áîëåå ñòðåìèòåëüíî.
Ñëó÷àé II
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, âûáðàâ F = sin(S). Â

ýòîì ñëó÷àå èìååì

F = q1
m2 + n2

τ
+ q2m

2 + κ{q3M + q4λ[cos(1/τ)− 2τ sin(1/τ)]} (4.92)

ñ ïîòåíöèàëîì

U = −{q1(m2 + n2) ln(τ) + q2m
2τ + κ[q3Mτ − q4λτ

2 sin(1/τ)]}. (4.93)

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé â BVI Âñåëåííîé ñ c = τ . Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ ñëó÷àÿ ñ c =

√
τ ðåçóëüòàòû ïîäîáíû ýòèì.
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Ðèñ. 4.5: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ) (4.86)
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé η, à èìåííî
η = −3 è η = −4 äëÿ BVI0 ìîäåëè ñ
m = n = 2 è λ = 0.1.

Ðèñ. 4.6: Ýâîëþöèÿ τ êàê ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (4.85) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèé E ñ η = −4. Ñîîòâåòñòâóþùèé
ïîòåíöèàë ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà Ðèñ.
4.5.

Ñëó÷àé III
Âûáåðåì F = exp(S). Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

F = q1
m2 + n2

τ
+ q2m

2 + κ{q3M + q4λ[1− 2τ ] exp(1/τ)} (4.94)

ñ ïîòåíöèàëîì

U = −{q1(m2 + n2) ln(τ) + q2m
2τ + κ[q3Mτ − q4λτ

2 exp(1/τ)]}. (4.95)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì òîëüêî ñîîòíîøåíèå c = τ â BVI ìåòðèêå.
Íà Ðèñ. 4.9 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòåíöèàëû ñ íåëèíåéíûì ÷ëåíîì. Ýòè

ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ ñèíóñîèäàëüíîé èëè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé îò S. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñ c = τ . Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè âûáðàííîé íåëèíåéíîñòè
ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé ïðîèñõîäèò òàêæå êàê ñî ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ è ïîëîæè-
òåëüíîé η (ñì. Ðèñ. 4.8 è 4.10).

4.4.2 ×èñëåííûé àíàëèç ñ èíäóöèðîâàííîé íåëèíåéíîñòüþ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå âçà-
èìîäåéñòâèÿ ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî F1 = F1(I) = F1(S).
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî c = c(τ). Òîãäà óðàâíåíèå (4.82) ìîæåò áûòü ïåðåïè-
ñàíî â ôîðìå

τ̈ = F(τ, q), (4.96)

ãäå

F(τ, q) = 2(m2 −mn+ n2)
τ

c2
+

3κ

2

[
M +D +

1− ζ

τ ζ
]
+ 3Λτ. (4.97)
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Ðèñ. 4.7: Ïîòåíöèàë ñèñòåìû äëÿ ïîëî-
æèòåëüíîé η, à èìåííî η = 4 äëÿ BVI0
(m = 2, n = 1) è BVI (m = n = 2) ìî-
äåëåé ñ λ = 0.1. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ
ñ îòðèöàòåëüíîé η, ïîòåíöèàë â ýòîì
ñëó÷àå íåîãðàíè÷åí ñïðàâà, òàêèì îá-
ðàçîì äîïóñêàÿ áåñêîíå÷íîå ðàñøèðå-
íèå τ .

Ðèñ. 4.8: Ýâîëþöèÿ τ äëÿ ïîëîæèòåëü-
íîé η â BVI0 è BVI ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè. Êàê âèäíî, ýâîëþöèÿ â BV
áîëåå ñòðåìèòåëüíàÿ.

Óðàâíåíèå (4.96) äîïóñêàåò ïåðâûé èíòåãðàë,

τ̇ =
√

2[E − U(τ, q)], (4.98)

ñ ïîòåíöèàëîì

U(τ, q) = −{4(m2 −mn+ n2)

∫
τdτ

c2
+ 3κ[Mτ +

∫
Ddτ + τ 1−ζ ] + 3Λτ 2}. (4.99)

Ðåøàåì óðàâíåíèå (4.96) äëÿ (i) c = τ è (ii) c =
√
τ .

Ñëó÷àé ñ c = τ

Ñëó÷àé ñî ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ çàäàåòñÿ ñòåïåííîé ôóíê-
öèåé îò S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F1 = Sη, ãäå η - ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè. Ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (4.96) èìååò âèä

F(τ, q) = 2
m2 −mn+ n2

τ
+

3κ

2

[
MC0 +

λCsητ
η−1

(τ η + λCη
0 )

2
+

(1− ζ)ε0
τ ζ

]
+ 3Λτ, (4.100)

ãäå Cs = C2
scC

η
0/2. Äëÿ ïîòåíöèàëà èìååì

U(τ, q) = −{4(m2 −mn+ n2)ln τ + 3κ[MC0 τ − λCs/(τ
η + λCη

0 ) + ε0τ
1−ζ ](4.101)

+ 3Λτ 2}.
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Ðèñ. 4.9: Âèä ïîòåíöèàëà U(τ) çàäàí-
íîãî â âèäå (4.93) (�psinvi�) è (4.95)
(�pexpvi�), ñîîòâåòñòâåííî, â BVI ìîäå-
ëè ñ m = 2, n = 1, è λ = 0.1.

Ðèñ. 4.10: Ýâîëþöèÿ τ äëÿ ïîòåíöèà-
ëà çàäàííîãî íà Ðèñ. 4.9. Çäåñü �tausvi�
ñîîòâåòñòâóåò F = λ sin(S) è �tauevi�
ñîîòâåòñòâóåò F = λ exp(S).

Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (4.96) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ çàäàííîé (4.100). Äëÿ ïðîñòîòû ïî-
ëîæèì κ = 1, C0 = 1, Cs = 1 è ε0 = 1. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áûëè âûáðàíû
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: m = 2, n = 1, M = 1, λ = 0.1, ζ = 1/3, η = 3. Çàìåòèì, ÷òî
η = −3 äàåò ïðèìåðíî òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è ïðè η = 3. Äëÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòî-
ÿííîé âûáåðåì Λ = 0,+1,−1, ñîîòâåòñòâåííî. Óðîâåíü ýíåðãèè âûáðàí ðàâíûì íóëþ
(E = 0). Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ áåñêîíå÷íî âûñîêèé ïîòåíöèàëüíûé
áàðüåð ïðè τ = 0, ÷òî çíà÷èò, ÷òî τ âñåãäà ïîëîæèòåëüíî, ò.å., èìååòñÿ ðåøåíèå áåç
ñèíãóëÿðíîñòåé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè äàííîì E ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå τ (τmin)
äîëæíî áûòü áîëüøå èëè ðàâíî çíà÷åíèþ τ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ E è U . Ïîñêîëüêó
ìû ïîëîæèëè E = 0, òî τmin ≥ τint : U(τint) = 0. Äëÿ ïðîñòîòû íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
τ âûáðàíî ðàâíûì åäèíèöå. Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå Λ < 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíè-
òåëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè, çíà÷åíèå τ äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî ñâåðõó, ò.å., â
ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå τ ëåæèò ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ E è U .

Íà Ðèñ. 4.11 íàðèñîâàí ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìóëå (4.101). Íà Ðèñ.
4.12 ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ τ ïðè îòðèöàòåëüíîé Λ. Êàê âèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü äî-
ïóñêàåò êîëåáàòåëüíûé ðåæèì. Íà Ðèñ. 4.13 è 4.14 ïîêàçàíû ïîâåäåíèÿ τ äëÿ íåîòðè-
öàòåëüíîé Λ. Êàê âèäíî, ââåäåíèå ïîëîæèòåëüíîãî Λ-÷ëåíà, ÷òî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â
êà÷åñòâå òåìíîé ýíåðãèè, ïðèâîäèò ê áûñòðîìó ðàñøèðåíèþ Âñåëåííîé. Èç Ðèñ. (4.96)
è (4.100) âèäíî, ÷òî ïàðàìåòðû m è n èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ìàëûõ τ . Â ñëó÷àå
ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé m è n ñòàíîâÿòñÿ çàìåòíûìè íà ðàííåé ñòàäèè ýâîëþöèè,
òîãäà êàê â îñöèëëèðóþùåé ðåæèìå îíè çàìåòíû ïðè τ = τmin. Êàê âèäíî èç âûðàæå-
íèÿ (4.101), âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ m and n, âûñîòó ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà
â îêðåñòíîñòè τ = 0 ìîæíî ìåíÿòü, õîòÿ îíà áóäåò áåñêîíå÷íî âûñîêà ïðè τ = 0.
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Ðèñ. 4.11: Âèä ïîòåíöèàëà U çàäàííîì
âûðàæåíèåì (4.101) ïðè ðàçíûõ çíà÷å-
íèè Λ.

Ðèñ. 4.12: Ýâîëþöèÿ τ ïðè îòðèöàòåëü-
íîé Λ.

Ñëó÷àé ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ çàäàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé. Èçó÷èì äâà ñëó÷àÿ (i) F1 = sin(S) è (i) F1 = exp(S).

Åñëè F1 = sin(S), òî èìååì

F(τ, q) = 2
m2 −mn+ n2

τ
+

3

2

[
M +

λ cos(1/τ)

τ 2(1 + λ sin(1/τ))2
+

1− ζ

τ ζ

]
+ 3Λτ, (4.102)

è

U(τ, q) = −{4(m2 −mn+ n2)ln τ + 3κ[Mτ − λ/2(1 + λ sin(1/τ)) + τ 1−ζ ] + 3Λτ 2}.(4.103)

Ïðè F1 = exp(S) íàõîäèì

F(τ, q) = 2
m2 −mn+ n2

τ
+

3

2

[
M +

λ exp(1/τ)

τ 2(1 + λ exp(1/tau))2
+

1− ζ

τ ζ

]
+ 3Λτ, (4.104)

è

U(τ, q) = −{4(m2 −mn+ n2)ln τ + 3κ[Mτ − λ/2(1 + λ exp(1/τ)) + τ 1−ζ ] + 3Λτ 2}.(4.105)

Îáà ýòè ñëó÷àÿ ðàññìîòðåíû è ðåøåíû ÷èñëåííî. Ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà U è τ
ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ òåìè, ÷òî ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà Ðèñ. (4.11 - 4.14).

Ñëó÷àé ñ c =
√
τ
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Ðèñ. 4.13: Ýâîëþöèÿ τ ïðè ïîëîæè-
òåëüíîé Λ.

Ðèñ. 4.14: Ýâîëþöèÿ τ â îòñóòñòâèè Λ-
÷ëåíà.

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

F(τ, q) = 2(m2 −mn+ n2) +
3

2

[
M +

λητ η−1

(λ+ τ η)2
+

1− ζ

τ ζ
]
, (4.106)

è

U(τ, q) = −{4(m2 −mn+ n2)τ + 3[Mτ − λ/(λ+ τ η) + τ 1−ζ ]}. (4.107)

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, çäåñü τ ìîæåò èìåòü íóëåâîå çíà÷åíèå, òåì ñàìûì
ïîðîæäàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñèíãóëÿðíîñòü. Ïðè êîíêðåòíîì E â ñëó÷àå
îòðèöàòåëüíîé Λ ðåøåíèå ìîæåò áûòü êàê îñöèëëèðóþùèì òàê è íåïåðèîäè÷åñêèì.

Çäåñü, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, âûáðàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
m = 2, n = 1 M = 1,λ = 0.1,ζ = 1/3,η = 3, Λ = 0,+1,−1 ñîîòâåòñòâåííî. Óðîâåíü
ýíåðãèè âûáðàí êàê E = 0 è E = −1. Ïîâåäåíèå τ ïðè Λ ≥ 0 ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì
ñëó÷àåì, òîãäà êàê ïðè Λ < 0 ýâîëþöèÿ Âñåëåííîé ÿâëÿåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêîé ïðè
E ≥ 0 è îñöèëëèðóþùåé ïðè E < 0. Íà Ðèñ. 4.15 íàðèñîâàí ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóþ-
ùåìó âûðàæåíèþ (4.107). Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, îí íå èìååò áåñêîíå÷íî
âûñîêîãî áàðüåðà ïðè τ = 0, ÷òî çíà÷èò, ÷òî τ ìîæåò èìåòü íóëåâîå çíà÷åíèå. Íà
Ðèñ. 4.16 ïðîèëëþñòðèðîâàíà ýâîëþöèÿ τ ïðè îòðèöàòåëüíîé Λ äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé E. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèè E ðåøåíèå ìîæåò áûòü êàê êîëåáàòåëüíûì
òàê è íåïåðèîäè÷åñêèì. ×òî êàñàåòñÿ ïàðàìåòðîâ m è n, â äàííîì ñëó÷àå îíè èãðàþò
òó æå ðîëü ÷òî è ìàññà ñïèíîðíîãî ïîëÿ.
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Ðèñ. 4.15: Âèä ïîòåíöèàëà U ñîîòâåò-
ñòâóþùèì (4.107) ïðè ðàçíûõ Λ.

Ðèñ. 4.16: Ýâîëþöèÿ τ ïðè îòðèöàòåëü-
íîé Λ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèè E.

4.5 Âûâîäû

Ðàññìîòðåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è BVI ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëåé. Íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñïèíîðíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëåé äëÿ ñïåöèàëüíûõ âûáîðîâ íåëèíåéíîñòè ñïèíîðíîãî ïîëÿ è íåîäíîðîäíîñòè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ âûáðàíà â
âèäå ñòåïåííîé ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ I = S2 èëè J = P 2 ñ îòðèöàòåëüíîé ñòåïå-
íüþ, òî äàííàÿ ìîäåëü îáåñïå÷èâàåò êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå. Äëÿ ïîäõîäÿùåãî âûáî-
ðà ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ E ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè â ëþáîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Êàê áûëî ïîêàçàíî, õîòÿ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå m è n BVI
ìåòðèêà ïîðîæäàåò äðóãèå òèïû Áèàíêè ìîäåëåé, à èìåííî BVI0, BV, BIII è BI,
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ïðè ýòîì íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ïîäñòàíîâêå
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé m è n â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèÿõ, ïîëó÷åííûõ â BVI
Âñåëåííîé, ïîñêîëüêó â ðàçíûõ ìîäåëÿõ ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
ïî ðàçíîìó. Íà ñàìîì äåëå èç óðàâíåíèÿ (4.14e)

m
ȧ

a
− n

ḃ

b
− (m− n)

ċ

c
= κT 0

3 , (4.108)

ñëåäóåò, ÷òî â BVI Âñåëåííîé ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè a, b, c ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñî-
îòíîøåíèåì (4.33).

Äëÿ BVI0 Âñåëåííîé óðàâíåíèå (4.108) èìååò âèä

m
[ ȧ
a
− ḃ

b

]
= κT 0

3 , (4.109)
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÷òî äàåò ñâÿçü ìåæäó a è b, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.64).
Äëÿ BV Âñåëåííîé èç óðàâíåíèÿ (4.108) èìååì

m
[ ȧ
a
+
ḃ

b
− 2

ċ

c

]
= κT 0

3 , (4.110)

÷òî äàåò ñâÿçü ìåæäó a, b è b.
Â ñëó÷àå BIII Âñåëåííîé èìååì

m
[ ȧ
a
− ċ

c

]
= κT 0

3 , (4.111)

÷òî ñâÿçûâàåò a è c.
Â BI èëè FRW ìîäåëÿõ óðàâíåíèå (4.108) ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò.



Ãëàâà 5

Ñòàòè÷åñêèå ïëîñêî-ñèììåòðè÷íûå

ðåøåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé â ÎÒÎ

5.1 Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ïðîÿâëÿþùèå ïëîñêóþ ñèììåòðèþ, ïðè-
òÿãèâàþò âíèìàíèå ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Âñåëåííàÿ ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íà è ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèè â íåé èçîòðîïíî è îäíîðîäíî. Íî íà ðàííåé
ñòàäèè ýâîëþöèè ó íåå íå ìîãëî áûòü òàêîé ãëàäêîé êàðòèíû. Áëèæå ê ñèíãóëÿðíîñòè
Áîëüøåãî Âçðûâà íè ïðåäïîëîæåíèå î ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè, íè ïðåäïîëîæåíèå îá
èçîòðîïíîñòè íå ìîæåò áûòü ñòðîãî âûïîëíåíî. Èìåííî ïîýòîìó ìíîãèå ñïåöèàëèñòû
ðàññìàòðèâàþò ïëîñêóþ ñèììåòðèþ, ïîñêîëüêó îíà ìåíåå ñòðîãà, ÷åì ñôåðè÷åñêàÿ
ñèììåòðèÿ, è îáåñïå÷èâàåò ïîëå äëÿ èçó÷åíèÿ íåîäíîðîäíîñòè ðàííåé Âñåëåííîé. Çà-
ìåòèì, ÷òî íåîäíîðîäíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè èãðàþò âàæíóþ ðîëü äëÿ ïîíè-
ìàíèÿ íåêîòîðûõ ñóùåñòâåííûõ ÷åðò, òàêèõ êàê ôîðìèðîâàíèå ãàëàêòèêè íà ðàííåé
ñòàäèè ýâîëþöèè è ïðîöåññà ãîìîãåíèçàöèè Âñåëåííîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåëèíåéíûå ôåíîìåíû îñòàþòñÿ îäíîé èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ
òåì èññëåäîâàíèé â òå÷åíèè ïîñëåäíèõ ëåò. Õîòÿ íåëèíåéíûå êëàññè÷åñêèå ïîëÿ íå ïî-
ëó÷èëè îáùåãî îäîáðåíèÿ, íåëèíåéíîå îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç âîçìîæíûõ ïóòåé äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òåõ òðóäíîñòåé, êîòîðûå èñïûòûâàåò òåîðèÿ,
ðàññìàòðèâàþùàÿ ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû êàê ìàòåìàòè÷åñêèå òî÷êè. Íàõîæäåíèå è
èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåãóëÿðíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ êëàññè÷å-
ñêèõ ïîëåâûõ óðàâíåíèé (ñîëèòîíû èëè ÷àñòèöåïîäîáíûå ðåøåíèÿ) ñâÿçàíî ñ íàäåæ-
äîé ñîçäàòü ñâîáîäíóþ îò ðàñõîäèìîñòåé òåîðèþ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, êîòîðàÿ ìîãëà
áû îïèñûâàòü ñëîæíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ÷àñòèö, íàáëþäàåìóþ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî [297]. Óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ïî ïðèðîäå,
à ñàìî ïîëå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è íåýêðàíèðîâàííûì. Ýòè ñâîéñòâà ïðèâîäÿò
ê îïðåäåëåííûì èíòåðåñíûì ôèçè÷åñêèì ýôôåêòàì â ñîáñòâåííîì ãðàâèòàöèîííîì
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ïîëå. Ýòîò ïðîåêò áûë ðåàëèçîâàí âî ìíîæåñòâå ðàáîò, ãäå àâòîðû ïîäðîáíî èçó÷àëè
ñêàëÿðíîå è/èëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëÿ â ðàìêàõ ñôåðè÷åñêîãî è öèëèíäðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [11, 10, 42, 240, 241, 242, 260]. Îäíàêî, â ðàáîòàõ, ñâÿçàííûõ ñ
ñîëèòîíîïîäîáíûì ðåøåíèåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëåé, ÷àñòî èãíîðèðóåòñÿ ñîá-
ñòâåííîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå 1.

Â ïîñëåäíèå ãîäû êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ïðîÿâëÿþùèå ïëîñêóþ ñèììåòðèþ,
áûëè èçó÷åíû ìíîæåñòâîì àâòîðîâ [232, 293, 314, 285, 213, 101, 63, 210, 228, 312]. Â
ðàáîòå [232] áûëà èçó÷åíà ïðèðîäà íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè â ïðîñòðàíñòâåííî êîì-
ïàêòíîé ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîé ñêàëÿðíîé êîñìîëîãèè. Àâòîð ïîêàçàë, ÷òî ïðè ýòîì
ñèíãóëÿðíîñòü óíè÷òîæàåòñÿ (crushing) è ïîäàâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ (velocity dominated).
Îí òàêæå ïîêàçàë, ÷òî ñ ïðèáëèæåíèåì ñèíãóëÿðíîñòè ñêàëÿð Êðå÷ìàíà (Kretschmann)
ðàñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Äëÿ ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè Òàðóÿ
(Taruya) è Íàìáó (Nambu) [293] ðåàëèçîâàíî ðàñøèðåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà è ïðîàíà-
ëèçèðîâàíî ÷èñòî íåëèíåéíîå âîçìóùåíèå ãðàâèòàöèîííîé âîëíû (GW). Â ðàáîòå [63]
àâòîð äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññà ïëîñêî-ñèììåòðè÷íûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé
ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ. Ýòè ìîäåëè èìåþò ñèíãóëÿðíîñòè òèïà Êàçíåðà ñ ôîðìîé ñè-
ãàðû. Òî÷íûå âàêóóìíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòè÷å-
ñêèì è ñòàöèîíàðíûì ïëîñêî-ñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâàì-âðåìåíàì, áûëè èññëåäî-
âàíû â ðàáîòå [210]. Îðè (Ori) ñêîíñòðóèðîâàë êëàññ ïëîñêî-ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé,
îáëàäàþùèõ íóëåâîé èëè ñëàáîé ñèíãóëÿðíîñòüþ êðèâèçíû. Ýòà ñèíãóëÿðíîñòü ïîõî-
æà íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñèíãóëÿðíîñòü íà ãîðèçîíòå Êîøè, âðàùàþùåéñÿ
(èëè çàðÿæåííîé) ÷åðíîé äûðû [213]. Õîòÿ â íàñòîÿùåé ñòàäèè ýâîëþöèè Âñåëåííàÿ
ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé è ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèè ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì
è îäíîðîäíûì, íà ðàííåé ñòàäèè ýâîëþöèè (íàïðèìåð áëèæå ê áîëüøîé âçðûâíîé
ñèíãóëÿðíîñòè) íè ïðåäïîëîæåíèå î ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè, íè îá èçîòðîïíîñòè íå
ìîãóò áûòü ñòðîãî ñïðàâåäëèâû. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîãèå àâòîðû ðàññìàòðèâà-
þò ïëîñêóþ ñèììåòðèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìåíåå îãðàíè÷èâàþùåé, ÷åì ñôåðè÷åñêàÿ
ñèììåòðèÿ, è îáåñïå÷èâàåò ïîëÿ äëÿ èçó÷åíèÿ íåîäíîðîäíîñòè, òàê êàê ýòè ìîäåëè
èãðàþò âàæíóþ ðîëü äëÿ èçó÷åíèÿ òàêèõ ñóùåñòâåííûõ ÷åðò Âñåëåííîé, êàê ôîðìè-
ðîâàíèå Ãàëàêòèêè â íà÷àëüíîé ñòàäèè ýâîëþöèè è ïðîöåññ ãîìîãåíèçàöèè.

Âñåëåííàÿ â íàñòîÿùåì ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íà è ðàñïðåäåëåíèå âåùåñòâà â íåé
â îáùåì èçîòðîïíî è îäíîðîäíî. Íî â íà÷àëüíîé ñòàäèè ýâîëþöèè ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî-
áû îíà ìîãëà èìåòü òàêóþ ãëàäêóþ êàðòèíó. Ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì ïëîñêóþ
ñèììåòðèþ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ íåîäíîðîäíîñòè. Íåäàâíî
ìû èçó÷èëè ñèñòåìó íåëèíåéíûõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ñ ìèíèìàëüíîé ñâÿ-
çüþ â ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîé ôîíå [273, 274]. Â ýòîé ðàáîòå áûëà èçó÷åíà ðîëü íåëèíåé-
íûõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé â ôîðìèðîâàíèé êîíôèãóðàöèè ñ ëîêàëèçîâàííîé
ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè, ñïèíà è çàðÿäà ñïèíîðíîãî ïîëÿ è êîíå÷íîé ïîëíîé ýíåðãèåé.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàáîòå [24] Áûëè ïîëó÷åíû ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíî-

1Ïîä ñîáñòâåííûì ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì ìû ïîäðàçóìåâàåì ñëåäóþùèå: ìàòåðèàëüíîå ïîëå âå-
äåò ñåáÿ êàê èñòî÷íèê ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. À ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñî ñâîåé ñòîðîíû ýôôåêòèâíî
âëèÿåò íà êîíôèãóðàöèþ ìàòåðèàëüíîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñìûñëå �ñîáñòâåííîå� ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñàìî-ñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé.
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ãî è íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëåé â öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå
äëÿ ñòàöèîíàðíîé öèëèíäðè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ êâàäðàòè÷íîé
ïñåâäîâåêòîðíîé íåëèíåéíîñòüþ [188]. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ "êðîòîâàÿ
íîðà". Â ðàáîòå [191] ïîêàçàíî, ÷òî âåêòîðíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå èíäóöèðóåò, êàê
è êðó÷åíèå, êâàäðàòè÷íóþ ïñåâäîâåêòîðíóþ íåëèíåéíîñòü ó ñïèíîðíîãî ïîëÿ è ïîëó-
÷åíû ñòàöèîíàðíûå ñôåðè÷åñêèå è öèëèíäðè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ñ
òàêèì ñïèíîðíûì ïîëåì. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå îáðàçóþòñÿ "êðîòîâûå íîðû".

Äåéñòâèå íåëèíåéíûõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ìû âûáåðåì â âèäå (1.1).
Ëàãðàíæèàí ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé à òàêæå ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó íèìè áóäåò òàêèì æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ãëàâå. Íî ïîñêîëüêó ãðàâèòàöèîííîå
ïîëå â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêî-ñèììåòðè÷íóþ ìåòðèêó, òî óðàâíåíèÿ
ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ïðåòåðïåâàþò ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèå.

5.2 Ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

Â êà÷åñòâå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ìû ðàññìîòðèì ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ. Íåîäíîðîäíàÿ ïëîñêî-ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà Òàóáîì
(Taub) [294, 295]. Êàê áûëî îïðåäåëåíî Òàóáîì [294], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ áóäåò èìåòü ïëîñêóþ ñèììåòðèþ, åñëè îíî äîïóñêàåò òðåõïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó, ïîðîæäàåìóþ ïðåîáðàçîâàíèåì

y∗ = y + a, (5.1a)

z∗ = z + b, (5.1b)

y∗ = y cos θ + z sin θ,

(5.1c)

z∗ = −y sin θ + z cos θ.

Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, äîïóñêàþùàÿ ïëîñêóþ ñèììåòðèþ ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíà â âèäå [295]

ds2 = e2χdt2 − e2αdx2 − e2β(dy2 + dz2), (5.2)

ãäå ñêîðîñòü ñâåòà c ïðèíÿòà ðàâíîé åäèíèöå è χ, α, β åñòü ôóíêöèè îò x è t. Çàìåòèì,
÷òî (5.2) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ îáùèõ ôîðì Âñåëåííîé, äîïóñêàþùåé ïëîñêóþ ñèì-
ìåòðèþ. Áîëüøèíñòâî àâòîðîâ, ðàáîòàþùèõ ñ ïëîñêî-ñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì-
âðåìåíåì, ðàññìàòðèâàåò ñëó÷àé, êîãäà ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè çàâèñÿò îò îäíîé ïå-
ðåìåííîé, õîòÿ íåêîòîðûå ðàññìàòðèâàþò ñàìóþ îáùóþ ôîðìó [293, 228]. Ïîñêîëüêó
êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå X = x− vt ïîçâîëÿåò íàì âîññòàíîâèòü îáùèé ñëó÷àé,
â ýòîé ðàáîòå ìû âûáåðåì ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé èìååò ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà [294]:
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• Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé ñ Rµν = 0 äîïóñêàåò êîîðäèíàòíóþ
ñèñòåìó, ãäå èíòåðâàë íå çàâèñèò îò x0, ò.å., ñòàòè÷åñêîå.

• Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé ñ Rµν = 0 äîïóñêàåò ïî êðàéíåé ìåðå
îäíó ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ñ îäíèì âðåìåíè-ïîäîáíûì ãåíåðàòîðîì.

• Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé ñ Rµν = 0 è äëÿ êîòîðîãî Rµ
ναβ êî-

íå÷íî äëÿ ëþáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé î÷åíü ïîõîæè íà
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà ñ ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê íàøåé çàäà÷å. Ñòàòè÷åñêîå ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ ìû âûáåðåì â âèäå [272, 273, 274, 51]

ds2 = e2χdt2 − e2αdx2 − e2β(dy2 + dz2), (5.3)

ãäå ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè χ, α, β çàâèñÿò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé
x. Âûïèøåì íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, òåíçîðîâ Ðèìàíà,
Ðè÷÷è è ñêàëÿðíîé êðèâèçíû. Äëÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèì:

Γ111 = α′, Γ2
12 = Γ3

13β
′, Γ0

10 = χ′,

Γ1
00 = χ′e−2(α−χ), Γ1

22 = Γ1
33 = β′e−2(α−β).

Íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðèìàíà âûãëÿäÿò:

R10
10 = (χ′′ + χ′2 − α′χ′)e−2α, (5.4a)

R12
12 = R12

12 = (β′′ + β′2 − α′β′)e−2α, (5.4b)

R23
23 = β′2e−2α, (5.4c)

R02
02 = R03

03 = β′χ′e−2α. (5.4d)

Èç òåíçîðà Ðèìàíà ïîëó÷èì ñëåäóþùèå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è:

R0
0 = −(χ′′ + χ′2 − α′χ′ + 2β′χ′)e−2α, (5.5a)

R1
1 = −(2β′′ + 2β′2 − 2α′β′ + χ′′ + χ′2 − α′χ′)e−2α, (5.5b)

R2
2 = R3

3 = −(β′′ + 2β′2 − α′β′ + β′χ′)e−2α. (5.5c)

È íàêîíåö, íàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû:

R = 2(−2β′′ − 3β′2 + 2α′β′ − χ′′ − χ′2 + α′χ′ − 2β′χ′)e−2α. (5.6)

Äàëåå, ìû íàëîæèì ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå óñëîâèå íà ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè:

α = 2β + χ. (5.7)
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5.3 Óðàâíåíèÿ ïîëåé è èõ ðåøåíèÿ

Òàê êàê îáùèé âèä óðàâíåíèé ïîëåé îñòàåòñÿ òàêèì æå, êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå,
ìû íàïèøåì èõ â ÿâíîì âèäå ñ ó÷åòîì ãåîìåòðèè. Òàê êàê ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå
òåðïèò ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, òî íà÷íåì èìåííî ñ íåå.

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäÿò

e−2α
(
2β′′ − 2χ′β′ − β′2) = −κT 0

0 , (5.8a)

e−2α
(
2χ′β′ + β′2) = −κT 1

1 , (5.8b)

e−2α
(
β′′ + χ′′ − 2χ′β′ − β′2) = −κT 2

2 , (5.8c)

G3
3 = G2

2, T 3
3 = T 2

2 . (5.8d)

Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî x è T µ
ν - òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñïèíîðíîãî

è ñêàëÿðíîãî ïîëåé:
T µ
ν = T µ

spν + T µ
scν (5.9)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çàìåòèì, ÷òî â ïëîñêî-
ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ìàòðèöû Äèðàêà ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìàòðèöàìè äëÿ ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ0(x) = e−χγ̄0, γ1(x) = e−αγ̄1, γ2(x) = e−βγ̄2, γ3(x) = e−βγ̄3, (5.10)

à ìàòðèöû àôèííîé ñïèíîðíîé ñâÿçíîñòè â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

Γ0 = −1

2
γ̄0γ̄1e−2βχ′, Γ1 = 0, Γ2 =

1

2
γ̄2γ̄1e−(χ+β)β′, Γ3 =

1

2
γ̄3γ̄1e−(χ+β)β′. (5.11)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Óðàâíåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (1.35) èìååò ðåøåíèå

dΨ

dΥ
φ′ = φ0, φ0 = const. (5.12)

Ðàâåíñòâî (5.12) äëÿ çàäàííûõ Ψ(Υ) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ φ′,
êîòîðîå íóæíî áóäåò îïðåäåëÿòü ÷åðåç ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ eα(x).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

γµΓµ = −1

2
e−αα′γ̄1, (5.13)

âûïèøåì óðàâíåíèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ (1.34a)

iγ̄1
(
∂

∂x
+
α′

2

)
ψ + ieαΦψ + eαGγ5ψ = 0. (5.14)

Ïîëàãàÿ V (x) = eα/2ψ(x) ñ

V (x) =


V1(x)
V2(x)
V3(x)
V4(x)
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äëÿ êîìïîíåíò ñïèíîðíîãî ïîëÿ èç (5.14) âûâîäèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

V ′
4 + ieαΦV1 − eαGV3 = 0, (5.15a)

V ′
3 + ieαΦV2 − eαGV4 = 0, (5.15b)

V ′
2 − ieαΦV3 + eαGV1 = 0, (5.15c)

V ′
1 − ieαΦV4 + eαGV2 = 0. (5.15d)

Êàê âèäíî, óðàâíåíèå (5.15) äàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

V 2
1 − V 2

2 − V 2
3 + V 2

4 = const. (5.16)

Èç (1.34) ïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ S = ψ̄ψ, P = iψ̄γ5ψ and A1 =
ψ̄γ̄5γ̄1ψ

S ′ + α′S + 2eαG A1 = 0, (5.17a)

P ′ + α′P + 2eαΦA1 = 0, (5.17b)

A1′ + α′A+ 2eαΦP + 2eαGS = 0. (5.17c)

Îïðåäåëèâ S0 = Seα,P0 = Peα,A0 = Aeα, èç (5.17) èìååì

S ′
0 + 2eαG A1

0 = 0, (5.18a)

P ′
0 + 2eαΦA1

0 = 0, (5.18b)

A1′
0 + 2eαΦP0 + 2eαGS0 = 0. (5.18c)

Ñèñòåìà (1.50) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

S2 + P 2 − A12 = C0e
−2α, C0 = const. (5.19)

Êðîìå òîãî èç ñèñòåìû (5.18) ñëåäóåò

ΦS ′
0 − GP ′

0 = 0. (5.20)

Ðåøèì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåí-
çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ÿâíîì âèäå. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèö Äèðàêà â ïëîñêîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè è ÿâíûé âèä êîâàðèàíòíîãî ïðîèçâîäíîãî ∇µ, äëÿ ñïèíîðíîãî
ïîëÿ èìååì

T 1
sp1 = mS − F (I, J), T 0

sp0 = T 2
sp2 = T 3

sp3 = DS + GP − F (I, J). (5.21)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî ñêàëÿðíîå ïîëå φ òàêæå çàâèñèò òîëüêî
îò x, èìååì

T 1
sc1 = 2Υ

dΨ

dΥ
−Ψ(Υ), T 0

sc0 = T 2
sc2 = T 3

sc3 = −Ψ(Υ). (5.22)

Ââèäó T 0
0 = T 2

2 , ðàçíîñòü óðàâíåíèé (5.8a) è (5.8c) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

β′′ − χ′′ = 0, (5.23)
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ñ ðåøåíèåì
β(x) = χ(x) +Bx, (5.24)

ãäå B - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âòîðàÿ êîíñòàíòà èí-
òåãðèðîâàíèÿ ðàâíà íóëþ, òàê êàê îíà äåéñòâóåò òîëüêî íà ìàñøòàá îñåé Y è Z. Ñ
ó÷åòîì (5.23) èç (5.7) íàõîäèì

β′′ =
1

3
α′′, χ′′ =

1

3
α′′. (5.25)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.25) âìåñòå ñ (5.7) è (5.24) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì
äëÿ β(x) è χ(x)

β(x) =
1

3

(
α(x) +Bx

)
, χ(x) =

1

3

(
α(x)− 2Bx

)
. (5.26)

Áóäó÷è ïåðâûìè èíòåãðàëàìè, (5.8a), (5.8c) è (5.8b) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñ ó÷åòîì (1.37), (5.21) è (5.22), ïîäñòàâëÿÿ β è γ èç
(5.26) è T 1

1 â (5.8b) äëÿ α ïîëó÷èì

α′2 −B2 = −3κe2α
[
mS − F (I, J) + 2Υ

dΨ

dΥ
−Ψ(Υ)

]
. (5.27)

Êàê âèäíî èç (1.50) è (5.19), âñå èíâàðèàíòû åñòü ôóíêöèè îò α, òàêæå êàê è ïðàâàÿ
ñòîðîíà óðàâíåíèÿ (5.27), è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü ðåøåíû â êâàäðàòóðàõ. Äà-
ëåå ìû áóäåì ïîäðîáíî èçó÷àòü óðàâíåíèå (5.27) äëÿ êîíêðåòíîãî âèäà ëàãðàíæèàíà
ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûì âåëè÷èíàì. Äëÿ êîìïîíåíò ñïèíîð-
íîãî òîêà èìååì

j0 =
[
V ∗
1 V1 + V ∗

2 V2 + V ∗
3 V3 + V ∗

4 V4
]
e−(α+χ), (5.28a)

j1 =
[
V ∗
1 V4 + V ∗

2 V3 + V ∗
3 V2 + V ∗

4 V1
]
e−2α, (5.28b)

j2 = −i
[
V ∗
1 V4 − V ∗

2 V3 + V ∗
3 V2 − V ∗

4 V1
]
e−(α+β), (5.28c)

j3 =
[
V ∗
1 V3 − V ∗

2 V4 + V ∗
3 V1 − V ∗

4 V2
]
e−(α+β). (5.28d)

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñòàòè÷åñêóþ êîíôèãóðàöèþ ïîëåé è ñëåäîâàòåëüíî òðåáóåì, ÷òîáû
ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà èñ÷åçëè, ò.å.,

j1 = 0, j2 = 0, j3 = 0. (5.29)

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îáåñïå÷èâàåò äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíñòàíòàìè
èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîëíûé çàðÿä, êàê è ðàíüøå, îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìå

Q =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϱ
√
−3gdxdydz. (5.30)
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Ïîñêîëüêó ϱ = ϱ(x), ò.å., ðàñïðåäåëåíèå âåùåñòâà èìååò ìåñòî òîëüêî âäîëü îñè x, äëÿ
òîãî ÷òîáû Q íå ñòàë áåññìûñëåííûì, ìû äîëæíû èíòåãðèðîâàòü ïî êîíå÷íûì èíòåð-
âàëàì ïî y è z è ïîñëå ýòîãî íîðìèðîâàòü íà åäèíèöó. Èíîãäà Q òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

Q =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϱ
√

−3gdxdydz

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dydz

. (5.31)

Â ïîñëåäóþùåì ìû âîçüìåì èíòåãðàë ïî y è z â èíòåðâàëå (0, 1) è îïðåäåëèì ïîëíûé
(íîðìèðîâàííûé) çàðÿä êàê

Q =

∞∫
−∞

ϱ
√
−3gdx. (5.32)

Äëÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà íà X, Y è Z îñè íàõîäèì

S23,0 =
[
V ∗
1 V2 + V ∗

2 V1 + V ∗
3 V4 + V ∗

4 V3
]
e−α−2β−χ, (5.33a)

S31,0 =
[
V ∗
1 V2 − V ∗

2 V1 + V ∗
3 V4 − V ∗

4 V3
]
e−2α−β−χ, (5.33b)

S12,0 =
[
V ∗
1 V1 − V ∗

2 V2 + V ∗
3 V3 − V ∗

4 V4
]
e−2α−β−χ. (5.33c)

Çàìåòèì, ÷òî ìû çäåñü ïåðåïèñàëè òîëüêî òå âåëè÷èíû, â êîòîðûå ÿâíî âõîäÿò ìåò-
ðè÷åñêèå ôóíêöèè, âñå îñòàëüíûå æå îïðåäåëÿþòñÿ êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

5.4 Òî÷íûå ðåøåíèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé è èõ ôèçè-

÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé ïðè êîí-
êðåòíûõ âûáîðàõ íåëèíåéíîãî ÷ëåíà. Ìû òàêæå äàäèì ôèçè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé.

Ëèíåéíûå ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ

Ðàññìîòðèì ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è áåçìàññîâîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïîëåé. Ýòî íóæíî äåëàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü ðîëü íåëèíåéíîñòè â
ôîðìèðîâàíèè ðåãóëÿðíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé òàêèõ êàê ñòàòè÷åñêàÿ îäèíî÷-
íàÿ âîëíà èëè ñîëèòîí [56, 273].

Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìååì Ψ(Υ) = 1
2
Υ. Ïîäñòàâëÿÿ åå â (5.12),

íàõîäèì
φ′(x) = φ0. (5.34)

Èç (5.22) âñëåäñòâèå (5.34) ïîëó÷èì

− T 1
sc1 = T 0

sc0 = T 2
sc2 = T 3

sc3 = −1

2
Υ =

1

2
φ2
0e

−2α. (5.35)



Òî÷íûå ðåøåíèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé è èõ ôèçè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè 195

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìååì

T 1
sp1 = mS, T 0

sp0 = T 2
sp2 = T 3

sp3 = 0. (5.36)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ èç (5.17a) âûòåêàåò

S = C0e
−α. (5.37)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, à òàêæå èç òîãî ôàêòà, ÷òî α′(x) = − 1
S

dS
dx
, èç (5.27) èìååì∫

dS√
(1 + κ̄/2)B2S2 − 3κC2

0S
= x, κ̄ = 3κφ2

0/B
2. (5.38)

Îáîçíà÷èâ M2 = 3κC2
0 è H

2 = B2(1 + κ̄/2), èç (5.38) íàõîäèì

1

H
ln
∣∣H2S −M2/2

H
+
√
H2S2 −M2S

∣∣ = x. (5.39)

Íà ðèñóíêå 5.1 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé α, β è χ ïî îòíîøåíèþ
ê ïðîñòðàíñòâåííîìó ïàðàìåòðó x.

Ðèñ. 5.1: Âèä ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèè α(x), β(x), è
χ(x) ñ ïàðàìåòðîì κ = 1, C0 = 1, φ0 = 0.5 è B = 1 â
ñëó÷àå ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì ñïèíîðíîãî ïîëÿ (5.15). Ïåðåéäåì ê íîâîé ôóíêöèè Uj(S) =
Vj(x), j = 1, 2, 3, 4. Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå Φ = m è G = 0, äëÿ
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Uj(S) íàõîäèì

dU4

dS
+ iF(S)U1 = 0, (5.40a)

dU3

dS
+ iF(S)U2 = 0, (5.40b)

dU2

dS
− iF(S)U3 = 0, (5.40c)

dU1

dS
− iF(S)U4 = 0, (5.40d)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

F(S) = mC0/S
√
H2S2 −M2S.

Îáúåäèíèâ óðàâíåíèÿ (5.40a) è (5.40d), ïîëó÷èì

U2
1 + U2

4 = C2
14, C2

14 = const. (5.41)

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå âûòåêàåò èç óðàâíåíèé (5.40b) è (5.40c) äëÿ U2 è U3. Ââèäó
ýòîãî, íàêîíåö íàõîäèì

U1 = i C14 sinh
(
f1(S)

)
, U4 = C14 cosh

(
f1(S)

)
,

(5.42)

U2 = i C23 sinh
(
f1(S)

)
, U3 = C23 cosh

(
f1(S)

)
.

Çäåñü

f1(S) =

∫
F(S)dS =

2mC0

√
H2S2 −M2S

M2S
=

2mC0

√
H2 −M2/S

M2
.

Ïîëîæèòåëüíîñòü ïîäêîðåííîé âåëè÷èíû â (5.38) âëå÷åò S > M2/H2 > 0. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, f1 ðàñòåò ñ ðîñòîì S è ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå f1max|S→∞ ≈
(2m/3κC0)

√
B2 + 3κφ2

0.
Äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìååì

T 0
sc0(x) =

1

2
φ2
0e

−2α =
φ2
0S

2

2C2
0

. (5.43)

Èç (5.39) âèäíî, ÷òî S ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñ ðîñòîì x è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü
ýíåðãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé, ÷òî è ñëåäóåò èç (5.43).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñêàëÿðíîå ïîëå èìååò îòðèöàòåëüíóþ ïëîòíîñòü ýíåð-
ãèè. Òîãäà èìååì Ψ(Υ) = −(1/2)Υ è

− T 1
sc1 = T 0

sc0 = T 2
sc2 = T 3

sc3 =
1

2
Υ = −1

2
φ2
0e

−2α. (5.44)
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Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ S íàõîäèì∫
dS√

(1− κ̄/2)B2S2 − 3κC2
0S

= x. (5.45)

Êàê âèäíî, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïîëåé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ôèçè÷åñêè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1− κ̄/2 > 0, ò.å. êîãäà ñêàëÿðíûé çàðÿä |φ0| <

√
2/3κB. Áîëåå

òîãî, â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå ñ B = 0 (íå çàâèñèìî îò âåëè÷èíû ñêàëÿðíîãî çàðÿäà φ0)
ñóùåñòâîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè â îáùåé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè íåâîçìîæíî äàæå ïðè îòñóòñòâèè ñïèíîðíîãî ïîëÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ (5.42) â (1.97), íàõîäèì êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà:

j0 = (C2
14 + C2

23)
(
sinh2(f1(S)) + cosh2(f1(S))

)
e−(α+χ), (5.46a)

j1 = 0, (5.46b)

j2 = 2(C2
23 − C2

14) sinh
2(f1(S)) cosh

2(f1(S))e
−(α+β), (5.46c)

j3 = 0. (5.46d)

Ââèäó (5.29), èç (5.46) ñëåäóåò, ÷òî C14 = C23. Äëÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà íàõîäèì

S23,0 = 2C2
14

(
sinh2(f1(S)) + cosh2(f1(S))

)
e−α−2β−χ, (5.47a)

S31,0 = 0, (5.47b)

S12,0 = 0. (5.47c)

Ââèäó (1.98) è (1.103), èç (5.30) è (1.104) â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è ñêàëÿð-
íîãî ïîëåé íàõîäèì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëíîãî çàðÿäà Q è ïðîåêöèè âåêòîðà
ñïèíà âäîëü îñè X:

Q = 4C4
14

∞∫
−∞

[
sinh2

(
f1(S)

)
+ cosh2

(
f1(S)

)]2
dx, (5.48)

è

Sx = 4C4
14

∞∫
−∞

[
sinh2

(
f1(S)

)
+ cosh2

(
f1(S)

)]2
dx. (5.49)

Êàê âèäíî èç (5.48) è (5.49), ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïîñòîÿííûõ B, C0, φ0 è κ
ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû ìîæåò áûòü êîíå÷íûì. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ëèíåéíîãî
ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ñ ìèíèìàëüíîé ñâÿçüþ è çàðÿä è ñïèí ñïèíîðíîãî
ïîëÿ îãðàíè÷åíû. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû, ââèäó (5.36), îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çà
ñ÷åò âêëàäà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

T 0
0 (x) = T 0

sc0(x) =
φ2
0S

2

2C2
0

. (5.50)
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Èç (5.50) âûòåêàåò, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû íå ëîêàëèçîâàíà è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

ñèñòåìû E =
∞∫

−∞
T 0
0

√
−3gdx íå êîíå÷íà.

Ðèñóíêè 5.2 è 5.3 ïîêàçûâàþò ïîâåäåíèå S ïî îòíîøåíèþ ê x äëÿ ñèñòåì ñ ðàç-
ëè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. Êàê âèäíî, äëÿ ñèñòåì ñ íåëèíåéíûì ñïèíîðíûì ïîëåì S(x)
ðàñòåò áûñòðåå, à ââåäåíèå íåëèíåéíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, õîòÿ è íåìíîãî, çàìåäëÿåò
ðîñò S(x).

Ðèñ. 5.2: Âèä S(x) äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àåâ ïðè Sin = 5. Ýòî îò÷åòëèâî ïî-
êàçûâàåò ðîëü íåëèíåéíîãî ñïèíîðíî-
ãî ïîëÿ â ðîñòå S(x).

Ðèñ. 5.3: Ïîâåäåíèå S(x) ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàííóþ íà ðèñóíêå 5.2 âáëèçè
íà÷àëüíîé òî÷êè.

5.4.1 Íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå è ëèíåéíîå ñêàëÿðíîå ïîëÿ

Ñëó÷àé I: F = F (I). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà íåëèíåéíûé ÷ëåí â ëàãðàíæèàíå
ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñóòü ôóíêöèÿ òîëüêî îò I (S), ÷òî ïðèâîäèò ê G = 0. Èç (1.50) êàê
è â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìååì S = C0e

−α(x). Äëÿ ëèíåéíîãî ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ, ò.å. äëÿ Ψ(Υ) = (a/2)Υ, ãäå a = ±1, íàõîäèì Υ = −φ2

0e
−2α. Ïðèíÿâ ýòî âî

âíèìàíèå è ðàññóæäàÿ êàê è ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, äëÿ S èç (5.27) ïèøåì óðàâíåíèå

dS

dx
= ±L(S), L(S) =

√
B2S2 − 3κC2

0

[
mS − F (S)− aφ2

0S
2/(2C2

0)
]
, (5.51)

äîïóñêàþùåå ðåøåíèå ∫
dS

L(S)
= ±(x+ x0). (5.52)

Ïðè çàäàííîì êîíêðåòíîì âèäå ôóíêöèè F (S) èç (5.52) âûòåêàåò S è, ñëåäîâàòåëüíî,
α, β, χ.
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Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì ñïèíîðíîãî ïîëÿ (5.15). Ïîëàãàÿ Vj(x) = Uj(S), j =
1, 2, 3, 4 è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå G = 0, äëÿ Uj(S) ïîëó÷èì

dU4

dS
+ iF(S)U1 = 0, (5.53a)

dU3

dS
+ iF(S)U2 = 0, (5.53b)

dU2

dS
− iF(S)U3 = 0, (5.53c)

dU1

dS
− iF(S)U4 = 0, (5.53d)

ãäå F(S) = ΦL(S)C0/S. Äèôôåðåíöèðóÿ (5.53a) îòíîñèòåëüíî S è ïîäñòàâèâ (5.53d)
â íåì äëÿ U4 ïîëó÷èì

d2U4

dS2
− 1

F
dF
dS

dU4

dS
−F2U4 = 0. (5.54)

Óðàâíåíèå (5.54) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â âèäå

1

F
d

dS

( 1

F
dU4

dS

)
− U4 = 0, (5.55)

ñ ïåðâûì èíòåãðàëîì

dU4

dS
= ±

√
U2
4 + C1 · F(S), C1 = const. (5.56)

Äëÿ C1 = a21 > 0 èç (5.56) ïîëó÷èì

U4(S) = a1sinhN1(S), N1 = ±
∫

F(S)dS +R1, R1 = const, (5.57)

òîãäà êàê äëÿ C1 = −b21 < 0 èç (5.56) íàõîäèì

U4(S) = a1coshN1(S) (5.58)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.57) è (5.58) â (5.53d) íàõîäèì

U1(S) = ia1coshN1(S), U1(S) = ib1sinhN1(S). (5.59)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ U2 è U3 íàõîäèì

U3(S) = a2sinhN2(S), U3(S) = b2coshN2(S). (5.60)

è
U2(S) = ia2coshN2(S), U2(S) = ib2sinhN2(S), (5.61)

ãäå N2 = ±
∫
F(S)dS + R2. Çäåñü a2, b2 è R2 - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèì

îáðàçîì ìû íàøëè îáùèå ðåøåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ (5.53) ñ ÷åòûðüìÿ ïðîèçâîëüíûìè
ïîñòîÿííûìè.
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Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ, èç (1.97) íàõîäèì êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà

j0 =
[
a21cosh(2N1(S)) + a22cosh(2N2(S))

]
e−(α+χ), (5.62a)

j1 = 0, (5.62b)

j2 = −
[
a21sinh(2N1(S))− a22sinh(2N2(S))

]
e−(α+β), (5.62c)

j3 = 0. (5.62d)

Ïðåäïîëîæåíèå (5.29) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó ïîñòîÿííûìè:
a1 = a2 = a and R1 = R2 = R, since N1(S) = N2(S) = N(S). Õðîíîìåòðè÷åñêè-
èíâàðèàíòíûå ôîðìû ïëîòíîñòè çàðÿäà è ïîëíîãî çàðÿäà ñïèíîðíîãî ïîëÿ âûãëÿäÿò

ϱ = 2a2cosh(2N(S))e−α, (5.63)

Q = 2a2
∞∫

−∞

cosh(2N(S))eα−χdx. (5.64)

Èç (1.101) íàõîäèì

S12,0 = 0, S13,0 = 0, S23,0 = a2cosh(2N(S))e−2α. (5.65)

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîé íåòðèâèàëüíîé êîìïîíåíòîé òåíçîðà ñïèíà ÿâëÿåòñÿ
S23,0, ÷òî îïðåäåëÿåò ïðîåêöèþ âåêòîðà ñïèíà âäîëü îñèX. Èç (1.103) íàïèøåì õðîíîìåòðè÷åñêè-
èíâàðèàíòíûé òåíçîð ñïèíà

S23,0
ch = a2cosh(2N(S))e−α, (5.66)

è ïðîåêöèþ âåêòîðà ñïèíà íà îñü X

S1 = a2
∞∫

−∞

cosh(2N(S))eα−χdx. (5.67)

(Â (1.104) òàê æå êàê è â (5.30) èíòåãðèðîâàíèå ïî y è z ïðîèçâîäèòñÿ â ïðåäåëàõ
(0, 1)). Çàìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (5.64) è (5.67) ñîâïàäàþò.)

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, âûáðàâ íåëèíåéíûé ÷ëåí â âèäå F (I) =
λSn = λIn/2 ñ n ≥ 2. Çäåñü λ - ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè. Ïðè n = 2 ìû èìååì óðàâíåíèå
Ãåéçåíáåðãà-Èâàíåíêî [20]

ie−αγ̄1
(
∂x +

1

2
α′)ψ −mψ + 2λ(ψ̄ψ)ψ = 0. (5.68)

Ïîäñòàâëÿÿ F = S2 â (5.52) äëÿ S ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå ïîõîæåå íà àíàëîãè÷íîå
âûðàæåíèå äëÿ ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ íåáîëüøèì èçìåíåíèåì

H2 → H2
1 = B2 + 3κλC0 + 3κφ2

0/2. (5.69)
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Ðèñ. 5.4: Âèä g00(x), g11(x) è g22(x) â ñëó÷àå
íåëèíåéíûõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé. Çäåñü
ðàññìîòðåíà íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ òèïà
Ãåéçåíáåðãà-Èâàíåíêî.

Ïîâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, à èìåííî, exp (2α(x)), exp (2β(x)) è exp (2χ(x)) èë-
ëþñòðèðóåòñÿ íà Ðèñ. 5.4.

Âûïèøåì ôóíêöèè ψj â ÿâíîì âèäå. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

F(S) = m(C0 − 2λS)/S
√
H2

1S
2 −M2S,

è
N1,2(x) = (2H1/3κC0)tanh(H̄1x)− 2λC0x+R1,2, H̄1 = H1/2.

Íàêîíåö ìû ïèøåì

ψ1,2(x) = ia1,2

√
3κmC0

H1

cosh(H̄1x)coshN1,2(x),

(5.70)

ψ3,4(x) = ia2,1

√
3κmC0

H1

cosh(H̄1x)coshN2,1(x).

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñèñòåìû ïîëåé:

T 0
0 =

(
λ+

1

2

φ2
0

C2
0

)M4

H4
1

cosh4(H̄1x). (5.71)
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Èç (5.71) ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû íå ëîêàëèçîâàíà è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

ñèñòåìû E =
∞∫

−∞
T 0
0

√
−3gdx íå îãðàíè÷åíà. Çàìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû

ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè

λ+
1

2

φ2
0

C2
0

= 0. (5.72)

Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî
ïîëåé èìåþò ðàçíûå çíàêè.

Íàïèøåì ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû

Q = 2a2
∞∫

−∞

cosh
[ 4H1

3κC0

tanh(H̄1x)− 4λC0x+ 2R
]( C0H

2
1

M2cosh2(H̄1x)

)3/2
e2Bx/3 dx. (5.73)

Åñëè 12λ2C2
0 +λC0(4B−κC0)−κφ2

0/2 < 0, òî èíòåãðàë (5.73) ñõîäèòñÿ, ÷òî ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî çàðÿäà è ñïèíà ñèñòåìû.

Ïðè n > 2 ïëîòíîñòü ýíåðãèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä

T 0
0 = λ(n− 1)Sn +

1

2

φ2
0

C2
0

S2. (5.74)

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ ñ ëîêàëèçîâàííîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ñó-
ùåñòâóþò, åñëè è òîëüêî åñëè S = ψ̄ψ åñòü íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ
è lim

x→±∞
S(x) → 0. Óñëîâèå, ïðè êîòîðîì S îáëàäàåò âûøå óïîìÿíóòûì ñâîéñòâîì,

çàïèøåòñÿ êàê ∫
dS√

(1 + κ̄/2)B2S2 − 3κC2
0(mS − λSn)

= x. (5.75)

Êàê âèäíî èç (5.75), äëÿ m ̸= 0 íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x, âåëè÷èíà S íå ìîæåò
ñòàòü òðèâèàëüíîé, òàê êàê ïðè S → 0, çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèè S, ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
äëÿ òîãî ÷òîáû S(x) áûëî òðèâèàëüíîé íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè (x→ ∞),
íåîáõîäèìî âûáèðàòü áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå, ïîëîæèâ m = 0 â (5.75). Çàìåòèì,
÷òî â åäèíîé íåëèíåéíîé ñïèíîðíîé òåîðèé Ãåéçåíáåðãà ÷ëåí ñ ìàññîé îòñóòñòâóåò. Ïî
ìíåíèþ Ãåéçåíáåðãà ìàññà ÷àñòèöû äîëæíà áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ
ñïèíîðíîé ïðàìàòåðèè [12]. Îòìåòèì, ÷òî ïðè íåëèíåéíûõ îáîáùåíèÿõ óðàâíåíèé
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ìàññîâûé ÷ëåí íå èìååò òîãî ñìûñëà, êîòîðûé îí èìååò
â ëèíåéíûõ ïîëåâûõ óðàâíåíèÿõ, ïîñêîëüêó íèêàê íå îïðåäåëÿåò ïîëíóþ ýíåðãèþ
(èëè ìàññó) íåëèíåéíîé ñèñòåìû [55]. Òàêèì îáðàçîì, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå, ïîëîæèâ m = 0. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â
ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ, ãäå íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ âûáèðàåòñÿ â âèäå F =
P n èëè F = (K±)

n ñ K± = (I±J), ìû ðàññìîòðèì òîëüêî áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå.
Èç (5.75) ïðè m = 0, λ > 0 è n > 2 äëÿ S(x) ïîëó÷èì

S(x) =
[
−H1/

√
3κλC2

0(ζ
2 − 1)

]2/(n−2)

, ζ = cosh[(n− 2)H̄1x] (5.76)
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî lim
x→0

|S(x)| → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî T 0
0 (x) íå îãðàíè÷åíà ïðè x = 0

è ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íå èìååò ðåøåíèÿ ñ ëîêàëèçîâàííîé ïëîòíîñòüþ
ýíåðãèè.

Åñëè â (5.75) ïîëîæèòü m = 0, λ = −Λ2 < 0 è n > 2, òî äëÿ S ïîëó÷èì

S(x) =
[
H1/

√
3κλC2

0ζ
]2/(n−2)

(5.77)

Èç (5.77) âèäíî, ÷òî S(x) èìååò ìàêñèìóì ïðè x = 0 è lim
x→±∞

S(x) → 0. Ñîîòâåòñòâó-

þùèé ãðàôè÷åñêèé âèä ôóíêöèè S(x) äàí íà Ðèñ. 5.5.

Ðèñ. 5.5: Âèä S(x) â ñëó÷àå íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî
ïîëÿ ñ n = 4. Êàê âèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
S(x) èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå x = 0.

Äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ýòîì ñëó÷àå èìååì

T 0
0 = −Λ2(n− 1)Sn +

1

2

φ2
0

C2
0

S2, (5.78)

ãäå S îïðåäåëÿåòñÿ èç (5.77). Ñ ó÷åòîì S ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî T 0
0 (x) åñòü çíàêîïåðåìåííàÿ

ôóíêöèÿ.
Íàõîäèì óñëîâèå, êîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû îãðàíè÷åíà

E =

∞∫
−∞

T 0
0

√
−3gdx <∞. (5.79)
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Äëÿ ýòîãî âûïèøåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (5.79)

ε(x) = T 0
0

√
−3g = (5.80)

= C
5/3
0

[ φ2
0

2C2
0

− (n− 1)H2
1ζ

2

3κλC2
0

][ H2
1ζ

3κΛ2C2
0

]1/3(n−2)

· e2Bx/3.

Èç (5.80) ñëåäóåò, ÷òî lim
x→−∞

ε(x) → 0 äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, òîãäà êàê

lim
x→+∞

ε(x) → 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H > 2B èëè κφ2
0 > 2B2. Çàìåòèì, ÷òî

âêëàä ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïîëíóþ ýíåðãèþ â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèòåëåí è êîíå÷åí:

T 0
sc0 =

φ2
0

2C2
0

S2, Esc =

∞∫
−∞

T 0
sc0

√
−3gdx <∞. (5.81)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì è áåçìàññîâûì. Ïîñêîëüêó, â îòñóòñòâèè ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íå ëîêàëèçîâàíà è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ íå êîíå÷íà, â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ñâîéñòâà ïîëåâûõ êîíôèãóðàöèé îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåò-
ðàìè íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Âêëàä íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ïîëíóþ
ýíåðãèþ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Áîëåå òîãî, îí îñòàåòñÿ êîíå÷íûì äàæå â îòñóò-
ñòâèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðè n > 2 [59].

Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

ψ1,2(x) = ia1,2E(x)coshN1,2(x),

(5.82)

ψ3,4(x) = a2,1E(x)sinhN2,1(x),

ãäå

E(x) = (1/
√
C0)
[
H1/

√
3κΛ2C2

0ζ
]1/(n−2)

è

N1,2(x) = −
2nH1

√
ζ2 − 1

3κC0(n− 2)ζ
+R1,2.

Íàïèøåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà ϱ ñïèíîðíîãî ïîëÿ,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëó÷åííûì ðåøåíèÿì

ϱ(x) =
2a2

C0

cosh
{
−4nH1

√
ζ2 − 1

3κC0(n− 2)ζ
+ 2R

}{ H2
1

3κΛ2C2
0ζ

2

}1/(n−2)

. (5.83)

Êàê âèäíî èç (5.83), ïëîòíîñòü çàðÿäà ëîêàëèçîâàíà, òàê êàê lim
x→±∞

ϱ(x) → 0. Îäíàêî,

ïëîòíîñòü çàðÿäà ñïèíîðíîãî ïîëÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó èíâàðèàíòíîãî îáúåìà
ϱ
√
−3g, íå ëîêàëèçîâàíà:

ϱ
√
−3g = 2a2cosh[2N(x)]eα−γ = 2a2cosh[2N(x)](C0/S)

2/3e2Bx/3. (5.84)
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Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîëíûé çàðÿä ñïèíîðíîãî ïîëÿ òàêæå íå îãðàíè÷åí. ×òî
êàñàåòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî òåíçîðà ñïèíà (5.66), òî
îíî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ϱ(x)/2, è âûâîäû, ñäåëàííûå äëÿ ϱ(x) è Q, áóäóò
ñïðàâåäëèâû äëÿ òåíçîðà ñïèíà S23,0

ch è ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà S1 âäîëü îñè X, ò.å.
S23,0
ch ëîêàëèçîâàí è S1 íå îãðàíè÷åíà.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îïèñûâàåò êîíôèãóðàöèþ íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è ëèíåé-
íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëåé ñ ëîêàëèçîâàííîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè, îäíàêî ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ìåòðèêà èìååò ñèíãóëÿðíîñòü íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè, òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå

e2α = (C0/S)
2 = C2

0

{3κΛC2
0ζ

H2
1

}2/(n−2)∣∣∣
x→±∞

→ ∞ (5.85)

Ðàññìîòðèì áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå ñ

F = −Λ2S−ν , ν = constant > 0. (5.86)

Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî è ëèíåéíîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïîëåé ñ ìèíèìàëüíîé ñâÿçüþ ïðèíèìàåò âèä

T 0
0 = Λ2(ν + 1)S−ν +

φ2
0

2C2
0

S2 (5.87)

Äëÿ S â ýòîì ñëó÷àå èìååì∫
dS√

(1 + κ̄/2)B2S2 − 3κC2
0Λ

2S−ν
= x (5.88)

ñ ðåøåíèåì

S(x) =
[3κΛ2C2

0

H2
1

ζ21

]1/(ν+2)

, ζ1 = cosh[(ν + 2)H̄1x]. (5.89)

Äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ýòîì ñëó÷àå èìååì

T 0
0 (x) = Λ2(ν + 1)

[ H2
1

3κC2
0Λ

2ζ21

]ν/(ν+2)

+
φ2
0

2C2
0

[3κC2
0Λ

2ζ21
H2

1

]2/(ν+2)

. (5.90)

Êàê âèäíî èç (5.90), âêëàä ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ïëîòíîñòü ýíåðãèè êîíå÷åí, ÷òî íåëüçÿ
óòâåðæäàòü äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñèñòåìû ïîëåé, ïðèõîäÿùååñÿ íà åäèíèöó èí-
âàðèàíòíîãî îáúåìà, äàåòñÿ âûðàæåíèåì

ε(x) = T 0
0

√
−3g =

[
Λ2(ν + 1)S−ν +

φ2
0

2C2
0

S2
]
e2α−γ

=
{H2

1 (ν + 1)

3κζ21
+
φ2
0

2

}{ H2
1

3κC2
0Λ

2ζ21

}1/3(ν+2)

e2Bx/3. (5.91)
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Èç (5.91) âèäíî, ÷òî ε(x) åñòü ëîêàëèçîâàííàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. lim
x→±∞

ε(x) → 0, åñëè

H > 2B or κφ2
0 > 2B2. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ òàêæå êîíå÷íà.

Êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

ψ1,2(x) = ia1,2E(x)coshN1,2(x),

(5.92)

ψ3,4(x) = a2,1E(x)sinhN2,1(x),

ãäå

E(x) = (1/
√
C0)
[√3κΛ2C2

0

H2
1

ζ1

]1/(ν+2)

è

N1,2(x) = − 2Hν
√
ζ21 − 1

3κC0(ν + 2)ζ1
+R1,2.

Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ñïèíîðíîãî ïîëÿ, ïðèõîäÿùà-
ÿñÿ íà åäèíèöó èíâàðèàíòíîãî îáúåìà ñ a1 = a2 = a è N1 = N2, èìååò âèä

ϱ
√
−3g = 2a2cosh[2N(x)]eα−γ = (5.93)

= 2a2(C0)
2/3cosh

{
2R− 4H1ν

√
ζ21 − 1

3κC0(ν + 2)ζ1

}{ H2
1

3κC2
0Λ

2ζ21

}2/3(ν+2)

e2Bx/3.

Èç (5.93) ñëåäóåò, ÷òî ϱ
√
−3g åñòü ëîêàëèçîâàííàÿ ôóíêöèÿ è ïîëíûé çàðÿä Q êîíå-

÷åí. Îãðàíè÷åí òàêæå ñïèí ñïèíîðíîãî ïîëÿ.
Ñëó÷àé II: F = F (J). Çäåñü ìû ðàññìîòðèì áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå ñ íåëè-

íåéíîñòüþ F = F (J). Â ýòîì ñëó÷àå èç (5.17b) ñðàçó ñëåäóåò

P = D0e
−α(x), D0 = const. (5.94)

Èç (5.15) ìû òîãäà èìååì

V ′
4 − eαGV3 = 0, (5.95a)

V ′
3 − eαGV4 = 0, (5.95b)

V ′
2 + eαGV1 = 0, (5.95c)

V ′
1 + eαGV2 = 0, (5.95d)

ñ ðåøåíèåì

V1 = C1sinh[−A+ C2] (5.96a)

V2 = C1cosh[−A+ C2] (5.96b)

V3 = C3sinh[A+ C4] (5.96c)

V4 = C3cosh[A+ C4] (5.96d)
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ãäå C1, C2, C3 è C3 - ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ è A =
∫
eαGdx. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åí-

íûå ðåøåíèÿ, èç (1.97)íàõîäèì êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà

j0 =
[
C2

1cosh[2(−A+ C2)] + C2
3cosh[2(A+ C4)]

]
e−(α+χ), (5.97a)

j1 =
[
2C1C3sinh(C2 + C4)

]
e−2α, (5.97b)

j2 = 0, (5.97c)

j3 = −
[
2C1C3cosh[2A− C2 + C4)

]
e−(α+β). (5.97d)

Ïðåäïîëîæåíèå (5.29) î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ñïèíîðíîãî òîêà ÿâ-
ëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ïîñòîÿííûõ
(C1, C3) åñòü íîëü. Ïóñòü C1 = 0. Õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà ïëîòíîñòè
çàðÿäà è ïîëíûé çàðÿä ñïèíîðíîãî ïîëÿ èìåþò âèä

ϱ = C2
3cosh[2(A+ C4)]e

−α, (5.98)

Q = C2
3

∞∫
−∞

cosh[2(A+ C4)]e
α−χdx. (5.99)

Èç (1.101) íàõîäèì

S12,0 = −C2
3e

−(2α+β+χ), S31,0 = 0, S23,0 = C2
3sinh[2(A+ C4)]e

−2α. (5.100)

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå èìåþòñÿ äâå íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà
ñïèíà: S23,0 è S12,0. Îíè îïðåäåëÿþò ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà íà îñè X è Z ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èç (1.103) âûïèøåì õðîíîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíûé òåíçîð ñïèíà

S23,0
ch = C2

3sinh[2(A+ C4)
]
e−α, (5.101a)

S23,0
ch = C2

3e
−α. (5.101b)

Ïðîåêöèè âåêòîðà ñïèíà íà îñè X è Z âûãëÿäÿò

S1 = C2
3

∞∫
−∞

sinh[2(A+ C4)]e
α−χdx, (5.102a)

S3 = C2
3

∞∫
−∞

eα−χdx. (5.102b)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ α è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ P áóäåò òî æå ñàìîå, ÷òî è
â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå (ò.å., äëÿ S ñ m = 0):∫

dP√
B2P 2 − 3κD2

0

(
−F (P )− aφ2

0P
2/(2D2

0)
) = ±(x+ x0). (5.103)
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Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ÷èñëåííî ðåøèì óðàâíåíèå (5.103) âìåñòå ñ (5.51).
Ñëó÷àé III: F = F (I±J). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ F = F (K±), ãäå K± = I±J . Êàê

è â ñëó÷àå II, ðàññìîòðèì áåçìàññîâîå ñïèíîðíîå ïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì D = 2SF±
è G = ±2PF±, ãäå ìû îáîçíà÷èëè F± = dF/dK±. Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî ïðè m = 0,
Φ = −D, èç (5.20) ñðàçó íàõîäèì

I ± J = K± = K0e
−2α, (5.104)

ãäå K0 - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ α â ýòîì ñëó÷àå ñîâ-
ïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ P :∫

dK±√
B2K2

± − 3κK0K±
(
−F (K±)− aφ2

0K±/(2K0)
) = ±2(x+ x0). (5.105)

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (5.104) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå S2
0 ±P 2

0 = K0, ò.å.,
S0 è P0 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå íåêîòîðûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

S0 = sin(ξ), P0 = cos(ξ), (5.106)

S0 = sinh(ξ), P0 = cosh(ξ), (5.107)

ãäå ξ =
√
K0

∫
F±dx. Ïîñëå íåêîòîðûõ íåñëîæíûõ êîìáèíàöèè, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

ñïèíîðíîãî ïîëÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òåðìèíàõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè.

5.4.2 Íåëèíåéíîå ñêàëÿðíîå ïîëå â îòñóòñòâèè ñïèíîðíîãî ïî-

ëÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ãðàâèòàöèîííîãî è íåëèíåéíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëåé. Â êà÷åñòâå
óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âûáåðåì óðàâíåíèå Áîðíà-Èíôåëüäà (Born-
Infeld), çàäàííîå ëàãðàíæèàíîì [273]

Ψ(Υ) = − 1

σ
(1−

√
1 + σΥ), (5.108)

ãäå Υ = φ,αφ
,α è σ - ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè. Èç (5.108) ìû òàêæå èìååì

lim
σ→0

Ψ(Υ) =
1

2
Υ · · · (5.109)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.108) â (5.12) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïîëó÷èì

φ′(x) =
φ0√

1 + σφ2
0e

−2α(x)
, (5.110)

îòêóäà íàõîäèì

Υ = −(φ′)2e−2α = − φ2
0e

−2α(x)

1 + σφ2
0e

−2α(x)
. (5.111)
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Èç (5.110) ñëåäóåò, ÷òî φ′
∣∣
σ=0

= φ0.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååì

T 0
sc0 = T 2

sc2 = T 3
sc3 = −Ψ(Υ) =

1

σ

(
1− 1/

√
1 + σφ2

0e
−2α(x)

)
, (5.112)

è

T 1
sc1 = 2Υ

dΨ

dΥ
−Ψ =

1

σ

(
1−

√
1 + σφ2

0e
−2α(x)

)
. (5.113)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.113) â (5.27), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî m = 0 è F (I, J) ≡ 0 äëÿ α íàõîäèì

α′ = ±
√
B2 − 3κ

σ
e2α
(
1−

√
1 + σφ2

0e
−2α(x)

)
. (5.114)

Èç (5.114) ïîëó÷èì∫
dα√

B2 − 3κ
σ
e2α
(
1−

√
1 + σφ2

0e
−2α(x)

) = − 2

B
ln
∣∣ξ +√κ̄+ ξ2

∣∣+ (5.115)

+
1

B
√
1 + κ̄/2

[
ln
∣∣∣√2B

√
κ̄+ ξ2 +

√
2B
√
1 + κ̄ξ/2

∣∣∣− ln
∣∣∣√3κφ2

0(ξ
2 − 2)

∣∣∣] = x,

ãäå ξ2 = 1 +
√

1 + σφ2
0e

−2α(x). Êàê âèäíî èç (5.115),

e2α(x)
∣∣∣
x→+∞

≈ σφ2
0

2
e2
√

1+κ̄/2Bx → ∞, (5.116)

e2α(x)
∣∣∣
x→−∞

≈ σφ2
0

2
e2Bx → 0. (5.117)

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè íåëèíåéíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Èç (5.112)
èìååì

T 0
sc0(x)

∣∣∣
x=−∞

=
1

σ
, T 0

sc0(x)
∣∣∣
x=∞

= 0. (5.118)

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íå ëîêàëèçîâàíà. Îäíàêî
ïëîòíîñòü ýíåðãèè íà åäèíèöó èíâàðèàíòíîãî îáúåìà ëîêàëèçîâàíà, åñëè κφ2

0 > 2B2:

ε(x) = T 0
sc0

√
−3g =

1

σ

(
1− 1

1 + σφ2
0e

−2α

)
e5α/3+2Bx/3

∣∣∣∣∣
x→±∞

→ 0. (5.119)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òîæå îãðàíè÷åíà. Èç (5.111) ñ
ó÷åòîì (5.116) è (5.117) òàêæå èìååì

Υ(x)
∣∣∣
x=−∞

= − 1

σ
, Υ(x)

∣∣∣
x=+∞

= 0. (5.120)

Êàê âèäíî èç (5.120), ôóíêöèÿ Υ(x) êèíêîáðàçíàÿ.
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Íåëèíåéíûå ñïèíîðíîå è ñêàëÿðíîå ïîëÿ

Íàêîíåö, ìû ðàññìîòðèì ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ ñïèíîðíîãî è ñêà-
ëÿðíîãî ïîëåé. Âûáåðåì ñàìîäåéñòâèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ â âèäå F = λSn, n > 2, òîãäà
êàê ñêàëÿðíîå ïîëå âûáðàíî â ôîðìå (5.108). Ðàññóæäàÿ òàêæå êàê è ðàíüøå, çà-
êëþ÷èì, ÷òî ñïèíîðíîå ïîëå â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü âûáðàíî ñ íóëåâîé ìàññîé.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî e−2α = S2/C2

0 äëÿ S ïèøåì∫
dS√

B2S2 + 3κC2
0

[
λSn + (

√
1 + σφ2

0S
2/C2

0 − 1)/σ
] = x. (5.121)

Èç (5.121) îöåíèì

S(x)
∣∣∣
x→0

∼ 1

x2/(n−2)
→ ∞. (5.122)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè èìååì

T 0
0 = λ(n− 1)Sn +

1

σ

(
1− 1/

√
1 + σφ2

0S
2/C2

0

)
(5.123)

êîòîðîå óòâåðæäàåò: äëÿ òîãî ÷òîáû T 0
0 áûëà ëîêàëèçîâàíà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíê-

öèÿ S òîæå áûëà ëîêàëèçîâàíà è lim
x→±∞

S(x) → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (5.122) çàêëþ÷èì,

÷òî S(x) åñòü ñèíãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ è ïëîòíîñòü ýíåðãèè íåîãðàíè÷åíà â òî÷êå x = 0.
Äëÿ λ = −Λ2 è n > 2 èìååì∫

dS√
B2S2 + 3κC2

0

[
−Λ2Sn + (

√
1 + σφ2

0S
2/C2

0 − 1)/σ
] = x. (5.124)

Â ýòîì ñëó÷àå S(x) êîíå÷íà è åå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ èç

Sn(x) =
1

3κC2
0Λ

2

[
B2S2 + 3κC2

0(
√

1 + σφ2
0S

2/C2
0 − 1)/σ

]
. (5.125)

Çàìåòèâ, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè ýôôåêòû íåëèíåéíîñòè èñ÷åçàþò,
èç (5.124) íàõîäèì

S(x)
∣∣∣
x→−∞

∼ eHx → 0, S(x)
∣∣∣
x→+∞

∼ e−Hx → 0, (5.126)

ãäå H =
√
B2 + 3κφ2

0/2 = B
√
1 + κ̄/2. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ýíåðãèè T 0

0 , îïðåäå-
ëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (5.123), ëîêàëèçîâàíà è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû îãðàíè÷åíà.
Îäíàêî ñïèí è çàðÿä ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íåîãðàíè÷åíû.

Âåðíåìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ. Äëÿ F = F (S) òåïåðü èìååì

T 1
1 = mS − F (S) + 2Υ

dΨ

dΥ
−Ψ. (5.127)



5.5. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ 211

Èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ôóíêöèè Ψ(Υ), ïîä÷èíÿþùåéñÿ (1.13),
âñåãäà ìîæíî âûáðàòü íåëèíåéíûé ÷ëåí ñïèíîðíîãî ïîëÿ òàê, ÷òîáû îí óñòðàíèë
âêëàä ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â T 1

1 , ò.å., áëàãîäàðÿ ïîëíîé ñâîáîäå âûáîðà F (S), ïèøåì

F (S) = F1(S) + F2(S), F2(S) = 2Υ
dΨ

dΥ
−Ψ, (5.128)

ïîñêîëüêó, Υ = Υ(S2). ×òîáû äîêàçàòü ýòî, âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (5.12), êîòîðîå äàåò

Υ
(dΨ
dΥ

)2
= −φ

2
0S

2

C2
0

. (5.129)

Ïîñêîëüêó Ψ çàâèñèò òîëüêî îò Υ, òî (5.129) çàêëþ÷àåò â ñåáå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ Υ êàê ôóíêöèè îò S2. Äëÿ (5.128) íàõîäèì

(α′)2 −B2 = −3κC2
0

S2

[
mS − F1(S)

]
. (5.130)

Êàê âèäíî, ñêàëÿðíîå ïîëå íèêàê íå âëèÿåò íà ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, íî îíî âíîñèò
âêëàä â ïëîòíîñòü ýíåðãèè è ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

T 0
0 = SF ′

1(S)− F1(S) + S
d

dΥ

(
−2Υ

dΨ

dΥ
+Ψ

)dΥ
dS

+ 2Υ
dΨ

dΥ
−Ψ. (5.131)

Çàìåòèì, ÷òî â (5.127) ñ ïðîèçâîëüíîé F (S) íåëüçÿ âûáèðàòü Ψ(Υ) òàêèì ÷òî

2Υ
dΨ

dΥ
−Ψ = F (S). (5.132)

Ýòî ïîòîìó, ÷òî Ψ(Υ) íå ñîâñåì ïðîèçâîëüíà, ïîñêîëüêó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

lim
Υ→0

Ψ(Υ) → 1

2
Υ, lim

Υ→0
2Υ

dΨ

dΥ
−Ψ =

1

2
Υ =

φ2
0

2C2
0

S2 (5.133)

òîãäà êàê ïðè S → 0 ôóíêöèÿ F (S) âåäåò ñåáÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

5.5 ×èñëåííûå ðåøåíèÿ

×èñëåííî ðåøèì óðàâíåíèå (5.27). Äëÿ íà÷àëà ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (5.27) äëÿ ñëó÷àÿ
ñ F = λSn:

α′ =

√
B2 − 3κe2α

[
mS − λSn − aφ2

0S
2/C2

0 + b(1−
√
1 + σφ2

0S
2/C2

0)/σ
]
. (5.134)

Âñïîìíèì, ÷òî çäåñü κ - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Ýéíøòåéíà, B - íåêîòîðàÿ ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ñâÿçûâàþùàÿ α ñ β è χ,m - ìàññà ñïèíîðíîãî ïîëÿ, λ - êîíñòàíòà
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ñàìîäåéñòâèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ, n - ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè ñïèíîðíîãî ïîëÿ, C0 - íåêî-
òîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ñâÿçûâàþùàÿ α ñ S, σ - ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ è φ0 - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî âîçíèêàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè
óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Êîýôôèöèåíòû a è b âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
i) a = 0.5 è b = 0.0 ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó ñêàëÿðíîìó ïîëþ; ii) a = 0.0 è b = 1.0
ñîîòâåòñòâóåò íåëèíåéíîìó ñêàëÿðíîìó ïîëþ òèïà Áîðíà-Èíôåëüäà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
S = C0e

−α, óðàâíåíèå (5.134) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â òåðìèíàõ S:

S ′ =

√
B2S2 − 3κC2

0

[
mS − λSn − aφ2

0S
2/C2

0 + b(1−
√

1 + σφ2
0S

2/C2
0)/σ

]
. (5.135)

Êàê âèäíî, óðàâíåíèÿ (5.134) è (5.135) åñòü ìóëüòè-ïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîáëåìû. Çà-
äàâàÿ êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ è çíà÷åíèå S (α) â íà÷àëüíîé òî÷êå (−∞) íà-
áëþäàåì ðàçâèòèå S (α) îòíîñèòåëüíî x è, ñëåäîâàòåëüíî, β, χ, φ, ψ è äðóãèõ âåëè÷èí.
Ïîëîæèòåëüíîñòü ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â (5.135) íàëàãàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷å-
íèÿ íà S (α), êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûáîðà çíà÷åíèÿ S (α) â íà÷àëüíîé
òî÷êå. Óðàâíåíèÿ (5.134) è (5.135) áûëè ÷èñëåííî ðåøåíû ïðè ðàçëè÷íûõ âûáîðàõ
ïàðàìåòðîâ p. Çàìåòèì, ÷òî áîãàòûé âûáîð p ïîðîæäàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíòå-
ðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ. Òîëüêî íåêîòîðûå èç íèõ ïðîèëëþñòðèðîâàíû â ýòîì ðàçäåëå.

5.6 Âûâîäû

Â ðàìêàõ ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïîäðîáíî èçó÷åíà ñèñòåìà íåëè-
íåéíûõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ñ ìèíèìàëüíîé ñâÿçüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïèíîð-
íîå ïîëå áîëåå ÷óâñòâèòåëüíî ê ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ, ÷åì ñêàëÿðíîå ïîëå. Ïîêàçàíî,
÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ëèíåéíûõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé íå
îãðàíè÷åíû è ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íå èìååò ôèçè÷åñêîé áåñêîíå÷íîñòè, ñëåäî-
âàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíôèãóðàöèÿ íå íàáëþäàåìà äëÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîãî
íàáëþäàòåëÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

R =

∞∫
−∞

√
g11dx =

∞∫
−∞

eαdx =
4C0H

M2
<∞. (5.136)

Ïîêàçàíî, ÷òî ââåäåíèå íåëèíåéíîãî ÷ëåíà ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ñèñòåìó óñòðàíÿåò ýòè
íåäîñòàòêè è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ êîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè
è îãðàíè÷åííîé ïîëíîé ýíåðãèåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò ðåàëüíóþ, ôèçè÷åñêè
íàáëþäàåìóþ áåñêîíå÷íîñòü. Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ
êëþ÷åâîé äëÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñ ëîêàëèçîâàííîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ñâîéñòâà ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé ñ ìèíèìàëüíîé
ñâÿçüþ îïðåäåëÿþòñÿ òîé ÷àñòüþ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåòñÿ íåëè-
íåéíûì ñïèíîðíûì ïîëåì. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî âìåñòå ñ íåëèíåéíîñòüþ ñïèíîðíîãî
ïîëÿ, ãðàâèòàöèîííîå ïîëå òàêæå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè ïîëåâûõ êîí-
ôèãóðàöèé ñ îãðàíè÷åííûìè ïîëíîé ýíåðãèåé, ñïèíîì è çàðÿäîì.
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Â äàííîé êíèãå ðàññìàòðèâàëèñü ñàìîñîãëàñîâàííûå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ
è àíèçîòðîïíûõ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé. Ïðè ýòîì íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ çà-
äàâàëàñü êàê â âèäå ñàìîäåéñòâèÿ, òàê è ñ ïîìîùüþ âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñêàëÿðíûì
ïîëåì (â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî èíäóöèðîâàííàÿ íåëèíåéíîñòü). Â êà÷åñòâå ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ áûëè ðàññìîòðåíû Áèàíêè òèïà I, VI è VI0 ìîäåëè, è òàêæå ïëîñêî-
ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Ïðè ýòîì ýòè ïðîñòðàíñòâà áûëè çàïîëíåíû ðàç-
ëè÷íûìè æèäêîñòÿìè, íàïðèìåð, èäåàëüíîé, âÿçêîé, íàìàãíè÷åííîé èëè æèäêîñòüþ
Âàí-äåð-Âààëüñà. Ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå ìîäåëè ñ òåìíîé ýíåðãèåé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• Âïåðâûå ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ (ÍÑÏ) ìîäåëèðóþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèè, âëèÿþùèå íà ýâîëþöèþ Âñåëåííîé.

Âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ âûáîðàõ íåëèíåéíîñòè
â ðàìêàõ ìîäåëè òèïà Áèàíêè-I:

⋆ íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå óñêîðÿåò ïðîöåññ èçîòðîïèçàöèè;

⋆ íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå ïîðîæäàåò Âñåëåííóþ áåç ñèíãóëÿðíîñòåé. Ïðè
ýòîì, åñëè íåëèíåéíîñòü âîçíèêàåò çà ñ÷åò ñàìîäåéñòâèÿ, òî èìååò ìåñòî íàðó-
øåíèå óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè, òîãäà êàê â ñëó÷àå èíäóöèðîâàííîé íåëè-
íåéíîñòè ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïîëó÷åíî ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå áåç íàðóøåíèÿ ýòîãî
óñëîâèÿ;

⋆ íåëèíåéíîå ñïèíîðíîå ïîëå îáúÿñíÿåò ôåíîìåí óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ Âñå-
ëåííîé.

• Èññëåäîâàíà ðîëü êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé â ýâîëþöèè Âñåëåííîé. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðè Λ > 0 ïîëó÷àåì ìîäåëü ñ âå÷íûì óñêîðåíèåì, òîãäà êàê ïðè Λ = 0
èìååì ìîäåëü, ãäå ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ. Ïðè Λ < 0 ïîëó÷àåì ìî-
äåëü èëè âñþäó ðåãóëÿðíîé îñöèëëèðóþùåé Âñåëåííîé, èëè ìîäåëü Âñåëåííîé,
êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ Áîëüøèì Êðàõîì.
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• Âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå âÿçêîé æèäêîñòè Âñåëåííàÿ
ìîæåò áûòü ðàñøèðÿþùåéñÿ èëè îñöèëëèðóþùåé ïðè ëþáîì çíàêå êîñìîëîãè-
÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âÿçêàÿ æèäêîñòü âìåñòå ñ íåëè-
íåéíûì ñïèíîðíûì ïîëåì ìîæåò ãåíåðèðîâàòü ðåøåíèÿ ñ Áîëüøèì Ðàçðûâîì,
êîãäà çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñàìà Âñåëåííàÿ, à òàêæå ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñòàíîâÿòñÿ
áåñêîíå÷íûìè.

• Âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî æèäêîñòü Âàí-äåð-Âààëüñà ìîæåò âîñïðîèçâîäèòü
äâå ôàçû ýâîëþöèè, ïåðâàÿ ôàçà - ïåðâîíà÷àëüíîå óñêîðåíèå (èíôëÿöèÿ), êî-
òîðàÿ ïåðåõîäèò âî âòîðóþ ôàçó - ýïîõó çàìåäëåíèÿ. Âïåðâûå áûëà ââåäåíà
êâèíòýññåíöèÿ ñ ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ è ïîêàçàíî, ÷òî îíà
ïîðîæäàåò öèêëè÷åñêóþ Âñåëåííóþ, èçáàâëÿÿ ìîäåëü îò ïðîáëåìû âå÷íîãî óñêî-
ðåíèÿ.

• Âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ìîäåëè òèïà Áèàíêè-VI íåëèíåéíîå ñïè-
íîðíîå ïîëå ìîæåò ãåíåðèðîâàòü îñöèëëèðóþùóþ Âñåëåííóþ ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ èçîòðîïèçàöèÿ èçíà÷àëüíî àíè-
çîòðîïíîé Âñåëåííîé íå ïðîèñõîäèò.

• Âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïëîñêî-ñèììåòðè÷íîé ìåòðèêè íåëèíåéíîå
ñïèíîðíîå ïîëå ñ ó÷åòîì ñîáñòâåííîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâ-
ëåíèþ êîíôèãóðàöèè ñ êîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè è îãðàíè÷åííîé ïîëíîé
ýíåðãèåé. Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ è ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñ ëîêàëèçîâàííîé ïëîòíîñòüþ
ýíåðãèè.
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Êëàññè÷åñêîå ñïèíîðíîå ïîëå

Ñóùåñòâîâàíèå ôåðìèîíîâ - ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 - ÿâëÿåòñÿ áåññïîðíûì êàê ñ òåî-
ðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàê è ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé; îíè îïèñûâàþòñÿ êâàíòîâûìè
ñïèíîðíûìè ïîëÿìè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êëàññè÷åñêîãî ïðåäåëà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
êâàíòîâîãî ïîëÿ Ôåðìè íå ñóùåñòâóåò. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êëàññè÷åñêèå ñïè-
íîðíûå ïîëÿ âîçíèêàþò èç ýôôåêòèâíîãî îïèñàíèÿ áîëåå ñëîæíîé êâàíòîâîé ñèñòåìû.

Îäíà èç ïåðâûõ ïîïûòîê ðàññìîòðåòü ñïèíîðíîå ïîëå â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå
áûëà ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [133]. Â ýòîé ðàáîòå íåêîòîðûå ñâîéñòâà åäèíîé òåîðèè
ïîëÿ ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûì íóæäàì òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Òàêàÿ òåî-
ðèÿ èìååò ñëåäóþùèå ïðèíöèïàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè:

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç âàðèàöèîíîãî ïðèíöèïà ÷üè ïëîòíîñòü Ëàãðàí-
æèàíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãðóððû;

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåëèíåéíûå;

Ôèçè÷åñêè äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîëåé âñþäó êîíå÷íû è èíòåãðèðóå-
ìû â êâàäðàòóðàõ, ÷òîáû íå âîçíèêëè êëàññ÷åñêèå áåñêîí÷íîñòè;

×àñòèöû, âìåñòî òîãî ÷òîáû èìåòü íåçàâèñèìîå ñóùåñòâîâàíèå êàê ïîëåâàÿ ñèí-
ãóëÿðíîñòü, ïîÿâëÿåòñÿ êàê èíòåíñèâíûé ëîêàëèçîâàííûé ñãóñòîê ïîëÿ.

Êàê óòâåðæäàë àâòîðû ýòîé ðàáîòû äàæå åñëè áóäåò íàéäåíî ôèçè÷åñêîå îïðàâ-
äåíèå, íåëüçÿ îáñóæäàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áåç ññûëêè íà êâàíòîâîé òåîðèè.

Íî âñå æå ìíîãèå àâòîðû ðàññìàòðèâàëè ñïèíîðíîå ïîëå â êëàññè÷åñêîì ïîíèìà-
íèè. À â ðàáîòå [64] àâòîðû äàëè íåêîòîðûå îöåíêè òîãî â êàêîì ñìûñëå ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü ñïèíîðíîå ïîëå êàê êëàññè÷åñêèé îáúåêò. Ïîä êëàññè÷åñêèì ñïèíîðîì
ïîäðàçóìûâàåòñÿ íàáîð ÷åòûðåõ êîìïëåêñ çíà÷íûõ ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëàì ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà.

Êâàíòîâîå Äèðàêîâñêîå ñïèíîðíîå ïîëå - ýòî ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé îáúåêò ψ
êîòîðûé ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôîðìóëå

ψ → ψ̃ = exp
[1
2
λabΣ

ab
]
ψ, (A.1)
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ãäå Σab = 1
4
[γa, γb] - ãåíåðàòîðû ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà, à γa -

4× 4 ìàòðèöû

γ̄0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , γ̄1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 ,

γ̄2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 , γ̄3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

 .

óäîâëåòâîðÿþùèå àëãåáðå Êëèôôîðäà

{γa, γb} = 2ηab, (A.2)

ãäå ηab = diag[1,−1,−1,−1].
Â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñïèíîðû - îïåðàòîðíîçíà÷íûå (operator-valued)

ïîëÿ, äåéñòâóþùèå â Ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îïåðàòîð ñïèíîðíîãî ïîëÿ ψ̂ äîë-
æåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Äèðàêà

iγµ∂µψ̂ −mψ̂ = 0. (A.3)

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ìàññèâíîå ñïèíîðíîå ïîëå â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.
Áóäåì ðàáîòàòü â ïðåäñòàâëåíèè Ãåéçåíáåðãà, â êîòîðîì îïåðàòîðû çàâèñÿò îò âðå-
ìåíè, à ñîñòîÿíèÿ - íåò. Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êëàññè÷åñêîå ñïèíîðíîå ïîëå êàê
ñðåäíåå çíà÷åíèå (expectation value) ñïèíîðà â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîñòîÿíèè |s⟩:

ψcl ≡ ⟨s|ψ̂|s⟩ ≡ ⟨ψ̂⟩. (A.4)

Åñëè âçÿòü ñðåäíåå çíà÷åíèå óðàâíåíèÿ (A.3), òî ïîëó÷èì, ÷òî ψcl óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

iγµ∂µψcl −mψcl = 0. (A.5)

Êàê âèäíî, êëàññè÷åñêîå ñïèíîðíîå ïîëå ψcl ïîä÷èíÿåòñÿ ñòàíäàðòíîìó óðàâíåíèþ
Äèðàêà. Òàêèì îáðàçîì âîññòàíîâëåí îäèí èç îñíîâíûõ êîìïîíåíòîâ, èñïîëüçîâàííûõ
â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ëþáîì ôèçè÷åñêîì ñîñòîÿíèè
ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé âåëè÷èíîé. Â ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóþò ñîñòîÿíèÿ |c⟩ òàêèå, ÷òî
⟨c|ψ̂a(x)|c⟩ = ψa(x), ãäå ψa(x) - ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîå ïîëå, èìåþùåå ãðàññìàíîâî çíà-
÷åíèå. Îäíàêî ýòè ñîñòîÿíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ôîêà, â
÷åì ìîæíî ëåãêî óáåäèòñÿ, ðàññìàòðèâàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè â ñîñòîÿíèè

εc = m⟨c| ¯̂ψψ̂|c⟩ = mψ̄ψ. (A.6)
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Íàïîìíèì, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè â ëþáîì ôèçè÷åñêîì ñîñòîÿíèè îáÿçàòåëüíî äîëæ-
íà áûòü âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. Îäíàêî èç ψaψb = −ψbψa ñëåäóåò, ÷òî εnc = 0 äëÿ
ëþáîãî n > 4, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ íåòðèâèàëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Õîòÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Äèðàêà (A.3),
áîëüøàÿ êâàíòîâàÿ ôëþêòóàöèÿ âáëèçè åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ìîæåò àííóëèðîâàòü
êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Â íàøåì ñëó÷àå åäèíñòâåííî íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà, êî-
òîðàÿ âõîäèò â êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà - ýòî ïëîòíîñòü ýíåðãèè (â îáùåì
ñëó÷àå ýòî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, íî â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ äàâëåíèå
èìååò íóëåâîå çíà÷åíèå). Â êëàññè÷åñêîé òðàêòîâêå îíà èìååò âèä

εcl = mψ̄clψcl. (A.7)

Íàì íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè ⟨ε⟩ =
m⟨ψ̄ψ⟩ õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ óðàâíåíèåì (A.7). Òîãäà âîçíèêàåò õîðîøî èçâåñò-
íàÿ ïðîáëåìà. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ψ̄ψ â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè ðàâíî −∞. Ñòàíäàðòíûé
ìåòîä ðàáîòû ñ íèì - çàìåíèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðåíîðìèðîâàííîé êîïèåé:

⟨....⟩ren ≡ ⟨s|....|s⟩ − ⟨0|....|0⟩. (A.8)

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ψ̄ψ ðàâíî íóëþ â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè
è n - â ñîñòîÿíèè, ñîäåðæàùèì n ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàøà êëàññè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ áûëà êîððåêòíîé, íåîáõîäè-
ìî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ñîîòíîøåíèå∣∣∣⟨ψ̄ψ⟩ren − ⟨ψ̄⟩ren⟨ψ⟩ren

⟨ψ̄⟩ren⟨ψ⟩ren

∣∣∣≪ 1. (A.9)

Â ñëó÷àå áîçîíà ñîñòîÿíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó, àíàëîãè÷íîìó (A.9),
èìååò áîëüøîå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñàìûì áîëüøèì ÷èñëîì çàïîëíåíèÿ äëÿ
ôåðìèîíà ÿâëÿåòñÿ åäèíèöà, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ôåðìèîíà íå
ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó òèïà (A.9). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ñëó÷àé îòïàäàåò.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñëó÷àé. Ïóñòü A è B - äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà è |s⟩ -
íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå, òàêîå ÷òî

|s⟩ = A|0⟩+B|1⟩. (A.10)

Çäåñü |0⟩ - âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå è |1⟩ = a†0|0⟩ - îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ñ íóëåâûì
èìïóëüñîì. Ñîñòîÿíèå íîðìàëèçóåòñÿ, åñëè

|A|2 + |B|2 = 1. (A.11)

Îïåðàòîð ñïèíîðà ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ñóììó îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæå-
íèÿ

ψ =
∑
k

(akuk + b†kvk), (A.12)
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ãäå uk è vk - íîðìèðîâàííûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñïèíîðû ñ

ūkuk = −v̄kvk = 1, v̄kuk = ūkvk = 0.

Ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèÿ (A.10) âûïîëíÿþòñÿ

⟨ψ⟩ren = A∗Bu0, (A.13a)

⟨ψ̄⟩ren = B∗Aū0, (A.13b)

⟨ψ̄ψ⟩ren = |B|2. (A.13c)

Òàêèì îáðàçîì èç óñëîâèÿ (A.9) ñëåäóåò

|B|2 = 1− |A|2 ≪ 1. (A.14)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïèíîðíûå ïî-
ëÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, åñëè èõ êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå
áëèçêî ê âàêóóìíîìó ñîñòîÿíèþ.
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Ñâÿçü ìåæäó èíâàðèàíòàìè, ïîñòðîåííûìè èç áèëè-

íåéíûõ ñïèíîðíûõ ôîðì

Êàê áûëî óêàçàíî, ñðåäè ïÿòè èíâàðèàíòîâ, ïîñòðîåííûõ èç áèëèíåéíûõ ñïèíîðíûõ
ôîðì, òîëüêî äâà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûì. Ïîêàæåì ýòî.

Ïîñêîëüêó ψ è ψ⋆ (êîìïëåêñíàÿ ñîïðÿæåííàÿ ψ) èìååò ïî 4 êîìïîíåíòà, ìîæíî
ïîñòðîèòü âñåãî 4 ·4 = 16 íåçàâèñèìûå áèëèíåéíûå êîìáèíàöèè. Ýòî ñêàëÿðû, ïñåâäî-
ñêàëÿðû, âåêòîðû, àêñèàëüíûå âåêòîðû è òåíçîðû ñîîòâåòñòâåííî.

S = ψ̄ψ, (B.1a)

P = iψ̄γ5ψ, (B.1b)

vµ = (ψ̄γµψ), (B.1c)

Aµ = (ψ̄γ5γµψ), (B.1d)

Qµν = (ψ̄σµνψ), (B.1e)

ãäå σµν = (i/2)[γµγν − γνγµ] àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð. Èíâàðèàíòû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå áèëèíåéíûì ôîðìàì ñóòü

IS = S2 = (ψ̄ψ)2, (B.2a)

IP = P 2 = (iψ̄γ5ψ)2, (B.2b)

Iv = vµ v
µ = (ψ̄γµψ) gµν(ψ̄γ

νψ), (B.2c)

IA = AµA
µ = (ψ̄γ5γµψ) gµν(ψ̄γ

5γνψ), (B.2d)

IQ = Qµν Q
µν = (ψ̄σµνψ) gµαgνβ(ψ̄σ

αβψ). (B.2e)

γ ìàòðèöû â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùåé àëãåáðå

γµγν + γνγµ = 2gµν (B.3)

è ñâÿçàíû ñ ìàòðèöàìè Äèðàêà äëÿ ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

gµν(x) = eaµ(x)e
b
ν(x)ηab, γµ(x) = eaµ(x)γ̄a, (B.4)

ãäå ηab = diag(1,−1,−1,−1) è eaµ - íàáîð òåòðàäíûõ 4-âåêòîðîâ.

219
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Äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìåòðèê, òàêèõ êàê Áèàíêè-I

ds2 = dt2 − a2(t)dx2 − b2(t)dy2 − c2(t)dz2.

èìååì

γ0 = γ̄0, γ1 = a(t)γ̄1, γ2 = b(t)γ̄2, γ3 = c(t)γ̄3,

(B.5)

γ0 = γ̄0, γ1 = γ̄1/a(t), γ2 = γ̄2/b(t), γ3 = γ̄3/c(t).

Ìàòðèöû Äèðàêà γ̄ â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè âûáåðåì â âèäå

γ̄0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , γ̄1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 ,

γ̄2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 , γ̄3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

 .

Îïðåäåëèâ γ5 ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ5 = − i

4
Eµνσργ

µγνγσγρ, Eµνσρ =
√
−gεµνσρ, ε0123 = 1,

γ5 = −i
√
−gγ0γ1γ2γ3 = −iγ̄0γ̄1γ̄2γ̄3 = γ̄5,

ïîëó÷èì

γ̄5 =


0 0 −1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

 .

Çàìåòèì, ÷òî ψ - ýòî ÷åòûðåõêîìïîíåíòíàÿ ôóíêöèÿ

ψ =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 , ψ̄ = ψ∗γ0 = (ψ∗
1, ψ

∗
2, −ψ∗

3, −ψ∗
4), (B.6)

Îïðåäåëèâ F̄ êàê áèëèíåéíóþ ñïèíîðíóþ ôîðìó â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, èìååì



Ïðèëîæåíèå 2 221

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ íåòðèâèàëüíûõ êîìïîíåíòîâ áèëèíåéíûõ ôîðì:

S̄ = (ψ∗
1ψ1 + ψ∗

2ψ2 − ψ∗
3ψ3 − ψ∗

4ψ4), (B.7)

P̄ = −i(ψ∗
1ψ3 + ψ∗

2ψ4 − ψ∗
3ψ1 − ψ∗

4ψ2), (B.8)

V̄ 0 = (ψ∗
1ψ1 + ψ∗

2ψ2 + ψ∗
3ψ3 + ψ∗

4ψ4), (B.9)

V̄ 1 = (ψ∗
1ψ4 + ψ∗

2ψ3 + ψ∗
3ψ2 + ψ∗

4ψ1), (B.10)

V̄ 2 = −i(ψ∗
1ψ4 − ψ∗

2ψ3 + ψ∗
3ψ2 − ψ∗

4ψ1), (B.11)

V̄ 3 = (ψ∗
1ψ3 − ψ∗

2ψ4 + ψ∗
3ψ1 − ψ∗

4ψ2), (B.12)

Ā0 = (ψ∗
1ψ3 + ψ∗

2ψ4 + ψ∗
3ψ1 + ψ∗

4ψ2), (B.13)

Ā1 = (ψ∗
1ψ2 + ψ∗

2ψ1 + ψ∗
3ψ4 + ψ∗

4ψ3), (B.14)

Ā2 = −i(ψ∗
1ψ2 − ψ∗

2ψ1 + ψ∗
3ψ4 − ψ∗

4ψ3), (B.15)

Ā3 = (ψ∗
1ψ1 − ψ∗

2ψ2 + ψ∗
3ψ3 − ψ∗

4ψ4), (B.16)

Q̄01 = i(ψ∗
1ψ4 + ψ∗

2ψ3 − ψ∗
3ψ2 − ψ∗

4ψ1), (B.17)

Q̄02 = (ψ∗
1ψ4 − ψ∗

2ψ3 − ψ∗
3ψ2 + ψ∗

4ψ1), (B.18)

Q̄03 = i(ψ∗
1ψ3 − ψ∗

2ψ4 − ψ∗
3ψ1 + ψ∗

4ψ2), (B.19)

Q̄12 = (ψ∗
1ψ1 − ψ∗

2ψ2 − ψ∗
3ψ3 + ψ∗

4ψ4), (B.20)

Q̄23 = (ψ∗
1ψ2 + ψ∗

2ψ1 − ψ∗
3ψ4 − ψ∗

4ψ3), (B.21)

Q̄13 = i(ψ∗
1ψ2 − ψ∗

2ψ1 − ψ∗
3ψ4 + ψ∗

4ψ3). (B.22)

Åñëè F ñóòü áèëèíåéíàÿ ñïèíîðíàÿ ôîðìà â êðèâîëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå (â íà-
øåì ñëó÷àå â ïðîñòðàíñòâå BI), òî îíà ñâÿçÿíà ñ F̄ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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S = S̄, (B.23)

P = P̄ , (B.24)

V 0 = V̄ 0, (B.25)

V 1 = V̄ 1/a, (B.26)

V 2 = V̄ 2/b, (B.27)

V 3 = V̄ 3/c, (B.28)

A0 = Ā0, (B.29)

A1 = Ā1/a, (B.30)

A2 = Ā2/b, (B.31)

A3 = Ā3/c, (B.32)

Q01 = Q̄01/a, (B.33)

Q02 = Q̄02/b, (B.34)

Q03 = Q̄03/c, (B.35)

Q12 = Q̄12/ab, (B.36)

Q23 = Q̄23/bc, (B.37)

Q13 = Q̄13/ac. (B.38)

Èç ýòèõ âûðàæåíèé íàõîäèì

IS = S2 = (ψ∗
1ψ1)

2 + (ψ∗
2ψ2)

2 + (ψ∗
3ψ3)

2 + (ψ∗
4ψ4)

2

+ 2[ψ∗
1ψ1ψ

∗
2ψ2 − ψ∗

1ψ1ψ
∗
3ψ3 − ψ∗

1ψ1ψ
∗
4ψ4

− ψ∗
2ψ2ψ

∗
3ψ3 − ψ∗

2ψ2ψ
∗
4ψ4 + ψ∗

3ψ3ψ
∗
4ψ4]. (B.39)

IP = P 2 = −(ψ∗
1ψ3)

2 − (ψ∗
2ψ4)

2 − (ψ∗
3ψ1)

2 − (ψ∗
4ψ2)

2

− 2[ψ∗
1ψ3ψ

∗
2ψ4 − ψ∗

1ψ1ψ
∗
3ψ3 − ψ∗

1ψ3ψ
∗
4ψ2

− ψ∗
2ψ4ψ

∗
3ψ1 − ψ∗

2ψ2ψ
∗
4ψ4 + ψ∗

3ψ1ψ
∗
4ψ2]. (B.40)

IV = (V̄ 0)2 − (V̄ 1)2 − (V̄ 2)2 − (V̄ 3)2

= (ψ∗
1ψ1)

2 + (ψ∗
2ψ2)

2 + (ψ∗
3ψ3)

2 + (ψ∗
4ψ4)

2

− (ψ∗
1ψ3)

2 − (ψ∗
2ψ4)

2 − (ψ∗
3ψ1)

2 − (ψ∗
4ψ2)

2

+ 2[ψ∗
1ψ1ψ

∗
2ψ2 − ψ∗

1ψ1ψ
∗
4ψ4 − ψ∗

2ψ2ψ
∗
3ψ3 + ψ∗

3ψ3ψ
∗
4ψ4

− ψ∗
1ψ4ψ

∗
2ψ3 − ψ∗

3ψ2ψ
∗
4ψ1 + ψ∗

1ψ3ψ
∗
4ψ2 + ψ∗

2ψ4ψ
∗
3ψ1]

= IS + IP . (B.41)
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IA = (Ā0)2 − (Ā1)2 − (Ā2)2 − (Ā3)2

= −(ψ∗
1ψ1)

2 − (ψ∗
2ψ2)

2 − (ψ∗
3ψ3)

2 − (ψ∗
4ψ4)

2

+ (ψ∗
1ψ3)

2 + (ψ∗
2ψ4)

2 + (ψ∗
3ψ1)

2 + (ψ∗
4ψ2)

2

− 2[ψ∗
1ψ1ψ

∗
2ψ2 − ψ∗

1ψ1ψ
∗
4ψ4 − ψ∗

2ψ2ψ
∗
3ψ3 + ψ∗

3ψ3ψ
∗
4ψ4

− ψ∗
1ψ4ψ

∗
2ψ3 − ψ∗

3ψ2ψ
∗
4ψ1 + ψ∗

1ψ3ψ
∗
4ψ2 + ψ∗

2ψ4ψ
∗
3ψ1]

= −(IS + IP ). (B.42)

IQ = 2[(Q̄12)2 + (Q̄13)2 + (Q̄23)2 − (Q̄01)2 − (Q̄02)2 − (Q̄03)2]

= (ψ∗
1ψ1)

2 + (ψ∗
2ψ2)

2 + (ψ∗
3ψ3)

2 + (ψ∗
4ψ4)

2

+ (ψ∗
1ψ3)

2 + (ψ∗
2ψ4)

2 + (ψ∗
3ψ1)

2 + (ψ∗
4ψ2)

2

+ 2[ψ∗
1ψ1ψ

∗
2ψ2 − ψ∗

1ψ1ψ
∗
4ψ4 − ψ∗

2ψ2ψ
∗
3ψ3 + ψ∗

3ψ3ψ
∗
4ψ4

+ ψ∗
1ψ4ψ

∗
2ψ3 + ψ∗

3ψ2ψ
∗
4ψ1 − ψ∗

1ψ3ψ
∗
4ψ2 − ψ∗

2ψ4ψ
∗
3ψ1]

− 4(ψ∗
1ψ1ψ

∗
3ψ3 + ψ∗

2ψ2ψ
∗
4ψ4) = 2(IS − IP ). (B.43)

Òàê ìû âèäèì, ÷òî èíâàðèàíòû IV , IA è IQ ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ IS
è IP .

Àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî âûðàæåíèé IV = −IA = (IS+IP ) è IQ = 2(IS−IP )
ìîæåò áûòü äàíî, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôèðöà (Feirz). Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî
ëþáàÿ 4x4 ìàòðèöà Γ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èç γA:

Γ =
∑
A

cAγ
A, cA =

1

4
TrγAΓ. (B.44)

Ýòî ìîæåò áûòü ÿâíî çàïèñàíî â âèäå

Γik =
1

4

∑
A

Γlmγ
A
mlγAik. (B.45)

Çäåñü
γA = {I, γ5, γµ, iγµγ5, iσµ,ν}, A = 1, 2..16. (B.46)

Óñëîâèå ïîëíîòû äàåò

δijδkl =
1

4

∑
A

γAikγ
A
kl. (B.47)

Óìíîæàÿ ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå íà ψ̄a
i ψ

b
kψ̄

c
mψ

d
l , íàõîäèì

(ψ̄aψd)(ψ̄cψb) =
1

4

∑
A

(ψ̄aγAψ
b)(ψ̄cγAψd). (B.48)
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Çàìåíèâ ψd → γBψd è ψb → γCψb è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå

γAγB =
∑
R

CRγ
R, CR =

1

4
TrγAγBγR, (B.49)

ïîëó÷èì äðóãèå òîæäåñòâà. Îáîçíà÷èâ IS = (ψ̄aψb)(ψ̄cψd), I ′S = (ψ̄aψd)(ψ̄cψb) · · · ...,
íàõîäèì [132]

4I ′S = IS + IP + IV + IQ + IA, (B.50)

4I ′P = IS + IP − IV + IQ − IA, (B.51)

4I ′V = 4IS − 4IP − 2IV + 2IA, (B.52)

4I ′Q = 6IS + 6IP − 2IQ, (B.53)

4I ′A = 4IS − 4IP + 2IV − 2IA. (B.54)

Íåáîëüøàÿ ìàíèïóëÿöèÿ ñ ïðåäûäóùèìè âûðàæåíèÿìè ïðèâîäèò ê èñêîìîìó ðåçóëü-
òàòó.
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Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñèíãóëÿðíîñòü

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñèíãóëÿðíîå, ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû ïðîñòðàíñòâà Áèàíêè-I

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà èìååò âèä

I1 = R = −2
[ τ̈
τ
− ȧ1
a1

ȧ2
a2

− ȧ2
a2

ȧ3
a3

− ȧ3
a3

ȧ1
a1

]
, τ = a1a2a3. (C.1)

I2 =
[(
R0

0

)2
+
(
R1

1

)2
+
(
R2

2

)2
+
(
R3

3

)2]
, (C.2)

ñ

R0
0 = −

[ ä1
a1

+
ä2
a2

+
ä3
a3

]
, (C.3a)

R1
1 = −

[ ä1
a1

+
ȧ1
a1

ȧ2
a2

+
ȧ3
a3

ȧ1
a1

]
, (C.3b)

R2
2 = −

[ ä2
a2

+
ȧ1
a1

ȧ2
a2

+
ȧ2
a2

ȧ3
a3

]
, (C.3c)

R3
3 = −

[ ä3
a3

+
ȧ3
a3

ȧ1
a1

+
ȧ2
a2

ȧ3
a3

]
. (C.3d)

è ñêàëÿð Êðåò÷ìàíà

I3 = 4

[(
R01

01

)2
+
(
R02

02

)2
+
(
R03

03

)2
+
(
R12

12

)2
+
(
R23

23

)2
+
(
R31

31

)2]
= 4

[( ä1
a1

)2
+
( ä2
a2

)2
+
( ä3
a3

)2
+
( ȧ1
a1

ȧ2
a2

)2
+
( ȧ2
a2

ȧ3
a3

)2
+
( ȧ3
a3

ȧ1
a1

)2]
. (C.4)

Â ïðèñóòñòâèè âÿçêîé æèäêîñòè äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèè èìååì

ai = Aiτ
1/3 exp

(
(Yi/3)

∫
e−2κ

∫
ηdt

τ(t)
dt

)
, (C.5a)

ȧi
ai

=
τ̇

3τ
+
Yi
3τ
e−2κ

∫
ηdt, (i = 1, 2, 3, Y1 + Y2 + Y3 = 0), (C.5b)

äi
ai

=
τ̈

3τ
− 2

9

( τ̇
τ

)2
− Yi

9τ

τ̇

τ
e−2κ

∫
ηdt − 2Yiκη

3τ
e−2κ

∫
ηdt +

Y 2
i

9τ 2
e−4κ

∫
ηdt. (C.5c)
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Â îòñóòñòâèè âÿçêîé æèäêîñòè ïåðâîãî ðîäà è â ñëó÷àå ñïèíîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîëåé
ñ èäåàëüíîé æèäêîñòè (C.5) ïðèíèìàåò âèä

ai = Aiτ
1/3 exp[(Yi/3)

∫
τ−1dt], (C.6a)

ȧi
ai

=
τ̇

3τ
+
Yi
3τ
, (C.6b)

äi
ai

=
τ̈

3τ
− 2

9

( τ̇
τ

)2
− Yi

9

τ̇

τ 2
+
Y 2
i

9τ 2
. (C.6c)

Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ñèíãóëÿðíîñòü íà îñíîâå ñêàëÿðà Êðåò÷ìàíà è äëÿ ýòîãî
ñëåäóåì êðèòåðèÿì äàííûìè â ðàáîòå [91]:

Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî t íåêîòîðûå ai → 0. (C.4) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè áîëåå
÷åì îäèí ìàñøòàáíûé ôàêòîð ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé ïðè êîíå÷íîé t, òî ýòî è åñòü
ñèíãóëÿðíîñòü. Êàê âèäíà èç (C.5) è (C.6) ïðè τ → 0 (i) âñå ai → 0 åñëè Y1 = Y2 =
Y3 = 0, ò.å. èìååò ìåñòî ñèíãóëÿðíîñòè; (ii) áîëåå ÷åì îäèí ai → 0 åñëè áîëåå ÷åì
îäèí Yi < 0 è â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì ñèíãóëÿðíîñòü; (iii) òîëüêî îäèí ai → 0 åñëè
òîëüêî îäèí Yi < 0, ò.å., ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ìîæåò áûòü íåñèíãóëÿðíûì.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ñèíãóëÿðíîñòè âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå ãäå τ = 0.
×òî êàñàåòñÿ t → ∞, òî òàêàÿ àñèìïòîòèêà ìîæåò áûòü ñèíãóëÿðíîé åñëè õîòÿ

áû îäèí èç ai èñ÷åçàåò áûñòðåå ÷åì ýêñïîíåíòà. Íà ñàìîì äåëå â íàøåì ñëó÷àå èìååì
õîòÿ îäèí èç ai ïðè τ → 0 èñ÷åçàåò áûñòðåå ÷åì ýêñïîíåíòà, ïîñêîëüêó õîòÿ áû îäèí
Yi èìååò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå.

Òàêèì îáðàçîì ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ãäå τ = 0
âîçíèêàåò ñèíãóëÿðíîñòü.



Áëàãîäàðíîñòü

Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ìîèì ó÷èòåëÿì ïðîôåññîðóÐûáàêîâóÞðèþ
Ïåòðîâè÷ó è ïðîôåññîðóØèêèíó Ãåîðãèþ Íèêîëàåâè÷ó çà ìíîãîëåòíåå èõ âíè-
ìàíèå, ïîääåðæêó, ïðîôåññèîíàëüíûå ñîâåòû è äèñêóññèè.
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