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q р е д и с л о в и е 

Эти заметки базируются на цикле лекций,прочитанном в Радиа­

ционной лаборатории летом 1958 года. Я хочу четко указать на от­

сутствие · моего знакомства с математической литературой и соответ­

ствующего отсутствия поэтому математической строгостtt в данном 

изложении. Первоисточником для основного материала и подхода, 

изложенного здесь, был Энрико Ферми. 

Первая разработка большей части излагаемого материала была 

предпринята в обсуждениях с ::J.'l'ерми, Ф.Сольмицем и Г.Бакусом в 

Чикагском университете осенью 1953 г. Я благодарен др.Ф.Сольыицу 

за многие полезные дискуссии)и я много позаимствовал из его доклада 

"Заметки о методах наименьших квадратов и максимального правдопо­

добия"1). Другими использованными материалами были работы Анниса, 
Честона и Пр~макова 2), М.С.Бартлета З) и Н.Краыера 4J. Главная цель 
изложения будет· состоять в изучении распределения Гаусса, бино­

миального распределения, распределения Пуассона и метода наимень­

ших квадратов в том об"еме,как это нужно в использовании метода 

максимума правдоподобия. 

I. F.Solrnitz, Notes on the Least Sguares and Maxirnwn 

Likelihood Methods, Institute for Nuolear Studies Repo:rt~ 

Unive:rsity . о! Chicago. 

2. M.Annis, W.Cheston, and H.Primakoff,,On Statistical 

Estimation in Physios, Revs. Modern. Phys. 25,8I8(0ot.I95J) 

J . M.S.Bartlett, On the Statistioal Estimat1on о! Mean 

Li!etimes, Ph11. Mag., 44,249(I95J). 

4. H.Cramer, Mathematioal Methods of Statistios (Prinoeton 

University Press, I946). 

"' ' 



- 6 -

I. Прямая вероятность 

По определению понятия вероятности написано много книг. 

Мы же просто заметим два свойства: (а) статистическая независи­

мость (события должны быть совершенно несвязанными) ·и (б) закон 

больших чисел. Зто означает, что если 

надлежат классу I , то :мы имеем 

eLm 1 Nr l = р 
N- QO L N J I. 

N4 из N событий при-

Обычным примерам прямой вероятности в физике является такой слу-

чай, когда точно извесrна волновая функция конечного состояния 
• 

(или плотность вероятности)о Одним из таких случаев, будет также 

случай, когда в векотором эксперименте по рассеянию :мы знаем за-

ранее угловое расnределение f ( х) , где Х = cos е • В таком 
эксперименте можно предсказать с оnределенностью, что число час­

тиц, которое исnускается под определенным углом х, , в интервал 

А х 1 , будет ){ .t (Х,) АХ. , где .){ (полное число рассеянных частиц) 

является очень большим числом. Следует заметить, что функция 

j (х,) нормирована на единицу: 
. 1 

J J ( х) d ><- = 1. • 

-l 

Как физики, мы называем таки~ функции функциями расnределения. 

Математики называют их функциями nлотности вероятности. Заметьте, 

что злемент вероятности dp , будет 

dp=f(x)<;!X 

2. Обратная вероятность . 
Обычная задача, с которой встречается физик, состоит в 

оnределении из экспериментальных измерений волиовой функции 

конечного состояния. 
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Наnример, рассм?трим расnад частицы со спином I/2- tt -мезона, 
в котором не сохраняется четность. Из закона сохранения углового 

момента нам: было заранее известно, что 

J (х) = i+2ax_ ·• 

Однако численная величина а является искоторой универсальной 

физической константой, которую еще следует найти. Мы будем всегда 

использовать индекс О для обозначения истинной физической вели­

чины изучаемого nара.метра. Обычно физик Делае·т эксnеримент и по­

лучает результат а • а* t. Lla • Большая часть данной статьи no-

священа вопросам, что мы nодразумеваем nод а*' и ~а и каков 

"наилучший"путь для вычисления а* и Аа ? Эти воnросы являются 

исключительно важными для физиков. 
1 

Грубо говоря, Аа nредставляет из себя стандартное отклоне-

ние51 и, обычно физики nод этим nодразумевают, что "вероятность" 
нахождеnя а 0 в интервале 

(а*- Аа)< а0 < (а~+Аа) 

составляет 68,3% (nлощадь nод кривой Гаусса в nределах одноrо 

стандартного 'отклонения). Исnользование термина "вероятность" в 

nредыдущей фразе будет шокировать математика. Он 6ы сказал, чrо 

вероятность nолучения (а*- ь.а) < ао < ( а*+ AQ) составляет или 

О или I. 

5/ 
Некоторые физики исnользуют вероятную ошибку чаще чем стандартное 

отклонение. Кроме того, некоторые физики nереД nубликацией своих р е-
зультатов nреднамеренно умножают · nолученные стандартные откпо-
некия на фактор "безоnасности .. /такой как 1i' 1. Такая nрактика заnутывает 
других физиков, которые в nроцессе своей работы должны комбинировать; 
соnоставлять, интерnретировать ипи nреобр,азовывать эксnериментальные 

результаты, 
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Тот вид вероятности, которую подразумевает здесь физик, называет-

ся обратной вероятностью в противоположность nрямой вероят-

ности, используемой математиком. Большинство физиков используют 

н и . 
то же самое слово вероятность для обозначения двух совершенно 

различных nонятий: nрямой вероятности и обратной вероятностих( 
В остальной части этой статьи мы nрисnособимея к этоwJ небрежно­

му "Физическому" использованию слова "вероятность". 

3. Соотношения nравдоnо8оСия 

Предполохим,нам известно, что долхна Сыть справедлива или 
• 

гиnотеза А или гипотеза В. Известно также, что если гипотеза А 

является сnраведливой, то эксnериментальное распределение пере-

менной х должно Сыть fд (х), и если сnраведлива гиnотеза 

В , то распределение должно быть j В ( Х) • Наnример, если 

гипотеза д состоит в то:u:, что 't-t ыезон имеет сnин нуль, а ги­

nотеза В - что он имеет сnин I, то :fд lX)=i 

И JB (Х) =2Х , где х -кинетическая энергия 

п--мезона от расnада, деленная на свою . максимальную величину. 

Если справедлива гиnотеза А, · то суммарная вероятность nолу­

чения в результате отдельного оnыта набора величин х1 , x2 •••• Xw 

Судет 

1( 

dрд =[1 · fA (xL) dxL. 
L=t 

Соотношение nравдаподоСия R Судет 

N Ь, (Xi. ) 
R=n ) 

l•t fв (xL (I) 

х/ Так как нас всегда, по существу, интересует распределение разности Q0 -a~ 
Б КОТОрую Qo И Qff ВХОДЯТ ВПОЛНе раВНОПраВНО, ТО СКрупулезное различение 
между обсуждаемой автором .. прямой .. И .. обратной .. вероятностью не имеет 
практического значения. /Примеч.ред./. 
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Это представляет собой вероятность того, что отдельный экспери­

ментальный результат из N событий окажется таки:м,как это должно 

быть, если справедлива · гипотеза А, деленную на вероятность того, 

что экспериментальные данные будут такими, какими они должны быть , 

если оы оказалась справедливой гипотеза В. Вышеприведенная 

длинная фраза является точным. выражение:м,исполъзующим понятие 

прямой вероятности. У физиков имеется более короткий путь, для 

того чтобы сказать то же самое, используя понятие обратной вероят­

ности. Они говорят, что уравнение (I) дает для А лучшие шансы, 

чем для в. 

Формализм обратной вероятности вводит обратные вероятности, 

отношение которых nредставляет собой отношение правдаподобия в 

том случае, если не существует априорных вероятностей в пользу 

А или в. Весь нижеизлагаемый материал в данной работе основывает­

ся только на этом главном принципе. Модификации, которые следует 

ввести в том· случае,когда существуют априорные сведения, рассма­

триваются в разделе IO. 

Для физика, планирующего новый эксперимент, очень важна ра-, . 

бота, состоящая в предварительном выяснении того, как :много собы­

тий необходимо для подтверждения гипотезы. Предположим, что 

для'(; мезона желательно покаэать, что имеется 104 шансов против I, 

что спин его не равен I. 

, Сколько событий необходимо для этого? 

Эта проблема и общий метод, применяемый в этом случае,обсуж­

дается в приложении I нПредсказание из соотношений максимума 

" правдоподобия. 
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4. Ыетод максимума правдаподобия 

Предыдущий раздел был посвящен случаю,когда имеют дело с 

дискретным набором гипотез, между которыми необходимо сделать 

выбор. Чаще же в физике имеют дело с бесконечным ' набором гипотез; 

т.е. с nараметро:м, который я~ляется непрерывной nеременной. 

Наnример, в распределении t~-e распада 

j( ) t+ax 
а·х. =--, 2 

возможные значения для 00 принадлежат скорее к непрерывному, 

чем дискретному наsору. В этом случае, как и nрежде, мы привлечем 

тот же самый основной принцип, который гласит, что относительная 

вероятность любых двух различных величин а представляет соdой 

отношение вероятностей получения отдельных эксперименталь-

ных результатов Xi , если принять сначала одну, а затем 

другую величину а за истинную. Эта вероятностная функция от а 

называется функцией nравдаподобия ';f_ ( 0 ) 

N 
~la)=f1 .f(a,)(i.) . 

\.-= ~ 
(2) 

Функция правдаподобия ~(cV есть суммарная плотность вероят 

нести лолучения отдельного экспериментального результата 

х 1 , ••••• • Xn ,если принять, что}(а.~) является истинной 
нормированной функцией распределения: 

jJ(a ; x)dx=t 

Относительные вероятности для а могут быть представлены в 

виде графика дающего зависимость се (а) от а • Наиболее вероятная 

A<t 



- II -

величина а называется максимально-правдоподобным решением а*. 

Среднеквадратичное распределение а около а * является обычной 
мерой точности определения а= а*. Мы назовем ее л а 

да=~[ fla-a*) 2 ~da]. 
J ;fdq (3) 

В общем случае функция правдаподобия будет близка к гауссавекой 

(может быть показано, что она стремится к гауссавекому расnределе­

нию при N - ~ ) r и будет выглядеть подобно графику, nредстав­

ленному на фиг.2. 

;t'(a) Cf(a) 

o~--~------~--~----
Q* Q 

0~----~------~---------
Q"* а 

Фиг • .1. Фиr . 2. -

График на фиr.Iпредставляет собой картину, которую мы имеем в 

случае малой статистики. В таком случае лучше давать графики 

для ';f (а) , че:м nросто приводить а* u 6. а • Непосредственные. 

методы нахождения dO излагаются в разделах б и 7. 

Правильиость такого подхода с использованием понятия обрат­

ной вероятност~ подтверждается теоремой максимума правдоподобия, 

которая была доказана Крамером4 путем использования понятия nря-

мой вероятности. Теорема утверждает, что в пределе 

( 
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о,*---+ а о , и более того, что не имеется какого-либо другого ме­

тода оценки, который бы являлся более точным. В общем случае, 

когда имеется М -параметров а 1 • • • • а м , которые необхоДи­

мо найти, процедуры получения максимально правдоподобного реше­

ния состоят в решении системы из М уравнений, 

• 

д w. 1 - . * = о 1 г д е 'vJ = е n 1. l q 1 ) . . - .. а м) с 4) 
д о\. ai- at 

5. Распределения Гаусса 

В качестве первого приложения метода максимального правдо­

подобия МЫ рассмотрим пример измерения физического параметра Оо , 

где Х является результатом измерения обычного типа, в котором , 

как извести~ имеется ошибка измерения б • Т огда, если х рас­

пределено по Гауссу6 , то функция распределения будет иметь вид 

б ... 

i . 
j (а 0 ·, х) = rn:;: ехр [- ( x-a 0 )21Q.бz}. 

'2~б 1 

Вывод распределения Гаусса и его связь с расnределениями 
Пуассона и 6иномиальны.м дается в главе П Физической 
статистики .. Р .Б.Линдсея ( Wiley, Newo York 19-4-I ) 
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Для набора из N измерений xl , каждое со своей собственной 
ошибкой измерения б , функция правдаподобия может быть записа­

на как 

Тогда 

aw =' 
оа L 

что будет максимально правдоподобным решением. 

(5) 

(б) 

Заметьте, эти измерения должны быть взвешены (введены с весами) 

согласно обратной величине из квадрата их соответствующих ошибок. 

Когда все ошибки измерений одинаковы, то мы имеем 

Далее :uы рассмотрим точность такого определения. 
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и " 6. Магическая формула: ошибка в результатах, 

полученных из метода ~аксимума правдоподобия, 

один парю!етр 

Можно пnказать, что для больших ){ , ~ (а) стремится к 

гауссавекому распределению. Принимая такое допущение (фактически 

вышеприведенный пример всегда являет~я гаусvовым по о ), мы 

имеем 

~ (а) ~ ех р [- ( h/ 2 ) ( а - а*) 2 J t 

где i/{h представляет собой 

а около а * 
W==- ~ (a-a*)z+ const 

а w :::- n ( d- а~) 
де 

ё)2.W =-n. 
а а2 

среднеквадратичkый разброс 

Поскольку 11 а , как зто определено в уравнении (.З) 
1 
равно ~/{h 

то JlЬl имеем:: 

дd==[- а 2 w 
д 02 

)-t - магическая формула I (7) 

Т~перь дадим ошибку вышеприведенного определения. Урав~ение (6) 

может быть легко найдено дифференцированием уравнения (5) по 

величине а • 

Ответ будет следующим: 

1 
i. --

!1 ° = [ ~ б[ 1 2 

' 
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Эта формула обычно известна как закон сложения ошибок и отно­

сится к повторным измерениям той же самой величины, которая рас­

пределена по Гауссу с "ошибками" бi • Во многих конкретных 

задачах невозможно найти аналитически ни а * ни д а • В таких 

случаях кривая ~la) может ·быть найдена численно,путем испытания 

различны~ значений и исполь~ования уравнения(2) для получения 

соответствvюших значений 'if (а) • Полная функция получается затем 

путем использования кривой Френча. Если i la> похожа на кривую 

Гаусса, то 82W/0o2 всюду одна и та же. Если зто не так, то лучше 

использовать среднее 

j(д2W/ao.2) ~da 

J ~da 

Правдаподобный аргумент за использование приведеиного выражения 

в качестве среднего следует из таких соображений: если спад ~(а) 

более пологий, чем спад у гауссавекого распределения, то 'д 2 'Wjда2 

меньше чем ' а 2 w; aaz/ а.* • 

Таким образом,исследование второй производной дает требуемую 

большую ошибку. Такая техника обсуждается далее в разделе 12. 

Заметьте, что магическая формула I зависит от необходимости 

иметь экспериментальный результат, и только после этого может 

быть оценена ошибка. Однако, часто очень важно при постановке 

эксперимента иметь возможность оценивать заранее сколько данных 

необходимо для того, чтобы nолучить заданную степен-ь точности. 

Мы теперь выведем магическую формулу П, 

пользоваться в случае, когда известна f (о.х) 
стоятельствах мы желаем найти 'дz.W jдta 

по большому числу nовторных 

которой можно 

• При таких об-

, усредненную 

и_змерений, 
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7о Ошибки в результатах, полученных из метода 

максимума правдоподосия; М-параметров; 

коррелированные ошибки 

Если из одного эксперимента состоящего из , N событий должны 

Сыть определены м -параметров, то формулы ошибок, приведеиные в 

предыдущем разделе, применимы т ОJ1ь.Ко в тех редi<их случаях, когда 

ошибки не являются коррелированными. 

Ошибки Судут некоррелированными ,только если( Ot- ar) с aj- а/ ) :::0 

во всех случаях когда L =1= j • 

В общем случае :мы разлагаем W (а) вокруг ( а~) в ряд 

Тейлора. 
м 

'vJ (а ) ::= 'vJ ( а-1<) + ~ 
Э. " i 

aw . в 1 
а а а 1 0 * J а- 2 ~ ~ а а r, Hag f3a JЗs-i: .. · · ., 

где J>t=ai.-d( 

и az w 1 
Hij = aai. 3dj а*. (9) 

Второй член разложения исчезает,поскольку 

уравнениями для а~ 
aw 1 дatt = о являются 

tn ~ (а) == 'vJ (а*)- k ~ ~ 11 а6 J> а ~В+ - · · ·- · 
а. g 

ПренеСреrая членами Солее высокого порядка мы имеем: 

'<f ( а ) = С ехр (- -f ~ ~ Н а g 5' а S' & ) 
а & 

С на М -мерной гауссовой поверхности). Как и прежде наши 

формулы ошибок зависят от доnущения, что ica.J nодоона кривой Гаусса 



- I9 -

. '* в оdласти а i. '::.J aL • Как упоминалось в разделе 4, если статис-

тика так мала, что такое приближение является плохим, тогда . 

следует лучше приводить просто график для Cf(o.) • 

Согласно уравнению (9) Н является симметричной матри-

цей. Пусть "\5 dудет унитарной матрицей, которая диагоналиэирует 

. . 

Пусть f =(j>, 1 Jz, · -- · f-'м) и "б;=: S> - 15 -
1 

• 

элемент вероятности в ~-пространстве dудет 

(IO) 

Тогда 

Поскольку \ ~ \ =1 является ю<ооианом, связывающим элементы 

оd"ема dм f . и , то мы имеем 

Теперь всю М - мерную гауссову поверхность следует представить 

в виде произведения независимых одномерных кривых Гаусса. Мы 

имеем 

тогда 
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... ~ 

rr j 

( 
-1 h ) - t =-u . · "U . . 

.,..... ,...._ - L~ 

Согласно уравнению (IO), Н = lf - t . h · 1J 

что окончательный результат будет 

32 w (ai.-at)(aj-a{)=(н-~)~~ гае Hч=aaiдUj 

Усредненная по повторным экспериментам 
будет: 

- - (-' (aJ )( aJ ) Н~ j - N J J oai д а j d "-

Магическая 
формула Ш 

так, 

(II) 

-i 
Для вычисления обратной матрицы Н имеется следующее правило: 

- '\. - . 
н \.j = (- t ) L+ j х ii минор от Ji 

детерминант от~ 

Пример. Предположим, что пробеги моноэнергетических частиц рас­

пределены по Гауссу · со средним пробегом а 1 , и коэqхJ>ициент 

страглинга равен а2 (стандартное отклонение). Наблюдалось N 

частиц, имеющих пробеги Х 1 , .. . - .. . . Х N • Найти 

ошибки. 

Тогда: ~ i 2/ ~ (а 1 а 2.) = .\\ ~ n е х Р l- l Х L- 0i) 12 а 2 ] 
1 L=i. ~:ка2. 2 

'* * а, а 2 
' 

и их 
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W i ' ( ')(. i. - aJ ) 2. е 
=-2L,- 2. -N na- N~n(2JL), 

L Q2 2 

Максимально правдаподобное решение получается путем приравнива­

ния двух вышеприведенных уравнений нулю. 

i 

N 

Читателю известна формула стандартного отклонения,в которой N 
заменено на ( N - 1 ) : 

Это имеет место посколькv в этом случае наиОолее вероятная ве-
) . 

* личина, а 2 , и средняя величин~i1е совпадают . 

Средние значения таких величин изучаются в разделе I7. Матрица 

получается путем вычисления следующих величин при а~ 

д 2 'vJ N ---
д az 

1 
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д 2 w 2 ~ (xt-a,) : =--2 
дu\ а а 2. az 

• 

2:) ( •' о а2 N 
~-1 = : !'2 

Н =/ а: 2 
и 

Oz 

'2N о -*2 

Согласно уравнению (II), ошиОки а i и Gz являются квадратны­

ми корнями из диагональных злементов матрицы ошиОки Н -I 

Ь. а* а~= _ z и 
* ~ 

Lд Cz. = Б 
(Это иногда называется 
ошиОкой ошиОки) 

8. Перенос ошиОок ( propagation of errors ), 

матрица ошиОки 

Рассмотрим случай,в котором пекоторая физическая величина 

'd является функцией а • 'd = 'd ( ai . - _ . . . - а м ) • Тогда 

"наилучшая" величина для ~ Оудет 'J~t = 'J ( at). 

С точностью до nервого nорядка в С а i. - at ) МЪI имеем 

~- 'j * = ~ ~~а ( 0 а.- a,t) ' 

( ~ )2. а~ а~ ( .,. '* , ~- ~ = 2: Z:: -а . - а а- аа )( ag- ae,f) 
а. f> Са оа~ . 

( ) _. 1 2: ~ а~ . h \1 -1 
А у Ср . К~ . -\.j а ~ а аа. даt; ag 

(12) 
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Хорошо известный частный случай уравнения (12), который сnраведлив, 

когда nеременные являются с овершенно не коррелированными, выглядит 

следующим образом: 

( 6 ~)ер . к~ = ~ ~ ( g~a) 2 
( L\ а а )2 

• 

Обычная задача состоит в том, что интересуются М 

параметрами '::1 1 , : . . _ . . . . ~м , которые являются известными 

функциями а • Если матрица ошибок Н · -I для ai известна, 
то мы имеем: 

( "")('-' '-'"') , "a~L . a~ i. н ,...i ':::! · - '::1 . J . - J. = L L.. а " 
L ~ 1 J . j 8. t'> Qa а а (t. Q 0 • 

(IJ) 

В некоторых nодоОных случаях 

неnосредственно, но · 

не может Оытъ получена 

легко находится. Тогда 
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9. Систематические ошибки 

Систематические ошибки являются общей категорией, которая 

включает в себя такие эффекты как фон, порог селекции, эффектив­

ность просмотра, энергетическое разрешение, угловое распределение, 

изменение эффективности счетчика в зависимости от положения пучка 

и его энергии, мертвое время и т.д. Неточиость в оценке такого сис­

тематического эффекта называется "систематической ошибкой". Час­

то такие систематические ошибки оцениваются nутем отдельных экс-
• 

периментов, предназначающихся специально для этой цели. Вообще 

же, метод максимального правдаподобия может быть использован в та-, 
кого рода эксперименте для определения систематического эффекта и 

его ошибки. Б этом случае систематический эффект и его ошибка вкла­

дываются в функцию распределения главного эксперимента. В идеаль- · 

ном случае оСа эксперимента могут быть рассмотрены как единый 

эксперимент с добавочным параметром. Ом+t , учитывающим системати­

ческую ошибку. 

В некоторых случаях систематический эффект не может быть най-

ден из основного эксперимента. Пример, приведенный в разделе 7, 

может рассматриваться как такой случай. Допустим, что среди nучка 

моноэнергетических частиц имеется известный фон частиц,равномерно 

расnределенный по пробегам. В этом случае функция распределения бу­

дет 

i { 1 2 ' f(a~.,a2 , a3,x)=-c ma2 e)(p[-(x-aJ/2a
221-+a31) 

Х. mак 

где С (а t) Q 2 , а~) = J J dx 
)(m~n 
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Решение просто связано с процентным вкладом от фона. 

10. Единственность максИмально-правдоподоОного решения 

Обычно само по сеое задачей является то,какую физическую вели­

чину следует выбрать за а . Например, в экспери.ментах по определе. 

нию времени жизни, некоторые экспериментаторы выберут время жиз-

ни ~· ~ v , 1 то время как другие выvерут 
1 , где л= 'L • 

Некоторые экспериментаторы предпочитают 11спользовать импульс, 

другие - энергию и т.д. Рассмотрим случай двух связанных физических 

параметров 1 и а . Ыаксимальное-правдоподооное реш~шие для Q 

получено из уравнения дw /аа - о. Максимально-правдоподоОное 

решение для Л получено из аw/ал = о. Но тогда мы имеем: 

aw 
да 

аа =О 
д Л. 

и aw ==О 
а а 

Таким оОразом,условие для максимально-правдоподоОного решения 

является единственным и не зависит от проИзвольности в выборе 

физического параметра. 

Результат, полученный для времени жизни t*, Судет связан с 

решением 'f....* соотношением 'С~= ~- • 

Основным недостатком ~етода максимума правдаподосия является 

то, что нам неизвестно, как следует поступить тогда, когда имеется 

априорная вероятность а . Если априорная вероятность а есть ... 

Gla>
7 
а функция правдоподобия, полученная для самого экспери-

мента, есть Н (а), то сумыарная функция правдаnодобия Судет: 
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';!(а) =G(a) Н(а); 

w - en G + en Н 
aw а а - =- - ~n G t - tn Н 
оа да да 

_L tn Н ( ail<) =- _Q_ ~n G (а*) . 
аа оа ) 

что и дает максимально-правдоподобное решение. При отсутствии каких­

либо априорных сведений член в правой части равен нулю. Другими 

словами стандартная процедура при отсутствии какой-либо априор-
• 

ной информации состоит D использовании аnриорного расnределения 
' 

в котором все величины а являются одинаково равновероятными. 

Точнее говоря,невозможно знать "истинное" G(a) , nоскольку оно, 
в свою очередь,должно зависеть от своей собственной априорной 

вероятности. Однако вышеприведенное уравнение nрименимо когда 

·G(a) является комбинированной вероятностной функцией всех 

nредыдущих экспериментов и Н (а) является вероятностной функ-

цией эксперимента, который анализируется. 

Имеется цеЛый класс nроблем, в которых желательно найти 

неизвестное распределение по а, G (а) , а не одиночное значение 

Qo • 

Наnример, желают изучить импульсное расnределение ~ -мезо­

нов в космических лучах. Тогда наблюдается 

';f (GJ ~ J G(a) Н(а; х) da 1 1 

где н (а : ~) известна из природы эксперимента, а G(a) 

является фующией,которую следует найти. ПодоОного рода проблема 

рассмотрена в работе 2. 
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II. Доверительные интервалы и их зависимость от выбранного 

параметра 

До сих пор МЬI работали только в терминах относительных ве..:. 

ро.ятностей,и средне-квадратичные в~_личины должны давать~ по идее, 

точность определения * а= а • 

Какова вероятность того, что а лежит между двумя опреде­

ленными величинами такими каi\ а' :н а" ? Это называется дове-

рительным интервалом 

а'' 

р ( а' < а < а")~ J '1 da/ Г~ da. 

а• 

К сожалению, такая вероятность зависит от .неопределенности в том, 

каиая величина выбрана за а • Для того, чтоdы показать это, 

рассмотрим площадь" ограниченную кривой 'i. (а) и заштрихованную 

на рисунке. 

Р "( а 7 о 1 ) == 

~(а 

а' а 
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Если Jl = ;l(a) была выбрана в качестве физического пара:метра, т о тот 

же самый доверительный интервал оудет 
С>-" <><" 

1 дЛ 

0
, cl. да dc 

р ( л> Л.') - fx '1. d i\ 
<1" 

S ~ dЛ 
о<> 

j 'cfdЛ 
i=- р(а ;;-а ' ). 

-0.0 -<>"" 

Таким образом, в общем случае численная величина доверитель­

ного интервала зависит от выбора физического параметра х/. Jто спра­
ведливодонекоторой степени также в вычислении ~а. Только макси­

мально-правдоподобное решение и относительные вероятности не зави­

сят от выбора а • Для гауссовских распределений доверительные 
интервалы могут быть найдены путем использования тарлиц интеграла 

вероятности. Иы:еются также таблицы совокупных биномиальных распре­

делений и nуассоновских распределений. 

I2. _ S - функция Бартлета 

М.С.Ьартлет (3) рассматривает такой вид доверительного интер-

вала, который не 

Он вводит функцию 

1 ~ 

содержит некоторых из вышеуказанных неприятностеи. 

SCa) , которая всегда имеет среднее равное ну-
лю и стандартное отклонение равное единице, независимо от выбора ll. 

l aw r3e 
~la) =с - аа' 

Ото~<. 

с2 :::- j a2.w 
а a.z 

amin 

';f_ (a)da. 

х/ 11 11 сформулирован Ориром так, что может создаться впечатление, что до­

верительный интервал не является объективной характеристикой данного эк­
спериментального материала, а зависит от произвола в способе его обработки -
от выбора параметра а . На самом д еле, интервал не зависит от выбора 
параметра а ' т.е. если л=) {а)' .л·::;). (а1) 1 .-1.":: 1 (а"), то всегда 

р (а' > а > а") == Р ( Л' >.А ~ Х.') • 
Важ но только при вычислениях правильно обращаться с функцией cf. (Q.). 
Так· как ;f (а) есть плотность вероятностиJ то) по определению 1 должно быть 

. ~(a)da =~'<).)а). 
Отсюда вытекает следующее правило перехода 

а-А 
cf (а)- ~'(.A)=ti [а Cr1.)] ~ • 

Этого правила надо придерживаться при манипуляциях со всеми функциями, 
имеющими смысл плотности вероятности. Действительно, в § 11 Д.Орир по­
казывает, что формальные вычисления с cf по правилу "функция от функ­
ции"' приводят к неверному результату. /Примеч.ред./. 
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Для i (о..) , которая пред с ть.вляет собой кривую Гаусса со стандартным. 

ОТl\ЛОНением .1 а , S (а) будеТ 
* S (о)=-- а-а . 

4 о. . 
Бартлет предлагае1, что поскольку распределение S больше 

похоже на распределение Гаусса, чем а , то бс;,З%-ый доверительный 

интервал (одно стандартное отклонение) в а может быть получен 

путем решения для двух величин а , что дает ~ ( 0.') =+ I и 

S (а") =-I. 

Подооным же образом доверительный интервал для отклонения в 

пределах двух стандартов получается путем решения для fj (а) =.:t 2. 

Работа Ьартлета(З) содержит также дальнейшее уточнение поправок 
- -2. 

на несимметричность. Теперь мы покажем, что S =0 и ,g = I. 

5z = _!_ ( _i ( а ;;с. ) 2. ....р d _ J -i (М )2 

da 
c.z J 'l2 а а ol.... а -. -s ~ ( _1 а~) '-f> d 

да 't.. da о... а 

52 = 1 , поскольку член 

8t.l =0 
а а 

О m<1)( 
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13. Биномиальное распределение 

Здесь мы рассмотрим случай, когда событие должнс оыть отне­

сено к одному из двух катеrорий,например,вверх или вниз, вперед или 

назад, положительно или отрицательно.и т.д. Пусть Р есть вероят­

ность для события попасть в класс I. Тогда (1-р) есть ~ероятность 

попасть в класс 2, и суммарная·веролтность для наблюдения Ni 

событий в классе 1 из общего числа N событий будет: 

PlN ) 
N! N N-N 

1,N = 1 · р t(i-P) ' 
N1. (N-N,)! 

N 

Заметим, что ~ P(j, N) =[P+(i-P))N =i 
j =1 

биномиальное 
рtiспределение 

• (14) 

Факториалы указывают на тот факт, что нам безразличен порядок, 

в котором происходят событияо 

Для данного экспериментального результата состоящего из N, 
событий, относящихся к классу 1, функция правдаподобия iiP) будет 

тогда 

~ ( ) _ N! N, ( N-N 1 

р - N,1 (N-N
1
)! р i-p) 

vJ = N t Cn? + ( N- N ,) tn ( i- р) + con5t (15) 

дw _ N, N-N1 ------
др р !. - р 

(16) 
д 2 W __ N1 N-Nt 
--- --
др2 \)l (1-p)l 

Из уравнения (15) мы Юlеем (17) 

1 р* = ~· 1 
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Из (Iб) и (17) __ __, 
(Р - Р•{ =--i _ _ _ 

-~ _ N-N, 

Р" 2 ( t - p~t- )2 

(18) 

Результат~, даваемые уравнениями (17) и (18) подобны· тем, которые 

получаются при использовании прямой вероятност~5 ). 
Тогда -

f\\\=pN 

и 

Пример. В предыдущем nримере (см.раздел б) по угловому расnреде­

лению ~-е -распада мы нашли, что д а -;:::::. ~ t' является 

ошибкой параметра асимыетрии а • Предnоложим, что отдельное 

значение косинуса для каждого события неизвестно. 

Все, что мы знаем в этой проблеме,это только число случаев вверх и 

число вниз. Каково в этом случае dудет д а ? Пусть р представ­

ляет собой вероятность распада в верхнюю полусферу, тогда мы 

имеем 
\ 

Р= J 
1 -r ах d х = i + % 

2 2 
Q 

{ 
dp = 4 dQ и, в пределе малых ошибок, 

По уравнению (18) 

дU =4 ~ Р*( 1- р~) 
N 
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Jlt. Распределение Пyaqf_Q.!ill_ 

Обычным типом задач, которые попадают в эту :категорию, 

является определение поnеречного сечения или определение сред­

него свободного пробега. Для среднего свободного пробега l 
вероятность попадания события в интервал dx будет dxj Л 

Пусть Р (о,х) будет вероятностьюнепопадания события на отре­

зок х 

Тогда мы имеем 

dx 
dP(o,x)=-P(o,x) х Т' 

en Р(о,х)=-х + const , 

Р(о,х)=е-хlл (при х=о, P(o,X)""l ). 

Пусть P(.N1 x) будет вероятностью нахождения N 

· (I9) 

событий 

на отрезке х • Тогда элемент этой вероятности будет суммар-
ной вероятностью для .N событий на dx1... . . . . d хн , умноженной 

на вероятность непоnадания событий на остаток прямой. 

dNP(N
1
X)=n (~) Хе-; 

L=f А · 

(20) 

Полная вероятность получается путем интегрирования по N -мерному 
пространству. Следует заметить, что интеграл 

fl J" d><t.:: /~)N 
L=j Jt { .i\ 

о 

проделывает всю эту операцию, но при этом каждый отдельный 

элемент вероятности из уравнения (20) он учитывает #! раз. 
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Деление на N ! дает 

( 
Х ) N Х 

prN х)= т е-л 
\. ' N\ 

В качестве проверки, заметим, что 

х ( у.. )j - ~ '1-

~ Р(j,х)=е-т(~ ~~)=е л(ел)~1. 
J=1 j . 

- ~ (-Т )N - ~ х 
N - N N! е =-::;-. 

N "'1 f\. 

распределение 

Пуассона 

Подобным же образом может быть показано, что ( N- N) 2 = N 

Уравнение (21) часто дается через N 

-N -N -N 
N! е 

. . 

распределение 

Пуассона 

(21) 

(22) 

'!'акая форма полезна при анализе экспериментов со счетом числа 

-
импульсов. Н этом случае N будет "истинной" скоростью счета. 

Теперь мы рассмотрим случай, когда в некотором эксперименте 

наблюдалось N событий. Проблема состоит в нахождении макси-

мально-правдоuодобного решения для 

~(а)= 
-а 

е 

W = N ~n а - а - ~n N ! 

и его ошибки. 



aw 
а а 

a"-w 

_.Ji__i 
- а 

N --- ;::::-

д а 2 at. • 

Тогда МЪI имеем а~= N 

а 

6. а== ГN· . 

- J4 -

и из уравнения (7) 

В экспериментах по определению поперечного сечения, мы 
• 

имеем а= р х б , где р -число ядер мишени в см3 и х - полная 

длина пробегао Тогда 

б*:::: N 
рх 

и 
6.6 ~ 
б'* = ~ N • 

В заключение мы заметим, что а* =f:. а : 

..о 

<Р 

- 0ja;t(a)da JoN+'e-0 da (N+-\)t 
О== = оо<> = =Nt-1. J 'cf. (а) da J cN е-а da. N ! 

о 

I5. Обобщенный метод максимума правдаподобия 

Поскольку мы все время работали со стандартным формализмом 

максимального правдоподобия, то функции распределения всегда нор­

миравались на единицу. Ферми показал, что требование нормировки , 

необязательно, поскольку рассматривается основной принцип, 

а именно: если аккуратно записать вероятность получения экспе-

риментального материала, то соответствующая функция правдоподоЬия 
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дает относительные вероятности для нескольких параметров. Един- · 

ственное накладываемое требование состоит в том, чтобы вероятность 

получения отдельного результата была записана точно. Мы теперь 

рассмотрим общий случай,в котором вероятность попадания события 

в dx будет F(')()dx, и 

Xrnax 

f Fdx=N(a) 

Xmi..n 

представляет собой среднее число событий, которое можно получить, 

если повторить эксперимент многократно. Согласно уравнению (19), 

вероятность непопадания события в малый конечный интервал будет 

Х+ 6Х 

ь. х есть Qx.p (- J f dx). 

Вероятность непопадания в весь интервал Х ml:n < х < х max 

будет произведением таких экспонент, или же 

Xmax -

exp(-J Fdx)=<e-N. 
Krnixl 

Элемент вероятносiи для отдельного экспериментального результата 

из N событий при х=х 1 , . ••• _ • . xN , тогда будет: 

Таким образом,мы имеем 

'-.1> Га)= e-N (Q) ПN с- ( ) 
<Х..\. r а ; х~ 

~,., 
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N Xm.a~ 

w(a)=~1 ~nF(a,x i )""'J f(a;)(.)dx 
')(ml \1 

Решения * Q · = Q . 
l L даются nоnрежнему системой ~1 уравнений 

aw _о - -
aai. • 

Ошибки даются также выражением 

'* -1 ( а L- а() ( aj - а j ) = ~ Ч , 

где а 2 w 
HLj =- aai. даj 

Единственная разница состоит в том, что N не nрисутствует в 

.явной форме в формуле 

- az w = J l__ ( ~) ( ~) ах 
даi даj F даi . OOj 

Вывод, nодобный тому, которым выводилось равенство (8), 

nоказывает, что N уже учтено в интегрировании по F (х) • 

В частном сооощении Г.Бакус . доказал, используя прямую вероят­

ность, что теорема максиw;ма nравдаподобия также справедлива для 

обобщенного метода максимума правдоnодобия, и что в пределе боль-

ших N не имеется метода, который бы давал более точные оценки. 



- 37 -

При отсутствии обобщенного метода максимального правдоподо-

С\ия наша процедура состояла бы в нормировке F (а~ х) 

цу ·путем использования соотношения 

f (а · х)= F(GjX) 
1 Jr dx. 

на едини-

Например,рассмотрим образец, содержащий только два радиоактивных 

вещества со временами жизни а, и aJ • Пусть а~ и а'~ 

будут начальными концентрация:ми веществ . 

Тогда мы имеем 
_Х/а, _х;а 

F ( Ot._ j '/..) = а3 е + dч е 2 
, 

где х есть время. Стандартный метод тогда будет состоять в 

использовании следующего выражения 

-Х/а -><!а 
е '+а 5 е 2 

а 1 t а 5 а 2 

которое нормировано на единицу. Следует заметить, что четыре на­

чальных параметра были сведены к трем путем использования 

• Далее а ~ и а~ могут быть найдены путем 

использования вспомогательно уравнения 

""" 
j F dx == N 
о длЯ общего числа отсчетов. 

В этой стандартной процедуре уравнение 

должно быть всетда сnраведливо. Однако, в обобщенном методе макси­

мального правдаnодобия эти две величины необязателъно равны. 
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Поэтому обобщенный метод максимума правдаподобия даст другое 

решение для aL , которое должно быть в принциле лучшим. 

Другой пример состоит в том, что наилучшая величина для 

поперечного сечения б не получается nутем использования 

обычной процедуры принятия f 6 L "'N С число соОытий по длине 

пробега L )о Тот факт, что имеется доnолнительная априорная 

информация, такая как форма углового расnределения,делает возмож­

ным провести несколько Оолее точное вычисление поnеречного сече­

ния. В частном сообщении Ф.Крауфорда показано, что два метода дают 

точно те же самые результаты в частном случае, ког.l\а F ( a.l ; ~) 

однородно по а L • 

Iб. Метод наименьших квадратов 

До сих пор мы рассматривали ситуацию, когда экспериментальные 

результаты представляли соdой N соdытий, дающих точные величи-
1 

ны х 1 1 
• • • • • • . . • х N , г д е Xt . могли Оыть, а могли и не dыть, 

в~е различными. Случай, когда Xt 

рения рассмотрен в работе CI)o 

имеют известные ошиОки изме-

С данного момента мы оdратим наше внимание к случаю р 

измерений Сне р соdытий) в точках х 1 , ... .. . ... xl' • Э.кспе-

рименталъные результаты dудут в виде С~ ( t б 1 ) ' ..... с ~р '!: 6р 

Одним из экспериментов такого типа dудет опыт, в котором .каждое 

измерение состоит из NL соОытиИ, 

Тогда 'j~ = Ni. и NL распределены по Пуассону с G';.=VN(. В этом 

случае 

и 

функция правдоподоdия dудет 

'cf..= n [9(xl)]Ni. e-9'Cxt) 
i."'\ Nt ! 

р - . . Р -
W = ~ N~ ~n'j l'X-l)~ ~ ~ Ut)+ const. 

l;l L ~\ 

1 
1 

). 
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Мы используем обозначение ) для кривой, которая 

должна Gыть сопоставлена с экспериментальными точкамио Кривая 

наилучшего соответствия будет определяться 0 - = Q-11< • в этом 
~ L 

случае, когда точки распределены по Пуассону, решения получаются 

из системы М уравнении 

~. 

Остальная часть этого раздела посвящена случаю,в кот ором · 

:IL распределены по Гауссу со стандартным отклонением бt о 

Здесь приложим знаменитый метод наименьших квадратов. м~ теперь 
1 

увидим, что метод наименьших квадратов математичеGки эквивалентен 

методу максимума правдоподобия. В этом случае с гауссовым распреде­

лением функция правдаподобия будет: 
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~ i -
';!_ =J~ Ш exp[-(':::la-~Cxa)z/2621 

а "' \ 2.1\. ба. 1 : а 
(23) 

1 р -
\N =- Щ- ~ ~n ~ 2~ ба 2 

a.::t ' 

где 

~ = ± [~а -j ("i,a_ )]2 

d..., 1 б: 
(24) 

Решения q.- а~ L- . L. получаются путем нахождения минимума для ~ 

(максимума для 'vJ ) • 

ant =О 
д а\. 

'(25) 

Эта минимальная величина ~ называется суммой наименьших квадра­

тов '411 * о 

Величины Ot , по которым производится минимализация ~.наэы-

. ваются решениями наименьших квадратов (коэФФициентами регрессии). 

Таким ооразом,решения метода максимума правдоподоdия и наименьших 

квадратов одинаковы. Согласно уравнению (II) ошибки наименьших 

квадратов будут: 

(О L- а r ) (а j- а J) = ( ~ -i) i. j ) где t а.2.щ 

Hlj === 2 aaL даj ' 
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Наконец, мы рассмотрим частный случай , в котором ~ (ai.,~) 

линейна по 

Тогда 

и 

Определим 

Тогда 

а· L 

м 

9(ai.iX) =2. a a..f a. l1l) • 
d,::l 

р 

.f L lx о. ) .f.i ( )( g,_~ 
н . . ;::~ 

Lj Cl:::.t 62 
а. 

р 
:1 а. j\ ( X.aJ 

Lf. = ~ 62 
L d=l а 

а т [ м - ==-2 1f- Е а~ Нв i. } • 
а а~ g::.l 

(26) 

(27) 

( 28) 

В матричной форме система М уравнений , дающих решение 

наименьших квадратов будет:. 

* O=U-a . Н - - ~ 

а*= u · · н- ' 

v ~ ч 

(29) 



* м aL = ~ 
a = l 
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-:;t .ta. (~t) \С н-1)аi. 
б~ 

IJ.Q_ 

. ( а i. - а r ) ( QJ· - aJ~ ) ;: н ~1J· г д е н . . == f. f i. ()(.а_) 5 j ( )(d. } 
- ~ 2 

d"'' ба 
(30) 

Уравнение (30) является полной продедурой для вычисления 

решений метода наименьших квадратов и . их ошибок: Следует заметить, 

что хотя эта продедура называется проведением кривой· по методу 

наименьших квадратов, однако,нет никогда никакой необходимости 

проводить какую-либо кривую. Очень часто эксперимент может пред­

ставлять собой кембинадию нескольких экспериментов, в котором 

должны быть совмещены вместе несколько различных кривых (все 

функции ai. ) • Тогда величина -щ_ 

на все;х кривых. 

будет суммой по всем точкам 

--------
Пример. Известно, что кривая должна быть параболойо Имеется четы- · 

ре э-кспериментальные точки Х =-0,6; -0,2; 0,2 и О,бо Эксперимен­

тальные результаты след~ющие 5~2, З~I, 5~1 и 8~2о 

Найдем наилучшим образом соответствующую кривую. 

~ ( х) = а~+ а2 х + а 3 Х
2 

j . = 1 J :::: х 
~ ' 2 

1 
н \ ,===- z 62. ) 

а а 

Ха. 
н ::: ~ ·62 12 d 

J,-== х2 
' .;> • 

2. 

н =~__&_ 
22 э. 62 

х: 
1-\ =~-;т-. 

33 · va 
а 

xz 
н,~=L. 

6
: =Н22 
а 

3 
Ха 

н =:Е -;т 
В Ua, 



1-\= -

"" а = 1 

•• 
Q2 = 

~ 
03 = 

2,5 
о 

о 

0,26 

0,26 о 

u = 

3,685 

3,27 

7,808 

0,26 
о 

(11,25 

да,= 

D. 0 2 = 

60 3 = 

- 43 -

0,85 

0,815 

I 961_ 
' ( 

4,94 

-1 
н = 

0,664 
о 

-2,54 

1,49)о с~ v) 

;(x)=(3,685~0,8I5)+(3,271!,96)X + (7,808+4,94)Х2 

будет кривой наилучшего соответствия. 

о -2,54 
1 ,847 о 

17. Точность соответствия, 1 2-распределение 

Численные значения функции nравдаподобия при а =ali<, 'cf_ (o.jt-) 

могут быть, в принципе, использованы в качестве проверки того, 

правильная ли функция используется для f (а ; х.) • Если исполь-

зуется неверная J , то функция правдаподобия будет меньшеИ но 
высоте и б ольшей по ширине. В nринципе, используя nонятие прямой 

вероятности iможно вычислить распределение ?f_ (а~) , nринимая 

отдельное з-начение .f (а о 1 х) за истинное. Тогда вероятность полу 

чения ~ (а~) меньшей , чем наблюдавшалея величина, будет ука-

зывать, что для f взята не совсем правильная функция. 

Если для конкретного эксперимента получили ответ, 

что имеется один шанс · против 104 на nолучение такой малой величи­
ны ~ ( а~) , тогда может возникнуть серьезный воnрос в отноше~ 

нии эксперимента или функции J (а ; х) , которая была использо-

вана. 



Н= -

"' а = , 
·• Q2 = 

i' 
03 = 

2,5 
о 

о 

0,26 

0,26 о 

u = 

3,685 

3,27 

7,808 

0,26 
о 

(11,25 

АО, = 

А02 = 

60 3 = 

- 43 -

0,85 

0,815 

1 961 ' ( 

4,94 

-1 
н = 

0,664 
о 

-2,54 

1,49)о с~ v) 

;(х)=(3,685~0,815)+(3,27=!,96)Х + (7,808~4 , 94)Х2 

Судет кривой н~илучшего соответствия. 

о -2,54 
J ,847 о 

17. Точность соответствия, 1 2-распределение 

. Численные значения функции правдоподоСи.н при а= а*, d:_ ( а1\:) 

могут Сыть, в принципе, использованы в качестве провврки того, 

правильная ли функция используется для f (а ; х) • Если исполь-

зуется неверная J , то функция правдоподоСия Судет меньшеИ во 
высоте и С ольшей по ширине. В принципе, используя понятие прямой 

вероятности iможно вычислить распределение ?f.. (о.~) , принимая 

отдельное з-начение j (а о 
1 
х) за истинное. Тогда вероятность полу 

чения 'i, (O.It) меньшей, чем наслюдавшаяся величина, Судет ука-

зывать, что для f взята не совсем правильная функция . 

Если для конкретного эксперимента получили ответ, 

что имеется один шанс · против 104 на nолученИе . такой малой величи­
ны ~ ( а~) , тогда может возникнуть серьезный воnрос в отноше· 

нии эксnеримента или функции j (а ; х) , которая Сыла исnользо-

вана. 
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На практике, определение распределения '<i (а i4c) обычно пред-

ставляет собой невероятно-трудное численное интегрирование в 

' i( N -мерном пространстве. Однако, в частном случае метода наимень­
~ ~ ших квадратов, пределы интегрирования превращаются в радиус-вектор 

? в р -м~рном пространстве. В этом случае мы используем распреде-

лени е nt (а*) , а не 'ёf. (а~) • 

Мы сначала рассмотрим распределение ~(ао) • Согласно урав­

нениям (23) и (24) элемент вероятности будет 

d Р р ос. Qxp L -'Мt/21 d Р ~ i. • 

Заметьте, что Щ: ==р2. , где ? - есть ~модуль вектора в р -:мерном 

пространстве. Об"ем р -мерной сферы "U oG рР • Тогда эле-
мент об"ем:а в этом пространстве будет: 

d Р~'- ое. р Р-1 ар ос. n{ Р;'! щ-1 d щ . 

Таки:м: образ ом, · 

dр(щ) ос. Пl ~-t e(-r;) dm. 

' Нормировка nолучается путем интегрирования от Щ =0 до ~ = оо 

i ( Р/2)- i - Пl.о/2 
dP(Ofta)=пPfzг ЩG е dЩо 

(Р/2) .: . 

гае rflo == оч ( ао) • (29) 

l. 
Это распределение nредставляет собой хорошо известное j расnре-

деление с р стеnенями свободы:. 
2. <:Р 

Таблицы: 5 для J dР(щ) дzя 
11).11 
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некоторого числа сте пеней своб оды приве~ны в справочнике 

1/ 11 

Handbook- o;f CЬ.-e.m:1-s-try and Physics , а также в других обыч-

ных математических таблицах. 

Из определения Щ (ура.внение (24)) очевидно, что -щ () = р. 

Используя уравнение (29), можно показать, что ( lll~ RL 
0 

)
2 = 2р. 

Следовательно,будет подозрительно, если эксnериментальные резуль­

таты дают величину ~ , много большую чем ( р + ~2р ). 

Обычно 00 является неизвестным. В таком случае представляет 

интерес распределение 

К счастью, это распределение также совершенно простоео Это будет 

чистое } 2 · распределение с С р - м ) степенями свободы, г де 

.? -число экспериментальных точек , а 

метров. Таким образом,мы имеем 

М -число искомых пара-

dP ( щ'~~) =.J 2 - расп ределение для (р-м) 
сте нен ей своб оды. 

(ЗI) 

Поскольку вывод уравнения (ЗI ) несколько длинен, то мы при­

водим его в приложении п . 

Пример I: Определим ~~ вероятность для решения задачи, приве­

деиной в кояце раздела 16. 

nJ. =( 5 -'\(- о. б) у t ( 3 -'::1 ~- о,2)) \ ( s -.:J; о,?.) ) + ( в-92( о. б))' 
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-~ ~ 
'б~= 0,674 по сравнению с ~ = 4 - J = 1. 

Согласно таблице для JC 2 
для одной степени свободы ве-

роятность получения ~~/ 0,674 составляет 0,41. Таким обра-

зом,э~спериментальные данные вполне совместны с принятой теоре­

тической формой 

- l 
'j==a 1 +q

2
x+et3 X • 

Пример 2. Две различные лаборатории измерили время жизни 6,­

частицы и дали (I,OO ~ О,О1).1о-10 сек и (1,04 ~ О,Р2).1о-10 сек, 
соответственно. Действительно ли 

с я? 

эти результаты не согласуют-

Согласно уравнению (б),взвешенное среднее будет 

а~= 1,008 .1о-10 сек. 

Таким образом, 

2 
0Ч '* = ( 1 , 00 - 1 , 008 ) + 

0,01 

2 ( 1,04 - 1,008 ) = 3 2 
0,02 ' 

- 2 
щ'* = 2 - 1 = 1. Согласно таблице j для одной степени 

свободы вероятность получения Щ~ ~ 3,2 будет 0,07L~. 

Поэтому согласно статистике, два измерения одной и той же величи­

нЫ будут принимать вышеуказанные различные значения с вероятностью 

в 7,4%. 
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Приложение I 

Предсказание из соотношений правдаподобия 

Для физика, планирующего новый эксперимент, важная работа 

состоит в предварительной оценке того, как много событий необхо-

димо для доказательства векоторой гипотезы. Обычная про-

цедура состоит в вычислении среднего логарифма соотношения правдо­

подобияо Средний логарифм ведет себя математически лучше, чем са­

мо среднее от соотношенияо 

Мы имеем: 

- r s 
togR=NJ. ~og J~ Jд(x)dx., 

или - ( .f eog R = N J ~og .f: J в ( х) dx , 

'принимая, что 
А верно. 

принимая, что 

В вер.но 

(J2) 

Рассмотрим пример (данный в разделе 3 ).для 1: мезона. 
Мы полагаем, что спин О на самом деле имеет место и мы желаем 

установить, что имеется 104 шансов против I, что нет спина I. 

Сколько событий необходимо для этого? В этом случае уравнение 

(J2) дает 

1 t 

t о 9- 10 4 
== 4 = j е О 9 ( ; х ) d Х = - N J to 9 ( 2 х) d Х . 

о о 

N =30 
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Таким образом~необходимо ~ среднем 30 взаимодействий. 

Однако,если nовезет, то может быть и не нужно стольких событий. 

Ра~смотрим крайний случай с одним событием и с Х = 0: тогда R 

буде~ бесконечной и это одhu-единственное событие будет само 

по себе явным доказательством того, что сшtн rc -мезона равен 

нулю. Флуктуация (средне-квадратичное расnределение) Cog R 

для данного t{ будет 

(eogR-eogR) 2=N[j(eog sfд )
2 

J dx-(]eog ;А f dx)
2
] 

В А Js А 
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ПрИJ1QЖеНИ9 п 

Распределение суммы наименьших квадратов 

Мы определим: 
F = f~ (')(..J 

И Lj - б i. • 

~{ амет:им, что ~з уравнения (27), - -
Z · F=ct*·H из уравнений (28) и (2~). 

Тогда 

где а 

р 

oq=. ~ 
о а 

а* == z · F . н- 1 

---

без звезд6чки используется для обозначения 

~(' ~а_ a~.fg(X0))2+ 2 (t.-Q·f')F(g~Q)+ 
е ба. ба - - - ..-.. 

+ ( ~(- Q) ~ . ~ ( ~{- ~) 1 

· ~ = Щ ~ +- 2 ( Z · F - а~ F · F )(а*- ct ) + ( z · f . Н - 1 
-

Q ..а. - . -- -- -

Ll -i) u( -1 -1 ) 
-<_!~·\1 ~ ~ Fz.-~ ~ ' 

(ЭЗ) 

(используеtся уравнение(З4)). Второй член справа 

уравнения (JJ) 

равен нулю по 

-- - - (35) 
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Заметим, что 

2 "- "' ..J -t r-J -\ -S ==(F·HF)(F·H ·F)=F·H F=S • 
...._ - -- - - - ......_ - - --

• 
Если sc: , есть собственное значение S · , то оно должно быть равно 
sf , являющемуся собственным значением для S~ • Таким образом, 
$;, =0 или I. След S будет 

т~s=~ 
a,t,c 

-1 tv _.( 

F р н FC" = 2:. н еР н D = т 1' I =м . 
d.ь ВС о. ~k ь otoC -

Поскольку след :ма~рицы инвариантен при унитарных преобразованиях, 

то он всегда равен сумме сооственных значений матрицы. Поэтому . 
М собственных значений S равны единице и ( Р-1'1 ) равно 

~ 

нулю. Пусть JL будет унитарной матрицей,которая диаrонализирует 

S (и также ( 1-S ) ). Согласно уравнению (35), ---
m* ==t)·lГ u-s пf-. 1 7""" "'"l { м.с...- ..... .-.м, ~ J . t т 112 -

d=l "'\d {d 
Р ~М - r: 112 

d::t (d ' 

где ~ := <~ -l: )·.)[ ;JУl-есть собственные значения :матрицы (1-i); 
( 1 - s ) 

lf- Р.-М ..... -'fYl. = r: ?~ имеет место поскольку М неравных нулю соб-
а,..t ч 

ственных значений S вычеркивают ~ 
~ 

собственных значений I • 
~ 

Таким образом, 

где 

ствео 

ние с 

dp ( оч*) ос. е- nt~ /2 d (Р-м) ~а 
"" "2 -квадрат радиуса вектора 

По определению (см.раздел I7) 

( р- м ) степенями свободы о 

.. 

В ( Р- М 

это как раз 

)-мерном цростран" 

j 2 расrфед~ле-
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