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II.Численное моделирование. 
Кольцо в свободном пространстве 

Направлено в " P a r t i c l e A c c e l e r a t o r s " 



Настоящая работа является продолжением предыдущей ' '. 
Все обозначения совпадают с принятыми ранее. Ссылки на формулы рабо­
ты ' ' имеют трехзначную нумерацию (I.»>. " ). 

§1. Постановка задачи чиеленкого моделирования 

В пределах применимости рассматриваемой модели система уравне­
ний G.2 23) "3 t fa n' n,* 1'joW;i',' ^ Гз„. „ >... •A.'/. •- о конечна и 
состоит из fin*-»* уравнений,где п„ с R,/i ( 1 - малый радиус 
кольца). Ми будем предполагать, что при п>п*. гармоники некоге­
рентны и возбуждаются слабо, и соответственно полокии- ^„..«.-о 

Начальные условия, т.е. значения fa при i »о зададш." сле­
дующие. Функцию распределения пучка выберем в ферме распределения 
Гаусса с полушириной < w „ > (начальный разброс в пучке), нормиро­
ванную в соответствии сСЦ!,25): 

г 

Поскольку на начальной стадии предполагается справедливой линейная 
теория, начальные значения faro выразим .через fa с 
помощью (Lb.J) и будем считать, что начальный уровень полей возмуще­
ния достаточно мал. 

Для численных исследований важным является удобный выбор без­
размерных переменных. Введем 
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U.2) 

Тогца скстема0-2.23) принимает вид 

Jrt-W*-,.xf.<f> + £ g £ r ^ m *„• J . f ^ O . (1.3) 
Охесь ш опустил;! константу Co„ , т . е . перешли к распределению с цент-
рот; в w. . В дальнейшем черточки над безразмерным переменным бу.цут 
опускаться. 

Величины <w> и у можно выбирать по-разному. Удобным является 
иыоор 

у = Й ЬО„ / « /Jff , 
Р РГ г- ( 1 ' 4 ^ 

<w> ^ <we,.„> = ̂  / ^ /J- . 
Т.е. врегщ нормируется на линейный инкремент гармоники с номером 
п (например, с максимальным значением /з./»?,/; тогда в случае 
свободного пространства и" = ± и порог неустойчивости 1-й гармо­
ники является порогом неустойчивости в целом), обобщенный момент-

-на критический разброс для гармоники с номером Я , дающийся здесь в 
(lA.k). Удобство такой нормировки зшишчается в том, что в этом слу­
чае система (1.3) инвариантна относительно параметра /vj"» и поэ­
тому, задавая в качестве начального параметра счета начальный разб­
рос, меньший критического в определенном отношении: 

<Хо> ^ <*сг.>/*, , ' (1.5) 
мы автоматически получаем картину эволюции для любых значений пара­
метров, входящих в величину /v/j-»' : IV, Но ( или В - удернивающего 
магнитного поля), jf0 , при условии выполнения ^ Д . « 1 . Можно,нап­
ример,варьировать N - число электронов в кольце; при этом, естест-
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венно, соответственно меняются (при фиксированном т (I.'oj) рсалышс 
значения начального и критического разбросов, инкрементов и мак­
симальное время эволюции: •£„„„ -Zmax / V B . йце одно 
преимущество нормировки (1.4) состоит в том, что при регуляр­
ном поведении импеданса, как функции п ,и соответственно инкремен­
та (например.для случая свободного пространства) легко точно найти 
порог неустойчивости, численно исследуя систему в линейном прибли­
жении, когда часть гармоник нарастает, а часть затухает. В этом 
случае, как легко сообразить, величина <x t>.> дается простой 
формулой 

<*ч> =<х.> («.-Л, (1.6) 
где т - число нарастающих гармоник (для свободного пространства). 
Численные эксперименты показали правильность формул([.4.7-8); нап­
ример, для м - <х 0.>/0.> -Д л,- точно равно 8. Главная причина 
того, что мы работали в основном с уравнеш;ем0.2.23), состоит п 
том, что точное ypaвнeниe(L2.22^ не допускает "инвариантной" нор­
мировки. В итоге исходное для численных расчетог- уравнение (1.3) 
в безразмерных переменных (1.2),(1.4) приникает вид 

Другая возможность состоит, например, ь норгарог.ке на полную 
начальную энергию кольца Е. .' < w > ; -—^ - »t tf.j-,, , к нормировке 
времени произвольным образом, напркмер, £.=х./'о,- . 

Технически "инвариантный счет" реалнзовивален следующим обра­
зом. Про грамма цля расчетов на аК.1 состоит из двух основных блокои: 
"инвариантного" и "физического". "Инвариантный"' блок вычисляет 
значения ^ и /"у <^ t как численные решения ЭВОЛЮЦИОННОЕ 
системы (L3), и накапливает результаты на магнитную ленту; единст-
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DOHHUM входным "физическим" параметром здесь является ж =<*«.>/<:х„> 
и, естественно, jt „ . В произвольный момент времени можно за­
дать конкретные значения N /?. jf» Г< Г„ а» ~ и "физический" 
биток вычислит величины fj/~g? , начальный и критический разбросы, 
инкременты гармоник, полную энергию кольца и полей возмущения, 
мощность излучения, физическое времяЬ (секунды)и разброс по энергии 
!i момент времени Z , нарисует графики эволюции соответствующих 
величин, а такие проверит выполнение соотношения для баланса энер-
niuCt.3.9). 

В большинстве случаев мы использовали "инвариантную" норми­
ровку, т.к. нас интересовало в.первую очередь изучение влияния 
нелинейных взаимодействий на эволюцию кольца и полей возмущения 
при различных S ( п ) и в разных режимах (от сильно надкритического, 
или гидродинамического ,<w.> « <wc,.>, до "околопорогового" 

^w»> $ <w 0/> ; соответственно v* - i O ~ 4.S ) и исследование 
возможности возникновения нелинейной стабилизации. 

В безразмерных переменных (1.2), (L4) закон сохранения числа 
частиц имеет вид 

It = 3 S \y.(*,V<*r - J- , (1.8) 
а "дифференциальные законы сохранения"(1.3.10-П) -

^ ( W ^ ' + ^ T j e ,л"'г) =^2:f^>.J^t..Jx . (I.IQ) 
Выражения (1.8-10} инвариантны относительно параметров кольца, 

и их справедливость проверялось на каждом шаге по времени в числен­
ных расчетах. В тех же переменных и в том же приближении 
выражения .для энергии , 
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и мощности излучегаш , 

U . И ) 

так же, как и точное соотношение^.3.9), 

*- у

 J u.I3) 

неинвариантны относительно параметров кольца. 
В численных экспериментах соотношения (I.8-I3) выполнялись 

с точностью не хуже 10 на протяжении всего счета, пока распреде­
ление вследствие сдвига и ушрения не выходило на грашщц области 
численного рассмотрения. 

Разностная схема, аппроксимирующая систему (1.7), била гпбрапа 
такой же, как в работе '"' (в которой доказана аппроксимации и 
устойчивость). Для счета мы ограничились 10-ю гармониками, предпо­
лагая, в соответствии с исходными предположениями, что при Л ><0 
поля некогерентны. Ограничение и - 1 0 связано с вычислительными 
мощностями ЭВМ (в частности, просчет одного варианта требует от 
4 до 7 часов времени на СДС-6200 - в зависимости от выбранных пара­
метров). В действительной области систему (1.7) уцобно переписать 
в компактном векторной виде 

^ + A t - и , (I.I4) 
где Ч' , и - векторы с компонентами 

у 4+., fl,ti, % , ? . . ' j ; ^ *•-•+--''•'-"/, 
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й- Л, Г у - матрица, элементы которой суть линейные комбинаты 
X,. /С с cooTi.eTci'i;y:jUCiF,i:i численншл коэффициентами. Матрица А 
"ПОЧТУ" сиюттрична (Д^.-А»»», при п , г* = 2,.,.21; Д н 1 = а Л 4 и ; 
здесь пергий инцекс нумерует столбец).Поскольку Я зависит от 4- , 
система (I.I4) является квазилинейной (в математическом смысле) 
с непрерывно дифференцируемыми начальными данными и коэффициентами. 
Разности;.: с.-̂ -а, использовавшаяся для решения системы (1.1*),-
неявная, близкая ко 2-ому порядку точности. 

Граничите условия в крайних точках рассматриваемого интервала 
.о х па ка.;цом слое времени X получались окспоненциальной окстра-
1.о..ицлег. функций *fu . D численных экспериментах было выяснено, 
что влияние граничних условий на эволюцшо ^ и невелико, пока расп-
ределение не иихоцит на границы рассматриваемой области. 

•j 2. Кольцо в свободном пространстве 

Лсследование продольной неустойчивости РЭК мы начнем с наи­
более просто анализируемого случая свободного пространства; в 
этом случае импеданс есть регулярная функция п-' /й,/= с\"5 • 
Конкретнее ' 2 > 3 ' 

S„ = J7rtV i3 0.s.a6 (-l-fVii). 9 Л ) 
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•Ьорг.-ула (2.1) справедлива^ хорошей точностыо,для P * . S i Via 
и = I....4 более аккуратные значения 3„ получаются численным 
расчетом. Отметим, что в ' ' использовался неверный знак Эй" , 
что приводит согласно(14.7) к достаточно сильному уменьшению инк­
ремента. Из (1.6) получаем, что при начальном разбросе 

^к.> < <*«»>• id* я Ot ь 1 <х« > {г.2) 

все рассматриваемые 10 гармоник являются неустойчивы:.:;;, что б'хго 
подтверждено численным экспериментом. 

Мы опишем ява основных принципиальных эксперимента: к рехеиах 
сильно надкритической ( <*,> -<э.2<.>с,~? ) :: "околопороговом" 
( <. У.~> - o.Sg <х„.> ) . 

I . < у.,> = 0 . JKX« , .> . На начальной лшк.Шюй стада развития 
неустойчивости рост величин tb*(~tfJ/\-2j(l.2.22)iiir~iwAon.:i-i v пре­
красном согласил с формулой (1.4.7), а ш/.снно: а;м п=3,4 отноиснис 
амплитуд | > . | при увеличении С на синицу давало чист и д е 
с тремя вевными знакш.ш; цля п - I инкремент незначительно превышал 
значение, даваемой теорией, а цля п = Ь-Ю - был несколько i/еньше, 
причем со временем расхождение возрастало, л о явление будет 
объяснено ниже- На рис.1а прецставлеки г(.айики }>-lt)l для 
0 = i_ 3, S, *, ю . Линейный ыхнонг-кцпалький рост иере/.о-пп ее 

времени/, в осцилляции со средней апшпуцой, белес чем на по^иок 
меньшей получаемой из оценочной формулы0.4.10). Скорость процесса 
эволюции макс:с/.альна тля десятой гарг.ганстн, имеющей наибольший 
инкрег/ент. Отмстим еще, что максимум амплитуды для к - i больше, 
чем соответствующие .лакеицуми для л = 2-0,и сравнит.: с максимумом 
для п = 10 . 

Рис. 1в-д демонстрируют поведение во в{.е:.;сни энергии поля 
в кольце £ ; ( Т ) (член Б; в(1.3.1Д кощностн излучения cffl/c/Г 

9 



sz> 

о a a, 

V Т - * > И SDIN0Way9 J0 ЛЭйяЙ 000 

10 



и 

Y.66 2,»7 

7(Сек) (xio-*) 

•LC, 

4,10 

Рис.1 в-с 

II 



(г-ОН ) LQ/iat&dS )0' (i KJtf 3WS 

12 



о 
II 

fcj 

of 
и Г^~^ 

Ы •О 
• 

Л. "О-

сг S 

f 

№ 
Iff 
и 

п со 
л о 
? г 

У 

/<?> 

II 3-
к 
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vl.12), :;i:?(ipoca no анергии в кольце < w > и производной 

J начашш;: jicjuiou поведение E-( V ) аналогично поведению 
i>uC~;| для бобыли r\ ; при Т-3 появляется первый максимум, 
:i:'i(.!.: Е- ( t ) оецнлллруот с нарастающей амплитудой. В описывае-
.•/. UKCiiopiLveiiTc счет Сил прерван при С - 4,4, т.к. кольцо ушири­
лось настолько, что график *•/<, (х ) вышел на границы рассматривае­
мой численной области. Замечательным фактом является очень близкая 
форма кривой мощности излучения UE/ctt к форме кривой энергии 
F v ( z ) (с превышением более чем на 4 порядка), а также сходное 
поведение во времени <J<x>/<JZ . К концу счета величина энер­
гии, излученной кольцом (при вышепривеценных значения параметров)! 
составит ~2C;J полной энергии кольца; соответственно энергия поля 
i :.и'.ьце £г; | Г. ц = а. оо%'/„ , время даолмрш -t = 4*10 с. 

На i;:'V.Iu представлены графики -/i ( х ) в моменты времени 
Т =0; 2.'6; 3;3.5;4; 4.4. Поведение -f1. ( х; г ) демонстрирует вполне 
удовлетворительное соответствие с р̂тгаецоншл.-л и Оьг'качественнитл! 
соображениями о тенденции поведения fi ( х ). К моменту £"= 4.4 
кольцо полностью развалилось и счет бил прекращен (конечное зна­
чение разброса *.»> =С. 15 оч>> = 1.23<х«.> . 

Из изложенного следует вывод, что и данной модели при начальном 
разбросе, значитазьно ыеньию;.: критического, в свободном пространст­
ве кольцо развалыается за очень короткое вроют (£< 10" с). 

Каковы пути преодоления этой ситуации - получения относитель­
но устойчивого (за относительно большое время) кольца? Достаточно 
радикальная возможность будет рассмотрена в следующем параграфе, 
L. иока проанализируем тс приближения, в которых рассматривалась 
описанная модель. Лз вышеописашшх результатов ясно, что ноликеи-
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кис взаимодействия становятся весьма элективными, дакс определяю­
щими по достижении амплитудами гармоник определенного уровня, ог­
раничивая уровень полей возмущения (в линейном приближении гармони­
ки с течением времени неограниченно возрастают). Мы полностью пре­
небрегали рассмотрением гармоник с п > to , считая их некогерент­
ными. Некогерентность приводит к сильному уменьшению'инкремента 
неустойчивости. 1) случае, когда некогерептные гар­
моники находятся в устойчивом режиме, нелнпешши матп.-одсисичы 
могут эдаективно перекачивать энергию из неустойчивых мод, приио;.; 
к нелинейной стабилизации неустойлмстп. Болел точно, под HO.I:JICJ!-
ной стабилизацией ми буде:.: понимать сильное уменьшение скорости раз­

вития неустойчивости за счет нелинейных взаиг.юдействии.Ясно, что поду­
чить совершенно устойчивое и "не расползающееся" кольцо в надкри­
тическом режиме нельзя, ибо в любог/ случае в конечно;.: итоге зпорг:и; 
турбулентности диссшшруется, приводя к нагреву и увеличению разб­
роса кольца, пока неустойчива хотя бы одна гармоника. Однако при 
оптимально подобранных параметрах нелинейные взаимодействия г.;ог.ш 
бы Б принципе очень сильно замедлить этот процесс. Дли этого необ­
ходимо, чтобы существовало преимущественное направление перекачки 
в сторону больших п . 

II. Рассмотрим теперь "околопороговый" режим <*„> =o.Si<Xci.> • 
В этом случае для и >S гармоники затухают, а для п< 5" инкремент 
уменьшается в соответствии cQ.4.9). Рис.2 аналогичен рис.1 длл 
предыдущего случая и тех же значений параметров. Скорость процесса 
в целом значительно уменьшена (~в 4 раза), до f s I2-I3 младое 
гармоники растут в приблизительном соответствии с линейной теори­
ей, затем начинают закрываться, и с этого момента старшие гармо­
ники, нерегулярно флюктуировавшие ранее около среднего значения 
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10 , начинают стремительно, "взрывным" образом расти. Приблизитель­
но с этого же момента начинается быстрое ушрение и "сдвиг" функции 
распределения f, , сопровождающиеся резким ростом излучения.После 

Z = 20 счет бил прекращен, т.к. кольцо развалилось, его эффективный 
разброс превысил критический , и ясно., что дальнейшее течение 
процесса будет вполне аналогичным рассмотренному в предыдущем па­
раграфе. 

В рассмотренном примере продемонстрирована высокая эффектив­
ность нели;>":'ных взаимодействий в смысле перекачки энергии из одних 
мод в другие. )icno, ч.г- у» ат некогерентных гармоник приведет к еще 
большему замедлению процесса, Однако полученное здесь время развития 
неустойчивости (-f = 1.9*If)-'с) слхшком мало цпя того, чтобы удов-
летиорить требованию.; эксперкментаторо1;. С ростом № - числа частиц 
11 кольце - время еще более уменьшается. 

Из представленных результатов следует, что при достаточно боль­
шое перепаде амплитуд существует перекачка энергии в сторону боль­
ших и . Однако в обоих рассмотренных случаях мы сталкиваемся с 
несколько увеличенной скоростью нарастания 1-й гармоники. Для точ­
ного выяснения преимущественного направления перекачки был постав­
лен следующий численный эксперимент: рассматривалась эволюция ре­
шений системы (i.7) в чисто нелинейном режиме (с выброшенными линей­
ными членами) для п = 1,2,9,10; при начальных условиях 1>*1 = Ю - 2 

для п = 1,2, й-/ = К Г * для и = 9,10 и наоборот. В обоих случаях 
имело место нарастание /\.f , 1>а/ и затухание /А,|, 0,,0\ . Отсю­
да следует, что существует преимущественное направление нелинейной 
перекачки в сторону меньших in , в особенности в первую гармонику, 
чем и объясняется отмеченное выше увеличение скорости роста низшкх 
гармоник. Следовательно, выгодно создавать отрицательный градиент 
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z в СТОРОНУ меньших п . Такой случай рассматривается в следую­
щем параграфе. 

Основной вывод из результатов настоящего раздела таков: в 
рамках данной модели в свободном пространстве при начальном разб-

-7 
росе, даже близком к критическому, кольцо за времена t< 5 10 с 
расползается до разброса, равного критическому к цаже больше кри­
тического, а эффективность нелинейной стабилизации недостаточна 
для подавления неустойчивости на разумном уровне. 
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