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Рассматривается вопрос о неаджабатической модели движения частиц 
в дипольном поле. Используя понятие ведущей силовой линии, орбитально
го магнитного момента и конуса потерь, с помощью численного экспери
мента найден аналог традиционных представлений адиабатической теории 
движения для захваченных частиц больших энергий. 

Интерес к исследованию динамики нелинейной системы " частица -
поле" обусловлен как общими проблемами теории движения частиц в 
электромагнитных полях, так и практическими потребностями некоторых 
разделов физики. В частности, это относится к теории ускорителей, 
магнитных ловушек, физике плазмы, космофизике и т.п. В сущности,здесь 
всюду опираются в той или иной мере на образы и представления теории 
движения отдельной заряженной частицы. В современной теории движения 
используются три взаимно дополняющих подхода. Два из них являются 
традиционными и связаны с теорией возмущения (дрейфовым приближением) 
и методом Штермера. Третий - "резонансный" подход - связан с динами
ческим хаосом в гамильтоновых системах' '. Общую физическую картину 
динамики частиц дает теория детерминированного хаоса. Наиболее нагляд
ная интерпретация результатов теории движения получается в дрейфовом 
(адиабатическом) приближении. Однако полное решение задачи о движении 
возможно только с помощью численного эксперимента, включающего в себя 
аналитические И численные методы. Особенно это относится к высоко
энергичным частицам, для которых дрейфовое приближение неприменимо, 
а метод Штермера дает лишь частичное аналитическое решение. 

В связи с этим наша задача состоит в том, чтобы на основе числен
ного эксперимента попытаться найти достаточно простое (подобно дрейфо
вой теории) аналитическое описание поведения частиц в широком диапазо
не энергий в магнитных ловушках дипольного типа. Для этого необходимо 
будет дополнительно рассмотреть такие общеизвестные понятия, как орби
тальный магнитный момент, ведущая силовая линия и конус потерь. 

Исходные уравнения. Конкретно задача рассматривалась для протонов 
в стационарном земном дипольном магнитном поле. Движение частицы опи
сывалось уравнением Лоренца в декартовой системе координат с центром 
в диполе 
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где 
в х-вхг^ » Bf-3yz% , fi^-sz^ , (2) 

j? - радиус-вектор частицы, F-полная энергия протона, е , гг -
заряд и скорость частицы, с - скорость света, М - дипольный момент. 
При изучении движения частицы в каждой точке $ строилась система 
координат, имеющая орты 

Вектор скорости задавался в виде 

Г*ТГ„2» + т£(£ *иУ + £* WW, (3) 
v̂  в-f? Зв)»г& а** , iQ>ir0stibaC, 

где т/jj - компонента l/(fB , l£ - компонента р_££ , 
^ - фаза вращения частицы, г^ -модуль вектора скорости, с< -

питч-уюл, - угол между векторами V" и в . 
Исследовались в основном захваченные частицы, т.е. частицы, 

имеоцие финитные траектории. Аналитическое выражение для R , харак
теризующее такой режим движения, использовалось в виде 

„ Qrf **?* (4) 

где - штермеровская длина, т. - масса час
тицы, Л - геомагнитная широта, Jf> f - постоянная Штермера' ' '. 
В качестве основного параметра системы частица-поле рассматривался 
параметр адиабатичности 

jc = я/ке=5-, оч • io^?ci, 
где Р=%1°Ол. - "полный" ларморовский радиус на экваторе при питч-
угле сСш f/Я. , /Jt - радиус кривизны силовой линии, (Ах - лар-
моровская частота, р - импульс частицы, измеряемый в МэВ/с, L -
экваториальное расстояние до силовой линии в радиусах Земли. Мы будем 
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характеризовать частицу параметром адиабатичности JC0 , определяе
мым силовой линией /,„ , на которой находится частица при S&te(=0 
или 5йг.у*-0 (см. уравнение (4)). В этом случае параметр Штермера 

lf^Cstls.H3l0*(Cfns/^,,)^, где К3- радиус Земли. 
Численное интегрирование уравнения (I) проводилось аналогично'4'. 
Магнитный момент и ведущая силовая линия 
Магнитный момент М. заряженной частицы является адиабатическим 

интегралом движения и в нулевом приближении по JC для нервлятивист-
ского случая J*.= Un=yiri*5ii&clzt&=const . Отсюда следует обще
известное соотношение 

#*-% = •****« = censt, (5) 

позволяющее устанавливать простую связь между £ В на экваторе 
и в точке отражения' '. 

Исходя из уравнений (I)—(3) и результатов работы'6', можно пока
зать, что следующим приближением для первого адиабатического инвариан
та является выражение 

где использовались цилиндрические координаты Ч. , <р , £• , в 
которых Л*=г г + 1 л , В г = В г , Bq,=0 , Йг-'-ЗМгг/е5" • 
все величины берутся в точке нахождения частицы. Из выражения (6) 
видно, что величина /<1/*-о имеет порядок J C f a p / в ) • Для 
того, чтобы поправочный член в (6) был всюду меш-ше основного, необхо
димо соблюдение на экваторе условия J£ <.Sill *£•/£• . На рис.1 пока
зано поведение величины WVj* /ZB и уточненного инварианта (6) на 
траектории частицы. Видно, что в случае (6) колебания с ларморовской 
частотой практически исчезают. Ьго является иллюстрацией известного 
факта, когда стабильные колебания и. , связанные с устойчивым движе
нием частиц, качественно предсказываются членами более высокого поряд
ка разложения магнитного момента в ряд по JC ' ''. Дальнейший учет 
поправок к /^ не имеет особого смысла в нашем случае из-за громоздкости вычисления. 
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Рис.1. 
»-.'*•». 

Поведение адиабатического инварианта и . на траектории частицы 
при JC— 0.0625 ( L = 2,0; W = 50 МэВ; экваториальное значе
ние о£= 18°, lf = 270 , 0 ) . I - инвариант в нулевом приближении 

) ; 2 - уточненный инвариант (6). 

/к/ 
Возможен другой,более простой подход. Согласно' ' величину ytc-

в лабораторной системе координат с учетом поперечного (магнитного) 
дрейфа можно записать в виде 

Раскрывая это выражение с использованием параметра JC 

+ £(i+aAffp)], 

(7) 

получим 

(8) 

где 
7 (1+зш*л)*-

Выражение (8) всегда положительно и содержит член О (X. ) . Резуль
таты численного счета показывают, что соотношение (5) справедливо в 
системе координат, вращающейся вокруг Земли со скоростью дрейфа час
тицы V^. В неподвижной системе координат появляется дополнитель
ная зависимость от JL и LP . 

В адиабатическом приближении заряженная частица вращается вокруг 
траектории ведущего центра, которая совпадает с силовой линией, харак
теризуемой L 0 . При учете дрейфа частицы траектория ведущего цент
ра уже не совпадает с £„ и э т о различие тем больше, чем больше 
•jj\ Л с ) . Для частиц, имеющих достаточно малые питч-углы, в кяче-

С Т Е Э траектории ведущего центра можно взять такую траекторию, которая 
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соответствует максимальному проникновению частицы к центру диполя. 
Такая траектория приближается к диполю по Lo (см.(4)), на экваторе 
она будет характеризоваться значениями Q ( 0 , <fo и L, = Lo-tALi , 
при заданной величине %0 . Под максимальным проникновением частицы 
к центру диполя подразумевается область R < < R3 . ограниченная 
возможностями ЭВМ. По нашим оценкам это соответствует H=Rp~ofiR^. 
В принципе ниже приведенные результаты сохраняются, если 
О4&Rp jlfeUlfi. Таким образом, предлагается использовать в качестве веду
щей траектории не силовую линию , а траекторию ве
дущего центра, характеризуемую на экваторе величинами L± , чСо , 

Вычислительный алгоритм определения траектории ведущего центра 
заключалоя в следующем. Бралась силовая линия, характеризуемая пара
метром Le . на которой в точке R(Lo)=0y{Rz задавалась энер
гия частицы и питч-угол сС—о(ЭГ) . Затем, при проведении "обратно
го" интегрирования (I), находилось экваториальное положение траектории 

L t и об», If о . Вычисления показывают, что связь между L t и L 0 

аппроксимируется выражением 

Соответствующие значения о£о и fe показаны на рис. 2. 

Рис.2. Зависимость о(о и '/'о от j£ . I - санкция Ые (?£) ; 2, 
3 ~ % (!К) ДДО южного и северного полушариев. 
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Отличительной особенностью движения частицы по такой траектории 
является отсутствие вращения вокруг силовых линий, лоскольку скорость 
ларморовскогс вращения 17£ в этом случае совпадает со скоростью 
дрейфа 1&. Из условия l£ — 3 ^ = 0 можно получить соотношение 

jufcrf» С:-3£*А* •*»'-*. (10) 

При %а£<\ выражение (10) принимает вид SiH-^Co — Хо • с точ
ностью £ 1 0 $ формула (10) соответствует кривой I на рис.2. Следует 
также отметить, что фаза lf0 практически не меняется при 
О £ %0 £0} J3 и составляет (р0 -=:Зс/2. . 

Рассмотрим теперь движение частицы от экватора до точки отражения 
с начальными условиями, отличающимися от о̂ ,, и ffe • Помимо питч-
угла ос будем также вычислять угол Ы * - угол между вектором скорос
ти частицы и касательной к траектории ведущего центра при одинаковой 
текущей широте Д . Как показывает траекторный счет для 0,1 <>гЯ£*£0,6 
и о£ Д Я 0 ° , магнитный момент A^Stt^eC/B сильно меняется, одна
ко величина U*r*>$tin. at*/В оказывается практически постоянной 
на всей траектории. Следовательно, траектория ведущего центра играет 
роль ведущей силовой линии,как в адиабатической теории, а угол а? 
является аналогом питч-угла. Здесь мы ограничились движением частицы 
в одном полушарии, когда она инжектируется с экватора. Посмотрим, что 
может измениться, если частица движется между точками отражения, т.е. 
переходит из одного полушария в другое. 

Траекторию частицы между двумя сопряженными точками отражения 
можно представить себе как траекторию от первой точки отражения до 
экватора (от диполя к экватору) и от экватора до второй точки отраже
ния (от экватора к диполю). Что касается участка траектории от эква
тора к диполю, то он нами уже исследован, движение же от точки отра
жения до эквгтора с точки зрения траекторного счета равносильно "oo
ps .'ному" интегрированию от экватора к диполю. Математически это озна
чает замену в уравнении (I) £•*•-£ и if'-̂ -'Jf" . Сами уравнения (I) 
от этого не изменяются, но начальные условия, а вместе с ними и зада
ча Коши становится другой. Отсюда по определению следует, что в общем 
случае траектории в обоих полушариях неадекватны. Действительно, час
тица, движущаяся по этой траектории от диполя к экватору, пересекая 
его, может затем в зависимости от энергии (или % ) отразиться на 
любой широте или вообще уйти на бесконечность. Чтобы "заставить" час
тицу двигаться в другом полушарии по траектории максимального проник
новения к диполю (т.е. по траектории ведущего центра) нужно на эква
торе изменить ее параметры. Если она пришла ''а экватор с параметрами 
<*о . Уо ' т о П Р И Уходе в другое полушарие необходимо изменить 
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только -i-азу Ifo"* fi~ УР • Таким образом, наша система отсчета, 
составленная по сути из двух траекторий ведущего центра, имеет на 
экваторе излом. В сферической системе координат величина излома харак
теризуется выражением' ': 

Sin <)/z = Ah Ы0 Sttt <T (ID 

где •? - угловое расстояние между точками (fol 7 о£ и ^>i , °£о > 
5"= Т/2,- Уо/^^ог.- X/SL , индексы"I" и "2" относятся к верхнему ж 
нижнему полушариям. Из формулы (II) и рис.2 видно, что при J^v^.Off3 
фазы Ч>01 и Уог^Я-Уо/ стремятся к Я/Z и 9-*"0 • 

Именно этим обстоятельством объясняются особенности рис. 3, на 
котором показано поведение U. и Л. на трех траекториях. Начальные 
условия на экваторе задавались таким образом, чтобы параметр Штермера 

ffscfr^st • лак видно из рис.3, изменения М носят естественный 
" то эта величина испытывает непрерывны;! характер, что касается А 

3 

10.0 

1.0 

0.1 

O.OlL- 40 20 -20 -60 Л, град 

Поведение /f и JU при движении частица между двумя точками 
отряжена.-; для W = 2С0 .'/.ЙИ; L—Ъ (^~0,.'.'J), 
I - им экваторе od»_0o; lf^ 5G,5°; 2 -о< -- г&°; lf\ 82,5°; 
3 -Ы. • ~0°; tf _• 108°. Траектории характеризуются постоянной 
Итррмера #=- cc»ist-



на экваторе скачок (разрыв) А/А*". При этом величина скачка 
совпадает с точностью <*!£$ с теоретической оценкой для й/t'°<. 

Основной вопрос теперь заключается в определении квази-питч-угла 
оС . Отметим, что для левой части рис.3 связь мезду точкой отраже

ния Рж и экваториальным углом оС такая же, как и в адиабатической 
теории: 

ш«*~1(ч&- >Ш] •Ф 
Rr» ' \ Рлпр Ш ) 

В данном случае значение $.щ было выбрано равным # j > поэтому 
вместо (12) следует записать 

S<K«*=[(U-3)LsrJ/9. (13) 

Для правой части рис.3 имеем о£*= е£*+ &*£* , где Л°£*" = т' 
(см. уравнение (II)), oL - вычисляется в системе координат, в кото
рой скорость дрейфа VrfszO (см. (7),(8)). Величину До<* можно 
оценить также с помощью формулы АсС* т •fa'fa0*-*ty*//*• , где 
выражение для А/*/м приведено в работе'4'. 

Экваториальный КОНУС потерь. Результаты траекторного счета' ^ 
показали, что и при относительно малых значешшх параметра адиабатич-
ности JC наблюдается существенное отличие от общеизвестной формулы 
ScnUc=i.(4L-b)lf'X'> г Д е °̂ с ~ критическое значение эква
ториального питч-угла. Возникает зависимость adc от фазы tf , что 
видно на примере рис. 4 для jCuz 0,/S. Существование этой зависимости 
следует из уравнений (6)-(8) и связано с тем, что направление оси 
конуса потерь изменяется в зависимости от % . При этом угол раство
ра конуса потерь не зависит от энергии частицы и определяется, как 

Рис.4. Положение и форма экваториального конуса потерь для 
L = г,9; W= so :лэв (j£^o,i3). 
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и в адиабатическом случае. Смещение оси конуса от вектора /̂  проис
ходит в сторону вращения и дрейфа частицы, как это показано в' ' . 
Величина этого отклонения определяется углами oia и % (см. рис.2). 
Некоторое отличие кривой 3 рис.2 данной работы от соответствующей 
кривой -i рис.5 ' ' связано с недостаточное точностью метода определе
ния функции %0^) при малых JJT в работе' '. 

Указанны;'! эффект беспороговый и имеет место при сколь угодно 
малом значении JC , поскольку связан он с переходом от подвижной 
(вращающейся), системы координат к неподвижной (см. (7)). Окончательное 
выражение для тормы стока частиц (конуса потерь) в плоскости {Ы.ft/> ) 
можно записать в виде . 

(14) 
Q>sa£c = CoSot* CoiUB- Sin<<*SinoC0 cos&y 

0<ф £ZT 
При уС-^О уравнения (15) переходят в общеизвестное выражение для 
конуса потерь з адиабатической теории. 

Заключение 
Таким образом, традиционную адиабатическую модель движения можно 

обобщить на явно неадиабатический случай, для этого нужно заменить 
ведущую силовую линию на траекторию ведущего центра, ось конуса потерь 
на новую ось в соответствии с ' и перейти от /А к у***~ . 1та 
модель позволяет делать краткосрочные прогнозы неадиабатической дина
мики частиц (примерно в течение одного периода продольных колебаний). 
Результаты численных расчетов показывают, что указанная модель явля
ется достаточно строгое при экваториальных питч-углах cCJtSO" . 
Область значений 50°4«^ !Ь 00° требует дополнительных специальных 
численных исследование. Что касается приэкваториальной ооластп 

оС- £, SO" , то здесь можно обойтись одним выражением (4), которое в 
данном случае упрощается к виду 

j+Vtf*—soup X+ilf*-~suitf 
Авторы выражают благодарность O.K.Кузнецову за полезные ооеунде-

ш ы основных результатов. 

ч 
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