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ВВЕ.q,ЕНИЕ 

Бриллюэновские пучки электронов, характеризующиеся нулевым 

фазовым объемом и минимальным радиусом в магнитном поле задан
ной напряженности, находят широкое применение в приборах СВЧ 

и ускорительной тех~ике . Классический способ формирования таких 
пучков 1 1 1 предполагает отсутствие магнитного поля в межэлектрод
ном пространстве и его скачкообразное нарастание в области, где 

радиус пучка минимален - нарастание магнитного поля на конечной . 

длине приводи т к неточному согласованию пучка и возбуждению 

пульсаций его огибающей . Однако стремление уменьшить длину на

растания продиктовано лишь спецификой данного .с'пособа формиро
вания, а не более глубокими физическими соображениями . Напротив, 

плавно растущее /от нулевого значения на катоде/ аксиальное 
магнитное поле частично компенсирует дефокусирующее действие 

анодного отверстия, позволяет уменьшить его апертуру и, в ко

нечном счете, повысить первеанс источника. Такой подход успешно 

реализован в электронных пушках ускорителей ЕТА1 21 и АТА 1 31 , 
имеющих плоский катод и формирующих близкие к ламинарным пучки 

с током 10 кА при напряжении 2,5 МВ . 

Расчет источников магнитафокусируемых релятивистских пучков 

производи тся в настоящее время методом анализа /как это было, 

например, в упомянутых случаях/. Желательно иметь, однако, эф

фективный способ синтеза, 11подсказывающий 11 оптимальные геометри
ческие соотношения и дающий начальное приближение для программы 

анализа. В настоящей работе предло~ен метод синтеза, применимый, 

при незначительных ограничениях на геометрию магнитного поля, 

в простейшем случае сплошного осесимметричного пучка, эмитти

руемого плоским катодом . 

1. ВЫВОД ОСНОВНОГО УРАВНЕНИЯ 

Исходным является уравнение огибающей ламинарного реляти

вистского пучка в продольном магнитном поле 141 , которое может 
быть представлено в виде 

d d ф 1 d 
2у eBz 2 еВ zO 2 1 21 

7j- ( 7j -)+- y -- ф + (--) ф -(--) - = ---./1/ 
d z d z 2 d z2 2mc 2mc ф 3 10 R~ 71 ф 

где у -релятивистский фактор осевой части цы, 7j=y y2 -1- ее 

нормализованный импуль~ , if!. - j)адиУ..~~~..И. единицах радиуса 
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катода Rc, I- ток в пучке, !0 = 17 кА, Bzo=Bzi~=O -поле на 
катоде. В первом порядке параксиа~ьной теории потенциал Ф внут

ри пучка является квадратичной функцией радиуса r: 

е ly 
Ф=--Ф(r,z)=у-1+(-2 -

mc2 IoRc77Ф 

2 
1 ~)r2 

-т ctz2 /2/ 

В случае плоского катода, работающего в режиме ограничения тока 
эмиссии пространственным зарядом, на его поверхности должны в~
полняться условия 

ф(r,z)l дф(r,z) 1 =о. ·;3/ 
z=Oi д z z=O 

Внутренняя задача теории формирования бриллюэновского потока 

состоит в отыскании трех функций y(z) , ф(z) и Вz(z),удовлетво

ряющих одному уравнению /1/ и обеспечивающих выполнение условий 
/3/ на катоде и условий согласования на плато магнитного поля 
/на выхоДе источника/: 

dy dф (--) = (-.-) =о, 
dz r dz r 

I Ф2=-
77r r IoRc 

2 2 е2 В В 1 , 
( ___!!!~) 11 + [ 1 + (---~~__:!.-_о_ R2772 )2] v. 1 

eBzr 4m2c2 I с r , 

/4/ 

где индекс f отмечает конечные значения соответствующих вели

чин. 

В отсутствие магнитного поля обычная процедура построения ре

шения внутренней задачи состоит в задании ФJнкции у(z)/или ф(z)/ 
и отыскании с помощью /1/ ф(z) /или y(z)/15 , причем значения Фr 
и (dф/dz)r одновременно не конкретизируются. Попытки . применить 
подобную процедуру для решения задачи формирования бриллюэнов

ского потока наталкиваются на значительные трудности 161 ,так как 
искомая функция, я~ляясь решением дифференциального уравнения 

второго порядка*, должна выходить на заданное конечное значение, 

не испытывая осцилляций. 

Очевидно, что часть этих трудностей будет преодолена, если 

ввести новые характеристики потока так, чтобы основное уравнение 
содержало вторую производную только от одной из них, а для ис
комой являлось дифференциальным уравнением первого порядка,' Не
трудно убедиться, что таковыми являются релятивистский фактор у 

и приведенный радиус/4/ 

O=fiФ, /5/ 

*Задание y(z) и ф(z) приводит, как правило, к нереализуемь~ 
профилям магнитного поля 161. 
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который мы назовем производяЩей функцией решения внутренней за
дачи. Прежде чем вып1<1сать связывающее их уравнение, введем без
размерные переменные 

/6/ 1' z r 
'>"'Ре~' р=р с ~' 

с с 

Ь= eBz ~. Ре =2j 2! • /6' 1 
m с Ре 10 

Переходя в уравнении /1/ к этим величинам и выражая согласно /5/ 
радиус пучка ф через у и е, получим основное уравнение теории 

формирования бриллюэновских потоков 1 41 

у'2 
у2- 1 

у2 + 2 

1 2 2 71 2 О" (-- ь + ь0 -- - 4 71 2 -) , 
е2 е4 е 

171 

где штрих означает дифференцирование по ( , 772 = у2 - 1. Выразим 
также распределение потенциала /2/ через новые переменные 

р2 у ") 
ф(р,(,)= у -1+-г<2(i2-у • !81 

Будем считать заданным магнитное поле Ь( (), причем положим 
Ь 0 = Ь(О) е О. Тогда решение внутренней задачи сводится к зада-

нию производящей функции, принимающей на плато магнитного поля 
конечное значение е r = 1/ Ь t и обеспечивающей выполнение усло
вий /3/ на катоде, и к отысканию у ( () из уравнения /71. Если 
это уравнение имеет решение /для чего его правая часть должна 
быть неотрицательна при всех ( /, то требование равенства нулю 
производных у ' и ф' на выходе удовлетворяется автоматически. 

Легко видеть, что для частично замагниченного пучка (Ь 0 ~0) 
данный алгоритм неприменим, так как в этом случае уравнение /7/ 
дает ПР11 0 = const экспоненциально растущее решение. 

2. ПОСТРОЕНИЕ ПРОИЗВОДЯЩЕй ФУНКЦИИ 

Вблизи катода все характеристики потока являются- аналитиче

скими функциями агрегата 1 71 ( 113 . Будем искать функции у и е 
в виде разложений по степеням величины 

v = (]_ 02/ 3 
2 • 

/9/ 

Уравнение /7/ и условия /3/ позволяют найти связь между коэф
фициентами разложений, первые члены которых имеют вид 

/10/ 
v2 

ее = vv ( 1 -~ - t3 v 3 - ••• ) , 
v2 13 2 16 3 

у = 1 + _ (1 + -- v + -- t 3 v + ... ) • 
2 252 5 
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Отметим, что наличие собственного магнитного поля пучка при
водит к появлению дополнительных /по сравнению с соответствую

-щими нерелятивистскими выражениями 1 81 1 членов, отличных от 
t зk ·v Зk и описывающих релятивистское пинчевание пучка ( ф = 1- v 2; 12-••. ). · 
При малых v квадратичный член не может быть скомпенсирован ни 
при каком выборе произвольных констант t 3k' что свидетельствует 
о невозможности строго прямолинейного движения в потоке, беру-

/ 9 / . 
щем начало с плоского катода . · 

Итак, вблизи катода производящая функция должна иметь вид 
/10/. За анодом энергия электронов быстро достигает конечного 
значения и ее производная у' обращается в ноль. Соответственно 

производящая функция должна удовлетворять в . этой области уравне

нию 

• 2- 2 - 1 
4ry е " +ь сое --::.-=о r а а (} 

а, 

/11/ 

совместно с условиями iia:l(-+<>o=(Jr =llbr, ii;lt; ... оо=О,обеспечи
вающими согласование пучка на выходе из источника. Однако при 

(} = Оа решение у= Yr не является единственным решением уравнения 
17/ о Исключая магнитное поле из /7/ и /11/, получим уравнение 

2_1 е" 
,2 у 2 2) а 

у = 4 -----{у -у -::;-
у2 + 2 r 0 

/12/ 
а ·, 

имеющее семейство интегральных кривых, для которых прямая у(()~ 

= у является огибающей . Типичный ход интегральных кривых в слу
ча/ е;' > О пока за н на рис . 1 а. Особый характер интегральной ли
нии у= у r приводит к тому, что выход из нее решений уравнения 

/12/ сопровождается скачком у '' и, согласно /8/, потенциала 
В ОТСТОЯЩИХ ОТ ОСИ ТОЧКаХ о 

---

\~ 

Рис.l. Интегральные кривые уравнения /7/ для магнитного 
поля вида /13/. 

В случае, когда напряженность магнитного поля приближается 
к конечному значению снизу, например, по закону 

4 

Ь(()l( ... oo = br .(1-ке-,\1( ), . /13/ 

\. 

плавность выхода энергии на конечное значение можно обеспечить, 

полагая 

- -Л2 ( 
(}а. = (}а. - • ( 1 + t е ) , /14/ 

t << 1 , л 1 < л 2 ::; 2Л 1 • Соответствующие интегральные кривые показаны 

на рис " 1б. В случае же спадающего магнитного nоля найти простой 

способ сглаживания не удается " Поэтому наложим еще одно ограни
чение на геометрию магнитного поля - требование его монотонного 

роста*, исключающее, в частности, возможность использования 

магнитнЫх линз в области формирования nучка • 

e'f 

о ' ~ 
81 

' 
Рис.2 . ХарактерньШ вид производящей функции. 

Способ сшивания функций (}с и (}а должен обеспечивать не толь

ко ·аналитичность результирующей функции, но и малость ее третьей 

производной, сказывающейся на величин~ nровисания nотенциала по 
сечению nучка . Этим требованиям удовлетворяет простой алгоритм, 

поясняемый рис . 2" Коэффициент t3 в выражении /1 0/ подбирается 
так, чтобы минимальное значение разности (}а -(}с равнялось на

перед заданной величине 8. Сшивание производится no формулам 

а(}' а(}' (}' =..!.. ln (е с + е а ) , 
а ' (}=((}'d(, /15/ 

о 

коэффициент а находится _!1 З условия (} !( .. "" = (Jr • Очевидно, что 
результирующая функция . оказывается более гладкой при больших 

значениях В /и, соответственно, t3 1, nриводящих, согласно /10/, 
к более быстрому набору энергии пучком. Максимальное значение 

8 определяется из требования выхода энергии на заданное конеч-

*Физически это ограничение связано с ростом возмущений ха
рактеристик пучка при его движении в спада~щем поле , 

5 
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нqе значение, то есть из условия неотрицательности правой части 

уравнения /7/. 
Этим заканчивается построение производящей функции и соот

ветствующего ей решения внутренней задачи . 

3. ХАРАКТЕРИСТИКИ ИСТОЧНИКА 

При использовании безразмерных переменных /6/ для решения 
в.н·утренней задачи требуется задать конечную энергию Yr , безраз
мерную напряженность магнитного поля br и его геометрию, опре

деляемую характерной длиной нарастания (в • Для решения внешней 
задачи необходимо также знание радиуса катода, связанного соот

ношением /6~/ с током пучка . Таким образом, набор величин Yr , 
I , bt , (в достаточен для решения задачи синтеза и определяет 
семейство геометрически подобных источников. 

Анализ характеристик источников бриллюэновских потоков про
водился для упрощенной геометрии магнитного поля: 

ь (() = Ьr th ( 1 (в . /16/ 

На рис.3 показана форма огибающей nучка и электродов, получен

ная при Yr = 2, I = 350 А, (в= 1,5 и трех значениях напряжен
ности магнитного поля . Расчет потенциала вне пучка осуществлял- . 

ся по приближенным формулам, приведенным в Приложении . Форма 

электродов, в целом, типична для высокопервеансных источни

ков 1 101 . · 

Как видно из рис.3, при данной величине тока пучка существу
ет интервал допустимых значениii напряженности магнитного поля, 

нижняя граница которого· определяется касанием анодом огибающей 

пучка, верхняя - фокусирующим электродом . При некотором мак

симальном значении тока Jmax граничные значения напряженности 
совпадают. Данные расчетов для значени~ параметров в интервалах 

Yr = 2+6~ Рс / (в =О, 1+0,5 с погрешностью в пределах ~5% ап
проксимируются полуэмпирической формулой 

Уrз 6рс 
I = -- ехр ( --) ( kA) • 1 1 71 
max 18 5(В 

Следующая из /17/ зависимость тока от напряжения U = 
=mc2 (yt -1)/ев диапазоне U= 0,3 70,7 МВ мало отличается от 
закона Чайлда-Ленгмюра и соответствует первеансу .. 2 мкА/631 2. 
При больших напряжениях предельный ток пропорционален кубу на
пряжения . 

Скейлинг I "'7J3 следует уже из уравнения огибающей 111, при
чем как для нерелятивистских энергий /при которых у= 1+7]21 2, 
у"= 1]1]" + 17 ' 2 /. так и для ультрарелятивистских, когда 
у= 1J >> 1. · Однако, помимо некоторого различия в структуре урав-

i 

,; 

.Р 

~ 

0.0 0.5 ~... 1.0 1.5 ~ 

:,EL;- , 
0.0 0.5 1,0 1,5 " 

.Р ~ э ФЭ д 

:...___ 

0.0 0.5 1,0 1 .~ ~ 

Рис .3. Форма 

и электродов 

огиб ающей пучк а 

при Yr = 2, I = 
1,5 и з нач ениях 

1 - 9,5; 2 -
= 350 А, (в 
BztRc /Гс.м/: 
9,8; 3 - 10,9. 

ьf 

31 1 1·' -/ А 

2 1 1 7/ 7/j/7/7(" 1 

Рис .4. З ависимость без размер ной 

напряженнос ти магнитного поля 

br от характерно 1~1 дли ны нара

стания ( 8 и конечной энер гии 
элек тронов . 

нения /1/ в этих двух случаях, имеется существенное отличие 
1 

в поведении потенциала /2/ при преобразовании подобия 1 "' 7] 3 
Если в первом случае это преобразование оставляет форму экви

потенциалей неизменной /меняя только соответствующие значения 

потенц иала как ф "'172 1, что проявляется в полном геометрическом 
подобии источников с одинаковым первеансом, то во втором потен

циал неинвариант е н относ ительно данного преобразования . Однако 

в областях, где l r " l >> у/ 202 , а это условие как раз выполняется 
в раЙоне фо~усирующего электрода и входа в анод, приближенное 
подобие существует, что и отражает соотношение /17/ , Разумеется, 
этот результат, как и само параксиальное приближение, остается 

верным только для токов, малых по с равнению с предельным брил
люэновским током /в ультрарелятивизме приблизительно равным 1111 

1 IIm = 10 ( у~- 2)/ 4 , , где yR- релятив истский фактор граничного 
электрона/. 

Значения напряженности магнитного поля, при которых дости

гается чаксимальный ток /17/, показаны на рис . 4. Расстояние 
между катодом и ближайшей к пучку точкой анода в указанном ин

тервале энергий интерполируется формулой 

(л .. 0,4 1Jr • /18/ 
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и оно существенно меньше расстояния, предсказываемого формулой 

для нерелятивистского пучка постоянного радиуса (л". 2/ 3 ТJ:/2 , 
что является следствием как релятивистских эффектов, так и комп

рессии пучка внешним магнитным полем . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей работе на основе уравнения огибающей пучка в при

ееденных переменных развит метод синтеза источников релятивист

ских бриллюэновских потоков, эмиттируемых плоским катодом в ре

жиме полного пространственного заряда и фокусируемых продольным 

магнитным полем, монотонно растущим от нулевого значения на ка

тоде до некоторого конечноrо значения на выходе источника. Этот 

метод непосредственно применим также для расчета электростати

ческих систем с одновременно заданными минимальным радиусом 

пучка и расстоянием, на котором он достигается . 

Возможно обобщение меrода на случай катода с ненулевой кри

в и зной - оно заключается, в основном, в надлежащем изменении 

вида производящей функции /10/ в прикатодной области . 

Автор признателен за полезные обсуждения П . В . Невскому,В . А.Сы

ровому и э;А . Перельштейну, чья дружеская поддержка во многом 

способствовала выполнению этой работы. 

ПРИЛОЖЕНИ Е 

Внешняя задача синтеза состоит в отыскании распределения 

потенциала электрического поля вне пучка и сводится к решению 

уравнения Лапласа 

1 д дф д2 ф 
--(р--)+ =0 
р др др д(2 

/П. 1/ 

8 

при условиях на границе пучка (p=p 0 (()=pct/J) 

Фiр=ро =u0 (0, .it_l = U1(()' Р др р=ро /П.2/ 

известных из решения внутренней задачи . Разработаны достаточно 

эффективные численные 1 101 и приближенные аналитические 112,13/ спо
собы решения внешней задачи. При построении системы электродов 
на рис.З использован метод, близкий к приведенному в работ~/ 131 , 
Суть его заключается в переходе от /П.1/ к эквивалентному ин
тегро-дифференциальному уравнению 

р р д 2 ф р - -
Ф=uо + U1 ln-- r ----ln -=- pdp. /П . З/ 

р Р. д ( 2 р 
о о 

,, 

1 
решение к<;>торого ищется в виде ряда ф = ф < 0 )+ ф < 1 ) + ... ·, где 

р д2ф ( n) 
ф(n+1) =-f ----mLpdp. 

р д(2 р 

р ф( о ) = u + u ln -- • 
о 1 р /П . 4/ 

о 
о 

Первая итерация дает 

Ф =Ф< 0 > _:!!...(р2-р2 -2p2ln-!:__)- u~' [(р2 +p2)mL-p2+p2] /П.5/ 
4 о о Р0 4 · о р0 о ' 

где 

( J') " 2 , , 1 . ( " ,2) 1 . 2 w .,. =uo- u1Po Po-u1 РоРо -Ро Ро /П . 6/ 

штрих означает дифференцирование по (. 
При р-+ р0 второе слагаемое в правой Чdсти /П . 5/ пропорцио

нально (р- р0 )2 , а третье - (р- р 0 ) 3 • Если р~ /,О, то слагае~161е 
тех же порядков присутствуют и в последующих членах разложения 

потенциала . Их суммированИе приводит к формуле, получающейся 
из /П . 5/ заменой 

' w --. W-+ -- •2 
1+ р0 

2 
" u1' РоР~'+р~ 2рор~ 

u1 -+ ---- + w ----- + ---
1+р'2 (1 ,2)2 1+р'2 

о + Р0 о 

/П.7/ 

c-·_w __ )'. 
1+ р' 2 

о 

Поскольку отброшенные члены пропорциональны высшим производным 

функций u 0 , u 1 , Ро , максимальной ошибки следует ожидать при 
малых (,где эти производные обращаются с бесконечность . 

Для оценки то~ности метода рассмотрим внешнюю задачу для не

релятивистского пучка постоянного радиуса, строгое аналитическое 

решение которой известно 1 101.для такого пучка v,2<<1, t3 =О, так 
что из формул /8-10/ следует u0 = v2/ 2 , u1 =О. Геометрия фокуси
рующего электрода, находящегося под потенциалом катода, опреде-

ляется, согласно /П . 5/, уравнением ' 

у2 1 р 
Ф=----(р2 -р2 -2p2ln--:::-)=0. 

2 8v О о р 
о 

/П.8/ 

В предельных случаях р- р0 « р0 и р » р~ угол наклона электрода 

к оси системы равен соответственно 64,76 и 71,57°, что мало 
отличается от точных значений 67,5° и 74,16° Таким образом, 
рассмотренный метод дает осмысленные результаты и в тех областях, 

где он, строго говоря, неприменим ((-+О,р-+оо). 
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В Объединенном институте ядерных исследова ний , начал 
выходить сборник "Hpamкue сообщен ия ОИЯИ". В нем 
будут помещаться статьи, содержащие оригинальные научные, 
научно-технические, методические и прикладные резуль та ты, 

требующие срочной публикации. Будучи частью 11 Сообщений 
ОИЯИ 11 , статьи , вошедшие в сборник, имеют, как и другие 
издания ОИЯИ , статус официальных публикаций. 

Сборник 11Краткие сообщения · оиЯИ 11 будет выходить 
регулярно. 

The Joint Institute for Nuclear Research begins puЬli
shing а collection of papers entitled JINR Rapid Communi 
cations which is а section of the JINR Commun i cations 
and is intended for the accelerated puЬlication of impor
tant results on the following subjects: 

Physics of elementary particles and atomic nuclei . 
Theoretical physics. 
Experimental techniques and methods. 
Accelerators. 
Cryogenics . 
Computing mathematics and methods. 
Solid state physics. Liquids. 
Theory of condenced matter. 
Applied researches. 

Being а part of the JINR Communications, the articles 
of new collection like all other puЬlications of 
the Joint Institute for Nuclear Research have the status 
of official puЬlications . 

JINR Rapid Communications will Ье issued regularly . 

Алексахин Ю.И. Р9-84-619 
Метод синтеза источников параксиальных бриппюэновских 
потоков 

Предложен метод СJtнтеза неточников параксиальных лами
нарных П)~ков заряженных частиц, испопьзующий известное урав

нение для оrибащей пучка в приведеиных перенеиных. Метод 
автоматически обеспечивает попучение задаиных характеристик 

пучка на выходе источника. Рассчитаны предельные параметры 

источников непульси9ующих бриппюэновских потоков с плоским 

эмиттером. При нерепятивистских эперrиях частиц максимальный 
первеанс источника не превосходит 2 мкА/В812 • Найдено, что 
обычная зависимость тока пучка от nрипожениого напряжения 
1 ао U 812 для )'льтрарепятнвнстских параксиальных пучков 
nереходит в зависимость 1 о:: u8• 

Работа выполнена в Отделе новых методов ускорения ОИЯИ. 

Dpeapaor оо.ед.в811110rо МВС:ТJIТУТА ~~дервых нсс:педованнй. Дубна J 9f!lt 

Перевод О.С.Виноrрадовой 

Alexahin Yu.I. Р9-84-619 
А Syathesis Мethod for Design of Paraxial Brillouin 
Flov Sources 

А synthesis method for design of sources of paraxial la
minar .beams of charged particles is proposed, based on the 
vel l-known beam envel ope equation in adduced variaЬles. Тhе 
шethod automatically yields the preset beam characteristics 
at the source output. iЪе extreшe parameters of non-scallop
ping Brillouin flov source vith а planar emitter are calcu
lat ed. At non-relativistic particle energies the source maxi
ul perveance does uot exceed 2 tJ.AfVS/2 • Тhе beam current 
d~endence on the applied voltage I ао uS/2 is found t o Ье 
r eplaced Ьу I aoU3 scaling for ultrarelativistic paraxi al 
beam. 

Тhе investigation has been performed at t he Department 
of Nev Acceleration lfethods, JINR. 
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