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Несмотрл на расширяющееся внедрение численных методов в 
практику исследований взаимодействия потока ускоряемых заря­
женных частиц с ускоряющей структурой, даже ограниченное ана­
литическое рассмотрение случаев, в которых оно удается, пред­
ставляет интерес. В работах / i x 2 / с помощью аналитической 
техники факторизации Винера-Хопфа-Фока задачи о взаимодейст­
вии сгустка частиц с плоским диафрагмированным "волноводом" 
и прямоугольным волноводом в конечном счете были сведены к 
решении бесконечных систем линейных алгебраических уравнений, 
однако аналитическая форма промежуточных выражений в то же 
время дала возможность судить об основных характерных физи­
ческих свойствах возбужденных полей. При численных методах 
расчета извлечь аналогичные данные было бы труднее. 

В практических приложениях чаще используются ззимутально-
симметричные структуры. К сожалению, мощный метод факториза­
ции хорошо приспособлен лишь для "декартовых конфигураций". 
Поэтому в азимутально-симметричных случаях обычно при расче­
тах пользуются методами, более непосредственно связанными с 
численными /метод сеток, метод "сшивания"/. 

I 
В качестве азимутально-симметричной системы, поддающейся 

решению с помощью комбинированного подхода /не с помощью факто­
ризации/ и имеющей практический интерес, ниже рассмотрена от­
крытая периодическая структура, состоящая из кольцевых идеаль­
но проводящих экранов, взаимодействующих со сгусткон цилиндри­
ческой формы, пролетающим по оси системы с постоянной ско­
ростью V. 

Подход к некоторым аналитическим преобразованиям, используе­
мым далее, был предложен в / 3 / /в / 3 / рассматриоались бесконечно 
протяженные экраны с "пролетным отверстием" и давались некото­
рые асимптотические оценки потерь энергии сгустком на излучение 
в случае v-ic;структура и обозначения размеров даны на рис. 1а/. 
В дальнейшем Q- полный заряд сгустка, b- радиус, 2i - длина. 

Для г > b фурье-разложение первичного поля такого источни­
ка определяется z -составляющей фурье-компонентой вектора Гер-
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ца ft-л, ( 5 . Х , у = (1-/32)-'/г ) 
tcz 

n(0)_iQ ta_. kb}Sin(kf/^) ijr 

Из периодичности структуры и постоянства скорости источника 
следует известное соотношение, связывающее значение плотности 
наведенного тока на произвольном m-м экране системы с током 
на условно выделенном "нулевом экране" /в силу симметрии от­
лична от нуля только г-я составляющая тока на экранах/ 

imDk 

J r r a(r.t. +Jf)=j r 0(r,t), и л и ^ т ^ г ) = е ~ ^ ~ ^ о ш ™./2/ 
Вторичные поля, создаваемые токами, определяются через фурье-
компоненту вектора Герца Ш ^ - Г! =0) 

П =-!- £ fj (г') — cos(<£-<£*)r'dr'd0', /3/ 
ю ск 8 = - ~ д г д а R, 

где R =\/г 2+r'2-2rr'cos(0-^')+(z-sD)2,As- площадь s-ro экрана. 
После ряда преобразований /см. приложение 1/, основанных на 
использовании соотношения /2/, П г ш приводится к виду 

П 2Г_ / j (г-)/ I е 8 \ l s ' s r'dr', 
ckD Rj г и ш U = - ( JjU^'JH»)^^), г >г'( 

/V 
где 

W g = JL. _ .^s., « s=Vk2-vi,2 (lmlK gl>0). /5/ 
Из /h/ видно, что для решения задачи достаточно найти функцию 
j 0 (г) - распределение тока на выделенном "нулевом" элементе. 
На каждом элементе структуры /экране/ выполняется граничное 
условие 

* Е ю |- ЕГ &, II = 0' п-0.±1. ± 8 /6/ 
z = mD 

Однако в силу /2/ совокупность условий /6/ сводится всего к 
одному условию. Записав его для нулевого элемента (т=0), сведем 
задачу к интегродифференциальному уравнению, которому удовлет­
воряет функция j t0(o (г). Е (£) получится дифференцировани­
ем из /1/, а 
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E Лп , f.-iL+i-J l- + k 2. /7/ 
t<u ra> d t z f дт г 2 

Обозначим сумму, входящую в / V /при знамении z = 0 /, через 
М(к,г,г'), т.е. 

М(к,г,г') = --2,г2 

ckD 

Тогда условие /6/, записанное для нулевого элемента (т=0), 
приводит к искомому уравнению: 

Дифференциальный оператор £ нельзя непосредственно внести под 
знак интеграла, т.к. после этого сумма, представляющая подын­
тегральное выражение, становится расходящейся. Поэтому прихо­
дится предварительно применить следующий искусственный прием, 
см. 4 .Обозначив интеграл, входящий в /9/, через Ф(к,г) и ре­
шая дифференциальное уравнение 3?Ф = -Е(^](г) относительно 
функции Ф(к,г) как неизвестной, получим с учетом значения 
Е<°\ Г » 1 / У 0 : 

Ф(к.г)-А11 (kr) + BY,(kr) - J£- Sfffif Io ( r i { b> Ki (Ikr> a *( k- r>' / 1 0 / 

A = A(k), B=B(k) - не зависящие от г константы. Для определения 
их можно использовать "условия на ребре" для искомого тока, 
которые в данном случае сводятся к соотношениям 

U . W I r - E j j E , - 0 - / 1 1 / 

В результате вместо /9/ получается интегральное уравнение 1-го 
рода 

R 2 
/ M(k,t,r')j „ (r')t'dr'=AJ (kr)+BY (to) --3SL- s H k y f i > i (ГкЬ)К(Гкг) 

R l

 г 0 ш ! ! **У M/|8) ° » / 1 2 / 

с областью изменения переменной R j < r < R 2 и условиями / 1 1 / , 
налагаемыми на неизвестную функцию. 

II 
Ядро M(k,r,r') уравнения /12/, определяемое формулой /8/, 

имеет логарифмическую особенность при г=г'. Это следует из 
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того, что функциональный ряд / 8 / логарифмически расходится 
в точке г=г'. В / а / было предложено преобразование ряда /8/ 
к следующей интегральной форме /см. приложение If: 

М(к,г,г')=-2* / J (krVv2-2iv)J (krVv2-2iv)C(v)dv, /13/ 
0 1 * 

G ( v ) . c t g [ l D ( 1 ^ + i ^ v ) ] _ c t g [ k ^ ( 1 _ ^ w ] „ 2щ1ЬВ(и»)1 * 
2/3 20 ^ cos(kD(l+iv)]-cos(kD//3) 

/Tt/ 
Легко видеть, что интеграл /13/, так же как и исходное выраже­
ние /8/, логарифмически расходится при г=г', однако форма 
/13/ оказывается более удобной в том отношении, что позволяет 
явным образом выделить эту особенность ядра. Займемся этим 
делом. Учитывая, что limG(v)=-2i, представим /13/ в сле-
дующем тождественном виде: 
М=-2И /J1(krv'v2-2iv)J (kr'Vv -2iv)[G(v)+2i]dv -

- ° /15/ 
- 2i /Jj(krV v2-2iv)J1(kt'Vv 3-2iv) dvl . 

0 
В / 1 5 / первь1"- интеграл сходится экспоненциально, второй тре­
бует дальнейших преобразований. Деформируем путь интегрирова­
ния iij = IO, 001 в путь .£2 + £ з в плоскости комплексной перемен­
ной v при V-»°о, см. рис.2а. Можно записать /с учетом того, что 
внутри контура £ i+^ц +(-^г ~^з 1 подынтегральная функция не 
имеет особенностей и что по лемме Иордана, условия для которой 
в данном случае выполнены, f (...)dv-»0 при V -»°° / , 

£ 4 1 г = / J i(kr v'v 2-2iv)J 1(kr\/\ 2-2iv)dv = f (...)dv+ f (...)dv. /16/ 
Делая в первом из интегралов / 1 6 / замену v=iy, а во втором -
v = i + х, получим 

1 I = i ; j , ( W 2 y - y 2 ) J , ( k r V 2 y - y 2 ) d y + /J,(krVl+x 2)J,(krVl+x^dx. 
2 'о о /17/ 

Очевидно, что особенностью обладает лишь второй интеграл в 
/17 / . Выберем некоторое значение х а , такое, чтобы при х = х а можно было бы использовать асимптотику функций Бесселя /во­
обще говоря, х а зависит от величины к / . Произведем разбие­
ние 

* В 8 в этой формуле имеется ошибка в знаке: между обоими 
котангенсами должен стоять именно знак минус. 
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/ J 1 ( k t v / l + x 2 ) J 1 ( k r V l + x 2 )dx= / J,(kr v

/l + x S )J i (krVl + x 2 ) d * + 
0 ° / 1 8 / 

+ K=r 7fcos[k(r-r')Vl + *2]-sin[k(r+r')v'l+x8])-^=i-
(rkVrt' i. T v/l+"2 

Представив / =/-/ и собирая члены с одинаковыми пределами, х а о о получаем 

I 2 = i / J 1 ( k t v ' 2 y - y 8 ) J 1 ( k r ' v ' 2 y - y 2 ) a y + /IJ.ftrVl+x^J.CkrVl + x 2 ) -
о о 

oos[k(r-r') v'l+ x 8]- sint>t(r+r')Vl+x 2l / 1 9 / 
• — )dx + 

rrkVrr' V l + x 2 

о ffkVrr' V1 + * 2 

Последний из интегралов в /19 / подстановкой х=^и 2 -1 приводит­
ся к двум табличным / с м . / 5 / стр. *»33/. Окончательный вид ядра 
с выделенной уже теперь особенностью будет: 

М = -2И / Jj (kr v

/ v 8 -2iv)Ji(krVv 2 -2iv)[G(v) + 2i]dv + / 2 0 / 
О 

1 i a 
+ 2 / J 1 ( k r v

/ 2 y - y 2 ) J 1 ( k r ' v 2 y - y 2 ) d y - l i m 2i / [ J (krVl+x^J^kt'vl+x 2)-
0 X_-»oo 0 

_ С 0 8 [ к ( Г - г ' У 1 + Х ^ - 8 ш [ к ( г + Г - у 1 + » а ] ] d i | ^ ^ J K ^ r M U Y ^ I r l r - r ' l H . 

irkVtr' Vl + x 2 kVtr' 
PTTI 

Особенность ядра определяется членом =:Уг,(к1г-*'1^осталь-
ная часть ядра, кроме конечного члена ~ J0fk(r+r )], представ­
ляет собой билинейное разложение, выраженное в интегральной 
форме; входящие в него интегралы сходятся достаточно быстро. 

III 
Итак, для определения вторичных токов j г 0 ш (г) необходимо 

решить интегральное уравнение 1-го рода /12/. Известно, что 
в общем случае эта задача является некорректной. Однако со­
гласно численному методу, изложенному в работе Дмитриева и 
Захарова'8{которому мы будем следовать,при наличии у ядра урав­
нения слабой особенности, например типа логарифмической, про­
исходит саморегуляризация задачи. Она основывается на том,что 
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соответствующая матрица в силу наличия особенности у ядра 
имеет диагональные элементы, превосходящие по абсолютной ве­
личине остальные элементы. В результате численный счет оказы­
вается достаточно устойчивым при не слишком малом шаге интег­
рирования. Численная процедура решения для /12/ основывается 
на замене интегрального уравнения системой линейных алгебраи­
ческих уравнений и существенно использует предположение о глад 
кости искомой функции внутри промежутка (Rj,R a) и на его 
краях. Поведение ее на краях промежутка, определяемое соотно­
шением /11/, можно еще уточнить: в случае бесконечно тонкого 
экрана ток, текущий перпендикулярно к ребру этого экрана, при 
приближении к краю его спадает пропорционально р ^ , где р -
расстояние от края. Гладкость же функции внутри промежутка 
можно обеспечить только ограничением рассматриваемого частот­
ного интервала. Таким образом, настоящее решение пригодно бу­
дет только в области ограниченных значений k(R2 -Rj). 

Для дальнейшего удобно, учитывая условия для тока на ребре, 
представить плотность тока в виде 

Jl0u)(r)=u(k,t)[R2-r)(r-R1)]-VS , /21/ 

где u(k,r)- новая неизвестная функция, которая линейно обра­
щается в нуль при приближении г к R 2 или Rj. Множитель 
[(Rj-r)(r-Rj)]-1^ можно включить в ядро. 

Отрезок [Rj.Rg] разбивается на элементарные части с равно­
мерным шагом h= (R2-Ri)/N, и соответствующая система уравне­
ний, приближенно заменяющая уравнение /12/, представится в ви­
де /*(к, г) - правая часть уравнения /12// 

'J+1 M(k,rj, r'h'dr' 
J = 1 " ' ' "' '/ V(Vr')(r'-Rl) ' ; / 2 2 / 

r'=Rj+(j-l)h, rj + 1 =rj + h , Uj-u(k, rj +b/2), 

r, - R, + (i-1/8) h , ф1 =Ф(к,Г)), i-1.2 N . 

Таким образом, и, представляет "среднее значение" неизвестной 
функции и внутри элементарного интервала. Возможность этой 
замены следует из принятого условия о гладкости искомой функ­
ции. В процессе счета это предположение необходимо контролиро­
вать , вычисляя колебание полученного решения на элементарных 
интервалах. К сожалению, как уже было сказано, из-за ухудше­
ния устойчивости, определяемой матрицей А„ , нельзя добиться 
существенного повышения точности, значительно увеличивая число 
разбиений N. 

I A i j U j = ^ , А Ц - ; 
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Эффективность способа решения системы /22/ зависит от ско­
рости и точности счета коэффициентов Atj.Поэтому очень важна 
процедура вычисления соответствующих интегралов. С целью умень­
шения времени счета приходится рассматривать три случая: 
1/ особая точка г = г' ' лежит вне отрезка интегрирования 
\t' г'.+1 ], а сам отрезок находится вблизи краев экрана.2/ Осо­
бая точка - вне отрезка [г', г' j ], сам отрезок - достаточно да­
леко от краев экрана. 3/ Особая точка лежит внутри отрезка 
[г', г' г ] . 

Опуская подробности вычислений, обратимся к следующему: в 
правую часть системы /22/ входят неизвестные коэффициенты А(к) , 
В (к) , тем не менее задача полностью замыкается, если потре­
бовать выполнения условия линейного спада функции u(k, г) на 
краях области. При дискретном представлении /22/ это осущест­
вляется с помощью линейной интерполяции.Поскольку ц^и^...,^ j,uN 

есть значения и в серединах элементарных промежутков 
длины h=(R a-R 1)/N, то линейная интерполяция к нулю в точках 
r'=R. и r'=R„ будет означать соотношения 

_V = JV2_ = 3, "W-1 = 3 /23/ 
u , h/2 u N 

для значений функции в ближайших к началу и концу области точ­
ках сетки. Запишем для краткости: i/ij = 44k,rj)*= A(k) fs + В (k) Фj + w • 
Переходя к векторным обозначениям, имеем вместо /22/ Аи = 
= А(к)Г+ В(к)^ +х, отсюда 

u = A . ( A " ' f ) + B . ( A " 1 ^ + A M x E A . v ( 1 )
+ B . v ( Z )

+ v ( 3 ) , /2V 

где v( ', v ( 2', v^ - известные /после численного счета/ векто­
ра. Выписывая первые два и последние два (i=l,2; i=N-l,N) из 
равенств, входящих в систему /2ч/, и принимая во внимание /23/, 
получим значения А, В. После подстановки значений А, В в 
/2ч/ определяется полностью искомый вектор й, и тем самым с 
учетом /21/ на выбранной сетке находятся значения плотности 
тока. 

Поля получаются теперь с помощью выражения /ч/. Можно вы­
числить и полную работу, совершаемую вторичным полем над ис­
точником на периоде структуры. Соответствующая формула имеет 
вид 
Д«- /« ш <Ь=^-Лк1 0 (ГкЬ)-^ММ / Relj (г)|КЛГкг)г<1г]<1к. /25/ 

о ш У/38 о ° (к£//3) R l

 r 0 t J ' 
Эта йормула является точной /вывод ее см. в приложении 3/. 
Функция il0ci) (r) при расчетах, выполненных по изложенному 
способу, оказывается известной лишь на определенной сетке зна-
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чений /при каждом фиксированном значении к/, поэтому внутрен­
ний интеграл в /25/ следует вычислять численно, пользуясь той 
же самой сеткой. При вычислении внешнего интеграла необходимо 
задаваться шагом по переменной к. 

IV 
Необходимая для удовлетворительного счета гладкость функ­

ции j r 0 u J (г) может быть обеспечена лишь ограничением частот­
ного интервала: к< к , где к_„ >-lz— , и определяется в за 

max шах ft i 
висимости от числа разбиений отрезка [Rj, R 2 L 

Для получения хотя бы грубой оценки влияния оставшегося 
частотного "шлейфа" k r a a x < k< y(Rt-bf * можно поступить следую­
щим образом. Рассматривается случай, когда R] = a, R2-.<*>. 
Будем искать магнитную составляющую вторичного поля в форме 

Н, =e i k z /0W(r,z), /26/ 
где W - периодична по z с периодом D.TaK как Н ^ удовлетво­
ряет однородному уравнению 

(f + к8-^1)н.=о. £=J-i-(ri-)-JL_, / 27/ 
г <9z2 V™ ' i й dt r2 ' " 

то для функции W получим (£ + —- к 2Г 2+—)W=0.Вводя без 
— г /3 dz dzZ 

размерные переменные г=£уД z=D& имеем 
£ , W + - # - • ^ - + k D r 2 W + -i- i5fi- =o. /28/ 

t P д£ kD a£2 

Будем рассматривать высокочастотную часть поля и примем, что 
k D » 1, кроме того, считаем^- а или D>s и при уг»1 
k r 2 D « l . При эгих условиях последними двумя членами в /28/ 
можно пренебречь. В результате искомая функция удовлетворяет 
уравнению параболического типа 

L_L(fiW)_.!_ +2Li]L = o. /29/ 
Для уравнения, сопряженного к /29/, которое отличается от/29/ 
лишь знаком перед производной сМ/<?£, можно построить функ­
цию Грина. Она будет иметь вид /мы возвратимся к старым пере­
менным г, z / 

* При больших значениях к вклад высоких частот уже спадает 
соответственно ^е~к(-к1~ь^У . 
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' - _ i _ J i ( - I ^ _ ) e ^ [ i ( l 4 l L S l L ] при z>z', , ,, i z-z' 1 0(z-z' 2j8(z-z') ' 
G(r,z;r',z') = { HK ^ v /30/ 

О при z<z' 

и удовлетворяет соотношениям 
lim C(t,z;t',z')^2L ISl^±2, G(r, z;r̂  z') - 0 /31/ 
z'-*z, (z'>z) k 

ПРИ Г -« oo ИЛИ Г' -» °°. 
Будем рассматривать область П(0<г'<а, 0 < z'< z-г). В этой 

области функции W(r', z') и G непрерывны вместе со своими про­
изводными и G так же, как и W,удовлетворяет однородному урав­
нению, которое в записи по г', z' дает 

f.G(r.z;r',z'b*l * » • ' * ..52-, а К W = - - ^ Л ^ . ' /3 <9z' г /3 <9z' 
Составив из этих равенств выражение 

W£ , G - G f , W ^ - ^ - [ W - | G

r + G 4 ! T ] = - ^ - 4 ^ ( W Q ) . г г р dz dz /3 <5z 
проинтегрируем его по Q, в результате чего получится 

Г cl z'[ W-£ G-r'-G-!2Lr'] a = JJk_/[W(r', z-e)G(r, z;r', z - f ) . 
0 А ' дт- ° /3 0 

-W(r',0)G(r,z;r',0)]r'dr'. 
/32/ 

Учитывая, что W,G - гладкие функции при г'=0, переходя к пре­
делу с -»0, с учетом /31/ получим 

W(r,z)=A /
ZlG(r,z;a,z')-iHLirL| , - W ( a , ^ ) д с « - V *'• *' > | , jdz'-

/33/ 
2 0 i/z' r'=a дг' г'=а 

— /W(r',0)G(r,z;r',0)r'dr'. 
/3 О 

Если теперь в /33/ положить z=D и учесть периодичность функ­
ции И, т.е., что W(r', D) = W(r', 0), то получится интегральное 
уравнение Фредгольма 2-го рода относительно функции W(r',0).Од­
нако в этом уравнении пока остаются неизвестными функции 
W(a, z') , a w ( r ^ t z ? I , при 0 < z'< D . 

or' r =* ~ ~ 
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Можно, однако, для первоначальной оценки выразить эти вели-
.. z 

чины через поле Н(°> самого сгустка: Н^°= К,(—)е' 7 = 
l k_z Ф03 Ф" "Рус 1

 у / 3 

= VV.(r) e ".Окончательно получится 

W(r,Ob-a.frc ( r,D ;a,zO^|, . H n ( a ) ^ D : r ' Z , ) |, ld z<-
-i-/W(r' t 0)C(r,D;r', 0) г'*'. Р О 
где теперь член, выражаемый интегралом по г', представляет из­
вестную функцию г. Приведенная процедура, по-видимому, дает 
возможность дальнейших уточнений путем проведения итераций. 

Изложенная методика /исключая материал раздела IV/ была час­
тично использована для создания программы для ЭВМ CDC-6500, 
и были выполнены некоторые численные расчеты. 

Рассматривались структуры с размерами Rj =5,3 C M , R 2 = 8 , 3 CM 
с периодами D = 10 см и D=k см. Расчеты проводились для у = 
= 5,025 в случае тонкого сгустка с радиусом b - ̂ ,25 см и дли­
ной вдоль оси OZ Р=0,1 /в лабораторной системе координат/. 

Ввиду большой сложности окончательного выражения /25/, для 
вычисления которого уже в ряде промежуточных процедур требует­
ся вычислять двукратные интегралы от комплекснозначных функ­
ций и использовать подпрограммы для вычисления комплексных 
функций Бесселя, время счета оказывается сильно зависящим от 
числа разбиений N основного интервала (Rg.Rj) и шага по 
частотной переменной к. Поэтому не все расчеты выполнялись 
с максимальным числом коэффициентов /разбиений/, которое было 
принято равным 20. Большая часть вычислений сделана при N=15 
и для более низких частот при N=10. Сходимость по числу коэф­
фициентов контролировалась путем рассмотрения решений интег­
рального уравнения, т*е. графиков распределения тока jl0&)(r) 
по экрану, соответствующих данному числу разбиений при выбран­
ных значениях параметра к. Некоторые из этих графиков приве­
дены на рис.16 в частотной области в окрестности к=1,3. Сплош­
ной линией даются графики, соответствующие N = 20, пунктирной -
15 и штрих-пунктирной - 10. Как видно, сходимость от N=15 
к N=20 имеет место. Потери на излучение Д№ /на период 
структуры и на частицу/ были вычислены лишь в низкочастотной 
части возбужденного спектра в интервале 0 < к <1,3. Концевая 
точка интервала соответствует длине волны в свободном простран-
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Рис.1. а/ Система кольцевых экранов; б/ распределе­
ние вторичных токов на экране в зависимости от часто­
ты й»=ск и порядка приближения. 

/ 
/ 
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0 *' а У 

Рис.2. а/,б/. Преобразования контуров интегрирования. 
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стве: A = ч,8 см. Эти 
волны уже распространя­
ются через отверстия в эк­
ранах. Графики интеграль­
ных потерь для двух случа­
ев показаны на рис. 3. По-

_„ тери достигают -180 кэВ/пер. 

Рис.3. Интегральные потери AW П р И D " * С М ' N e = ' ° " ч а с т и ц 

при у= 5,025. 1 - период D =10 см, в сгустке. 
2 -D=4 см. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
Для преобразования /3/ к виду /ч/ применим интегральное 

преобразование 
ikRs ik\/H2+(z-sD)8 +oo _ч 

• i — ! . . . £ _ - i - / H t » ( i « ) e , w ( £ - e D > d » . /1.1/ 
R VHz+(z-sD)2 *-«, 

где H=Vr2+t'2-2rr'cos(0-^>'), v=^lt2-w2.In)V>0.C учетом разложения 

Ha> ( v H)= i К<"> н <.>'>. r<r-|e-.«(^') / b 2 / 

после интегрирования по ф' находим 

„ - - . = - 5 /", a - ) 7 j J « ( w ) < W ) | . ^ » D W - . ' . 
« л . — » ^ - - | , 1 ( « о н ( » ( Я ) | / 1 > 3 / 

С помощью /2/ /1.3/ приводится к виду 

П « - £ - f j n (r'W / e l w I 1J J J I £ e P jr'dr'. 
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-L 2 e l w s 

том обозначений /5/, приходим к формуле / V . 
Так как -~ 2 e l w s = 2 S(w-2ffs),то, интегрируя по w с уче-2гг s=-»° s=-~ 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
Сумму /8/к= — , к =\Zk 2 f-^ :г-) *сначала представим 

С в р U 
интегралом по контуру £, проведенному в плоскости комплексно­
го переменного v, как показано на рис.26, 

и/. 
!

J (г^к2<Чк//3-1/)^Н<1)(гУк2£-(к/|3-Л2))Г<г' 
[ ctg(i£)d, 

JjCrVk^-Ck/jS-v)8) H^CrVk^-Ck/iS-^) 2), r>r') 

Для униформизации многозначных функций из точек i/ , j/_ прове­
дены разрезы. /Чтобы доказать равенство /2.1/, заметим, что 
внутри контура £ подынтегральная функция однозначна и имеет 

Од. рд. 9 
полюса только в точках v = 0, + •-—, ± -—• 2,... с вычетами *ту-/. Де­
формируем контур £ в контур f j+i?2+i?3 + if4 так, как показа­
но на рис.26, где £3,£i - части окружности бесконечно большо­
го радиуса, а £,,.£- обходы около разрезов. Выбираем ту ветвь 
многозначной функции »(>/)= \/k2f-(k//3-i/) 2,которая при больших 
по модулю действительных значениях v имеет положительную мни­
мую часть. Деформация контура J? не нарушает равенства /2.1/, 
т.к. в процессе ее не встречаются какие-либо новые особенно­
сти подынтегральной функции, а все прежние полюса остаются 
и внутри нового контура. j?3 и £ 4

 н е Д а ю т вклада в интеграл. 
Действительно, при изменении v вдоль пути £ 3 / ° т точки 9 до 
точки 2/ а = argiu(i/)l изменяется в пределах 0<а<тг, a мо­
дуль p = ]cr(i/)| остается постоянным и очень большим. Можно ис­
пользовать асимптотику обеих цилиндрических функций. Тогда, 

*В отличие от /5/ в ка введена величина с - диэлектрическая 
проницаемость свободного пространства. Согласно "принципу пре­
дельного поглощения" с имеет малую мнимую добавку и поэтому 
/при - е ~lft)t / представляется в форме t^e'+U", где е' = 1, 
f"(<u) > 0 и е"(-ео)"-{ "(<а). После выполнения всех аналитических 
преобразований следует считать е"-0. 

13 



например, для г<г' имеем на этом контуре 

J (r f f(v))H»>(t'a(v))-i-[e i r'' ( 0 0 , , a + l 8 l n o )
 + e - 1 * * 0 0 8 0 * 1 8 1 ^ ] * 

1 Р 
1г'р(оова+1в1по) 1 -(t'-t)psina n 

Р 
при р-»оо*. При рассмотрении изменения и вдоль пути £ 4/от точ­
ки 5 до точки 6/ необходимо учесть, что при обходе верхнего раз­
реза argftr(c)) теряет я-, и поэтому снова имеем 0j<o< IT, т.е. 
опять оказывается справедливой использованная зыше асимптоти­
ка /т.к. теперь концы интервала включены, то требуется выпол­
нение в этой области условий леммы Иордана, что и обеспечива­
ется наличием еще множителя ~р - 1 /. При г > г' согласно 
/2.1/ переставляются и аргументы у цилиндрических функций; 
таким образом,и в последнем случае соответствующие вклады от­
сутствуют. 

Преобразуем интегралы, соответствующие путям Я', £а . 
Обозначим через a^(v) значения функции a(v) на левом берегу 
верхнего разреза. Тогда значения ее на правом берегу предста­
вятся, как в 1" «jjd/). При г<г' имеем 

v• + i°» 
/ J, (raM)H<»(rVM)ctg(i£)<k= / J,(rff,(i/))H<1)(rV1M)ctg«^-)dv+ 

fi ' l * v+ : l l ' 

+ / J1(re"r<71(v))H{,4r'e№a1W)ctg(ij-)d^= 

i/+ 2 

- 2 f J1(r<7i(t,))J1(rVJW)ctg(-^)d^. 
"+ 

Обозначим через o 2 W значение функции о (с) на правом бе­
регу нижнего разреза. Тогда ее значение на левом берегу есть 
в , 7 7 о-2 С*") /учитываем, что при переходе от левого берега этого 
разреза к правому обход точки v_, так же как и ранее точки v+, 
идет по часовой стрелке и, следовательно, arg!<r(i/)j снова 
теряет п /. Аналогично /2.2/ 

/2.2/ 

'"Несущественные множители и слагаемые опущены. 
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; J (raM)H ( 1 ) (rVW)ctg(^)di/ =-2 / J. (r<79W)J. ( r V - M b t g ^ W . 
1 / 2 . 3 / 
Обозначив интеграл в правой части формулы / 2 . 1 / через I , име­
ем: 

( J.CraMm^CrVM), г<г' ) D 

I* / I * ' \ ctg(i£.)d* = 
£ ( JjCrVfrWH^Wi/)), r > r ' | 

= 2 / JjCrc^JjCrV (v))ctg(^-)d^ -

- 2 J JjCra^JgCt'a^CtgC-y-Jcb. 
-i~ + e_ 

Заметим, что подынтегральные выражения в /2.А/ являются четны­
ми функциями от oAv) или oAv), поэтому теперь несущественно, 
на каком берегу разреза рассматривается та или иная функция. 
Будем считать для определенности a Av) =CT(V) , o- gH = a(v) 
соответствующими правым берегам того и другого разрезов и сде­
лаем замены: на контуре верхнего разреза в /2.V положим 
V е! 2kv + v , на контуре нижнего - f=e ^ kv+i>_ . После этих 

I=2ik rJ,(rVv 2-2ivV77J (rVv 2 -2ivVT7fcts[-^(l + Ру/Т+ i /9v) ] -
о * х % $ /2.5/ 

замен /2.V приведется к окончательному виду: 
rkD, 

J, IT у v " ~ u l v V f ' / ' V v — « » V e " V!"' 
0 

-ctg[H(l-0v7^ij8v)]}dv. 

В /2.5/ можно положить теперь yT~ e l-

ПРИЛОЖЕНИЕ 3 
Общее выражение для работы, совершаемой в единицу времени 

вторичным полем Б над источником, выражается соотношением 
/ _ _ _ Qv na(£-|z-v Q t |)S(r-b) {l, £>o\ 

, [ J(r .4)-e r — 5 ! ^ ; °W-\' ' ) • 
Подставив E(r,t) « / E^r) e~ i < u t dw = 2Rei / E J r ) e ~ t o t <Ы, имеем 

^ - — / lEdv,{ j(r.t)= e 
dt v 

W—//j"8Re| /E^e" 1 0 " d<u!dvdt=-/2Rei J4/j (r,t) E^dvje 'dtldu^/V^dw. 
t v 0 0 t v 0 

Стало быть, выражение для спектральных потерь есть 
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V56. — 2 R o ! /[ ;T(7,t)E f t,(0av]c H < U t dtl. /3.1/ 
t V 

Так как ток, создаваемый движением сгустка, имеет только z -to 
составляющую, го ъ /3.1/ входит только Е z b i -компонента поля. 
С помощью /'•/ находим 

E (г)--,гГЛ. M ,. (r )| 5, к „ w e e < г Qf . 

В области источника r<b<R.<r' поэтому следует пользоваться 
верхней строчкой фигурной скобки в /3.2/. Подставив /3.2/ и 
выражение j(r,t) в /3.1/, будем вести интегрирование по t на 
интервале, соответствующем времени пролета источником одного 
периода структуры, т.е. 0< t< D/v 0 . В результате приходим 
к формуле /25/. 
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