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§J. ВВЕДЕНИЕ 

Одним из важнейших вопросов теории турбулентной плаами ^ на

стоящее время является вопрос об эффективных механизмах д/псииа^ии 

энергии ленгмюровской ( £ ) турбулентности в длшшовил.чоьол ччст/ 

спектра, где линейное затухание мало. 3 качеств: такого :/еха;ш;з:.:м 

З.Е.Захаровым был предлонен механизм "схлопыван*;я" С'|>сничзоа-сим

метричных пакетов ленгыюровских колебаний, названии.! "кслла:;'. он 

ленгыюронских волн" (КЛЗ), и, как следствие, ди<:сипаиик энергии 

колебаний' ' . Б этой работе было предложено упрошенное описание ди

намики турбулентности, приводящее к нелинейному уравнению тина Llpc-

дингера с самосогласованным потенциалом. Этот потенции i определнит-

ся из волнового уравнения, которое описывает генерацию ионпзрууп-

вых CS ) волн в процессе эволюции пакетов £ - э э л н . 

Физическое рассмотрение показывает, что картина процесса доста

точно сложна и не мозет быть описана автомодельными решениями' Л 

Поэтому четкий ответ на вопрос ofl эффективности KJ1B монет дать лишь 

моделирование на ЭВМ. 
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2. Основные .уравнения и некоторые оценки 

описание эволюции пакетов осуществляется системой уравнении 

(I) 
'If ̂ „F -4f- VE 

Здесь введены следующие обозначения: Агг

 =Т*Щг $г •> 

i , t , f , V - безразмерные время, радиус, электрическое поле и 
возмущение плотности. Они связаны с соответствующими размерными 
селичинайн следующий образом: 

Е*-Л- -il т-Т + Г о-2- ь*^ €/.= %*-
с - еч typxn, Г , ' - '* * U , Ч? " те л /* л7. ? е Z5pz 

Кроме ТОГО: К" - характерный волновой вектор пакета <?-волн, 

% =$К&т*Лоре - групповая скорость волн в линейной приближении, 

'Сели в системе ( I ) перейти к квазистаяическону описанию, т . е . 

полодить V--IEI , получим уравнение типа Шредингера с самосогла

сованным потенциалом 

и -йп£-$с *ШгЕ=0 . (2) 'де 
— ' i l l » ' - p e i n e - - » . 

Ото уравнение иыеег следующие эволюционные инварианты' ': 
S,.fr'!£!'dl (3) 
>г -- J(uz£)'zi' + 2iel!- Угг')£1')с/г . (»; 
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Уравнение (2) ^yiv-.-./^yr -\ы УЛ цу; -.. 

рой следует, что, соли г / ^ ч г т ^ ь т ;-.ч-£>. 

пои плотности энергии ]A.'fT7=-Ji-!,.! мри 

зависимость M/m -- z.,," I ?,r - f<'Xa>:./ 

W„ ) . 

С другой стороны, иь'.пю-:- uoci-u глчд 

W„ ?£<П -- -9, 

где J Ъ - характере!-: ii.j.':,':i..'.:<;;.... :!'.и..: 

закона сохранения чпсл:з гоа-ил. чешw»-:> 

сиыоств (6,v получена для пл'ч .;:•!*: <^лят> 

очевидно, зь можно поль^ычтьса г,,./. Л 

симметричной случаи, TUV. '''UI-JI.I ^ГЧ .-,•_. 

Hvc сферичности уненьш^-лч л, г. к. • ! £ . 

Из этих оценок по.-.уч^и : ^ , "- 'с,!, 

Полученной из автоиоде/,;.н;.; мс.•>':..i::. , ..i 

Таким образом, лиГ1 i;c ..у-;г." .«.,'- г --ьт"'^о,. лыт".'; ;• у-пии:, уло-

ллетворню^его нулениы уг.'.^чмм ;,лч Г г.ч-' ;. = с* .' ;. - « , л;:-

Со это автомодельное рсиение ?>:, лктери?уг:тсн ИНВРГИЭНТОИ .*\_-£s 

(.сы. также ' 2 ' ) . 

Длн дальнейшего исследования удобно ввести 

у * £ - г = V „ r t ) с 1 *"" ' " " "' ' ' " * ' " ? .: , ' e f i ; - f " " ' Д 7 ) 

Здесь введена безразмерен чяитота w ''V1 'м ; ! » , ?-=-э,?7..** . 

Первое уравнение системы (1) примы вид: 

Рассиотриы начальную стадию диигенин пакет*, пренебрегая в ну-

1ы 

. :• 'l.ri::L_;0 : : ; Ч'ТИПСГ 'З ' l i l t ; ( 
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левом приближении эффектом сферичности. Переходя в систеиу коорди
нат £ = <[ - V A . получим для Ц>, уравнение: 

В ходе вычислении был приравнен 0 коэффициент при ̂ у-
0% - собственная система гоорд«:шт сферитона), что дает 

9 ^ 

(т.к. 

•^-•^U^)^f't-Z(K-t^r) (10) 

Ограничиваясь статический случаем V--IE 1-"^*~~V' и з ^ л е г _ 

ко получить 

я = -s?t-t * Kl-i,KSi'ft>-^-i'-{? , (ID 

откуда найдем 

Окончательно получим для Wj , используя (10) '• 

(12) 

Для того, чтобы сферитон как целое начал двигаться к центру, 

необходимо (при к = о) выполнение при t=o неравенства 

IE/™ > f f A » . (13) 

Однако условия (13) недостаточно для того, чтобы сЬеритон на

чал самосогласованное движение к центру. Помимо этого,должно быть 

выполнено условие неустойчивости ^ > *(ДК&« ) ( эе - численный 

коэффицинет), что приводит, как и в плоском случае, к требованию 

£ « > /А1 .Физически выполнение критерия неустойчивости означа

ет , что начальный пакет составлен из плаэмонов с достаточно близки

ми волновыми ЧИСЛАМИ ( т . е . достаточно широк в конфигурационном 
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пространстве) - иначе вследствие линейного дисперсионного расплыва-

ния пакета, которое не может быть остановлено нелинейным притяжени

ем между плаэмонаии, происходит развал сферитона. 

Пакеты, удовлетворяющие при t = <? условию (13) , будем на

зывать сверхкритическими. 

Поскольку для квазиплоских пакетов выполнено условие ьт»дг , 

существует область значений !Elm (t = o) : -^у£„, >-f^ , при 

которых в начальный аомент может происходить уменьшение Znx расплы

вающегося пакета. 

Отметим еще, что условие 5 А <0 , которое может быть оценочно 

записано в виде 1Е1М > %^ + ^ъ * мг)1 » гарантирует как выполне

ние условия неустойчивости, так и условия (13) , но не является для 

этого необходимым» что подтверждено расчетами. 

Соотношение (12) показывает, что движение сверхкритического па

кета с достаточной полушириной при данном значении W^ начинается 

как равноускоренное. 

Сказанное выше требует существенной оговорки. Дело в том, что 

произвольный сверхкритический пакет вначале не является самосогла

сованным. Поэтому его эволюции начинается с процесса формирования 

самосогласованного сферитона, аналогичного тому, который имеет мес

то в плоской случае ' ^ ~ 5 / , сопровождающегося излучением S -волн. 

Подчеркнем, что как и в плоском случае ' ' , прс эсс формирования 

принципиально не может привести к образованию самосогласованного па

кета в квааистатическоы приближении. Следует отметить, что 

самосогласование пакета является достаточно быстрым процессом и с 

заметной скоростью к центру движутся уже самосогласованные пакеты. 

Заключение о равноускоренном характере движения было сделано в ква

зистатической модели; в дальнейшем картина усложняется и статическое 

приближение является совершенно неприемлемым. 
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Существование равноускоренной стадии движения было подтвержде

но численный расчетом в работе' Л 

В настоящей работе проведено моделирование задачи о KJ1B с уче

том генерации S -волн (в гидродинамическом приближении). 

§ 3 , Математическая постановка задачи и методика расчета 

Необходимо решить систему уравнений ( I ) при некоторых начальных 

данных a to, г) t V(o,%) с граничными условиями В (о) = Е(о°)=о . 

Требование £(0~о является следствием векторного характера зада

чи и сферической симметрии. 

Условие £ (<*=•) - о должно быть заменено некоторым условием 

при конечном радиусе 1$ \ кроне того,при ^« нужно поставить 

условие для плотности V . Формальное перенесение нулевых грани

чных условии на конечный радиус имеет весьма ограниченный физический 

тмшл.Лело в тон,что даяе пакеты,удовлетворяющие приЛонулевын гра

ничным условиям при ъ=£« ^последствии уже не будут удовлетворять 

этим условиям из-за прихода на сферу г = г& волн плотности и 

сгустков в . ч . электрического поля. 

Отразившись от закрепленного конца ( в (zt) = V(2t)=o )» 

волны плотности (например, S -волны, в том случае, когда отщепле

ние в . ч . поля от основного сгустка мало) вернутся назад, к исходно

му пакету, что приведет к принципиальному исчжению физической 

картины. Так, эти отраженные волны плотности могут уже сформирован

ный пакет превратить в несамосогласованный; кроме того, они будут 

эффективный "поршнем", ускоряющим движение сферитона к центру. 

Условие В(х€)^о да*е в тон случае, когда отщепление в . ч . 

поля на бесконечность мало, может привести к нефизическому искаже

нию плотности. 
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Эти рассуждения приводят к необходимости задавать при i ъ^ 
условия, моделирующие уход волн плотности и сгустков п.ч. полк из 
области решения. В тоы случае, когда fei^« V£ , т . е . уносятся 
либо "чистые" S -волны» либо околозвуковые сгустки в.ч. поля, ре
альную картину будут хорошо моделировать звуковые условия, т . е . 

Е у (t * At, z e ) = £ t Vftrze-at). 

Для получения достоверных результатов необходимо построить 
схему 2-го порядка точности по Ь (в противном случае не сохраня
ются инварианты Ь\ и Sx ) . 

Априорные оценки показывают, что при движении к центру сфери-
тон будет сильно сжиматься. Это может привести к тому» что на ос
новную эыергосодеряащую область будет приходиться незначительная 
доля счетных точек. Поэтому была построена сетка с переменным шагом, 
сгущающаяся в области максимума плотности энергии. Эта сетка при 
движении сферитона подстраивается под него, причем параметр сгущения 
регулируется оптимальным образом на основе оценок (5) , ( б ) . 

Отметим, что при решении системы уравнений ( I ) возникают вы
числительные трудности, связанные с особенностью коэффициентов ти
па г " ' . Поэтому на ЭВМ решалась преобразованная система 

^'Ife-bY-VY С») 
Щ. - Sii. - Уж as) 

Здесь обозначены ^ = 1 Л г LA/~ К/-г , W~ if-i**. 

После разделения 4J=A *i-& a (14) получим 

Wt * э г 4 -•p.a'VB 

•at э г 1 1?" 
(16) 
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Заеден некоторые обозначения: ki ~ « а г "ч 1 , Р£ - *"/А._ , 

S t =x ( t , T „ ) / ? , £, -tl*pt)lz +Si/z\ , i- - текущий ин
декс по оси г , j - по оси t , Л , в - значения А,В 
при t * t j +г , Д,, во -при t'tj-Zc,A,8,V - П Р И 

Схема второго порядка точности, используемая а работе, в 
матричных обозначениях принимает вид: 

X . . " г £ ^ * c i Ч-. = -к , 
где матрицы 6̂  , С; суть 

а вектора 

Для нахождения V , Л , g была использована экотраполя-
ляцин с предыдущего слоя, например: 

А » А *• tp (A - А,) . 
Этот метод дает очевидно значения A , fi , V с точно

стью 0(zL ) , что достаточно для построения схемы второго порядка. 
Предлагаемый прием может в сложных случаях почти вдвое сократить 
объем вычислительной работы. 

Для расчета волнового уравнения использовалась явная пятиточе
чная схема. 

При увеличении W„ минимальный шаг сетки по ъ уменьшается, 
шаг оо времени при этом тоже уменьшается; необходимо при этом сле
дить, чтобы выполнялось условие устойчивости Куранта для волнового 
уравнения knirL >г . 
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§ 4 . Стационарные решения 

В тех случаях, когда в процессе эволюции пакета вблизи центра 

не образуется узких слоев с большими локальными плотностями энергии, 

задачу удается исследовать на ЭВМ вплотв до установления квазиста-

ционарной картины. Сферитон останавливается ка некоторой расстоянии 

\ ± от центра, определяемом величиной инварианта s* . Полного 

установления картины не происходит» если не вводить затухания .¥ -

волн. Однако дане при наличии этих незатухающих волн сферитон после 

достижения z_st не смещается, что указывает на устойчивость дости

гнутого положения равновесия. Стационарное решение имеет вид кваэи-

цлоского сферитона (рис.1 г ) , у которого л г - J ^ . 

Покажеи, что можно получить однопараиетрическое семейство ста

ционарных состояний, если считать, что 9? v - r . Действительно, 

при этом уравнение (2) допускает группу преобразовании i r = у л , 

£*=£-q, , так что, если стационарный сферитон описывается некото

рой функцией l£(%)i , то функция / о Е{%(^)\ токе описывает 

стационарный сферитон» причем 

а£ _ 5 , ~— = i-i- - а ) т . е . 

S< SI 1st 
И 

Ю*. - (wL ) V s - 1st (is) 
t£in, I w « / - г'лг ' 

Полученные нами на ЭВМ стационарные состояния удовлетворяют со
отношениям (17) и (18) (см. табл. I ) . 

Будем искать стационарные состояния для уравнения Шредингера с 
потенциалом^; - - ^ г : i-гГ£ + %т^ = V Y « п о л а г а я У=($ e x ^ C t C t ) 
(С - уровень энергии). 
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Получаем задачу на собственные значения: 

у" + ^ Л ^ +СЧ =0 , if (oh О, Ц(°°) = 0. 

Найденные нами стационарные состояния соответствуют реиенияы этого 

уравнения при С < 0 . 

Подчеркнем, что при Wm —*-^° и, соответственно ,при 1&ь—~0 

локализованная в сферитоне энергия стремится к нулю. Можно предста

вить себе квазлетационарное состояние,представляющее набор достато

чно удаленных друг от друга эпо сравнению с их полушириной,концентри

ческих сферитонов. Тенденции к образовании стационарной системы, 

состоящей из двух и более шаровых слоев, мы наблюдали на ЭВМ. При 

данном S 1 в зависимости от начальных параметров пакет может по-раэ-

ному разбиться на шаровые слои. Удаленность отдельных слоев для 

существования квазистационарного режима необходима, чтобы нелиней

ное притяжение между плазмонами, принадлежащими разным слоям, было 

мало. 

Рассмотрение вопроса об устойчивости полученного квазистацио

нарного решения относительно угловых возмущений, по-видимому, при

ведет к заключению о своеобразной угловой модуляции, схожей с про

цессами, происходящими в плоском случае при периодической модуля

ции плотности энергии / Е р и приводящими к образованию структур 

типа нестационарных нелинейных волн, приближающихся к солитонным. 

Следует отметить, что запертые в области от Q до %^ аезату-

зающие S -волны могут отщеплять от сферитона порции в . ч . поля и 

доставлять их на меньшие г , что может привести к появлении узких 

слоев с очень большими плотностями W (но содержащих малую долю 

всех ллазионов начального пакета! ) . 

Сохраняя #1 , пакет в принципе может разбиться на автономные 

слои с меньшими, не равными друг другу S1L , которые будут располо

жены ближе к центру, нежели исходный пакет. 
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Приведем таблицу, характеризующую стационарные состояния, к 
который эволюционируют пакеты вида £ -- С- сл-р t- < г 7„)г/г<*л > 
( г0 =,ю)-

S, 1т W „ 
Wm 

tV„, ( t -o) / E L - г . 

J-- Ю 
с -• о.г 

640 7.77 23 575 37 

d40 
с •o.zs 

990 И . 6 II 176 38.2 

•.h 10 
С =0.3 

1350 15.1 6.5 72 38.4 

с 'О.г 
1370 16.8 137 I .НО* т.г 

Таблица I 

Как видно из таблицы, 

Из соотношения (13) при к -О в кваэистатическоы приблияении,как 

и раньше, последовала бы необходииость равноускоренного движения к 

центру. При варьировании начальных данных J У-г* dt в ста -
о 

ционарноы состоянии не всегда является полонительнои величиной. 

Отсюда, по-видииоыу, следует сделать заключение, что появляется 

эффективное волновое число к , компенсирующее нелинейную группо

вую скорость, направленную к центру, так что Va - Vq""* Щ ~ О. 
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§ 5 . Эволюция пакетов 

Опишем полученную на ЭВМ динаиику сверхкритических пакетов ви
да Е -с-ехр(-(г-г0) /2d*- ) t удовлетворяющих критерию неус
тойчивости. На первой стадии (саыофокусировки пакета) генерируются 
S -волны разрежения, одна - идущая к центру, другая - уходящая на 
бесконечность (рис. I а ) , ичсшидно, в силу сферической геометрии 
амплитуда волн, уходящих на бесконечность, уненьшается по мере удале
ния от центра. 

Эта стадия быстро сменяется следующей - движением пакета к цент
ру. При этой сферитон играет роль иоршня,движущегося под действием 

центростремительной силы (о которой говорилось в § 2) и испытываю
щего при этом силу сопротивления,обопловленную реакцией уходящих к 
центру А" -волн сжатия (рис. 1 6 ) . За сферитоном, наоборот, образу
ется область пониженной плотности. 

Как показывают расчеты, сначала происходит ускоренное движение 
сжимающегося по мере приближения к центру пакета, которое затем сме
няется равномерным, и потом резко останавливается при zst ( р и с Л ) . 
Резкая оетановка указывает на устойчивость достигнутого стационарно
го положения сферитона. 

Незадолго до момента остановки начинается интенсивная генера
ция ц -волн с длиной волны порядка ширины сферитона, причем преи
мущественно уходящих на бесконечность (рис. I в ) . Позле достижения 

1st происходит существенное (почти двойное) увеличение величины 
W/m , которая затеи практически не изменяется, лишь слегка ос

циллирует . 
Далее, цуг S -волн при ^>2^t отрывается от пферитона и уходит 
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PMC. I . Эволвция пакета Е=сехр(-(г - т„) / 2 d ) при с=0,25, ct=I0, г.=30. 



.i rtv*:-:.4i';'ii:o. '.•, :. i. •..-.. , .IJK'.. LU. L • •Л;..-.Л, :;;;;: v -. ? ; ; ^ оказьшают-

L -. .: . ;:v_ .;: •••\\iK\n\u:... ипш;-ч»л -.• epi-jun;:, достигая больших ампли-

•«,v-J. :ip;; ;:j;i.-. -,-,2 •: :.ен'. ( ^ (rT.".c.; , г ; . Строго говоря, их нельзя paccua-

j'iiiiitaTb icjii л;; :ji'.iue, ;1дсч=ь следует ожидать г:онйленип ударных--волн. 

J.^ric.b-Jiiiio, чт s а точение достаточно больших отрезков времени 

XI jauuThJ.j окре- тиости егамюнарноги сгорит она с а'ольшон точностью 

ii:4: J„-I ;!ii. i • ''!'' . Это показывает, ч-;о причиной остановки сфе-

ji.rroHQi) ..излете.; наличии ji киазистатичиткой ириолияении стационарно-

; i |1-:.. (̂:Я)] чно и\н: устаноалинин ;ITJ:'O рииипич принципиальную роль 

3 •:: •: ...... • • •• IT'IK р- иично!.< >' , • ! л >о=30 ириве-

!Vi ' " ' "';"", 'iifE" .; ..е.г-нила ^волкнкн накиюн, для которых 

:•.'•, i.-.jii JJIH ч[ < ., • L.'it;:. i;.j..GTi"i4rujl;ii: / „, • '"" 'л. ' ,при выполнении* 

у лги;"*» д-лы-';;;;:. i: I ' JMVJ [\ЪЪ . Ополюциь rniuix пакетов в з^висицоит;; 

<ч .1; j-L'-biii-ut ,i...:ii:^ .ij .uio,,>.д. ;: [..ijji.-.-nir:!.: результатам (ом. J J ; I C . C , J ) . 

•,.i;!i... i .JOJ/- . . . ; •!-"(..>; :ra.iim • п.ч.^.ыиы стадия, ^«ньшенин '<",,,, , со-

n,- -1 -.î VfJMO icr. ;.-! ,;.;:fu.ii;;:r;y, г- ^чишан каин аналитически ^сы.^2). 

и н^елсдовяли чалке динамику пакетов, не мвлящихен квазиплис-

КИНИ При г' г , HiilljJKUJp, L I ;,о) =СгхС-1р(-Ь*~/Л£*1к ЭВОЛЮЦИИ T S -

ких пакетов 6\:ni простелена на atiij авторами работы ^ ^Результаты кх 

расчеюь качественно совпалаг г с нашими. Следует отметить» что 

•i'.'tiu',;: i::n: "п; ь г ;•: лу полученной я ^ 4 зависимости У t -const •л>

/ ^ 

s-..чк Jiiiri'.- v >^'..-.TLC'"1, vjffiiw увеличивать свои радиус центра тяжести. 

:о п прЛ11.х:идит ;, Г^'СТБИТСЛЬНООТИ, причем начальный пакет распа

дается на лрзктнч'^-и автономные шаровые ело / , ширина которых Лъ, 

возрастает, а плотность энергии Wr* падает при переходе от слон 

к слои ж. о'оли^не У , что хорошо согласуете» с проверенными в § k 

р:!а:ундеи;лми. 
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Г л *'П! U i # i 
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•*••- к t-m. 

Р.о.2. Эводющш пакета Е = сехр ( -с г -Y.J^/Zd') при с = 0,2, ol= 5 ', г„= ЗО.Началмый 
пакет уже самозогласованнаго. При t.=I№ в области Т.£*,1 сосредоточено ВД% 
плазнонов начального пакета. 



Рис. ;s. 
Оволпцин [ынета 
пр* с-0,1, d=TO 
пакет уже самосогласованного : 
принсяодит "отражеиме" от центра 

'(о-ЭО. Начальный 

Рис . 4 . 
Изыенеиие X £ т ) д л н (.маличных 

пакетов при 7 „ = 3 0 -

к 



Заметим, что в процессе эволюции система ( I ) сохраняет,гшиимо 

•^ , имеющего прежний вид, видоизмененный инвариант 

dV . I Ъ (г2 и) 

§ 6. Краткие выводы 

Полученные результаты позволяют заключить, что, во-первых, 

схлопывание сферитонов, т . е . сферически-симметричных пакетов ленг-

мюровских волн (если таковые образуются) проходит две стадии (ус 

коренного и равномерного движения) и прекращается. Сферитон оста

навливаемся в определенной лолокении, зависящей от содержащейся в 

ней энергии, причем, чем больше эта энергия, тем больше стационар

ный радиус, так что $л /z^ =const (величина конптанты получена г. 

помощью численного моделирования. 

Во-вторых, достигаемые при остановке плотности энергии, как 

правило, относительно малы ^f < i , а ширина ci-ационарного сфе-

ритона д г больше с** , и, следовательно, Kde <i , Это оз 

начает, что поглощение Ландау энергии таких ооразований мало. Поэто

му греться в основном будут надтепловые электроны из хвостов макс-

велловского распределения, что приведет, каки вппоскои случае' ' , 

к появлению относительно небольшой доли весьма быстрых электронов. 

Эти выводы относятся к изученному случаю сферически-симметри

чных возмущений. Вопрос о динамике неодвомерных волновых пакетов ос

тается в настоящее время открытым. Это, в частности, связано с суще

ственным влиянием на поведение ленгиюровских пакетов генерируемых 

в процессе эволюции ионозвуковых волн, что приводит к несохранению 
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квазистатического инварианта А'Д. и возможности расщепления обра
зовавшихся сгустков о,А., поля ионоэвуковымн волнаыи (для одномер
ного случая (смУ ') ) . 

з результате отщепления .? -волн и дальнейшего их поглощении 
ионами в случае Т е "" Тс будет происходить подогрев ионной 
компоненты, 

Авторы выражают с*ею глубокую благодарность £.П,£идкозу за ин
терес к работе и ценные замечания, 1,1.Г.Мещерякову за постоянное 
внимание и поддержку. Один из нас З.Г.Маханьков весьма признатедрн 
В.Н.^товичу> т.к. совместное соцнение в возможности КЛ? явилось 
стимулом для выполнения этоЯ работы. 
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