
PS-96-89 

C.M.Cep,11;10K0Ba 

OEPATHAA 3A,UAqA 

UIDI ·JlMCKPETHOH CMCTEMhl )lMPAKA 
' 

HanpaBJ1eHO B «)Kypttari BbICIJJeH MaTe~aT
0

HKH H MaTeMaTH'JeCKOH qJHJHKH» 

I . 



B ::nott pa6oTe o6cym~aeTC~ 'IIICJl~HHOe p~menIIe o6paT~OH 3a,n;~~rn ,u;~ O,U:HO-
. Mepiiott ,U:II~RpeTH~it CIICTeMii .LJ:npaRa.'.[1]: . . -

.Yo = "::- sin a, 

. . -

(0.'1) 

(0.2) 

(Yv+i - y;) :.::(,\ + . ·)·x -~ 0 
. h - . ·.. p., _". ' .. -(0~3r 
(x., - x.,_i) . . 

- h_ +(,\~q.,)y.,=0, (0.4). ·_ 

v = o, 2, ... , ri ~ 1;-
.. :-- • -· ~ .•• ' , .,,. • • • '.. 

. . / Yn cos ,8 + x;.7 -i. sin ,8 '== O> (0.5) 
I-fa ycJIOBHfi _ (0: 1),(0.2) II (0.5) ;cJie~I~)T •·-

(0.6) 

X~-1 = :..,.y-,._dg ,8. (o.1r 
. . ' ". ·, - _: , ~ . - ' ·, . ' . .·,,. '. \_ / ·, , 

~PaccMaTp1rnaeMaJI 3a,n;a'la_IIMeeT N·= 2n pa3JIII'IHhlx·,u;eficTBIITem,HRX co6cTBeH-. 
HhlX 3H<l'leHIIfi '.. . . -. . . . . . - , , - . 

,\1 <_,\:i :<::: .•• <,\N, 

·_. R~TophiM ~1:Be11afui N-o~Tordrian:i.n'Mx _ co6~~11eHri1i1x -~eRTopoB · -

i _ :z{=jx ... \(,\i),y;,(,\i),x,o(,\j),: .. ~Yn-1(-.\i);;:~:...1(,\;),y.;(,\j)]*. 

3.neco· II ,nariee 3Be3tJ;O'IRa * ~epeBO,Zl;lIT B(mTop-cTpORY _B BeRTOp-CTOJifien;. 
'•. '" )1" ·.". < ' '. ~ ,. • ·-- - i ~ -. ,; - • ,' " •. ', i : . ' . ~,, ,, 

. _ • · . · n..:1 . · · · - ·_-
\Z~, Z;) = Z:(x.,(,\;)i,;(,\;;) +·y.,(,\;)y.,(,\;))==0, ·1 :Si=/= j :::;·N, 

·. ·.-:~ · u=O -•'\ . ·- 1 ··, , • ., 

- / 

· .-_ CrreRTp paccMaTpIIBaeM~it .3a,n;a'III JIBIDHJTCJI crieRTPQM. t:rie,u;yro~~ii _- CIIMMeTpri'I~ 
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B 3TOit pa6oTe ·pemaeTCJI CJie,zzy10ru;an o6paTii:aJI 3a,n:atJ~: rrafiTil CilMMeTpll'l-

HJIO 'l'.pex.niiarorram,rryro Maipm:i:y 'leTHOro rropH,n;Ra N -~ 2n . 

••• -· >'" 

·-D= 

• - C • • ,- : 

01. - . -1- U1 
'."-:- 1 - U1 . ' 02 "." < , 

. 1 + U2.:, · 02v.+1 

,, ... 
;--;· 

0 · .. · · .:.f.:. U2v+l 

: 0 0 /(), 
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· · -V-- U2n-l 02n 
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C. 3a,n;a1rn'i,1Mn 'Pa3)I;ll~:m,IMJ1 :co6cTBe.HHhlMif 3Jia-qemi11MJ1 >-1' ... ';.;,: '.ll,c~UOJillll~ ' 

· TeJII,HO npe,n;no_JiaraeTcJI, 'ITO' opTOHOpMnpcrnaHHhlll 6a2nc co6cTBeHHhlX BeRTOpOB . 
{ E;}, j == · 1, . : . , N, y,n;oBJieTBop.ii:eT yc~oB_IDIM "CilMMeTpnn" . , ,, . . \, 

' '\ < - ' ' '.. .· ' -
E;(N)= (~l)i+nE;(l). 

. ~ . -

.: Ilpe.D.JIO}I{CH 'aJiropHTM C napa;pacp 2) .n'mi o,n;rro~pe'Meiiiioro Bhl'lHCJiemrn TaR0:0. 

MaTpHI(hl H ee 'opTOHOpMHpoBamioro 6a3HCa.' Y.na.ercH Bhl'lRCJIHTh rrepBhle ROM-

• norreHThl E; (1) B~RTOpoB opyorropMHJ>OBarrrro:ro 6a~Hc~i II pe~BapnTe;bHO. BhlBO-, ·' 

~,nf!TCJI HBHhle_ cpopMyJI~ J(JIJI co6cTBeHHhlX-BeRTOpOB (rraparpacp _l):' nocJie TOro;. 

KaR { 0; }, {tiff, { Ej} Bhl'lHCJieIIhl, rrapa!.IeT~hl Jl03Myru;eii:rrott ,!UICRpeTHOil CHCTeMhl ~ 
)J;Hpaia H ee co6cinenrr1,1e BeRTOJ)hl rraXOMT~ ripocThlM nepec-qefo:M. Coniaciio 

•·(0.1)-Yo = sina.'OTc10,n;a HM~eM, 'ITO. · ,' · ·_-- · . · 
-. --s -r , ·.- . 

'[Yo:xo;\ · · ,}ln~.l,xn_:1]* == -(sin a)Ei/Ej(-1\ · 

lfa rpaHil'IHOro ycJIOBHH (0, 7) CJie,nyeT,'lTO Yn = ...:.:x;,...:1 tg {3. YcJIOBUff ': CilMMe­

TPHH" cqxpaHJIIOTCJI II~CJie YMHO.lReHriH ~a KOHCTarrTy. fpaII~'lHble R~MilOHeIIThl 

x=-1,Yn y;oBrreTBOpH~;.ycnoBirm1" CHMMeTpHu'•~, ecJIH tga=ctg/3.' - . 

:. ,[(AA CJIY'la:a hi= 1 pemaeM ,, o6pafrryro 3a,zi:aqy upn h = 1'~ C 3a,n:~mm:irn .TO'l­

,. ;<)-Mll crre1tTpa h>.;.iHait,n;errrrhle 0v ,n;eJilIM·rra' h .• BciiMyru;errrran cncTeMa:·,niipaR'a 
. HMeeT BH,n; · ··· . , · · · : · -· · . ·• · , . · · · · · ·<·" . . ·• ·. · · 

. · (l+_u2v+~)Yv+1; (1·+_ ur~1)Yv ~-y:t' Pv)~(~'.o, 

I : ·' (r+ U2~+i)Xv .....: (I-tu~v)xL1 .. (X , / '/ ·~\) 

. '• , ~-- .. 1=o,i(:·,~~-~; -/'l~ Yv -, 
1 

x:..1 = -yoctga; -·y~-~- -x~:..i tg/3: i 
' .. '' , .. " ' ' ' . " ; ' ,' ·., ' . ': ' ' .' ·, '•, ,''' ; \ ' .. · .. ,,: : 

3,n;ecb Uo,= o, UN= O,ocTaJ:IbHI,Ie u., onpe,n;eJieHhl BhlIIle. EcJIH 0;.: ,n;HaroHaJihHLie 
' 3Jie~~HThl IIOCTp?eHHOfi (I_IPR h =·l) _MaTpHUhl, :T~: . ' . . . . . ', 

'01 +~tga: 

'h 

• 1' 
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'I 

l. : 
J . 

. J· . 
--J· 

I 

'/ 

f · 

. ·-·r""'' 

· [p;;·qi, • .'. ;qn~t] = _:_[02, 03, • • '., 02n-1]/h; Y 
• ·, \ ,- • •• '(/ "- ,.. ••• ✓ '. .( • • __ : ·,, • • • - >, '. J .... 

. B rraparpacpe 3 rrpHBe,n;errhl pe3yJihTaThl tJncnerrrrbl_X pactJeToB .n;JIH cnytJan paiHo~ 

O~CTOHIIl;IlX TO'leK CileKTpa i:Ipn n = 20, 100, 20,0, 360, 500; l'o00. 

' Arranorn'lrrhle pe3yJihTaThl 6hlnn rronyqeHi.r B [2] .n~:.n;HcRpeTHoro ypaBHeHnH 
Illp~,n;H"rrrepa. · · / · · · ·· ' · .•,- · 

' . 
. L · CTpyKTypc1 co6cTBe:f~HLIX ~eKTOpoB 

' ' ._ ' . . ,, ; ... ..._.,, 

< Tipem,n;e Bcero ·pa:16epe'McH RaR ycTpoeHbl co6cTBeHJihl~ 11eKTophi MaTpHUhl> 
• (0~8). CrrpaBe,n;nirna: cJieJzyIOru;rui Jle..i.tMii, · · · · · · · ··· 

Jle.M.M,a, '1. Ecnn CilMMeTpll'lHaJI Tpex,n;naroHaJihHaH MaTp.nua iJ IlMeeT' pa3~ '' ,' 

Jill'lHble co6cTBeHHble 3HatJerrirn ' 
1/ 

' >.1 < X~ < .. : < >-N 
' " " 

n rrepBhle: R~MITOH~HThl ee opTOHOpMaJihHhlX . co6CTB~IIHbl:X BeKTOpoB , MaTpllUhl . I ... ·.. . . . , .. ,.. . . , . . • · .. , ... 
Ej(l) = cj, c;# 0, TOr,n;a rrocJie,n;rrne KOMilOHeHThl orrpe.n;eJIRIOTCH cpopMyJio.tt' 

'.. - :. ,, ~ " • • • _;_ ·- • • ,. , • - - • <' 

.. , .· •,· · (-I)i+1~(-i:+~l)(l'+u2):i;(l:ttiN'...1L· . . . (i.1)'° 
, Ei(N)=c-(X-'....>.). (>.-.:.:>.-.:.1)(>./tt-,\;) ... (>.N >.;L:.: . 

· · . · ';, J J · _1 • • • . ,,1 . 3 , .. · , , • - . . 

. ;401Ca3ami.1.'bC1THJO. : Tio orrpe,n;enerrmo iJ E; 
-. ._ • ,.'.',,,.,; - ,;i. / •'-,•:, 

>.;E;,-·E;(i) = c/ 6;c10,n;a .. 
,·,. i -·- l' 

CJie,nyeT' 'ITO --. --
' ' ' 01 - >.j ,· ', 

E;(2) =. ,, . Cj, 
. . 1 + Ut . , 

,. ·: ... ·. ,-•· ·-.· ··,s(--lt(.....:>.-)2v, · 
E_.· 3_·(2v + 1)_ = [P~v.::1(>._i) +·( , ) ._ .. ( 

3 
)_cf, 0 

i. _. . : . . . 1 + Ut • •. L+ U2v-l . •~, 

· ,. 1 . • .. . , .. , , . (:,-1Y(-'-Aj)2v+1 > . 
E;(2v) = [P2v(>.;)+.( .. ) , ( .. )]c;, / · · · · } + Ut . . . 1 + U2v · 

. ~--,_.' i - ' , . :, ......... ", --

v = l; ~ .. , n ,- l .. :, /;,. 
,. <,- : ··--- . • - ; • >\ : . /. "· ~ . 

3.ii:ecb P1(>.;) ~ UOJillHOMhl rropH,n;Ka). Hx:Koscpcpnuueinhl ·3aBil_C.IIT RT coorneT-' 

CTB}'IOIIl;llX 01,.· .. ,01~1; U1', ... 1 U/+1 (He 3aBilC.IIT OT j!)'. ·no Ilp~,n;IlOJIO}l{e.imIO 

'' ~Ej COCT~BJIHIOT optoHopMirpoBaHHblit 6a3~~- .•. , TioJIO}I{IlM' T =· I E1 i ••• ' EN] .. J1311~­
·.• C1'HO [3], ''IT~ CTpORil MllTJ)HUhl T TaR}I{e cbcTaBJIH~T opTOHOpM11pOBa!Illhltt 6a:l11C. 
, -. ; . . ·,. , . . " , '. .··• •. I . • . ' ' . . 

. 3aMeTHM,,tJTo,. xe ~ Ee(N), _HJiiinmTcH perne1rne'M'cncTeMhl 
- ~ • • ,, • • • 'I , { .,: 

·ix= EN,· &N(O .='= 8~e, · 

3. 

,-., 



· J{OTOpru! 3aIIIICbIBa.eTCJI . B BII]le 

,_.,.-

Ct 

r 

Cj , 

Po.:.C.\; c;·. 
1+u1, 

,· 

1 : p2;;-'-i(.\;j+(_;,\;)2v(~I)" ~• 
. (l+ut).:.(l+u2.,) ... 

·, -P2v(.\,)+(-,\i)2"+1(-1)~ C' 
. (l+ui).:.(l+u2v+d , • 

( 

PN 2(,\i).+(_'.,\j)2~...:1( w-1 :' ·~ ;·;. 

· .. / (l+~t) ... (t+u2n-d ' Cj ' • • • 

i = 1· ii·· I\T 
' •• •. ~ 1" ,· 

CN 

. 0TCIO]la iJie]lyer'. tJT;· 

. _ (~q(N+j)~N-,1U) , 
Xi=· A .; . l....l.N ., 

[
•.Xi] .,[' 01· x2 . · ·. o 
; . = . ~· - -., 
' :· - ·. :' 

_XN• --~- i .. ' 

;--, 

, • _, • , _ •• , • I '·c-, , '. -, . I • 

3ne"cb ~N ;;, det(T) 11 £1iv,.;1 (j) ·_::;,, det(Tc(i) ). l\farpm:~a Tc(j) rroey•rneTCJ( 113 . 
irnTpllI(hl T'ynaJieifrieM Fro CTOJI6na II IIOCJie]lHeii CTJ)ORn: lfa6aaJIJieMCJI .. OT .acex ·-·· 

. IIO;IIHOMqB: P;(x;) B. ~JV rrpoCTbIM Bhl'III~aHlleM 113 
1

J{alKJJ,Oii ·cTpOKH Jll!HeiiHoii -
. ROM6IIHanmi rrpe~nie~TBy~mn:x' CTpoR C IIO]lXO]lJitnlIMlI J{03<pqrnrui:eHTaMII. ''. Ilo,n 
'3Ha~oM ·)leT~pMI!HaH;~ ~CTaeTCJI MaTp11na lltiill;· t;; =(-Ai)i-1 ( __:1 )i< )],aJiee 113 . 
, Ra)l{nott cTpoRHHMHoc11M MHO)l{~Te.i{1, (-dY, v.= [(i-1)/2],·.i-"HoMep cTpoR11. 

3necb [k]- rieJiaJI 'IaCTI, k. Ta$ Rell{ 'II:ICJIO CTpOJ{~qeTHOe, N ='2!!, rrocn:e ~TOH 
MaHIIIIJJUinIIII 3Ha'IeHIIe ]leTepMHHaHTa. ue Il3MeHl!TCJI .. · HaROH~n, BiiHOCIIM · MB.0-

, )l{llTeJIII ci 113.CTOJI6noa 11 rr'poir3aeiieH11H·(i-:- u1)'-1 .:. (1 :__ u;):-1 H3 ~Tpo1L He~ 
IIOJ!b3Y~ II3~eCT~)'IO <pOpMJJIY Jlllil. orrp~JleRIITeJIJI BaHnepMOH]la ( CM.,HaIIpll:-fep, · 

J4]), rro~yqaeM . . . . . , ,, ' . . . . . 

·.·.A .:..:. i .. · ... C1·: •• ·cN .. ,·>·'' '.··x 
l....l.N - , ·-. N 1( . . )N-2 · ·(·1·+ ') -· ·. (l + u1) . ~ 1 + u2 . , .. : . .. uN:....1 

• ' ,• > a S ••• • ••• • • 

,. L ··. .] . • 
-AN.·' 

·. (~>.t);~l~ ,= 
', . /.. --

. ' ·[· •. 1 
X df·t· ·.·.·. :-_A_1:·_·-.. ·. 

< • ',. . (-A1\N~1 . 

·'·. 

.· >.. ·. N(N...:1) ·· 
'·',I: C1 .. ·.cN(_:-l) 2 ... · ... · .. rr····(\.' .. _·\,)·· 

- ---=--.:_,..:--:-':--:-:---'-:-.,'-;:----;-_~--,--_- ··- . /\{ Ai • 

- (1 + u1)N-10 +u2)N--2.: :.(l+ uN-t)1s~<esN. · · 

AnaJiof_II'IHO Haxo,u11M 

' 

·-, - . ·, N(N:...I) (N_:1)'- . , ; . ' ... ·.· .•·· .. ··. .._, 
·.. · ....• n-1 ·. C1-~•CN(-:-l) .2· . , .. •. · .. Il_(A{-Aj). 
·· ~N:...1 (1) =. (-:-:J) .. c_ ·(l + u1)N-2_ (1· + u3 )N 3 .,. (L+ UN-2) 1$;<t5N • 

. . J . . . . . : ' . • ·: . . , ... ,.( .. , . . ' . 4 . . 
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1, 

MaTpllI~a Tc IIMeeT II~'lernhl:it nopJI]lOJ{ 2~ _;_· L-TaK 'ITO. IlOCJie,uHJIJI-CTpORa He 
. l!MeeT ~aphl_. TaR' rr~:a~im~TCJI .MHOH<II~~Jlb ( _:,I r-1B ripaBo:ii ~acTII ~OCJie~~fi 

<pOpM)'Jihl. , . . I : 

0TCIO]la
1 

~JleJlYeT·,· ~TO 
/ / . 

Xi= Ei(N) = .. ·. .. (;-l)i+~(l + u~)(l + u:z). '.. (I;+ ~N-d · . ,' · 
· , .. /. ····.·. c;(Ai - A1) ... (Ai - ~,-1)(Ai+1 - Ai) .. JAN - Ai)· 

. . . /, .. , . . ' •·. ' ... ' ' . : ; ::•: · .. ' .. ' . '( ' . 
.·· OpTOIIOpMaJibHOCTh '. BMecTe C TOJII,1{0 ,'ITO ]lORa3aHHhlM COOTROIIIeHHeM n: 1) 

BJieRyT C.ITeJlY~e JTBe~}R]lenne. , .· ·.. . · < . . . · · , ' · ' .··.• . _: , ,. - . 
. Ilpea.;1,o;Heeuue 1. IloTpe6yeM, 'IT06IJ co6cTBeIIHIJe BeRTOpbt Ei y,D:OBJieTllO-

> ... PJIJIH ycJIOBIIJIM "~HMMeTpIIn:": · ' · · · .. , · ' 
-~ " .,., • ,' 0 •• ~ 

· · .Ej(l) = ( _:1/+:nE;(N); 
~ ,. - / 

.Tor,nirrepBhle ROMII~ReIIThl EJ(i) :.:: Ci onpe,n~JIJIIOT~ COOTIIOIIIemre:-i: 

I. &,.-1 . ,·. 
c·2 - - J . -
, - w1-1+w2-1+ ... +wN-1'. 

. . ·- '· .. ~-. . . . ~ "'· '~· - . : , ., ... - . ,' , -- '. -· •,_ . ·-,· 
rne wr= (Ai-.:_ Ai)·: ;(A;- Ai-1)(A;+1·__: Ai}_::. (AN _'.•Ai):. 

(1.2)'. 

2:. q~cJI~HHYH a.JiropHT~: · . ' ' 
r 

,.,, .-

'•·. . . . HII.lKe rrpe;cTa~JI~II a~ropHT~ Bhl'IIICJieHrur~HMMeTp~~ROH Tpex]lllar~Ham.-
' 11:ott· Ma;plID;hl ' "jj C 3a]laIIHhlMII co6CTB~IIRhlM11 3Ha'IeHIIIIM11 'Ai H ~epBhl~.rn 

ROMIIOIIeHTaMH opToHopMaJILHhlX co6cTBeIIRhlX aeKTopmi . E;, cj ,. koTOpbre · 
·· .. · awiIIcJIJII~>Tcn: .'no <p~pMyJie (1.2).-.8JieMeIIThl ·MaTpHD;hl .•· f>, ~mp~]leJIJIIOTCJI cJie-

JlYIOtnIIMII -~ooTnorneRIIJIMII: , ' · ·, ·- ' 
,:. • , , N ' , 2· .. 

01 = ~ A3·c-, . L., J . 
. i=1 

,N, 

1 +.u1 == :l£c3(81 -:-Ai)2, 
, 'i=;l .. . 

·.. -:. , :. 0: - .Ai · ·. ·.·· · .. ·. 
Ei(2) ~ ci .. . . ,· j =.1; .. _., !'[· 
. · ·· . · 1 + u1.. · · , _ 

· E;(2) .~ Ei(2) :-:- (-£ ;e(~}c€) ~~t, ' ' 

€=1~· • .. ' 

--Ei(2)c= .· , fl;;(2] .. · . ·,. · 

... ·• . . Jr:,f:1 El(2) · · 

. :5 

,··. \ ,· 

(2.1) 

'.(2.2) 

(2:3) , .· 

t2.4) 

:'- (?-?) 



'' . ~---·· 

·ocTaJII,Hhl~ arieMeHThl ~hPIHCJIHIOTCll _II0 peRyppeHTHhlM· cpopMyJiaM·-
-_,, ' ~ ' ; ' .: ~ , - , . 

·-"·. N . 

. B2v = LAe(Ee(2v))2,· 
,·. 

_ - {2.6) .· 
e=1 

·-
1 + u2/= • I E-[(B2v - ;e)Ee(2;) .:._ {l + U2v-1)E;(2~ _:··1)]2, 

e=I . .' "•-~·. v.' •· .. ' .. , <-- . . . . ·_- '-

(2.7) _ ,_ 

--

E;(;~ + 1)== [_~{B2v 2 A;)Ej(2v) +{1 '-ru2v 1)Ej{211 · 1)] _ 
. .· . . : ~ •• . ·•. ( 1_ + U211) - ·. C ' 

(2:s) .• 

· .·. : •· ···· · . 2v · · N '· · . - ·• 

'Ej_(2~ + 1 ):_;;.E;(2~+i) ..::E E)(e) L Es(()E;(2~ +\i ), .•. ·. (2:9) 
. ·• . . . . .. _ . • {=I · '. s=l ' . 

,· 

E·(2v + 1),= .· Ej(2v + 1) 

_
3 

/Jr,f-=~(Ee(2v. + 1))~ 
(2.10) 

· .U~ne~ .· cne.u.y~T ~opMJJILI .U.JIJI -B~'!Hcn:e:HHJI · rrapaMeTpoB M,~TPHUhl- c · Heqern~Mll. • 

. , lIH,D;e:KcaMH;lI ROMIIOHeHT co6cTBeHHhlX Beifropoii c '<ieTHMMll HH,D;eKcaiui: . . 
, ~ I . ' . •~ • , - • - . ' • -

/ . N.-'., . •· 

02v+1.~ E Xe(Ee(2v +1))2, 
.,· 

: :e=l 

>~ ) 

.. 
1 + U2v+l_ = 

I--., 

N .. ·-:: .. • . . ·. ~-- .• . . .. ·. 2 \ . . 

L [(02v+1 ~- Ae)Ee(2v +1) + {1 + U2v)Ee{2~)] , ~. (2.12) 
e=l . :. ·. . -.· . . . . . . ·.. . 

·• E;(2v,+;) 2 [_(02v,+1 ~ Aj)E;(2v +_l) -t- {l+u2v)Ei{2v)] 
· ' •... · · '., {1 +ti2v+1) · · ' ·· ·•' 

~(2.13) 

2v+I . N. . ·. ·· -. . 

E;(2v.,+ 2) °=·Ej(2v +2) - b Ej(e)E Es,(()Es(2ll__+ 2); .. 
. _ {;=l .' s=l · .. 

(2.14), ' · 

. . · _ :, .. · Ej(2v .+ 2) 
Ei(2v + 2) = . . . . . _- _ ,. ✓r,f:1 (Ee{211 +2))2 

; ' . ' ' ... , . . . ' 

(2.15) .• 

. 3,D;e~h ·. v =' 1,: : . , ~ ·~ !' • i 
~ .. ·;aIURt;. Bhl'IHCJIJ!eTCJI no_ (2.6)' c·v· === n. 
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-:jl ' ,..... 
di · ·/ 
It . 
L 
I 

.!_,"• 

-1.:· 
r '"~ t 

f 

~·-

• I 

1· 

j 

• l lfino6bt "y6unii;'' Bbt'I.Uc.,iume.11b1tbte owu61.u, .Ubl 1.oppe1.m:upye..u E; 
(noC.ileaoaarrie.tbUO Bbi'lUC.!ISZCJ.tbte B ~l]JOl(ecce C'le

0

ma co6cm0e1-t1-tbte ae',.mopbt} 
1!0 (2.4},(2.5}:(2.9),(2.10},(2.14};(2.15}. ·; • ~ ' . : · · · · ' , 
"• <l>opMJJihl {2.1 H2.3) JIB.iIJIIOTCJI rrp0CThlM CJI~.ll,CT~HeM "cnM·M~Tpnn" n opTO-

HOp~aJI!illOSTH.I BrnoMHIIM, qTQ . . . ... / 

1iJ ~ TAT\ .A~ diag(A1, .. ,, AN), · T = [E1,. ·:,EN] . . 
' • ' • < ' 

OpTOHop_MaJihHOCTh ~T0JI6U~B .M;TpHUhl . T BJieqeT [3] ;.:_OpT@Op.MaJihHO~Th · ee 

CTp0R .. 3a.u.aHHhle ... cj COCTaBJIJUOT rrepB)'IO CTpoRy T. II. rr~pBhlti. CT0;6eu 06-

paTHoti MaTpHUhl T*. OTCI-O.ll,a 6e3 Tpy.u.a IIOJiyqaeM,q:><>pMyJiy·{2.l) . 

N . 
. '" . 2 01 = L,.; AjCj"c 

j=I 

; TTo :onpe,neJieHIIIO crrpa;e.ziJIHBO cooi'HOllieHne' ~ . . . . . 

-· ...... , 

0iEj(l)-:- (l+ u1)E;(2) ~ AjEJ(l), -, 
R0T0poe _3RBII_BaJieHTH0 .. 

, (01,~ A;)t; = (1+ u~)E;(2), . 1 ~ j5,N;, 
. ,· . ' ' . ' ' ' : / 

:·nocJie B03Be,D;eHHJI B RBa.u.p_aT H c~minpoBaHHJI ~o /oT 1 .ll,0 N Il<>Jl}"Iaei.1 • 
, . ' - .' \ . . 

.. ' _.-· .·N, .· .... 

· ((+u1)
2-=:=EcJ(01-Aj)2. · 

. ' , . ·. j=l ( 

'<J>opMyJia (2:2) .. ~oKa3a~a, H3 Hee o~eBH,Zl;HhlM o6pa30M; cJie~eT: (2~). <J>op.MJJihl 

(2.6)-(2.8),(2.11 )-(2.13)' ,Zl;OKa3MBaIOTCJ! aiianornqHo:. ' . 1 .. 

• ••• ' • • • , • ' • • ,' •. C • , -...: - 'A ' 

B\~yqae a~ o; /3 = 0 ~Me~~\y~ ·== o,•-y#"=··o;· X~t· ='Xo- ~~h.u.aq~ CHO;HT;JI 

K BhlqncJieHHIO CHM~eTplI~Hoti Tpex,D;n'aroHaJihHOti ,'MaTpHUhl iieqeTHoro riopJI,D;Ra" 
_N=.'2n-1·_·._ . ,, . ·.• .. - _;,- . ·, •. . . 

D= 

01 •-: 1 + U1 

'1 +ii1 · .. 02 • 

.\ 

.... :_· 

I 0 0 . 

- I - udv 02v+i 
0 .· ·· 1 + '!f2:+1 

\' 
.,__·• . ·o· 

.. I 

0 
0 

. ·,· 

. . :; ... , 

. -1 - .U2n...::2 

0 
0 

~; .. -1 
"( ' ,·' _.-, ' 

no 3a,D;aHHhlM· pa3JIH'IHhlM co6CTBeHHhlM 3HaqennJIM At' ... 'AN- KaR .If Bhni1e, 
•,. . '. ·. . . . - ' ' .. ,, '. 

rrpe,D;II0JiaraeTCJI, qTo _co6CTBeHHhle _BeRT0phl Y.ll.0BJieTB0pl!IOT JCJI0BIIIO CIIMl\le-
' . . ' . ~ • t \ "' \ " 

Tpnn" :"''· 

' · B;(N) ~ {-l)i+"E;{l). 
; ' 

,, 7"" 
. ,,, 

-( 
' 

'· 



IlepBhle ·Hoimoaean,r Cj =;= ;Ei(I) opTOHopMIIpoBaHn~x ·_!=o6cTBeHHhIX· BeHTO­
poB; no-npemHeMy onp.e.neJIRIOTCJI COOTH~IIIeHUeM (L2) .. , MeHJIIOTCJI 3IIaHII B . 

. pacqeTHLIX\popMymi.x (2.3), (2. 7),(2.8):. '. .. , '_.. .. . 
. 

• i 
- ·. : .01 ...,. >.; ' . . .·.. . . . 
Ej(2) = -Cj . ,: J =l, .•. ,·N, 

· · .. l+u1 · 
(2.3') 

. N - . . ,, . . . . . . .' .. • . . 

L [(0~v'~, ).d.Ee(21;), + (1 + u2,;~1 )El(2v - 1)]_2, 
{=1 ·.. . . . ,._ 

.. (2:7') 

., 

.,,...,,._,.,;.. ~-, ..,. 

- ~)2v + 1) ·= [(02v - Aj)E'~(2v). + (1 + U2v t)Ej(2v · 1)]. 

-- . · . ' ( 1 + ll2v) . ' 
(2.8') 

,i 3,necb J = 1, ... , N, · ,;. = 1, ... , n -J._ MeHJIIOTcJI' Tam1rn 3HaHn B cpopMyJiax 
• (2.12),(2.}3): ·, . . . . . . , . . . . . 

I 
N-,·• . . '_. . : . ' . c..-· , _ .. · . 2··, 

1 + U2;,+1 ='JE [-(02v+1:.... >.e)Ee(2v + 1) + (L+ U~v)Ei(2v)] ' 
{~l . . . . ... ·· .. , . . . . . , . 

• I ; 

Ej(2v•+ 2) = [-(02v+1-: >.i)Ej(2v+ 1)'+(1 + u2,;)Ej(2v)] 
'· · · -~ ··. (l+u2v+1)-

B,a~oM rnyqae _v = 1, .·.:, ~~ - 2; 0cT1Jinirne p~cqea~e cp~pMJJinI ie ~e, :<i;~ n 
Bhlnie. He.nqcTaiornee· 0N )3hJqU~JIReTCJI no (2.11 )c. v =;n - L .. . 
' . .B 3TOM CJiyqae B03MJIOeHHaH CIICTeM_a ~MeeT B:ii,n·, r .J 

:. (l+u2v:i)Yv+~ -JI+ ;;~)y~·~ (~ + Pv)::;:= o, 
·-• . ' ' "" ' . .· 

;-v=O,l; .. _._,n-.I; 

':(i +·u2;,)·x~ :_(I+ ~2~-i)xv-~ i .(>. - \) . ~ • 
. ·, · .· < • .h ,. ~, . . f +_qv Yv -0, 
. . . v~i;:.·.-,n..:.:'1; . 

., . 

X~1 = :i:o = l; . Yo_:::::: Y~ 
0

== 0. 
', ' ' ➔ •• ,. ,' - -., • ' • ,___ • --· ·_. ·:.. :. \ • ' 

'3.nech tio ·= 0, UN = 0, OCTaJibm.re' Uv. orrp~,neJieHhI BhIIIIe, •Pv: =' -02;,+t/ h, 
q;; = -02~/h, :_.: [xo; Yt, ... , x;,::..1]~-= E;/ Ej{l), j == 1, · ... , N. . 

.. _ . . -. -~:- ·':- / . . . ',. .·' . . ·:' . ·.: ,- _.. 

.i) 
·_1) 

1 

. / 

3. ,~e3y~1>TaT:bI BHl'.IHCJieHliii• >--: 

B 3TOM naparp.acpe Mhl llJ)IIBO,ll;IIM .pe3JJibTaThI Bhl"'IlICJieHllH CllMMeTpll'IHhIX .-·. 
Tpex,nIIaroaaJibHhI~ MaTp'n:n··uopJI,nHOB N. = .·20; 100,200,300; 500, 1000 no 3ii~ ,.; 

. ,naHHhIM' paBHOOT_CT~JIIIl;llM co6cTBem1m~ 3Ha'leHllJIM: >./ ~ j IN,. j == 1, : : ; ' N. 
0,nHOBpeMeH~IO_ Bhl'l:IICJIRIOTCJI. OJ)TOHop:r.inpoBa~ai:re .. co6.d1iemihle Be;,,rophl,. y.no~ · -

...... ' - > .. - ' ', ,- • • • / a • , • • ' ', ,~ A 

; B.ITeTBOpJIIOIOlle JCJIOBIIJIM "CIIMMeTpmI'' . : ' ·. ,_. . 
', : \, ~ ~ .. t - ·~ - •. : . ," • • - -

.. Ej(lY~ ( ;:1 )i+nE1(F), .: N = 2n. 
. . . . ,/ 

Ha pIIc_. 1,2 rrp_elcTaBJI~Hbl rpa~lll{~ u(JJ.npII C'leTe c,nono~.HTeii~HOH TI?JIHOH 
opTOHOpMaJIII3aD;IIeiL Ha pnc .. 3 BlI.!lHhl ocn;IIJIJIJIIJ;nn,' Kotopue Ha6Jiro,naroTCJI rrpn ·. 

. c~eie -~ qacrnq~oii .iiorroJIHllTe~bHO:ii op~OHOpMaJindanneii ( o6hltJH-O. npll03BO,lJ;llTCJI ~­
opTOroHaJIII3aI{HJI Jlii:IIII, t .!lBYMJI rrpe,nmec~BYIOlll;IIMll Be1nopaMnJ .. Ha pnc. 4°6' 

·'rrpm1e,neaii rp~<p!JRII rrepBhix co'6cTBeHH~X_ p~meHnit .zi~ N = 20, 200. Ha pm::. ' 
6 CHOBa BII,lJ;Hhl OCIJ;IIRJIJID;IIII,. B03HllHaIOtnIIe B rny:qae qacTII'lHOH opTOrOHaJill3a- . . -n~~- BlI3JaJibHaJI CIIMMeTpIIJII'p~<pllHOB ii:a'p~c;' 5 rro,nTBepmii,aeTCJI 'IllCJiclMll/B C 

- i'a6irnne 3. L;:BTopaJI ·q;iCTI, Ta6.rrnn;hl IIOKa3hlBaer, 'ITO ~pn ll~IIOJIL~OBaRiIµ qa-
·crnq110:ii OJ>TOHOpMaJIH3aD;IIll OIIIH6Hn opi-oro:s:aJibHOCT~ "n· CllMMeTpllll Ha MHOro 
rropJI,nKoB xyJHe ,nrum~ .iiJIR N =:: 100. · - . 1 • •· · 

enmax 
esmL 

, enmax= ., . ~- .. 
esml= 

-----c-,' 
y • ·---- •• -- -

- Ta6JIHn;a'·3.V' 
···' IIJ.11,uaR. opmoitopMa.iuJa~ui,.N= 200: 

. . ' . ; ·.• :.: 
. - . . ; . . ~ 

= 1.·1.102230246252D;..15 · diag .. =._'." 0; 50250000000000. 
1 \5473733405713D-15 -• es'.iii2' =,. 5 >426215_0328p55D.-15 

l/acmu~uas,, op,mouop'.«~'i:ii~a~UR, N=.100 . 

2. 7268748973.649D~q3,: : dicig= -~ •"-' 0. 50504333031Q15 
3 .5413548513739D..:04·· ... esm2= · :_.1. 99885357826910-03 

· 3.nec~_eilmax, esml, esrii2 ~ oIIIn6Kn opToroHa~iaocTn H cn~MeTpnn.Bhl'l~CJI~H~ · 
·: Hn!X co6crneHHhl; BeKT~pOB: ' - . , . . . .· .• . . - . . . . 

. - ' ~ . -..,: ,. 

. enmax·= II).~X l(E;, E;)_,_ 8;;1,' 
... · __ 15:,,35,N_·· c-- ·, • · • · , 

: esl ='.max IE1(j)~E1(N-'-j+l)l,· 
·: ' 15,i:SN · . . ... 

.~ : . . ,~, . ' , '•· ... ', '. \-' - . - ~ ~. "' 
,_es2 ~- m_ax IE2(j) -E2(N:-j+J)I,• ' .·.-1<,<N. , · .. ·._ ·I· - .. 

Bo Bcex ripo11e,neHHhlX, pa~q:;:x ( M~TpHD;. c p:~HOOTiiojun;nMll c96cTBeHHhl~ll' 
. ' 3Ha~~HllJIMH); rroeyqaJillCb ri?CTO.fIHHhle ,lJ;H~l'OJiam.H~~ ·aJieMeH.TI,L 0 · .. B ~a6Jinn;e .· 

IIplIBe,neHo lIX '3HaqeHne diag. . : - .· . . : '. · . . • . . .. c • .... . .. . . . ••' ,: 9 . . ' .. ·.· . . 
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Ha pHC .. 7~10 .np1rne,n:eHIJ rpaq>IlKII co6cTBeHHI.IX BeRT0J)0B C H0MepaMn 
, . , , , , ' .. , , . 

J = 99-,- 102. IlpH ClleTe C IIOJIHOii .ll:OHOJIHil:TeJibHOii opTOHOpMaJIH3aUneii Bll.Zl:Ha 
n.n;eaJibHaJI CllMMeipmr rpaq>IlROB. Ilpn, ClleTe C· llaCTillIHOii"opTOHOpMaJin3auneii 

- ' .,...-.,. .. ~.- .- /' . . - - . ' 

CH0Ba Ha6mo.n:aercH HeycTOiilIHB0CTJ,. . · · _ . · .· · ·.. •. . ; 1 '; 

He6ommaJI Tpy.n:HoCTb B0,3HHRaeT npH BhlllllCJieHnII ~-
. ·-- ' . ' . 

;. 

, -1 -
/ 2 . , . Wj - . \ 
C· = 1 l l 

J . W1 +_., .. +wN. 

- ' i Wj ~ (,\ c- A1) ... (,\; -,\j:.:1)(,\j+l - ,\;) .;. (;;;;:~ >.j). 
I , \ , . • , , 

, . .Ll:JIH . IN ~ 100 ~. Mb(3aMtrn'HeM . Wj ' Ha ' 

.- ~_:_ =~xp_[~··: I> 1~ Ii ~-ii]: 
, . · l~i~j~/'J} ' . 

.. f 

(3.1) 

.Ll:mi , N ~ 200 , HCII0Jib3JeTCH ·:,,, 

i1 ~-exp[:·i;-1ili~ ii]_·.·_. 
. . . 19-#j~N C, .. ·. 

'"./ 

-·,·r-

B IIp0THBH0M CJIJ'lae (ripn BhlqHc~eHHri ~j II0 (3:1)), llllC~eHHhle 3HalleHHH 
E1(j) =··o ,paBH~JIHCb 'Hymo (c MaillHHH0:ll._,TOlIHOCTbIO) . .Ll:J!!I'N: = ,200 ~hl 
6paJIH c = 10, Ha:ll.,n:eHHOe B [2]:' B CJIJllae N · ~ '300 ROHCTaHTa' c onpe,n:e~ 
_JI.HeTCH·c rroM~!!J;bIO qiopMJJihl. Cni:pJIIIHra [5]: c >. N; exp(-1/2-)00/N). 
PaclleThl·IIpoBo.n;HJIHCb Ha SUN20. McnoJib30BaJicH H3hlR .FORTRAN 77: B pe~ 
}KlIMe double precision. .Ll:JIH N. = 300,500, 1000 ROHCT~HTa c np~HIIMaJiac1, 

. paBHOii 20, 50, 300.coorneicTBeHH~. PaclleTHoe BpeMH 61tJIO 2,6,30 ¥~~YT C~OT-
BeTCTB~HHO '.n:JIH N = 300,500, 1600: • - · · . · ' · . , 

13 Ta6miue 3.2 IIpHB0,n:HTCH omn6RH CHMMeTpm1 ~ opT6~oHaJibHOCTil, a TaIDl{e -
3HalleHHH .n:na~oHaJibHhlisJieMe~TO~ .n:mi N = ·300, 500,iooo. ' 

erunax = 
· esm1 = 

enmax = 
-·esm1 = 

erunax -
esm1 = 

-.... -, 

Ta6mina 3:2 · 
,( ; 

llo.MWS/, opmo1-t~p.M.aAU3a~usi, N= '300 .. 
. . • - i ., ' ' ' . '' 

1.55431223447520~15 . , 

1.49324996s12osn.::f4 
-~ l, ' .• 

·· N=.:500· 
2. 33146835! 7128D.:.15 ~ 
5·. 9952043329758D-15,. 

N= 1000 

. diag.= - 0~50166666666667 
esm2 ;,,;_2. 276304145176~D-14 

•,· 

. diag = - - 0 .'50100000000000 
esm2 • ,= 1; 0352829704630D~ 14 

·2 .44249065417530.,;.15 . diag ,;, - 0 :Ei0050000000000 · -
4~8017145815038D.,;.15 •-~s~2 =' 1~13216727~~9~~D~i4 

-~ 

-, 

,r: 

-~ 
,/ 

,' 

non~a11 opT0HopMam1Jatiirn, N ~ 20. . 
-0.74 . . · . --
-0.76 

. -0;78 
-0.8 

_ 'u(j) -0'.82 
. -0.84 

-0.86 
0 0.88 

~o. 9 ... '--_..___.__...___,_-'-...___._ _ _,___.-'-_,____, 

-:~-. 2 8 10 ;J2 14 16' 18 20 .· 

- Puc. I. 

' n~ni;M ~pTOHOp!,taJIH3~1J,UJI, N = 200. ' 
~0.15 ·. ·· · --

:o.R 

. . .-0.85 
. , u(j). 

-0.9 

-0.95 

-L , , 
. 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200.: 

Pu~. 2, ., 

lfaCTH'l'iia11 opTC>Hop;,11i~uaau,u11, N ~ 200. 
: -0,6 . ,, . 

-0.65-
-0.7 I- 'I 

-0.75 
u(j) ·-~o.8 

-0.85. 
. ~.-0.9 

. ~0.95: 
. -1 . , .. 

- 0 <20 . 40· 60 '80 100 120 140 160 180 200 ·- ' 

·Puc. 3./. · 

,~ 

'>',-

·~ -.✓ - ', 

·- I 



. ,, 

·, 

,. 

.. J, 

·/ .. 

' .. 

0.5 ,..:.....;;,-:-;-.:_.,-r-:-,-:--r--:-i-,-:--.---7 
.0.4 

0.:3 
0.2 
0.1 

E1 (j) o 
-0.1, 
-0.2 
-o.:i 
-0.4 
:0.5 L....:c..L...-,,-L-__J_--::--'--~--'-~--:--:-:-:----:--

. 0.25 
. 0.2 
0.15 
0.1 

·• 0.05 

0 
Pnc. 4 .. -

\ , .. 
) "-. 

flomirui opTo~_opMamrnaua.11, N = 200 . 

E1 (j) o. 1 • ,1,1\lllllllllllllllllll'il' : I 
· · ~o:o5 

/ 

-0.l 
-0.15 

· · ~0.2· 
~~ .... ' '' 

0.6 

0 - 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 
.cPac: 5. 

lJacTHqHrui opT011opMaJH13al.{aJ1, N == 200: 

'0.2 J\/1,--_ ..• 
. . 0·1-· -. · · . ::-el (j) :0.2. 

dll'~'; · 1 

'~0.4 
~0.6 
-0.8 

0 
I • . .. • •. 

20' 40 60·· 80. 100 120 140 160 180 200 
'·, · · Pac. 6. 

} 

.\ 

·.·-. < ·,.~ 

' ; 

( 12 
·.-' 

.,, 

' "\, ', 
✓ 

'..i 

.. "".' 

., .. 

-··-,-~-

I' 

, ' 

0.25 

. 0.2 

0.15 

0.1 . 
_'.:. 0.05 

E101U) 0 
.~.0.05 

.. ' - · -0.1 

~0.15 
<0:2 

. IloJIHa.JI op~OHOp~~JIH331.{H.JI; N ·= 200.-

Pac. 7: 
/ 

I, 

.,.nci;Ha~ opT~Hop~aiinaal.{H.Jlj N = 200 .. 

i:' 

180., 200 



,/ 

., 

,,,,~·--.. 

/ 
) 

IIoirnaJI opio~opMaJm3aum1;N,; 200; 
0.25 , . ' . . 

0.2 

0.15 

0:1 

, '0.05 
1

E9~_(j) ·o 
-0.05 

~0.1 
-0.15 

'·, 

-0.2. 

.. , 

-0:25·,....__,....__,....__,....__,....__,....__,....__..___..___~~ 

' _<A' 

(: 

' ·' 

, 0.2 

0 160 . 180 '200 

' Pnc. 

i'· :;., ........ ~ 

ri~JIHaJI OJ>T?HOpMaJIH3~U:mi, N == 200. < 

Pnc.· I ~~ 

',__;' 

.\ 

14 

):. 

·,. 

J,' 

., . 
/ 

_/ 

'3a1<JIIO'-leH1,1e. •PactMf>Tpemrne 1mc.neH~hle npm.1ep~1 Il0Ra3b!BaIOT, tJT0 Me_" , 
T0.L( JlaHUOIIIa c .L(OilOJIHIITeiihHOH IlOJIIIO!i opTorouaJIH3.aUUei1 (2; 1 )-(2.15) .naeT 
xopOIIIlle pe3yJibTaThl npu Bhl1IHCJ!eHHll (iio 3a.L(aUIIOMY cneinpy ll'YCJIOBHJIM "cul\!­
. M(iTpIIii"_ co6cTBeHUhlX BeRTOpo~) ClIMMeTpll'!llhlX -ip.eX.L(II.aronaJibHhlX MaTpllll ; 
ilo3mma10ili11x np11 peIIIeH11u o6paTHoli· 3a,na1m ',nnJI .L(HCl{pernott rncTe!\lhl )lu- · 
pa~a. B~ioi1 tJHCJJe ,llJIJl'MaTpnu B~c~imro nopJI,n~a '(N==lOOO). Tipu ~CU0,1b-

. 30Bamrn tJaCT.11 1!II~ii 'opTouopMaJII13aUIIH, B CJ!ytI~e MaTpIIU 'nopJI.ziRa Bb~ll!e. 200,, . 
. Ha6mo,naIOTCJI OCUHJIJIJl!lIU:I, cy1necia~~Iio _IICRaJHaIOiuue peIIIem1e. __ ·. . . ' '- ·. . . 

IlpIIHOIIIY 6naro.napHOCTb .npocpec.c6py BAH E_;XpncTOB); 3a ri~crauo1fay··3a- •. 
.na

1
m'. · ·. · · · · · .· · .· ·· · · ' - ··~-
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