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Xapa6eron A.B. PS-95-332 
.[(ecpopMaUHOHHble KBaHTOBaHml C pa1.u.eneHHeM nepeMeHHblX 
Ha K3nepQBO~(MHOroo6pa3HH . . ' .. . 

. Mbl 880,!I.HM nom1me .u.ecpopMauHOHilO~ icnaiITO!JaIIHSl·c pa3,!1.eJ1e1meM nepeMeni.1blX 
11a KsneposcKOM MHoroo6pa11iH, Tpe6yerc», .4TOObl OTnetJaiomee TaKOMY 'Knru1ionmrn10 
*-npOH3Be,U.eflHe o6na,u.ano cneJzylOll{HM CBOHCTBOM. 'Jleioe (COOT1ieTCTBe1mo npanoe) 
*-YMHO:KeHHe 11a noKllilo'>IIYJO ~0Mopqmy10 (cooTneTCTneHHO ai1mronoMopqmYfO) 
cpyHKUHIO conna.u.aeT c ,norntJetJHblM YMHO:KeimeM 11a 3TY cpyttKUHIO. · 

.. PaHee 6-blnO nOKaJaHO, 4T0° .u.ecpopMaUHOHHbie KBaHToBaHmi Ha op6HTaX KOM
naKTHOH nonynpocTOH rpynnb\ JlH H 11a orpaHHtJeHHbIX CHMMeTpHtJeCKHX o6nacT»X, 
nony~eHHble H3 Knamonauirn Eepe111 Hil, »smilOTCi Knamonaim»MH c pa1.u.eneHHeM 
nepeMeHHbIX. 

·Mb! ,!I.OKa3bl8ae~; 'ITO .u.ecp~pMaUHOII.Hbie KBaHTOBami» C pa3,!1.eneHHeM 1~epe~e11- · 
HblX > Ha K3RepbBOM, MHoroo6pa3HH HaX0,!1.»TC» '. BO B3aHMIIO 0.!1.H03HatJHOM COOT-
BeTCTBHH C cpopMMbllblMH .u.ecpopMaUH»MH K3nepOBOH MeTpHKH. . . 

. Pa6oTa Bbmom1e11a n Jia6opa:ropHH Teopemqeciofi <pH3HKH HM .H .H .Eoron1060-
na mum. . 

. . 

·• npenp~H; Omeiitt11e11Horo HUCT~-ryra 1u1ep11i.1x .ttcCJieJ1oea11Hii·. Jly611a, · 1995 · 

TTepeno.u. anrnpa · 

· Karabegov A. V. PS-95-332 
Deformation Quantizations with Separation of Variables· 
on ~. Kahler Manifold · 

We introduc~ a notion of defor~ation qua11tizationwith ~eparation of variables 
on a ·Kahler manifold: The *~product . corresponding tO" such a quantization, 
.is required to have.the following property. Left (respectively right) *:nmltiplication 
by· a local holomorphic (respectively antiholomorphic) function coincides 
with point-wise multiplication by that furtction. 

. . It has been shown previously that the deformation quantizations on. th~ orbits 
of a compact· semisimple Lie group and on bounded symmetric domains,. obtained 
from Berezin's quantization, are quantizations with separation of variables.· . 

_ We prove that deformation quantizations with separation of variables on a Kahler. 
manifold are in 1-1 correspondence with formal deformations of the Kahler metrics. 
. . ~•The investigation has · been performed at the Bogoliubov Laboratory 
of Theoreiical Physics, JINR. . . . 
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1. Onpe~eJieHHe · ~eipopMaQHOHHoro KBaHTonamrn c pa3~ene-, · 
' • ' J • 

' . 
, HHeM nepeMeHHblX 

' , I 

Onpe,n:~JIIIM q>opMaJII,HOe ,n:eq>op~aIJ;IIOHHOe .. RDaHTO~amie H~ 'CllMIIJieRTIP:Ie~ 

CROM M:iIOroo6pa3IIII Af (cM:. [7]). ). 

- Ilyc;; {Cr(·,·)}, r = 'Q,}, 2, ·/-'..:.::.. ceMeil:CTBb 6n~n:c!Jqiepemi:n:a;~HhIX one- ;e. 

paTOpOB Ha M; T.e' • .D:IIq>q>epemi:~aJIJ,HhIX\o~epaTOpo,a, ,n:eil:CTBJIOIIJ;IlX Il; - ' 
- ·- . ' , . . ~--· ,. 

C 00(M) ,0 C 00 (M) i:C00(M). Oripe,n:eJIIIM 6n:HapHyIO onef>ann10 * B npo-
' ' 

cTpaHCTBe -q>opil:l:aJir,nMX cTeneHHhIX pJi,n:oB F c=(M)[[v]], IIOJiaran .D:JIJI 

f ._ ,_.oo -vrf, n:"g ~ "oo vrg 
- L..,r=O r - L...,,:::o r .. ...-

. ..-

. ' . 00 ,·. ' ' ', 

f:*9 ;,"L VT L : C;(fj,g!i):- . I 
. r=O : i+ij-k,,;~ 

' '( 1) 

Onepaniia: * '3a.ziaer q>OpMaJIJ,HOe ,n:eqiopManno1rnoe 1rnaHTOBam1e Ha CIIM

IIJieKT~'4CCKOM M~oroo6pa~~ll ~f, C~JIII. Olla ~c~oiinaT~~na .· II ,n:~JI f, g _E-~~ ( Mf_ 
~ 

BhIIIOJIIIJICTCJI 
I. 

i Co(J: 9).== fg,' C1U,g) ·~. C1(g;f) = i{.f,g}, ,,.._-:-- (2J 
---------

r;:i;e {'.,.} _:_ CKo6iia Ilyacc~Ha He!, M~ CBJI3aHHaJI C CllMIIJICKT1IqecKoii CTpyK-
' ,' ':' - ' ' , ":'·\ 
Typoil:. 

B 3TOM CJIJtJcie onepa~I!H * H~hIBaeT~JI *-IIpo~rnBe,UeHUeM. 

B6; ~e~opM~IJ:IlOH~hI~ KBclHT~B~HI!JI: paccMaTpu'~ae~ble :ri HaCTOJIIIJ;~il: -pa- • 

6ofe,'qiopMa;r,m,re, TaR tJTo Ji ,n:anr,neitmeM MM -H~ 6yle1,i'ynoMiI11aTL 3T~ro JIBHQ. 

- , Il~cRo~r,tty *-~pri'irnne,n:eiiIIe 3a,l(aeTCH .D:IlqJqJepennna~J,HhIMri ~nepaTOJaMH, 

,TO OH0.JIOKaJIJ,H0, T.~. ~ro Mo~i~ orpan11tJiiTJ,Iia ~I06oe 0Tiipm:o~ no,rrr.rno> 

me'c±~~ U C ;M., OrpaH~'ICH:lIC *' 3a,naeT *-npo1rnne,n:eH11~· B IIpOCTp~HCTBC 

·;:(u)';,, c 00(u)[[vW 
., '- ; \,. \ _: " .. · .. ' ' . -, , . .· . ,· . \'. .- . 

~ 

~CJIII Ha M 3a,n:aHo ',n:eqiopMan110HH0e RBaHT0BaHIIe, TO .D:JIJI Kam,n:oil: OKpe- .. 

CTHOCTU:h c_ M B npocTpaHCT~_e .r{ U) J(eil:C;BJIOT ~~re6p'hI :t;tU)II 'R.( U) ~i1e

paTopoB JieBoro. 11 npaBoio:*-YMHoJReHnJI Ha 3JieMeHThI 'F{ U) ~o~;Be-rc~BeHa:o;· - · 

Jl.JIJI f,g E :F(U) 3a,n:a.D:IIM onepaTOphI L, ·E:.C(U) II R~ E 'R.(U)~OOTHOIIICHH- ·. 
. .. ; _. ~ :, •< I•\ - s- • • , 

HtrnL1g = R:uf = f *fl~ 

,, 2 
·, 

l 
·,_: 

J 

l 
-1 ·, 

.-. . • - ., .- I r_~., , .,/'' ~ ' • ' -~ __ , .- . ~ 

s.Qn~paTCipu I!3 .C(U) RgM,?>IYTIIPYIOTCOIICp~lTOpaMU 113 'R.(U);,[L,;R;J·= 0. 

. .ziJIJI u ~- M noJim~m.1 · .c ~ C(M), n ; n( M,). 

IlycTi,' V(U) ..'.. a.nrc6pa <JlopMa.nr,H~\x pi~on .n:mp<Jlepeini:ua.n1,nr,1x ~rieparn~ 
. - - . ,,,- ) --;,; . - . - . ·. '; . : .~-: : - . . ' , - ' .. - , - '' . '-. . . - .: . , : . . . \ .· . - .. .. {_ . \ . 

pon BII,n:a, A.= E~o vr Ar, r,n:e Ar _::_,- .n:u<JlqiepeHu:ttaJIJ,HLie ouepaTOphI· c rnaa-

KllMII R03q>qJIIUIIeH~airn H; U. ·:9in ~~.l{hl)leilcTB~IOTUaR JIHH~i1HMC o~ep'aiophI 

H~ II~OCTpaIICTBe F( U): .n:mi' A ~ .I:~o- vr:4~ u J ; E~o vr i r . - . . 
. . . ~ ' \ . 

00 ... --.,··•--T 

AJ = L Vr L Ar-sf•• 
- r=O •=O 

,.,.,. ,_ -: . , , , • I . ., , -

_ IlocRoJir,Ky · 3JieMenn,1 J="( U) .. MOJRHO II0TO'letJuo n~pe_MHomaTr,, :F( U)> BRJia,'(M-

BaeTciI B V( U) irn1{ anre6pa- onepaTOpon noTO'IC'lHOro yMnmKenn~. , J.fa onpe- • · 

,n:ene~IIJI '*-Y~HOJHeHUJI CJIC;~eT,' ;ITO ·.c{ U)~ n 1?( U) JIBJIRIOTCJI 'IIO.l{a?Jre6pai1u 

,'V(U); 
~-~ .. -~ 

.. J1.an~e Mb! 6y.n:rM mio~~a )I_a_~1.rn~Ti. -·q>OpMaJI~Hhl~. f}JIJlhI ~~l;YH~Ul:it,L 01i'epa:-

:,. TOp0B H T.,n:. cp_opMaJIJ,HhIMl! cpyHRUf!HMil, o~epaTOpa~m{ HJIII iame orifcHaTJ, 

3III!TeT <JlopMa~~Imfi,, ~TO ne .l{~JIH{HO IIpHBO.ll.IlTJ, Il 'H~,uopaJyMeIUrnM: ,' 

, IlycTJ, Af -:-' R3Jiep~BO MII~r~o6pa;l:IC KO~'IIJI'eKcH~it 'P1\3MCpHOCTH m C 1{3-
•• ', :. e,' : • ~ • , ·": '. • ' 

,nepoBoit q>opMoit w0 Tima {1, 1). 

, on;eae.teu~e:'' J1.e~opMaUROHHOe KB~HTOBanneua K3Jiepo~OM :l.1Horoo6p'a- '. 
'. - ' . ·, . . - ,. ' . ' . . .. , , . , 

3:ttll'.M: Ha3iii~aerCH ,n:c<JlopMaIJ:I!OHJim{ KB~~TO~amICM ~ pa;neJiem{eM II~l)Cl\IC;I-
. . . . ' .· . - . . ,, ' ·- . . . . . ' . . . .. . ' . / .,,... . ' 

- llhIX, ·~cm1' .l{JIJI .m~6on ORpecT~OC;II u c: M IJ_<pJHKUHfi a, b,I E. 0 00
( U), 

-II; :«OTOpLii a i~~o~mpq>H;, a b aHT1Ir~~m.1o;·<Pna, .c~paB;.l{;l~~hI COOTHOlliCHIIJI ''. 

a-kf=·a•J:·f*b~-f-b:· \)•- ' ' •. , '. .. ·, ,· - · . · .. · 
' ' !'. ·. J, . ,, ..• ··--. ~,- ' ·.·· < 
'EcJi11: Ha M 3a,na110 .n:eq>opMal{llOHHOC HBaHTOBairnec pa3,l{CJICH11eM rrepe~_ 

' • ,-' • •,,¥ • ,.i : ••••,_ :•• ,•, : : •:~ - •,• -~• :•• • •." • •"•,,.., ,:•• •" • •• • ,, r ,•••:, • 

· MCHHJ,IX , TO .l{JIJI rOJIOMOpqJHOit <PYHRURR a 11 aHTllrDJIOMOpqmoit qJYHRIJ:lll! b ' 

ii~' ripo:tt~BOJIJ,H,Oii: oupec:Tn~cTif u c• M oncp~TOpLI :·La' H 'Rb cyTh onepaTOphI ' . ,. ' ·- . ' . . _-·. :. 

rioi-o~e1rnoro yMHOlKeHnH Ha ipy~Kn~u a n · b cooi~eTcTee11;1;, L~. ~ <i'H Rb ~ b. 
,_, -- ·.. ; < • • -· -.._ -, . _. _;.""";- - . t. ~:---' ·:: - . . ' ·-. .. . . ' .. ---

-Ecn11; KpoMe·Toro;'U - Roop,n:unaTIIaH 0RpecT11ocTr,•c:ronm10pcp11MMH imop,n:uc. 

H~~a~m ;i, :·~ . : zm, w, n~cminr,~y wi'JJ · J E :F( U) ~ oncparn;> L iROMMy;upycr ··• · 

,· C Ji;, ~ ~·,, ~II eo~ep~~T 'l~CTH~e II~;;;BO.D:HMe TciJI!>RO ~o =L -A~'anoru~IHO, 
: ..•. : - . : .- - · ·· -. ·· t -', . •, /. ,·:._. ~-:; <· .: ·, _."- - ::-' . : ·, . ·,._, -~ , I . 

on!!paTOP.:R/ co,n:epm:ttT .tJacTHLle ripon3BO.D:HLIC T0JI&Ro. TIO ::1• 
• ., J • -- ·--- ' ' 
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2. .n;eq>opMa.QHJI K3Jiepo~OM MeTpHKH, CBJI3aHHaJI C 1maHTOBa'.'"' 

-HHeM C pa3,neJieHHCM nepeMeH~hIX 

c · RruimiiM .ne<popMannoHHI,IM, RBaHTOBaIIl-!eM C pa3,llCJICHH_CM rrepe1,!CHHhlX 
.. - . -- r' . ' ' , ✓ , -

. ·ua R3JiepoBo~I Mno:roo6p~an~ /11 c Rimepcrnott cpopMofi w0 Mi:i Ranomiqecm1cBR-

mei1 q>OpMaJII,H~IO ,llecpopMannro ~anepbB~fi MCTpl!RIIWo, T.e: cpop~aJlb~hli 
't ' .- - - . . • ·- ,_. • _: 

- -_ ' ' . 2 ' . - •- '. . . ,' ·,.. ' • 
pH,ll W = Wo + VW1 + V W2 + ... ,TaRofi, qTO w1;w2,. :. CJTb 3a1,m11yTMe, HO HC 

, ' ' • - ._ , •• _ • , / ✓ - -~ ; 

' o6H3aTCJibHO HCBMpOJR,llCIIUMe q>OpMM THIIa ( 1, 1) ua M. 
. . -· 

\ .• . ' , . ' .' ·,•' • . .I ' > 1' 

Ha_ CTHrnBaeMofi Roop.nmrainott 0Rpec±nocr~1 U cymecTByeT HanepoB noc 
. . ) . ' .· ' . . ' - . . . . 

• : ,T,.. - ' C 00(U) . / . '\·aa-,..: ' ; . d k ·d-i - '. 
TennnaJI -'¥0 E . . • TaRott, qTo Wo := i. 'J'O -- Z9kl z I\ z' r.ne 9kl- = 

_·· f}2,<f>o/ fJzki)z':: -~~~~b,' RaR'. ~ H~JRe, HCIIOJib~~eTCH T-C~3~puoe. rrpaBHJIO ~JMM~-

poaaJ1rn no ~oBTop11IOmHMCH IIH.ll;RcaM. • J{iJiepoB rroTeun;iaJI <I>o orrpe,lleJieu c, '-"-
. '--;- ,' -, . . ---- ' ' - ' . . ' . , - . : . ' . ,. . ' ... · '"' 

TotJuocTLIO .llO cJiaraeMoro BH,lla a+ b,T.lle.ci roJioMopqrnair, a b aHTI1roJI0Mop--
-, _, ' - - ._ . - ' . . !, - ' . 

cpuan cpy11Rnm1 Ha U. _ 

0603uaq,n~ qep_:3 (g1k) MaTpiiny, o6paTHyIO ;R._ (9kt): ,CHo6ua'l1yaccoua. 

cpyHRI.(~fi f,g.E c 00'(u) aaiillChlBaeTCH_ TaR: 
. ·' ( ~ . - . . ' ,-, -

- .· • - . 1k ar fJg - fJg a1· 
-;,{f,g} = ig (8 k 8 -, - 8 k 8 -1)· 

' .. ' ' z' z z z 
ITycTb Ha· M orrpe,lleJieuo :.ll~q>op~l\UHOHiioe RBaHioirnmie. BBe,lleM 6H.llllq>- · · ·· 
- , , ' • • . ' . , . • .,' : " · .• :· - l ~ 

cpepeHnHaJILHMe·onepamp·M D;(<·), 3a,llamIMe ua cpy111{nH~x u,_v E C00(M) · 

<popMyJI6(Dr(u;v) ~<Cr(u: v) ~ Cr(v,u). _Ifa (2)' CJie,llyeT," qTo Do"= o:' a' 

Di = i { ·, ·}: T!iRl!.M• 06pM9M,.D;JIJI j ;;, L':°:o vr f,: II g = L':°:o i/~g,. 
,,. . ,', ;-,,_ - ,-· . 

, ' . ..,,, ·oo - ·' , 

·f;g'-g;f=-L3vr, L· ·D;(J;,gk); (3),-
- · r=i i+i+k=r __ , -

JJe.itMa' 1. ITy~Tb U :- qnrnBa~MaJI KO~~,ll~HaTHan'oRpecTHOCTI, Ha M. CH-
. . /'-. ' - ,- .- -" .. ' - : . ',, . ; 

CTCMa ypaBHCIIl!ii OTHOCIITCJihHQ HCH3Becnioii, q>,YHRnriii: U _ H!1, u, Di ( u, ;k) = 
p: k = 1, ... 'm, r,ll~ p E 'c00 ([}:),pa:ipeiuHMa TOr,ll~ II TOJibRO TOr,lla,'ior,lla< 

. • __ . • __.. I '~ I · ',. , ~--.·' -, : , '', ,'. . I > ~- • • _·....._ , 

Di (f k, zk ) = D1 (Jk , zk) ,llJIJI · JII06Mx. k, k'. IT pH 3TOM perneirne u orrpe,lleJieno - ., : , . . --- -
i ' ~ ~--

c TOlJHOCTbIO_ ·,llO rQJIOMOpq>HOro CJiaraeMOI'O. . . 

. , G J'ICTOM Toro, qTo Di ~ i { · ,·;J, JICMMa CBO,llUTCHJ{ YTBCp}!{,llCHHIO O TOI.:1, qTQ 

ycJIOB~CM pa3pellIHM~C~ll ypaBH~Hl!H EJu = 9i.:tf~dz1 HBJIHeT~~ (,L~a1rn11y.TOCTb · 
· ,h · - 1' kd' -I . . . - . . .. . 
'i'opMM 9kt Z • · , -. · 

-. \ : ' \ 
- ,;' ·-

',_Is 

4 , •'. . 1/ 

.\ 

,,., 

f 

\', 

J 
I 

-·1. 

I 

l-,, 
--~r 

·1:~: 

' ~; 
·">1 

.•, 

,/ 

>· 

. / 
, I . , '"·- . ; • 

>Ilpea.,1,o:>1ee11,ue 1. ITycTb Ha R3JiepOBOM MHoroo6pa3IIII J\,f C R3JiepoBotl: cpop-

MOfi "-'o 3~,llaHo ,llecpopirnI.(HOHHOC RB~H;OBaH~e C pa3.n:enenneM nepeMCllHMX ll 
U - CTHrHBaeMaH uoop,lll!HaTHaiI--~upecT~OcTh -~a· M. -Cym;ecTBJIOT. qiopMaJIL-

- Hhl~ cpynRn1rn ~1,. ' : 'u~ E .'F(U), Tauir~, .'-qio' uk * zk' -:' z,k' -* uk = v8kk', r,lle 8 
- . cm.~BOJI Kponeie;a. -' ,. ., ' / .. ,,,, ' . 

. I . . , : '. , , . ,- : . 
. : . ,UouMaT~JibCTBO; 11:Li IIOCTpOIIM cpynRnnro U = U l: ITycTb U = Uo + VU1 + 

-· _;2~2 -f.> __ ;, ·Ko3cpcp11nnen±M Ur ,llOJIJRHM, Ta~nM o6~~oM, 6hlTh peIUemrn~~ 
' ,-' /0 ' • • - -

-. •: 

. ·--'.cllcTe1-iM ypaBHCHllfi 
•/ . · ,. , .. - ' 'oo\ .. ir-i , 

' ~ ·. T ~ D . -'( ,. k) - clk k - 1 -, ' . . . (4) · L.,v L.,. r~s u.,z. -Vo ,- - ; ••• ,m.:·: 
_ . , _ ,/ r:=O s=O, · ' , ;., . <,_,,; . _ · :· '"'' ·•::• :•~ :••':···:::;::J;::::~i.: 

l1pnpaimHBM B (4) qJieHM npn,p_aBIJMX cierreHHX v, rroJiyq1-i:if'npii:~r ~-1 -- ' ·' 
.. , .. , k. • • . ;, . .. - ' ... . . h-, .. , • .. • • • ' • • 

ypaBnemrn-D1(u0,z )1= 81
, k ~ 1; ... ,m. -Y-'IHTMBan, qTQ D1 = i{·,·},, 

"' : " .· . " : ·, : ' .. :, ' .. :. ' . . - ' \ .- ' ' . : ' . ' 

Jit;rR? rrpoBepHTh, qTQ B RatJeCTBe p~memrn STIIX ypaBH~HIIit MOJRHO B3JITI, Uo ,= . 

Bif;o/8~1.':,u~ r ::;>):rionyqe~iIMe ypaBIICHl!H TaimBhi: . . ' 

_r..;.i \ , . k . . . , , •.. 

_ £ Dr~s(it., z ) =;: O,_ k·= 1,. 1 :, m. 
s=O- -. ' , . 

(5) 

'MM 6y.i{eM CTpOHTb: ¢yuui(nn u~ IIH_eyRTHBHO, '~OJib3JHCI, ypaBHCHHH~H (5)

:· II JICMMoi,1::Ilpe,llITOJIO}l{JJM: qT/0 ,llirn s'~- ~ .q>YHRiillll:tt; nJ~TpOeHM H J,llOB,~e-
, . ,,, · .. , , ~:, . ,· :.. . .. ·:_ • ,, , - . --: . ·, - , <' ,. . ; .-· . l • 

TBOpH10·r ypaBHeHHHM (5) ,,llJIH r s n. MM llOKaJReM, 'qTQ q>yHHnllH Un MO}KCT 
I ,\ --~ - , ,, • - . ' , 

6LITh uail,n.eua ll3 ypan11em1tl: (5) .llJIJI r-=. n+ 1, ROTOpMe-MM nepermmeM''i1_
1
• 

1 

- - ~ . ''\ ..... . . . ' 

cJie.n;yrom;eM BH,lle: ...::;. 

-- .• ' n..:.LL ·. . .... , ./ .--

D1(un,' zk) = ,- L Dn-•+1 (u~, zk) ~ o: k = '1,:. \,'»i: -~. 
. -. s=O . ' 

(6) 

)f3 JICl>IM~ 1 CJie,llye~,:~TJ) ypaBHCIHIH (6) p~peniHMl,IOTH~CllTCJibH~ Un, ecmi' 
' . . ' . ' ' ' 

CJMMa 
n'--1 . 

L3D1(Dn-a+1(u~,z~),zk'f 
. . '. ·. .- . ' . '. . ' . ' •=0 - ._ .- ' . :" :_,-, ' . · .. - . . •,: . ' ' ' 

CHMMeTpH•rna OTHOCHTCJibHO nepecTaHOBRl! HH,nCRCOB ,. k n k',' To.lR,lleCTBO JIRo6n , 
-:. ..,,__ .. \· - . ' - . ; -. --, - ;.. .', .' ' •' ' ,, 

··,nJIJI ~ROMMJTaropa (3) CBO~TCII R TO.JR,Zl;CCTBaM 
- . ,-.;'.1 ', ' . ,_. • ' ( . : \ ' • • ' • ~ • . . ·, ; - . ' : . ' j 

'.· ·E D;.(Dr-i(/,g), h) + ~HRJJhqecRaH'nepecTaHOBRa J,g, h := 0-
. -'i=l --~ .. 

/ \ 

. \ : / 

5 



'.1 

'\ 

-,nJIJI np~ll3BOJ1.bHhlX )'Jia,zumx _<pyHRUIIilf,g, h . . fI~JiaraJI B·, (7) I = u., .9 -=.-
, zk, h =··zk', r •= n .- s +1, H n_pIIHllMaJI BO nHnMam1e; 'ITO IioCKOJihHY 

. '' ·. -.. . :.· _.' ·, -.-_ . •,• ,' 

nonapno :,,....icoMMyTnpyIDT, TO Dr(zk; zk) = 0, nonyqn:M 
. . - '., . - . - '. ' 

k 
~ -

n+l-• .... • ,.· . ·. · · · . , ' -E (D;(Dn-i-,-s+2(u.,zk),zn ~Dj(Dn-i..:s+2(u.,zk'),zk,)) = 0. '(8) 
i=l- ~- .. , .. _.. . . - . ,.,-, . 

·CKJia,zu.IBa.JI ypaBHeHllJI (8) npu s = 0, l, : . . , n - J 1i· MeHHJJ nopH.noi cyMMn:po-
• • - • - ~ .' - • ' • • /' , • • • -~ , ' • • •<•. • •, • • ~ • - • ' 

BaHIIH, llOJIJ'lllM . . ;, 

ri-1 . · .. · · ' ' . · ' : " . : . ' , , . · . - : - • 
""(D (D ( k)·. k·') . D 'D ·. ( k') k)) . ,:LJ .1 . n-,-a+l. Us,Z ,z., - l\' n-'-•+l ~ls,Z ,~. = 

~; "ici;~g{;~::.:~:;::~~i• ~0{';i '. ., • .· · .. ·• .· ._~.;,·: " 
· · · · .·. -L,; 2:;(D;("Dn.:.i-•+2(u.,z ),z.)-::-D;(Dn-i-s+2(u.,z),z )): 

'· 
·, 
! 

i=2 ; s=O _·. . . . -,· .. · . . . . .. 

" lfaT~ro,.qTo:D1(u~,z.k) ~ <51k .,i.-«oi1My;upy~T c z'<'tcne)iyeT, 'IT<> 

D/D1(uo,zk),~n ~-o, Il03TO~Y ~HyTpeHHHJI cyM~aB.IipaBOH ~1acTU . /·. ~<; -.·.~--. -,, ·<:: ; ·,_ .. '-. ' . ..,_·:· ' . ·. ·_.· < >·· ~--- ,,-··,_ :, •: .·' . - ,_, 
i = n + 1 paBHa nymo:_ Ifa (5) cne.nyeT;·qTo BiiyTpeirnHncyMMa B npaaofi 

'!aCTll (9) p;Bll~'. ~YJI~ npu i'< i <, ~+1,- ;~I{ 'ITO- ~paB~~ •1acr~ (9) U~JIUROA{ 
.. • • • - • • i •• ,., .. • ,.' - • • ,. ;. ._, 

c. paBna'.nymo, 'ITO ,UORa.3hIBaer pa3penlllMOCTh CUCTeMhl- (6) OTl;OCIITeJihlIO Sn. i 
;-.. . -~-- . ·- . .. . - ' '· 

Ilpe~iiomeHIIe J;ORMcl.HO . 

CoBepriienrro ananorn.;mo. MOlRHO uaffr".r -cpop,t.rnJihHhle q>JHRUHII v,1 
,:. "·: ,' vm . E. 

.r(U) niKne;<Ii~ v1~z'':;: z1'.*i =-,-v5l/'.. . . i, . . .. -. 
. . riocR~~I,K; :Li~ = ;~: '.;~ I~~ II~e.n~6>ie~1rn:· 1 cne,n;y;~, 'ITO iik ;-;~'] ~-rk'. . 
Ilom,3yHCh ·TeM, . 'ITO. on~paT~I)hl. ll3-C( U) ~o.n~pmaT 'fOJihRO' qacT~Ihte rrpOH3B0-

' JUihle n~ zk' 6n~paT~~hl. L,,k -11, aIJ~JIO;lI~I;~; onepaTOphl \ Rvl JJerRO B~~m~JIJIT~-

. HBIIO: ·,_ '-

JleM.Ma 2~ Luk= Uk,+ vfJ/ 8zk, R~ ~VI+ 0 v8 / 8z'. ;___: ;- ~ 

·. BBeieM qiopMafilHhle ,Ull<p<pepeII~JlaJih~hl~ ¢op~~ Q =:.-:-"•El 1/<dzk JI 
1

/3. = . 
LI v1dz'. i13 Toro, 'ITO o~epaT~phl Luk -n Rv, iiomiyTJl{)JIO;; c~e.ny1~; coc 

,-. -~~;n6m
0

eH~H~fJ.ukJ.8z' ~ 8v1/az< OT~y,na.aa:~:a/ Onpe~~~u~1;a~~y~y1_0 ... 

• ·cpopMaJihHJIO .,nucp;epeHn11~i,~y10 q>6p~y W .= itJ~ ·;;; ifJ(J Ttt~i (I:'1\: Ka1< . 

CJie,izyeT · 113 -,noRaaa;eJih~TBii' ~pe,nJIOlR~lllIH 1, .CB06o;ii1,1tt' -•i~eJI q;opMaJihHOr~ 
. . . ' . \ ,. ' . , ,: -.!. :--, ' ~ ,.; • 

-, 

/ 

. . ~ .. - . --- .. ·. . . ' ·_ /· ,' ,_ - . - - . 
pH.na w COBIIa,naeT C Wo' TO eCTI, w .HBJIHeTCH ,nC<pf!pMaUJleil: K:mepOJlOil: qiopMhl 

• • f • • • • 

Wo. 

. -11·pe;no~OlRllM, u1, : • . , tim -,npy;oil: Ha6op peme~uil: ( 4): J1 c/~ ~ Lk ukdzk .. · 
. \ J,f3' .lICMM~ 2 ·~. Toro, 'ITO ·OII~paTOphl .L.,k ll :Rv;. ~~Mt.~}'TllpyIOT,\Jie.ny~T; ;T~ 

·. :- <popMa iBa C~B~a,naeT Cw, TO ec;i: w Iie 3aBJIClIT O~T HOHHp~rn6ro BLI6op~ pe-

' nieHllJI Cll~TeMhl ( 4 ). HeTpy.n;Ho T<lRlR: n<>Ha3a;·h, 'IT~ w H~ 3aBHCJIT li 'oT .Bhlfi~pa 1 . 
' ' . ' - ,·..:.. . ' -

Roop.n11}!aT Ha U. -

' B cn:iiy 8-JieMMhl Ilya1mape -Ha CTHrJJBae?.-IOtl Hoop.zumarnofi OKpecTHOCTH 

u CM cy~eCTBYeT cpopM~JI~Hhlii pH~-~ = <I>o + JJ<l>i + . : .' ~- i. HBJIH;~lllJltlcn 

IIOTeHUUaJIOM <pO~MaJihIIOH K~JI~pOB~fi AfeTpHHUW = 'wo +vwl + !!2i2 ·+ .:. :. 
. ~T~ o;uaqaeT, 'IT~ ,nJIH B~~2' r ~ 0. Wr -= i88<I>r ~ i(~<I>ff a::kfJi)dzk 1> <IE'~ 

. -UocROJILRY w == i8a = z8( 78<l>) I. a + ll<I>✓ ~BJIHeTc~: 8-3aMHHJTOil: cp~p?.l~H. 

•-run~. (1, o): ; B 0

:CllJIY·. 3~oro H03q><pJl{l~e~m.i. o.+ ·a<I>, paBHIJe 8<I>/ozk ~ 1ik, 
I_ J . ~ .-- , .. ,· . , , - . ; ,,_ . I -

· _rono~op~Hhl .. 0TCIO,n~ Herrocpe,nc'rBeIIIIO CJie.nyeT;• qTo La~/&=k ~ 8<P /a::~.+. 
. va I azk 11; ,aiiaJIOrII'IHO:, R~~/az; ~ t)<I> I f!z' + i18/ 8z1• 

. , ·_.-·- - •,, . •' ·, . ' . ' 

TaKHM ·o6pa3oM, no. ,naIIHQMy:necpopMaUHOHHOMy'·HBaHTOBaHillO c· pa3,ne-

.JieHlle~ rr:epeMe~Hhl~ mi l{~}H,UOit CTHrl;BaeMOH. OHpeCTIIOCi11. l 1 C M _ CTpOHTCH 
~ •, •' ':, • .. ! • ' •, '• • - -•~ •, • S ' : • • • • •,•,, ~- ••• • ' • r • •, :•_r ', • 

q>opMaJihHaH .neqiopMaUJIRW mmepoaott q>opMLI L<!o; J.fa HOIICTpy1lµm1 cpopM.hl W 
-'". : ".· : -·~ .. \ _:;·. ·. ,, . ~ •~. :, ', ~•- . • -~ . . . . . ···-. l .. :,' . , _:·.. ..-, 

cne.nyeT, 'ITO Ha.rrepeceqeIIllHX OHpeCTHOCTei-1 JIORaJihIIble q>0pMhl•cornacoBaI1hl 
' . ~ '.. . , ., . \ ' . ' - . . . , ,, --- ','. -.," . -·' : -.. _' ( 

·. H O!Jpe,neJIHIOT.rnofuiJibIIJIO cpopMy w Ha. M '. 

Te~~e.M.a 1: . C Ra~bIM .n~q>opMau11oi1~hlM RBaHTOBa1neM 'c pa3,neJieHHeM . 
._ ·, . ;· .. - ' . . ',/ ' .· ~- , ... , . . ' - ~ •. -

nepeMe~HhlX Ha l{jJiepOBOM MHOroo6pa3Hll M HaHOHlt•iec1m~BH3a;a q>~~.llh" . 

. ~~ K3J1epoBa~Me~1lI·Ka w: n~;~IOfua.JI·C; ,necpo-pMaUH~H mmepoBoil Me~p1rn11 Wo' . 
. . . ~ . . . . . ~ ~ '. ' ,. .. - . ,,,, , . . ' ,, ' ·. .. . ' - - . ' 

naM.· EcJIJI.U. C !vf ·. ~ C!!EllBaeMall Hoop,n1man1aH ,OHJleCTHOCTh II <l> ,--,-

IIOTeHUHaJI <pbpMa}'!hJIOil: MeTpJl!iJI w, TO, JIMe!OT MeCTO ct'>OJ>MYRhl ·La~,~-,k == 
•. ·a~/a:Zk+ v8/8zk· u Ra;iazl = a<I>iaz~+ vafat . . 

·3; .. KoHCTpy1<QHJ1 1<eaHTOBa:HHJ1 c:pa3~eneH11eM nepeMeHHhlX no 
• \ • T > ~ , • ,, 

~e4'opMaQHH K3Jiepoaoi1. MeTpHKH 
f ~.:.,,-✓---- ., .. ' . ·~ - -~,•- ':· . . - _. ' ' ' ~ ' 

.. Hamett UeJihIO HBJIHeTCH o6o6memi:e ROHCTpyHUim ,ne<j>opManiiounoro RBan, · 

~-TOBaHlIH ~~ na~ep~BO~ MIIOrn06,pa3HH,'a!IOIICHp·O~a~JIIOH apj. .. . .. -
. ',' ~ ' . ' ' ; ' . ~ •' . . ' . . . .' ~ . '' 

/. 

I 
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·-

Hpe,nrro~OllillM, 'ITO Ha 'M 3aJ(~Ha cpopMaJibHliR ~eqiop1.rn1urn W mmepoBoi1 
• • • , ,...- ,- • • - - C ' .- ~ '_. : • • .,, • • • ,/ • ., • 

_MeTpI1Kl1 Wo. 
'. 

Jle.M.wa 3. · IlycTJ, na CTJlrllBaeMoit KOOp.llllHaTHOtt OI<pecTHOCTH U c Af 

BLi6paiinoTemi:e:aJI· 4> --~ <}o +v4>r + .:. .. · E :F ~op1.;aJir.Hofi.MeTp11Kii:·w. To

r,na.MIIomecTBo cpopM·a~hHLIX pH,llOB' .nmpcpepeHUll;~bHLIX onep~TOpOB il31J(U), . 

nepecTaHOBOtJIILI~ ~~9ne_parnpaMll z' 11 8_1> I 8z'~ va I az~ aaBllCIIT TOJl~~o OT Me

Tp11KH w, a IIe.oT K~RKpeTHoro BLI6opa noTeHuHaJia .. 

,l(omiaaTeJILCTBo:y· ·.E~mr <l>'. 'E :F-. 1lPY;~~1- IIOTCIIIUlaJJ -~ieTpllKll w, -~ TO 

· ·1>'.. =: 4> + a + b; · r11e a• 11 b - ·cpopiia.ii~m,1.e pH.llhl rono~1optpHhIX n aHTll

ronoMopcpH~x cpyHKUlli1 co6TBeTCTB~Him .. '. O~ep~TOP, • -~~~eCTaH~BO'!Hblit .··~ i 
11. a~Jaz'·*·va/az1,:~epec±an~~0'1eH "c YMHO~en11Hirn i1~· aH~HrOJIOMOp<pHble 

~<pJHKti1m;. Cne;t6~aTeJibH~, -~~- KOM~YTIIP)'eT 'c q;p; Jaz' + VO I Dz1 = ( 8'P I az' + .. 
' '• ,' ••;• ''- '. • --• •• • -- e • ' .• • - S ' • {·-• • '•• ,' •• 

vo/oz') + ob/oz', OTKJ)J,a CJIC,llJCT JTBepJR,nemie ;eMMhl. ·· 1 

.· M~omecTBO ~rre~aTOpOB; o'«oTOP,OM ll,lleT peq~ B JICltMe3, o6~3IJatJriM Lw(U) .. 

· 0TMeTI1M, qTo C..,(u{;~~eTCH ~m:e6poit orrepaio;~B·'. ·., . . .·. • . 
~ : - . ·,. . . . -> ., . . . ~ .• -.- ' ~ ' -

,IlYCTb U:--KOop,nirnaTHaJI ORpfcT~?CTJ, Ha.M •c.3a,namrnM Ha nett rioTemill~:. 

·. aJio~'<~o ~~epo~oit· MeTpJKll w0 • 06o;Ha11HM ~epei S( lJ) M~omecT~<> . .n~~cpe~. 

pe~Uf!~JlhH~X 
0

0riep~TO~~{c r~~~~MH RO;cpqrnuHeHTaMll. ·Ra'iJ ;\i~p~ciiifonoq~•-. 

· IIblX c Y~HOJR;IIllH1.~~- H~ a11Tliro~~Mop~ii~e · K~O;)J,~HaTLtz',. T:e. ~o;~pmaIUllX~ . 
-~ '·.·- . ,· .:.. ., ··-,·_' ,' ' • -:-- ...... - . . • ' . <' -. 

TQJII,RO tJaCTHble npOH3Bo.zi~ue Iio zk. 

. . ,3a~~.zil1M, ,n11cpip~p~HUI1~JI~m,1e on~p~TQpbI :D1 Ba Jf, D1 = g'k a /&ik = 
.. {~;- '} ... 

: i Z· ·.• • . __ ,, 
JI eM.Ma 4. ,l(JIH' Bcex k,· 1, l'. ;,, l; : ; ;·, m crrpa~e.l(JIIIBhl COOTHOIIIeHIJH · . 

(i) [D1,:D1~] .~ O; . . . 
. (ii) [D1, 'a4>o/8i''] =· c5f,; 

- ·'· ·. . 

.· (iii)8/8zki=.gk/D1• 
- . ~: . 

_; · rTJ1ep}MeHHe JieMMM -~ptaepii~CH IIpHA{blMR~BJ,JqI1cJieHI1HAHI. , .. · 

.. lfa JICMMLI ._4 cn:e,nyeT, 'IT~ Jiro6oit onepaTOp ll3, S( U) ~o~o KaJIOHiltJCCIUil',{ 

,'o6pi;~_M ;anuc~ib:B BH)J,e ~YMM~ ~ciiIOMOB BI1.llii'a1~ .. .1~D11 '/ • • 1)1•·,r.n.e a11:.:,_: -~ 

'C"':'(U) CHMMeTpH'ICII.IIO /i; 
~ ' .. · ' . -.~: 

·-

f 
1 ), . 

I 
·\· 
l 

l 

J 

t 
·: (· 

-~ 

. 11 
.·· f-. 
. ·-_;'CJ 

. :[': 

· O~pe<1~e1me. • CRpy11e~HI,IM Cll!'{BOROM bncpaTOpa A E S(U), npe,ncTiiBJieII-

. ,1ior:.9 B K~Hoin~ecROM Bu.n,e 'E a11 ... 1.D11 ... D1•, IIa,;hlnaeTcH ~morotJJieH: OT ne-~· 
· , .. · . t1 . i:m . . (&). _ '°' &11 &I• · · ~,t,· • . • . Coo(_U_) .-

peMeHHLIX \, , , .. 1 \, , _a \, - w ll/1.,J,\, • -:• \, C K03't''t'lIUilCHTaMll H3 . . 
" . . . . ~ . -- . ' ~-· ·. ' . ' ' . \ . ·. 

lfa JieMMhl 4 nerno BLIBo.ziHTCH 

.1le..M.ua~5. Ily'CTI, a(e) - _c~pytJeHHblit CllMBOJI onepaTOpa kE S(U). Tor,na 

CI_q>ytJ~HH~tt ;HMBOJI on~paTOp~ [A; 04>0·1az11 paBei'I 8a/ ae1:. .•. • ~; . 

' PacCMOTplIM CHC_T:~Y ypaBneHllit OTHOCHTeJibHO HCH3BCCTHOfO orrepaTOpa. 

AE S(U}';- ', ., / 
+ _.- • 

- -.---..... [A.;81>o/~z1
] ~B,; l =·l, •. _ .. ·, m, '(10) . 

r.neB1 E $_(U)., 

JI e.M..ua: 6. CHGfeMa· ( 10) ,11:~~eT p~lllenn:~· TOr,na ll ioJibKo Tor.zia; Kor~a .llJIH 

B~ex l,·l' .. ' [B,,'8<I>o/8z''] _.,; :[.f?;,,84>o/8z'J.'_Ec~l1 Ao:- 'lq,~THOe pein~~HC!' 

CllCTC~LI, ;() ~~JIIIOe perneH~~ :·lIM~eT BH)J, Ao+ Ar, r.n.e'' A.1 .~ npOlI3BOJII,Hblit 
- - ; , .. , ' . ·-· . ' ' 

onepaTOp yMHm«eIIHH. . ,. -

•. · :,l(o~~3~Ten1,c;B~., · IlepittiieM K c«py11e~a:mtcHMBri~aM ;a, b; . onepaTopoB - ' 
. ,,-_ . . _.\ ,, _,. . ,,'),, __ . . . . ,. . . . - ·-;. ,. -. ·.. '·.- ' ' -· 
·A, IJ; cbo~neicTBCHHO .. CHCT~M~ qo)nepeit,neT_B ypa~HeHHe· da == E, bide'' 

0

r,ne 

d~. =1 E,(qa/ae1)de1• YTBep~eHH~ JICMMLI:~BO;~TCHTenepb K CTaII.n,apiHoMy· 
• • - • •• \' ~.-: •,- •• • --• ~ • •• C •• • :!,. •' \ •• : • • • ' • , • • • • • •, • • ',- :• ~ • '< 

. cpaKTy; o ,zuiqi<peP;enn:e:aJibIIhix cpopMa_xc noJIHHOMllaJihHhlMll Koscpcp11n11e11TaMI1~· 

<,:JI~.n,yroie1.iy II~ ~}K)J,~CTBa 91-tn~pa: . . .• . . • , . . . . 

. Ilpea.io~~1me·2: IlyiTo ~ci - K3JI~poila MeTpn~l IIfAi H u c-M _::_ 

.· .. · c~arnB~e-~aJI 1{0op;iana;i1UI · ~KpecTn~cT~ ,l(~. ~ruimoii ¢op~am,IIoh'.cpyaKI(H~ 

. ·I =-E vr fr .E F(U) cyll(e~TByeT ~)J,ll~CTBCH~~ri ;cpopMaJlbHblit J>H.ll .lllI<Pil>~

pennaa~Hbl~ onepaTopoB A1:~ i vrAr, npiIIa.Me1aIUIIii 'C~(U),'T~KOit~'ITO 
- .,_ -: , • ·., .- - -, ::, •. : • • '-, • • • .J > --~ ·,· • • • •• _. .... : , • ' • • 

Ai 1 ~ J. n p11' _3TOM Ao - onepinop JMHO}KCHllH Ha cpyHKUI1IO Jo; 

.. ' ,l(o~aTeJILCTBO. . lf3. ycJI~BH~. npeiino~eHlIH. cii~ey~: .'IT~. Bee. oriepaT~pbl: 

A,; ~e~~;. B s'cu): Ilyc;L. ~o• 2 · Il~Htillan' MeTpHKll. Wo; .. YcnoBHe KOM

MY;~~H~ ~ 6~eparopa:Mn\J~0/8i1 · + v8/8i cB~.UII;CH K cR~ieMe yp~B~~H~ii ·. 

.[Ao,<JcI>d/8i1]~ () 11 peityppeHTH~~ co~~o;eH~~- . . . - . 
. . '. ' . ' - . ' . 

. ;:.:.,[A;·; 8~o/8z'] ~ [8/ai,Ar:.1]. 
. . . . . 



! 

! 
..... 

-

/ 

~~ ..... -- --
. - ' ,. f .. ' ' 

Hait.n;eM Bee qJieIILI 'pH.n;a A1 no IiH.n;yRn;mr. }fa JieMMLI 5 ene.n;yei;, 1:no '.Ao 

J!BJIJ!eTCJI ~mepaTOpOM YMHOJReHHJI, TaR qTo ll3 Aol :::;: Jo ene.n;yeT; qTQ Ao 
~- ·. ' ·, - ' Jo, Ilpe.n;nonomnM Tenepb; qTO MLI Hanmn Bee onepaTOphl Ar 1 .n;nJI r' < s, · ·, 

' - - ·- ' ' - . - \ . . . , 

. y.n;oBJieTBopmoru;He peRyppeHTHOMY ccioTHOIIIeHHIO ( 11), H TaKne, ~ITO. Ar l '7' fr: 

Il~RaJReM, q;o :onepaTop 1• MOJReT_ 6MTb Hait.n;~H ~; :e;eTeMbI (11) .n;~ r =. ·s,, 

T.e. BbIIIOJIH~HM ycJIOBlIJI nei-IMLI 6 IIa npaBJIO q~e~1,<(n), . 

a · . a<Po a · ; · a<Po · 
Ha-,, A.-1], a-,, l = Ha-,,, A.-.:1], ··a-1 L -· · z z ' z ' z - ., I 

H~ TOm.n;ecTBaJIR061I ,!l;JIJI KOMMyTaTOpoB HHHJzyKTHBiioro npe,zmonomenmi ene-
. -- - . - . • _, .. i'. . 

.zzye:r~ qw 
' " 

8 - . -a<Po . . . a aifio . · .. ,. 8 . · - a<Po . 
··Ha-" A.-1], a-1,L==dla-" a-1• J,A.-1] + la-" [A~-1, a-,, 1l = . 

z ' ·' : • · .. ·. ft ' z ' >.' ' z ,. . ' z ·.· 
a2<1>0 .· · •· · • •• a ·. .· ... 8 ":'-

· [ az1azc A.•-:-l1 +_[az1•·1az1' \A~~z]]._ 

• Jlerno y6e,!l;lIToci{,. qTo n~~ne.n;Hee BLipameiii~e ·eHMMeTpIPIHO oiHocnTeJib~o ne-. ···.·. · 
' •Ii. . \ • _, -., I' , -.. .• •' •'.· ••• ,• .• • " .·,' • ,,.,_ I 

. ~ peeTaHOBRH lu [' . .. TaRHM o6paaoM, CHeTeMa (11) paapern:inia. Cpe.n;H ee 

. . pemeH~R' ~~Tb p~Biio. -0~~0 perneH~e. A. TaR~e,\;o A. 1 := f.. I1 pe~JIO~e1m~ . 
' - ., •· . '· . . ,. ' 

,!l;ORa3aHO. . I -
I' 

.. II ci,,~a 7. ,UJUI aa,ua~rno_fi cpop1IaJibHOit <p~IIIU,lHH I ~Jo_+ v.ft -f ... E F( U) · 

. Haii~eTCJI q>JHK.0:lIJI g = ~o+ vg1_ + >,. E F(U) Tan~ii·,: ~TO A1g iJ,-ror,na II . 

' ' 

TOJibRO.TOr.n;a, ROt,llil. Jo· He o6paru;aeTCJI B HJJib Ha [!; Ilpn ::>TOM q>OpMaJibHaJI 
- \- ·. . . •· ·'-. . / '. . ••'"-.' .. , ~, ' ._,, ' . -

q>)'IIImlIJI g onpe~~eTCJI o.n;H03H~~H? .H g0 ~ 1/ Jo, .. . . r' 

. ~oRaaaTeJibCTBO., IlyeTb A.j -~·}: ~~Ar.'Y~no1me A1g ;, 1 :eBo.nnTcir RcH0 

eTe~e ypaBHeHHit Aogo-~ 1 n Aog~ == ,-:- I:::~Ar_:s9s• ·cornaeH~ n~e,UJIO}KeH~IO : 
. , ' ·. ·. . ': . . . - . . ' .' -,- . -- ~ . . 

2, Ao= Jo, Il03Tt>MY ecnH}o·'fi.e o6pamaerCJI B HYJib, TO Bee q>yHkn:imgr MO.lKHO . 

. ~o~~e.n;oBaT~JIL;i> nLiq~~JI~T~. · •JleMM~ .n;oKaaaua: .:, , . . . . , .· · 

. Jle.At.M.(], 8. I1yci1, q>opMa:JlbHUe cpyHKn;lUI f' 9 E F( U) TaHOBbl, 'ITO .1f19 = l. 
· .Tor.n;a Q~eparop "Ag'JIBJIJH!TC.11 o6~'arn_bIM K ~f ri) B ~IaeTHoeTll; A.gJ =;i, . 

- . -. . ~. . -- ,, _, ' . . . ' -- ' . - : 

.D:oRaaa-i;eJibeT~O. Onepa-rop A1Ag npnua.zv:ieJRHT .Cwo(U). IloeKOJI~KY., . 

A1Agl = Aj/ =~ 1; TO A1Ag ~- A1 ~ 1. u;··~~!,~Alhl. 7 · e~~~~;, ~;~\~-
-'. . , . - ' •. . •••' ~ :. I -·,. '. ' • \ - ' . . ~ : ' 

_'. Sq>q>HUlieHT IIplI HyJieBo:li eTeneHH · v cpopMaJIJ,IIOro. pn.n.a. g He o6paru;acTeH B 
' . ' '• - _\ . ; 

-~· 
10 

-- -~ -- .. .,,.. .. -·. -

HYJIL. Ilo3TOMY nait.n;eTeJI cpynKUHJI h E :F(U) TaKaJI, •no A9 h = I, TaK qTo 

AgAi. = 1, TO: eeT~ y i:inepaiopa .:Ag'ecTb JieBblti u up:~Lltt o6paTI~bl-e. OT~IO~a 
I •·- • ·• ·•· ;. ' - • .',. ' • 

HCMC,!l;JICHHO C.iIC.lzyCT JT.BCp}R,!l;CHile· -neMMbl .. -~ -

' •. H.aM '~ima.n;o6JIT~R- eefit1ae ··. ne~:;~pbie ·. ~JI~MC;ITapuue. cpaHTbl O cpop:ua.ri1, •.•. 

~blX p~.n;;x,. _IlycT~ R ~ BC~Top~oe np~e'rpaHeTBD_ u;k ~; R[[v]f ~npo-· 
eTpaHeTBO qiopMMbHhIX .pn.n;oB e .KO;·q><pl!Ul!CJITal\;H ll3 R'. . B kecTb y61,IBa

IOllJ;aJI <plUib~pan::iin'·R ~ Ro 0

:>'R1:> k2: '.;, :r.n;eRn eoeTO~T H3 J)Jl,!l;(?D- Bll.Zl.a 
. . . . .. I • .c..;· . ·. . . • 

A =-L~n i,'. Ar, Ar. E R. 8nei,icIIT AE 'RuMeeT riopHifoK 11~'.·ord(A.) =,n, 
' • ' , ~ • • - - . • -. . • I 

eCJIH A E R;.\ft,.+i· PJI,n. L An e 3JieMeHT~Mll An E:kjaKOTI, 'ITO TIJ>H n ...::... oo·,. 

c'.. :•, IIOPMOK ord{ An) ~- ~-, exo~UT<cJI -·~ lOHOJIOrHH, • onpe.n;e~eirnofi; qJHJib;pa~1ie( 

·• K sriei,~~~~; JfJE~A,::A :f_B~~!l~;e1t3;~Me1;;0M, rt()jJ~;~;~ni ml ~yiieM ~uea~b' 
~~ <,. 

,. , .; . ,ll;rn npOH3BOJILIIOtt cpopt.rnJihHcill cj>yHHillHI S =:=' So + vs;+'. .. E .F( U) 
'._ on~e.n.e~llM ~e 3KCIIOIICIITY,:e{ ='eSo L~=o(l/n!)(S -So),i·E'i(U). P.11}.lB 

' . : ' ' ' - . - ' ,. ·- ._ . ~- ' - -, ,, ' ,.., '. ·i ' ' - .' ' . 

. ,..onpe.n;eneIIHW3RenoneIITbl exo~HTCJ!; 'rroeJ!OJibK)' ord((S;. So)':)-~n. 
.!IeM:Ca 9 . .U~SE:F(U) ·ae~/azk ~ (8S/f}:/)e~.ll aesjaz1 = (asjaz')es'.. · 

'; Rpm.ie TOro, ,!l;JIH s:r E F(U) ll~eeT Mee;;/p;BeHCTBO ;;s·; eT.~ eS+,T: 

,u;l{a3aTCJibe;B0 'neM~hl eiall;i~p;110'.,· . ' ' 
, -, - . -- ·; \ 

:,rr;ea.w:J1Ce1tue. 3. :fl)'CTh W ....:...C. cpopMaJiblla.R .n;ecpopMaIUUi K3JiepOBOti 
'.-, .:·'. -~ ~-_',.' '. ·~-- _- :-.:- '\"-1 -: ,; ::'-. ·. ·. ;· ... -- ' ,.·:"= . ··: --;> ··::.: -.' 

TplIRlI Wo Ha M ll u CA! --c- CTJirHBcleMaJI HOOJ)Jll!HaTHaJJ.OHpecTHOeTb. ,llJin~~---· 
.-,--· . , -·,,~c;_'",·~-.~4---""':#·:..,,._._·~'.-""':-····; .•-~:.;_·•·,"::,: -:,,._ .. .,...,.~•:-_·. ,., ~ ~~:·-- " 

Ka}~Ofi cpopM~JlbIIOfi q>YHKUHH g =· L v~ 9r~-E :F( U) cy1u~cTByeT e,ZJ.UIICTBeHiihlii . 

_q>op~~Jiblihlfi PJI.U .n.nqicpepeHI(HaJibIIblX oriepaTOpOB .:B!l = L 1/r Br, upm1a,n~e-. 
:•, -• I • • ' •• ~ '".'' ;, -, • • ~- • • •: - • • '. • : ' ., ' • • '"• •,: ' • • ' - • , 

' '-.· maru;Hit :.Cw(U), T~Uo:li, qTQ_;_Bgl= _g/ 

~Ol{a3.aTCJibe;BO. : ·rryeTh <I> =-- <I>o + ,_;ip; +·_<I>2 + -. . '-:-:. IIOTellUUaJI 

Iloncnim~: s :·=' <P1 ·+ v<P2 + .. -~ I,fa JieM~bI 9 e~e.nye~.'•1io ·e::-5(a<P~Ja=' + 
v8/ az1)~e5~-= ari> / ai+va / ai .. Tfo~~OJIJ,~~ ,KpOA~e T~ro,. 'cs ='es'.=- z1

, TO 

: lI1eeTCJI 6H~l~U-llJ! e:C::~.,;~ ( U..)e8 ~ tw( u): ,uiin TOro, 'IT?fo" ~nepaT~p Bg cy~ 

,. ·:ru;eCTBOBaJi~ I;eo6xo.ii~;~ ·ll, ,UOCTaToqno, ,'IT66hi, nanmacb, <}>ymHi1:11i. r E: F( uf 
''jami~;;qm ,e-:-s(A1 )e5 . ;,,•·Bg.· ;,lloe;a;O:I;li,\,1To6bl j Y.Zl.~BJl~TBOpHJia CO~T-· 

,' ~~-~>.:'_.~>;,:. _\.···,,:· - : . __ :..,.·_' .. ~ .. - '"~-.---::,_~· --~~ ~~--<. ;-_~ ·,. -. -, __ ,· 

HOIII~iiii:10 c 5A1(e5)-=. g H,n11! A1(e8)_ = esg,. •1To aKB1:fBaire1irno ToMy,. •Iio - :-,"-.,~ .-.,., ~ . .-.-~·· ,., ,"-



;I 

·' 

,· 
I 
I 

! 

·r·, 

,· 

/ ' .· I 

:---A,A~/-;;-A:~;:' lfa JieMM -7·~; s·-~;~:;;;~;,-~;o Hati.n~f~;-cpymunrn 
, - . . _,,. -- ~. I . ~ ~, . . - - , ,.; - ✓ 

TaRan:, qTOonepaiop Ah JIBJIHCH:H o6paTIIIJM .K Aes- II0:n0My'A1 = AesbAh;'/ 

TaR qTo F= Aes_gh, Ilpe.nnomeiine .u_<>KaaaH~: 

C~r.riacno np~.z(nomeun10 3, om6pa~e;ue.f 1-t.' BI HB~He_Tcn 61;eRuneii F( U) 
1· ' , ' - ' • , ' . . ,, · '- • • ,, ·1 • , • 

H~ £..,(U).··rr~cI{OJihRY P,w(U)n~JIHeTCH aJire6poitonepaTopoB, B F(U),MOIBHO 

orrpe,n:eJIH'l'.~ accouiiaTIIBHOe YMHOJReHrre *,. rrepeHOCH ~ F( U) ~nepa:iop~oe Jl-t> 
• I ., ·•. • - . ! • ~ ·. ,! " - . • - :.:. ; - .. 

H<>>Re1me H3 Cw(U). Jl.JIH J,g'E F(U) no onpeneneHH~Bj;..9 = B1B9 : Jlpn~re-

. HJUI o6e qacTH!ionyqe1rn6ro paiieHcrlia HRoricrnHTe]; no11y•1u:M f * g'~ Bjg, 
• . - _-. ' . . -~·- ,_. ,>-- ·- . ,,.. -- ~-- • . - ,,- . ' • -~ , ·, ·_ ' 

' OTRy.na CJie,tiyeT, .. qTo BI HBJIHeTCH. oriepaTOpOAI' JieBoro j'MIIOJReniiH .B aJiref)pe ' 
;.'' - •• ••• :-. __ .-•• ; ~ "-_. ·. ' .... ~-,-,·. ,·. _::.·. _- i _.\ , 

~ ·L(!!J_c;.,!>_i:..~t!l:t':tt~-fl~1.!?!K~~£~~~:;~D::::;·,::- . . . ·, .. 
• . , • , , . • • ,-., r .. , •~• , ~ • •, • • C ,', • J - f ,, 

BbiqIICJIHM ){Ba nepBhIX ,qJiemi cpopll-rnJII,HOrO pn.na onepaTOpOB ,L',1 ." .. 
.if~.w~)O. ·L,,'.= z' + vJJ1 (~od v 2). . . . . .. 

'· 

2XoKa3aTeJihCTBO. , Ilycih Lzl == .A + 11 B ( ~od v? ( To~ia · \. 
~ ;.~ ,, J :•. > • ' • ~ ' ,... '. • 

. ·a<I> _ - , o<Po 8<I>1 8 . · 
2 

. 

[L,1, ozl'] :=[A+ ~B, c)zl' ,+ v( c)zl' + 'i)zl' )] (mod V -). .(12) .. 
. ~ .,-,· ,. ':: :• :•.:__·-,- I • •, i. I' .. ..: . . • ' ·: . .' ; ':-· . J ' 

·. OrrepaTOphI Li, H o<P /oz1. ROMMYTHpyIDT, TaR 'ITO.K03q>qniuHeHThi rrpn HY-. 
1· 

/' ._\ . - • ,- :- • - - - :·· _- _ _c. : • _, • · .• ' : •• : ;, .. ' • 

. neBoi 11 rrepBoit cTerreirnx v B npaBofi qaciiI (12) paBHhl Hynw/ Bo~nepBhlx; 

[A, O<Po/ oi11
] = o, IIO~TO~y, ~or~acuo ~ei.IM~ 5, A H~RHCTCH OITCJ)~iopoM ~-W 

HOllieHnH.· Il~cKo~~KY Li1 l =" AI == z1
, ;o A= / Y<in;hrnaH, '!To A·= z', .• 

• ,. • • , ' ' ' i ·~.. - • ( • ' ·--; • '. 

'n~JIY'IHM'.naJiee"ypaBI:IeH~e [B,~8<Po/8z1'] = c5f,. T~K.RaJcBl ~ 0, 113.JIChIMhI 5,~. 
( ' ,' " ' ------ ' - ·_ . t·"' .· _: ' . ~ ' . --: .. , - .- '. '• ' ,,._,,,_ 

.• cne.iiyer;.'ITO B =: 'D1; Jiei.ma_,noRa3aua> 
' - -. - ' : . . . , , \ ·. - ~. . ·- \ \.. 

Mbl.cIIOJiyquM Teneph rrpe,ncTaBJIHIOIIJ;YIO caMOCTOHT~.IThHhIH niITepec 'cpop-

M.fJIY' Bhipa>Rarom;ym onepaTOp _LI, f E F(U)' qepe:i t,,. 
• 1lpeaAo:J1Cp,1:u~. ,i> vfMeeT MeCTO q10p1ryira 

·.···. ·1 ··a · .·. ·. · .. : · 
i, =I:,< ~J0 rci-z 1- i)°/ 

a a. uz .·. . "<. . · .. 
. . . 

\' 

r.zi:e a ..:._ MJJihTUHH,nenc: < . . - . 

' ; . 

(13) 

. ,.noRaaaTeJihCTB0. vf3 JieM1.IhI 10 CJie.nye-r; 'ITO ord(L .zl - z1) ~ .1; II03T0MY 

;ord((Lz :... z)") = la( H ~~.zi: iqI3) c~o.nrii~ ... O6~3m~quM Bpe~eH~o npaBy10° _ 

qacTh- (i3) <iepea i Iloc~OJihKY .(Lz, '- i)I ,; ~ 0, ·To A{,;; f/TaR .qTQ ,nJIH, . ' . -· .. . ·. . . . . ,'_,, . ·•. , 

12 

I 
• I 

i 

. ' 

/ . 

.no~a3aTeJihCTBa np,e.nno>ReH;Jr .n~cTaToquo yc;anoBHTh, ~T~A. E Cw(U). :rr~cTh 

~ ~ (il,: .. , i~) ~ MJJihTnH~,neKc: BBe,neM' cire.nywm;e; o6o3Ha~emie~: ± I = 
(i1,: .. ; i1 ± 1,. '.: ,im): IlpnHnWrn BO BHIIManue; 'qTO L~1 E Cw(U), ni.rneM 

~ ~ . . . -........ , ' -

:[·(>· a __ )af· o<P a ] c· a )a+;J : . ~- , a-1 + v.a-1 = v a- , . . u uz . z z z 

[ \(Lz {z)°,·;! ~ ;
0
~;] =:_:v( ~ l) 1(Lz_ :_ z)°-1

, 
a. . _ z... z ,.· . a •·;:. 

OTRy,nacJie.nyeT, ~TO. 

.. _ [A- a~ a 1 · ("' .. 1 ( a)"+;1· (·L. _) 0 
, 1 ~-I. + V ~-/ = V L.J 7j' ~- .. . .z -,z . -uz • uz a uz . · .. · , 
. . ___ ,_- "\ .. _._, .:~, .,~-, .'' _,-~~; 

·... · . · 1 a - · · · .. · · · · 
. :,~(a-:- l)!(o)~f (Lz - z)a-t) = O,,· 

: Ilpe.n'iro>ReH~e .noRa3aHO. \· 

'· II; rrpe:ino>ReHHH 4 u_6u~HHeit~ocrn npoU3B;.l{~~irn * Hel.fC,ZIJieHH0 cne.eyei:, 

· 'ITO IIpOJ!3BC,ne1me *'3a,naeT~H.cpop~yJio~_(l) . .D:JIH HeKOTOphI~ 6H,n~cpq>e~~HUH-

. aJih~1!IxorrepaT~po~ Cr~YlycTh u, ~ -~ C~(U). BhiqHcnnM onipal'op~ Co H Ci,· 
4 • "-~ • • ' • '. , , - '' ' ~ 

paccMaTpUBM rrepBbie .D:B~ :,rneHa pn:.na u * ti II. IIJ>HHHMaJI BO BHHMaHue JreMMY ) 

Io, i ' -. .-·· .• ' ' \ /-,-· 

, .u,*v:~L .. t =UV+ VL ;~iJ'v (~od v2f .. 
'- . . I Z , . 

OTcIO,na che.nyer, qTQ Co(u,v) =UV~ C1(u,v) = "E,~ou/oz'D1v, Il~3To~y .. j 
. . . . .. ~-. 

\. 

. . . . . ·. .· ' . ' OU . . . . . av . . <. < 

G;(u, ~)-. ... Ci(v, u) =:~( 0~1D
1v,-. oz1D

1
pJ:: ·, 

' lk av OU_ ou[)v · .... · . ·. 
9)[)zk[)zl - [)zk[)zl) = i{u,v}. 

9TO 03H~tiae-r, 'I_TO HpOH3B~,l{eHHe * H~JIHeT~H ~rrp_OH3BC,neinieM Ha OKpeCTHO-
. . ·:· .... .' .. · .. . •. .. . ·\- ... :_· ..... 
CTH u C R3JiepoBoil :r.1eTp1moit Wo- Jfa. KOHCTPYKUHH npOH3Be.neHIIH * rio:.ne-

. ·_,,, ,. ". ,.. . ', ' - ' ' -~ . . ~ ". • '<. , . ' . • • 

q>opMaUHH R3JiepoBOit MeTpHRII W HCHO, . qTo Ha rrepeceqemrnx RC>Op.D:HHaT~mc · 
, . •, . .• .• • - ,'.. ' • ', , __ • ~. • •-.. -. I • ,', '• . : ,. • • ; ~-.. . • • • • '. • 

<>RpecTHocTefi rrpoH3Be,neHIDI.* cornacoBaHr.r n 3a,na10T r-.n:o6anhHoe .necpopMauH-
, .. • __ --· •• :: - • ,- . ,,..,, . , .· ; ' • • • , - ---._~ . ·. ·:.. J' '• '----,.-- J -..... 

OHHOC RBaHTOBaHII~. C paa,neJieHHeM IF!peMeH~~xHa R3JiepoBOl\f :r.rnoroo6paaHH .. 
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M~ lfa ieopcMLi 1 'cJie,nyer, 'ITO ,necpopMaIJ,IIJI R3Jiepcm~lt ·MeTpllKU, OTBeqaJOl!,{~H 
- - • • ~ - . ! - • 

*-ri'poH3Be,n6mrm *i co:sna,n;aeT Cw: TaKiIM o6pa30M yciaIIOBJI~Ha CJie.ny~omai/, , 

.. Teop~a·2 . .ii~~opM,aIJ,;OHHLT~ ~BaHT~B;l!H~ cpa~,neJI~lm~M n~peMei1;~i1-. : 

na · iciµepoBi>M MH~~oo6p~hn -~.M naxo)lJIT~H BO Baa11M1{0 omroana~rior.i: ~oo~~e;;~ .•· 
. - _. . - , - ' ;,. 

CTBllll c <pOpMaJU,HhlMU ,necpopMan1rn:&1n R3Jiepoaoi1 MeTpHRII Wo, · EcmF na M, 
" ,. ·- -- -·- -, . . ,-

aa.nauo , KBaHTOBanue, C, paaiieJieHJICM Hep~MCIIHhIX, , OTBC'IalOll,{ee ¢opM~JibHOil, 
- 0 ,- - "- -. - • • • - ··- - • ',._ • • ".-:- • : ': ,- ~- ~. - -- ' •• ' - •• , - - •• - •• ,-· -- • _, j : - -- '·, - , -

;ie¢6p~~IJ.HH w MCTpIIKll wJ; u, ~ , ~TJil'HBae:r.rniI: ROOp,n11i1arnan.0Rp~c;:imcTh : 

na_·M; ~~' .. ~o~enu.~~JI w'Ha U;•~~ ~ne~aTO~tJ JICBOr~:*-yimoHl;:};H/.C(U), 
- -· - -· - - . ''·. ., .. 

xapaRTep1rnymTCJI TCM, ,9:TO. l{OMMYTllPYIOT .· C. YMHOJileJillm,rn'. mi . arrrnroJIOMOp-

'. ·.<pn~e cpynuu.1m '~.c one'paTopaim.RM/~i;, = ·8<P/az1 -t,;a;~i<·Aua'n6;JlqJJO,_ .• 

on~paTOpi.i npaiiciro.:.i..-yi.m~m~n~JI n(U)·x~paR;ep~3YIOTCH Te11: qT'o ~OM~;TII-. - ' . . . ' --- . - - - - - - '. _; . - . - . - - - ' ·. --- . 

: PYIOTC yi.mo>KCIIHJIMUHa,.:roJIO!.fOf)(pHhI~ <pJIIKIJ,llU II f onepaTOpa:.rn La/f>/&z~ ~·· 
EJ<P /8,zk·+ 118 I ?z\ , ,, , , , , , : , ',, , . , 

>. 
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