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KB.aHTOBOII Teopnen yrrroaoro MOMeHTa: B uacTomu;en cTaThe cµ;errau eru;e 
O)J;HH war B tlTOM ltanpaBJieHiiH. IIoianauo, 'ITO pegyKn;mo, 1mµ;yu;npyeMy10 .. 
npeo6panokauneM .H: ~- npocTp~HCTBe BeKTopon c~cTOHHnii, MO)KHO HH· · 
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· 
1·rrycTb 1>( it) ecTh neK;~p cocTo.a;Hn~, onpeµ;e11eu~i>Ii'1· B_ E~: PaccMoTpIIM 

· ypanHeuue .· · · · ' ··. 1 · · • • · · • · · · J· 
I, , ccr+.c~+l£5)<I>(it)'.~- 0 (5) . 

. CorrracHo (1) ~TO ypaBHCHHe MO)KHO' C'lilT~ih ~eo6xoµ;H~U,IM yc~oBi-reM · . 
. Toro; 'ITO <I>( it) ;JIBJIHeTC~ .<f'.YHKll;Heil. OT apryMeH~a x . . Huie 6yAeT )J;OK\1-

1 : 1 • nauo, '!To' (5) HB1IJieTcH TaK)Ke µ;ocT<;':TO'!HhIM ycnoaneM: 8To onua'laeT, 
1
'ITO · 

· B c JI K a .ii' <l>YHKUIIH <I>( it); yµ;onne-raopmoru;M ( 5) ;ecTh <f>yliKn;nn OT a pry-
. MeitTa x. ·. B µ;oKa3aTellhCTBe np1rneµ;eHHOro. ynep:iKµ;eHHH cyw:ecTBeHHYIO 

ponh n:rparoT aiinepoa~ · Koop~miaThI, u noToNiy ·ec-:recineauo ( 5) uaiJ:saTh 
peµ;yKn;Heii Iypanu;a-8iinepa (HE). · · · ·. · ' ' •. 
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§1. Arrre6pa ~0(3) x S0(3) 

. BBep;_eM onepaTopbI IIH<pUHHT~I~M~bHblX ~rrocKo~TH~X-Bp~~eHitii 
'I 

. . · 8 · . . 8. 
'D;j = .-u;-8 t tlj-8. 

,,. · Uj · tt,, 

) •. I 

• T • ';' ,. - . . . . -., ' 

BTII' onepaTOJ)bI yp;OBlleTBOpHI~>T KOMMyTaUUOHHbIM COOTHOIUeHlUIM (3}:. 
. :._ ·,' .'-.· ' , : ,,,. . 1 _; 

['Djk::Dkm] ~ 'Dm/ '. .. . . . 

OnepaTopbI.Jr11Kj-MO)I(HO npeACTaBUTI, B BIIge': ! 

/ ' .·' ' J - " ✓ ' ' • -

·.,, \ 

. i . . . 
:11 = 2('Do~ ~ 'D31),. 

l >. 
Ki == 9('D6•1+ 'D1s); ·· 

":j2 ~ .£('.Do3'+'D~2),: 
. 2 . . . ·: . 

,· ·.' . i ' . . . 
~2· =:= 9('D14_+ 'Ds6), - . ~, ' 

i . i • i · 

J3 = -('Doi + 'D23), 
! • 2 ., .. 

. 'i · · I • 

/(3 = .-('Ds;i + 'D61) 2 .· 
.......... ✓- ' ·• • s '·.._ ••• ': • 

. . CnpaBep;lIIIBbl KOMMyTaU~~OHHbie COOTHOllieHirn 

[Jj' JC~] '.7 () ~-~ \ (6)' 

~- [:1; ':ln:1 ! ifj,;:,\J.\ • . •· (7). 

· [JC.,__,K,;.j = ifjm,\K.\ ~ < (8) 

•/lliKIIM o6panoM, onepci:Topbl Jj. n Kr JIB~;IOTCH reHe~ll,TOJ>aMll rpynnbl 
S0(3) 18) S0(3), p;yiicTBYIO~eii :s rrpocTpaHCTBe E~. · · · · · 

'- . - • ' ,·, i ' . .,_ ·, 

· §2. KB;HTOBbie BOll'IKfr 
'·, \ 

'IIepeii~eM B Ei oT p;ex~pTbBhIX Koopp;11~aT iii K ;iirrepoBbIM im;p;uHa-
TaM [4] .,. . . , . .. . . . . , . 
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.. . .. · . . . . . . >/31 -...:, "' +7, . . - J. . /31 i "' -7, . ·c ). 
uo + iu1 =J cos 2 e · 2 _· ,_u2 + ZU3 =;. sm 2 _e, :.2 · • , ... 9 , 

_.,t.· "_ ; ~ '· ~ e ·: ,. /32 ~·-2.2..±.:!2. . -~ -, 1
'• •• ':;:...' •• -·~ ,-_-/32,,~ · 0 2-;z .. 

u4 +iu5 =gcos-e •, 2 ·. ,tt6 +zu7 =gsm-e' 2 (10) 
· · 2 - 2, 

, ·06rrac~b lIOMeHeHIIJI KOOpp;mi:aT 8i'm~pa.<pllKC1Ipye-icJI H~"pa:seHCTBaMH, 
• • • • ' - ' • -- '>' 1' '/ -

. ' ~· 

. o ~ J,·g < oo, o~ ~1, P2 $-1r; o ~ a1;.-r1; 0:2,-r2·:< 21r. · · •,, . 
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· Ifo ( 9) crrep;yeT; •n:6 
·, 

f == (u2 + tt2 + u2+ tt2)t/2 , 
· 0 , .. L . 2 3. ,. 

I 

/31 ==· 2 ~rc:t~n (·u~ + u1) it .2. 
. . . : uo2 + u2 ,· . • \ 1 .. .t 

r- ·, · . . I \ • 
U1· ': . · U3 . . , · . U1 • U3 

a 1 = - arctan - + arctan --:-, -; 1 = ~ arctan - ...:. arctan -.·. 
· tto tt2· uo ' u2 

Ilollb3J~Cb ;n{n.'m ¢opMynaM;~,MO)I(H0 )J;OKa:JaTb, 'ITO. IIIJOUOBO)];Hble no p;e-
. , • .' ' . , . ·; ·. • ·• . u l I ·,· .• 

1 

· ~apTOBbIM: xoopp;rrnaTaM cB.xoaHbl c npmmBo)];HbIMII no_ ;)UrrepoBbIM K~>Op- • 
' .. · p;mtaTaM ·crrep;yro~U~ o6panoM::. 

•~(· 8/8uo') .. 
; ~~~:::. '= l{ 
,· 8/81~3 : 

MN 
p Q 

'; (

1

8)81)· 
) 

.· .. D/8. <Y1,· 
'D/8/31. 
·.8/8-y~ · , 

. 3p;ec1/ M,N, p 'n Q' ecTb, 2 X 2-l\mT_PIIUbl 
,'1 

. . 

t~ '1i1 = 
•1 •. 
I \ 

·(, j cos f!i cos a,+-r, 
. \ 2 . 2 · . 

--:f~os %- s/n ;;i"' · 
c' . . • , -I . . 

. .. (.-2sinf!icoso1+-,,. ··N = . . . _2.... 2 

. . ·., 2 sin f!i sin °1 +:r~ .·. i . . 2 .. -

.(. J_sin .f!i·' co_~-· <>i ~ ... , P- · . 2 · · 2 

- . f ~in f!i sii~·a,--ri 
. . .2.. : 2, .•. 

' i 
/• 

'' \. ·t \ .. -~ t.~: 
Q~_.··(· 

.•. 

2 COS f!i COS a,-,-, . 
•'-" ,?_. •. •. •?I( . ,,. 

2 cos f!i sin:"'-:' • 2 · .... ,,2, .. , 

2 : -;- cos-i ~ ~in °1 +.-, · )·· 
\.. {i ... . • ' 

. - ros- 1 --1. cos~ · : • 
. . 2· ' 2 . '.,. 

- cos-. 1 
e.i·. ,·_sin~ .. '·.· .... )·· ' ' ' 2 ,- (' _2 •, 

~ cos-::1· f!i cos il±:ri. 
• . .. 2 ;-·. .. _2. . 

· -sii1..: 1 f!i sin~-
2 . . 2 

· si~1--l f!i' "J -.-1 
. . . 2, ~OS '· 2. 

sin --l f!i sin " 1 -.-, 
· . 2 · .· 2 

<,-;-::sin~ 1 f!i cos a• :..-1 
, ....... ,2.,. 2 
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·.t, c:. ·i··· i .. '1\. ;<i;_dCt~JJ.r,;{:~//-:!-J"H~;~[(:- ··:·f;;·,;·:_--.~•-~;J:: '-:tf: t.,Y, ·.{\ 
<l>opMynhl, coo-riieTCTayio~He K00P/IHHaTaM (10), noJiy11a10TCll H3 (11) 

l,. • • I '-. < ,(C. • '" ':~: ·.;; 

. oaMeHoif .J __. g , "11'. __. · "·.2", · 
· Tenepb M0)I(HO rroxaaaT~, 'ITO 

'."\·•· 

f 
• / fr 

: - l· l !;~ ) .: '. . '·~ ; , ' " >!/• ( ' 
'7 . '. . ... /3 8 . . . . 0 .. SIIl"fJ 8 , 

::_\ 
'-'l = z. SIIl'Yt co·t· I. -8 . . -:-.z c9s,.L~. -,1,.-;--/3 -8 · ... 

;cd. , 1J<J. ,.. _u/Jt , .:Slll J ll'J 
/"' .. ~- ... , .. ,_ ,'•:,: ,I··•, "i.\. l'; 

I,,._ ; 

I ' ., ·:C, ' .. 1 
. . '. ' . • lj . . . >COS "ft 8 . 

. ·. . .. "' u. ·,. ·• .... , . . ·11·-·--,~· ·-· .. , :)'.,'. .•,-;J2'.~'i·~oii.l.jtcot',lh'a'+ 1 Slll1't aif - . sin/31 80:1' . 

··, •• ".: ,,;,~;;•:n'•:-:•,,::,· :,·•.;: .. :r1:,tr.;,}h, '· D . . ; :" 1,,.,, ...• · , 
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. CBmJb onepaTopoB JC; C yrnaMn 0'2, /32,';t2 OTJIII"IaeTCH OT CBH3U onepaTopa 
' :J; C yrJiaMH 0'1,

0

/31,'Yl• 8-ro 06'hlICH1IeTCll Te11, "IT? onepaTOpbI
0
JC/He noiiy-

' _'iaIOTCH 1m onepaTopoB Jj nogcTaHOBKOll Uo -4 U4, U1 -;-¼ U5, U2 c-:t us, U3 .:...+ .. 
'~7, T.K; B JC; BMecTo 'D-is, 'D4f u 'D45 BxogHT 'Ds,i, 'D14 11 'Ds~•-/ · • ... ,' : .·· 

· -HMeeM · 

. . 8 . · . . 8 . ~in d2 8 · . · . ,. . .· . . .•• +z--. ---.. ' 
JC1·=,-i siilQ2 cot/32 8az +~ COS~2 8/3

2 
· ,· _sin/32 872 

' -· /. \ 

I .1·. 

... · . · ··. . 
13
. 8 > . · .' . 8 . , cos a2 · 8' 

"'.2 = i COS 0'2 cot 2 -8 . + Z Sill O'z 813 , -:· Z -:-:--
13 

:--8 · 1 ' 
.. _, " i ' . , J O'z . 2 · '· Sill 2 . 12 

V /, • • . 8•• 
JCj = -i-' -

. ~ ' 

' (13) 

. . 8a'2 
.. , '° ,. ~ , • , . • ; / , .- .!_, ,,,. ··,. , ,. I .· , : -

<I>opMYJibI (12) II~ (13) nep_exoglIT gp_yr B gpyra npu/npee>6pa::30~amiu 

/1, i--t · '"""'.(}'2 ,· 0'1 i;--+, -:-,2·, 
I 

/3 I +--:-+ ' ~ /32 ,. .. , .,/,. 
(14). 

Mo)KHO y6egHTbCH, :.i:To 
I -.· • ' _ _,,.' -

. ''·•--.... ,.·' . ·,·,,. '. l I •• ·: ' '. _. 

➔2 '82 . . ' . . . . a .'. l ( 'a2 . > ' I . az . a2 ) 
J = ·a132 .. c_ ot /31 8/3 . 2_ /3' a 2 ' . ? cos /31 8 ·_8 + '8 2 . ' . ', '" 1 ./ , , 1 , ·C. Sill l Q' J 1 

, . , 0'1 11 , 11 ' 
.\, \ .. . ',, ·-, ,·, ' 

➔i 8 2 ·.'. '. , 8,, . · 1 ; )p':, , . . 82 . ·.• 82 i 

K,.·= 8/32 . cot/3_28/3.. . 213 (8· .2 . 2cos/328' . a +: a 2). 
· : 2 · .2 , Sill 2 . 02 ' . ·. , 0'2 12 , . 12 . · 

_ - · -., .· •. · · -· I,. 'r • · ·. ' .::_' 

BBegeM onepaTppbI · 

·,I_,;.. , .•• 8 , 
J3••=: i.--·, 
'·:··.,, .80'1. 

.. _: 8 
JC3,· = :-l 8,2 

-, ~ .'\ 

·•1 .. 

', ·-·· f "i ' 

(15),_ 

· (16) 

· (17) 

. HopMnpo~a~ri~~ co6cTi{eHHhle' cpyHKUIUI' o~epa;opoB (.J2 ,.:J~ , :J3,) H,' 

. (K.2 , JC3 ; JC3, ), cooTBe;~TBYIOl.l{~e. co6cTBeH~~M 3Ha'ie~ItlIM j(i · 
· ·n' k(k + 1), ,\; ,j g~K}fc~}~r~a~eH1iJtM1t1':.~::,c,;: ~:';''t'.'' !'' 1_~,·-,· i"(;, 

. ; . . I ' ,,. ... ,. ' A~•'. "', \.-~ " .. ' . -:- • 

. ·,. . (2·+1)1 2· ·";,, ·.•'J.•»-:,.,t,_"·",.., 
,, . rt.J .- .£Z.:!:.!. .. ,n; ('V /3 ~ ) 

. ,':l"mT ~ S1r2 ,: Vmr 11, t,ut I .. . 

;(';; \· ~\- {+i'il/2~:)~c~ :t1 ,y· •,.~uri (lS), 
:, :,~ ->.q ,e:::{~) .12.,;(a2, /32, ,2), 

BOJl'iKOB, · 

B KOTOpbIX c~~~:~:~~·o;;-zfcp;HKUIU;.Bn~~~P.a;,j'aKIIM,J>ppanoM,:MbI n~~~ 
,'. :,;.·' ... ,·,~-I':'. j!.'~ •. ·· .. 1..,1(\~, · • .,-i'·,-.<, ·\f·,. '"; 

xognM K CHCTeMe, COCTOHl.l{ell H3 /J;BYX. He3aBHCHMblX KBaHTOBbIX wapOBbIX 
i . ·. \: ' ' . . ' 

'.1 

4 

-~ 

-

i 
·I 
' 

rl 

··.:/ 

i~: 
1 ·,1;' 

. ~ r, 

,. 

l 

.l 

' 
·1h" rn,·· 
"•f~' 

:,: 

·; 
,1 

' §2. · HE-pe11y1rn,m1 

.H3 COOTHOWeHlill (2) l~ (6)c(8) CJiegyeJ, 'ITO_' 
I' ~ • . - , , _,., . . . 

[C; ,£~] = tf.im,,£>., : 
,' ' / . ' . 

. (19) 

MbI BHAHM,,~To.H E~pegyKQirn TO)KgecTBeHHa ~po6ne1-1e cJio)KeHHH MoMeH-
0 TOB J 0

H JC... . • ' \ 
YpaBHeHIIe (5) paBHOQeHHO CHCTeMe ypaBHeHHll 

' . - ,· .. , . . 

l 

1'.C/I>(t7)"7'.Q.·. \ \' (20), - . 

· O'ieBHgHo, ·'ITO· 

-(l~.fi<I> =K.21!·; 

H IIOTOMy. 
12~ 1= K.?if! : 

~ .'' •• -. , • ·.'. '., ,: ': ·, ~ '. \·,/ -. ,. ' , , ' \ ' \, l .' ~ ,;,, -· ,:' 

. '. B a_TOM ypaBHeHHH nepeMeHHbie, OTHOCHl.l{Ue<;:H K onepaTOpaM 3 2 H JC2' 
pa:JgeJIHIOTtH: . - , ' .. . . , . . , . , . . 

. .','if!~ ipiif,k, I ./ 
';,-.,.: 

~ 
.f 

:_..,•.,_..;· t 
,\ ' -· ). -··. 

.J,2Ji · .... JC2Jk _ 
··-.-· = --. = q.·. _.. , if!J : .. . Jk , .. " . 

0-rc~~a 3aKJIIO'i;e~, 'ITO~-;, j(j +1),;; k(k+ 1) ',·T:e. ;= k. . \ 
. ,J:(anee, H3° (5) HCHO,''iTO'CJIO)KeHIIe MOMeHTOB Jj uX; gOJI)Kim npoH3-

BOgH'J;bciI IIO CJiegyro~~H. CXe:!.!e': . : '.. ' ; ' ' . . . . . 
' . . •, . ''·' 

'' ! f~-_; i!!ff =i ~tjIPJ.fn;;j,.~ht ~~(:~ifr' 
BgJ~t '. cpf~IK~~ri if!!;,.11?"<1>~~3 ·. B3~~-hl 1fo •,( li) ;1lc~ep~3t c9~ ;;:,J,;,, o,6o;;k~'{Jii'ir 

l ,'' '.'. · . '1 , '., ~ - q•~ '. , . ,r i , •,: ". ,.. · ]1 _1/1, '.. ., _t ". '-• 
KoacpcpnuneHTbI Kie'6iira~fopgaHa;'. :, ! du; . . ,. i. :·, 1 :, 1,u~ ',I.'.' • ,.i .. / 

''{•;J:I~Beg\.Ho.[~], 'i'1;~,1:;<) .· . , ,,,, :. ·,,;,•,v;,.) 
] o.i,,, •''.(tic;~,o '.(i:;c'.;/C~l)';-"\.,J·[ 

. . . . . J'.m;;,-m .· .J2 . + 1 , •. 
J:~1ir-:~.:~·'pn_1.:q(,6:.;5}.n ,}\f/T;-:i )t p<J -.r.'I.· ... ?Ht1.·.,_":/t-... :l'.-i'i'. 1-l-·_ ~1 
, -. ·· ·._· . v"':,,(,1i/31,~d:::=:k,JX:t/·P~,;,(~xJ}11 

II9n~Y,-1[~~;89~ll~~~~~-1,1,~5,~:-1.1!tW~P,~:Y,~~MI,I;~:1~f;ef'.: ,.·,,,,;w.\ 

.:,~"-~f :;7;,\~/:.:2~r:,1~~~~,. ·!i}\~:,c;i~'.irz~h·, · 

·::,· 

-' 
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(: Cor:rr~CHO TeopeM'e ~JIO;,em~:~ )];Jifi 'D-cpy~KUlllI B1ir~ep~' [5]:' 
i ,· • . ' - _I ,I J . '' '' •. 1 

.· :E.\·'D!,;.(01,/31,'Y1)'D~q(o2,/12,1'2) ==='Dtq(o,~,t')•, 
0 0 

m~-j '.' :t• :• •• • • ,: :.' ,• ',, •/ :, : f: ,,.::•,,: < ' 'k, f' 

r)];e' o, /3,, ·cBH3aHblC 01, /3/; ,i n, 02, /32, :r2 CJie)];YIOIUll~ o6pa30M ! ' ·1 

, · . · · · ' · \ . ' • · · . , . . · ·. . · , din /32 · • · 
cot( o·-:-- o 2 ) = cos /3:i cot( o 1 +,2) + cot /31 , ( . -) ' · 
. - ' ' .· . .·.. . . . , sm o1 + '.)'2 . 

'cos/3'= cos/31 co;/32..:.: si~/hsin~2chs(o1+ ·h), 
, -· ' ·' . . , ,. ;· ... ·' , . . . V"; . . _/3 . 

• •, . . : , , . · . · . . :· sin 1 
c6t\,.,... 71) = ~o~/31 co.~( 01 ,t-72)+ cot /12 sin( 01 j-,.,2

), . •. 

l .. l' ',. l . . ' . , ' . : .! 

.! ' KaK (IlOKa3aHO .. B P,a6oTe' [61;. yrrr'bI o, /3, 11 1 COBnaµ;aroT c -ymoilbIMII 
KOOp)];IIHaTaMU aiinepa B:npocTpaHCTBeE;:,· TaKll~:I o6pa30M, ycJIOBile (5) 

1 )];eHCTBUTeJibHO pJ)];yunpyei 4>( t7}'B cpyHKUIIIO (;T, 'a1~ryMCHTa .'i!: > _ · 1 
. 

I . 1 , > , , , ,· • / ,• /, >· 

· 3a1m10•iemK: 1 

fl 

,., ' ;.'• - .· .· \ ,'· .:. . '·. ,. , .. ,. ;·L ' 

_I 

' B 0TOH CTaTbe BbIHBJieH MeXaHII::JM peµ;yKu1m, IIH)];YUIIpyei10{1 npeo6pac' 
':JoBaHII~M I'ypBnua B npocTp~HcTiie BeKTopoB cocTos:Hn{1; IloK~na~o,~ 'IT~.· 

•. • ' ' ; • , , • ' #' • ' , < - \.-' . ;. . .. . .· 
cymecTByeT )];Ba 0KBIIBaJieHTHbIX )];pyr )];pyry MexaHIIQMa pcµ;yKu1rn'; Ilep~ 
'BoMy ·Im lIIIX cooiBeTCTByeT, ~'i~~cp<!peHriu~rrbii:cie ypaBnctnc ( 5 ), BT'op~~AY 
- npaBilJIO CJIO,Ke~1rn KBaHTOBbIX ymoBb;X MOMCHTOB (21). ',' ' 

, Mb! 6rraro)];apH~I JLC. ,Il;aBTHHY, JI.I'.,M~p,ti;OHHY II B.H. IlepBylllnHy.na 
:ricme3ni:.ie o6cy)K~emrn. · · ·· · · · /_ ',, · I . ; ' >,- ·· • · 

. . ; • .. ' : : . . '• '~ : \ : . . ·. . , . ; ' ~ 
\ ' ,. 
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