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1. Введение. Основные результаты 

1°. Настоящая статья посвящена построению инвари­
антной меры (ИМ) для динамической системы (Де), пора­
жденной нелинейным уравнением Шредингера (НУШ) 

iut + Uxx + J(x, juj 2)u =О, х Е (0, А), t Е R, (1) 

с граничными условиями 

u(O, t) = и( А , t) =О, t Е R. (2) 

Задачу (1)- (2) дополним начальными условиями 

и(х, t0 ) = ф(х). (3) 

Отметим, что совершенно аналогично может быть рассмо­

трена периодическая по х :задача (1)- (3). 
Данная работа является продолжением работ автора 

[1- 3) по gтой тематике: в работе [1) (бе:з доказательства) 

представлена ИМ для де, порожденной НУШ. Подобный 

результат для волнового уравнения содержится в работе [2). 
В работе [3) ИМ построена для некоторой абстрактной си­
стемы, в форме которой могут быть представлены многие 

"солитонные" уравнения. Меры, подобные рассматриваемой 

:здесь и в работах [1- 3), ранее и:зучались в нескольких статьях 
(см., например, [4- 7)), однако их инвариантность осталась в 
gтих работах неисследованной. В статье [8) ИМ построена 
для некоторой физической системы , а в работе [9] - для 

де, порождаемой уравнением 

Utt - Uxx + U 3 = О 

с условиями периодичности по х на некотором фазовом про­

странстве. К сожалению, в работе [9) некоторые важные gтапы 
доказательства пропущены. 
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ИМ для задачи (1)-(3) имеют важные физические при­
ложения, частично указанные в работах [4- 9]. В статье [10] 
мера, подобная рассматриваемой ниже мере Jl, используется 

(без доказательства инвариантности) для построения стати­

стической механики НУШ. Работы [1-3] и настоящая работа 
возникли в первую очередь в связи с задачей объяснения 

хорошо известного в теории нелинейных колебаний явления 

Ферми - Пасты - Улама [11,12]. Это явление, первоначально 
обнаруженное указанными авторами в результате числен­

ного моделирования системы шаров с иенулевыми массами , 

v 

связанных пружинами снелинеиным законом упругости, со-

стоит в явлении _ приближения произвольнога решения со­

ответствующей эволюционной системы дифференциальных 

уравнений к своему начальному положению с произвольной 

точностью в моменты времени tn -4 +оо . Подобное свойство 

в теории ДС называется устойчивостью по Пуассону траек­

тории. Впоследствии в результате численных экспериментов 

оно было -обнаружено для многих "солитонных" уравнений. 

Если существует конечная (мера всего фазового простран­

ства конечна) ИМ для ДС, порождаемой на подходящем фа­

зовом пространстве некоторым уравнением, то по теореме 

о возвращении Пуанкаре [13] почти все по ИМ точки фазо­
вого пространства устойчивы по Пуассону, что (частично) 

объясняет указанное явление. 

Главная цель настоящей статьи - построить ИМ для 

ДС, порождаемой задачей (1)- (3) на подходящем фазовом 
пространстве . Сначала кратко излагается доказательство ре­

зультатов работы [1], на которые опирается дальнейшее из­
ложение. Используется более простой подход работы [2], ко­
торый позволяет несколько ослабить предположения работы 

[1] . Затем построение ИМ проводится при более слабых 

предположенияхонелинейности в уравнении. К сожалению, 

в последнем случае изложение носит условный характер , по­

скольку не удается проверить пол~остью все условия Тео-
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ремы для конкретных нелинейностей в уравнении. Трудно­
сти связаны с тем, что соответствующие результаты о кор­

ректности смешанной задачи для уравнения Шредингера не 

доказаны. 

2°. Рассмотрим вместо задачи (1)-(3) задачу для ве­
щественной и мнимой частей комплексной функции и (т .е. 
положим и 1 = R e и , и 2 = Im и, ф1 = Re ф, ф2 = Im ф): 

и~+ и;х + J(x, (и 1)2 + (и2)2)и2 =О, (4) 

иi- и;х- f(x, ( и 1 
)

2 + ( и 2 )2 )и 1 =О, х Е (0, А) , t Е R, (5) 

иi(О , t) = иi(А, t) =О, t Е R, (6) 

иi(х, t 0 ) = фi ( х). (7) 

Обозначим через L 2 обычное вещественное пространство 

Лебега функций g(x) аргументах Е (0 , А) , квадратично ин­
тегрируемых по (0 , А) со скалярным произведением (g , h) = 
А 

f g(x)h(x)dx и нормой llgll = (g,g)t, а через Lp- nростран-
о 

ство ,Лебега функций g с той же областью определения и 
А 1 

нормой llgllp = {f lg(x)IPdx }P. Через ~ обозначим замы-
о 

кание оператора - d~2 в L 2 , определенного сначала на мно­
жестве бесконечно дифференцируемых функций g аргумента 
х Е [О,А], удовлетворяющих условию g(O) = g(A) =О. Хо­
рошо известно, что ~- самосопряженный положительный 
оператор на L 2 . Пусть { еп (х) }n=l ,2 ,з, ... , где en(x) = (:~)t sin 1r~x , ­

ортонормированный базис в L 2 из его собственных функций 
с соответствующими собственными значениями An = ( '7 )2

• 

Через Pn обозначим ортогональный проектор в L2 на ли­
нейную оболочку Xn = span(e1, ... , en) функций е1, . .. , en. Рас­
смотрим конечномерную аппроксимацию задачи (4)- (7) по 
Галер кину: 
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единственное (обобщенное) решение класса C(R ; Х) (см . да­
лее), что делает корректным предположение (Н2 ) . 

Существует ра:зличные определения ДС. Здесь принято 
следующее 

Определение . 

Пусть М- с е парабел,ь-н,ое м етри-че с-к;о е простра-н,ство 

и пусть h(x , t )- фу-н,-к;ци.z, отображающа.z л,юбые х Е М, t Е 
R в h(x, t ) Е М, при-ч ем отображ е-н,и е М -н, а М взаим,-н,о 

о д-н,оз-н,а-ч -н,о при л,юбом, фи-к;сирова-н,-н,ом, t . Пусть, -к;роме тог о, 

1. h(x, О)= х дл,л л,юбо го х Е М; 
2. h(h(x, т ), t ) = h(x, t + т) дл,л л,юбых х Е М, t , т Е R ; 
9. фу-н,-к;цил h(x, t ) -н, епр ерыв-н,а по х Е М при л,юбом, 

фи-к;с ирова-н,-н,ом, t. 
Тог да h -н,азыва е тс.z де -н,а фазовом про стра-н, ств е М. 

М ера m , опр е дел,е-н,-н,ал -н, а бор ел, е в с-к; ой сигма - ал,гебре 

про с тра-н, ства М, -н,азыва етсл ИМ, есл,и m(П ) = m(h (П , t) ) 
дл,.z л,юбог о бор е л, е в с-к; ог о м,-н,ож ества n с м и л,юбог о t Е R. 

Пусть m( М) < оо, где m- ИМ некоторой ДС h. Тогда 
справедлива теорема о возвращении Пуанкаре [13] . 

Имеет место 

Теорема. 

Пусть выпол,-н,е-н,о пр едпол,ож е -н,и е (Н2 ) . Тогда 

1) фу-н,-к;ци.z g(x, t ) из (Н2) .zм.zетсл де -н, а Х ; 
2) еФ(х)- из~еримый в смыс л, е меры w фу-н,-к;цио-н,ал, -н,а Х 

и бор ел, е вс-к;а.z м ера 

J.L ( П ) = j еФ (х)w( dx ) 
n 

.zвл,л етсл ИМ дл,л де g. 
В допол,-н, е -н,ие, J.L(Bн(a )) >О дл,л л,юбо г о шара Вн(а) = 

{ х Е Х 1 ll x- a ii x :::; R} с R > О и мера л,юбого огра-н,и-чех-н,ого 
м,-н,ож еств а в Х -к; о -н,е -ч-н,а . 
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Замечание 1 
В дальнейшем будет дока:зано, что шар Вн(О) при лю­

бом R > О является инвариантным множеством, т. е. если 

ф Е В н( О), то g( ф, t) Е В н( О) при любом t. Таким обра:зом , 
функция g является ДС на фа:зовом пространстве Вн(О) и, 
в силу теоремы 1, J.L(Bн(O)) < оо. По теореме о возвраще­
нии Пуанкаре [13] , почти все по мере J.L точки х Е Х устой­
чивы по Пуассону, следовательно, для каждой и:з этих точек 

существует последовательность точек tn -+ +оо такая, что 

g(x, tn) -+ х по норме Х. В силу теоремы множество точек 

х Е Х, обладающих этим свойством, обра:зует всюду плот­

ное в Х множество. 

Замечание 2 
Пусть f(x, s2) = >фiР. Тогда п. 1,4 предположения (Н2) 

справедливы при р Е (0, 2), если .>. > О, и при р > О, если 
.>. < О . К сожалению, вопрос о проверке условий 2,3 и:з (Н2) 
остается открытым. Заметим, что в случае :задачи Коши для 

уравнения (1) известен результат [16) о корректности :задачи 

в случае и(х, t 0 ) Е L 2 . Однако , дока:зательство на случай сме-
u 

шан:f!ОИ :задачи не переносится. 

О содержании работы. В ра:зделе 2 кратко изложено по­
строение ИМ в предположении (Н1). Этот подход полно­

стью аналогичен подходу работы [2] для волнового уравне­
ния . Кроме того, в этом ра:зделе содержится поцное обосно­

вание результатов работы [1]. В ра:зделе 3 дока:зана приве­
деиная выше теорема. 

Все используемые в работе сведения и:з общей теории 

меры содержатся,например1 в [17]. В дальнейшем не огова­
ривая этого каждый ра:з, через С, С1 , С2 , С', С" , ... обознача­

ются положительные постоянные. 
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2. ИМ для :задачи с ограниченной не линейно­
стью 

Рассмотрим задачи (4)-(7) и (8)-(10). В дальнейшем 

будем использовать следующие обозначения: и(., t) = 
= (и1 (., t), и 2 (., t)), иn(., t) =(и~(., t), и~(., t)), ф1 = Re ф, ф2 = 
Im ф, 

pn = (Pn О) 
О Pn ' 

A(t) = ( cos(t/:1) 
- sin(tд) 

B(t) = ( sin(tд) 
cos( t/:1) 

- cos(t/:1)) 
sin(t/:1) · 

Предложение 1 

sin(t/:1)) 
cos(t/:1) ' 

Пусть выподиеио предподожеиие (Н1). Тогда 
(а) дд.к дюбого ф Е Х и дюбого n зада-чи (4)-(7) и 

(8)-(10) имеют едииствеииые решеии.к и(., t) Е C(R; Х) и 
ип(., t) Е C(R; Xn) (решеиие и(., t) - обобщеииое); 

(б) дд.z дюбого ф Е Х и дюбого отрез'/\,а I = [t0 - Т, to + 
Т] , где Т > О , имеет .место равеиство 

lim max llиn(. , t)- н(., t)iix =О; 
n-+oo tEl . 

(в) дд.z .л,юбого отрез'/\,а I и дюбого € > О существует 
Б > О та'/\,ое, -что max llиn(., t) - vn(., t)iix < € дд.z дюбых 

tEl 
двух решеиий иn и Vn зада-чи (8)-(10) та'/\,их, -что iiиn(., to)-

vn(.,to)iix <Б и дд.z дюбого n = 1, 2,3, ... ; 
(г) ua Х опредедеиа де g( ф, t) , сопdстамлющал дюбы.м 

ф Е Х, t Е R то-ч,'/\,у и(t -to) Е Х; 

(д) ftllи(., t)iix =О; 
(е) фуи'/\,'Циоиа.л, Ф( и) измерим, по .мер е w и ограии-чеи ua 

дюбо.м ограии-чеиио.м .миожестве. Боредевс'/\,а.Jl .мера 

р(П) = j еФ(и)ш(dи) 
!1 
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.zм.zeтc.z иивариаитиой дд.z де g( ф , t) ua х (здесь n- про­

изво.л,ьиое боред евс1i'.ое под.миожество Х ). 

Замечание 3 
(Обобщенное) решение задачи (4)-(7) понимается как 

решение следующего интегрального уравнения: 

t 

и(t) = A(t- t0 )ф + j B(t- s)[f(x, iи(х, s)i 2 )и(x , s)]ds, (11) 
to 

где ф = ( ф1 , ф 2 ). Оправданием этому определению является 
утверждение (б) из Предложения 1. Аналогично , решение 
ип( ., t) задачи (8)- ( 10) удовлетворяет уравнению: 

t 

иn(., t) = pn A(t-to)Ф + j B(t- s)Pn[f(x, iнп(х, s)i 2 )нn(x, s)]ds. 
to 

(11n) 

Набросок доказательства. Локальная однозначная раз­

решимость уравнения ( 11) доказывается стандартно (см. ,на­
пример~ [18]). При достаточно малых Т > О оператор из 

правой части (11) отображает C(I; Х) в себя и является 
сжимающИм. Однозначная разрешимость задачи (8)- ( 10) и 
представление (11n) для ее решениi! очевидны. Кроме того, 
непосредственно проверяется , что ftllи~lli = О. Отсюда, в 
частности, следует продолжаемость любого решения задачи 

(8)-(10) для всех t и его единственность. Далее , из неравен­

ства 

t 

iiun( t)-u(t)iix ~ C1llиn( io)-u( io )ilx +С2 j iiuп( s) -и( s )iixds+ 
to 

t 

Сз j iiPnн(s)- н(s)iixds, 
to 
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вытекающего из (11) и (lln), следует, что ип(t) сходится 
в C(I;X) к решению задачи (4)- (7) и(t) на люб~м отрезке 
I , на котором и(t) существует. Следовательно, на I имеем: 
ftllи(t)iix =О. ОтсюДа следует глобальная (для всех t) разре­
шимость задачи ( 4)-(7). Таким образом, утверждения (а),( б), 
(д) доказаны. 

Далее, (в) следует из неравенства 

t 

llип(t)-vп(t)iix ~ Ctllиn(to)-1.1n (to)llx+C2 j llип(s)-vп(s)iixds. 
to 

Ясно, что подобное (в) утверждение справедливо и для ре­

шений задачи (4)- (7) . Обозначим через g(ф, t), где ф Е Х, 
решение и(., t- t0 ) задачи (11) в момент t- t0 . Свойства 

1- 3 из определения ДС вытекают теперь для функции g из 
доказанного и из соответствующих свойств решений задачи 

(8)- (10). Следовательно, (г) доказано; 
Докажем (е) . Используя предположения об f, легко до­

казать, что функционал Ф( и) непрерывен на Х, следовательно, 

измерим (в смысле меры w), и ограничен на любом ограни­
ченном множестве из Х. На фазовом пространстве хп ДС 

9п(х, t), порожденной задачей (8)-(10), рассмотрим гауссо­
вскую ( конечномерную) центрированную меру Wn с корреля­
ционным оператором SPn . Поскольку рп коммутирует с S, 

v v 

зто самосопряженныи положительныи оператор. 

Лемма 1 
Борел,евс?Са.z .мера f..lп(П) = J eФ(x)wn( dx) .Zб~t,.Zemc.z ИМ 

n 
дмr ДС 9п -н.а фазово.м npocmpaucmвe хп = Хп ® Хп (здесь 
П С xn _ боре~t,ебС?СОе). 

Доказательство. Перепишем систему (8)-(10) для козф-
n n 

фициентов а;, Ь;, где и;= L a;(t)e;, и;= L b;(t)e;. Получим: 
i=l i=l 

10 
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ai(t) = -"VьНп(а,Ь), (12) 

bi(t) = "VaHn(a, Ь), (13) 

ai(to) =(и;(., to), Фi), bi(to) =(и~(., to), Фi) , (14) 

n >. 
где а= (а1, .. . , ап), Ь = (Ь1, ... , Ьп), Нп(а, Ь) = L 1(а~ + ьп + 

i=l n n 

Ф( L aiei, L biei)· Поскольку система (12)-(14) - гамильто-
i=I i=l 

нова, она имеет ИМ f1 1 на своем фазовом пространстве R 2n: 

f..l 1(A) = (27r)-n f.r Ak J еНп(а,Ь)dа db, 
k=l А 

где А С R2
n- борелевское. 

Ясно, что для любого борелевекого П с хп имеем: f..l'(A) = 
n n 

f..ln(П), где А= {(а , Ь) Е R 2nl ( L а;фi, L Ь;фi) Е П}, и лемма 
i=l i=l 

доказана. 

Продолжим меры Wn на Х по правилу: для любого бо­
релевского п с х положим Wn(П) = Wn(П nxn). Поскольку 
п n xn_ борелевекое в xn' зто определение корректно. 

Лемма 2 
Пос~t,едоваmе~t,ь-н,осmь Wn · С~t,або сходител -н.а Х ?С w. 
Доказательство. Рассмотрим замыкание N в Х мно-

жества {х Е Xj (S-~x,x) ~ R 2
}, где R >О. Ясно, что N­

компакт . Применяя лемму Il.1.1 из (14, с. 58], получаем, что 
wn(X \ N) ~ R-2Tr(S~) --+ О при R --+ +оо. По теореме 
Прохорава последовательность Wn слабо компактна. 

Далее, поскольку wп(М) --+ w(M) для любого цилиндри­
ческого множества М С Х (wп(М) = w(M) для всех до­
статочно больших n ), и в силу единственности продолжения 
меры с алгебры на минимальную сигма-алгебру, Wn слабо 
сходится к w, и лемма доказана. 
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Лемма 3 
lim inf J.Ln (П) ;:::: J.L(П) ддл дюбого от?Срытого П с Х . n -ooo 

lim sup J.ln(K) ~ J.L (K) dltл дюбого за.м.?Сuутого ограии-
п-.оо 

'Чеuиог о К С Х . 

Докаоательство стандартно (см. [17]) . 

Лемма 4 
J.L(П ) = J.L(g(П , t)) ддл дюбого от?Срытого П с Х и t Е 

R . 
Докаоательство . Пусть П с Х открыто и ограничено. 

Тогда g (П , t ) также открыто и ограничено по докаоанному . 
Фиксируем Произвольное Е > О. Ясно , что существует ком­
пакт К С П такой, что J.L(П \К) < Е . Тогда g(K , t)- также 
компакт . Пусть а = min{ dist (K, дП ); di st(g(K , t) , дg (П , t)) }, 
где дП- граница множества П . Ясно , что а > О . По до­
каоанным утверждениям Предложения 1 для любого х Е К 
найдется R > О такое , что для любых у , z Е Вн(х) = {у Е 
Xllly-xllx < R} и любых n имеем: ll иn( t+to) - vп (t+to ) llx < 
~ ' где иn(t) и vn (t)- решения задачи (8}- (10) с ф = у и ф = z 
соответственно. 

Пусть Вн1 ( х1 ) , ... , Внm ( Xm )- конечное покрытие компакта 
m 

К укаоанными шарами , В = U Вн1 (х t ) · Тогда в силу дока-
1= 1 

занных утверждений Пре~ложения 1 имеем: . 

dist(un(., t ), дg(П , t)) 2:% для всех достаточно больших номе­
ров n и всех ф Е В. Тогда в силу лемм 1 ,3 имеем: 

J.L(П) ~ J.L( B )+E ~ lim inf J.lп(B)+E = lim inf J.lп (9n (B , t))+ E ~ 
n~~ п~~· 

~ J.L (g(П, t)) +Е 

и, в силу произвольности Е> О, 

J.L(П ) ~ ~t(g(П , t )). 
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Как следствие получаем : J.L(П) = J.L(g(П , t) , -t) ;:::: J.L (g(П , t )), 
откуда J.L (П ) = J.L ( g (П , t )). 

Для произвольнога открытогоП с Х имеем: J.L(П ) = 

= lim J.L(Bн ( O ) n П) = lim J.L(Bн(O) n g(П , t)) = J.L(g(П , t)) , 
R-.oo R-.oo 

и лемма докаоана. 

Для произвольнога борелевекого П с Х равенство J.L ( П) = 
J.L ( g(П , t) ) получим, приближая П открытыми множествами , 

содержащими его , и Предложение 1 докаоано. 

3. Доказательство теоремы 

Воспользуемся доказанным в разделе 2 предложением 1, 
согласно которому для любого N = 1, 2, 3, ... задача ( 4)-(7) с 
f = !N порождает на фаоовом пространстве Х де 9N(x , t) , 
обладающую борелевекой ИМ J.LN ( П ) = J eФN (u)w(du). Пусть 

n 
также g(x, t )- де на фаоовом пространстве Х , порождаемая 

задачей (4)- (7) с функцией f. В силу предположений тео­

ремы для любого борелевекого !1 С Х имеем : lim J.L N( !l ) = 
N -.oo 

J.L (П) ~ +CXJ, где J.L(П) = J еФ(и) w ( dи) (здесь счетно-аддитивная 
n 

мера J.l принимает значения из расширенноi'I числовой прямой 

R U{ +СХ)} [17] ). 
Пусть s > О , нs = {и Е L2 (0 , A)l b3u Е L2(0, А)} и 

пусть llиlls = ll6. ~ иll , (u ,v )s = (6. ~ u , 6. ft, ) для любых u ,v Е 
нs. В дальнейшем потребуется следующее 

Предложение 2. 
Пусть s Е (0 , ~ ) . Тог да dlt.Z дюбого р Е (2, 1!2s) и dlt.Z 

дюбого r Е ( s , ~) существ ует С > О та ?Со е) 'Что дюбал и Е 
нт прииаддежит Lp и и.м. еет .м есто иерав еиство: 

llиiiP ~ Cllиll 1 - ~(~- ~)ll и ll ;(~- ~ ) . (15) 
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Дока:зательство. Ясно , -что неравенство (15) достато-чно 
дока:зать для функций 9 класса С0 , т .е. бесконе-чно диф­

ференцируемых функций, удовлетворяющих условию 9(О) = 
9(А) =О . 

Лемма 5 
Пусть s Е (0, 1) . Тогда существует С> О та?Сое, -ч,то 

l/l91/l2,s ~ C/191/s 

АА 

д1Lл всех 9 Е С0 ( здесь 111911 l~.s = 11911~ + f f 1 ~LxJ~,~i~)Y dx dy, а 
о о 

о w;- хорошо известиое пространство С1Lободе'Ц?СО20 с нор-

мой 111 .1/lp,s)· 
Дока:зательство. Исполызуем рассуждения, подобные при­

ведеиным в [19, с. 288- 289]. О-чевидно, -что 

• ~ 1rl 2s 2 
llд291/2=L...(A) 9,, 

ею i 2 1 
00 

i1rlx 

9 = L91e,(x) = --(-)2 L91е-л , 
1=1 1=1 2 А -оо · 

где 91 = (9,е1) (l > 0), 9-l = -91 (l =0,1,2, ... ). Поэтому 
имеют место соотношения : 

. А А-у 

1/191/ ks = 2~ J dy J dtltl-1-2sl f 9/ei/y(ei/t- 1)12 ~ 
О -у 1= -оо 

А оо 

~ J dtltl-1- 2s L l9ll21eilt- 112 ~ 
-А 1=-оо 

~ t I91121ZI2s 7 lil~i:~t~11~:s dt = t l9112lll2s 7 leir-:- :12 dr = 
1--оо _00 1--оо _

00 

= Cllд ~ 911 2, 
где С= const >О, и Лемма 5 дока:зана. 
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На основании теоремы вложения (см. [20], стр. 409) 
о 

имеют место непрерывные вложения W2 в Lp при 

2 
Р ~ 1 _ 2s' 

1 
s Е (0, 2), (16) 

о о 

и W~ в W2 при О< s < r. Следовательно, в силу леммы 5 нs 
непрерывно вложено в Lp(O, А) при р и s, удовлетворяющих 
(16). 

Введем еще норму 119 Ш.s = 11 ~ 1112 + 11 (;~1) • 1112 + 111911 \~,s· 
В силу теоремы вложения Wl в LP при условии (16) и в силу 
неравенства Гельдера 

ll9lks ~ Clll9llkr (17) 

для всех 9 и О < s < r (С > 0- не :зависит от 9 Е С0 (0, А)). 

Введем еще 

00 00 

[ps(9)]2 = J J l9(x)- 9(Y)I2 dxd 
-оо -оо lx - yl1+2s у, 

lll9lll~,s,oo = 1191112 (-оо ,оо) + [ps(9)]2. 
Тогда для любой 9 Е С0 (О, А) имеем в силу неравенства 
Гельдер а: 

lll9llks,oo ~ Cll9lkr, (18) 

где С> 0- не :зависит от 9, а О< s < r. Через W2(-oo,oo) 
обо:зна-чим пространство Слободецкого. 

Лемма 6 
Существует с > о та?Сое, -ч,то дiLs ILIOбou 9 Е W2( -оо, 00) 

при s Е (0, ~), рЕ [2, 1 _?2J имеет место иеравеиство 
. 1 1(1 1) -- --- 1 е 1 

1191/Lp(-oo,oo) ~ CII9IIL2 {-~,:,)[ps(9)J' ГР)· 
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Дока:зательство. Согласно [20] w;( -оо, оо) непрерывно 
вложено в Lp( -оо, оо) при 2 :::; р :::; 1! 28 . Ясно, что 9а = 
g(ax) Е W;(-oo , oo) при любом а> О, позтому 

IIYaiJLP:::; Clll9alllw2(-oo,oo), 

откуда 

1 1 1 1 

II9IILp(R):::; C{aГ:PII9IIL2 (R) + aгs-:;;Ps(g)}, (19) 

причем это неравенство выполнено для всех g Е W;( .:__оо, оо) 
и для всех а> О. Правая часть достигает минимума при 

{ 
(s+~-~)Ps(g) } ~ 

а= 1 1 
(2- ;;)II9IIL2(-oo,oo) 

Подставив зто выражение в (19), получим утверждение леммы 6. 

Утверждение Предложения 2 теперь вытекает из лемм 
5 и 6 и неравенств (17), (18). 

Пусть xs = нs ® нs. 

Лемма 7 
w(X 8

) = 1 ддл дюбого s Е (О,~). 
00 

Дока:зательство. Ясно, что П Мп(R) = M(R) с Х 
n=l 

для любого R > О , где Мп(R) = {х Е Xl IIPnx11; :::; R 2
}, и 

M1(R) j M2(R) :J Мз(R) :J ... :J Мп(R) :J ... , U M(R) = 
R >O 

x s. Далее , имеем для любого R >О согласно лемме 11.1.1 из 
[14, с. 58] : 

Tr s-нs 
w(Mn) ~ 1 - R2 

Отсюда: w(X 8
) ~ 1 - Tr ff_2s-l. Следовательно , w(X 8

) = 1 в 
силу произвольности R >О, и лемма 7 дока:зана. 

16 

Лемма. 8 
О < p,(BR(a )) < +оо ддл дюбого шара BR( a) = {х Е 

Xl llx- allx :::; R} , где R >О. 
00 

Доказательство. Ясно , что BR(a) :J U Bk , где Bk 
k=l 

{ х Е BR(a)lll xllx• Е [k -1,k)}, для любого s Е (О,~). В силу 
условия (Н2) и Предложения 2 на.{щется s из этого интервала 
такое, что Ф( х) :::; С( 11 -l: 11~/;1" 2 + IIY 11~\ , ). где С = const > О­
не зависит от и Е x s, а d = шах{с/1 :с/2} . Il 1-. r ee:r-л : I'(Вя(а)) ~ 
= 00 

2::: p,(Bk) ~ 2::: ckш(Bk). где ч = const > О. н ш(ВR(а)) = 
k=l k=l 
00 

2::: w(Bk) в силу леммы 7. Поскnльку ш(Вя(а)) > О , имеем: 
k=l 
w( Bk ) > О для некоторого 1.:, следовательно , р(Вя(а)) >О. 

Далее, в силу Предлшкенпя 2,пмее1-. r: ехр{ Ф( 1:)} :::; 

:::; ехр { С 1 ( 11 :1: 1 11 + ll.т 2ll ) ч+ ±- Т; ( 11 ~ ~ .1:1 11 + 11.6 ~ х 2ll ) t,- ± +С 2ll:~·ll 2 } , 

где q = 2d2 +2. ,! 2 _, > q. s < 1· < 1· Очевидно. что, поскольку 
d2 Е (0 , 1) , найдутся s,1· Е (O ,±J. ,. > s. столь большие, что 
.!L - ! < 2. Следовательно, 2s s 

ехр{Ф(а·)}:::; exp{C':311 иlll· + С4}, (20) 

где 1 Е (0, 2). 
На. пространстве Х". s Е (О. ~ ). расоютрпм центрпро­

ванную гауссовскую меру ·tu 5 с коррслнцпонным оператором 

sl-s. Поскольку st- s_ ядерныii <lП<'ратор. мера H' s счетно­

аддитивна. Прямыми вычисленпнип 1-.южно проверить, что 

w(M) = Ws(M n xs) для любого цплпндрического множества. 
М С Х. В силу одно:значности продолжения меры с алгебры 

на минимальную сигма-алгебру II поскольку Af П-У 5- ЦJIШIН­

дрическое множество в Х s, еслп Af - цилиндрическое мно­

жество в _\"" , имеем 

ш(П) = ш(ППХ " ) = tP .. (n nx·) 
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для любого борелевекого n с х . 

Таким обраэом , 

j еФ(х ) ш( dх~) = j е Ф(х ) Шs(dx ) . (21 ) 

Вя (а ) Вя(а )П Х ' 

Поскольку для проиэвольной гауссавекой меры v на гильбер­
товам пространстве Н пэвестно , что J eo ll uJI}I v( d·u) < +c::xJ 

1-1 
для малых о > О (см. [15] ), и та к к <ш 1 Е (0, 2 ) в Нf'равенстве 

(20 ), интеграл в правой частп (2 1) кон('чен , п лемма S дока­
;зана. 

Лемма 9 
Пусть n с х Om'l\,pЫmo 'lf, огра:н:и:ч е ио . То г dа. dлл лю­

бог о t f.L ( П ) = f.L (g( O, t )). 

Докаэательство. Положим Он= gн( П , t ), Ak = П Пн, 
N> k 

А = U Ak. Пусть х Е О . Тогда по предположениЮ тeo-
k> J 

р емы g(:c, t ) Е Пн для всех доста точно больших N , по;этому 
g( П ,t) С А. Имеем: f.L н( П ) :::0: f l:V( A k). откуда f.L (П ) :::0: f.L( A k) 
для любого k , по:этому Jt (O ) :::0: р ( А ) :::0: Jl.(g(O,t) ). :Заменяя П 

на g (П , t ) и t на - t , имеем: 

f.L ( П )::; f.L (g( O, t) ), 

и лемма 9 доказана. 

Для проиэвольного оr_:раниченного П С Х равенство 

f.L (П ) = f.L ( g(П , t)) следует и;з докаэанной леммы 9 с помощью 
аппроксимации множества П открытыми мно:11~ествами снару­

жи . 

Пусть П неограничено. Положrr~r Пп = { з: Е П1 llxllx ::; 
R} . По предположению теоремы имеем .СJ(П п, t ) = 

= Вн(О) П g(П , t ) . Переходя к пределу в равенстве f.L ( Пн) = 
f.L ( g (Пн , t)) при R--+ +c::xJ, полтшм : ft( П) = fL(.q ( П , t) ), и тео­
рема докаэана. 
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Инвариантная мера для нелинейнаго уравнения Шредингера 

Строится инвариантная мера для динамической системы:, порождаемой 

нелинейным уравнением Шредингера. Получены: условия ее ограничен­

ности. Результат позволяет применять теорему о возвращении Пуанкаре, 

которая объясняет известное в теории нелинейны:х волн явление Ферми -
Пасты - У лама. 
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An ln~ariant Measure for а Nonlinear Schrodinger Equation 

We construct an invariant measure for the dynamical system generated 
Ьу а nonlinear Shrodinger equation. Conditions of the bouпdedness of the 
measure constructed are obtained. The result allows us to apply the Poincare 
recurrence theorem which (partially) explains the Fermi - Pasta - Ulam 
phenomenon well-known in the theory of nonlinear waves. 
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