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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящей работе построены операторы, обычно называемые 

Л-операторами, для которых полученные в/ 1 / формулы разложе

ния по произведениям решений двух самосопряженных задач 

Штурма - Лиувилля
 

у" + (k2 - v <х » у = О, .. о < х < ос, n 1,2, /0.1/
n n r. 

у'(О) - h у (O,k) = О (' = d/ dx ) /0.2/
ППП 

являются разложениями единицы. Здесь и в дальнейшем hn - ко

нечные, действительные числа, потенциалы vn(x) Удовлетворяют 

условию 

11 v 
n 

11 х 1 

der. (1 + Х) 

о 

\v n (х ) 1 dx < 00 • /0.3/ 

Спектральная теория Л-операторов для. случая, когда h п = 00 , 

т з е . имеем граничные условия Yn (О) = О , изложена 12,3/ . Инте

рес к этой проблематике обусловлен, главным образом, их при- , 
менением в теории солитонов /см., например!41 /, а также к об

'-~~~~--',-- .. " . ~ 

.@ Объединенный институт ядерных исследований Дубна,' 1988 

I 

~I ратным задачам спектрального анализа 15,6,71 • 

1. ФОРМУЛЫ РАЗЛОЖЕНИЯ
 

Обозначим через Ф (х , k ), r (х , k) решения уравнений /0. 1/,

n n 

для которых 

ф (О, k) = 1, ф' (О , k) = h, 11m r (х , k ) ехр ( - ikx) = 1. /1 .1/
ппп n 

х-.оо 

и пусть 

е (k)=!'(O.k)-h f (О.k)=W(ф,f)=ф f'-ф'f /1.2/
n n nn n n nn nn 

- характеристическая функция задачи /0.1/, /0.2/ . 

"J 1't' {Ф~,'~"~-::~:'~,~ ';~;-,~;{rL.туТ-1' 
~4":)JШtl.~ ~C '·."~n;)1l1Ш5Й 

6H~il~'; ...... -i"ЕКА 
... - ............~...... ........
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/7/
Хорошо известно /см., например, /, что при любом х > О, 

фп(х,k), Ф'п(х,k) есть целые, четные функции от k, а fn(x,k), 
f~ (х , k) и е п( k) - регулярные при Пп k > О, непрерывные вплоть 

до вещественной оси функций. С некоторой постоянной С /не за

висящей от х и k / справедливы оценки 

1 f п (х , k ) 1 .~ с ехр (- -х ) , 1 f ~ (х , k ) I ,~ с (1 + I k I ) ехр (- тх') , 

IФ (х , k ) \ ,< С (1 + х ) ехр ( 1Т Iх ), Iф' (х, k ) I .$. с (1 + Ik \ ) ехр (1 Т \ х ) , 
n - n 

Ik Ф (х , k ) 1 < с (1 + I k 1) ехр( I Т 1х ) , k = к + ir, 
n 

и ра вномерно по О .$ х < ~ при Ik I ~ 00, 1т k г. О, асимптоти ки 

1 1 тх
Ф (х , к ) = сов k х + - А ( х , к ) + о (-2 е ) , 

k k 
/1 .4/

ikt 1 1 -Т х
f(X,k) =е +-B(x,k) +0(-2е ),.


k k
 

где 

х 

А(х, k) h sin kx + .г sin k (х - t ) сов k t v( t ) dt, 
о 

В(х, k) j sink(t _x)e ik t v(t)dt, 
х 

допускающие дифференцирование по х. Отсюда, в частности, имеем 

'е (к ) = i k (1 + О (k -1 ». /1.5/ 

Функция Е n (к ) имеет при 1m k > О конечное число простых нулей, 

множество которых обозначим через 

N 

а п = {kn,j = iTn,j' T'n,j > O\fn(kn,j) = О }j:1' 

Тогда 

фп(х,kП,j) = f;;1(O,kn'~j )fn(x,kn,j)' /1 .6/ 

Ф (х , k .) = (2i k . ) -1ех р ( .: i k . х ) (1 + 0(1», х ~ 00 • 
n п.] n,J n,J /1 .7/ 

При вещественных k 1= О, е (k) f; О, е" (-k) = е (k) и 
.П н n 

. 1 
Ф (x,k) = -{! (x,k)e (-k)- f (x,-k)e (k) 1. /1 .8/
п' 2ik ппп n 

',' 
.Пои k == О возможен случай виртуального уровня Е п (О) о. Тог
да существует 

lim k -1е п( k) == ё (О) 1= о (е 
. 

=a/ak) /1 .9/k-.oo . 

и 

f (х,О) =f(О,О)ф (х,О), f (0,0) = ie-1 (0) . 
ппп п /1 .10/ 

Введем пространство :Ji == L 2 (О, 00 ) $ R ~ f ::: (С( Х ),а) со скалярным 
произведением 

(11' (2)1 = ({l' {2) + а1 а2' (! г (2 ) =.r f (х ) f ( x ) dx.
1 2 /1 . 11/ 

о 

Этим обозначением будем пользоваться и в случае, когда 
f1(x)EX 1 , т.е. (1 удовлетворяет условию /0.3/, (2 ( х ) Е 

. Е Loo(O, (0). Соответствующие пространства обозначаем через :Ji 1 

и j{ 00 • Далее пусть, ка к обычно, С (k) (О, (0) - пространство 
k раз непрерывно диФФеренцируемых функций С(х), а C(k)~jOO) _ 

пространство Функций С(Х) EC(k) , для которых иш if)O(x)= О, 
X~OO 

е = о, 1, ••• , k; и пусть 

Jl (k) = с( k) (0,00) ф R I ~ ~k) = с(:) (О, (0) ЕВ я, 

Пусть 

ЧJ'(Х'k») .... F(X' k»)q, '(k) = .. F ( k ) . 1~ ~( ( F(O, k) , /1.12/ 

где 'J1(x,k) == Фl(х,k) Ф2(~,k), F(x,k) == f 1( x , k ) f 2 ( x , k ) . 
Построим в ЛОО систему 

" ....
 
{ 'J1 ' } = {ЧJ' (к ) , k Е (а, ()Q ); '1" . == '1" ( k .), k . Е а " .,.
 

n,J п,з n,J. /1.13/
W~ 1 =W'(k ) , W~ 2 = Ч1'(k,), k. Е а' 1,t э. j J, J J 

где а2 а "" . Палее введем систеа = а1 U , , = а 1 u а2 , а = а ,а ' 

му {r} следующим образом: при k Е 'со, 00 ) положим.) 
~ 4.... ~ 4 F(x k)

F (k ) = -; k 1т { F (k ) / Е (k) }, F ( х ,k ) = -; k 1т '-Е ( k')-- } , /1.14/
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где E(k) == e e при k . G- а" положим 
1(k) 2(k); n,J 

~ =-а jF(k j)' аПJ,=4kПJ,Е-l(kПj)' /1.15/n,j n, n, , , , 

и каждому k j Е а' отнесем пару функций 

,," ""
 
F, = - ь (F (k ) + d F(k », F 2 == - ь . F (k ) , /1 . 16/


J,.1 j j j j j • J j
 

1 ••• •• -1
 
Г де Ь, = 8 k j Ё -1( k ' ), d j = k j - Е (k j ) (3 Е (k j » • 

в dлучае е 1 (О)] == е 2(0) :::= О к этой системе добавим 
~ ~ 

k 2E-1(k).F = - а F (О) , = 2 Нт /1 . 17/ 
о о 

а о 
k~o 

Теорема 1.1. Для любой функции 1 = (с( х ) , а ) Е- л 1 спра вецпи
вы формулы разложения 

л OO,..,...~ л,,~ 

f = r '1" (k ) ( г. F С k » dk + 'Р ' (о )((, F ) + 
. 1 о 1 
о 

/1 . 18/
А Л ~ ~ 

+ 2:"Ч", Cf, F ')1 +~' l Ч" .и, г. о )1'
n,J n,j е=1.2 j,t. j,t 

и 

OO~~" ~ "

с J F (k ) ( С, Ч" С k » dk + F (С, '1" (о ))1 
о 1 о 

/1.19/
л "Л " 

+ I."" Fn j (С, '1" ,) 1 + 2' L F о (С, '1", n ) 1 ' 
, n.] е=1,2, j ,t j,t 

где суммирование в l" вецегся по всем Е а", В 2,' - поk n j . '" " 
Bfe~ kj Е а' .Здесь в коэффициентах разложения (f,F(k»l I 
(С, 'I"(k»l и "Г.Д. соответствующие интегралы сходятся абсолют I 

но. Если·обозначить 

R R 

с; (х) == JЧ"(х,k)(f, #Ck»l dk+ ••• , CR(x) ==.rF(x,k)(C,'I"(k)\ dk+ •••» 

о Ь 't 
то равномерно по О < 8 :; х < N < 00 

2R 

'Нт вцр I~ f { .r
00 

((у) sin ky dy 1sin kx dk - f; (х) (fR (х » I~ == О. /1.2 О / 
R·+oo O.~x.:5N о о 

Тогда формула /1.18/ эквивалентна равенству /1:20/ с f~Cx) 

и равенству 

00 л " " " ..-~ -r~ А " 

2а . == J( f , F(k ) ) 1 dk + ( f , F ) + L " ( С, F .) 1 + 2' ( f , Fj 1) 1 ' ./1.21/
о о п.) , 

а формула /1.19/ эквивцлентна равенству /1.20/ с [~~x) и ра

венству 

а = .rF(O,k)(f', Ч"Сk»l dk+ Fo(O)(f, tII'(O»l + 
о 

/1.22/ 
+ 1" Fn j (О) (С, ~'n J' ) 1+ 2' L F j е (О) (С, ч' J~ е )1• 

, 'е= 1,2 ' , 

в'частности, разложения /1.18/, /1.19/ имеют место для любой 

абсолютно непрерывной функции С(х) , удовлетворяющей условию 

/0.3/.
~.. /1/

ЗaJVI.ечанuе 1. В работе было показано, что при любом
 

х ~ О для вся кой функции С( х) Е Х 1 спра ведливо разложение 

-г f (у) dy = j F(х , k) (г, \iJ (k » dk - F (х ) (!, w(О» 
х о о 

/1 .23/ 
- 2' F .«. iji .) - l' {F, i(x) С!, iji (k j » + F 2 (х ) СС Ф (k j » 1,

п,] n,]], j • 

- 1
где 'Р(х, k) = 'I'(x,k) - -- , при этом 

2 

00 О, х > о, 

f F(х , k ) dk + F (х ) + L ".. F ,(х) + 2' F, 1 (х ) = ( /1 .241 
о о . n,] ], 2, х == О. 

00 

Пусть 'С(х) =-Jf'(s)ds ,f"(X)EX 1 , тогда имеем тождество 
х 

(f.'P'(k» == 2:.. (а-С(О» -(С',W(k)), k Е (O,oo)U а. /1 .25/1 2 

Отсюда, .заменяя С( х ) на f' (х) в /1 .23!. и учитывая /1.24/, 

4 5 



получаем формулу /1. 19/ для 'i ~ nl' где С" (х ) Е Х г- Доказа
тельство теоремы 1.1 предпошлем следующей теоремоЙ'. 

Теорема 1.2. Для ; = (С(х ) , а) Е ~ 1 справедлива формула 
разложения 

х ~ л'"' А!). 

.r С( у ) dy + 2 а ::; f \}I (х , k.) и, F (k » 2.dk + \}I (х , О) ( с , F ) 1+ 
о о о /1026/ 

л ". "

+L"'Ч' .(x)(f.F j}l +L'~\}I(x,kj)(f.F\ l\+Ч'(х,k.}(f,F. 2'11,
n.J п, J. J З. 

где СХОДИМОСТЬ равномерна по х в любом конечном интервале 

о::;: х ~_ N . 
Замечание 1. Формула /1.18/ получается из /1.26/ при х = О 

и формальным дифферен-цированием по х при х > о. 

Доказательство теоремы 1.2 получим сходными с/ 1I построе
ниями. Введем функцию 

k U (х, k..) UЗ (у, k) - F (х , k) \}I (у, k ), 0< у'5. Х , 
4 k n = 1.2 n -n 

а *(х , у , k ) = - --- . 11. 27/
{

Е( k ) Ч' (х , k ) F (у , k ), х .~ у .< 00 ~ 

где Un (x,.k) = f (х , k )'ФЗ-n(Х' k ) t И рассмотрим контурныйn 
интеграл 

....
л 1 

ф Q *(С ; х • k ) dk , f*R 
,( 

(г. х) /1.2FJj
 
2tri
 YR . ( 

где 

л 00 

Q * ( С; х •k ) = .r о * ( х , у , k ) f (у ) dy + а Q* ( х , О , k ) , 
о 

контур 'YR е продолжается вдоль вещественной оси k от - R до 

R, обходя' точку k = О в попуплоскости Iщk ~ О по полуокруж
ностиу€:k=€ехр(i(1Т-Ф)), о.;::; Ф ~ 17, f < minlkn.jl и за

мыкается полуокружностью 'У : k ::; R ехр ( i ф), О .~ ф.~ 17, 

R > тах Ik n.j 1. По теореме о вычетах, с учетом равенства /1.6/, 
полУ.ч а е t1 J\* л:; "':, A~ 

(X)=k"'\}I .(x)(f,F ')l+ k'{\}I(x,k , ) (f,Fj 1)1 +'P(x,kj)(f, Fj .2)1.1·
R.€ n,J n.J J , , I 
Подсчитаем. теперь непосредственно ко контуру 'YR,€ Вт Ii'i, € (х )
 
при € ~ О И R ~ ос. ИЗ 11.8/ и f(X,-k) = fTx;1f"J имеем при r
 
любых R < 00, f > О равенство .
 

~ R R л 

-21. {! + f }Q*(f,X,k)dk =-f'Р(х.,k)(f,F(k»ldk• /1 .30/ 
171 -R е е 

Далее, имея в виду /1.9/ и /1.10/, при en(O) =0 ,n=1,2 
получаем с учетом оценок /1.3/, что если С(х) удовлетворяет 

условию /0.3/, то оа вномерно по 0,$ х .~ N .< 00 существует 

'" 1" .... /1 .31/Шn ~-:- f Q * (С; х , k ) dk = - \}I (х , О ) (С, F
.w 

о ) 1 • 
(~O 2171 Y€ 

Из асимптотик /1.4/, /1.5/ имеем при .Ik! ~OO, Imk;?: О равно

мерно по 0.,$ х .< ос 

t {х л 00 2i k 00 ••2iky 
Q * (г: х , k) = .г f ( у ) dy + .г f (у ) е у dy + сов 2 k х .r f ( У.) е dy + 

о о х 

х 
, 2ikx 

+ le .r f(y) sin2kydy} + ..!:а + 0(+) • 
о k k 

Отсюда в силу леммы Жордана находим 

1 ,., х 
Иш -- r Q *( f; х , k ) dk = Г! (у ) dy + 2 а • /1.32/ 

R ~ ос 2 17i .у ~ 
R 

Искомую формулу /1.26/ получаем, сравнивая равенства /1.29/ 
с /1.30/, /1.31/, /1.32/. Теорема. доказана. 

Доказательство теоремы 1.1. По функции О* /1 .27/ построим 

00 

.r G * (х , у , k ) f (у ) dy + а G* (х , О, k ) ) 
..... ,., х х 

Q*(f;x,k) = о /1 .33/
( f- IO*(O,y,k) (у) dy + ~ aO*(O,O,k) 

и 

:::: (7000/ х , у ,k )f (у ) dy +1t а G( Х , О ,k)) 7 

Q(!;x,k) /1.34/ 
.r Q (О, у, k ) f (у ) dy +. -- а Q (О, О, k ) 
о у 2 . 

7. 

I 

6 



где 

G(x,y,k) =G*(y,K,k) 0.$ х , у .< 00 • /1.35/ 
(2_17н-1 j 

"YR ,€ 

Q*(С; х ,k) dk и 
-1

(2 17i ) Р 

'YE,€ 

Q (Г; х ,k ) dk • 

"ИЗ асимптотик /1.41, 
0S х,у < 00 при I kj 

/1.5/ получаем, 

-+ 00, Irrik? О 

что равномерно по 
Теорема доказана. 

2tkx	 .
*	 е 8Ш 2k у, -о < у .< х , 

2. ОПЕРАТОРЫ L И L * G (x,y,k)=-4 2k 
х { sin 2 k х е t У, Х < -у .< 00, :j	 

л 

Построим по потенциалам vn(x) и числам hn , определяющим 
1 1 1 -2rlx-yj KpaeB~e задачи /0.1/ /0.2/, ~ператор+	 tо (- н (х •k )) + о (-2- ) }8 (х - у ) + 0(- е ) , 
k k k 

2ikX	 л (L* S*(X))
e	 sin 2k У, о " у < х , L* - ,G (х , у ,'k ) = - 4 . - _1.. _~ 1 с * /2 . 1/
 

у { sin2kx8 21kY , х < у < 00, 4 ~X х=о
 

1 1 . . 1L -2т 1 х - у \	 где+	 tO~ - н (у , k )) + о (--) 18 (у - х) + 0:( - е ) ,
 
k k 2 k
 

.2 х х уL*= ~ {-д2 +2s(x) +sx(x) fdy-Л(х){dуЛ(у) fdz1,где	 
/2.21

~	 о о о 
х	 х 

2Htx 1. 2ikx 1 2tkx - 2ik t 
H(x,k) ={h ) e + -2е fs(t)dt + '28 Js(t) е dt 

1+h2	 s * (х ) = ~ w(х ) - ~ (Ь 1 - h2 ) Л (х ), с * = : s (О) + h1 h2 ' о	 о /2.3/ 

dt _}8 2ik X	 , х

_.!.e-2ikx .rs(t)e2 ik t	 Т s(t)dt, s = V1 +V2' w(x) = Sx (х ) - Л(х) .г Л{у) dy, s(x) = + V ' Л(х) = ' 2 х Х	 V1 2 V 1 - V2 /2.4/ 
о 

и ~ ~ б v Ф "'( Е C\"I(2)
которым деиствует на лю ои ункции JL по формуле 

2rx G{x,O,k) = 4(k-lе2ikХ + O(k-2 e - ).
 
.... (l.*f(X.) + a'S*{x) )


С*! =	 • '/2.51
Отсюда, так как	 --lr '(0) + ас * 

4 

1 . 2Htx х . ()() 2iky	 '" 
--,- f {е Г Ну) sin2kydy + sin2kx.r (у) е dy I Теорема 2.1. Функция '1" (k) удовлетворяет уравнению
 

171 YR о Х
 
=k2ч,'(k),L*~'(k) /'1...6/ 

и 

2 2R 00 

= -- .r {J f(y) sin2kydy }sinkxdk, 'P'(O,k) =(h 1 + h 2 ) 'I' (0 , k) ~ ('1'(0, k) = 1). /2.7/17	 

1
О О 

Доказательство. Непосредственно из уравнений /0.1/ следует, 
формулы раапожения /1.18/ и /1. 191 выводятся путем подсчета, что прои звепение Y(x,k) = Yl(x,k)Y2(x,k) любых двух реше

ний Ул удовлетворяет уравне~ию как в доказательстве теоремы 1.2, контурных интегралов 

8 9 



_у "(х, k ) + S (х ) У (х, k )'+ 2у; (х, k ) У ~ (х, k ) = 2 лУ (х .к ) , л = k 2. /2.8/ 

в работе/9 / было показано, что если ввести orтepaTOp 

2 Х Х у 

L х = l {-~ + 28 (х ) - f s у (у) dy - J ~ (у) .dy f L\.(z) dz J , /2.9/ . 
о- 4 dx х х х 

о о о 

то 

L Y(x,k) =лУ(х,k) +В(Х ;x,k), /2.10/xо о 

где 

х 

1
В ( х о ; х , k ) = - - { w(у 1(х ) , у2 (х ) \ .r ~ (у ) dy +

4 х=хо хо 

+ (2л-s(х »У(х ,k) +2Yl(xo,k)Y2(xo,k) 1.• 
о . о 

Положим в /2.8/ х = О, в /2. 10/ х о :::: О, У ( х , k) = 'Р ( х , k ) • 
Тогда, с учетом начальных условий /1.1/, получаем 

-ЧJ'''(О,k) + (8(0) + 2Ь Ь 2 ) ЧJ (О, k) = 2k
2 'Р (О, k) , /2. 11 /1 

х 

1 1
L 'P(x,k) =k2('P(x,k) --) --«h 2 - h 1) J~(у)dу-s(О)+2hlh2r.
 
о' 2 4 о
 

Дифференцируя по х равенство /2.12/ и полагая затем 
х 

'Р(х, k) = 1 +.г 'P'(s,k)ds, 
о

получаем 

L * 'Р' ( х , к ) + -~ 8 *(х ) = k
2 'Р ' ( х , k ) , /2. 13/ 

что вместе с /2.11/ дает уравнение /2.6/. Равенство /2.7/ 
следует сразу из /1.1/. Теорема доказана. 

Несколько сложнее устанавливается следующая 

удовлетЛe.JI!.М.(l 2.1. При любом k, 1т k :? О функция F(x, к ) 
воряет уравнению 

LF(x,k) =k
2 

F(x,k), L = L /2. 14/ 
х =00 
о 

10 

При этом 

2F(0,k)(S*,F(k» - ~(bl+b2) F'(O,k) + c*F'(O,k) = k + вгк ), /2.15/ 

До~азаmельсmво. Уравнение /2.14/ следует сразу из уравнения 

/2.10/ при х о = 00, У = F(x,k), так как в силу /l.l/В(хо = оо ;Х, 

k ).= О. Далее напомним, что из уравнений /0. 1/ вытекают следу
ющие. тождества 

х 

W(Yl(x,k) 'Y2(x,k» =W(Yl(O,k) 'Y2(O,k) -fL\(s)У(s,k)ds, /2. 161 
о 

Х Х 

J W(8) Y(8,k) ds = -W(Уl(х,k ),y 2(x , k » .r ~(S) ds + 
о о 

/2.17/ 
+ {(2Л-8(t)}У(t,k) +2y'(t,k) y'(t,k) I\x 

, 1 2 t= о 

Положим здесь у = f (х, k) • Тогда при х ~ 00 в силу /1. 1/n n 
получаем 

(~, F(k» = f (O, k ) f 2(O, k ) - (! (O,k) f2 (O,k),1

(w,.F(k» = F(O,k)(2k2-s(0» 
+ 2f1(0,k)f 2(O,k)', 

что вместе с равенствами /1.2/, т.е. 

f'n (O,k) = hnfn(O,k) + en(k) 

дает соотношение /2.15/. Лемма доказана. 

Введем теперь оператор 

" L 1 . d /2. 18/
( ( ,8*) - -i(h1 +Ь2 ) (iXlx=o 

L 

:*) 
Lf(x) ) ,.. ,.. ,.. , f = (<<:)). /2.19/

Lf = ( (f,S*) --!(h + h ) ('(О)+ас"
1 2

Тогда из леммы 2.1 получаем, что справедлив~ 

Теорема 2.2. При вещественных k функция F(k) /1 . 14/ удов
летворяет уравнению 

k2F(k)L~(k) = /2.2и/ 
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и при k з' ~ о- , к . Е 0-' функция F(k) /1 . 12/ - уравнениям 
n, з. ' . 

"" 2 " "л 2" "..
LF(k .)=k .г« .),LF(k, )=k	 /2.21/

j
, F ( k j.)+2k jF(k j).

п,з п,з п,з J 

Так как если при Ит W(f(x) ,g{x)) = G имеем тождество 
X~OO 

( L f , g) = (f, L * g) + --
1 
и' (О) g (О) - f (О) g' (о )) ,	 /2.22/

4 

то	 из /2.5/ и /2.19/ след~ет 
Теорема 2.3. Оператор L * с областью определения 

л л 0(2) }
T(L*) = {! Е- n ,f(X), L*f(x) Е Хl' !СО) = 2(h 1+ h 2) а /2.23/ 

является сопряжен~ым относительно скалярного произведения
 

/1.11/ оператору L с областью определения
 

л л 0(2)

~(L) = {! Еn ,f(x),Lf(x) Е Хl'!(О) =а}, /2.24/ 

т с е , для любых СЕ ~(L) и g Е ~(C*),
 

(1,с, g\ = СС, L*g)l' /2.25/
 

Из этой теоремы, с учетом уравнений i2.6/, /2.7/ и /2.20/,
 
/2.21/, получаем
 

Следствие 1. Для любой f Е T(L,) справедливы равенства
 

k2(f,~'Ck)\=(Lf,~'(k))1' k Е (O~OO) Uo-,
 .	 . /2.26/ 
k2 (r , W'Ck )) +2k (f,~'(k )) ='(1,(, q,'(k )), k,E 0-' 

j j 1 j j 1 j J
 

и для любой f Е :D С С * )
 
" л
 

2"'" ""~
 
k п. F С k ) \ = с L * f, F (k )) 1 ' k Е (О, 00 ) ,
 

2 "л л ""
 
k	 .С г. F С k j ))1 = ( L * г. F С k з')) 1 ' k п' Е а,

п.) • п ,	 п , ,З • 

2 "" "" """ 
k j се, FCk 

j 
))1 +~kj(e, F Ck j ))1= (L*f, F(k j ))1' k j Е 0-'. 

Отсюда, в силу теоремы 1.1, вытекает . 
Теорема 2.4·. Формулы ра зложения /1. 18/ ли ' /1 . 19/ являются 

разложениями едини4..,Ы для "операторов L* и L соответственно. 

Точнее, для любои е ~ T(L*) справедливо представление 

12 

"Л 00 2"" " ~ 2" "'.о
 
L*f =.г k 'l"(k)(f,F(k))l dk+ )2"k n, j 'P~,j (f,Fn,j )1+ /2.28/
 

о 

+};' {k
2

W;,1(f}j,1)1 + (k~, IP;,2 + 2k j ~'j,1 )( С, i j ,2)11 

, и для любой f Е g)(L) - предста вление 

00	 " "" 2.0 "" 2 ~ "" 
L f = .г k F С k ) и, Ч" (k ) 1 dk + L 11 k n ,j F п, j с [, 'Р'п, j ) 1+ 

О 

/2'.29/
+2'{(k~~'1 +2kj~j 2 )C;';j' 1 )1+k2j~j 2 (;'~'j 2 )1}'J З, , , , , 

где сходимость понимается в указанном в теореме 1.1 смысле. 

Замечание 1. Положим 

g = (g (х ) =.г f( s ) ds , g (О)), L g = h = (h (х) , f3 ) , 
х 

й' " 
ГД~ g~ ~CL). Тогда из /1.25/ и /2.26/ следует, что если вы-

полняется условие h(O) = f3 , т ;е . 

1	 00 

Lg(x)) =(S*,g) --(h 1+h 2)g'(О)+с*g(О), (g(x) =(!Cs)ds),/2.30/ 
Х=О 2 х 

то имеем равенства 

k2Cf, ,pCk)) = k2 ( g, ~'(k))l =-«Lg)', \P(k). /2.31/ 

2 ' {(k j F;,1 (х) + 2 k j F j,2 (х )) с f , '1' j ,1) + k j Fj~ 2 (х ) (С, 'Р j ,2 ) }, 

Введем оператор 

L = f {- d: + 2s (х ) 
dx 

00 

- s х (х ) f dy 
х 

00 

- t!1 (х ) f dy t!1 (у ) 
х 

00 

.r dz 1• 
у 

/2.32/ 

Тогда из /1.23/, так 
d .... 

как -Lg(x) =-L С(х), 
dx 

имеем 

00 

Lf(x) = - f k2 F "(х, k ) (е, q. (k ») dk + L ..... k 2 j F ' j (х ) С f ,q, j) n, n, n, 
О 

2 .... .... .... 2.... .... 
/2.33/ 

-
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т.е. формула, которая получается И3 /1.23/ почленным дифферен

цир.?ванием по х /1/, является разложением единицы ДЛЯ операто

ра L. 
Замечание 2. Приведем пример, в котором естественным обра

зом возникают разложения вида /1.18/, /1.26/. Сопоставим каж
дой краевой задачи /0.1/, /0.2/ набор величин 

2 
" " 2 k " 2 '" ,R(v) =fp(v .k) =-- ------2' Л.(vп) ="' .. з·. С J. (v п) . j = 1 .2 ••••Nп J . 

n n rт len(k)l J '"n, 

где 

v (х)	 00 

n	 " 2 -1 _:~~~_~..< о:~~L
V = ( h ) ~ n • с j (vn) = {] фn (х , kn•j ) ёх) 

n n 1 
о ~ n (k n,j ) • 

определяющих спектральную функцию. С помощью тождества /2.16/ 
выводятся следующие равенства 

р( V ; к ) - р( v2 ; к ) = - (1/2) (ti ~. ~ (k» г : ~ ~ = v1 - v2 •
1 

..... 

(-1)П2Сj(~П) =(~~. j.\.j )1' kn,j Е а",	 /2.35/ 

(~y', F(к , )) = О, 2 (С . СУ 1) - с .(v2») = ь j (~V, F(k j ) 1 • 
J	 . J J 

и если aoi о (~ v. f' (О)) 1 = О • Отсюда, в силу теоремы 1.2, 
получаем сразу, что 

1 х оо .


"""[ J~ v (s ) ds + оС h - h 2) = J(-р ( v2 ; к ) - р ( v1 ; k ) '1' (х , k ) dk +

1 

о	 о 

/2.36/ 

+ k"(-1 ) n С ' (; ) 'l' (х •k ,) + I,'" \ с. (v2) - с j ( V1 ) 'р (х , k . ) • 
n n.J J	 Jз

'" ",..

в- частности, если R(v ) = R(v2 ) , то =:: h1 =
 1	 v1(x) v2(x}. h2 , 

что является известной теоремой Марченко о единственности об

ратной .задачи /8/ • 

ЛИТЕРАТУРА 

1.	 Христов Е.Х. - Диф.уравнения, 1980, т.16, W 11, с.2023;
 
препринт оияи Р5-11754, Дубна, 1978.
 

2.	 Христов Е.Х. - Годишник Соф.университета, т.75, кн. 2 

Механика, 1981, с.197.
 

14. 

З. Христов Е. Х. - Годишник Соф .университетв , т. 75, кн , 2. 
Ме.ханика. 1981, 1981, с.215. 

ч. Калоджеро Ф., Деrаспарис А. Спектральные преобразования 
и солитоны. М.: Мир, 1985. 

5.	 Isaacson F.L., Trubowltz Е. - Сопт.Рц г е and Аррl. Math .• 
1983, v.Зб, р.7б7. 

б. Левитан Б.М. - Матем.сборник, 1987, 132, 174, W 1, с.73. 
7.	 Рёsсhlег J., Trubowitz Е. /nverse Spectral Theory. Pure 

and Appl.Math., 1987, v.130, Academic press, inc. 
8.	 Марченко В.А. Спектральная теория операторов Штурма - Лиу

вилля. Киев: Наукова думка, 1972. 
9.	 Calogero F. General ized Wronskian relations: а novel аррго

ach to Bargman-equivalent and physe equivalent potentials. 
Studies in Math.Phys.Princeton, 1976. 

Рукопись пос~упила в издательский отдел 

1 ноября 1988 года. 

15 



TEMATWIECKHE KATErOPHH 11YBJU1KAIU1R 

OB~E~HHEHHOrO HHCTHTYTA ~EPHYX 

HCCJIE~OBAHHR 

HH,neKc TeMaTMKa 

1. 3KcnepHMeHTanbHaR $H3HKa BWCOKHX 3HeprHH 

2. TeopeTH4eCKaR $H3HKa BWCOKHX 3HeprHH 

3. lKcnepHMeHTanbHaR HeHTpOHHaR $H3HKa 

4. TeopeTH4ecKaR $H3HKa HH3KHX 3HeprHH 

5. HaTeMaTHKa 

6. RAepHaR cneKTpocKOnHR H paAHOXHMHR 

7. $H3HKa TR*enwx HOHOB 

8. KpHoreHHKa 

9. YcKopHTenH 

1~- 4~Tnu~Tu~~~~ua nnn~~nT~W ~~rnPnWMPHT~nhHWX 

AaHHwx 

11. Bw4HCnHTenbHaR MaTeMaTHKa H TeXHHKa 

12. XHMHR 

13. TeXHHKa $H3H4ecKoro 3KcnepHMeHTa 

14. HccneAOBaHHR TBePAWX Ten H *HAKOCTeH 
RAepHWMH MeTOAaMH 

15. 3KcnepHMeHTanbHaR $H3HKa RAepHwx peaK~HH 
npH HH3KHX 3HeprHRX 

16. ~03HMeTpHR H $H3HKa 3a~HTW 

17. TeopHR KOHAeHCHPOBaHHOrO COCTOAHHR 

18. Hcnonb30BaHHe pe3ynbTaToa H MeTOAOB 
$YHAaMeHTanbHWX $H3H4eCKHX HCCneAOBaHHH 
B CMe*HWX o6nacTRX HayKH H TeXHHKH 

19. 6HO$H3HKa 

.. 

XpHCTOB E.X. 
06 onepaTopax, CBH3aHHbiX C pa3JIOJKeHHHMH 
no npOH3BegeHHHM pemeHHH gByx gagaq 
lliTypMa - ITHyBHJIJIH 

PS-88-782 

lloJiyqeHbi cPOPMYJibi pa3JIOJKeHHH no npOH3BegeHHHM Y 
= y 1 (x, k) y 2(x, k) pemeHHH Yn ABYX CaMoconpHJKeHHbiX gagaq 
lliTypMa - llHyBHJIJIH 

y'' + (k2 
-v (x )) y = 0, 0 < x <oc, Yn'(O) -hnYn(O) = 0, n = 1,2, 

n n n 

rge 

Cl+x)lvn(x) IE L 1(0,oo), 

H nocTpoeH HBHbiH BHA onepaTOPOB, AJIH KOTOPbiX OHH HBJIHIOT
CH pa3JIOJKeHHHMH egHHH~bl, 

Pa6oTa BbiiiOJIHeHa B lla6opaTopHH BbitiHCJIHTeJibHOH TeXHH
KH H aBTOMaTH3a~HH OHHH. 

Coo61QeHHe 061.e.IUIHeHHoro HHC111Tyr& uepllhlx Hccne.u;oB8HHA. ,lly6Ha 1988 

Tif'OeBOII aBTOPa 

Khristov E.Kh. PS-88-782 
On Operators Associated with the Product 
of Solutions of Two Sturm-Liouville Problems 

Expansion formulae over the product Y = y l. ( x, k) y2 ( x, k) 
of the solutions of two selfadjoint Sturm-L1ouville 
problems 

2 
Y~+(k -vn(x))Yn=O, O<X <oo, y~(O)-hnYn(O) =0, n=1,2, 

where 
( 1 + x ) I v n ( x ) I E L 1 ( 0, oo ) , 

are obtained. An explicit form of the operators for 
which these fo~ulae are expansions of the unit is con
structed. 

The investigation has been performed at the Labora
tory of Computing Techniques and Automation~ JINR. 
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