
В.И .Иноземцев, Д.В .Мещеряков* 

' 

Об'ЬВАИНВННЫI 
ИНСТИТУТ 
RABPHЬIX ., 

ИCCIBAOB8HMI 

АУ б На 

Р5-84-784 

ФАКТОРИЗАЦИЯ ВОЛНОВЫХ ФУНКЦИЙ . ' ' 

ОСНОВНОГО СОСТОЯН~Я КВАНТОВЫХ СИСТЕМ, 

СВЯЗАННЫХ С ПОЛУПРОСТЫМИ 

АЛГЕБРАМИ - ЛИ 

Направлено в "Physics Letters А" 

* Московский государственный университет 

" r Jll 



N 

ф0 (х 1 , ••• , x.J"' _ п q(xJ) _ п c(xJ -xk)c(xJ + xk). 
з=1 з>k 

131 

Введем обозначения 

(lnc(~))'= а(~). (Inqa))' ·= у(~). /4/ 

Мы считаем, что . ,с(~) и q( ~) - · четные, а а(~) и у(~) - не чет
ные функции. Подстановка анзаца /3/ - в /2/ приводит к следующему 
функциональному уравнению, содержащему 4 неизвестные функции: 

[у(~) - у(71)] а(~ - · 71) + [у(~) + у(71 )] а(~+ 71) = 7{~) + т ( 71) + f:3 ( ~ -71) + {:3( ~ + 71). 

Дифференцируя обе части /5/ последовательно по ~ и по 71 " 

2 2 
и применяя к ним оnерацию i__

2
- j_ , получаем уравнение для двух 

д~ д712 
функций: 

[у(~+ 71)- v(~ -71)] [ 8"(~)- 8"( 71)] + 2[v"(~ + 71) -v"Ц- 71)] {lКt)-8( 71)] 

+ 3v'( ~ + 71)[ 8'(~)- 8'( 71)]- 3v'(~- 71) [8'(~) + 8'( 71 )] = О, 
!6! 

где 

v (~)=a'(~), lК~)= у'(О'. 171 

Это уравнение с !очностью до знака совпадает с функциональным 

уравнением, возникающим при исследовании двухчастичных интегри

руемых систем 171 Реwения /6/ имеют вид: 

I. 
л а 2 л а2 - . 2 

v(~) с 1 + 2 ~ ; lК~) "'Л 3 а ch2a~. 
2 с 2 а 

sh а<:. sh -
2 

!81 

п. v(~) = :\1Р(~)+Л 2 ; ВЦ) = А 39'(~) + Л 4Р(~+ы 1 ) 
- -

+ЛБР(~+ ы2) +.\еР(~+ ы1 + ы2), /9/ 

где Л1 , ••• , 1:6 . - nроизвольные постоянные, а ы 1 и ы 2 - полупе
риоды функции Вейерштрасса 9'(~). 

Подставляя /8/ и /9/ в /5/, с учетом /7/ находим, что функ
циональное уравнение /5/ имеет следу~ие реwе~ия: 

- - а~ 
I. а(~)= Л 1 actha~ + Л2acth-; у(~)= Л3 ash2a ~; 

2 
---2 -- 2 /10/ 

т{~)= 2(Л 1 + Л 2)Л 3 а ch2aJ; {:3(~) = 2Л~gа cha~. 
f Ct;:.~ .. · · ' 'fJ 
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П о а(~) = Л((~) + р.~, 

- - - /111 
у(~)= Л((~)+ Л1 (1 (~) + Л2( z{~) + Л3(3(0 + р.1 ~, 

2 - 2 
т(~)= 2р.~у(~)- р.р. 1 ~ + Л[Л(((~)- Р(0) + 

- 2 - · 2 - 2 
+ Л1((1(~)- р1 (0) + Л2((2(0- Р2(~)) + Л3((3(0- Р4(0)] ; 

1 2 Л( Л + Х + :\ + Л ) 2 
{3(~) = 2 р.р.1~ + Лр.1~((0 + 1- 2 ...а:_[((~)- Р(~)]. 

Здесь ((~) - ( - функция Вейерштрасса, и 

(. ( ~) = ( ( ~ + си . ) _ ( ( си . ) , Р. < ~) = Р <,; + си. ) , i = 1, 2 , 3 , си 3 = си 
1 

+ си.2 , 1 1 1 1 1 . 

- - -
а Л , р. , р. 1 , Л. , Л 1, Л 2-, Л 3 - произвольные постоянные . 

Можно убедиться, что решение /10/ оп~еделяет во~новую функ
цию основного состояния лишь в случаях Л 1 = О или Л 2 = О,т.е. 
когда оно сводится к /11/. 

Рассмотрим решение 1 (1 1 о Потенциалы V(,f) и W( ,f) определяют
ся. через функции а (,f), f3(,f), y(,f), т(,f) с точностью до произволь
ных постоянных: 

V(,f) = а'(О + (N- 1)a
2
(,f) + f3(,f)- Л2 (N- 2) P(,f) + const, 

W(O =~(у'(~)+ у 2(0) + (N- 1) т(О + const. 
2 . 

/12/ 

При этом волновая функция основного состояния выглядит следую

щим образом: 

- - - -
N л л1 л 2 л 3 

ф0 (х1 , •. . , xN) = П l a(x . Н · laJ.(x . )1· 1 а2 (х . ) 1 la
3

(x . )1 х 
j=1 J J J J 

2 2 Л Л р. (х. + х ) 
-xk) l · la(xj+xk) l е 1 k 

p.l 2 
-х. 

х е 2 
J П 1 а(х . 

j>k 1 

/13/ 

где a(,f) - а - функция Вейерштрасса, и 

1 

-~((си·) . 
aj(.f)=a(~+cиj)e J,j.=1,2,3 си 3 =си 1 +си 2. 

При вырождении функций Вейерштрасса, когда си 1 ... "" , 

для V(~) и W( ,;) получаем из 112/ следующие выражения: 

Т1 
си2 = i"'2a, 

V(~) = Л( Л -1)а 2 
+ _i_p.L\~ 2 

+ M,factha~ -2ЛЛ 4а 2сh2а,f, 2 2 
sh а ,f 

4 

. 
;"-

'1 

.... , 

~ 

" t 
t, 

l 

t 

Л (Л 1 - 1)а 2 (Л 0 - Л 1)(\ 0 +Л 1 -1)а 2 

W(/;) = . . . + --------------' 
2 2 

·sh 2а~ sh а~ 
1 2 

+ [Л2(2(N -1)Л + Л0 + Л 1 + 2 л 4 + 1)- 2Л 4(Л 0 - Л 1 )]а ch2a~ 
1 2 2 1 2 

+ [- Л 2 - Л 4 ( Л 0 + Л 1 + 2 (N -1 )Л + 2) ] а ch 4а ~ - --.Л 2Л 4 а ch 6 а ~ 
4 2 

1 2 1 2 
+ - \ ch 8а ~ + - Л 3L\ ~ + Ло L\ ~а cth а ~ + Л 1 L\ ~а th а ~ , 

4 2 

/14/ 

+ Л2 L\,fash2a,f -Л 4L\,fash4a ,f , 

где Л, р., Л 0 , л 1 , Л 2 , л 3 , л 4 - произвольные постоянные и L\ 
. Л3 + 2(N - 1)р.. 

Волновая функция основного состояния приобретает вид: 

2 2 
N Л Л Р. ( х . +xk) 

ф0(х , ... , х )= П l sha(x . -xk)l l sha(x . +. xk) l е J х 
1 N .> k J J 

J Л2 Л3 2 Л4 
N Л 0 Л 1 -

2
-ch2ax . +2 x . -- ch4ax. 

х П 1 sh ах . 1 1 ch ах . 1 е J J 4 J 
. J J 

j= 1 

/15/ 

Для самосопряженности гамильтониана с потенциалом /14/ необхо
димо выпоJ1нение условия/!:)/ Л( Л - · 1) > 1.. .. Очевидно, что при 
Л 4 > О ф0 (х1' ••• ,xJ норнируема . ·4 

В случае L\ = Л 4 = О классические системы с потенциалами би
нарного взаимодействия и внешнего поля /14/ являются вполне 
интегрируемыми 1 5 •61 . При Ло=Л 1 =Л 2 = Л 3 = Л 4 =0, Р.=-Ь 
получаем системы, рассматривавшиеся Калоджеро 121 . При р. = L\ 
= Ло = Л1 = О приходим к рассмотренным в предыдущей работе 14 1 

системам Сазерленда-Калоджеро во внешнем поле . 

Отметим, что для нахождения Е 0 и ф 0 - _ энергии и волновой 
функции основного состояния можно также использовать следующий 
прием. Гамильтониан /1/ представим в виде 

N 
+ 

Н= l а . а. + Е 0 , 
. 1 J J 1 
J= 

где 

а . = _1_\р . + i( l {a(xk- х.) + a(xk + х 1 )] + у(х . ))1, 
J ";2 J k~j J J 

/16/ 

/17/ 

причем при любых нечетных а ( ~) и у( ,f) операторы а . коммутируют: 
J 

[aj, ~] · = О. Из /16/, /17/ следует, что функции а (~) и у(~ ) 
должны удовлетворять функциональному уравнению /5/. Поэтому вол-
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новая функция основного состояния может быть найдена как решение · 

системы N дифференциальных уравнений первого порядка а .- ф0 (х 1 , ••• , 

xN) = О, j = 1, ••• N, где функции а(() и у(() в /17i опреде
лены согласно /11/. 

Легко показать, что Е 0 в этом случае представляет собой энер

гию основного состояния системы. В частности, для потенциалов 

/14/ она имеет вид 

21 2 2 12 12 ' \ ) Е =-Nа\- ·(Л +А --Л --Л4)+ Ло("1 + "2 - Л4 - · 
· 2 о 1 2 2 2 

- Л 1 Л4 +~(д- (N - ·1)/l) + 2(N- 1) Л(Л 1 + л 2 + (2N_- 1)Л)I . 
а 

В заключение отметим, что значительный интерес представляет 
изучение остальной части дискретного спектра рассмотренных си

стем. Это исследование будет проведено нами в дальнейших работах. 
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