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Введение 

В настоящей работе исследуется сходимость разложекий функции 

рассеяния 'fi•(k,X) и функции Грина Gi (lc.,)(,)(') no системе 
резонансных функций. Эадача рассматривается для сферически-симметрич

ного nотенциала конечного радиуса действия: 

<J' (Х) =О nри х >4.. 

Резонансные функции, введенные Гамовым nри описании tl.. -расnада/!/, 
являются собственными функциями краевоН задачи для радиального урав

нения Шредингера 

-'f"+ CJt(X)~+ e~~U:: t"CJ, о~Х ~а.., (I) 

Cj(o)=O, lf'(Q.) = n.:'(ia.), 
су (а..) S..,: ( 6.«) (Ia) 

где ~; - функцv.я Риккати-Ганкеля nервого рода, имеющая асимnто-

тику 

~: ( х) .t=... е н)(- ~'') 
'f.-+-

Собственные значения задачи ( I)-( Ia) ft"' являются nолюсами S -
матрицы, функции Грина и функции рассеяния. Поэтому разложения функ

ции неnрерывного сnектра моано nолучить, используя теорему Коши, ко

торая является частной С'орwулировкоii теоремы Uиттаг-Леффлера. Соглас

но этой теореме, мероuорфная функция f (2) может быть представлена 
в виде суммы главних чаете И в nолюсах i!,.. и многочлена Q ( l) сте
nени р. 

Разложени е функции рассеяния по сист еме резонансных функций 

впервые было пр едложено в работе 121. Положительный оnыт nрименении 

lt-.e~rtetшwй мнсmrут 
Uq&НX Ift с ;'!1 "'.IЧtЗHII 
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уitазанноИ теоремы для получешш разлОi~ений S -матрицы, К -мат

р и цы и фующи и Гр ина /3-?7 показал плодотворность такого подхода. В 
этих работах , однако, не уделялось должного внимания сходимости раз

ложени>i . Хотя и з теоремы Коши следует равномерная сходимость по ft. , 
ясно, что скорость сходимости н выбор параыетра р будет зависеть 

и от значен 11 й перем~шшх Х и х' . На это указывают и результаты 
чи сленного и сследован и я сходнмости разложений Миттаг-Леффлера /В, 9/. 
Следу ет отметить также работу /IO/ , где получена оценка скорос
ти сходимости для разложею;я функции Грина , которое формально соот

ветствует параметру р = -l. В настоящей работе nолучены равн омерные 

оценки скорости сходимости раможений Миттаг-ЛефiJ.лера по ')( и х' с 
nроизвольным nараме тром р для фующии Грина и функции рассеяния. 

I. Теорема Коши и разложения функций Itонтинуума по системе резонанс

ных фующий . 

Прежде всего сформулируем теорему Коши /II/. 

Теорема. Пусть Мераморфнан функция j (i!) нанекоторой nравильной 
системе контур о в {с ... } растет не быстрее, чем степень 2. Р , т . е . 
на всех С"" 

1 f(!) 1 :!: ~/г/ Р_, 
( 2) 

где М - постоянная, р ->О - целое 
является полюсом 1 ( l) . В этих условиях 

число, 

~(2) 
а :R:O не 

можно представить 

в виде 

fСг)::. h.(г) +Ё { a.,._(i!)- h.~{гJj, 
..... , lfl ( 3) 

где а ... (г) - главные части f (l) в полюсах i!"'J 

р ~ (,) 
h.c~) = 2. 1 <о) г' 

~:.о t}! • 

р ( .. J 
h,._.(z) =- L i"- (о) l,. 

f•O 'f • 
Под правильно!! системой контуров {С ~а.} понимается совокупность 
замкнутых кривых , удовлетворяющих следующим условиям: 

I) С t содержит внутри себя точку ;r =О , каждый контур С,.. нахо-
дит ся внутри области , ограниченноН контуром С ..... ~, . 

2) Кратчайшее расстояние d .._ от точек С"' до начала координат 
неограниченно растет с ростом n. . 

3) Отношение длины е,._ !tривой С"" к rJ. остается ограниченным. 
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В случае nростых полюсов 1,..= а"'-"'г-,.. , формула (3) принимает 
вид: 

р ~ .,l ) - рн 
f(2) = z:. ~ 1,. + z: lL) 'tl'\. J 

\=>0 tf . ~&.•t fit,., 2- 2r&. ( 4) 

где 't.,.. ; 'Ud /(г)/-,~-,,... 

При доказательстве теоремы Коши рассматривается интеграл 

..L ф :f(~) tlj 
lJ"I с" s - и . 

По теореме о вычетах 

...L. ф :fC$)a1 
Jfff $ -1 

с,., 

11 

= f (г)- 7:. 1tt. (г). 
to:J 

( 5) 

Если этот интеграл стремится к нулю при 11 ... 00 , то функция j(l) 
представляется рядом главных частей ( р = - .L). Однюtо, если f (r) 
возрастает на си стеwе контуров с" как l'lJP , интеграл к нулю 
не стремится . В этом случае для получения стремящегося к нулю интег

рала и сnользуется nрием, nредложенный Коши. Так как,nо условию, точка 

г• о является правильной точкой f (Z) и лежит внутри С11 , то в 
равенстве (5) и его nоследовательных проriзводных по ~ uожно поло-

жить гz: О , в результате получим систеwу уравнений 

J (~) " ~~~·>,"\ · _L.f.. fC!)c..~ = -f (ol_ '"S"" ~ (o.:IIL ... p) ( б) 
it"i у .... t о. 1 L..:- а. 1 ' "Т ~ ' • 

Cll " -, · "· t r · 

Умножая равенства ( б) на ~" и вычитая их сумму из ( 5), полу чаем 

" fCl)-h.Ci)- Z: ( g,..(l) - h ... C~J) = ..... ~. 

.А. "{...!.. -Z ~t} f (s)J.j = ~ tt J(J)Js 
Zf'f '1 S-2 ,. 

0 
5t"' 2.ffr "! 

с~ с" 

Таким образом, оценк~ скорости сходим ости разложения (3) сводится 

к оценке интеграла 

_ ifНl ~ f(s)Jj 
R.1 - lrГ "! $""'l($-2) . 

с" 
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У слови е ( 3) при определении правильноИ си стемы контуров, а также 

услови е (2) теоремы Коши используется далее для того, чтобы доказать 
равномерную сходимость по Z.. В данной работе эти условия не при

меняются. 

Как известно, функци-я Гр ина для радиального уравнения Шрединге

ра (I) определяется следующим образом: 

G/(k,X)X') = Но (i.) х~) 'Jt (k)X>)/ыft), 

где ~о (!~х) и ljJ. (i~x) -два независимых решения радиально
го уравнения Шредингера со следующими начальными условиями: 

'Jo(o) =о~ f_:; x-f-~f•(i,к) .. i/(.2f+~)!!, (?) 

1 hi '(ja.) ~t(Q.):: 1, ys (Q.) = 
;_/ (!а.) ' 

(8) 

х.~. - меньшее и з ' )( > - большее из х и х' х и )( J 
J 

t.J Ct) - вронскиан 

"'(l) = y.f&,x)y/( i~x)- go' {l.,xJv~ (t х) . 
( 9) 

Функци я рассеяния "'/Тt'* ( i, Х) является решением радиального уравне
ния Шредингера 

YJ"c.,"(t,X)- (t(x).r ~~:L)_ i 2)ft-t(i.,X)=O, O~X~D. 

со следующими граничными условиями: 

'ft.,(lr, o) =tJ~ 

-рё + ( '~ xJ = (t(i,x) + Sfl~}-~ k + (kx) 
х ,. а.. 11 ' · 

• Здесь Sг ( i) - матрица рассеяния, ft и ht - функции Риккати-
Бесселя и Риккати -Ганкеля первого рода соответственно. 

Известно 131, что для потенциала конечного радиуса действия 

tJ. ( х) = О при Х > 11-

функции G- 1+(i,x,.x'} , "1'/(i,x), SCi)- мераморфные во всей комп
лексной ~ -плоскости , и их полюса совпадают с собственными зна
чениямизадачи (I)-(Ia) . При этом в верхней полуплоскости имеется ко-
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нечное число простых полюсов, лежащих на мнимой оси и соответству 

ющих связанным состояниям. В нижней полуплоскости число полюсов бес

конечно. Они расположены на мнимой отрицательной полуоси, отвечая 

антисвязанным состояниям, а такжевШи IY квадратах -симметрично 
относительно мнимой оси. 

Далее будем предполагать, что полюса простые. В литературе 

это обычно аргументируется тем, что для используемых в ядерной физи

ке потенциалов.- ,появление кратных полюсов - редкое явление. При этом 

их можно рассматривать как предельный случай слияния простых полюсов, 

расположенных очень близко друг от друга • 
Перейдем к построению разложений Миттаг-Леффлера для функции 

Грина и функции рассеяния. Если резонансные функции удовлетворяют 

условию нормировки 

111. r 11: (JC)dx .,. 
о 

lf.!-(o..).!!:.. ( k:'{lto..l) = 1. 
1 1 n. tJ. lt, nJ ( 4r.A) ' 

то вычет функции Грина rt.,.. в полюсе t ,., 
Cf,.. (У) ~,.. (JC') 

.t ""' 

равен 

Таким образом, согласн о теореме Коши , справедливо разложение 

" ~ k" .. ') .. ( lt ) рн ') G-e ( •,.х, х ') :: ~ 1 G-e (о, х, х + Z L 'f .... (х) f! ... (r ' 
t=o ,. . JtsL 1Ч!. .t6....{i _ '-.) 

при условии , что 

ф c.t ($, х, х') tlJ 
с", sP"l { $- i) ~ о при tl ~ .-о. 

(IO) 

(II) 

(12) 

Если рассмо~ре ть интеграл ...:!.-. ф G-l (!, х, "t/,1! 
J,t Ctl -.!- lt. 

, ТО , СОГJ18СКО 

теореме о вычетах,получим разлоаение 

с;., .. ( ft., 't , х.') = i:. 11 ... tx) !fn. (1(? , 

""' .ti ... (i- !,..) 
(13) 

которое формально соответствует случаю f :~-1. в !'еореме Коши . 
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В сукмах (11) и (13) в ежучае комплексного полюса под номером 

h.. объединенw два симметричнwх: полюса t"' и - •: , которым соот
ветствуют комплексно-сопр~еннне собственнwе функции. 

Вместо функции рассе~~Ю~я 'f7"~-+ ( tt, 't) удобнее рассматриват/8 • 91 
функцию 

1'i~;;;; ь. -l.h.t. ('-a..)'l't ... l i, )() 1 х ~а... (14) 

Для этой функции справедливо соотношение 

G-e-+ ( ~. '/.1 а..) = - "/'&с:. ( ~. ){). 
Таким образом, оценка скорости сх?димости разлоаения 

'tta.(i,X) = i:. ~ -r:C't)(D,X)- f (l Jp+t'f,..(X)!f.._(a.) (15) 

р о 1- ! ... /. k... :.1"' ( .. - ь.) 
такае сводится к оценке интеграла 

~ G-(S)t,a..) гЦ 
Z, sP+I. {$-i) 

при }/- t:?O. 

2. Асимптотическое поведение функции Грина nри 1.- ос. 

Рассмотрим вначале асимптотическое nоведение функций ~t(i,X) 
и Vo(t,X). 
Лемма. Пусть IJ. (х) СSесконечно диФРеренцируема на [О, ttJ и пусть 

q,(a..-o):l-0 • Тогда ~s.(lt1 X) допускает при 1-+оо асимптотическое 
разлоаение 

~·l•.~) = h.i (u) (! .. f. tt....lt~J) + ~.<et.) h.- (i.x)h.; (ica.) (! + f 8~ (rJ\ 
h.t (i.11.) "=t (.t 1 А.)~ t a.=t !"" /. t 16) 

Доказательство. Функции ~ ( ix) и h.i ( tX) являютс11 независ100о001 
решениями уравнении 

-у'' ... t~:'Jy : l'J· . . ( 17) 

Будем искать решение уравнения для '1 J. ( i, t) 

- yl"-+ [ f~-(X) ~ f~~+l1 'Jt : ~-~ t1U) 

методом вариации постояннuх ) ) 1_ - ( 1 ) 
g1 (4!,~) = Cl(x)lt./('x + Ct(JC "-t 1.')(. 

С учетом граничных условий для '1 J. nри Х = Q.. по.11учиu 
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1 

.... 
Ct (Х) = - rtit JCJ-(i!)~c(l) h( (4t~)d~ + fi tiet.)' 

Q.)( 

С.& (х) = .t.f6. S ttli) ~J. (l)ke+(,i)elг. 
1( 

С.llедовательно. v{ ( '· )() 

J _ h.; (ftx) _ 
~· (i,x - ~~.taa.J 

удовлетворяет интегральному уравнению 

Q.. 

h.:(~~) J ~(2)~l{i)h;(ii!)el~ -4-
~1( 

hi ~ ttx) I ~ (~)~l (2) hi ( iг)iг. 
,tt .. х 

Если х> ~/ , то интегральное уравнение можно решать методом 
последовательнwх приближений 

tJC"'.J(iv) = J.:(l!.x)- h.;(~x)]Q.ft(~J~/~~]h-;(4tг)ol~+ 
~~l ~ nlr•a.> :н.. к 

(•) ., '11. {i,x)::: 1Ч (~х) 
lч., {ill.) 

1,_; _( • х) J q.(e) ~11 citfl.t"' ( k e)tli!~ 
t!~ /( 

1 10 ) \ ~ с 1 tн 1 Сnраведлива оценка ! ~t ( R.,~)- ~ i. (._, Х - ~ 

где .61 = '1/t)- Ktco). 
tJ) 

Вwражение вида (16) дл11 'dt ( i, У) получаетси интегрированием по 
частям: 

- L + 
h.e (ix) J H2)J,.:{iг) lte {ii) d~ = 
.н.. " Jч-Ф (64.) . 

4. 

_f... kZ(~x) Jtt{~)eLi•~p+~(..i.)d.t= 
lfJL n,+ (~~) х (. \1.~ 

~{с..) ~{Ь.х)h.:(\а.)- _tЩ k·a-.) '- -{!к)k, .. (kx)-
(.t.i .. )~ (.ttk).. ~ .. (ia.) f/.( t 

... 
.1.. 4""('-xJ r J.iie +l(!)Jid 

(J.i~)t kL .. ( fta.J ~ е [ q.{t) Ре ii! ~ . 

Для Х ~ 
1
i

1 
величина h..; (~~) Jt: (ia.x) - ограничена и, сле-

довательно, ограничен интеграл Jq,(i!)lt:(i!e)h:(~e)d~. 

При )( >,:. L они являются полиномами ~о обратным степеням k. • 
Продопая nроцесс интегрирования по частям, получим младшие 

члены разложения (16). 
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Если У ~ Jt, = 8 , то итерационнwй процесс будем осуществжJiть по 
фо'(*уле 

~р·>= ~((~~)- :ift. {~(~:t)J~J.(G)h.~(ie)~1"'#JJ2 -
Q,.. 

- ' '!.. ( ... _, ) { + )j ~'] - ( .... J h.t(ir)Jq. (o)~ .. (i;)~.t (~)ti~J- I.J.i'- ~(~х [tt{2)-~(o ]~(i2)~1 <t){2 

_ ~ц,-(t.~) fCq (;J-tJ.(o/Jh,i(i2)~/"" - " J Ci)d.i]-
G f - (111-t) 

fr._ [h.:( llx) 
11 

[~t (e)-lJ- Co)]h.ta~)Yt c2)ol2--

i + ) (Wt · l.) J ] 11.; ( i х) J [ ~ ( 2 ) - tt { ~ la.e { lz г V J. {г) я. ~ " 
1( 

lJ lo) 
~ t = о , y/J} = ",_ .. (fн) 

Приниuая во fнимание , что J 
k: (tr.x)} IJ(i) 4 (ka) vca)i~- Zt;(i'll) tt(e)lt.~l'-e)~(a)el~ 

х g ч 

= :1 {ff (ltx) rчса) J,;(~a)vre)Je- h.~(iж) Jlf(i)fi{lta)vca)d2 }.) 
11 

можно получить оценку 

~~l!~.x)- y?)rь,)(JI ~ \WI6.tl + fk1 16~\J 
rде .6.t = ~lщ_ ~Io)) Az = ~?)- vP! 
При вычислении Vi2J(It,X) воспользуеМСJI тем, что s~~{fa.x)dr 
и ! 1J t la.x) \t.i ( i х) dx берутсJI в явном виде 

r 4 .. ( 1а. хН/ ( ~)')d ж = 1 f .lkt+ ( ix) 1ц t ( ltx)- J.t.:., {ix) hi!t (a"J)-
J " :1 

~{ IL1r) ktн. ( ~x)j . 
0.. .. " Интеrрируя по часто J [ tt{!)- ctl&)] kc (i2)ol'i, 

по .. учиu д.IJI Vtщ ( t, х) вкрuение вида (16). Леuма. доказана. 
Выбирая фуmщии~(4r)t) и lt.(.(,x) (rдef1t -функция Риккати-

Неймана) в .качестве nары: независимы:х решений уравнения (!7), аи8.11о

ГИЧJЮ ПOJIYЧИII асимптотиху wrя ~о l~. х) 

) ... ft(ix)-+ (elt:IK) 
Vo ( i, r ........ 6.~ .. 1. () -.:-m , (19) 

где tt- uниuая часть k = а-.. tt:'. 
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Рассмотрим вронс:киаи rv ( '2 . Так как он не зависит от перемен
ной Х , достаточно вычислить ero в точке J< =о. 

(..}(!) = ~:-о (fo (~x)fJ '(ix) - fJ{(x) y/(l'II)J. 
Принимая во вниuание , что 

,._ х t~t ' '( ) .... (e-ti)'X'-
fo('.x);:.o(;.~tJ.}!.I fo ,,У ж~о (J.e-tl)/1) 

и(' r)::::... (J.l-l)/_1 t5 (l.) и/ (~r) ~ _ i(Jt-s)/_1 ~(#.) 
61 ' х..,о O.r)t 1 t 'll..,o x(lx)' ' 

rде 

~<'-) = ftct.A) (!tO(l}) r3~~: Jч .. (ia)(! .. 0(1;))1 
получиu (..} ( 6.) = - t- t. ~ ( i.). 

Полюса in. · фУJDЩИИ Грииа являются нyл.IIIIИ вронскиана, т .е. 
удовлетворJIDТ уравнению 

..L- (l +о (f·') ~ ff~ .. lc/ (iA) ( L~o(f)) ;о. < "о> lt/ ( ia.) JJ (li i).. ~ 

Так как ~ ( iA) = ( i)- t. е .; Ltt. (! .. О ( -J;J) уравнение (20) прини-
1 

мает вид 

eV'-A.= HJ 1 Чl2. {i+o(io_)' = Al 2 (L~otf:.)) 
е ,ctt.J А'/ " 

rде Д:.~ . 
tlA.) 

Реш~ это уравнение методом последовательных приблиаений, полу
чиu асИIIПтотику ДJIЯ собственнмх значений i.... "., (j ... -t i ~"' : 

(j.._ = !!:Е+ ..L .и• А + О (~~t..) 
t>- l.Dt- tТ .., ' 

t""- "' - ..L fн.[.l!:E + ..1 ~•AJ- ~JAI т O(.f) 
z.~ "- %~ о ~ . . 

1 
Здесь tкCJ А "., - RJ JA 1 = ..!L 1- _ { () (-J) 9-(D.) >О 

q J /'f(A}j 1 J - i. (-J)1 lf(A) L..O • 

Полученнwе формулы совпадают с иэвестннu результатомf3/. 

З. Оценка скорости сходиuости 

Рассмотриu сначала интеrраж ~ С-{3, Jt,IC'' )ILJ • 
' C/V jfНI. 

Так как функция Грина - сиuметрИЧJ:ая фующия пер81еииы:х )L и ')(1 
, 

полоаиu дnк определенности Х'~Х. Испо .. ьэуя асимптотические разлоае
ния (16) и (19), нетрудно показать, что э~от интеrрал сводится к 

cyuue интеrраяов вида I" (f, "'-) .:: <j е •SJ tk , 
Cll $•&;{4) 

где ~ моает приниuать значения: 
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t,•- 4.+ 't'+X' t& • -А.+ {к'- х), ,.._ ,... /'+3 ; 

}J..:r Q.- (К'+Х),. }t :о Q.- (r'-'t)J '"- ~ f'+li: 

Вwберем в качестве контура интеrрированиJII DрJIIМОугольник с вер-
IIИНами R.N :t tТ", - R." ~ 'i Тj ,, '!' 

1"11 

-~~ ltAf .,.. 
-Ttl 

где 

ТJ.., = (N+J-)f. + k м1А, 
при /t•oc а т_, таково, что Tl'/tlt.~-oo,. TJ'/Ilк-D 

(например, 1"=1.:, D~.t~l. l· 
i работе Кравицкоrо A.of 2/полученw оценки интеграла 

ф -tst 
C.ll 1e.-tics 5 tJ. $ ДJIJII случаи l = D • ДIIJII Iн справедливw 

анuоrичюrе оценки: 

( I,., {t, lt\.) / = Co..,t 11 l-м- ti 
Cof.жl. Q. 

1.()&.. ; - a.L. .t L. а..' 

/I~(~m.JI = 0(11 3
-'"'), [I,.,{-a,!)/=0(11 1

-"..). 

С.едоватежьно, 

1 А\ с. ( $, х, х :> ~! 1 ~ 
~ ,,.,t Co114t·II-P- 3

., .J;!-' 

с" 

') -~ 

1 
;, а. с s, 't, .,.. R- } ~ а~ t ·11 
't' $f•& 
Cll 

ВернемсJII к IIH'I'erpa.ty ф 
Справедж11ва оценка С-11 

C(S,X{Jr:/ rJ.j. 
$ f-tl. (J - i) 

) 

' 

х., r ' L.. J.a..) 

Х+ t' = .lL. 

f ф с (J; Х; r2 d.J J Е::. i_ 1 ф r;.{ $, х, х') (.!.) "'4 l ~ 
с" s ~.,~, ( J- t) ,... • с" 6 ,.~ & s 

{ 

Со"' t "_,_ 3 + ':!'-:!!.т_ ) 1.,. 't 1 L..l4._, 
~ ~- .. 

~114t N-P_J!_ X+l'=.ta... 
11-А ' 
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Таким обраэом , раэложения ( II) , ( 15) для функции Грина и фу нк ции 

рассеяния сходятся равномерно по Х и Х' на отре эке [О, а ] пр и 
р ~ 1. со скоростью 0 ( 11-Р) • Раэл ожение ( 13), соответствукщее 
параметру р = -i , сходится равномерн о на отреэке [ О , О. - О] 
для любого О • При этом справедливо неравенство 

~ '' _G fG(ft.,x,x')- z:. cg.._tr)!f,.,.(к_.~ \ ~ C(o)N ;:-
...... .t~(ft-~) 

В эаключени е выражаю благодарн ость С . И . Сердюковой эа постоян

ное внимание и поuощь в работе. 
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