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Настоящий период развития метода обратной заАачи рассеяния 

/МОЗР/ 8 теории нелинейных эволюционных уравнений /НЭУ/ может 
быть охарактеризован, с одной стороны, исключительно широким 

использованием в нем глубоких теоретико-групповых и алгебро

геометрических идей, а с другой стороны, существенной тривиа

лизацией самих основ метода. Последнее обстоятельство особенно 

выпукло проявляется тогда, когда речь идет о конструктивных 

аспектах МОЗР - построении явных решений, исследовании задачи 

Коши и т.п. Анализируя достижения последних лет в этих об

ластях, нетрудно прийти к выводу, что в основе всех аналитиче

ских концепций НОЗР лежит, по-видимому , матричная задача Римана 

/МАЗР/. Поэтому представляется актуальным широкое применение 
МАЗР в теории НЭУ. В данно'й заметке с точки зрения ~·IАЗР анали
зируется скалярное Нелинейное уравнение Шредингера /НУШ/ 
с произвольной константой связи g: 

i ф t +Фхх+2giФ1 2 Ф=О /1/ 

и с граничными условиями: 

ф ( х, t) -+ О при х-+ ± оо • /2/ 

Об этом уравнении известно следующее: в случае g >О оно было 
решено в 1 11 при нулевых граничных условиях с помощью МОЗР. Ниже 
уравнение /1/ с граничными условиями /2/ решено с помощью МАЗР 
для произвольных g. Найдено односолитонное решение, которое при 
g = 1 переходит в солитон 1 11 ,а при g = -1 -в сингулярный соли
тон. При g = О это же решение переходит в плоскую волну. 

1. Известно, что уравнение /1/ эквивалентно условию совмест
ности Ut - Vx + [ U, V J = О линейной системы 

Фх = U ф, 

Фt = Vф, 

где 

U = -iЛ a 3 +Q , Q = ( 
о iф*) 
igф о • 
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V = 2 ЛU + V' , 
V' = ( - i giФ I2 

-gфх 

ф(х , t)- 2х2 -матркчная функция. 

igl Ф12 
) . /51 

ф* 
х 

Рассмотрим спектральную задачу для оператора 
циал Q неэрмитов : 

/3 '!. Потен-

Q+= - AQA-1 , !61 

где 

А= ( i:т i/~). 171 

/Здесь +обозначает эрмитово сопряжение/. Откуда имеен 

u+сл> =-АU(Л*)л-1 • !8! 

Соотношение /8/ дает следующую инволюцию для матричных решений 
уравнения /3 '1: 

ф-1 (Л):А-1 ф+(Л*)А. /9/ 

Для уравнения /3 '/ введем два набора матричных решений йоста , 
определяемых своими асимптотиками при х ... ± оо: 

- iЛа3 х 
ф + Х+=е • 

- х-+±оо -
/1 0/ 

Линейная зав исимость матричных решений йоста ф+ определяется 
матрицей перехода S: -

ф_(х,Л) = ф+(х,Л). S(Л, t ) . / 11/ 

Из инволюции /9/ следует, что S псевдоунитарна : 

s - 1(л) = л- 1 s\л*)А. / 12/ 

Соотношение /12/ определяет структуру матрицы S( Л) : 

( 

а(Л) 
s-

-gЬ*(Л) 
) /13/ 

Ь(Л) 

а*(Л*) 

Воспользуемся тождеством _d_ det ф + = SpU = О, из которого следУет 
dx -

detф + = dеtф_,т .е. матрица S унимодулярна: 

2 

1!\1 

,. 

detS= 1, а(Л)а*(Л*)+ gЬ(Л)Ь*(Л* ) = 1. /1 4/ 

Факт, что V ;к ... tоо V+ =2ЛU+--U озна чает , что эволюция по времени 
- -х~±оо 

мат рицы перехода S имеет вид: 

S (Л t) - 2i Л 2 а t • =е 3 S(Л О) 2iЛ2 о t • · .е s /15/ 

2. Введем две функции: 

,,, + ф s• i Лиз х _ i Ли3 х 
'~" = + е = ф_ • S • . е /16/ 

•
1
• - _ ф R + i Ла3 х . _ i Л а. х 
'f'- •• . е =Ф · R . е з 

- + 
/17/ 

где 

R ( а о ) (1-Ь) ·, R = , S 
- gb* 1 О а 

( а* о ) ( i ь ) 
gb* 1 ' 

8 
= О а* /1 8/ 

и Rt , S ± I . 
1 Лl.,.оо 

О чевидно, функции ф ± удовлетворяют уравнениям 

+ + + 
Ф;=-iЛ[а3 ,Ф-]+Qф - . /19/ 

Выбирая подходящие интегральные представления, можно пока

зат ь , что функция ф+(ф-)аналитична в верхней /нижней/ полу
плоскости комплексной плоскости Л /см. , нап ример , 121 / . Так им 
образом, кусочно-а нал ит ичная функ ция 

{ 

ф+ , ImЛ > О 

Ф = 
ф -, ImЛ < О 

/20/ 

аналитична на всей комплексной плоскости Л . Из /16/-/18/ сле 
дует , ЧТО 

± I • ф 1 Лl.,-оо /21/ 

3. Теперь построим МАЗР с нулями . Для простоты положим, чrо 

функции ф t имеют в области своей ана~итичности нули Л1 и Р1 со
ответственно . Из /9/ следует , что нули НАЗР сопряжены друг дру-
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г у: 111 =Л i. Сформулируем задачу: найти две функции - ф + - ана 
лит и ческую в области ImЛ>Ои ф-- аналитическую в области ImЛ<O, 

удовлетворяющие на вещественной оси линейному соотношению 

+ -
ф (Л) = ф ( Л ) • G ( Л ) , Im Л = О, /22/ 

где 

G(Л)=I+H, Н= ( ~gЬ•(Л) :щ ) /23/ 

зада ны на ! ImЛ=ril. Инволюция /9/ дает следующее ограничение: 

с-1 щ.", л- 1 . с+ ел:) .. А. /24/ 

С учетом /23/ краевое условие /22/ перепишем так: 

.р +(Л)- ф-(Л ) = ф-( Л ) • Н(Л) . 

Так как detф+(Л 1 )=detф-(Лi)=0, решения /25/ имеют вид 

+ А1 
ф =1 +--+h(Л), 

л - л~ 

ф-(Л)=1+ 8
1 +h(Л ), 

л - л 1 

+ -где ~=RеЛ, ry=ImЛ, А o=resф (Af), В =resф (Л 1 ), 

ьсл) = __ 1 Гd~ Ф-со ~<~) . 
277i . ~-Л 

Если ограничиться безотражательными потенциалами, т.е. если 

b(~)=0=> H(~)""Q, то вместо /26/-/27/ имеем 

/25/ 

/26/ 

/27/ 

+ Al - В1 
h(Л)=О, ф ""J+--, ф =1+ • /28/ 

Л-Л* Л-Л 
1 1 

Формулы /9/ и /28/ определяют матрицы А 1 и В 1 : 

А 1 = -2ryP, 8 1 ""2ryP, /29/ 

причем Р2 = Р, р+"" А. Р. л-1 • /30/ 

4 
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Найдем проектор Р . Пусть Р =1 m > k-1< nl, где 1m> ( < n l) -
двухкомпонентный вектор /ковектор/ . Из соотношения /30/ сле
дует, что k=<nlm > , <nl = -lm>+.A, т.е. 

р + + 
= l m>Jm> A/l m> Alm>. /31 / 

Таким образом, 

+ 2ry 
·'· ( х t Л) = I - ---- Р • 
'~" ' ' Л- Л* 

1 

/32/ 

Подставляя /32/ в уравнение /19/, получ~ем 

Рх = GP-iЛ~[u3 ,Р], /33/ 

Q=2iry[a
3 

, Р}, /34/ 

С учетом /31/ уравнение /33/ фактически сводится к уравнению 
для 1m>: 

I m> = U. I m>. 
х -

Чтобы найти завис имость от времен ~, потребуем 

l m >t = V± Jm>. 

Совместное решение уравнений /35/-/36/ имеет вид 

-iЛа3 ( х- 2Лt) 
\ m(x ,t,Л )> = e l m 0 (Л)>, 

m 
где 1m > = 1 °1 >. 

m 02 

Таким образом, для Р имеем 

- i Ли 3 ( х + 2 Л t ) l ( l )+ i Л* а3 ( х + 2 Л* t) А 
е m0> m0> е 

р = --------------------------- ----- -- -

1 
+ i Л* и 3 ( х + 2 Л* t) А - i Ли 3 ( х + 2 Л t) l > 

m0 > е е m0 

/3 5/ 

/ 36/ 

/37/ 

/38/ 

Из соотношения /34/ находим односолитонное решение НУШ /1/ 
при граничных условиях /2/: 

ехр 1 - 2 i < х - 4 i ( < 2 
- 172 ) t - i 8" 1 

ф(х, t) = 4ry ------------------~--·----- /39/ 
( g + 1 ) ch 2 17 ( х - х 

0 
+ 4 f t) + ( 1- g) sh 2ry ( х - х 0 + 4 f t) 

1 mo., 
г де х0 = -- 1n 1 --=-- 1 , 8 = arg m 02 - arg m0 1• 

2ry mo1 
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4. Рассмотрим частные по g решения, получающиеся из общего 
/по g 1 решения /39/. Пусть g = 1. Тогда имеем известное регу
лярное односолитонное решение 

ф(х, t) = 217 ехр \-2i6- 4i(t2- 172 )t- i8 1 
Ch 2 Т/ ( Х - Хо + 4 tt) 

Если g= -1, то получаем сингулярное односолитонное решение 
U(O,l) НУШ: 

/40/ 

ф ( х , t) = 277 cos е ch 2 17 [ х - х0 + 4 t t] ехр 1-2 i t х - 4 i ( t 2- 172 ) t - i 8 1 • 14 1 1 

Наконец, если g = О, то имеем 11конденсатное 11 решение 

ф(x,t)=41J mot 6 -2iЛ(х+2Лt) 
mo2 

В заключение авторы приносят благодарность О.К.Пашаеву 
и Э.И.Уразакову за обсуждение полученных результатов. 
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СООБЩЕНИЯ, КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ, ПРЕПРИНТЫ И СБОРНИКИ ТРУДОВ 
КОНФЕРЕНЦИЙ, ИЗДАВАЕМЫЕ ОБЪЕДИНЕННЫМ ИНСТИТУТОМ ЯДЕРНЫХ ИССЛЕ
ДОВАНИЙ, ЯВЛЯЮТСЯ ОФИЦИАЛЬНЫМИ ПУБЛИКАЦИЯМИ. 

Ссылки на СООБЩЕНИЯ и ПРЕПРИНТЫ ОИЯИ должны содержать сле-

дующие элементы: 

- фамилии и инициалы авторов, 

- сокращенное название Института /ОИЯИ/ и индекс публикации, 

- ме~то издания /Дубна/, 
- год издания, 

-номер страницы . /при необходимости/. 

Пример: 

1. Первушин В.Н. и др. ОИЯИ3 ?2-84-6493 
Ду6На 3 1984. 

Ссылки на конкретную СТАТЬЮ, помещенную в сборнике, должны 

содержать: 

- фамилии и инициалы авторов, 

- заглавие сборника, перед которым приводятся сокращенные 

слова: 11 В кн . 11 

- сокращенное название Института /ОИЯИ/ и индекс издания, 

- место издания /Дубна/, 
- год издания, 

- номер страницы. 

Пример: 

Колпаков И.Ф. В кн. Х1 Мехдународн~й 
симпозиум по ядерной электронике3 оияи3 
Д1З-84-5З 3 Ду6на3 1984 3 с.26. 

Савин И.А. 3 Смирнов Г.И. В сб. "Краткие 
сообщения ОИЯИ 11 3 !f 2-84 3 Ду6на3 1984 3 с.З. 
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Нахан~ков В.Г., Нырзакулов Р. PS-84-742 
Задача Римана на nлоскости и нелинейнов уравнение Шредингера 

Скалярное нелинейное уравнение Шредингера с произвол~ной действител~

ной константой связи интегрируется с nомощ~о классической матричной задачи 

Римана на комплексной плоскости сnектрал~ного параметра. На n~epe скаляр
ного нелинейного уравнения Шредингера с произвольной константой связи 

демонстрируотся nреимущества, в конструктивном nлане, классической матрич

ной задачи Римана на комnлексной плоскости сnектрального параметра над 
более nоnулярным ныне методом обратной задачи рассеяния. Получено ~ее 

односолитонное решение скалярного нелинейного уравнения Шредингера с произ

вольной действительной константой связи. Если константа связи поло.ительна, 

то nолученные решения перейдУт в регулярный солитон • При отрицательной 
константе связи получается сингулярный солитон. Когда константа связи равна 

нуnо, общие решения nерейдУТ в плоскуо волну. Решения типа сингулярный 

солитон приобретут физический смысл в задачах с источниками /неоднородно
стями/. 

Работа выполнена в Лаборатории вычислительной техники и автоматиза
ции оияи. 

Сообщение Объедннеивоrо института ядерных исспедований. Дубна 1984 

Перевод О.С.Виноградовой 

Нakhankov V.G., Hyrzakulov R. PS-84-742 
Riemann ProЫem оп а Plane and Nonl inear Schroedinger Equation 

Scalar nonlineaг Schroedinger equation with an arbitrary real coupling 
constant is integгated Ьу the classical matrix Riemann proЫem on а complex 
plane of spectral parameter. Scalar nonlinear Schroedinger equatlon with 
an arbitrary real coupling constant is taken as an example to show the 
structuгal advantages of а classical matгix Riemann proЫem оп а complex 
plane of spectгal parameteг as compared with the more popular today method 
of inveгse scattering proЫem. А general one-soliton solution of scalar 
nonlinear Schroedinger equation with an arЫtrary real coupllng constant is 
derived. lf the coupling constant is positive, then the obtained solutions 
will pass to а regular soliton. For negative coupling constant а singular 
soliton is obtained. When the coupling constant equals zero, general solu
tions will pass to а plane wave. Solutions of slngular soliton type will 
acquire а physical meaning in proЬiems with sources (lnhomogeneities). 

The investigation has been perfoгmed·at the LaЬoratory of Computing 
Techniques and Automation, JINR. 

~nication of the Joint Institute for Kuclear Reaearch. DuЬna 1984 


